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PREFACE
P^ LA PRBMIÈRE ÉDITION
V Hydraulique que nous donnons aujourd'hui fait suite à la Résistance des matériaux, publiée Tannée dernière. ;^ C'est en deux volumes le résumé de l'enseignement dont nous sommes chargé depuis quatre ans à l'École des ponts et chaussées. Le titre général : Cours de mécanique appliquée aux constructions, comprend l'hydraulique aussi bien que la résistance des matériaux. C'est surtout en effet au point de vue des travaux publics que nous nous plaçons dans ces ouvrages, et c'est à des ingénieurs qu'ils s'adressent principalement tous les deux. Cependant on trouvera dans le second volume quelques théories qui appartiennent à la mécanique pure, et qu'il nous a paru utile de rappeler avant de passer aux études spéciales où l'on en fait de nombreuses applications. Malgré cet appui de la science abstraite, Thydraulique n'est jusqu'ici pour ainsi dire qu'une science dans l'enfance, où domine l'empirisme. Nous n'avons pas cherché à dissimuler ce caractère, tout
DÉFINITION DES FLUIDES. — FLUIDES PARFAITS
1. Les corps que nous trouvons dans la nature se présentent à nous sous trois états principaux : Tétat solide, Tétat liquide et l'état gazeux (*). Le même corps peut passer d'un de ces états à un autre; par exemple, Teau, qui aux températures ordinaires est à l'état liquide, passe à l'état solide en se congelant si la température s'abaisse à un certain degré du thermomètre; elle passe, au con* traire, à l'état de gaz en se vaporisant ^ si la température monte à un degré suffisamment élevé.
Quels sont les caractères fondamentaux de chacun de ces trois
(*) Les expériences récentes de M. Grookes conduisent à admettre un quatrième état des corps; sous le nom de matière radiante on désigne l'état d*un gaz tellement raréfié^ que chaque molécule puisse suivre sa trajectoire rectUigne comme si elle existait seule : le gaz perd la qnasi-contlnulté que lui donne la présence d'une mulUtude de molécules dans un peUt espace; il se transforme pour ainsi dire en une pluie de molécules indépendantes. On conçoit que cet état particulier exigerait de nouvelles définitions de la pression dans les fluides. Voir sur ce sujet un article de M. Wurts dans la Revue des Deux'MondeSf f février 1880.
DEFINITION
états des corps? — On peut les déterminer en observant que tout corps à l'état solide possède une forme particulière, et que, pour altérer cette forme, il faut appliquer au corps un effort plus ou moins grand (*), tandis que les corps liquides et les corps gazeux subissent les petites variations de formes sans résistance appréciable. Un liquide, par exemple, prend exactement la forme du vase dans lequel il est versé, et remplit ce vase jusqu'à un certadn niveau. Nous pouvons donc définir fluide parfait un système de molécules matérielles qui ont une liberté complète de glisser sans effort les unes sur les autres; un tel système peut être déformé d'une infinité de manières sans qu'il y ait développement de travail intra-moléculaire. À la vérité, il n'existe pas de fluides parfaits dans la nature ; le fluide parfait est un type dont les fluides naturels sont plus ou moins rapprochés, et les propriétés mécaniques qui appartiennent à ce fluide idéal ne subsistent pas sans modifications dès qu'on veut les appliquer aux fluides réels. L'étude des fluides parfaits est donc entièrement théorique; de même, les solides invariables de la mécanique rationnelle ne doivent pas être confondus avec les solides naturels : ce sont des types abstraits, comme on est autorisé à en admettre dans les sciences de raisonnement. Remarquons d'ailleurs l'analogie des définitions de ces types de diverses espèces. Un solide invariable, qu'on pourrait aussi .appeler un solide parfait^ est un «ystème tel, que chaque molécule ait une place fixe par rapport k toutes les autres molécules, et tel qu'il n'y ait pas de force, si grande qu'elle soit, qui puisse modifier ces posltioas relatives. Dans un fluide pariait au contraire, chaque molécule «est pour ainsi dire libre malgré la présence des molécules voisines, et elle cède à la moindre force qui lui serait appliquée individuellement. Les fluides naturels n'ont pas cette mobilité absolue» de même que les solides naturels n'ont pas cette résistance indéfinie.
2. Les caractères que nous venons d'indiquer peuvent servir à distinguer les fluides d'avec les solides. Reste à partager les fluides
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DES FLUIDES
en deux classes» les oorps liquides et les cor^ gazeux. La considérAiîon des variatiens de volume permet tfétaialir entre ces deux états des corps «me ^iistiiictîoû bien traociiëe.
Lorsqu'on cherche à ccMnprimer un liquide, de manière à réduire le volume <pi'il occupe, on -éprouve une résistance extrêmement grande, «it l'on n'obtient la rédaction demandée qu'au prix de très grands effE)rts. Ce n'est qu'en répétant avec des précautions particulières CCS essais de compression des liquides, que les physiciens modernes ont déterminé les valeurs très petites des coefficients de compressibilité. Quant aux anciens physiciens, ils ont cm, sur la foi d'expériences trop peu rigoureuses, que l'eau et les liquides sont incompressibles d'une maniè)*e absolue.
Si, an lien de comprimer un liquide, on vent lui faire occuper un volume {dus .grand, le liquide m s'étend pas à proportion de la liberté qu'on liii donne. Un liquide versé dans \m yase ouvert, se termine à une sul-faoe horixontale parfaitement nette, et ne manifeste aucune tendance à s'élever au-dessus de ce niveau. Sur cette surface libre, s'exerce la pression de l'atmosphère. Mais la physique indique des moi^ens de la supprimer, ou au moins de la réduire. Qu'on fasse cette opération avec la machine pneumatique, le liquide va-t-il augmenter sensiblement de volume? Non; les molécules se répandent sous la cloche où l'on vient de laire le vide, mais elles s'y répandent à l'état de vapeurs^ c'est-à-dire enfin, à l'état ga^seux. Le hqaide s'est à peine dilaté, et un phénomène d'un autre genre s'est accomplL
Ainsi, eompressibôlité tràs fmble, dilatabilité également faible, voilà les caractères des liquides naturels.
Pour les gaz, au contraire, la compressibilité et la dilatabilité pecrettt être constatées par les expériences les moins délicates. Un mètre cube d'air, pris sous la pression normale atmosphérique, est réduit à un volume moitié moindre si on lui fait supporter une pressioïi double ; il est réduit au quart sous une pression quadruple : et il en est de même de tous les gaz, sauf lorsqu'ils arrivent à l'état (fit de Mêuratie^ parce qu'alors l'augmemlation de la pression .peut transformer mie partie du gaE en liquide. Mab, à part ce voisinage
4 LIQUIDES ET GÂZ.
du changement d'état, dans lequel le gaz comprimé devient une vapeur, un gaz suit sensiblement la lot de Marioite^ entre des limites très étendues, c'est-à-dire qu'un même poids de gaz, pris entre les limites convenables de pression, occupe un volume réciproquement proportionnel à la pression qu'on lui fait supporter.
Dans cet énoncé, nous négligeons les températures. La chaleur joue cependant un grand rôle dans tous les phénomènes naturels, et notamment dans ceux qui ont rapport aux gaz. La loi de Gay-Lussac complète la loi de Mariotte, en introduisant dans les formules les binômes de dilatation qui renferment la température. Mais la température n^est pas, comme on Ta longtemps cru, une sorte de variable indépendante, sans liaison avec la pression et qu'on puisse toujours donner à part pour achever de déterminer l'état d'une masse gazeuze. Les physiciens ont reconnu que la question est beaucoup plus complexe, et que les variations de pression d'un certain poids de gaz ne peuvent s'opérer sans entraîner dans la température de ce gaz des variations correspondantes, à moins qu'on ne communique au gaz ou qu'on ne lui enlève certaines quantités de chaleur. On arriverait à des conséquences physiques tout à fait fausses si, dans les problèmes relatifs aux gaz, on perdait de vue les circonstances calorifiques.
Quoi qu'il en soit, nous pourrons donner du liquide parfait et du gaz parfait les définitions suivantes : un liquide parfait sera pour nous un fluide incompressible d'une manière absolue ; un gaz parfait, un fluide indéfiniment compressible et indéfiniment dilatable conformément à la loi de Mariotte, tant que la température reste la même; en d'autres termes, un liquide parfait est un fluide dont la densité est constante, et un gaz parfait, un fluide dont la densité varie proportionnellement à la pression, à égalité de température.
DÉFINITION DE J-A PRESSION EN UN POINT d'UN FLUIDE.
3. Conformément à l'hypothèse qui sert de base à toutes les théories de la physique moderne, nous admettons que les fluides
PRESSION
Fig. 1.
sont formés de molécules qui exercent les unes sur les autres des actions mutuelles et égales (*) .
Dans une masse fluide en repos, chaque molécule est tenue en équilibre par les actions qu'elle subit de la part de toutes les autres et par la force extérieure qui lui est individuellement appliquée. Au lieu de considérer l'ensemble des actions moléculaires qui
s'exercent sur une molécule A, si on prend seulement Pensemble des actions moléculaires qui s'exercent d'un côté d'un élément de surface plane BG partageant la molécule, on aura pour toutes ses forces une résultante R qui sera la pression exercée pai* le fluide sur la molécule A, suivant le plan BG. La pression est donc ici une riêuUante d'actions moléculaires, c'est-à-dire une force fictive équivalente à ces actions (**).
Si nous considérons, non plus une molécule unique, mais toute la série des molécules comprises dans un élément infiniment petit de surface plane DE, l'ensemble des pressions subies indi^duellement par chacune de ces molécules suivant ce plan DE donnera
une résultante totale P, qui correspondra à toute l'étendue de la surface DE ; soit ta cette
surface, on pourra diviser P par co, et le
p quotient -* seiti la, premoti moyenne exercée
sur l'élément DE, ou la pression rapportée à
l'uniti de surface. La pression en un point
géométrique M d'un fluide est la vraie valeur du rapport—, lorsqu'on
fait décrotlre indéfiniment la section co, de manière à y conserver toojoars le {(oint M. ,
Cette définition suppose, à la rigueur, que les molécules fluides sont juxtaposées sans intervalle, de manière à créer la continuité du
Fig. i.
(*) v.il^'«^,§3.
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fluide. La théorie noléculaire repousse cette hypothèse. Cependant on opère dans l'hydrostatique et dans T hydraulique comine si la coDtinditë UTait Ken» Gela revient à répartir uniformément dans l'espace la matière fluide qui est concentrée en^ divers points très rapprochés les «os des autres. La mécanique des solides présente des exemples tout à fait semblables (*).
k^ D<mi wk fluide: parfaU^ la, pnnwH surwn élément de surface pla»& êH normmle à cet ilèmewL Ea effet, ss ia force P n'était pas normale à l'élément DE, oa pcfurvait k décomposer en deux forces, Tune normale à Télémeiit et Vautre tangeotielleL Qr l'existence de la composante tangentieUe; est eontradictoire arec la définition des fluides parfaits^ pour lesquels. on admet que les diverses parties en cont^ n'exeroeoi; anciui firottemeot tes uaes. ser les^ autres» A cet égard, il en est de même des fluides parfaits et des fluides naturels à Vétat de repos» parce que fai vitoêsM (**), ou irottement mutuel des diveifsesi pairties des flindes naturels» déqpeiMl des vitesses relatives dofii ces parties senA. asinées les tmes par ra{^ort aux autres, et s' annulé quand il nY sb pfts.'nK)BVCT[iènt»
Qu'il s'agîaae denç d'aîi fluide naitumil oti d'un fluide parfait, la oremcNi en um pmmt éwtfhtiéÊ em iquiHb99 est normale à la surface plané sw Im^ueVe atte yrtarian $exe%ce. .
tEMME PRÉLIMINâIBE.
5. \] hyèroslatique ^ où statique des fluides ^ a pour objet de réeùQdire ceproblèBue gétiérai' :
C ]h RecbArcba dcui oesAm 4a ffaxOlé,. do» moMealA. d^rU» ^ aUnctbia d*» H/tière^^ des ellipsoïdes, etc.
C**) L'expression de viscûiité^ poai désigoer la propriété qu'ooi les fluides en iiioa«vement d*exercer et de sabir des frottements^ est consacrée par Tosage. Elle n'en est pas moins Impropre, puisque cette propriété appartient aux gaz comme aux liquides, et que ralr, par exemple, n'a aucune viscosité dans le sens vulgaire du. met.
DANS UN FLUIDE PARFAIT
« TrMMer là répartilioii des pressions au aeîn d une masse fluide u en équilibre sous l'action de forces données. »
La solution: de ce problème exige que nous établissions d'abord le lemme suivant :
La presMOfi par uniti de surface m un point dminé d'un fiuide e$i la même sur tout élémem de surface passant par cê points queile qtu soU t orientation de eei èlémenL
Cette proposition se démontre EacOemeot en observant que les forces extérieures appliquées à un certain volume ûuide sont, du' même ordre de grandeur que la masse fluide^ ou. que le volume, tandis que les pressions qui s'exercent sur ses faces sont du même ordre de grandeur que les surfaces pressées» Menons par un même point 0, pris dans un fiuide en équilibre,
trois axes rectangulaires OX, OY, OZ, et sur chacun prenons des quantités OA, (B, OG arbitraires, mais infiniment petites. Menons un plan par les trois points A, B et G, et considérons'Iatnasse fiuide infiniment petite contenoe sous ' Tes quatre faces du tétraèdre OABG.
Cette masse est en équilibre sous Tactïon de la force extérieure qui y est directement appliquée et des pressions qui s'exercent normalement à ses qualre faces (g 4). La force extérieure peut s'exprimer par le- produit de la masse du tétraèdre fluide et d'une quantité finie f , accélération que cette force agissant seule imprimerait à une masse égale, libre dans l'espace. Posons OA = a, 0B=6,OG3=r, quantités iniiuimeot petites, et soit p la: densité du fluide contenu dans le tétraèdre. Le volume du tétraèdre sera
taftx « r='3'a6r, m masse sera | abcy et la force extérieure, pro- 2 3 o o
jetée sur Lea tcois axes, aura pour composantes
I àbc X 9 ces a, I abc x • cos P, ^ abc x © cos y, 6 • 0 .0
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a, ^ et Y étant les angles de Taccélération cp avec les trois axes 1
coordonnés.
Appelons p, p',p'' et P les pressions par unité de surface exercées par le liquide sur les faces triangulaires BOG, COA, A06, ABC du tétraèdre. Nous savons qu elles sont respectivement normales à ces faces; soient X, {a, v, les angles de la normale au plan ÂBG avec les axes OX, OY, OZ ; ce sont aussi les angles que fait le plan ABC avec les plans coordonnés YOZ, ZOX, XOY. Écrivons les équations d'équilibre que Ton obtient en projetant successivement sur les trois axes les forces qui sollicitent le tétraèdre ; il viendra
p X surf. BOG = P X surf. ABC x cos ^ + r p x abc x ç ces a,
p' X surf. COA = P X surf. ABC x cos jx + - p x abc x 9 cos p,
\ p" X aurf. AOB = P x surf. ABC x cos v + - p x abc x 9 cos y,
mais surf. ABCl x cos X est la projection du triangle ABG sur le plan YOZ, et, par suite» ce n'est autre chose que le triangle BOG. De même surf. ABG x cos jji est égal à surf. GOA, et surf. ABC x cos v est égal à surf. AOB. Divisant donc la première équation par surf. BOC9 la seconde par surf. COA, la troisième par surf. AOB, nous aurons
- abc
i abc
Fusons décroître indériniment les dimensions du tétraèdre ; à la limite a, 6 et c deyiennent nuls, et les équations se réduisent à
AUTOUR D'UN MÊME POINT
ce qui montre qu'en un point 0, la pression par unité de surface est la même quelle que soit Torientation du plan sur lequel on la considère, ou qu'enfin la pression par unité de surface en un point donné est la même dans toutes les directions autour de ce point.
Remarquons que cette conclusion est vraie pour tous les fluides en équilibre, parce que les forces dues à la viscosité y sont nulles ; et qu'elle est encore vraie dans l'état de mouvement pour les fluides parfaits, parce qu'alors on peut considérer les diverses parties de ces fluides comme en équilibre sous l'action des pressions, des forces extérieures, et des forces d'inertiey qui sont, comme les forces exté* rieures, proportionnelles aux masses. Mais pour les fluides naturels à l'état de mouvement, pour lesquels la viscosité n'est pas négligeable, la démonstration ne s'applique plus, car elle suppose les pressions normales aux faces du tétraèdre; par suite, il n'est pas rigoureusement vrai de dire que la pression est la même dans toute direction autour d'un même point. Si on l'admet encore, c'est à titre d'hypothèse approximative propre à simplifier les calculs, ou bien c'est parce qu'on fait entrer les réactions tangentielles développées à la surface d'une portion de fluide, dans les forces extérieures qui agissent sur cette portion.
ÉQUATION DE L' HYDROSTATIQUE
6. La pressâon p par unité de surface en un point quelconque est
FIg. *.
une fonction continue des coordonnées de ce point. Si l'on détermine cette fonction, on aura résolu le problème général de l'hydrostatique.
Menons trois axes reclanguluires OX,
oj : OY, OZ, et conddérons au sein de la
masse fluide un parallélépipède rectangle infiniment petit, dont les arêtes soient respectivement paraUèles à ces troix axes ; soient «, y, sr, les coor-
11> *ftlIATK)W
âaoîtécs du poiitt Â ; teâ dimeDsioBS du parallélépîpëde seront représentées pair ks différenitienes dîr, (fy , cb.
1^9 alloas exprimer que ce volume fluitfe est en équilibre sous Faction de Isa force extérieure qui y est appliquée et des pressions normalies à ses six faces développées par les portions de fluide voisîiies (♦)'•
Soit p k pressiez au point Â ; en* peut admettre, en nég&geant les variadofiis iafiniroent petites de cette pression dans l'étendue de la face ADEF, qu^eHe s'exerce normalement sur toute retendue de cette face ADfiF, et, par suite, le parallélépipëde suMt une poussée parallèle à OX et égale à pdyiz, £^ur la face opposée BGHG, la pression< p est augmentée de sa différentielle relative à x^ et est^
devenue /p + ^darj par unité de. surface; le parallélépipède subit.
donc une poussée égal'e à [P'^^^^} ^J/^^' parallèle à OX, maïs
dirigée dams le sens négatif XO*. Les autres. presaiiCMEis sopé normales à Taxe OX et. ne: donnent par conséquent rien enr projection sur cet a^xe. 11 faut tenir compte enfin de la force extliérieuce appliquée à l'élément fluide. Soient X, Y, Z, les composantes^ suivant les trois axes de cette force rapportée à Cunité de maxse (*♦) ; la force extérieure projetée par l'axe OX sera égale à X multipliée par la masse du parallélépipède fluide ; si l'on appelle g sa densité, dœ dy dz étant son volume, la masse sera p dx dy dz, et la force projetée sur Taxe OX
ç\dxdi/dz. . . ■
L'équflfKkm des^fofîeeiprojeldea'sur Paie OX est donc
•*'^~mmmmmmmm^i,,»,m^mrm^^^^^—^mma—^mmmam^ÊÊ0^^Ê^^,^m^^mJ^'~^»m»m^^
V)Vu\tT,Mém.'déBèrlm,î1b5? ^ ^
(*^):iiJBs«|tfr8iBiii»n«Ji;dl«lVB0B'iia»iiifbl«i exdrate» Bar la masse Uquide élémentaire par les masses. llj]iil<las voisines', ou par les parois du vase dans lequel le liquide est renfetiné/âoiteht ent^r dans leé expnesâons dès ooiùposantes X, Y, Z, si Ton ?eat tenir «omitBdftlaeBpUUittéLlloiifteaiMMiii.àlMtt^ .
B£ L*HYDROStÀTIQUE. il
Këdinsant et supprimant le facteur eomnmn ix dy dr, ir vient
On trouverait de même, en projetant les forces sur les axes OY ei OZ, les deux équations
Ces trois équations peuvent se fondre eu une seule. Pour cela, multiplions la première par (tr, Is^ secondé par dy, la troisième par
d2^ et ajoutoSB*. La< aommer-p dar 4- -pdif + -^ est h. difS^en^
lîeHe totale de la fonction p ; on peut donc la représenter par dp^ et poser f équation unique
(I) dp = p(Xdaî + Ydy 4-Zdr).
Cette équatioa' Boas montre comment ki pression viarie d^un point jj.j^ g M de la masse fluide à un autre point M
voisin du premier. La force y, dont les composantes rapportées à l'unité de masse M . aapit X, Y, Z pomr le point M, a dans l'es- V;^*' pace une direction définie M<p. Or, on sait j que Xdx + Ydy -f Zdz est le travail élé-
\ mentaire de la force dont les composantes
sont X, Y et Z« lorsque soa point d'application* décrit \m chemin dont les composantes sont dx^ dy, dz; en d'autres termes,, Xda;.+YdH.-}-Zdz est le produit de la force «p par la projection MN de l'élément MM' sur la direction de cette force». On peut donc £ce que, dam un fluide en èquUibre^ la variation de la pression par unité de surface^ quand on passe fnn peint à^ uii' (mk^einfiniment voisin'^ estêgal^àw prodiutl
ÉQUATION DE L'HYDROSTATIQUE
de la densité du fluide par le travail que produirait la force exti-rieure rapportée à V unité de masse^ si son point d'application se transportait du premier point au second.
L'équation (&) est l'équation différentielle de l'hydrostatique ; il n'y a plus qu'à l'intégrer; dès que l'on connaît les expressions analytiques des composantes X, Y, Z, en fonction des coordonnées x^ y, z^ le problème est ramené à une question d'analyse.
Nous n'avons pas eu recours aux équations des moments, qui sont nécessaires pour l'équilibre d'un système matériel quelconque. Ici ces équations sont satisfaites d'elles-mêmes, car la résultante de toutes les pressions subies par une face ABGD est normale à cette face, et passe par son centre de figure ; elle passe donc aussi par le centre de gravité du parallélépipède. La force extérieure pfdxdydz est la résultante de forces sensiblement parallèles et proportionnelles aux masses des molécules contenues dans le parallélépipède. Elle passe donc au centre de gravité de ce système matériel, ou au centre de gravité du volume géométrique qu'il occupe, puisque ces deux points ne peuvent être distants que d'une quantité infiniment 7)etite« Toutes les forces qui se font équilibre passant par le même point ont une résultante unique. Il suffit donc pour l'équilibre d'exprimer que cette résultante a des composantes nulles suivant les trois axes.
SURFACES DE NIVEAU
7. On appelle surface de niveau dans un fluide en équilibre le lieu géométrique des points pour lesquels la pression p est la même. L'équation générale des surfaces de niveau est donc dp=0, ou bien, en vertu de l'équation (A),
Xda; + Ydy + Zd;r = 0.
Sous cette forme, on voit qu'en tous les points d'une surface de
FLUIDES PESANTS
niveau la force extérieure «p est normale à la surface; en effet,
-, -, - sont les cosinus des angles que la direction de la force (p
i» • 1 . dx dii dz 1 • 1 1
fait avec les trois axes; ^y -r-^-j- sont les cosinus des angles que
d'^ (XS vvo
fait avec les mêmes axes la direction d'un élément ds quelconque pris sur la surfrce ; a ^* ^^^^ ^® cosinus de l'angle
de ces deux directions; ce cosinus étant nul, les deux directions sont rectangulaires.
Si le fluide a une surface libre, la pression p est la même en tous les points de cette surface, et c'est une surlace de niveau.
APPLICATION AUX FLUIDES PESANTS
8. Supposons que la pesanteur soit la seule force extérieure agissant sur le fluide. On pourra prendre l'axe OZ parallèle à la pesanteur et le diriger de bas en haut ; les axes OX, OY, auront une direction quelconque dans le plan horizontal. La force f se réduira à sa composante Z, et Ton pourra poser
car l'accélération g due à la pesanteur représente le poids d'un corps par unité de masse.
L'équation des surfaces de niveau se réduit à
— gdz = 0
ou à
ce qui, en intégrant, donne J5= constante
Les surfaces de niveau sont donc des plans horizontaux, ce qu'on pouvait prévoir en observant que les plans horizontaux coupent à angle droit les directions des forces qui sont ici verticales.
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L'équation (4) devient en même temps
dp + pgdz 2= 0, ou bien dp + n&j = 0,
en observant que p0 est le poids spécifique n du fluide.
Pour l'intégrer, il y a lieu de distinguer plusieurs cas.
il " Uijmde homogène. — Dans les liquides, la densité p, ou le poids spécifique D, sont constants. L* équation s'intègre donc sans difficulté et on trouve
p4-ftr=:C,
G étant une constante arbitraire* Cette équation peut se mettre sous la forme
H étant une nouvelle constante.
Soit AB le plan horizontal à partir duquel on compte les ordonnées z. Prenons un point M dans le liquide ; puis élevons à partir de ce point une
verticale MN égale à ;^. L'équation précédente nous montre qu'en quelque point que nous fassions cette construction, nous obtiendrons un niveau constant, c'est-à-dire que tous les points N seront situés dans un mônie plan CD, horizontal, et défini par l'ordonnée H. C'est ce plan CD qu'on appelle en hydrostatique le plan de charge.
Le liquide, on le voit, ne peut pas dépasser le niveau CD, car, audessus, il aurait une pression négative ; il serait soumis à une tension, ce qui est inadmissible, un liquide ne pouvant être en équilibre sous l'action de forces qui tendent à disjoindre ses parties. Si le liquide a sa surface libre dans l'air, il supporte sur cette surface la pression Atmosphérique p^; prenons donc au-dessous de CD une longueur
NS='^. Le plan horizontal £F, conduit p^ le point S, sera la
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surface libre» et le liquide ne |>Qtuxa dépasser ce niveau sans altérer la distribution de pressions qui existe actuellement dans sa masse.
Les rapports ^, ^ , représentent des hauteurs. 11 est facile de Ja
vérifier : la pression p est une force rapportée à l'unité de surface; cest donc le quotient d'une lorce F par une aire axb. Le poids spécifique H est un poids ou une force, F, rapportée à l'unité de
volume, ou divisée par un volume a'xb'xc' ; donc le rapport - est
égal à
UxtS>j
\u' xb xc J
= p7 X — X rj- X c' = c' X un nombre = une longueur.
Étant donnée une hauteur de liquide, on ti'ouvera la pression par unité de surface que cette hauteur représente en la multipliant par le poids spécifique du liquide.
L'équation dp-^Udz = o est susceptible d'une autre interprétation géométrique. Les diverses valeurs de z peuvent être supposées portées sur une verticale PN, à partir du point P pour lequel z = o. Prenons ensuite, à une échelle arbitraire, des ordonnées perpendiculaires à NP et proportionnelles aux valeurs correspondantes de la pression. L'équation '^* ' intégrée nous donne p -^Uz =^C; elle
^ — ^ ^ représente une droite, et cette droite NR
passe au point N par lequel la pression est nulle. Elle a pour coefficient angulaire la quantité n. L'angle RNP dépend d'ailleurs du choix arbitraire de l'échelle des z et de l'échelle des pressions.
En général, on prend une échelle des pressbns telles que l'angle RNP soit égal à un demi-droit. 11 suffit pour cela de convenir, que la pression au point P est représentée pa^
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une longueur PR égale à la hauteur PN du plan de charge au-dessus de ce point.
La plupart du temps, on n'a besoin d'évaluer que les différences de pressions entre divers points d'un même liquide ; il est inutile alors de tenir compte de la pression atmosphérique qui s'ajoute à chaque pression particulière, et disparait dans les différences. Gela revient à transporter l'axe NP parallèlement à lui-même en S' F. Les pressions seront représentées par les ordonnées MT de la droite S'R, prises jusqu'au nouvel axe S'P', abstraction faite de la pression atmosphérique qui est représentée sur la figure par l'ordonnée SS'*
Observons que dans l'épure, la portion de droite S'N est une ligne parasite, dont les ordonnées ne représentent pas de pressioa effective, puisque le liquide ne monte pas au-dessus du plan EF.
10. — 2*» Liquides superposés. — Lorsque des liquides non solubles les uns dans les autres sont versés ensemble dans un même vase, ils se superposent par ordre de densité, les plus légers audessus des plus denses , et les surfaces qui les séparent sont des plans horizontaux.
Considérons dans le liquide une verticale OZ ; soit A le point où elle rencontre la surface liljre du liquide supérieur, B, le point où elle pénètre dans le liquide placé au-dessous, G, le point où elle passe dans le liquide placé plus bas , etc. Nous aurons à appliquer successivement l'équation dp + lldz=o à chacun des intervalles AB,
BG, CD,....; dans chacun, n doit être traité comme une constante; mais n varie de l'un à l'autre.
Représentons, comme tout à l'heure, les pressions p, en chaque point de la verticale OZ'par des ordonnées perpendiculaires à OZ; l'équation dp + Udz = o représentera un contour polygonal AB'G'D'..., dont les côtés successifs seront inscrits entre les droites BB', GC', DD',... et auront des inclinaisons mesurées dans chaque intervalle par la valeur correspon-
Fig. 8.
SURFACES DE SÉPARATION
liante du coefficient n ; la pression par unité de surface en un point quelconque M de la verticale OZ sera donnée par l'ordonnée MN du polygone, c'est-à-dire par la somme
n X AB 4- n' X BG + n'^ X CM;
à quoi il faut ajouter la pression atmosphérique p^ , si elle s'exerce sur la surface libre AL.
De là résulte que les surfaces de séparation des liquides sont des
plans horizontaux. Il suffit de démontrer ce théorème pour deux
liquides superposés.
Soient AA' la surface libre horizontale du liquide supérieur, et BB'
p. g la surface de séparation des deux liquides;
^ ^, soient n et U' les poids spécifiques. Prenons
I deux points M et M' appartenant à un même plan ij I horizontal, et ayant par suite la même pression
^ (S 8) , mais situés l'un dans le liquide supérieur, Vautre dans l'inférieur, ce qui est toujours possible si la surface BB' n'est pas horizontale. Nous devons avoir
nxAM = nxA'B' + n'xB'M'.
On tire de cette équation
n X (AM — A'B') = n X B'M'= n' x B'M',
et par suite n = D', ce qui est contraire à notre hypothèse.
D et II' étant différents, il faut en conclure que la surface de séparation BB' est une surface de niveau. Nous verrons d'ailleurs plus loin une généralisation de ce théorème.
Enfin, nous avons dit que les liquides pesants se superposaient par ordre de densité, les plus légers sur les plus lourds. Cette condition n'est pas essentielle pour l'équilibre; mais elle est nécessaire pour en assurer la stabilité. Si l'équilibre est troublé, certcaines masses liquides .sont amenées à subir la poussée d'un liquide ambiant d'une autre nature qu'elles-mêmes -, cette poussée tend à les faire monter ou
descendre, suivant qu'elles sont moins denses ou plus denses que le
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liquide ambiant. La superpoaîtioD d'vD liquide pltts Icmrd sar un plos léger ne tend donc pas à se rétablir si elle est altérée infiniment peu; tandis que la superposition du liquide le plus léger sur le plus lourd se rétablit d'elle-même si elle est momentanément troublée. Il résulte de là que le contour brisé ÂB'C'D'... est nécessairement convexe par rapport à la droite OA.
La théorie des vases communiquants repose sur ces principes.
11. S"" Gaz parfaits. — Un gaz parfait est celui qui suit la I(h de Mariotte, et dans lequel la pression et la densité sont proportionnelles. Nous remplacerons donc dans Téquation
dp + Xidz = 0
le poids spécifique n par sa valeur en fonction de p. Pour cela considérons Tunité de volume de gaz à la pression atmosphérique et à la température de 0* centigrade; soit n^ son poids; sous la pression p et à la température de 0 degrés, nous aurons pour le poids spéci fique, en appliquant les lois de Mariette et de Gay-Lussac,
Oo po l + aO'
a étant le coefficient de dilatation des gaz. Donc
substituant, il vient
dp + p X ,. y -^ dz = 0.
Divisons par p pour séparer les variables, et intégrons, en admet'tant que Q soit constant ; nous aurons
de sorte que si, au niveau défini par l'ordonûée z^, nous constatons ia pression p^, nous aurons encore
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d'où il sbU, en éliminant la constante C,
12. C'est cette formule qui, appliquée à l'atmosphère terrestre, sert de base au nivellmnent barométrique, car elle permet de déterminer la hauteur z — z^ en fonction dn rapport^ (*). Toutefois,
Pi pour l'appliquer à l'atmosplière, il faut lui faire subir diverses modifications. Le poids, U,, de l'unité de volume d'air à zéro et sous la
(*) K. Lapfaiee^ EspMtiion du s^gtème du monde, II v. !•% cba|>» XTd ; Mécanique céleste. Ht. X. — RamoDd, Mémoires sur la formule harùtnétrique, — Annuaires du Bureau des longitudes.
F«rHiiito de Laplace i
z = Iog|x 18,386- (l -h 0.002837 Icosfxj/l + ?-iii2\ x
(log - + 0.868589 1+ 7 XÎ
/. est la laUtade do -ileu ;
= la différence de hauteur des points où. se font les obserTatlons;
/i la hauteur barométrique. .
à la station Inférieure;
A la station supérieure;
T la température dn mercure.
t la température de Tair. . «
h' Is Imlear fatroraétriqne, •
V la température du mercure.
/' la température de l'air. . .
/ T — T'\ H = A' f 1 + 1 la hauteur V corrigée (on fait porter tonte la correction sur la
hauteur obserrée à la station supérieure) ; n le rayon moyen de la terre, 6.366.198 mètres.
Ramone employait la ftnmule sutrantè dans ses nivellements des Pyrénées et de TAoTei^gne :
z=lS.398»(t+ai/i)log^,
f, étant la température moyenne, et a le eoefflcient de dilatation de l'air, 0.00 L
Dans ces deux formules, les logarithmes sont ceux des tables.
Comme régie générale, applicable & de faibles dlfTérenees de niveau, on peut admettre 4|«*iin millimétré de mercure correspond à une différence d*altltodede 10 mètres.
Oo posaède aujourd'hui des appareils hypsométriqnes tiès portatife : ce sont simplement de peUts baromètres anéroïdes, gradués de manière à donner par une lecture la hauteur correspondante à la pression.
NIVKLLEMEXT nAïlOMKTRlQUt:.
pression atmosphérique, est iigal au produit de la densité, ou masse spécifique, p^, par l'accélération g due à la pesanteur. Le facteur g n'a pas rigoureusement la même valeur en tous les points situés à la surface de la terre, et varie très sensiblement pour les points plus ou moins éloignés de cette surface, suivant la loi de lattraction, c'eiist-à-dire en raison inverse du carré des distances au centre du globe. Il faut introduire ces éléments variables dans la formule pour avoir l'équation exacte du nivellement barométrique. Une autre difficulté résulte de la présence du facteur 1 -f aB, que nous avons supposé constant pour l'intégration, et qui, au contraire, varie à mesure qu'on s'élève dans l'atmosphère. Comme on ignore la loi qui lie Tune à l'autre ces deux variables, la température et la hauteur, on se contente de prendre pour Q la moyenne des températures observées aux deux stations extrêmes. Enfin, on substitue au coefficient a, qui est égal à 0,00366, un nombre un peu plus fort, 0,004, pour tenir compte de la vapeur d'eau que l'air atmosphérique tient en dissolution.
On peut représenter par une courbe les valeurs successives de la pression p. L'équation de cette courbe sera, en supposant n^ et B constants.
^""^ P; "^ PoTi -f aO)
(2-.ri) = 0.
Fig. 10.
Les coordonnées sont ici p et s ; la courbe est une logarithmique, MN, asymptote à l'axe des z.
Si l'un voulait avoir la courbe indicatrice des pre/îsions de l'atmosphère à diverses hauteurs, pour une même latitude, il faudrait introduire dans l'équation différentielle les valeurs variables de ïl^ et de B. Les valeurs d(3 B décroissent très rapidement à mesure qu'on s'élève : ainsi à SOOO mètres d'élévation, MM. Coxwell et Glaisher ont observé, sous la latitude de Londres, dans leur ascension c^e 1862, une température de 0*, et, àt 10460 mènes, une température de — 27*; aune hnutcur suffisamment grande, la
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température devient sans doute tellement basse» que l'air n'y a plus
de pression sensible. La loi de Gay-Lussac, appliquée à la lettre,
montre qu'il en serait ainsi à la température 0 = , ou 6= — 273'';
c'est cette température que Ton prend pour le zéro absolu de l'échelle thermométrique dans la théorie mécanique de la 'chaleur. Mais il est probable que l'air atmosphérique se convertirait en liquide longtemps avant d'avoir atteint ce minimum absolu des températures. La formule nous montre que, s'il n'y a qu'une faible différence de niveau, z — z^, entre les points où l'on a observé les pressions p et p,, ces pressions sont nécessairement très peu différentes, car le loga-
rithme du rapport — est alors très voisin de zéro. La pression est
donc sensiblement la même en tous les points d'une masse gazeuze de petite étendue.
\ 3. Nous n'avons pas à nous occuper de la superposition des gaz, comme nous Tavons fait pour les liquides : les gaz se mélangent au lieu de se superposer, et leurs pressions s'ajoutent comme si chacun existait seul. Notons cependant que certains gaz d'une densité très grande par rapport à celle de l'air, l'acide carbonique par exemple, tendent à se comporter comme un liquide, et, dans un air parfaitement calme, se séparent pour occuper les points les plus bas [*).
DISTRIBUTION DES PRESSIONS DE T.' AIR ATMOSPHÉRIQUE DANS UN PUITS PERCÉ VERTICALEMENT JUSQU'AU CENTRE DE LA TERRE.
Ji. Nous supposerons q.ue la température reste constante, et que la densité intérieure du globe terrestre soit uniforme. Dans ces conditions, la pesanteur varie dans l'intérieur de la terre proportionnellement à la distance au centre. Soit r la distance d'un point du puits
(*j Ltd proportions du mélange des diirèrents gai qui composent l'atmosphère terrestre ne sont pas rigooreusement les roémrs à toutes hauteurs. Voir Duhamel, Méca-, Mîque, H* paitie, § ISS. Voir aussi notre traite de Mécanvjuey t. IV, § 07 (Hachette,
DISTRIBUTION DES PRESSIONS
au centre de la terre; gf étant l'accélération de la pesanteur i la surface, ou à une distance a du centre égale au rayon terrestre, cette
accélération à la distance r sera réduite à —, et l'équation de l'hydrostatique sera
La densité p de Tair est liée à la pression par la relation p = i^^ k étant constant, puisque la température ^ supposée constante. Donc
P - ka ^^' et par conséqnent, on aara
en appelant p^ la pression atmosphérique à la surface du globe. Donc
A.U centre du globe on aurait, pour r=^o^
P=Poe •
Mais Pp = kpç, et pp = -^. Donc — =r ^c= H, H désignant la
hauteur d'une colonne liquide qui aurait partout le poids spécifique n^, et qui représenterait la pression atmosphérique p^. En défi-
native, p^p/'^ jau centre de la terre;. si Ton fait p^= 10^330 kUog.
par mètre carré, n, ==1^",3, on aura H = -^p=— = 7,946" ;
a = 6,306,400'", rayon qui correspond à peu près à la latitude 4e &ô*.
— est égal environ à JbOQ« Le rapport ^'=^t^^^ a pour logarithme ^t^ Po
tabulaire 173,7177928 1 le rapport lui-même est égal au nombre I
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52âli7xl0**% nombre qui exprime la pression en atni^ospbères ; pression énorme, sous laquelle l'air atmosphérique serait évidemment ramené à l'éiat liquide, ou même solide.
APPLICATION A UI9 CAS D'ÉQtnUBRE RELATIF.
15. Nous appliquerons notre formule (A) à un problème d'équilibre relatif : nous supposerons une masse fluide pesante, animée d'un mouvement de rotation uniforme autour d'un axe vertical OZ. Pour traiter ce problème de mouvement comme un problème d'équilibre, il suffît de joindre aux forces réelles, c'est-à-dire à la pesauteur, les forces apparentes qui, dans le cas du repos relatif, se réduisent à la force d'inerUe d'entraînement, ou enfin à la force centrifuge.
Prenons un point M dans ta masse en repos relatif; du point M
abaissons sur Taxe OK une perpendioulaire M?, que nous re|Mrésen-
"terons par r. Appelons <i> la vitesse anguiairenniformeâelatnasse
p. , j fluide autour de l'axe OZ. La force oentri
fnge aura pour direction le prolonge- ^ ' ment* do rayon PM, et peur Taleiir mft}*r^
m étant la maase du point. «Par unité de masse elle est dwc >égale à in^rt 1& pesanteur, par unité de masse, a pour valeur g, et pour directkm une parallèle à OS^ érigée de iiaut en bas. Décomposons .la iorce.iû*r suivaiit les Ivois axes OX, OY, OZ; Mârant OZ. elle n'a pas de composante, pnkqiie l'angle ZPH est droit. Suivant OX, elle a p^mr composante «oV multiplié ^par le cosinus de l'angle de PH avec OX, c'est-à-dire tô'x, x désignant l'abscisse du point M. De même, suivant OY la composante de la force -centrifuge est co'y.
En résumé, nous avons à faire dans Téquaûon (&)
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et elle devient
dp = p{wl*xdx -f ci)*yjy — gdz).
L'équation des surfaœs de niveau est donc
»u' {xdx 4- ydy) = gdz^
ce qui donne, en intégrant,
Cette équation représente une infinité de surfaces de révolution ayant pour axe OZ ; et pour en avoir la méridienne, il suffit de déterminer l'intersection de ces surfaces et du plan ZOX, ce- qui donne
équation d'une pard)ole. Les surfaces de niveau et la surface libre, s'il s'agit d'un liquide, sont donc des paraboloîdes de révolution.
Nous avons là l'exemple d'un équilibre entre la pesanteur et i^a force centrifuge : le problème du pendule conique se présente .sous une forme analogue, et, si l'on veut que l'équilibre relatif du pendule soit indifférent pour une vitesse angulaire Qt> donnée, on trouve en effet qu'il faut lui faire décrire la parabole que nous venons de déterminer; on obtient alors le régulateur parabolique, dont le régulateur à bras croisés de M. Farcot n'est qu'une imitation approximative.
On explique par les mêmes principes le relèvement de la ligne d'eau vers la rive concave, dans la coupe en travers d'un cours d'eau qui dessine une courbe sur le plan horizontal. Les plus grandes profondeurs se trouvent près de la rive concave, et c'est là aussi que la corrosion du lit s'opère avec le plus d'intensité.
1 6. Nous poiiirripns traiter géométriquement le même problème. Composons les forces coV et g appliquées au point M; nous aurons pour résultante uoe force dirigée suivant la diagonale MS ; donc MS est normale à la surface de niveau qui passe au point M. Cette droite SM est contenue dans le plan MQZ. Proloiigeons-la jusqu'à sa ren-
TS MT
co*?'
P^ = jT X PM = — V quantité constante.
if
La sous-normale de la méridienne est donc constante, et par suite la méridienne est une parabole.
Le problème de la figure des corps célestes, l'un des trois grands problèmes de l'astronomie analytique, peut être considéré comme une extension très élevée de la question élémentaire que nous venons de traiter. On y retrouve comme forces prépondérantes la force centrifuge due au mouvement de rotation du corps, et la pesanteur, ou attraction mutuelle de ses diverses parties. Mais ici les forces ne sont pas codnues d'avance et dépendent des formes que l'on se propose de déterminer.
17. Soit ÂBGD un vase cylindrique, à base circulaire, rempli d*un
liquidede densité p jusqu'en HB. On fait tourner uniformément ce vase autour de l'axe OR, avec une vitesse angulaire co, qui sç communique bientôt à tout le liquide. On demande la répartition de pression sur la base CD.
La pression p à la distance de l'axe, et à la hauteur z au-dessus du plan CD est donnée par la formule
dp = p[w»(x(Zx + ydy)^gz],
ou bien, en intégrant, et en observant que
Fîg. 12.
('! Vue surface dont les normales rencontrent toutes une droite fixe^ OZ, est de réuoiniirm mUmw de cette droite» fin effets tes ëqiiilUoris de la normale a la 'Surface en
un point x, y, z, sont — = ^ ^ = , P «t ^ désignant les dérivées par-
tielles de z ptr rapport àasei h y: Pour qiie la rionDalereoeontre l'axe OZ^ H Taul que
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Déterminons d'abord la constante G. Pour cela, exprimons que la surface libre ATB', qui correspond à p = p^, pression atmosphérique, laisse au liquide un volume ÂTB'DG égal à celui qu'il occupait précédemment. La condition s'exprime par Féquation
\ %Krzdr. = sa* A,
en appelant a le rayon OD du vase, et h la hauteur initiale 01; le z de cette équation se rapporte à la surface libre. Or, pour cette surface on a
C + ^-Po
et par swte
\*23çr2dr = 2nf£ÇVdr + ^rr«dr— ^ ^ rdr\ Jo \pyJo 25^ Jo p^ Jo /
= «(£a« + îi!2!-EiiaA = .a«A.
Donc
C = pgh — pw« j + /)o»
et l'équation de la surface libre est
Po = 99^— ^^ + Po + ^ 99^^
OU bien
Sous cette forme on voit que la surface passe par le parallèle z===A, r==:-^, indépendant de la vitesse de rotation co et de la densité p.
l'oR polaie avoir à la Mb a:^ =s 0, y' x; 0 ; pac suite las palati de la Mnfaaa ■aliifeni à l'équalioD aux déiivées partielles py-^^ffscO^ doBiMntépralagéiiéraleest 2=r9(â;*4.yt^. Ce théorème correspond, dans ta géométrie de l'espace, à )a propriété <tue le cercle possède dana ta jplau da aoupar à angle «farolisat. layona.
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La distribution des pressions est donnée par la formule et dans le plan du fond du vase, où 2 = o»
Mais
p=:p„ + p^A est la preflBÎtm à l'état statique.
Elle eat dioiinuée pour tcHis ht» ppisita pour lesquels, r < -^ ; Elle reste la même si r =— :r , ou pour la projection du point K.
Elle augmente au delà, pour les points pour Ijssguels r > — :r .
Il en résulte un pliâionëiie curievx. Smfp^mm qu'on mette dans le vase de Teau et de l'huile. Si Ton feit tourner le vase avec une vitesse angulaire w, l'huile, étant plus visqueuse que l'eau, prendra la première la vitesse angulaire co ; l'eau, plus liquide, restera plus longtemps en repos et prendra d^abord des vitesses moindres. Elle formera donc dans les premiers instants comme un fond déformable sous les pressions de Thuile, qui, pressant plus fortement la région au delà
du cercle r = --= que la région extraie, kn f>r«adne à la surfiace
(le séparation une fonne concave vers le bas. A masure que le mouvement se prolonge» la communication du mouvement se fût entre i'iiuile et l'eau , de manière que l'eau finit par acquérir la vitesse angulaire de l'huile; en même temps la surface de séparation s'aplatit gradaellement, puis passe par la forme plane, devient concave vers le haut, et prend enfin la forme du paraboloîde de révolution qui correspond à la vitesse o) coounune à toute la masse. Le temps que met le mouvement à se propager d'un liquide à autre peut servir à mesurer la viscosité relative des deux liquides. Sur ces phénomènes si curieux on peut consulter, dans le PoUteamo de 1874, vol. XXII, un mémoire de M. Stanislao Veccbi, suivi d'une note de M. Marangoni. (Y. Nauftiû« Idraultcd^ vol. î, p. 391.)
DISCUSSION ANALYTIQUE DE L' ÉQUATION
^ 18. Revenons à réquatîon générale
(4) dp = p (\dx + Ydy + Idz)
pour en déduire certaines conséquences analytiques.
X, Y, Z sont des fonctions données de x^ y, z.
Si dans ces conditions l'équilibre d'un fluide a lieu, la pression p est déterminée en chaque point du fluide, ainsi que la densité p, et par suite on est certain que l'équation [h] a une intégrale, et que la fonction p (Xda? + Xdy + Uz) est une différentielle exacte, ce qui peut avoir lieu de deux manières.
1*» Xdo? + Ydy + Zd2 peut être la différentielle exacte d'une fonction f{x^ y, z) des coordonnées x^ y et z. On a alors
dp = pdf.
L'équation f{x^ y, z) = G représente toutes les surfaces de niveau : la pression p est constante le long de chacune de ces surfaces. Donc p est fonction de G, et par suite p est constant, ou bien fonction de p. Le premier cas se présente lorsque le fluide est un liquide homogène; lé second, lorsque le fluide est un gaz soumis à la loi de Mariotte, car alors on a entre p et p là-relation p=Kp, où K représente une constante. Nous retrouvons comme conséquence un théorème déjà obtenu quand il s'agissait de la pesanteur : la surface de séparation entre deux liquides superposés de densités différentes est une surface de niveau. Autrement, le long d'une même surface de niveau
p serait variable, ce qui est incompatible avec la relation p = --^.
La densité p d'un fluide gazeux en équilibre étant la mCme tout le long d'une surfape de niveau, la température 0 y est aussi constante ; si la température varie, l'équilibre ne saurait subsister. De là les mouvements incessants de l'atmosphère terrestre, produits par l'inégal échauffement que le soleil communique à ses différents points.
De l'équation
àp=T9d/
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on tire, en observant que df = Xdx + Ydy + Zdz est le travail élémentah-e de la force (p, et que cette force est normale à la surface (le niveau du point où elle est appliquée,
dp = p9dj,
où ds représente la distance de la surface de niveau p à la surface de niveau p -+• dp.
La densité p étant constante pour toute la couche comprise entre ces deux surfaces, ainsi que la différence dp^ le produit ^d$ est constant en tous points de cette couche. Donc la distance de deux surfaces de niveau infiniment voisines est en chaque point réciproquement proporlionnelie à t intensité de la force extérieure en ce point,
2^.11 est possible que la fonction Xdx-^-Ydy + Zdz ne soit pas une diiTérentielle exacte; si l'équilibre existait néanmoins, il faudrait que Téquation
Xdx + Ydy + Zdz = 0
lût intégrable, car elle représenterait encore les surfaces de niveau, c'est-à-dîre les surfaces le long desquelles les pressions du liquide sont égales. Dans ce cas, c'est le facteur p qui rendrait cette équation intégrable, mais alors p ne pourrait plus être constant, ni fonction
de p seul : autrement, la fonction — aurait une intégrale qui appar-
tiendrait aussi à la fonction Xdx -f- Ydy -{- Zdz, laquelle n'a pas d'intégrale, par hypothèse. Ce cas ne se présente jamais dans les applications, les conditions physiques du problème étant généralement incompatibles avec la nécessité analytique d'une variation de densité.
19. De là il faut conclure que l'équilibre n'est possible, en gênérai, que ai la fonction Xdx + Ydy + Zdz est par elle-même une (lifTérentielie exacte, ou si les directions des forces dans l'espace ^nt telles, qu'il existe une série de surfaces les rencontrant à angle droit. On sait que, pour que cette propriété appartienne à la fonction proposée, il faut et il suffît que les équations de condition
dX dY
d\ dZ
dY_dZ
dy dx^
dz ^ dx'
dz ^ dy*
soient identiquement vérifiées.
ao. INTÉGRATION DE- LTÉQUATION DlFFÉRE5TiELLE.
La tonctioD^, dofitla différentielle totale est égaléàXcfa?+Ydy+Zd2, s'obtiendra en effectuant trois quadratures. On peut poser, en effet,
U étant une fonction de x^ de y et de 2 ; V une fonction de y et de 2, et W une fonction de z seul. De ces hypothèses, on déduit successivement :
df « dV dx ' dx'*
dy dy dy*
Tz^''^ dz ^ dz ^ dz'
donc
dl '-^'
ËX=Y — — dy dy'
^ = Z-- — — — dz "" dz dz '
Les équations de condition montrent d'ailleurs qu'on a '= 0,
— —=0,^—7- = 0, de sorte que, conformément aux hypothèses,
dV dW
—- ne contient pas i», et -r— ne contient ni x ni y. On obtiendra
dy ^ dz ^
donc U, V, W, eu faisant l'intégration de Xdx comme si y et « étaient
(JTT Y — zn)^^ comme si z était constant, enfin de
fZ — J")^*' ®^ ^'^^ ^"^^ '^^ formule définitive
Cauchy a mis la solution sous une forme élégante :
Jlr!' / = C' X(x, y, z)dx + f Y(Xe, y, z) dy + {* 1[T^ yf,jZ)dz.
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La première mtégration porte sur la variable x seule, la seconde sur y, la troisième sur z; x^, y^, z^ sont trois limites complètement arbitraires. Cette relation est aisée & vérifier.
TRANSMISSION DES PRESSIONS
20. Le principe de la transmission des pressions en tous sens au sein d'une masse fluide est une simple conséquence de Téquation générale de T équilibre
dp = çt4f.
La fonction f dépend des forces qui sollicitent le fluide. Si ces forces sont toutes nulles, on aura f= o, et l'équation précédente se réduira à
oaà
p = constante.
La pression est donc constante en tous les points de la masse, lorsque les points matériels qui la composent ne sont sollicités par aucune force* Si l'on exerce une pression déterminée en un point de l'enveloppe de la masse, cette pression se retrouvera en chaque point (le la masse, une fois l'équilibre des molécules rétabli, et sera transmise en tous sens par le fluide*
La même proposition peut se démontrer à priori au moyen du théorème du travail virtuel ; les géomètres du xvir siècle, Galilée, Descartes, Pascal, qui se sont tous occupés de l'équilibre des fluides, connsûssaient cette méthode, et en ont fait un fréquent usage.
11 suffit d'imaginer à l'intérieur du fluide un tuyau fictif ayant partout la mèoie section, et d'exprtmer. que le fluide compris dans cetoyw est en équilibre sous l'action des pressions qui s'exercent sur sa surface convexe et sur les aires de ges deux sections extrêmes. S'il en est ainsi, la somme des travaux élémentaires de toutes les forces, tant intérieures qu'extérieures, qui sollicitent le fluide, est nulle pour tout déplacement virtuel donné au système matériel.
Le déplaceaient virlud qu'on doit adopter consiste à faire glisser
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infiniment peu le long du tuyau la masse fluide qui y est renfermée, $ans rien changer au volume quelle occupe; on élimine ainsi à la fois le travail des forces intérieures, puisque les distances mutuelles des molécules ne subissent aucun changement, et le travail des pressions développées sur la surface convexe du tuyau, lesquelles sont normales chacune au chemin décrit par leurs points d'application. Les déplacements des sections extrêmes sont d'ailleurs égaux, et ils ont des directions qui coïncident avec celles des pressions normales subies par les sections correspondantes. Si donc on appelle c le déplacement commun de ces deux sections , p la pression sur l'une d'elles, p' la pression sur l'autre, a> Taire des sections, le théorème (lu travail virtuel nous donne l'équation
ptùZ — p'uis. = 0,
ou bien
La pression est donc la même partout.
La même méthode s'étend facilement à l'équilibre des liquides pesants ; il suffit de joindre dans l'équation le travail de la pesanteur au travail des pressions sur les sections extrêmes, et on retrouve immédiatement la relation
p=p' + ïlh, que nous avons déduite de l'intégration de l'équation générale.
PRESSIONS d'un liquide PESANT SUR UNE PAROI SOLIDE.
21. Connaissant la répartition des pressions au sein d'une masse fluide qui baigne une paroi solide, plane ou courbe, on pourra déterminer pour chaque élément de cette paroi la pression normale exercée par le fluide; elle est égale au produit de la surface de l'élément par la pression rapportée à l'unité de surlace dans la couche de niveau qui aboutit à l'élément considéré. On connaît aiasi en grandeur et en direction la pression exercée sur chaque élément
CENTRE DE PRESSION. i^j
d'une snrface terminée à un contour donné, et s'il arrive que toutes ces forces infiniment petites aient une résultante unique, on pourra dire que cette résultante est la pression totale exercée par le fluide sur la portion de paroi limitée au même contour.
Lorsque la paroi est plane, toutes les pressions élémentaires qu elle supporte, éunt normales à un même plan, sont parallèles entre elles, et ont une résultante normale à ce plan. Le point de passage de cette résultante sur la paroi est mmmè\% centre de pression du contour pressé. Voici comment on peut déterminer ce point et trouver rintensité de la résultante. Nous supposerons qu'il s'agisse d'un liquide pesant.
Soit AB (fig. 13) le profil du plan de la paroi, sur lequel on con- ^•s- *3- sidère un contour fermé, compris outre
^'- les deux horizontales menées dans ce plan par les points G et D. Soit AE la surface libre du liquide. Appelons a l'an- " gle EAB qui définit Tinclinaison du plan de la paroi. Nous supposerons connues, pour tout point m' du contour donné fg (fig. 14), les deux quantités am = x, mm'=î/, ce qui revient à rapporter le contour /g à deux axes rectangulaires ab et aa\ dirigés, l'un suivant l'horizontale, l'autre suivant la ligne de plus grande pente. A chaque abscisse x correspondent nécessairement deux ordonnées au moins, y = mm' et 2/ = — mm"; et la différence algébrique de ces deux ordonnées, s'il n'y en a que deux, donne la lai^ar totale m'm'' = ti du contour suivant l'horizontale passant par le point m.
LafM-ession exercée par le liquide sur la bande infiniment étroite mW, qui se projette en m sur le profil de la paroi, a pour mesure, rapportée à l'unité de surface, la hauteur d'eau mn ou x sin a. Elle est égale à Dx sin a, et la pression totale élémentaire sur cette bande
Kip. li.
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s'exprime par le produit
nx sin a X udx.
Elle a pour direction une perpendiculaire n'm an plan AB. Toutes ces forces parallèles se composent en une seule P, qui a pour valeur la somme
Ho; sin a X vdx.
riutégrale étant prise entre les limites a;= AG et a; = AD; an obtiendra l'abscisse x^ du point d'application de cette force P, en prenant les moments par rapport à l'horizontale projetée en A 5 il vient, en effet»
Pj?i = \ Hx* sin a X udx,
cette intégrale étant prise entre les mêmes limites que la précédente. On a donc
\ Ux* sin a udx
Ux sm a udx
ou bien, en supprimant les facteurs constants 0 et sin a, qui sortent
des signes \,
udx
\ xudx
Pour avoir l'autre coordonnée y^ du centre de pression, on partagerait chaque bande m'm" en éléments infiniment petits, et Ton prendrait les moments par rapport à ab.
La symétrie du contour «donné par support à iiiie ligne de plus grande pente permet la plupart du temps d'éviter cette seconde opération. Si le contour est symétrique pa^ rapport à l'axe ab, le centre de pression est en effet situé sur cette droite.
DE PRESSION
La recherche du centre de pression revient, en définitive, à la recherche du centre de gravité d'un cylindre droit tronqué, ayant pour base le contour donné, et terminé au plan c'd', lieu des points n' que Ton obtient en prenant sur les normales à la paroi une longueur mn' = fiin; la surface convexe de ce cylindre est engendrée par une normale à la paroi dont le pied parcourrait le contour donné. La pression totale est le poids de ce volume liquide (*) .
Remarquons en outre que \ x\dx est le moment Sineriie de
Taire /jgf par rapport à l'horizontale aa\ tandis que l'intégrale i x%tdx est le moment de cette aire par rapport à la même horizontale. L'aire a pour mesure \ udx\ et si Ton appelle i l'abscisse de son centre de gravité, on aura
donc
X, Ç X \ udx = \ x^udx.
Le produit x^^ est donc le carré du rayon de giration du contour /y par rapport à Taxe a'a\ Or, le carré du rayon de giration est nécessairement plus grand que Ç', car il est égal à Ç' augmenté du carré du rayon de giration du contour autour d'une droite menée par le centre de gravité parallèlement à aa' (**). Donc enfin x^ > Ç, ce qui indique que le centre de pression d'un contour quelconque est toujours situé au-dessous du centre de gravité de ce contour.
(*) Cf. Réstst,, § 32. Le problème de la recherche du centre de pression d'une aire plane qal sabU la poussée d'un liquide pesant, est Hnverse du problème di; In répartition des preialoos sur la même aire plane sous Taction d'une résultante noraaale donnée; lea deux questions se traitent par les mêmes équations, dès qu'on admet pour la seconde l^ypothèse du plan qui définit par ses ordonnées les pressions locales. On peut donc appliquer à la théorie du centre de pression les résultats obtenus dans les cfaap. m et IV du livre l*'^ de la Résistance des matériaux. Par exemple^ le centre de pression est l'antipôle de la ligne d'eau par rapport ^ Tellipse centrale d'inertie de l'aire presiée {Résist., § 57).
'••) V. Résist., § 49.
CENTRE
Enfin, il est. facile de reconnaître que le centre de pression de contour fg est le centre de percussion de Vaire de ce conlour par rapport à l'horizontale aal (*). II y a une analogie complète entre les deux théories.
22. Application. — Pression sur une paroi rectangulaire. On suppose deux côtés du rectangle horizontaux et se projetant fun en A, Vautre en T); les deux autres côtés sont dirigés suivant des lignes de plus grande pente de la paroi.
Soit
am = an = ^ et mp = a,
nous aurons :
\ bxdz
u = b, \ uxdx =
\ ux*dx = \ bx*dx =
Donc x^ = ^a, La construction géométrique du prisme donne le
même résultat.
Fis- iî>.
ol
(*) Résista. §§ 58 et 2G8. — Le centre de percuBsion d'une aire plane homogène, tournant autour d'une droite tracée dana aon plan, n'est autre chose que le point de passage de la résultante des forces d'inertie des divers éléments de cette aire; or les forces d'inertie totales sont toutes parallèles, et proportionnelies aux produits dea aires élémentaires par leurs distances à l'axe de rotation. La composition de ces forces parallèles se ramène aisément à la recherche du centre de gravité d'un volume prismatique compris entre le plan de l'aire donnée, un second plan mené arbitrairement par Taxe de rotation, et des arêtes parallèles partant de tous leâ points du contour de ia base.
DE PRESSION
2 3. On peut observer qu'en général la pression moyenne par unité de surface, ou
Hc sin a X udx
rm
udx \ udx
est égale à DvSinaxÇ, Ç étant l'abscisse du centre de gravité. Or Ç sin a est la distance du centre de gravité à la surface libre, de sorte que n X Çsin a est la pression par unité de surface à la hauteur du centre de gravité. On peut donc énoncer ce théorème : La pression' moyenne exercée par un liquide sur une portion de paroi p/anc, est égale à la pression du liquide par unité de surface dans le plan de niveau conduit par le centre de gravité de cette portion de paroi. Ce résultai est d'accord avec la mesure connue du volume du cylindre tronqué.
Dans tous ces calculs nous ne tenons pas compte de la pression atmosphérique p^, parce qu'on suppose qu elle s'exerce sur les deux faces du plan, et qu'elle disparaît dans les différences. On pourrait d'ailleurs en tenir compte, s'il en était besoin, en élevant le niveau
du liquide de la quantité ^.
Les parois sphériques ont aussi des centres de pression, comme Ips parois planes. En effet, toutes les pressions locales, étant normales à la surface, vont concourir au centre de la sphère, et s'y composent en une force unique qui perce en un point la surface de la paroi. ,
ÉQUILIBRE d'un SOLIDE PBESSÉ PARTOUT UNIFORMÉMENT.
2A. Considérons un corps solide fini pressé uniformément en chacun de ses éléments superficiels; je dis que ce corps solide est en équilibre.
ÉQUILIBRE D'UN SOLIDE
En effet, imaginons un déplacement virtuel imprimé au solide ; tout élément infiniment petit de surface a> recevra un déplacement 8s, faisant un angle a avec la normale, direction de la pression pci> qu'il subit; le travail correspondant est donc pwxSscosa. Mais coSscos a est le volume engendré par l'élément w dans son déplacement. La somme des travaux élémentaires est donc égale à la pression p multipliée par la somme algébrique des volumes engendrés par tous les éléments, c'est-à-dire au produit de p par Ta variation totale du volume du corps. Cette variation étant nulle, le travail est , nul, et l'équilibre est démontré.
M. Lalanne a donné, en 1877, une démonstration élémentaire du même théorème, fondée sur la considération de l'équilibre d'un polyèdre convexe quelconque. Étant donné un polyèdre convexe, sur chaque face A on applique en son centre de gravité, perpendiculairement à la face, une force P proportionnelle à Taire de cette même force. Pourvu que les forces ainsi définies soient toutes dirigées vers l'intérieur du polyèdre, ou toutes vers Textérieur, l'équilibre sera assuré. En effet, décomposons chacune des forces P suivant trois axes rectangulaires pris arbitrairement, et considérons les contours apparents du polyèdre par rapport aux trois plans coordonnés formés par ces axes. La composante P cos a, parallèle à l'axe OX, et appliquée au centre de gravité G de la face A du polyèdre, va percer le plan ZOY au point g y centre de gravité de la projection a de la face A sur ce même plan, ce qui revient à regarder cette composante comme une force proportionnelle à Taire a et appliquée au centre de gravité de cette aire. La composition de toutes les forces parallèles analogues, appliquées respectivement aux centres de gravité des projections des faces du polyèdre qui sont situées d'un même côté du contour apparent, donnera une résultante appliquée au centre de gravité du polygone formé sur le plan ZOY par la projection de ce contour apparent, et proportionnelle à Taire de ce polygone. Il en sera de même pour les faces du polyèdre situées de Tautre côté du contour apparent, et par conséquent les résultantes des forces Pcosa appliquées aux deux régions du polyèdre que sépare le contour apparent, sont égales, de sens contraires, et appliquées toutes deux au centre de gravité du contoifi*
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apparent projeté. Donc elles se détruisent. Il en est de même pour les autres composantes Pcosp, Pcosy. En définitive les forces considérées peuvent se décomposer et se recomposer de telle sorte, que
les composantes se détruisent deux à deux ; ce qui démontre le théorème, sans qu'on ait besoin d'employer le théorème des monienis.
La démonstration donnée pour ce polyèdre convexe s'étend sans difficulté à un polyèdre, puis à un solide de forme quelconque ; car on peut toujours considérer un solide comme formé de la juxtaportttion d'une infinité do tétraèdres infiniment petits.
25. On fait souvent usage, dans l'hydrostatique, de la proposition suivante, qui résulte des mêmes principes. Si un contour plan ABC subit, soit à l'intérieur, soit à l'extérieur,
une pression normale en tous ses points, à raUon , de p unités de force par unité de longueur^
ces pressions ont une résultante égale et contraire à la pression totale exM.cée dans les mômes con- -"-""""^ * di tiens sur la droite A G qui ferme le contour. Si le contour est fermé de lui-même, les pressions qu'il subit se font équilibre.
La même proposition a lieu pour une surface terminée à un contour plan. La résultante des pressions, soit intérieures, soit extérieures, réparties uniformément à raison de p kilogrammes par unité de surface^ et toutes normales aux éléments pressés, est égale et contraire à la pression totale exercée dans les mêmes conditions sur le plan qui achève de fermer cette surface.
PRINCIPE o'aRCUIMÈDE.
26. Le théorème d'Archimède fait connaître la résultante de toutes les prêtions exercées par un fluide pesant en équilibre, sur un corps solide en repos qui s'y trouve plongé en tout ou en partie. Cette ré-
sultante est une force verticale dirigée de bas en haut, égale au poids du volume de fluide déplacé par le solide, et elle est appliquée au centre de gravité de ce volume.
On démontre très facilement ce théorème en décomposant successivement le solide en éléments prismatiques parallèles à trois axes, dont deux horizontaux et rectangulaires, et le troisième vertical. On reconnaît aisément que les pressions projetées sur les deux axes horizontaux y donnent des composantes qui se détruisent deux à deux, tandis que, quand on projette sur Taxe vertical, chaque élément prismatique entièrement immergé subit sur ses deux bases une différence de pression égale au poids du liquide dont il tient la place, et dirigée
de bas en haut.
On remarquera que, pour énoncer le théorème d'Archimède» nous n'employons pas l'expression consacrée de perle de poids, expression inexacte, qui a trompé un grand nombre d'inventeurs.
27. Lorsqu'un corps solide M est entièrement plongé dans un fluide, la poussée exercée par le fluide sur ce corps ^»- '^- est une force verticale, dirigée de bas en haut, et ^^-- M égale au poids du volume de fluide déplacé. Elle a pour ' ] point d'application le centre de gravité 0 de ce volume. ^g / 11 faut et il» suffît pour qu'il y ait équilibre, que la v^l^ poussée P du fluide soit égale au poids Q du corps, et ^Q que le point 0, centre de gravité du volume déplacé, et
le point G, centre de gravité du corps solide, soient sur la même verticale. Pour la stabilité , il faut de plus que le centre de poussée 0 soit au-dessus du centre de gravité G du solide; autrement, un petit dérangement du solide ferait naître un couple dont l'effet serait de faire chavirer le corps plongé.
Dans cet exemple, les points d'application des deux forces P et Q, qui s'équilibrent, sont fixes dans le corps M, comme si le corps était
suspendu dans le vide à un fil attaché au point 0. Il n'en est plus de même quand il s'agit d'un corps flottant à la surface d'un liquide; ici, iâ poussée est appliquée au centre de carène , c'est-à-dire au
centre de gravité de la partie plongée ;
'^" * si Ton imprime au solide un dérange-
A, . ' ment très petit arbitraire, ce dérange-
*( ^' ™6ïït modifie généralement à la fois la
valeur de la poussée et la position de son point d'application, et le problème de la stabilité présente par suite une diflRculté d'un ordre plus élevé.
La première théorie proposée sur ce sujet est due à Bouguer (1746) ; elle manque de généralité, car elle suppose, d'une part, que le solide flottant a un plan de symétrie vertical, et d'autre part, qu'on lui donne un déplacement infiniment petit parallèlement à ce plan de symétrie, sous la condition de laisser constante l'aire AEB de la section transversale immergée. Dans ce mouvement, qui n'altère pas la valeur de la poussée, puisque le volume déplacé ne change pas, le centre de carène 0 décrit dans la section transversale un élément de courbe 0(y parfaitement déterminé. Bouguer a donné le nom de mélacentre au point P où la verticale (XF, menée par le nouveau centre de carène, coupe la position OF prise par la verticale menée par le point 0, centre de carène primitif. Le centre de gravité du corps est situé quelque part en G sur la droite OF. Le corps tendra donc «\ revenir à sa position 'l'équilibre sous l'action du couple formé par les forces égales n et F', si le point P est au-dessus du point G, c'est-à-dire, si le centre <'e gravité du corps est plus bas que le métacentre.
28. Dne théorie plus récente, due à Duhamel, résout la question ^vec plus de généralité et plus de rigueur, sans toutefois l'épuiser complètement. Elle est fondée sur l'application du théorème des forces vives.
Soit XY le plan horizontal qui forme la surface libre du liquide. Le corps AEB, lorsqu'il est dans sa position d'équilibre, plonge dans
Fip. iO.
le liquide jusqu'à k section AB; le centre de graTité 0 de la partie plongée est donc alors situé sur la même verticale, OG, que le ceatre
de gravité 6 du corps, et la poussée du liquide, qui fiiit équilibre au poids du corps, est égale au poids du volume AEB de liquide. Appelons a la distance des deux points connus 0 et G. Imaginons qu'on ait imprimé au solide un déplacement infiniment petit ; la figure le représente plongé jusqu'à la section CD ; à cette position correspondent une quantité Ç = MI, dont s'est abaissé au-dessous de la surface libre le centre de gravité, I, de la section à fleur d'eau, et un angle 0=:HGO, dont la droite GO s'est inclinée sur la verticale, angle égal à celui qne Mt la section AB, dans sa nouvelle position, avecle plan horizontal. Nous commencerons par chercher le travail de la pesanteur et des poussées, lorsque le solide passe de sa position d'équilibre à la position qu'il a sur la figure. Les poussées, au sens près, sont assimilables à la pesanteur ; car elles se réduisent à des forces verticales agissant de bas en haut, et égales au poids d'un certain volume de liquide; on pourra donc appliquer à la recherche de leur travail la méthode qui sert à évaluer le travail de la pesanteur.
1° Le travail du poids du corps s'obtient en multipliant ce poids par la quantité verticale dont s'est abaissé son centre de gravité, G. Or le poids du corps est égal au poids du volume liquide AEB, que le corps déplace dans sa position d'équilibre ; appelons V ce volume et Il le poids spécifique du liquide ; le pioduit n V sera le poids du corps. A l'origine, le centre de gravité était à une distance GF = z de la surface libre ; il est maintenant à la distance GH =z, du même plan horizontal. Donc il s'est abaissé de la différence 2, — s, et le travail de la pesanteur est égal au produit
nvcz, — r).
2" Le travail des poussées peut s'évaluer en considérant successivement les deux volumes AEB, ABDC ; Tun AEB représente le déplacemeiit primitif du solide (*), tandis queTautre, ABDC, provient du dérangement du corps. A Tégard du premier volume , tout se passe comme pour un corps de poids nV, dont le centre de gravité se serait élevé de la quantité OK — OF ; le travail correspondant est exprimé par le produit
— nv(OK-OF).
Or
OK = GII — a cos 6 = 2j — a cos 6, et
OF = GF--a = r — a.
La première partie du travail des poussées est donc égale à
• — nV[5;i— r + a(l— cosO)],
ou encore à
— nv^z, — 2 + 2asin*^V
8" Le volume ABPC peut être confondu, sans erreur sensible, avec un prisme tronqué à arêtes verticales, qui aurait pour base oblique la section AB ; car la distance des plans AB, CD, est supposée infiniment petite, et de plus nous admettons que les sections du corps solide varient d'ime manière continue dans le voisinage du plan de flottaison. Nous pouvons donc, en négligeant un anneau infiniment petit dans deux dimensions, substituer un prisme à génératrices verticales à Félément solide compris entre les deux plans de flottaison successifs. Nous pouvons ensuite décomposer ce prisme en éléments prismatiques verticaux, mn, ayant pour base oblique dans le plan AB un élément dX de la surface de cette base, et pour hauteur la distance mn de cet élément au plan de la section CD. Pour évaluer cette hauteur mn^ menons par le point I, centre de gravité de la section AB, un plan CD' parallèle à CD. Les deux plans AB, CD', se couperont suivant une droite LN passant par le point L Du point m
;*' Le mot déplacement est pris ici dans le sens de volume du liquide déplacé, qu'on lui aUribtie dans la marine et dans les constructions navales.
abaissons sur cette droite LN une perpendiculaire ml; le plan CD' coupe le prisme élémentaire mn suivant la section p. Joignons pi ; cette droite sera perpendiculaire à LN, et fera avec ml un angle mlp égal à l'angle des deux plans AB, CD', ou enfin égal à l'angle 0. Soit X la distance ml de l'élément d\ à la droite LN, cette distance étant prise positivement au-dessous de la droite LN, et négativement au-dessus. Nous aurons
mp = xsinÔ, et par suite
mn = MI + wip = 1^ + a; sin 0.
La section droite du prisme élémentaire est d'ailleurs égale à dXcos6, et son volume est égal à
(Ç + a?sin6)cos0dX.
11 s'agit de trouver le travail de la poussée sur tous ces éléments Fig. 20. prismatiques, qui, dans l'état d'équilibre, étaient
q't 1 en dehors du liquide, et qui s'y sont tous enfoncés,
y Pour cela, considérons d'abord d'une manière générale un prisme droit pq, déjà enfoncé dans un liquide xy jusqu'à une certaine profondeur, pr=u, et ayant une section droite a>; supposons qu'on l'enfonce encore d'une quantité infiniment petite pp'=du; le travail de la pression du liquide sur la base p sera égal, en valeur absolue, à Quiùdu ; le travail total correspondant à un enfoncement h déterminé est la somme de tous ces travaux élémentaires, entre les limites u == 0 et t* = ft j c'est-à-dire
\ Uutûdu = - IIco A* = Uwh X - .
C'est, en d'autres termes, le produit du poids du volume liquide déplacé, par la distance de son centre de gravité à la 'surface libre. Le travail ainsi obtenu doit d'ailleurs être pris négativement.
Appliquons cette règle à l'élément prismatique mn (fig. 19) ; nous
obtieodrons le travail cherché en multipliant le poids de Télément
n(î: + xsin6)cos6dX,
par la moitié de sa hauteur ^-f-^^^i^ ^9 ^^ ^^ donnant le signe — au produit : le résultat est
— 3 n(Ç + X sin 0)* CCS edX,
et nous devons faire la somme de toutes les expressions analogues, en l'étendant à tous les éléments dX de la section AB. Développant le carré, et indiquant les sommations, il vient :
— 5 n ces e
h* \\ dk + 2î: sin e {[ xd\ -h sin* 8 [\ x^âxl.
Or, Il dX est l'aire û de la section AB; \\ xdX, somme des
moments des aires élémentaires, est le produit de Taire Û par la diâtance x' du centre de gravité de la section AB à la droite LN, c'€5i-à-dire par zéro, car la droite LN passe par le centre de gravité de la section ; la seconde intégrale est donc nulle. La troisième est \^momenld[vtertie^ I, de la section par rapport à la droite LN. La ioûction précédente se réduit ainsi à
— incose rû;« + isin*ô].
Réunissant les trois parties que nous avons séparément calculées, il vient pour le travail demandé
T = nv(zj _^) ^nv ^Zj — 2 -f 2a sin* ^) — | Ocose (ûî;» + I sin» 6) = — 0 fv X 2a sin* g + ^ I ces 6 sin* o] — 5 nû?*cos 0.
Celte formule n'est vraie que pour de très petites valeurs des variables 9 et î^; et, en nous bornant aux infiniment petits du second
ordre, nous pourrons y remplacer sin 6 par 6 et ces 9 par l'unité ; il vient alors
29. Introduisons cette expression dans l'équation des forces vives.
Soit V m^Q* la somme des forces vives communiquées au corps dans
une position initiale définie par les valeurs Ô, et ^^ des variables 8 et w,
Tq la valeur de la fonction T quand on y fait ^=\ et î^ = Ç^ ; V mu'
la somme des forces vives qu'il possède dans la position représentée par la figure. Nous aurons, en faisant abstraction des frottements du liquide et des résistances afférentes aux mouvements communiqués à ses propres molécules,
2 mt- « = 2 ^V+2T - 2T, = C - n(aV-f 1)0» —Hûi:».
G désignant la constante 2mro* + II(aV-fI)6^" + nûÇ"^, qui est
nécessairenfient positive et infiniment petite.
La stabilité de l'équilibre sera assurée si les variables 0 et ^ ne peuvent acquérir que des valeurs infiniment petites. Or l'équation précédente, dans laquelle le terme "^tnt)* est essentiellement posdijfr, nous montre que la somme
n(av + 1)0* + nùv
est toujours moindre qu'une quantité positive G, constante et infiniment petite. Deux cas peuvent se présenter ici, suivasit que le point 0 est au-dessus du point G, ou au-dessofus.
1° Si le point 0 est au-dessus du point G, la quantité a est positive, et par suite la somme
n(aV + 1)0' + UQl*
est composée de deux termes essentiellement positifs ; elle est d'ailleurs moindre que G. Donc 6 et Ç sont tous deux limités, et la stabilité de Téquilibre est certaine.
2* Si le point 0 est au-dessous du point G, la distance OG doit être prise Bégativement dans la formule, ce qui éqiûyaut à changer a en — fl, en la prenant en valeur absolue. La fonction de 9 et de ÎJ prend alors la forme
il(l — aV;0*4-BÛî:*,
et la stabilité se trouve encore assurée si I — aV est positif, ou si
Mais si l'on avait a < =i, le premier terme deviendrait négatif, et
par suite l'équation des forces AÎves n'assignerait aucune limite pour les valeurs de 8 et Ç Dans ce cas, le petit dérangement donné au solide peut s'accroître au point d'amener le corps à chavirer.
Pour que VéquiUbre soit stable par le seul jeu -des pousséeSy il
H?. 21. faut ionc et il suffit que le centre de gravide 6, du corps
flottant soit situé au-dessous d'un point P, pri5 au-dessus
du centre de carène 0, sur la verticale qui passe à la fois
•' par les points 0 et G^ et à une distanœ OP égale au rapport^
rz, du moment d inertie de la section de flottaison par rapport
**> à wte êroïle menée dans son pttm par son centre de gravité^ au volume de liquide àéfdaeé. C'est à ce point P qu'on peut donner le nom de métaccntre.
Le moment d'inerfie I de la section AB varie avec la direction de
la droite LN, par rapport à laquelle on prend la somme U x^dk.
La condition a < t; doit être remplie pour toute droite passant par
le centre de gravité decette section ; il suffit donc qu'elle le soit pour la mokidre valeur du moment d'inertie» qui correspond au cas où l'on bit coiQcider la diroiie LN avec la direction du girand axe de ^'flitpse eemtrale d'inertie.
Les actions dynamiques du fltiide sur le solide immergé sont négligées dans cette analyse. Lorsque le solide subit des déplacements dans un liquide primitivement en repos, les actions dynamiques
équivalent à des résistances qui tendent à restreindre les oscillations; le corps flottant refoule le liquide du côté où il se porte, et appelle au contraire le liquide du côté qu'il abandonne; il y a augmentation de pression d'un côté, et diminution de pression de l'autre ; les forces ainsi développées tendent à ramener le solide à la position qu'il vient de quitter. Les actions dynamiques augmentent donc alors la stabilité de l'équilibre. Il n'en est pas toujours de même des actions dynamiques qui proviennent des mouvements propres du liquide, et le problème de la stabilité d'un bateau au milieu des vagues, ou plutôt le problème des oscillations auxquelles il est exposé dans de semblables conditions, est loin d'être encore scientifiquement résolu.
30. Lorsqu'un corps de forme prismatique flotte à la surface d'un liquide, de manière que ses arêtes latérales soient horizontales, il peut y avoir plusieurs positions d'équilibre, et Ton passe de Tune de ces positions à l'autre en faisant tourner le corps à la surface du liquide autour d'axes parallèles à ses arêtes latérates. Il est facile de reconnaître alors, que les positions d'équilibre successives sont alternativement stables et instables^ et qu'elles sont par conséquent en nombre pair. En effet, deux positions d'équilibre stable successives, A et G, sont caractérisées par la tendance du prisme, quand on le déplace, à revenir à la position qu'il a quittée. Or, si l'on augmente suffisamment le déplacement à partir de la position A, on pourra donner au prisme une position telle, qu'il tende à revenir vers G et non vers A; entre les positions A et G existe donc une position B, où il y a doute si l'équilibre se détruira vers A ou vers G, c'est-àdire une position d'équilibre instable. Les déplacements qu'on a en vue ici sont effectués autour d'horizontales parallèles au prisme. On peut comparer les positions A et G à deux vallées parallèles entre lesquelles existe nécessairement un faite, B. Entre deux positions stables consécutives, il y a une position d'équilibre instable ; donc le nombre des positions d'équilibre est pair. On excepte le cas où l'équilibre serait indifférent.
DYNAMIQUE DU POINT MATÉRIEL
31. Soit AB la trajectoire d'un point mobile M, qui, à des inter-
Fig. 21. valles de temps très petits et égaux à 0, Fe
|B trouve occuper sur cette ligne les positions
y successives M,M^,M,,M,, Le mouvement
**>,/ peut être supposé défini par une relation
M >^ ' s = f{() , entre les arcs parcourus 5 et le temps
M^,,> t, t. La MxU%%t du mobile au point M a pour di-
T rection, MT, la tangente en M à la trajectoire,
/ - E , , , . . , ds
et pour valeur, la dérivée — de l'arc de tra-
jectoire par rapport au temps. Elle varie donc en Aireciion dès que le mouvement n'est pas rectiligne, et tn grandeur dès qu'il n'est pas uniforme.
On éiudie en cinématique cette loi de variation des vitesses. Pour cela, par un point O'quelconque de l'espace, on mène des parallèles OC, OD, aux tangentes MT, M,Tj, à la trajectoire en deux points très voisins M, M^ ; sur ces parallèles, on prend OG=r, vitesse du nîobile en M, et OD = r^, vitesse du mobile en M^. On joint les points CD, et on obseiTe que la vitesse r, est la résultante de deux vitesses, savoir v = OC, et j^une vitesse qui est représentée sur la figure par CD, et qu'on appelle vitesse acquise élémentaire, La droite CD est
ACCÉLÉRATION
infiniment petite, et du même ordre de grandem- que l'arc MM/, de sorte qu'on peut poser CD =j8, j étant un coefficient fini, auquel on donne le nom d'accélération totale.
Cette manière de décomposer la vitesse v^ en deux vitesses, dont l'une soit la vitesse v du mobile à l'instant précédent, et dont l'autre est une vitesse infiniment petite j8, variable avec le temps 6, revient à décomposer, pendant cet intervalle de temps très court, le mouvement du mobile en deux mouvements, l'un uniforme avec la vitesse v le long de la tangente MT, et l'autre uniformément varié, parallèle à la direction CD, et en vertu duquel le mobile tombe avec une accélération ; du point T où son mouvement uniforme l'aurait amené sur la tangente, au point Mj qu'il doit occuper réellement sur sa trajectoire. Prenons donc sur la tangente une longueur infiniment petite MT = vô ; l'intervalle TM^ sera l'espace décrit par le mobile en vertu du second mouvement, c est-à-dire du mouvement uniformément varié. Le mobile, partant du repos au point T, avec une accélération j, acquiert en arrivant au point M^ la vitesse /9, et parcourt dans le temps 9 un
espace ^i^'« 0^ ^ ^^^^ TxM^ = - j9*; et il est facile de voir que ces
deux mouvements assurent bien au point mobile , lorsqu'il pas^e au point M,, une vitesse v^ dirigée suivant M,T^. En effet, le mobile est alors animé de deux vitesses, l'une égale à t? et parallèle à MT, l'autre égale à j6 et dirigée suivant TMj, c'est-à-dire parallèle à Cl). La composition de ces deux vitesses conduit donc à répéter au point M la construction du triangle OGD, dont le côté OD, représentant en grandeur et en direction la vitesse résultante, sera égal à v, et dirigé suivant M,T,.
32. Par le point 0, continuons à mener des parallèles OE, OF,*., .
aux tangentes M,!,, MjT,» à la trajectoire, el prenons aur ces
tangentes des longueurs OE,^)?,..... égdes aux vitesses du mobile aux points M,, Mj.... Nous formerons ainsâ un polygone auxiltaire CDEF,.... dont tes côtés successifs infiniment petits seront égaux aux accélérations totales «multipliées par l'élément du temps 0. A la
TOTALE
limite, ce polygone se change en une courbe, et le tracé de cette courbe indique toutes les circonstances du mouvement du point
Fig. 2i. donné. A mesure que le mo-
bile se déplace sur la combe AB, l'extrémité du rayon vecteur OC parcourt la courbe auxiliaire CD; on peut donc considérer le point G comme un mobile fictif, dont les vUesses successives sur sa trajectoire CD seraient égaies et paraiîétes aux aeeéléf allons totales du mobile sur. sa trajectoire AB. -En eflèt, si pendant le temps 9 l'accélération du mobile M est égale à /, le mobile auxiliaire G décrit dans ce même temps, sur Ja courbe CD, un arc parallèle à j et égal àj9; sa vitesse est donc é-ale àj. "
Nous appellerons cette courbe auxiliaire l'indicatrice des accélèrelioM totales. M. Paul Serret a donné le nom ai indicatrice sphirique à la courbe que l'on obtient en menant par un même point 0 des parallèles aux tangentes successives d'une courbe donnée, et en coupant la surface conique ainsi engendrée par une sphère ayant le point 0 pour centre ('). Notre indicatrice des accélérations totales devient l'indicatrice sphérique de la courbe AB, si lé mouvement du point M sur la courbe AB est uniforme. Gar alors tous les rayons QC, OD,... égaux aux vitesses, sont constants, et la courbe CD appartient à une sphère dont le centre est au point 0. On peut remarquer aussi l'âBalogie de rindicatrice des accélérations totales avec le polygone de Varijffum, dont on aesert en statique pour établir la théorie des polygones et des lignes funiculaires. Les rayons vecteurs de ces lignes • aaxilisftres sont proportionnels et parallèles aux vitesses dans un cas, aux tensions dans l'autre, et les arcs ou côtés de ces courbes sont proportionnels et parallèles aux accélérations dans le premier cas
;*) Celte courbe anxiliafre a élé souvent employée par Gausg. — Voir sur cette ques- '•"n te TraM de calcul différmiiel de M. J. Dertrand, § 666. — L'indicatrice «es accélëc»- "'«ns totales est Ykodographe de la ttiéorie des quaternions.
o2 PRINCIPE DE L'INERTIE.
aux forces extérieures appliquées à la courbe funiculaire dans le second.
33. La dynamique du point est fondée sur ^cette décomposition d'un mouvement quelconque en deux autres mouvements, l'un uniforme et tangentiel, Tautre uniformément varié. On sait qu'elle repose sur trois principes, ou postulata, qu'on ne peut démontrer directement, mais qu'on admet, sauf ensuite à vérifier Faccord de leurs conséquences logiques avec les faits observés.
Le premier de ces principes est le principe de finertie; il consiste en ce qu'un point matériel ne peut de lui-même modifier son état de repos ou de mouvement; s'il est en repos, il y demeure indéfiniment; s'il est en mouvement, il conserve indéfiniment sa direction et sa vitesse, tant qu'il ne subit pas d'action extérieure.
Appliquons ce principe à un point mobile qui parcourt une courbe pjg 23: avec une vitesse variable de grandeur et de
direction. Au mument où le point est en A, il a une certaine vitesse v dirigée suivant la tangente AT. Si ce point était abandonné à lui-même, il parcourrait donc la droite AT avec une vitesse constante r, et au bout d'un temps très court , 9, il serait parvenu en G, après avoir décrit l'espace AG = uô. Or, au bout de ce temps 6, le corps se trouve en B au lieu d'être en G , ce qui constitue un écart BG entre sa positioa réelle et la position que lui assignerait le principe de l'inertie. Cet écart nous révèle l'existence d'une cause qui agit sur le point mobile, c'est-à-dire d'une force^ qui, pendant le temps Ô, a eu le point mobile pour point d'application, qui a été dirigée parallèlement à
GB, et qui enfin est proportionnelle à l'écarl produit, ou à la distance
GB = - yS*, ou encore à l'accélération j. La décomposition du moa-
lit
vement eu deux, l'un uniforme et tangentiel, l'autre uniformément varié et dirigé suivant l'accélération totale, conduit donc à assi* gner le rôle spécial de l'inertie et celui de la force appliquée au mobile.
INDÉPENDANCK DES EFFETS DES FORCES. r>3
54. Lo principe de find^endance des effets des forces les unes à l'égard des autres, et de chacune à Tégard du mouvement antérieurement acquis, permet d'additionner, de retrancher, de composer et de décomposer les forces, comme on ferait pour les accéléi-ations qui leur sont proportionnelles. Puisque .l'on peut regarder l'écart CB subi par le mobile comme décomposé en deux ou plusieurs déplacements simultanés, dont la coexistence équivaut an déplacement unique CB, on peut aussi regarder la force proportionnelle à CB comme équivalente à l'action simultanée de diverses forces, proportionnelles à ces divers déplacements composants. On passe ainsi, à l'aide du second postulatum, d'un fait cinématique, la composition des mouvements, à une loi mécanique, celle de la composition des forces; on peut en déduire aussi les lois des mouvements élémentaires produits par une force de grandeur constante, à savoir le mouvement rectiligne uniformément varié, et le mouvement parabolique.
La force qui intervient dans le mouvement d'un point pour altérer à chaque instant, d'une certaine manière, la vitesse de ce point en direction et en grandeur, est, à chaque instant, proportionnelle à l'accélération j. La mesure de la force s'obtiendra donc en multipliant Taccéléralion par un certain coefficient, constant pour le m^me point matériel, et variable d'un point matériel à l'autre. Ce coefficient est, pour ainsi dire, la mesure numérique d'une propriété iohérente au point matériel que l'on considère, propriété en vertu de laquelle ce point, sollicité par une force donnée, prend une accélération parfaitement définie. Ou appelle masse ce coefficient ; si on le représente par m, le produit mj sera la mesure de la force, et l'on pourra poser l'équation F=mj; elle suppose cette convention : que l'on prend pour unité de masse la masse du point matériel auquel Tunité de force imprime une accélération égale à l'unité.
55. Le troisième principe, ou principe de C action égale et contraire à la réaction^ nous apprend que les forces naturelles sont binaires et coojugaées, de telle sorte, qu'à une force F, agissant sur le point matériel A et émanant d'un point matériel B, correspond nécessai-
ACTION ET RÉACTION
rement une force égale F, agissant sur le point B et émanant du p. ^^ point A. Si Ton considère en particulier un
^, système de points matériels, les forces qui
" agiront sur ce systèmej'peuyent se partagei- en deux classes : les forces intérieures, qui sont des forces mutuelles existant entre deux points faisant partie du système, et les forces extérieures exercées sot les points du système par les points matériels situés au dehors.
36. Ces préliminaires posés, la dynamique du point se ramène à la cinématique en introduisant le facteur masse dans les équations relatives au mouvement, et en observant que le produit mj est la mesure de la force appliquée au point mobile.
G est ce que nous allons montrer par les exemples qui suivent, Jbtudions le mouvement d'un point matériel de masse m qui parcourt une trajectoire AB, et qui est sollicité par une force F variante
en grandeur et en direction. En deux points M et M, très voisins, menons les deux tangentes MT, MJ^, qui donnent les directions des vitesses v, r^, et construisons le triangle auxiliaire OGD, dont les côtés OC, OD sont respectivement parallèles à MT, M^T,, et égaux à v et tî^. Nous savons que CD est égal au produit jQ de l'accélération totale par le temps 6, écoulé depuis le passage du mobile en M jusqu'à son passage en M^. Nous peavons décomposer l'accéléiration j en deux composantes, l'une normale, Tautre tangente à la trajectoire* H suffit, pour opérer cette décomposition, de projeter le point D en: £ sur la direction OC. On a, en effet, puisque l'angle DOC, égal à l'angle de M^T^ avec MT, est infiniment petit, OE = OD, à des infiniment petits d'ordre supérieur près. Donc la composante CE est égale à OD — OC, ou à t?, — r, ou enfin à dv.
L'autre composante DE est égale au produit de OD par l'angie'DOE, ou par l'angle de contingence ékù de la trajectoire dans lafégion MM,.
DÉCOMPOSITION DE LA FORCE
Donc DE=:t?,d(o = (v+di?) d(o=vd(i>, en supprimant les infiniment petits d'ordre supérieur au premier.
Delà résulte que CD, ou jô, ou enfin jdt^ se décompose en deux éléments, l'un GE = cte, parallèle à la tangente, l'autre DE = Ww, parallèle à la normale principale à la trajectoire au point M. Les composantes de j s'obtiendront donc en divisant par dt les compo-
santés de jdr, ce qui donne -r- pour composante tangentielley et -J- pour composante normak dirigée vers le centre de courbure.
Cette dernière expresâon se transforme en celle-ci,— , p désignant le
rayon de courbure de la trajectoire ; soit éa effet cU = MM^ ; on aura ds = pd^; donc
fh) ds \ V
expression qui, multipliée part?, donne — pour la valeur de la corn-
posante centripète de l'accélération totale.
Multipliant ces accélérations composantes par le facteur m, nous aurons en définitive décomposé la force F =: «9 en deux composantes.
Tune tangentielle, m —, l'autre centripète, — .
On obtiendrait de môme, en projetant le triangle OGD sur des axes fixes, et en multipliant les côtés et leurs projections par la masse, les composantes de la force dans le mouvemeot projeté.
37. Remarquons que, CD étant parallèle à la direction de la force, et CE à la direction de la vitesse ou du mouvement du point, l'angle DCE est Tangle |i que fait la force avec la tangente MT, prise dans le sens du akonveoient. Le triangle DGE,. rectan^ en E, nous donne la rdaliQB
DE
taugiA='gg,
RELATION ENTRE LES COMPOSANTES
ou bien, en remplaçant DE par vdw et CE par cfc,
tang t* =
vd "dû"'
d'où l'on tire l'équation très remarquable
dv
d*ii
tangii
Le premier membre de cette équation est la différentielle de Fig. 26. Log. nép. tJ, et l'intégrale générale, prise entre
deux points A et B de la trajectoire, nous donne le rapport des vitesses, v et v\ du mobile en ces deux points, en fonction de quantités angukdres. Il vient, en effet,
OU bien
log nép. 5 = J ' ^
C/Cl)
tangfx,
lang |i.
C'est une relation cinématique dans laquelle la iorce internent par sa direction, mais non par sa grandeur» La discussion de l'équation
dv dta
V "" tang {JL
montre qu'aux points où dv = 0, c'est-à--dire aux points où la vitesse
est maximum ou minimum, on a (jl = -^ : la force est normale
à la trajectoire, sauf le cas où da> serait nul, ce qui comprend le mouvement rectiligne. Si do) est constamment nul, la vitesse v ne *^eut être variable que si jx = 0 ou pi = iî , ce qui suppose la Torce ngi^sant dans la direction même de la trajectoire; si |jl avait une autre valeur, dv serait constamment nul, et v seraût constant : cela s'explique en observant qu'alors, puisqu'il s'agit d'un point
THÉORÈME DES AIRES
libre, la force est nécessairement nulle et le mouvement uniforme. Dans le mouvement circulaire uniforme 6n a constamment
r;. = *' et dv = 0. Enfin nous allons voir que le cas particulier
connu sous le nom de théorème des aires projetées n'est qu'une application de cette équation,
58, Soit AB la projection sur le plan du papier de la trajec* ioive d'un point matériel; on suppose que la force qui sollicite le point rencontre constamment un axe normal à ce plan et projeté au point 0. Menons par le point 0 un axe polaire quelconque OX, et rapportons la p<Jsition du point mobile M aux coordonnées r =^ OM ei 0=:MOX. Menons au point M une tangente MT à la trajectoire AB, puis uoe ttongente M'T au point M' infiniment voisin. Les deux tangentes M' T' et MT se coupent en un point 1 , et l'angle T'IT est l'angle de contin- . gence dco. Le rayon vecteur MO est, par hypothèse, la direction de la force projetée sur le plan ; donc l'angle TMO, 'ou son supplément, est ce que nous appelions tout à l'heure l'angle ^l ; supposons que la force soit dirigée de M vers 0 ; alors {/ sera égal à TMO, et par suite l'angle T M'O sera égal à (jl -}- d[x. La formule connue des tangentes en coordonnées polaires nous donne d'ailleurs
Fig. r.
tg OMT" =
dr
Donc
rdO
Nous pouvons Êtcilement évaluer l'angle dco ; la somme des angles du quadrilatère MOM'I étant égale à quatre droits, nous aurons Téquation
(s — dw) + ji + de + (n— |A — dii)= %r..
^S THËORËMË
Réduisant, il vient
dix} = dô — - (2(ju
SubstituoM cette valeur de dw dans l'équation — = , nous
^ V tang ijl
trouverons,
dç __ dO dfjL
V ~ tang {JL ~~ tang (&'
Nous remplacerons tang (x , dans le premier terme du second membre seulement, par sa valeur — -j— , et nous aurons
V r tang [A '
équation intégrable qui donne
xr &in {A '= constante.
Or r xrsin jjL est le double de l'aire décrite dans l'unité de temps par le rayon vectenr OM ; en effet, dans le temps rff , le point M décrit un élément vAt de trajectoire, et le jayon vecteur engendre un triangle qui a pour base vdt et pour hauteur r sin [x. L'aire décrite par le rayon vecteur OM, dans l'unité de temps, est donc constante, et le théorème des aires est démontré (*).
Enfin l'équation — = est la traduction analytique d'un
théorème très célèbre dans l'histoire de la mécanique, le théorème de la moindre action.
S9. Nous, tirerons une troisième conséquence de la considéra- ^'«' *^- tion du triangle auxiliaire OCD. Nous
avons entre les trois côtés de ce triangle ^^ la relation
ÔD* = ÔC* -4- CD* H-20CxCDxcosp.
{*) n est fadle de démontrer géométriquement ce théorème, et d« troatrer de plus Ifr valeur de rac«élération totale. Voir noire Traité de Mécanique^ \, §§ ]12, 113 et lié- (Hachette, 1880).
Remplaçons OD par v^, OC par v, CD par 76 :
^i* = u* + j* 6« + 2y;6 cos{ju Il est facile d'en déduire le théorème des forces vives.
ÔH
Fig. i9.
Prenons en effet Tindicatrice des accélérations totales PP', construite en menant
par le point 0 des droites OP, OP,,
égales et parallèles aux vitesses successives du mobile aux points M, M,,.....
de sa trajectoire. Les arcs infinimait
petits PP,, P,P,, de Tindicatrice
représentent les prodiâtsyô, y,8,/,0,
des accélérations totales par Tintervalle de temps 8, et nous aurons , en appliquant successivement l'équation précédente aux pct'.ts triangles OPP,, OP^P,,
OP.P
tj* — r» = 2ivO C0S{x +J»G»
V—»,* = 2i7,7,e cos {Ji, 4-i,' 0» ;
Et enfin
V«— c«^, ^ 2»,»-i;Vi 0 cos {jLn_i +^-«-,0*.
multiplions toutes ces équations par le facteur m» et ajoutons-les ensuite; observons que mj, mj^j mj^,.., sont les valeurs successives de la force F, et que les valeurs t;9, »,8, r,6,... représentent le» arcs ds de la trajectoire AB successivement parcourus par le mo* We. Observons enfin que la somme
^ pour limite 0, à mesure que le temps ft (fiminue, parde que chaqde terme de cette somme contient 6' en facteur. Nous obtiendrons en
définitive
mV*— 7wr*=2(777/x tO x costJL+r7y,xt,0xcosîii+...-hwi;*-iXî?»_,0xcos[i»..i) = 2 \ Fds cos (1,
équation des forces vives ou du travail. Le produit F&cos[x est en effet le iî^avail élémentaire de la force F. Nous avons donc obtenu sur-le-champ deux équations, Tune
— = ♦ OU V = ve JûSTi* , qui nous donne le rapport des vitesses
V tang[ji ^ '^^
du point mobile en deux points de sa trajectoire, et l'autre, l'équation des forces vives, qui nous donne la différence des carrés de ces mêmes vitesses.
âO. Nous déduirons aussi de la considération de l'indicatrice le théorème des quantités de mouvement projetées. Soit PP' l'indicatrice, 0 le centre qui a servi à la former; OP sera, ^8 «0- en grandeur et en direction, la vitesse v du
.^ mobile en un point M de sa trajectoire, et OF = V, la vitesse du mobile en un autre point M'. On peut considérer la droite OP', qui ferme le polygone OPP, P,... P', comme la résultante des côtés successifs OP, PP,, PjP,,. .. de ce polygone ; la projection sur un axe fixe, X^', de la résultante OP', sera donc ^ la somme algébrique des projections des cô-
tés successifs OP, PPj, P, P,»... sur le même axe. Appelons V„ r, les projections de V et t; sur XX', et soient a,' a^ a,,... les angles que font avec le même axe les arcs élémentaires PP,, P,P,, P,P,,.. • de la courbe indicatrice ; nous aurons, en remplaçant ces éléments par leurs valeurs y8, y,8, y,ô,...
Vj. = r,+ (7*0 cos a +7,0 cos a, +7,0008 0, + ...)
ou bien, en multipliant par m, et remplaçant m/, m;\, ny,,... par Fj F,, F,,,..
mV, — »iv, = Fcosa 0+ F|CO8a|0 + .•.
DES QUANTITÉS DE MOUVEMENT
ou, à la limite, quand 9 devient infiniment petit,
mV, — mvg = \ f cos a d/,
équation qui est l'expression du théorème des quantités de mouvement projetées : F cos a dt est V impulsion élémentaire de la force F projetée sur F axe fixe XX'.
En définitive, le théorème des forces vives et le théorème des quantités de mouvement projetées, qui sont d'un usage continuel «li:,s l'hydraulique, expriment simplement des propriétés géométriq if's (le riiidiciitrice des accélérations totales.
âl. Il existe un troisième thjûorème, moins employé, que nous nous bornerons à énoncer : c est celui des moments des quantités de mouvements par rapport à un axe fixe. Il consiste en ce que l'accoissement, entre deux époques, du moment de la quantité de mouvement d'un point matériel par rapport à un axe fixe, est égal à la suaiuie des moments des impulsions élémentaires de la force pendant le même intervalle de temps.
Le moment d'une force par rapport à un axe s'obtient en projetaiitla force sur un plan perpendiculaire à Taxe, et en multipliant la projection par la distance de la force à l'axe; le produit est d' ailleurs pris positivement ou négativement, suivant que la force tend à entraîner son point d'application autour de l'axe dans le sens positif ou dans le sens négatif.
DYNAMIQUE DiiS SYSTÈMES MATÏ^RIELS*
âl Les théorèmes démontrés jusqu'ici s'appliquent à un point matériel libre. Or un point peut toujours être considéré comme libre, tiiril sufiit de substituer aux liaisons auxquelles il peut être assujetti, •:es forces qui tiennent lieu de ces liaisons. Ainsi, par exemple, un point assujetti à glisser sur une courbe ou sur une surface redevient on point libre si Ton joint aux forces qui le snllicitent la réaction de
DYNAMIQUE DES SYSTÈMES
la courbe ou de la surlace. U en est de même pour tous les points, pris individuellement, qui font partie d'un système matériel. Chacun peut être considéré comme libre, et les théorèmes peuvent être appliqués à chacun d'eux, à la condition qu'on tienne compte de toutes les forces, soit extérieures, soit intérieures, auxquelles ce point est réellement soumis. Les diverses équatioss relatives au mouvement d'un point matériel étant posées pour chaque point du système, on en déduit, en les combinant ensemble, des théorèmes applicables au système tout entier; en général, on doit diriger l'opération de manière à obtenir les résultats les plus simples possibles.
A3. Z^ théorème des quantités de mouvement projetées sur un
axe fixe donne, pour un point particulier m du système, l'équation suivante :
mV. — mv, = l F, d/ + Ç ft^dt + \f2^dt + ... X/n^dt.
Dans cette équation, l'indice x montre qu'on fait la projection des forces et des vitesses sur un même axe fixe, qu'on prend pour axe des x; F est la résultante des forces extérieures appliquées au point m; /„ /,, Z,,.... /^, sont les forces intérieures exercées sur le même point par tous les autres points du même système.
Si l'on écrit successivement cette équation pour chaque point et qu'on fasse la somme, on trouvera pour résultat l'équation suivante, d'où les forces intérieures ont disparu :
2^V,- 2^'^'= ^^^^dt.
Les TorcesintérieuresdisparaisBent dansla somme, parce qu'aune force /jk, exercée par le point k sur le point m, correspond une force égaleet contraire, — /i, exercée par le point m sur le point k; ces deux force> projetées sur Taxe des x ont des projections égales et contraires, et leur somme algébrique se réduit à zéro. On obtient donc ce théorème, qui est d'un usage très fréquent dans l'hydraulique : f accroissement ,
MOUVEMENT DU CENTRE DE GRAVITÉ
entre deicx époques^ de la somme des quantités de mouvement projetées sur un axe fixe^ est égal à la somme des impulsions élémentares des forces extérieures^ projetées sur le même axe, pendant le même intervalle de temps,
II peut arriver que, parmi ces forces intérieures, il y ait des forces tenant lieu de certaines liaisons. C'est ce qui a lieu, par exemple, pour un corps solide assujetti à tourner autour d'un axe fixe ; les réactions de l'axe sont des forces extérieures au système, dont les projections doivent entrer dans l'équation des quantités de mouvement.
hh. Le théorème du mouvement du centre de gravité est un corollaire de la proposition précédente. Le centre de gravité d'un système est le point dont les coordonnées jj^, y,, jz,, sont à chaque instant définies par les équations
X, y, z étant les coordonnées d'un point quelconque m du système, et les sommes V étant étendues à tous les points.
Prenant les dérivées par rapport au temps, et appelant V, la vitesse du centre de gravité, nous aurons
Vm 2 ^ = 2 ^^""^
Vi^ 2 *" = 2 ^^•^
les indices r, y, z indiquant toujours les projections sur chacun des trois axes.
éi MOLVEMExNT DU CENTRE DE GRWITÊ.
Nous pouvons remplacer les expressions y]mV^ — ^fnv^^... dans le premier membre des équations des quantités de mouvement, par les quantités égales Ç^^^ — v^J ^m,... ce qui nous donnera, en définitive,
MVi,. - Mo,,, = 2 ^ f » dL
M est la masse totale du système, que nous représentions par V/w.
Ce» trois équations sont les équations du mouvement d'un point de masse M, sollicité par toutes les forces F transportées en ce point parallèlement à elles-mêmes, et animé de la vitesse v^ à l'origine du mouvement. Le centre de gravité du système se meut donc comme
un point de masse M= ^m, sollicité par les forces extérieures
transportées en ce point parallèlement à elles-mêmes, et donnant lieu par leur composition à ce qu'on nomme la résultante de translation.
D*où résulte encore ce corollaire, que si les forces extérieures soni toutes nulles, ou se font équilibre, ou se réduisent à un couple unique, le centre de gravité a im mouvement rectiligne et uniforme, ou bien demeure immobile.
àb. Le théorème des moments des quantités de mouvement est susceptible d'une pareille extension, qu'on lui donne au moyen d'un artifice tout à fait semblable. On prend pour chaque point, à deux époques, les moments des quantités de mouvement par rapport à un axe fixe; l'accroissement subi par cette quantité, d'une époqi:e à l'autre, est égal à l'intégrale des mouients par rapport au même axe des impulsions élémentaires de toutes les forces appliquées à ce poiiU. On distinguera, dans le second membre de cette égalité, les forces extérieures des forces intérieures ; puis l'addition de toute -
les équations éliminera ces dernières fwces, puisque, à toute force Z^, correspond, comme nous l'avons vu, une réaction — f^^ agissant en sens contrsdre sur la même droite. Les moments de ces forces par rapport à un même axe sont donc égaux en valeur absolue et ont des signes contrsdres. Leur somme se réduit à zéro, et on arrive,, en définitive, au théorème suivant :
L accroissement^ entre deux époques^ de la somme des moments des qtuinlitésde mouvement par rapport à un aœe fixe^ est égala la somme des moments par rapport à cet axe des impulsions élémentaires des forces extérieures pendant le même intervalle de temps.
46. Proposons-nous, en dernier lieu, de généraliser le théorème des forces vives.
Pour un point matériel de masse m, soumis à une force extérieure F, et à des forces intérieures /,, /,, /,«•••• A» on aura, entre les forces vives mV et mv^ relatives à deux positions successives du système,
1"»^*— -m^=\PC0Sfidj+V/|C08[JL|rf*+ \/tC0Sj4d*+,..+ \/»C08fAnCÏ*i
h l^tf* v^n ^^^^^^ I^ angles des forces F et / avec la trajectoire du point.
Si Ton écrit la même équation pour tous les points du système, et qa*OD ajoute, on obtiendra pour résultat une équation unique,
mV«— 2 ^ mt>*= 2 V FcosfJid^ + 2 N/iCOSjndj
les sommes "V. étant étendues à tous les points et ài toutes les
forces. Le second membre contient deux groupes de termes : le premier groupe est la somme des quantités de travail développées par toutes les forces extérieures pendant le passage de la première position à la seconde; le second groupe est la somme de tous les travaux des forces intérieures. Cette dernière somme peut s'exprimer plus élégamment en observant que les forces intérieures sont toutes mu-
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tHelles, ee que le travail éléiBcntairededeuxforces conjuguée» (/,,-*/,)
3st le produit de leur yateor coramane par la yanatton dr de la dis-
Figr- 3«. tance de leurs points d'appIîcatSon. Le travail
f--::r- des forces intérieures peut donc être représenté
par une somme dlntégrales de la forme
fiir; et ces intégrations pourront s'effectuer dès que l'on connaîtra
la loi qui lie la force mutuelle / à la distancé r des molécules entre lesquelles s'exerce cette acticm mutuelle.
47. L'équation des forces vives se distingue de celles que nous avons précédemment obtenues, en ce que les forces intérieures ne disparaissent généralement pas. Il y a cependant trois cas principaux où Ton n'a pas à en tenir compte : !• le cas des systèmes invafiables^ parce qu'alors les distances r des molécules sont constantes et que tous ks dr sont nuls ; — 2* le cas d'^un système fluide parfait, lorsqu'il n'est soumis à aucune variation de volume ; car alors, les forces intérieures / sont toutes nulles» ou bien les dr sont tous
égaux à zéro ; — S"" enfin, le cas d'un systène élastique soumis à des vibrations qui font repasser périodiquement ses molécules par les
mêmes positions relatives. Les éléments de la somme \ fdr ne sont
pas alors constamment nuls, mais la somme elle-même s'annule périodiquement, et, pourvu qu'on applique Téquation des forces vives entre des époques convenablement choisies, on n'aura pas à y introduire les termes relatifs aux forces intérieures.
A8. L'équation des forces vives est la plus importante des équations de la mécanique : nous nous arrêterons un instant à la dis* cuter.
Observons d'abord que cette équation laisse de cAté toute force dont le travail est nul : ainsi les réactions normales des surfaces et des courbes fixes sur le^uelles les points sont assujettis à glisser, les réactions des points ou des axes fixes, les tensions des li^s dont k longueur reste invariable, les réactions mutuelles de corps qui glissent l'un sur l'autre sans développer aucun firotteme»! tangentiel,
DES FORCES VIVES. ti7
toutes ces forces, la plupart du temps inconnoea dans les questions qu'on a à traiter, n'entrent point dans l'équation des forces vives.
Si le système proposé est à liaisons complètes, c'est-à-dirç, si le trajectoires des divers points sont connues, et si le mouvement d'ui point en particulier suÏBt pour déterminer le mouvement de tous ie* autres points, il suffit d'une équation pour définir le mouvement du système, et c'est, en général, l'équation des forces vives qu'on adopte de préférence aux autres. C'est pour cela que cette équation est d'un usage si fréquent dans la théorie des machines. La considération des travaux des forces a, dans ce cas, une importance particulière.
L'équation des forces vives étabUt l'équivalence entre une somme
de travaux élémentaires, et la variation, V - mV — V - mu', de
la demi-force vive du système. On peut donc assimiler cette variation à un travail II est facile de trouver la force à laquelle ce travail
correspond. Observons, en effet, que la différentielle de ^mi;* est mvdvy
OU bien,, en remplaçant v par — «
dv , at
Or, m -|- est la composante tangaatidle de la force qui sollicite
le point m considéré comme libre; m -r X d5 est donc le travail élé-
at
meotaire de cette force. On donne le nom de force d inertie à une
force égale et contraire à la force qui sollicite un pomt libre; c'est,
pour ainsi dire, la réaction du point, égale et opposée à l'action qui
s'exerce sur lui. On voit que le produit m — x,ds, ou mvdv, pris
avec le signe — , est le travail élémentaire de la force d'inertie. Prenant rintégrale entre les deux positions du point mobile, on aura pour ==omme l'accroissement changé de signe de la demi-force vive de cti point, et par suite, faisant la somme pour tous les points du système
m us
CONSERVATION
et réunissant tous les termes dans le même membre de Téquation, on pourra formuler le théorème des forces vives ainsi qu'il suit :
If une position à une autre d an même système matériel mobile^ la somme des travaux des forces extérieures^ des forces intérieures et des forces d inertie^ est canstamnient égale à zéro.
Cette relation est une conséquence immédiate du théorème gêné* rai de d' Alembert, en vertu duquel ily a à chaque instant équilibre entre les forces qui sollicitent un système et les forces d inertie de ses différents points.
A9. Le travail élémentaire d'une force F appliquée à un point m
qui subit un déplacement ds a pour exprès- P sion F cos [Jidj. Si Ton appelle X, Y, Z, les composantes de F parallèles à trois axes rectangulaires, et dx^ dy^ dz^ les projections sur les mêmes axes de l'élément ds, on peut remplacer F cos |jid« par Xdx + Ydy + Zdz. La somme des travaux élémentaires de toutes les forces, tant intérieures qu'extérieures, pour un déplacement infiniment petit, s'exprimera donc par une somme
2](Xda? + Y(îy + Zcfz).
Si X, Y, Z sont des fonctions des coordonnées a;, y, t, â/, y\ «',.... des différents points du système, il pourra arriver que
V (Xdx + Ydy + Zdz) soit la différentielle exacte d'une fonction f
de ces mêmes coordonnées; alors le second membre de l'équation des forces vives sera inmnédiatement intégrable, sans qu'on ait besoin de déterminer préalablement le mouvement effectif du système, et l'on aura une équation à laquelle ce mouvement satisfera nécessairement, quel qu'il soit d'ailleurs. Elle aura la forme
^-mr»— 2^^ »iV= 9(x, y, z, «', y\ /, ...) — <p (a:,, y^, z^ ic'o, y^^o»—)
Si donc, à une certaine époque, tous les points du système repassent à la fois par les positions qu'ils occupaient à unç époque
antérieure, la force vive à ces deux époques se retrouvera identiquement la même. C'est ce cas particulier qui constitue le théorème de la conservation des forces vives.
50. L'équation des forces vives résume toute la statique. Considérons un système matériel sollicité par des forces données. Si pour un déplacement virtuel quelconque, compatible avec les liaisons auxquelles le système est assujetti, la somme des travaux des forces est nulle, le système, s'il est en repos dans la position considérée, demeurera en repos sous l'action de ces forces ; car il ne peut se déplacer sans que ses points acquièrent certaines vitesses, c'est-àdire sans que le système acquière une certaine force vive; or l'équation, appliquée à une position infiniment voisine, montre que la force vive reste nulle, quel que soit le déplacement qu'on ait supposé. Le théorème des forces vives renferme donc le théorème du travail virtuel. Il fait voir de plus que, lorsqu'un système en mouvement passe par une position où les forces se font équilibre, la force vive dans cette position atteint, en général, un maximum ou un minimum.
L'équation des forces vives est encore employée en mécanique pour faire juger de la stabilité ou de l'instabilité d'un système en équilibre. Nous en avons donné un exemple (§ 29). Enfin, Tindividualité du théorème des forces vives est surtout mise en évidence par le théorème de la moindre action^ qui consiste en ce que toutes les équations de la mécanique se déduisent de l'équation des forces vives, quand on y joint une condition unique de minimum, à savoir, le
minimum de la fonction V \ mt?d5, la somme pétant étendue à tous
les points du système; l'intégrale i est prise pour chacun d'eux entre
les mêmes limites du temps, le long d*une trajectoire arbitraire, menée de sa position réelle, à l'époque initiale, à la position réelle qu'il ooeape à Tépoque finale en vertu de son mouvement effectif.
ÉQUATIONS GÉNÉRALES DE L'HTDBODTNÂMIQUS
54. Le problème général du mouTement des fluides consiste à déterminer, en foncti<Hi du teioQips, pour chaque point de l'espace occupé par le fluide, le^ valeurs de la pression, de la densité, et des composantes de la vitesse des molécules qui viennent successivement passer eo ce point On renverse, pour ainsi dire, le problème de la mécanique ordinaire. Au lieu de suivre les points mobiles le long de leurs trajectoires, on se place en des points géométriques fixes, et l'on observe les mouvements des points matériels qui sont amenés 4 y passer. Si Ton connaissait pour chaque point géométrique et pour chaque valeur du temps les composantes de la vitesse des molécules à l'instant de leur passage en ce point, (hi pourrait en déduire la trajectoire de chaque molécule et la loi du mouvement sur cette trajectoire, c'est-à-dire que l'on reviendrait du nouveau point de vue auquel on s'est placé, au point de vue auquel on se place habituellement 52. S<Ht A un point géométrique défini par ses coordonnées rectangulaires a;, y, s; soit t le temps. A un moment défini par une valeur de /, une molécule passe en A, avec une vitesse dont les imposantes parallèles aux axes sont », o, to. Cette mdécule dé- _ crit, dans un temps infiniment court dt, un arc de trajectoire AA', qui a pour projections sur les trois axes, udî^ vdt^ u>dU
Fig. 88.
HYDRODYNAMIQUE. 7i
Les quantités v , i;, w sont variables k la fois avec le iemps / et avec la position du point géométrique A; en d'autres termes, ce sont des fonciîons des quatie variables indépendantes x^ y^ z et L
Ontre ces trois fonctions, on doit encore considérer la pression/» subie par la molécule qui passe au point A, et la densité p de cette molécole. La pression p peut être considérée comme la même en tous sens autour de la nolécule» s'il s'agit d'un liquide parfait, pour lequel la viscosité soit nulle, on si l'oD fait entrer les forces de viscosité dans les forces extérieures, s'il s'agit d'un fluide naturel. Les foncûons p et p dépendent aussi des quatre variables indépendantes x, y, X et ^
Soit /une fonction quelconque de ces quatre variables; la différentielle totale de la fonction / s'obtient par la formule
dans faqoeH#> -?^, r^, etc.» représentent les dérivées partielles de /
par rapport à x, jf , etc. , en «apposant que les quatre variables reçoivent chacune des accroissements arbitraires dm^ 4g^ é%^ et.
Mais ci, au lieu de laisser ces accroissements arbitraires, on prend la différentielle d^pour une molécule fluide en particulier le long de sa trajectoire AA', alors il faudra remplacer dx par uil^ dy par t?dl, (bpartDcU, car ce sont là les accroissements pendant le temps dt des coordonnées or, y, z de la molécule mobile. La formule spéciale
relative à ce cas devient donc
et la quantité entre parenthèses représentera le rapport de df à d^ quand la molécule mobile passe du point A au point Â'.
53. Ces préliminaires posés, cherchons les équations du mouvement delà molécule qui passe au point A. ^k
ËQUÀTIONS
Les équations du monrement d'un point dont les vitesses parallèles aux axes sont u^v^w^ s'expriment en égalant aux projections delà force qui sollicite ce point les produits de la masse par les projections de l'accélération. Nous représenterons par u\v\td^ les projections sur les trois axes de l'accélération de la molécule. La quantité t/ s'obtiendra en divisant par dt Taccroissement total de la vitesse u^ parallèle à OX, quand la molécule passe de A en Â' ; appliquant donc la formule précédente à la fonction t/, nous aurons
et de même
, du , du du , du
, dv dv . d» dv
, dw , dw , dw dw
Mais la molécule est sollicitée par une certaine force extérieure, dont les composantes, rapportées à l'unité de masse, seront représentées par X, Y, Z, et, en outre, par les pressions des parties voisines du fluide. Si le fluide était en équilibre, les équations suivantes seraient satisfaites {%^)i
ou bien
p dz
Sous cette dernière forme, on voit qu'il y a équilibre entre la force X et une force ^, parallèle à Taxe des x, et qui repré-
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sente l'eiTet des pressions au point Â sur l'unité de masse; entre la
force Y et une force ^, entre la force Z et une force -^.
e dy p dz
Cette interprétation subsiste encore pour l'état de mouvement;
seulement, au lieu d'égaler les sommes à zéro, comme pour Téqui'
libre, on les égalera respectivement à u\v\w\ composantes de
l'accélération totale, sans introduire le facteur masse^ puisque nous
l'apportons tout ici à une masse égale à l'unité. Les équations du
mouvement deviennent en définitive :
V i dp du du du , du
p dx dx ' dy dz dt
-, i dp dv dv dv , dv
p dy dx dy dz dt
_ i dp dw dw dw , dw
p dz dx dy dz dt
5&. Ces trois équations ne suffisent pas pour déterminer analytiqoement les cinq fonctions u.v^w^p et p, et les lier aux quatre variables indépendantes x^y^z^t.
Pour achever de poser les équations du problème, cherchons, à
exprimer la variation subie pendant le temps dt par la densité du
fluide compris dans un volume géométrique fixe.
Considérons pour cela le parallélépipède ABCDEF6H, qui a un
Fîg. 34. sommet A défini par ses coordonnées
x,y,z, et doBt les dimensions parallèles G aux axes sont des quantités infiniment
petites arbitraires , AB = dxy AD = ày^ AF = d«. Le volxune de ce parallélépipède sera dxdydz; la masse de fluide qu'il contient à l'instant défini par le temps (, est donc pdxdydz, et au bout du
temps t + dt^ elle est égale à (p + ^ dt) dx dydz. Cette variation est
due aux vitesses qui font entrer dans ce volume, ou en font soitir des molécules fluides * pendant le temps considéré; faisons donc
eA — Y\
^4 ÏOOAIWF
successivement lecakul 'de toutes les masses de fluide qui passent {)ar chacune deâ six faces du parallélépipède : en additiounaDt algébriquement toutes ces quantités, nous aurons l'accroissement de masse subi par le volume entier.
Perpendiculairement à la face ADEF, rfegne la vitesse «; dans le temps dt, efle amène dans Tintéiieur du parallélépipède une raass(*
de fluide égale à
Par la face qpposée BCHG il sort, pendant le même temps, une masse fluide égale à c^e même quantité augmentée de sa difléreotielle relative à x\ par suite, le parallélépipède gagne par l'écoulement opéré perpendiculairement à ces deux faces, un excès de masse égal à la différentielle changée de signe, c'est-à-dire égal à
ouenffin à
-dy.d,d<X^)*,
^dxdydzdtx^^.
On prouverait de même que Fécoulement parallèle à Taxe OT aqgmente la/iiasae intérifflire du parallélépipède de la quantité
^d;cd9dzdt:x^,
et qu'enfin récoalemettt paraMftle à ÛZ 1 augmente de
L'TfcddBfion cle 'ces trois quagttités adonne pour résultat Taccroissement total, ^ éiéwègéz^ deU'nafisecdnteDBe'dans^ceT&kime^/Mwrrti
/fue le mouvement du fluide ne iats9e ^Bucun ^ide à finiérieur et \olume 'géométrique ABGDEFGH. En admettant cette condhion, qoi
DE CONTINUITÉ
sera généralement remplie au sein de la masse fluide et dans lei points voisins des parois solides, mais qui pourra ne pas l'être pour la région voisine de la surface libre, on parvient à Téquation smvante, dite équation de continuité (*) :
ou bien,
(2) ^ + ^^ + <^^p^) ^ i!fî?l= 0.
Celte équation se dédouble dans le cas des liquides parfaits, parce qu'alors p est constant pour chaque molécule, bien qu'il puisse être variable d'une molécule à l'autre, si plusieurs liquides sont mélangés.
Elle peut se mettre sous la forme
(dp dp dp , dp \ , / du , dv , dw\ ^
Or la première pa^snthèse est le rapport à dt de la différentielle totale de p prise le long de la trajectoire d'une même molécule (§ 52). Si donc la molécule conserve la même densité, cette (Mfférentielle doit être nulle, et Téquation (2) fournît alors les deux équations
dï"^dy"*"dJ-*'
dx'^^dy^^dz'^^d^-''-
Les équations (1) et (3) sont alors au nombre de cinq, et suffisent pour définir analytiquement les cinq fonctions x^ y, z, p et c. Si le fluide est un gaz parfait dont la température soit constante, la
(*) Od feot y parfCttir d'une antM manière, en iniTâDt le Tolnme Ûnide le long de 'a route qa'il pareourt, et en exprimant que sa maase totale n'a pas changé malgré »on altération de forme. V. Poisson, Mécanique^ t. II, { 6G2. Voir aussi une Note sur léquaiûm decontirmti du mouvement des fluides, par M. G. F. W. Baehr, professeur à i'Êcole polytechnique de Oelft (Amsterdam, G. G. Van der Pobi, 1872).
^^ ÉQUATIONS DE L'HYDRODYNAMIQUE.
densité p varie pour la même molécule, et, par suite, le dédoublement de l'équation (2) n'est plus possible. Hais alors on connaît une relation
W P=Kp,
entre la pression et la densité ; de sorte qu'on a encore cinq équations, savoir les équations (1), l'équation (2) et l'équation (4) , pour définir les cinq fonctions inconnues.
55. Les équations générales de rbydrodynamique lient entre elles les cinq fonctions
et les quatre variables indépendantes
Elles sont établies ça supposant t
l"" Que dans le fluide en mouvement, de même que dans un fluide en équilibre, la pression en un point est la même dans toute direction autour de ce point ; ce qui revient à admettre une fluidité parfaite, ou une viscosité nulle;
2^ Que le mouvement du fluide n'en détruit pas la continuité.
Ces équations ne sont pas intégrables, et les analystes ont renoncé à en chercher la solution générale (*).
Elles se simplifient notablement dans certains cas particuliers. Admettons, par exemple, que la fonction Xdx + Yrfy + Zdz soit la différentielle , par rapport à a:, y et z, d'une fonction T des variables j?,y ,z et / ; on obtient alors l'expression Xdx + Ydy + Zi% en différentiant la fonction T comme si la variable t était une constante. Supposons de plus que la fonction udx + vdy + wdz soit aussi une différentielle complète, relative à x^y et z, d'une fonction ç des ces trois variables et du temps t. Lagrange a fait voir
(') F. Lagrange, Mécaniguê analyiiqvê, II* partie, section X.
PETITES OSCILLATIONS
que, si cette condition est satisfaite pour une valeur particulière du temps, elle sera satisfaite pour toute autre valeur, de sorte que les transformations fondées sur cette circonstance analytique ne sont pas accidentelles, mais peuvent s'appliquer à toute la suite du mouvement (*). Il en est ainsi, par exemple, quand le fluide part du repos. On démontre qu'il en est encore ainsi quand les molécules fluides sont animées seulement de petits mouvements oscillatoires autour de leurs positions d'équilibre (**). Admettons cette dernière hypothèse et posons à la fois
et
udx + vdy + wdz = dç.
La petitesse des mouvements permet de simplifier les équations (1) , en y eflEsiçant tous les produits -y-^^ -r v**** c^ont les deux facteurs sont très petits chacun. Elles prennent alors la forme
- 1 dp _ du
p dx ^ dt^
y 1 dp _ dt?
^ p dy "^ d?' - ^ 1 dp dtp
"p dz"^ dt'
Multiplions la premij^re par dx^ la seconde par c/y, la troisième par dz^ et ajoutons ; il viendra
j représentant la dérivée partielle de la fonction df par rapport à /• Ofl peut intervertir Tordre des différentiations, ce qui donne
(*) Mée. Analytique, II* partie, section XI, art. 16 et suiT. — L'extenaion du théorème (le Ugnage aax ilaldea imparfaits a été faite par M. Bresse (Comptes rendus de C Académie des 9ciences, 8 mars 1880).
n LBgraDge, i^td.,«rt. 21.
PETITES OSCILLATIONS
de sorte que T équation prend la forme intégrable
at-±=.df^
Supposons qu'il s'agisse d'un liquide homogène; psera alors constant, et Ton aura, en intégrant,
p dt*
La constante à introduire peut être supposée renfermée dans la fonction T, qui n'est définie que par sa dififérentielle relative à x^y^x. On connaîtra donc la pression p au moyen de cette équation, dès qu'on aura déterminé la fonction f . Mais cette fonction se déduit de la seconde des équations de continuité
du dv dw^ __^
dF dy dz ~~ '
La fonction u est, par hypothèse, la dérivée partielle, ~^, de f par
rapport à a:; de même ^=^-r- et M; = nr- L'équation de continuité prend la forme
d»ç d^ d^_ dx^ "^ dy« "^ dz* '
équation linéaire du second ordre, qui définit 7 en fonction des trois variables indépendantes, x^y^z^ la quatrième variable / devant être traitée comme une constante dans TintégratioQ.
RÉGIME PERMANENT
56. L'étude du régime permanent fait l'objet principal de l' hydraulique.
RËGFME PERMANENT. ^»
On dît que le mouvement d'uu fluide est permanent lorsqu'à toute époque et dans toute la masse en mouvement, les molécules qui cassent en un même point géométrique sont animées des mêmes vitesses, en grandeur et en direction, sont soumises à la même pression, et possèdent la même densité. Ce phénomène peut s'observer à peu près, lorsque l'eau s'écoule par un canal ou par un
tuyau, dès que le régime est établi. Alors chaque portion de liquide qui abandonne une région géométrique s'y trouve remplacée par une portion semblable, placée dans des conditions tout à fait identiques. Pour introduire cette hypothèse dans les équations générales, il suffit d'exprimer que les cinq fonctions ti, «, to, p, p, sont indépendantes de la variable t. L'hypothèse de la permanence revient donc à faire nulles toutes les dérivées partielles de ces fonctions par rapport à (, ou à poser
57. On peut déduire dans ce cas des trois équations (1) le tliéo> rème fondamental de l'hydraulique, le théorème de Daniel BernoulU.
Les trob équations (1) deviennent, après suppression des dérivées partielles relatives à ^ qui sont nulles d'elles-mêmes,
^ i dp du , du ^ du ,
p dx dx dy dz
- i dp dv , âv , dv , p dy dx dy dz
- i dp dur , dw , dtBj .
p dz dx dy dz
Multiplions la première par dx, la seconde par dy^ la troisième pai àz; nous admettrons encore qu'on ail Xdx + Idy + Zdz=dT, T étanj nne fonction des coordonnées œ, y, z, où cette fois le temps n'entrera plus ; l'addition des ti*ois équations ainsi multipliées donnera
THËORËME
Fig. 35.
pour résultat, dans le premier membre, les deux termes dT ^,
et cela, quels que soient les multiplicateurs infiniment petits dx^ dy^ dz. Mais pour la transformation du second membre, nous attribuerons à dx^ dy^ dz, les valeurs définies que prennent ces diiïérentielles loi'squ'on les détermine pour r une même molécule M parcourant sa trajectoire BIM'; cela revient à faire dx=tuity dy=vdt9 dz=u)dt; nous aurons donc le long de la trajectoire MM'
Téquation
Or
donc
dJ 2 = u'udt -f Vvdt + w^wdt.
u'dt=idu^
tfdt == dv,
tD^di^dvf;
<IT
udu + vdv + wdw = - d(tt' + 1?* + ir*)
= 5rf{V*) = VdV,
en appelant Y la vitesse de la molécule. On obtient ainsi Féquation diflTérentielle
VdV+^-dT = 0.
Cette équation est intégrablei que le fluide soit un liquideboiâogëne, ou un gaz à température constante.
Si c'est un liquide homogène, p est constant, e( rintégration donne
-S- + t — T = constante.
Si c'est un gaz à température constante, on a entre p et p la
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relation i) = Kp, K étant un coefficient constant ; donc -^ = — -,
? P dont l'intégrale est K log. nép. p* L'intégration conduit dans ce
cas à réquation :
•^ + K log nép. p — T = constante.
Le théorème de Bemoulli résulte de l'application de la première de ces deux équations aux liquides pesants. On a alors, en prenant pour Taxe OZ une verticale ascendante,
Donc
dT= — ^rcîaî, et T= — ^rjf.
Introduisons cette valeur de T et divisons par g^ nous trouverons
H étant une hauteur constante, et n désignant le poids spécifique du liquide.
58* Ce résultat est susceptible d'une interprétation géométrique. L'ordonnée z est la hauteur d'un point pris sur la trajectoire de la molécule liquide, au-dessus d'un plan horizontal arbitrsdre ; c'est
la cote de hauteur du pdDt considéré ; ^ est la hauteur représentative de la pression p^ estimée, comme en hydrostatique, en colonne de liquide ; x~ £st la hauteur due à la vitesse Y de la molécule liquide qui passe au point considéré. Ces trois hauteurs s'ajoutent pour donner une sonune constante.
Soit AB la trajectoire d'une molécule; AB sera aussi un filet
PLAN DE CHARGE
Fig.37.
fluide, puisque, en vertu de la permanence du régînae, un nombre
indéfini de molécules parcourent la même trajectoire , chacune venant remplacer la précédente et acquérant la vitesse que celle-ci possédait lorsquelle occupait la même position. Au point M de ce filet, prenons bout à hout sur la verticale les quantités
MP = ^ , et PN = r;- ; nous obtîenn 2g
drons ainsi un point N, dont la hauteur au-dessus du plan horizontal XOY sera égale à
9uà
MR-Î-MP+PN
jf a. r j. _»
ou enfin h H. Si on répète cette construction en divers points M,, M2,..idu même filet, on obtiendra une série de points N, Nj,N,,... qui seront tous situés dans un même plan horizontal GDE. C'est ce plan qu'on appelle le plan de charge. Le théorème de Daniel Bernoulli peut donc s'exprimer ainsi : en tous les points a un même filet liquide, homogène et sans viscosité, soumis à la seule action de la pesanteur, et satisfaisant aux conditions de la permanence^ la hauteur du plan de charge est la même.
Nous avons vu {% 0) que dans un liquide pesant en équilibre, le
plan de charge a pour ordonnée z + ^, et qu'il est le même pour
tous les points de la masse liquide, sans qpi'il y ait lieu de considérer de filets. Le théorème de Bernoulli ajoute à cette expression un terme destiné à tenir compte de la vitesse, et l'on peut dire, par
conséquent, qu'en chaque point une partie de la hauteur, y- , due à
la pression dans le cas dé Féquilibre, se change, dans^lecas du mou-
DÉMONSTRATION DIRECTE
vement permanent, en une hauteur — . due à la vitesse des molécules
liquides à leur passage en ce point. Mais la constance de la hauteur du plan de charge n'est assurée que tout le long d'un même filet.
59. L'élimination qui nous a servi à déduire le théorème de Beraoulli des équations générales, n'est autre que celle qu'on fait en dynamique pour établir le théorème des forces vives. Le théorème de Bernoulli peut, en effet, se démontrer très simplement par Tapplication du théorème des forces vives, sans qu'on ait besoin de poser d'abord les équations générales de l'hydrodynamique. Soit AB une portion de filet liquide, de section très petite, animé i^»«- **• d'un mouvement permanent. Ap- ^=^:5::;^^ pelous Ci) la sectiou normale du ^^^^ filet au point A, w' la section nor- Nv maie au point B; p et p', les pres- ^ sions par unité de surface en A '^^ et en B, enfin V et V, les vitesses
Z^j i p'^'/ des molécules liquides en ces /^ mêmes points, vitesses qu'on supposera communes à toutes les molécules liquides qui traversent une même section, à cause de la petitesse de cette section.
Nous pouvons appliquer le théorème des forces vives au système matériel AB. Les forces dont les travaux entreront dans l'équation seront la pesanteur et les pressions extérieures au système. Il n'y aura pas de travail des forces intérieures à évaluer, parce qu'on suppose le liquide dénué de viscosité et incompressible. Dans ces conditions, le filet AB glisse sans frottement sur les filets voisins, et ceux-ci exercent sur lui, normalement à sa direction, certaines pressions dont le travail est nul.
4a bottt d'un temps 0, infiniment petit, le système AB s'est déplacé, mais en vertu de la permanence, il s est déplacé dans sa propre direction. La section A est venue en A', à une distance AA' = VO de sa position primitive ; la section B est parvenue en B', après avoii* parcouru ane disi:uKe BB' = VO. la pressian suc l'aire A est égale à
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ptù ; le travail de cette pression est donc pt^ x VO, et il est positif. La pression en B est égale à p'iù\ et son travail est négatif et égal à
Observons ici que a>V6 est le volume liquide écoulé pendant le temps 0 par la section A, c'est-à-dire le volume compris entre les sections A et A'. De même, wTO est le volume BB'; le filet fluide, dans ses deux positions successives, AB et A'B\ a une partie commune A'B; et comme à cause de l'incompressibilité, il occupe le môme volume dans ces deux positions, le volume AA' est égal^au volume BB'; en d'autres termes, wV = wT.
Le produit coY représente le volume écoulé par la section A dans un temps égal à Funité. C'est ce qu'on appelle la d^ense du filet. Elle est dans le régime permanent constante pour toutes les sections. Nous la représenterons par Q. Les travaux des pressions seront donc égaux àjoQO— /?'Qe= (p— p')QÔ-
Le travail de la pesanteur sur le système AB s'obtient en multipliant le poids total du système par le déplacement Vertical de son centre de gravité. Au lieu d'appliquer directement ce théorème, nous pouvons remarquer qu'il est indiflférent, au point de vue du travail cherché, de supposer que le système AB se transporte en A'B', ou que le volume liquide AA' passe en BB', la partie commune A'B restant immobile. De cette manière, on voit tout de suite que le travail de la pesanteur est le produit du poids du volume AA' par la différence, Aa — Bé, des hauteurs des sections A et B au-dessus d'un mènae plan< horizontal PP. Le volume AA' est égal à QO ; le poids correspondant est donc nQO; et appelant z l'ordonnée Aez, s^ l'ordonnée B6, nous aurons pour le travail de la pesanteur :
Tous les^ travaux des forces étant ainsi évalués, il nous reste seulement à trouver l'accroissement de la demi-force vive.
Le système matériel, dans ses deux positions AH et A'B', a une partie commune A'B, et dans cette partie, les mêmes points géométriques se trouvent occupés aux deux époques par des molécules de
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même massCt et animées de vitesses égales. Donc à cette partie/ commune ne correspand, dans le passage d'une position à l'autre, aucune altération de la force vive; par suite, il suffit de considérer l'échange de la masse AA' contre la masse égale BB'.
Le poids commun à ces deux masses est nQB; la masse est -QB; la
y première, AA', est animée d'une vitesse Y, la seconde d'une vitesse
V; la première a donc une force vive égale à -Q8 x V*, la seconde
- QB X V* , et le demi - accroissement des forces vives est
égal à
^ÛO(V'«-.V«).
L'équation des forces vives s'obtiendra en égalant cet accroissement à la somme des travaux des forces, ou en posant
^ Qo (V»- V) =nQ0 [2^z') -h (p-p') Qo.
Divisons par IIQ6, poids des volumes liquides AA', BB', et nous aurons l'équation
ou bien, en groupant dans le même membre les quantités relatives à une même section,
ce qui indique que la fonction 1" n "^ ^ ^^* constante pour
toute section d'un même filet, ainsi que nous l'avions déjà obtenu au moyen des équations générales.
60. Sous sa première forme, l'équation de Daniel Bemoulli nous
86 COLONNES PIÉZOMÉTRIQUES.
apprend que la vitesse au point B du filet liquide AB est égale à celle qu'aurait un corps pesant partant du repo$ et tombant librement
d'une hauteur [- {z — ^) + („ — „)' ^^ ^^®^ ^^^® qu'aurait
un corps pesant tombant libxemmt de la hauteur (z — sf) -j- f ^ — y-\ ,
maift Ismcé. au point de départ ayec une vitesse égale à Y. La hauteur de chute qui engendre Taccroissement de vitesse des molécules ' liquides n'est donc pas la hauteur ka — Bô, dont elles tombent
effectivement, mais la hauteur (^ + n) — (^'+ n) ^^"^P'^se entre
les sommets des colonnes liquides élevées en A et en B pour représenter les pressions qui s'exercent en ces deux points.
On donne à ces colonnes liquides, dont la hauteur ^ représente
une pression />, le nom de colonnes piézomélriques. En hydraulique^ Fig. 39. un piézomètre est un tube MN, ouvert aux
deux bouts, qu'on insère en un point M d'un filet liquide en mouvement, AB, et dans lequel s'élève librement une colonne de liquiJe en repos; la hauteur verticale RS de cette colonne mesure la pression du filet au point M, abstraction faite de la pression atmosphérique. Les indications du piézomètre ne peuvent jamais être parfaitement d'accord avec la théorie, parce qu'il est impossible d'appliquer un pareil tube à un filet en mouvement sans apporter une légère perturbation au mouvement qu'on se propose d'étudier.
En introduisant ces définitions dans l'énoncé du théorème de BernouUi, on pourra l'exprimer ainsi : La différence des hauteurs dues aux vitesses en deux points dun même filet est égale à la différence d altitude des sommets des colonnes piézométriques élevées en ces deux points^ ou plus simplement, à la dénivellation piézométriqta de t un de ces points à t autre.
BÉFÏNITION DE LA CHARGE
vememt la somme — I- ^, ou la distance de ce point au plan de
ay n
:harffe (*). Elle se compo$e d'une partie due à la vitesse,, et d'une
autre partie due à la pression. Si au lieu de négliger la viscosité du
liquide, nous avions introduit dans notre formule les travaux des
frottements subis par le filet, nous n'aurions pas obtenu en tous
les points du filet la même hauteur pour le plan de charge ; ou ce
qui revient au même, l'effet des frottements eût été une perte de
charge^ ou une diminution de la somme h ^' Nous verrons plus
loin l'utilité de ces définitions pour simplifier l'énoncé des propositions d'hydraulique.
Le théorème de Beinoulli nous donne en définitive une équation unique :
s — H ii + «= constante.
Dans cette équation, z sera connu en chaque point si Ton donne le tracé du filet, et, en supposant qu'on ait déterminé la constante relative à ce filet en particulier, l'équation fera connaître la charge
— +-. Elle permet donc de déterminer la vitesse si la pression est
connue, ou la pression si la vitesse est donnée. Enfin, les vitesses aux divers points du filet sont' liées ensemble par l'équation Vo) = Q, de sorte que si l'on connaît la forme du fiîet, ou les aires de ses sec-
(*} MoQf adoptons celte déûnition de la charge en un point d'un filet liquide en n^ouv^ment, pour conserrer le plus possible l'analogie avec la définition de la charge m dydraBtatique. Quelques auteurs attribuent au mot charge une autre signification. Poui :..!, la charge entre deux points du même filet est l'abaissement (positif ou négatif) du
iveau piézométrique de l'un à l'autre; ainsi la charge entre les points A et B du iilei
présenté flg. 87, serait fz + ft) ~ (*'+ g" ) • ®" ^^®" ^"® ^^^^ appelons chai
7u point A la hauteur — +^ » et charge au point J^. ^ + jj- ^oy** ««^ ces défini i\(m[t Cours de mécanique appliquée de M. Bresse, 2* partie, § 15.
rQC
SUR LA CINÉMATIQUE DES FLUIDES
6^ V. G. F. W. Baehr, professeur à TËcole polytechnique de Delft^ a faitcoDuaitre en 18T6et 1877, aux congrès de l'Association française pour l'avancement des sciences, des résaflats intéressants de ses recherches sur la cinématique des fluides. Nous empruntons le théorème suivant à la communication faite le 22 août 1876 par le savant professeur an c >ngrès de Clermont-Ferrand.
CoDsidérons un point A au sein d'un fluide animé d'un mouvement permanent; les motécoles qui passeront successivement en ce point auront une vitesse constante en grandeur et en direction; soient u, v, w les composantes de cette vitesse parallèles à trois axes fixes rectangulaires, et x, y, x les coordonnées de A par rapport aux mêmes
Cnos'dérons un second point B, à une distance AB = p infiniment petite du piint A; fo>nt Ç, T„ 1^ les projections de la distance AB sur les trois axes. Les molécules qui \' >'eroDt au point B auront aussi en ce point une vitesse constante en grandeur et en C' ictloD, et on peut affirmer, en vertu du principe de continuité, que la vitesse en B (liTcrera Infiniment peu de la vitesse en A; les différences des composantes de ces deux VI csses suivant les trois axes sont les composantes de la vitesse relative des molécules B pT rapport aux molécules A, et l'on aura, en se bornant aux termes du premier ordre* ei in appelant Ur, vr, Wr les composantes de la vitesse relative, ' '
du . du . du ^
"'^Tx^-^^'^ + Tz'^'
dv dv , dv .
dw , dw dw ^
Projetons la vitesse relative sur la direction AB; les cosinus des angles que AB fait
'^c les trois axes sont -, •-},-, et Ton aura, en appelant V la vitesse relative projetée,
V Ç . »ï . ; rfw Ç« , c/y Yi« , rfw ;« . fdo . dw\ tjÇ , (dw ^ rf«\ «
(du ,du\^ '^[dy'^dxj p'
NOTE SUR LA CINÉMATIQUE DES FLUIDES
Gela posé, cherchons le lieu des points fi tels qu'on ait pour chacun
V X p = constante.
Ce Heu sera la surface du second degré représentée par l'équation
rftt„ . cfv . rfWr. fdv dw\ , (dw ^ r/ti\_.
{du dv\ ,
-7- 4- -r 1 ÇT^ = conslanlP, \dy du]
Cette surface du second degré peut être rapportée & ses axes principaux; cela revient à dire qu'on peut trouver eu chaque point A des axes rectangulaires tels, que l'on an i la fois
dv dw dw du du dv
dl'^d^"^' d^'^Tz'-^' Tz'^'dÛL'
et alors l'équation de la surface Vp = constante sera simplement
L'équation de continuité des liquideii^
du dv dw dx'^dy^dz'^^'
montre que les trois dérivées partielles qui entrent dans l'équation (4) ne peuvent é c de même signe; donc l'équation (2) représente un hypcrbololde, à une nappe ouàden^ nappes, suivant le signe de la constante C, et, comme cas particulier, le c6ne asyoïpii '^ commun k tous les hyperboloides que Ton oblient en faisant varier C.
Les valeurs positives de C correspondent aux valeurs positives de V, c'est-à-dire au ^ composantes de la vitesse relative dirigée dans le sens AB, ce qui définit un mouvetnen dans lequel la molécule B tend à s'éloigner do la molécule A. Le contraire a lieu poir C négatif; la molécule B lend alors à se rapprocher de la molécule A. Enfin, poor G = 0, on a V = 0, et le mouvement relatif de la molécule B par rapport à la molécule A s'opère perpendiculairement au rayon AB. Gela a lieu pour tous les pointf du cdne asymptote. Kn résumé, le cône asymptote partage l'espace autour du point A en deux régions, dont l'une alimente le point A, tondis que l'autre est alimentée parce point.
CHAPITRE PREMIER
ECOULEMENT PEUMANExNT DES LIQUIDES PARFAITS.
63. L'hydraulique (') est l'ensemble des règles qui peuvent aider Tingénieur à résoudre les problèmes relatifs au mouvement des eaux. On a pu remarquer dans l'introduction combien Tliydrody- Damlque est peu avancée ; il seiait impossible d'attendre les progrès de cette acience pour traiter rationnellement une foule de questions qu'on rencontre à chaque instant dans la carrière des ti avaux publics. L'art de diriger les eaux, d'ailleurs, est contemporain de rétablissement des graodes villes, et il répond à des besoins trop impérieux pour qu'on n'ait pas essayé, à toutes les époques, d'en trouver les solutions les plus convenables et les plus pratiques. L'art a donc précédé la théorie. La théorie,* à son tour, redresse beaucoup d'erreurs que les praticiens sont exposés à commettre quand une
.*) Le mot hydraulique ayait aotrcfoisune toute autre signiftcation : « Ce mot rst * dérîTé da grec &2pauX((, eau sonnante, formé de uîup^ eau et de aiiXd<, flûte, La lai- ' son de cette étymologic est que Thydraulique chex les ancicoB, n'était uutre chote que a la sdence qui enseignait à construire les jeux d'orgues, < t que diDs la première origine desorgue», où Ton n'avait pas encore l'invention d'appliquer des soufflets, on se « servait d'une chute d'eau pour y fiiire entrer le vent et les faire sonner. » (Encycl. ■Ué.'A(y/.', Art, hydraulique,)
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expérience vulgaire est leur seul guide. L'hydraulique est donc une science intermédiaire, modeste, mais fort utile ; elle n'a en vue que les applications pratiques, mais elle éclaire les résultats de Texpérience par des théories rationnelles.
L'hydraulique est née en Italie, et l'on peut regarder Torricelli, élève de Galilée, comme son véritable créateur (*). Aussi l'hydraulique date de la même époque à peu près que la mécanique générale. Elle est antérieure à l'hydrodynamique, que l'on doit faire remonter à d' Alembert et à Euler, et qui exigeait la connaissance des nouveaux calculs. Torricelli découvrit la loi de l'écoulement d'un liquide qui sort d'un vase par un orifice en mince paroi. En pratiquant l'orifice dans la paroi d'un tube très court adapté au vase, et de telle manière que le jet fût dirigé de bas en haut, il observa que le liquide en mouvement remontait, à peu de chose près, au niveau de la surface libre de l'eau contenue dans le vase; il en conclut qu'à sa sortie le liquide possède la vitesse qu'un corps pesant acquiert en tombant
de cette hauteur. L'équation v = sj'lgh s'applique donc au mouvement de l'eau sortant d'un vase, \> étant la vitesse d'écoulement, et h la hauteur verticale comprise entre l'orifice et la surface libre. Torricelli donne ce résultat comme un fait d'expérience (**). Plusieurs géomètres, entre autres Varignon (***), en 1667, et Newton (****), en 1687, cherchèrent, sans y réussir, à l'expliquer théoriquement. La théorie proposée par Newton n'est pas admissible; son essai sur cette matière est, dit Lagrange, l'endroit le moins satisfaisant de son livre Aq^ Principes; mais elle présente un véritable intérêt historique,, car c'est en en comparant les résultats à l'expérience que Newton découvrit le phénomène si curieux de la coniraciion de la
(*) Tonicellit né en 1G08, mourut en 1647. L'érudition moderne fait remonter l'iivdraulique plus tiaut. Sans s'arrêter an père CaMelli, qui écrivit vers raniiée )638 un traité de la mesure des eaux courantes, elle voit déjà ia science hydraulique briller d'un vif éclat vers l'an 1500, dans les manuscrits de Léonard de Vinci, aujourd'hui conseivéii à la t)ib)iûthèque nationale de Ptiris. Voir sur cetie question 1. Nazzani, Idrauiica matematica e praticOt 1. 1*% p. 30.
{'*; De motu naiuraliter accelerato,
('**) Mémoires de l'Académie des sciences de Paris, 1667.
{**'*) Livre 11 des Principes mathématiques, 7*^ section, prop. 36.
DANIEL BERNOULLI
mne fluide j que l'on n'avait pas observé jusqu'alors; il en introduisit la notion dans sa seconde édition des Principes^ qu il donna en l'année 1714.
La démonstration de la loi de Torricelli résulte de l'application du théorèffle que nous avons établi § 50, et que Daniel BernouUi publia pour la première fois, en 1768, dans son traité à*Eydr(h (dynamique. Le théorème ne fut pas démontré sur-le-champ avec la rigueur qu'on y apporte de nos jours depuis les travaux de Poncelet et de Bélanger. Il était fondé sur l'hypothèse du parallélisme des tranches, en vertu de laquelle l'écoulement se ferait dans le vase par tranches horizontales, chacune prenant la place que la tranche voisine vient de laisser libre. On sait aujourd'hui se passer de cette liypothëse qui est manifestement contraire à la réalité. Quand on établit, comme nous l'avons fait, le théorème de BernouUi pour un filet iâolé, on n'a pas de peine à l'étendre à plusieurs filets réunis en un nième faisceau, pourvu que la viscosité soit négligeable et que la permanence'du régime soit assurée.
Nous nous occuperons spécialement dans ce chapitre de l'écouleinent des liquides dans des circonstances qui permettent de regarder ces detlx conditions comme sensiblement satisfaites. Plus tard, nous passerons à l'étude du mouvement dans les tuyaux et dans les canaux, et alors nous verrons qu'il est nécessaire de tenir compte de la viscosité.
COKDmONS DANS LESQUELLES LE THÉOBÈME DE BERNOULLt PEUT ÊTRE APPLIQUÉ A UN GOURANT DE DIMENSIONS FINIES.
6i. Le théorème de Daniel BernouUi a été démontré pour un filet liquide de très petite section dans l'hypothèse du mouvement perniaoeut, et de l'al^ence de viscosité. En tous les points de ce filet, I2 somme
6t égale à une quantité constante, H.
94 CONDITIONS Pi\ATIQUES
, A quelles conditions pourra-l-on appliquer ce théorème au mouveinent d'ua courant de section unie, comme ceux qu'on doit considérer dans la pratique?
l*" Si les différents filets fiquides qui traversent une section de ce courant sont tous sensiblement rectiligaes et parallèles, et animés chacun d*une vitesse uniforme, les forces d'inertie des molécules liquides seront toutes sensiblement nulles, et par conséquent, les pressions se distribueront dans cette section comme si le liquide était en repos. Cette conclusion serait tout à fait rigoureuse, si les filets liquides avaient chacun un mouvement rectiligne et uniforme, et ai les différences de vitesse des filets ne développaient pas de frottements à leur contact mutuel. La règle ne peut d'ailleurs être appliquée qu'à une section^ c'est-èrdire à une longueur de courant infiniment petite, car autrement la viscosité, dont l'effet est proportionnel aux surfaces, introduirait de nouvelles forceà dont il serait nécessaire de tenir coD[q)te.
Ainsi, quand l'écoulement s'opère par filets parallèles, les pressions se distribuent dans une même section transversale conformément aux lois de l'hydrostatique, c'est-à-dire comme si le liquide était en repos dans le canal qui le contient.
On peut le démontrer plus rigoureusement au moyen des équations de l'hydrodynamique»
Reprenons les équations (§ 53 et 64)
P dy
* dp ^
du
dx "^
dv , dm ^
et appliquons-les à un mouvement rectiligne et parallèle de toutes les molécules liquides. Si nous prenons l'axe OX parallèle à la direction
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de ce mouyement, les composantes v etw des vitesses seront toutes r.ulles, ety par suite, on aura aussi
dv ^ dw
dy ' dz
dtÀ
La quatrième équation nous donne -j~ = 0.
dx
Le mouyecnent du liquide étant d'ailleurs supposé permanent, on aau5si-j- = o (§ 52).
Mais, Taceélératiim u! d'une molécule liquide le long de sa trajectoire est exprimée par la relation générale
Faisant
il vient
, du^ .du , du du
dx dy dz di'
du ^ du ^ . ^
- = 0,^ = 0. r=0, tr = 0.
tt' = 0.
Donc^ la vitesse u est constante pour un même filet, et par conséquent, le mouveoGient est uniforme; la vitesse u peut d'ailleurs
varier d'un filet à Tautre, caries autre? dérivées, -r- et -r- , peuvent
dy dz ^
èuediSérenies de zéro.
Déplus, les trois premières équations du mouvement se réduisent à
dp
"dx '
= px,
dp dy
APPLICATION DU THÉORÈME DE BERNOULLI
2" Si r écoulement se fait dans l'air, au lieu de s'opérer dans un canal où le fluide trouve à s'appuyer contre des parois solides , la pression atmosphérique règne dans toute section liquide où l'écoulement se fait par filets parallèles. En effet, soit AB une section normale, faite dans la veine liquide, pour laquelle cette condition soit remplie. Cette section forme généralement la limite entre la région ABC où les filets se rapprochent en parcourant les trajectoires aA, 6B4 et la région ABD où ils se meuvent parallèlement, en Fig. 40. décrivant les paraboles Aa', BA' qu'ils
parcourraient chacun sous l'action de la pesanteur s'ils étaient indépendants les uns des autres. La veine, dans tout son trajet, subit sur son pourtour la pression de l'atmosphère.
Cette pression est équilibrée en chaque point par les pressions et les forces d'inertie du liquide. Or l'écoulement se fait dans la section AB par filets parallèles et sensiblement rectilignes; chaque filet, au passage dans cette section, se comporte donc comme s'il était seul, et n'exerce point d'action qui tende à faire dévier les filets voisins. Donc la pression intérieure est, en tout point de cette section, égale à la pression du dehors. Si elle était plus grande, la veine subirait de dehors en dedans une poussée qui ne serait équilibrée par aucune force. Il n'en est pas de même dans la région G où les filets sont convergents, car l'excès de pression intérieure de la veine y est équilibré par les forces centrifuges dues au mouvement curviligne suivant les trajectoires aA, Bb. '
3* Il est possible, enfin, qu'une veine liquide animée d*an mouve* ment rectiligne et uniforme traverse un milieu occupé par un liquide en repos. En réalité, il y a alors communication latérale du mouvement entre le liquide qui s'écoule et le liquide que l'on regarde comme fixe. On admet néanmoins que la distribution des pressions dans une section faite à travers toute la masse fluide, et comprenant le liquide en repos et le liquide en mouvement, se fait conformément aux lois de l'hydrostatique. £n effet, ces lois s'appliquent
LIMITE INFÉRIEURE DES PRESSIONS
séparément aux deux portions delà section: à Tune, parce que le fluide y est en repos ; à l'autre, parce que F écoulement s'opère par filets parallèles, rectilignes et animés de vitesses uniformes. La pression mutuelle, à la séparation des deux liquides, ne peut d'ailleurs varier brusquementNd' un côté à l'autre de cette surface, et par suite la loi de répartition des pressions s'étend d'un côté à l'autre sans solution de continuité.
Ces remarques permettront d'appliquer, dans un grand nombre de cas, le théorème de Benioulli; car elles font connaître les pressions p, en certains points, ce qui suffit en général pour qu'on puisse (iier de l'équation les vitesses. On ne doit pas oublier que les règles ainsi posées n'ont rien d'absolu ; qu'elles reposent sur l'hypothèse du parallélisme des filets, de la permanence du régime et de Tuniformité du mouvement, toutes hypothèses qui, dans les applications» ne sont jamais rigoureusement vérifiées. Il suffit qu'elles soient à peu près vraies pour que les formules de l'hydraulique soient applicables, au moins à titre d'approximation.
65. Les pressions, dans un liquide en mouvement, aussi bien que dans un liquide en repos, ne peuvent être négatives ; car une pression négative équivaut à une tension, et un liquide ne peut subir ce genre d'efforts sans se disjoindre et sans perdre la continuité que supposent les formules. Lorsque le calcul conduit pour certains points, à des pressions négatives, c'est une preuve que l'hypothèse faite sur le mouvement du liquide doit être repoussée ; en général, cela indique que le mouvement réel du liquide ne satisfait pas aux conditions de la permanence. Les formules sont alors en défaut, et il faudrait, pour savoir exactement ce qui se passe, modifier Thypothëse qui leur ^rt de base, et chercher une autre théorie.
Théoriquement, la pression dans un liquide doué d'un mouvement permanent peut être aussi petite qu'on veut pourvu qu'elle ne soii jamais nulle. Si toutefois l'écoulement se fait dans Tair, il est impossible que la pression en un point de la veine descende audessous de la pression atmosphérique; il semble du moins que dans UD tuyau fermé, le mouvement permanent soit compatible avec
THEOREME
une pression moindre que cette limite. Gela est possible, en effet, comme le démontre rexpérience des syphous. Mais il ne faut pas perdre de vue que Teau d*uue conduite est toujours saturée d'air, et que si^la pression s'abaisse notablement au-dessous delà pression atmosphérique, il se fait dans la conduite un dégagement de gaz aux points insuffisamment pressés ; le gaz mis en liberté tend à interrompre la continuité du mouvement, et, s'il est en trop grande quantité, il peut empêcher 1 écoulement d'une manière absolue. Le même effet se produirait encore avec de Teau privée d'air ^mr Tébullition ; car l'abaissement de la pression suffirait pour amener le changement de l'eau en vapeur, effet qui se produirait surtout si l'eau était à une haute températm^e {*). Il faut donc avoir soin, quand on fait le projet d'une distribution d'eau, de vérifier que nulle part la pression ne s'abaisse notablement au-dessous de la pression de l'atmosphèie.
Proposons-nous de résoudre le problème de Torricelli
Soit un liquide homogène, qui remplit un vase BGD, et qui y est
entretenu à un niveau constant AB. On pratique dans k paroi BC de ce vase, une petite ouverture EF, et Ton suppose que r épaisseur de la paroi, sur le périmètre de l'orifice £F, soit assez petite pour que le liquide jaillisse sans s'attacher à la paroi, de telle sorte que la veine se détache nettementdes bords intérieurs E et F de l'orifice. L'expérience montre que cette condition est remplie lorsque l'épaisseur de la paroi est réduite à la moitié au plus de la moin-
cr.vVAU<iAm-|<.n%
<*} C'est pour ceki que lee siphous ne fonctiounent pas avec de l'eau bouUJanle.
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dre dimension de l'ouverture. On dit alors que rorifice est en mince paroi.
Les filets liquides sortant par cette ouverture sont d* abord convergents sur un petit parcours ; puis on rencontre une section a i, p3u éloignée de Torifice, où ils ont acquis un mouvement parallèle, et à partir de là la veine liquide décrit dans Tair une trajectoire ôH sensiblement parabolique, comme ferait un corps pesant lancé au point b dans la diiection et avec la vitesse de la veine elle-même. Cest ce mouvement d* abord convergent, puis sensiblement parallèle , qui constitue le phénomène de la contraction de la veine.
Cherchons la vitesse de l'écoulement dans cette section ab, supposée assez petite pour qu'on puisse regarder comme égales les vitesses des divers filets liquides qui la traversent. Considérons un de ces filets en particulier, le filet M m, par exemple. Nous ne connaissons pas son tracé. Mais de quelque point qu'il vienne, il part d'une région M, situé dans l'intérieur du vase, c est-à-dire d'une région où le mouvement du liquide est à peu près nul, et où, par suite, les pressions se répartissent comme si le liquide était en repos. Prenons un plan de comparaison horizontal ZZ', et appliquons le théorème de BernouUi au filet Mm, entre les deux sections M et m. Soit z Tordoonée MM' du point M, p la pression au même point, v la vitesse, appelons de même z\ p' et v' l'ordonnée, la pression et la vitesse du filet au point m. Nous pourrons poser
Or, ^ est négligeable, parce que, eu égard à la grandeur de la
section AB par rapport à la section abf les vitesses dans l'intérieur du vase sont nécessairement très faibles par rapport aux vitesses de récoulement au dehors. L'expérience d'ailleurs confirme cet aperçu.
Le point M n étant pas défini, nous ne connaissons ni z ni ^; mais
tout se passe au point M comme si le liquide était rigoureusement
DÉPENSE
en repos; nous avons vu en hydrostatique (§ 9) , que z + ^ est Tordonnée. dwplan de charge du liquide, lequel est situé au-dessus du niveau AB d'une quantité^, représentative de la pression atmosphérique. Soit donc Z l'ordonnée de la surface libre AB; nous pourrons
remplacer le premier membre par la somme ^ + ^ par Z -1- yp sans
rien savoir d'ailleurs sur la véritable position du point M. Dans le second membre, nous connaissons l'ordonnée z'; nous connaissons aussi la pression p', qui, ainsi que nous l'avons vu (§ 64, 2<>), est égale à la pression atmosphérique p^ ; nous avons donc en définitive l'équation
Donc
A désignant la différence de niveau entre le point m et le plan ÂB. Donc
Cette différence de niveau étant très sensiblement la même pour tons les points de la section ab^ à cause de ta petitesse de cette section, tous les filets liquides qui la traversent ont une même vitesse v/2^A, et nous retrouvons le résultat obtenu expérimentalement par Torricelli.
67. Laquantité, Q, de liquide qui traverse la section ab dans Tunité de temps, c'est-à-dire la dépense del'orifice, s'obtiendra en multipliant
Taire y w, de la section contractée par la vitesse, sjlgh^ qui règne en tous points dans cette section, et l'on aura par conséquent
Mais il faut remarquer que la théorie précédente ne donne pas les
SECTION CONTRACTÉE. iOI
dimensions de la section contractée. Avant qu'on ait reconnu le phénomène de la contraction, on appliquait la vitesse v/2^ à l'orifice lui-même; c'était là une erreur, car dans la section de Torifice, les pressions étant plus grandes que la pression de l'atmosphère, le théorème de Bemoulli y indiquerait une vitesse moindre que celle que donne la formule de Torricelli.
Newton, qui, le premier, observa la contraction de la veine, employa pour ses expériences un vase dont le fond était percé d'un trou cylindrique ; il vit que la veine, à une certaine distance de la paroi, avait encore une section circulaire, mais que son diamètre avait diminué \ il mesura les diamètres des deux sections, opération très délicate en ce qui concerne le diamètre de la section contractée, et il trouva que le rapport des diamètres était voisin des
nombres — et j^. 11 mentionne, dans son livre des Principes,
d'autres observations, où le rapport des diamètres des deux sections
serait — ou 0,84, et c'est à ce nombre qu'il paraît s'être définitivement arrêté. Il en résulte, pour les surfaces, un rapport égal au
carré de 0,84 ou à 0,7066, nombre égal à peu près à -=. Ce rapport
de Taire w de la section contractée à la section A de l'orifice, est appelé le coefficient de contraction; si on le représente par m, la section w pourra être remplacée par le produit m A, où le facteur A peut être mesuré exactement, et la dépense par unité de temps sera exprimée par l'équation :
Dans l'application de cette formule aux petits orifices, m n'est pas un coefficient de correction, comme le prétendent certains auteurs , qui appellent ^2ffh la vitesse théorique, et m \^2gh la vitesse réelle; cette manière de présenter la formule n'est pas rigoureuse, car le coefficient m porte sur le facteur A et représente la contraction, et les vitesses réelles constatées par l'expérience sont à très peu près égales à V ^ffàl
SECTION CONTRACTÉE
La valeur m = -= = 0,705, assignée par Newton au coefli-
Pi«. 42. cienl de contraction, est beaucoup plus élevée que
celle qu'on adopte aujourd'hui. Des expériences faites avec plus de soin, et contrôlées par la mesure D directe des dépenses, ont montré que pour les orifices circulaires en mince paroi, m est égal à 0,62. On a constaté aussi que la section contractée est située à une distance de l'orifice variant de la moitié aux deux cinquièmes du diamètre de cet orifice, La veine s' échappant d'une paroi verticale prend encre Torifice AB et la section contractée «6, la forme d'une surface de révolution A aô B, dont Taxe serait le filet moyen CD. On a mesuré les rapports des diamètres AB, ah et de la distance CD des sections : ces dimensions sont proportionnelles aux nombres
CD
Suivant Michelottî. .
Suivant Eylelwein. .
Pour relever ces formes, on place de chaque côté de la veine jaillissante des cadres en bois, traversés d'aiguilles métalliques glissant à frottement doux à travers des trous percés à la hauteur de la trajectoire moyenne des filets fluides. On enfonce ces aiguilles jusqu'à ce que leur pointe aflleure la veine sans y pénétrer. Il n'y a plus ensuite qu'à relever les courbes dessinées par les deux séries d'aiguilles en leur conservant l'intervalle qu'elles ont dans l'expérience.
L'incertitude qui règne sur la distance GD est faite à expliquer. La section ab est celle qui a le diamètre minimum ; les variations du diamètre sont donc peu sensibles aux environs de cette section, et la posiUon précise du minimum n'est pas nettement définie.
68. Le coefficient de contraction change avec la forme de l'orifice ; il est moindre pour le carré que pour le cercle. Les expériences de MM. Morin et Lesbros, en 1827, et celles que M. Lesbros fit seul plus tard, constatent que le coefficient m s'abaisse dans ce cas à 0,5(5
INVERSION DE LA VEINE
OU à 0,58; il faut noter cependant une expérience dont le résultat a été exceptionnel, et dans laquelle le nombre m est monté à 0,64. Ces variations n'ont pas grande importance au point de vue pratique et il est d'usage d'appliquer la valeur m =0,62 à tous les orifices, soit circulaires, soit carrés.
INVERSION DE LA VEINE
69. Les expériences de MM. Poncelet et Lesbros sur les veines liquides sortant par des orifices carrés ou rectangulaires, ont fait connaître un phénomène bien curieux, celui de tinversion de la mne. Si Ton prend pour exemple un orifice carré, ouvert dans le paroi verticale d'un vase, et présentant deux côtés horizontaux et deux côtés verticatfx, la section droite de la veine affectera les formes suivantes à des distances de l'orifice égales à
Fonm carrée, celle de Toriflce.
Fig. 43.
Forme octogonale.
Forme S( u>il»lcment cairt^o, les (.lianor.ales orienlées par.illelement aax côtés (le roriticc.
Cidone a observé une transformation analogue, d'une forme pentngonale en une forme étoilée à cinq branches, dont les sommets correspondaient aux milieux des côtés de l'orifice.
Les altérations de forme s'accentuent beaucoup plus encore dans une veine qui s'échappe par une fente rectangulaire très mince, et très longue dans le sens de la hauteur. Voici un exemple donné par M. Lesbros*
loi
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Fig. 45.
Ce phénomène, dont l'analyse ne peut pas encore rendre un
compte exact, est dû sans doute à l'action mutuelle des filets liquides qui, pour une veine un peu étendue dans le plan vertical, tendent à décrire des paraboles s'entrecouj^ant les unes les autres. Si la veine occupe une hauteur AB sur la paroi verticale d'un vase rempli d'eau jusqu'en CD, le filet qui s'échappe du point Â, s'il était seul, aurait en ce
point une vitesse horizontale égale à y^iy.AD, et décrirait une certaine parabole AE, dont le paramètre correspondrait à cette vitesse ; le filet qui s'échappe horizontalement du point B aurait, s'il était
wul, une vitesse y/a^-AB, plus grande que la vitesse du filet A; il décrirait donc une parabole BF, de moindre courbure que la première; ces deux paraboles se coupent en un point G; ce qui montre que les mouvements attribués aux deux filets sont incompatibles
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quand ils doivent s'opérer simultanément. Les filets liquides sont ainsi déviés par leurs actions mutuelles. Dans une veine de dimensioQ finie, il en est ainsi pour tous les filets; ceux qui s'échappent dans la région supérieure de la veine tendent à appuyer les autres vers le bas, et ceux-ci tendent à faire remonter les premiers. De là cette tendance de la veine à s'aplatir et à prendre la forme de double T que Ton constate dans l'expérience de M. Lesbros (*).,
70. D'après ce qui vient d'être dit, la formule de Torricelli V=y2jfA ne s'applique rigoureusement qu'à un orifice très petit.
{') U lieu dès intersections successives des paraboles AE, décrites par les divers filels considérés seuls, est une ligne droite. En effet, soit h la distance DA do plan d'eau an sommet de la parabole; appelons x l'espace horizontal décrit par une molécule liquide dans le temps t, et y la quantité dont cette molécule s'est éloignée à li même époque du plan libre CD; on aura les deux équations
qoi définissent' la trajectoire. L'équation de la courbe s'obtient en éliminant t, ce qui d'one
. ^\ 2gh . ^ ««
L'éqaation de TenTeloppe s'obtiendra en éliminant h entre cette équation et sa dérivée prise par rapport à h, c'est-à-dire l'équation
Donc A =s -, et l'équatton de l'enveloppe est
Toutes les paraboles sont donc tangentes à la droite qui partage en deux parties égales i*iRgie droit formé par la paroi AD avec le plan d'eao CD prolongé : La droite GD est •a directrice commune à toutes les paraboler^ et si l'on projette sur AD le point M, où QBe parabole en particulier touche la droite enveloppe» la projection sera le foyer de 1
courbe.
Ces résultata sont faciles à démontrer par la simple géoméiirie.
Si roritrce a de grandes dimensions en hantenr, les filets liquides se gênant dans leur mouvement, la pression dans l'intérieur de la veine pourra s* élever au-dessus delà pression atmosphérique, et le théorème ide Bernoulli indiquera alors une diminution de vitesse. On peut cependant admettre l'équation de Torricelli pour le calcul de la dépense, sauf à affecter la vitesse d'un coefficient moindre que l'unité, et que l'on devra déterminer par expérience. A la formule de la dépense par les petits orifices
on devra substituer une autre formule
jA désignant le coefficient de correction. On peut fondre en un seul les coefficients m et [jl, et dresser des tables qui donneront les valeurs du produit m;/ pour les divers cas usuels. Mais le coefficient jx est, dans l'écoulement libre, assez voisin de l'unité pour qu'on puisse l'omettre en pratique.
71. Proposotis-nous de déterminer la dénense d'un orifice rectangulaire (r.D, C/G"G"D') ouvert dans, la paroi verticale d'un vase rempli d'eau jusqu'au niveau constant {fig, 46).
Soit BD=/ï, Bi] = h'\ CG", largeur horizontale de l'ouverture = a; considérons une bande infiniment petite (m, wW) comprise dans la section entre les horizontales définies par leurs distances r,
z 4- ds, au plan AB. L'aire de cette section élémentaire sera adz^ et la vitesse de l'écoulement qui se ferait par crtte portion infiniment mince de l'oril_..c' '^*î!!!:_^c' fice si elle éluit seule ouvert^^ sera
'""""""""^'"' ^'2gz. Donc la dépense de cette partie
iK " D* d'orifice serait adz y/^gs , et si nous
multiplions par un coefficient convenable K, nous aurons la dépense effec-
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tive, eu égard à la contraction et à toutes les actions exercées par
leii autres filets. Nous pourrons donc poser dQ = Kadz sj^lgz.
Pour avoir la dépense totale, nous n'avons qu'à Taire la somme des dépenses partielles, entre les limites z = ft, 3 = ft', qui correspondent au bord inférieur et au boni supérieur de l'ouverture. Nous
aurons
1 ht
Dans cette intégration , nous regarderons K comme constant pour (0(js les filets, ce qui revient à lui attribuer une valeur moyenne,
't faisant sortir du'signe somme les facteurs K, a, \2y, il viendra
'Al , /.i h't 2 . / 1 3\
Cette formule 'repose sur plusieurs hypothèses toutes gratuites, entre autres la constance du coefficient K pour tous les filets. Elle a 'fenc besoin d'être contrôlée par Texpérience.
On peut lui donner une forme qui la rende comparable à la formule
Q = r//A \/I(pl
relative aux orifices très petits.
L'aire de l'orifice est ax(h — h') ; nous pouvons donc écrire
Q=tKxXx^:tg ^ _ ^. ,
'Tiation de la forme
Si Ton prenait pour Z la distance au plan AB du centre cîe gravité ^« rorificCi un aurait Z= ^T . ; cherchons si la formule slm-
plifiée,
Q = RxAx\/2^(^A'),
peut remplacer la formule exacte ; cette substitution est admissible
quand la différence h — h! est suffisamment petite par rapport à la
demi-somme — ^ .
Soit
et faisons
- étant une petite fraction dont les puissances soient négligeable^. Nous en déduirons
/. = ii(i + l) et '^• = n(--^).
Donc
en arrêtant au second terme le développement en série des puis?sîinces (l zfc-^ j •
La différence A* — V* eU donc sensiblement égale à H^ x ~-, cl
H si on la divise par h — A', ou par - , il vient au quotient
Hxi * .
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-hd»')'»"-
En résumé, on peut presque toujours appliquer à Técoulement d'une veine tombant dans Tair par un orifice en mince paroi, la
formule
dans laquelle A désigne Taire de l'orifice, Z la distance verticale de son centre de gravité à la surface libre du liquide, et m un coeiliciegt qu'on prend en moyenne égal à 0,62.
£:0CLElCE7iT PAR UiN OIUFICE CIRCULAIRE PERCÉ A TRAVERS UNE PAROI
VERTICALE
7'2. On suppose que le rayon de l'orifice soit petit par rapport à la hauteur de Teau au-dessus du centre.
Prenons deux axes dans la paroi, passant par le centre de l'orifice circulaire; l'un sera horizontal, l'autre vertical. Soient x et y les coordonnées d'un point de Torifice, x étant compté sur l'axe horizontal. Soit r le rayon du cercle, H la hauteur du plan d'eau audessus de son centre.
Au point (x, y) la vitesse de l'écoulement sera
ce qui, affecté d'un coeQicient convenable K, donne un débit par uiiiié de temps égal au produit
àxdy désignant Taire élémentaire.
Intégrons d'abord par rapport à x, qui varie, à la hauteur y,
liO ECOULEMENT
entre les limites — \/r* — y* et + y/»'* — y*; la première int-'-gialion donne, pour le débit de la tranche située à la hauteur y audessus du centre,
expression qu'il faut intégrer entre y = — r et y=: + r. On aura en définitive
Nous ramènerons approximativement la valeur de Q à la forme
Q désignant Taire du cercle, et \*2(j\l la vitesse de récou:emo;ii en son centre. Pour cela posons y H — y = v^H Wl — ^. Le radical
i / 1 — ^ peut s'exprimer approximativement par les deux pr -
miers termes du développement du binôme, ce qui donne 1 — ,y[.: et on a alors
Or 2V yV — y'rfy = û, et \ y \/r*-— y'dy =o. Donc on retrouve encore la formule approximative Q == Kû v'2jH, et lecoeflîcieni K est égal au coeflTicient m.
73. MM. Poncelet et Lesbos ont déterminé, diins une série d'expériences, les valeurs du coeflicient m pour de grands orifices rectangulaires; elles sont variables avec la hauteur de Torifice, et aussi avec la hauteur du plan d'eau.
Voici ce tableau pour les orifices eu mince paroi ;
iâ
O.Ci2
O.CiG
O.GoS
O.fitl
O^iOS
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74. Le coeiBcîent de contraction m se détermine par expérience, 11 y a cependant un cas où la théorie peut le faire connaître; c'est le cas où Torifice, au lieu d'être simplement ouvert en mince paroi, est accompagné d'un ajutage rentrant^ dit ajutage de Borda. Les tonneaux des porteurs d'eau sont généralement munis de cet appareil,
AJUTAGE RENTRANT
Fig. 47.
qui réduit la dépense, mais qui donne une veine plus limpide et mieux calibrée que la veine issue des orifices en mince paroi.
Dans la paroi verticale BL d'un vasç ÂBLM, où le liquide est entretenu à la hauteur constante AB, on ouvre un orifice très petit, CF, auquel on adapte, vers le dedans du vase, un fragment de tuyau cylindrique CDEF, assez court pour que la veine liquide, en s' échappant de Touveiture DE, ne puisse s'attacher à la surface intérieure
de ce tube. Ces portions de tuyaux, qu'on adapte aux orifices, en dehors ou en dedans, sont ce qu'on appelle en hydraulique de& ajutages; nous verrons qu'ils ont sur. l'écoulement une influence très remarquable. Le tuyau CDEF est un ajutage rentrant^ et la section contractée GH se trouve par cet artifice reportée à l'intérieur.
Les parois ajoutées CD, EF concentrent au dedans du vase tout le mouvement du liquide qui, dans le cas de l'orifice simple, se fait au contact de la paroi latérale.. Il résulte de là que, dans toute la région BG, comme dans toute la région FL, le liquide n'est animé que de faibles vitesses; on peut donc admettre que les pressions s'y distribuent suivant la loi de l'hydrostatique. Il en est de même de tout le liquide situé le long de la paroi opposée AM. Aux pressions développées en BG et en FL correspondent donc des pressions égales et contraires développées en AI et en KM, en appelant I et K les limites du contour intercepté par le prolongement du cylindre d'ajutage sur la paroi opposée à l'orifice.
Prenons un axe XX', parallèle à l'axe de l'ajutage, ou à la direction initiale de la veine, et appliquons au système matériel fornic par le liquide compris entre le plan AB et la section contractée GIl, le théorème des quantités de mouvement projetées sur l'axe XX'.
Soit 0 une durée infiniment petite, pendant laquelle le système matériel passe de la position ABGH à la position infiniment voisine A'B'G'H'. Dans ces deux positions, il a une partie commune, A'B'GIl^
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où, en vertu de la permanence du régime, les masses et les vitesses sont les mêmes ; par suite l'accroissement des quantités de mouvement en projection sur un axe quelconque, est nul pour cette portion commune ; il reste donc à faire la différence des quantités de mouvement projetées pour l'intervalle GHG'H' et pour l'intervalle ABA'B'. Or, dans ce dernier intervalle, toutes les vitesses sont normales à Taxe de projection XX', ou s'il y a de petits mouvements du liquide dans le plan horizontal, les vitesses correspondantes sont très faibles ; par suite, les quantités de mouvement projetées sur \X' sont, ou rigoureusement nulles, ou assez petites pour qu'on puisse les négliger. L'accroissement de la quantité de mouvement projetée est égal, en définitive, au produit de la masse GHirG' par la vitesse de l'écoulement, laquelle est parallèle à Taxe, ce qui donne :
- X cui?<; XV = ,
w étant l'aire de la section contractée GH, v la vitesse, et H le poids spécifique du liquide.
11 faut égaler cet accroissement à la somme des impulsions élémentaires projetées des forces extérieures, qui se réduisent ici à la pression de l'atmosphère, aux pressions du liquide sur-le vase et à la pesanteur. Mais la pesanteur, agissant normalement à l'axe XX', ne donne rien en projection. 11 en est de môme dç la pression atmosphérique sur le plan libre AB. Les pressions du vase eh BG et en AI, ou bien en FL et en KM, se détruisent deux à deux en projection, puisqu'elles sont répailies suivant la loi hydrostatique. Donc enfin il reste à compter : l** la pression atmosphérique, qui s'exerce nonseulement sur le pourtour de la veine DGHE, mais encore dans la section contractée GH (5 6â, 2*) ; 2' la pression du vase sur le liquide dans l'étendue du contour IK opposé à l'orifice.
'>oit A la section de l'orifice, Pq, la pression atmosphérique par unité de surface; A, la distance verticale du centre de gravité de Torifice au plan AB; la pression moyenne par unité de surface sur le contour IK sera égale à/?o + HA, et la pression totale sur ce contOur
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seradoiîC
{po + nA)x A;
elle se projette en vraie grandeur sur XX', et a pour impulsion, pendant le temps 0, le produit
(p, + n/OAa.
La pression atmosphérique, qui s'exerce sur toute la surface DGHE, est équivalente à la pression qui s'exercerait sur la section plane DE qui ferme cette surface (§ 25), et, par suite, elle a une impulsion projetée égale à p^ A8, qu'il faut prendre négativement, parce qu'elle agit dans le sens X'X (*).
La somme des impulsions élémentaires est donc
ou bien
et Ton a l'éauation
qui donne
(p. +^A)A8-poAe,■ ^AAe,
- tuu«o = iiAAe,
Mais, en vertu du théorème de Torricclli, Divisant la première équation par la seconde, il vient
(*] On voit quo le vase est sollicité à ce mouvoir borizootalemeDt par nne force égtle k (po + n^) A — po A, ou à Ukh, dans la direction opposée à ['écoulement. C'est le principe des wuet à réaction. Si le vase était posé sur oo p^lan borisontai sans frottement, il se déplacerait dans ce sens avec une Vitesse telle que le centre de gravité da liquide et in vase restât malgré l'ëcoulement sur une même verticale.
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Ilo
Donc
et
Cl)
Fîg. 49.
75. Cette démonstration suppose, que la paroi d'où s'échappe la veine liquide est verticale. Mais il est aisé de la modifier de manière à ce qu'elle puisse s'appliquer à tout autre cas; la conclusion est toujours la même.
Soit BL le profil de la paroi que nous pouvons supposer plane aux environs de l'orifice FC ; CDEF est l'ajutage rentrant, et EHGD la veine liquide qui s'en échappe. Le centre de gravité G de la section contractée est un point voisin du centre de gravité de l'orifice.
Prenons pour axe de projection la droite XX', élevée perpendiculairement au plan de l'orifice par son centre de gravité.
Isolons par la pensée, au sein de la masse fluide, un cylindre circulaire MNPQ, ayant pour axe la droite XX', et terminé d'une part à la paroi MN, et de l'autre à un plan quelconque PQ. Les dimensions de ce cylindre sont supposées assez grandes pour que le liquide situé sur toute sa surface soit sensiblement en repos, et que les pressions y soient distribuées par conséquent suivant la loi hydrostatique; nous savons d'ailleurs qu'il en est ainsi le long de la paroi, en CM et FN, à cause delà présence de l'ajutage.
Appliquons le théorème des quantités de mouvement à la masse ainsi définie. Négligeant les vitesses en PQ, qui sont très faibles, nous tf aurons à tenir compte que de la quantité de mouvement de la masse GHH'G', égale à
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ce sera l'accroissement des quantités de mouvement projetées pendant le temps 9 , égal à la somme des impulsions des forces projetées, c'est-à-dire à la somme des impulsions des pressions et de la pesanteur.
Les pressions sur la surface convexe du cylindre et sur celle de l'ajutage sont normales à Taxe et ne donnent rien en projection.
Les pressions sur PQ ont pour résultante une force normale à PQ, et par suite parallèle à l'axe, et égale au produit de la surface de la base PQ par la pression en 0 sur son centre de gravité (§ 23). Appelant S la surface PQ, et z la distance du point 0 à la surface libre, on aura pour cette résultante (j!?q+ Hz) S. La résultante des pressions développées sur l'espace annulaire CM, FN, sera de même exprimée par (p^-\- nA) (S — A), en appelant A Taire de l'orifice. La résultante des pressions exercées sur la veineet-dans la section contractée est, comme nous l'avons vu, égale à pji. La somlne de a?s impulsions projetées est donc
[fpo + nzy s - (2J, + CA) (S -A) — p,, A]e = n {[z — A) s + AA] 0.
La pesanteur a pour impulsion le poids R du volume PQMN de liquide, multiplié par 8, et projeté sur l'axe XX'; appelons a l'angle de la droite XX' avec la verticale, angle égal à l'angle du plan delà paroi avec le plan horizontal ; le volume de liquide contenu dans le cylindre MNPQ est égal à SxOG; le poids de ce liquide est donc S X OG X n, et enfin l'impulsion de la pesanteur est
S X OG X n X 0 CCS a.
Mais OGcosa est la projection de OG sur la verticale, c'est-à-din^ la différence ft — z des niveaux des points 0 et G. L'impulsion de la pesanteur devient donc
n(A — 2)so,
et nous obtenons l'équation
? cur*0 =. n [(« — A) S + A A] e +n (A - z) so,
qui se réduit i
ou encore à
ce qui donne enfin
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•> = -A et 771 = -
Ici donc, le coefficient de contraction est entièrement déterminé, parce qu'on a pu faire usage à la fois du théorème des forces vives et du théorème des quantités de mouvement projetées. On ne peut pas appliquer la même méthode au cas de l'écoulement en mince paroi, parce que les molécules liquides qui glissent avec une grande \itesse contre cette paroi, y exercent des pressions moindres que les pressions hydrostatiques ; elles ne font donc pas équilibre aux pressions développées sur la paroi opposée du vase, et par conséquent, au lieu d'arriver à Téquation
5 wi«0 =5 HA/tO,
00 parviendrait à une inégalité
- toi;"e > n AAO ,
indiquant que i* accroissement de la quantité de mouvement est due à une force supérieure à la force IlAA. On en déduirait -r > ô* ^*^^" périence conCrme tous ces résultats.
76. Le coefficient m peut donc être réduit à 0,50 par une disposition particulière de Torifice. On peut aussi le rapprocher beaucoup de l'unité. On y parvient en adaptant à l'orifice un ajutage extérieur qui ait exactement la forme de la veine entre l'orifice en mince pa<* roi et la section contractée. La veine sort de cet ajutage par filets pa-
INFLUENCE DES FAUSSES PAROIS
rallèles, et la formule Q = A v^2jr^ est applicable sans coefficient de contraction, A désignant l'orifice effectif par où l'eau s échappe; mais il faut bien remarquer que cet orifice est celui de l'ajutage et qu'il est distinct de l'orifice réellement ouvert à travers la paroi, lequel,
par sa section — , débiterait la même quantité de liquide une fois
l'ajutage enlevé. Une telle addition n'est donc pas un moyen d'accroître la dépense d'un orifice.
On peut augmenter la dépense en garnissant l'orifice d'écoulement, à l'intérieur, d'une fausse paroiy ou plaque normale à la section de l'orifice, dont l'objet est de diriger les filets liquides perpendiculairement à cette section. Bidone a étudié l'augmentation de débit que l'on peut obtenir par ce moyen. La loi qu'il a proposée consiste à multiplier le coefficient de contraction, vi = 0.62, par le nombre
1 + 0.152 X -, dans lequel/? estle périmètre entier de l'orifice, etn
la longueur de la portion de ce périmètre garnie de fausses parois^ et le long de laquelle la convergence des filets fluides est supprimée.
Mais cette règle ne s'applique qu'à des valeurs du rapport-- inférieure
res à l'unité; car si les fausses parois entouraient tout l'orifice, elles constitueraient un ajutage, et les lois de l'écoulement seraient profondément modifiées.
EXTENSION OE LA FORMULE DE TORRIGELLI
77. La formule v = v'2^A suppose que la même pression existe sur la surface libre du liquide et tout autour de la veine fluide. La quan-
tité h est alors la distance verticale entre la surface libre et le centre
de la section contractée, qu'on peut confondre approximativement avec le centre de gravité de l'orifice. Quand les pressions extérieures sont inégales, bn peut encore se servir de la même formule, en ajoutant à la hauteur A une hauteur équivalente à cette différence
VASE DE MARIOTTE. H
de pression. Si /?i est la pression extérieure qui s'exerce sur la surface libre, et p^ la pression extérieure qui s'exerce autour de la veine, l'équation de BernouUi devient
et on en déduit
La différence ^^ — ^ P^^t être positive ou négative.
Prenons potir exemple l'appareil décrit dans les cours de physique sous le nom de vase de Marioite. C'est un vase AB, percé en 0 d'une ouverture très petite, et dans lequel on peut introduire, par une tubulure E, un tube CD ouvert à ses deux bouts. Le vase étant plein d'eau, si l'on ouvre l'orifice 0, et que le bout du tube D soit maintenu à un niveau H6, supérieur à celui
de l'orifice, le tube se vide d'abord, et la pression atmosphérique régne sur le plan horizontal HG; l'écoulement continuant, il rentre par le tube une certaine quantité d'air qui va se loger dans le haut du vase; à mesure que le niveau MN s'abaisse par suite de l'écoulement du liquide par l'ouverture 0, Tair extérieur afflue par l'extrémité D du tube, et remplace l'eau sortie du vase. Le plan HG est donc constamment maintenu à la pression de l'atmosphère, et sî MN est à un certain moment le niveau de l'eau dans le vase, la pression p, sur MN est égale à la pression atmos* phérique, jOo» moins la pression due à la hauteur d'eau FD, ou moins FDxn. Dans ce cas on aura
et box s du vase.
Pt = ftf' Donc
Donc enfin
ORIFICE NOYÉ
V = v2^ X GO,
de sorte que l'écoulement se fera sous une charge constante, et que la vitesse de la veine à la section contractée sera toujours la même, sans qu'on ait besoin pour la maintenir d'entretenir Teau du vase à un niveau effectif constant.
Dans cet exemple, la différence ^- — ^ est négative et égale à — FD. '
78. L'écoulement d'un liquide dans une masse liquide en repos donne un autre exemple de la nécessité où l'on est d'altérer la hauteur h comprise entre le plan d'eau et le filet. Soit AB le niveau du bief d amont d'un canal, CD le niveau
du bief davai Les deux biefs sont séparés par une paroi BE, au bas de laquelle on a ouvert ia vanne EH qui donne passage à l'eau du bief supérieur dans le bief inférieur.
On demande les vitesses des filets liquides dans une section F6, voisine de rorifice et où l'on suppose que l'écoulement a lieu par filets parallèles.
Considérons un filet quelconque Mtn, qui a au point M une vitesse à peu près nulle, et au point m la vitesse cherchée. Appliquons le théorème BernouUi à ce filet ; nous aurons l'équatioû déjà posée
en négligeant ^ dans le premier membre.
, ]|fB-tm^ I
Or
. z+f estégalà 2 + ^,
Pè
en appelant Z le z du plan AB, ou du niveau d'amont.
ORIFICE SUIVI D'UN COURSIER. m
Dans la section FG, nous avons vu (§64, 3') qu'on pouvait regarder les pressions comme réparties suivant la loi de l'hydrostatique ; donc
aussi 2' +^ = Z' + ^ , Z' étant le z du niveau d'aval, et par suite
h désignant la différence du niveau d'amont AB et du niveau d'aval CD.
La vitesse v' est alors commune à tous les filets, et elle est la môme à quelque hauteur qu'on ouvre la vanne EH, tant qu'elle ne dépasse pas le niveau d'aval.
La dépense de l'orifice se calculera donc par la formule
Q = tn'k slïgK A étant la section de l'orifice, et m le coefficient de contraction, qu'on prendra égal à 0,62, comme si l'écoulement se faisait dans l'air.
79. ^ l'écoulement se faisait par un orifice suivi d'un coursier, c'est-à-dire d'un canal soutenant la veine liquide, on pourrait considérer ce cas comme rentrant dans le précédent, lorsqu'à la limite l'épaisseur de la tranche CDEF est réduite à zéro , et la vitesse
commune à tous les filets serait t;' = V^^H, H désignant la hauteur du niveau AB au-dessus du niveau F de l'eau dans le coursier à Fendroit de la contraction ; il serait d'ailleurs très facile de démontrer dkdctement la formule dans ce cas particulier.
ET THÉORIE DES AJUTAGES
80. Les applications du théorème de Bernoulli supposent que l'écoulement se fait par filets sensiblement parallèles. Nous devons examiner comment ce théorème doit être modifié quand la condition du parallélisme n'est pas remplie.
Dans ce cas, les sections d'une veine, au lieu de varier d'un point à l'autre par degrés insensibles, varient brusquement entre deux points très rapprochés.
Si par exemple en deux points A et B peu éloignés l'un de l'autre ^'^" ^^' on constate, dans une veîne liquide,
< >^ /-- deux sections w, cj\ notablement dif-
S^^<^^??^^^ fè^'^^tes Y une de l'autre, et où l'écou-
^^ 7r ^^§^^^ lement par filets parallèles existe, il
ii^iij-^^v ^^^^;^?<5^ y a nécessairement entre ces deux sec- C^vV^t^i^ tions des tourbillonnements qui dé-
^v>\^'>VX truisent, sur une petite longueur, le
/ ' , parallélismedes filets. En même temps,
les vitesses dans les sections A et B étant désignées par V et V\ on aura Vu = W, et les vitesses V et V' seront très différentes ; tout se passe donc comme si les molécules liquides, entre les sections A etB, avaient à changer brusquement de vitesse sur un parcours peu considérable ; cet effet est analogue à un choc, et l'on prévoit qu'il en résultera une perte de force vive, comme cela a lieu toutes les fois que deux systèmes matériels viennent se heurter l'un contre T autre. Alors le travail
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des forces intérieures n'est plus négligeable comme nous Favons supposé jusqu'ici, et le théorème de Bernoulli doit être modifié par Taddiâon d'un terme qui corresponde à ce travail.
81. U perte de forces vives peut s'évaluer en appliquant au syâtèuie fla'de le théorème des quantités de mouvement projetées. On choisît ce théorème parce qu'il élimine les actions intérieures, lesquelles sont inconnues ici. C'est aussi ce théorème qu'on emploie pour étudier le choc des solides dans la mécanique rationnelle.
Soit ABCD un orifice par lequel s'écoule une veine liquide; on suppose que l'orifice soit disposé de telle sorte qu'il n'y ait pas contraction h la sortie (§ 66) ; la section BG débite Teau par filets parallèles, perpendiculairement au plan de cette section. La veine jaillissante est reçue dans un tuyau EFGII, de diamètre plus grand qne la section BC.
Ce tuyau est fermé sur toute la couronne annulaîie EB, CF, comprise entre la veine et sa ])aroî latérale.
A une petite distance de l'orifice BC, on fait dans le tuyau une coupe GH, parallèle à cet orifice, et l'on constate * 2' que l'écoulement se fait dans la sec-
î'on GH par filets parallèles, dirigés normalement à cette section. Eotre les plans BC et GH, il y a donc des tourbillonnements de iquide qui détruisent le parallélisme dos filets, et qui donnent nai.^sance au travail moléculaire dont on se propose de chercher la valeur.
Considérons à un certain instant le système matériel compris ntre les plans EF et GH; il se compose de deux parties : l'une, re- .ré'^ntacnt la veine qui sort de BC et la veine qui traverse GH, est animée de vitesses perpendiculaires aux plans de ces sections; i autre partie n*a pas de mouvements bien définis, mais on peut admettre que son mouvement général consiste en oscillatioiis pea sen-
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sibles qui la laissent à peu près à l'état d'immobilité. Cela revient à admettre, pour ainsi dire, dans l'eau qui occupe le fragment de tuyau EFGH, une porûonvive, alimentant la veine, et une portion morte, qui reste immobile. L'écoulement en BG se faisant par filets parallèles» nous en conclurons que la pression de l'eau morte qui touche au plan EF et la pression de l'eau vive satisfont aux lois de l'hydrostatique (§64), et nous adopterons uçe pression moyenne y^ pour tout le liquide qui baigne'la section EF.
Appelons p* la pression moyenne qui règne dans la section GH où l'écoulement a aussi lieu par filets parallèles, ce qui rend encore l'hydrostatique applicable, et écrivons l'équation des quantités de mouvement pour le système matériel compris entre ces deux plan?, en projetant tout, forces et quantités de mouvement, sur un axe XV parallèle au tuyau ; les quantités de mouvement se projetteront sur cet axe en vraie grandeur.
Soit (I) l'aire de la section BG, et Û l'aire de la section GH, qui est aussi Taire de la section EF. Cherchons l'accroissement des quantités de mouvement pendant un temps très petit, 8, pendant lequel les sections BG, GH, viennent en BG', G'H'. En raisonnant comme nous l'avons toujours fait en pareil cas, nous verrons qu'il suffit tie retrancher la quantité de mouvement de BGG'B' de la quantité de mouvement de GHH'G'. Appelons t? la vitesse en BG, et «' la vitesse en GH; l'accroissement des quantités de mouvement sera égal à la différence
OU bien en observant que ûî;' = <o« = Q, dépense par unité de temps,
Les forces extérieures qui agissent sur ie système sont la pesaii teur et les pressions.
Le poids total P du système est le poids d un cylindre liquida ayant pour base û et pour longueur Ë6 ; c'est donc DÛ x £6 ; l'im j
D'UN ÉLARGISSEMENT BRUSQLE. l2o
pulsion de cette force est IIUxEGÔ; elle est dirigée suivant la verticale, et fait avec Taxe XX' un angle a, égal à l'angle que la verticale fait avec le tuyau. Pour la projeter, il suffit de projeter EG sur la verticale, ce qui donne EG cos a, ou la différence de hauteur des points E et G, pris sur une même génératrice du tuyau, ou encore la (lilïérence de hauteur des centres de gravité N et N' des sections égales GH, EF. Désignons par z et z' les distances des centres de gravité M, N des sections BG, GH, au-dessus d'un même plan horizontal m. Les points M et N ne sont pas généralement situés sur une parallèle à XX'; soit donc h la hauteur verticale du point M audessus du centre de gravité N' de la section EF ; nous aurons
EGcosa= NN'cosa= (;ï— A) — z' = r— 2' — A.
DoDcenrin l'impulsion projetée des forces dues à la pesanteur est
Les pressions en EF et GH se projettent sur Taxe en vraie grandeur, et ont pour mipulsion
Les autres pressions sont supposées normales aux parois du luyau, et par suite normales à Taxe XX'. Elles ne donnent rien en projection.
Nous avons donc l'équation : î
Divisons par nû6, et remplaçons ^ par v\ il viendra
Or, Ja pression iHoyenne p qui règne dans la section EF est égale
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à celle qui a lieu au centre de gravité N' de celte section {§ 21), etp — Uh est la pression qui a lieu au point M, centre de gravité
de la section de la veine. A la place des termes ^ — A, nous j^ou-
vons donc mettre ^ , p^ étant la pression moyenne dans la veine jaillissante. L'équation prend alors la forme :
On peut récrire
v'^ !?•_/ ^.Px_P^\ (p-yy'
ou encore
-s-fX^-^èV
Les hauteurs
^■*' n ^^' ^ ^^'^Tg'
définissent les i)lans de charge pour la section BC et pour la section GH (§ 54) ; on voit que ces deux plans ne sont plus à la nièiiie hauteur, et que le second est au-dessous du premier d'une quantité égale à
c'est-à-dire égale à la hauteur due à la différence des vitesses, ou à la vitesse relative de la veine choquante, qui passe en BG, par rapport à la veine choquée, qui passe en GH.
82. Cet abaissement du plan de charge, d'une section à l'autre, lorsqu'il- y a tourbillonnement entre les deux sections, a reçu le nom de perte de charge. Le théorème de Bernoulli pourra s'appliquer à des filets qui subissent de telles perturbations, pourvu qu'on
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ait égard à la pei'te de charge; cette perte provient d'une brusque variation des vitesses, analogue à ce qui.se passe dans le choc des solides naturels. Il n'y a pas de perte de charge quand les sections du filet liquide varient par degrés insensibles^ car alors Texpression
de la perte entre deux sections très voisines, serait Ur^ , c'est-
à-<lire un infiniment petit du second ordre, et l'intégrale, de ces inliiiiment petits donnerait une somme rigoureusement nulle entre deux sections séparées par une distance finie.
SI). La formule que nous avons déduite (§ Si) du théorème des quantités de mouvement, peut aussi s'établir par le théorème des f< rccs vives, en s' aidant de l'observation.
Supposons qu'une masse M de liquide, animée d'une vitesse v, \ienne tomber dans un vase de profondeur indéfinie, rempli d'un ii';ui(Je en repos. La masse allluente pénétrera dans le liquide en repos à une certaine profondeur, et se mélangera au liquide environnant, en perdant sa vitesse. La surface libre du liquide dans lequel se fait le mélange reste sensiblement horizontale pendant l'expérience.
La demi-force vive de la masse afïluente au moment où elle pé-
netre dans le vase est égale à ^ Mv* ; cette masse est réduite au
repos par les résistances que lui oppose le liquide immobile. Sa force vive devient donc sensiblement nulle, et par suite le travail
ré<i>tant accompli par le liquide immobile a pour mesure ^ Me;*.
î^i au lieu de tomber dans un liquide stagnant, la veine aflluente tOQjbait dans un liquide animé d'une vitesse v\ de même direction qùo la vitesse v, tout se passerait à Tiutérieur du vase comme si le li'iui'le était ramené au repos, et que la vitesse d'affluence iïit éi^Je à t? — v\ vitesse relative des deux liquides en présence, de SOI te que le travail négatif des actions moléculaires développées p?.rla pénétration des deux fluides sei^ait égal en valeur absolue à
PERTE
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Appliquons ce lemine au mouvement du système matériel compris
entre les plans BG et GH. Au bout du temps 6, ce système occupera la position B'C'G'ir; pour appliquer le théorème des forces vives, il faudra retrancher la demi-force vive de la poition BGC/B', de la demi-force vive de la portion GHH'ff. Soit Q la dépense pendant Tunité de temps; la masse de ces
deux portions est égale à , et par
suite l'accroissement de la demi-force
vive est
1 nQo
Les forces dont il faut tenir compte sont la pesanteur, les pressions en BG et en GH (les pressions développées dans les région^ EB et GF ne produisent aucun travail, puisque leurs points d'application restent immobiles), et enfin les forces moléculaires dont le travail, en vertu du lemme précédemment établi, est égal en valeur absolue à
Le travail de la pression enBG est positif et égal à jo,wxw9=;>,Q^J - Le travail de la pression en GH est négatif et égal kp'Qxv'^=pii^i.
Le travail de la pesanteur est équivalent au travail développé par le passage du poids BGG'B' à la position GHH'G', ce qui donne en définitive nQ^x{z—z').
Donc enfin nous avons Téquation :
V if
Divisant par IIQÔ, il vient Téquation déjà trouvée,.
Pi lï"
ff
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OU bien
84. L'analogie de cette formule a\ec celle du choc direct de deux corps dépourvus d'élasticité est facile à reconnaître. Soient m et m' les deux masses de deux sphères animées, Tune, d'une vitesse t», Tautre, d'une vitesse v', toutes deux parcourant la même droite dans le même sens, La vitesse u du centre de gravité du système sera égale à
Or on sait
1" Que le mouvement du centre de gravité d'un système matériel n'est pas altéré par l'action des forces intérieures ;
2° Que la force vive d'un système matériel peut se décomposer en deux parties : Tune est la force vive de la masse entière supposée tunceutrée au centre de gravité ; Tautre est la force vive correspondante au mouvement relatif du système, par rapport à des axes doués d'un mouvement de translation égal et parallèle à celui du qentre de gravité.
En vertu du premier théorème, si les deux sphères se choquent, le mouvement du centre de gravité ne sera pas altéré, et comme on Adjiet que le défaut d'élasticité des sphères est tel qu'elles se meuvent d'un commun mouvement après le choc, la vitesse de ce mouvement commun sera nécessairement celle du centre de gravité, c'est-à-dire la vitesse u.
En vertu du second théorème, la force vive du système avant le choc est égale à
Après le choc, elle est égale à
THËORIE
Donc il y a une force vive perdae égale à
m[t — tt)* + m\u — ©')••
Pour appliquer ce résultat à une veine liquide qui tombe dans un vase rempli â*une eau animée de la vitesse t/, il faut admettre que wl est assez grand par rapport à m pour que ti soit très senâblement égal à v'; on a alors u — 1'=0, et la perte de force vive se réduit
Si la veine affluente animée de la vitesse i> tombait dans une masse liquide animée d'une vitesse v' non parallèle à ç, on réduirsdt encore au repos la masse liquide en communiquant à la veine une vitesse fictive, égale et contraire à t' ; de sorte que tout se passerait, au point de vue de la perte de force vive, comme si une masse liquide immobile recevait une veine affluente animée de la vitesse résultante des vitesses r et — v'. Si l'on appelle u cette vitesse résultante, la perte de force vive par unité de temps sera mv}^ m étant la masse écoulée
dans l'unité de temps, et ^ mu^ sera le travail développé dans le même temps par la viscosité du liquide.
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85. Soit CD un orifice ouvert dans la paroi, BL, d'un vase où le liquide est entretenu à un niveau constant A'B. A cet orifice on
Fig. 54.
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adapte un ajutage cylindrique^ ou fragment de tuyau GEFDt de même diamètre que rorificBi et dirigé horizontalement. Ce tuyau a une loDgaeur, CE, au moins égale à une fois et demi le diamètre, GD« de l'orifice {*). Dans ces conditions, on constate que la veine liquide, après avoir coulé quelques instants sans toucher la paroi intei*ne de Tajutage, s'élargit bientôt et sort ensuite à g^eule-bée^ ou i plein ruyou, par Forifice EF. Le mouvement pernument est alors établi; on mesure la dépense de T orifice , et , au lieu de la trouver égale à
0,62 X A \/2ghy
valeur correspcuidante à l'écoulemaiit en mince paroi, on la trouve plus grande et égale à
0,82A\/2ÎgrÂ,
A étant toujours la sectioade Torifice CD, ou du tuyau EF.
L'élargissement que Ton a constaté dans la veine résulte de T entraînement de Tair qui se trouvait compris, au commencement de l'expérience, entre la veine et la paroi interne du tuyau. La pression dans l'ajutage décroît graduellement à mesure que Taîr est entraîné, et la veine fluide en s' élargissant vient en remplir la section. Le mouvement des molécules liquides continue néanmoins à se faire suivant des trajectoires courbes, qui les amènent toujours à passer
(') G€ rapport d'une fois et demie doit être considéré comme une limite extrême, aude^ftotts de laquelle récoulement à gaeule-bée n'est pas possible. Des ex()ériences récentes, laites à Palerme par M. Bficheie Gapitè^ ont même montré que, sous une faible charge de 0*.lSj l'écoulement ne s'établit pas à plein tuyau dans un ajutage de 0".0S de longueur et de 0*.03 de diamètre. Le rapporti-limite dépendrait donc de la hauteur du plan d'eau dans le réservoir. Les expériences de M. Michèle Capitd ont porté sur des ajutages de 0*.03 et de 0*.03976 de diamètre, dont les longueurs Tariaient de 0".10 à 3". Les grandes longueurs changent le phénomène; au lieu d'un ajutage, on a affaire à un tuvaa où le frottement des parois joue unr61e. C'est pour pouvoir éliminer cette complication qoe la théorie des ajutages Impose au tuyau la condition d'être court. Les premières expériences de M. Capitô ont été publiées dans les Atti dcl coUcgio degVlngegneri ed Ârekitetti di Palermo, 1878«
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dans une section contractée, HG; mais, plus loin, la section augmente brusquement, et prend la dimension MN, L'intervalle annulaire CHM, DGN, compris entre la veine et le tuyau, se remplit d'eau sans vitesse, ou d'eau morte, qui maintient tout autour de la veine •> une certaine pression moindre que la pression de l'atmosphère, et il
y a de HG et EF une perte de charge, due au changement brusque de la vitesse entre les sections voisines HG, MN, et à la rupture du parallélisme des filets.
Pour soumettre cette question au calcul, appelons A la section de l'orifice CD, et w la section contractée HG; soitr la vitesse du liquide en IIG, t?' sa vitesse en MN, ou en EFà la sortie du tuyau. Soient enfin p^ la pression atmosphérique, p la pression du liquide dans la section HO, et p' la pression en EF, pression que nous regarderons d'abord comme différente de p^, pour prévoir le cas ou le tuyau EF ne déboucherait pas dans l'air libre.
Prenons pour plan de comparaison le plan horizontal ZZ' mené par Taxe de l'ajutage, et appliquons le théorème de BernouUi ; nous aurons, entre le niveau AB et la section contractée HO, l'équation
^ n 2^ ^ n* et entre la section HG et la section EF,
en tenant compte de la perte de charge.
Appelons m le coefficient de contraction ou le rapport ^ ; les vitesses v et v' sont entre elles dans le rapport inverse des sections ; donc t) = — . Des équations précédentes on déduit :
et par suite
CYLINDRIQUES
Donc enfin
Si l'on fait Texpérience en laissant Teau s*écouler dans l'air libre, il faudra remplacer p' par p^, et l'on aura simplement
ou bien
le coeflBcient (x étant défini par l'équation
Le coefficient de contraction m du liquide dans l'ajutage peut 6tre pris égal à 0,62 ; on trouve alors (jl = 0,85. L'expérience démontre que cette valeur est un peu trop forte, et que Ton a seulement p. = 0,82; la différence entre ces deux valeurs est trop faible pour qu'on puisse accuser la théorie d'inexactitude.
L'écoulement se fait par l'orifice A avec la vitesse v' ; la dépense est donc représentée par la formule
C'est cette formule qui permet de déterminer [a en mesurant le produit de l'écoulement pendant un temps donné.
On pense que la différence de la valeur calculée, [jl r= 0,85, à la valeur observée, pi = 0,82, ne doit pas être attribuée à ce qu'on a pris pour m une valeur inexacte, mais qu'elle s'explique par les différences de vitesse des filets liquides, auxquels on a supposé des vitesses communes, ce qui altère l'expression des forces vives.
EXPÉRIENOE DE VENTVRI.
86. On peut se proposer encore de déterminer la preasion p, ou plutôt la diminution de la pression p^ — p, dans Tajutage à l'endroit de la contraction. On se servira pour <:ela de la première équation,
en y remplaçant v par — et v' par [av2jA, Elle donne
et faisant
il vient
PO^P ..AT
La dépression dans Tajutrge est donc les j de la hauteur h.
L'accord de cette formule avec Texpérience montre bien que le nombre m =0,62 peut être adopté comme coefficient de la con-
Fig. 55.
traction dans Tajutage. Une célèbre expérience de Venturi a mis ce fait en évidence. Il adapta à Tajutage un tube de verre recourbé TR» inséré au point T où la contraction a lieu. Ce tube recourbé plongeait dans un vase V contenant de l'eau légèrement colorée. La dépi^ession dans l'ajutage était mesurée par la hau teur RS de la colonne liqiûde qui mont sût dans le tube. On pouvait
AJUTAGES CYLINDRIQUES. 135
conparer cette hanteur RS à la hauteur h. Or Venturi a observé que pour A= 0-,88, la hauteur RS = ^'~^ était de O-.ôS, ou à très
peu près les t de A*
L'écoulement d'un fluide est donc un moyen de produire une aspiration. Cette idée peut être considérée comme le principe^ de l'appareil d'alimentation imaginé par M. GifFard.
87. Résumons la théorie de T écoulement par ajutage cylindrique, l"* La vitesse à la sortie de Tajutage* par la section entière du tuyau, est donnée par la formule
2* La dépense, par la formule
Û == 0,82 X A sj^gh*
Le coefficient 0,82 porte sur la vitesse ^2^ et non sur k section A; le contnure avait lieu dans l'équation de l'écoulement en miûce paroi (S 67).
3* Si l'on compare l'écoulement par ajutage à l'écoulement en nûnce paroi, à égalité d'orifices, on voit que t ajutage diminue la vitesse dans le rapport de l'unité à 0^82, ou sensiblement dans le rapport de 6 à 5, et qu'il augmente la dépense dans le rapport de 0,62 à 0,82, ou sensiblement dans le rapport de 3 à A.
h"" A l'intérieur de l'ajutage, on observe, à l'endroit de la section
contractée, une diminution de pression égale aux t de la hauteur
da liquide au-dessus de l'oriiice.
Nous pouvons donc représenter comme il suit {f^j^ LO) les hauteurs successives du plan de charge en différents points de la masse liquide.
Prenons un point M dans l'intérieur du vase ; ce point supporte une pression représentée par la hauteur M'M du liquide situé au-
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Fig. 5f.
Premier plan de ebarge.
dessus de lui, augmentée de la hauteur M'M" = | qui corra,pond
à la pression atmosphérique.
On obtient ainsi le niveau W du plan de charge qui s'étend à la même hauteur pour tous les points du liquide jusqu'à la section contractée N.
A la section contractée, le plan de charge conserve encore le niveau N"; mais la hauteur
M-^^^^v^f-l~j|^^ N"N est partagée différemment.
On a d'abord une hauteur piézométrique NN', inférieure à la colonne atmosphérique, M'ir,
des jAe la hauteur MM'; on prendra donc NiN' = M'M" — ^MM',
ce qui donnera le point N'. La hauteur N'N" sera la hauteur due à la vile- se v dans la section contractée.
Au point P, la pression se retrouve égale à la pression atmosphérique, et la hauteur piézométrique, PP', est égale à MM". Hais le plan de charge P" est plus bas que le plan de charge correspondant au point N. Évaluons la différence, Ç, de leurs niveaux.
Pour cela observons que, s'il n'y avait pas de perte de charge, la hauteur due à la YÎtesse v' serait exactement égale à MM' ou à h. Or on a, au contraire,
d'od l'on tire
î.a perte de charge, Ç, est donc égale à h x (l — Ô^*) =AxO,S;V.
VAX à environ ^ h.
Le nouveau plan de charge P" est au-dessous du plan M"N" d'une r[uantité égale au tiers environ de MM'; le point N' est au-dessous du
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P'int V d'une quantité égale aux trois quarts de cette même hau tcur MM'.
AJUTAGES CONIQUES.
88. L'étude expérimentale de l'écoulement par les, ajutages conifjues montre des phénomènes analogues.
L'ajutage conique peut être convergent ou divergent.
Lorsque l'ajutage est convergent, il y a deux phénomènes à observer : Tun est la perte de charge due à la contraction de la veine, et au renflement dont elle est suivie dans l'intérieur de l'ajutage, l'autre est la contraction de la veine liquide à la sortie, laquelle est causée par la convergence des filets. On a alors un double coeflicieiit à appliquer à la formule de la dépense.
Si Ton appelle h la distance verticale entre le plan d'eau et le centre de l'orifice, la vitesse t? à la sortie sera donnée par une équation de la forme
tt comme cette vitesse s'applique à une section contractée moindre •|uela section A de l'orifice, il faut pour calculer la dépense Q employer la formule
Q = mAr,
dans laquelle m est un second coefficient dû à la contraction. En définitive, l'équation de la dépense est
Q = mAx fx \^27 A = (mjx) A ^^gh*
Dans cette formule, les nombres m et (x dépendent de l'angle au sommet du cône. Lorsque cet angle est nul, l'ajutage est cylindrique et l'on sait qu'alors [ji = 0,82, et m = l, la contraction à la sortie n'ayant plus lieu. Si l'angle au sommet prend des valeurs croissantes, |x augmente, parce que la vitesse à la sortie devient
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plus gramle «q raison de la dimiaution de la section, et que par
suite la perte de charge
, devient de plus en plus petite.
Mais en même temps le coeQicient de contraction m diminue, à ause de la plus grande convergence des filets. En résumé, Teipérience donne les résultats suivants, qui font ressortir le maximum du produit ?w[x pour un angle de 12^
ANGLE
da cône.
OOIFVUiJElfT
de coatractioD.
COSFFICmiT
dû à la perte de charge.
rf).B30 0.955 0.9T5 OMA 1.000
PHOScrr m}>coefficient
de la dépense.
OBSEEVATIOI^S.
Ajutage cylindrique.
Maiiniam.
Êconlement en mince psroi.
Fig. J57,
Les expériences qui ont servi à dresser ce tableau ont été faites
sur des ajutages de 16 millimètres \ de diamètre à Fextrémité, de 39 millimètres de longueur, et sous des charges d'eau variables de O^jâO à 3 mètres. Pour mesurer jx, on relevait la forme de la parabole AB décrite par la veine liquide; le point A est le sommet de cette parabole ; et si Ton appelle t; la vitesse borizont^e de Veau en ce point, et t le temps, l'équation de la parabole s'obtiendra «n éliminant i entre les deux
iquations
CB = tî^
AJUTAGES DIVERGENTS.
donc
= CBxY^
ACx2'
On déduit ainsi t; de la mesure des coordoimées AG, GB d'un même point B de la parabole.
GonnaissaDt v, on trouvera (a par Téquation
qui donne
Enfin, on obtiendra m^ en mesurant la quantité d'eau écoulée par Torifice A pendant Tunité de temps ; appelant Q cette quantité» et Â la section de l'orlilce, on aura
Q = ti«Av/2yÂf
ou bien
S.sJÏ^"
On connaît mp. et [i ; une division donnera donc m. 89. Passons à V étude des ajutages divergents. Nous supposerons
Fig. M,
que Je profil de l'ajutage soit tracé de manière à éviter toute contraction à Feutrée, entre les sections G'iy et CD, et toute perte de charge à la sortie, entre les sections CD et EF; il faut pour cela ménager de telle sorte Tévasement successif de Tajutage entre ces deiix sections que le li- <luide passe d'une section à la section voisine par filets sensible-
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iDcnt parallèles, et par suite sans agitation tumultueuse. Nous donnerons au dernier élément de T orifice EF une forme cylindrique qui permette aux filets liquides de sortir de cet orifice normalement à son plan.
Dans ces circonstances, il n'y aura pas de perte de charge et la
vitesse v' à la sortie sera égale à ^^gh . Soit A la section de l'ori-
, fice EF; on aura la dépense Q = A sj*2,gh^ sans coefficient de contraction, puisque l'écoulement se fait dans la dernière section par filets normaux à cette section.
Il semble donc qu'en augmentant la section A on pourrait augmenter indéfiniment la dépense sans augmenter l'orifice CD; mais il y a une restriction à l'emploi de cette formule, car il faut que la pression en CD ne soit pas négative, et de plus, que l'écoulement ?e fasse à plein tuyau.
Appliquons le théorème de Bernoulli en prenant pour ligne de comparaison l'axe même ZZ' de l'ajutage; soitjo^^ la pression atmosphérique qui s'exerce également en AB et en EF, p la pression en CD, tj la vitesse en CD, v' la vitesse en EF, nous aurons pour la hantenr du plan de charge aux trois points M, N, P,
on a de plus, en appelant to la section CD de l'orifice à l'endroit le plus étranglé :
fw = r'A.
Cette relation permet d'éliminer v et de déterminer p; on en déduit :
Donc
r = r'x^=V^2(7/ix^
g=»^i-»fâ'=§-'[a)"-']
DIVERGENTS
La pression p ne peut être négative. Le minimum théorique de p correspondrait donc à ;? = 0, ce qui donnerait pour la valeur maximum de A :
à cette valeur correspond la dépense maximum
Ce maximum théorique est la diépense qu'on obtiendrait en faisant couler dans le vide la veine liquide par la section contractée co. 3Iais, en pratique, p ne peut pas descendre beaucoup au-dessous
de p^ (§65), et si le rapport - est trop supérieur à l'unité, le
liquide cesse découler à plein tuyau, ou bien s'il remplit l'ajutage, c'est avec une instabilité telle que quelques coups secs frappés sur le luyau suffisent pour en détacher la veine. Yeuturi a entrepris l'étude expérimentale des ajutages divergents,
à Taide de l'appareil ci-contre, mais les conditions dans lesquelles il opérait étaient peu conformes à la théorie que nous venons d'exposer. La continuité des filets dans ses ajutages n'était pas assurée par le tracé des contours intérieurs. Le
rripi^ort des sections - était de 3 unités environ , la hauteur h
•îe 0",88. On devait donc avoir, en supposant les conditions théoiques complètement remplies,
Fig. 59.
~— ^. iC____ ■»-■
l^;>.>v^^^■■^^'^^^^kkM.Yl^^'F
g = ^ — 0,88 X 8 = ^ — 7-,04 = 10-,33 — TjOi = 3-,29,
^'est-à-dire que la pression p dans la moindre section CD aurait
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été seulement le tiers de la pression atmosphérique. Cet abaissement de pression parait tout à fait inadmissible. En réalité, au lieu d'une vitesse de 4". 15, que le liquide aurait dû avoir à la sortie de l'ajutage, Venturi n'a constaté qu'une vitesse de 2". 24, ce qui représente une perte de charge de 0'",62. 11 a observé en même temps que le mouvement du liquide était irrégulier et se produisait par saccades. La pression réelle dans la section CD, tout en restant inférieure à la pression de l'atmosphère, était supérieure à la pression calculée, résultat nécessaire de la diminution de la vitesse eflective,
Appliquons le théorème de BernouUi du point M, au point N; la vitesse en CD se déduit, eu égard aux sections, de la vitesse réelle
en EF, et l'on trouve pour la pression en CD, ^ = ^ — 1".48
Il n
= 10,33 — 1,48 = 8".85, au lieu de 3". 29. Les saccades observées par Venturi résultaient peut-être des variations de pression du liquide en CD» et du dégagement d'air qui en était la conséquence.
*>0. D'Aubuisson, dans le § 4^ de son Traité d hydraulique^ explique le phénomène de l'écoulement dans les ajutages par l'attraction exercée sur le fluide par la matière même du tube. Nous avons vu que les faits s'expliquent parfaitement bien sans qu'on ait recours aux actions capillaires. Une expérience de Venturi a d'ailleurs montré que Tattraction était étrangère aux effets produits; car il suffit de percer quelques trous de très petit diamètre dans la paroi de l'ajutage pour l'empêcher de fonctionner ; cela équivaut à rétablir dans l'intérieur de la veine la pression atmosphérique, et l'ajutage ne produiL plus d'effets, bien que rien ne puisse être changé dans les attractions moléculaii'es (*) .
(*) M. Je professeur Turazza n'admet qu'avec certaines réserres TinterpréfaUon qac nous donnons ici d'après Bélanger : la capillarité Joue^ en elTet^ un œrtaio rôle dans le phénomëno, car l'aspiration ne se produit que lorsque le liquide mouille la paroi de l'ajutage^ ainsi qu'on peut s'en assurer en opérant avec un aj otage graisaé inlértai* rement. Peut-être l'expulsion totale de l'air par le fait de l'écoulement de la veine estelle impossible, s'il n'y a pas contact immédiat entre l'ajutage et le pourtour de la Teioe fluide, et la pressioti atmosphérique ne subit pas, dans ce cas, la dimiDution qae l'on constate dans les expériences ordinaires.
ÉCOULEMENT PAR DÉVERSOIR. — APPLICATIONS DIVERSES
9î. Un déversoir est an orifice découvert à sa partie supérieure.! En général, cet orifice a une forme rectangulaire ; l'arête horizontale^ prend le nom de seuil. Les côtés verticaux sont les joues.
Un déversoir est en mince paroi quand le seuil et les joues de l'ouverture n'ont point d'épaisseur dans le sens du courant. Si au contraire le déversoir a dans cette direction une épaisseur finie, la lame d'eau qui passe sur le seuil s'écoule par fileta sensiblement parallèles et horizontaux.
Ou ne connaît pas encore de théorie rationnelle de l'écoulement
par déversoir. Ce u'est qu'au moyen d'une hypothèse qu'on a pu
traiter jusqu'à présent le problème dans le plus simple des deux cas
qu on vient d'indiquer, celui du parallélisme des filets.
Soit ABCDEF, la coupe en long d'un cours d'eau, barré par un
massif BGEtE; Técoulement de l'eau s'opère par déversement au-dessus du seuil CD, qu'on suppose avoir une certaine longueur horizontale. Le niveau GH de l'eau dans le biefd amont s' abaisse de H en K; Teau coule sur le déversoir en demeurant parallèle au seuil sur une petite longueur KL, aprèa quoi la veine liquide tombe sous la forme d'une nappe
Fig. 60.
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LNMD dans le bief daval qui est à un niveau notablement inférieur.
Faisons une coupe transversale dans la veine par un plan PQ, à l'endroit où les filets sont parallèles. Faisons une coupe parallèle, FQ', en amont du barrage, dans une région où, la section liquide étant beaucoup plus grande, la yilesse de Técoulement est assez faible pour être négligée. Puis établissons l'équation de Bernoulli pour ces deux sections en partant d'un plan horizontal arbitraire' RS. Soil A la différence entre le niveau GH du bief d'amont et le niveau KL de l'eau sur le seuil, à l'endroit de sa moindre épaisseur; le plan de charge au point R, où les vitesses sont sensiblement nulles, a pour hauteur ;
RP' — PS = K
et enfin
ce qu'on savait déjà, par la formule de l'écoulement par un orifice suivi d'un coursier (§ 79) .
. Soit H la hauteur du niveau GH au-dessus du seuil CD, et L la
EN MINCE PAROI. i45
largeur du déversoir ; la section d'écoulement dans le plan PQ sera égale à L (H — A), et la dépense Q sera donnée par l'équation
m Q = Lx(H-/i)v/2^(»).
Celte équation lie ensemble les deux inconnues Q et h, mais elle ne suffit pas pour les déterminer. Pour achever la solution, on a recours à une hypothèse : on admet que la hauteur h se règle de telle sorte que le débit Q soit maximum. Cette hypothèse admise, le problème devient déterminé, parce qu'on a une seconde relation,
— = 0, qui donne à Q sa plus grande valeur.
On a donc, en prenant la dérivée de Q par rapport à h, et en ré;;alant à zéro, après suppression du facteur constant L,
d'où Ton déduit
c'est-à-dire
2A = H-A, et ^=y.
La chute sur le déversoir serait donc, d'après cette hypothèse, le liersde la hauteur H du niveau d'amont au-dessus du seuil, et la (Jépense Q serait fournie par l'équation
,2 U = L X I H X y I 5^H = 0,385 LH \/ï^.
{') Si U Titesse moyenne du liquide dans la section P'Q' était différente de 0, et égale 3 ^', les formules devraient être modifléis de la manière suivante :
V = y/2yh -t- u'* et Q = L(H — h) ^'igh + v\
La condition du maximum est alors un peu modifiée^ et dépend de la vitesse d'amout i;'. Uais, ordinairement, cette vitesse t/ est asses faible pour qu'on poisse la négliger sans :-rande erreur.
iO
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L'expérience vérifie sensiblement cette formule ; on trouve en effet Téquation
(3) Q = 0,35 LH v^^ = 0,35 X \/2^ X LH v^î.
La différence entre 0,385 et 0,350 peut être attribuée à une légère contraction latérale qui aurait lieu entre les bords verticaux du déversoir.
La théorie n'en est pas moins incomplète, puisqu'elle repose sur une hypothèse toute gratuite, et non sur un théorème mécanique logiquement déduit des principes fondamentaux (*).
92. La formule générale qu'on emploie pour le calcul du débit d'un déversoir en mince paroi est uussi :
Q = mLH \J^,
dans laquelle m est un coellîcient déterminé par l'expérience. Cette formule doit être regardée comme tout à fait empirique ; la théorie précédente serait complètement démontrée, que l'extension de la formule au cas de la mince paroi serait encore arbitraire. La formule réussit pourtant assez bien. L'expérience prouve que le coefficient m varie avec la forme donnée au déversoir : il augmente quand on adopte pour les joues du déversoir un tracé qui assure la convergence des filets et qui supprime, en tout ou en partie, la contraciiou de la veine. MM. Poncelet et Lesbros ont fait, en 1827, plusieurs séries d'expériences avec un déversoir de 0",20 de largeur sou^
(*} La dépense Q, d'après la formule (1), est oulle pour A = 0 et pour A = H; elle
est maximum pour /i = r-. Pour une valeur de h peu différente de --, la valeur de la
fonction Q diffère de sa valeur maximum d'un infiniment petit du second ordre. La ?&leur précise de h aux environs de A = - H est donc sans influence, en quelque sorte, sur
la valeur de la dépense, et cette valeur, fournie par l'équation (2), est celle qui a la plus grande probabilité. — L'écoulement par déversoir met en évidence Tune des plus regrettables lacunes de l'hydraulique: ta théorie est impaissante, jusqu'à présent, à déterminer les trajectoires suivies par les molécules liquides, et tout ce qu'on sait faire, c'est àc trouver, avec plus ou moins d'exactitude, les vitesses des molécules en diyers points d'une trajectoire connue ou supposée. L'emploi presque exclusif du -théorème des force ^ vives ne permet pas d'en faire davantage.
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des hauteurs cTeau, H, variables de 1 à 30 centimètres au-dessus du seuil. Dans la première série, le déversoir était en mince paroi *et la contraciioD n'était ni évitée ni diminuée; dans la seconde, la contraction était supprimée sur le seuil du déversoir par le tracé ABC du fond du coursier d'amont (fig. 61) :
Fig. «I .
Fig. et.
Vue '> face.
SSJvVV!4JS4.W,'\A
Fia.
Dans la troisième série, la contraction était supprimée sur les trois côtés de la section d'écoulement : sur le fond, parle tracé ABC qui vient d'être décrit, et sur les joues, par le tracé représenté cidessous :
Fig. 63.
Aul.
Les résultats obtenus sont contenus dans le tableau suivant :
FORMULES DE MM. PONCEIET ET LESBROS.
tHARGES
sur le leml H
COEFFICIENT m.
!*• SÉniE.
Mince paroi.
2* SéRIE.
Contraction supprimée sur le fond.
0.384 0.402 0.410 0.411 0.411 O.ilO 0.409 0.409 0.i09 0.408 0.408 0.408 0.407 0.406 0.405 0.405 0.404 0.403
SÉRIE
Contraction supprimée sur les trois c6té&.
En moyenne, on peut, sans acception de cas particuliers, faire
m = 0,40; et si Ton effectue le produit m y/2g, on arrive à la formule pratique :
Q= 1,77 LU v^
En prenant dans le tableau d'autres valeurs de m, on fait varier le coefficient de cette formule de 1,71 à 1,88 suivant les charges d'eau et suivant les précautions prises pour éviter la contraction.
Mais on ne doit pas perdre de vue que la largeur L n'était que de 20 centimèti'cs dans les expériences qui ont conduit MM. Poncelet et Lesbros aux valeurs de ce coefficient. Des expériences plus récentes, faites à Toulouse par MM. Gastel et d'Aubuisson, en 1835 et 1836, avec des déversoirs plus larges, et sur lesquels la contraction étîûl complètement évitée, ont donné la formule :
FORMULES DE M. BOILEAU
Q = i,96LH vH,
dans laquelle le coefficient constant est le plus fort.
L'étude de récoulement par les déversoirs a été reprise à Metz par M. P. Boileau (*), qui a étudié avec beaucoup de soin les formes des nappes liquides produites par le déversement. La formule que M. Boileau propose d'employer est la suivante. Soit L la largeur du déversoir, supposé rectangulaire;
S la hauteur de la crête du barrage, ou du seuil du déversoir,
au-dessus du fond ciu bief d'amont; Q la dépense ;
H la hauteur du plan d'eau d'amont au-dessus du seuil ; e la hauteur de la tranche d'eau au-dessus du seuil ;
K le rapport „', que M. Boileau a trouvé variable de 0,73 à
La section du déversoir sera LH, la section du cours d'eau en amont avec L (S + H) , enfin la chute du pkn d'eau sur le seuil sera À = H — e ; et Ton aura pour la dépense
Q = - v^ïT-K . LH \/9i(jïl,
ce qui revient à faire dans la formule ordinaire
ViSH-H/— H*
La formule empirique suivante,
o=''°*\/ffV;,
(•) Journal de l'Ecole Polytechnique, 1850. — Mémoire sur le jaugeage des cours d'eau à faible ou à moyenne lec/ton, 1'* partie. — Traité de la meture des eaux courantes, tS^.
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qui exige seulement la mesure des deux hauteurs H et e, donne à peu près les mêoies résultats. Elle est due à M. Clarinval, oolonel d'artillerie.
La formule suivante, due à M. Lesbros, représente la dépense d'un déversoir noyé ou incomplet c'est-à-dire d'un déversoir dont le seuil est au-dessous du niveau du bief d'aval :
Û = m'LHv'2ylH-H'),
W étant la hauteur du plan d'eau d'aval au-dessus du seuil, et m' un coefficient qui varie de 0,43 à 0,60.
Enfin M. Kleitz, reprenant la question des déversoirs comme un cas particulier du mouvement varié dans les canaux, problème qui nous occupera plus loin, arrive à la formule
211 / ivU
OÙ tt)^ est la section du cours d'eau en amont du déversoir;
(o^ la section du cours d'eau sur le seuil;
H la hauteur du niveau d'amont au-dessus du seuil;
a^ et a, des coefficients un peu plus grands que Tunité, et destinés à tenir compte des différences de vitesse des filets fluides dans une môme section ; ces coefficients sont mal définis, et on peut les prendre 6gaux à l'unité à titre d'approximation ;
m le coefficient de contraction.
Cette formule suppose, comme les précédentes, que le niveau de l'eau sur le seuil correspond au maximum du débit, ou ce qui revient an môme, que, le dt'bît du cours d'eau augmentant progressivement jusqu'à une limite déterminée, le niveau s'arrête au point le plus bas qui correspond à ce débit limite. Cette détermination est toujours hypothétique. Si, par exemple, on considérait des débits successifs
Jaugeage des sources.
décroissants, comme cela a lien après le passage d'une crue de rivière, le niveau auquel s'arrêterait la rivière serait le niveau le plus élevé permettant Técoulement de son volume d*eau normal, et non le niveau le plus bas.
93. Les déversoirs en mince paroi sont employés avec avantage pour le jaugeage des petites sources qui s'échappent du flanc d'un colean. L'appareil consiste dans une planche en bois, AB, dans la-
Fig. 6i.
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quelle on fait une entaille rectangulaire CDEF ; sur les bords de cette entaille on cloue des bandes de tôle mince CE, DE, EF, de manière que la demi-largeur de ces tôles déborde l'entaille, et forme les arêtes vives d'un déversoir en mince paroi; la section cdef est ainsi parfaitement déterminée. On donne à la dimepsîon horizontale de une largeur de H", 25, de O^jSO ou d'un mètre, suivant l'importance de la source dont on veut obtenir le débit. La ligne de, qui forme le seuil, est prolongée sur la planche par des traits ee', dd\ qui en indiquent le niveau. Pour se servir de cet appareil, on fait le barrage du ruisseau qui s'échappe de la source, en aj^ant soin de se placer assez loin audessous de la source, pour que le gonflement produit dans les eaux ne s'étende pas jusqu'à la source elle-même; car il en résulterait une augmentation de pression qui pourrait diminuer le débit. Le corps du barrage se fait en pierre maçonnée avec de la terre argileuse; on y place la planche échancrée, et l'on bouche les joints pour prévenir complètement les fuites. L'eau passe alors par l'échan. crure edef^ et il ne reste plus qu'à mesurer la dépense du déversoir, ce qui revient à mesurer la hauteur H. On peut observer que le niveau général, MN, de l'eau en amont du barrage, s'étend jusqu'aux parties extrêmes de la planche, contre lesquelles l'eau s'appuie sans prendre de vitesse sensible; l'abaissement du niveau ne se produit
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qu'à rapproche de l'échancrure par laquelle Teau trouve â s'échapper.
On obtiendra donc le niveau d'amout en observant la hauteur de
Pig. 6j.
Fig. 66.
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l'eau dans les régions MM' et NN', contre les parties pleines réservées dans la planche; la dépression de l'eau ne commence qu'aux points M' et N', et s'étend de là sur toute la longueur du seuil. On peut lire la hauteur H sur une échelle graduée XX', dont le zéro serait à la hauteur du trait ee' prolongeant le côté de Téchancrure. Mais il est préférable de conserver par an repère la hauteur de l'eau en NN', et d'ajourner la lecture à la fin de Texpérience. On suspend
pour cela à la planche , par un retour à angle droit formant étrier, une tige munie d'un curseur P, terminé en pointe ; on amène cette pointe à affleurer la surface NN' de Tenu ; on fixe le curseur dans celte position à l'aide d'une vis de pression. L'affleurement de la pointe avec le plan d'eau peut être établi avec une extrême précision, au moment où la pointe, plongée tout entière dans l'eau, vient en soulever la surface. Le baromètre de Fortin présente une disposition analogue, sauf que la pointe est extérieure au mercure à la surface duquel on doit la faire affleurer, parce que le mercure a des propriétés capillaires inverses de celles de Teau, et qu'il se creuse au contact d'un corps étranger au lieu de se soulever pour le rejoindre. On conserve ^linsi le niveau d'amont, et on mesure plus tard la hauteur H au moyen de l'échelle XX'.
Il y a encore d'autres précautions à prendre pour qu'on soit sûr
A FLANC DE COTEAU
du résultait du jaugeage. I) faut que le déversement se fâtsse dans Tair, ou^ en d'autres termes, que le barrage ne soit pas noyé ; sans qad OQ.iie pourrait plus appliquer la formule
Q = i,77LHv'H.
Cette condition est remplie, en général, pour les ruisseaux à grande pente qui s'échappent d'une source un peu élevée sur les coteaux. Si le ruisseau issu de la source se divise en plusieurs bras, il faut, ou bien les barrer tous à la fois, et prendre les hauteurs sur chacun des déversoirs pendant qu'ils fonctionnent simultanément, ou bien, si on ne peut les barrer que successivement, se placer assez loin du point où ils se divisent, pour qu'on soit sûr que legouflement produit sur l'un d'eux, en amont du barrage, ne s'étend pas jusqu'à l'autre branche, ce qui en accroîtrait le débit. Sans cette précaution, on pourrait rejeter, pendant chaque observation, une fraction du débit partiel dans le bras qu'on laisse libre, et la somme des débits obteiîus ne représenterait pas le débit total que Ton cherche.
On remarquera que ce procédé de jaugeage se résume dans la mesure d'une hauteur. C'est à quoi il faut tendre dans les problèmes de ce genre. La dépense Q est une fonction du temps, mais le temps est pins difficile à mesurer avec précision que les longueurs. Aussi donne-t-on généralement la préférence aux procédés de jangfrage qui évitent l'emploi des chronomètres.
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di. Barrage à poutrelles. — On suppose qu'un cours d'eau passe dans QD pertuis compris entre deux murs, dont l'un, T^L^P^R,, est seul représenté dans la figure 67. Le tracé de ces murs y ménage une feuillure représentée en plan par l'angle droit S|L,P|, et en élévaiion par T arête verticale PQ»
^^. , , ^^^ -J'-M__îl
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Axe du
Deml-plu.
portais.
t54 BARRAGE A POUTRELLES.
Cette feuillure a pour objet de soutenir les extrémités de poutrelles égales, à section rectangulaire» projetées Yerâcalement en A, A', A", A'", et horizontalement en A,; en plaçant successivement un certain nombre de ces poutrelles, on barre lepertuis; le niveau d'amont E s'exhausse, et il arrive un moment où le cours d'eau tombe dans le bief d'aval CD par déversement au-dessus de la dernière poutrelle posée, A'". Alors il devient très facile d'exhausser encore le barrage par l'addition d'une nouvelle poutrelle : l'éclusier fait flotter la poutrelle B dans le bief d'amont, en rorientant parallèlement aux poutrelles déjà posées. Le courant l'entraîne et l'amène contre la feuillure PQ, en B'. Dès qu'elle en a touché les deux bords, on la voit descendre en glissant sur la surface L, Pj et la surface symétrique, et elle vient d'elle-même se placer au-dessus de la poutrelle A'".
On explique ce fait en observant que Técoulement s'opéraot entre les faces mw, py, ces deux faces forment une sorte d'ajutage, dans lequel la pression du liquide décroît et s'abaisse au-dessous de la pression atmosphérique. La poatrelle n'est donc plus soutenue par la poussée de l'eau, et elle descend le long de la feuillure en vertu de l'excès de son poids et de la pression atmosphérique sur la pression réduite qui agit sous la face inférieure mn, et sur les frottements développés contre la maçonnerie.
Cet exemple montre à quel danger s'expose un bateau qui, dans une rivière à fort courant, est chassé en travers contre les piles d*un pont Le bateau forme alors un barrage superficiel; le niveau de l'eau s'élève en amont et s'abaisse en aval, et l'eau coule pardessous avec une grande vitesse, due à la différence de ces deux niveaux. Mais il se produit en même temps, dans cet ajutage, une
BATEAU - VANNE
W^\\Nv\. .x\N NnN
diminution de pression qui peut suffire pour faire couler le
bateau.
95. Bateau-vanne.' — Le bateau-vanne est un appareil destiné k Fig. 68. maintenir le niveau AB d'un
cours d'eau à une hauteur
sensiblement constante. Pour
cela, on établit dans le cours
d'eau un pertuis compris entre
deux piles en maçonnerie, dont
l'une LH est seule représentée
sur la figure. Un radier EF,
e^t élevé entre les deux piles, à une hauteur E, supérieure h celle
lu fond CD du bief d'aval. Le bateau-vanne MNQP est appuyé contre
ei^ deux piles, le long desquelles il peut glisser en montant ou en
kscendant. L'écoulement se fait entre le radier EF et le fond PQ
u bvateau, avec une vitesse due à la hauteur du niveau AB au-dessus
lu sommet, R, de la nappe liquide RS. Les pressions suivant RE se
rq)ariissent suivant la loi de l'hydrostatique ; au point R, la pression
^' égale àla pression atmosphérique. Mais dans une section VV, située
n aiuont du radier, les vitesses du liquide sont moindres, à cause
i^: l'augmentation des sections, et par suite les pressions sont plus
::andes. On règle le poids du bateau au moyen des robinets d'ad-
' > ion placés sur la face d'amont MP, et des robinets d'émission
laié^sorla face d'aval NQ, de manière qu'il y ait équilibre entre
p^'ids du bateau et les pressions du liquide. Une fois équilibré, le
■lit au s'élève si le niveau AB monte; car cette élévation augmente
■"-^ ^ouS'pressions du liquide ; l'élévation correspondante du bateau
pour effet d'accroître la section d'écoulement RE, ce qui tend à
iiJre descendre le niveau AB. L'effet inverse se produit si AB
vbaisse. Enfin, .on peut, par une manœuvre des robinets d'admis-
OD et d'émission, faire monter ou descendre à volonté le bateau, et
<:crolire ou diminuer arbitrairement la dépense de l'orifice
le RE.
VANNE
TANNE GHAUBARD.
Fig. 69.
96. Lo système de vanne connu sous le nom de vanne Chaubardl^]
consiste essentiellement dans une plaque rectangulaire AB, à laquelV est attachée un fragment de cylindre droit, DE, assujetti à rouler sans glisser sur un plan fixe horizontal ZZ'. La plaque est mobilt' entre les deux bajoy ers d'un perlais, où elle fait obstacle à récoulemont de l'eau; elle limite en effet la section d'écoulement, d'une pan à l'espace AF compris entre le fond du lit et le point le plus bas de la vanne, et de l'autre, à l'espace BN situé au-dessus de la vamie jusqu'au niveau du bief supérieur. On peut disposer du poids de la partie mobile et de la forme de la courbe DE, de telle manière que la vanne soit en équilibre indifférent dans toutes ses positions, pour une hauteur constante du plan d'eau M\. S'il en est ainsi, tout changement de hauteur du plan d'eau produira pour la vanne un changement de position; elle s'inclinera davantage si le niveau s'élève, et alors le débit du barrage sera augmenté; elle se relèvera si le niveau s'abaisse et le débit en sera diminué. Dans les deux cas. les mouvements de la vanne auront pour conséquence de ramener, par la variation du débit, le niveau de l'eau à sa hauteur normale MN; cet effet obtenu, la vanne s'arrête dans la dernière position qu'ell' a occupée, puisque l'équilibre y est satisfait comme dans touU autre. On a donc avec le système Ghaubard un moyen de réglei automatiquement la hauteur du niveau d'un bief.
(*; V. Annales des Ponts et Chaussées, 1855. — Mémoire de H. Schlœsing. — B^e^: Mécanique appliquée, hydraulique, § 41 et sufv.
GHAUBARD.
La solution la plus simple de ce problème consiste à prendre pour la courbe DE un cercle décrit du point I, milieu de AB, comme centre, avec un rayon arbitraire, et à amener le centre de gravité du système formé par la vanne et par son cylindre à coïncider avec un point G de la droite JE, élevée au point I perpendiculairement à AB; le poids P de la vanne et du cylindre dépend, comme nous allons le voir, de cette distance IG et des autres dimensions de la ligure. Nous admettrons ici que de A en B, les pressions du liquide sur la vanne sont réparties conformément à la loi hydrostatique; ce u'est pas rigoureux, surtout dans le voisinage des arêtes A et B, près desquelles les filets liquides acquièrent de grandes vitesses et perdent une partie de leur pression. L'hypothèse que nous faisons est donc seulement approximative. Elle est nécessaire pour >oumettre la question au calcul; autrement, il faudrait qu'on eût préalablement déterminé la loi de répartition des pressions du liquide en mouvement sur le plan AB, ce qu'on ne sait pas faire arec exactitude dans l'état actuel de l'hydraulique. Prolongeons le plan AB jusqu'à la rencontre en N avec le plan d'eau dans le bief supérieur; soient (fig. 70) N'N" l'intersection des deux plans, projetée en N dans la figure 68; B'B", A' A", les côtés horizontaux de la vanne, projetés en B et en A; I le centre de gravité du rectangle. Proposonsnous d'abord de trouver le centre de pression K du rectangle A'A"B"B'', sous l'action du liquide en repos.
Nous savons (§ 21) que le point K est le centre de percussion de la iîUiface du rectangle par rapport à la droite NN' qui représente la ligne de pression nulle, et en nous reportant au § 39 de la résistance des matériaux où l'on a donné les rayons dt3 giration du rectangle, nous voyons que le point K satisfait à la condition
FIg. 70.
llx!N = i IB'.
i56 VANNE
La résaltante des pressions passe en ce poiat K, et elle est égale au produit de Taire de la vanne par la pression, ra^pportée au mètre carré, qui existe au centre de gravité I. Appelons a la dimension horizontale A'A", de la vanne^ b la dimension A'B'; la surface de la vanne sera a x 6, et la pression par mètre carré au .point I sera mesurée par le poids de la colonne liquide IS^ ou par EL x IN sio a; donc la poussée totale subie par k vanne est définie en grandeur et en position par les deux équations :
R = Mab X IN sin a
et _
1 IB* i 6*
IN ~" 12 IN
La vanne sera en équilibre dans la position que représente la figure, si les moments des forces P et R sont égaux par rapport au point C, centre instantané de rotation du système mobile. On doit donc avoir
PXGG' = RxC'K.
Soit
lE = IC = p, rayon du cylindre
et
La distance GG', bras de levier de la force P, est égale à c sin a; la distance C/K est la différence IK — IG', ou bien IK — p sin a. Faisons IN=:2r, puis substituons dans T équation des moments les valeurs des bras de levier ; il viendra
Pxcsina = natosmax ir^ psinaj.
Divisant par sin a
Pc = na6 ( — 6' — pxsinaj.
Mais a: sin a = IS; or cette quantité est constante, car la somme IS + IG est la hauteur constante du niveau normal, dans le bief supérieur, au-dessus du plan horizontal de roulement ZZ'. On obtient donc une valeur constante IS en retranchant de cette hauteur le rayon du cylindre. Soit A=IS; Téquation précédente devient
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Pc = Uab X
(iM-pA)
et elle montre que le produit Pc est constant. 11 suffit par suite, pour résoudre la question telle qu'elle a été posée, de déterminer le poids P et la distance IG de manière que le produit Pc vérifie la relation qu'on vient d'établir.
Su.
GALCGL DU TEMPS NÉCESSAIRE POUB BEMPLIK LE SAS d'uNE ÉCLUSE.
Soit S la surface du sas
A la surface des vénielles, lesquelles sont supposées constamment noyées ;
z la distance verticale, variable avec le temps ^ du plan d'eau dans le sas au plan d'eau fixe du bief d'amont.
La vitesse v de l'écoulement à cet instant sera ^2gz; celte fornule n'est pas ici tout à fait rigoureuse, car le régime n'est pas î'^rmanent puisqu'il y a modification continuelle des niveaux. Mais n peut l'employer par approximation. La quantité d'eau donnée par lesventelles pendant le temps dt sera donc mAv^2gzd(, en admettant ^n coefficient de contraction m.
Le niveau de l'eau dans le sas, pendant le môme temps dt s'élève î'une quantité égale à — dz\cQ qui suppose l'introduction dans le as d'une quantité d'eau égale à
— Sdz, '^ sorte qu'on a l'équation différentielle
mA sf^dt + Sdi = 0.
parant les variables, il vient
160 REMPLISSAGE D't}NË ÉCLUSE.
et intégrant, on a
-T- < + - v2^ = constante.
Soit H la distance initiale du plan d'eau dans le sas au plan d'eau du bief d'amont ; on aura z = H pour ( = 0. Donc la constante est égale à
et par suite,
La durée du remplissage sera donnée par la valeur T de ( qui rend z = 0. On aura donc
mX S
et
=-L v/in
wA V g
Supposons par exemple une écluse de 6™ de largeur et de 25" de longueur, avec une chute de 2™. 50, et admettons qu'il y ait dan^ chaque vantail une vanne présentant un orifice libre d'un mèlre de large sur 0"'.50 de hauteur; ce qui fera, pour Tensemble des deux orifices, A = 1'"'ï.
On trouvera pour le temps du remplissage
g = 9,8 et
et faisant
on trouve
T = 172 secondes = 2" 52"% ou 3 minutes environ. {*;
(* ) Les principaux résaltats obtenus dans ce livre sont résumés dans le tableau A.
SUPPLÉMENT AU LIVRE PREMIER
PROBLÈME DE MOnTfeHEMT NON PERMANENT.
Fig. 71
98. Le problème suiTant montre à la fois Tusage quç l'on peut faire de Tancienne hypothèse do parallélisme des tranche f, et la manière dont on peut traiter la question de
récoulemetit d'un liquide quand le régime permanent n'e.«t pas encore étabil.
Un Tase ABCD est rempli d*eau juRqn'au ^ niveau AB. On ouvre i'oriflce CD, et l'écoulement commence ; pendant tout le temps qu'il dure, on suppose que le nfveau AB est maintenu à la même hauteur, sans quoi le régime permanent ne tendrait pas à s'établir.
La forme du vase est quelconque; cependant nous admettrons que les sections horizontales varient d'une manière continue, et que l'oriÛce d'écoulement^ CD^ occupe la totalité de la section la plus ba^se. En dehors de ces conditions, l'hypothèse du parallélisme des tranches serait par trop contraire à la vérité.
Le problème consiste à déterminer en fonction clu temps la vitesse de l'écoulement dans la section CD^ et la quantité d'eau débitée en an temps donné. Le mouvement de l'eau s'effectue, d'après notre hypothèse, par tranches parallèles horizontales MN, M'N'; les moléouleN contenue)» dans une même tranche sont animées au même instant d'une même vitesse u; la tranche subit sur ses faces horiionlales MN, M'N', des pressions également réparties. Enfln, nous donnerons À chaque tranche une hauteur PP' telle, que les molécules situées dans le plan supérieor HN aUelg;nent le plan M'N' au bout du temps inflnimcnt petit dt, le même pour toutes les tranches.
Rapportons le vase à un plan de comparaison horizontal, OX, et à un axe vertical descendant, OZ. Les sections ca, faites dans le vase par des plans horizontaux, seront coanues en fonction de l'ordonnée r qui déûoit la position de cette tranche; la vitesse u as la tranche sera exprimée en fonction de Zj et du temps i qui marque l'instant où on la coDiidère. La vitesse t7 de l'écoulement en CD est fonction de la variable t seule.
Noos désignerons par p la pression par unité de surface qui règne sur toute l'étendue delà seetioa horizontale correspondante à une valeur de 2. Cette pression est fonction a !a fois de z et de t,
Appelons encore :
a l'ordonnée OE de la surface libre du liquide ÀB;
b l'ordo :née OF de Toriflce d'écoulement CD;
h la distance yertlcale EF^ différence de ces deui orëamMS;
A l'aire de la section AB;
û Paire de l'orifice CD.
Écrivons l'équation du mouvement de la tranche infiniment petite ^ NNUTI' en projection sur Taxe OZ. Cette tranche est animée d'une vitesse u parallèle à cet axe. Soit u' son accélération. Le volume liquide est égal au produit iùdt, la
masse est— tùdz, en appelant n le poids spécifique du liquide. Nous obtiendrons donc
l'équatioD cherchée en égalant— tùti'dz à la somme des projections des forces sur Taxe
vertical.
Ces forces sont la pesanteur, et les pressions du liquide et du v«e.
Le poids de la tranche est Jhùdz', il agit dans le sens positif.
La pression en MN agit aussi dans le sens positif; elle est égale à poi.
La pression en M'iN' agit dans le sens négatif; elle est égale en valeur absolue & la pression pu augmentée de sa différentielle partielle relative à zj car nous devons considérer les forces qui agissent sur la tranche à un même instant t\ par conséquent la pression sur M'M', prise avec soa signe, est égale à
Enfin, ies pressions du vase sur le liquide, le long des parois profilées en MM', NN' sont sensiblement égales par unité de surface à la pression p, et en projection sur OZ, elles donnent une force totale égale à + pdt^'
Réunissant toutes ces parties^ on a l'équation du mouvement :
H / d{pîù) \
(1} — cauVz = nwrfz 4- fx* — iP'«>H ■T—*dz\'\'ndià\
9 \ az /
Kéduisant, et observant que cd est fonction de z seul, ce qui permet de remplacer
— dz par dtù, puis divisant par Utùdz^ on la ramène à la forme très simple :
u' 1 dp
' ^ ff ndz
L'accélération u' est une fonction de z et de <, mais on peut séparer, paur ainsi dire, ces variables, au moyen de l'équation
(3) tùu ^ QVf
laquelle exprime que le liquide MNDG occupe un volume ooMtant, en Teria ée s»q incompressibilité, quand il passe de la position MNB€ à la poeition iHfiniseal voIsfcM M'N'D'C; en d'auUes termes, ceUe équaUoo exprime qne.le ^wiwne MNIi^MV ^ «><mi^^ est égal au volume CUB'C, ou Qvdt, De l'équation (3} on déduit
Ov
Ci>
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et par f ofCe
DiTlsant par dt les deox membres de cette éqaatlon, il vient
(I dv V diù\ Zdt" ^ Itf
dtM Comme tù est nne fonction de z, nous remplacerons la fraction — par le produit
d(ù dt dz PP'
■Y- T.y 6t noQB obserrerons que -7-, on --rr* n*est autre chose que la Titesse m des mo-
ai di dt Ai
lécnles de la tranche MNN'M'. Donc on a
,^ç.hdv uv rfc*\ " ~ \w 5? "" «« dzr
Qv
OQ eocore^ eo remplaçant u pai sa valeur — ,
SabstitHonB-dans l'éqoation (2) et rëaoWoos par rapport à ^. Nous' aurons
dz g \oi dt fs^ d% f
dv Cette éqaatlon est intégrable par rapport à la variable z ; car ^ et v sont des fonc-
tioQs de t aeai, ^! doWent être traitées eomme des eonstantes daiu tetto lofégration. Quant à tù, c'est une foncUon de x comme d'après la fannt du.Tase. On oMtent, en déftoltta^.
9 dt)iù g Jw» g dtja ta î^ w«
Nous prendrons x= a pour limite inférieure de lintégrale \ ~, ce qui retient à modifier la Taleiir de l'arbitraire C; cette arbitraire est une constante reiatlTement k m, c'est-à-dire une fonction de t.
Dans réqnatlon (6) faisons successivement 2= a, et z=ib; nous devons trouver pour p la preasioD atmosphérique po9 V^^ s'exerce à la fois sur la surfase libre AB, et sur la veine liquide sortant par CD» Donc
p^ = CH-nfl -rw», dans le plan AB,
-*-.«. n ^dvÇ^dz n . _, , . ^-^
□f ssG •4-06 û — \ v*, dans le plan CD,
g d4 y^tù ^ '
Retranchons; les quantités po ^^ ^ s'éliminent, et on a pour l'équation du monvement
r* dz Divisons par n, puis remplaçons 6 — a par A, \ — par m, quantité dépendante de
la forme et des dimensions du vase, enfin 1 — y; par {j.*; l'équation prend la forme
Pour rint<grer résolvons-la par rapport à dl, pois décomposons la fraction dans le second membre en fraction simple :
mO dv mû r~ dv dv
(8) di=— — -_ = _r
11 Tient en intégrant
,=Sx!f[..*(..^)-...*.(.-J=)]
)/2gh
Nous n^ajoutons pas de constante, pour aroir v=0 et / s=o en même temps; ce qui revient à compter le temps à partir de l'époque où récoulement commence.
L'équation (9) résolue par rapport à v, donne la vitesse de l'écoulement en fonction du temps t :
1^ H-V^2g/« ^ H- H-V^ __liV^
1 4- e «^ e *'»û ' ^ g amû
La dépense .totale, Q, s'obtiendra en faisant l'intégrale
Q=l avdt=-Jl^
(11) û = \ û»cfi = — ^^^ log nép. ^
Au bout d'un temps / suffisamment long, les exponentielles e ^^^ ei e **^
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defiennent oégligeables, et les formules (10) et (11) se simplifient en les sapprimant : on a alors
A 2w n y/gyA ^ 2m log 2 V A» /r^ , 2wlognép.2
Ces simplifications seront d'autant plus tôt admissibles que Q sera plus petit. Dans les conditions ordinaires de la pratique^ Q est beaucoup plus petit que A, et on peut
négliger j^ devant ^; par la même raison on peut remplacer {jl par l'unité; enfin le terme constant , qui se retranche de la dépense, devient négligeable vis-à-vis
Ô«"" A« da premier, qui croit indéfiniment avec le temps ; de sorte que les équations sont ra^ menées à Ja forme que leur assigne Thydraullque, bien qu'on les obtienne à Talde d'hypothèses toutes différentes :
Q = /û s/Jgh,
On reconnaîtrait, en suivant une méthode analogue, que, quand Toriflce û est suffi»
samment petit par rapport aux dimensions horizontales du vase, la vitesse ^2yh s'établit Benaiblenient au bout d'un temps très courte même quand la hauteur h est variable, de sorte que l'écoulement tend k s'op^r k chaque instant dans les conditions du régime permanent.
On peut consulter sur ce sujet :
Poisson^ Traité de mécanique, tome II, §§ 548 et suivants.
Duhamel, Cours de mécanique^ %* année, §§ 177 et suivants.
DC«iE nu REIPUSSAGE d'UNB iSCLCSB QUAND LA DENSITE DE L'EAU DU SAS EST PLUS GRANDE
QUE LA DENSITÉ DE l'EAC DU BIEF D' AMONT (*).
9d. L'exemple suivant montre à quels mécomptes on peut s'exposer en appliquant
STeuglément les formules à des cas diflTérentft de ceux pour lesquels elles ont été établies.
Lorsque l'eau du sas et l'eau du bief d'amont ont la même densité, la durée du rem-
n Les fait» signalés ici ont été observés en 1872 par M. Guérard, ingénieor des ponts et chaussées, iors da preoiier remplissage de Técluse du caml Saint-Louis (Bonches^n-Rbône). Il s'agissût de remplir avec de l'eaa douce un sas contenant de l'eau de mer.
PROBLÈME DS L'6GL«6C
ptoage 6Bt dMinée (§ W) par la lonnule ap^roiimaUii;»
mA V y ■
Cherchons la solution da même problème^ en admettant que l'eaa da bief d'amont ail wa poida B moindre que le poids spécifique U% du liquide contenu dans le aaa.
ÉTUDE «itOaÉTRXQUE DE LA MARCHE DU PHJÊNOlfcNE.
100. Soit A6 le niveau fixe du bief d'amont; CD le niveau inférieur dans le sas, ou niveau du bief d'aval; H = 6C la chute primitive; E l'oriflce d'écoulement.
Nous supposerons d'abord que cet orifice ait une hauteur extrêmement petite, sa largeur étant déttffDloée de na- Fig. 72. nière À lui assurer une section
CD snffisante. Oa verra plai loin i'uUHlë de cette hypothèse. Non» supposerons que «I soit Taire de la aeetioo, affectée du «oai&clent ée eeotractton.
Par le point B menons une droite BO, dont les ordonnées horisontales EF, mesurées i -* une échelle arbitraire, soient cigales aux pnasiona du liquide d'amont à chaque niveau. La pression exercée par le liquide sur l'orifice E sera mesurée par l'ordonnée EF.
Par le point G menons de même une droite GO, dont les ordonnées EG, évaluées à la même échelle, soient les pressions exercées en sens contraire par le liquide du sas. L'ordonnée EG représentera la contre-pression subie par l'oriflce E, ou la pression résistante que doit vaincre la veine liquide à son entrée dans le liquide d'aval.
La droite CO sera plus inclinée sur la verticale que la droite BO, puisque le liquide CD est plus dense que le liquide AB. La dilTérence FG des deux ordonnées est la pression qÊÂ règle la Titaaae de la veine à travers la section E.
Menons par le point G une verticale GK Jusqu'à ia rencontre de BO; tout se passe, au point de vue de la vitesse de l'écoulement^ comme si le liquide d'amont s'écoulait à l'air libre sous une charge d'eau égale à la hauteur GK.
Par conséquent» la vitesse d*éeouleiiieBt dépend du niveau de ToriAce; -dte est d'autant plus grande que l'orifiee, toujours noyé, est plus voisin du ntreau CD du bief d'aval. Si la profondeur des deux biefs était indéfinie, on pourrait placer l'orifice asaes bas pour que l'écoulement eut lieu du bief d'aval vers Id bief d'amont; il sufilrait pour cela de le descendre au-dessous du niveau du point 0, intersection des droites fiO, GO. Enfin l'ouverture da l'orifice £ ne donnerait lien i aucun mouvement de liquide, dans un sens ni dans l'autre, si les pointa E et 0 étalent à la même hauteur.
m GAKâL SÂiNT«-LOUIS.
L'éeosleDMBt de ramont 'vers l'aval eoimneatt va dds rou-verlitie de. l'orifice E, û le poioi £ «eM.aa*de8M8 du peint 0. Mais- aoseiiôt la densité de Teau du sas va changer par suite de raflDuencede Teao dn bief supérieur. Admettons qiie le mélange soit im> médlatemcDt opéré ; il aura pour effet de diminuer la densité de Teau d'aval ; en même temps le nirean CD se relève. La droite CO va donc se déplacer; son point de départ remonte graduellement le long de CB^ pendant que l'angle qu'elle' fait avec la verticale diminue, et qu'elle s'approche de plus en plus d'être parallèle à la droite BO. Cherchons comment varie pendant ce mouvement la position du point 0 sur la
droite BO. Rapportons les ''•S ''• droites représentatives des
pressions à deux axes rectan- ' gnlaires, BX, BY.
Soit IIq le poids spécifique de l'eau du sas au commen-
=- cernent du remplissage;
^ Qo la quantité d'eau qu'il contient à ce moment; S l*aire de sa section hori- ]r ïontale ;
u la quantité CC dont s'est relevé le plan d'eau.
Ce relèvement introduit dans le sas un volume d'eau Si<, emprunté au bief d'amont, et ayant le po^ls spécifique n, et par suite le poids spécifique T1' correspcftidant à la hauteur CD' est ddnné par la formule :
OoQo+nsu
Qo+ Stt
La droite BO a pour équatiofn y
La droite CO... y
et l'abscisse x dn point 0 est^ par conséquent,
ïïoH
Ho-n
Poor avoir l'abscisse du point O', il sufHt de changer dans cette dernière formule H en II ~ s, et IIo en fl', ce qui doiro«
^_HQt+nStt Oo + Sti
oOo+ns»i
(noQo + ng«)(H-M)
(Ho - n)Qo
(u.^^u)iH^u
Noos admettrons ici que le volume d'eau Qo, eontenu à l'origine dans le sas, soit plu? grand que la tranche liquide SH qui! faut y ajouter pour que le sas soit plein jusqu'au DÎTeaa d'amont Si cett« condition n'estpas remplie dés l'origine du remplissage, elle ne
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tardera pas à i'élre^ moyennant qu'on prenne un niveaa suffisamment élevé, CD, comme niveau primitif de l'eau du sas. Supposons qu'il en soit ainsi dès le commencement de Texpérience; on aura
SH < Q
Donc a fortiori, puisque n < IIq ,
nSH < QoOo et
nsH < Qono -f nStt.
De cette dernière inégalité on déduit successivement
ns(H-u)<Qon^, ns
^ (H - u) < IIo.
Multiplions par le nombre positif u, et faisons passer IIou dans le premier membre :
nSu
-— iH — tt) — IToM < 0.
vo
Ajoutant enûn de part et d*autre IToH, il vient
par suite af < x.
lloH- HoM + î—^ (H-^tt) = ^no + î^VH -M)< IlgH, et
De la condition SH < Q<,> on déduit donc que le point 0' est plus élevé' que le point 0, ou bien que le point 0 remonte le lotig de la droite fixe BO à mesure que le sas se remplit.
Lorsque Teau a atteint dans le sas le niveau C'D'^ la vitesse d'écoulement se règle sur la hauteur G'K', qui est moindre que GK. La vitesse d'écoulement va donc constamment en décroissant, jusqu'à ce que l'eau du sas soit parvenue à une hauteur LM telle, que il droite des pressions correspondantes passe par le point F. Alors l'écoulement s'arrête, et le sas ne gagne plus rien. L'orifice. E se trouve dans la situation qu'il aurait tout d'abord, si on l'avait ouvert à la hauteur du point 0.
Suit h la dislance de l'uriflce E au plan d'eau flxe AB ; le sas ne pourra se remplir que d'une trauchc d'eau dont l'cpaisseur u est donnée par l'équation
Voyons si ce remplissage incomplet permettra la manœuvre des portes de l'écluse. Désignons par L la hauteur des portes d'écluse comprise entre le radier et le niveau AB ; la poussée exercée par l'eau d'amont sur la porte est proportionnelle à
nL»,
et la poussée sur la face d'aval, qui est baignée sur la hauteur L— ' H + u par un 11- «luide dont le poids spécifique est
npOo-f ns«
Qo + Sm '
DU CANAL SAINT-LOUIS
est pToponiODnelle à
noQo + nsu _ ^,
Pour que la porte s'oavre Baos résistance de la part de la poussée de Teau, il faut et il suffit qa'on ail régalité
Qo + Sm
^ i'éqaation (2) on tirera pour u une valeur positive et plus petite que H; cette valeur fiolMUtuée dans (1) fera connaître la hauteur à laquelle 11 convient d'ouvrir oriûce E pour que le remplissage incomplet de l'écluse permette d'ouvrir sans effort
les ra/iiaux,
101. Nous avons supposé rouverture E infiniment petite en liauteur; cette hypothèse nous a permis d'admettre qu'une seule et même pression s'exerce à chaque instant sur tous 'ti points de sa surface. Si Ton passe an cas de la pratique, où la ventelie a ime hauteur ûDie,* l'épure montre qu'au fur et à mesure du remplissage, le point 0 remonte '^^jouTSj et il arrive bientôt un moment où ce point atteint et dépasse le niveau lofé* •leur (la l'orifice. Alors la section d'écoulement se partage en deux parties. La partie située au-dessous du point 0 débitera de l'eau d'aval qui passera dans le bief d'amont^ tandis que la portion supérieure continuera à débiter de l'amont à l'aval. Le sas ne pmrà plus, à partir de ce moment, que la différence entre ces deux courants en sens <^<'Mraires, et la loi de variation du poids spécifique sera profondément modifiée. On peut id lettre qoe le poids spécifique n reste constant, en considérant la quantité d*eau eon- '^'aedans le bief d'amont comme indéfinie; quant au poids spécifique de Teau dans le '2% il diminuera plus rapidement que tout à l'heure, puisque non seulement le sas ''.oit une certaine quantité d -eau à la densité n, mais encore ii perd une certaine i^an/ité de l'eau qui lui appartient en propre» ce qui augmente l'importance relative de '^ veine affluente. Par contre, le remplissage du sas ne se. continuera qu'avec une (lUmç lenteur, car le contre-courant lui enlève une partie du volume que le courant ^^ apporte. Si le sas achève de se remplir, c'est au bout d'un temps très long, et après '^ par/djte égailsadon des densités.
'>§ courants en sens contraires à différents niveaux pour une même section verticale ''^Uervent dans la nature; par exemple, au goulet de la rade de Brest, et au détroit de <' traiur. Ils sont dus, dans le premier cas, à la différence des densités de l'eau de ''*<:ean et de l'eau de la rade; dans le second, à la différence entre les densités de ''''■■m et de la Méditerranée.
CALCUL DB LA DURÉE DU REHPLISSAGI
i''2' 1* Revenons au premier cas examiné, celui où la hauteur de l'orifice E est Infi-
!ii(nt petite. Nous déterminerons la durée du remplissage ^u^^u'au niveau LM parla
«thode suivante. '
Soit : la hauteur comprise à l'instant t entre le niveau AB et le niveau du sas ;
n le poids spécifique de l'eau du sas à cet instant.
Les pressions d'amont et d'aval sur l'orifice E seront respectivement n/c et îl\h — z) ;
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et par snite la Tltesse v de l'écoulement sera donnée par la formute
y^^^nn^
Le sas re^lt dans le temps di ane quantité d*ean égale à tavdty qui réduit la chute de la quantité dz; on a donc
(4) . ttwd/ + Srfx = «.
Reste à calealer n'.
Soit Q le volume de liquide eoolenu ésas le«aa à VinslMit t; «liqniOe a le pttids ii>écU^ue U'i il ft'accroit.de i£/Qs=tDtt^, ioat J« paids epédflqiie «it B; te-peMsvpéeUfltpie rasuâtittl est deoc
OV>è l'oB lire, «D Pédttnant et «n efflu^nt le terme inÛDimcnt petit du aeQoiiid ordif. ODy eo Intégrant, À est une coostaBle, qu'on déteBOièiiem i l^orig|i\e idu camplissi^ «■ faisant le prodoii
fioCn» - n|.
On a de plu
et par suite
(«) Q = B-Sz,
B étant nue aatie constante, égale à'Qo+ Sfi^ poor qu'on. ait Q=0«t quBd szszB.
Donc enfin
B — Sz'
SabetftuoDs «lans Téquation (d), pals subsUtoons la yalesr de v rtealtaote dans Pégnation (4); il viendra
(8) et
<-^< y/î» [a-(a-^)(< + nj5^,)] + s</.=o,
>/^9 i /(A —n\\)z — AA -f nss»
4 /(A>-TIH)x~
expression qu'on devra intégrer entre les limites z = BC = H, et z = BL.
L'intégrale dépend en général des fonctions elliptiques.
103. 7? Le calcul devient bien aulrement compliqué <1ane le cas général, oà la aeetioi de l'orUtce^suji^sée rectangulaire, a one bauteur unie ££', dès que le niveau du point
m thML SAim^oms.
ns
d'iateiwctioii te éroltaft BO^ GO^ paitage rorifice en 4eux parties fi'M, HEi traversées par des eonraots en sens oon-^ ^ ... Iraifes.
/ la lar^e» horiaonlale de la sectîea; s Ul distance fim, d'un point de la seo tion ail niveaa AB ; «« et X| les valenrs de S qui déflolssent loi yalenn deE'etE; JCL ff la distance BM, valeur particulière de f eorrsspondmie an point M oiù l'écoulement change de signe; n et £1' les- paids spédAques, te premier constant, ie seeond variable, de l'eau d'amont et de i'eao du sas; s la chute BG;
6Q le volume d'eau d'amont qui passe dans le sas par la section Ë'M, pendant le temps cf/; ^i'\t Yoïame d'eau du sas qui passe dans le bief d'amont^ pendant le temps dt, par la
section ME; 5 la section horizontale du sas.
Oa aura, abstraction faite des coefficients de contraction,
ÎQ = <//
Us - liy -- z)
— T) - lis
Ces Intégrations doivent être faites par rapport à la variable s seule.
U vafeur de passage <r est celle qui rend Us égal à W{s^ x) : d*où l'on déduit
<Ja aura pour la yariation de la densité n'^
Qflfn' + (n' - n) «û = 0.
On ne lient compte ici que de l'eau affluente, et non de Teau qui sort du sas. Cette «çsation D*a pas la même intégrale que l'équation analogue du cas préoedeut^ parce ^,^t SQ nVst paB la différentielle de Q ; car on a </Q s ÔQ ~dQ'.
Eoân, l'équation
«liitit la relation cherchée entre t et x. On devra l'intégrer en faisant varier z jusqu'à J \miie z^=0, qui correspond au remplissage complet du sas, et à n =- n'.
BATEAU-EXTaACTEUR DE M. BAZIN.
1»>. M. Btftn d'Angers, ingénieur civil^ fait usage, pour opérer les dévasements et les ^•^^ges des ports et rivières, d'un bateatt-et.4raoteBr analogue au bateau de Saint-
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Nazaire (*), mais qui en diffère cependant par quelques points particuliers, La principale différence consiste eu ce que le tuyau aspira tear du bateau -Bazin débouche à fond de cale, tandis que^ dans les bateaux de Saint-Nazafrei l'orifice du tuyau est situé au-dessus de la flottaison. Cette disposition nouvelle avait pour but à l'origine^ dans la pensée de M. Bazin, d'utiliser la charge naturelle de Teau extérieure pour produire i rintérieur du tube le courant nécessaire à rentrainement des m«tîères; la machine du bateau est ainsi employée plutôt à refouler le dragage dans les compartiments destinés à le recevoir^ qu'à produire dans le tuyau une aspiration énergique.
Mais l'expérience a montré depuis que le niveau auquel on fait aboutir le tube extracteur est loin d'être indifférent, et que, plus on rabaisse^ la charge sur l'orifice ou profondeur d'eau restant la même, plus le courant liquide recueilli est riche en matières entraînées.
Ce résultat semble paradoxal au premier abord, car la place de la pompe centrifuge qui aspire le liquide d'un côté et le refoule de l'autre parait sans influence sur le travail qu'on se propose de développer. Néanmoins le fait annoncé est admissible, et l'analyse sommaire suivante va nous en donner une démonstration. Soient (flg. 75) UW le fond à affouiller, supposé horizontal ;
Flg. 75.
NN' le niveau de l'eau;
H la profondeur;
AB le bateau ;
CD le tube extracteur ouvert aux deux bouts, affleurant en C le fond à affooiller, et
débouchant en D à fond de cale du bateau, à une hauteur h au-dessus du
plan UW.
Nous supposerons que la machine à vapeur qui met en mouvement la pompe centri> fuge maintienne constamment une certaine pression p' dans la chambre EF où s'ouvre le tuyau. Soient
(*) Voir Annales des ponts et cHanssieSy 1869, mémoire n** 227, par M. Leftrine, ingénieiir des ponXf, et cliaussée«, sur le curage du port de Saint-Nauire.
DE M. BAZIN (D'ANGERS
bi la section da tabe, constante en tous ses points ; n ~ le poids de l'an ité de Tolu m 6 d'eau; n'>II le poids de Tanité de volume du soi formant le fond MM'; P le poids d'eau débité dans l'unité de temps par le tube CD ; Q le poids des matières solides entraînées dans le même temps par le courant; ces quantités doivent être regardées comme constantes une fois îe régime établi. Enfin, soit v la vitesse du courant liquide au point D, et dans tonte section du tuyau CD.
On se tromperait gravement si l'on voulait calculer la vitesse v par la formule de Bernoalliy même en supposant négligeable le frottement dans le tuyau. La formule de Bemoulli suppose en effet constante la densité des filets liquides; or ici le liquide qui sort en P a une densité plus grande que le liquide extérieur, puisqu'il 8*est chargé de matières étrangères à son passage en G. Nous pouvons reprendre la démonstration ordinaire du théorème BernouIIi, en la modifiant d'après les conditions spéciales du nouveau problème que nous avons à traiter. Considérons donc au sein do liquide une section plane arbitraire LL', qui sera supposée alimenter le courant du tube; soit G son centre de gravité, et z sa cote au-dessus du plan MM'. La section LL' sera supposée assez grande pour que la vitesse moyenne des filets qui la traversent soit sensiblement nulle : nous désignerons toutefois la section LL' par û, et la vitesse moyenne par u.
Suivons pendant un temps infiniment petit 0 le système matériel compris entre le plan LL' et Textrémité D du tuyau^ et éerivons rëquallon des forées vives. Le poids écoulé en
I> sera, pendant le temps 6, égal à (P + Q)d; la masse, • —^ et la demi-force vive,
La demi-force vive de la tranche LL' est négligeable; celle de la portion solide, qui part du repos en C pour entrer dans le tube, est nulle. ËTaloons les travaux des forces.
En LL', nous avons une pression mouvante, égale à
[p-hn(H-z)]Q;
le point d'application de cette force parcourt un chemin uO, ce qui donne un travail
[p -t- n(H - z)] ûhO = /f + h - z\pe,
p m observant que Û« est le volume, -, de l'eau qui passe pendant l'unité de temps
<^8 la section LL'.
En 0 la pression pV est résistante, et développe le travail négatif — p'ax^ô.
La pesanteur donne lieu à deux travaux : l'un consiste dans l'échange de la tranche d'eau LL' contre une tranche de même poids qui passe par la section D, et qui donne un iravail égal à P6(jr — A); l'autre est le travail négatif, — Q6A, du poids Qô de matière solide qui passe du point C an point D, en franchissant la hauteur h,
Eofîn on doit compter au point G le travail des pressions, le travail négatif de l'arfoQilïement^ et nn travail équivalent à la perte de charge qui résulte du changement de Titegse du courant liquide, à l'instant où la densité augmente par l'introduction des matières solides entraînées.
Ces quantités de travail sont inconnues, et probablement très difficiles à déterminer
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avec exactitude. Noos admettrons, ce qui eet Tralsemblable, qa'cn Bwmne elles sont proporlionnelles à l'effet produit, c'est-à-dire au poida ftft, cl nooa en repiéttoterons li somme par — BQ6, B désignant une constant* positive. L'équation des forces vives, divisée par 6, prend \s forme suivante i
(p -|. Q)^ = ^£+ H -- Jïjp-j/toi; + P(z- ^)-Q(^ + B) = /P4.H-a]p-;)W-Q(A + B).
U n'y reste plus de trace de la position arbitraire attribuée à la seefion LL'. Cette équation renferme trois inconnues, r, P et Q; mais nous pouvons y joindre
deux équations nouvelles.
L*une indique que ie poids Q des matières afTouillées est une fonction détermln48 de la vitesse v du courant et de la section ca dn tube; toutes les analogies condaiseoti admeUre que Q est proportionnel à « et au carré de v, en sorte qu'on peut poser
A étant une constante à déterminer empiriquement, d'après la nature du terrain. L'autre équation indique simplement que le volume tùv, qui sort par l'orifice du \Mbt
dans runlté du temps, est la somme ^ + g; ^«» Tolumes d'e»Q et de iMtlôrewMeqol
composent la v«lne. Oaa donc
(3) ^'^''^ 5 + n'- Entre les équations (2) et (3) élisiinons v ; nous aurons
(4) Q. = a(Î + JJ.
Remplaçons de même dans (1) le produit w« par sa valeur (3), et v* par sa n\(\a déduite de (3) ; il viendra
ou bien
ïAf/œ ^ n'
(6) P=Qx
Construisons (fig, 76} les courbes qui ont pour coordonnées rectangulaires Q et P. I^« intersection fournira la solution cherchée. L'équation (4) représente une parabole dont l'axe est paralldle à la droite
c'eÉt-indire à une droite OH menée par le point 0» et dont le coefficient angiiislfe et égal à — — . La droite OH est un diamètre de cette courbe, qui est tangente an point < à l'axe ÔP.
DE M. BAZIK (DMGBRS).
L'é^oatiM {&) repiéMDlé une hyperbole qui passe sa point 0, et qui a poor aaroiptotoB, d'une paii Ift ?«rtl(aie RS^ définie pat réqnaftloD
2g\iù
(l'autre part ane droite parsllèie k la bisaeetriee OK de l'angle QOP'. Poar constrnire allé seconde aayasptele, déterminons, snr la droite QO prohmgée, on point A à la distance 0A=(^,+ h -\- B j X 2A^ca. Le point A appartiendra à la courbe^ et on aura
un point B de la seconde asymptote en prenant au delà une longueur AB=OR : il snfÛra de mener par le point B ainsi obtenu une parallèle BG à la bissectrice OK ; ce sera la seconde asymptote, qui déterminera en G le centre de la courbe.
Traçons l'hyperbole AON ; elle coupe a parabole OML en deux points, dont l'un est le point 0 lui-mémet et fautre^ un point M qui donne la solution cherchée. L'ordonnée MI représente le poids P d'eau, et l'absciese 01 le poids Q de matière entraînée»
Or supposons qu'on change la hauteur ft sans modifier la charge sur l'orifice supérieur du tuyau, c'est-.V dire, que l'on conserve constante la
p — p' somme + H — /*, dont la va-
leur règle la position de la première asymptote BS ; la aoame ^4- ^ résout la même, la somnie A -h ^, varie dans le même sens que i^, car. le dénomioateur W
^^1 plus gran^ que le dénominateur II.
l>one, à mesure qu'on élève Toriflce du tuyau, le point A s'éloigne vers la gauche, ' ^^mpiote BC se déplace parallèlement à elle-même dans le même sens ; elle prend '^^e posiUon VC\ et l'hyperbole correspondante devient la courbe A'ON', qui coupe la [•arabûle OML en un point M' plus voisin du point 0. La nou.velle solution est alors 'oQmie par les coordonnées du point M\
Or=Q', l'M' = P';
■■'t sorte qoele rapport du déblai entraîné à l'eau qui l'entraîne est mesuré par le rapport
M Oi
rj7>aQlieQderètre par le rapport ---, on, en d'autres termes^ par la tangente de
IM
^ngie POM' an lieu de la tangente de l'angle POM. Ce rapport, qui mesure le coefficient ^^^lisaiion de PappareU, décroit donc à me»ure que la hauteur h augniente^ même
Fique l'on compense cet excès de hauteur par une réduction de pression équivalente w point de vue de l'hydrostatique.
t>t effet sera d'autant plus sensible que le poids spécifique n' du sol différera davan-
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tage du poids spécifique de Tesu. II est possible qu'il passe inaperçu tant qu'on opère sur de la vase, surtout si elle est récemment déposée; elle se comporte alors en effet comme un Téritable liquide. Mais il en serait tout autrement des sables désagrégés, qui sont beaucoup plus lourds que l'eau.
L'analyse précédente renferme deux constantes inconnues A et B, que l'expérienre seule pourrait déterminer d'après les diverses natures de terrains.
Peut'étre faudrait-il modifier aussi l'exposant de la vitesse dans la formule (2), et poser d'une manière générale
en désignant par n un troisième nombre à déterminer empiriquement. La conclosion à laquelle nous sommes parvenu subsisterait encore pour des valeurs de n voisines df deux unités.
BemarquoDS Vanalogle du principe du bateau -extracteur de M. Baiin avec la pompe h sablCt dont on s'est servi en Amérique pour les fouilles du pont de Saint-Louis, sur le Mi»slsslpi (*).
ECOULEMENT PAR DÉVERSOIRS.
105. Nous renverrons le lecteur à un article inséré dans le 46* cahier du Journal tk r École polytechnique (1879), par M. le lieutenant-colonel E. Clarinval, et intitulé : Méthode nouvelle pour mesurer la dépense des déversoirs. L'auteur applique sa formule^ que nous avons donnée (§ 91),
h un barrage vertical à biseau, alimenté par un canal de môme largeur; c'est pour lai le type des déversoirs, et la discussion des travaux antérieurs, de MM. Lesbros, Boiiean, Gastel, le conduit à établir des relations simples entre les quantités H et e, permettaot de calculer H dès qu'on a mesuré l'épaisseur e de l'eau sur le seuil. Enfin il disro!e avec beaucoup de soin l'influence de la contraction, sur le seuil ou sur les joues. La relation entre H et e paraît devoir être de la forme
H = Ae — B,
A et B étant denx coefficients qui varient avec la largeur du déversoir et l'épaissear * de la lame fluide, suivant une loi qui n'est pas encore bien connue.
(*) Travaux publies des Êlats-Ums eu 1870, Rapport de mission par M. Malésleaz, ingéniear'chef des ponts et chan^sies. P. 87, fondation de la pile de l^est du pont de Saint-Lonif.
(Pafc« 177.)
RESUMApKS.
DÉSIGNATION DBS CAS.
*• Orifice très petit en mince paroi (§
i t!onissiuit
A, «ire de TorUlM.
ta, aire de la Mctioo contractée.
9. Oïlfloe rectangulaire en mince parq ' «. Ajutage conique .conTergent (S ^^
A, aire de la section extrême de l'oH
Ajutage conique divergeiit \8 89)i
■yi^- ^
'^fî^^
A» Aire extrême de l'orifice.
0), aire minimum.
lO. Déversoir rectangulaire en ml
L, dimension horizon taie de i'écfaan II, hauteur d*eau en amont, au-de^si f , épaisseur de l'eau sur h ^euil.
S» hauteur du seufJ au-deesus du fuu
MOUVEMENT DE L'EAU DANS LES TOTAUX
INTRODUCTiOH.
106. Dans tous tes problèmes traités jusqu'ici, nous avons fait abstraction du frottement des liquides, et la viscoâté ue s'est révélée i BOUS que dans les i-égions où le parallélisme des filets est complètement détruit, et où les molécules liquides se beortent les unes contre les autres. Nous allons aborder de nouvelles questions, et nous verrons le frottement intervenir m6me lorsque le liquid» s'écoule par filets à peu près parallèles. Le mouvement de l'eau dans les tuyaux et dsos les canaux en est un exemple.
Une observation bien simple montre l'existence du frottement dans les liquides qui s'écoulent. Un corps solide, placé sans vitesse sur un plan incliné et soumis k l'action de la pesanteur, tend à gUsser ie long de la ligne de plus grande pente, et il glisse en elîet, quand le frottement est nul, en prenant des vitesses graduellement croissantes. Si ce corps subit un frottement de la pari du plan incliné, lalm de son mouvement se modifie. Au-dessous d'une inclinaisor' limite, particulière du plan, le corps reste en repos sous l'action du frottement et de la pesanteur ; si l'inclinaison est supérieure à limite, le corps prend un mouvement uniformément accéléré; i « l'inclinaison est égale à la limite, le corps, supposé lane^
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une certaine vitesse dans )a direction de la ligne de plus grande pente du plan, se meut d'un mouvement uniforme. Les conditions du mouvement, dépendent donc de rinclinaison donnée au plan fixe sur lequel il est placé.
Il suffit d'observer un cours d'eau pour reconnaître qu'il en est autrement des liquides. L'écoulement jd'un liquide sur une surface inclinée a lieu, quelque petite que soit Finclinaison de cette gurfacê ; de plus, le régime permanent ne tarde pas à s'établir, et sur de grandes longueurs de Tivières par exemple, on trouve «ne masse d'eau glissant le long du lit avec une vitesse sensiblement constante quelle que soit la pente. Un tel phénomène ne peut s'expliquer en étendant aux liquides glissant sur les solides, les lois trouvées pour le frottement des solides entre eux; car la proportionnalité du frottement à la pression pendant le glissement aurait deux conséquences incompatibles avec Tuniformité du mouvement constatée pour les cours d*eau : pas de glissement si l'inclinaison est audessous d'une certaine limite; glissement accéléré, et non uniforme, si elle est au-dessas.
107. On rend compte de l'uniformité du mouvement des liquides glissant dans un canal on dans un tuyau, en admettant que le frottement du liquide centne. les parois solides .avec lesquelles il est en contact, est indépendant de la pression mutuelle et est une fonction de la vitesse de l'écoulement; cette fonction doit s'annuler quand la vitesse est nulle et croître avec la vitesse. On admet aussi que le frottement est proportionnel à l'étendue des surfaces de contact. Ces hypothèses s'accoident avec l'absence de tout frottement sensible dans les liquides en repos, puisque alors les vitesses relatives sont nulles. L'indépendance du fix)ttement«t de la pression peut-être regardée comme un corollaire du défaut de compressibilité des liquides. Des expérieaces directes, les unes anciennes ei dues i Dubuat (1780) , les autres phis moderaes et dues à Darcy, ont démontré cette propriété fondamentale. Duhuat faisait écouler ,par un tuyau l'eau d^un résenrdr dans un autre réservoir situé plus bas que le premier; dans'cesdeux résenrcÂrs, le liquide était main tenu à
DES LIQUIDES
QD même niveau pendant toute la durée de chaque expérience. Les pressions développées aux divers points du tuyau, et la vitesse de l'écoulement dépendent de la situation des deux niveaux dans le réservoir d'amont et dans le réservoir d'aval. Or Dubuat observa que a Ton élevait d'une même quantité les niveaux dans chaque réservoir, le débit du tuyau restîût identiquement le même. Les pressions étaient cependant augmentées, et si le frottement avait varié avec la pression, la résistance au mouvement s'étant accrue, le débit aurait dû se trouver plus petit. Darcy confirma cette loi par les nombreuses expériences dont nous aurons à parler plus loin.
La proportionnalité du frottement à Tétendue des sm-faoes en con-»* tact peut être considérée comme un résultat de la liberté presque absolue des molécules liquides les unes à Tégard des autres ; les résistances que chacune subit s'ajoutent pour former la résistance totale au mouvement de leur ensemble. C'est aussi une conséquence probable de l'indépendance reconnue entre le frottement et la pression dans les liquides. Pour les solides au contraire, le frottement est à la fois proportionnel à la pression, et indépendant de l'étendue des surfaces frottantes, parce que ces surfaces ne peuvent augmenter sans que la pression moyenne subie par chaque élément individuel ne diminue en conséquence.
Enfin Dubuat posa comme principe, et tous les hydrauliciena, jusqu'à. Darcy, ont admis depuis, que le frottement est indépendant de Ja nature delà paroi sur laquelle le liquide glisse; ce qui revient à supposer qu'une couche d*eau très mince s'attache à cette paroi, et que le glissement a lieu entre cette couche fixe et le liquide. Noua verrons que les nouvelles expériences ne permettent plus de conserver cette opinion.
ÉQUATION DU MOUVEMENT. GONSIRUGTION DE LA LIGNE DE GHAEGB
108. DePrôny doit être considéré comme le véritable fondateur de la théorie de l'écoulement dans les tuyaux et dans les canaux. C'est en 1804 qu'il fit paraître ses Recherches physico-mathématiques sur le mouvement des eaux courantes. H reprit dans cet ouvrage les idées théoriques émises quelque temps auparavant par Coulomb (*) , et s' aidant des anciennes expériences de Couplet, de Bossut et de Dubuat, il arriva à poser des formules qui, pendant plus de cinquante ans, furent l'unique ressource des ingénieurs. En 1825, il réunit dans un petit volume les résultats usuels de son premier travail, et publia son Recueil de cinq tables^ fort apprécié des praticiens.
La théorie de l'écoulement par les tuyaux se déduit très simplement
de l'application des théorèmes de la mécanique et des lois du frottement des liquides. Pour simplifier ce premier exposé, nous admettrons que le mouvement de Teau se fasse, dans chaque section du tuyau, par filets parallèles et doués d'une vitesse commune. Si le tuyau a un diamètre constant et, par suite, une même section en tous ses points, si enfin l'eau y coule pai*tout à plein tuyau.
n Uémoires d$ Vlwtitui, U III.
ÉCOULEMENT DANS LES TUYAUX
]a vitesse de l'écoulement sera partout la même. Considérons Tifitenalle compris entre deux sections À et B, et supposons que Fécou^ lement se fasse dans le sens ÀB. La quantité d'eau qui entre par la section A, dans l'espace géométrique ÂB, sera exactement égale à celle qui sort du même espace par la section B pendant le même temps. Or ces quantités sont respectivement égales par unité de temps à ùu et ûV, si l'on appelle û et û^ les sections, u et u' les vitesses moyennes ; on 9 donc
et par suite, si û = û', on a aussi u=:t/.
Le produit Qu est ce qu'on appelle la dépense du tuyau ; nous h représenterons par la lettre Q, de sorte que la vitesse moyenne u,
attribuée à tous les filets, est égale au quotient ^«
Fig. 78.
109. Soit im fragment de tuyau AB, assez court pour qu'on puisse
le considérer comme rectiligne. Le mouvement du liquide compris entre les deux plans A et B devient uniforme dèsque lerégimepermanentest établi, et par suite les forces qui sollicitent le système matériel AB se font équilibre. Ces forces sont :
1" La pesanteur, ou le poids P du liquide AB; 2* Les pressions exercées sur le liquide AB par les portions liquides situées au delà des sections A et B ; nous admettrons que ces pressions sont normales aux plans A et B ; l'une p est mouvante, l'autre p' résistante; p et y représentant les pressions moyennes rapportées à l'unité de surface, les pressions totales subies par le liquide AB seront pQ, dans le sens du mouvement, et p'û, en sens contraire.
S» Enfin, les réactions du fragment de tuyau sur le liquide AB; chacune de ces réactions se décompose en deux forces, l'une normale au tuyau, l'autre tangentielle, et c'est celleH:i que nous appelons le
rftt «OOVKUBT DES LlflClDBS^
fraitemenu Toutes lesréactms tangentieUesifloiitpartQèles'Jufi du tuyau^ et. s'ajovteoi pour fomer k frottemeol total subi parle liquide AB. Quant aux réactions normales, nous les élimiBeMN» en projetant tentes les forces aur Taxe da tnyaa^ Le frottement s'7 projettera en vraie gnaindear« II. est proportionnel à la surface de eonlaet du liqmde et da tuyau dans rintenralle k&\ soit donc ds la IcHiguenr •AB ; soit ^ te périmètre mouillé de la section du tuyau, lequel est ici le périmètre total. La surface de contact sera 'g/jb ; et pour avoir le frottement, il faudra multiplier cette surface par une certaine fonction, f{u)^ de la vitesse u de l'écoulement. Le frottement total est donc égal &
f (ti) étant une fonction qui s'annule par u = 0, qui crott avec la variable w, et qu'on devra déterminer par une série d'expériences.
Le poids P est égal à VLÇïds ; projeté sur l'axe du tuyau^ il a pour composante
VSLà$ sin ot,
a étant Fangle que fait l'axe du tuyau avec Thorizon. Or as sîn a est égal à — rfz, en appelant d'une manière générale z la hauteur du centre A d'une section quelconque au-dessus d'un plan hcnrizontal de comparaison, ZZ'.
Enfin les pressions sur les sections A et B donnent en projection sur Taxe du tuyau la force
Nous poserons donc l'équation :
(p — p') û - nûdf— xd*/fu) = 0.
On peut remplacer la différence jl —p par la difTérentîelîe âp\ divisant par n û et changeant les signes, il viendra
BiWe bBS TViTAUX. 483
..i4ir:'. i> I
intégrable. GosoriM on. suppose que le. tuyaa a m», section contiante, la làtesse u f^ la. jaAoïe partoiU; x ^ ^ ^^^ d'aUleurs aussi deaxonatafltes, et Ton a par suite en intégrant :
§ -)* s^ 4* ^ -^1^ a::*» ccAstenta ;
Hais u étant constant, ô;- est aussi constanti de sorte qu'on peut écries cette équation sous la forme
V'^+l + s^j + ûTr'-^-
H étant une nouvelle constante, qui représente une haitfeur, et qui définit un plan horizontal.
« + ^ + s- est la hauteur du plan de charge en un point quelconque de k conduite (S 61). On voit que, dans un tuyau où le régime permanent est établi, la hauteur du plan de charge est variable d'un point à l'autre, et qu'entre deux sections, il y a une perte
de charge due au frottement ; elle est égale à g -^^-^ s , et elle
est proportionnelle, par oonséqu^t, à la longueur $ du tuyau compris entre les deux sections considérées.
110. Supposons que l'on ait déterminé les valeurs numériques de la fonction f{u) et que Ton connaisse le tracé et les dimensions du tuyau ; on pourra déterminer la tittaee u.
Soit MN {6g. 79) un réservoir entretenu à un niveau consismty dont Talftltude h est donnée;
M'N', un second réservoir entretenu ^ un niveau constant, à l'altitude A';
OD, un tuyau de diamètre uniforme qui fait communiquer le premier réservoir au second, et dans lequel on suppose le régime per* maneni établi. Nous admettrons qu'à l'eutrée du tuyau, en 0, on ait pris les précautions nécessaires pour éviter la contraction et la perle de diarge qui en serait la conséquence {$ S&)* Pûur déterminer la
CONSTRUCTiON
constante H, prenons un point G dans Tintérieur du premier réservoir, et construisons le plan de charge en ce point. Il suiQra de prendre au-
dessus du niveau MN une hauteur piézométrique G'G" = ^, Le point
G" sera un point du plan cherché, lequel s'étend à tout le réservoir
MN. Donc H = A + ^*. En un point P quelconque du tuyau, le ni-l
veau du plan de charge doit être abaissé de la quantité P"P"' égale
au produit ^ x -^yp «, s étant la longueur de tuyau OP. Mais
nous
Fig. 7».
p* Plan a« diaiyt t lWtitade.U
D' decbarjA.
ne connaissons pas encore cette perte de charge P'"P", parce qu'elle dépend de la vitesse t/, qui n* est pas déterminée.
Pour trouver w, prenons le niveau du plan de charge au point D où la veine liquide fournie par le tuyau afEiue dans le réservoir inférieur. Cette veine est animée de la vitesse t/, et elle subit la pression du liquide en repos qui l'environne; la hauteur du plan de
charge au point D est donc A' + ^ + s-- On l'obtiendra donc en élevant au-dessus du point ly une colonne D'D" =^, et en prenant en-
suite D"!)"' = ^. Si l'on cherchait le plan de charge, F", en un point F du réservoir plus éloigné de la veine, et pour lequel le liquide fût
DE LA LIGNE DE CHARGE
sensiblement en repos, on le trouverait seulement à Taltitude A' + ^;
la quantité— =D''D'" est en effet la perle de charge due à l'entrée
de la veine liquide dans un réservoir où Teau est sans vitesse (§ 77). Faisant 5 = L, longueur totale du tuyau OD, on aura pour la perte de charge totale KD'" due au frottement,
En résumé, la vitesse moyenne, dans une conduite simple à diamètre constant, est donnée par l'équation suivante :
tt«
ou, si Ton néglige le terme ^,,
if
111. On donne habituellement une autre forme à cette équation. Le poids spécifique II est une constante absolue. On peut donc la faire
entrer dans la fonction f (u), en écrivant à la place de •—- une nouvelle fonction, f (u).
On appelle en hydraulique rayon moyen le rapport, -, de la sec-
tiondticoulement^ û, sm périmètre mouillé, y^.^Gette expression est due à Dobuat* Pour un tuyau circulaire du diamètre D, la section û est
égale kj-rJD^^ et le périmètre 7^, à «D; donc- = -jr. Le rayon
moyen est alors la moitié du 'rayon du tuyau, ou la moyenne des rayons de toutes les couches liquides concentriques qui se meuvent à rintérieur du tuyau.
Le rapport — r — , ou plus exactement le rapport = -, se
représente par upe lettre J ; ce rapport est la perte de charge par
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miiti de longueur de tuyau. £n introduisant ces notation&duis l'équation qui doit donner u, on a en définitive :
formule de l'écoulement dans les tuyaux à diamètre constant; la nature de la fonction f reste seule à déterminer. Connaissant D et J,
on en déduira w, et, par suite, Q =ûw= t izD^u.
112. La ligne de charge dont les ordonnées sont les valeurs suc-
cessives de z -{r ~ + 9- ^^^tu divers points de la conduite^ est donc
une ligne inclinée EP''D'^ qui part de la hauteur A =^, à l'aplomb
p II*
de l'entrée du tuyau, et qui va* aboutir à la hauteur *' + n "'" 9~
à l'aplomb de l'autre extrémité. Si l'on abaisse cette ligne parallë-
lement à elle-même de la quantité EE^ = D'^D'" = ^ , on a une nouvelle ligne ED*^, qu'on peut appeler ligne des niveaux pièzomitriques^ et dont les ordonnées sont ^ + ^* En un point quelconque? de la conduite, la pression p est représentée par la hauteur verticale PP' comprise entre le centre du tuyau et la ligne ET'. L'épure nous donne ainsi les pressions en chaque point du tuyau dès que nous connaissons la vitesse. Tout dépend donc en résumé de la détermioation de la fonction f .
DÉTERMINATION EXPÉRIMENTALE DE LA FONCTION f (u) .
113, La fonction <p («), ou la fonction f (w), qui est égale au produit de^ (u) par le poids spécifique D de l'eau, entre en fa cteur dans l'expression
Xf{u)ds
du frottement de l'eau contre la paroi du tuyau sur une longueur infinionont petite 4a. ie produit x f{u) est donc la valeur da froUe-
ment ra^rtée à Tunilé de longueur, et f{u) fa vateur du frottement SUE l'unité de surface de la paroi. Enfin <p(tt) est la valeur du frottement par unité de surface divisée par le poids sphérique ET du liquide. C'est donc le frottement évalué en hauteur de colonne liquide^ à la manière des pressions.
114. Pour déterminer y («) Prôny s'est servi d'ancienoesr expérieDces faites par Couplet, Bossut et Dubuat- CeS; expériencea étaient âo nombre de 51 , savoir :
7 de Couplet.
26 de Bossut.
A5 de Dubuat,
Les expériences de Couplet avaient porté sur les tuyaux de conduite de Versailles, déjà en service depuis de longues années, La plupart des tuyaux expérimentés avaient 5 pouces (0™.135) de diamètre; Tun seulement avait un diamètre beaucoup plus gros, 18 pouces oaO'».iS87. Les expériences de Dubuat et de Bossut, au contraire, avaient été faites sur des tuyaux neufs en fer-blanc, de ti'ès petit diaîBètie : Bossut avait employé des diamètres variables de 1 à 2 pouces; Dubiiat s'était servi de tuyaux de 1 pouce (0'".027).
Dans chaque expérience on avait mesuré la perte de charge totale, ^— ft', d'un bout de tuyau à l'autre, et la longueur totale, L, du
îayau; on pouvait donc calculer le rapport— r — = J, et former le
produit jT DJ. L'expérience consistîût à évaluer le débit Q des tuyaux ;
fivisant le débit par la section -tD', on obtient la vitesse moyenne
u. On dr^sait ainsi un tableau contens^t les. valeurs de u, et, en
regard de ces nombres, les valeurs de r DJ , c'est-à-dire de y (u),
^e tableau faisait donc connaître la valeur numérique de la foociioû ç pour tous les cas examinés.
Colomb parait être le premier qui ait remarqué que cette fonclicD cp croissait plus rapidement que la variable u, mais moins rapi* dément qee le carré de la variable» tt*, et: qui ait proposé pour cette
DÉTERMINATION
fonction l'expression
où a et 6 représentent des constantes. Prôny admit cette loi, et se proposa de déterminer les coefficients a et 6: il est parvenu à simplifier notablement ce problème de la façon suivante.
L'expérience donnant les valeurs de w, on peut former le rap-
jDJ
port — ^ , et si l'on a l'équation
on en déduit
^ DJ = au + bu*
= a + ôtt.
FIg. 80.
Soit ^l-p-=:y; l'équation précédente devient u
équation d'une ligne dont y et u sont les coordonnées.
A chaque expérience correspond un groupe de valeurs des coordonnées « et y ; on peut les représenter sur une
épure par des points À,B,G, Si la
formule était exacte, tous ces points devraient se trouver en ligne droite.
« En général, il n'en est pas rigoureusement ainsi ; mais du moins l'épure indiquera une direction moyenne MP qui s'écarte peu de l'ensemble des points A,B,G,-.... et qui peut être prise pour la droite y = a + ^w. On a d'ailleurs des méthode^^ analytiques pour déterminer avec exactitude les coefficients a et 6, entre autres, la méthode des moindres carrés des erreurs [*) .
(*) Voir le réfluiné de cette méthode, due à Legendre, et des méthodes analogues de Lflpiace eCde Gauehy, dans un mémoire de M. de Saint- Venant sur \es fat-mules du mouvement des eaux courantes, {Annales des mines, 4* série, t. XX.) Les trois méthodes s'accordent à faire passer la droite MP par le centre de graviié G des points A, B, C......
La méthode de Cauchy la fait passer en outre par les centres de gravité pariicuiiôrs des
deux groupes que l'on obtient en séparant les points Â, B, C par une parallèle â
l*axe Ou menée par le point G. On peut aussi employer à la déterminatioQ des deux
DE LA PONCTION <p. 189
Les 51 expériences qui ont servi à Prôny sont résumées dans un même tableau au n* 13 du Recueil des Cinq Tables, Les colonnes 12 et 13 donnent l'une la valeur de la vitesse u déduite de l'expérience, et l'autre la valeur de la vitesse u calculée par la formule que Prôny a établie. Les vitesses observées ont varié de 0'",04 à 2", 30. Prôny arrivera aux valeurs suivantes des coefficients a et 6 :
Et à l'aide de la formule
j DJ — aw + 6tt'.
il calcula une table, contenue dans une colonne de la table première de son [recueil, et dans laquelle, pour toutes les valeurs de u de centiniëtre en centimètre jusqu'à 3 mètres, il donne les valeurs
correspondantes de au + 6m' , ou de t DJ.
La formule de Prôny
7 DJ = ou + Ôtt*
eoefflcfents a et 6 une méthode graphique rapide^ que nous empruntons aa Dictionnaire des tmihémaiiques appliquées de M. Sonnet (article : Calcul par le trait).
Soient y^ et u, , y, et u^, y^ et u^, yn et Un,
n couples de valeurs obtenues par rexpérience. Si la théorie est exacte, on derra ayoir
yn s= aUn -f b.
Ces équations^ où l'on peut regarder a et 6 comme les coordonnées variables d*un point, représentent chacune une droite, définie de position sar le plan par lés coefficients donnés y^, u,, y^, Un. Il est facile de construire ces n droites, qui passeraient toutes par un même point, si l'hypothèie était rigoureusement admissible. Les coordonnées de ce point seraient les valeurs cherchées de a et b. En réalité, les n droites qui résument les expériences ne passent pas par un même point, mais elles enveloppent nn petit espace sar l'épnre, et on prendra pour valeurs probables de a et de 6 les coordoDiiées dn centre de cet espace. La petitesse de l'espace enveloppé donne une idée de i'cxactitode de Hiypothése.
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a servi àJ'établissemeot d'une foule de distributions d'ea^ sur lescpielle^ on a pu procéder à des vérifications de la théorie, De notables écarU: furent alors constatés entre les résultats du calcul et ceux des expériences pratiques. La formule dePrôny n'est donc pas complètement exacte. Cependant, il n'y avait pas grand inconvénient à l'employer } ,sî elle assignait aux tuyaux neufs des débits trop faibles, plus tard, les dépôts qui se forment toujours à l'intérieur des conduites en service, réduissûent notablement ces débits. L'emploi de la formule était une sorte de sauvegarde contre cette réduction.
La théorie que nous avons exposée donne prise à une objection. Mous avons supposé que les filets liquides contenus à l'intérieur du tuyau sont tous animés d'une même vitesse. Or il est certain que cette vitesse commune est tout à fait fictive, et qu en réalité, les filets glissent les uns sur les autres avec des vitesses différentes, ce qui met en jeu, non seulement les frottements du liquide contre la paroi- du tuyau, mais encore les frottements du liquide contre luimême. Ces frottements intérieurs ne doivent pas entrer, il est vrai, dans l'équation fondamentale du mouvement, parce qu'ils font partie des forces intérieures qui disparaissent en projectiou. Mais le frottement contre la paroi, au lieu d'avoir pour expression
produit de la surface de contact yds^ par une certaine fonction, f (m), de la vitesse moyenne u^ devrait être exprimé par le produit
Xds X F(w),
w étant la vitesse particulière des filets liquides qui glissent le long de la paroi du tuyau. Les deux expressions donneront nécessairement des résultats différents, à moins que la vitesse te; à la paroi ne ^oit exprimable par une fonction de la vitesse moyenne t/, ce qui parait peu admissible à priori^et ce qui est démenti par les observations.
116. Au lieu de supposer que le liquide s'écoule d'un seul morceau à rintérieur du tuyau, on doit se figurer les sections transv^eftsales comme partagées en anneaux concentriques, qui servent de. base à
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dee BQvfacei cylmdrîques animées chacune, parallèloment au tuyau, (fune^tease partsculiëre. Si Vxm BippeUe v la vitesse à Ja distancer de Taxe du tuyau, cette vitesse slappliquera à tout un anneau de nqfeoT et d'épaidseuf dr-^ la^secdon de cet anneau est 2nrdr.i et par nile le débit -dans Tunité de itemps de cette section .est
Additionnaiït tous ces débits entre les limites r = 0 et r = R; B étant le rayon du tuyau, on aura pour le débit total
et par suite la vitesse moyenne u sera égale au quotient -^ , on a
vrdr
expression que Ton pourra calculer dès que Ton connaîtra la Ipi qui lie les variables r et v. Des expériences ont été faites pour déterminer cette relation, mais on n'est pas jusqu'à présent tombé d'accord sor les résultats de ces recherches ; elles ont du moins fait reconnaître que l'hypotbèse des couches concentriques animées d'une même vitesse était très sensiblement vérifiée. Le problème a été aussi attaqué par l'analyse; moyennant une hypothèse sur l'expression du frottement mutuel de deux filets liquides voisins et animés de vitesses différentes, © et « + rfy, on peut faire pour chaque couche concentrique ce que nous avons fait pour la section entière du tuyau et chercher la relation qui doit exister entre t; et r pour assurer l'uniformité du mouvement de chacune de ces couches. Les premiei*s et^sais de ce genre sont dus à Navier (•) ; M. Sonnet (**), eu 1845, Dupuit (***),
C) TonelV des Mémoires de V.Aeadémit des Sciences,
(**) Recherches sur le mouvement uniforme des eaux^ en ayant égard aux différences de vitesse des filets (184S] (*^/ têudô0Msrrle9imuui>eosmanéis,
en 1848, complétèrent ces premières recherches sans modifier sensiblement les hypothèses qui leur servaient de base. Les études expérimentales de Darcy Font amené à des résultats différents (*). Navier avait admis que le frottement entre deux couches voisines est proportionnel à leur vitesse relative» ou plutôt à la dérivée partielle,
dv
j-, de cette vitesse par rapport au rayon de la couche; Darcy lot
conduit à penser qu*il est proportionnel au carré de cette même dérivée, et il donna des formules empiriques qui font connaître, en fonction de la vitesse moyenne, la vitesse dans Taxe du tuyau, la vitesse à la* paroi, et enfin la vitesse à une distance quelconque de Taxe. Ces formules ne sont plus admises sans contestation aujourd'hui, et des recherches plus récentes, appuyées les unes sur les expériences de M. Bazin (**) , les autres sur les travaux analytiques de M. Lévy (***), semblent devoir faire rejeter l'hypothèse de Darcy, pour admette une nouvelle îoi plus compliquée pour le frottement mutuel.
117. Bien qpe.rhypotbèse de JN^vier ne soit pas entièrement sar tisfaisante, nçus nous arrêterons, un moment à en développer les résultats.
Soit AB la section d'un tuyau de. diamètre D ; sur le rayon OA
de ce tuyau, élevons en chaque point, 0, m', ut, n, n\ A, des perpendiculaires Oo, m' p\ mp^ nçt n' q, ka^ proportionnelles à la vitesse V du filet liquide qui passe «n ce point. Nous obtiendrons ainsi une courbe représenMÎTa des vitesses v des coucbes liquides en fonction de ItJurs rayons r. La
FIg. 81.
(*) Recherehes^eûDpénmeniale» reiùHvet ùu fnûuvement de Veau dans let tv^aux (18S7), «hBpitreV.
n D«cy «t Barin, Écoulement de Teau dcm» les canaux.
O Annaies des Ponts et Chaussées, 1W7, Mémoire n* 161, ï«r M. Maurice Lérv.
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vitesse moyenne est la même partout dans le tuyau, puisque son diamètre est constant. Nous admettrons aussi que la distribution des vitesses est la même dans toutes les sections, de sorte que v est une foDctioij de r, indépendante de la section considérée.
Exprimons l'équilibre d'une longueur infiniment petite de Fannean liquide compris entre les deux cercles m et n, dont les rayons sont r et r + dr. Cet anneau est en équilibre, puisque son mouvement est uniforme, sous l'action^de son poids, des pressions d'amont et d*aval, et des réactions des deux couches voisines, savoir, de la couche intérieure mm\ qui, ayant une vitesse plus grande, tend à accélérer son mouvement, et de la couche extérieure nn\ qui a une vitesse plus petite et tend à le retarder. Projetons toutes ces forces sur l'axe du tuyau ; les composantes normales des réactions des deux couches voisines disparaîtront, et il ne restera plus que les composantes tangentielles, ou frottements, qui se projetteront en vraie grandeur. -
Soit ds la longueur du fragment d'anneau dont nous voulons «primer l'équilibre. Sa base a pour surface n{r + dry — wr*, ou 2tT(/r;son volume est ZTzrdrds; son poids est le produit V^nrdrdsXll. et si l'on projette cette force verticale sur l'axe du tuyau, supposé incliné de l'angle a sur l'horizon, on aura pour composante:
%KrdrdsxJls\n9Lis: — itzrdrdzxU^
ingénieQr des pools et chaussées. * M. Lévy a pousse plus loin ses recherches, dans un
mémoire fut V Hydrodynamique des liquides homogènes, et en particulier sur t écoule-
WMl reelUigns et permanent . Aa lieu d'admettre^ comme Narier, que la résiEtance au
dv lliMWfiit de dCDi couchée eontigaês est exprimée par la fonction s ^ , M. Lé?7 ne fa il
lueons hypothèse particulière sur cette fonction; il suppose seulement que les compoisates, sQlTaot trois axes rectangulaires, des actions subies par les faces d'un parailéiipipède élémentaire, soient déTetopp»b'e:4 en séries contenant nu premier degré toutes Ic< éértrées des composantes de la vitesse, par rapport aut roordonnéoft; et il exprime la escdiUoo nécessaire pour que ces séries soient composées avec les mêmes coefficients lorsqu'on opère un changement quelconque de coordonnées rectangulaires. Le nomi^ro de eoefflcients indéterminés introduits dans les cal* uls permet d'établir l'accord entre les fmnules tt les résultats de l'observation.-* Voir les Comptes rendus de l'Académie des Sciences, t. LXVUI, séance du 8 mars 18C9, rapport de M. Barré de Saint- Venant.
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en appdant» comme nous Tavons déjà fait, z la cote de hauteur du ceutre de la section d'amont, et z + ^^^'^ ^^ ^^^ ^^ centre de la section d'aval.
Les pressions sur les sections d'amont et d'aval s'obtiendront en moltipliant la pression moyenne dans chacune d'elles, par l'aire delà section transversale de l'anneau, ou par 2iïr<ir ; la pression d'amont doit être prise positivement, la pression d'aval négativement, et comme elles se ptx>jettent en vraie grandeur sur l'axe^ elles donnent pour composante
ou bien
— 9iiirdrdp^
en observant que p' est égal kp + dp.
Cette fonction />, qui représente la pression moyenne pour Tanneau mn dans la section d'amont, est la même pour tous les anneaux liquides qui traversent cette section. En effet, l'écoulement étant supposé se faire par filets parallèles, les pressions se répartissent dans chaque section transversale suivant la loi de 1 hydrostatique. La pression moyenne sur une aire quelconque est donc égale à la pression sur le centre de gravité de cette aire. Or tous les anneaux sont concentriques, et ont pour centre de gravité le point 0. Donc la fonction p est la même pour tous; en d'autres termes p est indépendant de r, et dépend seulement de la longueur s mesurée sur Taxe du tuyau.
Nous n'avons plus qu'à évaluer les frottements du liquide. Occupons-nous d'abord du frottement exercé sur la surface cylindrique qui passe au point m. L'aire de la surface frottante a pour mesure ^itrds. La vitesse du filet nm étant représentée par v^ celle du
filet nfftn sera représentée par v — 77- <fr » car ^ ^^^ ^^ ^ wa
rayon r — rfr ; et le frottement moteur éprouvé par le filet mn de la part du filet m'm qui marche plus vite, sera, si l'on admet la loi de Navier, eipi iiué par le produit
SUIVANT L'HYPOTHÈSE 1>E NAVIER. i05
dr dr
£ étant un facteur constant.
Nous donnons à cette expression le signe — pour en faire une
!brce mouvante, eo observant que la dérivée -7- est négative.
La même expression se retrouvera, augmentée de sa différentielle relative à r et changée de signe, pour représenter la force retardatrice due au glissement de Tanneau mn surFanneau nri qui marche plus lentement. Cette force aura donc pour valeur
2«d,x[(rg)+|,(rJ)dr],
de sorte que la somme algébrique des deux frottements subis par Tanneaa tnn sur ses deux faces est égale en grandeur et en signe à
l'équation du mou^ment uniforjoae ost. par suite
Divisons l'équation par ^nrdrdsxU^ et changeons les signes. Il vient: *
ds^ Mds Wr drVdr) ^ '
tquatioQ où figurent deux variables indépendantes *8 et r, mais où z tt p sont des fonctions de 5 seul, tandis que v est fonction de r et indépendant de s.
Laissons le rayon r constant, c'est-à-dire voyons ce qui se passe pour un seul et même anneau. Nous pourrons intégrer l'équation, en
regardant s comme la seule variable indépendante, ce qui nous conduit à l'équation :
-r u- P - 5£ X i — /"r -,-^ = constante.
Or z + '^estlahauteurpiézométrique du centre de la section; elle
est indépendante du rayon r des différents anneaux liquides; la formule de récoulement de l'ensemble des anneaux liquides nous montre
d'aiUeurs que . + ? est une fonction linéaire de s (S 109)- Donc le coefficient de 5,
doit se réduire à une constante. La loi qui lie la vitesse v au rayon r s'obtiendra par suite en intégrant l'équation différentielle
r dr \ dr]
A désignant une quantité constante; On en déduit successivement
1 Ir'^ = dr\.dr) ,
Kr
dr X
dv _\_. C
« = 1 Ar« H- C log r + C.
loBouii r,:=iQ.,c'it-,Hire aw «jep^re du tuyau, la vitesse » âoit ..^teipdfiei spn,tp^n?om>, touteA restant finie ; donc C = 0, et rèqua-
» = iA>-« + C'
SUIVANT L'HYPOTHÈSE DE NAVIER
Ou bien
V = r, 4- j Ar»,
en appelant Vi la yite3se du filet central. La constante A est négative;
si on remplace -j par — B, B étant un nombre positif, l'équation prend
laïormé
© = Tj — Br*,
9u bien
tj — r = Br*.
Dans l'hypothèse de Navier, la courbe opqa^ qui représente la distribution des vitesses, est donc une parabole ayant pour axe la droite Od.
La vitesse moyenne, u^ est donnée par la formule
et la vitesse à la paroi, lo, par l'équation
Donc enfin, on a dans cette hypothèse v^ 4*^ = 2t/, et la vitesse moyenne est la demi-sonmie des vitesses extrêmes.
lis. Cette question, qui présente un vif intérêt théorique, n'a pas une aussi grande importance au point de vue des applications. 11 nous suffit ici de constater que la formule de Prdny renferme une source d'erreurs, résultant de ce qu'on y exprime le frottement à la paroi en fonction de la vitesse moyenne seule^ tandis que, vraisemblablement, la vitesse à la parois variable propre de la fonction qui mesure le frottement, dépend, non seulement de la vitesse moyenne, msds encore des dimensions de la section. En un mot, r étude sommaire que nous venons de faire nous conduit à recon-
MODIFICATIONS PROPOSÉES A LA FORMULE DE PRONY
119. Les premiers travaux entrepris pour perfectionner la théorie de Prôny eurent pour objet la détermination de valeurs moyennes plus exactes des coefficients constants a et b. Ils sont fondés sur les mêmes expériences. D'Aubuisson, s'attachant plus aux expériences relatives aux gros tuyaux, crut reconnaître que Prôny avait adopté une valeur de a un peu trop faible et une valeur de b un peu trop forte, et il proposa les valeurs :
120. Eytelvvein introduisit dans la détermination des coefficients
Fig. 82. "° perfectionnement de détail; il tint
compte de la perte de charge due à la contraction à l'entrée des tuyaux, que Prônv avait complètement négligée.
Elle a>est négligeable en réalité que si l'entrée du tuyau présente un évasement parfaitement ménagé.
Supposons que cette précaution n'ait pas été prise. Soit A T origine du tuyau; un peu au delà de ce point dans la section B, nous trouverons la vitesse u de l'écoulement m appliquant la formule des ajutages cylindriques, savoir :
A L'ENTRÉE DTN TUYAU. 199
eo appelant ^ la liaut^ur piézométrique au point B, et z la hauteur
du point B au-dessus du plan de comparaison TE, Résolvant par
rapport à A -f -^ , on a
La perte de charge B'' B'" à l'entrée du tuyau est donc égale à
0.49 — ; cette perte de charge doit être déduite de la différence de niveau, h — h!^ des deux bassins, de sorte qu'au Ueu de poser
j 3- 2 comme nous l'avons &it, il faut prendre
et c'est cette valeur de J qui doit entrer dans l'équation ^ DJ = ç(m).
Cette équation* se résoudra par approximations successives. On
négligera d'abord le terme 1»4^ ôq » q^i est toujours assez petit; on
aura une valeur de J trop grande, qui conduira à une valeur de u trop grande aussi. Cette valeur de u servira à calculer la correc-
tion j — 2 de la valeur de J ; la correction étant trop grande,
on aura une seconde valeur de J trop faible, qui conduira à une nouvelle valeur trop faible de u, La vraie valeur de c^ est do«c comprise entre les deux premières valeurs approximatives calculées.
Eytelwein entreprit le calcul des coefficients â( et 6 en tenant
ÏOO FORMULE De M. DOPUÏT.
compte delà perte de charge — x 0.49 dont Prôny ne s'était pas inquiété; et il trouva les valeurs suivantes:
121. Les formules d'Kytelwein et de d*Âubuisson laissaient subsister la forme de réquation de Pr6ny, et ne modifiaient que les coefficients. Dupuit proposa une amélioration plus radicale ; il observa que le coefficieni <?> étant beaucoup plus petit que le
coefficient b (^ suivant; Prôny, jj suivant Eytelwein) , le terme aw
était négligeable devant le terme £t/% sauf dans le cas où la vitesse u est très petite. Au-dessus de 0".10 de vitesse, on peut s'en tenir au second terme (*), et poser l'équation simplifiée:
Cette équation peut être résolue par rapport à u i
Dttfniitf, tti sUppkfiihftM lé (ërmé^ du 1*' degré, modifia légèrement le terme du second degt^, ^ pn^posa de &tre b == 0.000 3855. U en résulte l'équation
V=50,93i V/^OJ
ou, approximativement,
-Vî
DJ
i:i)rrmite d^ah'usâgë èittrèmeuiônt commode.
■^F ■ ■■■>^ tri*i l'un» ■ rtft — >'"iinntMH I niwjtiJ « I. I II *ii> t. **>■' «« nJn.f
O t^J(M4i;.le# .t£à»(P^U(«ift,vii6i0^»ipkr fULttmp{e>oiir réeoQttmeot par det tôbtt cftprikiires, OD doit preodre, au contraire, le premier terme au à l'exclusion du aecond.
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f22. Knûn, M. Barré de Saint- Venant, reprenant les données expérimentales qui avaient servi à Prôny, chercha à exprimer la foncûon f {u)^ non pas sons forme de polynôme entier, mais sous la forme de monôme calculable par logarithmes. Il posa donc Téquation
OÙ le coefficient c et l'exposant m sont des nombres à déterminer par expérîeace. L'emploi des logarithmes réduit encore la recherche (le c«8 nombres au tracé d'une droite qui passe le phis piès possible de points donnés (*). De l'équation
oD tire en effet, en prenant les logarithméSy
log c + m log|tt = log (j DJ j
équation d'une droite dont les coordonnées sont les variables
'%• (t DJ] et log. u, et dont log. ç estj'ordonnée à l'origine et m
le coefficient angulsûre. La discussion des résultats des expériences, et l'eqiploi des méthodes analytique» oa^ cQuâult M^ de Saint- Venant à prendre pour valeurs moyemies de^ çpnstantes
*; ta substitatlon des logarithmes aux pombrea daoa la rechi$rc))e.d9 Ja foii^|ioQ(4i
ravanlage de eoadaire à ratténuation et à la compensation des écarts relatif* ou pro-
ytfiiùnnfU entre Ita laleura obiervéee et lea valeum ealeuléca, an lien dev écarti absolus
Voir Bax«é 4e j^AU^tiVenaiiti Formuks ti UtblinnauDeHet^ Annaies '4è^ nkim^, ¥ série,
t.XX.) '^ . -, .
%n tàblb de m. Mary.
L'équation du mouYemeiit clms les tuyaux serart donc, d'après M. de Saiot-Yenant ,
Elle diffère de Téquation de Dupait ,
^DJ = 0.0003955 xu«,
en ce que l'exposant de u et le coeiTicient sont plus faibles dans la première formule que dans la seconde. La formule de M. de Saint- Yenaiit donne des résultats inférieurs à ceux de la formule de Dupuit, et aussi à ceux d'Eytelwein.
Ces formules, sauf la formule de Dupuit : u = ^Ii/tW
n'ont pas été adoptées dans la prajtique, et, jusqu'à l'apparition des travaux de Darcy, les ingénieurs chargés d'un service de distributîoû d'eau ont employé presque exclusivement la formule de Prôny ou la table qui en tient lieu. D'autres tables, plus commodes pour les besoins journaliers, ont été déduites de la table de Pr6ny. L'une a été dressée par M. Mary, à l'époque où il dirigeait le service des eaux de Paris* Elle donne immédiatement la perte de charge par mètre, J, et la vitesse, u, nécessaires pour écouler, par un tuyau de diamètre donn^, un certain volume d'eau par seconde. C'est une table à double entrée. M. Mary a admis 15 diamètres différents de tuyaux, depuis Ô^.OS jusqu'à 0".60. Il a choisi les diamètres usuels de la distribution dont il avait à s'occuper. Les volumes à écouler, exprimés en mètres cubes par seconde (*) , forment la seconde entrée
(*) M. Mary a exprimé aussi les volumes en pouces de foniainier. Le pouce de fontainier représente un volume liquide de lO^MOS en 24 heuies. C'est le volume écoulé par un oriûce d'un pouce de diamètre» sous une charge d'eau de 7 lignes au-dessus de son centre.
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de la table. Us vsartenÉ de Û,000 0212 fou V,^»» de pouce de fontainier) à 0,266 604 (1200 pouces). On entre donc dans la table par le diamètre D du tuyau et le volume Q à débiter ; la table donne imfflédtatenœnt les deux résultats cherché;^, la perte J et la vitesse u.
Elle épargne la série d'opérations suivante :
et
au + bu^
Des interpolations permettent de passer des résultats inscrits dans la table aux résultats intermédiaires. Cette table est très com* mode pour résoudra par voie de tâtonnement le problème de rétablissement d'une distribution d'eau, surtout lorsqu'on doit faire Qsage des diamètres inscrits. M. Mary a publié cette table à la suite de son Cours de navigation intérieure à Têcole des ponts et chaussées.
124. L*autre table dont nous voulons parler est celle de M. Four-
neyron (*). Cest une table à simple entrée qui donne le produit VQ en fonction de la vitesse. On a k la fois les deux équations :
J DJ = OM + bu\
Éliminons D ; pour cela multiplions la première équation par la seconde élevée au carré, il viendra, en supprimant le facteur D% commun aux deux membres :
J« Q = 4im (ou + 6u»)"
La table qui donne TQ en fonction de u est la plus conunode
(*) Cowipies rendus de C Académie de9 8ciencei, août 1843.
qu'on puisse employer pour déterminer le diamètre d'une conduite dont la dépense, Q, et la perte de charge par m^Hre, J, sont données. On forme le produit J*Q ; on le cherche dans la table. On trouve en regard la vitesse C, que Ton corrige par une interpolation si cela est nécessaire. Puis on divise la dépense Q par cette vitesse, et on a la
section ^D\ Des tables spéciales servent à calculer D.
Supposons par exemple qu'on veuille débiter un volume de
Fîg.83. 40 litres par seconde au
moyen d'un tuyau ÂB^ long de 300 mètres. On sait que ce tuyau débouche dans l'air au point B et que le niveau MN est élevé de 15 mètres au-dessus du point B. On demande le diamètre à donner au tuyau.
D'après la formule de Prôny, on aura
iB- — I- X 1.49 15- — ~ X 1.49
Comme u n'est pas encore connu, on prendra, comme premièi'e approximation,
La table donne pour ce nombre 2"". 29.
Cette valeur servira à corriger la valeur de J. Il faut, en effet, re-
tiancher de 15 mètres, d'abord ^, pour tenir compte de la hauteur
du plan de charge au-dessus de B, puis 0.49^, pour tenir compte de la perte à. l'entrée en A. Si Ton fait
(yn ft
Do
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uC
rrX 1.49^0.3987, J* = 0.00237169 et J»Q = 0.00237169 X 0.040 = 0.0000948676.
La table donne pour ce produit m = 2.27 environ, ki vraie valeur de w serait très voisine de ce dernier nombre, et il est inutile de recourir à une seconde correction.
Oo en déduit
it W.4 0.040 ^^ «,-«« ' 4,'^ = il^^»"-"^'*»-
Et 1 on trouve dans les tables qui donnent Taire d'un cercle en fonction de son diamètre que cette surface correspond à un diamètre
de0-.15.
CHAPITRE IL
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125. La base expérimentale de la théorie de Prôny était peu solide. Les observations de Couplet, de Dubuat, deBcssut portaient les , unes sur des tuyaux de trop petit diamètre, les autres sur de vieux tuyaux en fonte encombrés de dépôts. La concordance approximative des résultats obtenus, en vertu de laquelle Prôny a pu les comprendre tous dans une seule et même formule à coefficients constants, paraissait à beaucoup d'ingénieurs reffet d'une compensation accidentelle entre tontes les causes de divergence, plutôt que la révélation d'une loi positive. Darcy, chargé après Mary du service des eaux de Paris, chargé d'un service analogue à lîijon, sa ville natale, qu'il dota d'une magnifique distribution d'eau, entreprit de lever ces doutes par de nouvelles expériences, où il ferait varier la nature des tuyaux, leur diamètre, les pressions et les vitesses. H employa, en effet, des tuyaux de fer étîré, de plomb, de fer bitumé, de verre, de fonte neuve et de fonte altérée par les dépôts. Les tuyaux de fer et de fonte avaient 100 mètres et plus de longueur ; ceux de plomb, 50 mètres; ceux de verre, â4'°,80. Ils étaient parfaitement calibrés, et leur diamètre était déterminé avec le plus grand soin. Les diamètres étaient très différents d'un tuyau à l'autre. Pour les tuyaux en plomb, Darcy employait les diamètres delA, 21 et ai millimètres; pour le fer et la fonte, les diamètres
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ont varié de 12 millimètres à 50 centimètres. Ou déterminait avec soin les débits en recueillant, dans des bassins de jauge, Teau fournie par le tuyau. Les vitesses observées ont été poussées jusqu'à ■ 6 mètres. La pente de la conduite était soigneusement réglée pour éviter toutes les perturbations dues aux coudes et aux déviations brusques, ou à la présence de Tair provenant d'une pose Irrégulière. Eiifin, pour la mesure des pressions, Darcy employait de nombreux lubes piézométrîques : il en avait un dans le réservoir, à l'entrée du tuyau, un autre dans le tuyau à l'endroit où l'écoulement par filets parallèles est rétabli sur la section entière. D'autres piézomèires étaient implantés sur le tuyau, à des distances égales, de 60 mètres pour les uns, de 25 mètres pour les autres. C'est dans ces conditions que Darcy fit 1 98 expériences qui lui servirent à déterminer les nouvelles lois de l'écoulement, et à dresser une table qui résume ces lois pour les tuyaux en fonte neuve, l'exemple le plus intéressant dans la pratique.
Nous ne pouvons pas suivre Dai cy dans tout le détail de ces exf érîences, et nous nous bornerons à en faire connaître les résultats principaux.
126. Darcy a vérifié l'indépendance entre le frottement des liquider et la pression mutuelle, et la proportionnalité du frottement à Taire des surfaces frottantes. Mais il a reconnu que la nature de la paroi avait sur le frottement une influence très notable, entièrenient méconnue dans la théorie de Prôny, Par exemple, les conduites en fer bitumé et les tuyaux en verre donnent des produits plus grands d'un tiers que ceux qu'indiquent les formules de Prôny, tandis que les tuyaux en fonte, dès que des dépôts, même infiniment minces, se sont fixés sur leurs parois, ont un débit bien moindre que leur débit originaire, sans qu'il y ait eu cependant réduction appréciable du rayon moyen apparent {*). La variation des diamètres, pour une même nature de tuyaux, a permis de constateri
* j Le rayon moyen apparent ett celui qne Toii peut mesurer; c'est le quotient
FORMULES
comme nous l'avions fait pressentir plus haut, que la fonction ^(u) décroît quand le diamètre augmente, de sorte que les coefficients j a et b de la formule de Prôny, que Ton regardait comme constants, sont des fonctions du diamètre, diminuant quand celui-ci devient plus grand.
Relativement à la forme de Téquation de Prôny, Darcy admit, ave( Girard, d'Aubuisson et Dupuit, qu'on pouvait la simplifier par la suppression du terme Am*, quand les vitesses sont très petites, ou du terme m/, quand les vitesses sont supérieures à O^.IO.
En définitive, & la formule de Prôny
- DJ = au + 6u',
Darcy a substitué la formule suivante
où R est le rayon du tuyau, et 6^, une fonction de R qui décroît quand R augmente, et à laquelle Darcy a donné la forme
a et p étant des constantes dépendant de la nature du tuyau. Voici leurs principales valeurs numériques :
Pour le fer étiré et la fonte lisse,
Pour la fonte altérée par de légers dépôts,
« = 0.001014, Pt=r 0.^00 013.
--. Dans cette fr^action, la secUon O peut être évaluée avec une parfait^ eraotitoik
Mais le périmètre x peut varier beaucoup en réalile^ -par suite des dépôts arrêtés à la surface du tuyau, sans varier le moins du monde en apparence. Par exenipte une dent de scie imperoepUbte à éléments respectivement parallèles aux côtés AC et Gb, allant de A en B le long du côté AB, sera comptée puur la droite AB, tandis qu'elle a une Iongueur effective AG + CB.
DE DARCY. iio:)
Oa yoit que cette substitution revient au fond à introduire le layoD R là où Prtay introduisait la vitesse. Mettons 1* équation
ou
sous la forme
^ DJ = ûM + 6m*
RJ ^^ . 2a . P' tt* u u
La loi formulée par Prôny fait de a' et ^ des constantes. La loi de Darcy consiste à poser
127. Cette formule de Darcy ne s'applique qu'aux vitesses supérieures à 0'".10. Pour prévoir tous les cas et les englober dans une -eiile et même équation, Darcy a déterminé les valeurs de quatre «oa3tantes or, a^ p, ^^ entrant dans la formule à deux termes :
et il a obtenu, toujours pour les parois lisses :
On trouve dans l'ouvrage de Darcy, pages 119 et 120, une table
des valeurs des coefficients « + «gi et p + ^ pour toutes les valeurs
des diamètres de 0".01 à 1".00. Une 3* colonne contient les valeurs «pi'il faut attribuer au coefficient de u quand la vitesse est trèspetite et que Ton supprime le terme en w',
Darcy a réduit la première formule en une table à double entrée (♦) ; les arguments de la table sont la vitesse w, variant de
(•) Ùu mouvement de Venu dam les tuyaux, pages 230 et suir.
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0"'.10 à â^.OO, et le diamètre D, variant de O-.Ql à 1~.00. La table donne à la fois le débit Q et la perte de charge pour 100 mètres de longueur du tuyau, c'est-à-dire le produit J x 100.
128. On peut encore résoudre l'éqnation de Darcy par rapport à u:
"V-rvfi
Le (lénouiinateur est variable puisqu'il contient D ; or» faiaooft successivement
tt 3 I) = 0".0i, nous trouverons : - + j^ = 0.000 900,
D = 0-.ôO, =0.000«S6,
D-l-.OO, =0.000259.
Introduits dans la formule, ces nombres donnent
DJ pour D = 0.0i,
DJ D
?^ = 63\/-DJ n = i.oo.
= 63 y j DJ
Le terme en ^ n'a donc pas d'influence sensible dès que D dépasse
une certaine limite, de aorte qu' attraction faite des petits diamètres, on peut ne servir, pour les parois lisses, de l'équation très simple,
^eay/jiw,
analogue à celie que DupuU avait adoptée pour les tuyaux depuis longtemps en service.
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129. M, Maurice Lévy, développant l'hypothèse de Navicr sur Taction mutuelle de deux filets liquides, et s' aidant des expériences deDarcy, est parvenu aux formules suivantes :
La vitesse moyenne u est égale à la racine carrée de la pente par mètre J, multipliée par vgi certain coefficient |ji, qui dépend du rayon R de la conduite et de la structure de la paroi mouillée.
On a
jx = 20,5 VR{i + 3 v'R) pour la fonte encombrée de dépôts; et
{L = 36.4 V^R(l + ylS) pour la fonte neuve,
la vitesse tt= jx y^ J , et la dépense Q = [^.itR* y^J .
M. Lévy a dressé une table à simple entrée qui donne en fonction du diamètre les valeurs de la section tcR', du coefficient [x pour une nature déterminée de paroi, et le produit [iicR*, qui entre dans l'expression de la dépense.
Poiseuille s'est occupé du mouvement de l'eau dans les tubes capillaires. Sa formule
se ramène à celle de Darcy quand on supprime le terme en u*i et r|u'on néglige la partie constante du coefficient de u. On a, en effet, alors :
Q ic
et, comme u = -^, il vient Q=^R*J, formule équivalente à
ittt Pi
Q = KD*J.
La même loi a été adoptée par Hagen.
PROBLÈMES USUELS SUR L'ÉCOULEMENT DANS LES TUYAUX
I«t0. Nous nous servirons exclusivement dans les problèmes suivants de la formule monôme de Darcy :
RJ
= M' = (« + |)uV
oit R représente le rayon du tuyau ;
J la pente de la ligne de charge par unité de longueur mesurée sur
Taxe du tuyau ;
II, la vitesse moyenne dans une section quelconque,
et a et ,3 deux constantes, déterminées par M. Darcy, dans le cas
des parois lisses et dans le cas des parois recouvertes de dépôts.
Les principaux problèmes qu'on peut se proposer sur les conduites simples à diamètre constant consistent à déterminer deux des quatre quantités u, J, Q et R en fonction des deux autres. Ces problèmes sont au nombre de six, puisque sur une collection de quatre objets, il y a six manières distinctes d'en prendre deux.
131. 1*' Pboblème. — On donne le diamètre D du tuyau et la vitesse u de l'écoulement; on demande de déterminer la pente par mètre et le débit.
La table de Darcy donne immédiatement le résultat cherché*
PROBLÈMES SUR L'ÉCOULEMENT
On cherche dans la table la ligne horizontale qui correspond au diamètre D et la colonne verticale qui correspond à la vitesse u. On trouve à l'intersection de ces deux lignes la valeur de 100 J, et la valeur de Q.
La table est comme on le sait, dressée pour les tuyaux neufs ou à parois lisses.
Pour traiter cette question par le calcul direct, on remarquera que le rayon R est la moitié du diamètre D ; connaissant R et w, on aura :
et pour avoir J on résoudra l'équation
RJ = bi M«,
où b^ doit être remplacé par sa valeur en fonction de R. La table suivante donne les valeurs numériques de b^ pour différents diamètres : elle est extraite d'une table insérée dans l'ouvrage deDarcy, pages 111 et 112.
sB-a
e.oa o.io
QM 0.40 0.50 l.OQ
lATONS.
VALEURS ^TIléR10TJE8 GOEUSPUNDAlTrES DE ft|.
ParoU lisses.
Paiois recouvertes de dé|)6u.
<».oo»oa
OiQ01530 0.001272 0.001142 0.001100 0.001078 0.001064 0.001096
iS2. 2* PAOBLftMB. ^- On donne la perte de charge par unité de longueur J et la dépense Q. On demande de calculer la vitesse u et le diamètre D*
Entre les éeox éqaaMODS :
et
éliasiocmâ u. Pour cela il n'y a qu'à élever la seconde au carré, et h dÎTiaer ensuite membre à membre. Il vient :
Q* ~ Tc«R* •
D'où résulte l'équation
Connaissant J et Q, on en déduira le rapport^; et on seiu ramené à résoudre une équation au sixième degré en R :
R*^ — «dR — p = e
Cette éqnatioD a une racine réelle positive, et n'en a qu'une. C'est cette racine cpjî répond à la question. Poor la trouver, on observera que ^ est un nombre très petit; on le négligera d'abord, ce qui donne pour R une valeur approximative
Cette valeur sert à calculer une valeur approchée de aR -|- ^. D'où résultera une deuxième approximation :
PROBLÈMES SUE L'ÉCOULfiMËNT
valeur quon pourra encore corriger de la même manière si lavarlilion de R est trop grande.
Connaissant B, on en déduit le diamètre D et la yitesse u par ks
fo^'mules
M. Bresse a dressé une table qui facilite la résolution de ce pro- L ème. Cest la table III du recueil joint à son cours d'hydraulique.
Elle donne les valeurs du quotient j^ en fonction du diamètre; elle
se rapporte aux valeurs de a et ^ qui conviennent aux tuyaux dont les parois sont déjà garnies de dépôts. La disposition de la table est la suivante :
/ 1- 1 - il •
LOOAairMlBS
»(A»«hM« .
ilKl
de
DIPVÊRINaES
premières.
secoQdes.
On abrège le calcul en employant les logarithmes. Alors les taJble^ des différences premières et secondes facilitent les interpolations entre les nombres de la table^ et permettent de les faire suivant la loi pamMiqH0i qui É(eiM'd6 pto^ '{yrès la loi rigoureuse, an Uéu
d'opérer l'interpolation par piiTties j^oportionnelles.
J Si Ton donne J et Q, on formera le nombre ^„ qu'on cherchera
dans la table. On trouvera, enjregard, le diamètre demandé, et l'aire correspondante de la section. «Jl n*y a plus qu'à diviser la dépense par cette aire pour avoir la vitètee. Les diamètres de la table sont compris entre les limites ©■•Ol et 1".20.
ISS. "3* PkdiJLtiiÉ; — Oh donfié la pente J et le diamètre D; on demande la dépense et la vitesse, • v
Oft peut résoudre ce problème de plusieurs inanièi*es : 1* Au moyen de la table de Darcy. On cherche dans cette table le diamètre D; on trouve en regard différentes valeurs de J; on choisit celle qui se rapproche le plus de la valeur donnée. A côté, dans la même colonne, on trouve la dépense Q correspondante ; en tête ûd cette colonne, on lit la vitesse u.
2* Au moyen de la table de M. Bresse. On y cherche D; on trouve
la valeur correspondante de ^. On connaît J. On en déduit donc
la valeur de Q, puis on obtient u par la division u = . Le divi-
seur tD* est inscrit dans la seconde colonne de la table.
On peut aussi résoudre ce problème sans avoir recours aux tables. Prenant, la moitié de D, on a R; et» plir suite, on peut calculer
L'équation fait connaître u^
on a ensuite '
Rl3=6,u*
4 /Ri
13A à* PnoBïpfjL — Go£MPaiaa9|nt u iPente J et ]A.¥ite8e^#^^trQUt' ver le diamètre D ou lejayon R, ^ la.déi)fn^;Q« De Téquation
on tire
r ■■ ■ . ■ ■'• ':,'ÂJ'''
on connaît —^9 et par conséquent I\.j()e,ujl^ è(rç trouvé par h résolti* tion d'une équation du second degré. ^ ' \
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Cette équation peut se résoudre par approxîmatîoDS succesi^ves. On supprime d'abord le terme en ^, ce qui donne
On substitue ensuite cette valeur dans le terme supprimé, ce qui donnera une seconde approximation
La correction î- est constante; elle est de plus très petite, car
(3 est fort petit par rapport à cr.
Pour résoudre le même problème à l'aide d'une table, il faudrait e n
construii e une donnant -^ en fonction du diamètre D. Cette table a
été dressée par Darcy (*) ; elle donne pour toutes les valeurs de D,
de centimètre en centimètre^ les valeurs de b^i de -^ et de I/tt'
La coloaue (4) contient les va^leurs de -^ ou de -j. La colonne (5)
donnant V/t-i abrège le calcul des vitesses par la foimule
«= yjl-yi.
135. 6* Problème. — On donne le diamètre D et la dépense Q; on demande de déterminer la vitesse u et la pente J.
On trouve en regard du diamètre D, dans la table de Darçy, une dépense Q égale àja dépense donnée. A côté, on lit la pente J correspondante, pour 100 mètres de conduite; divisant par 100, , on aura
0 Ou moUvemetU di Veau dont les tuyaux, page 111
J pour 1 mètre. La vitesse u est iiisgrite en tète de la doubie colonne JetQ.
On peut aussi calculer u au moyen de la formule
On est aloii*s ramené au premier problème pour la détermuiation deJ.
1S6* 6* vr DBRimR Problème. — On dorme la vitesse t/ et ht dépense Q. On demande la pente J et le diaoràtre D.
On divisera Q par w; on aura irD*. Les tables de cercle donneront D. Connaissant D et u^ on est ramené au premier problème pour la détermination de J.
137.. Ces problèmes peuvent aussi se résoudre très simplement au moyen d'un tableau graphique donnant à la fois le diamètre D et la dépense Q en fonction de J et de U.
Prenons sur un axe horizontal des abscisses proportion n elles aux valeurs successives de la pente par mètre J ; sur un axe vertical, por- ^ tons des longueurs proportionnelles aux vitesses u. Chaque point du plan des deux aMS correspondra donc à des valeurs définies des quantités J et i<; or, entre ces deux éléoients, on a la relation
daoa laquelle è^ est nue fonction, a + ^ > du rayon R du tuyau. Si donc
on attrilHie au paramètre R des valeurs successives, on pourra représenter par une série de paraboles tracées sur le plan des deux axes, la relation qui lie entre elles les variables J et w pour toute déter- * mination du rayon ou du diamètre du tuyau. Chaque détermination pourra être inscrite le long de la courbe correspondante.
En chaque point du plan, le diamètre du tuyaa, la pente J et la vitesse u se trovveat ainsi déterminés ; donc la dépense Q l'est aussi ;
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et, par suite, sur le même tableau, on pourra tracer les courbes d'égal débit.
Au lieu de construire les courbes avec les coordonnées J et t«, on peut construire des lignes ayant pour coordonnées les logarithoies de ces variables ; on obtient alors des lignes droites parallèles au lieu de paraboles, et l'épure est plus facile à construire. On peut d'ailleurs inscrire le long des axes les valeurs mêmes de J et u, au lieu des valeurs de leurs logarithmes; Tépure construite avec des droites se prête à la même lecture que l'épure constmite avec des paraboles ; seulemept* la graduation des axes est modifiée {*).
138. M. Jean Gay, professeui* à TUniversité de Lausanne, a mis sous une forme très commode la table de Darcy.
Des équations
on déduit, en éliminant u,
Ce qu*on peut écrire Q 3= K y^JT K étant un coeiBcient qui ne dépend que du rayon R de la conduite. La table de M. Gay donne le logarithme de K en fonction de R pour les tuyaux à paroi lisse et pour les tuyaux i parois recouvertes de dépôts. Gomoio on passe simplement d^une hypothèse à l-autre en doublant les coefficients a et ^, les logarithmes des facteurs E correspondants à ces deux hypothèses diffèrent, pour une même valeur du ittyon R, d'une quantité con^
( *) Y«ir sur ce sojieC un Mémoire sur les tables graphiques et sur la géométrie ana* movpàique, par M. Léon Lalaiine, Annales des ponts et chaussées^ 1846. — M, Lalannt a réduit en tableau frapUifue la Taf^nule de Prdny; re tableau est inaéré dana le sup* plément f^outé par M. Cousinery aux, Tables de Genkys. — Gomme on peut disposer de Pangle des axes coordonnéB, et des échelles des ordonnées et des absciaaea, on peut rendre horizontales les droites correspondantea aux divers diamètrea. — Lèa lignes d'égal débit sont sensiblement droites dans le tableau I qu'on trouvera k la fin de ce volume.
TABI,E DE. M. GA\,
stante, et par suite la série de leurs valeurs successives auront des différences communes.
L*aire de la section û est aussi une fonction de R, qu*on peut écrire dans la table. La table donne, en outre« le logarithme de û*
Si Ton donne J, on pourra donc calculer, àTaide des logarithmes,
le produit K ^/l = Q, puis déduire la vitesse u de 1 équation Q c= ùu. Void la table de M. Gay :
LOC. K
Différence?.
0,48515 0,3388C 0,25988 0,21054 0,17683 0,1 5? 30 0,13310 0,11»35 0,10753 0,00791 •0,08985 0,08303 0,07715 0,07206 0,06759 0.06304 0^06013 0,05698 0,10572 0,09C36 .0,08852 p.,08J85 IK07612 0^07f 14 0,Afl676
Conduites ucimoes.
wni'i. 1
2,28730 2,35094 2,41 lt)7 2,46805 2,57378 2^67014.
Aire
de
ia sertton.
< 0.OQ28B7<
0^020(06 0,022698 0.025447 Ô,è28af53 0,031416 0,038013 ' 0iO453|3fr 0(,05^|3'' ^
"'io;orti'ft75'"'
:3,4fit^9 3,58529 3,70m 3,80357 3.89509 g,??788 .
i^24îa7 . %^^^ .
^2giû65r
'" Î9lfeè3 0,0^0686 ' '■ '?;8'493à"'
DU MOVVBMEM' DE L'EAO DANS LES CONDUITES
▲ DIAVÉTRE VARIABLE.
139. Nous examinerons successiTemeot dans ce chapitre le cas où le diamètre Tarie brosqnement, et le cas où les vailatioDS du diamètre sont graduelles. Le premier cas est le plus important dans la pratique.
CHANGEMENTS BRUSQUES. — ÉFALUATIOlf DES PERTES DE CHARGE, —
1* Soit AB un tuyau dont le diamètre D est donné et où Teau s'écoule par filets parallèles avec une vitesse u.
Le tuyau A'B^ qui a un diamètre D* plus grand que D, fait suite au tuyau AB; en une section kV^ T écoulement par filets parallèles est rétabli, et se fait avec une vitesse moyenne t/. On a entre ies vitesses u et u' la relation
ttXîD^-tt'xjD».
Nous savons qu'entre les sections AB et A'B' il y a une perte de
22 i PERTES DE CHARGE
charge mesurée par la hauteur due àl^ vitesse relative w — w'; le plan de charge s'abaisse donc, en passant du point A au point A', d'une quantité égale à
S'il y a des changements de section dans une conduite, et si l'eau passe d'une moindre section dans une plus grande, il faudra donc, pour calculer J avec exactitude, retrancher delà différence de niveau, h—h\ entre le bassin d'amont et le bassin d'aval, les quantités
— — — correspondantes à tous ces changements brusques, qui diminuent d'autant la charge.
C'est cette règle que nous avons suivie quand nous avons retranché
de h — h' la hauteur — , pour tenir compte de T aflluence de la veine
liquide dans l'eau tranquille du bassin d'aval. 2- Supposons que le plus petit tuyau fasse suite au grand; nous P»8- 8ô. trouvons alors en AB un écoulement par
filets parallèles avec une vitesse u; à l'entrée du petit tuyau, une section contractée A"B", suivie d'un changement brusque de vitesse, qui ramène la veine à la section A'B' du second tuyau; par suite, entre les points A" et A', nous constatons une perte de charge. En d'autres termes, l'entrée du tuyau de moindre diamètre présente le phénomène de l'ajutage cylindrique.
Si donc t/ est la vitesse dans le second tuyau, vitesse liée à la vitesse u par l'équation
Qu = tau',
O et w étant les sections de chaque tuyau, la perte de charge due au rétrécissement sera égale à
DUES AUX CHANGEMENTS BRUSQUES
On calculerait d'une manière analogue la perte de charge due au Pig ,7^ passage de la veine à travers un orifice
en mince paroi ouvert dans un diaphragme • séparant un tuyau d'un autre tuyau qui fait suite au premier (*); on admet que la contraction à l'intérieur de ce tuyau est
égale à la contraction dans l'air. A étant Taire de Torifice, co la section du tuyau A'B', il y a lUie perte de charge entre la section contractée A"B" et la section A'B' ; or, la section A"B" est égale à mA, m désignant le coefficient de contraction; t/ étant la vitesse en A'B',
la vitesse en A" B" est égale à — r ; et par suite la perte de charge a
pour valeur
%g ' \mX ) '
On fera dans cette expression m = 0. 62 en moyenne. Cette valeur est entièrement arbitraire et aurait besoin d'être contrôlée par l'expérience.
140. Il resterait à apprécier les pertes de charge dues aux coudes de la conduite. En l'absence de théorie satisfaisante à ce sujet, on pourrait se servir des résultats empiriques donnés par Dubuat, et que Navier a exprimés par une foimule:
Si Ton désigne par r le rayon de courbure de Taxe» du tuyau, par c la longueur développée de l'arc qu'il dessine, par u la vitesse moyenne, et par Ç la perte de chaire due au coude, la fornmle de Navier est la suivante :
Hais cette formule mérite d'autant moins de confiance, qu'elle ne fait pas entrer en compte le diamètre de la conduite ; le mieux est
(*) C'est ce qal a lien, par exemple, lorsfiii'on Introduit dans lacondaite on robinet' wome, poar en régler à Tolonté le débit
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d'éviter dans les conduites les coudes trop brusques, de manière à n'avoir pas de perte de charge sensible causée parla déviation des filets. Autrefois, on admettait comme règle qu'il en est ainsi quand le rayon de courbure de la ligne d'axe est au moins égal à dix fois le diamètre du tuyau; mais cette règle conduirait à des rayons de courbure inadmissibles avec les gros tuyaux dont on fait maintenant usage. Les rayons de 2 mètres pour les coudes d'une conduite sont aujourd'hui considérés comme assez grands pour qu'on puisse négliger la perte de charge correspondante f )•
1 Al . En résumé, au lieu de prendre pour la quantité J, le quotient obtenu en divisant la différence, de niveau des deux réservoirs, h — h', par la longueur L de la conduite, on doit diminuer la différence A — ft' de toutes les pertes de charge dues aux changements brusques de section, savoir :
1*" De O.AO — à tous les points où le diamètre de la conduite
(*) Une conduite dans laquelle Teau coule tend à être entraînée dans le sens du mouvement par le frottement des filets liquides. Le frottement développé étant égal à '/dsf[u) ou à nx</'9ttt) pour une longueur ds, il est nécessaire que les attaches du tuyau soient capables de résister à un effort de Ilxf (ti) iiilogrammes par mdlre courant de conduite.
En outre, dans les coudes, le mouvement curviligne des filets liquides produit une poussée latérale qui tend à reporter la conduite vers i'eitérieur du cercle qu*cUe dessine. Considérons un élément ds pris sur l'axe de la conduite v soit p le rayon de courbure de cet arc; la masse d'une tranche liquide comprise entre deut sections transversales distantes en movenne de ds sera , et la force centrifuge sera
nQds ti<
rapportée à Tunité de longueur, la force centrifuge est donc éf^ale à .
La résultante de toutes les forces centrifuges appliquées à la courbe entière eet égale
4'iu produit de cette force par la corde; et la corde divisée par p donne 2 fois le sinus
de la moitié de Tangle au centre. Appelant a cet angle, on aura donc pour la résul-
lante F^ qu'il faut équilibrer par les attaches du tuyau,
F = 2 xsln- = — 2x«sln-.
DLES AUX CHANGEMENTS BRUSQUES
diminue, la vitesse u étant prise dans le tuyau du plus petit diamètre.
Cette règle s'applique notamment à rentrée de la conduite, sauf le
cas où ôlle serait évasée suivant la forme naturelle de la veine
coDtractée;
fti — uV 2* De ^ — s — ^ ^^^^ l^s points où le diamètre de la conduite
augmente brusquement : u et w' étant les vitesses moyennes avant el après ce changement de section. Cette règle s'applique notamment au point où le tuyau aboutit au réservoir inférieur ; la vitesse de l'eau s'y perd rapidement en agitations, et la perte décharge corres-
ft
pondante est ^, u étaiit la vitesse dans le tuyau \
u* / Cl) \ '
8*De^(— r — l] à tous les points où l'écoulement se fait à travers un orifice percé dans un diaphragme ; Â est la section de cet ori- Gce, u> celle du tuyau qui y fait suite, u la vitesse correspondante à la section ro, et m le coefficient de contraction, qu'on prend égal à 0.62,
La figure suivante résume ces divers cas particuliers :
CHANGEMENTS BRUSQUES DE SECTION
Diamètre
Section
Yiiesov» •••••••• •
Longueur
Périmètre de la section.
ToTÀU AB.
TuTikD BG.
tt'
TOTAU CD.
TuTAU DE.
a&Ti; plan de charge da réservoir d'amont, i l'altitude H = // + ^ .
Irtiy plan de charge dn réservoir d'aval.
abcdefghijklmy ligne de charge.
<fd', (ff\ g'h\ i'k\ lignes des niveaux piézométriques pour chaque tuyau.
ta 6c = 0.49 r-y perte de charge à l'entrée A du tuyau AB.
de -=2 ^ —y perte de charge en B, due au passage du liquide du tuyau AB dans le
tuyau de plus grande section, BG.
fg = — ( — — Ma perte de charge en C. A, aire de roriûce ouvert dans un diaphragme.
hi = 0.49 — y perte de charge en D, due au passage dn liquide du tuvau CD dans le 2^
tuyau de plus petite section, DE.
kl = — , perte de charge en E. à l'entrée du réservoir d'aval. 2g^ *"
1IL\ plan horisontal de comparaison.
Les vitesses u, m', u", w'" sont liées entre elles par les relations ,
PIEZOMÈTRE DIFFÉRENTIEL.
qui permettent d'exprimer u', w", w"' en fonction de t*. Pour déterminer cette inconnue, on exprimera que la différence (h! + ?? ) — ('* + 11)'
on h — h\ est la somme de toutes les pertes de charge, dues les unes aux changements brusques de section, les autres au frottement des conduites. On aura donc l'équation
On emploiera la formule de Darcy<p(tt)= - f a + ^j u', et on remplacera u', u'\ u'" par leurs valeurs en fonction àe u. On sera
ramené par là à une équation donnant — , et par suite u.
La figure indique les hauteurs piézométriques aux divers points de la conduite.
142. Pour vérifier par expérience ces vaiiations de hauteur, on
peut se servir de l'appareil imaginé par Bélanger, et appelé piézomètre diffé- • rentiel. Les hauteurs piézométriques peuvent être très grandes, mais leurs différences pour deux points voisins sont toujours assez faibles, et ce sont les diflérences qu'il importe surtout d'évaluer pour contrôler les résultats de la théorie. On obtient cette différence en réunissant en un seul les deux tubes implantés dans
la conduite, l'un au point A, l'autre au
point B. On les fait aboutir en C et D à un même tube recourbé, en verre, CED, au sommet duquel on a pratiqué une ouverture E, munie d'un robinet. L'eau monte dans le piézomètre et comprime Tair qui y est contenu. On ouvre
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avec précaution le robinet E pour faire écouler une partie de cet air, jusqu'à ce que l'eau arrive dans les deux branches du tube en verre; elle s'arrête en M dans la branche AG, en N dans la branche BD, La différence de niveau entre M et N mesare en colonne liquide la différence des pressions cherchées. Car la pression en B est mesurée par la hauteur du plan N au-dessus de B, augmentée de la hauteur représentative de la pression de l'air qui est resté dans le tube. De même la pi-ession en A est mesurée par la hauteur de M au-dessus de A, augmentée de la même colonne. L^. différence des pressions est donc égale à la différence des niveaux M et N, qu'on lit sur l'échelle de l'instrument.
lÈGLE DE DUPUIT.
143. Dans l'équation précédemment obtenue, on peut remarquer que, si les longueui*s L, L',..., sont suffisamment grandes, et si au contraire les variations des diamètres des tuyaux sont assez restreintes, les termes afférents au frottement fornaeront la portion principale du second membre, et les autres termes pourront être négligés, au moins à titre provisoire. Admettons aussi que les diamètres de tous les tuyaux soient assez grands pour que le coefficient b^ soit sensiblement le même pour tous (§ 128) ; on aura approximativement (*)
et, remplaçant u', u", m'", par leurs valeurs,
Û MÛ MÛ
(*) Nous meltone la formule de Darcy sous la forme - RJ = - b^u^, pour la rendre comparable à la foroule théorique de Prôny : j '>^ = ?.(«) ; on on dédu i t »(») = j /»! «*.
RÈGLE DE DUPUIT. ^M
il viendra
c est-à-dîre que la conduite à diamètres variables se comporte comme une conduite qui aurait le diamètre constant D, et dont la longueur totale serait égale à
Donc enfin la longueur L' du tuyau de diamètre D' équivaut à une longueur L' f Ty] avec un diamètre D ; la longueur L" de diamètre D"
équivaut à la longueur ^"[fp) » et ainsi de suite. On peut encore poser l'équation
D étant, en dehors du signe S, le diamètre commun auquel on réduit fictivement toute la conduite, et la somme S s'étendant à toute la longuenr des tuyau^ç qui la composent.
Cette loi d'équivalence, posée pour la première fois par Dupuit (*), abrège beaucoup le calcul du débit d'une conduite à diamètres variables. On corrige ensuite ce premier calcul, si Ton veut parvenir à une entière exactitude, par l'introduction des pertes de charge qu'on avait d'abord négligées.
Cette règle est un cas particulier de la théorie de la similitude de l'écoulement dans les tuyaux.
C) Traité de la conduite et de la distribution des eaux, V édition, chap. VII, p. 158.
SIMILITUDE DE L'ÉCOULEMENT
CONDITIONS DE LA SIMILITUDE DE l'ÉCOULEMENT DANS LES TDVAUX.
iàà. Considérons un tuyau de diamètre constant, et soient L sa longueur; R son rayon ; R et h les cotes de niveau du réservoir qui Talimente en amont, et
du réservoir qu'il alimente en aval ; u la vitesse moyenne de l'eau ; Q le débit par unité de temps.
Si Ton fait abstraction des pertes de charges dues au phénomène de Tajutage, et à Tentrée du liquide dans le réservoir d'aval, la vitesse et le débit s'obtiendront par les équations suivantes,' d'après la théorie de Darcy :
a et p étant des coefficients constants pour une même nature de paroi ;
Considérons un second tuyau, de même nature que le premier, et pour lequel nous aurons les mêmes équations avec des accents sur toutes les lettres, sauf a, p et tû; comparons les quantités L\ R', etc., qui correspondent au second tuyau, aux quantités analogues ({ui correspondent au premier/ Soient
A le rapport des longueurs -p ;
p le rapport des rayons r^ ;
Y le rapport des cotes de niveau, îj ou - ;
t le rapport des vitesses — ;
3 le rapport des pentes par mètre -j ;
0' ft le rapport des débits ~ ;
Vf
w le rapport, des coefficients -r-.
On pourra remplacer, dans les équations relatives au second tuyau, L' par Î^L, R' par pR, H' par yH, h! par y/i, u' par eu, J' par ©J, 0 par 6Q, et V par coj. Il viendra
_ï(H~A) "" XL '
Rp
pR X 9J = (1)6 X e'm',
eQ = np'Rnii.
Comparant le groupe (2) au groupe (1), on en déduit
. pf = eue',
Si donc on donne les rapports X, p et y, ces quatre équations font 'iiDattre f , co, £ et 0, et Ton pourra ainsi passer, par de simples
uultiplications, du premier tuyau au second sans refaire les calculs.
Oïl a
• X' ^pR
co = 5-.
Le coefficient <o est toujours, compris entre l'unité et - ; en effet,
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on a identiquement
et, si Ton ajoute aux deux termes de la fraction ^ un même nombre
positif a, la fraction se rapproche de l'unité. Donc w est toujours
compris entre l'unité et - , et, si p est lui-même peu différent de 1,
on peut faire également o) = l. Gela vient à regarder comme constant le coefficient b^ de la formule de Darcy. Or on sait qu'il en est ainsi pour des valeurs du diamètre supérieures à O^jSO ou O'",â0. Supposons donc que w soit égal à 1. Il viendra
= \/n et e = Y/Ç.
Ces formules donnent lieu aux remarques suivantes : 1° Si Ton veut que les rapports obtenus par la comparaison que l'on vient de faire, ne soient pas altérés quand on introduira dans un calcul plus exact les pertes de charges accessoires, qui sont homo-
gènes à — , il faut que ces pertes de charges soient multipliées par y
comme les autres hauteurs, et par suite qu'on ait e*= y. On en déduit p = X. La condition est donc remplie si le diamètre du tuyau est amplifié dans le même rapport que sa longueur, ce qui assure aux deux tuyaux une sorte de similitude géométrique. .
2^ Supposons que les cotes de hauteur soient les mêmes pour les deux tuyaux. On aura y = 1. Pour que les débits soient aussi les mêmes, il faudra que 6 = 1, ou que p*=X, c'est-à-dire que
ou enfin que la fonction ^ soit la qiême dans les deux conduites.
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Ou retrouve ainsi la toi d'équivalence posée par Dupuit. Elle est incompatible, sauf le cas évident de p =X = 1, avec la condition
3» I^ différences p—p,, entre la pression en un point de la conduite H la pression atmosphérique, se mesurant par une hauteur sur Fépure, seront multipliées par le coefficient y qui affecte les mes de niveau; de sorte qu'absti-action faite de la pression atmosphérique, les pressions sont multipliées par le coefficient y. Mais, pour que ce résultat soit complètement exact, il faut que les pertes décharges et les hauteurs dues aux vitesses soient multipliées aussi par -jf, ce qui exige, comme on Va vu, que les coefficients p et X soient égaux«
MOUVEMENT DE L'eAU DANS UN TUYAU DONT LE DIAMÈTRE VARIE d'un point a l'autre d'une manière CONTINUE.
145. Supposons que le diamètre D d'un tuyau MN soit une fonctiun continue de la longueur s, mesurée suivant la ligrio d'axe, et qye les variations soient assez lentes pour qu'il n'y ait aucune perte <ie charge due à une rupture du parallélisme des filets liquides. Proposons-nous de trouver l'équation du mouvement de l'eau dans ce tayau.
Coupons le tuyau par une infinité de plans P, F, P"... normaux à Pig. 90. la ligne d'axe LK, et tellement espacés,
que chacun de ces plans, s*il était entraîné par le mouvement moyen du liquide, sans cesser d'être normal à LK, vienne coïncider avec la position du plan suivant au bout du temps dt. Le plan P, animé de la vitesse moyenne u que le liquide possède
! j dans la section A, vient donc occuper la po-
2' sition F au bout du temps d/, en parcourant ïur Vaxe une longueur AB = ds=udt ; de même, le plan P*, animé ''€ la vitesse it', ou « + du^ du liquide daas la section B« passe dans
ce même temps dt de P' en P''. Les quantités de liquide comprises
entre deux plans consécutifs PP', PP" seront donc toujours les
mêmes, et chacune va, dans le mouvement commun, occuper la place que la quantité suivante vient de laisser libre. La vitesse u étant variable d'un point à l'autre du tuyau, le mouvement n'est plus uniforme comme quand le diamètre était le même partout.
Soit p la pression moyenne dans cette section A, u), l'aire de cette section^ ^, son périmètre mouillé.
Les quantités p + dp^ co 4- do) , u + du représenteront les valeurs de la pression moyenne, de Taire et de la vitesse pour la section B.
Admettons que les vitesses u^u-\-du soient communes à tous les filets. Suivons le mouvement de la masse liquide comprise entre les deux sections A et B, laquelle se transporte pendant le temps d( de la position AB à la position BG, et passe de la vitesse u, correspondante au point A, à la vitesse u 4- duy correspondante au point B.
Le poids de cette quantité de liquide est Ilct) x udt; sa masse
a pour valeur - (o x wdf ; l'accélération tangentielle est d'ailleurs
égale à — ; donc la composante tangentielle de la force qui sollicite l'élément liquide AB est égale à
n ,, du n
9 dt g
Cette composante doit être égalée à la somme des projections sur la direction de l'élément AB des forces extérieures qui agissent sur la masse élémentaire AB.
Ces forces sont
l** La pesanteur;
2"" Les pressions en A et en B, la première mouvante, la seconde résistante, si Ton admet que le mouvement s'effectue de A vers B, ' et les pressions normales de la paroi ;
3° Enfin le frottement exercé par cette paroi.
1"* La pesanteur donne une force verticale, dirigée de haut en bas
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et égale à n w x AB; il faut la projeter sur la direction AB, ce qui revient à la multiplier par le sinus de l'angle que cette direction fait avec rhorîzontale ; mais le produit de AB par le sinus de cet angle est la hauteur du point A au-dessus du point B, c'est-à-dire — dz ; la pesanteur a donc pour composante — Ilwdz.
Les pressions en A et B, et les pressions développées par la paroi latérale, varient entre les limites p en A, et p + dp en B ; on peut donc admettre que la pression penveloppe uniformément tout le liquide compris entre les sections A et B, et que la pression dp s'exerce seulement, daDS le sens opposé au mouvement, sur la section B. La pression uniforme p se détruisant en projection sur un axe quelconque, puisqu'elle s'exerce sur un espace fermé de toute part, il reste la pression dp sur la surface a> + <^^» ^^ ^}^^ donne en définitive — lodp, en supprimant Finfiniment petit du second ordre db>dp.
Le frottement s'exprime approximativement par le produit
l X AB X f(u) = X X ^« X /*(«*) •
On prendra pour f {u) la fonction que Ton adopte pour les tuyaux de section constante ; cette substitution est permise lorsque la conicité du tuyau est très petite, ce qui est nécessaire aussi pour que l'écoulement s'opère sans perte de charge appréciable due au défaut de parallélisme des filets.
Nous aurons donc l'équation du mouvement en égalant le produit de la masse par l'accélération tangentielle à la somme des forces projetées sur la tangente à là trajectoire :
- toudu = — Ubidz — wdp — idsf{;o) .
Divisons par ïl w et intégrons, il viendra
| + ^ + n + Si^^Tr=^""^*""*^'
La constante sera déterminée d'après les conditions particulières dans lesquelles le tuyau se trouve placé, et d'après les limites de
l'intégration.
146. L'emploi du théorème des forces vives permet d'arriver plus
rapidement à cette équation, pourvu qu on ait évalué préalablement le travail total dû à l'action mutuelle des filets et au frottement de la paroi. Pour faire cette évaluation, supposons d'abord que la section w soit constante, ce qui rend la vitesse u aussi constante, L'équation du mouvement dans les tuyaux à section constante nous donne la relation suivante, entre deux points A et B pris sur la conduite
ou bien
p-p> + n{z-zf)=^{*'-s).
co
Appliquons maintenant le théorème des forces vives à la portion
de liquide comprise entre les sections A *^'8' »*• et B; imaginons que cette masse liquide
reçoive un déplacement égal à udt^ en — ^^ vertu duquel la section A se transporte ?^i en A', et la section B en B'. Les forces
î^ vives des tranches AA' et BB' étant égales, puisque les sections et les vi- A~~ 2' tesses sont les mêmes, fl n'y anra pas
d'accroissement de force vive entre ces deux positions, et la somme des travaux des forces, tant extérieures qu'intérieures, sera nulle. Or le travail des pressions p et p' est
pu) X udt — p'ci) X udi^
Le travail de la pesanteur est
U(ûudt X z — Uiaudt X z\
Le travail des pressions normales de la paroi est nul; il reste le travail négatif du frottement et des forces mutuelles. Nous représenterons ce travail inconnu par — T. Il viendra donc l'équation
yvfoM — p'taudt + nfottdtz — Uwttd/z' — T = 0,
il'où résulte
A DIAMÈTRE ViiRIABLË.
Fïg. 92.
Remplaçant [p—p'+n(z—z')] par '^^ [s'— s), il vient
T = x/(w) (^' — s)x udt.
Au point de vue du travail, le frottement et les actions intérieures équivalent donc à une force ^/(m)(s'— 5), dont le point d'applicalion subirait, dans la direction même de cette .force, un déplacement égal à udt.
147. Nous admettrons que cette formule soit applicable à un élé-
jeiit infiniment petit de tuyau à diamètre variable. Considérons un fragment de tuyau AB ; soient s, z^ les hauteurs des
centres de gravité des deux sections ex trêmes; p, p' les pressions moyennes dans ces sections; u, vl les vitesses moyennes, que nous regarderons comme communes à tous les filetâ; Q la dépense du tuyau par unité de temps. Prenons le système AB à deux époques séparées par un intervalle très
î ^— ^ court dl; la section A sera parvenue en A',
la section B en B', à des distances 4id(, vtii,
'e leurs positions premières, et par suite le demi-accroissement des
' rces vives sera égal à
Il faut égaler cette quantité à la somme des travaux des forces :
'"', Bélanger affecte cette expression d'un coefficient a, un peu plus grand que riinité, pour tenir compte des différences de vitesse des ûlets. Il est facile de voir, en i^t, que la somme des forces Tives des fliefs liquides animés de vitesses différentes est t^qoors plus fTande que la forée vive de la mime misse quand toutes ses parties sont «Aimées de la vitesse moyenne. Du reste, le calcul du coefficient a est une conséquence •ic l'iiypothèse faite tnr la distribution des vitesses dans retendue d*ane même section ; ^ât dire que ce coefficient est mal connu. On le fait souvent égal à l , 1 ; en généra^ on ^e npprime toat à £alt.
or la pression en A produit un travail égal à pcoxucU =pQdt; la pression en B, un travail égal k — p'Qdl. Le travail de la pesanteur est équivalent au transport du poids AA' en BB', on kliQdtx(z—z), Enfin le travail des frottements et des forces moléculaires intérieures, pour une tranche infiniment petite, étant égal en valeur absolue à
X f{u)ds X ^^ ou à Qdt X ^^1^' ds,
la somme de tous ces termes pour le système AB est égale à l'intégrale
Ja w
et nous avons en définitive l'équation
i 5 Qrf<(u'«-u«) = (p -p')Qdt + UQdt(z^z') - Qdt r 2M ds, x g jA «>
OU bien, en divisant par IlQdf et en groupant les termes,
^ W^ 'ig ^ n ^ 2<7 ^ Ja no> "*'
équation identique à celle que nous avons obtenue par une autre méthode.
148. Soit^— =cp(u) = -6jU% suivant la formule de Darcy (§143.
note). Substituons aussi à ^ l'inverse ^ de la moitié du rayon du
tuyau. La dépense Q, constante pour toute section, est égaleà u^cuR*.
Doncu= -p^. Substituant, l'intégrale devient,
7îR=
JA R
intégrale qu'on peut calculer dès qu'on connaît la relation qui lie F
et s (*). On peut de même remplacer^ et ^ par-r-^x^ei
^g ^g 2yit' R*
(*) La règle de Dupuit aurait conduit directemeDt à une expression de cette form* pour le terme correspondant an travail du frottement; abstraction faite des variation
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T— j X ^ ; R et R' étant les rayons des sections A et B ; de sorte
que l'équation est ramenée à ne plus contenir que l'inconnue Q et les pressions p et p' :
Connaissant la dénivellation piézométrique entre deux points donnés, on pourra déduire de cette équation la valeur de la dépense du tuyau, et par suite déterminer les vitesses dans une section quelconque, construire la ligne de charge et la ligne des pressions.
Mais les formules ne sont applicables avec un peu d'exactitude que lorsque la variation de diamètre est très douce, et xjue le parallélisme des filets n'est nulle part sensiblement altéré.
SERVICE EN RODTE DE OUPUIT.
U9. La théorie du service en roule de Dupuit se rattache à celle du mouvement de Teau dans les tuyaux de diamètre variable. Supposons un tuyau de diamètre constant, qui donne issue d'une manière continue à un volume q d'eau par unité de longueur II s'agit ici de l'état-limite vers lequel tend le régime du tuyau lorsqu'on y ouvre à distances égales des orifices calculés pour débiter un même volume d'eau, et qu'on multiplie indéfiniment le nombre de ces orifices. Proposons nous de tracer la ligne de charge d'un tuyau dans ces conditions.
pea KDflibles du factear b^ , la longueur ds' de tuyau K' qui équivaut à la longueur ds àt rayon R est donnée par Téquation
ds' ds
p-Ri'
et la loogaeur, S, da tuyau réduit ^un rayon uniforme p est fournie par l'équation
£ — C* Ëî
làU SERVICE EN ROUTE
Soit z la cote de hauteur d'un point A, pris sur l'axe du tuyau ;
z + dzldL cote d'un second point B, pris à la distance infiniment petite AB=(]b du premier.
Le tuyau perdra dans l'intervalle la quantité çds, et son débit en B sera réduit à Q — gcb, en désignant par Q le débit en A. On aura donc dQ = — gdi.
Relativement au volume Q— ^ots qui traverse successivement les sections A et B, tout se passe comme s'il coulait dans un tuyau de section variable qui obligeât la vitesse égale à u dans la section A à prendre la valeur u^du dans la section B. Au point A» le plan de charge est à la cote
en appelant p la pression en ce point. Au point B, cette cote se retrouve augmentée de sa différentielle
laquelle représente la perte de charge due aux frottenoents sur le parcours dâ; or cette perte de charge peut s'exprimer [approximativement par le produit
OÙ 6j représente le coefficient de la formule de Darcy. L'équation de la ligne de charge est donc
équation où Q et u sont variables* bien que R soit constant. Q est lié à 5 par l'équation
ou
=rA — Ç/,
A étant le débit à l'entrée du tuyao.
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Q et u sont liés ensemble par l'équation Q = i:R«i«, ce qui donne u= — j5~. Si, pour simplifier, on suppose 6^ constant, on aura, en intégrant,
équation qui fait connaître la cote piézométrique en fonction de s,
C désigne la constante arbitraire. Supposons, par exemple, que le i
tuyau perde toute son eau par le service en route, en sorte qu'on ait A = 9L, L étant la longueur ^lu tuyau. Si h est la cote du réservoir |
d*amont, h^ la cote de l'extrémité aval, on aura, pour 5=0,
et, pour 5= L^ Doue
équation qui fait connaître le rayon R « nécessaire pour débiter la quantité q d'eau par unité de longueur sur une longueur totale L, avec une différence de niveau h — h^.
PROBLEMES DIVERS
CONDUITES BRANCHÉES.
Fig. 93.
150. On rencontre fréquemment dans les distributions d'eau des Conduites CD, qui viennent s'embrancher sur une conduite AB de plus grand diamètre. Le débit Q de la conduite ÂB en amont du branchement, se partage alors en deux parties : l'une, Qp continue à àuivre la conduite principale en aval dubranchement ; l'autre, q^ suit la conduite CD.
La direction des filets liquides qui entrent dans la conduite CD fait un angle p/.:s ou moins grand avec la direction qu'avaient ces mêmes filets dans la conduite principale. Le parallélisoie est donc rompu à l'égard de ces filets à l'entrée du tuyau CD ; il ne se rétablit qu'à une certaine distance du point G, et par suite, entre ce point et une section D peu éloignée en aval, on doit constater une perte de charge.
L'expérience pourrait seule nous apprendre la valeur de cette perte de charge, et les variations des pressions dans les sections A, B et D. Lorsque l'angle du tuyau CD avec le tuyau AB est droit, on admeti en se fondant sur un petit nombre d'expériences peu précises,
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que le niveau piézométrique en D est au-dessous du niveau piéwmétrique en A de trois fois la hauteur due à la vitesse u qui règne dans le petit tuyau (*) , et que les pressions en A et en B, dans le grand tuyau, sont sensiblement les mêmes. Dans la pratique on évite ces branchements à angle vif, et on fait en sorte que les trajectoires des filets liquides soient déviées le plus doucement
possible.
Si cette condition est bien observée, il n'y a plus d'autre perte de
charge à compter que celle qui résulte des changements brusques de vitesse.
Si donc ti est la vitesse en amont du branchement, u^ et ti. les vitesses en aval dans chacun des deux tuyaux, la
perte de charge est ^ ^'^ ' dans le premier, et ^ *~ dans le
second.
Du reste, les pertes de chaîne pour branchements, tout aussi bien que les pertes de charge pour variations brusques de diamètre , peuvent être négligées vis-àrvis des pertes de charge dues au frottement, au moins dans une première approximation. C'est ce qu'on fait toujours pour la solution des problèmes de distributions d'eau par des conduites à plusieurs branches.
151. Proposons-nous de déterminer la répartition des débits dans une conduite AB qui se partage au point B en deux branches BG, BD; on suppose que la conduite AB sort d'un réservoir où l'eau est entretenue à un niveau constant MN, et que les conduites BC, BD amènent l'eau dans deux autres réservoirs où les niveaux M'N', m' sont donnés.
On donne les diamètres D, D', D" des trois conduites AB, BG, BD
n G'«t une limite sapérlenre qui m rapporte an cas où l'angle des deai conduites est droit. A mesure que l'angle devient plus aigu, la déolYellatlon piézométrique tend i disparaître.
âi6 QOKDOITBS
et leurs Imgoeiirs L, L', L". On demande tes vitesses u^ ii^ ni' «t ies
débks lOOcreqfMMi-
FIg, «S,
la formule
daiits <)i, (y, <}",
Puisque nms !]&f;ligeons toutes les |)e!rtes de charge à rentrée du t&|rini^
au inaiDobeiMnJt B et à i' extrémité dés tuyaux C et D, troas devons admettre que les vitesses seront calculées par
iDJ = ?(u),
J étaoA le rapport — s — dekdifi%i«n:ôde9fiifean|M20MâtrlqiK9
aux deux extrémités du tuyau à sa longueur L. Soit p la pression inconnue au point B ; la hauteur piëzométrîque
eo ce point sera^; mais il faut ea retcancher^ pour lot reMire com^
parable aux hauteurs h^ h\ hl\ du liquide au-dessus des onlices du
tuymu Soit A > iiC > A' ; noos poserons ^^^^^ =s«;€ft mms «trous
h — z par suiw pour le tayan âB, J = ^ - »
jj fit
pour le tuyau BG, J' = — p- ,
et pour le tuyau BD, J" = —pi — ,
en supposant d'abord que z soit plus grand que hl.
Les équatkHis qui domienmt fat vitesse et I^ dêtnts sont donc» en employant la notation de Darcy,
fSÙKi
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oeq«i fui 7 égnUoiis pour détermiiier les 7 incoanuas u, tf, i^',
Noos avoBB supposé js > A'« 6i z était < h\ les deux rêsenfoirs A etCcDntriboement à alimenter le troisième tujau BDet lerésermir D. Les éqaatioBS sobaisleraimt, sauf la seoMde qui defîeadrait
V , = V^t/^ et la septième qui se changerait en celle-ci :
Pi«ra»rcarlsqttdtetodeMkyppthèaBi on doit admette on fera s = ^'; desé^oatiisis
QD tirera u et u", et par suite Q et Q''. Si Q < Q"» on sera sûr que % àtài être diminué, et la seconde hypothèse, z < h\ sera seule admisable. Si au contraire Q > Q*^, 11 faut relever le niveau piézométriqne au point B, et le réservoir le plus élevé alimente les deux autres. Mous admettrons qu'il en soit âinsL
152* On lésont facilement le système de ces sept équations par ttonpfgnenL On attribue à z une valeur particulière z^; on en déduit u, t/, if, Q« Q', Q". Si cette valeur z^ est trop petite^ le àHbït Q sera trop j;rand^et chacun des déhits (ï, Q" trop petit» Le résultat conduira donc à une inégalité
fin oDatraîre z^ est trop grand, on aun
2i8 CONDUITES
On augmentera z dans le premier cas, on le diminuera dans le second, et en général il sera facile de trouver très rapidement deux valeurs z^ et z^^ dont l'une rende Q plus grand que Q' -f Q"i et dont l'autre renverse le sens de cette inégalité. On essayera alors une valeur intermédiaire, et, en quelques essais, on arrivera à la valeur exacte de z. L'esprit de cette méthode, indiquée par Bélangeri consiste, comme on le voit, à imaginer au branchement B un bassin analogue aux réservoirs situés en À, en G et en D,et qui, alimenté par le tuyau ÂB, alimente à son tour les tuyaux BC et BD. On cherche le niveau à attribuer au plan d'eau dans ce bassin fictif. Ce procédé convient à toutes les conduites branchées. Après avoir obtenu ce premier degré d'approximation, on peut, puisqu'on connaît les vitesses, tenir compte des pertes de charge à l'entrée, à la sortie, au branchement, et faire varier en conséquence la hauteur z^ et les valeurs des pentes J, J', T. Ces tâtonnements conduiront plus sûrement et plus rapidement au résultat cherché, que la méthode algébrique qui consisterait à faire l'élimination de six inconnues entre les sept équations, surtout si l'on y introduisait tout d'abord les termes représentant les pertes de charge accessoires.
Nous allons résoudre un problème inverse
On donne les dépenses Q' et Q" des tuyaux BG et BD ; on en déduit la dépense Q du tuyau AB, laquelle est la somme Q' -f- Q". On donne' encore les cotes de niveau, A, A', A", des trois réservoirs. On demande de déterminer les rayons R, R', R'' des conduites et les vitesses u.
Ainsi posé, le problème est indéterminé ; on a en effet seulement six équations pour lier entre elles sept inconnues, savoir les trois rayons, les trois vitesses et la hauteur piézométrique z au point du branchement. On pourrait donc satisfaire aux conditions proposées d'une infinité de manières.
Pour achever de déterminer le problème, nous demanderons que l'on choisisse la solution qui réduit au minimum les frais d'établissement des conduites. Nous admettons, conformément à Fusage, que le prix d'un tuyau, pose comprise, est proportionnel à son
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rayon (*). La condition nouvelle à remplir consiste donc à rendre la plus petite possible la somme
LR + L'R'+ L"R^
Dans cette expression remplaçons R, R', R" par leurs valeurs en fonction des dépenses et des vitesses, savoir
V - ^ Vu- La quantité à rendre minimum prendra la forme
\lu ^u' >Ju"
en laissant de côté le facteur commun constant -7=.
Dans cette expression t/, z/, u" sont des fonctions de la quantité x^ et sont liées à cette quantité par les trois équations :
Rigoureusement 6,, b\ b'\^ sont des fonctions des rayons R, R', R", et il faudrait par suite y remplacer les rayons par leurs valeurs en fonction des vitesses. Cependant nous savons qu'au-dessus d'un
('} Lorsque la fonte est à 0^^0 le kilogramme, le prix d*an mètre de tuyau, mis en place, peut étreëTalué à 1 franc par centimètre de diamètre. Un tuyau de CO centimètres HT exemple, reriendrait, posé, à 60 francs par mètre de longueur.
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^aunëti^ dfi 0".30 & O".&0^ les nombres i^ n'ëpronventplas de Tariations bien sensibles. Admettons que la dia^ibatîofi cherchée doive se faire avec des diamètres au-dessus de cette limite; alors nous pourrons prendre pour ô,, ô\, b"^^ une même valeur moyenne, et le yrottèiot sera aotaèl^neBl simplifié.
La condition du minimum B^'exprânera pair f éqaalâoD
OU bien
Mais les équations qui lient t/, u\ td' k z donnent par la différentiation, en traitant §, d'^, è'^t^omme deBtx)ni^tante8 égales ,
1^5^ — cV?' a * dz V V «
«^ da: 1." V ^
dP Remplaçons les dérivées, dans l'équation -y- = 0, parleurs valeurs
déduites des équations précédentes ; il viendra
ôi.v'îi*
DES FRAIS DfM&HLISSEMENT. 2*5r
La jdétârmimttiDii (de tla condmte la plufiiéo^noinîigufiireivieQt donc àlanéRahrtipn dfis Adéquations âosmntm;:
=: Aitt^iV^M,
On gmt tfaffleurs que*Q =^Q' +'Q".
On TéSDirt xe 'système 'fféquathnas par lifttoiniemeiits. 'On ^prenft arbitrairement une valeur de z; on déduit des trois premîèrcs équaûoDs des valeurs de u, t/^ 'd\ qu'on substitue dans la quatrième; siza jété pris trop petit^rt/.est trqp^and, li et t^" sont tropj)etits;
donc -j est plus petit que —r^ + -jrt^ Où prendra alors une valeur
plus grande de Zy qu'on essayera de même. En quelques essais, on arrivera à comprendre la valeur xonvenable de z entre deux limites suffisamment voisines pour qu'on puisse achever le calcul par une sunpfe interpolation.
15&. Cette solution peut être étendue à une conduite contenant
^tant de branchements qu'on voudra. Soit ABGDE une conduite fûaaJH&irqaesaax points 3f C, Q»ipoar.alimiaitn'.les.branchBment8 6F, G6, DH, On- donnete' dépenses y^yj» Ç's.'Q* des» orifices «itués
MINIMUM
en F, 6, H, E, et les hauteurs des niveaux piézométriques A, A^ A,, A,, Âp du réservoir qui fournit Teau à la conduite^ et des réservoirs^ situés en F, G, H, E, qui sont alimentés par les orifices {*). On demande les diamètres qu'il faut attribuer aux différents tronçons AB, BG, BF,... de la conduite, pour que les frais d'établissement soient les moindres possibles.
On calculera d'abord le débit Qj = 0* + q^ de la conduite CD; puis le débit Q, = Q^ + q^ + qt de la conduite BG; enfin, le débit 0, = Q^ + 5^, + y, + q^ de •la conduite AB; appelons C^ w,, II,, w,, Dj, w,, D^ les vitesses dans chacune des branches de la distribution; Lp /,, L,, /,, L,, /,, L^ les longueurs de ces branches, et :?,, js,, z^ les hauteurs des niveaux piézométriques aux branchements, nous aurons les équations suivantes :
(AB) y/^^=6,Uj
(BC) y/i^£iZll.=5^U.î (3)
(CG) \j!bh^^i,^,J (4)
(CD) y/^^!lZ1£»=6^U,^ (5) •
(DH) y/|» ÎLZJL. = 6, u} (6)
(DE) y^ÇîLzA=6,uj. (7)
La quantité à rendre minimum est la fonction
P= LM ^ + Wg, ^ + +/, ^û. ±:,
(•) Si l'un d» ces tuyaux débouche dans Pair, il faut prendre pour hauteur h correspondante la hauteur même du centre de Tortûce d'écoulement; car la hauteur plézométrique en ce point, abstraction Cuite de la pression atmosphérique, est égale i léio.
dans laquelle D,, u,, n,, «„••• U)< sont des fonctions des variables indépendantes s^, z,, 2,. La condition du minimum fournira donc
S équations ,
dP „ dP „ dp „
tu^ dZf dZf
1 joindre aux sept qui sont déjà écrites ; en tout dix équations, qui Tont connaître les 10 inconnues, savoir les 7 vitesses et les 3 cotes (le niveaux piézométriquesz,, z,, z,.
Par un calcul tout semblable à celui qui a été f:dt pour le cas de (rois tuyaux, on ramènera les 3 équations du minimum à la forme
Ce système de 10 équations se résoudra encore par approximations successives. Le tâtonnement est facile à diriger. On donnera arbitrairement une valeur à z, ; on en déduira U, et u^ par les équations (Il et (2); l'équation de condition (8) fait alors connaître U,, et par suite on déduira z, de l'équation (3) ; la valeur de z, servira i trouver u, par l'équation (A); puis la seconde équation de condition (9) donnera tl„qui, substitué dans l'équation (Ô), donnera z,. Hors les équations (6) et (7) déterminent u, et U,, et la dernière éqnation de condition doit être satisfaite si la valeur arbitraire des, a été convenablement choisie. L'erreur commise sur z, est donc mise en évidence par le sens de l'inégalité à laquelle 00
parvient pour les quantités ttïi et -^ + ^. II ne s'agit plus que de
savoir dans quel sens il faut altérer la première valeur de z, pour approcher de la valeur exacte.
Or il est facile de voir qu'une augmentation de z, entraîne une i^iiiiDation de U, [équation (1)], et une augmentation de u, [équation
-la.
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(2)], une dimiimtion de U, [équation (8)], une augmentatioa de s^ [équation (8)], une augtnentatioiï de w, [équation (4)], une duninution de U, [équation (9)], une augmentation de z^ [équaAinn (5)], une augmentation de w, [équation (6)], et enfin une augmentation de U^ [équation (7)]. Le signe + indiquant les variations dans le même sens, et le signe — les variations en sens contraires, on peut donc former le tableau suivant, dont la lorest manifeste :
«1 Ui «1 U, z, v^ Uj 2J, ti, U4
Si donc le résultat de la première valeur adoptée pour «1 était Finégalité
au lieu de l'équation (10) , il faudrait augmenter z^ ; car il en résulterait pour U, une diminution qui aurait pour eflet d'augmenter le premier membre de cette Inégalité, et pour w, et D^ des augmentations qui auraient pour eflet de diminuer le second membre. On parviendra donc, en augmentant graduellement z^^k renverser le sens de l'inégalité. Alors on aura deux limitas comprenant ïa valeur exacte de z^ , et on obtiendra approximativement cette valeur au moyen d'ime interpellation (*) .
La solution obtenue par cette méthode algébrique est quelquefois inadmissible. H en est aînsr quand elle conduis, pour cer'* tains points de l'un quelconque des tuyaux, à des* pressons trop faibies, soit négatives, soit simplement inférieures 1 la pres^n
f} Le principe de ostte selutlon est empranté' à un tsiarall de M. BteMêiMir la détermination la plus avantageuse de$ diamètres d'un système de conduites à plusieurs brandies, (Voir Cours lithographie d'hydraulique de BélaDger, p. 190). «^ La suppression dltt teime en ou de la fonnale de ?t6ftj introdait ubo notable simpUAflatien ohms les calculs, et évite remploi de la table spéciale construite par M. Bresse. — La mét^de que bous veiwin de déyelopper consiste à éiiffliifsr les riyoDS' de» tnyaiii et à opérer sur les vitesses. On peut aussi éliminer les vitesses et conserver les rayons dans le calcuL Les équiUons da mouvement pisiuieBt alors la.fuiriBB
ei les équations du mimmam, la forme 7^=^ = — + -~ .
Q^ QS
atmosphérique (§ 65). Lorsque ce cas se présente, il faut relever graduellement le niveau piézoméCrique, z, du branchement qui aKmente le tuyau où il y a insuffisance de pression, jusqu'à ce que la pression y soit ramenée à sa limite inférieure. On doit effacer en même temps celle des équations du minimum qui est relative à ce branchement en particulier. La solution modifiée ne satisfait phzs aux conditions algébriques du minimum absolu, mais elle définit toujours, la conduite la plus économique parmi toutes, les combinaisons de tuyaux admissibles^
Les calcula seraient beaucoup plus longs si on admettait les variations du coefficient 6^ avec les rayons du tuyau. Ce coefficient 6^ ^ celui de l'équation de Darcy
RJ = b^uK
On peut le prendre en moyenne égal à 0.000530 pour des tuyaux «lontle diamètre surpasse O^.SO.
1&5. M. Biresse est revenu en 1876 sur cette question pour tenir compte de la variabilité du coefficient 6^. Lorsqu'on suppose ce coefficient constant, la condition du minimum s'exprime soit par les équations
M par les équations équivalentes
^îiD,, D,, d, »... sont les diamètres des conduites successives. Si f u remplace fr^ par la fonction a ^--^ de Darcy, les dérivations por-
^'ut aussi sur 6, , on arrive pour le minimum à des conditions plus ^impliquées : Les sixièmes puissances des diamètres sont rempla- ' '^es par le rapport
'H C représente une constante, de sorte que les équations de condi-
MINIMUM
tion deviennent
f_5^_^ f_»^_^ (^ii\
La marche générale de la solution reste la même, moyennant qu'on ait un^ table qui donne en fonction de D les valeurs de la fonction
M. Bresse a dressé cette table, en donnant à la constante G la valeur 0,03062722; cette valeur reste la même, qu'il s'agisse de tuyaux en fonte vieille ou de tuyaux neufs : elle ne dépend en effet que du
rapport des nombres a et p de la formule ô^ = a + è , lesquels su*
bissent en cas de dépôts des altérations proportionnelles. Cette table, que nous reproduisons ici, fait connaître aussi le lo-
garithme de la fonction (p(D) =•=-
9ll>).
iio
iV X0.002461
13.39118 73.67037 13.92^58 Tî. 15785 Ï2.37330 Î2.57342 Ï2. 76020 T2.93529 17.10003 77.25556
77.40283 TÎ.54266 ÎÏ.67575 TÎ.80271 77.92407 7Ô.0Î029 75.15179 7Ô.25892 7Ô.3620I ÏÔ.46134 7Ô.55718
LOG ç(D).
(fofx ^-^^^^
(i)*Xl6.903
ÏÏ.70893
(toJx ^'^^
O.-SO
oje
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156. Proposons-nous de déterminer de la façon la plus économique possible le diamètre d'un tuyau de longueur L, dans lequel une machine à vapeur refoule un certain volume d'eau jusqu'à un réservoir situé à une hauteur donnée H. Appelons { le prix moyen du cheval-vapeur, y compris le capital qui représente la consommation et l'entretien annuels de la machine; et^', le prix de l'unité de 1 ongueur de tuyau, pose comprise, pour un diamètre égal à l'unité. Soient encore N le nombre de chevaux de la machine, et R le rayon du tuyau ; la dépense d'installation de la prise d'eau, grossie du capital d'exploitation et d'entretien, sera exprimée par la somnie.
P = N/ + 2RL
' Plus on réduira- le rayon R de la conduite, plus on augmentera le
frottement de Teau, et, par suite, plus il faudra une machine puis*
santé; diminuer R, c'est donc augmenter N; et l'on conçoit qu'il y
lalt un certain diamètre, 2R, qui corresponde au minimum de la
somme P.
Sok Q le volume d'eau que doit débiter le tuyau en une seconde^ et u la vitesse moyenne. Le rayon R de la conduite sera donné par r équation
jcR^u = Q, ou
Mous adopterons pour équation du mouvement Técpiation de Darcy ; appelant J la pente des niveaux piézométriquea d'une extrémité à r autre de la conduite, nous aurons
et nous supposerons que h^ ait une valeur constante; ce qui revient à admettre que le diamètre du tuyau soit supérieur à une certaine limite, de 0~.30 environ.
Le travail utile des pompes en une seconde se composera de deux parties ; Tune est le travail correspondant à l'élévation de Teau ; il est égal JL nQH; l'autre est le travail du frottement de l'eau dans le tuyau ; nous avons vu (g 146) qu'il était égal par unité de temps à
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c'est-à-dire ici à ouenfio à
en remplaçant R par la valeur 4 /—
Le trai^ail total qui doit être développé par ta miofaiiie, si Ton appelle m son rendement, ou le rapport du travail utile au travail moteur, sera donc égal à
^(v^6,Lii* + ûh),
et le xtomhre N de chevaux s'obtiendra 4ni divisaontoe. résultat par 75. La fonction P devient après toutes ces^substituâoiis ::
Pour en trouver le minimuiOt égalons à zéro la dérivée de P par rapport à « ; il»vient
On en déduit __
7g;;îv«û^L
Connaissant t/, on pourra calculer R et N« La formule montre que la détermination de la vitesse la plus convenable ne dépend que des prix /* et /', et du rendement de la machine.
Supposons, par exemple, que la madhine à vapeur ait un rendement de O.ôO; qu'elle brûle à h kilograouoies 4e charbon par heure <ei par cheval, et qu'elle ddve fonctionner huit heures chaque jour/Le prix de la machine est fixé à 800 francs par cheval, et le prix du charbon à 35 francs la tonne. La dôpease afférente à la machine pourra donc
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s'établir comme il suit :
Dépense annuelle par cheval.
Combustible : 0».004 x 8^ x 365i { x 35' = 409'.08 Somme k valoir pour entretien et réparations 50'.92
Total de la dépense annuelle. . . . 46O'.O0
Ce qui, capitalisé à 4 | p. 0/0, représente une dépense
une fois faite de. 10.222'.22
Ajoutons pour prix d*acquisition de la machine SOO'.OO
V 7CU
Or cette équation met en évidence un fait intéressant : la vitesse u est indépendante de Q, de sorte que Ton peut poser
R = e^, en appelant 0 un nombre qui sera égal à
-r= ou a
VTÇU
CONDUITES FORGEES.
pratique, f'm est toujours beaucoup plus petit que /, mais le
rapport ^f— reste compris entre certaines limites; les racines
sixièmes de ces limites sont peu différentes l'une de l'autre, de sorte que le coefficient 0 est peu variable, malgré les variations de la vitesse u.
M. Bresse a proposé la formule
qui peut s'appliquer à peu près dans tous les cas. R est évalué en mètres, et Q en mètres cubes par seconde.
GONOmTES FORGÉES.
157. On appelle conduite forcée le tuyau qui établit la communication entre deux tronçons d'un même canal interrompu de part et d'autre d'une vallée. Ainsi, soient AA', BB', deux portions de canal tracées à flanc de coteau le long de deux contre-forts. Le canal est interrompu au passage de la vallée qui sépare ces deux contre-forts; pour faire passer l'eau de l'une des portions du canal à l'autre, on peut se servir d'un tuyau AGB qui suivra les flancs de la vallée suivant
leurs lignes de plus grande pente, et qui évitera la construction d'un grand ouvrage d'art (*).
Soit Q donné le débit du canal, qui
devra être aussi le débit du tuyau.
Fig. «7.
(•) Il y a trois solutions principales da problème qui consiste à faire franchir une
▼allée à un canal de dérivaUon ; !• doubler le fond de la Tallée, sans interrompra
a ligne de pente du canal; 2* employer une conduite forcée; »• construire un
2tô CONDUITES
Soit R le rayon du tuyau : on le suppose aussi connu. On peut se deminder à quelle hauteur il faut placer Torigine du canal du côté B de la yallée, pour que le débit du tuyau soit égal à Q. On donne la cote h du point A, origine d'amont, et l'on cherche la cote h' du point B, extrémité d'aval du tuyau. Soit L la longueur du tuyau .
Nous aurons J = — =— ; la vitesse u dans le tuyau est connue par l'équation u =-pi. Nous avons donc à résoudre l'équation
nK
R — |- — = 6| X II
par rapport à la hauteur h\ ou, ce qui revient au même, par rapport
pont-aquedac. L'économie sur les frais de construcUon et Véconomie sur la pente décident du choix entre ces diverses solatlons. Les anciens n'avaient pas la ressource des conduites forcées à grande flèche, parce que leurs tuyaux de poterie n'auraient pas résisté à une pression intérieure un peu considérable. « De là ces magnifiques pontsa a<iuedacs que les Romains ont laissés dans tous les pays qu'ils ont occupés, et qae « nou9 devons aémùrer et ne pas imiter, n (Dupait, Traité de la conduite des eaux, p» 2S(^.) Tel est en France le pont du Gard, près de Nîmes. On connaît aussi un certain nombre de ponts-siphons, solution mixte au moyen de laquelle les anciens ingénieurs évitaient de construire un grand aqueduc^ toat es réduisant beaucoup la charge inté rleure des tuyaux de conduite; on n'emploie plus guère cet artifice que pour faire franchir une rivière à une conduite forcée. Dans ce cas, il faut prendre des précautions pour que l'air ne gène pas i'éeoulement an point culminant de la condaite. — Les souiersti de Constantinople paraissent avoftr été imaginés pour jéviter cet inconvénient. C'est une sorte d*aqueduc réduit à ses piles; chaque pile porte un bassin librement ouvert : des conduites forcées amènent l'eau de l'un de ces bassins au bassin suivant, en descen* dant le long d'une des pilas et en remontant le long de la pile voisine. Il est difflciie de comprendre l'utilité d'une pareille disposition : elle augmente le développement des conduites sans réduire les pressions maxima, et elle exige un grand cube de maçonnerie, qu'une simple eondaite forcée permettrait de supprimer. — Du reste, les souterazl ne sont employés que là où il y a un excès de pente; les bassins successifs placés au haut des piles fractionnent la chute totale en étages, et facilitent la distribution des eaux aux environa de la eondutte, les prises d'eau particulières se faisant toujours dans les bassins.— Le P. Sçcchi a fait connaître, le t i décembre 1876, à l'Académie des sdenoes, qu'un venait de découvrir à Alatrl un siphon romain en poterie, de 0",30 de diamètre, noyé dans une couche de béton, et amenant des eaux à la vUIe .sot» une /Uche de 110 mètresi ce qui représente au point le plus bas une pression d'environ U atmosphères» Il serait curieux de savoir si ce siphon a résisté longtemps à cette énorme pression intérieure. — On a essayé réeemnient à Paris des conduites forcée» en maçonnerie, fenctlonoast soaa une fUble «iiacge. (V. Rêêittcmee des nmtériaux, ^ 6ditien^
FORCÉES
à la différence A — h'. Cette équation donne
Si Ton connaissait d'avance la longueur exacte L, le problème gérait résda. Mais lorsqu'on fait le tracé du canal, L n'est pas tout de snite rigoorensement connu. On s'arrête d'abord à un point B^ , Toimn du point cherché; le chaînage fait connaître la longueur L, I jusqu'à ce point B, , et le niveUement donne la différence h — A^ des cotes de niveau tlu point B^ et du point A. Si l'on substitue I* dans l'éqiiatioQ, il arrivera généralement qu'elle ne sera pas sadsMte.
Or on peut corriger rigoureusement et d'un seul coup la position B, qu'on vient d'attribuer au point B, pourvu que ces points se trouvent dans une région où le coteau ait sensiblement une inclinaison uniforme, ce qui arrive presque toujours. Soit, en effet, î la pente par mètre du coteau : le nivellement et Fif . M les chaînages déjà faits permettent d'évaluer
cette pente avec exactitude. Appelons X ce qu'il faut ajouter à la longueur Lj pour donner la longueur rigoureuse L; la longueur X = B,B a pour projection verticale
et,
par suite.
CB = Xx
v^TT
On connaît h — h^, quantité fournie par le nivellement; on connaît ausâ L^ ; remplaçons dans notre équation h — h! par h — h^ — {K — h^)
ou par h — K— -7== , et L par L. + X, et nous aurons
^ yl+r
sfîTi
équation qui fait coonaitre X :
Les opérations faites pour déterminer les valeurs approchées de L et de la différence de niveau h — A', conduisent donc à la correction rigoureuse de ces mêmes valeurs, pourvu que la pente i soit constante sur une certaine étendue du versant.
II faut obseiver que les chaînages destinés à l'évaluation des longueurs L doivent être faits, non pas suivant Thorizontale, mais à plat sur le terrain^ ou plus généralement suivant les inflexions que doit présenter le tracé du tuyau,
168. Soit CED un tuyau de diamètre constant, faisant communiquer le réservoir A, à la cote ft, avec le réservoir B, à la cote A'. Appelons L la longueur CED du tuyau.
Fig. 99.
On aura J =
, et la vitesse du liquide sera donnée
DANS UN SYPHON
par l'équation
On pourra donc calculer u connaissant h,h\ L et R, et construire la ligné de charge MNPRST; Thorizontale MN représente le plan de
charge dans le réservoir d'amont, à la hauteur -^ au-dessus de ni-
veau de ce réservoir; à l'entrée du tuyau la ligne de charge s'abaisse
brusquement delà quantité PN = 0,49 — , à cause du phénomène
de l'ajutage. A partir de P, elle s'abaisse proportionnellement à la longueur du tuyau, et dessine la ligne PR.
u* Une nouvelle perte de charge brusque RS = ;r- représente la vi-
tesse perdue par le liquide dans le bassin d'aval, et Ton retrouve le
niveau ST, à la cote *'+??•
La ligne des niveaux piézométriques se déduit sur la ligne PR en
l'abaissant verticalement de ^ , ce qui donne la ligne QS. L'intervalle
compris sur la verticale entre le tuyau et la ligne QS représente la pression dans le tuyau.
Cet intervalle est minimum en un certain point D, où les deux lignes QS et GDE ont des tangentes parallèles ; et si l'on appelle s la longueur CD du tuyau jusqu'à ce point, et h" la cote de hauteur du même point, on aura
et'Cette hauteur mesure la pression minimum développée au point D. Le siphon ne peut fonctionner si FD est notablement inférieur à la
hauteur ^ , qui représente la pression atmosphérique.
PRISMATIQUES
THÉORIE DE PRONT.
159. Les lois âa frottement des liquides, telles qae nous les avons données pour l'écoulement par les tuyaux, s'appliquent aussi à l'écoulement de Feau dans les canaux découverts. La résistance due an frottement du lit est une fonction de la vitesse ; elle est proportionnelle à Faire des surfaces frottantes; enûn, elle est indépendante de la pression. Les anciens expérimentateurs avaient ajouté qu'elle était indépendante de la nature de la paroi ; mais les expériences récentes de HM. Darcy et Bazin ont démenti cette assertion.
La théorie de l'écoulement dans les canaux est plus simple que celle de l'écoulement dans les tuyaux, en ce que la surface libre du
liquide coulant est toujours soumise à la pression atmosphérique. Par contre, les mouvements des molécules liquides étant plus libres, le problème de la répartition des vitesses dans l'étendue d'une section transversale est plus compliqué. Enfin, la surface libre du liquide éprouve parfois des ressauts brusques qui rompent le parallélisme des filets, et dont nous aurons à rechercher la loi. Tant que l'écoulement s'opère par filets sensiblement parallèles, les pressions varient dans l'intérieur d'une même section transversale suivant la loi de l'hydrostatique.
Admettons d'abord, comme nous l'avons fait pour les tuyaux, que le mouvement uniforme de la masse liquide dans un canal prismatique à pente constante s'effectue tout et une pièce ^ c'est-à-dire que tous les filets soient animés à la fois d'une vitesse commune perpendiculairement à la section transversale. Soit u cette vitesse, Û Taire de la section ABDC, ^ la longueur du périmètre mouillé AG -f CD + BD. Appelons p^ la pression atmosphérique par unité de surface, et h la'distance 61 du centre de gravité à la ligne d'eau. Considérons la masse liquide comprise entre deux sections
Fig. 100. transversales A'C, A"C'', infiniment
voisines; la pente du canal étant supposée très faible, ces sections sont à peu près verticales. Exprimons que les forces qui agissent sur cette masse se font équilibre en projection sur un axe XX' mené parallèlement au courant. Ces forces sont:
La pesanteur ;
Les pressions, savoir , la pression atmosphérique en A' A" , les pressions ^' sur les sections A'C, A"C% la réac-
tion normale du lit G'G" ;
Enfin, le frottement de la paroi, qui s'exerce sur une surface (AC -h GD -h DB) X G'C".
Soit G'G'' = d$\\e poids de la quantité d'eau contenue entre les
'"'''''''^^^^^^^^^^ÎS^
ir^
x+dz
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plans A'C, A"C" est égal à UQds; cette force OP fait avec Taxe XX' un angle égal au conaplément de Tangle que fait Taxe du canal avec rborizon ; le cosinus de l'angle de OP avec XX' est donc égal au sinus de l'angle de C'G"" avec T horizon, et par suite la projection de Uùds sur XX' est égale au produit de Dû par la hauteur du point G' audessus du point G"^, ou du point A' au-dessus du point À"^. Soit z l'ordonnée du point À' au-dessus d'un plan horizontal de comparaison, ZZ'; nous aurons en définitive
nûd* X ces ^OP, XX7 =^nQdz.
La pression atmosphérique agit directement sur la surface A'A^ ; mais elle se transmet sur les autres faces du volume liquide, et si l'on projette toutes ces forces sur l'axe XX', la résultante de toutes leurs projections est nulle.
Passons donc aux pressions du liquide, abstraction faite de la pression atmosphérique.
La pression moyenne dans la section AC' est égale à n/t, et la pression totale est
UhxQ.
Pour la projeter sur XX', il faut la multiplier par le cosinus de l'angle de XX' avec l'horizon. Dans la section A^C", nous trouverons de même une pression IIAxû à multiplier par le cosinus du même angle, et à prendre négativement; les deux pressions se détruisent donc en projection. Les pressions normales du fond et des parois latérales étant normales à l'axe ne donnent rien.
Le frottement est une force dirigée en sens contraire du mouvement, et égale à x^^A^) 9 fW ^^^^ ^"^ fonction de la vitesse u à déterminer par l'expérience.
En définitive, on parvient à l'équation
nQdz-]'Xdsf(u)-0,
OU bien
dz + l^ds^o.
S70 THÉORIE DE PRONY
ce qui, par l'iDlégration, donne
z + û*^^^ ' = constante.
Appliquons celte équation à deux pdnts quelconques M el N de la ligne d'eau d'un canal à pente constante; il Tiendra
ou bien
z — V est la pen<« ioialt NL de* la superficie du cours d*eau entre
les deux points donnés ; '*' '^* ' , i—% est la longueur MN prise su r
Taxe du cours d'eau ; cette longueur ''--^ est très sensiblement égale à sa pro- '^^^t^^ jection horizontale ML, à cause de la l""' petitesse de l'angle NUL.
Le rapport -, est donc sensiblement égal à la ftnXe par mèirt I, de la surface MN. Ok) pouvait parvenir à ce résultat sans intégration, puisque Féqua-
tion différentielle définit la pente I par larapport — -p , aussi bien que
l'équation intégrale par le rapport -j .
Le rapport- est ce qu'on appelle le fa^on moyen de la section.
On le représente par la lettre R. Si enfin nous remplaçons r^ par
une nouvelle fonction f («) , l' équation prendra la forme saivante , qui est consacrée par l'usage :
RI = f (tt).
Il reste donc à déterminer par expérience la fonction cp (u).
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160. IMny âétenmna le premier cette fonction en s'sddant de 30 expériences de Dubuat et d'une expérience de Ghésy, et pubBa la formule à laquelle il parvint dans ses Becherches physico-mathématiques (1804). Plus tard, Eytelwein s'occupa du même problème, en se fondant sur les expériences qut avaient servi à Prôny, et sur 61 observatioiMS BouveDes dues à Woltmann^ à Funk et à Brûnings [Mémoires de Berlin^ 181i à I8i&) ; d'sulves expérî^ces^ laites par Bidone, par Bonati et par les ingénieurs de TÉcole des ponts et chaussées des États pontificaux (*) , servirent à contrôler les résultats obtenus. Les données sur lesquelles Sytelwein établit sa formule sont au nombre de 99, savoir :
S6 de Dubuat,
h de Woltmann, 35 de Funk, 16 de Brônings,
S de Bidone,
8 de Bonati,
2 de r École romaine des ponts et chaussées.
Ea tout 99.
La table II du Recueil de cinq tables^ publié par Prôny en 1825, contient le résumé de ces quatre-vingt-dix-neuf expériences. Elle donne pour chacune l'aire de la section transversale, le périmètre mouillé, le rayon moyen R, la déclivité I, le produit RI, la vitesse observée, la vitesse calculée par la formule donnée par Prdny en 1804, et la vitesse calculée par la formule donnée par Eytelwein quelques années plus tard. Ces deux formules diilërent par les valeurs des coefficients constants qui y figurent. Les deux auteurs ont admis, avec Coulomb et Girard, que la fonction ^ (t^)
n Radierdies géométriques el bjdrtmétriques Ml« dam l'École des inféofteurs des et roatcs des États romains, en l'année Mi (Milan^ 1822. Texte iUllen).
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croit avec u, plus rapidement que la vitesse u, et moins rapidenient que le carré de la vitesse t^', et ils ont posé
f (m) =au •{- bu*.
Des opérations en tout semblables à celles que nous avons fait connaître à propos des tuyaux, les ont conduits à déterminer les valeurs des coefBcients a et b. Prôny avait trouvé
Eytelwein trouva de son côié
Les deux formules ont servi à dresser des tables, que Ton trouve toutes deux sous la forme suivante dans le Recueil de Prôny :
TmSSB
moyenne
YALEUU GOUIESPOHDANT ▲ CELLES DE II
de RI duB les canaux.
Eytelwein.
Prôny.
âe^DJ dans Ias tuyam.
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Les deux formules s'accordent pour u = 0". 86 ; au-dessous , la formule d'Eytelwein donne pour RI des valeurs plus petites que la formule de Prôny. Au-dessus, l'inégalité est renversée, mais les écarts sont toujours assez petits pour n'avoir pas une grande influence au point de vue de la pratique, d'autant plus que les. vitesses de l'écoulement dans les canaux sont généralement faibles et voisines de la vitesse 0".86, pour laquelle il y a accord complet entre les deux formules.
On accordait autrefois plus de confiance à la formule d'Eytelwein qu'à celle de Prôny, parce qu'elle reposait sur un plus grand nombre d'observations.
161. Ces expériences étaient malheureusement fort disparates, et ne permettaient guère de fonder une véritable théorie. Si nous en reprenons le détail, nous voyons que les trente et une expériences qui avaient servi au premier travail de Prôny se partageaient comme il
suit:
Trente de Dubuat, dont vingt-trois sur des canaux en bois de petite section, et sept sur le canal du Jard et la rivière de Hayne,
Et une expérience de Chésy, sur la rigole de Gourpalet (*) .
Les vingt-trois premières sont donc relatives à des canaux de petites dimensions, sur lesquels Dubuat avait étudié la distribution des vitesses des divers filets liquides et déterminé la vitesse moyenne; les huit autres s'appliquent à des rivières ou à des rigoles de section beaucoup plus grande, pour lesquelles Dubuat et Chésy s'étaient contentés de donner la vitesse de l'eau à la superficie. Prôny, ayant besoin de connaître la vitesse moyenne, s'était servi pour la calculer de la relation entre la vitesse moyenne et la vitesse superficielle que Dabuat avait déduite de ses observations sur les canaux en bois de petite section. Cette généralisation arbitraire diminue l'autorité des huit dernières déterminations indiquées par Prôny.
(*) Cette dernière expérience, qui n'a pas été employée par EytelweiD, n'est pas portée iUns la table II do Recueil des cinq Tables,
Tii DISCUSSION
Les quatre-vingt-dix-neuf expériences employées par Eytelwein contiennent les trente expérieoces de Dubuat, dont vÎBgt-trois seulement paraissent à l'abri de toute objection* Elles comprennent en outre des expériences de Funk et de Brûniogs sur de grands cours d'eau. Les seize expériences de Brûnings, faites en 1790 et 1702, avaient pour objet de déterminer le partage du débit du lUiin entre ses différents bras ; dans ces observations Brûnings n'a pas eu égard aux pentes de superficie, et ce n'est que cinq ans plus tard* en 1797^ qu'elles ont été déterminées à l'aide de nivellements. On ne peut donc pas affirmer que les pentes admises par Eytelwein pour le calcul des coefficients de la formule soient bien celles qui correspondaient aux vitesses observées par Brûnings. Les expériences de Funk sur le Weser offrent de même quelques incertitudes : de sorte que ni Prôny ni Eytelwein ne pouvaient avoir une confiance absolue dans l'exactitude des résultats qu'ils avaient déduits d'expériences offrant de^ si nombreuses lacunes. Quelques observations démontrèrent la nécessité de remanier les formules, et surtout d'y Caiire entrer un élément qu'on avait jusque-là entièrement négligé, la nature de la paroi. Les expériences commencées en 1855 par Darcy, à Dijon, mirent en évidence l'insuffisance de l'ancienne théorie, o M. Darcy, dit M. Bazin (*) , établit successivement cinq « canaux rectangulaires de O^.SO à 2 mètres de largeur, ayant tous tt une même pente de 0".005 par mètre, et ne différant que parla tt nature de la paroi. Le premier était en ciment, le deuxième en « planches, le troisième en briques, le quatrième et le cinquième (( étaient recouverts de gravier engagé dans du ciment, de manière « à simuler un fond de rivière. En y faisant couler un même volume
BI « d'eau de 1".236 par seconde, on obtint pour le rapport — , qui,
« d'après la formule de Prôny, eût été presque constant, les valeurs K suivantes:
(') Recherches hydrauliques^ l^ parUe, introduction, p. G.
DBS OB&i^yATIONS.
Canal en ciment
— en planches ■
— en briques - . . . .
— rcTéta de petit gravier
^ RvItB 4e ^nrrîer on peu phie gros.
TÀLBVRS DE ~l DONNÉES
par Texpérience.
par la formule de PrAny.
RI
a Le rapport -| qui, d'après la lormule de Prôny, aurait dû être
« sensiblement constant, a donc varié dans le rapport de 1 à â, » En répétant ces expériences sur les rigoles d'alimentation du canal de Bourgogne, on trouva les résultats suivants (*) :
Canal en terre, fond et talus vaseux
— en terre, fond et tains pierreux* . . . •— revêtu d'un perré couvert de mousse.
Même caoal^ «presque la mousse qui recouvrait le perré eut été' enlevée
VALEURS DE — = DONNÉES
par l'observation'.
par la formale de Prôny.
L'influence de la nature, ou plutôt de la structure de la paroi, était mise en parfaite évidence par ces observations, tout à fait cl*ftGCQrd du reste avec les observations relatives aux tuyaux. Nous verrons bientôt les résultats importants auxquels ont été conduits MM. Darcy et Bazin, une fois entrés dans ce nouvel ordre d'idées.
(*) hscherehes hydrauliques, ibid, p. 8.
G FORMULES DIVERSES
TRANSFOBMATIONS PROPOSÉES POUR LES FORMULES DE PRÔNY ET d'EYTELWEIN, et CONSÉQUENCES DE LA THÉORIE DE l'ÉGOULEMENT UNIFORME DANS LES CANAUX.
162. Admettons provisoirement la théorie de Prôny ou d'Eytelwein, comme on Fa fait jusqu'à la publication des travaux de MM. Darcy et Bazin. Nous aurons l'équation
RI = au + bu\
dans laquelle le coelficient a est beaucoup plus petit que b ; dès que la vitesse dépasse 0".10, le terme bu* l'emporte sur le terme au, et (a formule peut se simplifier par la suppression du terme du premier degré. On a alors
RI =: bu\
OU bien
u= -Xz i/RÏ-
La formule d'Eytelwein ainsi transformée donne
Les bydrauliciens italiens emploient une formule analogue, qui donne des vitesses un peu moindres ,
Le général Dufour a même réduit le coefficient à A I.
Enfin M. Barré de Saint Venant, appliquant aux canaux les mêmes
méthodes qu'aux tuyaux, est parvenu à la formule
îi
RJ = 0.000 401 02 u**»
laquelle est calculable par logarithmes*
DÉBIT D'UN AQUEDUC VOÛTÉ
163. Appliquons Tiine quelconque de ces formules à Técôulement dans un aqueduc voûté, tel que celui dont la coupe AGB est donnée dans la figure 102.
Si nous supposons la ligne d*eau placée en MN, nous aurons
Û = surf. MNDE, X= AE + BD + ED;
nous pourrons calculer R = - , et, admettant que la pente I soit
donnée, nous en déduirons la vitesse t/, puis le débit Q = uxO. Ce
débit variera avec la hauteur MN attribuée à la ligne d'eau dans Taqueduc. Portons à partir de l'axe vertical GF, sur la ligne MN, une longueur HL proportionnelle au débit Q. Nous pourrons répéter cette construction pour d'autres lignes d'eauj M'N', M"N", et nous obtiendrons ainsi des ordonnées H'L', H"L" qui représenteront à l'échelle les valeurs du débit lorsque l'aqueduc se remplit jusqu'au niveau M'N' ou au niveau M''N".L*ensembledespointsL,L',L"...
dessinera donc la courbe des débits. On peut pousser les opérations jusqu'au moment où la section de Taqueduc est entièrement remplie ; on obtient alors un certain débit CL,. Or on observe que la courbe LL'L",.L, a un maximum en un point P, situé au-dessous de la clef de la voûte. C'est à cette hauteur qu'il faut remplir l'aqueduc pour lui assurer le plus grand débit possible. Au delà, les ordonnées de la courbe décroissent pour une élévation de la ligne d'eau. Ce fait s'explique en observant qu'un léger accroissement de la hauteur de cette ligne, dans la région voisine de la clef, augmente notablement le périmètre mouillé x* ^^ augmente très peu la section û. Le rayon moyen diminuant, la vitesse moyenne diminue assez rapidement pour faire décroître le produit ùu qui mesure la dépense. En appliquant cette construction à différents aqueducs voûtés, oo
Kg.
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reconnaît qu'une section de cette forme permet d'écouler nu vohwne d'eau supérieur de A à 6 p. 100 au Tolume débité à plein tuyau. Proposons-nous de déterminer la position de la ligne qui correspond au maximum du débit, en faisant usage de la formule simplifiée
ou bien
" I = bu\
où b désigne un coefficient constant. Le débit Q = Qu. Le maximtnn de Q entraîne la condition rfQ = 0. Donc
Hais u est lié à û et à ^ par Téquatien du mouvement, qui» difiërentiée, donne
Rempla{ons dans cette équation du sa valeur — -, déduite de •
r équation précédente; il viendra, en remplaçant bu* par - 1,
oit bien, en Bupprioiant leai facteurs comiiiuia.
C'est la confdition du maximum. Appliquons cette théorie à mie section circulaire de rayon a, et soit h le demi-angle au centae (ftî correspond à Tare mouBlé. Oa atira
û = a«{9— ^siiiSr^ et x=2a^ dû =s a«d8(l — cofi 26) = 2a« sin» 6 d8, d^ = 2ade,
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et réqaation de condition deviendra
28ln*a I 3X j ^p
ou bien
&in2d
6 sin* e 2= i —
Si dans cette équation on fait saccessivement 0=-etQ = T:,on
troaye d'abord 6 > 1 , puis 0 < 1, par la comparaison des valeurs que prennent les deux membres. Le renversement de l'inégalité
montre qu'il y a une racine réelle de l'équation comprise entre Q = ^'
et 6 = te.
L'interpolation par parties pre^ortionnelles entre ces deux valeurs fait connaître une valeur approchée de f inconnue. On troove ainsi
9 = T^ «. Cette valeur pourrait être corrigée en appliquant le môme
procédé, mais si Ton veut seulement déterminer la valeur du maxi^ otum du débita on peut^ sans erreur sensible, se contenter de cette première approximation, puisque le caractère d'un maximum est précisément de varier peu quand on fait varier la quantité dont il dépend. On trouve, en achevant le calcul pour l'aqueduc plein, le rayon a étant pris pour unité.
Qi-Y/|\/M*X 3,14159,
et pour Taqueduc rempli jusqu'au point où 6 = j^ tr (165*),
fi80
Donc enfin
Q^VWX 3,12980^ Qi v/Ô3ÔÔx3,14i59
OU environ 4 p. 100 de plus que le débit à plein tuyau.
164. Remarquons à ce propos qu'au moment où récoulement s'établit dans la section entière, le canal devient à proprement parler un tuyau^ de sorte que les coefficients de la formule d'Eytelwein devraient changer brusquement de valeur pour être d'accord avec la formule de Prôny pour l'écoulement par les tuyaux. Une théorie complètement rationnelle ferait disparaître cette variation.
165. La formule Rl = (p(M) montre que le rayon moyen' intervient de la même manière que la pente dans la détermination de la vi* tesse u. C'est grâce à cette influence que Ton peut drainer et dessécher au moyen de canaux des terrains ayant de très faibles déclivités. Les anciens ingénieurs, préoccupés d'une fausse assimilation entre l'écoulement d'un liquide et le mouvement d'un corps solide qui glisse sur un plan incliné, paraissent n'avoir pas connu cette loi.
166. Si l'on veut avec une pente constante écouler le plus grand volume. d'eau possible par une section dont la largeur ÂB au plan d'eau et le périmètre mouillé ^ sont seuls donnés, il faut accroître
le plus possible la section, puisque de cette manière on accroît à la fois la vitesse u et le produit Î2t/, ou la dépense. La question est donc ramenée à un cas particulier du fameux problème des isopérimèires (*) :
tracer du point A au point B une courbe AGB ayant la longueur donnée ^, et renfermant entre elle et la corde AB la plus grande surface possible. U est facile de reconnaître que
Fig. 103.
(*) Voir Lagrange, Lsçotissur le calcul des fonctions, Leçoo XXI.
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cette courbe est un arc de cercle. Voici la démonstration que nous en donnerons, d'après M. 0. Bonnet (*).
Soit ACB la courbe cherchée qui a une longueur donnée ACB = y^ , et qui renfçrme la surface maximum. Traçons une seconde courbe ACB infiniment voisine de la courbe ACB, terminée aux mêmes extrémités, et ayant la même longueur y^. Cette courbe renfermera la même aire que la première, à cause de la propriété du maximum, aux environs duquel les variations de la quantité variable sont des infiment petits d'ordre supérieur au premier. Rapportons les points M' de cette nouvelle courbe à la première courbe ACB, en abaissant les perpendiculaires M'M sur celle-ci; appelons s Tare AM, et y la longueur de l'ordonnée MM', que nous compterons positivement si elle tombe d'un côté de la courbe ACB, négativement si elle tombe de Tautre côté ; la courbe ACB sera définie par une certaine relation entre y et 5, et l'aire comprise entre les deux courbes, du point A à une
SAP yds ; prise entre
les limites o et y^ qui correspondent aux extrémités des deux courbes, cette aire doit être nulle pour qu'il y ait maximum. On a donc
Ç^ yds = 0.
Les deux courbes ont la même longueur* y. Calculons l'arc M'M\ de la courbe C, correspondant à l'arc élémentaire MM, = ds de la courbe ACB ; soit 0 le centre de courbure de cette dernière courbe au point M, et p le rayon de courbure OM ; l'angle de M'M\ avec MM' est par hypothèse infiniment petit; nous aurons donc la proportion
WW, _ OW_p±J/
(*) Mémoire sur la théorie générale des surfaces, Journal de r École polytechnique, t. XIX^ 32* cahier, p. 44, 1848. — M. Bonnet applique sa méthode à un problème plus général, celui de Taire maximum parmi les isopérimètres sur une surface donnée; et il irouve que la courbe qui satisfait à cette condition est celle dont la courbure géodefigue est constante.
m POLYQONE MAXIMUM
Donc
ds ^ p
et, par suite,
WW.'-ds = ^,
Si nous ajoutons ensemble toutes les équations analogues écrites pour tous les arcs infiniment petits dans lesquels on peut décomposer les courbes AGB, AG'B, nous aurons pour résultat
y — y ou 0 = \ • .
On a donc à la fois les deux équations
Jyrf.= 0 et 5^'^^ = <>.
Posons avec }lk. Bonnet, d'après un procédé indiqué, par Gaucby,
o étant une fonction définie par cette équation pour toutes les valeurs de s comprise entre o et*)^, et s'annulant à ces deux limites; il viendra en différentiant
Substituons dans la seconde éqoration', elle devient
L'intégration par parties nous donne Fintégrale générale
qu'il fant prendre entre les limites oeij^\ (xf, aux limi'tes le terme ^^ s'annule et dîsparaît. Donc
AVEC DES COTÉS DONNÉS. ^H
xMais <p(5) est arbitraire pour toute valeur de 5 comprise entre 0 et x* La rdaiioQ» précédente exige doBC qnc Pon ait en tous points de la confia AGB
ou p = constante^
sans quoi on pourrait disposer de la fonction (p de telle sorte, que tous les éléments de l'intégrale aient un jnême signe ; la somme ne potarrait donc être nulle. L'équation finale délkwtj'arc dé cerde de longueur ^ tracé du peine A au point B.
167. La ^mple géométrie conduit presque aussi rapidement à cette conclusion.
!• Proposons-nous d'abord de construire avec quatre côtés donnés le plus grand quadrilatère posaîhle.
Supposons le problème résolu, et soit ABGD le quadrilatère cherché, Fijç, ,0t. dantlescfrtésAB,BC, CD, AD ont des longueurs
connues. Nous pouvons déformer in'finimerrt peu ce quadrilatère, sans changer la position des semmets A et D ; le point B viendra en F, le point C ira en (7, et le contour polygonal ABCD prendra, sans altération des longueurs, la forme AB'C'D. Or, le point 0, intersection des nermales AB, D€, aux tra^jcctoires décrites par les points B et (^, est le centre inêtûManê ie rUaiien dû cdté BG ; et par conséquent le triangle OVG' est égaF axr triangle OBG, ou pl'utdt n'est autre chose que ce triangle lui-même, déplacé d*un certam angle autour du point 0, centre de rotation. La cmiditioni du maximum s'exprimera par Fégalité
rerf. (AB'C'») = tMirf: (ABGD), AjoutOBa da part et d'autre les. deux triangles égaux OB'G'et OBC;
POLYGONE MAXIMUM
il viendra
surf. (OB'ADC'O) ==surf. (OBADCO;.
Or la première surface se déduit de la seconde en ajoutant le triangle ODC, et en retranchant le triangle OAB'; l'égalité des deux surfaces entraîne donc l'équivalence des deux triangles, dont les
aires sont respectivement égales à - GG'xOD et à 5 BB'xOA. Donc
ce X OD = BB' X OA.
D'un autre côté, CC et BB' sont les déplacements linéaires simultanés des deux points G et B, qui appartiennent tous deux au côté rigide BG, et qui tournent d'un même angle autour du point 0 ; leurs déplacements sont donc propprtionnels à leurs distances OC, OB, au centre de rotation.
. Donc enfin
OC X OD = OB X OA
Gette équation montre que les quatre points A, B, G, D sont sur une même circonférence.
Le plus grand quadrilatère que Ton puisse construire avec quatre côtés donnés est donc le quadrilatère^inscriptible.
2* La même proposition s'étend à un polygone d'un nombre quelconque de côtés et dont les côtés sont supposés donnés. Eu effet, soient A, B, G, D, E cinq sommets consécutifs du polygone cherché dont la surface est maximum. Menons la diagonale ÂD qui retranche du polygone le quadrilatère ABGD. Je dis que ce quadrilatère est inscriptible , car s'il en était autrement, ou pourrait, sans rien changer aux autres sommets, augmenter l'aire du quadrilatère, et par suite l'aire du polygone, en altérant la position des sommets B et G , de manière à amener la figure ABGD à être inscriptible dans un cercle. Donc les quatre sommets A, B, G, D sont sur une môme circonférence. On prouverait de même que les quatre sommets B, G, D,E, sont aussi sur une même circonférence, et par suite ils sont situés sur la même circonférence que les sommets A, B, G, D, puisque ces
AVEC DES COTÉS DONNÉS
deux circonférences ont trois points communs B, G, D. Donc enfin tous les sommets du polygone cherché appartiennent à une seule et même circonférence, 3* Étant donnés deux points A et B, on propose de mener du point Fig. 105. A SLu point B une ligne ACB d'une longueur
i B donnée Xi ®^ ^^^"^ 9^® YsAre ACB soit maximum.
Partageons la longueur donnée ^ en une infinité de parties infiniment petites que l'on pourra regarder comme autant de côtés donnés. La figure ACB devient alors un polygone dont tous les côtés sont donnés, y compris le côté AB, et qui doit rendre la plus grande surface possible. Il est înscrîptible dans le cercle, en vertu de la proposition qu'on vient d'établir, et par suite le contour ABC se confond avec la circonférence et ne diffère pas de l'arc de cercle de longueur x» passant par les deux points donnés A et B.
168. Proposons-nous de même de déterminer le plus grand trapèze isoscèle, connaissant l'inclinaison des côtés latéraux sur les côtés parallèles, et la longueur du périmètre mouillé^ considéré comme
égal à la somme des deux côtés latéraux et de la petite base.
Dans le trapèze isoscèle ABGD, on donne rinclinaison commune des côtés BC, AD sur la base AB, et la somme DÀ+ AB+BG =x- On demande de déterminer les dimensions du trapèze, AB = a: et LK = y, de manière que l'aire Ù soit maximum, ce qui assure aussi le maximum du débit.
Fig. 106.
Soient n l'inclinaison de BG sur AB prolongée. On aura
(x.+ ny)y = û, a? + 2yV'l + n» = x.
Différentiant ces deux équations, et égalant à zéro, il vient
(ac + ny\ày + y(da; + này] = 0, àx + Uy ^/rn? = 0.
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Eliminons entre ces deux équations le rapport — ; on aura réqtiation finale
ou
Or - 4- ny = KG et y^i + «* =BC* La condition du maximum est
Ame BG = KG, ou bien BL = KH, €fn abaissant BL et KH perpendiculaires sur DG et sur BC ; et comme BL = KL, on voit que les trois cdiés DA, AB, BG, sont tangents à un même cercle, ayant son centre au milieu K de la base supérieure ou de la ligne d*eau. La construction d'un trapèze satisfaisant à ces conditioDS est aisée en s* aidant du principe des figures semblables.
Wft. Nous ferons une dernière remarque sur cette équation
R|=r(p(tt).
Les cours d'eau qui sillonnent une contrée ont creusé leur lit dans les terrains qu'ils traversent; plus ils sont rapides, plus Taffouillement qu'ils produisent est grand, plus aussi la section augmente; ce qui, si le déWt reste le même, tend à réduire la vitesse, et par suite raffouillement. Le régime d'une rivière est établi dès qu'il y a équilibre entre la tendance à la corrosion, qui dépend de la vitesse, «t la résistance du terrain ; car alors raffouillement s'arrête. Si donc une rivière traverse nn même terrain sur une grande étendue de son cours, on trouvera sensiblement la même vitesse moyenne en tous ses points, et par suite le produit RI sera à peu près constant. Mais es rivières, à mesure qu'on se rapproche de leur embouchure, re-çoivent les affluents qui en grossissent le volume; la vitesse restant la même, la section augmente graduellement de l'aval à l'amont, et avec la section le rayon moyen R. Le produit RI étant constant, la pente I doit diminuer. Aussi observe-t-on que les pentes superficielles des grands fleuves diminuent successivement de l'amont à
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l'aval; mais cette loi suppose que le débit augmente, et elle n'est pas api^cable à qb canal artificiel où le même débit serait conservé partoaL C'est pour n'avoir pas compris la vraie raison de cette diminution de pente, que Girard a fait varier graduellement les pentes du canal de l'Ourcq destiné à amener des eaux à Paris. Les travaux n'éuûent pas encore terminés qu'on reconnut l'erreur; on revint à la pente primitive pour la portion restant à construire, et on établit dans une portion de ce canal des écluses que le projet primitif ne comportait pas, et qu'un tracé à pente constante aurait permis (Téviter, au grand avantage de la navigation.
RECHERCHES EXPÉRIMENTALES DE MM. DARGY ET BAZIN
170. Les expériences de Darcy ont porté sur une rigole détachée du canal de Bourgc^ne et allant rejoindre la rivière d'Oucbe. Elle a une longueur de 696'^^M ainsi ré.partte :
atcr.O^ en pente de (TMka 2S0". » «-.0020
S9G*JM)
La coupe en travers de la rigole a une forme rectangulaire de 2 mètres de large et de 0",50 de profondeur moyenne.
La prise d'eau se faisait dans le bief n"" 57 du canal, à 157 mètres en aval de l'écluse n"" 66; elle était formée de & vannes, pouvant offrir chacune un orifice d'écoulement de 0"',âO. Si Ton s'était borné à alimenter directement la rigole avec l'eau du canal, la hauteur d'eau dans la rigole eût subi tontes les variations de la hauteur du plan d'eau dans le bief n* 57 ; le passage d'un bateau dans les écluses 56 o\x 57 eût modifié les conditions de l'expérience. Pour prévenir
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ces variations, on établit en amont de la rigole une sorte de sas ou chambre à niveau constant; elle avait 14 mètres de long sur 6*. 40 de large ; elle était alimentée par les vannes de prise d'eau, et elle alimentait à son tour la rigole par un second vannage formé de 12 petites vannes en cuivre, présentant chacune à l'écoulement un orifice carré de 0».20 de côté. L'écoulement s'opérait en mince paroi à travers ces orifices. Un flotteur placé dans la chambre de prise d'eau, et communiquant le mouvement à l'aiguille d'un cadran, permettait de juger des moindres déplacements de la surface libre dans le sas. On pouvait, en modifiant convenablement la levée des vannes d'admission, y maintenir le niveau aune hauteur invariable de 0".80 au-dessus du centre des 12 orifices. Un aide-opérateur était chargé de cette surveillance pendant toute la durée des observations. L'éclusier, de son côté, devait faciliter la tâche de l'aideopérateur en maintenant le plus possible à une même hauteur le niveau du bief n* 57.
Les formules de l'écoulement par orifice noyé auraient pu donner le débit des vannes alimentant la rigole. Mais ce procédé n'eût pas été complètement rigoureux, parce qu'on n'était pas sûr du coeflScient de contraction, et parce que, le sas étant très court, Taffluence de Teau écoulée par les vannes d'amont n'était pas sans action sur le débit du second vannage. On a donc déterminé la quantité d'eau versée dans la rigole par des observations spéciales.
On obtenait le profil en long de la surface de l'eau en mesurant avec une règle les distances de cette surface à des points de repère placés sur des traverses en bois reliant, à des intervalles réguliers de 1"*.50, les montants verticaux des cadres de la rigole. Le nivellement du fond de la rigole se faisait très simplement en barrant la rigole à son extrémité d'aval, et en la remplissant d'eau. L'écoulement étant interrompu, la surface de l'eau devenait horizontale, pourvu toutefois que le temps fût calme, et l'on pouvait mesurer avec exactitude la profondeur du fond de la rigole au-dessous de la surface du liquide prise pour plan de comparaison.
Après avoir déterminé par des opérations de tarage très précises les valeurs du débit qui correspondent à l'ouverture du premier
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orifice, des deux premiers, des trois pi-emieis,... enfin des tïoiize .orifices levés à la fois, on pouvait procéder aux e.xpériences en levant [Successivement la première vanne, les deux premières, les trois premières,... enfin les douze vannes, la hauteur d'eau étant toujours maintenue la m^me dans le sas de prise d'eau. On savait par conséquent le volume exact que la rigole avait à écouler à cli:\que expérience. Une des vannes, munie d'une tige à vis, pouvait so lever partiellement, ce qui permettait de faire queli^ues expéiiences avec des dùbiis intermédiaires.
La rigole était construite en planches et avait une forme fectangolaire. Pour soumettre aux e-tpérienccs d'autres formes de sections ou d'autres natures de parois, on établissait en dedans de la rigole un revêtement, suivant le profd convenable. Les joints étaient soigneusement étanchés.
171. La mesure des vitesses de superficie se faisait au moyen de flotteurs en liège lestés par une plaque de plomb, que l'on abandonnait au courant, et dont on suivait le mouvement avec le chro- DOQiètre à pointage. Ce procédé est le seul qui ait été suivi par les anciens observateurs. Mais Darcy rendit à l'hydraidique un service signalé en perfectionnant le tubejaugeur proposé parPitoten 1732, et en en faisant un appareil vraiment pratique. Nous nous arrêterons un moment i le décrire.
Soit AB la surface d'un courant liffuide dont tous les filets sont animés, parallôlenieiit à la droite AB, d'une Fig. lOT. môme vitesse u. Si l'on enfonce dans le liquide
n*^ un tube CD, ouvert aux deux bouts, l'eau
*ji^^^wr_-.'J^rr.:--'-=à s'élèvera dans ce tube à un niveau M' sensihle- — --"- — r _-z: j~ ""^"^ ^S^^ à celui de l'eau environnante; l'eau ':Z. l_.:':.".t r contenue dans le tube est alors immobile,p' forme la colonne piézouiéirîque qui mesure, la pression atmosphérique près, la pressi( (lu liquide au ^loint D. Mais l'insertion de ce piézoniètre dans masse liquide ne peut s'opérer sans déranger légèrement l'écouli uieal des ûleta qui passent aux environs de ce point; de
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résulte une petite perte de charge qui abaisse le niveau M d'une faible quantité MM\ laquelle a un rapport constant avec la
hauteur ^ due à la vitesse des filets liquides.
Si, au lieu de laisser le tube droit, on le recourbe en sens contraire
du courant, la quantité de liquide qui pénètre dans la branche D, tend à y conserver sa vitesse; il en résulte une augmentation de pression dans le tube : la colonne liquide qui y demeure en repos doit, non seulement équilibrer la pression statique de Teau, mais encore développer une force capable de faire dévier les filets liquides, qui , animés de la vitesse w, tendent incessamment à pénétrer par Torifice ouvert au point D. On constate en effet que le niveau N de la colonne liquide s'élève au-dessus de la surface N' de Teau.
Pitot a le premier proposé d'utiliser ce phénomène pour la mesure de la vitesse u. Il admettait que la hauteur NN' est ^ale à la hauteur due à la vitesse u. Si cette loi était exacte, on pourrait trouva: la vitesse par l'observation de la hauteur NN\
Mais Pitot négligeait la dépression MM' du tube droit plongé verticalement dans Teau. Le niveau N est influencé par une perte de charge analogue à celle que nous avons constatée pour le niveau M : Tégalité indiquée par Pitot n'existe donc pas rigoureusement entre
NN' et ^ , et Ton doit poser
g = NN' f MM';
or MM' est proportionnel à ^; donc ~ est proportionnel à NN',et,
le coefficient de proportionnalité ^ restant à déterminer, on pourra écrire
PERFECTIONNE PAR DARCY
Pitot remarqua aussi que, si Ton dirige le tube recourbé dans le
sens du courant, ou même qu'on le dévie dans une direction perpendiculaire, la pression intérieure diminue et tombe au-dessous delà pression hydrostatique; de sorte que le niveau, P, de l'eau dans le tube sera au-dessous du niveau, P', de l'eau à l'extérieur. On pourra
maAi
encore poser — = [x' x PF, y! étant un
second coefficient constant.
L'ancien tube de Pitot se terminait en entonnoir, de manière à embrasser un grand nombre de filets fluides. Cette disposition amenait dans le tube des oscillations très gênantes pour la lecture des hauteurs PP', NN'; elle avait de plus l'inconvénient de faire intervenir un grand nombre de filets dans la production des variations de hauteur, et par suite de fournir, nen pas la vitesse d'un filet en particulier, mais une sorte de moyenne entre les vitesses de tous ces filets.
172, Le perfectionnement dû à Darcy corrige tous ces inconvénients et transforme le tube de Pitot en un appareil exact et commode. Un tube en verre ABC est prolongé aux points A et C par deux
tubes en cuivre de très petit diamètre ; l'un GEF vient déboucher contre le courant, l'autre HKL est dirigé en sens contraire, ou s'ouvre à angle droit sur le premier. Supposons, pour la description de l'appareil, que les branches EF, KL soient dirigées en sens contraire l'une de l'autre. Au point B est un robinet qui permet d'ouvrir et de fermer à volonté le haut du tube en verre ; un fragment de tube B permet à l'observateur d'exercer une aspiration à l'intérieur du tube ABC. Une échelle graduée RS sépare les deux branches AB, BC.
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On plonge l'appareil dans l'eau en l'orientant dans le sens du courant, et en ayant soin qu'il soit placé verticalement. Il est maintenu dans cette position, à l'aide d'une vis, le long d'une tige de fer solidement fichée dans le lit du cours d'eau, au point où l'on veut chercher les vitesses. On ouvre le robinet T, qui donne entrée à l'eau dans les tubes d'amont et d'aval. L'eau monte aussitôt dans ces deux tubes, et s'arrête en deux points M et P, l'un un peu au-dessus du niveau M' de l'eau, l'autre un peu au-dessous du même niveau; et en appelant p , [x' deux coefficients, constants pour un même appareil, on aura
^ = t.xMM',
OU bien
Donc
2^ = t^'xPP',
PF
('+ -,) i^ = MM' + PP',
et
Zg (MM' + PP') = R X )/2g (MM' + PP')«
La vitesse u s'obtiendra donc en mesurant la somme MM' + PF, et en multipliant par un coefficient unique, K, la vitesse due à une hauteur égale à cette somme.
Pour mesurer commodément lasomme MM'+PP', on transporte, par une simple aspiration exercée en B\ les deux sommets des colonnes d'une même quantité MM,=PPj ; puis on ferme le robinet B. On amène ainsi les semmets des deux colonnes en une région de l'échelle où la lecture est facile. En même temps, on ferme le robinet inférieur T, pour empêcher les oscillations auxquelles les niveaux M et Psout
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exposés tant qu'ils communiquent librement avec les filets en mouvement.
La petitesse des diamètres des branches F et L permet de déterminer la vitesse propre à un filet unique. La réunion des deux tubes, celui d'amont et celui d'aval, double la hauteur à mesurer, ce qui permet une précision plus grande. Le peu d'épaisseur de la partie basse de l'appareil a pour objet de réduire à sa plus faible limite la perturbation produite par la présence de l'instrument au sein des filets liquides. Enfin l'aspiration élève d'une même quantité les sommets des. colonnes et facilite des lectures qui seraient presque impossibles au niveau môme de l'eau. On reconnaît là un artifice analogue à celui du piézomètre difi*érentiel.
173. Le coefiîcient K doit être déterminé pour chaque instrument par un tarage spécial.
Le tube qui a servi à MM. Darcy et Bazin a été taré par trois procédés diflérents :
1* En comparant les vitesses superficielles, déterminées par l'emploi de flotteurs, aux vitesses déduites des indications du tube; la moyenne de 92 expériences a donné K = 1.007.
2* En faisant mouvoir, à l'aide d'une barque, l'instrument dans une eau tranquille ; la moyenne de 32 expériences a donné K = 1 . 034 ; mais ce nombre paraît beaucoup trop fort. M. Bazin attribue l'excès de cette valeur à la forme même de la barque qu'il avait employée pour cette détermination.
S* Enfin en mesurant, à l'aide du tube, la vitesse en un grand nooïbre de points de la section d'un courant dont le débit egt connu d'avance. On a pu comparer le débit connu avec le débit calculé d'après les vitesses accusées par l'instrument, et par suite déterminer la valeur de K. La moyenne de 31 expériences a donné K=r 0.993.
M. Bazin, écartant la valeur 1.034, qui paraît exagérée, a pris pour valeur définitive de K, la moyenne entre les deux autres valeurs, ce qui donne K = 1 pour le coefficient applicable à son iusti-ument.
MODIFICATION DES FORMULES
Nous renvoyons au mémoire de M. Bazin pour la description des procédés de tarage employés pour déterminer le débit des vannes.
17â. Le travail de MM. Darcy et Baziu peut se diviser en trois parties :
1° Établissement de nouvelles formules du mouvement uniforme de l'eau dans un canal à section prismatique, en tenant compte à la fois de la forme de la section et de la nature de la paroi.
2° Recherche de la répartition des vitesses entre les différents filets d'une section transversale-
S*» Enfin, examen des lois du mouvement varié.
Nous ajournerons provisoirement cette troisième partie, qui suppose connue une théorie spéciale, et nous nous occuperons seulement des deux premières.
MODIFICATIONS DES FORMULES DE PRÔNY ET d'eTTELWEIW.
175. Nous avons déjà vu à quelles erreurs on s'expose en suivant
strictement les anciennes formules. Des expériences faites en 1&5& par Baumgarten sur différents canaux, entre autres sur le canal
de Marseille, sur le canal de Crapone et sur d'autres canaux de la
Provence, confirmèrent les résultats déjà obtenus par Darcy; elles
sont rapportées dans le chapitre premier de la deuxième partie
du mémoire de M. Bazin (pages 73 et 74). Darcy, voulant appré-'
cîer exactement Tinfluence de la nature de la paroi, fit recouvrir les
parois de la rigole de revêtements en ciment pur, en briques posées
à plat, en gravier de difïérentes grosseurs; puis pour ces divers
revêtements, il fit sept séries de 1 2 expériences chacune, déterminant
à chaque fois le rayon moyen R, la pente 1, et la vitesse moyenne v.
RI Il put donc calculer exactement la fraction -^, qui aurait dû rester
sensiblement constante si la théorie de Prôny était vraie.
DE PRONY ET D'EITELWEIN
Rï
Pour le canftlreyétQ en ciment, il atrouvé—,- variable de 0.000242 à 0.000172
« « en planches « de 0.000411 k 0.000229
« 0 en briques « de 0.000 408 â 0.000277
« « en petit gravier « de O.OOO 862 k 0.000 472
« • en gros gravier « de 0.001 454 k 0.000 661
Des expériences analogues ont été répétées en grand, en 1857 et en 1859, sur les grandes rigoles d'alimentation du canal de BourgogDfi« les rigoles de Gros-bois et de Gliazilly. La grande variation
Rï dn rapport — j montra, d'une part, qu'il y arait lieu Jinti-oduîre
dans la formule du mouvement des eaux des coefficients variables avec la nature de la paroi, de l'autre, que pour une même nature
de paroi la fonction -^ variait, soit avec la vitesse, soit avecle rayon
moyen, soit enfin avec ces deux éléments. L'équation rigoureuse paraît donc devoir être de la forme
a étant un nombre constant, et / une fonction des deux variables R et w, qui tend vers zéro quand ces variables augmentent. La présence d'une fonction à deux variables rendrait pénible l'usage de l'équation du mouvement. Aussi a-t-on admis que la fonction f (R, ti) peut s'exprimer au moyen de l'une ou de l'autre des deux variables R
ou t/, et on lui a attribué la forme a + i-, ou a + ^ » pour satisfaire
à la coïKlition de rendre infiniment petit le terme variable lorsque la vitesse oa le rayon moyen augmente indéfiniment
176. La recherche des valeurs de a, de ^ et de p', se fait par un procédé semblable à celui qu'a suivi Prôny pour les tuyaux. Oa
porte en abscisses sur une épure les valeurs de - , en ordonnée^
RI lesTalears correspondantes de -y fournies par Tcxpérience, et le tracé
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(l'une droite moyenne fait connaître les meilleures valeurs des coeJicients constants dans la relation
RI ^ P' 1?="+ R
Or, tant qu'on opère sur un canal de même pente, les deux formules conviennent également bien ; les points obtenus sont sensiblement en ligne droite. Si, au contraire, on coaipare des canaux ayant des pentes différentes, tous les éléments étant égaux d'ailleurs, on reconnaît que le tracé de la droite, dans la première hypothèse, est tout à fait impraticable, tandis qu'il devient possible si l'on adopte la seconde. En d'autres termes, les coefficients a, p, |^', sont variables :i\ec la pente I ; mais les variations du système (a, p') laissent subsister une valeur moyenne qu'on peut appliquer à tons les canaux sans erreur notable ; au contraire, les variations du système (a, P) sont trop grandes ])Our se prêter à une telle évaluation.
177. On a étudié l'influence des formes de la section après celle de la nature de la paroi. On a soumis aux expériences des sections rectangulaires, trangulaires, trapézoïdales, demi-circulaires. Les séries 18 à 27, composées chacune de douze expériences, ont fait reconnaître que les formes polygonales, quelles qu'elles soient, donnent des résultats sensiblement identiques : pour une forme triangulaire ou quadrangulaire, la pente et le rayon moyen déterminent complètement la vitesse moyenne. Pour les sections circulaires, on a trouvé une augmentation de débit d'un dixième environ sur le débit
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d'un canal à section rectangulaire auquel les formules assigneraient un débit égal. M. Bazin observe d'ailleuis que les profils circulaires sont peu usités malgré leur supérioriié au point de vue du maximum du débit (*),' sauf pour les égouts et aqueducs à forme ovoïde que Ton applique maintenant au drainage des villes et aux distribulions d'eau. Les nouvelles formules ont donc été établies pour des sections quadrangulaires ou trapézoïdales, et quand on les applique a des formes courbes, il faut se rappeler qu'elles donnent un débit un peu trop petit.
178. En résumé, M. Bazin a reconnu qu'on peut partager, au point de vue de l'écoulement, les parois des canaux en quatre catégories qui correspondent aux cas les plus ordinaires de la pratique, et i. applique à chacune de ces catégories la formule
dans laquelle il donne à A les valeurs suivantes :
4" Catégorie. — Parois très unies : ciment ) . ^ ^«^ ... /. . 0 lissé, bois raboté, etc
3* Catégorie. — Parois peu unies : maçon- , . ^ ^«nr»* / . . . , ,1 ^ ! A = 0.00024 ( 1 +
nerie de moellons
i' Catégorie. — Parois unies : pierres de ) » _ ^ onniQ {\A ^•^^\ tailk, briques, planches j "" * \ * R /
(j aï»
Les séries d'expériences 22 et 31 ont en outre permis d'établir
RI
une formule — = p, dans laquelle la vitesse u n'entre qu'à la
première puissance et qui convient au cas où le rayon moyen R est très petit. Dans ces expériences R était inférieure à 3 centimètres.
(*; La supériorité deâ formes circulaires subsiste encore malgré la variation du coefflcieiit A, parce que A décroit à mesure que R augmente. Pour un périmètre donné, la %€.tion qui possède la plus grande surfuce est celle qui assure les plus grandes valeurs au rayon moyen R, et par suite à 1 1 vitesse u et au débit Q.
(**) A ces quatre catégories, MM. Ganguillet et Kutler en ont ajouté une cinquième» celle des parais en gravier, pour laquelle on aurait
A = 0,00040 M + ~\, {Journal de la Sociélé des ingénieurs et architectes de Vienne, 1869).
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Le rapport p est variable avec la pente; mais pour un même canal à pente unifoirnie, p es.L constant et ti est proportionnd au rayon n»>yeD. Cette fonnule<n'a pas d'application pratique.
179. Les quatre formules de M. Bazin ont été développées par lu en tables.
La première table donne, pour les quatre catégories de parois,
les valeurs de -^ en f(H)ctioQ de R ; les valeurs extrêmes de R étant
O^.Ol et 6 mètres.
La seconde donne^ pour les mômes catégories, les valeurs de
— = en fonction de R, variant encore de 0".01 à 6 mètres. ^/RI
Si Ton connaît, par exemple, la pente I d'un canal, la forme de sa
section, la natunî de la paroi mouillée, on pourra calculer le
rayon R, et cherchant ce i-ayon dans la seconde table, on trouvera
en regard, dans la colonne correspondante à la nature de la paroi,
la valeur de iili. On connaît d*ailleurs le produit RI ; on peut donc
calculer y/RI et en déduire m. On obtiendra ensuite Q en multipliant
par u la section transversale (*).
(*) Les problèmes sur les tuyaux étaient au nombre 6^ parce qu'on avait à combiner deux à deux les quatre quantités, h, J, i/, Q, mais la 8ec(io;> était alors une forlttioD conDue de R, et Q pouvait s'exprimer en fonction de R et u. Pour les canaux décoa- TeiU; il n'en est plus de même. La connaissance du rayon moyen R ne suffit pas pour définir la section. On doit alors laisser de oôté la dépense Q, et les problèmes à traiter ne sont plus qu'au nombre de trois. Les tables de M. Bazin donnent I ou u, étant donnés R et v, en R «l L Qaand on donne I et «, et qu'on demande R, il serait utile d'avoir à sa
disposition une table des valeurs de -^ en fonetion de IL On peut j suppléer au moyen
d'un tâtonnement. La planche II contient, sons forme de tableau graphique, les relations entre R, I et u pour Ips diverses catégories de parois. — M. JSd. Pellis a poUiié.dtns le Bulletin de la Société vaudoise des ingénieurs M architectes^ juin 1878, àes tableaux
graphiques des débits des court 4'ea«, d'après la formule Q » KO \/rÎ , K étavt le cœfQ cient de la vitesse, — , déduit des formules jde H. Bazin^ variable avecia nature de la
paroi et le rayon moyen R. La courbe qui, en coordonnées rectangniaires, l(e entre elles les quantités K et R, pour une nature donnée de paroi, diffère très peu d'un arc de cerele dans les limites dés valeurs de R. MM. GanguUlei et Kntter ont également donné des tableaux grapUlqoes de récoale-
DISTRIBUTION DES VITESSES
Les nouvelles formules de i\l. Bazin reposent en définitive sur 31 séries d'expériences, comprenant chacune en général 12 expériences particulières ; elles sont contrôlées par 29 séries d'expériences pratiques sur les rigoles d'alimentation du canal de Bourgogne, et par la discussion rationnelle des observations des autres expérimentateurs : Dubuat, Funk, Poirée, Emraery, Léveillé.
Des tibleaux placés à la fin de l'ouvrage de M. Bazin résument toutes ces expériences au nombre de cinq cents.
DISTRIBUTION DES VITESSES DANS l' ÉTENDUE d'unE SECTION
TRANSVERSALE
kecherche de la vitesse maximum.
180. Doboat avait déterminé par expérience la répartition des vitesses des divers filets fluide s en opérant sur des canaux en bois de section très restreinte. Les lois qu'il tira de cette étude ont été appliquées par Prôny et par Eytelweîn à des courants d'une section quelconque. On admettait donc autrefois les lois suivantes : 1*^ la vitesse la plus grande, V, a lieu pour un filet voisin du milieu de la surface liquide, mais situé un peu au-dessous de cette surface; 2» la vitesse moyenne, ti, peut s'exprimer en fonction de la vitesse maximum Y; 3* enfin la vitesse la plus petite W a lieu pour un point du fond du canal, et la vitesse moyenne est la demi-somme des deux vitesses extrêmes.
La table 5 du Recueil des cinq tables de Prôny contient le résumé d^ dix-sept expériences qui ont servi à déterminer la relation entre la vitesse moyenne et la vitesse maximum. Deux de ces expériences, la neuvième et la quinzième, donnent des résultats anormaux qu'on doit attribuer à quelque perturbation accidentelle. Prôny les rejette ;
on trouve en effet pour les quinze autres expériences que le rapport
y—— reste oompris entre les nombres 4 et 6.80; tandis que pour
ment de Teau dans les petits canatix; M. R. Hering, membre de la Société américaine to ingénieurs civils, a bit paraître, dans les transacliou de cette aociété O'^nvler 1979), des tables graphiques du même genre spécialement destinée au calcul des débits des «agonis.
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Fig. 111.
la neuvième et la quinzième ce rapport monte à 22.17 et 20.17. On n'a pas tenu compte de ces deux révsultats exceptionnels; et Prôny a résumé dans la formule suivante les quinze autres expériences :
Les vitesses u et V peuvent être considérées comme les coordonnées rectangulaires d'une hyperbole dont les asymptotes ont pour
équation
V = — 3.15 (droite AB) et
w = Y — 0.78 (droite CD).
La courbe passe à l'origine 0, et touche
• * 1 r r w 2.37 ^ ^. en ce pomt la dinjction - = — -=:0./o.
La branche OM a pour asymptote la droite CD, par(^llèle à la bissectrice de l'angle des axes; l'autre branche ON correspond à des valeurs négatives de V, et constitue une ' " branche parasite du lieu cherché. Le rapport
~ varie donc entre 0.75 et l'unité, et
comme les expériences ont porté seulement sur les petites valeurs
dus vitesses, il convient de fai;e en moyenne ^=0.80, C'est le rapport auquel Prôny s'est arrêté.
187. La troisième loi se traduit par la formule Cette loi a été contestée par M. Sonnet, qui a proposé la formule
Connaissant la vitesse u, on en déduira la vitesse maximum V par
l'équation
w=:0.80xV,
et la vitesse W par l'équation
DANS L'ETENDUE D'UNE SECTION
si Ton adopte la formule de Prôny, ou
si Ton se sert de la formule de M. Sonnet.
182. La connaissance de la vitesse de fond, W, est utile à l'ingénieur pour apprécier le degré de résistance de la paroi le long de laquelle se fait l'écoulement. La table suivante fait connaître à quelle vitesse les différents terrains commencent à être affouillés.
NATURE ED T RRAlN.
Vitpssé au fond.
VitcsM' ruoy- n- c.
O.IOI
O.iOT
GGa
Terres d«tremp(frs
Areiles
SLble?
Graviers >
r.alUoux
Pierre» ca?sccs
Poudingues ol schistes t( n .'rc;»
Ruches stratifiées
Roches dures
183. Ces formules, comme toute la théorie de Prôny, ne tiennent aucun compte de la nature de la paroi, laquelle a, comme nous /avons vu une influence capitale sur Técoulement. MM. Darcy et Bazin ont étudié le problème de la relation à établir entre la vitesse moyenne et la vitesse maximum. Ils ont vérifié la première loi de Dubuat. Le filet animé de la plus grande vitesse n'est pas à la surface du liquide, mais il est voisin de cette surface; le retard du filet superficiel ne peut d'ailleurs être attribué, comme Dubuat le pensait, à la résistance de Tair; car alors il devrait y avoir excès de vitesse • pour les filets superficiels quand le vent souffle de l'amont vers l'aval. Or, dans ces conditions mêmes, le filet-doué de la plus grande vitesse
nest pas le filet superficiel (*). M, Bazin a observé que le rapport ^
"Les ingénieurs américains, dans leurs expériences snr le Mississipt|Ontrrconnii que le filet qui possède la plus grande vitesse, ou plutôt, l'axe de In parabole repréâcntative des vitesses aux divers points d'une même verticale, est situé à une distance verticale i/ ''-e la surface Ubro, positive s'il est au-dessous, négative s'il est au-dessus*, exprimée par
VITESSE DE FOND
varie de 0.60 à 0.85 ; la limite inférieure se rapporte aux canaux en terre, et la plus élevée aux canaux à parois lisses. S'il n'y avait pas de résistance à la paroi, tous les filets liquides s'écouleraient avec une vitesse commune. Cette résistance est en quelque sorte mesurée
pour chaque section par le nombre A = — $; on peut donc admettre
que le rapport — est égal à 1+/*(A) , la fonction /* devant s'annuler en
même temps que A. M. Bazin a ensuite déterminé empiriquement cette fonction, et a reconnu qu'on pouvait lui donner la forme
K étant un coefficient constant. On trouvera dans l'ouvrage de M, Bazin, pages 1Ô5 et suivantes, un tableau résumé de toutes ces expériences avec le calcul du coefficient K. Ce coefficient a varié de 10 à 19; mais si l'on écarte les résultats exceptionnels, et si Ton se place dans les conditions habituelles de la pratique, on reconnaît que le nonjbre K est peu variable, et qu'il est possile de le remplacer en nioyenne par le nombre lA. La formule
ï = 1 + 14 JÂ,
ott bien
V — tt = 14wv^ = i4v/KÏ,
peut s'appliquer sans erreur sensible tant que le nombre A est moindre que 0.001.
une équation de la forme
où a et 6 sont deux constantes, R le rayon moyen de la section, et /" m coeffic'Kot qoi mesure en quelque sorte la force du vent; ce coefOcient est négatif si le vent souffle dans le sens du courant, et poi>itif dans le cas cotttraire. Un ouragan correspond à /'=10 en valeur absolue. Quant aux constantes a et &» les obserrateun ont trouvé comme moyennes applicables au Mississipi^
L'axe de la parabole des vitesses coïncide avec le niveaa même de Peaa lorsqns la force du vent, soufflant de l'amont à l'aval, est mesurée par le coefQclent
M ne faut pas oublier que la flxlfé de cette parabole des viteaseï n'esl pas absolue, el qu'en réalité, la courbe subit des osciiiaUoos incessantes» dues ans variaUons périodiques des vitesses des divers Ûlets liquides.
La formole de Prôuy concorde avec la nonvelle pour les petites valeurs de A, c'est-à-dire pour les résistances faibles au glissement sur la paroi.
RÉPARTITION DES VITESSES DAKS l'ÉIENDUE DE LA SECTION.
18A. La répartitioD des vitesses dans l'étendue des sections transversales a été l'objet de quelques expériences déjà anciennes; les principales sout dues à Defontaine, qui a opéré sur un bras du Rhin, et à Baumgarten, sur la Garonne* Ils ont employé tous deux par la mesure des vitesses le moulinet de WoUmaun^ instrument qui donne de bons résultats, mais qui exige la mesure d'une durée, et qui fournit^ non pas la vitesse à un instant précis, mais une uK>yenne entre toutes les vitesses qui ont pu se succéder pendant l'expérience, Defontaine ^ observé que sur une mëaie verticale les vitesses des différents filets étaient représentées par les ordonnées d'une parabole dont les abscisses seraient les profondeurs, et il a proposé la formule suivante poui* résumer ses observations; cette forisule est relative à la verticale xaenéeau milira du courant :
4 étant le niveau de l'eau, AB la verticale, les vitesses aux points \, M, B Bont représentées par les ordonnées. Ma» Mm, B£»».. qui dessinent Tare parabolique amb.
SSCTIOII REGTANGCUilRE DE LARSECE IHSIÉIINJB.
Soit
AB le niveau de l'eau,
CD le fond du lit (Fig. 113).
Fig. 113.
Le régime permanent est supposé établi, et récoulement se fait
uniformément par filets rectilignes tous parallèles.
,,^,_ |n Les pressions sont dans chaque section
p \q distribuées d'après la loi hydrostatique,
j ^ Menons deux sections transversales pa-
v::^— :Tr:r::-r.v..^......v' .^7^ rallèles AG, BD, à la distauce AB = /, et
considérons le mouvement d'une tranche mîipq comprise entre deux plans parallèles au plan AB, et ayant une largeur égale à Tunité.
Soit
Xm=zf/, mp = di/.
Le fluide compris dans la tranche mnpq est en équilibre sous raction des pressions en mp et wy, delà pesanteur, et des actions des parties fluides voisines. Nous admettrons que tous les filets contenus dans cette tranche soient doués de la même vitesse », fonction de la seule variable y. Les pressions en mp et en nq sont égales, et se détruisent en projection sur une droite parallèle au courant. Les composantes normales des pressions sur les quatre autres faces du parallélépipède ne donnent rien en projection sur ce même axe. Les frottements sur les faces latérales de ce polyèdre sont d'ailleurs nuls, puisqu'il n'y a pas glissement relatif; il reste seulement les frottements sur la face supérieure et sur la face inférieure, et la pesanteur.
Le poids de la tranche liquide est Uldy; estimé suivant la direction du courant, il donne UldyXl en désignant par I la pente du canal.
Le frottement dû au glissement sur la face mn est, suivant l'hypothèse de Navier, égal au produit de Taire / de cette face par une
dv constante K, et par la dérivée, -r- , de la vitesse par rapport à la pro-
dv fondeur, ou enfin égal à ^i-r-f expression à laquelle il faut donner le
dv signe — ; car si v croît avec y, -7- est positif, et en même temps
l'action des filets supérieurs est retardatrice.
DANS UNE SECTION INFINIMENT LARGE
L'action des filets situés au-dessus de mn est donc exprimée par
dy
L'action des filets inférieurs à pq est représentée par la même fonction changée de signe et augmentée de sa différentielle, ou par
et l'équation du mouvement uniforme s'obtient en égalant à zéro la somme algébrique des trois termes, ce qui donne
dy
Divisons par ILldy, il vient
D'où l'on tire successivement
d«p _ ni
dy*~ K '
dv _„ m
La constante Y représente la vitesse de superficie.
La courbe qui représenterait t; serait donc une parabole, ce qui est d'accord avec les observations de Defontaine. Si l'on admet que les filets superficiels soient ceux qui ont la plus grande vitesse, on devra faire C = 0.
La vitesse moyenne t^ serait alors fournie par l'équation
OÙ h désigne la profondeur totale du courant.
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La vitesse au fond, te, serait égale à to = V -^r-A*.
3 JlL
Donc et
résultat obtenu par M. Sonnet (*)•
M. Maurice Lévy, dans ses recherches les ]^1 us récentes, est parvenu à une relation analogue. Sa formule est en effet
v=^^y* + Acosy y/ja+Bsinyy/5 + C,
où £^ et e, représentent des coefficients constants, et A, B, G, des arbitraires à déterminer dans chaque cas particulier. SîTon'snppose
le rapport -^ très-petit, on poun'a remplacer le cosinus par Tunitét
et le sinus par Tare lui-même, ce qui donnera pour v un trinôme du second degré en y.
186. M. Bazin a répété ces expériences ' en employant le tube de
Pig. 114. Pitot perfectionné. Il a
opéré sur des sections
"*' — ?-— de diverses formes, de
diverses dimensions, et
ayant des parois de diverses natures. Il a aussi entrepris T^tude comparative de la répartition des vitesses dans un tuyau et dans un canal de 'même forme. Par exemple, il a étudié successivement la. répartition des
(*) Pour la répartition des Titcsses dans une section de forme quelconque, V. Tfiydro»* liqtié de M. Bresse, § 71, p. 214. Sa méthode, empruntée à H. Sonnet, con&iste à décomposer par des plans yertleaox la traDcfae- mnpg en -filets prismatiques inflnlment petits dans les deux sens, et à introduire dans l'équaUon d'équilibre les actions tangentielles subies par le filet élémentaire sur ses quatre faces. On arriye ainsi à une équation aux différences parUellesiMlle à Intégrer.
n M. HauriceLéTJrdanft wu, pramierslniTanx bydntiliQa«s^ieooiiMft«nai||tl4MiBent
qoe dont fouie section transversale, les courbes dégale vitesse, quiiemtmmiletmHKHes
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vitesses .dans, le tuyau fermé ABCD, et dan^ le canal A!B'CD,' .que L'on obtient en ouvrant le tuyau suivant. le plan moyen k'V. Après
avoir .expérimenté ces ree-* ^' tangles aTec les 'dimen-
sions DG = 0«,80, AD=
M! NL^ 0»;40, il a recommencé
les obsei-vations sur ^des
rectangles plus petits ,
pour lesquels DC = O^.AS
et AD = O^'.SO. Puis il a étudié les tuyaux circulaires MN , en les
comparant au canal M'N' obtenu en coupant le tuyau par un plan
diamétral.
Il a aussi soumis aux expériences des sections trapézoïdales, triangulaires, des sections dont les parois n'étaieiit paâ toutes de même catore, comme serait, par exemple, la section d'un canal dont ie.fond serait en terre, une paroi latérale maçonnée presque lertioite, et la parei opposée, inclinée et recouverte d'un perré.
Dans chacune de ces sections, M. 'Bazin faisait ' généralement quarante-cinq observations , aux points situés à ia Tcncontre de cinq lignes • horizontales et de neuf lignes verticales également e^cées. Le^^tube jaugeur permettait d'obtenir, sans èhronomètret les vitesses €n 'ces quarante-cinq peints, et «de juger si 'elles étaient txmstantes ou variâmes; puis on réunissait paruu trait les points d'égale vitesse. Des précautions particulières étaient prises pour faciliter l'introduction du tube jaugeur dans les tuyaux fermés, sans changer la pression intérieure et sans altérer sensiblement le mouvement des filets liquides.
le tracé des lignes d'égale vitesse dans les tuyaux se faisait avec une grande 'fadiité, 'parce que le réginfe du liquide était ti^ès sensiblement unifonne. »Les]îgnes.d' égale vitesse sont -des. cycles. cobcentriqcies dans des travaux oireulaires, et des rectangles concentriques dans les tuyaux rectangulaires (*).iMaia, si «de ces sections
fermées on passe aux sections moitié moindres, ouvertes suivant leur diamètre supérieur, on ne retrouve plus le dessin régulier qu'on croirait devoir attendre sur cette moitié de la figure. Les iilets liquides voisins de la surface libre ont des mouvements désordonnés ; leurs trajectoires ne sont ni rectilignes ni constantes, et si Ton note sur la figure les courbes correspondantes aux moyennes des observations, on obtient des lignes tout à fait irrégulières.
Fig. 116.
Tnyan.
^ Canal demi-tnyan.
|[iL^^=iJj)^
Jg
Courbes d'égale vitesse. Coarbet d'égale Titease.
M. Bazin, après avoir constaté cette irrégularité du régime des filets dans les canaux découverts, a renoncé à chercher une théorie générale du phénomène. Il a donné des formules empiriques, et seulement dans deux cas particuliers, celui d'un canal rectangulaire de largeur indéfinie, et celui d'un canal circulaire.
Dans le premier cas, les parois latérales perdent leur influence, et les lignes d'égale vitesse sont des droites horizontales. H. Bazin a donné une formule qui lie la vitesse v en un point situé à la profondeur h au-dessous du plan d'eau, à la vitesse V à la surface, et appelant H la profondeur totale, I la pente, et E un nombre constant, il a posé l'équation :
V-c = Kv^^|y
de frottement maximum^ sont équidistàntes et ont la même développée. Mais cette conclusion suppose que l'écoulement se fait par filets parallèles, et la même théorie constate qu'à tout frottement mutuel de deux filets Toislns correspond une tendance à la déTittion des mêmes filets, de sorte que le mouvement rectiligne rigoureux est Impossil^le; la loi approche d'autant plus d'être vérifiée que le mouvement du liquide est assujetti à des liaisons plus étroites : elle est sensiblement exacte pour les tuyaux ; elle l'est beaaoonp moins dans les canaux découverts. D'ailleurs, cette loi ne peut être absolue i on se drmande, par exemple, ce qu'elle donnerait pour un canal dont la section serait très irréguiière, ou pour un tuyau annulaire, limité extérieurement et intérieurement à dea cercles non concentriques.
DANS LA SECTION TRANSVERSALE
Le nombre K a été trouvé égal à 24. Cette équation justifie sensiblement la loi exprimée par Defontaine d'après ses expériences sur
le Rhin.
Dans les canaux circulaires, M. Bazin admet que les lignes d'égale
vitesse sont des cercles concentriques : si r est le rayon de l'un de
ces cercles, R le rayon total (qu'il ne faut pas confondre avec le rayon
moyen) , v la vitesse pour le cercle de rayon r, V la vitesse au centre
de la section, on obtient la formule :
v-.t.=Kvd(ry.
Le nombre constant K est ici égal à 21.
n semble que cette formule puisse s'appliquer aux tuyaux : or elle ne coïncide, ni avec la formule proposée par Darcy pour la répartition des vitesses dans les tuyaux,
ni avec la formule que nous avons déduite (§ 117) de l'hypothèse de Navier.
Les expériences de M. Bazin ont montré en définitive que l'hypothèse de Darcy. n'était pas admissible, et que celle de Navier, adoptée par Dupuit et par H. Sonnet, était beaucoup plus près de la vérité. lia indiqué une nouvelle loi, qui expliquerait mieux encore les phénomènes obseiTés : le frottement mutuel, par unité de surface, de deux filets infiniment voisins, animés de vitesses difiérentes veiv -{- dv^ et séparés par une distance efr, serait encore représenté par le produit K —, mais le cofiicient K dépendrait en outre de la vitesse absolue V de ces filets. Nous avons déjà fait connaître la nouvelle loi proposée par M. Maurice Lévy, qui, admettant un nombre illimité de termes, permet de satisfaire aux observations. Mais en même temps on perd en simplicité ce qu'on peut gagner en exactitude. Cette difficulté du problème n'a échappé ni à Navier ni à M. Bazin.
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ffc.Laqv^tioase. complique et s' obsurcit davantage; dit cedernier, « à mesure que de nouvelles, espériencea, plus nombreuses: et plus « précises, paraîtraient devoir y jeter une plus grande lumière. Que c( conclure de ces résultats si divers et en apparence contradictoires, (( si ce n'est que nous ne possédons pas encore de notions saines sur u les mouvements intéiîeurs des fluides et sur les actions mutuelles « de leura molécules? Peut-être cette partie si délicate de la <( science doit-elle rester longtemps encore dans^ le domaine de (( l'empirisme (*), »
(*) Recherches hydrauliques^ Introduction^ p. 30. Parmi les recherches analytiques faites en ces dernières années pour* donner une meilleure théorie du mouvement des fluides naturels, nous devons citer^entroémetempftqueleiitra'vaaxide liALévy, lemémoire de M. Kleitz, inspecteur général des ponts et chaussées, pour compléter le théorème de Bernouili, et déterminer ies termes additifs qui correspondent au travail des forces intérieures. Toute;» CCS recherches dérivent dé l'application à l'hydraulique des méthodes qui ont amené Cauchy et Lamé à fonder la théorie mathématique de l'élasticité des corps solides. Elles s'appliquent d'ailleurs au régime permanent, sorte d'intermédiaire entre le mouvement et l'équilibre. Or on ne doit pas perdre de vue que la permanence du régime n*est qu'une hypothèse, et qu'en réalité le mouvement naturel des liquides se produit par saccades ou par ondes, suivant des lois très compliquées qui échappent Jusqu'ici à l'analyse. Nous ne pouvons mieux terminer cette note qu'en empruntant les lignes suivantes nu rapport de M. de Suint-Venant sur le mémoire de M. Maurice Lévy :
« Cette roncordance de la théorie nouvelle de M. l^vy avec certains fait& établit-elle, « comme il le pefise, la vérité de celte théorie, ainsi qae la nécessité de tenir compte u des dérivées d'ordre supérieur des vitesses dans le calcul des pressions dynamiques, « lorsque les mouvementr des fluides sont continus et réguliers? Notls n'en voyons point «< là lu ne preuve- irréfragable. Nous sommes même porté- à croire avec Nétvier, qutn^ <f commis aucune erreur et qui ne s'est fait aucune illusion, que si sas équations ne « s'appliquent pas bien aux courants ordinaires, c'est que les mouvements y sont beaa- « coup plus compliqués qu? ceux qu'il a supposés en les établissant.;. II se forme (dans « les tuyaux où la vitesse de récouiemeni est sufflsanunmt^gnDdeX inéine«qQaDd les « parois sont sensiblement lisses, de ces tourbillons qui deviennent si Visibles et si consi- « dérables dans les lits rugueux, et qui, lancés des bords vers le milieu et du fond « vers la surface, aOTectent partout les mou^'ements d'une sorte de périodicité irréel gulière depQis longtemps remarquée. Il s'étahlit sans doute en chaque endroit une « certaine moyenne de la vitesse d'écoulement, pour un temps fini assez court» et, « «oftsi^ uDecerteinemeyenoe de l'action d'une couche sur la couche conliguë. Mftis, « entre ce frottement et cette vitesse, il doit y avoir une- tout autre relation que ceBe « qu'on aurait avec les vitesses réelles et permanentes, si les mouyements restaient tout « à lait continus et réguliers. • {Comptes rendus de V Académie des sciences, séance du 8.maBs iStfft.),
FORM UliBSi FROBOSÉES PÂBi DITERS AUTEURS. Ziî
DANS LES CANAUX DÉCOUVERTS
RI 187. La forme A= -y, proposée par M. Bazin, est pour nous un
type^auguel oa peut, ramener toutes les.autces.
M. de Saint-Venant, affecte les facteurs u et R d!exposants fraotiûimaires, variables avec lai grandeur du cours d'eau. et l'état de la paroi mouillée.
M. Gauckler partage les canaux en deux classes, suivant que la pente est inférieure ou supérieure à 0,0007 ; pour les canaux à pente < 0|00©7, il pose la formule empirique
ft étnot une constante; et pour ceux qui ont'une pente > OiO0O7, il obuge rifislice de la^racine'de u, et pose
Bomemann donne la formule — = 6 ^L-.
Esg^ïk fait u =s 2,A25 )fR y/h
MM. Humphreys et Abbott sont arrivés, par leurs études sur le sôsftipi,^ à la formule très compliquée
y/û = V^0,00816 + \/68,7Ri /î — 0,09 yfb,
dans laquelle 6 représente le rapport ' — , R le rayon moyen,
et Rj le rapport de la section à son périmètre total (et non à son péritnèire mouillé^ ;. dans les. expériences de.MM« Humphreys et Abbott, Qniavait.Ri = 0,^2R. Cette formule,, d'un usage très peu commode, peut être simplifiée approximativement, et. mise, sous: Is forme
SIMILITUDE DE L ÉCOULEMENT
MM. Ganguillet et Kutter ont adopté la formule
où u représente un coefficient de rugosUi, yaiiable avec Tétat de la paroi. Ils ont admis six classes de parois au lieu des quatre de M. Bazin. On peut consulter sur ces diverses formules une étude comparative que M. Bazin a insérée dans les Annales des ponts et chaussèeSj année 1871, janvier, n"* 2, p. 9.
SIMILITUDE D£ L'ÉCOULEMENT DANS LES CANAUX DÉCOUVERTS
188. Les lois de la similitude de l'écoulement dans les canaux sont analogues à celles de la similitude de l'écoulement dans les tuyaux.
Si les cotes de hauteur sont multipliées par un coefficient 2^, les longueurs sur le profil en long du canal multipliées par X et les dimensions linéaires de la section transversale multipliées par y, les pentes I
r seront multipliées par r-, le rayon moyen sera multiplié par y; et,
abstraction faite de la variation du facteur A, qui reste à peu près constant dès que R dépasse une certaine limite, les vitesses
moyennes seront multipliées par le nombre \/y » ^^ ^^ débits par
le nombre y' \/-\^ La condition nécessaire et suffisante pour que les débits restent les mêmes est donc
ou bien X = i;y*.
Si, par exemple, on conserve les cotes des extrémités, ce qui revient à faire ÎJ=1, on devra avoir pour la conservation du débit X = y' ; la longueur du canal devra varier proportionnellement à la cinquième puissance du rapport de similitude des sections transver-
DANS LES CANAUX DÉCOUVERTS
sales : c'est l'extension de la loi de Dupait aux canaux. Elle suppose constant, ou au moins peu variable, le facteur A.
On pourrait étudier une autre similitude, celle où les dimensions horizontales de la section seraient multipliées par un coefficient y', et les dimensions verticales par un coefficient ^". Alors les sections seraient multipliées par le produit y y", et les périmètres mouillés par un coefficient 8, qui ne peut s'exprimer en, fonction de / et de y'' q^c si la forme des sections est connue. Tout ce qu on peut dire, en général, c'est que 8 est compris entre y' et -f .
Rest alors multiplié par -^, la vitesse moyenne est multipliée par
\/^, et les débits par yy v/ ^•
Supposons, par exemple, que la section du canal soit rectangulaire. La base du rectangle étant multipliée par y^ la hauteur par y"", le périmètre mouillé, qui était a + 26, deviendra a^ + ^fry'', et on
aura
., _ gf + 26t^
Si la hauteur 6 est très petite par rapport à la base a, on aura sensiblement 8 = y', pourvu que y'' ne soit pas très grand. Dans cette hypothèse particulière, on a pour le coefficient des débits
Supposons en outre la pente constante, ou Ç = X; l'égalité des débits entraînera la condition
yY'V?^ = 4, ou bien 7'»=^,
ce qu'on peut exprimer de la manière suivante : ia/M deux canaux de même pente et de mime débita ayant tous deux pour section un rectangle très large^ les carrés des largeurs sont en raison inverse des cubes des profondeurs.
CflAPITRE. II.
]>l}.li6U.Y£llfiN1} VéAIÉ IUM8LES CANAUX DËGOUVEaiS;
f 8ft.' Nous avon» étudié dansriè chapitre* qui précède le mouvement uniferme de * Teau dans les canaux découverts quaiKl là: section d'écoulement est œnstante; nous allons passer à' l^étude du cas où elle est variable, soit par suite des changements de forme des profils successifs, soit par suite des variations de hauteur de la ligne d'eau dans des profils de même forme. Si, par exemple, on vient à barrer un oanal oùie mouvement uniforme est ^bli4 la.ligne d'eau s'^ève en.amiODt de.œ barrage; le gonflement qui se produit a'appeileen hydrajullque un. retnaus;, il s'étend à une certaine, distance vers l'amont, suivant des lois qu'il est nécessaire d'étudier. Un barrage transforme donc le mouvement uniforme en un mouvement varié, caractérisé pan des. différences de. profondeur et dea.différeacss de vitesse.
L'équation du mouvement varié dans les cours d'eau a été donnée à peu près au mèn^ moment par le général Poncelet (*) et par Bélanger (**) ; elle résulte immédiatement de Tapplication du théorème des fonce» vivesi
190. Nous commencerons par. chercher, comme nous l'avons fait
(*) Coars à TËcoIe d'application de MeU^ 182S.
(**) Essai sur le mouvement des eaux courantes , 1817.
. TRLVIUL DIT FROJTEMEfm 3i&
povc les^yaoKileidiaiiiètre coDStant; rezpresskHtide/l&.soinme des tnnmuD élëosntaires desifroltemieDlâ'et::dcaMactîoi» nmtudles-dain un camlki smùûRjcaaMmte où le^ mouremeot de l'eaoj est uni^ fomie;:.
Soit AB A^B[;aneportioD.d&'ce€aiial ; oonsdéron» lau nasse lifoide
conteoiie entte deux sections, transverr sales AB, hSBI' et suiTOos^la danB le nrour vem^)Éi(|u*eH6preadpendantuoe)dikrée.& aussi JjpiQÛle qulon voudiSB;;^ Les • molécoles cooteimes daos^lâ plao'Afi/ao comiDeaoe* ment ^ d»; cette' durée,^ seront venoosf aa bout du temps 0, occuper une xertainesuDfaGe'A^&p qui ne sera pas un plan à cause des différences de vitesse des filets liquides. De même les molécules contenues au commencement du temps 0 dans le platiA'B! occuperont an. bout .de. ce temp^ la. surface A'|B'p toute sea&Uable à la surface. A^B^ .à cause, de .l'uniformité du .mouvement L'accroissement des. forces vivea sera. nul entre. ces deux, éppquea; car.il se réduit àila^Jifférencedes forces vives de. la masse liquide conCenue entre les surfaces. A'Bf. et A'^B!^ et des forces, vives, de . la masse comprise entre AB et Â^B^ ; ces deux parties étant .comppsées de molécules égales en masse et .animées, de vitesses égales, ont ides forces vives égales, et leur différence est nulle. La somme des travaux des forces, tant extérieures qu!intéi!itures, est donc égale à zéro. Ces forces sont la pesanteur, les pressions et les frottements.
Travail de la pesanteur. — Le travail de la pesanteur est positif et égal au poids dé la masse AA^B^IB, meitiplié'parlsLdifférenee'de niveau des centres de gravité déseectitons'AB, A'B'; ou par la;dist&Boe du point A' à l'horizontale AG menée par- le point A. Si ddnc on appelle u.la vitesse jnoyenne du liquide, le volume ABB/A^ est égal à ût/9, le poids de ce volume est VLùtA ; appelant L la longueur AA', et. I..la..peote.de.lâ. surface, la distance A'C. sera sensiblement ^e à LI \ de sorte que le'tncvail de là pesanteur est HûLIted.
Trawnl'd&spiiemoÊis*^.'^ La.pression atmosphérique oavdoppe^de
TRAVAIL DU FROTTEMENT
toute part le volume constant ABB'Â', et ne produit aucun travail (*]. Restent les pressions, déduction faite de la pression atmosphérique. Or les pressions des parois du canal sont normales à la direction du courant, et ne donnent rien en projection ; d'un autre côté, les pressions sur la face AB et sur la face A'F, sont deux à deux égales, parallèles, dirigées en sens contraires, et leurs points d'application, pris de même deux à deux, subissent des déplacements égaux parallèles et de même sens; leurs travaux se détruisent donc et leur somme est nulle. En définitive, les pressicms normales ne donnent lieu à aucun travail. Le travail T des frottements et des actions intérieures est donc égal et contraire au travail de la pesanteur, e1 par suite nous pouvons poser
T = — nûLIuO.
Ce travail est en valeur absolue le produit d'une force, IIûLI, par le chemin, t^, décrit par l'ensemble de la masse fluide. Au point de vue du travail produit, les frottements et les forces mutuelles intérieures sont donc équivalents à une force F = UQLI, appliquée en sens contraire du mouvement à un point qui serait animé dek vitesse moyenne.
Mais Téquation du mouvement uniforme nous donne
RI == AU
ou bien
en appelant ^ le périmètre mouillé. Donc Ûl = ku\^ et par suite on peut exprimer F par le produit IIAw't^L. Pour une longueur infiniment petite ds^ le travail du frottement
(*) n est facile de reconDaitre, et nous démontrerons plus loin quand noos étadlerons les lois de l'écoulement des gai, que le travail élémentaire des pressions uniformément réparties sur tous les éléments de la surface terminale d'un Tolume limité de toutes parts, est égal en valeur absolue an produit pdW de la pression p, rapportée A Tunité de surface, par la variation (fV do volume. Ici le volume étant constant» puisqu'il s'agit d'un liquide, d\ esl nul, et le travail de la pression atmosphérique est égal à léro.
MOUVEMENT VARIE
et des forces intérieures sera équivalent au travail d'une force U\u\ds appliquée en sens contraire du mouvement à un point animé de la vitesse moyenne.
191. Ce lemme établi, nous pouvons aborder la question générale, en admettant que dans chaque tranche infiniment mince, comprise entre deux plans transversaux infiniment rapprochés, les frottements soient les mêmes que si le mouvement était uniforme. Pour qu'il en soit ainsi, il faut que les vitesses des molécules liquides varient graduellement, et que les filets liquides soient partout sensiblement parallèles.
Nous opérerons comme tout à l'heure; mais ici le mouvement n'étant plus uniforme, les forces vives des deux masses égales ABAiBi, A'FA'iB'i ne se détruiront généralement pas.
Évaluons successivement les termes de l'équation des forces vives : dans nn membre nous aurons le travail des forces; dans l'autre, le demi-accroissement des forces vives.
Travail de la pesanteur. — Appelons Q la dépense par unité de Fig. 118. temps; le poids des masses égales
ABAjBj, A'b'A'iB'i, sera DQO; et le travail de la pesanteur s'obtiendra en multipliant ce poids par la distance verticale du centre de gravité G de la section AB au-dessous du centre de gravité 6' de la section A'B'. Menons par le point A une horizontale AG, et appelons z la distance A'C de la ligne d'eau A' à cette horizontale. Appelons y et y' les distances des points 6 et G' aux lignes d'eau A et A'; les plans AB, A'B' étant sensiblement verticaux, le point G' sera au-dessous du point G de js -|- j/, et la différence de niveau entre G et G' est « + j/ — y ; le travail de la pesanteur est donc
Travail des pressions. — La pression atmosphérique ne donne pas de travail. Les pressions normales du lit n'en donnent pas non
phis, puisqu^èfles sont normales a/ax * trajectoires des filets sur lesquels elles agissent. Quant aux pressions des sections extrêmes, la pression d'amont a un travail positif, et 'la pression d'aval a un travail négatif. Ces travaux sont égaux au produit de la pression moyenne, par le voltme qu'engendre le déplaceneat des sections ÂB, A'B'; les (pressions moyennes scmt celles qoi s^exercent anx ceocras de gravité G, '6'; elles sont donc égales à Dy pow la section d'amont, à^Hj/ pourla section d'aval, «et leur travail "est égal à
Travail des frottements et des forces intérieares. — 'Nous avons admis qoe pour diaque tranche 'MNMW, prise dans le courant, ces forces peuvent être remplacées par une force unique égale* à \ïku\ds^ appliquée à un point -ayant une ^vitesse 4/, ou Inenane
vitesse ^, û représentant l'aire de la section MN; l'espace parcouru
par le point d'application de cette force est ~0, et le travail
cberché:est égal jà
— rnAô^X^* X^O a-JITQÔ X Au» X ^ d*.
On aura le travail total pour toute la masse liquide comprise entre le plan AB et le plan A'F, en faisant la somme de ces travaux partiels . entre ces deux * limites ; de sorte que le travail total des frottements &i des.forces mutuelles est égal à
—Jïfte J^ Atf (fa.
l'intégrale étant prise entre la section A et la section A'.
1^. Nous n'aiwœs; plus. qa!à. évaluer Jes. forces 'Vives .dés masBes égale&.ABBfA«,.<A('fiSH*AV
BU ;ifOU¥£llENT ^TAHIE. M9
Il faut ici tenir compte des difTéreaees de ntesse* des' filets. Noss
suivrons pour cela la marche' indiquée par Poncelet dans ses
Expériences hydrauliques (1B32) .
Soit (Il une aire infiniment petite dans les deux sens, prise dans
wg. it». ^ la section AB, et soit v la vitesse^particulière du
filet qui traverse cet élément de surface, hffpe^ Ions û Taire totale de la secti(Hi AB, et u la vitesse moyenne. Noob )aanins, ^eD étendant la somme à tous les éléments de la section,
Soit donc d. =.ti r|- «^ ; u) sera la vitesse relative du. filet par. rapport à la vitesse moyenne ; cette vitesse est positive pour certains poiat^, et négative pour d'autres points. Nous en condurona
y^ (k>tr=sO.
La force vive du filet qui passe dans l'élément co est égalera et la somme des forces viveade latranche ÂB est égale à
Dans cette expression, remplaçons v par sa valeur u + w\.\l
vient
en supprimant' le îerme g^*•^^ott^ qui ^t-roil. Le facteur Su + tc^ est "égal à 2u + v, quantité nécessairement
ÉQUATION DU MOUVEMENT VARIÉ
positive. Nous pcuvoQS donc poser
et par suite la force vive totale de la tranche AA^ est supérieure à
On peut donc la représenter par a — -^ «*, « étant un coefficient
de correction supérieur à l'unité, et dont on pourrait déterminer la valçuf, si l'on savsdt comment les vitesses sont réparties dans la section transversale considérée*
Admettons que la valeur de ce coefficient soit la même pour les deux sections d'amont et d'aval ^ la somme des forces vives de la tranche A'A\ s'exprimera de même par
et par conséquent l'équation des forces vives prend la forme
Supprimant le facteur OQO, réduisant et résolvant par rapport à z, il vient
La pente totale z de la surface libre du courant, prise entre deux points A et A', se compose donc de deux parties :
s ô") ^^^» ^^ facteur correctif a près, la différence
des hauteurs dues aux vitesses moyennes dans les deux sections extrêmes; elle peut être positive, nulle ou négative;
L'autre, \g Aw'efe, toujours positive si ds est compté dans le sens
du mouvement, correspond au travail du frottement et des forces intérieures sur la portion considérée du courant.
La pente totale, x, qui est la somme de ces deux parties» p^t être positive» négative ou nulle entre deux pcnnts donnés. Il n'y a donc pas lieu d'être surpris de constater quelquefois des contrepenies
dans la surface libre d*un cours d'eau.
193. Le coefficient a n^est pas déterminé; on sait seulement qu'il est positif et plus grand que l'unité. Bélanger propose de liii attribuer dans tous les cas la valeur 1,1, Terreur sur ce coefficient De pouvant entraîner une erreur bien sensible dans la formule, à
cause de la petitesse ordinaire du terme, ^ ^, que ce coefficieiii
multiplie. D'autres auteurs simplifient la formule en faisant a = L La détermination des valeurs de ce coefficient, et des valeurs dii nombre A applicable au mouvement varié, a été l'objet d'expériences de M. Bazin, que nous résumerons plus loin.
Nous appliquerons la formule générale que l'on vient de trouver à la solution de différents problèmes d'hydraulique.
194. Étant donnés le profil en long dvne rivière et une série de profils en travers^ trouver le débit Q.
Le profil en long fait connaître la pente totale superficielle % entre deux points du cours d*eau.
Les profils en travers permettent d'évaluer, pour un certain nombre de sections, les valeurs du périmètre mouillé ^. et de la section mouillée Û;
Les distances des profils en travers successifs indiquent les longueurs auxquelles ces quantités doivent être appliquées. Soit Q la dépense cherchée ;
Ûq, û,, û, ... û^, les valeurs des sections mouillées;
Xo» Xi» Xf-X*' ^^ valeurs correspondantes du périmètre
mouillé; i^, /,... 4, les distances d'un profil au profil suivant. i
Les vitesses dans les différentes sections seront
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, Parsdte, le premier terme de l'équation sem égal à L'intégrale j^Aw^dj arn-a pour valenr approchée
Nous supposons pour plus de simplicité qu'on prenne pour A une valeur moyenne applicable à tous les profils, en ayant égard toutefois à la nature du lit {*) .
En résumé, nous aurons l'équation, et enfin
Le débit est ainsi détecminé par une opération de nivellement et de chaînage, sans mesure de vitesse ; mais cette méthode suppose connue la valeur convenable du coefficient A.
195. Étant donnés le déhitQctune rwiêre^ le profil en hngdu Ut^ et une série de profils en travers^ connaUsant ^n/m le niveau de teau dans tun de ces profils^ trouver le profil en long de la surface
( 'y On peut aussi appliquer à la recherche de cette somme la rdc;le de Thomas Simpson, qui suppose la distauce des deux profils extrêmes partagée par ies sectloni intermédiaires tu un nombre pair, «, de parUes égales, et qui oonduit à l'exprMsiMi :
Le facteur / e^t la distance commune des profils c«osécaUfs.
SUR LE MOUVEMENT \Mi\E.
Ubtedu Uquide^et tracer ies ligmês d eau dans ies- autres profils
en travers. C'est le problème qu'oo a à rés<Miulref quaBcUen uji, point
donné on élève les eaux d'une rivière à un certain niveau, et qu'on
veut savoir où la surface de l'eau s'élèvera dans les autres sections.
Pour résoudre la question, on procède par tâtonnements.
Soit A le profil où le niveau d'eau M est donné; soit B l'un des
Figr lîo. profils voisins où le niveau d'eau est inconnu.
On attribuera à ce dernier niveau une hauteur arbitraire P, ce qui permettra de tracer la ligne d'eau dans le profil en travers B; on pourra donc mesurer Taire û et le périmètre mouillé ^ de la section correspondante; enfin, te profil en long fera connaître ..^ la distance ML, différence de niveau des points P et M. On connaît d'ailleurs pour là section A les quantités Q^ et y^^ et par suite on a tout ce qu il faut pour appliquer approxi- ~ <. ^ mativement à l'intervalle AB l'équation du ^^ - -^^< mouvement varié.
Soit l la distance PL des deux profils; nous devrons avoir, si le niveau P est convenablement choisi, en représentant par z la diflférence de nivedu ML,
section A.
Niw«Q H.
^^<Vxx^^C>^S^'
Sertion B NivMn P
Cette équation ne sera pas en général satisfaite du premier coup. Si on a pris le point P trop bas, le second membre sera moindre que le premier; si «au contraire on Ta pris trop haut, le premier membre sera inférieur au second. On saura donc dans quel sens il faut modifier la première valeur attribuée au niveau P ; et après deux essais comprenant la valeur cherchée, on pourrar obtenir cette valeur pai une interpolation.
Une fois la ligne d'eau fixée dans le profil B, on pourra opérei de même pour passer de ce profil au profil précédent ; le problème
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résolu pour un profil permet d'étendre la solution à un profil nouveau,
et ainsi elle est générale.
196 Proposons-nous de résoudre le même problème dans le cas
particulier où le Ut est prismatique et la pente constante; on peut
alors poser l'équation différentielle de la surface de l'eau, et éviter
les tâtonnements qui viennent d'être indiqués.
Soit ila peiite constante du- lit; i, Û, les valeurs du pénmètre mouillé et de la section d'ecouiement en un point quelconque; ces quantités varient en général d'une manière continue d'un pomt a l'autre, et sont des fonctions de la longueur ». Nous avons d'aUleurs l'équation générale
Appliquons cette équation à deux profils infiniment voisins, séparés par une distance ds ; la différence se change en une différentielle, et l'intégrale se réduit à l'un de ses éléments; il vient donc
La différentielle dz est la pente totale A'G de la surface de Feau p. j,, entre les points k et A'. Par le point A,
menons AD parallèle au fond du lit, BB'.
''^'«-v>vx^.
La quantité A'D est l'augmentation dk
:^' de la profondeur de Veau, quand on
"""^ -^w-^ jy^ passe de la section AB à la section A'B'.
La petitesse des inclinaisons permet de confondre la distance A'C = rfz avec la longueur kV prise sur le prolongement de DA' jusqu à Thorizontale AC. Nous aurons très seu-
siblement
dz = A'C = CD — A'D.
Or, CD est égal kids, et A'D à dh\ donc
dz = x'is — dh^
équation qui nous permet de chasser la différentielle dz.
DE PENTE ET DE SECTION CONSTANTES
n faut aussi chasser la différentielle du. Pour cela, observons que le produit
est constant dans toute action.
Oifférentiant, il vient
ûdu== — «dû.
Or, soit X la largeur de la section AB à la hauteur de la
rig. us. ligne d*eau ; la variation dQ de la
\<, — .s> ^>.^ section sera égale à xdh^ et par suite
Remplaçons dz et du par ces valeurs dans l'équation difiér6ntielle« nous aurons
ou bien
dh '-S*"'
ds . M* X
Pour appliquer cette équation, il faudra exprimer x, ^ et Û en fimction de h^ puis remplacer la vitesse u par le rapport ~, dans
lequel la quantité Q est constante. Toutes ces substitutions faites, l'équation prendra la forme
ds^F (A) dA
que l'on pourra intégrer par quadrature. L'intégrale de cette équation sera
*=CF(/i)dA4-C;
elle représente une infinité de courbes toutes égales entre elles, et qui diffèrent seulement par leur position le long du lit du canal. La solution s'achève en exprimant que la courbe passe par un point donné.
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197. SupposoB» par exemple quîil s agisse à' un lit iectangulaue de largeur /; on aura ' *
Û"" Ih
et pai- sute
(if = dhx — ^
' équation que l'on pent intégrer en dâoamposant en fractioDS simples la fraction rationnelle qui multiplie la différentielle dk^Do-puit a fait Tintégrationi en simplifiait le problème par la sup*
aO*'
pression du terme m, et en supposant au lit une largeur îndé^
finie.
198. Au lieu d'éliminer djs, on peut éliminer ck, ce qui conduit à une relation entre les variables z et h. Ou en déduit ensuite s en. intégrant l'équation
ids = dz -{' dhi ^ qui donne
Appliquons cette méthode à un courant rectangulaire de largeur indéfinie; ce qui revient à poser
en négligeant 2h vis-À-yis de /, et
L'équation idtt mouvement devint aorte cevenbstitutlons. et aprè§<
DANS UN-GAN4L Rl€TÀfi^LAlRE. 327
la sappression du facteur a, que l'on peut regarder comme égal à l'unité, '
Remplaçant ds par — ^ — , puis séparant les variaUeSy on a
saut
Cette équation se lûmplifie en faisant d'abord 7 = ? » puis en po^
= 1/ -4-, La quantité y sera le débit du courant rapporté
à f unité de i^eur du Ht; la quantité H sera la profondeur du régime tmiférmê'^ ou la profondeur qu'aurait l'eau dans le canal si le mouYement y était uniforme, le débit étant toujours égal à q par unité de lai^ur. En effet U étant la vitesse, et H la profondeur
ou le rayon moyen, on aurait alors
ou bien
ou enfin
On obtient, par suite de ces transformations,
Faisons enfin :^ = h'; l'équation iprenA la forme suivante :
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On intègre facilement la fraction rationnelle rrr^ji ®" ^^ décomposant en fractions simples :
JprZTÎ * 3 L W^ "^ A'« + À' + 1 "** J
L'intégration donne ensuite
Pour déterminer la constante, M. Bresse, à qui nous empruntons celte analyse , prend pour plan horizontal de comparaison le plan vers lequel tend la surface du cow*anl quand la profondeur augmenle indéfiniment {*). A mesure que la profondeur augmente» la vitesse u diminue, et la surface libre approche de plus en plus du plan horizontal qui conviendrait au liquide en repos : si donc nous faisons A' infini, nous devons trouver 0 pour z, et par suite aussi
pour l'intégrale.
' {/ff i)i
Or, pour h' infini, le rapport ,,; , > , , ^ est égal à l'unité; son
2A'4- 1 logaiitlime est nul ; la tangente — 4-— devenant infinie , on peut
admettre que l'arc correspondant est égal à ç, La constante prend
alors la valeur ^-ïî.
Dans ces conditions l'intégrale de l'équation donnée devient
(•) Hydraulique, p. 240.
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IL, Bresse a calculé la table (*) des valeurs de la fonction
Les valeurs de z se trouveront à Faide de cette table, en appliquant la formule
Puis Tintégration de Téquation ids =dz + dh donne, comme on Fa vu plus haut, entre deux points quelconques,
11 vient en définitive
DÉTfiaiairAiioif du nomAe «•
199. La valeur à attribuer au nombre a dépend des différences de vitesses des filets, car ce nombre est égal au rs^port ^^-j- . H. Bazin a montré qu'on peut poser d'une manière générale
=,+N(ï_iy,
en appelant V la vitesse maximum, u la vitesse moyenne, et N un
nombre qui dépend de la forme de la section et de la nature de la
paroi. Appliquant à cette recherche les résultats qu'il avait obtenus
pour la répartition des vitesses dans les sections rectangulaires très-
laiges ou dans les sections semi-^circulaires, il a obtenu N s —
n Hydrttuiigue, table IV.
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pour les premières, et N = j^ pour les secondes. Puis traitant la
question par rexpériénce, il a recoDonr cpie a-rp^nmâfts^priiiier en fonctioû du coefficient A, par la formule
En définitive, la limite a = 1.1 indiquée par Bélanger est très rarement dépassée, et il n'y a pas d'erreur sensible à craindre en
l'adoptant dans totis les cas. M. Bmù a aussi étudié lés valeurs du
rapport a' = — -j- qui peut s' exprimer très simplement par la formule
1 + 70 A, et dont nous verrons le rôle dans F étude du ressaut superficiel.
DÉTERMINATION EXPÉRIMENTALE DU GOimCIENT A.
200. Pour déterminer le coefiicient A par expérience, M. Bazin met l'équation du mouvement varié sous la forme
puis il construit une ligne ayant pour abscisse X la quantité
/^ u*ds , et pour ordonnée Y la valeur correspondante de
Y Sile coefikiBntAvét&itrigo«H«ii8emeirt«OBBtBnt,Jbrr^ ^ q«
lui est égal serait aussi constant, et la ligne serait une droite passant par Tong^ne. En. appliquant cette cons&mction'iài^dea'portioiM de courants, M. Bazin a tracé plusieurs lignes qui, en effet, se rapprochent très sensiblement d'une ligne droite, et qui pennetteot
d'évaluer la valeur moyenne du coefficient A. Pour une même nature (le paroi, on peut attribuer à ce coefficient A une valeur constante, ou^airoftveat tenir compte dea vaiiAtiona du rayon moyen, lui donner la valeur qu'aurait le coefficient A dans la fonuule du mouvemeat uniforme. L'expérience montre en effet que les valeurs de A sont, tantôt au-dessus, tantôt au-dessous de celles qui correspondent à Funirormité du mouvement,. nuiis que les écarts sont négligeai)lesi Les expériences de M. Bazin sur le répartition des vitesses ont ainsi prouvé qu!il n'y avait pas de différence marquée, à cet ég^rd, entre le mouvement uniforme et le mouvement varié.
DISCUSSION SOMMAIRE DE l'ÉQUATIQN DU MOUVEMENT VARIÉ POUR UN
LIT RECTANGULAIRE
201, Soit OS le fond du lit. Nous prendrons cette ligne pour axe
des s; les profondeurs h correspondantes ,\\ sont comptées perpendicularement à OS ; de
sorte quen fuaat sar la. droite OS une origine arbitraire 0, un point M est représenté ~ s par ses coordonnées $ = OP, A = PM ; et nous pourrons supposer qu'on amène la courbe de superficie à passer par ce point, en disposant convenablement de la constante C, introduite par l'intégration (J 1*96). L'équation différentielle nous donne le moyen de mener la tan*
gente au point M à la courbe qui passe par ce point ; -^ est la tangente trigonométrique de l'angle que fait la courbe avec l'axe OS.
L'équaUon
X A ^ Au*
ds '^ . u* X " ^ (i*x
4 — - gt — \ — a -
C) Pour la disGQision rigoureuse du même problème^ au moyen de l'équation ioiigrtleetdels fonction 4^» noua reoroyona à VHydrauli^ue de M. Bresse.
DISCUSSION DU MOUVEMENT VARIÉ
fait connaître cet angle en un point M quelconque. On voit qais -r
pourra avoir le signe + ou le signe — , suivant les signes du numérateur et du dénominateur.
Dans le cas où le lit est rectangulaire, - est égal à l'inverse -r de
la profondeur; et si l'on ajoute que le lit a une grande largeur / par rapport à sa profondeur fc, on pourra prendre approximativement le rayon moyen R = A, comme nous l'avons fait déjà (§ 198) ; Téquation simplifiée devient
ce qu'on peut écrire
dh ds
Am« h
au*
çh
Att'
dh ds
= ix
ih au*
gh
CLU^
Le dénominateur dQ cette fraction s'annule pour — = If o"
pour u = ^ffhy en supprimant le facteur a qui est peu différent de l'unité. Si 2/ est supérieur à cette limite, le dénominateur sera négatif ; il sera positif si u est au- dessous.
Le numérateur s'annule lorsque ku*=ih. Or, A étant le rayon moyen de la section, cette égalité correspond au cas où le régime uniforme
est établi; en effet, on a alors — = 0, et A reste constant. Le dé-
ds
bit.Q serait écoulé uniformément, avec une vitesse U, sous une certaine profondeur H, satisfaisant à l'équation tH = AU*; c'est cette profondeur H que nous avons appelée plus haut la profondeur du régime uniforme (g 198).
Si la profondeur réelle h est > H, w est moindre que U, et Aw* < ih; le numérateur est alors positif; la hauteur du liquide étant supérieure à celle du régime uniforme, on dit qu'il y a remous d exhaussement.
POUR UN LIT RECTANGULAIRE
Au contraire, numérateur est négatif si A < H ; on dit alors qu'il y a r«itiou5 dC abaissement.
Le discussion de T équation comprend donc les cas particuliers suivants :
A > H Remous d'exhaussement; ^ positif. u< yfgK
h<U » d'abaissement; ^ change de signe.
Ah
A > H B d'exhaussement; -r- change de signe.
ds A<H » d'abaissement; j- positif.
Abstraction faite du facteur a, l'équation différentielle prend la forme suivante
dk .
w H en obsei-vant que ît = -r-
Pour la facilité de la discussion il convient de chasser la vitesse u de celte équation et de ramener le second membre à ne plus contenir que la variable h. On y parvient en observant que, dans un lit rectangulaire de grande largeur, le rayon moyen ^st sensiblement égal à la profondeur, de sorte qu'on a pour détermmer la vitesse u du r^ime uniforme l'équation
Hi = AU*-
On a aussi
à cause de la constance du débit. Donc
et par conséquent
^)4 DtôGU6&I0N dIU JtODVBIlBrar VikRlE
L'iqwtiOB âiSéFeati^e^kviwt donc
OU bien
Si Ton pose -j- = G*, Téquation à intégrer prend la forme
équation toute.pareille à celle. du JDupuit. Les cas particuliers à examiner sont donc
i<kg
ds h^ H Remous d>xhauB8ement;.nT positif.
ds_
ou ^ A > H » d'abaissement; — ch.nnge de signe en pas-
sant par zéro pour A = H % / — = G.
I /t > H ï>. d'exhaussement; tt change de signe en pas-
sant par zéro pour // - H \/— = G.
i> kg
ou G> H
. A < H > d'abaissement; Vr positif.
\ . an, ^
•20-2. 1" Cas. G < II, /i > H, remous d'exhaussement.
Faisons h — Hft', h* étant un nombre variable, supérieur à ruiiitê.
Il viendra dh = \\dh\ Posons aussi G = H9, 6 étant un nombre déterminé, compris par hypothèse entre 0 et 1. L'équation du remous devient, après les substitutions,
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•Pwirhrtégrer'le 'second gqmbre, observons qu'oo^A, par ladivi-
aériekCtnvei^gQiiie dès icpie h! est laupéiîeur.Arximté.
rgénteàle dajoette aéiie est
âàDe*c(iinfergeiièe pBx<iC >i.
FiarBuîte, en exprimait que la courte paase .parie point s=s^^
L'équaitioD fait j iurtin'rl*' pour*'/i'=co,c*est4à-âiffepour hzsoo,
vers rarral; ^''"poiir h' =i,'>vers tiamont; ce qw indique >que la
courbe du remous est asymptote vers Tamont à ]a ligne du r^ime
uniforme, et vers l'aval à T horizontale.
MèiioB»i:itte parallèle A£ au fond OS du lit, à une profondeur H
. . correspondante au régime
^>«'"*- .uniiorrae. La profondeur
effective étant supérieure
à H, la courbe .superfi-
^^..^^ . . » ^.,.,^^ ,. f cîelle sera tout entière
^^''^'ïç^:^;,;,^^/ ** *^'^i^ï5>»^^ au-dessus de la droite AB,
et elle aura la forme CD, asymptote vers l'amont à la droite AB du n'gime uniforme, vers l'aval à une •dro te EF horizontale. En effet, veis l'amont, h étaut très voisin de H,
le numérateur est très près de la valeur de zéro, et par suite — est
senaiblfiiiieDt nul ; donc la tangente à la courbe est très près d'être
D1SGCSSI(»Ï DU MOUVEMENT VàRIË
parallèle à l'axe OS. Au contraire, vers l'aval, les profonduus k deviennent de plus en plus grandes, les vitesse ti devienaeiit
iih
de plus en plus petites, et le rapport — converge vers la limite t ;
la tangente à la courbe tend donc à faire avec l'axe OS un angle FEB égal à l'angle t que fait Taxe OS avec l'horizon. On peut observer aussi qu'à mesure que les vitesses ti diminuent, la surface du courant approche de plus en plus de l'horizontalité, qui serait atteinte si la vitesse u étsdt complètement nulle.
Ce premier cas est celui qui se présente le plus fréquemment dans les cours d'eau dont on gène l'écoulement uniforme par un barrage. Il y a alors remous d'exhaussement, suivant une courbe DC qui a un élément à peu près horizontal près du barrage, et qui se raccorde à une certaine distance en amont avec la surface primitive du cours d'eau. Pour qu'il en soit ainsi, il faut que u < v^, ce qui a lieu presque toujours dans les cours d'eau naturels. Cette condition est remplie lorsque pour le régime uniforme on a U < y^^; caria vitesse diminue et la profondeur augmente en passant au mouvement varié.
En pratique, on substitue ordinairement à la courbe CD un arc de cercle ou de parabole mené tangentiellement aux droites EA, EF.
Cas. 6 < H et h < H. Remous d'abaissement
Ici -Tj est négatif, et la profondeur h diminue quand s s'accroît,
c'est-à-dire de Tamont à l'aval. Mais A, à mesure qu'il diminue,
s'approche de la valeur G, pour laquelle — est nul et — infini ; ei
mA ds
la courbe de superficie CD se retourne nornaalement à la surface du régime uniforme. Vers V amonllacourbe
est asymptote à la surface du lit.
Pour le reconnaître, init-
Fig. 195.
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groQft' encore par une série l'équation difféi^ntielle du remous. Nous (eions h=Eh' et 6 r=dH, mais^ dans ce tas, h! et 0 seront tous deux compris entre 0 et Tunité. U viendra
- lidh' . H 1 — e» ,.
seulement, A' étant <1^ il faudra développer autrement la série pottT qu'elle sent convergente. On aura, en changeant le signe du second terme,
dont Tintégrale est
et l'équation intégrale devient
pour ft' =z:l la série devient infinie, et donne une valeur infinie pour s.
Le calcul assigne donc à la courbe superficielle une forme bizarre
qui, en un certain point, serait normale à la direction générale du
mouvement* Ce résultat est contradictoire avec T hypothèse du paral-
Fig. 126,
Eenons d'abaissemeat. Canal rectangulaire en plancliAs recoarertes de liteaux cspicés
de $ centimètreak
«>•».. nt
lélii>me des filets, qui sert de base à l'équation ; Thypothëse est par suite iuaduûdssible» et il faut en conclure que la loi du mouvement eât changée.
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La chute indiquée pai* le tracé ne peut être produite que par tme dépression brusqne da fond du lit. La figure ISA en donne iuë eKempk empruutëàM* Bazin (*).
'lOh, 3* Cas, G > H» ft > H, remous d'exhaussement En analysant de même ce qui se passe quand on fait varier h graduelle-
Rg. 1*7.
Celte valeui* correspond à l'égalité u'^^b, dans laquelle u doit être remplacé par le quotient y^ ; on en déduit
telle est, en fonction du débit et de la largeur, la hauteur qulâût
changer — de signe en passant par rinfinî. La courbe DGE, dans la
partie située au-dessus de AB, se raccorde asymptotiquement avec rhorizontale FG et avec la surface du régime uniforme AB, msûs elle se compose de deux branches GD, GE, toutes deux dirigées vers Taval. L'équation du remous est, comme dans le premier cas, puisque h' est > 1,
t La \h\ V* j + 6 \h\ F»; + •• • J •
(*) Recherches hydrauliqfiet, térleBi, cxpOr. 3.
RESSAUT SUPERFICIEL
mais ici % est > 1 , et la série est prise négativement. On a encore ê inftm pour A- su 1 et pour h' = co, ce qui correspond au raccordement asymptotique de la courbe avec les droites F6 et FB. L'équation représente en même temps une branche de courbe HKL, qai est un simple résultat d'analyse sans interprétation possible* car elle rencofntre le fond du lit, et qui d^ailleurs doit êtce écartée à priori j puisqu'elle correspond à l'hypothèse ft < H ; on en obtiendrait r équation en faisant usage de la seconde forme de la série. Ce troisième cas renferme, comme le second, une contradiction avec l'hypothèse du parallélisme des filets; dans certains cas, le mouvement par filets parallèle se rompt de lui-même, et on observe dans la masse liquide en mouvement un ressaut brusque, phénomène que nous étudierons plus loin, et qui est pour ainsi dire indiqué sur la figure par le tracé ECD succédant à la droite AB du régime uniforme.
205. A*" Cas. Le quatrième supposerait qu'on pût avoir à la fois
u > s/ghy ou 6>H, et A < H; le rapport — serait positif. Or il n'y
a pas de manière de satisfaire à la fois à ces conditions. Le calcul n'indique donc plus rien, « ce qui donne lieu de penser, dit M. Bazin, c que, si l'on abaisse par une cause quelconque la surface de Teau Il en un point donné d'un cours d'eau pour lequel ù > ^gh, le rac- G cordement avee la surface d'amont se fera par une chute brusque, a sans que la dépression puisse se prolonger en amont* » Quelques observations de M. Bazin ont confirmé cette interpréiation.
20:5. En définitive, le raccordement de la surface libre d'un cours d'eau, dont on élève le niveau par un barrage, avec la surface du régime uniforme, se fera généralement par un tracé tangent à cette surface vers l'amont, et tangent au plan horizontal vers l'aval ; sauf le cas du ressaut superficiel^ lequel n'est possible que si Ton a
i > Ajjf.
3tO
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IL Baain a suhstilué dans cette fomiule les yaleui's de A qni cenvieDoent aux difléiren tes natures de parois et aux diffièreotaes valeurs du isiyoa moyea A» et il a mqsî fcârmé le tableau suimftt :
iTiffimE m piHm.
Pente let nuant fit impouible.
Paroii ttte-onlM (dtant). . .
PMMfi0imte(jpiene^ taille,
briqaos)
PiioiB pea QDies (moellons}. •
Parois en terre.
^MMHMI
BMttt*
Profoodeor, IlmUe inlétinn^
O.OOHT
0UK)M6
OlOS
Oi.36
o.ip
Ce tableau montre que te ressaut ne peut se produire que fort exceptionnellement dans les canaux à parois en terre, parce que leur pente est presque toujours moindre que la limite 0.00275. Le ressaut a lieu, au contrsdre, sur les parois unies dès que la pente dépasse 2 à 8 millimètres.
Notons aussi la distinction des cours d*eau en deux classes : la première renferme ceux pour lesquels on a t < A^, la seconde ceux où t > kg. Les premiers peuvent être assimilés aux rivières^ ies seconds aux torrents.
CEAPITRE III.
W RESSAUT SUPERFICIEL
207« La discnsrion de Péqimtion
/hms ar fût voir qu'il, fi' est pas toujours possible de raccorder taugentieUement la aurâuce ccmnespondaDte au mouveiqieat uniforme avec la mdi£e de l'eau él&trée par uo barrage au-dessus de ce niveau. Lafonnule iDdlifue en eflfetque , pour une certaine valeur A de la pro-
fondeur^ le rapport -7- prend une valeur isfime, et assigne k la sur-
face une forme incompatible avec le paraUèUane des fileta. Pour qu'il en soit ainsi, il faut que Ton ait
OLU*
9Hr> ».
H étant la profondeur du régime uniforme et u^ la vitesse moyenne correspondante. Si cette inégalité est satisfaite, on pourra trouver une valeur A de la profondeur teUe, que ou' soit égal k gh; cax l'accroissement de profondeur entraîne une dinnution de la vitesse
moyenne; le ra|)port -j- g.era infmi pour cette valeur partknlière de
ia profondeur. Alors un ressaut superfiml se produit.
EXPÉRIENCES
Le phénomène du ressaut superficiel a été observé pour la [nremiëre fois par Bidone (*) dans ub canal rectangulaire en maçonnerie large de 0°*.325. La pente du fond n'était pas rigooreuseraent con-stante; elle était de 0'".023 par mètre au point où le phénomène se produisit. La dépense du canal était de 0".0861 par seconde, qui correspondait à une profondeur de O'^.OdA de régime uniforme et à une vitesse de 1".69.
Bidone barra ce canal par un massif formant déversoir; Teau s'éleva et atteignit une hauteur de 0"'.287 au-dessus du fond à un mètre en amont du barrage; c'était près de quatre fois la profondeui normale; Dans ces conditions, Bidone observa que le régime uniforme se cons*ervait à peu près jusqu'à £"'.50 en amont du barrage, et que là, un ressaut brusque faisait passer la profondeur de 0".06ft à
0".170 environ; qu'au delà de ce point, la surface de Teau présentait une forme légèrement convexe jusqu'à la crête du barrage, pardessus lequel s'opérait le déversement du liquide dans lebiefd*avaL
La condition -^ > 1 est en effet remplie ; on a dans la sectimi
CD, en amont du ressaut,
Pig. 12».
<iu\ __ 0,2912 X 1,1 ^H 0,064
0 Mémoitei de CÀcadémie dt Twiv, t820*
i^E BIDONE. 3it
Si Ton prend au contraire la valeur de -r- dans la section Al], audes^w du ressaut, ou a
4 =3 0,2», • w = -^ = a-,42 envirott.
^ = 0,009 *^ = 0,018 et ^ = 0,07 < 1. -
La différence 1 r ^^ ^*^ négative pour la section CD, en-
amont du ressaut, et positive pour une section AB en aval. Par
suite, elle passe par zéro entre ces deux sections, ce qui rend infini
Ah le i:&(pport -r- , car le numérateur est positif, puisque la profondeur
augmente de Famont à Taval.
208, L'équation du mouvement varié, établie dans- Thypothèse pj ,,ç d'un écoulement par filets parallèles,
n'est plus applicable au ressaut, _:^ puisqu'èn cette région le parallélisme est interrompu. Il faut alors avoir ^ D' recours à une théorie spéciale qui tienne compte des eoets de la viscosité, négligés dans la première analyse du problème. Nous appliquerons donc au phénomène du ressaut le théorème des quantités de mouvement projetées, qui a l'avantage d'éliminer les actions intérieures. Nous prendrons pour axe de projection une parallèle au courant, que, pour plus de simplicité , nous supposerons horizontal. Nous C(Hnmencerons par attribuer à la section une forme quelconque, sauf ensuite à la supposer rectangulaire.
Ck>upons le courant par deux plans AB, CD, l'un en amont, l'autie en aval du ressaut ; l'écoulement dans ces deux sections sera supposé seffectuer par filets parallèles; de plus, nous admettrons que la distance des deux sections AB, CD soit assez petite pour qu'il n'y ait . pas à tenir compte du frottement de l'eau sur la surface du lit. Les forces qui agiront seront la pes«'mteur et les prestiions ? mate
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la pesanteur ne donnera rien en projection puisqu'elle agit normalement à l'axe sur lequel on projette; pour les'pressions, on n'a à tenir compte ni des réactions normales du lit, ni de la pression atmosphérique qui enveloppe toute la masse fluide. Restent donc les pressions d'aoïont et d'aval, abstractioa faite de la pression atmosphérique.
L'accroissement de la qpiantité de moutement pend^mt le temps 6, temps pendant lequel la masse ABGD se transporte en A'B'C'D', est .égal à la différence entre ia^quantité de mouTem^it de la masse CDD'C et celle de la masse ABB'A'.
A chaque élément u de la surface MNP, traversé par un filet animé Fig. 130. de la vitesse t?, correspond une masse égala à
— (i>y8, et une quantité de mouvement égale à
— a)v*0 ; de sorte que la sonunedes quantités de mouvement petit s'expnmer par la somme
ne nri .
étendue à toute la section MNP; l'accroissement des quantités de mouvement est donc égal à
ne
ïï(2.'.'-2-).
Il première somme se rapportant à la section CD., la seconde i ^ section AB.
Appelons y et \f les distances des centres de gravité, G et Q\ de ces sections aux lignes d'eau A et G ; les pressions moyennes, abstraction fûte de la pression atmosphérique, seront n^, liy'01% etlaiOBime de leurs impulsions sera
n{ûy-ûy)0.
DoBc enfin on a l'équation
/ ^ (^Vt)-»- 2 «e») =n«Jy-0'y')9.
Noos «xpiineNfw V«*v*, VtfV*, par les 'proâoHs e^Ou^, 9!Vli/'t
x étant vn coefficieDt de correction qu'on peut considérer comme constant Remarquons en efiieft qie^nTon pose « = u + tb, on aura
le terme en^um; ^tant mai.
ds BOUS avons trouvé plus haut ($ 192)
Négligeons dans cette équation w vis^àrvis de Su, il viendra
Et comme nous avons posé
il en résuite Donc
nous pouvons poser
i^t=ri +
etf puisque nous avons fait a = l,!* nouft poserons aussi
3i6 RESSAUT
«'= i + ^ = 1,033, soit iM (•).
Par suite, l'équation du ressaut devient, après suppression do facteur nO,
/Û'w'» ûu«\ _ „, ,
209. Appliquons cette équation à une section rectangulaire; soit
H la profondeur du régime uniforme, et h la profondeur en aval du
ressaut, ià ofi le mouvement par filets parallèles est établi; nous
aurons, en appelant b la dimension transversale oommune aux deux
sections,
D'ailleurs
Donc *
Substituant, il viendra
ou bien
'Ki-'h
Cette équation est satisfaite en faisant A = H, ce qui eorredpond
{*) La relaUon a' = 1 H — z — > Ml d'accord avec las formolea étaUies par H. Batin «t
rapportées dans le § 199 1
tt = 1 + 210 A.
tt'=l + 70A.
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à la persistance du mouvement uniforme ; cette solution écartée^ l'équation divisée par H — h devient
ou bien
éqo&tion du second degré qui donne h en fonction de H :
L'analyse assigne à h deux valeurs^ l'une négative, qui n'est pas une solution, l'autre positive et égale k
qui convient seule au problème.
Appliquons cette formule à l'expérience de Bidone, en faisant
nous obtiendrons
La hauteur du ressaut était donc de 0".167— 0.064,oudeO".103. Le résultat du calcul concorde très sensiblement avec les mesures prises dans l'expérience.
La théorie nous donne la hauteur du ressaut toutes les fois qu'il se produit ; pour que la formule soit applicable, il faut que fcsoit supérieur à H, c'est-à-dire que l'on ait
a(8 RACCORDrjlENT BU REMOUS
ns y} 9
ou enfin
Cette condition n'est pas tout à fait d'accord avec la condition
fournie par l'équation du mouvement varié, qui était H < a—. Mais
il faut se rappeler que les coefficients «, a', ne sont pas rigoureusement déterminés, que ce sont des noaJme un peu supérieurs à l'unité et peu différents l'un de l'autre. L'expérience montre d'ailleurs que, lorsque u* est très voisin de yH, de telle sorte que les rapports
— rr, — rr , soicnt très peu supérieurs à l'unité, le ressaut n*a pas une
parfaite netteté; il est au contraire très nettement accusé lorsque u^ est notablement supérieur à çR^ ce qui avait lieu dans l'expérieuce de Bidone.
L'équation du mouvement varié, ea défaut à l'endroit même du ressaut et dans toute la région où le liquide est soumis à une agijtation tumultueuse, est applicable en aval de cette région et peut servir à chercher la forme du remous.
210. En résumé, si l'on vient à barrer un canal rectangulaire et qu'on veuille trouver la surface du remous en amont de ce barrage, deux cas sont à distinguer :
1" Si le rapport -= est inférieur à l'unité, ce rapport étant pris
dans l'état de mouvement uniforme, le remous se raccordera à la surface du liquide correspondante à l'uniformité. Soit AB le fond du canal, BC le barrage; l'eau s'élèvera au-dessus
du point G d'une certaine
Fie. ISf •
quantité CC, nécessaire i
l'écoulement du débit du
cours d'eau au-dessus du
dénrersoir ; LK étant la ligne
- d'eau dans le mouvement
'^''^ssîQB» uniforme, on sait que le
AVEC LE RÉ&UftË.UNiPORME.
remous est sensiblement horizontal en amont du barrage, parce que là la vitesse est toujours très petite ; on devra donc mener la ligne d'eau tangentiellement à l'horizontale C'H; on sait de plus qu'elle se raccorde tangentiellement (asymptotiquement,d' après Téquation rigoureuse) avec la ligne LK vers l'amont. On pourra donc tracer approximativement le renoous G'ML en décrivant un cercle tangent au point C à l'horizontale G'H, et touchant la droite HL; le point de contact L s'obtiendra en prenant HL=HC^ Ce tracé donne une première indication des profondeurs A, qu'on peut rectifier ensuite en appliquant l'équation du mouvement varié à divers entre-profils successifs de la région où l'eau est gonflée par le barrage,
Od peut substituer au cercle C'ML un arc de parabole dont le point C serait le sommet, et qui serait tangent aux droites C'H, KL.
2* Si le rapport -rs est plus grand que l'unité, il y a ressaut superficiel, et l'on doit calculer la profondeur en aval du ressaut ati moven de la formule
Fig. 131.
La hauteur du ressaut est égale à A — H. La surface du remous en
amont du déversoir présentej-a une légère contre-pente (*) ; la formule du mouvement varié s'applique entre le ressaut et le déversoir; elle donnera un arc de courbe CM,
^^Vsj?,
tangent en C (à peu près) à l'horizontale HC, et qu'on devra ar-
(*) Bidone, qui le premier a découyert le phénomène da ressaut, a cru qw les remous ^wlAiis p9t UB banale «e ^o«f aleiii a? oir d^antres formes : a La surfece de l'eau dans ictcn^ue du gonflement produit par un déversoir est, dit-il, sensiblemenr plane et horllootaie. et ae teristaio par un fessant plus au main» accnaë^ • CeMe rège n'est appUraUe qu'aux cours d'eau pour lesquels la vitesse u satisfait à la relation u* > ^H.
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rêter vers Tainont au point M pour lequel la profondeur MP est
égale à h. Le ressaut sera situé en amont de cette section PM. Il
présentera en gros la forme MN, qui raccorde par une inflexion la
droite LK à la courbe MC ; le tracé de ce raccordement, dans lequel
les filets fluides se brisent, n'est pas indiqué par la théorie. Tout ce
qu'on sait 4 ce sujet, c'est que la longueur NM du ressaut est d'au-
II
tant plus grande que le rapport -^ dxBtre moins de runité.
gn
PERTE DE CfliARGE ÉPROUVÉE PAR LE LIQUIDE DANS LE PHÉNOMÈNE
DU RESSAUT SUPERFICIEL
•211. La cote du plan de charge dans la section AB, en amont du ressaut (fig. 129), est, au-dessus du fond du lit,
Po étant la pression atmosphérique et u la vitesse moyenne, attribuée en bloc à tous les filets.
Dans la section DC, en aval du ressaut, la hauteur du plan de charge est de même
et la diflérence, ou perte de charge, Ç est égale à
Or l'équation du. ressaut, abstraction faite du coefficient a', est
Ou en déduit ^
g* _ft* + HA_A(H + A)
De même ^ = ' ^ , équation que l'on déduit de la précédente en changeant H en A et réciproquement; on peut aussi l'obtenir en observant que uh = u'A'.
fiXPÉRlSNGES SUR LE RSSSAUT.
V_/.:;H4-A) H{k + tt) . ..
Cette formule donne la perte de charge complète, en tenant compte de la surélévation du plan d'eau. Si on la calculât par la formule
{u — uV = — ^ — f qui tient seulement compte de la variation des
vitesses, on aurait
et
qoatttitfr (rot> grande dans le rapport de fi + A à A— H.
étCD£ expérimentale du ressaut superficiel.
212. L'expérience suivante, due à MM. Bélanger et Mary, a montré l'usage qu'on peut fiiire du ressaut superficiel pour accroître dans certaines conditions le débit d'un orifice.
Un vase, où l'eau est entretenue à un niveau constant AB, est percé
latéralement en CD d'une
Fig. 133. * X X
ouverture évasée , par où Teau s'échappe et se rend dans un second vase MN ; la paroi latérale de ce second vase est percée en HL d'une ouverture, que Ton peut fermer plus ou moins en manceavrant la vanne K. On peut donc régler l'écoulement du
il".
su^y^u;^^. ,|p..pHP;.baf^z9pi^ l^iÇ^, aaoft aojr^ Fomficb El; .^d^résubat
HA p^u aa*d«/»3Q4p 4ii . ypmt , pcmi: teq/aà: ^k î plbiD £&< a'^éteDdqaiit; à toute la superficie du vase, et où Ydrifitô OP isepait^Hliflrauttit couvert
Prenons les faairtears M; H, ft', des hiveâùx Ab, E et F6 au-dessus d'un même plan horizontal. ' \ r.
La vitesse de récoulement à la sortie tie rdtifîee CP stira jréglée sur la hauteur ft— H, tandis que, si rorifice était noyé à la hauteur V, la vitesse serait réglée seulement sur la hauteur h ««^ .ft'. ï^oar que
le ressaut se produise, il faut que -n soit plus grand que Tunlté, u
étant la vitesse dans la sectâon É.
Or
el la condilkm du ressaut est
?îigrr2i,>i, OU 2A>3.H, . ,A>|h,.
La hauteur ht sera déterminée par la formule '
en fusant pour amplifier a' ac i, on bien
Si rorifice était entièrement nçyé à cette hauteuv h', la vitesse serait réduite à V2g (A— A') (•)•
iLl I I 1 j • - - I I 1 1 1 I [ I - - - ■■ ■ I . !
(*) Si A)9, FG, r^préseDteoi deux bieCs sacceftsifs d'un cours d>aa n^Umit^A wanv^cmeut dêa roues bydrauUqoeSy od voit que la prôseuce du xessaut yeniMt 4 l'Ofloe placée efl B dfutitiser la4BfaBtc A— 0, «aoa «UiMOf 1« {ito ^'^aa Btfr^o t(it»à diie
SUR LE RESSAUT
H3. Le ressatit superficiel a été T objet de nombreuses expf^riences de M. Badn ; elles portent dans son ouvrage les numéros de séries 89 à M ; la dernière série comprend deux ressauts remarquables observés par Baumgarten, le premier sur le canal de Marseille, au pont-aqueduc de Roquefavour ; le second sur le canal de Craponne, au pont-aqueduc de la Grau. Nous en donnons les principaux traits dans les figures ISA, 135, 136.
flg. 134. — Ressaut da canal de Rogoefavonr. 41.56 G0.96 72.72 80
Les expériences sur les rigoles du canal de Bourgogne ont consisté à les barrer en écharpe par une muraille en planches ; Teau s'écoulait soit en déversoir, soit par une vanne de fond. On relevait soigneusement la forme de la surface de Teau. M. Bazin a pu vérifier aiosi que le ressaut est d'autant plus brusque et d'autant plus court
aw'
que le rapport -rr est plus grand, et qu'il est au contraire extrêmement long et à peine accentué, lorsque ce rapport surpasse l'unité (l'une faible fraction. Le ressaut observé par Baumgarten sur
sans caater de tort à Tusine d'aval. U semblerait qa'on a là un moyen de faire produire à une chute d'eau^ en ja fractionnant en biefs accompagnés de ressauts, un traTail mécanique supérieur au produit du poids tombé par la hauteur totale de la chute, ce qui serait en contradiction avec les principes de la mécanique. La contradiction n'est qu'apparente^ et elle disparait tout à fait si l'on tient compte des vitesses des molécules liquides, et des pertes de forcer vives qui accompagnent chacun des ressauts. Dans le régime des cours d'eau qui mettent en mouvement les usines, la force vive da liquide dans les, biefs est A' peu près entièrement détmite par les frottements du lit, et le travail de la pesanteur dans la chute est le seul travail moteur que la rouehydran« ilqwpajsae recueillir. L'uUiité du ressaut est alors bien évidente.
EXPËRIËNOBS' SUBI I^ RËS8AU1; '
Je catmlde Marseille présefataitK:ecai;aot)èpe(y?^;'l^/r)v Ce ressaut était prodmtvDon par ua Impragevinaippar rélargîi^seiiaBntibfuSgque du «canal à la sortie du pont ^e Requefavoiiri La nrîiesse* de FéeoU' letiient diminuait brusquement par suite .âel!augmeQtatk>n'lde la section; cet effet équivalait en quelque sorte à l'interposition d'un barrage. Le fessant du canal de Marseille occupait une Ibngiièdr de 75 mètres; sur cette longueur là surlkcede l'eau présentait un!é série de vagues. Le ressaut du catial de Craporine (flff. 135) est pro*5ît imr un brusque changement de pente; il était beaucoup plus sertsible qu'au canal de Roqûefavour; les ondulations dé la surf ace à la suite du ressaut étaient, tomme ï indique la figure IS^ , plus pronoiscées au
Fig. «35,
vVvS\Vbiv^\Vev\SLx\i4ik
Fig. 136.
^^V^yj ^j >g
milieu du canal que le long des bords. Ce ressaut avait une hauteur de 0"\45. Si Ton mesure la dilférence des hauteurs duefe aux vitesses en amont et en ava^du ressaut, on trouve 0".56, quantité supérieure de 11 centimètres à O^.ùS; ce qui montre que le changement .brusque de section et l'agitation résultante des filets fltiiâeâ étiuiva-
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lakai à ^na' pêrt^ de change de 0«*11.. Tous les ye$$auts bcusquea ^ présentent «^ pliénomène^ peu sensible dans Jes ressauts ajlongés^ lesqûeto ne-sont^ciomme Tobsei^ve M.Bazin^ qu'une simple' centrepebteicouterte 4: ondulations. 1,
•^lA. On.dpiti^ JilL Bazin uo rapprochement qui eat peut-être destiné à jeter ud grand jour sur cet ordre de phénomènes. Nous ^vcffw vu que la^condition du ressaut superficiel est u^>gll^ en laissant de côté Ifi» facteurs a ou a', qui sont peu différents de l'unité. Or^ à l'pn. projeté ^ubiteiaent un certain volume d'eau dans un canal, ou voit ^ former .une onde mobile qui parcouit le canal avec une vitesse égale à \/gh, h étant la profondeur»supposée uniforme i*). Cette onde est d'ailleurs tout entière au-dessus de la surface de l'eau, et elle ne doit pas être confondue avec les ondes propres à la masse lîqidde elle-même; celles-ci consistent dans des oscillations où chaque saillie est accompagnée de cavités égales.
Gela posé, l'inégalUé u> Mgh indique que la vitesse du courant est supérieure à la vit€|sse de Tonde; de sorte que cette onde, qui tend à s© propager dan& 1^ deux sens, ne peut se propa^^er vers l'amont, parce que l'excès de vitesse du courant l'entraîne vers l'aval. M. Bazin a constaté de plus que si Ton diminue subitement la vitesse de l'écoulement, le ressaut se transforme en une onde qui se propa^^e vers l'amont.
« Ce rapprochmnent, .ijoute-t-il, n'a rien 'de rigoureux; néan- « moinsj il présente quelque intérêt comme établissant une corré- H lation entre deux ordres de faits bien différents. »
215. Le déferlement d'une vague sur une plage peu inclinée, où elle s'avance avec une grande vitesse, est un phénomène analogue au ressaut. Soit u layitesse de la vague qui monte sur la plage; il arrive un moment où la profondeur est réduite à une valeur h telle q>ie Ton ait u^ =gh\ au delà, u > \lgh\ le ressaut est aloi'S immi-
0 J. Scott Buscel, Report of the fotfrteerUh meeting of the British association /br tA? advancement of science, hcld at York, ia september 1844. Londoii, 1815.
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du. liquide 5Q trouva ^ugweptée et, la v^içsaç . fiiorionéç^ ,l^?,.y^^ vieiltdonc uwprir fijMcl^pl^p.eix perdit s^.yiteasjô^'w^Pî^pi/Fr^ d^fWîÇiaUftue, à. chaque fois qu'il.y.a ruptij^e.cîu.p^^l|f';ljsïpe ,(^es ^^ Iigttida8J,.!UopJ'ois jsi^n? vitesse, C€|tte ma§§e i^'cau- g^sse^ $.of,i^.,ppfi faible épaîpseiir le long .du pUn incliné Ibrixié p^r Ja .pl^e^ çt reacontre le pied d'une nouvçlle vague montante. Çett^;:encontre çijcjfluit ui^, çhénomèpe. particulier, celui de la. volute ji il consiste daii^ le / déversement du sommet de la vague montaptç sur la niasse liquide qui descend le plan ioclÎDé» '
PaÇpiMWLTKMf 0p8 OWDES A I,A SUftFAÇ^ n'pW.MPÇîPlf» , ;- . ,.-
'21(5. Newton (*) est le prer^^îer quji ait essayé une.t^ij^çj'ie d^s pn<^3 eu. açpimila^t . ce phénomèue ^.l|o^pillfitiofl (jlnue, <;pIoj?n^ liquide pesante dans un siphon renversé, ou enfin {\, rospilUtioii du pendule; mais rinsufBsance de cette théorie est aujourd'hui bien 'recôriniic. '^ ' •'•''".' ..••..-. -^i • - / •: .:J
Lagrange a' éiablif.d^? la J^écaiiiqn/^ maijftim^ (*)^ qj^eja.>ite3P«e flie .prop?^gf tipp djç^.ppKjes dans un cani^.] «^pe.ij^ jtçoJ^pjl.ù f^tifl horizontal, est la même que celle qu'un corps grave acquea;{9,U pu descendant d'une hauteur égal^, à la moitié de la profondeur iU' Teau dans ce canal, n Si A représenté la profondeur, la vitesse de
projMiçation, .Visera dottO'4/2y g ou j^/^^A. Ç^tte^npl^^op ppppcRe
que l'onde a un faible relief au-dessus du plan ïrtoyén du HquSde, et (jue'les vitesses horizontale^ des n^olécules liquides âctafirififîiihnît j^,etîtes. ' ' ■ ■ ' '' "' '
i^'j Princiyes mathématiquns de la philosophie naturelle, L. IJ, Sect. VIU, l*rop. iii {•i Secoi.ci paitie^ Sçclipp >iL ^V» «t «ulv. . , ...
' tl'dé'mèi^'siMliWr'êfcffiént^'irëidè éèttè fbiwole péiif être calquée ^redle i^iil ifàrlfcôriilaîtl^ lât vitesse dû âon dalïittnô bârte pristmair^eiftdéfifiié (»)V'Paffagebris lë'càtiàî eli tranches d'égalé m'asee, par dés pïàhs thinsvej^aux équldfstantis j ^ous assîîrinerons ces trancheà â de^'IsoHdés id^é^ale masse, Venant -ôe choquer successivement; setilemehtV' àti' Ifeù d'une conypressîôn effective, noué udmettrons une surétevàîtion pÀssàgèrede la ftlcc libre tîe chaque tranche, de manière à conserver son volame au liquide.
Soit h la piofondèur unifornîe du canal àVétat d'équilibre; H le poids spécifique du liquide;
b la largeur du canal, supposé rectangulaire ;
l la longueur commune à toutes les tranches;
V la vitesse dont on suppose animé le centre de gravité d'une tranche, à un certain instant, le long de l'axe du canal ;
0 la durée du choc, c'est-à-dire le temps pendant lequel la vitesse t; abandonne le centre de gravité de la tranche A pour passer au centre de gravité dè'lii tranche suivante B;
F ia réaction moyenne des deux tranches A et B pendant la durée 6 dùcboc.
La masse de chaque tranche est -bhl; la réaction mutuelle ¥
réduisant à zéro pendant le temps ft k vitesse t? du centre de gravité de la tranche A , on a, d'après la théorie des quantités de mouvement,
Mais la Torce Y est due à la compression exercée par la tranche A sur la tranche B. L^ face extérieure de la tranche B est refoulée de la quantité vQ, ce qui réduirait le volume de la tranche de la quantité hhv^\ le liquide ét^nt incompressible, il en résulte une augmentation moyenne Ih de la hauteur h^ donnée par l'égalité 6ISA=:6At;0, et c'est cet accroissement Ih de hauteur qui produit l'augmentation F
(') V. notre Traité de métaniquf, t. ]V, p. 3S& (flncbr^'e, liBTGi.
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de la pression mutuelle enti e les tranches A et B. On aura donc; en appnqoQtntk loi hydrostatiques . . .. ,
fibh^h =:t F.
£llmiiK>ns entre C6S troia équations F, 6, et Ih» en les. iiiuUipIiapt membre à meoibre;; il viendra Tôquation finale
ou bien
r^s/gh.
Or g est la vitesse de la propagati(fti de l'ébranlement. On a donc
On remarquera que F n «st pas la pression . raoyenAe des deux irandies con^écuti vea ; c'est seulement l'excès de pression développé par lephéaomètt€i du choc, excès traduit extérieurement par le pas-
sage du bourrelet liquide qui coostitue l'onde mobile. 217. L'égalité,
a une analogie cooiplëte Avec la formule qui doni^è la vitesse du son dans un gaz. On sait que cette formule, établie d'abord par Newton, a été complétée par Laplace, de manière à tenir compte des circonstances calorifiques qui accompagnent les compressions et dilatations alternatives des tranches gazeuses : la vitesse v du son est donnée par l'équation
dans laquelle P représente l^presiion du gaz, c''est-à'>dire le sombre de kilogrammes que le g£» «upporte par unité d& âuriace^ f^ la
masse sfiicifique^ ou le rapport — du poids de Tunîté de volume de
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gaz, dan^J^^ qopdUioofi d^ pression et de température où il se trouve, à raccélération g due à la pesanteur; enfin^ — -, un nombre égal au
rapport de la chaleur spécifique c du gaz sous pression constante, à la chaleur spécifique c^ sous volume constant. Le poids spéciPique Il peiii d"âîîleuts s^ exprimer au moyen du poids spécifique n^ du gaz dans les conditions normales de pression et de température, en fonction de ôa pression V et de sa température effectives, et comme P et n sont proportionnels, v pour un même gaz est indépendant (le la pression et ne varie qu'avec la température, proportionnellement à la racine carrée du binôme de dilatcation.
La proportionnalité de i> à i / i peut être regardée comme un
Vp
corollaire du principe de Newton sur la similitude mécanique {*). En efifet, deux gaz indéfinis dont les pressions par unité de surface sont respectivement représéiitées par P et F, et les masses spécifiques par p et ^^ peuvent être considérés comme formant des systèmes semblables, où le rapport a des longueurs homologues serait
Funité, où le rapport y des forces serait ^, et le rapport p des
masse»; ^. Deux ibranlements semblables s*y propageront sembla-
P blement» pourvu que Ton compare les deux systèmes au bout d'intervalles de temps^ dont le rapport e satisfasse à la conditâou^ de k Mmilituâe
cequldoDBe
FO^lJI^I«|3??t<)W^fï8(J
l'ébranlement, .>/u\\uWa't\,vA ?. \v\n^A'.«'A
(Klajposévpwncm»,. comme Nc^toà^ïé^lM^^ ^^"^^^ ' ' ^"' -'' -' ■'
■,;ii:i'hur:i i /* '';.' .;. .^■.\. . «••.({ j> -. :• ^^'MnHj'.r. --v»^'
. Vf
3X u, ..n-..', i.^ L-o: :. '.??=? VT»- '■ .■■'•- *■ v/ .: '^ii'V- ^->'^'
et rM^pInçoris f par :** ^ il vierat »
si on la désigne par A, on retrouve la formule .^j; '. •»;
pour la Vitesse de I^propagatiQijï du ^^s^^^ . ., , .,^; ., ,..,..^,7...
ta vitesse du son dans Vair^ d'après la fQrni^e.nei^tqx^^^f^r^^ donc égale à la vitesse due à la moitié de la hauteur^ h, de tattnoS' phére terrestre supposée ramenée -tt tttfe toVfCh^ de densité constante, l'accélération g étant supposée aikssi constante pour tous les points contenusdans Cépaisseur de cette couckô* is'\ ^t . i i| 1
« L' analogie. entre les onc|e«j formera ^ la m^rXai^seid'^tiiKicasf^lirao-* c( quille.pa|ç 1^ élé^Kation^ jet l^s abffiasemi^ntaitSuocfissirsi/âeJieiMi et tt les ondes formées d^s l'air j^r,lie9tiCOOâW3fttîoiiaiet irai:âfiMCÉion8 tt successive^ de rair,.» a^téjjai^^ ea évidence par. Laçungâ (fams sa ^éc^!ni<lue anf (y/tgruf (*J» J^ll^^resaort inësJbien (le la démonstra* tion élémentaire que nous avona dpnoée plun^aut» i '
(•))5eQoude partie. ^y(ftîS*à*^*f*W5^ ..;/;;•
ment par Bidone, en 1824, puis par M."J'.'''S<Wtr'Itt>^ï,'éii 184S; ■ enAi,qMl^||^<qBititiri qtsi'^n fr'fàié l'6bjët âe kxtfltuâèide partie de §èè Recherches hydrauliques. , : i : . ' i . i « i > '
M. Bazin n'a pas pris le problèape dans toute sa généralité ; il s'est borné à l'étude des ondes formées. p/r l'afiluence d'un certain volume
d'eau dans une eau tranquille ou ^imée d'une vitesse uniforme. M. J. Scott Russell avait envisagé aÂissl ce côté de la question. Si riDjection du volume étp;^ps;r,es^.«il^tç,.ii 8^i9ip8)e:aii&|V^gDq,.ditô tague êolUaire, qui se propage, dans une eau tranquille avec une
vitesse égale à \'g[E + ft), H étaù/ la profondeur du canal, et h la hauteur du sommet de la vague au-dessus du plan d'eau normal. Cette loi, posée par M. Scott Russell, «fit ideqtlqii^^ celle de La-^ grange.
Lorsqu'au lieu d'une injectioni s\ihit|e et.de très courte durée, on laisse le liquide étranger aflluét* pendant un certain temps, il se produit une séri^ p|[>R ^i^cpntkiwe 4'flp(îç9,fl<jii.,<Êtonp^tPfti^ançe.jk ans tranche liquide, sorte de remous mobile qui se propage à la surface de l'eau. ^ - • - ■ > ' ' " ""
La vitesse de propagation de ce^idÂyerses intumescences varie avec la profondeur du canal ; elle dépend aussi de la vitesse et du sçns du mouvement de la masse liquide ; M. Bazin à établi entre ces divers élémèfllé'r^^ltëàulVailtte; • ' ' "^ '. ' '
H est la profondeur normale du tanaf i
h-s8t*l^«(ceès>âèpiidlbnâeur produit par rintumeâcence, ^xcës cful peut êteeinégatîTi si^ au lieti de* projeter du fiqtiidè dans la niasse eo moaveimit^. «n en^ i^eitlre sdbUenreAt - ^De' tehàihé quantité ; '
l> esb ktvîtevsd moyenne propi^ à TëÀu dans le càriaTi:el}e est poâtivtt'oaiiiégatlvet suivant que la propagation defi'btiâe à Tieu'dans le sens du courant oïl en seite; contraire i '•' ■ *' ^
V est enfin la vitoooo de eette deinièie piopagatlou: " '"
Les expériences étaient ikfteè^âattèlÀ-rigôte d^àbsemttbn Sa bîèf
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n** 67^ au ççipyi9a..ifupie.^crt5ïideprî^e d'eau oiéfto^e^ cpude.que fait la rigole pour regagner la rivière çtOiAçb^C^tô! prise. d'ieau permettait rii}|eei^i(W d'un, oeçtain volumes. liquide 1^4 i^afftoiqjt^Àiiié près du milieu du canal^ La^ rigole était ^l'aillietiir^'ban^^rdeHianière ^obtenir soit r>hQiri8QntaJ.Uô eu < plan d'eau^ soit: iime> légère, p«n te superficielle. ,, . . , . : ' .^r
hes onâe& négatives obteitue» eu fai^n técoul^r une petjite> portion de ligiiide* étaient obsecyée? indîaeetefnentv.auimoyfinidei flottera en correspondance avec l'àiguilIe d'un cadran. Le passage de Tonde négative était noté au moment du dépbicè^ieqt de l'aiguille. On a ob^ryé que Tonde négative est toujquirs suivie d*un& série, d'ondes d'oscillation.
Lorsque, le fond du canal est établi en pente, la vitesse de propa-
gation de l'onde ^^(H -f- ft) dinainue à mesure que la profondeur diminue elle-même; en même temps, l'onze surélevée qui marche en tête, du remous se déforme, s'accentue davantage et iinit par déferler* M. Bazix^,a constaté que le déferlement- sa prod|j[U lorsque la ^u^uf de l'onde apjwrecfïe d'être, égale à la profoadçur flu canal. D'autres expériences faites $ur un bief même, dû canal de Bourgogne et sur ses rigoles d'alimentation, ont consisté à ouvrir ou à fermer brusquelment les portes d*écUisfe,êt à'obser^èr lés vitessesde propagation des remous résultant de cette modification du régime établi. . . ; •' •
2J9. La plus intéressantp des applications de cette théorie est celle que M. Bazin a faîte à la propagation. du flot dans les rivières à marée.
Le phénomè^ne, connu sous le nom de barrey de mascaretj de Boir (*) 1 de Pûroroca (**) , a été expliqué pour la première fois par Brémontîer (***); la théorie qu'il a proposée est aujouitl'hui généralement adftiise, surtout depuis les publications de Babinet, qui
(*) Sur le Ganite»
(*•) Sur le ffeuvé des Amazone».
C^y Rtckerchei sur ie mouvement des ondes, 1800.
iVnteti^(|uel«pie«m«rendde 'populaire. Mais M . Basiln: Tft précisée
n prebd' jioui* etfeiripleiiia'ûôùve de 9 tnètre!? âe profondeur dans leqnel le^ eaux s^écèntent • avec nhe vitesse • de 1- môtr^ ; la marée DioDtede 2'»r'â0*parh€ure^ oU de P'»i20 pM^ chofftie intervalle de cioq minutes. Supposons que cet exhaussement, au lieu de s;''opérer d'une 'mapSôre continue, fié produise- brcrsquement par franche de O^'.^O. Là-pi-emièmttUàcbe donnera lieu' à une oMé qui aut€( pour vitesse' '-'.'• .:. ....
Ueau dû fleuve s'écoule maintenant sur une section de 2'**.20 de profondeur; mais une portion du débit fornie l*onde, ou le remous qui se propage vers l'âmont avec une vitesse de 3*.6A ; le débit diminue dbiic, et le calcul montre que la vitesse du courant descendant n'est pliis que de 0"^.58. En eflfet^ le débit total était dé 2 mètres cubes par mètre de largeur; iine portion de ce débit, égale à O.IQjxcX^h = Ô"«.728, formé le bourrelet qui remoïite le cofurarit ; il resté donc tin débit descendant dé 2 — 0.728 =rl**..27è poùi''tme proforiàetir totale de 2'*.20, ce qui correspond aune vitesse moyenne
'le ^^ a= û"*58 ;. c'CiSt cette vitesse qui devient la. nouvelle vilesseîî,' '■•''••■•■ ^. - •
et L'eau, dit M. Bazin, s'élève donc dans le canal sans cesser de 4 couler vers l'aval, c'est-à-dire que le gonflement qui s'opère à sa r. surface est formé par les propres eaux du courant dans lequel
celles de la mer ne pénètrent pas encore. »
Au bout de cinq minutes, le niveau s'élève de 0™.20; et Tonde à laquelle ce nouvel exhaussement donne naissance â pour vitesse vers l'amont
Il en résulte une nouvelle diminution du débit, qui perd un volume égal ai 4.27x0.20 = 0.854-, le débit se réduit donc à i .-272—0.854 = 0'"*.A18 pour une profondeur de 2« 40; la vitesse moyenne descend à O*. 17.
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Cinq minutes après, arrive une troisième onde qui aura pour vi
\lg{îiM + 0.20)— 0M7 = 4-.88,
e( )aYite^>d^Gonr^nt4BS9^^ant4evi€^^péi;a^tivd4^ seUloMnt, l'eau (^ Ja juerirqfoule l'oau. du (leuye. La. vibsese' ite^ pnoipfcgiitiob djw oîi(^,^ ât^ <fomptt».ffP l^ voit, .toicflours w attg4»eft«tf!4^ î -. ,-
l^a. p^^emière oimIq aura .psurpo^r^ ^pinçi leq.Qinq premièreskumutes un e^ce d^lja9% mètres àla^yitessQde.S.dAi; H d^uxièiœtiôi quipurt pinq minuties ..plus , tard, avec «jLue vite93e de 4'^«37, iatit^iuk première ^ la, distance de 7, AOO.mètres» ^u bout de34 injinQtea*^ ^ocb les deux ondes lorrpant e<Qsqmble unieionde unlqusQ, qui aOn^ftOdô hauteur et qiû ^'avs^nce dans le canal à la yî^esse de
Mais {a troisièn^e onde s*avanc6 avec la vitesse de A*^.S8 ; dlé alttèuidra au boni de quelques minutes l'onde combinée, dont eite pointera la bauteur à 0.60, et la vitesse à
Parce calcul approximatif, où Ton suppose discontinue rasceusion du niveau de la mer, et où Ton néglige de plus la résistance du lit du fleuve, on conçoit comment, au bout de quelque temps, . la réunioo des ondes élémentaires peut former une lame de dimension finie qui marche en tète du flot. Le phénomène est plus accusé sur lesi fleuves qui ont une barre à leur embouchure ; l'obstacle qui s'oppose à l'entrée de la marée montante produit sur ce point une accumalatioD de lames, qui forcent pour ainsi dire l'entrée de la rivière (*).
»*»«^l^— ***^W*i>*«^— I I 11 ■ ) !■ I !■! li> ilha— »*fc-fc<— ^»^«M^
(*} Voir sur C6 sojet le mémoire de H. P^rtiot sur ie mascaret de la Seine, Anm^^^ des ponts tt chaussées, 1661 « f*' semestre, mém<»lre a* 2*
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REMABQUES SUR LA PROPAGA'nON DES ONDES.
deiim.Aie»irêtt4eiiïent gra^jfclea,' ^tirtefait* piut t fle ti-êa grande* Valeurs, 8upttrlèiM^efi:àeelle»que fon observe' tet!^ Tâpplteàtion êé U tôtffliil0ài|*tit«âse'deB Ondes dé là tfien Cette dlfféreïïce doit être àttiihBà0i4' lf««ÎBtôtMîei au fond des eàu* Irès ;^rofond«9,' d'ané touche iavat^blè^'^ur^e paltticîpe^Iuâ to lîiôtiveihént superficiel» et qui joue^ pMr Iftinà^ supérieure le rôle d'Une' ]^ar<:li^^^ Au Heu de dëtëvkîUel^ 'lai vil^se ^ par ta prorondeUf ' totËile des ëau^, c'est au contraire au moyen tfe la vitesse r^, supposéecôfiflue^ qu'oit peut déterminer la profondeur h de la couche îavariable.
La forme des vagues de la mer et les lois de leur mouvement ne sontj^iepçQoe.bfeQiCQmiueB.. Nous^avon^if^liqué V^m de théorie de N^wton^ ïl^tl^s .a^imile au ;iaO[uv€)i«ienti dei);6au)djan9>un sij^hou, et qui n'admet que les oscillation» V)e<*tiç^l£^jd^.l^oiQM.fîaQ)>iJte& Plus récemment, Gerstner a proposé une théorie, dans laquelle ii suppose que chaque molécule déoi'it' uniibrméuient un cercle autour de sa proposition moyenne, le rayon de ce cercle décroissant avec !a profondeur, de manière li devenir mil au nîvèàu dé la couche întarîablc. 'M. Boussînésq "a modifié cette théorie en substituant au,\ cercles' de Gerstner des ellipses à axe Vertical, dont la distance focale est (imistante, et qui, de plus en plus "aplaties à mesure qu'un dçscénd' davantage au-dessous de la surface des eauxj se réduisent bientôt à iceile distance focale, de sorte que là, le mouvement îndîvîdnel des molécules n*est plus qu*une oscillation verticale. î)ans celle ihéoiTte, la'c43Ùpe transversale de la vague serait une irochoîdey c'esiii-dii:fiJa> courba cycloïdale engendrée par. ijui point quelconque d'un cercle roulant 9ur une droite.
Lorsque la profondeur h e$tfaible> liviorçiule v = \/gh s'apphque à cette profondeur tout entière, et si h est variable, il en résulte des variations correspondantes pour v. L'application de la formule
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est cependant peu rigoureuse, ^eài- oïi a supposé 7r-<ïCi!r.<itni>l peur l'établir.' Si la prafbiideur toialo h is'aocroU mâ^m proportioniwIkiÉaiit à 1& Qi&tàDee ipàix^oui-ue ^horî2ontft]emQiqt par le bourrelet liquide^ ia TUe^ssenMfiÉAne^de l'onde solitaire de ti^ni^ation est la moyenne arithmétique entre Iè9 vittlafieÊ de cett^ondeattt dettx ati^mités di^ son* parcoure. Ce résultat s û>pp<>sè'qM la hauteur 'd(^. iVoiule soit ti'èspetite par rapporta la ptr(»fond8ur, 1m* kte qûe^'h proibndeur /i soit comptée' en y comprônant la hauteur de Tôiid^
Dans ces conditions on aura, en effet ^ en appelant I k longueur totale du trajet de Tonde, et x la distance à laquelle- la prdcndeur est /i^ ' ' .
h^ et ft, étant les profondeurs aux points x==0 et x=^h et par conséquent
4 /g[hi{l—x)-hh^x] _ dx V Z "" 3?*
i étant le temps du parcours de l'espace dx par le bourrelet mobile. Donc
dt = ^'"^^
et la durée T du trajet total sera donnée par l'intégrale
f"' y/rdx ^ 2 v7 r — ]'
. =_2iL_(vÂ;_^)=-__i .
Le dénominateur de cette formule représente la vitesse moyenne au parcours l dans le temps T. Or on voit qu'elle est égale â la moyenne arithmétique entre les vitesses \/gh'^, y <//r, aux deux extrémités. 221. Signalons en terminant ce chapitre quelques travaux récenis
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sur la .pro{)agatioa (|e la marée dan? lesHeuves. .
M« deSaintrVeDai^tfeQ analysant une étude ds IL Pâriiot {Càmpt^s miu% dtX AtiiUmie i$hswncts^ .17 et 2A juillet .1S71)»' a fini j«ssorûr ranal<»gie entre la loi de la propagaïkm du flot et celle de la pr&pagati(H)i deB crues dans Ie& fli6uT6fl.
M. Guieyase,; iagénieur Jbydrographe, adonné, d'après Airy, dans le compt-e rendu de rassociatipn française pour Tavanceflaent des âcieoces (Nantes, 1876)4 une théorie analytique de la naarée fluviale.
M« GoQiioy, inspecteur général des ponts et chaussées, vient de leruucber un. gmnd ouvragei où il étudie les lois des marées sur les côtes françaises de l'Atlantique et de la Manche, et dans les rivièi^es principales qui viennent s'y jeter : l'Adour, la Gironde avec la Garonne et la Dordogne, la Charente, la Loire, l'Orne et la Seine*
I /«.M / I ; J)^ •)/. VA :n\ \.i/^^?/'\
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Crf'APITRE IV.
! EfFÉTS DEé CflANGEMENTS BhUSQUES BIE SEJcTION
il' * i "
DANÎ •"1 • .: //
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' DANS LES CA^îAUX.
222. La théorie du mc^tfvement varié, tella-^u'elle jvient d'être exposée, suppose que la sectîoa du .canal varie d'une rbaBÎèref continue ; elle ce«e d*êti^ applicable, s'il y a des changemeuts brusques de seetiofi, car ces changements brusques sont incompatibles avec le parallélisme des fitetîk Quand cette circonstance se produits on observe danâ-le liqtiriâe dés agitations tumultueuses qui équivalent à une perte' de travail, et dont il faudrait tenir compte- ipouir rendre led formulés toitt à fait rigoureose&i : lies iois da oettU; iigit^lipn étant jusqu'à présent mal connues, la question:. ne se prête |)M^ une solution entiëi*ement saitisfaisante^
Nous examinerons le proUëme suivant qui iofirede l'iDtér^ au point de vue de l'art de Tingéniieurj H s- agît d'évaluer. le: dcuwus produit parla construction d'un pont qui restreint le débouché d'une rivière. - ;
PASSAGE DE L'EAU SOUS UN PONT
/OlH II CQ
Bi
lit,/
.J^__lf^'i4
, xw.Xs-
liquides qui, dans l'état naturel, coulaient dans Tintervalle des deux
droites AB, CD, sont forcés
1?îtr K'V
après laconstiTiction de passer
(^ ! _uj r, ,T.|..,r idî^ns l'espace réduit compris
^' -"" ■ le •' '^ ^ ' entre les droites EF, GH.
du courant, suivant un plan
' ' I -'{Mi
AA mené à égale distance des deux piles.
Soit ZZ' le fond de la rivière que nous pouvons supposer dressé suivant une pente uniferme t aa'^ M'i sont les. projections des SkvèAes extrênaes, . G et D, de k pile; la flèche Ândiqiieila direction du. mouvemeiït de L'iea^« * ,' : La dïQitP MN, parallèle à
2Z', et m^née àiune .distaûGefl au-dessus de cette ligne, représentera la li^eâ'e&Q datns Vétat de mouvement uniforme. L'érectîpn despUes daos'la rivière produirait Tamcœt.un exhaussement du plaa d'ea^ par rapport à cette ligne, et la laissera telle qu'elle est k me petUe distance à i'avuL Le passage de Teau entre leis deux arches pirodult un ^rangkment des Glefô li<iuidess> la diminution de ^section qui en résulte Bcppode un aocroiasement de vitesse^ lequel doit être le résultat d'une chute superficielle ; car si Ton considère deux sections de la masse liquide, l'une Fp, un peu en amont de Tavant-bec, l'autre RV un peu en aval de la première, la formule du mouvement varié, appliquée à ces deux sections enfre lesquelles le mouvement par filets parallèles n'a pas été sensiblement altéré, donnerait la relation
on néglige le frottement des parois , qui est très petit puisqu'il s'applique à une longueur très restreinte. Si donc t/' est > w, z est
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une quantité positive, pe. <j;u^; Ji?j?iqpe jap^. c^uft^ ,^îW5 tenflwrf*^ de Teau en passant de la section d* amont, V'p^ à la section R> prise sous l'arche. , v , t
La vitesse se maintient k- peii près la tàème, et par suite la hau* teur reste invariable, du point R' a,u point S', à lapoi^tje de-^'arçh^. A pârtîH de S\ une contre-pente ST ramène ïe niveau de l*èau à,sa hauteur naturelle. , . .
ta présence des piles substitué donc â la lig^e droite M!N,, une ligne ondulée M'P^R'S'TN qui, vers Tamont, Vfi; se raccorder tanççatiellement otr asymptotîquemènt avec ^ la ligne de régime uoifpr^e. 11 s'agit d*évàluçr les dénivellations de cette ligne.
Nous poserons pV = fc, rR' = h! ; la chute ft — h' .= f . Ljt sçption d'écoulement en amont des avant-becs sera égale à ftL ; la sectioA d'écoulement suivant RV serait égale à ft/, s'il n'y avait pas, à tenir compte d'une contraction due à la convergence des filets liquides. Cette contraction a pour effet de .moi^ifier la forme de la surface du courant, qui se creuse le long des piles ; nous désignerons donc la section rR' par le produit mh!l, m étant un coefficient .^mpirique moindre que Tunité. ' ^ :
AppeliNSis Q te débit de la rivière rapporté i la iar^^* L^les vitesses moyemneB seront ...... !« •
dans la dectîtJn P*pi ' i* = Jj , dans la section R'r, w' =
jusqu'à présent, nous avons admis que le coefficient a par lequel on doit multiplier les forces vives évaluées aii moyen des vitesses moyennes, est le même pour les deux sections qui figurent dans la formule; cette hypothèse semble peu admîss(îble dans la question qui nous occupe, parce que les conditions ^'écoulement sont trop notablement diflêrêntes entre lès sections P/? et ftV : nous supposerons donc; avec Rélangeri Vauteir de Ce perfectîônnemétit'ae la méthode, que le coefficient a est relatif à la section P'p, prisé en pleine Hrière, et qu'on attribue un autre coefficient ot^ à iti section RV, dans k région étranglée. ' • ...-.••
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tîil ûëjgïigèant le frottement àes filets contre les parois ôe la pile.
Xôus aàmetirons que la vitesse moyenne i/ se conserve dans toute la longueur de la pile; en réalité, il n'en est pas ^insi, caria contràctîori en R> est suivie d'un épanouissemeat qui réduit la vitesse et produit une perte de charge. Nous pouvons négliger cet effet, ou J)Iùtot le reporter en aval de la section S'*, pour l'ajouter aux pertes décharges qui accompagnent la contrç-pente S'T. Deîa ligne R>à
ligne d;^, tout se passera donc comme dans un canal rectangulaire, où l'eau serait animée d'yn mouvement unifprme avec la vitesse i/; la pènté de superficie î sera donnée par la formule
'' •■'■' ■■■■'•■■■- ÏII = A««.
te rayon R est égal à -.•. , ; et si l'on appelle >. la longueur rs^
laqudle e^ h peu de chose près, la longueur tnèoDe de la pde^ la pente totale, ou la différence de niveau des points R' et S'» aéra égale à
TP
En général, cette pente sera très petite à cause de la faible longueur X, de . sorte, ^u' on peut regarder la ligne R'S' comme ho- • mentale; cette simplification serait inadmissible si le pertuis étranglé dans lequel passe la rivière avait une longueur considérable. Dans ce ciis, pour tracer Iç profil en long de la surface libr^, il faudrait appliquer la formule du mouvement varié plutôt que celle du nxouyemj^t uniforme, car rien n'indique à priori qijie, ia .ligne d'eau reste à la n/ème hauteur dans toutel^ les sections, .. , .,
U reste k évaluer la contre-pente 3X en adoiettani; quç la profondeur b's soit égale à A' ou à RV ; la aection S s est 4onc ôgale
i «i'.'&îfdrs'ipifelâ'séctiahtf ■ést"é^ïé'â' Ifl^tià Vitesse 'l%•ébhl^'df^
•' Apf)iiquohâà là maàé'd'feaù tt)m'pi'îàtéé)tife''ffii'étrTiî'''l'ëqtiîKiibS fournie par le théorème des quantités de mouvement et (^î'fîik'cat»^ naître la hauteur du ressaut superficiel (§209). Seulement nous aurons soin d'y distinguer lè cbefiicÂ<e&t «'', Relatif à la section S's, du •OWflr»<ien^..<FMi^W,àM,secti(jn.'J'/. Npu3-.au}0D,^,ei)fin. ^^,^ „„i,,,„..
-'•*.- •♦•■1^, ^,H»iî.',iiiî/f»'i(i(!i '''^'»
La vitesse V est conTlugro*^!; qçlle dir régime uniforme. L,H, / sont aussi '.connus. Les coefficients a! et a'^ sont des nombres un tieii supèWëiirâ à rdnité/ét riioindi^es tîiYé lés nôfiiftl-eé'tit^'èt'ajV tt^us savons quë'/=±^ IMi (Jûànt à à';,' tbtit tfe 'qtf'cto &rt;'^'ëèt't}tfe'^è nombre éfet supérieur à ol'; sans qu'ort ïniijfefe'dîiié^âé côittbîetf 4I1è isui*pâssé'.' t*êtJuàtioti ^fiô^deritè t>6i*m^t d€f'*dôleMîtt^^la'»ô(«iire. pènteH-^'Ti', dèè'qliel*bnshpp^sèa^;c^miu.' ^' '' ;:^^'^^ '•! :"^ ' Érf' défitiltivè^/ifïoùs av6n^ ti^ôiii' éqîïatiOn^^'qôi ^ttô'WW (^OBTiftJt^ê 'cfiàéuiie là piënté'totaledej la surface dU' liquide q^àtttïDrf'^ayse di) ' 'polit P^au point R',' dû poini R* au pmnt S', et dupO)titi8'"«u pointTi L'a seconde dé ces petttès eôt à peu près nulle feîla pile a iunefeibJ<e lorigtieul' 5 latroi^lètoeeàt t)égative^et r'équatiwiqttlikdoAnecontuttil un coefficient a'^ qui n'est pas exactement déterminé. La -^eiïirèi^e équation renferme de même deux coefficients, a et a^ un peu supérîeuWà rtirlité ; l'ûti, d,.pèat êti^è pflfe égal à'Ï.IOti;'pl«s^iiipïêment encore; âViiniié ; Vautra, or^/t^ui n'est pas d'étertniniérïgouîeteealent;
peut se' Ibndré avW le (ioefflcient m de costfaaion; erl 'poeiMil -^ = -j, et Ja-première équation prend la forme :
'\' 22ïlM*fJttf éaTcTller une limite de la hatiiéur dû i^ntous; te qulès! la question la plus utile à résoudre, oa supposera qu'i^Ue. soit ég^l^ ^^
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relever la ligne R'S' jusqu'au niveau de Uy ]Jgpe.3(lN. .pri ,^ntr()(luit «ti()9.,(t^yppt}^.4^s..^a,^prfflule ,en faisant, ft',=f \\, et./i !== H -tr «;
Hffl-flfiY.^Pri' l'i :i' tfii 1 .jioii .1 '.,i;,!-', - •: • . . : -, i ,,'ti. ,•
'.'••il 'ir..i:>,:..',r . </>''^i:H'/ ' i 'i ■- 1 ' V' "... . I . . -.
équation du 3^ clègré' eri 5?,' que rdn {iëilt rêsôtidi^e par làiiiéthôde des approximations successives.
Faisant en effek'iJ = O dans le séceni mertibre,.nous aurons
• fl-.î ,"tî'"'.((. ••••■.■■• ^ •^ 3Tîîï(r?7ï — n,)-.. /
1 1 . • '"•'.'il ' ' ' I '. ■• 1 ■ I , î ' ••
.; CpUeya,lçui\ upise à Ja place aIç s dans le second membre, fera coui^-jîtriB.un^, valeur plus approchée, qui permettra dç même de trou v<eir. Mft^ troisième valeur encore plus voisine de la vérité. . |^fi.coefliçiç«it f^.a été déteiminé par Funk pour le pont de Minden sur le Weser; il a proposé de faire {jî=^0,MO ej) eaux moyennes, çit5^.^,Q.8Q ea graodef^ .eaux,. Eytelwein a trouvé, de 3on côté {^ç=s.0,.j^5 MpKiur les avant^becs carrés, tt jii= 0.95 pour. les avantteaaà.SQcAioïi tiiangulaire ou ogivale. La, valeur nioyenne (jii=: 0.90 pcU'alt cQuvenit.à peu près à tous las cas, et notamment aux avanthecsuà .section itit^culaire adoptés a4]jourd'bui dans U con$tructlop (Je^.poa^s C*)* . ■ • . .
;, 22^, Les ^lêmes j)mpcipes peuvent a'appliq^uer à rechercher des pentes h xouijt^-^^aies formées, par des vaiiaiîons brusques de sec- (Â9».)<lLeI.Qst«j]^r exemple, le prpblëme do Técoulemeut par-dessus un barrage noyé. La dépression produite au-dessus du sommet du barrage peut être suivie d*une contre-pente à Tendroit où ia section
( *) Sur la question de Tinfluence de la forme des avant-beca sur la chute saperfieielk* des eaox qui passent sous un pont et sur rafTouillement qui peut en résulter , on peui «jBVWlUr Ii^ npte d^ H« MUiard du 24 octçibr^ .18i»a» «t. le compte rendu d'expériences en petft, faites sur des canaux artificiels à fond de sable, par M. Alfred Durand-CIâ)C '{Àhnàlés'dés pmfs éi chawfséûs, lfi?3). '
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est brosquement augmentée. Inversement, si une rivière reçoit un brusque élargissement de l'amont à l'aval, puis qu'elle se rétrécisse d'ane manière également brusqne, h one faible distance du point où elle s'élargit cette dernière variation de section peut produire un remous de gonflement assez forte pour qu'il envahisse toute la portion élargie, et qu'il s'étendeen amont deréterjgig<^eErtetft;*.Delà'un résultat qui, au 'premieir st)ord, semblé paradoxal ^^-ta ÏMEttited^ dé la ligne .d'eau augmente en amont d'un élargissemèvit de- faible Ion-» gueur. Ce fait a été obsei'vé par M. Vauthier (*) à Hoannc, dam une crue de la Loire. La théorie en d«mnfe ùîié' expiîcatiy)ïl saPstaisante. Quant au calcul effectif des surhaussements^ ou :àbàt^e^
ments produits^, les formuteis renferment des coefficients mal dëfliiis qui rendent ces opérations fart incertaines. On peut' dire- sahs exagération qu'on '< ne' sait rien sut le mouvement de l'eau dàilis'les rivières, dès que l'hypothèse de récoiiletrjent par fiîéts paràHèles cesse d'être adinisBiMe. La question est d'autant plus c^hipléxe pour un cours d-eau natui^I, que la dépense n'est plus cori^ant^ c'^^fnme on le suppose dans les formules. L'observation seufepeut tléiis ap^ prefndre quelque ch^ose sur les lois de l'écoulement cfes flewves Û àH rivières, surtout qirand on veut avoir égard a« phénonlèflesl compliqué des crues (*♦). '= ! i •
[') Annales des. p9»ts H, çJwus^^f m^nA^iS^
(**) On peut consulter sur cette question du régime des rivières, les rapi>ort6 présentés par les setTices des inondations des baisins de France. — Voir aussi dans les Annules ées ponis etcàaus^ées^ janvier .166^^ Vétade à$ M. Favgiiie sur le lit de U fiarMitte^ el les relations observées entre les foroies de la li^ne de thalweg et ce|l«s des proûls en travers. Un travail analogue vient dlltre fait pour le Rbône par M. du Boys, ingénieur des ponts et * «haussées (.iiifia/09, sepiamhM lS79, Uiéoile de la oorrtAtîDn' des lits affbuUtables). --. Au sujet du l^sssin de la Seine^ voir rottyruge de Belgjc^odi le Bassin parisien aux à(jes anié historiques, 1869. -^ Enfin, nons citerons, sans recomimnder tes fonnoies noav^lles qui y sont contenues^ le rapport sur les ^xpéPiefie** hydrauliques e^çécuiées par MM. Hamphreys et Abott, sur ie Mûsissipi, par Qr4re de gouvernement américain ; M. V. Fournie, ingénieur des ponts et chau^sëes^ en a donné un HtOiité (Dttiiéd, f M7)l
\îm'»(] i:n •! t,îr.r>i'f, -•!. ':,■.*! WB TpI/BBlUfOiSp» m ..■.■.) ••»• m,;.,(i! '':î.
Vf 0 '^. »!;«'•• 'I tif'*' lluil I »' 'K; lin ': i M;/ '• rt. r. ,[; • *: t ^ jpj »,.!>»'> m' ^ • -)f»<'I <il CïUtt^l '"i-i' 'f./l.-; Ij'i'.i i»vH[ ■i\-\.,\ " -'.'. ".lit '':-MPj ••»;, .}..il ;
. jSâeN.tQBwdiPi^i^MWïVe.peiMÏapt quelque iiecup^, lai ,swfa9ie d'un c<Pffi-^î«W9*t|irRl^.0O:îV€(it.:se jfcripeF.|)iém<lique0ii3pt jsH o^ri^ins pc^iqt$;(()gpi t^f^U^iOiS^ mMuvwïemex^t» d'eaa^jiiii e^rèi^ $'ôtrtc dépJ^és^^YiK<^ fitp6se,géMÔrade:/dQj' écoulement, aje diétruiseqt en d'wtr^^ pi0m^8uijpaur^ebi^aiôtrempla{:é9 par d'autnsstourbiiloûs sç{&^)>k)«»: Ge. rph^m^mèp»» sensible <»iurtopt à l'aval «deçi. piles ep n>;ffarg, ; ^^t^i^ . .c^^rfi^i^ement : icomu. des anciens^ oiaîa lef e^ Léoimd dÇ/yipflivquIiile^^QumU» le premiei' à une observation attentive^ Il reçopo^^ qi:^^ iea t(M,i^l>Ulooft sont formés de: couchea liquides goqc^p^\q^f!^;J^maélmlCkHml^^d^ titesse :particulièm, qui croit de h^^T€l9^fi^fé^w^l'W:m^U:fii de aorte, qu'on ae. p^eut le», assioùler si,u,fffiff^^^i^t,d\mUqmà^ pesao^qut. tourna umforméin^ autour d'^iV^fl y/^çticaJi, ^t 4qU Ift ^rftice iit>JL'e liend à |M?ôn(ire(i»^ forme paji:a)b)oJi^]^:{^ Ad)s lea^ vîtees^s des points mobîîled (^oiaeiant à (Suerr SHrje',que49ji(aypn 4iiiQi:ntie«i<l surface Ubre se i;reiise l>M«cottpplus que De le demauderait cette forme parabolique^ et cooâ4/itu« J^îeûtôt une espèce d'entonnoir au sein de la masse liquide. Léonard de . Vinci ne put qu'observer ces faits sans en trouver les vraies causes à une époque où la dynamique n'était pas encore créée.'
lîèwton donna dan? sori'fivre des Principes. (Jili., Il, ^ecti/IX) une tfaéarÎBi fiuitbômatiqae de» lombiDon») l'objet priaoifial xie ses rechèrcBés ët^ît dj^' faire jusjt'îçe des tourbillons .hypothétitjuès par lesquels Deacâjrtes av^ùit Wioulu expliquer le système d« inonde^
VÉîtarî, éïî 1 787, développa les idées thêorîqtiéë de Newton, et en fit ra|){)]katiim à l'hydraulique j il j^ecoooiU que (tout «'(expliqua par ht mfVÊmnkmim' InUtûle éi "fkmament î&^iin filet lldnide à un iilet voisÙL Les portious d'un cours d'eau âoustraîUs pAi:un obvl^l^ qœlooiique à récouiemeHt général, lendosl à ètrèentrabiées par le froltement âei £1^ liquides, et jse décomposeut pénodiguement en systèmes animés d'«Q nùpwonieat giratoire, était ma psrticspMt à
37^^'' .TOUffHlriti<!*fe.'
liquidé bbiitëtiïrîqdè âVaië'flè'Vdlàtion;^^^
àAYti ré§=ù^(éWës^rhasyèiél âVéti'(réô^itéssteâ*ï>ât^H^^;^a*ès^6«(ili|M^^ séeé'rW'stoiWè'a^4'(][uâïititék'dé' fa^tivéïïife mtMi én'p^^mén ' si*1étbûfbflH)ri ei^fliëi et -elte èétédliTt 4* li'tiââhUté^é'i!fl6f«t«aîïèiit' due' S lî Vitesse ^fléla rrài*fe(tro(iT, sTn^'e^ •&tfîtoë''a'tri''lttbttltWrTiçttt d^èmi^WênHerit 'côttimun:' Dail^' Tes deux" càsi;ort'^rféiit''^rtë èWettf ' faïTe^àtByti^à6t5oh' du- rà((ftiveràefet |gîfatoïte;ilti'ërf^iéfilTy<tii'der'«ièriiési'l'di^S^é'dl'ëiripWy^f rétt\iàtît!)b'tf68' 'forcer •'tiVèk; càt*le8<Vfté8*s^ dés^"divë^sfe!é friôflètùïéày ^ehil'aht Ati tari*Ô; fet 'ôâaW 'àfe(tejptlOii^'de dtrtctldii; é*Sjoiltéttïàni"Hetl dfe'^ë^détrtH^e; AûSâ? teatôiûrt'biUéitit'te^ préèfertterrt^ilè tine -énoiîme* quantité ' de- ftw^ée t*te 'eiiit)rtiâf*e & te' forte ViVe'tbtate dtttcWrt'd'fekU'.'w En génèraï, dit Poncielet; !à «îitô- « yltiWfôiï dès ttWî'blllcrns feât'-rùn dés fnoyefeÈcdOht là Dbtttvè'^ aeft « pour éteindre, ou plutôt pour dià^iiliflér hi fot^è ^vlVë daWs ies « ' rhâïJgiéttlents briis^ués ' diè' tnôUV^wtènfô* des ' 'Hiridefe^, ' dtWttlne lès « trioûvétfiéhts Vlbtitbliies etix-meme^BdnC 'tiire'" autre (îkTtgè' de '^a «' disSîtiitibto, dèi èâ 'disséàiînatldn dansiéë^ aoîîdt^ (*); ^• = - ' ♦ • '' " ' Liéfe! '^iteiïséà' îabâôlueâ 'dés poM^ iiiobîies nt sôM pis 1^' mêmes ett tôuà Ifesr'pèhitsr (Tuïie mètaë cotfdièd^un tourbillfm Soumis â une triairiéfetîritt ^ cal- l'^eiïsemMe deSdeux motivërtrtfnts' dont cette cônche est âtïîttiéé êtïuivàtrt,' febnitne ôii'le sait, à une sêHe coïirtinti^' de^ m-
(* )"tntv. ti Ta htécnntque iriàustrielît, -^ de^ Rê^Ufùnte!f\'p. 9Î9: -^ Sf, àptès^ifoïVa*ïtè iAÊ( «onaivo mmae- liQviden ^m U laism reposer, df tot{£ 8prte q)i|8 ,tea inol^vlfft pei^vl tout mouyement sensible, la force vive primitivement commyniqQêe à la masse se tranifdrme en fièrement en chaleur, el i*on constate une él^atiou de tenipéràture. C'est ' ce tioe M* Jcnie a dânoAtré par une. iexpérlenoe qui est 'devenue célèbre ^ntts i'btili^re de Ja théorie 4e la chaleur. M. Hirn rapporte aussi une expdrien^esur le frottement des liquides/ qui lui a servi à déterntiner rëqtîivale'il mécanique [théorie mécanique de la chaleur^ i^^y p; 107}. H y a du «èstepcu de chatetir dévdotiipée '^ftr le Htmteitttat d'an cQur^çt .U(|Mi0e 8ur.lui>niéqiee^ sur les parois dacaual (^ui le i^ouUent^ ^arce «^iia. les tourbillons produits et tous les antres mouvements sensibles absorbent là majeure partie de la forte fit^'&B la mâese 4ui<le| eNe éetiransMriiier&>l<Mi «hriUmr sMes rtttUKaule» avaient^ une mobilité moins j^rande^ Regn a reconnu de même jpar expérience qu'un courant de gaz parcourant un tube 'avec une très grande vitesse n^ëcbauiîe pas
8en8iblemei^lé8|iaii()il«9li4e8^€C«lciq9eite8U*e8toa«ci^ >< •* .i> mu i ..:
là,qiîft,:le%nyit»pee?,,3'aJf)Mte^ï|t.ppifr,p^ bpBidft.ipufjbiljQP, çfc ^^-^'e-: .
fac^jj^ te,J3iPr4,i^T>q^iUp^ Çp phéAOmèçei anftlfigHfi a ^iQu.poiur )ea
su^pewvogni l^ aU^wns. ^. flép,çpçf W t . f}Qxic dU; pft té ,du ^o//i .tranquill(^,4fi^.ipttrl^jis,.Jat^^^x jap grand xaura^it, 4wnP rivière»; pai;. ejQtnpJeil^fl.|çb^qu3 çAt^/deJip^ijfjppqbure 4'pîVftffli4uenf.vP9 dft^i?..les régiçins^v^AQ.fii.^.^ilip .^^P gr^ndç>i;gçur,,j^ftr, .rapport,. au. vplumç ilùhit^r. ftelgf^çi.»^ (ppdj^.?.Mr Jces,•çQps^^jéi•a,tiû^s. m^ t|j^orie,4ç i;^^luvipnj^ew»!^^ §fi ^,pp9diij.,(;p^pt€; d^ toul^^ Jç3,fppdiftçal.içns ç|oqMe.
lit4eJft;8eiwA^paei:î[é',lmfi»?«^^ t ..-., ;. ■ .. .,., ..,.1 ■ ,. ,
,les^,.>ftp^t)iUQnft,^ap3;.lQa.,rivièrps, doiinoiH i^ji. .petit; nw m^e exaclp, d0ft,tQiH:J)jllpûS,fttipi^§plx^,riq]gues,,qui ppt fççuj^^.np^i de cyclones, et qujifoHri)i«Bçii;vtaujpui:d'hm,le iapyen..d'expUq^er:bien.des pWpQfflèp^pJj^^eryéspçild^jQt.lies Jepnpêtçs., Le^i cypjb^nçs» §e forpept daa^ j^:^pop,éq^aWFwifl;..ils,^e prop^.gp^H avec» t^pç T^rtain^ yj^ite^sç
hémisp)ièffi,,jaçcpmp^Dée çl'unp vitesse de rotatipQ^.da^s Ie($eQS sud'est-nord'Ouest-sud ; ils ont un bord maniable^ ou bord tranquitte; er un tord dangereux ou bord rapide. La -seule différence à signaJLer.ejqtrp.oesdeitxordrçia de faits, qui montrent l'analogie de. la coimitotion des Hqfuidesa'vet celle des gaz, ic'est q»e iesmouvementâ glra{oîre^',iaiu„^êip ^'un cours d'eau sont pérùianents^ et/qu'on^eh aperçoto'i>Î€B<ie& causes^ taodts qu'on ignore. «iioore les. oirepu-r stances' qui d'èterniinent là formation des cyclones, et que la pérîbdicîtéide leurs: petour^- est .loÂii d'être > un iail pai^fai^emeptiéiablit
2217; Nôtis temiriferons ce Hyre en renvoyant le lecteur à 'quelques oaKag»3 SQV' iQnKmwDQeot.deseaux et 9ur la théorie des fleuves et
D E. Belgrand, U Bassin pansiwn atus àg^r-.tmiéhMfm^we^ t* i»p.td99«
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rivières. Déjà nous en avons indique un certain nombre dans la iiote de la page $74. l\ convient de citer encore ; ,
Les travaux dé M. Grcfeff, tnspéctetir ^nëraï tites^'ponts et chaussées BUT le régime des réservoirs à niveau yarlable^
L'ouvrage de M. Surrell, ingénieur en chef des ponts et chaussées, sur l€8 Torrents des Hauteê'Alpes\ 5* édition, revue ettîomplétée par Ernest Cézanne ;
Les études italiennes sur les fleuves, le Tibre (Brioschi, Tarazza); le Pô (Lombardinl, Possèn'tl); le Nil (Ltytobardim), etc.; ces études, qui paraissent avoir été faites en vue des crues et des inondatiOiOs, ont conduit à déterminer les. portées, des (leuve$i,eo certains poirite défin4s, en fonction ée la h«uteur des eaux, .Le <ïuatrl&rtïe to- Imne âe VBydrauUque (U M. iiû^zam ([Pg^erme, ISÎ^^V ire^uferme le résurmé des connaissances accjblses sur le régime des fleuves flt la question des crues (*); - , ,',.
Un mémoirede M. Wex, ingénieur autrichien, sur la> âfmîoution progressive des eaux de source et des débits des fleuves' dans les pays civilisés (Vienne, 1873) et sur l'augmentation des crues. M. Wex prouve, par de nombreuses citations, que le régime de? flwyes devient de plus en .plus irréguUer 4 mesura que les tjravaux et la -cnltuie" changent 'les conditions natutelteâ tles'VdUées. Les remèdes proposés par M. Wex sont peu pratiques, et on «e demande slls ne coûteraient pas plus cher que le mal. — Dans un ordre d'idées analogues, on peut lire l'ouvragée de M. Lenfhérîc, les Villes mortes de la Méditerranée (Paris, 1876) , où sont signalées certaines conséquences imprévues des endiguements du Rhône;
Cne étude de M. Wilhelm Plentner, ingénieur à Prague, snr le nciouYement d^e l'eau dans les cours cl' eau ns^nrels (Leîgzig,. 137^); cette étnde renferme* te compte-rendu de nembrenseë expèrienoes, faîtes sur l^Eger à' Warta et à ^alkenaû, sur îa Sazaw à Pnrîi, sur la Moldau* à Bvdwéie, et la compamson très instructive des* fermute^^ proposées pTlries cHvers auteurs avec lés faîts observés.
i*) Le même autear n ajouté comme appendice à son ^and traité d'hydraiiligue one étude spéciale sur la détennipation des formuUi tmpirigues les plus propres à représenter les yiiénomèiies •oWarrés IVSl 7 ) .
suppLÉMpTAïï pyp,m..
, .' 1".'» .'} • ■ . • . • '.1 "i! ^•■' • , ' ^ ' ' ' -•! : • - • '. t'pUAUpV^ pu MQVyiMraf HÇIS r^WA^f,KJ pans W CANA^ PltCOOTERT^ .
2:8. Pour obtenir l'équation du mouvement non permanent dans un canal découvert, f'ntvpi^ififeikïitm Va ichàilué fngtarit équilibra' etiti^eleé forces qui 90lilci(éht leB masses' en fifiû)i^ei|iept, (^ le^ forces. d!iQêrtl^4 ^p^usonB qtie leA il6i3,toi«nt 8£iQ8lMâ9ient,pa-' rsllèles, et qu'oapuiFse faire absU^action des tourbillons qui se développent dans le cou- :ant liquidé. Considérons, à'trti 'mstam dbhné, Ûéfitif par tine^ valenr partienlière du mtfê i>>U^ii9i|ss« liqoj^'COinprîsf entre 4^ux plans normaux qi» courant imnés eux •i!5tanc€s s ei s-^ ds d'une origine arbitraire; soir z la distance verticale de la ligne <rpaa à un plan horizontal de comparaison. Appelons encore «o Vàii*6 de la section trà^ rfDFce péf! Jb9 fliets It9iiâeS)'x l^ vérlmâtre iixiQiiUié. La masse liquide coflaprisQ ettre e^ «Ipux plans sera égale à
ril faut la multiplier par raccélération tangentielle j, laquelle est le rapport de Tac- •Yt>i?senieuf 4e \n vitesse ié, commune à tous tes ftlefs, au t««ips dt pendent laquelle <1« iepr4)i|ti|jli.>0r ia estune fonction A la fQls de s et de i, et {'qu nurapar cunséquen
"1 ••• *' ' . • ' . du dn ' . . . ^.. .J . .
du du
< e produit de la mayse par j doit être égalé à la somme des composantes tangentielkss cts forces, qui tont la pesanteur, h» pressfMs et le frottement do lit. La oompetanie de i pes^DloMT tesl Uwit stoisj ■ « (étant Fanglft fua, Ciil avec l'harliop la dnoite q$\ joinl i« ^^fltres de graYlté des deux sections s et t^df; pour les pressions, la somme des •"CïïipofiàntiB des forces qui eatoorent Télëment considère est — tidp, où p est la pres- ^i» nwjeiliie ^le à IIA;cBlair0vtat à ^JI«mIA» ^ étant l&pEalM4eiiir,daQfBtre(fc :mité au-dessous de la ligne d'eau. La somme algébrique de ces deux quantités est re- ^rf'KDtée par Ttiùdz. Bestent à retrancher les frottements, qu'on exprimera par lâ-
■oTTmrte'Irattnieîte, tdsfitCf,' Réonlssam toos les termes îrtnst catctrtéf, ona i'équathm
— iùds I « T- + 37 J == "fiox/z — X^^f(^)y
ff \ ds dt J , . ■ ,
.1»0 ÉQUATIOI*!^ i)tl'»6tVE!l*ÉST ïîëN^ '^É*MANENT
^^jLjXJji|.,.ij ,\*. -dm 'I lll' :• ■■ 1 II). 'Ill-Mll »' '» 'ii-i ; .| 1' ( » . ih »l »'){> 11! -.l!'»', Il . i;;)
(1) ^i«sr>^;'^''3;'^wir* '''''■'■-■*' " •"'•■'•^■-
Véquation de continuité s'obtiendra en exprimant que le volume de la tranche considérée s'accroît dans le temps dt de la c^nantité i» liquide fournie par la section d'amoDt, diminuée de celle qui s'échappe par Ui section d'aval. La quantité qui entre en amont est
Q désignant le débit; celle qtritntVersé pendant le mêhief teto|[>8 la ^ebtioii'd'aviAl M
dû Qdt + -^dsdt;
as '
la différence prise négativement,
as
rcpféa«nt« la«ii}uantité d'eau gagnée par-ia itr^nobe dMis.jie.teq)p9 diyorJ^yoli^mi^^' liai de la tranche est tùds, etoe volume s'acci^it de. sa dilTéf^tielle pajUelLajreiatiyeÀ ^> ou de ... . ,
- . Otù
et on a l'équation
ou bien
Il <
,.,, • </(!> / du dtù\
en remplaçant Q par sa valeur tau. Remarquons enfin que w est une fonction de z, di? que la form^ du lit et son proûl en long sont connus.
Les équations (l) et (2) sont les deux équations aux déiivées partielles qui lient lofonctions « et z aux variables Indépendantes s et t. Elles sont établies dans des hypn- «hèses restrictives, telles que celles, de l'écoulçinenl par filets sensiblement parallèles, ei de la permanence pendant le mouvement de l'axe le long duquel on compte les abscisses s. Il ne parait pas possible de tnHJver les intégrales générales des équations ;l et (2), Mais elles permettent de contrôler les observations faites sur les cours d'eau pendant les crues.
M. Kleitz (*) remarque que les accidents du lit peuvent rendre très variables les hauteurs z, et quÎB, par conséquent^ il est préférable de conserver dans les équations le^ inconnues Q et u, en chassant des équations les variables tù et :;. Il faut imaginer alors Q exprimé en fonction de s et de t» Les courbes qui représentent Q en fonction de t ponr dés valeurs particulières de s, sont les courbes des débits locaux; les'courbes qui représentent Q en fonction de s par des valeurs particulières du temps t sont les /;/"/>/ instantanés des débits. Soit Q = F(^; 0 l'équation générale qui lie Q aux vaiiatrlcindépendantes. Les courbes d*égal débit seront définies par la condition </Q = 0, ou
— ds + — dt = 0.
ds dt
(*) Annales des ponts et chaussées, 1877.
On en conclut que le débit Q se ret/ouve le mérae au bout du temps dt^ pour,Y^,gtlf^ on se déplace le long de l'axç 4© {« quayitité cf^, de sçjte que la vitesse de propagation ■itt débit est le rapport de dt à rff,-ou -ellçoIfe■,^ie reppcit - ' i
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les dérivées p«ii'tielles de Q, chanac de siçue, 6l l'on remplace Q par gjw, et qu'on tienne
f/W •. ,,,.-,7 , _ ■,--< >,, ',,'.■ MÎ'.. . ■
'.' dt
!r flot produit sur une rivière par une crue simple se propage vers l'aval en s'aiïaissant :'"pmif^n't>ro8,"etf!^ii'^*ff*'s'(ip!«ii? «rftlôpeÉieiit«t ledouusii'eaM n6>reç^t^|)»}>i:tonif^f pâllè^^é^to^ lerùeêf id'â^Étre^ Wffoerils: M: KteitBii'Wioiïti-é quB»l'<M!' pduv»»t se renAfl" 'îupte à l'aide des formules de cfe phénomène bien connu. •'• ^ • '
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PRESSION MUTUELLE DE L'EAU ET DES SOLIDES DANS LEUR MOUVEMENT RELATIF
229. Proposons-nons de chercher Faction normale exercée par une veine liquide qui tombe sur un plan matériel fixe avec une vitesse connue. Noos admettrons que le plan matériel soit assez étendu dans tous les sens pour que la veine, animée d'un mouvemut permanent, s'applique exactement sur sa surface, et qu'à une certaine distance du point où elle tombe, l'écoulement du liquide se fasse parallèlement au plan fixe. Le théorème des quantités de mouvement projetées nous permettra de déterminer la réaction normale du plan sur la veine liquide.
Soit AB le plan fixe; MN une section de la veine liquide, à Fîg. 138. une distance assez grande du plan
AB pour que Técoulement s'y opère par filets parallèles. Appelons V la vitesse de cet écoulement, supposée commune à tous les filets. Cette vitesse fait avec le plan un angle que nous désignerons par ^. Le plan fait avec la verticale ZZ' un angle a qui est également donné. .
Coupons la masse liquide par une surface cylindrique normale au plan AB, et assez étendue pour que toutes les molécules fluides qui
384 PREBSÏÔJeJb^UI^È VElNTE'^^iitlDE
U tcayerseoi .méat piiirftUôte& m piiini iix^y joe/Kiw.i^ff( ^^i»4y)QGB possible, puisque la veine vient s'apIatirfiuit.c^pllinitàK^Ji^èlg^l^^ trices extrêmes PQ, P^Q, de la surface cylindrique, sont seules représentées sur la figure. — «
Appliquons le théorème de la quantité de mo\tUMptàt\i -éùb j^rojétant les vitesses et les forces sur un axe OX, normal au plan AB.
Au bout d'un tèitfps"ft très "peiit,'ltt ièààsé^Jkçirde comprise entre la section MN et le cylindre PQl\Qi s'est déplacée, et occupe Tintervalle compris entre la section M'iV et le cylindre* F(yP'ify^,^, *^accroissement des quantités de^ iiiQu\5en?jBHt pfpjetées est égal à la projection sur OX des quantités de mouvement de l'anneau PQFQ'
PiQiP'iQ'ii aw)ios^l^ .quaj;iJi^^MdQ.a»o,9vwiçplv.pr(a^té%^4p^ MNM-'IS'- <>• 1^? mpléciries .çoiï^pri^? (J<^?i,JL>ïJPgg^^l,^^I>li 403 \ifessçs normales à OX; les prqj€5p4i9ii$/ de^le^wai^qwptiié^ ,^.n^y^e^e^i sont nulles, et il reste pour accroissement de la quaf|tité de mou' veinent projetée^' lii'^pi^ïeéUo'rf 'dé U ijifanfetë dViftotiVéttiéîil de ]p.lS:M:„.priae..ajy^(; le.mgRe nr;.,!? m^^^î ^^K^Af^^^^W^^^
' : '"i "•« «; . '■ *-r,,t •Mi<'.Ti •) i '/ •;' i.-i'il / ■* .1-' ^'i ;;ii*h ^-Ji-i-r; *{
— -AVOxVsiflp, - , ^ ■
A étant Taire de la section MN. , ^^'
Le second membre de l'équation comprend les impulsions éléiiientaîres des forc.es, qui sont ici le poids de la masse liquide mNPQI\0, et la réaction du plan A6;, enfin la pçessÂpn atmosphérique, laquelle agit sur toute la masse, y compris 1» section MN, où l'écoulement a lieu par filets parallèles sans action les uns sur les autres. Les pressions du liquide: sur. la aiufi^e dû i^Unto>I^Qv/P'tiS^'/r:^QtiliBûrmaies à l'axe de projection et ne dpnnent rien dans Téquation. Il en est de même de la pression atmosphérique. Il n'y a donc à consldérei que le. poids du liquide, que nous repré^enlterons ^par P, et la composa ïjte normale R de la réaction du plan; car la composante tangeiitielle au plan est normale à l'axe de projection. Le poids P fait avec l'axe OX un angfe égal à 90° — a, et par suite sa projectîon sur OX est égale à Psina; c'est une force mouvante; la force R se projette
(Psina — R)e.
d'où_r<|i^4^u,,,„;,_,,.,^ ,. /;./;,;,;.„., ,,, ,„ ,, ,,,^
' Cétee rtaètîdti Hot-male! S6 "dédbmjfyôse en de(tot"|'^rtiéd:'ni'Ae, Téîti o(, est lia j>m5îjt)n rtaaijrie exerce sur te plàtt AB, ndraiafëàlént à dèplàîi',' pat le système pesant MNPQP^Q^î * ^^ ' ' '* " •»
. L'n^>xç^„-AV'sin^^ e3t la pression dynam i^u^ qui^ coDsidécée
totirtiè* Wferrièlé 'p'ar îé t^làri sur ft. teïne, îfti6^iirt€J tine'Ve/tiîne déviation aux filets liquides. Cette partie ptut être repiésèlitée par
le poids d'un cylindre liquide ayant: pour base A, pour longueur
d'arête — , ou le double de la hauteur due à la vitesse, et dans lequel
les arêtes feraient avec le plan de la base un angle ^. EÛjB peut encore se metire sous la forme
■ A' ' Vaiii^^^est i^ 'tottip(»ante de 4à vitesse noimale au. plaa^ et -r^ est
la section de la veiue par un plan parallèle. ' '
Le tnéoréme des quanutés dé mouvement nous donne ainsi la réaction totale R, mais la répartition dé cette pression R sur les divers éién^ents àfi contact du plan et du liquidé reste entièrement inconnue*
23Ô. Si, au lieu de prendre la section MN, oh avait pris une autre
. Fig. 159.. ,, ,£ect4oni4fl>l?i.M^«^ftffl(»eoiSft,ii(m)«Mr«t
. ,. trouvé! d'autres valejuiî^|3joutrte)pOa(i$'f, ; ;.la, vitesse \rh geetiw A>ôt3*3Wgle .â; , iï]iai&la<rjéMion,JR;4Qi!t*oujoi|jfaiîresler là même; si donc on coupe la veine liquiae par un second plari normal M', et cpi' en appelle ,A' , V pv P^i ' I^^ va teura que priefiftient' respectiretoiônf A, r^^ Vi p, P quand on étend le système liquide jusqu'à la section If, on doit avoir idwtiqtïemént" ■'» - '
P sin « + - XV sin ? = F sin a + - A'V'« sin ?',
fu J)îen . - ' .
tP' — P)siii aî^ ^ (AV'sin,?— A'V'sinP'). ' ^ ' '
Cette équation est facile à vérifier 5 P''— P pst k poids du système liquide compris entre les plans M et M'; désignons ce poids par f\ lious pouvons remplacer AV et AV par la dépense Q, Commune ' . «ux sections, et Téquatibn devient .. . ^
no
• 26sina.=t-*^(Vsmp— Y'sinp'). • •
Multiplions par Je temps 8 très çourA pembat, lequel. J^s .^Qtiops M et M', s'avaucept; en M,, et AH\,.VéquAtiw pr4Qéd£Wteî,.aju,ilti|)Uée par 0, n'est autre chose que l'équation des qufatités de,jjPjÇ.i:^viement
du système matériel MM'; sollicité. par la. pe;sa^iteur,. quand .gn lait
la projection sur Taxe OX. ,
La pression dynamique —AV* sin? suppose le plan choqtié
assez étendu pour que tous les filétis litfûidfes soient détournés parallèlement au plan. Si 1?. veînè tombait sur une surface. convexes ^u sur uii plan de petite dimension, iaissant écliapp^^-te liquide dans le sens de sori nîotivemeht, ' la pression serait moindre; puîsquelâ quantité de mouvement pei'due par la veine dunibueraU de- la ,quaa* tîté de mouvement conservée par le liquide. Quand, aii cotitraîre, la veine tombe sur une surface concave, qui retourne tous les filets en
«8nsi«<JBtr4toe'dè''tear'^H-éictWb;'Ift' pression dynamique augmente. Jfciiïl'iestiii'Tieti-pTêâ -itoiKJs^lble dfe déterminer l'intensité de ]a pres^aâns/céft'deux cm/ éHe dépend des vitesses conservées par telwinkte'^t^ lis 'chècf, et ceS'Vitesàèâ sont inconnues. Pour évaluer
cc^s ac't^si on.se contentera jd'affecter la pression- - AY* sin S
u'uii iiqeffiçiçB; R, tpiiâer^ > 4 dans le cas des surfaces concaves, < 1 .^n^ Je. caaidftsf attrfaçejs. poevejûes ou des plans de longueur restreîpte,. et.qupTon devra, délerininer empiriquement. La même théorie a'^^pplique. aux :gaz.(*)i ' •^■\ . , •■' '
L'appareil destiné '^^ évaluer la vitesse du vent est fondé sur
ces principes. G est uïi tourniquet mobile autour de l^^xe vertical projeté en 0. Les ' ^' quatre bra& du tourniquet portent des ;■ ^^ demi-sphères creuses. A, Ef,,G, D, orientées de l^lle ^orte, q^ue leurs concavités soient toutes,d;rigée3 dans le même sens quand on .fait le tour dç l>ppareiL Si F est la direction du vent, la pression de l'air sera »î.. modudre 9ai^ l'hémis-phére D qui présente <a convexité au courant, que sur l'hémisphère B, et le moulinet tournera dans le sens de la> flèche f; la vitesse linéaire du centre des hëmî^phéres auï^a utte 'i*éiati<)n sîmple'kvèc la; vitesse du vent. On auradornc là vitesse cherchée en comptant lé nombre de tours de Tappareîl pendant un temps donné.
(*) La formule empirique suivante a été donnée par Hutton pour représenter ia pres*fiea d^avplciae H (^veipjfpée ^tir un courant d'air à la vlJbssse V,, sur «ne ea^tface plaoe ki faisant avec le courant un angle ^ r
L'exposant {& est variable avec Tangle p, et égal à 1.84 cos p.
Toti' 'f è^tieto, t^ouàeïleir edifpéri^ncei dtctr tille fie. ~ ïïl'csse, Hydraulique, p, 4io. , Use e^éih^ iâgéBl«|^9B t^Athanin^Dupo» condluitii^ totale
dûveloppée par Tair en mouvement, tombant normalement sur une surface plane ^ale i
l'unité, par. U formule Ac. , A et a étant des constantes, et v la vitesse. Cette formule éh/Mp^ en sei'îe, et Stnltëd à seB deax premiers termes, «e^i^chltt à la sozùme d'un ternie cjOf^^t et d'un term^ proporUpnnel au carré de 1a vUesse* Qv^yeqt a'^tenitU si la vitesse n'est pas trop grande. Voir sur cette question notre Traité de mécanique Badtette, 1S76, t. TV, S <«^% ' . '
«)i]àoéi ait ^«Q te^^' en . ittipriuyaiit - an ^^éiêèïAt ëhtSér ,^ ^ g^' ' dû' ^Rcjtiicle , ;iixif) vUësEâè éjgâle'etdoûtraire'à'laTftesâedu platiç'JÀùt'^'^a^ë alors comme si le plan était fixe, pourvu qu'on prenne pour la vitesse" T de la veine, la vitesse relative de la veme par rapport au plan.
ti : ■!
Application, moulin a venx.
233. Soit OlTaxe de rotation ' dd mbûlîn' à vent] on peut le supposer-httrîifoiïtaf. . f'* 'i '■■" • ' • ' *••' ■ ' '. ••■' "' ■'■■"''• '''■ ^ L'adte «eral formée pàf* Uûô' droite ihbbîlé,' de longueur (Constante,
Fig. Ul
l-rr
qui glisse en s'appu^ârit ^a!r sbii nâilîeu sur la ^droite «OÀ entre ie point A ^ lé point B. La génératrice est comprime; 4^fl^fi^ipl^^ofp^^^ à OA» et reçoit daf)3.c^p^.ujç^ç^cerjl3infi,ûiiea- ^tion .qu'o|9,doit dét^^jner de Ift W^rela plus avantageuse possible.
Supposons la 4roltQ OA,,vertf cale , et projetons-la sur le plan horizontal au point 0'; la génératri9e de i'ai^e.wi p§fl§Ha^w<p(MntJI'se proj^ettera en Pllf s«r ij^ pl^ y^cai, f t ^ ^K sur le plan horizontal ; nous déf^ififq n^ Ja. j>o^ sftioQ ()e cette droite ^je^dp^paiitl^/di^ce QM = r du pian flprmaj ^ quv ^ Wï^l^li ^ Taxe de rotation, et Tangte P'0R = 8'que la gônAif?ftrM5e lait dan« CQpIan avec une. dr^tep'|KipeA.ée.perpen(jUcu}^effMPt j^QX .
Considéron3 la suirface élément^^ipe.Qppajpris^ Q^ti^^jadroH^P^'i^t uoe droite infinwent voisine PiN^j. Sioit 6 lak)i[«uej^r FW'-d«^I|i^ génératrice ; la surface élémentaire aura pour mesure bdr. Cherchons le travî^il élémentaire produit pajr l'action du vent .sur cçt él^ïfteirt &uperfîciej/t.t . . ' , . .
' Le moûlte est orienté de telle sorte que la vitesse du Veiit'Y soft pariiUèle àfake OTr Appelons u h vitoss^ de rpta4i(Mi des ailes autour de OX ; il en résulte pour le point M une vitesse dirigée sui*
DES MOBftlSBil VENT. ^8g&
'^r.wir.^t >jiYÂ^s?fi.|Tel#i^W^ofl^Um l'ailé/ 8CM
V cos d — f«v 8in^, . .• ! , . ,. , '..
K étant un coefficient constant, on pourra donc représenter Taction du vent sur Télément de Taile mobile par le produit
Kxbarx {V cos 6 — wr sin 0)',
Pour avoir le travail produit dans T unité de temp9».ilrfeuitiinittltir plier cettç^ fprce,j)^îl.^pri;>içptj^^^ Iflidimî-
tion (yR;.,ce auf donnera.. . . •. . . .,-' ^ :, ..^ t i
€t^î»î<>SuSN!^;Ili%<itfWieaèsqti^^^ produites parj'action
d^'Sfei»îi&iy'4'^m^'etite'^*bbti'eriara faisant Tintégralé de cette exprt^iêtt^ ëkti'e léS lithïtès7;^ri'(yé"étf /,' ='()'A; ce qui dotuie
.JMiqjM .Mlr/.^.-u/Ktôf' drétis^'i^'io^i^'.^O)» sine rdr. i
-'d(ktë>i^^ësafëb;idàMts'iàqùéllè t'e< u'svntâes ^nsUnfes, peut /iA«irt*.il^Poû''éttnià!ft"!â VàiïM (pitVîé 8 à r, c'est-à-dire la
3Wfif'Mîl«J''M'iS^f kusà.'commè Va fàïi'Coriolis, décluire de là la RUff(iâ"@âtif^ é'ël r 'qui' Vend iô' ti^vàll mâjc'imuin pour des vitesses
ytii> fùidétéimM:- •■' "'i '•' - "'"' ■''-'''' '" •"' -• "
la /ébâl«' làdiiiaiUtll-, mp^i i^dt^ ifiàxioltlm (5haque"èlémem b> dépeséàMu^i 'êtê' stttkd ("jli |îoo/eyisl, "il' tf y à qifà égaler à zéro
■ -.ii'iibTiitJ .0^^ 'lu'-'iii ii.'i' i.Mii-'-.',, • ■■>.. ■ '■ :■■ ■ ■■;■■■!• ■'
f) ^'^iJlia^XJtà^iiÛeiUlieiiï^ tèMion à ililàir éhlrê d^ux Tarlàbiès, r.e^ 6« pour qa'oiie intégrale donnëe jVdr Boit ud maximam ou un mloimum, V étant uilé foncthm ^'^ /^^JViÇ* ^ ê^lff^ fflcof^ye»,4A,e mr,*appor^ h-f^ uiVAi^Uim^ 4«nt la nfoUon âepena du' calciu des vàrlÀlon^. Ce qui fait qu'ici Iç problème «e aimpllflc^ c'e«t ^«^là MdétlWi4Mliyëe rèoMéi^ yéutébéi^t ?^ %C 9. i^a^a hi iérWêesi de tette deniAérè
OÙ r est traité comme une constante. ji. !•< ..
Il vient donc porfr réquatiôw jdemaHdée ■ / ' i'
Cette équation est divisible par V cos 9 — a>r sin 0 ; on doit supprimer ce facteur qui, éealé à zéro, rendrait nul le travail T: il définit la forme de l'aile qui, en se mouvait avec la vitesse w dans lau animé de la vitesse V, n' éprouverait d'autre action qu un frottemeiil tangeiîtiel à sa surface.
Ce facteur supprimé, il vient pour la relation cherchée
'(YcoB'0--wr6hï»)cofefl— 2lsîn9(Vsitr^-f-wfC(»«>i=fOv' ^ • ' ou bien
Vcos'Ô — awrsitfOcosO — 2V8in*0=0, J.' :- • ^
ou enfin, en divisant par 2Vcos*8, et chaîïgeant le^ signes,
équation qui donne ^ en fonction de r. Elle a deux hacliies réelles. Tune positive, l'autre négative. La première seule, celle qui correspond à un angle B a;îgu, résout la question'.* ' ' - > -
Les obser^^àtîons de Coulomb sur les môulîni» à vent' de la IPlandre ont fait voir que les constructeurs se sont peu écartés de^ conditîoD? du maximum de puissance (*) .
23$, Le mçulinet de WoUmmn esrt; ui^ .vérita]i)lfi jnpçlm \ >'ent qu'on plonge d^jis ixn courant fluide pour w tne;9nref \^ vitesse.
Les ailes sont réduites à des surfaces pknes de petites dimensions; si l'on désigne par À la section de l'ailette, par Y la vitesse
ftgw*e de leurs ailes, § VI. — Sor |ef jperXectlopi^eiqeDts do cat ^(ip[)areJJ|, Voir U ^> Hte sur un moulin à vent Cself-actiog), par M. Améd^B Duratid^ 1S35.
du filet liquide, et par ui l^.yit^açe de notation. ^ l'^PBjrpU .^PAif^is que le mouvement est arrivé à l'uniformité, le travail moteur de l'eau sur le moulinet est représenté, pour une seconde, par le produit '. , \ . ■ . ',. ..,. .-,■:: \ •..
RAtV co96HHcur9ln6^^>xcD»rsi!nOi^ .
r étant là distance dû centre de pression de Vailetté à Tare de rotation. Cette quantité est égale au travail résistant; sans déterminer rigouréôsemerit çé travail résistant qui est principalement dû aui
frottements dû mécanisme, on peut admettre qu'il est la somme de
• '''il ''■'■'■•• ' ''
deux termes, ^un égal à une constante multipliée par la vitesse de
Taflè, 1* autre proportionné! au travail moteur; on pourra donc poser»
en divisant par cor,
. KA(Vcos^§-^#.r»iiifl)*9itt6ys=?rt-f-n[KA(VcoâO — carsîoe)^8inO;].
d'où Ton tirera ,«'»../' /
VcosG — «or sînO = un nombre constant.
Donc V est une fonction Unëaii^ de la vitesse co, ou du nombre de toars quç .rappajreil fait par seconde. Les consiantes de la fonction linéaire se détc^rmipeut pai: expérience,
V anémomètre de Combes est aussi un moulin à vent \ c'est ie moulinet ^e, Woltmanu approprié à la mesure de la vitesse des courants 4e gajît
PHtiSSiOlf D'trti liOUIDE Eir MOtVEMEirf DANS UN TtYAlJ, CONTRE " tNE FtÀQtrÈ mWcE Ï»ERWENDIC0ULÎRE AXr coubant.
236. Soit AB une plaque mince fixée à l'intérieur d'un tuyau MPQN, que l'eau parcourt dans le sens de la flèche f avec une certûne vitesse V. On demande d'évaluer la pression exercée sur la plaque par le liquide en mouvement.
Faisons deux sections transvei-sale§iMPf;'P(?v #àhôlé''tU^^
Fig. i«. en, amont, Tautre en aval de la plaque,
^' ,'J '" '%\i2ij^ei éloiguôes xPelle pour que le mou-
vement par filets paiallèles soit établi
poiin^pi^r^u tiiypw,; çRt aiweay^nepré?q9^^ur,k/^Ç^iV^)T?J^ tej:xa,l]e^ !(}, BH, iovm^ donQ uj;i oripçe.p^.i^qflels'ôçqttlp 4ç.l^qjj[ffj[^
le.fçipjuveinepit.çiiîEviiigjoie .dçs filçt$. au.^# jclp^pej ,pri%p,49»!îe.
nai^^ap^ç^. i^ iinp. Viôritajale contraction^ ep veft^ .dp.jççg^le^lif pa^
ralléiismQ do? f^els, s'établit 4^s ixq appftw..CP„p.,:d^,)ïnQ}f|i|f?i
lajçgeui-. guc; ]^, préc04ent» tr^ndis giiç. to.^vVesjpaoe ppmpi;i^ ^Vf^h
facp d'aval d(^,|4 plaque ABetlap^rfiQ? .vive^.^l^tiU^.v^n^)?ejfpp[^|it
de liquide animé de vitesses faibles, etàl!|^t£it,(k4Qua[^^îllfjp3,j;pJpi)j,
à une certa,we, di^tj^pce,^.i^ouve.n?e,Qtrégu^^
s,eçtiona| G^^/PQp,.le Uquide,çb^Rg^.tfrusfl;içinqnt4^^ci^n, e^^pa^^
suite» de yjtesse, ce qui entraîne upQ perte de .Qt)f9ifÇ€ï.j/ ^ <,|. ,'. , .
Appelons z, z\ z'\ les altitudes des centres de gravité des sectiiwi» MN, GF, PQ;
Soit u la vitesse du liquide dans l'anneau contracté CD, EF;
Ai^elofts Tèiifln7>, 7/, ;>",Jes( pmsàîbrf$'tni()^éhnes'|(kit^*iinW^ sùrfkcf&dàns chacune de ces sectit^tts^ on stetii-que ^ari^ fcWatrtihë Ift distribution des pressions se fait conformément à la loi tîè î^iyâiif)statique. i - • > '
Le théorème de BernouUi est applicable aux deux sections MN, CF, en négligeant seulement le travail du frottement des filets fluides sur le tuyau et sur eux-mêmes. Entre l^çs 3ectian§ .Cfi .PQ^.i^ ^ également applicable, mais avec l'addition d'un terme pour représenter la perte de charge, ^ous aurons donc, V étant la vitesse commune en MN et en PQ,
l- A- !^4-Z — — 4-^ A-Z' — — A-fL. 4.^4.
SUR ^ff&d^UQVCiPLAeÛBimLNS^ilDI rUVAU. ^3:
' tk'^aifféi'^ôè^ b^ ïires^iôns'nidjeHhiss dans les plans IHN et^PQ f^ét ' aë' tfftënhlii'ér' la' féaèïîoti' de ' îi plaque. ^ ^ -r'" • P6sî>ifs rétjiâatîèii dès qiiâritîtés tfé itiouvemenTprojetées sur une pârSlêlèl'à'Tàle dii tuyatl pour la masse liquide comprise entre les pla!n§*MÎ(V'PQ,i^élïoà» suivrons dans son mouvement pendant un tetaipa'ïrèè-éotïitrfacfcroîssement de là quantité iis taouvemeht étàht'tiillîèj'les fordes éî^téneures se font équilibre; or ces forces soûl; !ès "jl^rëSBlon^ stir la'face MN et sur la fafee PQ, la réacdon dé la pfMtîtië'*ABV*et^k-^Attiëar; les réactions nonnales du tuyau ne ^tfnétit "riëfl tu J)rogecfion sut une parallèle à Taxe, et nous hégligeotts leà frottements^ de la paroi, qui sont très ftiibles, puîs(5|ue la ïohfetféul^ M(P est trè!s petite/ *
Sôît ^oDC Bla réaction totale de la plaque, û Taire de la section dutuyàuflé j^oidà de Teau contenue entre les jilans MN, PQ sera égal à IIûxMP?pi*6jeté str Taxe dti tuyau, il aura pour compo-
nûxMPcosa, "
3;etaB»^jl[apg^e ie ^'a.i^^.avpç.bi verticale ; JIP cos a est égal.Jk ^ï-t^a;"; lespr^ion&i.^O, .iP"û>.,B se projjBtte^t.en vxai^ . gjrandeun . e4 Fw
aréquaitiqu, i .,
j)û + nû(z — «") —p"û — R = o.
•il. ' «, ' »
Mafe ttoiié' VeÀdnS de trouvef (^ue
par Bute
iH
''CÔ^Ë^i^^V'Dë lik't^OftmjLÉl'
ayant pour base la iëction droite du tuyau, et pour hauteur la pe?*(e de clidr^êy^'' ^" '■ - ' ^"" ''•' '-' i^'/î--'-'^ •:••!- ,:.!>.; jj j-i,'»-.. ..• .,
La vitesse u peut^ ^'exprimer en fonction de V dès que Ton connaît le coefficient m de contraction -, soit A Taire de la plaque; l'aire de Tanneau compris entre la plaque et le tuyau sera Û — A, et Taire de la section contractée sera m(Û — A); donc
et.pj^r suite
Wxt=: VîX' ■'■■ u ' .1
I I I I il * » t » <
ewfin
Cette équation peut se mettre sous fa forme
en faisant
fi A
Le coefficient K sera donc entièrement déterminé si Ton connaît
le rapport - , qui est une dés données 4e la qoealion, 6t le coefficient
m qui est probablement ime fbnctio^ de ce rapport Ce coefficient se rapportant à une contraction annulaire, sera plus voisin de Tunité que le coefficient xle contraction relatif aux orjifices«, Si Ton vP|iUii déterminer là Valeur de m par exoérience, on n'aurait qu'à mesurer
dépense du tuyau, on en déduirait la vitesse V; puis Féqu^tjo^i^ . ;v
où tout est coimji ,sauÇ la jrltesse w, ferait connaître cet^e yitesse. , Enfin l'équation m(Û — A) w = ûV donnerait m.
237. Dubuat, dans sea^i^oherehes ëur la pression mutuelle des solides et des Equides, distingue les pressions qui s'exer^ërit sûfllës deux faces de la plaque A&î "il appdte jw^wwn morte I^l pression hydrostatique qui s'exercerait sur ces deux faces si le mouvement du liquide n'existait pas;/prf5«t( n vi^e ce qui s'ajoute à la pression morte pour" aohn'er la pression sjr laiface càoquéè.^ar ieFiquide, et ram-^ression ce qui s^en retranche sur la face opposée.
Appelons p^ et p\ les pressions rapportées à Tunîté de surface sut' la face choquée defla plaque AlÉ et sut la facç d'aval ; j^^ A, p\k seront les pressions total^'exercées sur ces deux faceèi, et par suite la réaction R sera égale à . I
Jf^ = (Pi-P'i)A.
La pression p\ est la pression hydrostatique du liquide contenu dans l'espace ABED; on peut donc admettre qu'elle est égale à la pression moyenne dans la section GF, pour laquelle une partie est en repos et l'autre est animée d'uu mouvement par filets parallèles. bonc p\ = p'.
Mais l'équation
donne
ÂtjttÙiènf âiaÂislaquelte on snbstïtiaera à ^ ^ 'valeur- —yj| — --,
pression déduira de p'u qui est connu, ]pf tlaJormule
« :s. ;iji-i ,'^îjii'\^ '•';>''>'l 'UM''BiA;7fflV4- !$" ^îî»"^; -«t^nij 'uv'nii if\ lijr/I
et se décomposera de même en deux parties, Tune égale a isipression mortey l'autre contenant % facteur ^, et qui représentera la
,'.nit:.iu.iirj-i{a-'«b uu 'j-.*
238. Cet exemple, et tous lea problèmes analogues qu'on peut se proposer (*), montrent qu'en général la réaction R d'un solide plongé dkîîs W ll^îde eii iiioûVfetoent '«^^•é^plfiitfâiblé^^^ vante t^'-^^'
R=KnA^;
-• ^A'-^^st-IWé'frjfckvéife^lef^dd-cîôi*^^^^^ ''^' ■=
n, le poids sfl&lfi^^att-li^M^" '""' *^^' ^'^' ^'>i.:'i'uniiii unit 'o,| ► '■ •" Vi'A V«feëié^Ml*"sfoi)'p6s4'*(M^^ ^- ' ^ '
cà^V^«ai3'^i«l 1k iflU)pârt'VM'tèï]^'tffeà1î'sb^ét^«61ë
lùâKoli éîinpSW^ùei' ai ' flêi^iîd" :^hd]^ëfalentt''âë** foAnëè ♦M'*^{*
i'L'i''' '.•Il II' lit» »^ l'I ^1. j"-'.wini;[ i.i' , ^'."/': V, ii,:viiî fju >ii»;I. '<■'•:,'•'' i
0 Plaqne garnie à l'amont d'une demi-sphère, — Prisme droit ayant une longueur égale à trois fois sa moyenne dimension tranéMrsQl«^> eUw; V«il\ \ya9^Mul(qiie 'de Bélanger (Cours lithog. de l*£cole des ponts et chaussées).
RÉSISTANCE AU MOSVP^(aif;T>:fiSS.lCORPS FLOTTANTS. »»]
la partie plongée. La réaction R représente l'action |RKii$#U«ii(jw iù quide et du cerps solide, que le liquide soit en mouvement et le corps en repos, ou réciproqfueménj;. f i £- -
Le coefficient K a été déterminé par une série d'expériences.
Pour un prisme, flottant terminé carrément, lorsque sa longueur e$t comprise entre 3 ej 6 fois jsa moyenne dimension transversale»
Pour le même prisme garai à Tartriêrfe d'une poupe effilée, qui permette au^ filetsi liquides de se réunir sans agitation tumultueuse,
Pour le même prisme, muni, outre la poupe, d'une protte trî^^og^f^ laiie ou demi-circulaire,
•". Ij ^i| ft^'li|' <'Mi:,^ 'I-'. ■■■'''- ■ ■R'bifc'ê'ifcd.' ! '■ .'
.gi JftiWWej.psti/oiii:(i^paç pqe face.plajiç wcÛnée.à.^Qf ^^ Vho^ rizon,
Enfin, en étudiant les formes les plus favorables à la marche, on arrive, pour les nayiç^f,<à,.réi}fikQ Kj.à p.l4«, 1^ aectwi k est^aloi^ la portion immergée de la sectiqu >^ .n;ka|ti;e^ppple« ;
Ces évalua(^n4 )8>iqpfpoi^e,ii)tHQme le mcHiveo^pt du.corp$ ilottant a liea ^ Jl^ 4^rf^ d'ua liquida o^ccupaat. une largj^ir indéfinie. 3^, au mtfm^t mMp mpuyo^r im batea,u 4an$: up, c^pal de peinte seictioij», li^.çopflgçienfcjt.id^ppnd, iç^mpae .noys; l'a-vQ^s ^vu.ixmr }a pl^q,ue plongée dans un tuyau (§ 236), du rapport de la section immergée ila^ection du canaL Des expériences de4'Âubuisson (*) sur le canal
oiit'tiïOtiK'è de't>lu* qiW là i-éSi^âtieè, à^hs die^teWeis fejcrtfclirfôns, dépend auôii 'de là vitesse de pftypagàtîbn 'dlës* otidtes^fo'Âiittes à k surface du liquide par le mouvernent d'à bsltëàù Itrf-iriôine; de sorte que l'effort nécessaire pour tSïer" lé Batèatt' est "irioitidre lorsqu'on lui communique la vitesse de Toncte que lorsqu'il reçoit une vitesse un peu moindre. t)ans le premier cas le bateau suit l'onde qu'il a formée ; dans le second» une partie du travail motôfiF'.est emjpJoyée à abaque imtant iàproduuirec L'agi tBtioti>>4ii liquide. Les ol)3ervatian3 de Mo^iin et de Poncelet suar.lA'ittar^e des anciens bateaua; p ppstes . de rOurcq n^. pôrpi^ttçm.pa^.d'.^Ujepr»
d'attribuer à ce, phénomène des ondes toute l'importance pratique qu'admettaient Russèll et d'Ailbuisson (*). La vitesse des dnaes esi généralement trop élevée pour que le Iialage des baibeaw. pe^ sasament chargés puisse se fa)ce ave^. cette xapiditéu iie sduLmoyisn de réduire i* effort de traction est alors d'adopter une marche très lente.
PROPULSfOIf des' If AVIRES;
239. Nous supposerons, pour amplifier» qu'il s'agisse d'un na« vire à aubes. Les mêmes considérations s'appliqueraient à uii navire à hélice. *
Désignons par À la section immergée au maître-couple, et par u la vitesse du navire. Soit S la section totale des deux palettes qui viennent frapper l'eau simultanément, et V la vitesse moyenne linéaire de cette palette, prise par rapport au bâtiment.
>-*•■•» •^ai^—^* »»*^p "W^ia »■■■■* 9 9 9 9» • -^«^ ■■<■»■»■ i*^^i.»»p#| «< ti 1^
f*) V. Annales des ponts et chaussées, 3* semestre, 1684 (11. Min4rd)re1. 1** seineiUiV 1838 (MM. Emmery et Mary).
(T) Vojr la di8CQ88lo& de Pracetot dans VJnirifductiûfL à ta Méumi^minàutHikllh pages 56 1 et suiv.
I . i ( « < < ' Il ' , ,' • , I
Gberefaons ïexipreBsibD de la. puissance. ILe théorème ties quan^ tités d^ Hffduveiâ^ni nous la fhit coni^altrei Dans Tnnité de' teihps feMtitolempariiburt un èspaèe égâîà t/i les palettes agissent dënc
sur un^ypl^^^.A'^W égal à St^, oixsur une masse 'rS?<; elles com-
«mniqueiM & cette masëeime titesse en sens contmire du lâfoute^ ment dû bâtiïAentf égale à leur propre vitesse absolue, r> — t^. Donc
la quantité de mouvement par unité de temps est égale à — Sw (p — w),
expression qu'il convient de multiplier par un coefficient tl\ la puissance est donc égale à K' -Sw (u — w), et Ton a l'équation
Ou parvijendr^iit à la mjÇme équation en appliquant à lamaase fluide
le théorème de la conservation du centre de gravité.
^ Oiieî^ déduit.. . . ,
''il » -I ■ / ' •' ' ' U
PROPULSION
s'estimera en multipliant l'effort, K' - Su {v — w), que développe la pa-
lette, par le chemin décrit dans le mouvement de la palette par rapport au bateau; car c'est ce chemin relatif qui est proportionnel au déplacement du pistoo de la machine, abstraction faite de la vitesse xmiforme dont le système entier se trouve animé, et c'est lui par conséquent qui entre en facteur dans l'évaluation du travail moteur.
Le travail total, proportionnel, à la dépense de combustible» est donc égal à
ou bien à
if
K 2 Aa*r,
et le rendement de l'appareil est représenté par le rapport
Le navire est donc d'autant meilleur, au point de vue du rende-
KA
ment mécanique, que le rapport ^ est plus petit. Ce rapport ne
peut d'ailleurs être nul, car il eu résulterait v = u, et la palette n'exercerait plus, aucune action sur l'eau. Si, au lieu d'un navire à aubes, nous considérions up bateau tiré
Kn
sur un canal, le travail de la traction serait — Aw*, et le rende-
ment serait, théoriquement, égal à l'unité. U e3t moindre avec les rames, l'hélice ou les palettes, parce qu'une partie du travail mo» teur est dépensée pour communiquer à . l'eau une force vive qui s'use ensuite inutilement en tourbillons, et en frottements mutins des filets liquides.
RmarqupQS auasi que dans un canal le haiage tend à accumuler
DES NAVIRES
Teau en avant du bateau, tandis que la propulsion au moyen des rames détruit cette accumulation en chassant l'eau vers l'arrière pendant que le bateau en se déplaçant la pousse vers l'avant.
La propulsion par l'hélice est moins parfaite au point- de vue mécanique que la propulsion par aubes; car l'appareil communique à l'eau, non-seulement des vitesses parallèles en sens contraire de la marche du bâtiment, mais encore des vitesses normales à cette direction ; ces composantes normales sont sans influence sur la propulsion, et une notable partie de la force vive de l'eau est ainsi produite en pure perte.
PABAOOXE DE DUBUAT.
S&O. Les expériences de Dubuat sur Faction mutuelle des corps solides et des liquides dans le mouvement relatif l'ont conduit à admettre que « dans Tétat de repos, l'eau offre plus de facilitera se laisser diviser, et par conséquent moins de résistance que quand elle est en mouvement. » On constate en effet une moindre résistance, à vitesses égales, quand on déplace le solide dans une eau tranquille, que quand on fixe le solide au sein d'un courant d'eau. Cependant cette inégalité parait contraire à l'un des principes fondamentaux de la mécanique, au principe de l'indépendance des mouvements relatifs. L'explication de ce paradoxe est facile, si l'on obsei*ve qu'un courant fluide se coaipose de plusieurs filets animés chacun d'une vitesse particulière, de sorte qu'il n'existe pas une vitesse d'entraînement unique qui, composée ayec les vitesses réelles de l'eau, réduise au repos la totalité de la masse liquide. Lorsqu'un corps solide se meut dans une eau tranquille, tout se passe comme si l'eau recevait un mouvement égal et contrûre, le corps solide demeurant fixe ; mais le mouvement réd ide Teau qui s'écoule est tout différent de ce mouvement fictif où fimtes les molécules d'une section seraient animées à la fois de vitesses égales. Si l'on place un solide fixe au milieu d*un cours d'eau, on pourra ramener par la pensée ;Ie filet central à l'iuimobi-
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lité, en appliquante rensemble;du corps et du liquide tifte' ^ntessc égale et contraire à celle de ce filet; mais alors les vitesses des autres filets, qui sont moiodres que la vitesse du filet central, ne seront plus nulles, mais deviendront négatives. La présence du corps au sein du courant rejette latépâlement une certaine ïnasse d'eau qui éprouve dans son trajet une résistance de la part des filets moins rapides. De là l'augmentation de résistance constatée par Dubuat.
RLSUMÉ DES PROCÉDÉS DE JAUGEAGE DES COURS D'EAU
âil. Le luhe de Pitot^ qui est devenu entre les marns de Barcj un înstinitnen't à la fois précis et commode, est fondé sûr la théorie des actions mutuelles des solides et des liquides en mouvement. L'excès de pression dû au mouvement des filets liquides quand on dirigé vers l'amont la bouche de l'appareil est proportionnel au carré de là: vitesse, et s'obtient en faisant le produit d*un coefficient
constant par la hauteur ;t~ (§ 171).
Le mouHnet de WoUmann (§ 235) constitue tm autre procédé de jaugeage; mais il suppose la mesufe d'une durée.MÎ'est le seul procédé applicable aux rivières où la Vitesse est très grande; le tube de Pitot dans les courants un peu vifs serait d'un maniement difficile et serait bientôt brisé* Le pendule hydroméérique eonsiste en une bouk A, suspendue Fig. 148» par un fil OA à un point' fixe 0, et inimer'
gée dans un courant lîrjfuîde; la drôiter AB étant verticale, l'angle d'écart BOA = i permet d'apprécier la vitesse v dii filet qui choque la boule A« r^.\ — '.. ■-.. En effet 5 Tactiott dynamique du U-
quîde sur la boule est horizontale et proportionnelle à t)^ Si P est le poids de la boule diminué de la poussée statique du liquide, Taiigle
DE iAïUqG^GE. iO:)
d'écart a sera donoé par Téquation
taag aa»-.^, . . •
et V par une relation de la forme
m étant un coefficient constant spécial à l'appareil employé. La graduation du quadrant CD s'opère empiriquement, et donne v par une simple lecture.
Le tachomètre de Brûnings est une plaque rectangulaire, qu'on plonge normalement au courant; elle est liée^par un fil passant sur une poulie, au levier d'une romaine. La poussée de l'eau est transmise par le fil à la balance, sur laquelle on peut mesurer l'eiîort subi par la plaque. Cet effort étant proportionnel au carré de la vitesse de l^eau, on voit qu'il suffira de graduer empiriquement Téchelle Je la romaine pour pouvoir lire immédiatement la vitesse cherchée à l'endroit où s'arrête le poids- mobile quand la plaque arrive à l'état d'équilibre.
Le dynamomèfre hydraulique de M« de Perrodil, ingénieur en cbet des ponts et chaussées, est l'application 4e la balance de Coulomb à la mesure de la vitesse, des fileta liqui^ea^ Un fil métallique de longueur /, soignevisement maintenu dans la verticale^ porte à sa panie inférieure une tige horizontale terminée à.son extrétnité par un di^ue de forme circudaîre» ;»if.ué dansle plan deTappareU. Si l'on appelle^ la distance à l'axe du ceatre de pression des filets fluides sur le disque iiappé normalement à sa surface, A l'aire du disque, v la vitesse conflua à tons les filets, 9 l'angle dont il faut tordre le fil à. son extrémité supérieure pour équilibrer la poussée de l'eau sur le disque, r le rayon du fil a)étallique> et G le coefficient d'élasticité de torsion, on e^pripier^ réquilij>re en égalant au couple de torsion le moment de ia poussée de l'eau par rapport à Taxe du fil, ce qui donnera .
PROCÉDÉS
OU bien
équation où a désigne un coefficient constant, qu'on déterminera etiipirîquement en faisant mouvoir ràppareîl dans une eau tranquille'. ' • ' • '..■'■
Les flotteurs servent à mesurer la vitesse des filets superficiels; cest le procédé .le plus élémentaire ç il exige te, mesure d'une durée et d'un espace parcouru. Une fois la plus grande vitesse déteripipée, on en déduit la vitesse moyenne en se servant des formules de Prôny, ou mieux de celles de M. Bazin. Un flotteur lesté (J' un. petit poids suspendu à un fil de longueur connue, permet de déterminer, d'après l'inclinaison prise par le fil, la relation entre la vitesse d'un filet liquide elr du filet de superficie $itué dans 1^ même verticale. . U ne faut pas que, le fil qi^i relie ensemble lefl(^ueuir au{>erfioiel et le poids inférieur soit trop long, sans quoi l'action des fileta liquides animés de vitesses différentes que rencontre le fil altère sa forme d'équilibre relatif, et ne permet pas de juger avec exactitude, d'après rincUnaison qu'il prend dans sa partie supérieure, la squle qu'où puisse voir en général, de l'icclinaisoB^ moyenne qui révèle la j^itîon vraie du poids pat* rapport au flotteur.
Le nivellement d'un cours d'eau et le lever des profils en travers permettent de oakuier le..débk parla fcwrmule du mouvement varié
Les principaux fleuves ont été jaugés i>ar ces divers pi'ooédés; les jaugeages à différentes hauteurs ont permis d^exprimer par une formule le débit d'un cours d'eau dans ses divers états de crue ou
(*) Celte méthode manque cie rigueur lorsque la sectioh d'écèiilement est très irréguliére, comme il arrive» par exemple, pour une rivière débordée. Au lieu de calculer le débit pour la section toute entière, il est préférable alors de pai^tager fictivement^ par des cloisons verticales menées aux points de moindre profondeur, la section totale en parties U*apézoîdales auiqneiles on puisse appliquer avec quelque probabilité les formules du mouvement de l'eau. On additionDera ensuite les débita parUels ainsi obtenus. La préience de plantations et d^ constructions dans le champ dos hautes eaux n^parmel pas d'ailleurs d'avoir grande confiance dans les résultats de ce calcul, où les pé;4a^ea mouillés £ont évalués d'après les* formes géométriques du terrain.
DE JAUGEAGE
d'eaux basses. La formule générale du débit en un point donné paraît devoir être de la forme
Q = mh)Jh + C,
où m est un coeifficient constant, G le débit en eaux basses, et h la hauteur au-dessus de Tétiage. Pour la Garonne à Langon, on a adopté la formule trinôme
où'fc est ei mètres ïa hauteur à réchelle' du pont; cette formule a été vétîrièé jVïsqu'à i^M (*)*.' ' . .' '
Pour le ^Bfh^ne â Valettce, on a donné la formule
û = 325-« -f- 365A. + 40A« + \kh%
oùQ 6stle^ débit par seconde, évalué en mètreà cubés, et R la hauteur en mètifedicbi plati d'eau à une échelle dont le zéro é3t voisin' de Fétiage dû •flèavé (^. . -
(*) Ânnfiles de$ ponts et chaussées^ janvier 1863, p- 37, — La loi qui lie le débit Q
è*dir tieuvtf à fa 'pVofotidéor d'eau p est fort obscure, d'autant plus que l'élément qu*on
appeUfs pfofMeur eif> en Mmme^ fiM«ft ouil ddftii. Castelli a proposé la formule Q ^ mp\ où m est un coefflcient constant; celte for«
mule est fondée sur Thypothèee que la vitesse est proportionnelle à p.
OûgUèlmlni pose 0 = m/>' = mp \p, ce qui suppose la vitesse proportionnelle à \p.
I^'aDtmslato ont été'propotéei» eAtto âutrtiâ cëtt64}oft'dontieM. Comby danè son mé* moire sur l'endiguernent des rivières, et d'où il résulterait que dans un flenue, l^ carrés des largeurs sont en raisof^ inverse des cubes des profondeurs; relation qui suppose raOj^liiûi une fotite 'de confditions parUculiéreè'. Voir sur ce sujet /. Ntizitini, Bcaîe aniiçhfi di deflussQ d^lCçisUUi et dcl Guyliçlmim [Giornaie, dei Çénio civile, 1&78).
(•*) {Annales des ponts et chaussées, septembre 1878, p. 143), — Pour le Pô, à PoafétogMc6ro;i^n a prdpôsé fes Yotmulêfl Mvimtes, où p désigniB ta profondeur :
« <) = 4!4p*(Na»ani)
/ Q^9GUp^*^ .
Q:sa «sp* + iiMp 4- 79,no (Possenti). ,
Lft piremière forâstile parait ptéfërable aux suivantes : elle se rapproche beaucoup de la flerBivfe» ■
406 DÉBlï DE& RrriÈWÊSj '
242. fotxr le ' jaugeage des- Bouïces, ndtis avonâ déjà feit conûàfttrè remploi dn ké\)erMr en' mîrtce j^aroi (g 93)jicê proèédQ rfest' applicable qu'au jaugeage des sources à flâM de coteau. S-il^s^agit d'une sou'rCeâituée au fond' d-une! rivière, ce qui se rencôntre-frôquemtrient dans lels cours- tfeau' qui traversent des fOrmatlons^ perméables, on la jaugera par différence; c'est-à-dire, on meëutertt, -an moyen du tube de Pitot ou du moulinet, le débit du cours* d*éau datis ' ' une section eri ailiont de la source, et le débit dAtis une sectlôti» en • aval. L'augmentation constatée sera le débit cherché* Quelquefois', on pourra trouver une diminution au lieu d'une augmentation. AJors^ au lieu de recevoir de nouvelles eaux dans Tintervalle des deut profils, la rivière éprouve une perte.
Les rivières de la craie blanche présentent ces caractères, tte' sont comme les affleurements à ciel ouvert de la nappe liquidé soii-* terraine qui coule dans ce terrain éminemment perméable. Lesvallées profondes mettent à découvert Teau de cette nappe intérieure ; les vallées moins profondes restent sècjaes à la surface; mais il suffit d'y creuser des puits pour retrouver la couche liquide; la pureté des eaux de ces puits fait bien voir qu'ils pénètrent dans une eau Qoa^ rante. Dans ces conditions, les rivières grossissent de volume appa-r rent, do la source à l'embouchure^ sans qu'on aperçoive aucun affluent qui justifie cette augmentation de volume. Telles sont tes petites rivières de la Gbadnpagoe, la Somme, la Soude, < la Goole^ Elles se distinguent par la pureté et la limpidité de leurs eaux «t par. une grande uniformité de régime .(*) .
2&S. M. P. Boileau a fait connaître récemment une méthode de jau^ geage pour les cours d'eau {Comptes rendus de t Académie des meAcea^ 31 mars 1879); voici comment elle se résume.
Soit u la vitesse moyenne ;
V la vitesse maxima, ou vitesse du filet principal;
W la plus grande et w la plus petite des vitesses des filets superficiels; la vitesse w a lieu près de la rive.
(*) W'Documenis relatifs aux eaux de Paris, 1861. Second Mémoire de M. le préfet de la Seine, du 16 juillet 18S8. — H. Darcy, tes Fontaines publiques de Dijon, Appendice, Note G, p. 534 et suiy.
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L'expérience montre que V/ epi un peu inférieur i V; M. Boileau adoiet que le filet» principal, ce^t-à<lire, celui qui a la vitesse la plus gtai]de, est aitué au-dessous dek surface libre d'une quantité aupluségale au quart.de la profondeur. La vitesse uioyenûe u est rompriaes entre W et w; eufmil existe sur la su^-face libre du cours d'eau deux lilets dont la. vitesse est égale à t* : ce sont ces filets que M. Boileau. appelle filHs jaugeurs,. L'observation de, leur vites$e fait connaître la vitesse î4, d'où résulte iaunédlatement le débit,
Lorsq^^e la (Section du cours d'eau ne présente pas de variations trop ra.pides dea profondeurs, on peut déterminer approximativement la positioû des filets jaugeurs par rapport au filet superficiel le plus rapide, à l'aide de la formule suivante : soit A k distance horizontale du filet jaugewr dont la vitesse est W ; l la distance de la rive voisine au filet dpnt la vitesse est W ; ^
onaqi'a entre A, et / la formule empirique
où C désigne une constante. Cette formule, appliquée successivement aucaoa} de Marseille, au Mississipi, et au canal du Rhône au Rhin, c'est»«Vdire à des cours d'eau qui ont, le premier, 6 mètres de largeur sur 4 "\3f7 de profondeur, le second 1.037" sur 25 à 30 mètres, le troisième 14", 60 sur 2 mètres, donnent pour Clés valeurs 0.919, 0.922. 0.926.
Cette méthode de jaugeage ramène, comme on le voit, la recherche de la vitesse moyenne à la détermination des vitesses de certains filets particfftiers.
ANCIENNE THÉORIE
SU. L'ancienne théorie du mouvement permanent des gaz est due à Navier. Elle est calquée sur la théorie de l'écoulement permanent des liquides; son principal défaut est de laisser de côté les circonstances calorifiques, dont le rôle est loin d'être négligeable. L'équation suivante correspond au théorème de Bernoulli. Soit ABGD une portion d'un filet gazeux pris dans une masse de ^'^^- *^*- gaz animée d'un mouvement per-
manent. Nous supposerons que les sections AB, CD, de ce filet soient très peu différentes les unes des autres eu égard à la distance AG qui y. les sépare; en d'autres termes, nous supposons que les filets dans lesquels on pourrmt décomposer la portion ACDB de gaz soient sensiblement parallèles. Pour étudier le mouvement de cette masse, partageons-la
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en tronçons infiniment petits par des plans MN, PQ, np.rwH^x i la ligne moyenne;' nous espacerons ces plana de telle sorte que, dans lu mouvement de la masse, les molécules situées à un certain instant dans le plan MN viennent, au bout d'un même temps très court dt, passer dans le plan suivant PQ. Les Roipta G et G' étant les. centres de gravité de^ dçux sections, Tintervalle GQ' e^t égal à vdl^v étant la vitesse commune à toutes les molécules qui . traversent simultanément le plan MN. Lama^e du fluide compris entre deux sections consécutives est constante dans toute l'étendue du filet.
Soit p la pression moyenne 4*-i gaz dans la section MN ; /? + dp sera la pression moyenne dans la section PQ; appelons w la section de la veine gazeuse; la masse MNPQ pourra être représentée par le produit
^ Ai
— (o X vdL
n désignant le pojods de l'unité de voluiae de gaz sous la pression)) qu'il supporte dans .la .région MP.
Soit ^. la hauteur d^, point G a(u-dessus d'un plan de compamison horizontal ZZ'; z-\'dz sera la hauteur du point G au-dessus tlu même plan. Le poids du gaz compris entre les plans MN et PQ sera n<i> X GG'. Projetons tontes les farces sarla drDîte'GG', tangente à la trajectoire du centre de gravité de la masse en mouvement, et exprimons que la sonùne des comjyosantes est égale au produit de la masse
par l'accélération tangentlelle, -jr. Nous aurous l'équatiou du uiou-
vement.
Le poids Dco X GG' agit soivast k verticale; l'angle de la verticale
dz avec ]» direction GG' a pour cosinus r^, ; donc la projection du poids
dz sur la tangente est égale à Dw x GG' X ^ = nwcfe ; expression qu'il
faudra affecter du signe ^^^ car le poids est motenr si dz est négiatil, et résistant dans le cas contraire, La pression sur la face MN est mouvante et égak à jow ; la pression
DE NAVIER
sur la fttce" PQ est résistante et égalé à pw -f rf(pto) ; la différence (les deat pressions est donc.
i I , - 1 • ^ il'
,;,>..-.:,.. r f.i . ..-'i— tt»dp— fjîc/tb.i ,'■-. " . ■•••
Or le terbiie 'p(fw est' déti-bît par' les' composantes langentielles des / pressions sur la surface convexe du tronc du*côiie MP, NQ (§145).
Reste le terme'— o)dp. '
Uéquafîôh du mouvement est donc
OU bien
h az + -=f = 0
qualion toute semblable à celle que nous avons trouvée pour le niouvement permanent des fluides (§ 57).
L'intégration de cette' équation dans le cas des liquides est très facile, parce que II est constant'; elle conduit au théorème de Ber- ' iinulli. Pour les gaz, n n'est pas const'àtlt • si -l'on appelle 8 la demllé lu ga^parrappùrt àf.air; le poids H de l'unité de volume de gaz ^st donnéf '{ioav la pression p et la température t, par la formule
i\ représentant ^ pression atmosphérique de .760..milUnaètre^ do nercure, et a le coefficient de dilatation des gaz.
Lepoîd^ n est dohné éri lalôgrammes et se rapporte au mètre cul)e.
La teipp^i'^ure % est exprimée ea degrés centigrades.
Avec ce choix d'unités, on a
\alear qtfdn forée un peu, et qu'on prend égale à 0,004, quand il ^'agit 4e l>if atmosphérique, poui* tenir compte de la vapeur d'eau qui y est renfermée.
Poup l'alfi
Pqur rhydrogène^
Pour le gaz d'éclairage et le gaz des marais,
Pour la vapeur d*eau^ qu'oa peat quelquefois assimiler à vxi g^z assujetti aux lois de Marktte et de Gay-Lussac,
Si la température x du gaz réfute coiistante^ II est propoiiiionne) à p, et appelant K un coefficient constant, on aura
L'équation du mouvement prend alors la forme
intégrée^ elle donne
\-dz+ K-i- =0;
^ + 2^4- K iognép.p == oonfitatite.
Cette équation s'applique à un point quelconque du filet AG. Soient ^0? ^0' Po> les valeurs dé la vitesse, de la cote de hauteur et de la pression dans' la section à' amont ÂB; t?,, ^ï» p^, les valeurs de ces mêmes variables peur la fiecâoD'd' aval CD; noiis pourrons lâciire
' ^ + ro + K log nép. po = ^ + 2^1 + K^log nep. p,, ' ou bien
II étant la hauteur du centre de la section AB au-dessus du centre de la section CD, ou la perte de hauteur du filet en passant de U première section à la, seconde.
Dans les liquides, la dépense en volume, ou le produit wc, est cou-
sunt pour toute section dès que le régime permanent est établi. Dans les gaz, ce n'est pas la dépense en volume, c'est la dépense en poids
qui reste constante; le produit Ilwv ou ^ wr étant constant, on voit
•jue pcoo est constant si la température demeure la même, ce que :iuppo^e e^pfea^ément la théorie de Ijlavier; • -.' .
On aura donc, avec réqusttion prëcédenle, Iftrelatioi^ '
Oo peut ttirer 4e là \ ût tonotimt de v^:
Et, substituant, on a une équation qui ne contient plus que v, :
2i5. Cette équation se simplifie notablement pour les applications pratiques. En général, la pression d'amont, p^, est beaucoup plus
grande que la pression d'aval p^, et le rapport 2i— i est une fraction
1res petite par rapport à l'unité. C'est ce qui arrive par exemple quand un gaz s'^écoule dans l'air par un orifice en mince paroi, en sortant d'un vase où règne une pression p^ beaucoup plus élevée
que U preasîon atoioaphérique. On peut alors négliger ( ^-^ \
\ro 0/
vis-à-vis de l'unité. La hauteur H qui mesure l'influence de la planteur est en même temps négligeable par rapport au terme
Klognép. ^, qui mesure l'effet des pressions. La formule devient alors
■ • ÏL^Klognép.S^.
S)it Qj le volume de gaz dépensé sous la pression p^ ; on aura
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Ramené à une autre pression p sans changement de. tempâratui^?, le volume Q de la même quantité de gaz serait
Le volume de gaz dépensé, mesuré sous une pression p constante, est doûo égal k
formule qui met en évidence une propriété nemarquable de l'écoulement permanent des gaz. Si on laisse constante la pression extérieure Pjj, la quantité de gaz écoulée dans l'unité de temps est proportionnelle au produit
.pY
iognéf).î^
Elle est donc maximum pour une certaine valeur de p,, qui rend le plus grand possible le carré de la fonction précédente, c est-à-dire
p,* log nép. Ûi = Pi* logr nèp. po — PiMog nép. Pi . Pi
La dérivée de cette nouvelle fonction^ prise par rapport à p, , est
ijpj log nép. P(ir-2pj log nép.p, -— p,^ x — .
Pi
Égalant à zéro cette dérivée, et supprimant le facteur p^ qui i»^ peut être nul, il vient
Z log nêp. po — â log nép. Pi = 1,
ou bien
lognq). ^|^°j =l=logé?,
e, étant la base des logarithmes népériens. Donc
Po
Pli
Pi = Po X ^ = Po X 0,607.
DU DÉBIT EN POIDS
540. Loi-isque les pressions p^ et p^ ne sont pas très c)Lfférei}te$, loisque par exemple le rapport ^ n'excède pas 2 unités, Téquation
se simplifie d'une autre manière. Au lieu d'intégrer le terme K—
en y laissant p variable, on peut remplacer p approximativement
par sa valeur moyenne, ^^"'t"^^; aloi's ce te^me devient • ^^ et
s'intègre sans lagarithine, ce qui donne
L'équation du mouvement devient donc
Cette simplification revient à assimiler le gaz à un liquide dont le poids spécifique constant serait égal à la moyenne ariihmélique entre les valeurs extrêmes du poids spécifique du gaz. En effet,
à la place de K ^, op peut mettre î^, et remplacer fl par une
moyenne ^ ^ ' entre le^ poids spécifiques sous la pression p^ et p,. On trouverait en définitive, en faisant pour simplifier r^ = 0 et H = 6,
îV _ Po — Pi _ Po-^Pi
%ij IIq h- n^ II ' '
n désignant le poids spécifique moyen.
On en déduit
Cette formule, appliquée d'abord à titre d'ijjprcximation, tt considéiée comme admissible seulement quand p^ et p^ sont peu
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différents, a été reconnue depuis plus voisine de 1 à réalité que la formule complète, qdi contient un logarithme, et qùî suppose dne déteniecontiriuedelMntérièu^du Vase à'rextérieur. ''!' Vi- ^'
. , Ihl. .^eîj expiJrip^îces 4p JilM. .d^, Saintj-Vwftnt c!t.:Wan(z«l, Jes exp,ériç43ces plus ^•^(seutçs 4e JJM»: Bésal.el Mioftry.,»««imf«*ié<iuc
. l'hypotl^èse de \^ détente coqtiaii,^, (B^dmi^.par Nftwûi^, ttîétfiit pas réalisée en , pratique ; dan? towtes les ai)plisAtioiWk on .^dfl^t. qu'un gaz, en naouveiwnt §e compo^-te Cfomm^ , mi liquide .dô là^iwté constante; on appliqi;^e les njômes formules, soit pour Técouleaient par les ajutages, soit- pour l'écoulement paV les tuyaux de côiiàuite. Les coefficients empiriques varient seuls d'uii -éas Ji l'ailt^e. Le coefficient de. cpntractipn ^ la veîn^.gaîieu^î ^,]« partie tfsjinorifipç, ,çn alince paroj, est m piçiyfiJipe ég^l k O^^b.i Ift coeffwifîftt. de
, réduction de; U vitesse à la sortie d'un,qjutaçQ çylin^drique/DufoiWei^ent conique» varie 4e ,0,93 à 0,94^ ...j ■» ..w,..- vh i i.
La formule ^ DJ'±biati+ ôw* de récoiilemeht dès liquidés dans
les tuyaux 9>ppliq,uf , ^j;?JepeRt à> l'écoulpRtpit ^ ga?,;,tej»wie J.
qui' représente le rapport i^^ "7 ■ , peut être! ' àpproxiaiath'ement
, exprimé^^çn riempl^çam. hmï^ par îles hîwiteurs.^ ati£,^qui repré-
seiitentles pteslohà dd gaz aux deux 'extrémités de la conduite.
' Pour les èoèfficiéntâ éï et 6, ils' sont à pfeu'de 'chose près égaux à
ceux^ ^ul correspondent aux liquides, et Ton peiit, en adoptant aN-ec
iNavier les résultats âes observations de Girard et 'd'Àubuîsson ,
" j^i-etodre lés valeurs feontetai) tés (♦) ' ^ • '
■ 1' 1 . • 1 . ■* ' I î •• ■ , .>•'., '"'■•.MI *' ''
. (*) DôA expërièncbà, fâltei à^ariseniisba et îseé/jîar'lesingénfeuredeïa'compa^nie : dagox, dans J^a n9lQe«^ei^ .YlUetto û\ dâSaiûl^Maécléy odruiltf en ëVidM^ IHMIuettce (le la nature de la paroi, et les variations 4u coefflciçmt 6. av.ec J|^ j^^^ 4^, t«ytQ par lequel roBOulcirient arojjèïe; ce qui complète Panalogie des ^ax et des liquides. — Voir Ifes oompues rendus de i*SdCi«é rfe* ingénieurs ^èvil^ ;' nn ^ésuto© des «xpéHeûtie* est contenu dans les Formules, tables et renseignements usuels de M. J. Claudel, 7»4dUwo, pages 625 et suiv.
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248. Quelques auteurs ont cherché à déterminer le volun^e de caz qui s'écouleiait dans le vide par un orifice en mince parpL et ils ont apphqué la théorie précédente à la solution- du,prob]^m^...Ojr la théorie de l'écoulement des gaz suppose que l'écoulement se fait par filels paràllôles dans là section contractée; 'si donc là veine fluide sort librenïeiU «dans lé Hride, isi pi^essiott iritérieure à la veine devrait être nulle Comme te. pression qm s'exerce stir'soii pourtour, ce qui est physlquemeirt impossible ; de'âwté que la formait^ appliquée à ce • cas pwtîtulier m serait pas Ici ffâdoction exacte dd phénomène. On
voit d ai|l,eui;s que faire, j^j=0 dans féquation ~ = Klog nép. -^, c'est. faire r, infinie !. ; , ..
^k^: hùtsque le gst d'éôlaîrage se meut dans une conduite, Il est, comme^'on' vifeût'dé* le 'dke, ftssimHable à uti 'liquide en monVeïneni; Mai$ tel li'ôst |ias l'état ordinaire Mes gaz dans les tuyaux d'une distribution. On peut a*en èonvai'ncre en exatniînant le peu de varia^ioo qo^e . subit le régiflae de l'écQulern^nt d'un, bec lorsqu'on ouvre un, deux, trois, orifices aux environs du premier.
L'éedéWmeUt' des Wquides, dans de feemblabTe^'éôhditîons, sorait I influeqc^ P^r .le? d^riyaiioqs qu'on îérc^ifr subir m courant aliuïi^utaire; récoulemçnt des gaz est beaucoup moins sensible à ces iii(laenaes,,jdu iboiTW emre des limites' étendues de pnessîoii, et révèle. ainsi da-ns la conduite, gazeuse ce, qu'on ^ .appelé . IV^a^ de réservoir. Gela tient sans doute à.lo.. faiblesse,. prd,in;^Vô| clés pressions développées dans les gaz d'éclairage, fciblesse qu}, correspond d'ailleurs à la petitesse de lu densité. . , . . , . /
M. Giroud a reconnu qu on pouvait . j)rpfiter de cette cu'Qonstance pour régulariser l'écoulement des gaz, et rauiener sa pression, aux environs de l'orifice, à nue limite sensiblement constante. Cette constance, de la pression a l'avantage d'assurer ta constance du débit, d'économiser par conséquent la dépense de gaz, et de maintenir les âim^nsiosi^ et l'éclat de la flftmme^ tout en prévenant les excès ' de débit (jai aé?èlop][^éht bealucoup de chaleur sans produire beaucoup plu$ de luaû&ret Voici la description d'un des appai^eils d^e M. Girottd. ■ ' ' ■
ùi
APPAREIL GiROUD.
Le tuyau AB qui amène le gaz, débouche eu B sous one cloche G,
renversée dans un liquide, la glycérine par exemple. Le dessus de la cloche G est percé en D d'une ou de plusieurs ouvertures qui lais- , senf |)£U!to ilé ^Àzki U se rend sous une secoode cloche F, qui est fixe, et dont le sommet G est T.pen:^ 4'iui odkficei tirtttlalrë, taui oiUreu duquel s'engage une pointe conique H faisant corps avec la cloche G.
Cela posé , si la pression p OTgffietite sous la cloche G , cette cloche se soulève en même temps que les orifices D débitent davantage ; en se soulevant, elle engage la pointe H dans rorifice G, ce qui restreint d'autant plu9 la se^^oa n^ttQ. deiqet.oiri&e, et tend par conséquente réduire le débit.
L'appareil est disposé de telle sorte, qu ilr agit comme un treio lorsqijie J^pr^ea^ionja^ri^we «iigmentâ* eti qil'i> bitomei audontpâîre récouleme|[|).quand;^Ue diminua . '■\ : l ;> •
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CBAPITHE II.
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25D. La .noiiTeU«> théorie de l'écoBletoent des gaz est fondée sur les principes de la tliéorie mécuiiqaede In dadter, principes ijoe D0U8 sUaas rappeler sommoireiBeiit.
Ob appeUe ckaieur spéd/i^ la qaairtité de chalenr nécessaire pour élever de !• eestigrade l'unité de poids d'un corps. Les physioeas ont depuis longtemps reconnn qoe cette quantité de chaleur n'Mt pM la «ême pour les gaa snitaiit jœ, pendant qn'on les échauffe» on maintient leur volume cooMant, c« qui donne lien à une augmentation de preasion, en qu'on les laisse se dilater de manière à laisser la pression constante. Dans ce second cas, on remarque qu'il faut une plus grande quanllté de cMeor qoe dans le premier
En même temps, le gaz qai se dilate sous une certaine pression constante accomplit un travail extérieur qtri a pour mesure lè prodmt de la presâon constaiifte par la variation totale du volume En effet, lorsqo'im certain volame de ga^, sous la pression p, recoii on acoroiaseBient de volume rfV. positif ou négatif, te travail des P«8«oB» normaies exeicées par te gaz sor mi élément plan de son eoTeloppe, i^obiient en moftipitem la pression totale «w oui 8 exerce sur cet élément, par le déplacement normal d<r qu^l subit U travail élémentaire produit par l'élément considéré est donc
I> '. t ' il.. f \ / ' ] J
MO , TRWAIL
;>wrf<T, quantité positive ou négative, suivant que le' oéplàcement rfo" est dirigé vers l'extérieur ou vers, l'intérieur. Le travail élémentaire total dû à la déformation de la surface terminale est donc IptùdiT^ ou plu)d<T, puisqiie la pression p est supposée constante ; la somme ï est étertdue à' tous les éléments de cette surface! Or lâ somme ScMfff est le volume compris entre les detit^Odi^cMf^'àdoces* sîve^ de l'enveloppe, en comi^tkn<ï>osîtivetoentte3-pttrtî€8 ajoutées, et négativement les parties réti'atichééSé ' Lé travfiâl^lémeiit&ife total est égal' en définitive au produit dfe îar 'pirte^bn 7) parla' vidation de vohime rfV subie pat là masse gàzeu*. " i - '"> ' ' - -.:
Lorsqu'un gaz reçoit un accroissement die vôluihe fini, sôhis'aae pression constante p^ le travail total qu'il accomplit dans sa dilatation est l'intégrale des travaux élémentakes />cfV, ce qui donne en définitive j9(V, — VJ, ou le produit de la pression constante par la yariation finie du volume.
251, Désignons par c^ la chalQÙr, sp^ifique.d'^n.ga^Z.ài volume constant, et par c ea chaleur spécifique ,k pressjon constante; et 94ioçttQns pour BimpliJ^r q^^ 1^ i^Qm])rea c^ et c reste^f constants pour les gax, quelles que soient les pressions et Içs teoipératures. Prenons un certain poids P de gaz à 0*, sous la pression/); pour élever la température de t dejgrés centigrades, il faudra introduire dans ce poids de gaz une quantité de chaleur égale à P^^^t, si 1^ volume reste constante et égale à Pcx, si le vtihuiie s'accroît de manière que la pression reste constante. Soit V h ^oiainé de ce poids de gaz à 0*; ce volume deviendra, àx degrés, V(l-f ax); il se sera donc accru de Vax, et par suite le gaz atira 'développé; en changeant de volume, un travail égal à p\ax. La quaûtité ée thiJéur Pr: qu'il a reçue se décompose, d'après la nouvelle théorie, en deux parties : Tune, égale à Pc^x, est employée à élever de x degrés la température du gaz; raiitre,égale à P(o«^Ci} x, est employée à produire le travail extérieur /?Vax ; et il existe entre cette seconde partie et le travsdl produit un rapport constant, de sorte qu'on peut poser, soit
P{c— Ct)txE=i?V«T.
DE L'EXPANSION D'UN GAZ
E étant. un nombre constant, appelé ï équivalent mécanique de la chaleur^ ;Soit . • • »
i>(e-c,)t'=Ap'Vat,
1^" i''-|l;'-: ' ; M-I^ir^ '! :■ ;; -: ;.|: -.,.... . i- , ;,,
A étfipt un, au tre nôtnhre constant, égîal à = ^ et .appelé Y équivalent
calmfique^dtitmv^iti -»' -.. ^ . -f .. ;. •. ., ,, , . •.,..•..
fîe8^ éqirtâio»a pi)$céçlwtP3 'W itire. 1«b valeurs 4e E et de A; 0hsei^onS'quele;p9if3|9 PduwJh^me V (kgazpri^i^z^^^ degré est Je pi^ttit de: y par; la poids, spécifique du gaz à cette température. Désignons par n ce poids jjpôciÇque» jaupprlmpos I^ ^ctei^s con^munaV^et !fi*et.a('îFiendra- ..;.,..,..
ni
'^'^S'^'lïtc-c.)*
Le mètre cube d'air à la température^2évcl^'et>bo«î&la:pi0essbn Dormale de 0",760 de mercure, pèse i ^,299. Faisons donc n = 1 ,299. îfous' rfèV^ôfas^^faïre'')) il= 10,380* kîîogramàaès,' ptéâëîoïi l[)ar toètre
mëtrié ont donné
.ïeU0,esk,|ATJiJeî^r.4e:l'^iYal^^ la cha-leur; une
e(i/(^i(fOpJti^.q^anU|é. dp cireur nécesasûre} po^r ^lever de l*.centi-
... ir ',1. M. . -, 1^
température détermioée; à léro du thermomètre centigrtàe, on t ^ ==:—.' ft étant le eocfficiaot ooDitant de It formule pYscRO, que noua établirons dans le paragraphe lul- ▼anl, DoncB=-5— (VolrgïM). '
grade 4a tanipawiftit^iJcfttB lUttcig^EwpuQer id'-cnd; éqpiêmuisttitnmd mécaM()iiei représenté par A&S'rkUogrimmètrBAi,; ^ par^l'élâiflitim d'an' poids de tôS kitograminesiliiiii mètre'iderfaauteutû.i: i :-
On obtiendrait iiiiniême valeur* de £ en :t9éraiit*6UF.i^^^^ Ce nombre £ est une oonstante absoUie, îndépendaiite de la nature propre du corps qni sert à/h j^ëterjyainèr^ ^ il est sise de démontrer que si ce nombre £ n'était pas rigoureusement constant, on pourraît« en employant deux gazi el eit âii%eaat cpnvenaUiem^t les transformations de chaleur en travail «t dô travail en obaleur,; tféer du travail sans m d^mserh ce qui ^t contraire aurpiteeipea fondamentaux de la mécanique.
252. La théorie mécanique de la chaleur se résume, à proprement parler, dans la proposition soivaaterliaqiianDité, Q^ de chaleur tom'* muniquée à un corps quelconque se divise en deux parties : Tune, q^ est employée à élever la lempéralure du corps d'un certain nombre de degnés ; l'autre partie, Q^-j^^^est absorbée par la travail mécanique correspondant A la "varialim de MoAume du 4EoifB nki à son change*^ m^t d'état, et prodiût une ^^ntité de travail égale k (Q-^^)E.
S'il s'agit d'un gaz permaaent pour lequel il n' j a pas de changement d'état possible, tout le travidl produit correspond À ia variation de volume, et se mesure par ime somme d'éléments de lafcfmie pd^.
On peut donc poser
ou bien
La quantité de choeur t} communiquée à un gas i/entre^kmc pas toujours tout entière dans ce gas pour en accroître la température;
il en est ainsi seulement quand le terme ^\j9(/Vt correspondant au
travail extérieur^ est nul.
11 est facile de déterminer la quantité de chalem* interne q^ contenue dans l'unité de poids d'un gaz dont le Yolame Vet htpressioBfi
sont ooiMiiâL liso^k d'otebirecqiie;; dépcoMldes^pi^^ eC^Mim6'laj|Qm|)ér»tare Tie8t<ex|nimâUe.eiifbnetkm.de/»el;d^ Y* q est, en définztlfdv iiiiexffllBiiieiQnctkHiidea ^amt Vtti^bled.p içt ¥,< da^il^^qaeironipeÉit^.pkiipeiTd'dDfi inan^^
' Cetfi^iéKioation, jointe à f équation de Mariette €t de 6af<-Lussac^ penfieide détermitier ïa; fônettcm»^ le;^ iQid 'de- fttoioue et^ de €it j^LÔssâe nocid deànent
pV = K(i+«),
é<|BAti<iD ^lu^ 'pettt écrire >de la maaiàre Sttwoate 4
frVsal&ihi^-T^ «Hé.
ft est. la tçmpôratore en dâgrée leentîgraâeSv mmuFée à
partir du degré du thermomètre ordinaire, qu*on prend pour zéro
^bsohà dass Ja théorie mécioûgiie de la chaleur. •Oq aunadonc
et par suite.
Gela posé, supposons que Tunité de poids de gaz reçoive une augmentation de température de (k ou de c2B, sans que sa pression change. Il faudra pour cela lui communiquer une quantité de chaleur ^(da à ckA; jnais U n'en reâwdra mus fonue de chaleur qu'une ({9aDtiié.4g^c k e^db^ le reste étant dépensé pour la production du travail dft & la £latatian* L'élévation de température correspond donc % un accrcnssement de chaleur égal à CjâQ-/et, comme dans ; cet accroissement p est resté constantf nous devons poser
dV.
4^. . IQfiM/HOR 1 ffNTEHNEi ' '
Mais l'équation ,Mi;::i"îM
pV = RO,
difTérentiée en laissant p constant, nous donne
}. ' , ,,f ,i\ M l'in'î ,1 .1 M 'VJ! '11! l'iÎMJ '1' •■•"! > •*^' VH'îf'i'l» J'..l
I M n;''i« t '* ,-'. î^- ~i : .. .;»'./'•(•'••«•. . »i .ii »» Jii u^^
I ' , ■ Il
Donc, en éliminant le rapport -Tg,
et enfin
dY■"|l^•
Supposons ensuite que l'unité de poids dû gaÉ reçoive une augmentation, rft ou yO, de température, son volume V restaint constant, et sa pression variant en conséquence. La quantité de chaleur qui lui sera communiquée .^ra-.CicAi et. eile sera tout «aUèvet.eiaplojfée à Félévatiop d^iai.tea^pérat|ure. . . . .i m i j . ^--^ ♦...!/ tir •> .
La différeptieUe liV e3t nuUe ida^nsi cette seoonde expéii^ii^iiâtipac
SUUe> . .,.. . ; i - . r ' . • , ! ..i 1, ' -; 'l . il. / '?. . ^ •' -, I". ♦ '.M 'I
' /In
• • •■ , 'UiiiOtti ^ i2p»'*. .' ■■'.'• .' t'i''
M^8 ,Véquation>j9V =« Bfi, dîffiirenUëe eaiaiasant V constaatt» .^oiiDe
Il' ' ' * 1 ' î • « ' *
vd/) = Rde.
I . ,im; m
Donc
' dp
et
Noua connaissons ainsi les expressions des dérivées partMles de q par x:âpport «ux variables V et p ; multiplions la pr^aiière par dVy la seconde par dp, et ajoutons; il viendra
|idV + ^dp = d</=^(pdV+Vdp) = g.d(pV5=§(î(R0)=Me.
DUIf CiZ'fBRHANBKT. të^
t*t intégrant, .•*' • .;"'. ' •• •"
g = c, (0-^60) = c,(t — To).
..f.'Ti ; ..<.,! . • iM'. ■'. .; ■'■ ;■ r •» *^ ; ;■ '.'
La quantité de chaleur interne fixée par l'unité de poids d'un gaz Jont la température s'élève de t — t^ degrés, est donc le produit de cet accroissement de température par la chaleur spécifique c^ soyis volume constant.
Un gaz réduit par la pensée à la température du zéro absolu, c'est-
à-dire à , ou à— 273* du thermomètre ordinaire, ne contiendrait
ot
plus aucune chaleur interne ; on prendra donc pour mesure de la
quantité absolue de chaleur interne contenue dans l'unité de poids
d'un gaz, à la température 0 degrés, Iq produit cfi de la ch^^leur
spécifigue par le degré thermométrique compté à partir du zéro
absolu.
256/ IljPéduhe des ^ncipes précédents qu'une tnaàise degaz qui varie de volume sans qu'on lui communique de chaleur ou sans qu'on- hii^en* enlève; n nôcessaiï'ement une leuip'éfature variàbîe; •
Pour évaluer cette variation de la température, supposons qu^ôii communique à l'unité de poids d'un g$iz une certaine quantité de chaleur, de telle manière que le volume reste d'abord constant, puis que ia prdsfiton reste ooBstànte, le voluiïie subissant la variation ' correspondante. Pour une élévation de température d^\ la quantité de chaleur introduite dans le gaz pendant la première période est
c^d^ = c^:^dp; pendant la seconde période, la variation de température, que nous représenterons par dff\ suppose qu'on communique au gaz une quantité de chaleur cdff^ = c ^dS ; en réunissant ces deux
quantités <le chaleur» ob voit qu'il a fallu communiquer au gaM la quantité totale de chaleur, t/Qi représentée par la somme algé^
brique
4». FOWKJtE ^e/U^rvAOE-
Sa température s'est élevée de dV + ûÎV'. Si donc la quantité de chaleur fournie au gaz ou perdue par lui est nulle, on devra avoir rfQ ^ 0, çt, par.^uite, ,..,,. ,
CjVdp + cpdV = 0.
Divisant par Vp»
Donc
ou iioa
et enfin
C- -*- + C -rr
<^ilogp +. clog V = conft. =;cj logp^ + Pk)gy4>.. .
lit 1/
V^ etftf étaai le vplume inûtial tdagoz, et laipressicm correspoQ* d^tew.
Cette jComiiale a été donnée |Mmr la première fois par Laplaèe dans le li^e XII de la Mécanique céksée'; ie eaknlsur lequel elle repose n'emprunte xien à la iiouvcine Uiéone de la ohaleur.
n y a ^n méoie temps production de travail, puisque le volume
c'y du gaz a changé, et ce travail est mesuré par Tinlégrale \ prfV; le
•... « vV^ ,
tnavailin^oduit conro^poiid à la. perte d'une partie de la cbaleur nteme du ga^; pr c^ette perte est légale à Cifto'^'^)» t^ désigna"*^ 1» température initiale, et.T la .tempécature finale de la mea^egaeeu^e» De 1^ ré9ulte^ l'égalité
qu'il est aisé de vérifier (*)«
(*) V. Théorie mécanique de ia chaleur, par M. Ch. Combat» p. 56 et soir.
ÉCaïTLBMBÏIÏ lOËS G\t.
ippucATion m u ib&ohe de il chaieub xv TÊàitmmÈm-ias^ièZ.'
25i. M. Je Professear Zeuner^ ;de Zfljjicb, a, le preoùer, appliqué 1^ princ^es de la théorie iDéc^iguë êe la chaleur à t'écoulemeot dfô gaz et des vapeurs, et a exposé Ira résultats de ses redierches dans un ouvrage intitulé : a Das Looomotiven-Blasrohr » (Zurich, 1863). U. Combes en a donné un résumé dans son « Exposé des ■principes de la théorie méeanîqne de la chaleur (*). » Nousauivjons ici la marche indiquée dans cet ouvrage. Soit R un réservoir indéfîiù çoptenant un fluide quelconque sous tyie pressioi;) constante p,; on peut supposer qu'un piston mobile, A, se déplace de telle sorte <qaÉ la pression : nfCdrieui* p, -reste -oonManle malgré féoot^eBKot du fluide. On ooire en «A un Mifiocy atufoe) nous sappeeei«n8 %. GxvaB coArtÉnblè pour évilBr tonte «mtraofion à la «drtia, da ione<;beT6mQ)eBieDt dasslaneotion ' oA sa fera par filetH puallèles normaux i cette aectitç^. appelons p, la pression qui règne eu dehors du vase et qui s'eserce sur tout le pourtour de la veine, ainsi que dans sa section ttansversalé. Le m'oulpement pérmantnt étant supposé établî, il sort par Forifice une quantité de fluiide égale en poids à celle que le piston A déplace en avançant S'niit eârtaine longueur. Soit donc P le poids de Quide qui sort par l'orifice dans l'unité detemps avec une Titesse que nous représenterons par «.Considérons le système matériel formé par le fluide qui est compris entre la face MN du piston A et la section ab de l'orifice, et suivons-le dus son mourmenl pendant liu temps dt infmiment court; le piston A s'avance pendant ce temps d'une certaine quantité Mlf , la face MN vient occuper la
nPuli, ISBT, p. 11»et«UT.
4^ ''THÉOKiÉ ^ •
poids commun aux deux masses gateUlâëi^ 'M^I^-M^ 6t ^éf^io*; A^li-^ quons le théorème des forces vives au système fluide dans le passage de la première à la seconde position,^ -
Il suffira de retrancher la forcé vive de la masse MNN'M' de la fdreeivïvr de4a>iQlis80 ^tAW^mos tem^fOcmp^d^ l^^mf^ssç^^^ifir^édihii^doiit kfopocjyite éstégaleitfUKideuX) (^pogoesy^i^idi^^v^Ur^ dans la: diff^epde; la vitesse'. dp piston .^(aot d'^^illei^r^ J>|3auGQup ptas^&ttble- que GéUedm gàz .àJa^oriiei oii/p^,sa>bprqer i p/reiiid]:^ la( jEeorce^ iri/veideflb xa^BJS^^aWaUtA.j^ds^à^if^^ et'lal?iteâsè^t;vi^forc&-vive'est^ • ■ , •., ,.-. .:/ , ■ ;. ...j, . j,,. . ,.,[..;,; ,; ^
'•• > ''-Hm»'»^ i.i -ij; j >K. 1- .■.r-»-; .'•• - \r\^ ■ j. >î)!;.('» •)- .•> r. .,*■ ,t. . / •; ^^ -•»!• •.:> .-în ^,f. .;/' .vji'.., f ., •' 1 „., •. , -. .-.'.j'j', f,f. f /,,^ ,^:. I .
]ÇUe est &de jiu double du travail des forces jupt^rietireà et' exté* rieures qui agissent sur le système matériel. Ces forcés sont la jpesàiiteur et les pressions. » - •
Le travsdl de la pesanteur^ '0e /réduit ^au transport du poids fdt de la position MNN'M' à la position abb'a\ ce qui donne un travail
égal à .'\ * • ,\ ''" : "-y'"', '."■ ---y' -«'i! -^-1 -i';:^ :-"'?i'; ^-u-/,'') of.ï^ii:-.'!.! .
H éta»t la* hay^çuf vç{;t\calev|lu çççjtre #..g^fyit^,jju jgiistc»/ VN audessus dû centre de gravité Ae rorifice* •' v ^
Le travail des pressions s'exprime par la somme de plusieurs termes. • M'ï-^^n :•. ^r/ii» .lo .u<i .,
1® Le piston A exerce^ sur Jle ga^ une prççsion égale à p^; le déplacement du piston, r^préscpife ,jJoftc' un; fravaîl moteur égal à p^X (volume MNN'M'); soit D^^ le poids spécifique du fluide soi^ % |»iôsâ(tti''2»'^V'^^d8|ns ^éiCOndftioiiB'âèteoQigâfeftprei'OÛ ce fluide se trouyeji. Fin teneur dp^ré^erym^ le vohiiqe .^N'M' ,sera ég^ au;R9i.(j^B,Pd^j.divi^ p^^^ !?^^ ff^? je , tçayaU a<xo^^
; PqX Pdt ,
DE M^.^ÏBWPR. m^
Î^Eiïfifï,11'ïatit tentt^-côtttpte des traVaui-cte» forcés ibté?iwiîes*î Pùuf'l»*Vâlttèr,^ tottsigéPKMîô léiptoldg^ de fluide epdrf échappe; dit va^é' peteiiaïït' lé tàtoii^ di. C«t6 quantitô de ïluide;^ qui était àJ^ pressîôTi Po dattà'le'rëô^vdlr^^dOTfc'scRisla presÈfion p^; la? pressiim a deinc va^é tfoiwft^ tiwiûîèré continue de p^ à p^ dàœ. le passage de l'intérieur du vase à l'extérieur, et si l'on désigne par V le. volume occupé sous la pression p par l'unité de poids du fluide, ce qu'on peut appeler le volume spécifique^ du gaz, le travail correspondant à l'expansion de ce poids de gaz, sera représenté par la somme des prodmts ydV, dont chacun correspond à un nouveau degré de délente ; le travail des forc^ intérieures pour le poids Vit sera, en définitive,
xipdV,
l'intégrale étant prise entre les limites de pression p^ et p^. Nous aurons donc, en réuniséafit tous ces travaux, l'équation
ou bien, en divisant par Vàu
y Pour appUquer> cette équation^ il y a plusieurs cas b distiiiguei:*
* 255. I^'Cas. — La densité du fluide reste constante. \ Dans ce cas, on a n, = Do ; de plus, dV = 0 ; car le poids spécifique étant constant, le volume du fluide qui a un poids égal àTunité est lui-même constant. La formule devient
»••' ►■ ; . -r.ii :- '*
C'est la formule obtenue pour 1§^^ liquides. Mais elle peut aussi s'appliquer au gaz ; il suffit pour cela que les drconstances caloci- | fiques assurent la constance du poids sjpécifiq^ue. Çr on a en général féquation*
pif = R«;
Si ¥ est coDstaat» on ausa, en diiSârentiaiit vins foîve yuvbz ¥,
Donc <A = •=rdp^ équation qu'on peut intégrer, j^uisque Y et R sont
des constantes ; on obtient donc
•f — ^i = g(Pa — Pi)» " î "*
et le gaz perd, par suite de Técouleme^t sa|[^3 détente, une température (8^ — ÔJ prôportionnielle à la différence dès pressions à rintérieur et au dehors; cette perte de température représ^ite par unité de' poids une perte de ' chalWur interné ^gale à Cj(ft^^flj;:qui équivaut à im travail E^^(fif^ — OJ," utilisé pour Técoulement du gaz. . ^ 1 • ^ ;
Cet aiMaaèment'dè tétnpératufe d*un gaz quf s'ècouIe avec grande vitesse 69t sensible dans FexpiSrietice de là marmite de Papln : la va^euor à' haute pressioit : qui sort dans râctjoïèisrpfaèré baissé léfl^ent detempérà!feure,qà'ou peut sans is(e brûler plonger la main dans le jet devapeur là quelqotof distancèderorrficé, tandis que la vapeur à basse pressicm conserverait âaUs' les mèknes conditions une température asse& hMie péur attaqfoer trte pifôfittMiËiiiéat les tiBScud érgaciqaes. De même, la bouche souiSe froid ou chaud, , suivant <)ue jie courant d' air produit est vif ou lent.
Cao. La tenyoératurê du gaz reste cansianêe
Dans ce cas, le produit jdV est comitant, et par soile' le rapport
DE . iJm>V hmSST DUW: )CfiŒ.
l-lîf
^ l'est aussi ; donc ^ — ^ se rèduU à z^o ; et Ton a amplement
Mais l^quatioîî pil = constante cloûrie
-r - j-.-it
pdV = -Vtfp.
JnS
Et, remplaçant Vpar —, il vient
G^ = - Ç. ««X f . =, - «« »og nép. J;= R» log^aép..^.. .
Donc
qu'on peut écrire
|J=H + R01ognép.&,
' it
; ■''■■•|=ïî+p„tj6éhêi;/jî=H+giognép.&; ••- •■ '
¥, «ant le volume, occupé par fuwté de ppid8!dtt;ga2»«oa3j8 pres^ sion ^,, du réservoir et & la, tfaaJB&atpre- cçpsUp^, «fc II, .lè..p<)«b spécifique, inverse du volume spécifique V,. . Cette formule, ,e»t Véguati(m,dç,%y;iw,„é^hlie„,qn ,1e acût, ftens l'hypothè^ dupe température.. consuma. Pov qu'eue qoit appln. <=»^^.,^^7*,'î*i<ff*o° ,foun;ii9s© au.gaz. uoe,qua)î«té,de ahftieur qui n^fl,«"?P.?? t<?a|p^éf;atqre >, un degré fixe, . malgré rexp4î^ion : de . son yplume. Çh^q,ue.uiMté (^eijppids. du g*jr passant dp volume Vi,, correspondant à la pression ;?„ au volume, V,, .correspondant 4 lai pression ';>i, suppose la dépense, d'une, quantité de, travail ,égalaji
iÉlog- néi).-'ts,o'est4i-dire d'une Quantité de chaleur égalé à
Sî'déntt onflne fmit^nît'àû' gâz' aùt'ûrié éKâletir'êtoàlîgferè; ei' qu'on
leur interne, la formule de Navîéf 'n'e^t'^itfâ'apT[)lfcàî)lè.'' '■ '"*^' '^
257. 3* Cas. Le gaz^ pendant Fétoulementy ne reçoit ni riém^^i aucune chaleur. Dans ce cas, nous avons vu (§ 953) que le produit pV* est con-
stant, k étant le rapport des chaleurs spécifiques —, rapport qui est égal à 1|,41 pour, tous le3 ga?^. Posons donc. ., , /i
pV' = 7»,
w étant une constante, et faisons Tîntégralion
nous trouverons
1— ^• (>fc— 1) vt»-*)
et, par suite, entre les limites V = V^ et V = Vj, qui correspondent aux valeurs p^ et p^ des pressions, on aura
On a de plus
U^ — Fl»l— yt-, — Y ,^.
et ^ ' '
Substituant dans l'équation du mouvement, on trouve
DE LÉCOVi^PJ^T D'UN GAZ. -^P
rt
ifc— 1 £^ C — C|
Mais nous avons posé '(g* 28i) l^iéqtiatioâ duîtahtey ôùÉ âéà%ne l'équivalent mécanique de la chaleur :
Dans cette égalité» Jk(,repr^s^e lè yoLum^ ap^ifique du gaz ou Finverse du poids spécifique D, sous une pression p égale à la pression atmosphérique, et à la température 0^ du thermomètre centigrade. En général, pY = R6; mais ici la témi^érat^re-i^^olue B est définie;
elle correspond à la température t =- 0, ou 0 =s - . Par suite
et
On peut donc remplacer c— c^ par ^, ce qui donne «r— — = —
' ' il ; » A — 1 R'
La différence 1 — ^^ peut enfin s'exprimer par le rapport -i^^. En effet, régaUtfe ;
peut s écnre On a de plus
os
434 ÉQUATION DE WËISBÀGH.
Divisons membre à m^aobre, il viendra
Donc
V fc-t A
et, par conséquent»
Remplaçons» dans Véquation qm donne ^ , p^V^ par RtJ^, , /
par-^, et 1 — r^Vr par -^-â — ^ et nous obtiendrons l'équation très simple
Cette équation a été donnée pour la première fois par Weisbach.
259. La vitesse s'exprime donc en fonction de la perte de température, de la chaleur spécifique à pression constante c, et de l'équivalent mécanique E. On connaît c et E, ce sont des constantes ; la première, c, varie d'un gaz àTautire; la secoi]^.e est une constante absolue. La température t^ du gaz à Tînièrieur du réseryoîi-* peut être supposée donnée. Si Tott veut calculer la températttfe t^ à la sortie, on y parvient au moyen des trois équations
PoVo = IlV
PiV. = Re„
' Éliminons entre ces trois équations les volumes spêdfiqQes V^
et Vj, il viendra
R* 6/ R* Ot*
d'où résulte
VITESSK DE L'ÉCOULEMENT I) UN GAZ
et, par suite,
' = iff-
/• - • 1 Le nombre k étant égal à i ,41; k — 1 est égal à 0,41, et — -, — =
On pouiTa donc déduire la température Q, de la température \ en fonction du rapport des pressions. La différence t, — Xj est égale à
.. fi._o.puà«,x[i-(|iy''*']
ou enfin à
de sorte que la formule définitive devient après ces modifications
260. On trouve donc trois formules disti^ctea dans les trois cas particuliers ^w PQus avons examinés. Nous rés^iunerons les résultats obtenus dans le tableau suivant, où nous kvow abstraction de la hauteur H, que l'on peut presque toujours, négliger quand U s'agit d*un gaz.
•M (.{/ / .. VJTISSB'
="T*itesiss5=5aEtéaBPa:^t+t
l**- cas. Densité constante.
i.fipi ,■111 niAf y f <^i p , , , ,
MifèiCirrllMtteaAE.
'i* ca8.Températurecon8tan te.
3* ras. Le gax ne reçoit ni n'émet de chaleur.
0, ch.'ileur spécifique à fivfssJoB ûonMniite. .. ;
; ,^6»xyi«s.
. -CIRCONSTANCES CALOIIIFIQLXS
' ' . '•'•']';*•- (in I ir-
abaissement de températHi égala
gCPo — Pi).
VV volume spécifl'qur.^ "^' "
•J • ';"■ -| /'!(■ ■ \\\ ir.i,;
1.e ^t âblt reee^bTi* ^c^ilîilib rieufrVPe «iffia^ijrjè.^ chaleur ég^^e, par unité de potttè,*'- ■•: •'
- ^ log nép. ^.
î', < i«,< "1. ■'»*fi'
..J^çs. trois formules donnent à très peiiprSs les' llôêitteÉr'^aleors
pour —, quand la diflérence p^ — />j est petite par rapport à/?^; si,
au contraire, p^ — p; eèf comparable à jt?^, tes résultats des trois foruiules diffèrent notablement, et la troisième est,en général, celle qu il faut préférer quand on laisse ungàï sîôctmlerbaiiôki cémmuniquer de chaleur et sans lui en enlever. ; • ^
2(5ÏÏ M. Zeuner a aussi appliqué les. principes. de 1* tjbjSor^. ïôécanique de la chaleur à la quesiiofn de TécouleBiânt d«i9 v^p^r^. .Les ' calculs sont plus compliqués que poijir les gaz pûrinuon^i principalement* *parce qu*oû dofit tenir coûiptiB de ia proportion dlea» contenue à l'état liquide dàtis Tunité depoîds de v^peur^priaimmsla pressiôii Po ^^ i^ésërvôîn Gfetle proportion vlMûeaTec la*pre»sîon fctla température' dùinélange. La chaleor spécifique d'u0e»(vgfpi«rJ|'est
pas non plus constante; elle varie av€C Ift températuia Oftjfti^pte
DE L'ËCOULEMeNl i DES VAPEURS. M?
pne moyenne entre ses valeurs extrêmes~pôursîmpllflw tes catenter Si rôn supposé qu'il n'y ait ni chaleur reçue ni chaleur émise, on aufàréqualioû
q^ ci ç^i^^nU^s çhaleiirs internes emitemie^dans l'unité de poids de Vjf^eui^ aux températures et sous les pressions où le fluide se trouve aioceflBvveQQy^t ds^is lar chaudière et à la soirtie.
L'ttoité'dè poids du mélange fluide, pris cous la pression p^, lenferme un poids m, en; vapeur, et un poids ^ — vn^ çn Ça" liquide;
si r^ est la chahur de vaporisation du liquide à la température t.
de la chaudière, on aura la formule simple
Si la vapeur est $èche, on fera mj>=ï=l; dans tocs le* cas, le rapport m^ est une des données de la question. Quant à r^,, ce nombre & .^é déterminé par . les expériences de Regnault, qui l'exprime approximativement, pour l'eau, par la formule suivante
oJÈidTOpnéseùieia chaleur spécifique de l'eau liquide. M. Zeuner fait en moyenne c = 1,022 A pour l'eau, souslejj teçopératyres qui correspondent aux hautes pressions de la vapeur, et c = 1,013, s'il s^agit d'tttte bbsiM presênjOQ, voisine de la pressîoa atmo9phéric|u§. Des iahles» dï:^eâiées les unes pas Begns^ult, d'autres par* M, Zeuner, L)idiqif60t^lB8 preasioDS 4e la yapeur si^turée ^ fonction de la tempéraitiite^ et fqnt oûnnattre . \ et t^ en fonction . de p^ et jp,. On ^ïdttknatt donc leus les éléinents nëcesi^aires pour çs^lculer la vitesse J6:la'60Ttîe;â'un jet de vftpeurpar un orifice. M. Gla^sius et M. Zeufief^Wt'domiéiaiMqîiuneibriaule qui fait connaître les variations du titppdM m du poidiEk* de vapeur au poids du mélange de vapeur c:
VITESSE DE L ECOULEMENT DES VAPEURS
d*eau. Cette formule est
2!p-2!p=clognép4
€ étant la chaleur spécifique de Te^u liquide (1^022 A ou 1,013). Au moyen de cette formule; on pourra calculer le rapport m, en fonction du rapport. 77i(^» iBfoail Mt «Vfp096 dpi^k^ et/dâg( tei^jp^ures (j et \j et voir combien d'eau fiquide se transforme en vapeur, ou combien de vapeur s'est transfonnée en. eau liquide pendant l'éoMleioentr
;\"- ".""■";'■ ctàmt m:""' ■'■ • ■' " ■
imiCJiTîONS B« LA TffÉOWE DU MOtrVEMEWriWBS GAI.
GHElGDf M FER ATMOfiFHËRIQDe.
962. Comme esemple de T écoulement des gaz, bous étadierons le mouYement d'un train atmosphérique, mais nous supposerons qu'il s'agisse d'un chemin de fer souterrain, et que lelrain soit renSn^ùé dans le tube d'aapiradon ; on supprime ainsi la diiiiculté qui consiste à rdier ensemble le traûn et le piston mobile. C'est dans ces
conditions que le système atmosphérique fonctionne à Londres et à Paris.
Soit AB le tube pneumatique, dans lequel une machine placée en 6 ^' *^7 • produit une aspiration ; le train con-
A c B tenu dans le tube occupe, à un cer-
tsùn moment, la position C ; la cloison C, qui forme la tète du convoi, est donc sollicitée sur ses faces par des pressions inégales, et la force motrice F, qui entraîne le train, est la difiérence de ces deux forces.
En général, la force de traction nécessaire pour communiquer une vitesse de u kilomètres à l'heure, à un train pesant Q tonnes, et présentant une surface transversale de S mètres carrés, est donnée, sur palier horizontal, par la formule de W. Harding
F =» (2,72 + 0,094 tt) 0 + aSu»,
OÙ a représente un coefficient constant. Le dernier terme est la mesure de la résistance de l'air. Ce terme doit être supprimé ici, car le
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traîp.Gse m,eîfVfî^psJ,^,P9nduUejav^^ un^ j'^es^^. .^<^^]^ ^ |>ir enyi-. ronnant, et par suite la résistance de Tair, proportionnelle au carré de là' tîtéssè tfelfetiibi \fst ntifte: ' ta- 'foi-<îë Mécessiaffi^è' f otif ■ 'éittl^tenir lav|t^ss^we?tdftpp,f^9Pfl^p.^mp^Rjenj^ ,,,,,,;,, ^
expression qui ne comprend pas. j^ frq^ement entre la paroi intérieure et le disque faisant cloison ; ce frottement dépend de la pression :noHittieUe'dntrei la 'Olcâsoii etiletnbey c'œ^àMlureid&il'iâîiisrtiige deslptéœs efaicofiitacid;; il dépetul en <îM|itre daboeffîciën^idaifixxtkimâlit^'^qulon 4]0fra rendre lie pluB petit .^oBsihleieB^ûiploj^tiunr enduit cduTisnadble pour ghdsser : Iqs surfafcesufrottalitesELBèur avoir égard à aé sorepoft <le résistance et àut smtr-es'^eaiiseB'împréYUfiâ,'!! est ibaouda grdssir .le ^résultat dennë par te fomnile; en* âijûËme de sa valeur- Nous représenterons dpnc par F la fèrce de 4rîi>etion totale multipliée par le coefficient l.lO. -'• îi
Soitj^^ kif'préssIkyA iiic^ehiie i^ar mitt^ ^earté-i^ur-k fa^e/d'âmère de la cloisoi^v^t jk^^ la pression ^tnoyenne sur ik^Uce d'avants >Oëtam la section du tube, nous aurons
et cette équation nous fait coij^aîtrçila différence p, — p,.
Si u est la vitesse du train en kilomètres à Theure, la vitesse v en mètres par seconde sera égale à -^ — ^. Le produit Qv représente
le volume d'air quelamàchineaspiDaidedohekilevervaKfiBeBettODdev de la portion du tube GB, pmir mdatenlr.sm* la iaee antérieure la pression p^\ un égal volume d'air, ûv, doit affluer sur lai iaee d^ riènapour y entrBténîtT'ila pression fj^»- ' • :.. ! • AppelofiB n le poids id^ l-nnité d^ vtdujoaç d'iùr, aous Une jpreésioo
-Pîg.fi*. moyeinke-entiid lesprea-
■ 'vL «1 il' ^t-souipis dans cette
^[•■■'•'-'''' ^ '-^(f ■ sîans e^trèaoïcô aufltqùelto
j ' — 1^ conduite. Aq point A, Orl-
'^ — X— -^.CL -a-,^-— ->. ^jjç jç« 1^ conduite, la
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pression est sensMeméût' égale i U preàsîôh iaito6s{(hériqTaé p^ ; Vë- '
des niveaux pièidtiiétritttiôô' ' â'àbkîàsè gra'dàéîïétoetit' , et si Ton ' appelle J la pente de cette }i^pj^f^ uiûtô de longueur du tuyau, on aura •
-"': ''I jii '^!" I ' T" '••"'••;■'• •'•"'' '• . . ."' - • i'" : 1 .' ■ . ; '«• • i!. *) '■ ' >' :i
R étaiiil^ràycbi iMyeaid^ la cfaiidiÊte^ NoBâ iiÙBbna abaûtoltoiiiâdi deia/^tteidefcbar^duô aai^phénomàne de. l'ajutage à ïreatréëidu tuyaujcfiettëitéqualiotiiieà ^^^ !69t, vat cœfficîBnt coiimls .O;O0O38& enviiTOiifiiiâctniieila.'petite i, tel perodet.de tiraoer la > droite aài dont,lfiaioMpimàe»LmpféaeDteniile^.Yakur8. 9ur.oè5a^ la piisS'*
sianv'Ibai'ligife piénomôtrique a'abaia^ l)rU8ctneEnent-.«[eJa' quantité
ce' = ^^ ^* == fï?i ^*^^ ^^*é Ji'i* autre die la cloison mobile. A partir
n uu .1/1 f , I • ... I , J . . I . . ,
du- point <r^J^.liflnQ.pii^ométlû)qu^ r(e|>reDd.saD>iiicti9ai69n,J,ceqtti' donne ialigim;c'.& |>ar«Uéle haCiOa aura donc^i^q (défi^Mx^^ . >
¥T' — ar r^ •**
B "* "^ *^ nul'
,", : ■ W =^ "ïr *^ttW» ' ' '
^,:pg-J(a-X),
â: étduot brdifllaiiee ^variable de la clqiâoa ulobile G au point de 'Séf^ part A^iiiadéoivelktiûn oons tante. cc( se transporte aved lai QlniS(9n;:G d'ua^^ial.àl'bQtreâtt/liibe* :
Le travail réellement utile de. la. machine aspirante es<t proptr^ tioniiel'ài(|a.difféfiencey j!^,^ ;}|* iie$ pressions (|tii agiAsent bht la tftte du Imin ^lè Utaffaiijqu-elle doit produire pour cela est représenté par \2L'éit^TpiïcetB^di\^vPk'*^Pt* qu'elle doit maintenir entre lapressioil extérieure ;0t La.pressicMS^ à[ Texlrémîté B du tube. Or on a, en ajoutant :le$.'tivib>^quliti^na^ • . ,
U2 CHEMIN bë 'PER''aT1É'(^HÉR(0.UE.
i)èplatf;"là'sfecôhae-doiinè ^" "' '"' ' '■' •'" "'"■ :'■'! "" ''
n nû
Donc le rendement propre au systèoie atmosphérique est mesoré par la fraction
Remplaçons
1 par -%-i ou par -^, ou par -^ x»
en désignait par A un nouveau <idéffifeîetrt constant; et pa^ ^'lè pétlnaètre iiitérieiir de lÀ séeiiOQ du lubé; ' _
. Le Tendemeht devient «gai à . , - .. i : - ; . *
I , I J . , .. ■■ ]ll li I lll J'l| |>< 1 » '••' *t ' '•'
PrenjOW9,pQur ^sepple leitubeipropoëé pair IL Ghalfrier eQ l^Bi. ll,a.vj)iu 2,2Q0 mètl*fis. de. long;, sa section avait un mètre carré, son périmètre }nt;éri£U]r,ô^it de & jpétues environ. JLa vitessse u devait être, de 30 kilomètres à, Ji^bepre, çp qui donne V = S-.SS ; Q était égal à 1,3 ;tonnes^ En% ïl,.à la.teIppéy?l,t^r^ de lO* est égal à l^Si. Le rendement de ce sys^ëp[ie de propulsion était donc égal &
■ M u\â' ^--r *^ 3^=ïïe; =^ 0,229 environ.
* "^ i,lX (2,72 +0,094x30)13 /
Le rendement est de 23 pour 10Q« indépendamment du mérite propre de la machine aspirante. Qa. peut r^mçucdtt^r que le roûdoment décroît à niesujre que ia vUesse^ le périn^ètce et laiteoguestr du tube augmenùent^ ^t qu'il aqgmentjç au iaqiMi^re-aïeia- le.fioidsQ,
Le principe lAConvéoimi d|i chemin de ^fer atmosphéiriqUe» au
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point de vue mécanique, est cette diminutipa, du, |rçp4eaieiî^ .^ jïiesure que la longueur a augmente. Tous les systèmes de traction à distance par madiixies fixes présÊUtBiA, du reste» un semblable incohvénientk
THÉORIE DU TÂGHTGBÂPHE 6(>BEL
263. M. Gôbel, deDarmst&dt, e$t Thlventeur cPun tachygraphe destiné à mesurer la vitesse des trains qui circulent sur leaoheiqlBS de fer. L'appareil, qui est pUcé^sur la locomotive, se cjompose essentiellement d'une clochemétallique, renversée àlaf{LÇpn (l'un gazomètre dans un bain de meridure. Le fond supérieur de la cloche est percé d'un trou. Ijn tube, débouchajot s<îus la cloche, y iïyecte d^ l:air pris dans T^atmosphëre par une pompe asip^rânte ^t imUMl^^m^-^ nœuvrée à l'aide d'une courroie par l'upe dbes xoue^.de.lailQCamotiySe. Plus la vitesse s'accélère, plus les coups de piston sont précipités, et plus la cloche se soulève, ^-eoaç^t ^^mc que le soulèvement de la cloche donne une sorte de me^re de la vitesse àe la marche.
Soit MN la cloche, renversée dans le bain de mercure AA'; F est l'c^ifice ipari lequel l'air doit s'éehap]>er ; M est le- tube d'aRïetrée de
f air. Si ]»est k j^resèioa de cet ai^ aous la cloche/ 1^ merèttre suWi'â à Ttûtétient une dénivellation' qui amënei-a Son niveau eh <i pendant que le nivéati extérieur montera en A.
Appelons P le poid^ de la cloche ; R te. rayon moyen de sa par9ii cyrm-
drique; . . • . v
2e l'épaisseur du métal de cette même par^îii '}
ç le'poias»«péc'ifiqtae4lu mereuve^; • Pj tâ^'pree^îôli atmosphérique par tïnitéctesurfece; LackK^ sera en éqràlJbre sous Fàetlbn dei son poids, des pressi«w, imiSri^ure et ^térièurè, et sôus te ptésiAM exercée parle
mercure sur la tranche 4P 1* cloche en BB'. Appelons encore Ar, i/ et z les cote*?' de iiiveau-du sothmét '(Je là dtochei ,-étt merrofeieiité* rieur, et du mercure intérieur au-dessus d'un plan PQ de comparaison horizontal, et h la iauteiw'. MB._-L^a sous-pression du mercure sur la tranche inférieure sera, par unité de surface, égale à 4*0 +'f î><C»»4*^«'l>o'+«[lf T-^rTT/kW^3\,,+rfli(iÏj— ffi + ,et , on
relation linéaire entre les variables x^yetp. - -,.
La pression p intérieure est dpnnée par la colonne AG de mercure. On a donc ' '^-
< «Il
Nous aurons-une iTjoisième équationen- exprimant que, quelle que soit la hauteur ae la (floche, le volume dù^nercure ireste constant : Q et û' désignant les sections annulaires auxquelles s'appliquent les hauteûrâ i et y, ôh- aura, appelilni S*'l6'v<flâmè' do oiercùre^
Entre ces trois équations linéaires eixp, Xj y et r,<>rt'![^rtt'ôHaliner y et z; Téquation finale sera-une^ relation linéaire entre p et a?, de la forme ' ^
c.'e3tv-à-d\re,que Ja pression intérieure croit proportionnellement à la course verticale de la cloche. '•'" '
Par tour de roue, la pompe injecté sous là cJIocIm! tin vblîlffie V
d'air pris à la pression p^l, ou un poids d*air égal à -^; cepoidrf
est rècmcilè à la pression p, et doit^ôtr^ évacaé d^is l^^ip^e,teffip:^ que îotifidé'Fi pour qUe la pression se/Ooq&ervçj^J; quç ^ cjoche i-este
.immobile. Si 9 est la durée du tour de rouef, 4^'esti le tbld^û'^fw qui doit être évacué par seconde, avec une Viteàsé ti ^i^^ ^7 8g^4i^-jp'*-
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Le poids D est \çi le poids spécifique moyen correspondant à la prèssfort 'miïî«iBiô tfii^iiKOB wr*)dpf)p,Uf==.TT^îp7A.PV,par^^pite ^ ^
-,,.' '•t\ : nf^ ( )U ,'îj.[(; |;[,'h >(•-'., ■! -'' , ."•♦î*i »"(,' •»! • l'i'j'd iJ' tM .in'iji
', V P ~^~ Po " ■ • I
Le v(Jluliïè ëcoul» twii^ uïfité ase'teTap3-<at:v««H*.MPftaW>d«*t tol^ section et m le coeffièîènï âie'C^JHtVa^i^ooi«eivoitt^tle^i(^l»ll■lp^Jf8«sion ffloyèiitiiî ^^»re(>rë9eftte-«ù4)oW8 égaj à. «»«,«> ^^) et par conséquent on a a, : y. ,x -■.!'!■••"■ • - 1' •.;..•,■ ..i;.:)'- ' t,-,>j;/.-
m*.li -^g K5 .
OU bien, en remplaçant uï»r«i viieufi ^t opérant les réductioM,
^P'-timofa + f^lV/ÂK^^^'V 1 7'<-iy^^ V(p+Po)(p-p«)--
'. ' • . .•[ 'j,' ' ^ - ('' ,-• /m: >•*• '., 'il".-' '" '«"' ••" " •! *'iî' -'^vV'- ' ' '. '
Si r e?l-ift-.K>y(W dftwJefliçnt, a^, ^.'W.q'^i «l^t.la pompe en mouvement, la vitesse v du Ui^Ja est;^; w en déduit ^ = -^, et
ou bien ., t.-.. ai r» . r
w=i AV(P + Po)(P— Po)»
^ étant unciefficient'constant. Remplaçant ppc-n- si valeur ait + 6, ^<.Pi:Bavja^:+fr,,Qn a en définitive
•••fttfé'fel la^bi de fe graduation qu'il feu4r^r40tcoawe, dans ' iVfp-feï t^t qlie' l'éïé.ation- de 1« docile pâi, f^U'e ^mlir:^ la /^,^,rpl, vate; A..çette loi hyperbolique, M. Gôbel a substitué ^rSatiori une loi linéaire qui est assez exacte f o«r les va- S^y-% ^>y)W,El^ e,t en défaut poar les petues va-
teore,' parce qaé Jiii substitution ^e la loi
àJa'loi
," = Bp
entrasbè dé gravés erreurs lorsque p est très voisin de p^^. AJgébri-
qtiement \^ substitution serait d'autant plus exacte que ^ çstplus
grand pjtr. rapport ^ p^, puisque le! facteur A/l — (~) converge
vers l'unité à mesure que p augmente. Mais dans le 009^ 4ea. gi^^des vitesses et des grandes pressions p, les . circonstances calorifiqaes, dont nous avons fait abstraction, prennent une importance capitale^ et la formule cesse d'être vraie. En résumé, letachygraphe, avecsa gfadtiatlan, ne convient qu'aux vitesses moyennes4 Li'affMfcreil est soctniis à- une autre cause d'erreur, provenant des glissements de la courroie (piî conduit la pompe.
V%, lo'l.
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2GA. Soit P le piston de la machine soufflante. Nous supposons
qu'il .s(Ht animé d'uir moavement al teroatif entre Ie$ positions fâxtrômes A^ 6, el As B^. Le piston, en marchant de droite à gaache, puise Tadi* diras un .réservoir ,£ où te pression pj est supposée constantç, et dans sa marche rétrograde, refople cei urdans un autre.réservoirK'O&la
pressioncanât^pte^eat f^.
"■ pixrCi'Ciîiil ■'
Les soupapes S et S, sont disposées de telle sorte, que lemouvemcot du gaz ne soit possible que dans le sens qu^on vient d'indiquer.
DES MACHI^Ç^ ;SQ)JFFLANTES
Lorsque le piston P part de la pQa^tj^)^! |ei;ti:éfne {^ Bt^^ la^aoupppe S est fermée, parce que Tair contenu dans le volume A^B^GD est à la pression p,, supérieure à p^; îa soupape S', comprise entre deux pressions égaio^, va -se fermer, dès que le piston, en reculant, aura produit une petite réduction de la pression de l^air compris entre DG et A,B,. Le pistan, reculant Jusqu'à une çertî^ipe position A^Bi, , la» pressiott deTàîr sur la face droite va en diminuant;. noua suppi^e^ rons qu'effle sbît égale à p^ quand le piston parvient en A,B,. Alors la soupape S va s'ouvrif, et elle restera ouverte }tfs!qti*à la fiti de fe course, c*esi-^à-dire jus([u'à la position A,B,; Tair influera du réser*. ?oirB sous une pression sensiblement égale à p^, Dans le retour dçi pistou, it y a de même à distinguer deux périodes, Tune pendant laqoeite le piston va de ÀjB, â A^B^, les deux spugapes S et S^ rasîaat fefrméeët le gaz ayant alors acquis une pression égale à p,, soulève la swpapîe 8^; et, pendant le reste de la course, de A^B^en A|Bj, Far estj chassé daâs le réservoir F sous la pression constante jp^.
Nous commencerons par déterminer les positions A,B,, A^B^^ auxquelles correspondent les mouvements des soupapes.
Appelons L la C9,uxsç 4u pistonr, '
û sa section, et V le volume A .BXD. . . •
Soteot enfin a €t 5 léd distances A^A,, A^A^, qui définissent les po-
jNous supposerons!, 'ponorrplus de simplicité, que l'on puisse appli- . quer lauJoi de Mariotte % la compression et à l'expansion de Tair, la tempirature^du gkt restant sensiblement constante*
Le^îds 'deî'alri(5fùi occupe le volume V à la pression Pj, se dilate et ocGupcj iè ^IdiûeT+ au à la pression p^. Nous aurons donc
(f) •' ^" . (t-faÛ)po = Vp..
Daman»») M «poids de Tair qui occupe le volume Y 4- ^ soùs la presôtoûl p^< esl^'ainei'kév par la compression, au vohnne V -f* &p sous la. prawicHi ip, t idonc
if?fij
La première équation donnera a; la seconde donne^;^,,^ s ) . j, .
Ces quantités déterminées, le calcul du travail du piston est facile.
Delà position A^B, iuJa- po^liiton A,Bi;ila pression p est variable entre les limites p, et p^ ; si l'on désigne par x la distance du piston .^Iltpp^jt^ii.exlx^qp ^iBi,. laipces$ionj>.8eiîadOiïD|é^à eh^Kfi^ «î»tant par TéiqiuatioD. . , \ ..' j ; :
et le travail élémentaire produit par le piston pour un d^pUcement dx sera égal ^ — pûdx ;• on aura donc le irayail^total çorre^pçtadanl à cette période en faisant l'intégrale
De la position A,B, à la posîtiQ» A,B,, le travail du piston sur le gaz.est toigours négatif et égal au produit de la pression oonsUmie p^ par 4e volume engendré par le piston, (L — a)ût <e, qui; fait
De la troisième position à la quatrième, le piston exerce sur le gaz un travail positif, dont rélémeiit est encore — pûdx, expression dans laquelle dx est négatif, puisque le piston recule. On déterminera p >eD fonction de x par la loi de Mai-iotte, eh posant
de sorte que — pûdo; devient égal à
fV+LQ)p.
• ■ • x + 2 dont Tintégrale gén^le i^t
(V + Wp^iognép. ^^+g);
U faut la prendie entre les limites 2r.== L et, x,=: h^ ce. qui produit
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' '».) '^-l l!'.«î^i''| fil) li»iVJ', lî lll) (il. tir.*) ï\ ,>/i')\U]]l] y]'}\i " •îni'l-.iljt r^M,')
liai tï»irrième^^ p$^i*<te' «wfiii' est ^^^^^^^ oiife^ilëbhf^lipjiWW c(4stamment la pression p^ et produit un travail moteu!*' é^VS ' 1
' Vé^û\rir des' presêidhï rétïd' comipie' àé(^^^^ '' *
• ' •&l'ë^umé,'lè iravâir^ éxércîé par le pisiori àur ïè gifz'pbur une
oscillation complète, comprenant dne allée' et lirie Venue, est égat à
T=(y'j-Lû]f>,l0ffldp,(^)+'i,.6Q.i-y,.J^nép,(^j-^^{L-a).
D 1 1 , V + LÛ V + aû , , , p.
Remplaspns. les rapp,orte ^^— et — y^- par ,1e rapjpç^t.jégal ^;
dwePVOD» de plu» que ^ 'p^m4=pM^ ~ «) » é<r*atîon qui s'obtient en^^ïqtraiiïchktti les équations ;(1') ôt (2). Layâfeïrr<!eT sesitnplifie et devient
Remplaçons, gufîn Vp^, par ^arraleur (V + aû)io(ov et il: viendra .
T t=-{L -t- o)Qpo'log lïép'. ^ .
Po
C'est le travail nécessaire poUr fau-e passer de la pression p^ à la pression p^ le volume d'air (L>^ a)û compris entre les plans A,B* et A^B,, et puisé à chaque coup de piston, sous la pression p^, dans le réservoirE, pour être chassé dans le réservoir F sous la pression p^. Ce résultat étsdt facile à prévoir. A cha(}ue<ïscination4^i piston, la masse de gaz contenue à, la pression p^ dans un volume égal à A,B,B,A, passe de la pj?essîon p^ àla pressîorf>^.; le travail utile élémentîdre correspondant est le produit — pdV, en désignant par V le ToWfie; or"j>V=ï, valeur Constante, puisqu'on admet k loi de Ma-
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riotte; le travail total est donc
^^pdV=+\Vdï)- + Kj^;
l'intégrale étant prise entre les limites correspondantes aux pressions Po ^^ Pi ' ^^ V^ donne
+ KlogHl=PoVologJi, Po Po
c'estpà-dire la formule que nous venons de trouver d'une autre manière. Le résultat est indépendant de la forme et du jeu de la
machine.
On peut ol)server que, si on laisse p^ constant, ainsi que le volume (L — a)û, et qu'on fasse varier po» '^ travail T devient nul pour p^ =: p^ ; et qu'il a un maximum correspondant au maximum du produit
Polognép. ^ =Pologiiép,p,— pol^gnép.pb-
La dérivée de cette fonction prise par rapport à p^ et égaX6e à zéro, donne la condition du maximum,
lôgnép.pj — lognép.p,-— Po x — = 0;
donc
lognép.£i = l , ,
ou bien
base» des logarithmes népériens.
Ge problème comprend à la iois le trtnrail des machines souf- Sautes ; dans. ce cas, te réservoir £ est Tatmosphère, ^ le réservoir F représente la ré^on où se fott rinsuJBiatio& de l'air,' cetiitoe, par exemple, la deehç à plongeur, ou 4es caissons à air cduq^mé des fondations pneumatiques ; -**^ et le travail des nâachib€»i4ixe$ des chemins de fer atmosphériques; Je réservoir E est aIo«ate tube
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d'aspiration, où la pression se maintient par suite dix dépJaceaient du piston lié au train mobile, et le réservoir F est Tatmosphère, où se déverse l'air puisé d%ns ce tube,.
LOCOMOTIVE MÉK^RSKI.
26Ô» La loeomQtive Mékarski est une locomotive où l'air comprimé reroplaoe la vapeur. Le véhicule porte des réservoirs où Tair est comprimé à 25 ou 30 atmosphères ; cet air est admis dans les cylindres moteurs à la pression réduite de 5 atmosphères : de là une preowère détente, qui ne profite pas à l'effort développé- par le moteur; elle s'opère au moyen d'un appareil à soupape, appelé régulateur. En même temps l'air détendu reçoit une injection d'eau chaude, qui est destinée à restreindre Je refroidissement de l'air pendant qu'il se dilate, et à prévenir la congélation de la vapeur d'eau qui y est contenue. L'air admis dans les cylindres à 5 atmosphères s'y^déténd de nouveau et s'échappe à l'extérieur quand sa pression est devenue voisine de la pression normale. Le frein de cette locomotive est un frein à contre-pression, 'qu'on fait agir en renversant la distribution.
Les réservoirs sont remplis au départ à l'aide d'une machine de compression, mise en mouvement par une machine à vapeur. Cette machine comprend deux cylindres montés l'un à la suite de l'autre sur un axe commun. Deu^ pistons, invariablement léunis l'un h. l'autre, se meuvent dans ces cylindres, où ils ont une course égale. Cette disposition de la machine a pour objet de faire en deux fois la comipreasion de l'air. Le premi^ piston fait l'aspiration dans l'air extérieur^, et refoule cet air dans un réservoir intermédiaire 4 la |Mf6S9ipfi moyeope de 5 atmosphères, par ex(^iiple. L'autre cylindre afqpi^e ,dans ce réservoir, et refotile h la pression de S x 5 s=:t 25 aiiaospjhèree ^ans le réservoir définitif. Si V est le volume d'air aspiré: par les cylindres à chaque coup de piston shuplCt et p^ la près-
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sion atmosphérique, ce volume se trouve réduit au cinquième dans le réiservoif interrfiédicfiBô; et te presBhWi'fert'fifè/tée'à S)>^Vlé''A-aTail eff^tMé (par lie jnreinier • cylindre' est' triè^sùi^ • pà,if' Y^)^ iù^ riép S. ' 'IJé
second cylindre prend le yolume--,^§^u^J^.g^^s^^^^ ^Bvf^.M ^^
^ prime aacinquiôaifi de "feoDTolwme, ce'îquît^prégèttte*dBôi*edn''ira-
itail égal ^tX ^Pploç 5, ou à Vjp^loç^S, le. tr^iy^il;. total. dcis^^^x
cyli^dr^iest donc égal à 2Vpj^logi5 att, Vp'îog25i cbùime sî Ife Volume VdXir avait élé ' comprimé direct^idcftt è^5^fetmdâ^hèré?8. 'Le reJai. établi -fc ô .aimô8]bhères fecillt&l'opéfafibri et' tfend â^'fédùîre Teffeit des.fuitesij La compression de rdii^dégafgéàrit dèik ùhàTeurt on iDgîecte'À chaque e^ïupide piston 'de Teau» ftfeidé Aanfe Tait- tomprîuié,.iqui se irouivie ainsi rafratchii Le cbargemétit ^^^U loèotûbtive en air comprimé et tn eau chaude "se fait en 3 1- &* minutes an moment même du départ* . . " • ' ' ' '
On volt que, darts-ce» système de locoiiiotî^rfi, là pr^Mère'coTcnpresaion n'a. d'autre objet que de réduim î« ptoVîsidn de J)tiîssfance molricô à xm faible voimne. L'emploi de là' pdisisancié tnotrîcé exige une détente, préalable > qui est perdue pour !e travail moteur/ MaTgré cette dépense improductive de travail/ le système Mékarski, qui foMtioope sans fumée ni émission de vapeur, convient trës bien à la circulation, dans les rues des VlUês bu idn^ les guéries dès niïîies, et ^'ep^ésenle iwno d€»s solutions :ies plus élégaht^s de k tfaCtSoti mêcaiiiqiue des tramways/ ' ; • • • '
INFLUEKCE DES HÉSEUVOlRS ï/aïR ÊN 'tïOMMtJÎttCAt!lOl^
AVEC IfES GONDUiTES, . .
266. Les réservoirs d'air que l'on intrqduit d^ les çoi^di^^ d'eau influent dé deux, manières sur le mouvemexU., . 1* Us assurent au mouvement une certaine. v$g»l^rit(^, .l(;w^qjftçje
moteur agît par saccade j .. . ,. . .. i
RÉSERVOIRS D'AIR
.2v^ls,|éyî^tile8SiÇih^QsJ)ruâ(}wW! produits par faitôt îwgfltàtïtahè d'une fioJ|9Wiç d'^ea]} paiftwyeDiient, lorsqii'oaferawp uh robinet par exemple; ces chocs, s'il n'y avait pas interposition du matelas élastfqacf ftirmè'pîa'f Pair côàtébù dans le réservoir, pourraient produire dai^.lçs^p^iÇi&jDoéitalliqQeB de la ooiidttite destensiontp asse^ énér-. giques pour les briser. ^ '
tes poioapes' à incendie ëonl munies d'un réservoir d'air placé à. priM^iqfiité.des. fustonaj lorsque l-un lîes pistons, en ë'abaissam, chasse l'eaw.diî^qs: la ceciduite^ il comprime l'air da réservoir', qui exerjç^.surt lîeau un travail négatif; ensuite, l'air comprimé restitue p^r sa. détente 1^ travail moteur, qu'il a^ reçu, et tond à a^ccélérér le mouypmçnt de l'eau après l'avoir ralenti* Le résultat de ces actions' altern^iyçd est mn mouvemeiit sensibleiiienl; uniforme, sur lequel on * ne pouiT^t compter, si l'eau était chassée dUrectement du cylindre de la pompe dans le tube qui la conduit au dehors.
Cet^ Interposition ne serait pas nécessaire si les parois du tube élaiept douéjes d'une certadne élasticité; elles agiraient alors sur la veine }iqi?ide comme l'air du réservoir; elles tendraient à l'accélérer en se iif^ss^rrant, et à la ralentir ^n sci dilatant. Le mouvement du sang dans les aptères présente un phénomène de ce genre; les coups secs dp cœur tendent h établir une circulation saccadée, qui est corrigée, du moins en partie, par T élasticité des artères.
C'est aussi, l'élasticité des gaz qui permet d'employer les réservoirs d'air pour préserver des ruptures les tuyaux de. conduite -où u«e colonne liquide peut être tout à coup ramenée au repos par la
fermeture d'un robinet. Soit P le poids et u la vitesse de la co-
lonne en mouvement^ sa force vive est - «' ; pour réduire à zéro
cette force vive, il faut exercer sur la masse en mouvement un tra-
Pw'
vail négatif, égal en valeur absolue à ■^— • S'il n'y avait pas de ré-
servohr i^àïr, ce travail serait fourni par la déformation du tuyau ;
mais le tuyau étanf très -peu déformable, la valeur moyenne de la
pression variable exercée par l'eau sur la matière du tuyau devrait
être très considérable; car le produit de cette pression moyenne par
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le volnme en vendre par la ififorroatifin du tob^ devmt être égal à
^. U eat donci possible, que. ,1^ valises dea tepsîons déve^pj^ées
dans rèpaisseur du tuyau soient sëpérienvee- à là résbtaanâB ia
matière, ce qui entraînerait la rupture. Qu'o» iMlte^ av/cvobnke; te
tuyau en communication avec vxï réservoir û'^ <xmtemÊÊttm:ro^
lume Vp sous la pression p;^ ; la {Ï^me1ure> du robinet aura; pour x»oi-
séquence une réduction du volutae V^, €it um' avgiœataitioa dq 1»
pression de Vair. Admettons que k loi de Harriottt sok'.apfÉîçablet^^el
appelons p et V la pression et le volume tori-e8poiiâaBt:à«n ûotant
quelcjouquej V pdV représeiptera le travail résistant total produit
par le passage du ga^ doi vdame V^^ m volume iV^ ^ tamamf]?/ ^ ji^V^^
quantité constante, cette aûttUHOe^st/égate à • .
"Va " • ^ - ; *: : •
La plus gratde preâsiovi p^ diveloppéeidans lerteccvote ap» fftgje i
ii-i.. Quant à Vo il sera fourni par féquation
V Pu*
f\|Valogy;r^^> . . ,^.
si ronr suppose que le travail ré^stant de l'air smt son* employé à réduire à zéro la force vive de la cotonne liquide;^
La gcattde eompressUnlité de . l'air cédujiit ici les pressions .^u^ïes par la conduite. Le travail résistant est le produit de deux facteurs : l'un est une force, l'autre l'espace décrit par sow point d'appKcclîffip; à l'augmentâtiaa du second facteur correspond une réduction du premier.
C'est ponr eela qu'on {d^ace des rése^rvoirs d'air dans les poteirax d'arrosage^ dont on ferme brusqueinent tes mMiiete. Pbr U- Biâme raison, on eu met aussi prés des pistons déB* jyonrpes fdulàtilks; lorscpieles conduites sont longues; ce matelas, en même temps qu'il
FHmNS. 455
régularise le mouvement, prévient les rupttii^s qoi pourraient se produire soioâ^ leà coups brusqut^' de là' machine motrices.
267. En général, pour rëdtdre au repos uùe masse en mouvement, il faut exercer wr c«tte o^as^e un travail résistant égal à la moitié desa'fcrce vive». Ce travail ^ le produit de d.eux facteurs, une force et on dieMm décrit. Augmenter l'un de ces facteur^, c'est diminuer Tautreu Ox,< dans la pratique, la force que Ton applique à un corps ne peut. dépassée la lisûte de résistance dont ce corps, ou les corps avec léaqude il est en relaflloil, ,sont susceptibles. Il f^ut donc plutôt cherGiDèr à augmenter le facteur chemin qu'à le réduire. La question des freins sur les chemins de fer n'est qu'une application de cette théorie, Certams inventeurs sont à la recherche de freins instan^
iaiiéê., qur^arrètersient un train express sur un parcoiura très restreint, de 20 mètres par exemple. L'emploi de tels freins ferait naître des résistances telles, qu'elles briseraient le train' et la voie ; ils créeraient pour la circulation des dangers plus grands que ceux qu'on se propose d'éviter. Les véritables freins sont, au contraire, des appareils destinés à éteindre graduellement la vitesse sur un parcom^ suffisamment étendu* Les freins qui . agissent par frot^ tement développent une résistance égale à p/, p étant le poids qui porte sur les roues calées, et / lé coefficient du frottement de fer sur fer; soit s la distance depuis le calage jusqu'à l'arrêt, P le poids total du tndn, t; sa vitesse; on auca, surpalier, l'équation
Si les iDuen sont toutes c^ées, la distàfoea d'anèi sera éigale
^^i«BAiA«BM«MaMa*ai^BMid^MiiAi
0 Oq peut ehercher à réduire la distance s en augmentant le coefficient f\ c'est ce qui a lieu ai Ton snbâtttaé au glissement de la veué aur le rail (fer surfer), le gliaeemenl 4tiMÉ sut iMla (eiastdafMm Didier}» Oo peut auMi diminuer la distance s en serrant le rail.daoa une espèce d'étau, au moyen duquel on augmente à Tolonté la pression, et par suite le frottement (frein Molinos).
Dans les freins à gaz, tels que le frein Westinghouse, adopté aujourd'hui sur le chemin de l'Ouest français, ou le frein à contre-vapeur de MM; Lei eMteliér'^Bîo(rtii^ ^*àyé d'aborfl sdr lé cfiéiiiin du Nord de l'Espagne ^ le travail résistant est fourni par le jeu même de la locomotive ; les pistons sont employés dans le frein à sâr à conxptimei* de^'air idansnàes' réàervtnf^' ^ati6sr làdùâ tes ' Wâë:o'ns f'^et aiF^GDfap^î)aQé•'lBet€^ iDoltt?eatetrt les sabdts dék fHéiiàs; et c'âf ^ 1è$ ^ rouesUèsiq^e le î mécanicien lui permet d'agir, tè Treîn'Wësiiri^îhouflo'estitikn fipèin coeriÉînw et àutomalPjUe.'qm èhrayé' le train 'ftèâ ^ qu'une rupture de la conduite vient à se produire. ^ ' ■ •' ^ ' - '
Dans. le freiiïlà oontr6«>vapêur, les pîëtons' de là machiné compïiment ua- mëlaiâge 4'^àB lûjpiifle et de tapeur pris à là chatidière, et amsoé'^ailtuii^ffiM d?ifn>«rston daîld lés tuyaux d'échappement des cylindiTes ; ladiateqr produite parla compression vaporise mie paitie de i'eau lilD[iiidev«i le:méiabga retourne à la chaudière après avoir subi un traivail ^oi s'est «eonverti en chaleur; le travail résistant développé isuppcâe*. en i définitive lu création d'une certaine quantité! de chaHeur^ dont ud6« partie peut être utilisée ptus. tard pour la traciioUiLe reste échauffe âçutîlement les parois du cyliiidre, et pefuiim^poe Jorûler^es garnitures du piston si la îvapeur comprimée est trop sèchef. BeUi la nécessité de mélanger la Vapeur «t l'eau. La propQttion d'esiindhi mélange a été en conséquence graduellem^t accroe^ ettanjourd'hfdoa^'accorâeî peu près généralement à recoiHia§it*e t^uei-injec^on peutcon^ôister en eau pure^ une partie de cette eau se vapoiûsant dans' le tube d'inversion (*).
('JilSttr çeUe questiDOr rotrAKnixifff des ponté et chaussées^ mars 1869, notice par M. Ricour; M. Le Châtelier^ Mémoire sur la marche à contre-vapeur (imp. de Paul Dupont, 10160} et suppléments CMartmet). Deux mémoires sur V Application de la théorie métaptfqufi d0ja dwietur aux lAoeMnès leeomoH-ùes, par If. Gh. Combee (PailB, Dtttlôtf, 1860J.
•.. :.'• .'» ;. ■.' ,'!*'iLM'
AIR EMPRISO»ïtBf»Aîi*iJW»(jCONDUITES.
•ju'.' V'^'-n/
'I ^ "1 'il
^^^VîWpW^aypp^ ^éjà. mpuitcé que kpE^km. 'dans .mie condoite ne ^ey,a^t,nfaie^|Wt â^acepdre au-cteôscm^dela.presaiotttatoiospbé-* rigu^f^^^trefliçpt iUeiait un dégagement d'air èt>de:vappuc d'ew
?uJflH|>^i>il'^P<>»I^a?pnt:.du.Hquidey «i quiapcui> quelquefois^ rem- ■ pêcher tout à fait (S.65>. , .,...,. ,. ..
-Ç^<,^Hi?M .^^ é^dié avec beaucoup d^.soin pan Darcy dans te • .;v: M-J*^' *?^r chapitre ILdella 3^ partàs: de son du-»
vrage Fonrotnffl . pubtiqve^ d« '^y oiu:
Lorsqqe kcondmteipréseMe âespointËhauts « At Ji'iaÂCpetit sf acciuiiuleir en ces points peodaiu h mise en. trab^ et nuire y éooukmentvbiepci qiiei<^ pression ne âoif pas.au-'desscxus^ <:1a celle de i'atinoaphèm* Pour évacuer' cet aîr^ on peut airoir> reocuns à i lub «appareil nombié venions^, (fig. 152) : c'estnne ephère creuse suspendue à une égçi eUe ouvre «iir« orifice en iretombant^ et bouche ;o€|toiûfio^r quand elle se relève. * ftozée dans l'ab, Ja soupape reste ouverte ; mais si elle plonge dans un liquide, la pression la soulève et ferme l'orifioer antérieur. On a lohg-
temps.crù que cet appareil perra^trçdt .
toi^oiw ^ Vair de sortir, et qu'il se formerait seulement quand l'eau viendrait en prendre la place. Darcy a reconnu que le jeu de la ventouse n'était pas entièrement satisfaisant ; que souvent elle se fermait avant la sortie de toute la quantité d'air emprisonnée dans la conduite, et que, d'ailleurs, les bulles d'air retenues dans le tuyau pendant la mise en service, au lieu de s'accumuler au point le plus
AIR EMPRISONNÉ DANS LES CONDUITES
élevé A du coude, sont entraînées par le mouvement du liquide et vont s'arrêter quelque part en B dans la branche descendante. On n'évite sûrement cet iilconvénient qu'en ayant soin d'amorcer les coudes à points hauts, comme on le ferait pour un siphon. Il suffit pour cela de placer au sommet A un robinet, qu'on tient ouvert pendant toute la période de» la ipisè in; service. L'air sort par cet orifice, puis l'eau sort à la suite de l'air, et on ne ferme le robinet que quand an a vu se former la veine nette et bien calibrée qui indique qu'il n'y a plus d'air entraîné. Le tuyau est alors plein de liquide, et les bulles d'air ne s'y produisent plus, pourvu que la pression soit partout suffisante.
"' " ;>■ '.> Ij
CHAPITRE PREMIER
GÉNËBUbLLTtiS SUR LE& MÂCBUfES.
î€9. L'établiBsement d'une machine donne lien, en général, à trois problèmes particnliers.
Le premier est un problème de cinématique. On veut transformer le mouvement emprunté au moteur en un mouvement convenable pour l'outil qu'il s'agit d'employer. Par exemple, la macbine à vapeur, les machines à air et à gaz, certaines machines hydrauliques, mettent à là disposition de l'industrie le mouvement rectiFigne et alternatif d'un piston ; ce mouvement devra être transformé, suivant les cas, en mouvements très divers; il peut être employé à produire, soit la rotation continue (f one roue, soif Toscillàtion d'un balancier, soitleinQuveaittitalieciitflif.d'.ttne.iiiaohiDeià raboter, ete^ Enttele récepteur qui subit' directement l'action de la force motrice, et les outib qui efiectuent le travail demandé, se place donc une série plus oa moîos étendfi]& à'ofjaniis de tramnmsiùn^ dî^osés de manière à assurer à chaque outil le mouvement voulu.
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• Le #3C0ttd profclèthe eA tiûe question de mécanique proprement dite.' Parmi "torià les iabouvèrrients qtfïï' est pbssîWe d^iaittribuer à Fénsembte déôîpiecéfe '<U)flipoèâ*ht la micHiné, le système matériel en prendt'à Wi pa^feateiriëtit défini lûWqu'ori lui appliquera d^u^è part kî jJWssance lEKrtrîfce, ' de Fautrelës tésîétànceà que la machine a ponrofejétdè 8artû0nter, fetîl se développera dans toutes les parties de la machine, des pfedsions« des tensions, des frotteixients^.qui ont letit infinénce sur lef irioiivcment, et qu'il importe de déterminer.
16' troislènie proWèiiie a pour objet T étude de la résistance des pièces fixes xm mobiles (\m constituent la machine; la connaissance des forc^ auxquelles ces diverses pièces sont soumises est essentielle pourdétermlrier avec exactitude les dimensions qu^îl convient de leur donner. M^ ee^ dimensions influent à leur tour' sur les masses' et leâ poids des pièces, et, par suite, sur le mouvement de la machine et sur les efforts qui s'y développent. Les trois problèmes sont donc connexes, et on ne peut à la rigueur les isoler les uns des autro$«< La solution du premier influé sur la solution des àeux ^uivafitB^ et Tétùde de ceux-ci peut conduire à modifier les dispositions prises en traitant te premier. Il est possible, par exemple, qu*une transmission' soit acceptable au point de vue cinématique, et qtfelle soit inapplicable en réalité, parce qu'elle supposerait entre certaines pièces nft frottement considérable, que la cinématique pure ne permet pas d'évaluer •(*): Le troisième problème, une fois résolu, montre les retouches qu'il faut faire subir a Tavant-projet de la m^chine, et ces retouches entraînent le plus souvent des modifications dans la solution provisoirement adoptée pour les deu][ premiers;. L^ méthode des approximations successives, ou méthode de fausse poHtwnitsi indispensable pour tourner les difficultés que présenterait la solution directe tf un triple problème aussi compliqué. », < . • > '
270. Nous ne nous occuperons dane ce livre que du second point
O Tel est le phénomène de l*arc-boatement dans le« engvenageaoïk la pH«Q mtn lo profils conjugués a lien trop lolo en arrière de la ligne des centres.
Nôus^^upposerpitâ ï^j maçhiiiç,, construite.,.^ fajsaskt aginiî^r.^lB un wojteur d'une puips^nçQ déteimi#ée,. wwi jiAU8,prc(po0eff(>Mi;dQ chercïîercmelle fraction (;ettpp^^Usa^pe;^aH^aî^çh^ÇiÇlp^lfIlPle^ d'ôppfir àûèf ira^^ Lfj.solutiipiûtgônérMft'd^ ki
question ept fournie jpar.. le, tlfiéor^ïp^ (^çs4br<c§i^.yiv(ça- CejtJîfc^rèinci lait connaître lé mouvement r^çi pri^, par.: un^^mafCblj^ parce qu'il s*agit le plus . souvent de,,sysfèmes\à.(iaisùm €^fnpiè(es,.et que pour défiiiir leur mouvement une équation suffit. Msiis le théorènae des forces yiye^ n'ép^is^tP** Ja . ((ju,Ç3ti(\B de iftéqaniqtie à résoudre; élijminaat toutçs/]ç3 forces qui jaç.pr^wsent p^s de travail^ il ne peut seryiij .à déterminer ces forces^! Par ^xetuple, lo problème du mouvement, d'un, corps solide .as^uiettl à touroer autour dun axè fixq, Q$t résolu... par l'^OuaiJiçin . 1dçlS^ forces vives; maïs Téquî^tion . ^iflsi.. obtenue, .n'apprend. ..rieni ^ur. les réactiims de ï'^e ; , il . fawt lies cherche^ , par . IJappiicf^tion . d'autres
théprèines. , ..,,,:.,•.-.■♦
Cependant^, le. théorèniQ des forcer vive^.pe^t i^rvir quelquefois à trouver dès ^ réactions mutuellç^ inp^nçucsi ,ces réactions :di3paraissent quand on applique le théqrèpe^ à, l'ejosemble d'.un système donné; niais on peut f appliquer. ,$j^cessiYpipept ,^ux d^uK parties: du système entre. lesquelles set, déyelpppe la.rjéîictioû miitM^Ue cher'* chée; on obtiendra ainsi deux,, ^u^t^ons dÇA^i qhacijiOQ. .çpiîl*e»dï» cette réaction , ce qui perip jsttra de la; d^teripinier». , »
271^ Rappelons? la forme dq l'éqi^ation des toi;cçs yiye^ appliquée * aux, machines. ' . .... ,, . , ,, ,-. ;.,., • . .
Considérons la machine à deux époques. Soijt m la .masse de. Tun de ses points, v^ la vitesse de ce, point à la;pj:eïpièr€f,épqq*i^ t^.sa vitesse à la seconde ; la force viye du point ^ra égate à jw^% auipçe-^ inier instant, et à mv* au second; le demi-accroissement de force
vive sera donc égal à -mu* — ^wt?*^; en prenant cette différence
\)Q\xï tous les points de la machine, et faisant la somme, on obtiendra.pote pésuterfitmlf^^ ^'■•' '--•---•• • '■
4()2 - ÊQCATIOKS
Cette différence est égale à lasomme des quantités de travail accomplies par les forces, tant extérieures qu intérieures, qi»i ont agi sur la machine, dans çon passage de la première .position à la seconde. Ces divers travaux se classent de la manière suivante :
!• Le travail moteur. — Dans les machines, le travail moteur est fourni Boittpar la force vive d'un corps étranger quf' vient perdre sur les organes mobiles une partie de sa vitesse, soit par la pesanteur, soit par la détente d'un gaz bu d'un ressort. En général, le moteur est distinct de la machine ; il consiste en un corps animé d'une certaine vitesse, et sa masse n'entre pas dans le premier membre de l'équation des forces vives que nous allons écrire tout à rheure. Dans le travail moteur, nous ne comprenons pas le travail de la pesanteur sur les parties propres de la machine, même quand ce travail serait positif. Nous désignerons par T,^ le travail total effectué par le motem\pendant que le système passe
de sa première à sa seconde position.
1^ Le travail utile. Nous le représenterons par — T; c'est le travail de la résistance principale que la machine est destinée à vaincre. Pris positivement, il représente l'effet de la machiqe que les outils sont chaînés d'utiliser; maûs considéré comme* açi«éint sur la machine, c'est un travail résistant auquel on doit donner le ^igne— .
3*» Lt travail des résistances secondaires^ appelées improprement résistances passives^ C'est la somme des travaux représentés pjM' l<?s frottements des pièces mobiles, par les déformations des organes, par les chocs, par récbaufifement des parties frottantes, par les vibrations des corps voisins, par la résistance de l'air» eto* Cq travail est négatif, et nous le représenterons par — T^.
à"* Le travail de la pesanteur. Dans une machine fixe, ce travail est tantôt positif, tantôt négatif, et pour n'avoir pas à le faire passer alternativement dans la somme des travaux iA(^eufs et
dans celle des travaux résistants, nous le représenterons par un terme spécial. Si P est le prfds total xter la machine, et z^, z, les hauteui*s de son centre de gravité, dans la première position et dans la seconde, au-dessus d'un même plan horizontal, le travail de la pesanteur sera P(z^ — z), quantité qui porte son signe avec elle. . ' '
L'équation des forces vives prend donc la forme
Cette équation se réduit à T« — T — T^ = 0, quand oti l'applique à deux positions de la machine pour lesquelles les molécules repassent avec les mêmes vitesses par les mêmes points géométriques. On a alors pour chaque point v = v^^ et de plus s = ^^. L'équation ainsi simplifiée est rigoureusement vraie dans ce cas parculier, et 'notamment lorsqu'on considère la période entière d'activité dé la machine, pourvu que son centre de gravité revienne au moment de l'arrêt â la hauteur qu'il avait à Torigine du mouvement. ^ En outre, elle est applicable approximativement à toute époque, une fois que le régime est établi. Le mouvement de la machine devient dans ce cas périodiquement uniforme; la différence
Va^w^* ~ Vk «w^^ est une quantité qui oscille entre deux
limites peu écartées; il en est de même de V{z^ — z) (*j. Ces termes périodiques sont négligeables devant les termes T», T, T,., qui grandissent indéfiniment tant que le mouvement se prolongéi et sous ces restrictions, on peut poser Téquâtion approximative :^'
Onétt'déàtiit
(*\ Ilii'ya <^ l99 machlpes mobiles, telles que les iocomoUves^ pour leiqueUes le t^rmc dû à la pesanteur ne soit pas essentiellement limité.
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IfC rafOpoFt ^ e&f le rendement àt la tmad^ne', nnè niaoHii^'pîr-
fàîté serait' celle * où le rendement * serait égal à Tuiiité; il faudrait pour cela que T^ fût égal. à iéi^ ou* qu'il ik'y iBftt«tt<ïtin 'travail des
résistances secondaires. Gomme il est impossible ^e construire, une machine parfaite/lè rendemedt est toujours une fraction moindre due ruriitë. Un rendement de 0.60 est considéré commq très-bon. Léè fïlâtihiiies dont le rendement s^élève à 70, à 75 pour 100 doivent être regardées comme excellentes. ,
. ;24Q/ i\Wgrô' les. progrès des étudies knédanîqûes,^ 'et 'ttial^ !lùfmwèe de- milliers de tentative, il' ^ a eiicorié ktijttlikl^hûî'des'fïiveoteurs qui s'entêtent 'à «hércher uA ^y^t^&'^^ihitwemlênfpey'péiueh '^t quii'Eiontpenfi paâ'là leur îgïitoràn«e dés^ vf feî^ ' prïhdçés de la science. Le vrai problème consisterait à trouver une âiitihitofè'dans laquelle le travail utile produit fût plus grand que le travail moteur empl,Qyé h 1^ produirai; oe qui impliquerait la eDéatim ^'uûé eër'Êalne qg^niôJté.de travail. Qi: rhomme joie peut |»ft plus^oréer idki^iritvail qu'il n^. peut! cr^r 4e la matière, et< l|b théorie dés fovees- vires wwtre qu'qnia.iellie moAhine est* impossible. iioo^^beûlémeti t'a; i^ii^ lijser, xot^is. même 1^1 ooneeiKoin Suj^posiHisi^ti' elbt qu^tttiie>QîM^me pai^te. du repg^?. elq^'alAe <sdt atteint au bwl.d'un beartâim ttomi|is <}es vlteasç^ V y op jaw:a,;i^p appelât Tu» <T et T,. tes quaiilitês iie travadl qui,opt été. développées par la. pu^ss^onçe 3i le» rôûôtaMâSfiiet'iiQi ont amené la 'machine à cet état de vitesse : . \.\ ^v
Le premier membre est positif, le second Teat doric«Bsàîç psrismte
T» + PiTo > T 4- Tr + Par.
Supposons, pour plus de simplicité, que la machme soît fixe;
IIOlJyEM|WT:PJ9HPÊTUEL. *^'
son centre de gravité oscille donc entre deux plap^ bôri:lQiUmix définis. On peut concevoir uue position de la nuichine telle que P^^ soit plus petit que Pz ; d'où résulte T« > T + T^, et à fortiori T« > T. S'uà partir d'un certain instant, T était constamment plus grand que -Xéii JAil^WJhrsûtpoanfilctisfÎEiire à réqttatKHi^ attribuer .à v dès valeurs imaginaires, . Ie3. seules, qui, algébriquement, pouj^raient , donner
una.vriwr négative à laîsopme^ 5*^^'* ^
L^împoâsîbilltfe dii mouvement perpétuel n'a pas toujours, été rigoureusement démontrée, mais elle n'a jamais été douteuse pour les esprits vraiment philosophiques. Léonard de Vinci, plus d'un siècle avant la naissance de la dynamique, écrivait une dissertation sur ce sujet. Depuis, l'impossibilité du mouvement perpétuel est ^vçQpo ,uQ a^jocpe de la philosophie naturelle, etYoh peut dire p,vec Ednjond Bour ; ,^ Dès quoa s'aperçoit qu'une combic(, j)^9pn, quelconque conduit au mouvement perpétuel, si bien n déguidé qu'il soit, U faut s'empresser dn eondanin^r le tout « aaji$,^ppel(*), »
. ^7i^ La.{ih2part des inventeurs qui croient décoiivriv le mouvement peq)étttd commettent une des fautes suivantes i ild se tnéprennent Si^c Jesîgâe des travaux qui entrent dans la somme T^, et regardent comi0Qtpoaitife4eS' travaux de certaines forces résistantes; ou bien iig.SMppoçAntiun travail de la pesanteur indéfiniment oroissant, bien quelii.viiriation de hauteur, ^o "**^» ^" centre de gitivité de la mâtbijm sdrit limitée; souvent,'- eniîn, iîs s'appuient «ur'le théorème d'Ancfaiaiède, àa^ooipreûant au propre l'expresâion figurée ûtpeiic dr poids.
D'autres encore mettent en mouvement un appareil plus ou uioiiis bizarre, et prétendent utiliser ce riiouveuient poui ^accomplir un travail utile. Or le mouvement qu ils attribuent à leur appareil est 1 mallst] iiéeeaBaitie^ des efforts auxquels i) est soumis; la r'ésib-
\^)Cottrs de tïktcauique, t. il, p. 164,
tance util^^ que râiveot^ur. ajouta. ensiuiftte. à ces QJQ^rt^ modifie le ixKmveiwri^t supposé, let radnto» pôu à'peuvdè3!q»fdile>agitvrfippa^ i,dil ai) repoa. D^aiài rmutiUDé pratique deitelledueelterebeast. Qu'on
imAgineun appareU kuarchant iiKièTiDiiniébti toul «sêol; par6X^plé«
uxk pendule». oibHrackicai faite de la* raidedrdu fil dQ:8ii«peQaW)a^el de la résistance des milieux» Ce pendule idéal acnûi; dans applt*^' cation industrielle, parce qu'il s!arrâterait au bout d!un temps fini, (lès qu'on ej^erççrai^ ^ur lui d'une manière continue une résistance quelconque. Un corps en mouvement représente une quantité de travail disponiblie essentiellement limitée, et éga^li la moitié de sa force vive: «ne fois ce travail accompli, le corps reotre dan^lefepos, et sa puissance motrice est épuisée (*)•
Les machines n'utilisent pas la totalité dû travail motenr qu^eiles reçoivent.; ellç6 n em utilisent, qu'une partîe, et leur mouvemeat indéHniment prolongé suppose T intervention liâdéfiniment .ranoa* velée^d'un certaia travail moteur, A de rares excepti<Mi& prèe, la clialeur quelejsiokil envoie à la ierie estle réseiToir où s'aliamteot tous les travaux accomplis à la surCaoe du gIol)e.
Le rendement étant toujours inférieur à l'uaUé, il peint pavaitre que l'emploi des machines; conesponxieà une perte; et qu'uop machine mérite le reproche de dissipation des furces^ natjurelles. Getta accusation serait peu foudre. 11 est vrai que les machines utilisent seulement une partie du travail moteur, niais le potint de vue industriel difl'ère du point de vue mécanique, et s'il est impossible de créer du travail, il est possible de créer de h.valewr; la perle d'une
(*) On 111 dans la correspondance du président de Brosses (t. I; p. 119, leure datée de Milan, 17 SuiHt't 1739/ vUlte du cabin(4 Settula) :
« Oo y voit dïTerâes inaclUnei pour la irrouTement* perpétuel^ â'uve 4|6sqiiei!es est « composée d*uDe balle de plomb qui, après éiredesceodne très longtemps le loog iFuiie •« ligue sptiiilc; tombe dansun canon de pi^tulet, qai^ au moyen d'un Ressort comprimé « par la chute de la baire, la tire contre un dôme incliné, qui la fait reJofUir^AiBtJfi «< entonnoir^ d'où elle coule en la ligue spirale^ et toujours de même. »
Ciit appai cil, pour foncliociner lumaie M. d« Brosses Pindique, fcupposerafl qu'UVy a aacmi frottement entre la. balte et la coaito ^iuî la conduit, et que le reesott ^vik la reçoit e&t doue d'une élaMicité parfaite. Mais, en supposant même que ces condiiiono soient remplies^ on peut se demander à quoi servirait l'appareil, et quel travail dispcnihle il permettrait d utiliser. Ce serait un jouet plutôt qu'une machine.
APPLICATION D& ti 'ÉQCATft»? ÏIÉS- FORCES VIVES. m
eertakie quantité dte tra^iK due' aux kii^rfec<4dns de k machine, ii-em{)ècliê;''pÀ8^*kf'^âactÂpn àé v%)ew qùiestle vérltaMe Imt à attôit/dFê; lA^mt égttrdufiè tnitabiiH trèd > iii))[>éiFfaite peul> rendre d'6xo(d)ent»t^eri?iee4v tandis^ cp'une machine dont Je réndemeist est ivès' élevé:peut èti^ empleyéd à* uD' -travail inâosiriel peu rémunératew, onéreux mêmeé >
ACTto^S MtiïUEtl^S bÈ JDiEUX CORPS TôbRNANtS.
273. îNoas <loo»erons ici 00 exemple de l'emploi de Téquatiori ites forcea vites pour déterminer une aetieiJ mutuelle (§270).
Supposons une série de n treuils à ates paraUèleB, auxquels nous donnefonsles "Bumêros 4^ 2, w* n; ces treuils sont liés, le premier au seoondv le 'secoiMi au troisième^ ... le (it^*— 1)^* au n"', par des couirfX)ie8!saD$: fin ou des engrenages, de telle sorte qu-il y ait des rappon^ ocwist^teenire leurs 'vitesses angulaires. On suppose que le pccBMiôE treuil soit «ellicité par une force F^, constante, agissant tangentiellement à uue circonférence concentrique au treuil et ayant QD ray-on 8^ ; Ôe même F,, ¥^s • - ^n sont les forces appliquées aux treuilinf .2< ïi^ 3i -.* vfi n^ «t R^, fe,y .k. R^,, leurs bras de levier, pris respectFrement par' rapport à Taxe de chacun d'eu:^. Les forces F sont positives ou négatives : positives, quaoïâ elles tendent à faire tourner te treuil daiiele sens du' mouvement, et négatives^ dans le cas tioiitiwe.' ' ■•'.:••.' ..■-•, .,...-■
La courroie qm réumt le treuil n"* 1 an treuil n"" â p^sse Sur an tambour de rayon r^ fixé au treuil nM, et sur un autre tambour de rayon W^ fixé au treuil n«» 2; les rayons des tambours qui établissent la transmission du treuil n* 2<au« treuil n"*3: sent r^ sur le treuil n* 2, ei »^, ^r le treuil nr 3^ et? aioei de suitet fe dernièiH^ transmisslbn, eutre.'les treuils n* (n — 1') et n° n, est opérée par une courroie pas- :^nt sur àe» tambours» de rayone Th-i H r^^.
Enfin, on connaît la distribution des masses de tous les treuils, ce qnire^îent à donner i^eur chaettnla-masse m et le rayon de giratloii p; c* deux lettres ayant pour chaque treuil un indice égal au numéro du treuil dana la série.
iÔ8 ^ i^&W€ilî>ÏS' Sifiï0fi4LLÎ?8-
^ CelJt'pbâéj'én ^détfiattQë îalénsion développée dani^'fe'toiinlote'tiûi l réunît te treuîl n^^lfr Atill'eùiln* (t-f 1)v cèsiAftidir^-FeMOte ^^ k
tension du brin moteur sur celle du brin résistant. ' ^^in^n
Nous représenterons par w^, w,, ... «o^les vitesses angulaires des divers treuils; les rapports en étant connus, on pourra remplacer
par les produits . ^ . ^ . , ....
OÙ 'Mfâritéom X idéiit Qoîinus et dépendent des rapp^ts: j^ -
On a en effet successivement : .
^ ^fc+i X ... X ^n-i
Les coefficients X sont les raisons des treuils du premier et du deuxième groupe par rapport au treuil n'* fcet au treuil n'' k + *' d'apjrès kdéfiuitiiMi tifiém^iquedu^mot faiso/i. - .. ' . Coupons ^la courroie .(ft, fc ,+ l),.et appelons T la tension cherchée, puis considérons isolément' les deux groupes tormés, Tùii par le> treuilfe n** 1, n* 2, ... n° &V l'autre par les treiiîls n^ (fc'+ 1), ... n' «. Âppliquops à chaque groupe le théorème des forces vives pour un déplacem'ent angoteire infiniment petit, w^rf^, du treuil n** *. La force vive d'i^n cpi'ps toufifant çtei a une massQ m, un rayon de^ çiration : et une vitesse angulaire w, est représentée par inp'co* ; Taccroissement infiniii>dnt pjgtil-de'la forcevive^ituand la- vitesse t)asse de i^ k is> + di^ v/fist , égal à 2mp*(od(i) ; le demi- accroissement esi mp*a>dci>; le ^premier membre de T équation des forces vive^eât doiif
SO0Un€ î !. I.' 1" 1 ? I» i"m! . 1 • ■)!' ♦■• ':i'< (i' •! •»"' i'i'mJ -ij (tii|-*" ^ (m,p,' V + ^tpV^'i + ^pS^S + ,+ ^k-i P*»-i^ »-i + ^»P*») w'»aa)4;
pour le second groupe,.on, trouverait jde. même ; ..
Ces soûimeâ doivent être* égalées respectivetneht acik ^travaux des forces qui agissqi^tSQrchaotini^» groupes pendant te,4^p}a<VBp)^t que le système a subi ; or ces forces sont^ pour le premier groupe» les forces Fp F,, ... F^ et hrtensioirT; pour le second, la tension — T et les forces Fj+,, ... F^. Les tensions mutuelles des courroies qai précèdent ou qui suivent la courroie coupée, ne figureront ' pas dans le calcul aijonléâ suppose in^tensihles,. parce que les travaux des tensions sont alors nuls. On sait d'ailleurs que le travail élémentaire d'une lorce appli^uëe~à~tm corps tournant est égal au moment de la force par rapport à l'axe, multiplié par le déplacent);, a^ig^r laire du corps :.ojq aura donc pour cette somme de travaux, dans le premier groupe^*
(F, Ri X, + F,R,X, + ..... F»^ Rfc_i X^^ + F» R* + Tr») w» di,
dans Je second, '
' ' ' '■• ■' \JJ\.' ' .. .' A^ • ')'• .^M 1 |;( -.. r«,;i
' Calculons deux (nasses auxiliau*es JUl et m. et deux forces auxiliaires * et * , telles que nous ayons les égalités :
•I^lAil^T |)+4?»v+X+ f ni, Rk^ Xfc^, -f .,,.. + FnRn V= \^^^ F^Ri V
A€VfaHS?enmmLiiisB
Les ôquati<Mis des ftwoeBiniveà énriMérait, ^pnte mnpj^reawn des £Kteurs^cfuiunm» cd^^ «t a>t4.j,
Mais
Dwe wTm
et]mrwîie
»:" 1 •• Ml .'
il'-, rf
îcl ié IMerëmé ttes^foi^es Vîteâl'Aôte^Tfeit'eonti^fti^'tirt^ térîetire a f'erisciïïMè «ti ^Yâf êiûia; ' • " ' ' '
Gono^i^^t T,, m jtow^a. d^^wwer r^, pt i^, ^wffira ^'.intégrer âe«x f«â8 4* équaâon' p«inr av«ir, «n fotklSovH'rfe ti, la <vHeBse!âiigu>^ laire co^ et 1 angle décrit Vw^d/; conoaissant wt,.oii en déduira les
autres vitesses , a^golaire^i» qui ont avec co^^. des. lapport^coopoSt 274. On remarquera qtue la formule
exprimera tensîmi d'une f ige rëufâSs^nsnt dbux mâMédJÏetliFdelIicitées dans la direction HllI' par deux forces constantes ^ et ^',et se mouvant dans cette mémo direction MM'. On a, en effet, en appelant X l'espace décrit sur «ette directiou par un point quckoncpe de la tige MH'9 pour Té^iuation du mouvement du point M
Fig. i!^
DEB CXmBS TaiHiICABÏi:&. i7{
G^est le^nïème-^'àflBnsikB deux équations, parce que la distance
M' est invariable.
Multiplions la premiëi!e*par^M\< la seconde par M, et retranchons, il viendra
0 = M'O^ f (M :f- M) T — M*', ou bien
vM + M'
275. Les transformations que nous venons d'opérer sur les sommes dos moments deei lorces et cl^sjçoioments d inertie, ont eu po;ar effet de ramener toutes les données de la question, Xoj*ces et jmd$ses, .^ des circonférjçnces animées de vitesses linéaires égaks; ce qui nous a permis de substituer un mouvement rectiligne fictif à an ensemble de mouvem^ts circuiawes. La solutiosi du problème peut, conxm^ nous allons le voir^ se déduire de cette seule considération.
Le premier treuil est souvis à deux forces, F^ et T^, agissant à des distances de Taxe R| et ri; l'équation de son mouvement est donnée par le théorème de^TacoéléFfiEtiapi angulaire, et prend la forme
dt rt»ipi*
bek»apcM4/<trauU ,est^ttms.<aiii;Xsiaccâs
F„ "T, et — t,
agisaaol sur les bras de levier
Rj,-**». et r',.
L'équation de son mouvement semdofic •
do.. FA-H-T.^-T.r',
dt ^tP 1
et, ainsi d(B suhê, jusqu'au ft^ tréuîl/'aôni le'iiiWIVëffl«li;>s«éa^d|5 fini par Téquation » ; • n .. r v i
^<^n E^ fin ~ Tn-^l/»
dt TOnP
Nous ne changerons rien à ces équations en modifiant les rayons, les forces F et T, et les masses w, pourvu que nous conservions les valeurs des produits FR, Tr, Tr^, et mp*. Ramenons pour le premier treuil la force F^ à agir sur le bras de levier fi, et altérons de même l£^ tnae^ m^r de manière, qu'on puUai^ la s)]^|K)^7:^pâ^çt^^, ^ ja circonférence de rayon fi ; il suffira pour cela de oalQiil^r la i^^Vj^He force <fi par l'équation ^ .
Ti^ = FrRi,
el la nouvelle masse |j^ par l'équation
(Al n" = mj pi«.
La première équation pf end la forme .
M ""îT- = — — •
■''"•*'| "• 'i • • • . : li : - . • . .' ,.
. ^Pqvr jtrj^n^fqrmiBr la seconde équation, nous ramènerons les forces
et. Ij^. faa^s^ ^ la circonférence de rayon /^, qui à une vitesse linéaire égale à celle de la circobférénce fi sur le premier treuil.
Nous poserons donc
et la seconde équation deviendra
La tension T| ne change :pa8, parte qu'elle esl natureUemept appliquée à la circonférence r^,.
(iherchons sur le troisième treuil iiné circonférence qui ait la même vitesse linéaire que la circonférence r^ sur le premier treuil, et qtta;ter:<^WW%wçe r'^ sur le second. Le rayon f^\ de cette circonférence sera donné par l'équation
.tù^r^^=:t^r*^l
mais
doûc ,^
'■' ' • 'II.' * , ,
PàSs^ nous i^àikiifnéfotts lés forces et la nasse à cette ciitconférence r\ pâi* Iteièquâtiotts /
ce qui mettra la troisième équation sous la forme
La Joi de, formation de ces équations est manifeste, et l'on peut poser d'une maiiière générale, en. désignant par r*» le rayon de la circonférence du treuil n* k qui possède la mêoie viteàse'Knéaire que la circonférence r^ du treuil n» 1, et 9», t^^, ji^^, les forces et la' masse réduites à cette circonférence, •
dt fij
Observons de plus que les premiers membres des équations transformées sont tous égaux en vertu de T égalisé des vitesses linéaires;
nous tauroDS pûur dàt«rMU)<9r.l&a tfipelpDa-inconiWs. Jf^|SuUe d'ié-
t;aliiés
_.. ,,, — III ___
t^ Kl l^ . '/ f** l^
Composons ces rapports, les tomtoas inconmiâs ;S*élimia€aat, et il vient
? + T, ^ fa•^TJ,).-^.(?,H"Tr-T,)^-(y,H^T,^T.)-^>..+iy1,-T^,) t*i . f^i + hi + -. + [^
_■ ?l + ?> + ?» + ... + ?n 1*1 + hl + - + l^
Cette équation donne T^; une fois T, connu, il est facile de calculer T^, V'"' l*»-*» après quoi on passe aux véritables inconnues T^, T^,... T„«|,. iont les rapports aux inconnues auxiliaires sont dé-
terminés.
On peut aussi composer successivement les deux premiers rapports,
les trois premiers, les quatre premiers, et, ainsi de sujite, ce qui sépare leo inconnues. On obtient, en effet, en procéilant d« cetilç ma-
niére:
1*1 t*i+44 t^i+t^t^-HlH *•' V'^^r'
et cette série d* égalités, permet de déterminer immédiatement telle ipcapnuequ'traTOudra. On a, en-général.
r«^ - i«.««i?xii
d'où l'on déduit
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é(piâtJob 'qft^on peut aussi mettre SOUS là fûîiûfe "' '
JJSSXUUlUûN DBJH MOEPtEmi Blrn&AlXlQUE.
276, Le moteur clés machiiies byârauli'^jues est la pesanteur ngîssaut sur Teau qui tàsorbe, et produisant akisÂ uu (ravaH dont une partie peat être recueillie par le récepteur, La prenuière condition iile rinstàllatiofi âVn récepteur consiâte donc à avoir une chute d^eau. Si Ton ne dispose pas d'une chute d'eau naturelle, on en créera une en harrant uja cours d*eau. Le barrage fait refluer fés eaux tl*amont dans an caiqal latéral ouvert de raniont à l*aval, et sûr lequel est installëe Tusirie; c'est le canal d'amenée; il est protégé en amont par une série de vannw de prise d'eau et de garde; un déversoir et des vannes de /bijg permettent de yider le canal d'amenée lorsque l'usine doit chônierv^u delà de Fusine, le canal se prolonge par le canal de fuite j qm T^oint le lit naturel du cours d'eau. Des vannes motrices servent h donner l'eau au récepteur, ou à interrompre la communication "s'il ne doit pas fonctionner. Parfois on è^t conduite adjoindre à ces différentes parties un canal de décharge, qui réunit l'amout à Tayai du barrage fwr l'aïUFe rive du coure d'easL, et qui sert à l'écoulement des haniéfi eaux. Dca diguies dcHTest protéger le canal d'amenée et le canal 4m fubt^e, où rw ne doit pas admettre hs cmeB.
L'eau est donnée à chaque irécepleur par une vanne spéciale. Le débit tpj)»l idSl'paii moteice etd^^^tagé euiire les divers téœpÉeiirs a« wn/fÊn ^ifiênns ooBfiUttiîtStiians le bîçf alimei^t^re;. (bas œrtains cas, on éud)litfta«r recernîr Tèau imotrioe' i6t^la doMer au rtcepteur «eif ne i' on appelle un cabénet itou.
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'Sy* / Sù'p^osôrià' ^ti'ttné ttiacMfté'^t misé etï mouVefti^t par iroe ceiiîiîiïe" tta^feé î'ità'u'^afDithife d'ttn ttîOuVttm€!M permtttienti! Nota potit^rotî^ apjilïqtrei' ïi'ce'ttfe iftiâsse le théwème des fortjes- Vives ; elle excircé' W' lè'rêàéptétïf hydrâtiîîqtoe tihe acûëtt "donfe le thaVaiFoonstitûe Icfhsivàîl motetlir de lauf^Hme- te réaction égate *êtccintrâfirt à celtfe action sera tiné rèslstanèfe i^Spîîqtiéi&'par fe nScéptetit- à'f e«a, et son travail sera compris par conséquent dans la^<î«ntîle des travaux résistants des forces ^ppliqu^es.au 'système liquide.
Soit PQ un fragment du récepteur hydraulique; CD, CD', CD",.-
.« , , Fjg. 155.
' ^'' '"'''1= '' <;' '^1' -• ; î"-. ..:.-; «. ., ,'.'•..■,, j/' '"V. '''.n jl't.i'i
_î .^^.jll:-^£.:j^^ -^
SQ^Xt,^^3. ota^e^ .q>ii/ ççjçi^iyqnt ..rajctiqn ..<?e V^V,. et. qui ^pnt ilisppa^es.ii (ï^^auce égale,. s,ur le, pourtour djune .roug ^% f^sous deux peotions^ws le. cours, d'eai^,. Fuçie MPî çfï aip.OiQt, ,l'a4i.tr,e )l'N en aval de la région où s'ppère le .contact eptr^l'eau et /fs.i^ubes; puis suivons l'eau dans le mouvement dont elle est animée pendant le temps 0 que njieftxhaque aube GD^à prendre iJ place CD' de l'aube suivante, ou qile ia roue met' à avancer d'un poc. Nous choisissons cet intervalle, qui n'est pas infiniment petit, pour retrouer la figure dans la même position aux deux époques. Le mou-
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vemeot de Teau, en un mot, n'est pas rigoureusement perqfianent; il est périodique^ mais la durée 0 de la période est très courte, et d'ailleurs le théorème des forces vives s'applique aussi bien à cette périi^é ^<^U'& htt^ ftétlôdé'iilîitiÏTt^hi^p^iltié: Les'moléoules Bituées dans le plan MN viendront 'i^efiflàtit le' temps 6 occuper la surface M,N„ les molécules contenues à l'origine dans le plan M'N' passent en H\N\; et à cause de la permanence, ou plutôt de la périodicité «ImiBq dw3.temQU¥ewr>t, te.dew-'îwvowîp^^ vive du
i!eoQe<mtre la-.iiorce vive de U oia^fie WMiîJ»î' «t hj9y^^, Y^xe de la ma^er ¥i'W';N.'i5jIV. Sc^tY Ija yitçsee jKioyfiane çUj?^ la section JMN, Pie p<iidftî4^»li#Wt6,pK.M çffur*,^*e*W 4ana l'i^^ d,e.t^a}ps»,pt V' la y^sw, fflojepw *WiU .i^pql^ JA'K^ he, dem^-apcr9Jssp]pçnt des I i^rceafyivflasw^, , ., . ..... ,^ ^ ,. ,^ , . ,,,, ._ ,
en faisant abstraction du coefficient de correction, a, qu'il faudrait introduire dans cette expression pour tenir compte de la différence des vitesses des filets fluides ; nous supprimerons ici ^ce coefficient qui est, comme oh sait, très voisin de l'ùnitt- . -, '' .- ' .-
Le seçpnd meqibre de l'équation ^<x)ippreddra )e^; travaux des forces qui agissent sur le syst^o^e ^eiitre les deux positions, savoir, , es pressions, la réaction de la roue, les forces intérieures et les frottements.
La pesanteur agit sur le poids PO de la masse MNNjMi, dont le centre de gravité passe du point G au point G'; soient h et K les profondeur dû cours d'eau dans lés'sectionsMN'et ftWsuppdsées nèctaiJguîàires ; et i^ a', les hautéuri dès plana d'eattA»; A'B'.dànfe cf» (ïètfx' Citons, âtt-dcàsas d'un même plan horiixmtàl Zff; Lé travail his^'h, pbsanteur sera ]^oëitîf et égal à '^ ' ; ;. i
La pression atmosphérique s exerçant a une manière égale stir
toute la surface de la masse liquide, ne produi^t a^wp. Ina-yçiil, puisque cette masse occupe un volume constant.
Les pressons d'am^u^ et d'aval, a&sti^acUon faite de la pression atmosphérique, se réduisent, au point de vue du travail, aux pressions Qjû^r«6es àft03ieftgpî&09 JUN, ,M'N'-, ellesb sQ»t réiiarti^s,0an3: Cçs sections suivant la loi bycli:sost^tii4UQ^.elle$i^at ^ç égaJ/ds,en.piP7ppneà
-5- et -^•, pour avoir leur tpavail, il faut les multipltei^ par le vo-
lume engendré par leur surf^ca d^'application ;. or, ce volume est-=r; donc enfin le travail des pressions est ■ '
H--IK
La IréaÂtion de là roœ •d&ime un tmvall négxtiiv égal ^t jçoi^tràire au travÉÛl moteur transmis au récepteur (*); on .représentera donc ce travail par — T»8, en appelant T« le travail moteur transmis par unité de temps.
Enfin, les forces intérieures et les frottements domieront lieu à un travail négatif que nous représenterons par -r î/9> et qui dépendra du frottement de ï'eau contre le coursier* et contre les at^bes, du frottement mutuel des filets liquides et dès auti^es actions mutuelles développées par les chocs et les chatigements brusques de vitesse.
Réunissant tous ces teTinesy il nendrav ont s«{^iiDam }# fâciear commun 8, . ' •
»i't>i*< >li»i>i — m % \ Ht i^iiiMiiillH >tl* iiiii>i*É«i>ii<«at^f>^*Wi» Ml — » ■ t 4i'i ■■».i4j fcl.M ■■■■
(*) CeUe égalité du travail moteur transmis par l'eau à la roue, et du travail résistuit subi par Teau de la part de la rt>de^ est rigoureuse si on s6 borne ft coasldérér des actions n^utuelles nornAalesauxdurfiu;esde<iontaAt. EUe «esottiit plus exacte si Ton voulail avoir égard aux travaux des composantes tangentielles de ces actions, parce que les glissements qui entfent en facteur dans Tévaluation des travaux correspondants pe sont^éijorftlem^nt pas iis mêmes pour les deux syMèmcs. glissants.
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ccqmsei'édtiità''
en appelanl Hiâ dîflêi*ence jsr-^jc\ égalera la ^Af^/<? superficielle du coui-s d*eau chtrè' lès detîx sections ootifeidéi^s* Oa en déduit . '
Le travail transmis à la roue augmente donc avçc . ^a cbute H^ et avec la vitesse V à l'amont; il diminue à mesure que Y augmente-, enfin, il est d'autant plus gran4 que le travail T/- des frottements est plus petit. La limite supérieure absolue de T^ est
(irait que Ton eût T^ = 0 et V = 0 ; c'est-à-dire que Teau n'éprouvât aucun frottement dans la roue, et qu'elle en sortît sans vitesse. Ces conditions ne sont pas admissibles. Mais du moins on peut en approcher par des dispositions convenables. Le meilleur récepteur hydraulique sera celui pour lequel T;- et V sont les plus petits possible. II faudra doiic pour qu'un récepteur hydraulique soit bien construit, que Feàu y entre sans choc, qu*elle n'y soit soumise à aucune agitation tumultueuse, enfin, qu elle en sorte avec une vitesse très petite. Le ren-
T dément da i^écepteur sera mesm*èpar lafjsaaiou' * ^.-t rapport
du travail utilisé au travail total disponible.
278. On peut remarquer que notre raisonnement est tout à fait le ïufiui^ que «eUû doB^e» se sert pour démontrer le théorème de Daniel iiernoulli (§ 59) . Faisons abstraction pour un instant du terme négatif —T,| qui, représente la somme des travaux dud au IroUement etaux Urnes ÎTitérieures ; le trav^ail disponible est le produit du poids P
Lcoulé dans un temps donné, par la hauteur H 4-^ ^^q"*
entre les points M et M'. Si Ton prend en effet le niveau. dîair|UA*IV ppur pliU) Horisodotstial jclarCQmpf^v^isonv.et^ qu'<){> fiifisejaiibtnipikli) de la pression atmosphériqiKvlc plan de charge F, dans la i*^*gion AB,
sera à une hauteur H + ^r-, et le plan de charge, F', en A'fif, sera
à la hauteur — - ; la vraie chute quî produit le travail est [a distance
vertio4tle de ces^ d^ux p}an£|. On roit.par Jà qu'il est indtiSteeitt, au poiut jdfi vue de la quantité de travail disposible, de (aireagir sur iarcjiUQ hydraulique Teap q^L'3'éQiiap[)0 d'une vaaI]e•âtifIàe*a^lf0ad d*un réservoir, ou de prendre la même quaptitéd-eâni^i laisarfate du. liquida et de la .laisser ;lonibef* diuns le bief d'aval^, eil i^gisbant dur la roue.par squ poidsi. &Iftis.n(iu3 veacHis qofi k > tèraie] T^v que ïiQUB avpQ» pr^yifiQirônient.&uppphûé, peu t. aequérîr des ./valeurs bÂça dUfôreaiQ3* d^ais 1^9, divepsi ^yst^fis . de>rei}e94 el.qae te iinkledement réel varie avec le type employé.
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279. M. Gérardin a fait connaître en 1873, dans son Élude sur ( alxméniation pàrrnath'ih^s dû cnnùl de l\iisne d îà Hdirnè,' uut nouvelle équatîott qàî définît te tl'avallrecueilli'par'uh récèfii'^ur hydraulique. Cette équation résulte de l'app/îcàtion piufè et feïniplé du théorème des moments des quauiitès de mouvement à Teau motrice.
Le récepteur tourne autour d'un axe fixe 00'. Gonsidéh^nis W feystème formé par Teau motrice prise entie deux sections transversales e^oU'elesqupllcwlev^QBpIfUf.pst.coiupri^. Soit . .-,.,-. u )i -^ -ui.) » . ^ Ifi .masseï 4;ttp.,^léineqt cle.ii^uivU'; , . ,..,,,,. ,;.».> .., .,,,^ <k -^
M la vitesse itl^et élément; '? h àMtiiitQ^rëéihMitili Taxe 00',* ' ' ' ^'-'''^''^ '^' '' *'^ '
eX oii Tanglei^uQ ^U^a vil»e£^se h ^ivec la \ i lease d^point ;géoKiétoii(ae
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œciipé'pw i in âifpf^o^/ én»&îné par le nftèufvaïient 3e -^ofetHn* du
' .Le^prodàk mtcfi eos ai sera te-momeiit deisl <!f«àiiUté d«'UibuVè-
' ment par rapport a Ou, et la somrrie >^ fwwp cos a, étendue à tous
les éléments compris entre les deux plart^ transversaux, est la somme des n^oments des quautUés de mouvement, . ^ '
Soîi M là somine des moments, par rapport à>^0', des forces extérietiiréB'qiiî'agisB^t sur le fluide, pesâtiteuri pression dafnâ les sectioas^artrêdies^pressM^ et Ptiottement des:berg^, t^it^tance de l'airvilo^âBéclea fereed^enun loo^ excepté ied réautlons «xërcée^ dur
.£t!j|ft )ft)sdiniQëdles i moments par TUpport- à OO' des rié»i$»dncè^, f^aeM iHBÎtiveaéeBlij exercées par. le récepteur sur la 2i)àisse ili/iâe.
> Leytixëiirèma des imomepts des qpantHés de nrotrreinent; 'appliqué à.réléaK3Bt}|deL tempe de j donnera^ entre tloutes oeë qttàtrtité» réqvà-*
dï mttp COS « = Md/ — j^d^,
où le second membre représente la somme algébrique des impul* sions des forces extôrî'étft'eà. On feii déduit ' • ' ' ' • '
' .^,^^^9^V(^^ il? tfay^l^éléçuef^tajre desipi'<^^.spii,.^i9^n^tAMrJ'Ça*i dç. 1^^ p{^r.t d^ récepteur ;^j3^,f.es^l,a yitesse^.an^vl^jupe f)u,réeiçptpur autour de l'axe 00' « on aura ».,...
dT=î=Mf<i<— ?dS[?nMpcosa), .,
équation fondamentale' dé là thëorm &ë M.i Géi^aftlifl! Ell^ lie àilj^'pose pas nécessairement quelerégimë sëitpermiàh^nt. 8i'}a'pertna- Dence du rôgime est vérifia, la différepti^le 4^«^t4pcps.a est la âifiéMOieirdeB iDOiMnts 4es quantités de m^tffemttt des^ tranches
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d'aval et d'amoDt obtenues en suiraot les sections extrêmes du liquide pendant le temps dt. Le travail élémentaire dl est celui qui agit sor le récepteur; mais le récepteur ne peut l'utiliser entièrefn^it qu autant que la vitesse angulaire f est constante ; autrement une partie de ce travail est transformée dan^ le$-di\ner$es variations que subit la force vive du corps tournant et des corps qui y sont liés.
280. Les niotèurs hydi*auîiques se partagent en deux grandes classes ; les raues^ qui ont, en général, leur axe borizontal, 6t les turbines i dont Taxe est ordinairement vertical. Mais ces définitioDS ne sont plus en rapport avec les progrès réalisés aujourd'hui. Il est plus exact de dire que les roues sont des récepteurs dans lesquels Teau motrice entre et sort par les mêmes orifices, tandis que les turbines sont des récepteurs où l'eau parcourt des canaux spéciaux, dans un sens bien défini, les orifices de sortie étant distincts des]orifices d'entrée.
Les roues se subdivisent en roues m dessous, roue^ fy cM^ rmes en dessus, suivant la hauteur à Jaq^Qlleçe fait rintroduption'de Teau motrice.
Les turbines peuvent se ramener à deux types principaux * la turbine Fourneyron, où Teau traverse la partie mobile en s' écoulant par filets sensiblement horizontaux; et la turbine d^Euler, où les molécules liquides traversent la partie mobile en perdant' leur
I II
hauteur. ,
Les principes généraux que nous venons d'établir s'appliquent aussi bien aux turbines qu'aux roues à axe horizontal.
Enfin, les récepteurs ne sont pas les seules rnacRines hydratUiques, car on doit comprendre sous ce iiom« outre les machines que Veau met en mouvement, celles qui servent k ^jever l'eau»
• . -' CHAPitRE IL
PCS ROUES HYDRAULIQUES A AJŒ HORIZONTAL.
BOUES EN DESSOUS A PALETTES PLANES
281. La théorie des roues en dessotts à palettes planes est due à
B^figer. EFle se résume dans l'emploi du théorème des quantités
de ffionvement, qui a Favantage d'éliminer les forces intérieures, ei
de conduire très rapidement à une appréciation du rendement.
Sait G le centre de la roue. Les palettes planes sont implantées à
^g '^*- distances égalés, nor-
malement au pourtour de la couronne extérieure CD. Celles qui, à . y/ j \^. / UQ certain • moment,
/O' lE \JK ^•~i''--T-_" ' sont placées au bas de _^J;-7^ry^ ' /--jï \ ji:,r. t^^^ '* roue, plongent dans
^F?^\^try".i^5JfN^7v^jT2s^ j^ courant liauide et re-
çoivent de la part cfe l'èau tme poussée qu'il s*'agit*de déterminer, et quQ nous sopposerons horizontale, constante et; appliquée au milieu I de la hauteur de la palette. Nous la représenterons par R. Nous appellerons v' la vitesse linéaire de ce point I de la roue danf son mouvement. On peut adinettr^ que Teau, en quittant la palette a perdu une putie de sa vitesse, et a pris cette vitesse v' de la roue En amont, elle afflue avec une vitesse égale à t>, supérieHPe i ^\
Daife là^ëeëtlaÀ d'ambm- MP;'rfeàii à ix\ie titèSse IfliSS grtt»âè ^i^e dans la section d'aval M'F; la profondétfMlIPl^fei doffiè fiictfiid!^ Tjnéla profondeur M'P', et si Ton appelle h et h' ces profondeurs, on aura hv = h'v\ en supposant les sfectiôiis rectang^laïifes.
Le fond FF du cours d'eau est horizontal, ou son inclinaison, s'il en aune, est négligeable. Gela étaat^ prpjntosbiaur «n.m^Q boti^piit tal les forces et les quantités de mouvement, en suivant le système liquide compris entre ïes plans ÉP et M'F| ^ndant le temps 0 que la roue met à avancer d'un pas.
Soit P. le poids. .(iip*^ débita. dansTuoit^ 4iç tçmpp.î la 49î^ 4é-
bitëe dàn^ le têîhps^ est ^B, et raocroiââémetit cteé i^^tiféë^e
mouvement, '
Ihv^v}.^ . ^^. , ,..,
Les. forcer. 9?tépieurei$, ^QOtU fcut.c^hfi^ub^rileainipujçîpp^pjfojetée3, ^on^ i^ peç^nteiuf, la pression /atciosph^riqu^-, Je8| presfjîçp? (du, Uqoi^ i^t liEis.fcpttemeûtsdU) lU. enfin la, forc^.R,. q\n, içst Xifi^m^?^ à déyt^fiminerf; Maipi^.pesajileur, et )a prfasjpR atffliQSflhéfiijifp omtj de& projections Uiilfes, .Les pr^ssiç^içis ^e , péd^ajsepi ^u^jif,. gf^^jp^^^ mouvantes dans le plan MP et aux pressions résistantes dans le plan M'P, abstraction faite de la pression atmosphérique. La pression
moyenne dans le plan MP est n ^ , et elle s'applique à la surface de la section >ÏP; ôr cette surface multipliée par *' et par ff dôhiie'le
débit'en.,pQiitte^.P,;,|[^Qnc içlteest .^galeià g^; p^ ç^û^e, 1^ gqjpmp jdes
••'•■' PA ' ■■ ■ ' » *'THI8' •
pressions d'amont est ^, et la somme de leurs impulsions -^. Par
la même raison, la somme des impalsaoas.âes pressions d'aval est
Les frottements du lit pourraient être évalués en appliquant les lois connues; mais il est permis de les négliger, à cause de la faible longueur PF.
■:V^%ce.RaÇij^o^e.en.vraî^gEandeijf et ^pqjpguteipB est égala
/. ' II." j ■ *■'
d'o&i-oii tive, eniiésolfaiitipai' r«{^portàR» i- : '
Sî trotist^tilôDS avoir le travail moteur T transmis à'ia roue dans L'upUô da^temps^ nous remarqueroos que ce travail jest le produit Be^'; multiplions par v\ il viendra
T, = Ro' = ? (c -^ e') é- + |( A J - A' V
14 Vitesse v est dôiniéè; c'est la vitéâàe du cours d'eau dans son «âtîiktUféîîTa vîtfessfe ^* est la vitesse d'un point défflrii de- la rmiè. (teeàliûàître dé fiiei^ cette vîtesàe et on ddît en disposer die manière à rendt^é T„ lé plus grand possible. Pèt fc sont des quatitiiêèr connues; quatoi à il' on le calcule en fonction fc, de v et de t)', par la relation
. (fe deynt 4ppc déterminer la variable t?' de manièf^ h rendre maximum l'expression du travail moteur. Les anciens auteurs négligeaient là variation de profondeur de 'l^eau et la periedetravaîlcorresi)0Q49nte ; ils réduisaient le travail T^ à )'<axpression
(»-rl
uelle est
maximum quand v'
On:
31 alo
Le travail disponible étant égal à -^ , on voit que le coeiBciem ^
est la valeur du rendement. En réalité, le Wndeméttt n'atteint pas cette valeur à cause du terme
P /i: ^' l.t\ Vkiti' I »\. • , .. , ,., . :
qui est négatif, pmsqueV < «. '
U, semble qu'on. puisse diminuer indéjiûhireïït l'importance de ce term«t eç. r^d^is^ant la profondeur h du conta d!«au. llb«s pour maintenir, la valeur du poids débité P, Xpnxi en réduiasAt A» il faut élai^gir le canal et la roue; de là résulte une augmentjitâon d^ljei^ qu'on doit laisser li|}re entre la palette et ,1e. tond du canal, e{ une perte de puissance . .•.'/... f ,. ^
PoUr'le rapport— *=50.40, on a trpuvô par e^cpérience qu^e le ren-
dément était de O.ftS; le calcul Im assignerait ime valeur de 0.35; ce qui confinne sufiisâmment la théorie.
$8S. là tône en d^sou^à paiettës fiaociarM mi'^Datfeilftrto^ grossier; l'eau y agit par son choc, et elle qm^te^UtroiÉe atï^! wft vitedee ég^ak à oelte c^e possè^la roue eUenmèmei. Ge.récepQeur ne éàî&sfsdt donc & atteuÀe•d^s coaâîtiami dérteraUaé^s par: kv thème générale. : • - ..• • •:-.•...,.' . -, ..î -.j .
Belaiigôr a pi;ofx>s6| peur MoiKoitei^ le. irmdeiQcnt dç» lat ly^e m'desMMaa^ d'sbaiaaar.le pl&a:d'ea« m a^yal^piMT ua a{y>n>g9oâi98i9^ ment ilu lit; dé cette/ marnera )& viit^^su» 9' pfMl Êtr^ jQ^qUuki^ |Ç[^.]a vite^ô V, saipque la pcwnt^r.dpnne Jie?iL.URti:{ni^ril;Q^^ l^ produaipn du Tea^ioit superficielià l'av^d de la roue, conduirait à Mïiè attkéliora;(iûn anaJoguei llaisieedipu^dés ne sont pas généralement appliquée i «ne rolu^.'afiadl dé(éDtupus<
. '* *. . .' >.,1 îji< ,..
,,•'., 1'»; N.ii; : 1 .r,| «rjv t
ROU£& Jl Mip^^^ ÇW»BES.
■J Iii ♦*)•,
JOUE^ A AUBES COURBES DE PONGELET
Fig. 4 57.
283. La roue à aubes courbes de Pùncekt est exempte des défauts de la roue à palettes ))laQiisu '' . ''•.''
Les aubes ont une forme courbe ab^ dV\ elles^sont comprises dans
une couronne limitée, intérîeuremënt et extérieure*ment, par àéui cerclés concentriques CD, G'D^ L'eau est donnée par une Vanne de fond ; elle coule sur un coursier qui a la. forme EFGâKL ; de £ en F, il est à fond plat; ^/deF en a« il a, me.ionme
'V" Ml;"
V^VC.vV\\N\NNN,^J^5^;^5;j^^
;>\vvs^v\\v^\v\VN courbe que nous appren- . dronstoutàriieureàtracer; de 6 en H, il suit, sauf un petit jeu réservé, la courbure du cercle C'D^ «liHK, il pfâ86Dte isn&petifce eiDUIé«bruâque,aprè9quoi U r^preiMiun ftAd {rist^iaibte peqte. . ^
^Pqut fake la théorie de. ^ce réo0pteitr« ^ipp^dOQS d'atKNrd qup le TQ^u^debb iptte soit telldoicttt graodrqtie lei imi^yemept de, il'^be^ dans la région inférieure où elle reçoit l'eau, soit une simple^ tr^i^titMi b<iri2énlal6« Appelons Y HTilesse de T eau, la<pielle 9era dixjjgée toriîotiisalëiaent, M v la vkedse de^ trandaitien de .T^uuibeu L'eau aitt^parràpp&ità4'a«ibe îinQiritessérelailive'V'<^-^« RéduiBods pai: {a •pienfiée lar couché d*^ii fournie' par^la vamiq à.uneéfBJ^seur infifû-
ment petite, et snpposonfr jque o^e couche A&raèb l'estrénùtéd de Taobe^ Pour;? ^U*ll/b'y Ha pat de dioe à ï^nXtk^ de T^u sur l'aube courbe, il faut et il suffit que le profil ab soit tangent au point d à la droite AB. Cette condition remplie, la couche d^eau reçue par Taube au point b montera 'Sur la surface en vertu de sa
Fig. 158.
l^^4 RO€X8^ÏBK>^ES80I2S/
YiteB$e-jelatiYe,¥rTfrt;;»felle!,rfai?rète»jeniv^(i iRoîç^ QiA.rpi» hi»-
teîir (JD= ' ^ '; parvenue ta, fe tifkvail de la pesf(i^tçftr lui a fadt
pqr(ir€Jrf,taj^p, ai?„.v^^p f;ç}^t^v^,; ,^çpe redescend et parcoajrt' la coi!^i|b? CAi^Q ^^ cc^^^)ut^^,r.^y.^D|j|e p point év^elk 9. acquis par sa cl(^te^ ea^SçPjSjÇont^?!^ difi^j^ouj^^ept de la roue, Une vitesse j^lât^Çi.^al^^.iyTT::HAil^,X^^?^. *frs,ç^^ moment oà elle
'•efi^et.ftH.jPPJipl; fiiS^,\y^. m^tçj[ ,Ja rqae, fest donc' égale à {^rriV)—VF^X'r'Mp^\S^P 4^ B yçrs^ Â. Elle sort donc de la roue sans
lîtèsife Ipdtti-Vù'qù^bA Élit Yiî± 2t;, ^'1;^ |V; 'V^' ôOUdtÙOMr
elle s'élèverait dans l'aube à une)b^\^t|e^^,,ÇR:=î=.;y,far;^T^]H^^e9^^-■.
signant par H la hauteur dç, la c|<ute jjui produit la vitesse V; et le récepteur serait parfait, puisqu'il n'y aurait ni choc à l'entrée, ni viiësBe'Cota^ervée pàrrem:à'/')ai'seFtiei -'■■'^•'^ l'vr'^ ■'« »/jr :n ,-r- «Ta"'! /
'M[ai8,i!eDv réaliié^-lescliDSQs ses6 .^aësent ^as lakiai;} IVabondo nous ; ayoli»:iédBit lâièouiche'afflaeiiteâ use épotfiscluri'iilfiBÛnent laiboo» puis noûs^svqnsi aiip|>osé que le : rayon i^e-lef rtmfteétaitBfiisea grandi ' poér . qde le* mouTvment^ > des aubes fftft aeikBibiemetit • lsoi>ia»iit0â jda» lafQflrtielaphiEfaaqfseiidè Tap^aDoiL Ces de«a côndiifoxid ne^offil ipa» rigoureasemml rem|Kbôs; L'«aa, au lien d'affluei^ tttg«itirilem(eilt'à la. cirooB£Érono& eaDtédbenute G'D^ lait avec* oèttei lîgae un oertain «sgle v si tTtoifadsbit tes aubes taugei^edè la ^FOMfécèmse/extérieutfev f^w. n'y; (lïôianrait ipaîa leutceri^ ( èar* ï iolerVaUe > db ^bux^aubesrèooiséouiivies ad, a!b\ serait fermé parilëttraèS de'}'^tvéImtô•6^âe■la>66cotide.. La théorie précédente, établi^ sur l'hypothèse d'une couche d'eau inflniment mince qui glisserait le long d'une surface directrice douée d'un moùvetiiènï ' de tf aîléfetiôtt' iiùtizohûl'; lïe' ^'*at)plîqitfe ' dbn^ "p^' •av^ exâctitadfe':' "'^ '-'■- '- ' '• ■ ' ■:- ; i^-i • - - • «•! ■•-'• .. = . ••.-•'.
284. I^ai^s la pratique^ on trace chaque aybQ.aé ^ manière cju'elle fasse, avec la circonférence extérieure CD', un angle de 30* (feg. 169 j.
Pouf cpi'il Ji?.ï..ait.pas à&,ç^kVej[it^éeiïl,Ssuai^quQ,X
la rooe^an point '& avec «tn^ vitesse relative k); tâtngieijiie ë^ti' {rreiâièr .
élément de la courbe ùa. ,.„,^. ,„,„ , i ,. ;,„ ,,.,. ,.
t • r fi.i L. '.. -,i r.^ ^ droite ^V égale et parallèle, à la
vitesse absolue de Keàu. Menons ^)'rq V. Imj.-: ! ,r ^arlé'iïrèràë'i)bîht'uite tàtig^tê 'fi»-
;' 'et" siit'éfetté droite' pfèttorià'à^la' ' 'inème èfehèlte 'ttiié'loilgu^uf* 5^ égalé
/ -i^-^-^V'^'^''^' ^?^ '^àJlàVltessë'liiiéailre©dtipôîm'*aè- (u.-r,.M , : .1. 0. - fiu^ M 1 j^^^^^^^ Défcompôsons la' vitesse kb^'
sobft.iVtOTi deux ^ompQSfaites, Twe égale à fit; ^ l'aptçeAu^ refiréf .senterala vitesse r^l^tive to de Teau par rapport à la roue. La vitesse rel2rflvteti?^içcâlctile|rapaV IaT<>rÉb!ille •'• '■ • : '- >
■ .''■'•'! .•; i i. ):! > ' l.i .• : V ■• :■ .:; • .•■; . • '..•( î i''".r ■'.•■it(i''> , •
A l'entrée, ce tracé évite encorelesehocs; aoiaiÉ à:!^ aoctie» Urcosdxdt' à uns: certaine^ coflBerralnonvde • viteaBS -pour 'les Titetd. Mqmd^i £b eilet VeattiiaiÉrBiâànsiilfrràw avec la vitesse t^^eiî a< élève sarTaube^'. à \jm CQftaîne'hautcmri jusqu'à ce que le travail d& 1» pesanteur ait dte^teivicesseir^latifeét^ alors dlie redeseetiden rsporenanli, d^sle> seiisiièirograâe^ de^ visses égales à celles qu'elle poUsédait ènfiBcniitant ^)i Elle: don: d^ Vaubènaveoutie vitesse w* égaje- et isoiitndieàuzi et p&r fidie^ 9B vôteaae: iab8due>à''la sortira s/obtteait en oompoâaDt ti/,. Titnsè relativei/awoila orîtesse 4f éntfUteeiDftït e? la rësultàriteét)' rqffésentenb'la^vltesseiabBolùe i)' de sortieD.On: voit ^B<aii lies d^^re noliev'blleJDrune.taléur^doteée par Kéqnatioii' • ; • : '^
^f« _. ^.t ^ iiji ^ ^^^ CQS 30".
.U|m|ifjrte,qjae.çjçtt!ç valeur. soit famaindr^ po^8ible.|,Oyc eMe.çst.. représentée sur la figure par la droite finie bv\ ou par le dovJ^JjQ, ^s la distance, 61, du point b au milieu de la droite vw'. Cette droite pw\ qui ekï 'égalé 1t '5V, et qtii représenté* ïà vîtéssè t; est donnée;
de l'eaa daùs la roue Pôucelet, une note de H. Résal {Comptes rendus de VÀcadéjnie des\ «ciMeeMéancedu 6 décembre 1868). '* ^ •"'• ' ^' . ^« '. j
l'ai^le vbto' est aussi donné ; c'est le supplément de l}angle des aubes avec la circonférence extérieure de la roue. Lé mihuÎLum de 41 oonrtèpooAKkmcià.réealiié df»jc6té^ MiMo'^ ou kV\égfi\iié vssxîd. En faisant v^= u/^ on se placera dans les conditions, àxi ténàswm. maximum. Il résulte de là que l'angle Vdt? est la moitié de l'angle tt/'t;, oii èiifln, qull edt ^al à 15\ '^OtiadoBC
2t>C08lB*=V,
èu MèB '" ' i ' *•■'■ '■ ' ' ' '■•■ ■"• '•' ■' " ' ' •' ''
«;' = tj X 0.5i7 = V X 0.26^
La force vite de 1 eau motrice est proportionnelle a i;*; la perte de force vive due à la vitesse conservée par les filets sortants serk proportibmiétîe à «
VU A %Â\JiMKM
(*jX 0.268)« = «« X O.iTf 8»
et représente une perte d'environ 7. p. 100 dé, la puissance totale disponible.
On voit que là roué de Poncelet poss^e un rendement très élevé. Mais le rendement réel eaii inférieur ati rendémeiit théorique; cela tient à ce que le naouvement de 1 eâîi daas les aô^bes n'est pas aussi régulier que le suppoeela théoi$ie» L^eaii mante et descend i la fol^ïe long des mêmes surfaces direciricB& Elle ne se comporte donc pas comme un corps solide unique, ou comme un point matériel isolé; les fiiéts àftluentssont retardés par la masse liquide déjà engagée ((ansla roue; eux-miêines, en redescendant, sont contrariés par de Nouveaux filets montants. Le rendemeut ne dépàslse ^as ÛM\ et dans ïes grandes vitesses ïl ÊTabaîsBô j tiàqu*à Ù. 6Ù.
MT
iiuajitité x£ est, la limite inférieure de la hauteur des ^ubes. Il est d'usa^ -.dëjpôrt^ iViAteiialle^ dèd iteak iircoDfèreiices -GDv Cj'iy^ aa
F%^iSO.
286* La vitesse V du filet liquide qui e]a^^ d^sU r^pj^ ^ P^^^^i est sensiblement parallèle au fond du coursier dans la'régi(^Ni,Or nous ayons admis qu'elle fais^t uo.apglede 15'' avec la tangente^ àM, à la circonférence extérieure. Si donc on mène par le jMÂl^t .$ une droite bV faisant avec 09 un ui^gte 06P = 15"*, cette droite sera normale es S au fond du lit NR* Elle est d'ailleurs tangente à im cercle décrit du point 0 comme centre» avec un rayon (JP=OAxsin 15**, Pour que l'entrée des divers filet^ liquides se fasse doDc partout sous un angle de IS"^ avec la circonférence, extérieure, ,
on pi'endra comme profil du coursier, pour toute U région Qù l'eau pénètre dans la roue, une déve* loppante, FG, de la circonférence OP. Cette développante sera' arrêtée en aval au peint (ï, où elle coupe la circonférence extérieure de la roue; à V Vamont elle commencera au point F, où a lieu
rafllaeiiç(3 du filet liquide sijpériçuJf, c'est-à-^r? JP^.'^i'' lejtiuel la même circonférepce .CD'' rencontre la li^e d'pau, A5;, du canal d'amené^. De cçlte i»«îière, tous les, filets, liquides seront recueillis successivement par la roue, en commençant par les. plus élevés, et tous entreront dans l'aube sous l'angle démandé.
La petite chute HK est destinée à dégager la roue à l'aval ; elle doit être très petite ; autrement elle représenterait une fraction àppréoaUfridela tàsLtaiùiaié (fi^Mmibld, et cOt'râspoBikait & xfO^, pei^ detravait * . ' * .
■-i-r*'»im.»*
1 Jij mm
;v 1- V' ;" r.'>i-rj
m ROUES EN DESSOUS.
/I • j •. . i. :-'i '••, 1.» 1 '^! '.■ »•»''. U 1 II i' ! ,■ ' "'
ROUES PENDANTES
287. Pour achever la question des roùës en dessous, nou^ dirons iei un mot deà roues penàantèSi que Ton emplçie sûr le^^ rivières comme moteuttsl des mëuliiis à nef,. Le caractère d.^'ce's roues, qui ottt 'généralement des aubes planesy c'est queJi beclipn dtt cours d'eau «st beaucoup plus grande que Tairé^iitortiei^gée des palettes.
On doflnô- atfi palettes une longueur qui varie du cinquième au quart du rayon des roues; elles sont le plus souvent au nombre de douze!;: t>n les incline en avant du rayon d'un angle de 15 à SO""; la roue plonge «u plus du tiers de son rayon; lequel dépasàé rarement 4*^.50. On a récemment appliqué aut roueà péndaiït^ uù dtepbsïttf imaginé pour les palettes des roues de bateaux à vapeur, et qui a pour objet de les maintenir vertklales pendant toute la durée de leur immersion»
La pression • exercée ^ par l'fftu ^ur^ les aubes t^t 4f>imée pan le tbéor^fue des quantités .dBiiH)uvemejDt»:et.pieat:4tr^e refré^^idée pv
£-AV(V— r), V étant la vitesse du cours d'eau, v la Vitesse linéaire
moyenne de Ts^ube, A la septioq de Taube^ .^t.K xm epeffîcient empi^ rique^ Je travail produiV dans ruoitô.de 4em{>s.?3t dono^ .
• ' . K^AV(V-.«)x».
■ X; ' I ' * 1 .■*'''■.''''' If ' f
11 est mâjûmum pour t? =rr V, ce qui donne pour le. travail KtAt*
L'e;ip^nj8Qoe asmontré.^uil y aiiteu d'abaisser/ ud peu cèftte 'liffiKe, et défaire vs^.V.X'0. 40.. '» ■..'■■,■..• ■..-•:' -i^ 'i-^-- ■
Le coefficient K a été trouvé égal a 0.8.
...HQPJ^S 4».Cfttt.;-
288. Les roues de côté reçoivent l'eau dààs dès -espètiés d^àugel? 05, oV, a"h%... où elle perd une partie de sa vitesse, et où elle agit par son poids en descendant lé long du coursier circulaire NP.
ROUES DE CÙTÊ.
L'auget se vide à mesure qu'il abandonné le coursier au point P,
^'^Ir'jV/vi/j^i V. inH ®^ ï'c^^ s'écoule
r jc D\ d\ dans le bief d*a-
puissaflç^^ff|9li:i(^^^,ip^r^pQW'ila.«pip t.* ..','.;i-v.-j r. iv)
' Pô^r ^èaftfirflei' k ' Viteôs* *[, <a)**t'ônâ Qu't^îë'? tidt ^ séftSfcferfi^t
é8ti6-ài1ô.>ÎWs8ô^1irié!SWie"deîa ^îreohftfetce'G^A'' dè'#Wâe; Ia'
quantité cT.f au çp|3tenue.eutre,.dçu]^, aiU)es çopséçu^ti
approximativement mesurée par le produit de la hauteur h ^e
r«autliw»J*kfget^le!"plUsr bad^,'de }à lat*geàr ïdé' Ta* r^; etde
l'espacement a Aà Stfbëi tté^V* tor fe di>èorif^e?ntie'' -éxtérté^pè*; ' îè •
produit abh doit d'ailleurs être mpltiplié par un coefficient un peu
moindie que l'unité, pour tenir compte cte la convergence des aubes
eîde tîépaisseur des cloisons. On peut ad(Jpter en moyenne le çoeffi'.
cient ^.9. Le volume deau contenu dan» un auget est donc égal à
Or$^ uWiitiSà ivheaf, h. vitessôtiobê'laTOUd à sa o)rcèrtf6^&6e «Mtétleiit^^V
le nombre des augets qui passent dans Tunitè Qe-teinps atr pdinl' le
plus bas est égal à -, et par suite lé volume^ débite par la roue est
gai à O.ô aM X - = 0.» VftA. <k YOltttoe est égal au débit Q du
w^^al^t3^f^^f,.;4éfluaMQ^^ ... - ... . \ , -,1 > •
491 ' ^HÔVeS'^
autres. Il y a avantage à diminuer v\ pnisqu^on aB^élione .aiiisi le rendement ; mais il faut éviter les trop gratoSies valeurs pour A ou pour A, sans quoi la roue deviendrait inexécutable. On peut regarder 1".30 comme la^Uiiiite 3opériem*e de la vitesse de la roue; la laideur b ne doit pas dépasser 2". 50 à S^.ÔO. Enfin, il convieot (pie à çoit compris. entre rO"?jl 5 iet.O^,M,.Là'BiiHteïinféweaw^ a^pour. qbjftt de réduire h proportion de l'e<atu.perdue«titre là roue et le^ ç^urfiiêr. . ■''.'•■ •'• '
, : Le t^rne . T^ se compose de trois parties ^rlncifUblès :
.1* U £aqt jtQujûur? une certaine dépense de travail mkitetu^ pour Bjmwv Te^: dii ié^i 4'AiQPnt à.k iKNie, jsoîit que l'alimfaitalioR se fasse p^r dévierscHr, soit qu'elle ait UeiiauHikioyeD d* uiie< vàtine de fbpd.Il.y aura, en génér4l,.;uile perte de ehiarge dans le canal d'aipepée, . ^pe à la eontractioD de la veine- et à répanotilssement qui y lait.sïMte» Nous savons- évaluer cette perte de cÈarge quand eUe se produit. On rai réduira Teffet ea diminuant la cemtractiop par un tjracé convenable de Torifice; il importe aussi de ratcomcir le, canal d'amenée, puisque sa longueur influe si^r rinten,sifé.du frottement. Nous désignerons par Tj la portion- de travail ainsi perdue; elle est généralement assez petite.
â^^'Là seconde partie du travail pe^du, T,, correspond au changement brusque de la vitesse du liquide lorsqu'il pénètre dans fauget aà, • ' ■ • • . .■.'.;' ^ * • '
Soit L une molécule, liqijiidë* EUe enl^ dans Tanget tivec la vitesse «fr i6t. LY sn V que possède le eoiirant âàns le canal
d'amenée ; mais ce point L, supposé lié à la roue^ poissëiè à ce moment une vitesse Lî) ±= t? ; la vitesse relative de Feàu par rapport à laTMie est dette re^>réseittée câ grandeur et en direction par la droite tW;quif ooimp(!)f9ée avec L», dottneraït Vf ^t rtmlt&nte. Au bout dé peu d'instants feaii, ayant subi 'desp agitations tumultueuses dans l'anget, né cônsene plus que la vitesse v de larMe. 8r ^vitesse relative u? est donc
réduite, à, ;iéio jar le iciiraii aégaltf T,; et on aura ^en vAteor
ateoltte T, i=' ¥»!><—. Maïs io* est Sonnée par la formule
équation oti tout^stdoiiriu,èxcepté te. On peut donc calculer e^tocte^ moxit travail perdu T^ On voit que T, sera d'autant pin» petit ({ne le côté Vv du triangle VLu sera plus petit. Si Ton suppose que la vitesse V soit dûonée , le minimum absolu et w cobespond au «as Di^. la t droite t3»V serait peqpendiculaire à LV, et où Ton aurait V=:tîcos(V,t)). Cette relation n'est pas admissible. Il faut, en effet, pour quo Feaii entre dans l'aube avec la Tifesse w^ (Jue le premieir éléQi€nc.&^ de Taubé soit poorallèle à Lti;; or si Ton menait blf At liille sorte que l'angle t'AD' fût ofatas^ l'aube éprouverait ufie ^rao^ résistance à ta sortie du bief d'aval, et relèverait beaucoup d'eau 4 la manière d'mie éoope. Aussi dirige«t-on bil à peu prèsper^ pendiculairement à CD'* Lv est parallèle à la ciroonférenco GTf\
donc i*airiglè L«V est droit, et par suite V = — 7T7 — r. On fait habi-
tuellement (V,v) r= 30% ce qui donae.Y =:'V x 1.46.
Siii rentrée l'élément M est incliné sur l'horizon de telle* manière^ que le. pp^t b soit au^di$&30u$ de b' (ce qui sopposequale niveau AB de l'eau affluente soit inférieur au centre 0 de la roue), une portion ^ç ]a^ Jfoiice, vive de - l'^ttu se perdra par le travail de la pdSMteur le Ippg duplaii incliné &&'«ffcu. lieu de se dissimuler dans l'agitation dçi li,qu^» C?tt0. |)oitioo de itravaÂl n'est pas définitivement détru^jtp cpijfme celte* qui produit le , mouvement tumultueux des injléculç^i.eU^ est.plps tard restituée au récepteur par l'eau qui descend, e^ par cpnséquent- <M)nt{4bue à améliorer le rendement de la raachijpe.
.3' ]^fn, ^£( tçoi^iém^ portion du travail perdu, T,, correspond au frûttçp|eut^,d^,J^'^u.QOQt}*^ le coursier ciirc^laii^e. On en aura une valeur, ^pr^xii^at^ye^ ^j assimilant le coufôier circulaire à un canal 0(^. Tçaupç, mouYrait;; avec w» vitesse de fond égale à f;
dâDs la /ofrmtrle Su frottement, en se rappelant que la vitesse de fond
|j correspond, à \)f^e vitesse moyenne ^ale à environ ^v (§180).
' 'Ob dmt'&joKler à ces trois pertes le travail coitesponâam & la ebtlte'de r^aijt contenue dans les augets, lorsqu'^pU^ se déverse dans
•lê-blefd^ttvall-- »•'■ ' ^ , y ; \ \ .'w
'GiaréMiesotit (volutes ces pertiaràepùiaé^^ oïl obtient la quantité A^ relfâfidher du travail moteur pbur/trQUvef le travail réellement tràmttite' ft bi'vm^* Le rendement des roi^s de coté est très variable, -et ^^ioffitndies ^pertes principales sont représentées par les termes
-5— et -3—, et que d'ailleurs les ïrottéments des liquides croissent
avBo la ivitessev.ot) viAt queJkirtndeoaelit tei;d là .aiigpi^Qrtiiiitte-
jSQm iiae.la'iidtesfie^delar«iieidKnin»e. • .■..>;' <
Les .roues !dé>oôté £«nt )pnâi'éj:&blôs aux . ji»uq$ eR^4e80oa8«idlvtiWt
' loKiqoe la.vitesse eatvn^ôrée. :.♦■ .1 i .-- »:i/ r.î u^ : >-
. i/tnnixkH idu ve68a;ui .superficiel i{iermetr4'»ac^mtfr^ «ipit pM -l^
■' :ciiute')fi4 «et par suite- le traviâil /moteur* Le&uEinofti^OQt'r^pMtlpdS^ le
^.longjites coiffs d'«au.à 4eai;di^UK^>4ét^cmiaée$iMdi^ .éôtwdgîrs
rrègleot khantettr ded jQ»Ji». cianfli cliiltqueibiief^ de nwQfièir^iifiie la
reftenueiqui 6èt4 'ide puissante aaeti'ioe^ à uik& r^^e fae pujss^ipj^iH^r
ta ffQQe.siAuée immédiateoikentiQn ^mwt« ' L'.Mâinier 4'i^sa^Pt» td^son
ofttévtts^d^jt rien feir?t qui puisse ab^^pJç; {dan 4'ew ^i^'J^f^t^^nue
de ^I^u3ioe îo^érieure.. 1^ r^saut ; sopei^oi^ dans .tei.fiaaal,.i}e
fiîit^:4? la x§im d'arnont» d(9we:{u»,iM9$efitJlr'a^^
sw^c modifo^ te iftut»f Ddu rifrniîtf,«^u.dsM[»^4ej bjtf <|iJ^if*loi&.2*2,
note)* . .'• : •' ' -.'. •'. ♦> •, •,. :..,i.» ,.',f^. *!.!'.... •• .>:«"«vr :;b«:. "
289. La roue decdtéimà^néei>àr'IiK Sagebien, ingénieur dvil à Amiens (*), est le type des roues lentes; les aubes AB sont des
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sens de la rotation
' Pig, «63,
âé la' tààé\ elles sont Arèfl . rappro cbéesi çt plongwt dans Ji^jQCtaese fluide, laqualle m présente
giwde ^iiis9€w et ;avec unet iiâble wtcsse. LjB .niveau de Teau varie graduellement dans* rintefvaWe de deux aubes successives, à mesure que cet intervalle se rap-. jfMi^la» 'âu^^nt 'le plils*«b» de rap()areîl. Une légj»:^^ variation de la hauteur du plan d'eau dans^lea deux biefsi >à la fois .n'iiiflue<pas -MMibleitietit' sur* ie^tfôvaîl de^kuopoue^ Le renditment eat/trës élevé si la vitesse de la roue est faible; efr efiet, tout se. passe alifm à- peu prëd ocôtnâie si reaa< était amenée dtt bief supéiâetir au btof 'teneur dans des vases égauK séparés les uns des auttesy b*bs agitaiioti, sans frottteménits seniS!U>lès sur le coursier, sans résistance à ïffam&iim des pisdetteSL La roitô' Sagé>ieii est en définitive tifl (»i»fi|MMr,tiui indice avêtt éxaotittiâe tovohmie débité par le cours d'em d'tâii^rës le nombre des toui^ effectués; Les causes perturbatrices n'iritérvienkieiit (|ue quand )a vitesse de l'eau augmente seneilDiemént, pa^^ qu'alors la vhe^ d<è la i^ue augmtôlie elle^viôme; Cha^e vokme â'^au eu passant ^ans la reue agit sur elle par sen poids jùsqâ^^^e^ffà'à lât atteint le point le plus bas de sa course v alors il Tabandonne et s'écoule sans obstacle dans le bief d'aval. Le rendement constaté par expérience a atteint la valeur 0,93, et les cas les plus défavorables, O^SOt'
WUfiS^ m PB&8W<
2iH). Les rotiM eniesscm reçoivent à leur partie supérieure l'eau foumift.faj: uA^dévArsoifi ou mc un .canal ^d'amenée». Le peuriour de
m POMEÇ
laroue est garni (J'^ugets 4ans ifi^aels Teaurpénètre^ elle agît 3ar la roue par son poids ta^t qu'elle reste. dan§ TaugeX, IdAipi f^vaot;^ Tauget soit arriyé an pçlnt le plus Jbds dé la circonféreinjce de 1a roue, il passe par une po3itioq, teil^y que l'e^u qui y e^t çqntenA^ue se déverse àTextérieur, Dj^ peu jplus loîn^ Tauget aacheyé, de se vider, et il demeure vide dans tout le v^^ie .de son parcours», jueqii'au point où il est atteint de nouveau par la veine affluent^* Lfi l;ra,vail ij^oteur est donc fourni par la pesanteur agjtssant sur lia quantité 4/^u fiflfeçtivement contenue dans la roue ; le déversement des augets commençant avant le passage au poînjt le plus bas, on voit sur le champ que les roues en dessus ne peuvent utiliser la totalité de la chute.
On peut déterminer approximativement la forme que prend Teau dans Tauget en mouvement. Cette forme est variable à mesure que Taùget se déplace; mais les variations en. sont suffisamment lentes pour qu'on puisse admettre qu'à un instant donné Teau soit dans oblique auget en éq«Uibiire.relalif. LarnèBie simplification^ s'iutroAuit dans la solution du problème des m.sirées; car on attribujs à la surface des mers la forme d'équilibre correspondante aux forces gui agissent à un même instant gur le globe terrestre; tandis qu'en réalité T équilibre n'est pas établi, puisque la forme d'équilibrie ainsi déterminée est variable d'un instant à l'autre. Dans les deux cas, on constate pour ainsi dire un équilibre mobile; la, masse fiiii4a a une tendance vers un état d'équilibre qui n'est jamais atteint x^gpureusement, . ~
Soit 0 le centre de la rQue, ABC le profil d'un auget Considérons
ime molécule liquide M, que nous supposerons en équilibre relatil. Les forces qui agissent sur cette molécule sont les plissions des molécules voisines, la pesanteur ci la force centrifuge, force apparente qu'il est nécessaire dMntroduire pour ramener l'équilibre relatif à '\]yR un équilibre absolu. La pesanteur agît sur la molécule M suivant la verticale MN avec une intensité égale au poids de la mQléeule,. m^. La force centrifugie agit en p^^oiongenNnit du rayon OM avec une intensité égale àmo>V,
Pig. <64.
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f étJBlt la.dîstâhce OM et cola vitesse angulaire de îa roue. Prenons 'MN'ët MH respectÎTement égales' à mg et mà)*K* et composons ces tieûx forcés en une sealè MR; lés plhessionB dés molécules voisuies fertyivt iéqmlïbrè à cette force MR, et Ton sait qu'il suffit pour cela que la'sù^facè dé triveàu passant au point M* soit normale à la résult2thte*-Mfl; WolbngeoTï^ là droite MR jusqu'à sa rencontre en V avec la Vèrtltigild OP menée par le, point 0. Les triangles semblables Pd»,»MNR, dÔTMrtiit^ïa proportion
ou|)iiea
OP OM
" iNR'
QP_
mg,
r mw* r
Kk\i^n'MàmtOS\^^J^^.qxMiË^^ point P. é^lun
point fixe sur la verticale ÔP, et par suite les. surfaces de niveau dans tous fes augets soilt des surfaces cylindriques dont la section droite est un cercle qui a pour centre le point V. Il eu ost de même des surfaces libres. Ce théorème montre donc comment on pourra tracer dans chaque auget la limite de la région occupée par Teau, et déterminer la position de 1* auget où le déversement commence, âhisî qiiè la position dans laquelle Tduget est entièrement vidé.
On peut remarquer l'analogie de ce problème avec celui du pendule parabolique (§ 16); il s'agit dans les deux cas de trouver la forme d'une surface de niveau, les forces étant la pesanteur et la force centrifuge. Dans l'un des cas, on obtient une parabole, parce que les directions des forces centrifuges sont toutes perpendiculaires à la direction de la pesantei^r; dans l'autre, on trouve un cercle, parce que les directions des forces centrifuges rayonnent autour d'un même point.
294. Cherchons, à un instant donné, la quantité d'eau cou tenue dan^^ la roue.
SqU'Q le vdiïmG d'oau fourni dans I'udh*'» île \'.i\\\\^'^ pai' le ca.in,
ROUES
' it
d'apaenée,. Noua ;^(?p? .c|éç^gDé, par..^> J^i, .vUi^^ç,.|w^gvIî^ir^ de^^ la ro^fi;,.fVi.e?t 4' angle décret, /dM(9 l'miU^ dQ temps. Appelons n le UQinJ)re d^ augets; ils sont tous répartis sur la circonférence de la roue à des distances égales ; I angle au centra qui correspond
à un pas est — ; le nombre des augets qui pasbèoi . aoind Isfoaeal
d'>aifienée dans l'unité de temps est donc égal à
= îT-. Le dé-
bit Q-â«k se pa|fUger .«ito^ tous ce» aagets» H pdr suite, le volqkBe
d'eau recueilli par cliacun est égal à
nco
Sjiro«b'divi«e ce v<dume par la largeur 1^ de la,^^uei oa ,;^rft l'fûpe ocwpée par l^^^u dur Id ipmfil ^^ augets jusqu'av;^ déi^ersement.
ta question est âivv3i;rame^^eià,ti:acèr dans chaque auget, du point
P,C!OflwifieWB*reè d^^XiWPWfiéreBces» cercle ab^ a'ô', €Cb\ a"'*'",...-
t9UQ8,qiif,)Q9^£^es Q0mprJAe8,/9ntfî9,<^es arcs de cercle et le contour de
2tc0 Taùget Soient constantes et égales â' — j (fig. 166) . Pour ihésoudre
ce probîénié de gécnotièrtriei on pourra substituer sans grande erreur aiixures âe cqrcle, quÂ.aoot ^ès .petits, une droite perpendiculaire 4 la .droite qui Joîi^ kpo^nt P.jii.up p^tg[)ris au nûUeu de Fauget. Bofogp^açant dQ.m^me! pair ta^ petit éléniè&t droit l'arc de la circonférence de la roïue» on aiur^ à réso^dr^ le Vi^blëme suivant ;
^ Vig. IM. ,: .. .:.♦., .'«^ig. 166>'- Fig. 167»
I / ■. ♦ i/'-fi
EN DESSUS
Étant donnés (fig. 166, 167) une droite PF et un contour polygonal ifiCtyrfôrnié de 'tr6ïs ou '^uatl-e cfetfes ïectîligné^,' mener {ièi^pencficùlàLirement à; la droite ÎPl*''uiiê àr6i\È ùb qtiV tioTtimetïnt àvéc lès autres côtés ûnè aire donnée/ Xa solution' s* obtient' àîsémërit, soit par ïe calcul,, soit, par là géométrie, soit enfin .par un'.tâtôn-
"Kg. m. ' .
L'augç^ qui commence à déverser est celui pour lequel le petit
Fig. m, ' arciû* vient passer par Textrémîtép dé fàugét (flg. 168) . n esl! facile d'en déterminer la position.
I^etaoïis Qniiaiogee qaeioiMque^^ le J^oînt g menons, une droite p<i gui détermine une
aire, a^BA, feç^ë à la surface donnée ~i . L'auget sera
ûÉàà là ïK)Siti<m^dotiaBàéticerà ddv«f ser lore^tie (ïett^droHô «^sera
perpétidloulai]^ à la droite: meDée du ]pdit)t'P'àti«âfiliie«t de c^: tkt le (milieu I de apMémm^nt^^'M^ p&t^pe&iidn" 'Mré iBdefittie,'fR"»ffpd}htO comme çej^CO, ,avec,up^jçayQn ^gal à 0]P pu à
. ' .:Sî^)^WVQfl9«ï^,^W<lfi.cercl? gm^qu-
' \^wT'^' f«urnfer»l« totfe *tm attglë ari centre yijÀf^ï*^^ ' égàî^4 'POF.<iLé»=ptfliitP<'vîe<Mlttt 'se
tottftttidré tcjnèà fé pMwe p! ée Pâttget ABp prendra la position A'B^', qui satisfait aux conditions den^andées. A partir Ide là, Fauget se vide de plus en plus par dévejrsep^ au-dessus di rareté P'; les droites terminales ^doivent, l^oiirteà être menées par fêxicémité S /elles foryréient des quàdrilatér,^i|n}is des Itriangles de
petits, ciont la surf^fte finit par W réduire à zéro pour s lequel le cM pR Bst normal à k^ droite menée de son cen^^ ail point P. Au delà, Fauget reste entièrement vidie. tt est utile de retarder le plus possible le diversement ^ pour
Fig. 170.
cela «Mon (doit «eeroUm là> 'tapseîflé Jde (Pittiget ;le -f^w {MsdUfec OnfiMitieineiiti on tionbe'A' rifitet«ralle'<le-d«aK laii^efeu^
an volume triple du volume qu'il est appelé à contenir. La po-
sition du déveroement *s^abaîssie aussi lors^e le point P s'àthee;
c'est-à-dire lorsque -^ augmente, ou lorsque la vitesse angulaire ai
diminue; en même temps,* lé volume de Tauget doit augmenter, mais cette augmei^tjlQn n!eQtfalne pas nécessairement un accroisse* ment dp T^ire ti;an9Y.er^e occupée par l'eau dan^ les augets successifs, car on est maître de. 1^ diininuer en disposant convenablement de la largeur L de la roue. On voit que les roues lentes et larges sont celles qui utiliseront le mieux le travail moteur.
292. Le tracé de l'eau dans les augets étant achevé, il est feciie
•d'^évahier le travail transmis à la roue. On considérera séparément les augets pleins et le^ aUtgjats déjÀ. ei^ partie vidés. Pour les augets pleins, ils £QntÂenpeDt chacun un volume d'eau
égal à , ce qui représente un
poids— -^xQ^fittft^ABG te premier
range! rempli^' fAHVÇL\t prenrieF âuget qui commence, à ae, vider. Considérons la masse liqiûde comprise dans les augets à partir du premier, ABCjusqu ^ taûget A"BX^'qui précède celui qqi commence à verser au dehors. Lorsque la roue avance d*un pas, c'est-à-dire lorsqu'elle décrit Tangle au centre
— , chaque auget prend la place de l'auget suivaiit^'et pasr suite V
travail de la pesanteur sur la quantité d'eau renfermée dans ta :dtue cor;res{>eÉd. à I échange da pvfiaiier.àuget» ABG% xûtitm> leiiier*:
raer A'KG'; il' équivaut doBC au produit 'thi^ poids -^^X ib|^<Ia
hauteur A. mesurée entre les centres de gravité de ces .deux au-
gfilBi termètqe )isiîfl«DMmeiit -n'mt paa af^i^aUe ^aux^wgeta eaKfanteif/quiMK^aonti'Pi^égaleaM^rfii^pUa sm» on pqutdj^piia^imativepaent tenir compte du trarail ïée la pesanteur, en attribuant à^ l^enéemble de ces :aùgets .une coatenance moyenne, égale À
« z__!?^ ce qui donnera' pour mesure àiï travail cherché 2 wu , .
A' étant ïa distance du centré dë'gràVité dé V aire mouillée, AW; au centré de gravité de la ligne, t7"V*\ dernière vàleàr' de l'aire graduellement réduite par le diêversèmettt continu. ' • ' • ïû somme, le travaii de la pesanteur pour un pas est approxilnativement égal à
nuè
nx(A+^),
et, par unité de temps, à
;irtc(A+f)
293. Proposons-nous de déterminer plus rigoureusement le renimeot: dn rébeptenr.
Le thmdl dlspoàibte total ^est représenté par la sommé P( H + ô~ ) *
en appelant H la hauteur de chute, v la vitesse d*aflluence de la veine
dans la roue, et P le poids nQ.
Pour obtenir le rendement, on doit retrancher du travail moteur
totaliP(^.+ H J, le travail perdu à l'entrée de Teau dans les aubes,
et la demi-force vive conservée par l'eau au moment où elle parvient
attHiivëan du bief' d'a^VBL La premîèiB partie eat égale à -^^ en
appelant ig la vitesse relative de Teau par rapport à la roue à sdn enlte^cbns'Vamet. La seconde est la somme de la demi-ibrce vive
àtfi
kèUÉt^
des molécules Uqpi^e» w joapïnenti èù ellçjj ^tterit .i;^j|gç,t^ fjt dji travail de la pesanteur sur ces molécules pendant iMr chute jusqu'au bief d'aval;^^^i>éroiis'iî ta vîtëssé Ibréàffè lâb >tod*ëxi6ftrtfr*«é*ràii-
get;.B, le^ttnw.yaïMill^ 46.1iqui4ç.f^(M^e9u:.d^wi'apgM^pwd,.|^ déversement à commencé, et y, la hauteur du bord extérieur au-
dessu^ du hïvèaii dû 6ïerd*avàl-Lfevoïumé^ sera une ftiii'àto^
connue parlé tracé^e Téatt ' dans les scûgeté. Dëtermîftônà ïa'liau-
teur moyenne de la chute des molécules déversées. Si l'on imprime
à la roue un déplacement iniisitteÉt petit, qui abaisse le bord du
godet de la quantité — dy^ il en résulte le déversement d'un volume
d'«a«>égJd à'-Utii^^ «t^ft InaOeor decbtzte^^de ^le-tutamfiMfiy^ta
moyenne y^ de la hauteur du déversement est donc déhisièe-^ la
formule
les intégrales étant prises entre les limites q = 0, pour le godet N
dans la position où il adiéve de sô'vtdér,
Pif. 171.
et j « , pour le godet M qui va coin-
mencer à perdre une partie de son contenu. Mais g étant une fonction de y, on a» en intégrant par parties,
d'où résulte, en prenant les limites,
'•jif
fTtQ
Jç=o
j/ étant la hauteur du bord du godet M, eiy"^ lahauteiff du bord du
'Ék '^uriâi^ibite r y# est facile à feîh, 'dès-'qWon côûnàit im '
të*lJ*Wfe'«àtdl à'eà'a cféVetsé )par chaque «flget éta«t ^ XD, et ^
la Ji^jipjtç^.mpyeivie <ïe diute^.y^.jétaBl .çoïj^uepaf le c^lcul.précé-,, deu^^ej^-ayaUi^? l^^pesaja^ui^ siircj&t^ massf liquide pst le pi^o^uit , .
:- iii<M»iî i>- \ '^ > » •• • "l ^ ' • •' ■ ■ ' " ' •' ' ■• . ".*
I>*\l|i)a»iU»iciMé»Mbi âbiBihlc(rce.lviTe€|a'eild pQBBëdé Ju^ ha
de sorte que le travail penJHi est, pour îiû pàs^
etp^,uji^tôd^,tçwy)fli, ,
ik
ou . ,
La somme des pertes est enfin
et le rendement a pour valeur
Lorsque la roue est lente, et que 1 eau affluente a elIe-môiiQi^ i|nç
ÂocÈs kft itesoiT "
faible vitesse, ^« ^ tt-^ sofit (le petites qosiitittSt et^te^^^tadenent
.»._ .».— — — — • -HF- • w".- --TU*--— — -- — _-— — 7 — — _ — — -". - - — '~ _ ± ..r '
p0ut s^exprlpier approximativement pa<r I9 ra|>port > , r .
; ïl est (f ailleurs aôsea voisin de l'OBité» parce que y ^ a, dans ce casi upe faible valeur. 1
U ré9»ulte4e& observations que te rendement dei^i^oùes & augets à iaible vitesse pemt s'élever. ^ 9?^.^? ^% vo^J^^ h 0«80«
On a exposé en 1878 un perfectionnement des roxuB$r^jeadd§fifios« q^i consiste à fermer Ijes augétd, ourla presse totalité de la demi^ circonférence descendante ABG de IsiKHie, àliaide d'unecobir^ieiLli (pi suit la roua daB&aodi mouvement, et qui è^t «reteptt^.^^M^y^^e db sa longueur par desjouleaux fixes D, D, D, D. <
FiR I7Î.
Cette courroie permet de remplir plus complètement les augets, et les empêche de se vider avant d* avoir atteint la région inférieore de la roue. U n'y a pas de frottement entre la courroie et la roae puisqu'elles marchent avec des vitesses égales. Mais il y a un travail négatif assez considérable, dû à la déformation constante de la courroie, et au frottement des axes des rouleaux. De plus la courroie est exposée à une usure très rapide. En somme le moyen proposé parait peu pratique.
TABLEAU RÉC4PITIJUTIF.
l'iWabi^cdf^ Xésmmé'éJi rmûemevA des roues hyS-autiqvfifé.-
DESIGNATION DBS DOUEr.
à palettes plaoe?;
' ' fitNDkÉtNT CmtTk*£±.
O.^ti
'oMMtnVittii;
Vitesse de la roue =0.40 à 0.50 delà vitesse de i'eaa.
làçnbesconrbesde > (S'applique 9Xï\ petites
demas I P<^<**«* • '•' • • » '^ ^«.«ÛlàO.^8 ' H L-ehtiics. ^
Vitesse de la roue, 0.40'à
Pohchtet çeoAuaea. . . . .
F^lfcJe.
Î Variable; peut s^élever jUsqiK'à 0.80 8) la Titase efit,modé^e.
Jupq^'à Ck94«
THÉORIE DU MOUVEMENT REUTIT
'• ri/ /
!21^i. Avant d^)Ed)ôrâër VètaAé des térbîhes, n6n8 ràpi^Uerorah théorie de raccélération dans le mouvement w^tif. '^ ' ^ '
< 'Le n^ouvemehi ' Relatif est ' un* nlottVement fictif ou< appiire^il. que Ton r Appose à diefi? ates «kobilesi, comme aï ces aimétaientr fixes..
'' 'Le' -mûtiVément propre desutee mobîleB esï apftàé ihoàivmwu ffeiitî^dinénteni; Lé mouvement réel du àyàtème reçrat^le no» de fnouvement àbsôtu.
' 'iSoîlanpoifit Maniméd'un mouvement absolu. détermioêf en vertu 1^)^ in. duquel, an bout du tempe dt^ U 3eriût v^ou
' > u' oedaper me autre position M' daoa T^âpace. Sï oii'Fappûrte Ut position du point à un aystëme molrile« le point JU» ooBSidéré comme lié à ce système al en traîné diiM^sm mmven^nt, parcourra, un wrÉâinobemin dans. le. temps,///, et sera v^nu dam la position M".^ (In observateur en- ^trttlné luifjfflAme avec lé syatëftie mQbU&> jN^porteta la nouvelle j^iMltioni : M'y du ppint H à la poaiitioti ilL" pmà par le point géo> inéliicpie do 8y6tèim5 '^'il ocoupaii préoédei^^ aux yem de ^t obserf aiteur, le dëpfaMfiment^a pmnt M fi^À représenté par rare "WW'i'^% sera par coùBéqnenl re0paM décrit' dans leq^v^nent relatif. Si Ton divise par dt les trois arcs MM\ IIM% wà, décrits
MOUVEMENT RELATIF
pendant ce temps par les points mobiles, on obtiendra trois vitesses,
savoir :
V — ^-7--i vitesse du mouvement absolu, ou vitesse absolue;
r, = —57-, vitesse du mouvement d entraînement , ou vitesse
dt
d entraînement ;
et Vr = —ïT'^ vitesse du mouvement relatif, ou vitesse relative.
Le triangle MM"M' montre que MM' est la résultante géométrique de MM' et de M"M'; ce qu'on exprime en disant que la vitesse absolue est la résultante de la vitesse relative et de la vitesse lï entraînement; on en déduit que la vitesse relative est la ré^ mltanÊû'deJéf vitesse absolue eJt dune vitesse égaU et contraire à la vitesse d entraînement* .
29f^. (ks^ tbéorèmeSf qui réniltent immédIatïQQ&eQt 4ea déi^iitiQns,
conâerineat^ toute la théorie du laotouvementr relatif ler^qp^oo se
borne i^la ^oomdératicm des vitesses. La Ba(ture du ip^uvement
lei^raliiement est iodiffiiroiite : bt vitesse d'entritlnement 4^ poMt
lié au système mobile de comparaison et la vitesse aI^Ql\ie sufnsqnt
poor âétermioer lavitessfe retetivevsans qu'on 'ait à t^ireotfipte
d'aûcuR Mtre âlém^t# Nous allons voir qud. lorsqu'on passe des
vite^esa^ox accéléradons^ le prohlène cb'eal.plus aussi simple.
Rappdons d'abord (S. Si) que pour trouver,' à un instant donné,
pig. VIL l'ateélération totaledsna le mouvement d'un pointM,
qui parcourt une tnrjectoire. AB suivant une loi
déteiininée, il faut cfaercfaerv au bout d'un temps
dt trës<»urt, la poûtSon M' de' ce point sur sa
trajectoire, et la position T qu'aurait le .m6me
point sur la tangenta, s*il la parcourait , à. pMi^Ur
du p(Hat M, avec une vitesse uniforme égale k celle
qu'il possède effectivement IfH'squ'il passe en ce
point. La droite fM' domiera la diredioo de l'accélératiou toUâe, et
le rapport — -j-5 — en exprimera la valeur»
IVIO
ACCÉLÉRATION
Soit k (ùff^ 175). la positioadjua point n^Me ^k>ftt omiwppnFtaile mouvement à dos axes ap^és ûbxis l'ospace d'urxji](iQUVfdam)t^i<QMlconque. Ce point, pour un observateur.enti'atoé par la^a^ie^r.pctraUra décrire une certaine trajeçtoii^erelative^hR^eisu aulM)utdtt*ei»|»^, on prend la position B du mobile sur cette trajectoire» et la: {position C, qu'il occuperait sur la tangente AC s'il l'avait pareourwe^vec la vitesse relative Vr > la droite CB sera la directio» de X açùièéraêion totale relative^ jry etJ'on aura. ^
Lepoiat A; oonsidéré comme lié aux axes mobiles, parcourra dans
■ ce mèfiûè temps dt, en vertu du mouvement d'entraînement, une certaine trajectoire AD. 11 se trouvera en un point D au bout du temps €U\ s'il avait suivi la tangente AE avec . une vitesse égale à. la ûîm^it'i^tra^ fè0ni$nt v^ ; il occupecait alofil ia^pp* siti(HfE* La droite ËD est doM là direction de Yaccéiératîmid^enttrtiinA'' ment j^ , et on trouvera k wleor tie cette s^ccélération par Téquatiou - •
2xED
■r ■ ni I
di*
Pendant que le mobile va de A en B , en vertu de son mouvement relatif, la trajectoire AB se déplacé, et arrive au bout du temps dt h passer par le poiiit D. Si le. mouvement d'entraînement était une simple translation , la trajectoire AB se déplacerait parallèlement à elle-même^ et prendrait la poskioo^DK; mais le. mouvement d'entraînement du système invariable formé par lès axes peut se .décomposer en deux mouvements simples, un mouvem^U de translattoo, qu'on peut prendre égal à-AB; et un mouvement de rotation autour
DÂI4S LE MOUVEMENT RELATIF
tfun •ertaiii axe PF, passant par le point D (*}. Ce second mouvemottriuoitofera ta trajectoire reiativette la position DE à uneLcenrt«iiiefipoffltion DG^ qui sera sa position effective au bout du temps <:?^ te point mobile que l'observateur vôi't en ff, est donc au Bout du ieaf8:^l>pâirvmtt ^ un poi&tG; l'àrc M est égal à DK, ou enfin
SttPiiled longueurs ÂG, Âlr, teâpectivémént égales k Vrdl^ v/lu ooDstroisons un paraMogramme- AC17E; là diagonale AF de ce paralIéIogramn)e sera égale à.Y^/, en appelant V la vitesse absolue du point mobile ; car cette vitesse absolue est, en grandeur et en direct tioû, la résultante des deux vitesses v^ et v^. Donc. le point mobile serait, au bout du temps dt^ parvenu au. point F de la tangente. AF menée à sati:ajec^i\^ç,^3p^uja, s'4.s*étoiit déplacé isnr. cette tangente avec upe yites^e consitante ^^f; à V. La droite FG représente . la dirçction de r^cçélé^ratkm absolue. J, laquelle a pour valeur
Aohevofis 'le parallélogramme BCFI , puis joignons le point 1 au point K>; le disi què'là droite IK- sera égale et parallèle à ED. En effet, Parc M'ti'ôst aube chose que T'arô AB, transporté parallèlement à l»-«ième*'le'îorig de la ligne AD. Tous les points de cet arc'décriventf dans ce mouvement de transport, déslignes égales et parallèles; Le point B décrit donc une ligne BK égale et parallèle à AD. Or Bl est, par construction, égale et parallèle à GF, laquelle est égale et parallèle à AE.La droite BI est par suite tangente à là courbe BK, et le point I est situé par rapport à cette courbe, comme le point E par rapport à la courbe AD. Donc IK .est égale et parallèle à EDi
La droite FG est la résultante géométrique des trois droites FI, j^, KG; les deux premières sont respectivement égales et pa-
(') Rappelons que l'on peue toujours, eu. appliquant au ây9ttoieniobile une traiisiaUon ccfnrenable, transporter où Von voudra l'axe de rotation parallèlement à lui-iuémei saps ckao^Br kiiTttesse angviqtreu»
railèles aux
AÇf^^MïftATW?^./.
droites GB ét''iX>vtii!aH\p^cAi9-^it lé'f^ qyati^ çOté9 du .(j^adrilatère f^K,GF; ces cOjtés ^fivîfipdi:on^ fPspMtivement y^, /^, — -7^5-- et. J; de sorte que l'accélération du'riWH**-
vemeht Xest là résultante des trois accélérations si^iivaAtes |: .
l'accélération, y^, du mouvement relatif;
l'accélération, /,, du mouvement d'entraînement, c'est-à-dire Taccélération qu aurait le point s'il était lié invariablement aux ; axes mobiles; ' . .
enfin une accélération complémentaire ^ j^»
Cette troisième accélération est perpendiculaire au plan contenant l'axe de rotation instantanée, PF, du système de comparaison, et là tangente à la trajectoire relative, DK ; elle est dirigée dans le sens KG, c'est-à-dire dans le sens dans lequel la rotation du 'système mobile autour de l'axe PP' tend à entraîner l'extrémité K de l'arc DK, mené dans le sens de la vitesse relative (^)^ enfin, elle a pow œesvire
— WA ■ # Pour éfTidner Kfi, abaissons des points K elO -des perpw-
dîculaîres. KL, GL, sur l'axe PF; èHe tomberont toutes deux au même point L, centre de l'arc de cercle infiniment petit KG. Soit ù la vitesse angulaire du système mobile de comparaison autour de Taxe
» II'
PF ; l'angle GLK sera égal à tsdt ; on a d'ailleurs
DODcr
DG ^Vràt,^ et GL t±= DG sin {GW) r± DG sin Kiv).
et l'accélération complémentaire j« a pour valeur
II, I I I II il I ! ;■! » !»■
(*) B*g4oéffii, «b QODiâeiil ^nUr^wr à Tue de lot^tion ap ^ens ,particnU^..tioi tera Ici DP'j c'est le sens dam lequel an obserTatear couché le long de Taxe, les piede en D, la léte en F, verrait «'effectuèt de gauche à droite ta loUtlonlMtaiitftMe wH» Si Ton se reporte à celte ooirrenUen, oaimirrA éi|« ^ne |'«cc#Wrattaii «pff pM|fi^e(j|V!« ;V, ^ dirigée xtenla droite de l'observateur couché le long de l'axe, et regardant l'extrémité^ K, de la vitesse relative représentée par l'arc DK. • . .u .
!• ^Sî t), = 0 , ou si le point est en équilibre relatif;
"•S«SÏ ii-^Kj;-dîi ëî'ïe moùvelù'èiit'd'CTttayèiiiè'nt'y unetrâiis^
S* Enfin si sin ((i},rr)=0. c'est-à-dire si la vitesse relative du mobile est dingèé'siiîvakraxè'înàtahtané de rotation: ^' "^ '"""^'
*èd6!^*N6y''alîohs' vérifier cette" théorie ctaris 'àii''ciis 'WtacuUer
Dn point fixe M, est situé dans le, plan du papier; deux axes rec- Fig. 476 tangulaires OX ,' 0 Y se meuvent dans ce plan
^ [ _r - * autout" d^ point 0, dans le sens de la flèche /,
N r^ yÎL . , ^v^^ "'*,^. vitesse angulaire w. Par rapport a
ces aies mobiles, le point M sepifcle animé
\- duQ mouvement de rotation autour du péinf
X , 0, avec une vitesse ég^le. à w, eq sens con-
^ ^ traire du mouvement a entraînement. Op de-
BKBudexdejâéteDmiiiervpairJa tbôone:.dù QU)ttYfiHtiBM- idat&L^4^^9b€^ lération absolue du point M, laquelle accélération £st nulle puisque ce poini reste immobile. , , ,
Nous forn^eronâ les trois accélérations j^, ;. et j., et. les composant en une seule, nous aurons Taccélération totale J. , ,
L accélération relative j^^ est 1 accélération totale d'un point qui parcourt, d^Qjï^Jeh?^W|MN,.}^prfiçinfi$rePÇft4é^^ comme
centre avec OM = r pour rayon, la vitesse angulaire étant çonstmlé et égale à «o. L'^Âtieélêmion tt)^t^t3otFe!S{^6tHlal$të^e^ c'est-
à-dire dirigée de M vers 0 et éçale à,a)V. , , . . ,
L'accélération d'éntrafneinefaf, y,, est taccelISràtion totale qu'aurait le point M entraîné pai: ljÇS,^e^.i;QoJbiles si on l'y supposait lié iîivartaWemeui. *t)r, xbms ce mouvement , le feint M parcourrait 4a P^mf'tlpitfç^^ *à^rheBffiÉi,'"Bùlai8^*«s -te.iswtad JIM'ret
Wfiû»j«i«,kiUfisse ai^iiÏÉ^i-jei ^^g3L\^.^jxcQi:eX^^^ ^dpnc
^^^*li(^€ripè(^V 'Ott cKrigàe-di^Mive^ "«- -- ><• i<
' L'&èratton*com^ï^msp ^.^'eàj; për^^^^^^^^ Taxe de rotation instantané, lequel est normal au plan de la figure^
et à
DÉCOMPOSITION SUIVANT LES AXES
'fil- , I • .jr'-ti'i''''"
la vitesse relative, laquelle est dirigée de M vers N, suîyantune perpeadioukiire à OM- Donc elle est dirigée suivant le rayon OM,petpendiculBine cemmtniè à ces deux droites. Pôùr^vôir quelle est 9a dlféctioiLytranqiortoiid k rotation cd dès axeà du point 0 ab point M lui-mèiufëV et eKAmlnotis dans ^ilel senà éètte rotation, qui s'opère de gauohe adroite, tend à falredéfviér l'ëirtréniité d'ùnè droite "MN dirigée dans le sens de ta vite!!rs(& telativé ; on reconnaît que le sen^ de cette dériatîon es» te sens ide- la' fléché y; donc Tâccélération 7^ ^st dirigée dâtoft le sens MH, c'èst-à-dîre en prolongement du rayon OM. EHe est -égale à Swtj^ sin (t«),v,) ; or v^, vitesse relative, est égale ii iùf ; d'ailleiurs Tanglé (w,v^) es< droit ; donc
/, =i%^^fùT s*.2m*K
Les trois accélératioiis comprennent,. Qn définitive^ de^xi aceéléMH tions centripètes, -ég^e3 . tojute^ deux à = m) V, et una. accélératii» èen^ trifuge égale à 2u>V, qui détruit la somme des deux pn^emfères. La résultante J est (loniQ nulle, cçmmQ on^ Tavait reconnu d'avanœ^ ' '•
Fig. IW.
WidoMPOSmON tfZ t* ACCÉLÉRATION COMPLÉW^OTAIRE SUIVANT . ' LES ÏROTS AXES MOBILES.
297. Soient OX, OY, OZ, le système d'axes rectangulaires mobites
auquel on rapporte Iç .mou^ vement d*un point M. , Considérons ce point dans, une position quelconque M; menons par ce point une parallèle MP à Taxe instantané de rotation du système d'axes, puis une droite MV représentant en grandeur et en direction la vitesse relative du point M.
Soit iù la vitesse angulaire du système d'axes autour de MP;. nous pourrons prendre une droite finie MI^ pour représenter en grandeur et en direction cette rotation on. L'accélération complémentake aiura pour direction une droite Wl^ élevéiei par Le. point U noxmalen>ent au .
DE L'ACOSLËRATIOIV COMPLFJAEÎfTAlRE. . M5
pUn.^^y, et i)oiir. ^eD3.,le s^a MI4»..paraUèlr «au. sebâ .dotis loqpiel
là i'ôtaUan \ù tend à faire toursery ^iitooir djg IIP.4 rfi]Bti'éaiii& V de la
droite reprjÊpçntant la vUesserdatiw ;«o6r, po«r vig^le^ 2cdi?sin (PM^ nous . Représenterons cette valeu^r.par- iwie droite finie, MN^ i. ^ , Jl lest <tomiXH>dç d'ayoir ks cempaaantes dQ cette .accélàraUon projetée sur \^ trois axes OX». QY» OZ,'e^ de les «xprimer eh fonction des composantes de larotatien ip,.et des Gotiq)osaJifes de la vitesse relative t?, rapportées toutes dem aux, mêmes axes. Pour obtenir ces composantes, il suffit de projeter la droite AIN = 2o)t? sSn (PMV) sur les trois axes.OX, OY, OZ. Mais remarquOos que le protteit wo sin (PMV) = MPxMVxsin(PMY) représente le double de l'aire du triangle PMV : la droite MN' est donc égale à â fois Taire de ce triangle; et comme elle est perpendiculaire à son plan, il est indiffé- Pttii de projeter la droite MN s^r les wes coordonnés, ou de projeteF i'aîre du triangle sur les plan^ coordonnés (|ui leur sont respect!renieai porpendiculaires. •
ParieipointO, menons des droites OA, OB, égales et parallèles aux droites MV, MP; nous formons ainsi un triang|e.,OAB, égal et parallèle au triangle MVP. Cherchons Taire du triangle OaA, projection du triangle OAB sur le plan XOY.
Les composantes de la rotation w autour de Taxe MP ou de Taxe OB^ seront représentées par les lettres j», y, r; la rotation p s'effectue autour de OX, y autour de OY, r autour de OZ. Si nous projetons le point 5 en p sur Taxe OX, nous aurons
De même nous représenterons les composantes de la vitesse relative «par les notations v^, p^^ «„ de sorte qu'en projetant le pointa eu »'sur Taxe OX, nous aurons
Ç:^z=:.yii^^^ aa-:i«,j
n s'agit.d'évali>er Taire du triangie Oà« ep. fouctîoo. des. eooi'^ données des sommets a et 6.
DÉCOMPOSITION SUIVANT LES AXES
' éqvftyai^nt, W-^'î^^^g^^, *^«^.ÎI?f'.,*. Sf!",'
■■■-:] ;.-;.-,r° ,,r.„;.,.,i,,„..d^t^f« 0,».^ est„^ijiTa)ent a|| triangle
, , ,Oa^i,. efe p^,;?>4!^,l.e tria^gje Oai est é^al
OoS — Oa6,
■ !• '.'l'i-nl - ••! .' ,.i' - ,;; ; ,,T. v •.' ■ ■)■.•(> ^ •.!i-.:>f.<;ii'(. ,iî(,1u'i-'
OU à
/■->* '•'"■: •''■■■•■■■■, 4 ;.• ■ <■ ■i: -■!ii..i ! ',(: i;!]» ..■ji'iii'l >'pr
* '•' - •' • : i ; 'il- :'l'iii:i-)..,. i;i; ;i.i.î;'i friik
Le quadruple de l'aire. projetée est donc égala ZQbo, — '.^J et c'^^^,pv,%u^^,>,pifi^ijire, dp^^,çomppô^^^ de ;« parallèlement à . r^e OZ. Cpjtteexp|-.es^op^prt8 d^illeup son éigne avec elf^^ .«îre^çfl^Çrfit,;p^.pîïç..$3fiussiQn d^^ c^iie la composante de /.^
dirigée dans le sens positif de Taxe OZ, lorsque la foyinùlep^^^ fait l'aire Oaô positive, et dans le sens négatif 'dans lé câis'cotïifèiiiB. >^k^~Wftiwfi^dnnr. plus bpgnîn d'nnp disrn.ssîon par ticiilière pour fixer ' le sens dans lequel: on doit prendre raccélératioiJi complémpntaire; car ses composante^ suivani^ les-axesjmobilea sontldOMée3_4n^^^^^ deijx.^t . W J^ï^e p^r tojpçjfpiules trèsn$ijapleft..s, ...
■Î98i' Si l'on décompp3§; §n au^tant die vites^es^partîçulièi|es qu'on
voudra la vitesse i:elative «, qu'on décompose ensuite en atitànt de
rotations qu'on voudra la rotation co, qu'enfin on associe successive-
. «leot '>ohftouw A'^ viftesses . xoBpp^sap.tes à. qhaciy)^ ^ç^;^ rp^ions
respondante à chsicnne^ç^^/^qf^ff^m^^^^
. meiôtfiij:i9:-tOJate^^*Iafi^Vil[teWltp ^l^i9|^l^QSiçe3-9ff ^l^a^^^
On peut le vérifier sur les formules que nous venons d'obtenir.
DE L'ACCÉLÉRATION COMPLÉMENTAIRE
Çmervons qu'on peut regarder Texpression pvy — qv^ comme le moinçnt, parrapp9rt à OZ, d'une forcé doht tes cbdiposanteà sôWt t>i et v^, et,doiit le point d*applîcatiofi'a'^ûf cObVdonnées/? et y. Si Ton décompose cette force en autant dé forces ^u* on voudra, sfms changer son point d'appUcatipu, la sotùme'déâ'thotnents des composantes est égale ,au moment de la résulta ti tel On teut ensuite considérer en particulier l'expression du moment d'une* composante delà vitesse, comme le moment d'une force dont' les* composantes seraient — p ei—qèi dont les coordohnées séraiéaW'i;'. et v'^; on pourra donc aussi substituer à la rotation «— (o, assimilée à une forte, autant de rotations composantes que l'on voudra : la somme des moments de ces forces, qui ont toutes pour point d'application le point v'., t;'y, sera égale au moment de la force — o).
Ce, principe est souvent utile, et les formules qui nous ont servi J^ Je démontrer n*en sont qu une application.
îiQps ayons décomposé en effet la rotation io en ti*oîâ rotations jl?, y, fypt la vitesse relative v en trois vitesses t;,, Vy^ v,. Avec ces deux gr(>upes décrois quantités, op peut former tfeuf combinaisons tenjfeij'fl^é.es dans le tableau suivant.
" ■""" "V" ' '■■ ifc-^
Vg
nolk.
+ Spvy (axe des z).
— 2pt;« (âxedes^).
iA4-^—i ^«Mt^-w»X* I iiiti»iti
— SçDx (âxe des ;).
I » Il —^■Ê»mmmm*m
siH(^,t»y)=x:0^ accéléraUon nulle.
'\-^qv% (friedf^â;).
rrr
-\-hrvz (atedêsy).
— 2rt;y (axe des a;).
flMi(r^Vi)t=(>« accélération nulle.
il' •
tés éléments ^ et t;., considérés seuls, doniveÉit «lie accélération dirigée suivant rûxe dés x\ dans lé sens négatif, et égale à— 2yi>,< et aînàï 'dé àûïte pour toutes lès combinaisoi&s. ^ ' ftfeudissànt par voie d'adidrtion algébrique les aoeélérations par-
:'ij]«i<; i' •■!',
ailles <»aculéj5Sflqur çbaqpe »f^capr49iwétîW'»i?t^lPto)9Wlfts4(lr-
'■" ■' '/ ' * "-• • '"'^ ât^LtcrirtOW' i U 'bTNAklQUE. • "^
209. Si J est raccélératioà totale dans le mouvement absolu d*uii point de masse m, tnl est la force ou la résdltaAte dès forces qui agissent sur ïe point mobile. XiCp produits mji^j^T^'^lw/^x^lfôwWH' . senteront de même dea forces ^ontla rés\iitanta^ei;^é^9J^|i'i9^ conséquent,' m/^ est la résulunt^ de la force n^l.^^ 4ê,d^u^raji^lmi>! forces —m/,, — wy^» égales et coutrai^es aux f^rce%^p^,i^,;0r,fpil]. est égale à la résultante des forces ]:éeUies agissaot^jâuç le p/oniitifiAft^ riel; on f)eut donc traiter un problème de mouvçm)^ ^^' AWmie s'il Vagis^it d'un mouvement absolu, ei) adjoig^i^, ^ii^.l^i^^M réelles quV sollicitent, le point mobile 4eux . focoeg, appafeyteft, §^' voir : la force —m/\» qu on appelle la force diner^ dé^va^nf^^Uet la force —m/V»' qu'on appelle la force centrifuQfi ^0fnpo^é^{'9iéfpi' a pour composantes parallèles aux axes m/obilâs. : . . < < iJ ^/>
Ces feramles permettent de résrâdre tQ^teà les questions de mouvement relatif
300. Un point M« de ;mi[8se ?/)» glisse' sans frottement ie long d'upiç tige^A» Djiobile.daDS,le/plattbdri|ontal autour du point O'; a;vec ime vites^ ^g^Miurec^ilNr^dM^ delà flèche /. Quel
sera le mouyepxent du. piomt?, i . i.^ ; ^ >•
!'• méthoéfi^ ect cop^ijiérjaiV Ici pioayfii^eat relatif du point M rapport à la tigeOA*,, ...... ^ ''
Aï^ttîc Air iON \ il tv^^AMiQuis. 'ô\ 9
h^-mcmvmmVfél^î'éti pùM M est uh mbuvëmerit rectîtigne;| Fig. 179. appelons v la vitesse de de môtiVement.
La force réelle qui agit sur le point est la ^amoio A. féact^op^ nor(nate| JS4fi»ï^ ^g® 0^* Po^r
\ ramener le mouvement relatif à un mou-
V vemei^t absolu, il faut ajây[oindi;e ^ içette — — force les forces apparentes, savoir : '•'i^ -«'I !«"* ' ' laïorcecPipertîeid'entfaînement du point
}&;WDdiSiêré ccfmme Wé aux axes mobiles ; dans ce mouvement d'entfttïAeiieDft, lépo&it M clécrît autour du point 0, avec une vitesse unifWflW,* xifr ^èfèt-clë dont le ray oïl est OM ; et par suite la force d'inertie d'^tiyiîn^ent est ïa Wce centrifuge^ dirigée de M vers A, et égale àtrtéj^^^OM =i: mui^fy en appelant r la distance variable OM ; •ta**ûfrtife'feen'triftige' composée, qui est perpendiculaire à la fois .à
Faâtèipi-oîètêeW'Olcftà'là Vîl^se relative, ou à la droite AO; elle.ôst
f , • ' II».
dû&t -diluée; dans le plan de la figure, normalement à AO; et elle e«t>^}rie^« 2)>tcb*; èàr ici kin (w,!)) =1, puisque Tangle de l'axeOet de»la^Vitêô8«?t)eâtd^oît. r ' . -
Ces trois forces 'ont une résultante égale et contraire à la
force m -^ , qui produit le mouvement du poïnt dans la direction OA ;
pour qu'il en soit ainsi, il faut qu'on a^ sépvément :
àt
'».n *ii»
N = 2 mtùv.
La première est Téquation du mouvement; la seconde donne la valeur de la réaction normale de liai tige.
2* méthode^ en ne considérant que le mouvement iibsolu.
, I» il
?$t I0 point 0 «lenODil deu*' axes rectanguiaîrei» OX, OT; soient aj^OP, y = PM', 1^ c«o#do«yftéeé du point M. On sait qlie ce point est sollicité parimé ïùtce dirigée 8ii|- VâïrtMN; ^Dît N la valeur de la force inconnue; les équations du lûouvement absolu
50» -ii01«M»flnONi /
du point M, seront i '«•(■•jonri; ,ui'<i\v>/.>'ni< nh l^«:^.^•■^^^^''\ j^.o'D
m-T^=— NcosO,
0 étant l'angle variable de OAavecOX.- '^^ '- '' /t-.:,. k- mc\., On a donc aussi
X = r cosô^ i^ = r sîn 0.
Différentiant, . , ,,.
— = — cosO — rsine-jj»
A»ê Af qA «,
•V . ,' , l'^ri
Rempïaçons -y- par. sa valeur —: co, quantité constant? i ..,,.,,:....
dx dr . . . ^ — ; = -T3 008 6 + wr 8in • , Cm at
Différentiant une seconde fois,
• || = gcose4-2u>^sine-,Vrco8a,
OuMenudédàit donc
m-2^C0864- 2m*)^ éltt6uÛ7fttà«'rteO80 = N8in6,
^Multiplioç§.l2^ pfemièirp par cos ,6,. Ia,8eçQ»de par slin4 «t ajoutons; l'équation résultante se réduit à
A Dà nVSàJflQVE.
C'tst Téquationdu mouvement, identique à .uioy.^ .^/ )iy" <
en
av..
OC .. îi,
Si on multiplie la première équation par sin 0, la seconde par ces 0 qu'on retranche, il viendra 70 . /$ /v; •. » !:; /v ,'iM,f i »p : , :
ou
2mfa>v = N,
ir-r lU ."/■«' r i, ■•;
jrj:';r'' "'«'!'!!
valeur de la réaction normale déjà déduite, par l'autre méthode, de Texpression connue de |atferce oeâtrifuge composée.
Ce problème fait bien voir que la force centrifuge n'est qu'une force fictive ou apparente; la force N est seule réelle, e6\elle sui&t pour expliquer 16 mouvement pris par le point mobile. ^
APPLICATION DE LA THÊimB. OU MOiPVfillEBn: 'ftELATIF A l' ÉTUDE DBS MOUVEMENTS OBSERVÉS A LA SURFACE DU GLOBE TERRESTRE.
SOI. Soit PF Taxe autour .duquel tourne^ la t^e, de l'ouest à
-__^?:. ^ ..JSEW^>UpdeVéqûi^
G, le centre du globe ; 0, un point quelcon^oià^rki.-ftunfiaae'du globe; nous le supposons situé dans l'hémi-
.^pMdre^ bocéal (.^î'** ^ « < ,
OZ la directioa de la vertice^ en ce point. La verticale est la direction '^ la pesanteur^ c'ést'à-dire de la résultante de l'attraction du ^ •-> éîôbé téfreôtrè et 2de laïoré^ 'dlnertie (iW
1 M»î» » '»<- '-.'n; . Vr
(*) Les fonnoles comprennent 4«^m bù ii poic^ finit au lad de réqoateor. U lafflt d'i ehtoger le signe de la laUtnde.
im INFLUENCE « BB tIA ROTATION
ti^infifiestv irotxte te'/bV^ cé9^trifi»§e é» ii kiirdlatibp/iiilifiMiqaie là terre. L'accélération g, diS^Jyia;pe^ailtebr^'estdeim6ÉS(éila,3é9àl^ tante des accélérations dues à ces deux forces, attraction terrestre et force centrifuge. .^, ^ .< mvl l. ; - ,x
Rapportons le mouvement du pç^int mobile à troja\axes rectangulaires, OX, OY, OZ. Léà axes OX et Oï sbhiÈ dirigés flans le plan ho-
rizontal au point 0; Taxe OX est dirigé ver? le çorc^fet J'axe OY v Test. L'axe OZ est vertical;' et dirigé de haut en bas:''
Un point libre^,4« m,9^mi. 9^^ ^o^w^lémx.im^p^lf^ipBBaûtï' teur, égalç^ ^ .^jr ç^^idgé^ .parîïHètewentvJ|.OZ^jvet la^\foncè45QDtiîfu^ cmsf^^pi^gp^^ç^ V^^ à^Ç^^ia^f9&^ ^îtYAntilâfi treÎB âj^y Inàott^ posantes de cette force sont v\> -
Z = 2m(gt?« — prj.s.
Soient x, y^ z les coordonnées du point mobile; nous pouvons remplacer dans ces formules lès prôjecôons des vitesses sur les
dx dy dz . . . >
axes par ■^, -j^, ^; observons dc>pfaa:gti* la rotation w de la
terre autour de la droite PF a pour senaJf'P ou OF; décomposée suhpaût-ie»0xefi,ièlle «ôra pôul^ ^Jôrn^osaniji^ ^ ''-* ' ' - ' *>tj ri >1
p = (O CCS A, *
r = — w sîn X. ^
iM composantes da la foroe cemrifuge cwnposée sont donc
t as^e^caSinX ^f
dt Y =- am« (^ co«X + ^ «in x)
Z = — 27n(^)lcoRX:^.
Les équations du mouvement relatif dflt^ipoliiiiifioiliiè' iéMte^^ *
soIbeitev:feJMAmati«£»ted6'I&|}e^ .\ /ii: i I . <
?n -^ =X'--2mcasinA^, ,1:: '■'':• •;.» m
jw -ny = ^ + ^5^ — zmw cos A --^,
-IteusiaipptiqseFmis cesIbrMdesàtrois^as ^
4^. ^lUviatiûtt^dê» torp^ ' ^' ftmtA^nf yf t/hé grànié haïiieUf^. 4in)iearai X î:« ï' ^itr Z' i:t:i' 0 ; on remarqneî'à de plu3 que le» i^Uèsëes
<fcc du • , i ■ - . "
^ ' 7^ ^^^^ nécessairement très petites ; effaçant les termes qui les
contiennent en facteur, on aura pôui* équations approximatives du mouvement
-3-g. = 2mto) -yi ces Xj
'/•.•"Vi;- '''■ -^'^
De la troisième on tire -yi^Sh san^ constante; 'si. le ^ corps pari
du repos ati moment où l'on jEait commencer le temps. Cette valeur, substituée dans la seconde équation, donne
-^ = 8«^f cosX;
d'où Ton déduit, sans ajouter de constante,
et
valeur,^ I»< cjfcMOwi i^ l'dtt.. <i -
SS4 PENDULE
ut/
La valeur obtenue pour ~, substituée dans la ^uii^'^ide^jéq^^r
tions, rigoureusps, condrifcajt à, détermirtisr une *^eçonde déviation
vers le sud (*).
i"" Pendule Foucault. . . .' ; . . . »...»:,,., .t.")j
Nous supposerons le point mobile attaché par un fil au point 0;
les forces X', Y\ 'Z', *etx)ht«le»'COûiposante& cîç le tension N du fil ;
si Ton désigne par ( sa longueur, supposée invariable,' on aura
' • Il
Proposons-nous de trouver la loi du naouvement^du pendtîïe(ieiiip»ojection sur le plan honibntal. Vous nous servirons pour cela des deux premières équations,
d*x „ X ^ dy
di* . L , . • dt
: ' ''•' ' .'w. ^f {'"ihilJp";
d^y "^dt
?=-Nf +2ma>(JcosX+g8inx).
Eiitré Ces deux écfûations, èlitninoins N, enmnhipliânUaiprBmi^re par î/,'ïa isécon&é pirf dr, fet cta fetnmchaàt; ir>viendra ' ....,,
(d*v d^x\ dz ^ ^ ■ , J f àx dtJ\^
Le terme coiiténant en facteur ^ pé^t êtïîeuégKgé; sî^; pwnme
''Il • - . . « F "i* I f •
uot^ ](e>:Qpp.posonS| les ossillations du pendule sont limitées à de très piçt^s arçs,voisins du point le plus. bas de la sphère décrite par le point mobile. Le point m, en efiet, sort à peine du plan horizontal
{*) (Voir dans notre Traité'd^e mécanique ^iome lU, j^.209 (HacheUe, 1874), la solution complète du pro^tème ^u inQii^eme|r)t relatif û'uh point pesant dans le Tide. quand on tient compte du mouvement de rotation du glôbë terrestre.
tangent à cette sphère. Supprimant donc ce terme, il vient l'équa- Cette équation est intégrable, et donne -^ : )»u. \ /.-^umM ■[:
J-!iJ^ .:o .•■-..■•. ru . ..',,.:. ,M ,^.,.-, ,^. . ,, - ., , ,, ,j .. ^
C désigne la constante introduite par Tîntégration ;* mais cette constante est nulle si nous supp^sj>ns. q^*^ chaque oscillation le pendule repasse par la verticale OZ; alors, en effet, on a à la fois x = 0 et y =0. Admettons ce cas particulier^ Téquation précédente se réduit à j
dtj ~dÇ " y
0«qWw>6.[.' u; v.l - • ,. , ■;„ , (, „ , ,, ... „„ . . f, ,.„ , _,
r xdy — ydx . » , " - i
équation dont l'intégrale générale est
arc tang - = w< sin X + C;
Sous cette forme on voit que Tangle azitnutal du ^lan dans lequel $^t4lât'il'idsdllàtipii[TarieipiX>pwt4i()M^l^ ^ens '
positif, c* estiàidÎDevdBpsi Je i^m»\ wr^re^s^-^tf ^»^?**4<n^f*'î^» i fvçjc .^^ j^e vitess^,^ngulaire égale à cosinX; ce qui est vérifié par rexpériencé. S"" ' Xirn^<7nG^ ^aièràk des corpê' «f^ moticêml^fii da^'M ^W horizonlal.
' f n ffiopposQï^^ ^^ ie .point' w^ léhe}, ^ M^^ye d^^, le. pl^^i) . bçtr jz(jn tal
âveç^TUne vitesse constante Y'; et soit a l'angle de la direction V
^ avecia parVie^ positive ÔX/'dë raxè'âés 'x, où àvec 7e mérîdiett aîkint
. ail nôle/nocd, Tangle a étaht ^compté dàns^lé ëélis J>dsrtir du iK>rd
^vers?^^^^^^ " "' • ''-'•.^'-'' ■■]'•■' •-•.■'-..'■., V
Le mouvement éiafftliulfurmej on aura- —
826 ' ' tEND'Ai^CÊ LAT teHALÊ
«Il
les Vit^ssies pix^eiéès seront
— - = Vcosa,
..•••■ ^ai-v4itf*,' at
' dz
et les comppauntes X\ Y\ Z\ de. la force'qni agit dvrie mobile pèur assurer le mo]aYemeat qu'oa vieat 4e définir seront données fàr ies équations: ,..-',.. v •
X^=;:2?/îto)Ysin^sûiXv ,. - ï
Y'=: — :!jmwV cosafiinX, , ,,, ,; , ^ • ,,. • ■ Z' = — mor + ^mwVsina C08>s. ^ m
La troisième équation nous montre que le mouvement du point altère son poids, mg^ d'une manière apparente ; le poids est diminué de 2m€i)Vsinacos)., si l'angle a est <«, ou si k mouvement est dirigé à Test du méridien. Il est augmenté de — 2m(i) V sin a cos X, si a est compris entre tz et 2^; c'est-à-dire si le mouvement du point r entraîne à Touost du méridien.
Laissant de côté cette variation apparente de poids, qui est toujours très faible en coiiaparaison de la force mg, occupons-nôùd des deux composante^ horizontales X' et Y'. Leur rapport est '
a' ^ tanea
donc la* résultante de ces deax forces est perpendiculaire à la vuesse ' V »
La valeur de la résultante est \/!X'* + r* =::2ma)V sinX; elle est indépendante de la direction ^e la vitesse.
Enfin, le sens de la vitesse est OV; ses coniposantes sont 01 et OK. On obtiendra le sens de la résultante B en prenant sur l'axe OX \rne longueur OK' = OK, dans le môme sens que 01, et sur Taro ÛY^ dans le sens opposé à OK, xme longueur GI' ^01. La résultante, OV, de or et de OK' est une perpendiculaire à OV, dirigée vers
DES cq|ip^^ çiîj jip^y.v^^NT. W 7
/a gauche par rapport au mouvement OV; et^c eâit Auaçtla^jdkQCti*! Fiff. ist. de la résultante cherchéec
^ En résumé, la force extérieure qui
intervient pbur maintenir le mouvement d^n^ \^ direction OY» est dirigée normalement au mouvement et vers sa gauche, * et elle est indépendante de l'orientation
de ce mouvement.
JLç >m(mvaB(ieDt OV produit donc une tendance horizontale du pau)t4a^obil0:àtappuy«* vers la droite; cette tendance a pour mesure 2»îci>V sin X; elle est normale au chemin décrit par le point mobile. Elle se manifeste notamment dans les grands cours d'eau, qui généralement appuient vers la droite dans T hémisphère boréal; les courants des mers et les vents alises sont des exemples du même phénomène.
.. I 'iWMWOTfON DIB FORCES At^PAREirtES ÛANi t'ÉQltÀTlÔW
..(>.- ; / bES ronces viteô.
302. Un problème de mouvement relatif peut toujours' èWef traité opimn^,3'il s'agissait du mouvement absolu, pourvu qu'on \th^^ a^;|. ^r<çj^. réelles Jes force» apparente». Or, des deux forces apparentes qu'il iaiut':ain^ appliquer à éhaqoe point mobile, il y en a une, la force centrifuge composée, qui est normale à la vitesse relative, ou au chemin décrit par soi^ point d'app^cation; son travail est donc nul, et l'équation des forces vives appliquée au mouvement relatjtf ^^ çentiendiF^f {^is,i par eonséque»!, cette force ooiàptémentarre.
La force d'inertie d'^entralnement disparaît aussi de l'équatîan des forces vives quai^d le mouvqment'^'çntralneiaent est !une tuMsktii^B égale et parallèle, à chaque instant, au mouvement du ceOilBei de grayjté (*). En effet, chaxjue point,, considéré couotme Ué au sysiènte
f'jil in aérait de même encore si le mouyemect d^enlratoemant àtaltan^ transjatj^oa recil%iift/el ànlQmne r cd 'e/lofè U Totise â*inéfti6<f entraînement serait nulle. Les ëqûatlonail^flE^OjPLXemf^ rqM^U iM|(nff||W^pa«^ dwsrce.cjiaiptrttoatter» iet équatfODS'tfi^ mAUiVMBiii ^Mla.^ . /i;
TRAVAIL
dé conîparaîsan moî)îlfî^ a alors une accélération éçale et pa^lèle à celle du centre de gravité ; de là, en chaque point dé masçe m ap« partenant au système, une force égale à — ^m/„ et parallèle a une même direction ; ces forces paraUèlps^t proportionnelles aux masses se composent en une seule force, appliquée au centre de gravité et «gOa h «^M/,, M étant la mAsse todate du syst^. Lfe 'mtff^ de cette résultante est égal à la somme des travaux des •éèna^d^lifitefit or ce travail est nul, puisque dana le mouvement relatif le centre de gravité du système reste immobile.
On prouverait de même que les forces apparentes ne figurent pas *sn« îè» ' êiftiatiôfls dès moments des? ' quâiitifés 'ac^mouveinàït, 'piîs fàt rapport à des axes de direcilDn constante pa^knt pah' le centre éfc gratîié. G*eaft ée cette remarqué qu'on dédtnt Teriètcrice du phn im&riàblè dans le système du moud», fet -^ce • iHêbrèmc trèfe' important dans la dynamique des solides : Un corps solidey libre dans t espace^ tourne autour de son centre de gravité comme si ce point était fixe.
803. Nous aurons, dans la théorie des turbines, à résoudre le problème suivant.
Une courbe plane ÂB est animée, dans le plan du papier, d'un Fig. 133. mouvement uniforme de rotation autour
d'uji'âxê fixe noimal à ce plan et projeté en 0. On point mobile M, de masse donnée m, parcourt la courbe avec un certain mouvement relatif. Quel est le travail ^ M* F des forces apparentes qui agissent sur ce point quand il se transporte d*un point A à un autre point B de sa trajectoire relative ?
11 suffit de chercher le travail de la force d'inertie d'entralnementi puisque Fautre force apparente a un travail nul. Soit w la vitesse angulaire.
La force d'inertie d'entraînement se réduit ici à la force centrifuge F = m<i>* X OM = mioV. Son travail, quand le point mobile parcourt un élément infiniment petit MM', de sa trajectoire apparente,
DE LA FORCE CENTRIFUGE
5l'îi
est éçal à F multiplié par la projection MM" du chemin décrit; or, è des infiniment petits du second ordre près, MM"=: OM' — OM ^ dr: rétéinent au traveûl édt donc
et.p^r saille lo travail accompli par oette force apparente,' du pCHOt A au p^îot B, est
mia*rdr = 5 mw* (rj^ — r#Vf
raoA
ea faisant r^ ^QA» r^z^OB. On peut reioàarqiierqiie^af^.esila wte^eifr d'eot£|dQiemept^ d^ poiut B, et «ar^ la vitesse ^ 4'Mtrat»ei^w^ du fointM Mvéfviiij^ est doue le deBÛraccroissejqteut de lai<»<^yiv« wmmU iffimd i» pQînt .^(4)ile passe du tRisst A a« poîiat Br
CBiPiTRE IV.
, PJSS TURBINE?..
SOA. iMiurbifkes soBt des rbues-Jè^drauUqqes.debt^ Taxe est gMÊsieiMnt TOrtioU efcdsfis lesquelles les^prificefi de rentrée de r^aau flènft ^istinols des arilwes de sortie* Cette dénomination a été ifltaginée par Aindin en Ififtft; mais le système était déjà connu dans ses ti^iiMs^rinci^t. Sans parler iteséssiilà^ pinson molM grossiers derôu^ à isuHkrifo^kcn^e^ on doU rappeler les études d'Ettter'sù^ ce sujet {ttêmmr^ de Ikrlin, *750 à Î7*â); sa roue peut être régalée comme le type des rédepteufrs à axe Terlfcal où Teàn motrice descend à travers une couronné mobile, «Jui recteîlle'et transmet le trtivail de la pesanteur. La turbine de Foumeyron a|)t)it*tieiit àt^n àuire typé; la couronne mobile est parcourue' hbriiorrtalémetot par les filets liquides, et la variation de la vitesse relative de tés iilet^ est due au travail de la force centrifuge.
NWus aHons étudier successivement ces deux systèmes^ fen commençant par céToî de Fourneyrôrt,
TUUBIMB DE F0UR«£YRQI!.
2Q5u La tfirbine de Fourneyron se compose essentiellement
If d'im cyliQ^re fixe ABÇ'A'» posé verticalement et traversé suivait apn axe. par i^ tu^e çreu^ CD, appelé tuyau porU-fond; le cyliQ4f P est ouyert h sa partie inférieure dans la région comprise eotce le» plan BB\ U'; la oaIott;e IDr/esfcojnp^ëtemenjL ^^I|c|^j,,.,
TURBINE TOUKNEYRON.
(Vai
2* d'une oonrosne mobile entoorafit la région ouverte du cylindre
file; cette couronae, projetée daas la coupe ci-contre sui- Vafat HB, H'B', est rattachée far des bras 6, 6\ à un axe de rotation vertical EF, qui passe dans le tube CD, et qui repose à sa partie inférieure sur une crapaudine F. Cest oet aorbre qui transàiet aux machines «outila le ihoùve-; niêilt communiqué par la cou^ ' Donnè molûle HB.
. Mwokwssixv^ péoôtr^ dima le^cylindre^fixe, où eUe est maintenue iuna;ûve^|C(mst|9intAA|:; e]le,$pft pai: tes ouvertures xéaervées di^» U i%U)4;i, IB| pépétf e da^p la qoot<»iw9 mçbile et Ja mat ea mouve^ meQteq.e:i^fan^iUf!;ieip):esf}iQq «lir I^& aubes qui y sont oontenues; elle j^)rt 0n^,^s^Qi^]l^.b|gf 4'w^t>gue l'on suppose s'éleyçr ji^^qu'à up. niveau çonpt?inV M/. . , . . .
Les m veam M'^ 11/^ . ç^nt dqnn^par l^ur§ çptes de I^aute^r , h et Kp
aRT40S9ns;4'm^<iPif j^ Z^'f poitriequelnousiprepârons;
le plan moyen de la cooronne mphite.
Baplw, M QWtxm^HI^' présefot^ une disposition analogue àcQlle
Kg. t6&. 4^, la roye à aulpiç^ courbes di;
Poncelet. Les aubes sont représentées par les lignes équidis- 1 tantes «^i» dh\ d*li\ ••• toutes If \ \ égales entre elles et semblable^
|n' ment placées.
i - y y^<-^\ / / A l'intérieur du cylindre
^ /.' 1 \\ / / ABA'B', des cloisons fixes éqùî-
distantes c^c?, é*d^^ *.\ sont destinées à diriger Teau vers les' orifices formés parles aubes de la partie mobite ; ces cloisons viemient , les wes s'appuyer sur là
donnons id>iO(Nii»^pnmdaa-^e£M<)fà^^ p^|)[|^;f(>^f7f)ç^^,d^5
MM' représexrtef*^RxrliaJpIf»alièkle'J%lj^^s: h^,^^^s^ .f^À^é^y^
dont^ bn^peur. d^ioëei;. «Noua !»lqpp99e^ (^ettç .v^i^ 3pit
entidresiéiit i&féBi • i .
. 306, Pjroposons-nous de déterminer la forme des àuè^ ai, de télfe sortie que le travail transmis soit le plus grand possible.
Nous représenterons .par u la yitessé jpibsoluë d'un filet li^ttldé'îi^ sortie du cylindre fixe; soit jd la pressîob 'du lîquîdeV ràppôriëV ^ l'unité de surface, dans le plan moyen ZZ'délà cpurbrine 'î fe théorème de Torricelli sera applicable au filet qui s'écBappé dû cr- Imdre fixe, et nous aurons
*-*' '•'' ' -'• ) ., -.-i ir ri'J"' .1.:? *,
ttf«=.2a(A+£i^V..
en appelant p^ la pression atmosphérique qui ô^exéi-cè ot AA^'Cétfe
Fig. 196, ' .formule suppose que datis tout ^e ; ^ . ' Y' ' s!- parcours 'du' cyîindi^efiïë;^^"^^^^ '" '" '' '■* ^-'^^liqiûdés n'éprouvent ^^oïîtlWè^^^
la viscosité. ^'' • '
te filet liquide animé de la vitesse u est dirigé dans son mouve*
, ment, par Je3,.cV)|sons,Ç^e^^jC^t et sort dans la directiçjp. ,aj*f, ^W' gente à la courbe ca. U pénètre ainsi dans la couronne, laquelle se meut autour du point 0 avec une certaine vitesse angulaire o). Soit r . 5 - le rayon Oa du cercle intérieur de
la couronne; la vitesse du point a de la couronne sera égale à
(o> ^'t)/ét ^(KHgéé âuivam la^ tàù^eivte'ttGt^à^ceiiceToto.' kài^fWf ]è' paî^Séâ)gMmtèe tiimiJ^i fo' cGîêaw t-epvédcfttesu *Ia:\3teafe. reUv*
Pour qu'il n'y ait pas de choc à l'entrée,, il ' ùaiAràL ioat^qw fàïïbë aft' éAt Cingènté à là'iSi^edltoii'âe la vitesBeto; ' - r ^ ru '' Lé ifiHèt iiquiàe j^arcâtirt Ik ira,|eoU)ir6 frittkive «&, .^ sa vitrase Arést pa£^Ià mèiàé' aor divéïdi» i[)oitit0'âè cette courbe 9 H sort de la.cou*- Tonnë àtt p(&M; S AVtettËerVicessèvelfefthiB W^9Ëifi|^sitt¥airtlajtan^ gente bw'; cette vitesse W, composée avec la vitesde id'entratoe*meot v^; du poiat ^, domie ,pour résultai^te une vitesse t^ gui est dirigée suivam^a diagonale du parallélogramme Àt^VtoV^t qui repréâentCila vitesi^ absolue du liquidé à sa sortie de là couronné. C'est cçtte vitesse absolue, w\ qail importe de rendrela plus petite possible pour utiliser.de ta façqo la plud complète la puissance motrice de
l'eau ; (S 277}.'; -■ •. ' "• ■' ; '■ ■'■'■' ' '" '
' U vitesse t; étant connue, on exprime/a la vitesse tô en ifohction de u en considérant le triangle uav^ qui donne ' ' * ^ ''
§ éi^nt^'.âj^le^ d^ vit^ses.^ çt v, ou rang;le dç l'aube fixe, ca, avec jbi içifçouli^nœ iijté^içupB de la couronne. . Le, ^êo^ç, tqapglfi dpnne l'angle a que doit faire avec la même «oiwwi^Mç Prç/^^^?^. élépient de Faube ab. On a, en effet, la proportion ...
On pbtrita doté' trouver l'angle a en fonction de ^ dès que %/ et to seront cbnntis.
•'' VWf 0 » .: ;' i I . ...
&a4 ^ . >i!iai8iMa' i
«l.fin ot tel CIônsiiéiioos.îaBifiiet liqiiûte()a6v;3û dé:*
\ plaçant le long de Faube ab , et pachi|;éenfrfc
.\ .<• If. j^ '^ :^ WehifiBÎCé d'é^mtetS'^iiSfiiié^.iBto \ ^ **'<^ -V èwnev st^ tel»'t}Mî:chaKiu*rviBM!^
X pl«)e da sumpt dfois iui| taoD{isi4{r iiiQnî«ieM petite li^ éeofeiraoeroifispsiait deiiki. &rôei yi¥€ du système se réduira à l'échange de la demiforcé vive du .premier élément contre la demi-force vive du dernier, et si l'on appelle m îà masse cdmffltiné à toit&^tej^^âûienitov fe'pr^o^ quation sera ' '
les forces dont il faut terfr cortipte sont ici les preèsîbiis en ff et en Ô5 et la force centrifuge; le travail de la pression en' à est égal à p ûimlliplié par le tolume décrit par la isectîôn" du filet, ou à
P><1^^ La pression en b est. résistante j çt^i.p eat.aa valeur
par unité de surface, son travail sera — p'^. Le travail de la force
eentrifisige e^ équivalent au . tra;vail qu'elle produirait si la pfemîëré petite masse allait occuper la place de la dernière, et nous avons calculé ce tcavaii (S^OS); c'est la demi-différence des forces vives corresponàantes ôux vitesses d'entraînement, ou enfin
jr m (v** — v^). Nous avons donc la relation
ou oien
, Cljjtte ^gii^tioft n'e$t que ia tr4d^çtiQ^ du théoi)ème dft Beri^^U où l'on agirait remplacé JLa. pesauteur pa?- ia^jÇorçe pç^tcifi=sgft- Où négli^le ^o^mm cjujiqi^ûdè sujr Jft pjyoi .^^.pç^eiori^rct/est
FOimiBVftON.
]Kis:jfaÊ»'^àHiaidétaUev hzsoim de bt. pelitesbe^de te Iwgtpeucidit cataai'^pdhsoiihi^rà' iD4)ài8que'iai9ècUQli d-écou ne wki très
rëfitroiote.'" ; '* -""^ «' "'*i • '» :..• ' •! • .•;'■)'} - Lan pft8ssiàQj9i09i celle ^^liL s^etrcé *eD dehors de Ja couronne, dansiunorégicdi où les vitesse» abstdued àà liquide sont faibles, et 4)M« par dai(e;,.oii peut appliqnev saiis «rrënr sensible la rëgl^ de l'hydmMÀti^ueà' Non» peinrons îâoiie poser
i)'=±p« + nA'.
Qaï^a^çiç^.swèffie, éqiualion pour définir ti^ 14e triangle u'Av! donne en effet , .
m'* = tr'* ^-. tji* — ,Stî<j't/ CCS y,
Y étagçyt T^qgle, z&vV qu,e iait l'aube. ^.u, point. ô avec; .Ja.drconférence
eijtériçprç. ...',,.. . • . ....:■.. ■•■':.■.
p.q cherche. à rendre t/ le plus petit possible; ou pf^ryieç4raU à
le rendre rigoureusement nul si l'on faisait y = 0 et v' = te'.; alors
te trianéte Mu! se réduirait à un seul côté; màîâ'îl est facile ^ voir
que la condition y = 0 est impossible à remplir.
En fefiet , iï faut que les arcs de la circonférence extérieure débi-
fii^m. tent, sous la vitesse relative tb^qni
. . \ ! tait avec tes arcs un angle y* te;
tnèmé tolume d'eaa que les arcs de la. meoBU^c&ica iaiéneure, 90B8>la vitesse M, qui fait s^yec eux uri angle ^. Soit ds une partie aliquote infiniment petite cle la circonférence intérieure ; la section droite du filet liquide qui traverse cet arc est proportlonnette à <& sin p ; le débit est donc proportionnel à uds sin p.
'Ifefe*^ à VûH de de la cittotiférence intérieure, correspond , sur la ctiteoBtfSrèûcê éxtêifîéfûrë , un arc W qui est la mettie' partie afiqupte te -^tté- elreèMèreke^^ etqùi eèlà efedans'ïé tejipôît âes'rstytos
rM) ^aVM,^^^^ 4^^v^m:^ J«0l«)r^9i^^ »*n-4f;|?W>;% J^ débit l'est à w'ds' sin y ; et Ton aura ''
uds sin p = to^ds' sin f^-^' ■•'-«'»- •/-* ju-i'^ip '< m ,^ ;'* ou, remplaçant^ P*r p» r ,
(7) ur èiff § «te w'y 8ift f, ;-•
On ne peut donc f&li^' ^ — d/ car cesserait suppc^ bit de la turbine est nul , pu que la vitesse to' est infinie: On se contentera de donner à y une petite valeur; c'est ,e|i,.prati^ï^ej3p*i alors l'équation (7) n'exige gas.ftne trop grande valeur pour tr';'oD réduit du reste la vitesse u! le phs possible en posant
Aiieés.'isuitiéqua^iobs^iOn.iiûfiliiyèiit^ • ; -ûi.. ■>! 't. i! iLcy.i.i :
relation entre le9 vitesses linéaires dts.deiu pircpnféreneoB de b couronne.
307. AjouUinâ:ifiâ..fequ^ti^9pXl).,'!(2>-e**^^^^ y avoir fait
u)' = u' et ;/ =p^ + nA. Il viendra, en observant que la différence
|iO) t«?cosp = yH.
Cette équàâw Mt cotiliaUfe ïe pr(93ùît uv. L^ëquadon (7) âotue }»i^^S»OKt^, ou|.j»ui8gue i/.=.iof, p;aiyeui^, .r^,3|ut^i§n^(j^^^p^;
noet d'exprimer Vnar—,.;, de sorte qrfen définitive. , on à, une
équaîiotiîqurfaSt dôrrnîàttiEf -* ©é cètteJ êqûktitm et déTéqteiitîoii (10) ;
on peut tirer u et v. Écrivons ensuite, les unes au-dessous des autres, les quatre équation^ . .a i\ s> . i < ,.
(10} ut?cosP = yH .X,
(9) t?'r = rr' ^ " '"
(7) ir'r'fllwt *«=<*^*ittfi
ei^jQ)|ljl;ipUop3-Ie8 membre à n^iubfej.U viendra
'_ ' , w^ sîp T = 5^H (ang p,'
et par Conséquent
Cette équation fait connaître la auteur due à la vitesse relative de Teau à la soitie; elle ne dépend que des angles ^ et Yt et de la hauteur H de la chute ; elle estrâidépeiidantei -de^lâipsqfdndsdr d-in»mersion, A'.
La vitesse t/ est égale à lo'. Quant* à la vitesse u', qu'il importe de connaître pour apprécier le rendement du récepteur, on l'obtient par l'équation (6), qui donne, en y introduisant Thypothèàè ^ et ia ^etir de lo'* (\\i!on vient de calcule^ ,
La puissance de la clmtë étant prbportionnetle à la fiatitéur H, le rendement théorique a pour expression
jU8) ,f- i — ^WK P ^ t-riÊr^ =^ i ^.tf^«P tang.^Tî ,, . , . •
ce'^ynib^e aëpéna Seulement du'tracé des cloisons et Cbs aulnes. 0ti voit par cette; vateijr qu'il suffit que, y Spit un petit angl^ pour que le rSii^dëment approche de l'unité. Mais on ne doit pas oublier
VikUai ^
qt^k mettre ^ *} <fiffllntte, les i^tèâèés/ rêlatiyes dePèaù'dàhs !«s canaux de la tu^bloef augmeôte^^ ) les '^rèttémetits âont hôu% avons négligé le travail) augmentant ayec les vitesses, cessehnent bientôt d'être négligeables. Il n'est donc pas avantageux de réduire y à une très petite valeur; 26p estoifie limke au-dessous de laquelle il ne convient pas de descendre.
SOS^Jie rendement effectif se .rapproche beaucoup du ^^^^emefit. théorique lorsque La turbine fonc^onne dans les conditions nfênes où ellq a été pr9jet^€i; pais Içir^que le voluffie ç^'eaM4Q»fc^Qn>|3i|pW• décroît, on est forcé, pour que le tuyau ARA'B' reste .plein, .ce qui est : nécessaire à la trapsmisçiou. des prç^çj^oiD3> d'^aiss^.jMUfr tiollieipçnt le vannagç M ; alors l'eau. qui travers^ lacQui»Jîije,»'9.p?^ un volumç suffisant pour occuper, ^a^.diiiilautiQn d^ vUa^^.toate la aection des canaux formés par lea aube? ;. ej-le , éprouve .des t^jarbiHonnements qui r^duisjeiit sa vitesse et qui produLç^efit df&jppftjss dç fç(rçe.jîyç% SJL Mow, çn étudiant par expérience ^ .repileme^ t d'un certain liiombre dQ turbiniss,. a observé des yari^tiops de rendement de 0,23 à 0,80, d'après le volume .d'çau jdépeusé. Oi> corrige cet elTet en partagieant la coiuroune par des doisons. .bp^^^on-* talei^ , équldistantes^ et en abaUsant la^Tanpe.ç^ç ^aniàrei^iA^a,$quer coffipléteiïiant toute une rangée d'oriûçes. Hfiii l'inl^aduçtion de ces cloisons horizontales s^ugmeute oot.abl^j;QQn]; le jOrott^meAt du liquide à son passage dans le récepteur.
Pour déplacer le vannage il fjEmtiaire monter et descendre, de ^ai^iités ^égales . les trois tiges N, N\ N" qui soutsdi^sées en plan aux sommets d'\m t^apglei^i* latéral. Pour cela on garnit cbacn^Q de ces tiges d'un pas de vis trayei^ant un écrou. Les trois écrous portent une roue dentée, et ces trois roues, de rayons égaux, engrènent avec une même rooe . dentée. G; de cette manière t les trois écrous N, N', N'' tournent à la fois d'un même angle quand on en fiiit
ng* ifi».
DE hk TURMS& l'PI^RNETRON. &3»
{onn^\ >up, i^QuL II ea ré&qlte ua déptoceaiiBnt; Jon^itu^i^ ooTHStUB
< . . irANlUGB DE.M. CAliCON*
309. M. Gallon a modilié le vanDage imaginé par Foumeyroo. iu lîeit de'&iredescien<fre une vatmé qui bouche une fraction déterinînée de la hàuWw de là couronne, M. Gallon interccptte sûr toute là hauteurdela couronne une portion seulement de son dételoppement. De cette 'ttiadière, les tuyaux formés par les aiibeS' courbes de la partie mrtflletoe 19e teniplissent de liquide qu'à leur passage vis-à-vis des arcs qttîî risîsiéttt •ouverts. Le ttiouvement de Peau fi'est plus aussi régulier,' caMoi^que les tuyaux remplis d'eau passent devant les parties fermées par les vannes, la pression' du liquide à Torig^ne dû^ tuyau' suint une uotable réduction, par suite de Tînterposîtion de ce fi^|)bragme. On doit avoir soin d'abaissél*' simultanément deux ràhtîës' syiméti^iqués'par rapport à Taxe de Piapparéîl; autrement les pitîssîoM dé Veau surla couronné tte s'équilibreraient plus, et Taxé dé rôtàtibn éprouverait une tendance latérale qui augmenterait Ite frotlement de la crapaudine. Le caractère de la turbine Pourneyron est, au contraire, TégaTité en tous sens des' pressions développée^ sur r^e de rotation ; c'est par là qu'elle est préférable à la roue Pbncëlet, avec laquelle la couronne mobile a du reste une complète analogie : la rouePoiicelet ne reçoit jamais Tèaù qu'à sa partie inférieure, et par Bûîte faxe aùtonf dtiquel elle tourne supporte le poids de toute Teau coûtèttire dans rappareil. De plus, l'eau entre ettiort par les mêmes oriflces , tandfe t^ dan* lit tutWne Foumeyron , l'eau eiitre par des MfkxB spéclaiux, et 66rt par d'autres orifices, sans que l'un de ce» éétHdétatents â6it'|&màls gêné pftr râotre.
^ .-. i. .. .j. ' ■ ; ' ■.' . .-É f" i". îi' : * . •' .^'. ;•
PROBLÈIIK DE LA CONSTRUCTION D*UNE TURBlAl^. ^^ ^ ^' '•.
3!0. Proposons-nous.de calculer le yoliune d'eau débité dans Tunité de temps par la turbine. -
Soit Q ce volume; appelons 6 la hauteur de la couronne, que nous supposons partout la mêioae- Nous avons iecounu qùe'ïa "dépense, pour un arc d$ de la circonférence intérieure de la roue, était proportionnelle à ud^sinp; eUQ.eàtyégai§,à bdssin^xu; et par suite, si la circonférence entière est ouverte à Técoulement» la dépense totale par unité de t.emps jsera l'intégrale, de cette Quantité, étendue à toute la circonférence, c'ëst-à-diré
On a donc '
Q = %i:rb sin ? x w.
Mais ' ^^ • -^ ' ' *' ' " '•'•' A* ; ' y •'*'''. ^' . 'i •:- -'.v u.'
ur sin p = trV sin y (équation (7 ) ; « .' imAu.'
donc on a aussi
- > 0 = ^irè X »V sînY,
Notre é^[uation (U) no\is a donné
«?'• 1 „ tang p 2^ 2 S|n Y .
Donc enfin
' Getta Ibimvde ' appose que la ^ârcoffférence intâiietire Lde ^M cOt»^itfi<ê &Q^ Ouverte 4aias tout sondéveloprpeiâentf sd 'oir abfltoè'b vmtie-de> M. Qallôn s«it^ une fhtctioii de^sa longueurf^sûbiiîi «if réduction proportionnelle ; il en seitit de iffidnie, ii on étfisBki^iit vanne de Foumeyron sur une fraction de la hauteur totale, 6. Les données immédiateè^de la cotislriictlon de la turbine sont Q
et H ; on prend arbitrairement les angles ^ et y ; lés limites pratiques pom- p sont 35« à 40* ; pour y. 26* à 30^. Enfin on se donûe les
Cela posé, Téquation (13) fait connaître la hauteur b :
./'I 1"> ; A> >' C, .1;- ^'.-'V "'|i^'î-i\/wH'Î2£fir, -'*' ■'• ^ i'- ■-''■'•■M" "'m(;m',:
et par I^quation (6) , en y mtrodmsant 1 hypothèse . (8) ;
•'= \]^9^ îî^5ii}i33^^y2^HtangpUngiT
La vitesse x! est égale à ic'; la vitesse t? se déduit de t/ par )j^^ relation (9). ; :,^ : " . m . .^ '.^ -- ^i'-^-:;
Enfin u se tire de l'équation (7) , qui donne
__ r' sin Y __ r* sioy i / h tang p __y t 1^ n smy
r 4 /^ - sinV
n faut que la pression p à ^intérieur de là couronne mobile^ soit peu différente de la pression extérieure^!;. 9ans quoi l'intervalle qui reste libre ei|%e.]àpârûety^obite et la paJtiç Afc&liyntràit pftffii^ à ;Veau dans un sens ou dans l'autre : une portion de l'eau motrice sortirait psir 06 joiiit iMisf roâuireâcLtniViailv^ ilârmi> p'^s ^)il
lâMifisâti 4an$ la turbine :â0 l'ei^u 9ana iiitôsai^ mp étaàt pjb^. p^tîtf! 9» ii-iicKalsons dono p =f=p' 4f p»+ OAt Getti* vidBttft, wutotÀiuéef
tolfi'<é)tMti00) 01^) MttB4oiin«itB, ^ , . . > n
Jiwk qâê eette oo&ditlon soU reiaplié, il tel 4^ fi il addfii qoe
relation qui lie entre éte iKi ^patre données arbitnùres r, /, y
n faut encore déterminer Tangle a/ qui est néoçssau^ pfW le tracé des aubes. Cet angle est donné par T équation (8)
. sin a = sip 6 X :rf
dans laquelle on doit remplacer i^, et to par |eurs.YaIe^AjÇlr.4'^b^^'*,. tion (A) nous donne ic = t?, en observant que te' = t', et que p = p\ ce qui witralne
Donc eiifin
L^ -^^^ - i f /«H îïïsf ^
^ "^7^ IT -^ ^ \/ fi'" "C "'.
r' V "^ siny
OU bien
8hi« »A/— : — P ^sinf sinSP =sin2p.
Et en effet, les composantes to et v étant égale^^ la vitea^e ab^olfji;?, if
est. bissectrice.de l'angle de to .ajireBi«^iel par suit» Tang^ - v^/'û/^ snppléitieiit de «v est double de Tâoigle >(t<,;iii),oa de p. les angta^ et S^ ont dodc/ioêaEie sinusw ,
(*] Si l'on fait y = 30* et ^ j= 40% la relation qa'oa Yient de pom dionoA ,
Le refldemem ^éorique, daosles mêmes condltiem/ft'éléTe & 0.t76f.
SOLUTION GËOMÉiaiQUB, BV
Les Jiatttears hy h! restent arbîtraireBy et liées seulement par la relation A— A' = H.
sourriON géométrique du problème.
311. M. Bérard a résolu an moyen d'ttne constrncties gra^îgti^ le
problème de rétablissement d^une turbine Foomeyron,. en partant de données un peu difTérentes. On se donne encore fes rayons r et r', et la hauteur de chute H, d'où Ton déduit la vitesse absolue à l'entrée u = ^2gU t dans l'hypothèse de p=p'. Mais au lieu de se donner les angles p et y« on se donne les angles a et 7 . La question consiste alors à déterminer le iiieilleui* angle ^.
l^rràons un point 0 dans un p1an| et menons deux droites parailëlis A.V^ BKj à des distances respectives de oe^poîAt égales ou ptO'* pQrtioBiidlgs ft r et r'. Par le pmixl D menons une droite 00 feiteaiilr atec les parallèles un angle Â'CO = a ; puis mcenoos arbitrairedilAEit ime autre droite OE qui fasse avec A A' l'angle AEO que nous regarderons comme égal à §. Le triangle OCE, qui a deux angles respectiveoient égaux & a et à Pî est semblable au triangle formé par les trrâs vitesses u, v« u» & fen^rée de; la couronne mobile. Si donc on prend OC pour représentet^la vitesse tt , opposée à Tangle §, OE, opposé à l'aqgfe a« représentera à la mâme écbeUe la vUesae u,
SOLUTION GÉOMÉTRIQUE
et EG la vitesse d'entraînement v de la circonférence intérieure. La vitesse »' de la circonférence extérieure est à v dans le rapport des rayons r et r', ou des droites OA, OB; donc v' est représenté par la longueur FD prise sur la droite BB' entre les droites OG et CE prolongées.
Par le point F menons une droite FM, qui fasse avec FD l'aogle donné y, et prenons sur cette droite, à l'échelle des vitesses, une longutîur FM représentative de la valeur to'. Gette vitesse est donnée par l'équation
on par l'équation (i) après suppression des termes ^ et ^-^ qui se
détruisent. L'expression lo" est très aisée à construire géométriquement au moyen des quantités ti? = OG, v' = FD, t? = CE, qui sont données sur la figure. On obtiendra donc par une construction simple le point M, et la droite DM sera par conséquent propor* tionnelle à la vitesse absolue ti'à la sortie, puisque le triangle FDM est semblable au triangle dès vitesses ti', v\ u>\ Il faut pour que le rendement soit le plus grand possible, que vl soit le plus petit possible. Or faisons mouvoir la droite OE autour du point 0 ; à chaque position correspondra un point M et un angle ^=AEO. On pourra tracer la courbe MM' lieu des points M. Le point D reste fixe dans ces opérations, et la solution consistera à abaisser la normale D[a sur cette courbe. Ce sera la moindre valeur de t*'. On achèvera la solution en menant |tF' parallèle à MF, et en joignant F'O, qui fait connaître l'angle p qu'on doit préférer.
Telle est la construction proposée par M. B^rard. On peut y faire une objection : c'est que la vitesse u, qui est une constante donnée, est représentée par une ligne variable, OE. de sorte que Téchelle des vitesses change d'une position à l'autre de la figure. Il en résulte que les longueurs DM et Djx, qui toutes deux représentent des valeurs de la vitesse u', ne font pas connaître les grandeurs relatives de ces deux valeurs, et qu'il faudrait pour s'en faire une idée exacte, comparer entre elles, non pas ces longueurs DM et-D|iç, mais les rapports
de ces longueurs à leurs unités respectives, c'est-à-dire les rapports
DM OE
et
Dk, OE'
En pratique, cette distinction est peu importante, parce qu'une faible variation du point E sur la droite KM entraîne des variations considérables de la longueur DM correspondante. La normale Dy. correspond donc sensiblement au minimum cherché.
Mais on peut affranchir la méthode de cette cause d'erreur, en reprenant les données ^ et y, et en déterminant l'angle a, comme an l'a fait dans Ja solution algébrique du problème.
Pig. 191.
Au lieu de construire le lieu de M quand OE pivote autour du point Oj on laissera OE fixe, et Ton fera pivoter OC autour de 0, On déterminera, comme tout à l'heure, le point M correspondant à la position de OC ; puis on reportera la longueur DM en DP perpendiculairement à BB'. On construira ainsi la courbe lieu du point P; les ordonnées DP de cette courbe seront proportionnelles aux valeurs de la vitesse u' estimée à l'échelle qui résulte de l'égalité u = OE. II n^'y aura donc plus qu'à mener à cette courbe une. tangente parallèle à la droite BB'; le pied de l'ordonnée correspondante fera
TURBINE HYDftDPiqKimATIQUE DE GIRARD.
connaître la pontion do poûat D, et par suite Tangle u. qu'il Hxmrifeiit
de choisir.
TURBINE HYDBOPPîËUMATIQne DE OIKARD.
.312. La turbine Foumeyron se meut au sein de l'eau du bief
d'aval LL'. Cette circoustance n'a pas d'inconvénient lorque le vannage V est entièrement levé, parce que l'eau coule à plein tuyau dans les canaux de la couronne mobile, et sort avec une très faible vitesse. Mais lorsque l'on abaisse la vanne V, soit qu'on emploie le système de Fourneyron, soit le. système de M. Gallon, les canaux de la couronne mobile ne sont plus entièrement remplis par l'eau motrice; l'eau du bief d'aval afflue dans les parties vides en vertu de sa pression ; elle est entraînée dans le mouvement de rotation de la coi^ronne : de là des tourbillocinements entretenus aux dépens de la force vive disponible, sans compter que la partie mobile se trouve chargée, non -seulement du poids de l'eau motrice, mais encore du poids de cette eau inutile; en un mot, le poids mort du système augmente à mesure que le débit devient moindre, et le frottement dans la crapaurine reste le môme, bien que le travail disponible ût diminué. Le dendement du récepteur est donc amoindri,
Girard a imaginé d'entourer la couronne miobile d'un capuchon B qui plonge dans le bief d'aval (fig. 492), puis d'înjecter de l'air sous ce capuchon, jusqu'à ce que le niveau de l'eau y ait bûsséi un nVveau PQ, rasant le pbn inférieur de la couronne. Qe résultat obtenu, la turbiae tourne dans f air au lieu de tourner dans Teau ; les porti<H» vides des camax se rempKssent d'air, sans qu'il en résulte de sur^ arge s«r Taw nx^ile, et wpeodant le liqmde qui sort de la tor-
TURBÏNE FEULER. 547
bine après avoir produit le travail moteur, se trouve dans les mêmes conditions de pression que s'il débouchait directement dans le bief â*aval. Il s'échappe par 1* intervalle Isûssé libre entre le capuchon et rextérieur de la couronne.
Le même constnicteur a imaginé â*injecter de Feau sous les arbres tournants de manière à les soulever légèrement sur leurs crapaudines. Cette interposition d'une couche liquide suffit pour réduire le coefficient du frottement à une limite extrêmement basse. Cest le principe du chemin de fer glissant dont Girard est Tinventeur,
et dont il a fait un essai à La Jonchère, près de Paris.
TUEBINE D*EIJI£ft.
313. La turbine imaginée au siècle dernier par Euler diiïère de la turbine de Foumeyron en ce que Teau motrice, au lieu de se déplacer horizontalement dans la partie mobile de Tappareil et de lui transmettre le travail de la force centrifuge, descend le long d'une trajectoire dont tous les points sont également éloignés de Taxe de rotation, et transmet à la roue le travail de la pesanteur. Le récepteur doit satisfaire aux conditions de toutes les machines hydrau* Bques : point de choc à Feutrée des aubes, faible vitesse à la sortie.
iii.m.
TURBINE
L'eau du bief d'amont, dont le niveau AB est constant» passe psur des tuyaux fixes, évasés à l'entrée supérieure de manière à éviter b perte de force vive due au phénomène de l'ajutage cylindrique. £es tuyaux amènent Feau dans les canaux de la partie mobile. Coupons l'appareil par une surface cylindrique qui contienne les centres des ouvertures ; puis développons cette circonférence sur un jplan (fig. 19i). Nous obtiendrons la coupe des canaux, tant dans la partie fixe que dans la partie mobile. Dans la partie fixe, ils présenteront la forme ad, (ih\ €i'b'\ ... ; dans la partie mobile, ils auront la forme bc^ b'dj V'c"^ ... La flèche indique la direction du mouvement de cette dernière partie, et la vitesse linéaire t; de ce mouvement est le produit de la vitesse angulaire du tambour par le rayon de la surface cylindriquesuivant laquelle on a fait la coupe. Ce rayon est une moyenne entre les distances à l'axe des points les plus éloignés des canaux et des points les plus voisins ; la vitesse linéaire qui correspond au cylindre coupant peut être considérée, comme une vitesse moyenne, applicable indistinctement à tous les filets liquides qui traversent le récepteur.
L'eau arrive au point b de l'aube avec une vitesse u, dirigée suivant la tangente bu à la trajectoire fixe a&. Elle pénètre dans la partie mobile, qui est animée d'une vitesse v ; elle y entre donc avec une vitesse relative w^ qui est égale et parallèle au troisième côté du triangle ubv, construit sur les vitesses u et v. Il faut, pour qu'il n'y ait aucun choc à l'entrée, que l'aube mobile bc soit tangente en 6 à la direction bw.
De b en c, l'eau parcourt la tmjectoire relative 6c, qui est animée autour de l'axe 00' d'un mouvement de rotation uniforme; le théorème des forces vives fait connaître la relation entre la vitesse relative au point b et la vitesse relative au point c ; et comme la ibrce d'inertie d'entraînement ne produit ici aucun travail, puisque 'as molécules mobiles restent, à une distance constante de Taxe, Téjuation des forces vives ne contient pas le travail des forces apparentes.
L'eau arrive donc en c avec une vitesse apparente w\ tangente à Taube bc\ la vitesse d'entraînement est encore égaleà t; en ce point,
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de sorte que la vitesse absolue t^', est la résultante des vitesses 1^ et w\ Il faut que la vitesse U conservée par Teau à sa sortie soif la plus faible possible.
Appliquons le calcul au mouvement ainsi défini. Soit p la près- »on telle qu'elle existe au point 6, à l'entrée de la partie mobile ; la vitesse u sera donnée par l'équation
(t) ^.= a^(/i + £iz^y
en appelant h la distance verticale de Titrée du tambour mobile a« plan d'eau dans le bief supérieur.
Le triangle buv nous donne les deux équations
(S) w*= tt» + «*.— 2»« ces p,
P étant l'angle des cloisons fixes avec- l'horizon au point b^ et
M^x sin tt ' u
Appliquons au mouvement relatif du filet liquide bc le théorème de BemouUi, sans tenir compte des forces apparentes, puisque leur travail est nul ; nous aurons, en appelant b la hauteur de la couronne mobile,
Donc
(4) tt,t = tr» + «g (6 + £:^).
Le triangle cvU nous donne enfin
(5) u^=i tj« + u?'* — %vvB^ C08 y;
Y est l'angle de l'aube mobile avec le plan horizontal au point c. On ferait e/ = 0 et on rendrût le rendement égal à l'unité, si ou posait t; = to', et Y = 0. Mais cette solution est inadmissible parce qu'elle rend qui le débit»
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Sironprenden effetdeialonguearscb, égales et infinîmentpe^tesr l'une sur la droite bb\ l'autre sur la droite ed^ il faudra que rone débite la même quantité d'eau sous la vitesse u^ faisant awc sa direction un angle p, que l'autre, aous la vilease ti/» faisant avec. sa direction on angle 7; d'où Ton eondot
(6j u sin p = to^ sin y*
On ne peut donc faire y nul, à moins de réduire à zéro le débit, ou de rendre infinie la vitesse w\ ce qui est impossible.
Pournendre t/ le plus petit possible sans augmenter beaucoup w\ nous donnerons à y une petite valeur, 25^ à SO"* par exemple, et nous ferons en mèmetemps
Introduisons cette relation dans Téquation (S), puis ajoutons membre à membre les équations (1) , (2) et (A) , il vient
H étant la différence totale de hauteur des deax biefe» L*éqaation (6) donne d'^ailleuis usin^^st^sinj, en y remj^çant
to' par Vj qui lui est égal. Donc
Multiplions membre à membre (8) et (0) , nous aurons
"" g sinp "" g tang^' Donc
C'est aussi la valeur de ic'; l'équation (5) donne albrs
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~=2X^X(1— C0St)=~(1— C08Y) = H-?^(i-C0SY) = HtgPtg5T.
Donc le rendement de la turbine d'Euler est 1 — tg^tg^y, car le
travail disponible est représenté par la hauteur H.
On connaît les vitesses v» io' et u' en fonction de H. L'équa*
sîn "Y tien (9) donne en outre la vitesse m = t? -t-4 Et par suite l'équation
(1) impose une condition à laquelle la hauteur à et la pression p doivent satisfaire. On a en effet
^^ n -ig'
L'équation (2) détermine te, et l'équation (A) fait connaître la somme
'*'TH!==ë-S-
Hais cette équation rentre dans la précédente, car b n'est autre chose que H — h. On peut donc prendre arbitrairement la pression p^ et en déduire la hauteur h et Tépaisseur b, Euler supposait que l'intervalle de la partie fixe et de la couronne mobile était assez large pour que l'air pût y circuler sans obstacle. Dans ce cas, il faut faire p=p^^
ce qui revient à poser A = — et ô = — ^ . La vitesse de l'écoulement, et par suite la dépense d'eau, sont alors indépendantes de la vitesse t? de la roue, et ne dépendent que de la portion h de la chute située au-dessus du tambour mobile. Il n'en est pas ainsi dans les turbines construites. Le tambour fixe y est généralement asse? rapproché du tambour mobile pour qu'une pression différente de la pression atmosphérique puisse s'y produire ; alors la vitesse d'écoulement, Uj ne dépend plus uniquement de la hauteur A, et la pression p, développée à l'endroit du joint, varie avec la vitesse t;.
VANNAGE
Là dépense Q de la turbine s'obtiendra en multipliant par usin^ la somme des aires des orifices ouverts suivant le plan horizontal au bas du tambour fixe ; si R est le rayon de la circonférence moyenne de ces ouvertures, et 2 leur largeur commune» on aura, en Ëûsant abstraction de l'épaisseur des cloisons directrices,
Q =: u sin p X 2«R/.
VANNAGE DE LA TURBINE d'bULÈIU
31&. Le vannage de la turbine d'EuIer et des types qui en dérivent peut se faire par l'emploi des mêmes procédés que pour la torbiâe Fourneyron; par exemple, on peut employer le vannage Gallon. M. Fontaine a modifié heureusement cette disposition. Au lieu de cloisons rigides venant boucher certains orifices, il emploie un double rouleau conique, autour duquel il enroule des toiles découpées en forme de couronne circulaire : il suffit de £eiire fouler dans un sens convenable le double cône pour étendre la toile sur une partie des orifices de distribution, qui sont ainsi soustraits à l'alimentatioD. Les inconvénients de ce vannage soni du reste les mêmes que ceux du vannage Gallon.
SOLUTION GRAPflIQVE.
DE LÀ TURBINE D^EULER
même plus simple, parce que les deux vitesses d'entratuement, v et i\ sont égales. Supposons qu'on se donne les imgles ^ et y.
Prenons arbitrairement un point Q et une droite ÀA'; menons OC fusant avec ÂC l'angle donné P; puis essayons un angle a quelconque en menant la droite OB arbitrairement. Admettons que Ton ait p = Pat ou u^=:2gh. On voit que GB représentera t?, et OB représentera to, à l'échelle pour laquelle OG représente u. Menons ensuite BD sous Tangle GBO = y, et prenons une longueur BD = u>\ donnée par Téqualion to'* = to* + 2gh. Le troisième côté GD du triangle GBD représentera vf. Si l'on construit le lieu DD' du point D, en. déplaçant le point B et en laissant fixes les points 0 et G, le minimum de u' correspondra à la normale GD abaissée du point G sur la cou]i)e.
TRACft f>CS AUBES DAHS LES TDBBllIES.
316, Soit AB Taube de la coiu-onne mobile dans la turbine Four-
neyron. Elle est assujettie à deux conditions seulement : rencontrer sous un angle donné, a, la circonférence intérieure AM, et sous un angle donné Yi I& circonférence extérieure BN. Le tracé de l'aube est arbitraire en dehors de ces conditions. Il convient toutefois d'éviter les courbures trop prononcées, car l'exagération de la courbure ouindt à la facilité de l'écoulement.
Proposons-nous de donner à l'aube une forme circulaire. U faudra pour cela que nous déterminions le point B de manière que la tangente BG soit égale à la tangente AG. De cette façon, on pourra tracer un arc de cercle tangent en A et en B aux droites G A, CB; cet arc
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satisfera aux conditions proposées» . en conservant da point A au point B une courbure unifbrxue.
La question est ramenée à oonstruire un quadrilatère OACB, dams lequel les côtés OA et OB sont donnés; ce sont les rayons r et r^ de la.couronne; lesi angles CAO =ra 4- Où^ et CBO = 90** — y ^^^ ^^^^ donnés; enfin, les deux côtés inconnus GA, GB, sont égaux entre eux.
Joignons AB ; le triangle G AB a deux côtés égaux ; les angles opposés CAB, GBA» sont aussi. égaux, et.cbacun d'eux est la. moitié de l'angle
extérieur DCB; soit C cet angle. Nous aurons CAB = CBA = - ; donc BAO=:CAO— |— «+9(K-^,et ABa=<lBO— ^ =90«— Y— I
Le triangle OAB donne la proportion
sin f 90* — ï — 2 ) ^^® (j "^ g)
Kg. M7.
équation de laquelle on peut déduire l'angle G. Gonnaissant Tangle G, on aura l'angle au centre, 0, par la relation
0 4- OAB -f {\ 80»— C) + CBD = 360%
où tout estk^owm, excepté 0« One fois l'angle 0 déterminét on pourra ^construire le qmdrilatère.
317. U est facile.de résoudre géométriquement le même problème.
Soit A Tangle donné GAO, et B l'angle donné GBO.
Faisons au point A l'angle R40 égal à la différence, A — B, des angles donnés; prenons sur la droite AB une longueur AR=OB=r'. Joignons OR ; par le milieu P de cette droite élevons une perpendiculaire indéfinie PG. Cette droite coupe en 1 la droite AR; jmgùsad 01, .en aura, la direction du rayon cherché OB»
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En effetf le point I est à égale distance des points 0 et R, et à caœe de AR = OB. on a aussi AI = BI. Donc le point B et le* point A sont symétriques par rapport à la droite PC; faisons en A et en B des angles GAI, CBI, égaux à Tangle donné B ; les droites AG et BC se couperont en G sur la droite PI, et elles auront des longueurs égales. Le quadrilatère AOBG satisfera donc aux conditions demandées, car les côtés OA et OB sont égaux à r et à r'; l'angle CBI est égal à l'angle donné B ; l'angle CAO est égal à lAO + GAI = lAO + CBI = (A — B) + B = A; enfin GA = GB.
Si l'on proposait de résoudre un problème analogue avec deux
droites parallèles LL', MM', et c'est ce qui a lieu pour le tracé des aubes dans la turbine jji'Euler, on obtiendrait tout de suite la valeur de l'angle G = DGB. Car, dans le triangle isoscèle CAB, les angles GAB,
CBA, sont égaux chacun à ^, et par suite
les angles A — ^ et B — - sont supplémentaires; on a donc
A+ B — G = 180<»etG = 180»— fA + B). Dne fois G connu, il n'y aura plus qu'à mener la droite AB faisant avec MM' un angle BAM'
égalàA— 90*— ^.
Tous les constructeurs n'emploient pas Tare de cercle pour le tracé des aubes. Les uns préfëorent la paarabole, dcovt le tracé est plus facile; d'autres tiennent à augmenter la courbure du tracé à mesure qu'il s'éloigne du centre, idée qui parait avoir pour origine Faugmentation du choc de l'eau contre une paroi solide lorsque cette paroi a la forme concave. Cette assimilation semble peu admissible ici; car loin d'agir par choc, l'eau dans la turbine doit gjiaser tangentiellement aux aubes pour qu'il n'y ait pas perte de travail.
Quoi qu'il en soit, voici comment on pourra résoudre d'une manière générale le problème du tracé des aubes.
Seit AB Taube oherchée, qui n'est assujettie qu'à couper sous ides angles doiméSvAet B» les rayons OA el OS. Bapportons la eoarbe à
Fig.
aA
TRACÉ DES AUBES
l'axe polaire OA, 0 étant le pôle. Si Ton pose AOM = 0 et OM = r , l'angle TMO de la tangente à la courbe avec le rayon OM sera donné
par l'équation
et Ton peut assujettir l'angle \k à varier d'après une loi quelconque entre ses deux valeurs extrêmes aux points A et B, c'est-à-dire entre ic — A et B. Entre ces deux limitest on peut, par exemplOi poser d'une manière générale
la fonction f devant prendre les valeurs tg (ic — A) =s — tg A pour f = OA, et tg {JL = B pour r = OB. L'équation delà courbe sera alors
qne l'on peut intégrer par quadrature, ce qui donne
Remarquons l'analogie du problème avec celui qui consiste à déterminer la courbe telle, qu'en roulant sur une courbe donnée,
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uD poiDt entraîné dans son mouvement engendre une seconde courhe donnée (*).
Supposons que Ton prenne pour f{r) une fonction linéaire
., . f{r) = ar + b.
telle que
par r=zr^ on ait /(ri)=:— tgA et
par r = r, on ait /(rj) = tg B.
D en résulte
jrf^)^tgB-ftgA^ r,tgA4-r,tgB
et l'équation polaire de Taube sera
^^tgB + tgA rttgA + r,tgB./r\
TCKBIMES DANS LESQUELLES L'eAU, Elf DESCENDANT, SE RAPPROCHE
GRADUILLEMENT DE L'aXE.
318. Bélanger a remarqué qu'on pourrait améliorer le rendement théorique de la turbine d'Euler, en faisant en sorte que les filets liquides se rapprochent de l'axe de rotation à mesure qu'ils descendent dans le tambour mc^ile* Les équations que nous avons posées subsistent toutes dans ce cas, sauf l'équation (A) qui est établie dans l'hypothèse que la pesanteur et les pressions sont les seules forces produisant du travail. Si les trajectoires des filets, liquides se rapprochent de l'axe de rotation, la force centrifuge produit un travail négatif mesuré par l'expression
(') Voirnotn Traité de Jtfitfconiçw (Hachette, 1880}» T. l", V édiUon, 1 146.
OU par
TURBINB
de sorte qu*à l'équation (4) , il faut substituer l'équation
Les calculs sont les mêmes que pour la turbine d'Euler, et conduisent à des valeurs moindres pour to' et po^ir t/; le rendement est donc amélioré, a Mais cet avantage, dit Bélanger, est difficile à « réaliser, parce qu'à mesure que la vitesse relative de Veau dans « la roue devient plus petite, il faut que le tuyau dans lequel l'eau « passe augmente de section. » Cette augmentation de section est peu compatible avec le rapprochement de l'axe.
REMARQUE SUR L EMPLOI DE LA TURBINE D EULER
319. On place ordinûrement la turbine d'Euler de manière que le
plan inférieur du tambour mobile affleure la surlaoe de Feau LL' dans le bief inférieur. Si FoD établit oette cotncîdence en bvaes annx, elle n'eiisterâ plo» pendant les crues; Supposons donc h tuvbbe inmergée d'-uneiquantité A'. Les équations (1)^(2), (SX sabsislenont eneore, mais
dans l'équation (A) il fsiudra remplacer la pression p par la pressiou
p« + Uh';ce qui donnera
1^=6 + ^4 2^-»'«(6-A')+?^-hS=a;
«if
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cela revient à remplacer b par b — h', hauteur du dessus du taiûbour mobile au-dessus du bief d'aval.
Les équations du problème seront pour <se cas ;
(2) tr» = tt« + î?« — îwcosP
(5) U'*:=: V* + tty'*'-â.1W'00ftY
(6J usÎDp^Tïiff'sijiT (7) « = te'.
Faisant t>=:u/âan& (&}, puis ajoutant (J), (2) et (A), il viendni encore
c'estrà-dire
0 = A + {6-AO-aL£2îl;
w ces p „ i
bawienr-effBcttve de la chute* " ^^
Le rendemeot s'exprime toujours par
1 — tangplang^Y-
320. La turbine d'Euler fonctionne aussi biai quand elle est im« raergée cpie {panel eUe^af&eura.le.jmveau.du bief .d!aval,. et dans les deux cas elle utilise toute la chute. La seule difficulté qu'elle présente est dans la disposition à donner aju vannage. Pour réduire le volume d'eau on ferme certains orifices d'amenée, ou bien on diminue d'une même. fraction, la section de tous les orifices. Mais ces fermetures ^artieliee ou totales ne peuvent s'<^rer sans prodaire des remons ex des pertes de travail qui diminuent le rendement du récepteur.
Un mécanicien de Mulhouse» Jonval, a tourné cette difficulté d'oie manière ingénieuse par la disposition suivante.
TURBINS
TUBfilNE lONVAL.
321. L'eau motrice venant du bief d'amont, dont le niveau ÂBest Fig. 201. constant, passe dans des canaux
fixes, puis elle entre dans le tainl)Our mobile placé en CD, à on niveau intermédiaire entre le bief d'amont et le bief d'aval IL'.
Après avoir traversé le tambour mobile, au lieu de tomber librement dans le bief inférieur, elle est reçue dans un vase clos EF, à l'intérieur duquel se trouve le support de la crapaudine de l'arbre tournant TJI1\ ce vase s'ouvre dans le bief d'aval au moyen d'une vanne Y, qu'on lève plus ou moins pour régler le débit de la turbine, de manière que l'eau coule à plein tuyau dans le vase EF, avec une pression un peu inférieure à la pression atmosphérique. Une cloison étancbe isole cette eau de l'air contenu en 6H au centre de l'appareil.
Conservons les notations que nous avons employées pour la turbine d'Euler; appelons de plus H la hauteur du plan inférieur du tambour mobile au-dessus du niveau LL', et u" la vitesse de sortie de l'eau par l'orifice de fuite.
Nous aurons, en transcrivant d'abord les équations de la turbine d'Euler :
u** = «• -f W* — 2 t?tr' cos Y ttsin p = iv'8inY
p', pression d« Teau k la sortie du tambour mobile.
JONTAL S«t
Il y faut 'joindre l'équation de Técoulement par la vanne de fuite; cette équation est fournie par le théorème de Bemoulli :
Nous supposerons que la vitesse t/ soit complètement perdue par l'a^tation du liquide, quand il passe des canaux du tambour mobile dans la section beaucoup plus grande du yase EF.
Le débit Q est exprimé, comme nous l'avons vu, par le produit Il sin p X 2icR/; il est aa<^ égal à ti" û, û représentant la section ooverle i l'écoulement par la vanne de fuite, cette section étant d'ûlleurs multipliée, s'il y a lieu, par un coefficient de contraction :
(9) u 8în p X a>c R/ = o«''=û.
Ajoutons les équations (1), (2) , (h) et (8) « en y introduisant la relation (7) t> = io'; nous obtiendrons l'équation
(40) w"« + auvcosp = 2y (A + 6 + AQ = %gB.
Elle doùne le produit uv^
^H 4 II"* cosp Scosp
L'équation (6) donne d'ailleurs, en y faisant v^uf^
tt sInY V sinp*
Multipliant membre à membre, il vient
u« == .25. X 5îiy - 1 JC X 5Î5J.
C08 p 8inp 2 cosp sm p
et divisantt
, ^Htangp 4 u^^tangp ^ "" sinT 2 sin^
La ^tesse u" est déterminée par la valeur du débit Q et de la surface 0 ; on en déduit les vitesses u, t;, puis la pression/^ [équation (1)],
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la vitesse to [équatiûD (S)]^ enfin la pression p' par Téquation (i), et la vitesse ti' par T équation (5), qui se transforme en la svivante :
u^=2t?»(-l— c»sX).
Le travail perdu comprend, d'une part, la demi-force vive nQ -^ conservée par le liquide qui se rend dans le bief d'avaU et de
jt
l'autre la demi-force vive, DQ^, de Teau à sa sortie du tambour
mobUe i ear «site eau pénètre avee la vitesse 1/ daiis ua vase de gcMde sectkxi, eu sa vitesse devient presque nulle, et eu sa force vive se détruit par l'agitatmi du liquide. Le travail 'disponible étant DQH, le travail perdu est
et le rendement
1 jy— .
Il importe donc de rendre séparéi^ient «.' el u' lea plus petits possibles.
La pression p' est inférieure à la [M^essien atmosphérique. [Mais] il faut qu'elle ne soit pas trop au-dessous de cette limite, sans quoi le dégagement d'air qui se produkait soi» le tambour mobile nuirait à la permanence d'écoulement. De plus, l'atmosphère pressant extérieurement la paroi GH, plus la sous-pression est faible, plus la pression sur l'axe augmente, et plus le frottement^de l'axe sur|sa |crapaudine est nuisible.
TUEBINE GBIITRIPÊTE.
322. M. Decœur, ingénieur des ponts et chaussées à Thiers (Puyde-DAme^, a inaginé un nouveau typie de turbine, où l'en, au lieu de traverser la courom^ mobile de dedans en detiors, OMMtte ^«m la
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forbifie FMmeyroo, la traverse de dehors en dedans. L'avantage
ée celte disposition est de faciliter le -vannage et de régler à volonté
Fig. m. le débit. Ve&a motrice arrive au récepteur
par le pourtour extérieur de Fappareil ; elle est dirigée par une série de vannettes afc, artî culées aux points a; elle suit ensuite les cIo sons cd de la couronne mobile, et s'échappe par Iç centre de la turbine. On régie le débit en disposant convenablement de 1* orientation des vannettes ab, qu'on déplace toutes à la fois au moyen d'une liaison mécanique. Dans^cet appareil la force céntriCuge produit un travail négatif, et tend à réduire le débit qnand la vitesse angulaire augmente. Cette circonstance donne à la turbine centripète la propriété d'être, entre certaines limites, autorigulatrice. On trouvera dans les Annales des ponts et chaussées^ année 1877, un essai de théorie. Le rendement constaté a varié de 0.65 à 0.75. Les ^pareils de M. Decœur ont diverses dimensions : les diamètres sont compris entre 1 et 2 mètres ; ils permettent de débiter des volumes de 350 à 5,000 litres par seconde, sous des charges d'eav de 1 à 8 mètres.
PBBfEcnocnmmrrs ivaortés pab «iraid.
323. Girard, l'inventeur de la turbine hydraulique, a construit des turbines dans lesquelles les orifices de sortie de Teau s^évasent, de manière à augmenter les sections et à réduire les vitesses à la sortie. II importe d'ailleurs que cet évasement ne soit pas trop considérable, sans quoi les filets liquides ne suivraient pas les parois qui
doivent les diriger. Girard est allé jusqu'au rapport ^ = 3,5 avec
m ingle y réduH à 10* (Cf. $ 89).
La pmrtme à tiphon de Girard est une turbine où Teau es^ amenée par on siphon : c'est un artifice qn^on n'a besoin d*employer que s'il faut utiliser une chute très faible.
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La roue-hélice^ du même auteur, est une roue garnie d'ailettes hélicoïdales, qui, plongée dans un courant d'eau, se met en mouvement de la même manière qu'un moulin à vent dans un couranl d'air. C'est une sorte de moulinet de WoUmann transformé en récepteur.
hfi roue 'turbine consiste en une couronne mobile, placée dans un plan vertical; un tuyau, dirigé dans le sens des cloisons fixes delà tlirbine Fourneyron, amène l'eau motrice sur un arc de petite étendue pris sur la circonférence intérieure de la couronne. La turbine est de cette façon alimentée sur une petite partie de son dévrfoppemeol ; les autres viennent successivement passer devant le jet moteur, et reçoivent l'une après l'autre la poussée de l'eau motrice. La turbine a son axe horizontal, et commande directement les machines-outils. On peut voir un bel échantillon de ces turbine^ à l'usine de Saint- Maur, pour l'alimentation de la ville de Paris.
BIMABQUES GÉNÉRALES SUR LES TURBINES
32â. Le rendement maximum est celui que nous avons déterminé; il suppose qu'il n'y a pas de travail perdu au passage des canaux mobiles. II n'en est pas toujours ainsi quand la turbine est en servicei car il faudrait que les vitesses u et v eussent les valeurs constantes admises dans la théorie, et il n'est pas possible d'assurer cette constance dans la pratique.
Néanmoins une petite variation dans c^s vitesses n'altère pas sensiblement le rendement, en vertu de la propriété connue des maxima et des minima.
Le type des turbines se prête à toute hauteur de chute ; leslimites extrêmes réalisées jusqu'à présent dans l'industrie sont 30 centimètres et i08 mètres.
Les volumes débités ne sont pas moins variables. On a constinit des turbines qui débitent jusqu'à & mètres cubes d'eau à la seconde.
Les roues hydrauliques à axe horizontal sont loin de présent des ressources aussi étendues.
SUR LES TURBINES
Les meilleures roues hydrauliques sont celles qui marchent lentement.
Les turbines admettent au contraire des vitesses très considérables.
SIMILITUDE DBS TURBINES.
325. M. Combes a créé la théorie de la similitude des turbines au point de vue dynamique. Deux turbines sont géométriquement semblables, quand elles ont les mêmes angles a, ^9 y, et que les dimensions linéaires r» r', b sont proportionnelles. Soit X le coefficient par lequel on multiplie ces dimensions pour passer d'une turbine à Tautre;
6 le coefficient des hauteurs H, /i, h\ qui s'appliquera aussi aux
hauteurs représentatives des pressions ^^, ^ '^
t le coefficient des vitesses ti, v, to» u\ v\ to'; f le coefficient du débit.
On aura pour la première turbine, que nous su pposerons être du type Foumeyron, les équations
(2) M?' = w* + t?* — iuv cos p,
u sin a ^^^ w "^ sînl'
(4) cos' • t£?» = 2(/ (^^^) + «'' — v\
(7) wr sin p = wY si n y,
(9) v'r = vr\
Q = 2n6r'8inTy^i7HX5|j|.
et pour la seconde, les mêmes équations,, où les quantités u, A, "^~P, ic,..t sont multipliées par leurs coef&dents respectifs. On
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m déduit les rekilious
c« = e, 9=zX«v/ô,
et le rendement 1 — ^-fv ne varie pas, puisque u* est multiplié
par e* et H par 9. *
Si, par exemple, la hauteur H augmente dans le rapport 0, les
dimensions linéaires restant identiques, on aura X=l , et e =(p = ^8. Le débit et les vitesses varieront comme les racines carrées des hauteurs H.
M. Combea a montré que ces lelMioos subsialeiit enoore qwutd qd tient compte de certaines pertes de travaU aficesMires, telles qee le frottesaent de l'eau dans les aubes.
ROUES A RÉACTION
Fig. 203.
S2f6. Les rêves à réactiva prèseiïtent une gnmde analogie avec
les turbines.
Soit V un vase monté sur un axe vertical ZZ' et rempli d'eau
jusqu'en ÂBw Ce vase porte à sa partie inférieure des bras creux, G, D, terminés par des orifices recourbés à angle droit dans le plan horizontal, en sens conti*aire l'un de l'autre. En plan le système est représenté par la figure coA. On ouvre les orifices, et l'eau s'écoule; le vase se "met immédiatement à tourner dans le sens delaflèci)e(j(7&, note).
Appelons w la vitesse relative de l'eau à la sortie du tube oc; to s'obtiendra en appliquant le théorème du travail au système Kquîde renfermé &ns le, vase
A RÉACTION. ser
et dans les canaux, OG, OD, ••. ; on trouvera, en appelant H la hauteur du plan ÂB au-dessus des orifices»
V étant la vitesse linéaire du point G du vase. La vitesse réelle u de l'eau à la sortie est donc
Le travail perdu est égal à la demi-force vive conservée par l'eau qui s'échappe, ou à P^, P étant le' poids écoulé par unité d# temps. Le rendement de la machine est
Ce rapport peut être rendu aussi voisin que ¥m TOOidra de YwnU en prenant v anfiBavuneiit grand, liais à mesure que la vitesse t; Migmentei ur aogiMDto aussi, ti par suite les frutleaMBls du liquide contre les tuyaux OC, OD, deviennent de plus en plus grands, et ab* sorbent une partie de plus en plus considérable du travail mcrteer* Le rendement réel peut ainsi décroître, bien que le rendement calculé par la méthode précédente aille en augmentant.
Les roues à réaction ne sont, en résumé, qu'un instrument de physique propre à mettre en évidence Tefiet des pressions des liquides. On dit cependant. qu'on en a fait une applicatien sur la Glyde» &i Ecosse» à la profujilsion d'un bac à vapeur qui pouvait se gouverner par le seul jeu des robinets de fuite.
CHAPITRE V
MACHINES DESTINÉES A ÉLEVER L^EAOl
827. Les machines destinées à élever Teau peuvent se partager en tieux classes distinctes.
La première classe contient les appareils qui fonctionnent à la manière d'un nau ou d'une écope.
La seconde renferme les pompes et tous les appareils qui utilisent la pression atmosphérique»
On peut former une troisième classe des machines qui, tout en servant k élever l'eau, sont nûses en mouvement par l'eau d'une dittte, et qui, à ce titre, appartiennent à la série des récepteurs by* draoUques.
IIAGHIMS PE U PaEHIÈRE CUSSfi<
828. Les machines de la première classe sont toutes très simples. Il en est que tout le monde connaît, et qui n'ont pour dnsi dire p<Hnt de théorie : telles sont les écopes^ les seaux à basctdes^ les roues à chapelets verticaux ou inclinés, les norias^ le tympan de Viiruve (*) • nous nous arrêterons seulement à deux machines de cette nature, le tympan de Lafaye et la vis ctArchimède.
n On troof era des renselgnemenU prati^es fort utiles sv ces dlven spputtls aC m Jis Mtres sUMAtuss ^ae noos allons déerire, dans Y Aide-Mémoire de M, J, CiûudeL
MACHINES ËLËVÂTOIRËS.
Tympan de Lafaye*
:)29. Soit EADF la section droite d'uo cylindre droit à base circu- Fig. 204. iBire^ dont Taxe 0 est placé horizontale-
ment.
Considérons un second cylindre faisant corps avecle premier, et ayant pour section droite une développante ABC du cercle EADF.
La courbe ABC est la trajectoire orthogonale' des tangentes DE, FC,... menées . au cercle. Si donc on fait tourner la figure
autour de Taxe 0, le point le plus bas, M, de la développante se trouvera toujours à rintersection de la courbe avec la tangente verticale DB. Une molécule liquide» M, placée en ce point, glissera dans l'intérieur de la surface cylindricjue ABC, de manière à rester sur cette verticale, et la rotation de l'appareil dans le sens de la flèche fera monter la molécule M jusqu'au point D, où elle pourra être recueillie dans un canal de fuite. Dans ce mouvement ascensionnel, elle reste à une distance constante Oi) ùc Taxe de rotation^ de sorte que le moment de la résistance par rapport à Taxe sera toujours le même. La régularité du mouvement ne dépend donc plus que du moteur»
Le tympan de Lafaye est fondé sur l'application de ces principes.
La figure 205 en représente un à quatre cloisons.
Chaque cloison, AB, recueille, en plongeant dans l'eau, tout le volume de liquide qui se trouve compris entre la courbe et le plan d'eau LM, au moment de Témersion du point B, déduction faite, s'il y a lieu, de l'échancrure opérée dans ce volume par la
Fig..l05.
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cloison voisine, A' F» Le tympan continuant à tourner dans le même sens, ce volume monte le long dte la cloison, et vient se déverser dans le canal de fuite, à la haujteur de l'arbre 3e rotation, par l'ouverture C réservés? tfans les joues dé la machine ; pendant tout ce mouvement, le moment de la résistance par rapport à TaKe conserve sensiblement la même valeur.
Le tympan de I^faye est peu employé, bien <p/9 ait un bon rendement,, parce que la bauteur i laquelle il permet d'élever Teau est toujours moindre que la hauteur de l'axe de rotation au-dessus du plan LM ; l'appareil devient très encombrant dès que la hauteur à laquelle on veut élever Teau est un peu grande.
Vis d'Abchivède.
S 30. Soit AB un cylindre droit à base circuLdre monté sur ut) axe
^E- 206. horizontal CD, qui coïncide avec
A^ ^.^^ ^ son axe de figure et autour duquel il peut tourner. A la surface ■~D de ce cylindre, fixons un tube creux ayant la forme d'une hélice AEF6. Si nous faisons glisser dans ce tube, supposé ouvert aux deux extrémités, une boule de très petit diamètre, cette boule commencera par tomber au point le plus bas E de la courbe, et s'y fixera après quelques oscillations. Si ensuite on fait tourner lentement le cylindre autour de CD, la
boule, entraînée par le mouvement de rotation, ne se trouverait plus au point le plus bas du tube; elle glissera jusqu^à ce qu'elle ;iit repris sa position d'équilibre, au point de l'hélice que la rotation
du cylindre a rendu le plus bas. Le mouvement de rotation
du cylindre produit donc le mouvement de translation de la bouk |
le long d'une parallèle k l'axe CD; elle marche dans un seAs oa
dans Tautre, suivant que la rotation s'opère autour de l'axe daos
un sens ou dans le sens opposé.
Le même artifice peut être employé pour faire parcourir à la boule
une droite inclinée àl'borizon. Il suffit d'incliner l'axe CD parallèle-
D'ARCBMËDE. S7t
Eoait i, cette drcile, «ti« trsniiaUim acn enufs pOPaiMe, pown i)ii'srecoeneincliBaisarH,rb^ce aitdes tugBiiteR boiÙMitalM, oc cpi afiSiiren. pour la petite boiàe oae parilM d'4qislihr«. Cbecchon donc a'il y a su; l'iiéike dcoiote au tangente» tuHdzaataleBiimiiAoa mclioe l'aie du cylindre â*iia u^ 4 sur l'honasa.
3H. S(nt 07 le plan horizontale, 0*0" l'axe da (^dre, AG, ED ses génératrices extrêmes, eolin AIBrC la projection de l'hélice sur le plan vertical conduit par l'axe et coTnadanf avec le plan da papier. Soit AE la . base ou secdon droite du cylindre, et ambn le rabattement de cette base sur le plan du papier.
L'OD^ constant r qw font les tangeatea k t'htiice avec l'axe du cylindre est donaâ sur la figure pax l'angle de l'axe O'O" avec k drûte FG, tangente su j^iot d'iafl&û<Hi I d* la sÎBuaoîde AIBI'C Nous avons donc
FIO'=a,
TrUBportons tentes les tangentes à Tli^ice psndKIeinent & elles* mêmes eo un point H de Faxer elles y formeront on cdne ehnit i iMwcireakipei dont le demi-angle an sommet sera a. On peut faîrfl «I sorte qoe oe cdne rât poirr base sur fe plan AEhi base dacylindrft liû-mène. H suffit en e0ef de mener par le point A nne parallMe i Wr; elle coBpera l'axe an sommet H cherché. Le cercle projeté en AE est alors Ymiieatriee spkérique de TWIice, pnisque toutes les parallèles HA, HE, à ses tangentes sont égales (% 3î). C^ posé, par îepobtH, meamie nn plan horirantai dont la tracé HK sera paralltte Ï07; sîceplaacODpe lecdne, ily aora sor sa snrfac» deox génératrices lierizoD&dn projetées tontes deux eu RK, et par suite en
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trouvera sur l'hélice des tangentes horizontales; si, au contraire, BK ne rencontre pas le cône, ou s'il le touche suivant une seule génératrice, il n'y aura sur l'hélice aucun point, ou bien il n'y aura qu*un point unique par spire, où la tangente soit horizontale, et l'équilibre stable de la boule ne sera pas possible à l'intérieur du tube.
La condition pour que l'on puisse faire monter la bouleau moyen de la rotation de la vis est donc 0<a, Tangle aigu a étant donné par l'équation
OÙ R est le rayon du cercle de base, et A le pas de Thélice,
Supposons cette condition remplie, et proposons-nous de trouver les points où les tangentes de l'hélice sont horizontales.
Nous remarquerons, pour résoudre ce problème, que la tangente à l'hélice au point I est parallèle à la génératrice du cône AH, laquelle se projette sur le plan de la base en Oa. Le point I se projette sur le même plan au point m, c'est-à-dire à un quadrant en ayant du pied, a, de la génératrice correspondante du cône. Le point de l'hélice où la tangente est parallèle à une génératrice du cône s'obtiendra donc en projection sur le plan de la base, en portant sur la circonférence de cette base, en avant du pied de la génératrice, un arc d'un quadrant
Appliquons cette règle aux deux génératrices projetées en HK, dont l'une se projette en Ok' et l'autre suivant Ok!'; nous trouverons, en élevant les droites 01, OX, perpendiculaires à Ok' et à Ok' dans k sens où ! hélice monte autour du cylindre^ les points / et X qui seront les projections des points demandés; en projection verticale on trouverais points L et A, pour lesquels la tangente est horizontale ; l'un, L, correspond au point le plus haut de la spire; l'autre. A, au point le plus bas. Une boule unique, roulant sans frottement dans le tube, se fixera au point A* Mais on peut remplir le tube de boules semblables, à la condition de ne pas dépasser le niveau L ; il suffit pour cela qu'on arrête le remplissage, dans la branche BG, au même niveau L' ; si l'on remplit le tube d'eau sur la longueur LBL', la rota-
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tion da cylindre autour de son axe, dans le sens aftbm, produira le déplacement de cette eau parallèlement à l'axe (yO", c'est-à-dîre Télévation de cette eau.
L'arc LBU est appelé arc hydrophore*
Pour que l'arc hydrophore se remplisse entièrement, il faut qu'à chaque tour entier du cylindre, le bout du tube, A, plonge dans l'eau, et qu il en sorte seulement au moment où la tangente à l'hélice en ce point devient horizontale ; si en effet l'extrémité de l'hélice continuait à cet instanf son trajet dans Teau du bief d'aval, elle n'entratnersût point de liquide à cause de l'inclinaison de ses tangentes ; si, au contraire, le tube n'était pas assez immergé, l'arc hydrophore ne pourrait recueillir la totalité de sa contenance. II faut par conséquent que le cylindre soit plongé dans Teau jusqu'au niveau du point P; la portion de la base projetée en Imbkl^ est donc inunergée dans le bief d'aval, et le segment complémentaire lai émerge seul. Le bout du tube est plongé pendant tout le parcours de l'arc IJibml; puis il sort de l'eau sur tout le parcours de l'arc lal^.
Le tube puise ainsi, à chaque tour, un volume d'eau représenté parla contenance de Tare hydrophore LABL'; et il ramasse aussi, à chaque tour, un volume d'air correspondant à la longueur du tube qui sort de l'eau, c'est-à-dire à celle qui se projette en lal^ sur le plan de la base, et en L^L,, sur le plan vertical.
Le point L, est l'origine d'un second arc hydrophore qui occupe dans la seconde spire une certaine longueur égale à la longueur du premier. Si le tube était complètement étanche, et qu'il y eût plusieurs spires ainsi remplies partiellement, on voit que
rdr admis par le bout du tube, entre chaque introduction d'eau, occuperait sous la pression atmosphérique un arc projeté verdcate*
ment en L,GL, , et dont la longueur est proportionnelle à Tare de
cercle tt^, puis devrait remplir l'intervalle L,CL,L', compris entre
les deux arcs hydrophores successifs, intervalle proportionnel à l'arc
de cercle ÏÏJ!. Le second arc étant plus grand que le premier, la
pression de Fair se trouverait diminuée en L^L, , et par conséquent
les arcs hydrophores successifs seraient chassés dans les ^ras in*
férieures ; k machine ne pourrait donc pas fonctionner; Pour corriger
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ce défaut, on ouvre des trous capillaires en divers points da tube,
ce qui permet à Tair extérieur d'entrer dans le tube et de rétablir
la pression atmosphérique, sans donner lieu à aucune déperdition de
liquide.
Les anciens, qfui connaissaient cette machine, n*ont pas eu rocca-
mon d'observer cette insuffisance de la quantité d*air admise dans
Pl&l^areil ; ils emplopîent un tube formé de branches d'osier, très peu étancbe par eossëquent, qui permettait fa rentrée de Tair, en
perdant, il est vrai, beaucoup d'eau.
La vis moderne, telle qu'on l'emploie dans les épuisements, est un cylindre creux à noyau plein, à Tintérieur duquel on constrmt une surface hélicoïdale à plan directeur. A l'arc hydrophore du tube unique est substituée une région hydrophore, terminée, pour chaque spire, à un même plan horizontal. L'air circule librement au-4essus de ces divers plans, et sa pression ne tend pas à se réduire. Dans la vis hollandaise^ les frottements de Tarbre tournant sur ses tourillons sont notablement réduits , car on détache entièrement la surface hélicoïdale de la surface du cylindre; la moitié inférieure est seule conservée et sert de coursier au liquide; elle soutient une des composantes de son poids. Cette disposition laisse perdre un peu d'eau par le jeu réservé entre le coursier et l'hélîcoïde.
C'est pour réunir la vis d'Archimôde au moulin à vent que les Hollandais ont employé la transmission connue sous le nom de joint umversel (*).
On a longtemps employé presque exclusivement la vis d'Archimède aux épuisements pour les travaux publics ; mais le perfectionuemejil des pompes, et les modifications qu'on y a introduites pgur les rendre applicables à Tépuisement des eaux les j)hi8 boueuses, ont restreint Templot de la vis, qui a rinconvénieot d'èUe un Sipp^reîl très euconiirafit.
«^<*) Sttr le jMat «mlrefiélb «t la wtoilHe ide readve omslMt to3af9tfftd«t'«tte«it> «Qgttlaln» «uMHir 4es à&tK ntè» TOir Mire Traiié de tnéeaniqme^ V édUioîi^ l»* Toloins* page \^ (Vtacheite, 1S80).
MAGaiNES ELËVATOIIUSS.
STS
IIAGHINES DE LA SICGOISDE CLASSl. — POMPBS.
333. An premer rang des machines de la seconde elasBe se idaœnt les ponapes. Noos ne dérvekqpf»erons par la.tbéone 4e ces appareils, qm n'est qu'unie applieatîoQ élémazitaire desi prioâpes de l'hydcosiatique, et q» ae trotiie dans tous les traités de physique.
Le piston d'une poaaf e peut recevoir son mouvement de va-etvient, soit d*un levier auquel on donne un mouvement circulaire alternatif: c'est ce qui a lieu dans la pompe à incendie et dans 1(^$ machines h épuisement à balancier, telles que les machines de Newcomen ou de Gornouailles ; soit d'un arbre animé d'un mouvement de rotation continu, et commandant la tige du piston par Fintermédiaire d'une manivelle et d'une bielle.
Dans ce dernier cas il est possible, en réunissant plusieurs pompes sur le même arbre, de régulariser le travail résistant. Nous supposerons, pour fixer les idées, qu'il s'agisse d'une pompe aspirante et foulante; le coup de piston ascendant produit l'aspiration, et le coup de piston descendant, le refoulement.
Soit 0 l'arbre toumaai
OA la manivelle ;
AB la bielle» qui est géDéraléineoÉ assez tondue p0ur. qu'^iB puisse la pegarder comme conservant son païaUélisQse ^pendant li»ut le tour de la maniveUe. .
« L'arbre touvM dans le sens mdiqué par la flèche /. Ia bieUe ùU desoeadre le piston pendant que le beuton 4e k nMiii^f^Ue, k^ parcourt la demicirconférence MAN ; dans œ Mouvement, le piston éprouve et transmet au bouton de la manivelle une résistance P à peu près constante. Lorsque le point mort N est franchi, la bielle et le piston remontent pendant que le bouton parcourt la deaii«afceniSrenoe NGM, et dans ce mou-
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Tement qui produit l'aspiration, le bontoia de la manitelle âabît une résistance sensiblement constante, ?', dirigée en sens coàtrtHfe dfl }a force P, et à peu près égale & cette force.
Soit a l'angle AOM , formé à on certlùn Instant par la maiôrelle avec la direction fixe OM, et mesuré dans le sens du mouvement; soit r la longueur de la manivelle OA ; le moment de la réastance par rapport au point 0 sera égal à P x r* ^n a, tant que le point A dé* crira la demi-circonférence descendante, et à — Pxrsina, s'il est situé dans l'autre demi-circonférence ; on autrement, lé moment de la résistance est représenté par la fonction
±Prs)n«.
en prenant le signe + quand le reste de la divî^on de l'angle a par 2n est compris entre o et n, et le signe — quand le même reste est compris entre ic efim. k cbaque tour, le moment de la résistance passe deui fois par son minimum o, et deux fois par son maximum Pr. La ligure siùvante représente les valeurs successives du moment.
33i. Admettons maintenant qu'il y ait deux manivelles à angle droit, OA, OA', c^ées sur le mfime arbre 0* et que cbacune commande le piston d'une pompe; P étant la valeur de la rénstanœ constante opposée par chaque piston au mouvement dans un sens ou dans l'autre, la scunme des moments des deux résistances sera donnée par la fonction
±Prsiin>±PrBi
«D prenant diaque terme avec le tàgoa qui le rend po^fl
MANIVELLE I>OUfiLE. -iTî
CoDsidéroDS d'abord la période pendant laquelle les deux boutonfs & et A.' sont situés dans la demi-ciit:onférence de droite, comme le représente la figure 210; il faut prendre alors les deux termes avec le signe -f-t ^^ '^ somoie des nK)ments se réduit à
Pr(sinot + cosa).
Or les deux forces égales P et F se composent en une force unique
2P, appliquée au point I, milieu de la corde AA'; tout se passe donc
pendant cette première période comme si l'arbre mettait en mouve-
1 /ment une manivelle unique 01, dont la longueur serait ^r\2, et
qui ferait avec OM Tangle ^ + -z « <^tte manivelle subissant au point
I uûe' résistance égale à 2P. La somme des moments des résistances est par suite, pendant cette période, exprimée par la fonction
2P X ^ r ^ X sin (« + ^) = Pr \/2 sîn (« + j)»
à laquelle on parviendrait par la transformation connue de sina + cosa en \/2sin(a + r). Les limites de la période sont
définies par les valeurs a = 0 et « = «; le maximum de la
fonction précédente a lieu lorsque l'angle a + -r e&t droit , ou lorsque a = -r- , valeur comprise entre les limites ; le minimum a lieu
pour les valeurs extrêmes; en résumé, on obtient pour la première période
an minimum Pr,
nn maximum Pr )/%•
MANIVELLE DOUBLE
La seconde période commence quand le Jboutoii k' fraachkl^ point mort N, et finit quand le point K y parvient lui'-mftaie, Alor^la force V changelde sens, et la fonnule à employer est
Pr (sin* — cosa).
Tangle or variant de ^ à ir. Les forces P, P', forment un couple dont
Fig. 311. |g momeiU est maximum lorsque les manivelles OA, OA', font des angles ^gaux avec la verticale, ou
quand a = -r- . Le minimum du moment est Pr, aux
deux bouts de la période. Le maximum est P;*v^' au milieu.
On reconnaîtrait de même, en examinant les deux autces périodes qui -complètent le tour, et qui ne sont au surplus qu'-une répétition de ia première et de la seconde, que la somme des moments a un maximum égal à
ÔTT
/ff
Pr V 2 pour a := -r-, et un autre égal encore à Pr ^^2 pour * — -r-
Les miuima sont tous égaux à Pr, pour a égal à un nombre entier de quadrants. La courbe des moments en fonction de Tangle a présente donc la forme suivante ;
Via, îfi.
Jamais le moment des résistances n'est réduit à iiéro, et le rapport du maximum au minimum est v/2, ou l.il% II y a donc une grande amélioraUon, comme régularité, par rapporta l'emplmtF une manivelle uuique.
MANIVELLE ÏRIPU^.
S8&. Qd obtient use régularité beaucoup plus parfaite encore en Pig. M9. employant trois pistons conduits chacun
par une manivelle, les trois boutons de manivelles fbrmsmt les sommets d*un triangle ëquilatérai. Suivons Tarbre tournant h partir de Tin- I*' stant où Tun des boutons , A'^, passe au point M, jusqu'à l'instant où le bouton suivant, A, passe au point N; cet intervalle colnprend un sixième de tour.
A rinstant initial, les deux forces P et F, appliquées en A et A', agissent seules; on peut à cet instant supposer la force P appliquée en B, à l'extrémité du diamètre qui aboutit au point A\ puisque ce point se trouve sur la direction de la force. Le point B partage d'ailleurs l'arc MA en deux parties égales, et forme rextrémîté de l'arc que décrit le point A" pendant la période considérée.
Prenons le triangle formé par les trois boutons dans une position inl»vQé<fiAire quelcpoquo, A^ A', M\ ; les deux forces égales et de même sens, P et P^, appliquées en A et en A", peuvent se composer en une force unique, 2P, appliquée au pmnt I, milieu de la corde AfA"^, et cette force, au point de vue des moments, équivaut à une force parallèle, P, applkpiée en B,, i la distance OB^ =r ÎOI, c'est-àdire à l'extrémité du diamètre qui aboutit au bouton A'.
Pendant toute la durée de la période» les trois forces P , F, F' équivalent donc à deux forces égales à P , appliquées en sens conuraires aux deux extrémités du diamètre mené à celui des trois boutons qui est le plus éloigné de l'arbre tournant; elles forment un couple dont le moment est minimum quand le diamètre est incliné de 30^ sur l'horizontale, et devient maximum quand le diamètre est .• horizontal ; le moment a donc pour valeurs extrêmes P x 2r et
?x2rcos80»ou Pxrv^a.
Les mêmes variations se reproduisent dans chacune des cinq Autres périodes qui achèvent le tour entier, et la courbe des moments est r^nrésentéepar la figure suivante.
MANIVELLE TRIPLE
fig. îlt- ,
Le rapport des valeurs extrêmes est-^, ou environ 1.15.
;i36. LespistODS qu'on emploie dans les corps de pompefl »Qt,(m
i Coipi de pompe;
I Pltton plongeur cteoi, an fond duquel est
boutonnÉe nne arstUe t feUqiiUe «^rtiiule la tlgo de la pompe. E» SUant la lige aa baa
du plBton. on diminue son obliquité, et p*l Buiie le frottement du ptatoo *m« wo
ttudlBg IWI i
te, bif Lignée repréientant lei poRttlona de l'aie de la lige daui ses pins giaode écarte;
II litDupei du ituOlDg-boi ;
0 CouMluei ea brome letenant lea Aonp«B( F, F* Cbapellei (
D Tujau d'ascension; TTuynud'MpirattoHi;
R Lauterne;
d Soopape de retenie;
'/' Soupape d'aspiration.
tàen des pistons ordinaim, ou bien de» visions phn^mn (fig. 21 .5) .
PISTONS PLONGEURS
Les pistons plongeurs sont des cylindres pénétrant dans un corps de pompe de plus grand diamètre, en glissant à l'intérieur d!un sluffing box. Cette disposition est préférable à celle qui consiste à eniployer un piston ordinaire, parce qu'elle rend plus facile la constatation des fuîtes et Tentre^en des garnitures, sans compter que l'alésage d'un piston plongeur se fait sur la surface extérieure du cylindre, opération dont le succès est plus facile que Talésage intérieur du corps de pompe. Mais le piston plongeur ne peut porter de soupape ; on ne peut donc l'employer que pour les pompes aspirantes et foulantes» £a général le piston est creux, et on attache la bielle au iond, 6, pour augmenter la longueur de la bielle et assurer son parallélisme.
337. Le passage des filets liquides à travers le piston d'une pompe entraine une perte considérable de travail si la vitesse du pbsion est un peu grande. L'eau comprise dans le corps de pompe au moment du refoulement, doit passer par l'ouverture ménagée dans le piston ; eUe prend pour cela une vitesse relative suffisante pour assurer Iq débit malgré la réduction de ïa section.
SeÂi Q la section du cylindre,
V la vitesse du piston à un instant donné, u) la section réservée dans le pistofi pour le passage du liquide. La vitesse u que doit prendre le liquide à travers cette section <i> doit être telle» que le volume tju soit égal au volume VQ
déplacé par le piston, et par conséquent u = ~ V. Cette vitesse est
entièrement perdue, puisque le liquide, une fois qu'il a traversé le piston, revient à l'immobilité* Il y a donc perte de force vive: le travail correspondant est mesuré par
Q étant le débit par unité de temps, égal à VO; cela donne, en remplaçant Q et,u par leur valeur
15vûx^-i55?v»
PISTONS. CLAPETS
quantité qui croti proportiomrelleaient au cube de la TÎteese, Il y a donc intérêt à diminuer ¥, ek à augoaeiiier la section ta. Lç pûton tetestUf formé de feuilles de cuir embouti qui s'ouvrait exté*rieuremesl) a l'avaatage d'offrir de larges âections i l'écoiilettieqt du liquide.
SS8. Les cÏQfsiê qui livrent passage à Teau doivent s- ouvrir rapidemeat et se feroKier sans cboc trop brusque : deux conditions diffi-* ciles à remplir à la fois. Aussi n'y a-t-il aucun modèle de clapet qui soit tout à fait saitfaisant» Presque toujoars la f^meiure est trop rapide quand le sens du mouvement changQ pour le piston ; le choc qui se produit peut rompre les soupapes ou leur siège, ou enfin pro-* duire de» coups de bélier daos )e corps de. pompe et les tuyaux qui y aboutissent. Si au oontraâre la fermeture était trop lente, une partie de l'eau aspirée par le coup de piston ascendant rentrerait dans le tuyaiA d'aspimtioQ au coiftp desc^sdant du piston, avant que la soupape ne fût fermée pounempècher cette perte*
On peut dire en définitive que la vitesse de marche d'une pompe, c'est-à-dire le nombre de coups de. pi^^m qu'elie donne à Jla minute, est limitée par le temps iuècessaire pour la fermeture des soupapes (*) . Un léger arrêt de la pom^pe, à chaque fois que le piston arrive à l'extrémité de sa course, facilite les mouvemenis des dapsts» et assure un bon service de la machine.
(*) no]niily Tmté d§ la conduite et de la distribution des ewx, «bap. XIV* — Dupuit fait observer qae la fermeture des clapets d'a£|piraUoD est toujours plus bruyante qife eelle des clapets de refeulemeot.
MACHINES EL^ATOIRES«
TITRinm ÉfttTilTOIlIfl.
.^JcJL
939. La tnrbUie Pdiimeyron transforniée peut être appliquée à l'é*
léTatîon des eaux.
L'appaml se compose alors d'un tuyau d'aspiration 0, plongeant dans l'eau en LL' ; la turbine AR est placée à la partie supérieure de ce tuyau ; elle est formée d'une couronne AB mobile autour d*un axe fixe,' NN\ .et entourant un espace C, garni de doisons Aimctrices. Lea aubes b^^. de la partie inoiMle ont lewr orarbure tournée dans le même sens que les cloisons fixes. L'eau rejetée par la couronne mobile se rend âans ua canal de fuite M!\f,qui la conduit à un réservoir.
Les condition» à remplir sont encore, comme pour les moteurs hydrauliques, d'admettre Teau sans choc dans la par^ nraibUe, et de Fen faire scNrtir avec la plus faible vitesse possible. Nous adopterons les mêmes notations que pour la turbme Foumeyroa,et nous obtiendrons les équations :
Kr. 2ir.
sin a _ tt
ig ig n ig %g tr* + r"* — Sr'tr' co«y
ursinp = fp'r'sinY t/ = v^
p':=p» + nA'.
POMPE
Le rendement sera exprimé par le Jiombre 1— tgp tg ^ y ; oo voit
(le pi as que la turbine ne peut fournir de reau,gu*autaalque k pression p est inférieure à la pression atmosphérique, comme cela 4 lieu dans les pompes. Encore faut- il que cette prasaiou ne Bcnt pas trop faible, ce qui, conduit à placer la turbine à use petite hauteur h au-dessus de l'eau à épuiser, et à augmenter h' en conséquence.
La quantité d'eau donnée par la pompe est Q:= 2icr&Xtt9ki^ Cette machine élévatoire n'a pas encore été exécutée. On peut remarquer que, dans les grandes vitesses, la tarjDiae ionc* tionne quelle que soit Tinclinaison àe son plan ; on peut, par exem^ pie, la placer dans un plan vertical ; l'eau qu'elle élève est recueillie dans l'enveloppe de la machine,et se rend dans le réservoir par ud tube implanté & la hauteur de Taxe de rotation (*).
POMPE CENTRIFUGE
FIg. 218.
ihO. Lb. pompe centrifuge est une couronne mobile garnie de
cloisons directrices BG; ^n imprime à la roue un mouveiil^ de rotation dans le sens de k flèche /. L'eau afflue par le tito-^ tre A, passe entre les aubes (^i lui communiquent un mouvement giratoire ; elle sort au point G avec une vitesse relative dirigée suivant GD; mais cette vitesse se compose avec la vitesse d'entratnement CE du point G, cte manière à donner une faible vitesse absolue CF. Le liquide qui
(•) En géuéral, si Ton renv€rs9 m réoeptenr li|dniaU<|ue, on obUAt ttu «pparell éîë- Tatoire. De même, Tapparell propulseur d*an bàUmeot, agissant pour mettre reau en moaTement (§ 239) peut servir, quand on le rend ûxe, k faire monter Teau* le tet-pent de If. Le Btenc, {Annales des Ponts et Chaussées, chronique, 18S5) est, |wr exemple, la machjrie éWvMDire ' '(rti^wpcind h remploi de l'fedfice propulsive.
CENTRIFUGE
sort de la roue est recueilli par l'enveluppe, et s'élève Jaos. le tuyau asceosioDDd.
La liiéorie de cette macbine a une analogie complète avec celU (iesroueaà réactioD.
La patnpt d'Appold, fort employée dans les travaux publics, est une poli^>e centrifuge. Elle présente l'avantage de débiter une grande quantité d'eau sous un volume très restreint : caractère commun aux pompes cralfifugee et aax turbines.
M. Decœur a appliqué à la pompe centrifuge un perfectionnement cjui conàate à faire passer les filets liquides, à la sortie de la partie mobile, entre deux plateaux circulaires légèrement convergents vers l'eitrémité, de manière à constituer une sorte d'ajutage eu couronne, déboQcbast dans le tuyau assensionnel. On constate une amélioration
A luyiit faipirailÔn; B tuyiQ deTeToalemenl; C tentilatmr, roonK sur !'■>
bre tournuil D', t ijulage circulaire.
dg rendement pour les pompes centrifuges munies de ca complément, qui contribue sans doute à la régularité de l'écoulement, et tend & restreindre les mouvements tumultueux da liquide.
3A1 . On'aiaéliore aussi le rendemeut de l'appareil, en plaçant sur le même ati>rê tournant deux on pluùeurs pompes centrifugea ^les; la première aspire le liquide, et le fait passer dans un tuyau qui le
596 POUPB
conduit à la seconde ; celle^ t'envoie à la treisièate^ et aiBsi];de suite, jusqu'à ]a dernière, qui le chasse dans le tuyau aaeeasieiiQel Cette disposition est appliquée, avec deux pompes centrifuges seulement, à la prise d'eau dans Tégout d'Asnières^ pour le service des cultures de la plaine de Gennevillîersw M. Alfred Durand-Glayei^doiuié dans les Annales des ponts et chaussées^ année 1873, la tbôorie des pompes centrifuges ainsi accolées. Supposons qu'il y en sût n montées sur un même arbre horizontal : si Ton appelle v^ la vitesse linéaire du pointe du tambour mobile de la pompe n'' t, et Wf la vitesse relative de Veau à la sortie, p,. et p\ les pressions en A et ea G dans ce même appareil, on aura d'une manière générale
en observant que les vitesses à l'entrée, en A, sont assez petites pour qu'on puisse les négliger. On a de plus
puisque tous les tambours ont le même mouvement, et
tr, = t^, = ..• =t« = ... = te» ,
puisque chaque pompe débite dans les mèmeft conditûms vd Yoluoie égal d'eau. Enfin la pompe n^ t est rattadhée auj pompes n* (t --1) et n** (i + 1), l'extérieur de la pompe n^ (i — 1) commoiiiqaaQt avec l'intérieur de la pompe n** i, et l'extérieur de cella-ci afee Fîntérieur de la pompe n*' (t + ^ ) ; donc
P\=Pif P'2=P8» P'»-1=P.. P'.= P«4-l» Pa-t=P-
ScHi k la hauteur de Taxe des pompes au dessus de. l'eau à moDtei\ et h! la cote du réservoir où elle doit arriver au dessus du même axe. On aura encore
et
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Ajtxrimii les n équationB (A) ^ il viendra, m. tenant oompte des relations pTétéàentes, T équation fiaale
nw* = 9ig{h + A') f nv*,
m l'oD peat ei&eer tee indices. Il en résulte
H étai^ la hauteur totale, h+h\ que l'eau doit francàir. Si Ton suppose les. ailotteg droites» cas éminemment défavorable, la vitesse absolue u à la sortie sera Tbypoténuse d'un triangle rectangk ayant pour côtés V et to, et l'on aura
le rendement sera
2c» + 2<7ÏÏ 1-1 "
îS^rU 2pH
If
nombre qui grandit av^ec n par une double raison, parce que —
diimnue, et parce que V diminue aussi. M. Durand-Claye donne les résultats suivants. Deux pompes centrifuges ont ààO millimètres de diamètre au tambour, 125 millimètres d'épaisseur, et doivent élever 75 litres à la seconde, à la hauteur de 16 mètres. Si Ton fait fonctionner une pompe seule, il faudra lui faire effectuer 745 tours à la minute pour que l'eau ait à la sortie la vitesse relative to =0,433 nécessaire au débit. Le rendement est alors de 0,507, et la vitesse i3=17",164. Si on accole les deux pompes, il suffira de leur faire faire 527 tours à la minute, avec la même valeur de to, ce qui réduit V à 12"438f et ce qui porte. le rendemeut à 0,676.
3A2. Le ventilateur est une pompe centrifuge appliquée au mou^ vement dea gaz. Auliefois on donnait au ventilateur des ailes droites ; le rendement était alors assez faible, moins faible cependant qu'il Te&t ^ povr une machiifce se^sblable mettant en mouve*
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ment les liquides, parce que Félasticilé du gaz restitue une partie du travail perdu dans les chocs, tondis que rimcompressibilité des liquides ne donne pas lieu à une telle restitution. M. Combes a montré qu'il y avait un grand avantage à courber les ailes da ventilateur; la théorie de l'appareil est identique à celle que nous venons d'exposer; le rendement observé monte jusqu'à 0.60.
Le ventilateur et les pompes soufflantes sont très utiles pour ameper un jet d'air sur un point donné. Mais pour la ventilation des mines, l'emploi de la chaleur paiait préférable. On produit artificiellement, à l'aide du foyer, des c Muants d'air analogues à ceux que réchauffement inégal et variable do la surface du globe produit dans l'atmosphère (*).
roi» TES ROTATIVES.
3A3. Le jeu alternatif d'un piston mobile dans un corps de pouipe cylindrique n'est pa$ le seul procédé que Ton puisse employer pour produire l'aspiration et le refoulement d'un liquide. Tout appareil dans lequel on trouve deux capacités de volumes variables, assu: jetties à croître, puis à diminuer, peut être utilisé comme pompe; le volume augmeatant produira une dépression de l'air qui y est renfermé, c'est-à-dire une aspiration, et le volume diminuant chassera l'e^u aspirée et produira le refoulement. Ces principes trouvent leur application dans les pompes rotatives. Il en existe plusieurs modèles.
Dans la pompe Ramelli (fig. 220), un tambour circulaire C tourne à rintériear d'un cylindre creux excentré E, F. Des palettes courbes, au nombre de trois, aby a!b\ Q"b'\ sont articulées en a, a\ a!\ au pourtour du tambour intérieur, et viennent toucher intérieurement la
(*) Voir dang la clnématlqne de Boor, p. 274, U deacripUoo do ventiitOeur à tambour hexagonal et à volets de Lemielle, employé pour raérage de certainet mines.
ROTATIVES. S
paroi du cylindre enveloppe. Si l'on fait tourner le Umbour dana.le 3603 indiqué par la (lèche, on voit clairement que le volume compris entre les deux cylindres et deux palettes consécutives s'accroît d'un cdlé de la figure, et décroît de l'autre; d'un côté A il y aura donc aspiration, de l'autre B refoulement.
Hais le rrottement des palettes contre le cylindre extôrienr est trts énergique, puisque la pression des deur pièces est mesurée par tomte la hauteur de la colonne d'eau refonfée; l'usure desp&lettes est rapide, ei de plus l'eau qui reste comprise entre les deux palettes 0"^" e4 oAi dans lin espace qui n'a aucune issue extérieure, et qui n'est pas rigoureusement constant, soumet le liquide et les parois à des excès de pression qui représentent une perte de travail, et qui ont pour effet de détériorer l'appareil.
On aâmptirié ce modèle en remplaçant 1^ palettes coarbes par des palettes droites, implantées sur le tambour intérieur, et qn'ua ressort rappelle au contact de la paroi de l'enveloppe.
Quelquefois on substitue au ressort K un galet concentrique k l'eu- Tebppe extérieure {(ig. 221), et qui chasse les palettes jusqu'au con-
tact de la p&roie BF. Cet artifice permet dé mener (wii )at«ies B)«iH«e3.à 126* an pMrtonr du tambimr inUrien-, dlqwehioD qui
A upinilon ;
C Umbour inlàieur exceDtrtqaei l'aveloppe EP.
6, H piIeiUslnipItuiiéesdaniIctiBboar iniérleuT, et maloteDuct h MBlact de l'eiivàloppe i l'aide d'un reuort lnter|Kisë K.
emprisonnependant un certain parcours l'eau aspirée dans ud espace sans issue, et parait ne présenter aucun arantage.
M. Caineré, iogéniear dej pwits et chaussées, a perfectioDué la pompe rotative & palettes rectilignes, et en a donné sous le nom de pompe Erimac un modèle qui fonctionne très bien. L'excentririté de l'arbre tonra&nt par rapport ao cylindre-enveloppe est très petite. De pivs charpie palette H est terminée eo P par un évidemeirt cylindrique, au dedans dnqveJ su meatiinCragnientilecflîiKlre R, dont la face exlédenteesl proike anivaiu la couriniie de l'enveloppe orcolaire EF.
. Quand le tambour reçoit son mODYemeot de rotation, b palette H est entratsée, et la poussée du ressort K la maÎQtient aacentact detaparoi BF; en m6on temps le cylindre Rglisae ungenUelIcjoent à BF par sa face extÉrteure, qui a kniteBConr-
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bWP, et pifole à. l'initériMr. de l'évidement cyiîlidrique P. Le cobtact est «Dsi t0uJ0DrB intime entre ke pièces frotumtes. 344. 11 est poseible d'évîter remploi des ressorts en donnant à ^''^' -*^- la palette une longueur constante, et en
la faisant d'an seul morceau; il est nécessaire alors de choisir une courbe EF telle, que toutes les cordes AB passant par un même point fiie 0 soient égales. Ce problème est susceptible d'une infinité de solutions.
Soit 0 Fangte polaire AOX, et r le rayon vecteur OA coitespondant , A étant un point de la courbe. Soit
r équation polaire de cette courbe. On aura
OB=/(ô + k) et la condition à remplir est par conséquent exprimée par Téquation
Remarquons* qu'il en résulte
de sorte que la fonction clierchée est périodique» et a 2at pour période»
Nous trouverons dee solutions en imaginant la fonction /"(Q) expri- Biée par une sMime de sinus et cosinus de Tangle 0 et de ses multiflee, en nomixe fim ou in&Dl : nous poserons en d'autres termes l'équatioD générale^
/(!ï) = A + 2 B» cds *0 + 2 C» Bin M,
A, B|, Gfc> étant des coeiBcients constants arbitraires. Si l'on y
cliange 8 en 9 + tc, il vient
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et pour que la somme des deux équations donne un résultat constant» il suffit que les coefficients k soient tous des entiers impairs; car on aura, abstraction faite d'un nombre entier de circonférences,
cos (AO + kiz) = CCS (A;fl + w) = — ces A6, sîn (A:6 + h:) = sin (A;6 + «) = — sin M,
et par suite les sinus et cosinus s'annuleront deux à deux dans la somme, et il viendra simplement
La solution la plus simple au point de vue géométrique s'obtient en ne prenant qu'un terme, et en faisant fc= 1, ce qui^donne
r = A + Bcos6 + Csin6
pour équation de la courbe, qui est une conchùiàe de cercle^ ou un limaçon de Pascal»
Cette courbe se déduit du cercle dont Féquation^est
r' = Bcose + CsinO,
en portant sur le rayon r', à partir de son extrémité, dans nn sens et dans l'autre, une longueur constante A, qui^doit id être plus grande que le diamètre du cercle, c'estr-à-dii^ plus grande que ^B» -j. C"- On peut simplifier l'équation de la courbe en prenant pour axe polaire le diamètre même du cercle qui sert à la construire. Gela revient à faire G = o , et à poser
rs:Â + BCO80.
Faisons abstraction du tambour intérieur qui prend la place d'une certaine quantité d'eau; l'aire élémentaire J qui s'ajoute à l'un [des segments déterminés par la palette, et quijse retranche de l'autre, lorsque, la palette tourne d'un angle de 0, est la [différence entre*Ies deux aires engendrées par les rayons vecteurs [OM = A4-Bco3 8 et ON=A+ Bcos (ô + ic) = A— |Bcose.
Elle a en définitive pour valeur
i{A + Bcose)«(ie-i(A— Bcose)«de = 2ABco8eie.
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V^dkre totade délu courbe est Tintégrale
»tg. tt4.
La corde mobile» dans k position DB eu elle est tangente au
cercle OA^ joint les tubes d'aspiration et de refoulement, et en la faisant mouvoir dans le sens de la flèche, elle refoule Teau par le tube D et l'aspire patr le tube£« Danslaposition Bic^enne GB, elle partage la courbe en deux parties égales, dont l'aire
est mesurée par j (2A* + B*).
L'aire MNfiB est ^ale à l'aire C£B augmentée de l'intégrale
ySABcos^d^» des T«iat;iQBs
3iibiespar cette aire quand la palette passe dé la position moyenne GB à Ja position NM défilée par l'angle 0. Donc enfin
aire («NEB) = j (M« 4- B«) + «AB^in e.
Faisant e=^, il vient ^(2A*+B*) + 2AB pour l'aire DEB, et
|{BA' + B*)— 2AB pour l'aire complémentaire DCB. Le rapport
des deux segments déterminés par la palette varie donc à chaque tour entre les limites
j.(2A« + B») + aAB
et
j(2A« + B»)— aAB
et est en moyenne égal à Tunité.
j(aA» + B«)-SIAB j(2A« + B«)+2AB
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On peut remarquer que Taire OMB— PCN, qui a'^ajoate à l'aire CBB, varie proportionnellement à sin 0, c'est-à-dire à la di^.tance AL*
Observons aussi que 1^ centre instantané de la palette, prise dans la position HN, est le point I du cercle OA qui est diamétralement opposé an point U En tffet le point L, milieu de la palette, démt le cerde OA^ et le diamètre IL est normal en L à la trajectoire de oe point La trajectoire du point 0, supposé liée à la drcHte MN, est cette droite elle-même, tst la droite 01 lui est normale» Donc I est le centre instantané de iMation de la droite MN. De {dus la distance IL éiant constante, le point I considéré comme lié à MN est sur un cercle décrit du point L OMme centre avec LI pour rayon. En définitive on peut réaliser le moamment de la palette en la rattachant à un cercle de rayon ^al 4 Oi, qii*on ferait rouler sur le i^drcle fixe de ^fiamètre OA» de manière que le contact soit intérieur.
La quantité d'eau qui doit passer par les tuyaux d'aspiration et de refoulement quand la palette tourne de l'angle d9 est proportionnelle aa produit 2AB€0s4dl, de sorte que la vitesse de l'eau dans les
tuyaux est proporfitmnelle au produit cosO^. EUe ne peut être
eonstanrte, puisque le facteur cosO passe par zéro. pour Qs^.
dB Si . est constant, on si le point L se meut uniformément sur le
cercle OA, la vitesse de l'eau varie d'une manière continue, proportionnellement à la droite OL.
n y a d'autres systèmes de pompes rotatives, dites pompes à deux axe$i telles que la pompe Evrard, la pompe GreindU la pomjpe Behrens, pour la description desquelles nous renverrons à une étude de IL Poillon, ingëoieur civil. Il suffit de faire engrener dans certaines conditions deux roues Tune avec l'autre pour constituer une pompe; l'engrenage produit d'un côté l'aspiration et de l'autre le refoulement.
FOnTAIIIE DE aÉRon.
3&5. Cet appareil apour objet de fisdre «gir anr la «urfaee Sbre
B£ HÉH0N. iM
d'ime moBBe liquide contenue dans un vade clos, Tair chassé d'un aotre vase dos par Taffluence d'une veine lic^de ; feau pressée pu
cet auvest refoulée dans on tnbe asœnsionneL
La fentûne de Héron .a été le type d'une des premières machines à colonne d'eau, établie par HôU pour l'épuisement des mines de ScfaeainitE (Hongrie) ; c'^st ausû le type des kamipes hydrvstatiquêi de trirar^. Pour la description de ces appareils, qu'on n'emploie plus aujourd'hui, nous renverrons au Traité des nuÀchmes de Hacfaptttf; 2* édition, p. 99 et suivantes.
BËUER BUUlAlILIQUSé
ifig. 225.
M6. Le bélier hydraulique est un appareil destiné à élever les
eaux en employant la force vive d'une colonne d'eau en mouvement. L'invention en est attribuée k Montgolfier (179§). Voici en quoi consiste cette machine.
L'eau motrice s'écoule par le tuyau A, et s'échappe par l'orifice B; cet orifice peut être fermé par une soupape, P, dont la densité est à peu près double de celle de l'eau. La diminution de pression qui résulte de Técoulement et des contractions de la veine liquide, suffit pour soulever la soupape P et fermer l'orifice. Alors la colonne liquide est subitement arrêtée ; il se développe des pressions très énergiques qui soulèvent la soupape/?; l'orifice G, ainsi ouvert, donne entrée dans le réservoir d'air D, et dans le tuyau d'ascension, E, qui y fait suite. La pression diminue aussitôt, la soupape P retombe et en même temps l'orifice G se ferme ; puis les mêmes phénomènes se reproduisent dans le même ordre.
A chaque fois que la soupape P se ferme, il se«produit un coup de bélier^ qui fait entrer dans le tuyau E une partie de l'eau motrice; le liquide peut s'élever dans ce tuyau à un niveau supérieur à celui du réservoir alimentdre.
BÉLIER D'ÉPUISEMENT
Le matelas d'air F a pour effet d'amortir le choc de l'eau contre les parois du tuyau, et d'éviter )a rupture. Une soupape particulière, S, permet à l'air extérieur de pénétra dans la cavité F entre chaque coup de bélier, et de remplacer l'air entraîné dans le tuyau d'asc^Asion.
La théorie de cet appareil n'a pas été faite d'une manière entièrement satisfaisante, malgré les expériences d'Eytelwein, de Morin, et des ingénieurs anglais. Les rendements observés sont très varis^ blés, sans qu'on sache bien la raison des différences constatées. Nous renverrons au § 415 de Y Hydraulique Ae d'Abuisson (2« édit.), et au § 222 de Y Aide-mémoire de M. Claudel (7* édit.), où les règles de la construction du bélier sont exposées en détail. Cet appareil est du reste rarement employé.
BÉLIER D'ÊPOISEMENT.
Fig. 226.
.Ox
3A7. M. Chemin, ingénieur dés ponts et chaussées, s'inspirsmt deâ
idées de M. de Caligny, a construit un bélier d'épuisement extrêmement simple, et qui parait appelé à rendre D de grands services pour vider une fouille, toutes les fois qu'on dispose d'une chute d'eau aux environs. L'appareil comprend un bassin CD, où l'on fait arriver l'eau motrice, et qui se prolonge vers le bas par un tuyau KR de plus petit diamètre, formé de quatre planches réunies ensemble à l'aide de clous. À la partie inférieure E y =^ \ . -^.j du tuyau se trouve un sas S fermé
par deux soupapes A et B, s* ouvrant l'une de dedans en dehors, l'autre de dehors en dedans. Le sas est plongé dans l'eau de la fouillé £E.
Un tuyau GH sert à le vider en dehors.
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La soupape À est attachée par un fil à un levier ML, mobile autour d'un point fixe 0, auquel on suspend en L un contre-poids P. Pour mettre en jeu l'appareil, ou soulève à l'aide du levier la soupape A. L'eau s'écoule du bassin CD dans le sas, et il en résulte en S une diminution de pression qui appelle l'eau de la fouille à travers l'orifice B; en même temps la soupape A se referme et le courant moteur est interrompu.. Mais dès que la pression en S a été reconstituée par l'entrée de Feau de la fouille, la soupape A est soulevée par le contre-poids P, et une nouvelle émission de liquide moteur a lieu. A chaque fois une certaine quantité d'eau sort par le tube 6H, provenant à la fois de Teau motrice et de l'eau de la fouille. Les deux soupapes A et B continuent ainsi à se fermer et à s'ouvrir alternativement, l'intervention de l'ouvrier n'étant nécessaire qu'au début, pour mettre en train l'appareil. On verra la description et l'usage du bélier d'épuisement dans les Annales des ponts et chaus* sieSy avril 1 879.
MACHINES A COLONNE d'EAU.
3A8. Les machines à colonne d'eau sont des réceptem-s dans lesquels l'eau motrice, au lieu de produire un mouvement uniforme de rotation, comme cela a lieu pour les roues hydrauliques et les turbines, est directement employée à produire le mouvement alternatif d'un piston dans un cylindre. La machine peut être à simple effet ou à double effet,
La plus ancienne machine à colonne d'eau connue est celle qui fut établie en 1731 par Denisard et de la Deuille (*)• Elle avait pour objet d'élever à une certaine hauteur une partie de l'eau de la chute motrice. Bélidor imagina, de 1736 à 1739, une machine analogue dont il donne la description dans son Architecture hydraulique (**), mais qui ne fut jamais exécutée. Elle fut imitée dix ans plus tard par Holl, dans une mine de Schemnitz (Hongrie). Ces machines sont toutes à simple effet. L'une des premières machines à double effet est
{*) Beaieil de moekinei approwaéei ^par V Académie def seienees, t. V. (**) TiMiM IL
eelle qui' ftit consthiite &Ro8eniieim (Banère)- par If. de RetdieiihaKii, iireeteor général, ponr PeUractimi dés eaux du puk^salé dé itei-* éhenfaall. Nous allons passer eir rerrae ees difléreots gaxres de ma*' cbinesv qui conviennent gâiérafement an cas oà Pon dispose d*«at grande efa vte et d'un petit volume d'eau;
MaCnDTE wlWBJOMOàJ.
349, La. machine d'Huelgoat (Finistère) a été. construite, par
M* Jùncker, ingénieur des mines, pour Tépuisement d'une mine de plomb argentifère (*}. Elle coin prend deux machines jumelles établies l'une près de Tautre. Ladiute nibtrice a 60 'met. dé bauteur. L- eau de cette chute est em* ployée à élever l'eau qui commande directement la tige des pompes d^épuise^ ment; lorsque le piston parvient au haut de sa course, la communication avec la chute est interrompue ; Tean contenue dans le cylindre s*écoule, et le piston retombe par son poids, augmenté de celui de Fattirail de pompes. Le Biêcaniisme de Tappareil a pour objet Fadmîssion» et TexpiiËioff akematîve de Peau sous le piston moteur. Dans les types ordi^ naires des macbines à vapeur, on résout une questioa analogue i faide du tiroir, dont le mouvement alteinalif est emprunté à on
l*> Amaks des Hines^ 1S38.
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txmtânqa^ttié sur f arbre ààrokÊtàm àt \ti ttaobbta*. Ici le moQvtt(â«il rectiiigoe ahenuilîf àa piston n'étant pas transfermé en moeiFfniei^ eircolttie ceateff onoe pmt avoir receors an pamt iNrficéâé; IL Jvncker, aidé dn concils de M. ia Reicimbach, a. résola le problème d^une manière fevt mg^tàornef ev se servant des preasions mêmes im KquUB.
Aeailecyfindre;
C» le poBtea qpi comaaiide ditectement la nMttrene*tîge B; une botte à étoupes, D^ donne passage à eetta tige à travers le Qoavercle dâ icyfindre^ A, qui lesleoirvart à an partie sopérienra^
L'eau motriœ arrive par le conduit E ; on oa règle rëeontenient an mojen d'une valve* Elle paaae dnm rapparei) de distribution el entre sons le piston G par le taiyan P. Le piéton est déplacé par eette «n^pressicHi el aoeonqfdit loirte sa oonrae ascendante. L'appàrcdl de £stribution' conaisite en deux piston», 6 et H, réunis en un sysÉème rigide par une tige de eonneiion, K. Le système 6KH est mobile d'un seul morceau dans respace cylindrique M9$; on donne au piston supérieur 6 .me 8«rlM:e un peu plus grande qu^au piston inférieur H ; la pression , totale que l'eau exerce de baa en haut sous la face du piston 6 est supérieure à la pression totale qu'elle exerce de haut en bas sur la face supéneure du juston B. Le douMe piston GH tend donc à monter, et il remonte en effet dès qae la répartition des pressions au sein de l'eau affluenteapproche de la loi hydrostatique; ce qui a lieu lorsque la vitesse de l'eau diminue. Le double piston remontant, le piston inférieur H passe à la hauteur de la région 0; il sépare alors le tuyau d'amenée, É, du tuyau F, et met ce dernier tuyau en communication avec le tuyau de fuite L L'eau contenue dans le cylindre s'écoule par ce tuyau, et le piston G redescend» entraîné par son poids et celui des pompe& Une valve placée dans le tuyau L sert à régler la vitesse de Técoulement..
Dne fois le piston G descendu, il faut que Tadmission d'mi nouveau volume d'eau motrice ait lieu, et pour cela que le double piston distributeur, GE^,. retourne à sa position première. Ce second mouvevement est encore accompli au moyen du jeu des pneseiens du li-
MACHINE
quide. Un tube de petit diamètre, pq, s'ouvre en face du tuyau â*amenée E. Il conduit Teau à un tuyau RR', lequel communique, par l'intermédiaire du tube a:, avec le dessus du piston supérieur G, et par le tube R'R'\ avec le tuyau de fuite L A la partie supérieure de ce tuyau RR\ se trouve un double piston, ss\ formant système rigide, et manœuvré par une tige /, qui reçoit du piston G un mouvement alternatif intermittent, comme nous le montrerons tout à l'heure. Le piston supérieur 6 porte, sur sa face d'en haut, un cylindre plein T qui se prolonge au delà du couvercle de la partie cylindrique, N, renfermant l'appareil distributeur. Ce cylindre plein, T, laisse, entre sa surface et la surface intérieure du cylindre vide N, un espace libre ZZ, dont la secdon droite est un peu supérieure à Fexcès de Taire du piston 6 sur l'aire du piston H. Si donc on met cet eepace libre en communication avec l'eau motrice, l'excès de sous-pression subie par le piston 6 sera équilibré par la presâon du liquidé admis en ZZ, et le double piston GKR redescendra pour aller reprendre sa position primitive, ce qui permettra l'introduction d'une nouvelle quantité d'eau sous le piston principal.
L'admission de Feau dans l'espace ZZ a lieu lorsque le petit piston double ssf a la position représentée dans la figure; lorsqu'au contraire la tige t s'élève d'une certaine quantité, le piston s' vient se placer entre l'embouchure du tube q et l'origine du tube x% la communication cesse alors entre l'espace Z et l'eau motrice ; l'eau qui remplit cet espace s'écoule, par le conduit x et le tuyau RR', dans le tuyau de fuite. Tout le problème est ramené par là à obtenir le mouvement brusque d'élévation du système tssf^ lorsque le piston G arrive au haut de sa course, et le mouvement brusque de descente du même système, lorsque G arrive au bas du cylindre. Pour cela, on attache la tige ^ à un levier 7)2^, mobile autour d'un point fixe t) ; le point s est lié par une bride, 2^e, au point e d'un autre levier, yS, mobile autour de 8; ce dernier levier est déplacé par des tasseaux a et ^, placés sur une tige X, qui fait corps avec le piston G. Dans la position indiquée par la figure, le tasseau p appuie sur le levier fZ et absdsse la tige /, de manière à ouvrir à l'eau l'espace ZZ. Lorsque le piston parvient ma haut de sa course, le tasseau a, agissant en sens
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contraire sur les mêmes oi^anes, produit le mouvement inverse, et faisant écouler cette eau, force le piston 6H à descendre.
L'appareil distributeur, en descendant, est arrêté dans sa course par une tige u, qui vient obturer momentanément Textrémité t/ du tuyau RB'. Un évidement 0' est ménagé dans le tuyau MN en face du tube F; il a pour objet d'équilibrer le piston H sous l'action des poussées du liquide au sein duquel il doit se mouvoir. A son passage devant le tnbe F, le tuyau reçoit la poussée latérale de l'eau qui est contenue dans le cylindre, et qui y est sous une forte pression ; l'eau contenue au même moment dans la cavité & se trouvant à cette même pression, exerce sur le piston H une pression égale e£ opposée; on supprime ainsi tout frottement latéral. Des cannelures pratiquées sur le pourtour de ce piston ont pour objet de substituer une varia-* tion graduelle à la variation brusque de section qui résulterait du passage du piston H devant l'ouverture E.
Tout a été prévu dans cette belle machine pour diminuer les résistances du mécanisme. La machine met en mouvement un double piston tssf^ dont la' sur&ce et la course sont très petites, et sur lequel les pressions du liquide s'équilibrent. Ce mouvement sufGt pour assurer le mouvement convenable de l'appareil distributeur par le seul effet des pressions. Les deux machines ji melles marchent Tune après Fautre avec une grande régularité, et ?eur rendement est évalué à 0.66.
La mattresse-tige des pompes commande les tiges d'une série de pompes étagées : chacune puise dans le réservoir alimenté par la pompe inférieure, et verse l'eau dans un réservoir plus élevé, où uoe troisième pompe vient la reprendre.
On peut comparer le mécanisme de la machine d'Huelgoav à la cataracte des machines à vapeur de Comouailles. Dans les deux cas, il s'agit d'obtenir le jeu alternatif des appareils d'admission, sans qu'on puisse emprunter à un arbre tournant ce mouvement de va-etvient. Le mouvement d'un arbre tournant se continue indéfiniment malgré le passage des points morts, tandis que les pièces douées d'un mouvement alternatif s'arrêtent au bout de leur course : de là les difficultés spéciales de ce genre de problème.
HlCHBlff
MiCmifC DE TARAIfGÉTILLSf
350u U mafihVie de VarMgiMlle» prtft 4e Sant^NicoIaft (Mmrtfae) •
nativeofteat aar ta» iem facw du jNaUvi* EUd' mei ea mmnrcnwi um fi9mpe dâsiinâe àrépwaoaratt des eaux aaUes. La ctnta a tue baoteur de 161; pètre»». et la. dépense d'oau ne a'élève pa»à pkia de y**^0: par seconde*
Voici sur quais pnncqiea lefiofle^la ciwalnieUeA de^eite madime» asalosuet ^ beaucoup â!égaidfl, à W machmo d*H«deQal;.
iiaM.
A ttiytii d^amenée de Paspartil pilbelpalt atiiTMdiMtt ^ «*
S MiMrtar» 4'aiMB<i da l'aMpNl iMiodains K canal défaite.
L'eau motrice entre par le conduit A; elle soit le conduit P et vient presser la face gauche du piston B; pendlant ce temps, Feau qed se teotift sur la face drmte dis ce p»toI]^ s'écoule par le tube Q dans le conduit R qui sert de tuyau de fuite. L*appardl de distribution consiste dans le double pbton ON qui, en oscillant de part et d'autre de sa position moTenne, met successivement en communication avec l'eau ittotarice- et avec le tuyau de fuite chacune dea deux ûices do piston B.
Le fiston N a. oiie «ndEacA qd |ieii. aMpirieure; à c oile ëm piaton 0. Un troisième piston, M, faisant, corps avec les deux pn^nensy et recevant l'eau motrice sur sa faee gauche, a une section assez grande pour équilibrer, et au delà, la tendance de Tensemble des pistons 0 et N à appuyer vers la gauche. En résumé, le système ONM, sous l'action de Teau motrice, tend k occuper sa, posiUon extrême vers la droite. Pour le déplacer et le rejeter à gauche^ il suffit d'admettre Teau motrice sur la face droite du piston M. G'^t à <|uoi sont destinés l'ouverture S et le double pistoa HL Dans la position indiquée par la figure^ l'eau arrive, par l'ouverture S, presse le piston M et chasse vers la gauche tout l'appareil (Hstributenr, grâce à l'excès de la pression qiû s'exerce sur la surlaca du pistou N. Alors la dis* tribution est renversée dans les tuyaux P et Q. B s'agit donc de déplacer au moment opportun le double piston HI, ou de faire communiquer successivement la face droite du piston M avec les orifices & et K, dont, l'un amèBo l'eau, et dooit l'autre ouvre à cette eau une issae extérleune*. Le dcm^lft piston SI esli atlathé k ctit effet à «ne tige qik a'artîcBle. au pmnt C à ua l^er GGp, métàk autour d'utt poîat fixe T ; le levier G6' m- 4épIa4S« dan» un aens ou dans l'autre sous l'action, dea tasseaux E et F, lesqoete sobI entralnëB par la tîge.du psUm prncipitl; le d^Iacement du levier a. lien lorsque lepîslon^atteail: l'vBe om l'autre ém extrémités de sa course. La distribution cbangip donc de sens à chaqoa piulaation du piston. Cette machine a été imaginée par M. Pfetacb. Pour la descriptio|i détaillée et poux le calcul de YeSat mécanique de L'appM'eil, nous reaverroDS aux Asmales desmines^ amiée ISfiA, 6^ Sftoîe, t. XVIL Le reBdemeot observé eal de 0«77«
UkOBim VQTlfrm à 809811» BPfBT*
351. Les machines à colonne d'eau à double effet peuvent Être employées, comme les inachines à vapeur» à mei^tce en piouvemeut un aibre tournant. Le mécanisme de la distribution est trèS: sûnelfi ;
HACBINE ROTATIYK
3 86 réduit à remploi d'un cscentriciae calé à angle droil de la bielle motrice»
fr>^k\
L*eau motrice est amenée par le tnyan A, qui se bifurque en Bet B'. Elle passe par le tube G, et entre dans le cylindre D ; elle poœsa vers la droite le piston P pendant que Teau introduite sur Taoïre face, E, du piston, s'écoule par le tube F et se rend dans le toyas de fuite, 6. L'appareil distributeur consiste en un double piston H, K, qui oscille de part et d'autre de sa position moyenne. L'épaisseor des pistons H et K est égale à la laigeur des lumières G et F.
Le piston P transmet son mouvement, par la bielle L, à la maiivelle N et à l'arbre tournant 0. Sur cet arbre tournant est calé n excentrique qui, au j)oint de vue cinématique, équivaut à une manivelle OR, ayant pour longueur le rayon d'excentricité. La èm MiR représente sur la figure l'extrémité de la bielle qui conduit k double piston H K.
Lorsque le piston P est au bout de sa course, le système HE^ dans sa position moyenne H^K^ : la manivelle R est d'un angle droit en avant de la manivelle N. Les lumières G et F sont masquées à a fois, mais un petit mouvement du piston suffit pour les ooïïir toutes deux, l'une pour l'admission, l'autre pour l'évacuation à liquide. La course de l'appareil HK est égale au double de lalar^ des lumières* 11 est facile de calculer, d'après ces données, quelle on-
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vertore l'appareil office à chaque instant à l'eau motrice. Le mouvement du système HK peut être considéré comme identique an mouvement de la projection du point R sur une horizontale menée par le centre 0 de la rotation. Si donc l'arbre tourne d'un angle a. la Ion-. gueur démasquée des lumières G et F sera sensiblement égale à la projection de OR sur la direction du mouvement général. Faisons OR = /, quantité qui doit être égale à la largeur commune des ouvertures G et F, nous aurons pour longueur démasquée /sin a; soit b l'autre dimension des lumières, la surface ouverte à F écoulement sera donc 6/siiia. Peodant le même temps^ le pistou P décrit, à partir de Textrémité de sa course, un chemin égal à la projection du chemin parcouru par le point N, c'est-à-dire
en appelant L la demi-course, ou la longueur ON de la manivelle.
S<Ht 0 la section du cylindre, et V la vitesse d'écoulement de Peau par les lumières. Pendant un temps dt^ la section libre des kmières débitera un volume d'eau égal à
6/8inaxVd^
Or, dans le même temps, le piston engendre un volume égal à
Qxd[L (i —COSa)] = ÛLsin a doi»
Ces deux volumes seront égaux si l'on a
6; sin axy dt=i ÛL slnada,
ou bien
df ÛL '
on encore
c'est-à-dire que la vitesse d'écoulement de l'eau dans les conduits
6(Kr . COLONNES
fa
G et F doit être à la vitesse linéaire, L— , du bQuton N de la maai-
veHè, dans le rapport de^ràire du piston à Taire des lumières. Si eette condition est satisfarte, le jeu de l'appareil distributeur ne prodaîrâ jamnis d'étranglement qui gène le maorrement du liguiâe.
Hais cette conclusion n*est qu' approximativement vraie, puisqu'elle repose sur Thypollièse du parallélisme des Uelles^ et fut-elle rigoureuse au point de vue géométrique, l'extension ou la compression dès tiges M et L, sous les efforts alternatifs développés, n'assurerait pas au mécanisme une précision absolue. Aussi convient-il de mettre les tubes B, V en communication avec des réservoirs d'air, ou Remployer tout autre artifice analogue, pour éviter les coups de bélier qn^ produiraient dans les divers tuyaux les modifications trop brusques des vitesses de la masse liquide affluente, par suite des variations du déboisché qui lui serait offert.
Girard a proposé un moyen bien simple d'éviter ces effets sans interposition de matelas d'air : c est d'allonger un peu la tige qui réunit les deux pistons distributeurs; de cette manière^^ les deux orifices G et F ne peuvent jamais être entièrement fermés à la fois.
COLONNES OSCILLANTES
362. Les oscillations d'une colonne d'eau dans les branches d'un vase communiquant, au moment où l'équilibre est rompu, ont fourni à M. de Galigny un moyen d'accélérer le remplissage des éduses. Nous nous bornerons ici à donner quelques notions sur le principe de son appareil.
Soit MNP un siphon renversé, à branches verticales, de sections inégales. On supposera que la branche horizontale N qui réurfit les deux bi*anches verticales ne présente aucun étranglement brusque, de sorie que la variaUon des sections offertes à l'écoulement du liquide se fasse par degrés insensibles. L'eau occupe à un instant
OSCILLANTES
donné la position définie par les niveaux AV dans une bnoiche et BB' dsuis l'autre, et elle est en reipos dans œUe position, grftce à rifiteq[M>sitian d'une doison étanche dans la branche de coauauni-
Fig. 230. cation N. Gela posé on retire cette
cloison, et l'eau, n'étant plus en équilibre, se met à osciller à la façon d'un pendule entre deux niveaux définis, AA' et Djy dans la grande branche, BB' et £E' dans la petite, autour d'une position moyenne d'équilibre ce, qu^elle atteint au bout d'un certain temps, lorsque les frottements ont réduit les vitesses à 2éro.
Abstraction faite des frottements du liquide contre lui-même et contre les parois, l'oscillation se conserverait indéfiniment.
Cherchons les limites entre lesquelles elle s'opère. L'une de ces limites est la position primitive AA', BB'. Dans cette position la force vive du liquide est nulle. La force vive sera également nulle dans la position DD', £E' pour laquelle le travail de la pesanteur est égal & zéro. Or la quantité d'eau perdue par la grande branche est égale à la quantité d'eau gagnée par la petite; il y a échange du poids d'eau AD contre le poids égal BEL Le premier poids a son centre de gravité au milieu de la hauteur AD, le second au milieu de la hauteur BE, et le ti*avail de la pesanteur est nul si ces deux milieux ont la même altitude.
Or il en est ainsi lorsque les deux centres de gravité de AD et de EB sont siiués tous deux dans le plan d'équilibre CC\ On a nécessaireaient, en effet,
volume AG «s volume BG ;
si l'on double la dénivellation AC, BG , pour atteindre les niveaux D, E, on aura aussi
▼olume CD s volume CE;
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le centre de gravité de la colonne AD est alors au point 6 <lans le plan moyen, et le centre de gravité de BE en 6' dans ce même plan. L'oscillation sera donc limitée aux niveaux A et D dans la grande branche, et aux niveaux B et E dans la petite. Soit x la course du liquide dans la première, y la course du liquide dans la seconde, û eto les sections ; ces quantités seront liées par la relation
Si, au moment où la coloîine de droite atteint le niveau E, on ferme la communication des deux branches en rétablissant la cloison dans le tuyau N, on pourra maintenir le liquide dans la situation DE, et on aura élevé le niveau de l'eau dans la petite branche d'une quantité égale à BE. En réalité l'ascension n'est pas aussi forte, parce que la colonne oscillante subit des travaux négatifs dont nous avons fait abstraction.
REMARQUES SUR lES MACHINES ÉLAVATOUES.
S53. On emploie les machines élévatoires dans deux circonstances principales : d'abord pour se procurer l'eau dont on a besoin, ensuite pour enlever des eaux nuisibles qui inondent une fouille, us terrain ou une mine. Dans les deux cas, il s'agit d'élever à une hauteur donnée H :un certain volume d'eau Y, dans un temps donné T secondes. Le travail utile de la machine s'obtiendra en multipliant le poids n V par la hauteur H, et la puissance utiU etfimée en chevaux-vapeur^ à raison de 76 kilogranmiëtres en une seconde par cheval, sera exprimée par la fraction
nvH
Le travail moteur à dépenser pour produire ce tiiavail utile se
SUR LES MACHINES ÉLÉVATOIRES
calculera en divisant le nombre ainsi obtenu par le rendement de Tappareil élévatoire qu'on veut employer, et le quotient par le rendement de la machine qui mettra cet appareil en mouvement.
35A. Le choix de la machine élévatoire dépend d'une foule d'éléments 4ivers*
Pour une petite quantité d'eau à rejeter à une faible hauteur en dehors d'une fouille, on se servira, par exemple, de l'écope ou des seaux à bras. La hauteur devienl-elle plus grande, de 2à & mètres par exemple, on emploiera la vis d'Archimède ou le tympan de Lafaye ; au-dessus de 4™, il faudra recourir à une ou plusieurs pompes si le volume d'eau à enlever dans T unité de temps est très considérable. Les pompes se prêtent à toutes les hauteurs et permettent d'atteindre les profondeurs les plus considérables. La noria convient particulièrement pour élever en peu d'instants un petit volume d'eau à une grande hauteur, lorsqu'un tel travail doit s'opérer d'une manière discontinue.
365. Il y a aussi une grande variété dans le choix du moteur à employer pour mettre en mouvement les appareils élévatoires.
Les principaux moteurs sont les hommes, les chevaux, quelquefois les ânes ou les bœufs (*) , le vent et la vapeur. La première question à résoudre est celle de la puissance du moteur; la seconde, celle de la place qu'il exige. Ce dernier point de vue a une importance capitale sur les chantiers où il y a à faire des épuisements. L'emploi des machines à vapeur locomobiles parait commandé dès qu'il s'agit de développer en peu de temps et sur un espace restreint un grand travail utile.
On peut employer aussi une machine hydraulique, soit une roue, soit une tiu^bine, soit une machine à colonne d'eau; cette dernière solution suppose qu'on ^it.à sa disposition un certain volume d'eau tombant d'une grande hauteur. L'ancienne machine de Marly, qui
(* ) Sakieh d'Egypte, Cuppilay de l'Iode {Annales des pcnis et chaussées, octobre 1869 ( Irrigations de Vlnde, par M. Lamairesse).
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élevait les eaux de la Seine au moyen de pompes aspirantes et foulantes, était mise en mouvement par quatorze roues & palettes (*) . Les polders de Hollande n'étaient asséchés autrefois que par des vis d'Archimède mises en mouvement par des moulins à vent. Aujourd'hui on donne, non sans raison, la préférence aux machines à vapeur (**).
3&6. C'est en Angleterre que T usage de ces machines pour les épuisements s'est primitivement répandu. Le premier essai réellement pratique est, après la machine atmosphérique de Newcomen, appelée aussi pompe à feu^ la machine à basse pression de Watt, qui n'en a été, à vrai dire, qu'on notable perfectionnement. L'emploi de la détente a permis, bientôt après, de pousser très loin l'écoïwmie du combustible, et enfin la machine de Cornouailles est devenue le type le plus remarquable des machines destinées aux épuisements.
On l'emploie, dans la Gornouaille anglaise, aux épuisements de mines de cuivre et d'étain, dont les galeries s'étendent à de grandes profondeurs et sont continuellement exposées aux inondations. Le comté de Gornouailles est fort éloigné des districts houillers de l'Anglçterre; le charbon y est donc à un prix élevé, ce qui conduit, non seulement à en consommer peu , maïs encore à n'en employer que d(^ bon. La qualité du combustible est assurément pour quelque chose dans la supériorité constatée de ces machines. Les causes spéciales de cette supériorité sont la haute pression de la vapeur à l'admission, la longueur de la détente, qu'on peut régler à volonté, un temps d'arrèi complet entre chaque oscillation simple du piston, ce qui donne aux clapets des pompes le temps de se fermer sans choc, et la dispo^iioa particulière des soupapes qui règlent la distribution.
Les machines de Gornouailles sont à simple effet, et la descente des piétons des pompes s'opère sous l'action de leur poids propre et da
(•) Annales des ponts ei chaussées, 1864; Études sur ies eaux de Marly et de Versaiiies, pn M. v^iès. — Mi^tor, Arck, kf^rauliquef t. 11.
(**) La roue-pompe, sorte de roue élévatoire à palettes courbes^ parait oonTeair très bien pour ce ^nre d*èpul6em6d(s. V. La rme-pompe, nouwl nppmH pet ftÊttfmnt, ^n H. le capitaine J. B. U. Van.Royen (Utrecht, Kemink et ù{9, (S7«}.
poids des tiges auxquelles ils sont attachés. La course des pistous, dans on sens et dans l'autre, n'est pas limitée par les liaisons de l<a machine, et pour éviter les chocs sur les couvercles des cylindres, il faut faire porter sur des tampons à ressort l'extrémité du balanciei-. La déteate et la vitesse de l'allure générale de la machine se lëglent au moyen de la cataracte et d'après la position donnée aux tasseaux sur les poutrelles ; ce règlement exige un mécanicien intelligent et exercé, et la surveillance de la machine en mouvement demande aussi plus de soins que celle d'une autre machine à vapeur.
357. On a essayé, notamment à Paris et à Lyon, d'appliquer les machines de Cornouailles à des prises d'eau en rivière. Dans ce cas, il faut introduire dans la machine un contre-poids lourd et encombrant, équivalent au poids des tiges des pompes dans les mines. Outre cet inconvénient, la flexibilité^d' allure de la machine de Cornouailles, très motivée pour les mines où la quantité d'eau à extraire est variable d'un jour à l'autre, n'est pas nécessaire pour un service quotidien à peu près régulier. Aussi pensonS-nous, avec Dupuit, que les machines doivent être employées seulement pour l'usage propre auquel elles ont été primitivement destinées. Leur principal mérite, qui consiste à brûler peu dechaibon, résulte de l'augmentation de la détente, et l'expérience montre que les autres machines se prêtent aux mêmes économies quand elles fonctionnent avec une détente prolongée, et qu'elles sont d'ailleurs construites avec soin et dirigées par un mécanicien habile.
368. Les machines qui servent au dessèchement du lac de Harlem sont des machines à double cylindre, mettant en mouvement un certcûn nombre de pompes qui puisent l'eau dans les canaux de l'ancien lac, et la déversent en dehors du périmètre desséché. Là encore la longueur de la détente permet d'obtenir à peu de frais un excellent service.
Ces machines sont au nombre de trois ; elles ont une puissance de (300 chevaux chacune. Elles ont emprunté la plupart de leurs dispositions aux machines de Cornouailles; les pistons mette. t en
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mouvement onze balanciers pour Tun, huit balanciers pour chacun des deux autres; ces balanciers rayonnent autour du bâtiment de la machine et font mouvoir les pistons des pompes. On peut interrompre à volonté le travail d'une ou de plusieurs pompes. Les trois machines, en vingt-quatre heures, peuvent enlever 20 millions de mèlres cubes d'eau-, elles ne brûlent que 1^'\.76 par heure et par cheval. Les pompes ont des clapets obliques, et un léger arrêt de la machine, lorsque les pistons moteurs atteignent leur point le plus bas, en facilite la fermeture. Cet arrêt est obtenu à Taide de la cataracte; les pompes donnent six coups à la minute; la course de leur piston est de 3".05 et son diamètre de 1".86. La machine a exigé l'emploi d*un contre-poids (*).
359. Pour les distributions d*eau dans les villes, la meilleure machine à vapeur pai^att être la machine rotative à action directe^ mettant en mouvement deux ou trois pompes, montées sur le même arbre de couche. Les types perfectionnés, avec une détente variable, brûlent peu de charbon et marchent parfaitement. Les machines qu'on destine à mettre des pompes en mouvement ne doivent i-ecevoir qu'un volant de faible poids, qui laisse sentir le ralentissement de la marche au passage des points morts. C'est le moyen de faciliter la fermeture des clapets et d'éviter les coups violents qui pourraient amener des ruptures. La préférence donnée aux machines à action directe sur les machines à balancier, résulte de ce qu'elles sont plus légères *et moins encombrantes, et surtout de ce que les actions qu'elles développent dans leur mouvement sont plus faciles à équilibrer.
3G0. Nous terminerons ces généralités en donnant d'après Dupuit, qui a été jusqu'ici notre guide, la marche à suivre pour établir les dépenses d'une prise d'eau avec machine à vapeur.
{') Da dessèchement du lac de Harlem^ par M. Gevers d'Eudegeest ~ Annales des ponts et chaussées, te comté de Lincoln, t. XU, 18S6.
A VAPEUR
Soit Q, en litres^ le volume d'eau à élever par période de vingtquatre heures, dans la saison de plus forte consommation ;
Q = ô^TT^ sera le volume d'eau, en litres, à élever en une seconde, ooâoo
Soit h la hauteur à laquelle Feau doit être élevée.
Le nombre ^ est en chevaux-vapeur la puissance utile qu'il est
nécessaire de donner à la machine.
En doublant ce résultat, on pourra faire le service en douze heures, ce qui évitera les embarras et les dépenses d'un service de nuit. En partageant cette puissance entre deux machines égales, on assurera encore mieux la continuité du service.
La dépense d'installation comprend le prix de la machine, avec la chaudière et les pompes; Dupuit l'estime au maximum à 2.500 fr. par cheval ; il y faut ajouter le prix des bâtiments et de la cheminée.
La dépense annuelle comprend les frais d'entretien et de réparalion, les frais de personnel (un mécanicien, avec un, deux ou trois chauffeurs, suivant l'importance de la machine et la durée de son travail journalier), et les dépenses de charbon et de graissage. Il y a une vingtaine d'années, une bonne machine brûlait 2 kilogrammes de charbon par heure et par cheval. Les perfectionnements récents de la machine à vapeur ont réduit cette quantité, et on trouve aujourd'hui des types qui brûlent à peine un kilogramme. On estime qu'une machine demande pour un demi-centime environ de graisse par heure de service. Pour tenir compte dés dépenses de l'allumage, ou les regarde comme équivalentes à la dépense de combustible afférente à un service d'une heure et demie.
Cette évaluation dépend d'ailleurs de la dureté plus ou moins grande du combustible employé.
Dupuit recommande de stipuler dans le marché passé avec le constructeur la puissance de la machine en chevaux, le volume engendré par le piston de la pompe, et le nombre de coups que les pompes devront donner par minute dans la marche normale.
CRUES
SYSTÈME HYDBAUtîQDE d'aRMSTROKG.
36 K Le système hydrauMque dû à liL Armsirong, le célèbre ingénieur de Ncwcastle, n'est autre chose qu'une application en grand de la presse hydraulique de Pascal. Cet appareil très simple, imaginé par Pascal comme exemple de la transoûsâioil des pressions dans les liquides, et décrit par lui da^s son. Traité de f équilibre du liquiurs ( 1 6&0) j est devenue urne machine industrielle lorsqueBraœah » en 1796, eut inventé les cuirs emboutis. M. Armatroog a mcmtré ensuite le parti qu'on pouvait tirer d'une colonne d'eau en charge pour effectuer certains travaux. Ne pouvant donner une description détaillée de ce$ appareils, nous transcrirons du moins ici la description souaûau-e suivante, que nous empruntons à l'^ocpo^é de la skâêation de la mé^ (umkque appliquée (*)• .
« Les s^ppareils hydrauliques imaginés par M. Ânn^ong ont poiir objet d'obtenir, par le travail régulier d'une machinie à vap^ir, ua travail disponible de beaucotip supérieur, pendant un court intervalle de tempvS, à la limite de puissance que cette machÎDe pourrait développer pendant la même période. Le serviciQ des gaires et des dodts exige la production disconlinue de semblables effort^ de durée géfiéraleinent assez courte. C'est une sériie de coups de eolHef^ qui exig^aieat d'une machine à vapeur une action courte et Irto éoergi^ue ; et pour que k machine fut capiable de les produire doBB je temps convenable, il faudrait lui dooner «ne puissance qui ne trouverait aucun enpioi utile dans les inteiTalles de ces actiopi» successives. La chaudière brûlerait du charbon sans production de travail, pour se trouver en feu au moment où la machine aursât i agir.
<( M. Âmstrong réduit, par le système hydraulique, la piissanee de la machine motrice à la moyenne des travaux à produire daosi une période suffisamment longue, viiagt-quatre heures par exemple. Cûucevons, pour simplifier cette expositioB, que la macbine à vapeur
(*) Paris, Hachette, 1867^ page 14 1.
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fantûanne d'une m»9ièr^ costiDu^, et. qu'on Vemplaie À élever de Teaa dans un réservoir plaoé k un certain J()iveau. G'^st au ré3erToir ainsi alixnenté qu'on empruntera la puissance motrice : on pourra en régler à volonté la dépense par le jeu des robinets t on pourra la faire naître et l'interrompre aux moments opportuns.. Le système hydraulique comprend donc, en principe, un moteur à vapeur de puissance moyenne» un réservoir d'eau alimenté par ce moteur, et des machines à colonne d'eau ou presses hydrauliques, qu'on met en action à volonté par un ^mple mouvement de clapets, en faisant écouler une certaine quantité de l'eau emmagasinée dans le réservoir.
f( On se servira par exemple du système hydrauUquepour eifectuer dans une gare toutes les manœuvres de force du matériel fixe, pour donner k une grue les deux mouvements qui lui sont nécessaires. Le système hydraulique s'applique de même au service des plaques tournantes. La manœuvre, faite à l'aide d'un appareil qu'on peut régler à volonté, communique à la plaque un mouvem^t doux qui n'a sur le matériel aucune action destructive. Dans les docks le système hydraulique s'applique au chargement et au dédiargement •des navires.
H Les appareils de M. Armstrong ont reçu des perfectionnements de détail qui en rendent aujourd'hui l'installation très commode»
a Prenons pour exemple la gare de Bercy, du chemin de fer de Paris à la Méditerranée. Le réservoir n'est pas en charge , mais à côté s'élève une colonne de 10 mètres environ de hauteur, dans laquelle la machine à vapeur injecte de l'eau ; la pression y est maintenue au degré convenable au moyen d'un contre^poids très lourd, qui pèse à la façon d'un piston sur ja surface supérieure du liquide. La ma- •cbine à vapeur amène ce contre-poids à scm poiot le plus haut ; CPtte hauteur obtenue, elle s'arrête d'elle-même. Mais aussitût que les travaux de la gare ont abaissé le niveau de l'eau dans la colotme, la machine se remet en mouvement et ne s'arrête que quand le niveau supérieur est atteint de nouveau. L'eau dépensée par les preases hydiMliques qui domient le mouvement à tous .les appareils die la gare vetaurae au réservoir, où la machine à vapeur la reprend pour
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la refouler dans la colonne, de sorte que c'est toujours la même eau qui circule dans cet ensemble de machines.
« Telle est la disposition qu'on donne aujourd'hui aux accumulateurs hydrauliques. »
Le même passage fait ressortir l'analogie du système hydraulique avec l'installation des écluses sur les rivières et les canaux navigables ; l'écluse est comme une grue hydraulique primitive appliquée au déplacement vertical des corps flottants.
Dans certaines villes, à Huli, par exemple, l'eau est distribuée sous pression dans tous les quartiers, et permet d'effectuer les travaux mécaniques les plus variés. Le même artifice est employé dans plusieurs villes de la Suisse, et sert à résoudre le problème de la distribution de force motrice dans les petits ateliers.
Signalons encore le parti que la maison Twedell^ en Angleterre, asu tirer du système hydraulique et de l'accumulateur, pour exercer des pressions très énergiques, et, au besoin, pour développer des chocs par l'intermédiaire de tubes articulés, aux points où il est nécessaire de les produire. L'eau sous pression est utilisée dans le système Twedell pour faire une foule de travaux, notamment les rivures. L'appareil donne à volonté un coup de marteau hydraulique.
THÉORIE DE l' ASCENSEUR.
362. Il y a plusieurs systèmes d'ascenseurs ; nous n'entreprendrons pas de les décrire, et nous nous bornerons à exposer ici les principes qu'on applique à.tous. L'ascenseur sera pour nous un plateau mobile, qui se déplace verticalement sous la poussée de l'eau, et qui doit être en équilibre indifférent à quelque hauteur qu'on l'arrête. Pour cela, en même temps qu'on l'attache à la tige qui plonge dans le liquide et en reçoit la poussée, on le suspend à des chaînes qu'on fait passer sur des poulies « et à l'extrémité desquelles on place des contre* poids. Le problème à résoudre consiste à disposer les diverses parties mobiles de l'appareil de manière que le centre de gravité de
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Tensemble, y compris l'eau, reste à la même hauteur dans toutes les positions du système.
Soit ÂB le plateau que nous supposerons d'épaisseur négligeable ;
CD la tige dé longueur l, qui s'enfonce dans le puits EF, où I)énètre l'eau motrice ; des cuirs de Bramah E, placés à l'orifice supérieur, empêchent las fuites de Teau à l'endroit où le piston sort du puits ;
AmnQ une chaîne homogène, attachée en A au plateau, passant sur la poulie fixe J, et portant à son extrémité inférieure un poids Q. En réalité, il y a plusieurs contre-poids et autant de chaînes et de poulies ; les chatnes s'attachent au pourtour de la plate-forme AB ; mais pour l'exposition de la théorie, on peut admettre que tous ces systèmes sont réunis en un seul, où les poids des chaînes et tous les contre-poids se trouveront totalisés ; P le poids du plateau et de sa surcharge ; MN le niveau de la surface libre du réservoir qui fournit l'eau motrice, à la cote H au dessus du sol ZZ' ; ce niveau est pris à la hauteur convenable pour tenir compte de l'accumulateur, s'il y en a un ; q le poids de l'unité de longueur de la tige; s la section de la tige; q' le poids de l'unité de longueur de la chaîne ;
p la pression par unité de surface exercée par l'eau sur la section inférieure D de la tige ;
T la tension de la chaîne au point A où elle s'attache à la plateforme; z la hauteur de la plate-forme au dessus du sol ;
,14 la bagneur QR de Uchaloe Gomprise entre k conti-e*poids Q et le niveau de la plate -forme ;
X la langueur totale AtnnQ de la «hatne, dioiinuée de la longueur mhi de l'arc qui s'applique sur la poalie ;
a la hauteur du centre 0 de la poulie au dessus du sol ZZ'.
Un second puits F' reçoit le contre-poids Q , s'il est nécessaire de le faiie descendre au dessous du sol.
L'équilibre du piston et de la plate-forme sous la poussée deTeauet sous la traction de la chaiiie s'exprime par l'équation
1) T+pS = P + ç/.
La pression p est réglée par la loi de 1* hydrostatique, pourvu que It déplacement de tascefiseur soil très lent; elle est mesurée par la colonne d*€au comprise entre le| niveau MN et la section D, et Ton a
n désignant le poids spécifique du liquide. Ici deux cas sont à examiner, suivant qit^ H est constant ou variable. Lorsque Tascenseur monte de la quantité dz, la quantité d'eau à fournir par le réservoir est Sdz; si donc Q est la section du réservoir, il en résulte
S une dimimUioD de haïUaiir égale à rrds^ de«erte qu'on a la relation
mm
ou bien
Hjj étant la valeur H pour z=0. On voitdoncque H est une fonction de Zy mais que si ftest très grand par rapport à S, on peut atlribuer à H une valeur constante H^. Néa&moiiiB nous conaerverans au csdcul sa généralité, en remplaçant dans l'équation (2) H par sa vàlrar déduite de (3)4 ce qui donne
p = n[Ho + /-z(i+|)].
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La tension T dépeikl de la hauteur Relative du cootre-poids par rapport à la plate-forme. Nous avons appelé X la scHume Am +nQ (les deux brins verticaux qui se détachent de la pouHe. Le brin Am est égal à a — z; le brin nQ surpasse le brin Am de la quantité que nous désignons par u. Donc
Cela poséj la tension T au point A est égale à la tension de la chaîne au point R, laquelle soutient le brin RQ et le contre-poids Q ; on a donc
'o: T = Q + gV = û + g'IX - 2(a - z,].
Substituons dans l'équation (1) les valeurs de T et de p; il viendra ré(juation d^nltive
.6) Q + g'[X — 2(«-2;]+nsrif, + i— 2^+|)] = p.|. 9/;
qu'on peut écrire
Q + î'CX-ga) + nS{», 4- n-^-ql -f Uq' - ûsfl + |)] 2 = 0.
PourqmJ'éfaifilwe aoH ifiâiOéreEit^ il laot tÈ 2 suffît tfse cette ^quatira soit satisfaite qnel que soit s^teqm evge qu'on aSt les deux relati(Mis
On peat prendre arbitorairemeiit tcnl ce qui se rapporte à la tige et an plaUan.
L'ensendde des chaînes devra irepréfienter, par mètre courant, un poids f' sensibl^SBeiiit.égal h la moitié da poids d'ean déplaoê par un laèlse de longueur de la tige. Lecotrtre-poidsQ est donné par la première équation» dans laquelle X — %m peut encore être choia arbitrairement.
Supposons ces condttioBft rempIteB. Oa anza à diercher les te»-
sions développées dans la chaîne et dans h tige. Dans la chaîne, la tension la plus grande a lieu aux points m et n ; elle est égale à
de sorte qu'elle augmente avec z, et qu'on en déterminera la plus grande valeur en supposant l'ascenseur parvenu à Textrémîté supérieure de sa course.
Pour la tige« appelons x la distance C6 d'une section quelconque G au plateau. Si R est la tension développée dans cette section, on aura pour l'équilibre du morceau GD
RS + ç(/ — x)=pS,
OU bien
Remplaçant p par sa valeur (4) en fonction de z, il viendra
(9) R = n[Ho + /-:r(^i + §)]-g^,
équation linéaire en z et en x, et qui exprime R par les ordonnées d'une surface plane. On voit que R est nul lorsque l'on a
(10) n[Ho + /-z^i + |)]=ç^,
ou, ce qui revient au même; pour une section G telle, que le pold^ du morceau GD soit égal à la sous-pression de l'eau. Eu général cette section où la tension est nulle existe toujours dans la tige ; cai* le poids P de la plate-forme et de son chargement n'est jamais bien considérable, et il faut même qu'il soit très petit par rapport au poids de la, tige pour que l'appareil puisse satisfaire approximativement aux conditions dé l'équilibre indifférent, quelles que soient les charges qu'on admette sur la plateforme. S'il en est ainsi, l'entrémité supérieure de la tige est soumise à une tension sensiblement égale à T, tandis que la base D reçoit une compression égale à pS. La tension R est donc positive en G, négative en D, et change de signe pour une section intermédiaire, dont la distance x est donoée en fonction de z par Téquation (10).
En général , une machine à vapeur est employée à entretenir à
DE L'ASCENSEUR
niveau constant le réservoir MN ; et le maniement de l'appareil s'obtient en ouvrant le tube d'amenée de Teau, s'il s'agit de monter, ou le robinet d'évacuation qui laisse l'eau s'échapper, si Ton veut descendre. On reconnaît les traits principaux du système hydraulique. Voici, à titre de renseignements, quelques données relatives à l'ascenseur du Trocadéro, construit à l'occasion de l'Exposition universelle de 1878 :
Course de Tascenseur 62*.50
Longueur dû piston en fonte 63 .00
Diamètre 0 .25
Profondeur du puits.* 64 .00
Diamètre 0 .90
Surface du plateau de la cabine iO mètres carrés.
Poids du piston plongeur 20 tonnes '/,.
— de la cabine • . . 5 —
— de Tensemble des contre-poids, qui sont au nom-
bre de deux 2 —
Cotes du réservoir au dessus du sol '75 mètres.
Dépense d'eau par voyage 6 mètres cubes.
Le réservoir est entretenu à un niveau sensiblement constant au moyen de pompes qui sont mises en« mouvement par une machine à vapeur. Le travail des pompes est réglé de manière à fournir au réservoir 1 mètre cube d'eau par minute. ,
Dans le système Heurtebise, l'équilibre indifférent est obtenu sans chaîne ni contre-poids. Le rôle de contre-poids est rempli par un piston auxiliaire de gros diamètre, qui se meut sous la poussée de l'eau dans un corps de pompe latéral au tube principal. Les déplacements du piston principal et du piston auxiliaire sont réglés par le simple jeu des pressions, de manière que le centre de gravité général de l'appareil, eau comprise, reste à une hauteur constante.
PUITS ARTÉSIENS
363. Les puU$ artésiens établissent une communication libre entre la surface du sol et les masses d'eau souterraines comprises entre deux formalions imperméables. Supposons qu'on implante un tube
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piézométriqiie iadéfini dans la couche qui comprend une nappe liquide. L'eau va monter dans le tube jusqu'à la hauteur qui mesurera la pression du liquide au point d'insertion du piézomètre. Le niveau ainsi obtenu est inférieur au plan de charge de la nappe liquide, ai elle est animée d'une certaine vitesse, ou si elle appartient à un courant souterrain ; alors le plan de charge est au dessus du
sommet de la colonne piézométrique de toute la hauteur, —, due
à la vitesse de ce courant. On peut aaàmiler la nappe liquide en mouvement à teau qui coule dans un tuyau de diamètre D, et poser, entre la vitesse u et la pente j de la ligne de la cliai*ge, laae équation de la ibrme
cj>(u) étant une fonction de la vitesse u. Le mouvement de l'eau au sein de la terre s'opère généralement par des interstices très petits; dans ce cas, la fonction <p(u) est sensiblement propoi'tionnelle à la
première puisfianoe de la variable u (§ 121, nôCe), et oomoie on
peut faire entrer le facteur jD dans le coefficient de cette fonction»
on pourra poser
|x étant un nombre qui dépend de la nature du terrain à travers lequel coule la nappe liquide. Il parait vraisemblable d'admettre aussi que la vitesse u est sensiblement la même dans toute retendue d'un même terrain, de même que la vitesse moyenne d'un fleuye est partout la même dans la traversée d'une même formation géologique (§ 169). En un mot> le mouvement de Teau souterraine est supposé uniforme ; la ligne de charge est alors parallèle en tous ses points à la ligne piézométrique.
Çoient AB, A'B', les surfaces de séparation de la couche aquifèie aMC les terniM impenaéftblea qiri ooorstiiuent pour elle noeTéritâbk cmuhBle forcée. On iitsère au point G de la couche un tube vertical îiNiéiiDi, GD>; l'eau «oote dans ce tube, tn vertu de sm pre?-
ARTESIENS.
Fig. U2.
sioD, jusqu'en un point D, et k hauteur CD. est la mesure de cette pression, abstraction faite de la pi^ession atmosphérique. Il peut arriver que le sommet de la colonne soit en un point D', inférieur à la surface FG du soL Mors le puits artésien devient un puiu absorbant; si Ton y jette une petite quantité d*eau, le puits ne se remjdit pas^ et la nappe iniérieure absorbe toute Teau qu'on y a versée. Supposons d'abord que la vitesse u du liquide souterrain soit nulle ou très petite. Admettons que le niveau plézométrique soit au point D, au-dessus du sol, et coupons le tube en un point H inférieur au point D. Cela revient à réduire en ce point la pression du liquide à la pression atmosphérique; par suite, il se fera par la section H un écoulement de liquide, comme par un tuyau qui sortirait d'un réservoir et déboucherait librement dans l'air. Cherchons quel sera le débit de ce tube. Soit R le rayon du tube supposé constant dans toute son étendue ; CD 2= A la haujbeur piézométrique au point C , abstraction faite de la preseioB atmosphérique ; et CH==a? la longueur conservée par le tube apr^ qu'on l'a coupé au point H.
La longueur du tube CH est x; au point C la hauteur piézomé-
trique est ^ + ^? au point II, elle n'est plus que g*. La pente pié-
zoffl6trique rapportée à la longueur du tuyau est donc
■;vvv
et par suite Féquation du monvemeirt du liquide dans le tube est
A chaque hauteur x correspond à une vitesse v et un débit Q^vX'kR^. On peut, connaissant R, x, b^ et v, déterminer la hauteur h qui mesure la pression au sein de la masse liquide souterraine.
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Si le débit Q est très petit par rapport au volume de la nappe d'eau souterraine, le régime de cette nappe en sera à peine changé, et le puits fournira d'une manière continue le même volume d'eau. Le produit d'un puits artésien n'est pas influencé par les saisons, lorsque l'étendue de la nappe d'eau qui l'alimente est assez grande pour rendre indifférente l'irrégularilé des pluies. Telle est l'influence des grandes masses : le volant d'une machine corrige les variations de la vitesse d'un arbre tournant; la masse d'un train sur un chemin de fer assure l'uniformité du mouvement, malgré les inégalités du travail de la locomotive ; la masse de l'Océan produit un effet analogue sur la température moyenne des iles et du littoral, et resserre «ntre deux limites étroites les variations du thermomètre d'une saison à l'autre.
Si la vitesse du courant souterrain n'est ni nulle ni très petite,
tout se passe comme si l'écoulement dans la nappe et dans le tube
s'opérait par une conduite branchée.
Soit z la hauteur piézométrique au point G, abstraction faite de la
Fig. 233. pression atmosphérique.
H 1^ La hauteur piézométrique au point H, évaluée
de même, sera égale à zéro.
Appelons û la somme des sections d'écoulement dans la couche ABB'A; on peut admettre que cette section est la même dans deux coupes, faites, l'une M en amont, l'autre N en aval du puits artésien ; appelogs Q le débit de la couche aquifëre dans la section d'amont, Q" le débit de la même couche en aval, et g = Q — Q' le débit du puits..
Si l'on fait abstraction des diverses pertes de charge, on aura pour l'écoulement entre M et G l'équation
entre G et u' l'équation et dans le tuyau GH
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ayec les équations de débit
Q=Ûa,
^ = Q — Q' = KR»xt?.
Le débit Q' étant inférieur à Q de tout le débit, 9, du puits artésien, on voit que la vitesse t/ est inférieure à u ; par conséquent f est inférieur à j; l'ouverture du puits artésien a donc pour conséquence une variation dans la ligne piézométrique de la nappe souterraine.
Si le tracé de la nappe souterraine est à peu près connu, on pourra calculer les valeurs des pentes j et / ; on aura donc le rappor
--7 des vitesses, et par suite le rapport ^, des débits. On connat
d'ailleurs la différence Q — Q' = qf, qui est égale au débit du puits. Donc on peut obtenir dans ce cas la mesure du débit Q de la nappe souterraine.
En faisant varier les pressions au sein de cette nappe on pourra faire varier les débits. L'observation du débit à diverses hauteurs x peut fournir ainsi de précieuses indications sur le mouvement du liquide souterrain. On voit en même temps quelle influence peut avoir sur un puits artésien déjà construit l'ouverture d'un second puits pénétrant jusqu'à la même nappe. C'est ce qu'on a constaté pour le puits de Grenelle, quand on a ouvert le puits artésien de Passy.
Les observations de ce genre, pour être entièrement concluantes, exigent que le puits soit entièrement tube ; autrement on n'est pas sûr qu'il n'y ait pas de pertes de liquide par infiltration à travers les parois naturelles du forage {*) .
Le succès d'un forage pour donner de l'eau est loin d'être certsdn, à moins qu'on n'en ait déjà fait dans le voisinage quelques tentatives, et c'est en définitive un moyen coûteux de se procurer une eau chaude, et qu'on ne peut employer à tous les usages.
('} V. sur cette question des paits artésiens Darey, des Fontaines de Dijon, ehap. III^ p. 137. — Dnptilt, Traité de la cùnduUe et de la distribution des eaux, 2* édition, § 44 et salT. — Annales des ponts et chaussées, 1866. Note relative au calcul des déhits des puits artésiens, observés à différentes hauteurs, et à V influence des diamètres de colonnes ascensionnelles, par M. Hichal.
SYSTÈME OANBUL'.
36a. M. Hanriau, de Meaux, a imagioé de &ire usage d'un puits absorbant, OÙ il peut perdre l'eau '"" ' motriM.pourcréeruBeciiute
qu'il utilise pour faire monter de l'eaa i. un niveau déterminé. L'apporeii récepteur et l'appareil éléraloiresoBt tous deex des du^elett. d'iB^ales longueurs, montés sur un même arbre tournant. Le eliapelet étévatoire MM prend feaa dans ie puits D, la fait remonter par le tube K, et la déverse dans ta bâche L Ce cfiapelet est mis en mou- TCment, par Tintermédiwre de la poulie Q, à Taide du chapelet moteur JJJ , dont le biin descendant traverse le tube H. II sulTrt d'ouvrir un rtrfîinet pour mnener au tube l'eau du puits D-, elle descend en entraînant le chapelet, et se rend au fend R du puisard E, d'où elle se perd dans les Couches absorbantes du sous-sot. D'après cette disposition, une partie de Feau du puitsjB tombe dans le puits inférieur, et le travail réalisé par cette chutfi sert à faire monter ur c^talu poids d'eau au niveau du sol.
3â&. bemime ànenteiff «mpioie les puits artésiens pour faire foDc- Uannar «ne fonlEÙne de Héw», qui élèye nne parlie des eanr feumies par !e piùts à un niveau supérieur à cdni qrf elles atteindraient na- ^,_ ^^^ torellement. Le tube ou repré-
I sente Je-pwits artésien, (lùreau i arrive, par exemple, au niveau.
f dn sol. Les vases c, c et /" représentent les troB étages or- ■ dinaires de la fontaine de Héron. Des tobes c/ les mettent en communicatron. L'eau du puits artésien se rend en partie par un tobe vertical dans le vase inférieur , où elle comprime l'air. Une autre partie suit le tuya» g, et va alimenter,en soulevant des soupapes, le réservoir Inteniiédiaire. L'air duréservoirînférieuraugmenie de pression à mesure que ce réservoir se remplit, et l'excès de pression ainsi produit se ■ transmet par le tube ee à la surface du liquide du réservoir c'; l'eau monte sous celte poussée dans le réservoir supérieur, on elle se déverse, Lorsque le réservoir inférieur est plein, le jeu de l'appareil devraifcesser; mais le fond de ce vase est attaché à un levier gg qui bascule, lorsque la cbarge d'eau qu'il supporte atteint une certaine limite; le vase se vide aussitôt dans le puits l, et par le tube m dans les coBcbes absorbantes situées plus bas. Le levier est alors ratnçnê dans la position horizontale par le contre-poids mobile h.
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et le vase inférieur se trouvant refermé peut se remplir de nouveau; il en est de même du réservoir intermédiaire c', qui n'étant plus soumis à un excès de pression intérieure, laisse arriver par les soupapes une nouvelle quantité d'eau. L'appareil, en définitive, fonctionne automatiquement avec intermittences régulières (*).
iôô. La théorie des jets d'eau a une certaine analogie avec celle des puits artésiens.
Un jet vertical monte à peu près à la hauteur due à la vitesse des molécules liquides sortant de l'orifice,' c'est-à*(Ure à la hauteur du plan de charge sur l'orifice, moins la pression atmosphérique. La différence est due à la résistance de l'aii*, et si Ton compare la hauteur observée à la hauteur calculée, on trouve que la première est égale à la seconde multipliée par un coefficient à peu près constant, que d'Àubuisson fixe en moyenne à 0.93. Les anciennes expériences sur les jets d'eau sont dues à Mariotte et à Bossut ; elles ont été re-
prises par Baumgarten, qui a constaté une augmentation du coefficient à mesure que le diamètre de l'orifice augmente (*).
Les jets inclinés donnent une image persistante du mouvement parabolique des corps pesants. Abstraction iaite de la résistance de Tair, la gerbe formée par les filets d'eau lancés avec une môme vitesse dans toutes les dissections autour d'un même point, est limitée à un paraboloïde de révolution à axe vertical, dont le foyer coïncidé avec le centre de l'orifice, et à un même moment, toutes les molécules qui ont traversé à la fois l'orifice se trouvent situées sur la surface d'une même sphère (*").
Enfin, les jets d'eau en nappe, par exemple l'expérience de la cloche, fournissent de précieuses indications sur la viscosité des liquides et sur l'action de l'air pour détruire la continuité de l'écoulement.
(*} Voir 8ur ces appareils un rapport de H. Haton de la GoupiUière à la Société d'encouragemenr, Janvier 1876.
(*) Daicy, Fontaines publiques de la ville de Dijon, p. 436. (**) Ch. Delaunay, Mécanique rationnelle, p. 163.
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367. Nous avons vu (§ 86) que Técoulement d'un fluide par un ajutage est un moyen de produire une aspiration dans uq tube latéral, et nous avons fait remarquer que ce phénomène, étudié pour la première fois par Venturi, pouvait être regardé comme le point de départ du procédé inventé par M. Giffard pour Falimentation des chaudières. On peut y ajouter une série d'expériences de Savart sur le choc des veines liquides sortant de vases entretenus à des niveaux constants (*) . Savart a observé que dans certains cas la veine sortant de l'un des deux vases pénétrait par Torifice ouvert dans l'autre, malgré la pression du liquide intérieur. Vitijeeteur Giffard repose pour ainsi dire sur une combinaison de ces deux ordres de phénomènes : la vapeur qui s'écoule d'un générateur rentre dans le même générateur en soulevant une soupape, et en entraînant jusqu'à vingt fois son poids d'eau. LMnvention remonte à Tannée 4859; depuis cette époque, l'injecteur a été appliqué à toutes les machines à vapeur, et rend les plus grands services, surtout pour les locomotives, où le service régulier des pompes était si souvent interrompu. La théorie de cet appareil est encore un peu obscure, malgré les travaux de M. jpombes (**) et les expériences dont il a été l'objet, entre autres celles de M. Deloy (***). Nous nous bornerons ici à donner une description de l'injecteur, et à indiquer la théorie sommaire que M. Giffard en a proposée lui-même.
La vapeur A sort de la chaudière par le luyau Y Y', qui s ouvre au moyen du robinet B; elle entoure un tuyau percé de trous oo^ et traversé longitudinalement par une aiguille D qui finit en pointe.
(*) Armâtes de physique et de chimie, t. LV, 1833. — Expériences citées par Poncelet^ Introd. à la Mécanique industrielle , p. 677. (■•) Annales des mines, 6« gérle; t. XV, p. 169. — /*û/., t. XVII, p. 311, (***) Annales des mines, h' série; t. XVU, p. 301.
Le tuyau se termine par une tuyère 0. La manivelle E, mettant en mouven'<eiit une vis, sert à déplacer l'ùguille D, et à régler l'ouverture libre de la tuyère. Outre ce pnemier règlement, on peut
ikmner à la tuyère de petite déplacements vers la droite du vers la gaache, au moyen de la vis jr mancuvrée par la ptHgoée 6.
L'aiguille sert h mettre l'appareil eo train ; ou l'engage 'dans la tuyère pour activer le courant de vapeor; on la reptîre qnaod l'aspn ratwQ est bien établie.
Le jet de vapeur airive au point 0 animé d'une grande vHease. L'espace 0 communique par un iMvxa ZZ' avec le réservoir qm coniJent l'eau destinée à l'aJimaitation. Le passage du jet de vapeur dans la région 0 produit une a^aiatjon, et l'eao FafDueparletuyaD ZZ'. tl ee fait en 0 un uélaDge de vapeur et d'eau qui trairerse l'osverture I , passe dans une région lui M est sonmiB 1 la praston attDOSf^érique, et l'entre dans la chatktîëre parle tm/tm ifa'tw^atf X', en soulevant la soupape N. Un conduit VV appelé trop-plein, permet l'évacuation du liquide qui manque l'entrée du tuyau X'. La paroi qm-entoure fespace IKest percée d'orifices qo'i» peQtf«nner ou ouvrir à volonté, en tournant la bague m, percée d'ouvertures eon'espoadantes.
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Si Ton ajpjielk Tk vitesse du |^de vapeur A^lasoitie '4e Ja tuyère,
et P le poids de vapear qui s'éooule «dans r«iHté4e Mmps, h ^lian^
tité de mouvement du fluide qui sort de la diAHâière pendant un
PVO temps 0 sera représentée jMu: — « Appelons Q le poids d'eau entraîné
par unité de temps, et v la vitesse du mélange qui passe en L; la quantité de mouvement du mélange d'eau et de vapeur* rapportée
de mâiDe<aa ^feemps 6« seva /■ ^- jrii^ les forces extériemM qm
agissant sur ce i9yst%me som sensiblement ïmlleis ; on aura donc ï'êqua'fion
PV = (P + Q)v.
Cette équation donne le {MÛds P die vapeur qu'il faut laisser écouler pour entraîner dans la chaudière le poids, P + Q, du mélange «â'*eautet de vafMv. En géoéral^ on «tûne le peUs, P 4- Q ^n atgineniant de àO p. 100 «nviroa le poids de la vapeur que la chim^ diàce produit dans TimiÉé de temp^ poids qui dst à peu près pro^^tioasnel à la surface de ^^baoifle. Cette addition dé JkO p. 100 a pour objet de tenir compte de l'eau liquide entraînée avec la vapeur dans les cylindrèsw II reste à déterminer les vitesses 9 et Y. Or la |»*esslon 4ptt règne eti 0 autow de la veine de vapeur ^animée de la vitesse V est peu «difrérente de la pressien atttfeeej^feériifDe. On peut donc ad« ittetlre avec IL Giflard que cette vitesse Y est celle qu'acquerrait daiiisl';ak' oa jet gaieux sortant fibrenent d'un vase où Ja pression serait égale à celle de la vapei&r daas la chaudière. Oq peut d'ailieurs assimiler ce gaz à un liquide dont le poids spécifique n serait constant. Désignons par n le nombre d'atmosphères de la vapeur; p^ représentant la pression atmosphérique, la vitesse Y sera donnée par l'équation
PoXjn — 1)
La vitesse v à l'entrée du tayan diteiigent doil Atrè détermlbéé de telle sorte, que l'effort exercé par le 0gMHÊt en nefaveoient sur
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la soupape N soit capable de maintenir cette soupape levée malgré la pression du liquide contenu dans la chaudière. On représente cette vitesse par la formule
iglLx?S^
dans laquelle D' est le poids spécifique de l'eau liquide, et* K un coefficient supérieur à l'unité, qu'on détermine empiriquement. Od prend ordinairement D' = 1,000'" et K = 2.00 à 2.25.
Les poids P et Q sont d'ailleurs liés aux sections minimum, w et it>\ de la tuyère et du tuyau divergent, par les relations
p = wvn,
p + Q = w'rn",
où n représente le poids spécifique de la vapeur, et U" le poids spécifique du mélange de vapeur et d'eau qui traverse la section co'. Le poids n'' est à peu près la moitié du poids spécifique de l'eau liquide, c'est-à-dire 500 kilog. Ces équations font connaître les sections o)
et Ci)'.
Prenons pour exemple une chaudière où la pression est'de 7 atmosphères ; elle a pour surface de chauffe 25 mètres carrés, et chaque mètre carré produit en moyenne 20 kilog. de vapeur par heure.
Le poids P + Q se calculera en augmentant de AO [centièmes le poids de la vapeur produite par heure, et en divisant par 3600 pour ramener les mesures à la seconde. II viendra
Q_25X20XM0_700>^^_ *^^"~. 3600 ~3600~
On a de plus
Le poids spécifique n de la vapeur saturée à 7 atmosphères, c'està-dire sous la température de 165% est 3^". 5. Oi;i aura donc successivement
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2y X — |-g — = V^^rx 17709. = 590" environ,
40330 X fi %g X 2.25 X ^QQ^ = v^2^ x 139-.54 = 52-.30.
, PxQ 0.194 „^ »„»„„-,
- - F^Tff' = 58.30 X 600 = «■'•«»•««"•
La section de la tuyère devra recevoir un diamètre de 3 millimètres l/2y et la section minimum du tuyau convergent un diamètre de S millimètres.
368* Connaissant les poids P et Q, il est facile de trouver la température de l'eau d'alimentation introduite dans la chaudière.
Appelons T la température de la vapeur sortant de la tuyère ;
T' la température de l'eau aspirée par le tuyau ZZ';
Et, t la température du mélange à l'entrée du tube divergent.
Le poids P de vapeur aura perdu, en passant de la température T à la température t^ une quantité de chaleur qui sera égale, sauf des déperditions peu importantes, à la quantité de chaleur gagnée par le poids Q d'eau en passant de la température T à la température t.
Or la chaleur perdue par 1 kilogramme de vapeur qui passe, sous pression constante, de la température T degrés à celle de t degrés est égale à l'excès de la chaleur nécessaire pour vaporiser sous cette pression 1 kilogramme d'eau liquide prise à zéro, sur la chaleur contenue à r dans l'eau liquide, ou d'après Regnault à la différence
La quantité de chaleur abandonnée par le poids P de vapeur est le produit de cette différence par P. La chaleur gagnée par le poids Q
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(Veau liquide de T à r est d'ailleurs
On a dcMBC 1^ _
et Ton en déduit
La température T n'est pas égsde à la température de la chaudière; on ne la connaît pas avec beaucoup d'exactitude; mais on peut l'évaluer au moîos à 100% et r-équfttioa doBoera une lîmlle ioférîeuiie de la températore i.
Dans l'exemple que nous venons de donner, si l'on suppose
T' = 40% et T = ioa«, on aura
Le principe de rinjecteur GifTard peut être af^(|ué -ausâ bien à l'épuiseoieiit des liquides et à \x condeos^tioià de la vapeur qu'à Talimentation des chaudières. Le cùndensêur-^ectmr d'Alesandre MortOB permet, par eitemple« de suppriiaôr ia pompe à air des machioes àvaj>eur (*)•
Une autre belle application de l'éjecteur est celle qui a été faite par M. Smith au frein à vide ou vaemim tfràke^ Uii jet de vapeur âortant de ia locomotive détermine une forte dépression de l'air contenu daos uue conduite étancbe qui règne dans toute l'étendue du train. Cette dépression suffit pour inettre en Biouveuient) sous la pression de l'atmosphère, des pistons qui produisent le serrage des sabots contre les roues, et l'enrayage du train s'opère ainsi en quelques secondes.
( * ) Compte rendu des expériences sur le condenseur-lecteur da H. Alextndre H«rtOD, pur H. I. Macqaorn Hanklne (Extrait des Transatlions of tke tnstûution ôf SÈgineers m SeotltÊtd, 11168-09. -* Puik, Illuiod, ISO.)
PULSCWËIIItiE BE HALL.
PUEWHËTBE DE RiEL,
'69. Le pulsomèire a pour objet d'élever de l'eau à rûded'aae certùne dépense de vapeur. Il se compose de deux chambres A,A, en forme de poire, commaDÎquant à leur partie supérieure avec un
D poin <t <£ b cbambie d'itpintiou.
[uyan T qui amèae la vaiMor; 4e 'dessous dee dbnolirBB -eit otaofé par des tiÊftta qui a'mivroiit de -daÉNcs ea dsâaus, et qni les font communiquer avec une chambre d'aspiration D, fermée elle-iOiâiBe
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(l'eau liquide de T à 1
^Dt de la chambn ° est daxUeara ." , . , , jnent h. munie de im
Q X (/ — T}. -es en poire. Dd réservoir
On a donc l'«gdité
yuamnnique avec la chambre
et l'on en déduit
y-^^iWBlwïdetelauiiiHih
La temj
ftière ; on i
l'évaluer l
rie lire de I
Dans."-'
Uoe soupape osdllante, placée au point S où les deux poires se réunissent au tuyau d'amenée de la vapeur, ferme et ouvre alieinativemént les deux poires, et laisse la vapeur pénétrer à pleine pression dans l'une, en même temps qu'elle la laisse se condenser diiis l'autre.
DE HALL
nètre est Torgane central auquel se réunissent trois
: le tuyau T, qui amène la vapeur; le tuyau d'aspira-
lonné à la bride M, et le tuyau de refoulement,
^ ?il résulte de l'oscillation de la soupape S,
.1 état d'équilibre instable, et se jette alternati-
. et à gauche, suivant les pressions qu'elle subit.
d tombée du côté droit, et fermant la poire droite. La
pénètre alors librement dans la poire gauche, que nous
Imposerons remplie d'eau. La pression refoule cette eau, ferme les clapets d'admission, ' et soulève les clapets de la chambre de refoulement. L'eau se trouve ainsi chassée par la vapeur dans le tuyau ascensionnel. Mais bientôt la vapeur, qui est en contact avec Teau par une surface graduellement croissante, se condense et perd sa pression. La diminution de pression détermine un mouvement des soupapes; la soupape S bascule et se jette à gauche, les clapets de refoulement retombent et ceux d'aspiration se soulèvent. Le vide partiel produit dans la poire gauche produit une aspiration, qui ramène l'eau dans la chambre D et dans l'autre poire. Pendant ce temps les mêmes phénomènes se succèdent 4ans la poire droite, et on conçoit que l'affluence du jet de vapeur, qui d'abord agit à pleine pression, puis se condense dans chaque poire, communique à l'eau un mouvement ascensionnel que le matelas d'air contribue à rendre plus régulier. Des reniflards sont méqagés pour entretenir la quantité d'air du réservoir B, qui autrement irait en diminuant.
La mise en train de l'appareil peut se faire à l'aide de la vapeur seule, moyennant qu'on ouvre et qu'on ferme alternativement le tuyau d'amenée; mais il est préférable d'amorcer le pulsomètre en le remplissant d'avance d'eau, ainsi que le tube d'aspiration. Pour que l'appareil fonctionne dans de bonnes conditions, il est prudent de limiter la hauteur de la colonne d'aspiration à A à 6 mètres d'eau; la hauteur de refoulement doit être un peu inférieure à la colonne d'eau équivalente à la pression de la vapeur.
On évalue à !• environ par 6 mètres d'élévation, l'excès de tem-
GdH
PULSOMÈTRB Dfi HALL.
pènatuve GommuDiquée' à Yemi nxoDtée, par suite de la quantité de vapeur qm s'y condeoae'.
Le pulsomëtre constitue un appareH élévatoire des plus simples, il se prête au passage de toutes les matières liquides, ec peut fonctibuner dans les conditions les plus (fiferses. H n'exige presque pas d'installation ; on peut, par exemple, le suspendre dans un puits 0V€« des cordages, sans être forcé d'y faire descendre les ouvriers pour inistaller un appareil hydraulique. On s'en sert comme pompe à incendie^ comme pompe à épuisement, comme condenseur et pmBpe à air des machines à vapeur; on peut le faire fonctionner svee 1» vapeor êe condensation (Tune machine, si la hauteur à laquelle* on doit élever l'eau est sufBsamment petite; il est susceptible, en un mot, des usages les plus variés.
Le fulsaieur de M. Bretonniêre est fondé sur un principe analogue au polsoonètns de Hall, seulement on y trouve un diaphragme faisant pttston qui sépare toujours la vapeur de F eau sur laquelle la pression' àmt s'exercer. L'appai'eil est plus perfectionné, mais en même temps moins, original et moins simple.
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SUPPLÉMENT
370. Le problème de la détermination des coefficients constants qui entrent dans les formules du mouvement uniforme est ramené, comme on Ta vu (§§ tlA, 122, 176), au tracé d'une ctroite qui s'écarte le •moins possible d*un certain nombre de points situés dans le plan, et dont chacun résume les résultats d'une expérience* Plusieurs' méthodes peuvent être employées pour cette détermination, entre autres la méthode de$. moindres carrés* Nous en donnerons ici une traduction graphique, que nous empruntons à des notes, de M* le professeur Giuseppe Jung, extraites des comptes rendus de Y Institut royal lombard (série II, vol. Xlll, fesc. ¥111 et IX, Milan 1880).
Soient donnés dans un plan n points rapportés à deux axes rectangulaires, et définis de position par les coordonnées
cTj et yi, Xj et y,, Xn et y*;
nous supposerons pour plus de généralité que ces points aient des masses
et nous chercherons une droite y = ax -j- 6 telle, qu'en formant
pour chaque point les différences y^ — ax^ — 6, y, — ax^ — 6,
y^—ax^ — 6, la somme des produits des masses par les carrés de ces différences soit la moindre possible, ou que la fonction
S = \^ nuiyi — oxi— 6)*
soit un minimum. Remarquons tout de suite l'analogie de la sommé S avec un moment d'inertie; c'est la somme des produits des maâses par les carrés de^^ distances à 1a droite cherchée, mais ces distances, au lieu d'être pcises. suivant les noanaLe& à la droite, sont comptées sur deis droites parallèles à l'axe OY» Oa pourjrait appeler la somme S le moment d'ùierUe obliqtte des points donnés par rapport à la droite cherchée.
MOUVEMENT UNIFORME
Il est facile de reconnaître d'abord que la droite doit passer par le centre de gravité des points donnés.
Considérons en effet une droite quelconque (L) , puis menons à cette droite une parallèle (a) passant par le centre de gravité G des points donnés. Soit y' la distance d'un des points donnés à la droite (L) , mesurée parallèlement à l'axe OY, et y{ la distance du mâme point, mesurée suivant la même parallèle, à la droite (X) ; on aura
y' = V + tf, a désignant la distance oblique des deux parallèles. On en déduit
Multiplions par m, et faisons la somme, étendue à tous les points; il viendra
Or V my\ = 0, puisque la droite ()^) , par rapport à laquelle on prend
les distances t^'» passe au centre de gravité 6. La somme ^^fnt/^ se
compose donc seulement de la somme V tmo'* relative à la droite
(X) , et du produit Ma* de la masse totale par le carré de la distance oblique des deux droites. Lorsqu'on transporte parallèlement à ellemême la droite (L) au centre de gravité, on réduit donc le moment d'inertie oblique de la quantité MaS et par suite la droite qui rend minimum le moment d'inertie oblique est une de celles qui passent au centre de gravité.
On remarquera l'identité de cette théorie et de celle que nous avons établie (§ A9 de la Résistance des matériaux) pour les moments d'inertie proprement dits.
371. La question est donc ramenée à déterminer l'orientation d'une droite passant par le centre de gravité, qui rende minimum le moment d'inertie oblique. Pour cela reportons-nous à la construction donnée au § A8 de la Résistance des matériaux pour la recherche des rayons de giration des systèmes plans. Construisons Yellipse centrale dUnertie des points donnés, et prenons pour demi-axes de cette ellipse les rayons de giration du système de points par rapport à l'axe conjugué. Prenons, par exemple, GA = a = paB» et GA = 6=pAG- Si
DES EAUX COURANTES
l'on demande le rayon de giralion par rapport à une droite GN passant par le point ff , il suffira de prendre la distance MP à cette droite
pjg 159 GN du point M, extrémité du dia-
\ mètre conjugué GM à la direction
GiN. On aura MP = cc„, et le moment d'inertie nf)rfnal du système ^ par rapport à GN sera égal au pro-
duit
Mx MP*,
ou encore, sera le m^me que si toute la masse des points donnés était concentrée en un point quelconque de la tangente MT, parai-
lèle à GN.
^ Pour passer des moments d'inertie normaux aux iromenls d'ineriie obliques, les distances étant prises parallèlement à une direction donnée, on observera qu'il suffit de substituera MP, distance norniale des deux parallèles GM, MT, la dislance des deux mêmes droites mesurée suivant l'obliquité voulue* Eu effet, les distances obliques se déduisent des distances normales en les multipliant parun même facteur, égal à l'inverse du cosinus de Fangle c mpris entre les normales et les obliques, et ce facteur affecte de la même manière les distances individuelles et la distance moyenne MP. Si donc on mène par le point G une droite GK parailèle à l'axe des y, et qu'on détermine le point K où elle rencontre la
tangente MT, la somme V fw,(î/, — aXi — 6)% prise par rapport à la
droite GM » sera égale au produit
MxGK\
^ Le minimum de la somme correspond au minimum du segment GK. Or le point R, appartenant à la tangente à l'ellipse au point M, est situé en dehors de l'ellipse, et le minimum de GK a lieu lorsque le rayon GM coïncide avec le rayon GK, c'est-à-dire lorsque la droite GN est le diamètre conjugué de la direction donnée GK ; car
€n HOtlVBUEMT UNlFdRIIB
alors le point K e(ri[neide avec le point M , et tombe rar Petlipse même. On en dédait ce théorème, dû à M. Jong :
La droite qui rend minimirnî le moment dCineriie oblique^ les distanees ilant prises parallèlement à une direction donnée^ est le diamètre conjugué de eeUe direction dans t ellipse centrale dUnerlie,
Si Ton demandait de rendre minimum la somme des produits des masses par les carrés des distances prises normalement à la droite cherchée, il faudrait faire coïncider cette droite avec le grand axe de l'ellipse d'inertie.
Cette théorie trouve son application dans Thydraulique pour la résolution des problèmes auxquels nous avons renvoyé. Le facteur m, à attribua au point n** i peut être un coefficient de précision, si les observations ne présentent pas le même degré d'exactitude ; si la précision est la même pour toutes, on fera tous les coefficients m
égaux à l'unité. On peut aussi poser d'une manière générale m,=— ,, et alors ta somme S deviendra
OU la somme des carrés des erreurs relatives; c'est cette somme qu'il importe, en général, de rendre la plus petite possible;
S72. Le problème est ramené dans tous les cas à la oonetruclioD de l'ellipse centrale d'inertie d'un système de points donnés dont les masses sont connues. Il est très facib de réduire ce problème à la recherche du centre de gravité d'un système de points situés dans an plan. Supposons d'abord qu'on ait trouvé les coordonnées du point G, centre de gravité des points donnés. Faisant passer par ce point deux axes rectangulaires, on aura à déterminer les trois sommes
^wia;', ^my*, ^mxy,
qui suffisent pour définir l'ellipse d'inertie. Prenons arbitrairement une longueur a, et posons
Les quantités a?', y", z' pourront se déterminer graphiquement avec
teftueoij^ de £stcilit6 en fonctkm de ds et de y. Mttltipiîant par m e^ ajotitant, ii ykBdn
de dorte que fai recherche des trois sommes se ramèse à la recherche du centre de gravité des points de masse m qui ont pour coordwnées d/ et y', et à la recherche de l'abscisse du «entre de gravité des points de masse m tqui cmt pour dsscisse la quantité t'. On a donc en définitive à chercher !• le centre de gravité G des points donfiés ; 2» te centre de gravité des points qu'on en déduit, {x\ y'); 8* l'abscisse du centre de gravité des points d'abscisse «'.'La recherche de ces centres de gravité se fait aisément par la composition de forces parallèles, qu'on abrège encore par remploi du polygone funiculaire (Résistance, § 288) . Il en faut uq pour déterminer l'une des coordonnées du point cherché. En somme, le tracé de l'ellipse d'inertie et de la droite y = «a: + fr qui s'en déduit, suppose seulement Templei de cinq polygones funiculaires.
La solution donnée par M. Jung est susceptible de nombreuses extensions, pour lesquelles nous renverrons à ses notes du 4S et du %9 avril 1880 à Xln$iiLvA Lombard.
SIPHON DO CANAL SAINT- MARTIN
373. Belgrand a fait passer sous la Seine les eaux d'égoût des quartiers de Paris situés sur la rive gauche, à l'aide de la conduite forcée du pont de ÏAlma; et poflr éviter les amas de matières étrangères au point bas de la conduite, il a employé une boule en bois, de diamètre un peu moindre que le tuyau ; entraînée par le mouvement du liquide, cette boule parcourt en quelques minutes la conduite forcée tout entière, où elle détermine point par point des chasses qui suffisent pour enlever tous les dépôts.
M. Maurice Lévy vient de réussir à faire passer les eaux des égoilts
SIPHON DU C4NAL SÂYNT-MARTIN
de Bercy au' dessus du canal Saînt-Martîn, par un siphon qui a 8 mètres de flèche, et qu'il a pu établir sans interrompre un seul instant la navigation du canal. Pour amorcer ce siphon, et pour en entretenir le inouvement continu malgré l'insuffisance de la pression au point le plus haut, et le dégagement des gaz si abondant dans une masse liquide aussi riche en matières organiques, M. Lévy, sur le conseil de M. Cornu, se sert de trompes^ c'est-à-dire de jets d'eau alimentés par les conduites de la Ville, et qui produisent dans le siphon une aspiration énergique à la façon d'un ajutage ou d'un ëjecteur. Il y a trois trompes semblables juxtaposées. Quand elles fonctionnent ensemble, elles amorcent le siphon en six minutes; l'une seulement continue à agir dès que l'écoulement est commencé. Les mouvements des valves qui commandent le jeu des trompes sont automatiques; elles cessent d'agir d'elles-mêmes quand la vitesse des eaux d'égout devient très considérable, par exemple au moment des grandes averses; l'entralxiement des matières n'exige plus alors aucun appel extérieur.
Pour empêcher le mélange des eaux d^égoût avec les eaux pures des trompes, l'aspiration exercée par celles ci s'opère sur les premières par l'intermédiaire d'une cheminée de 10"*. 50 de hauteur, que les eaux sales ne pourraient franchir quelle que soit l'aspiration produite par le jet.
Le régime régulier de l'appareil exige une dépense de 300 à 350 mètres cubes en vingt-quatre heures.
On peut consulter, sur cette ingénieuse solution 'd'un problème qui se rencontre fréquemment dans les travaux de drainage des villes, le résumé donné par M. Maurice Lévy dans les Comptes rendus de C Académie des sciences du 10 mai 1880, et la chronique des Annales des ponts et chaussées^ juillet 1880.
TABLES ARITHMÉTIQUES
CABRÉS ET CUBES DES NOMBRBS EKTIEBS DE 1 A 1000, LONGUE DES CmCONTÉRElfCES ET ' SURFACES DES CERCLES POUR LES
MÈTRES DE 1 A 1000 (Tabk I àu A&ml iê M. CkmMj.
Usaçe de la table des carrés pour faire des msMplkatwUt •On % ridendfté
Pour multiplier le nomt)re a par te aoBibro 6, ob pe«it doite former
les nombres "1 , ^ , chercîier leurs carrés en se servant de
la table, et prendre la différence. Ce sera le produit demandé. Une table de carrés, i vilQpIe entrée, peut donc tenir lien de la table à double entrée dePydiagore.
Si les nombres a et b sont entiers et moindres que 1000, la demi-
somme T^ n'excède pas la limite de la table I ; mais les nombres
^-^ — peuvent n'être pas entiers, et alors la table ne contient pas
leurs carrés. Dans ce cas, on peut procéder de la façon suivante.
Des deux nombres entiers a et 6, Tun est alors pair, l'autre impair. Nous pouvons poser
On obtiendra donc le produit (a — 1)6 en formant les carrés des entiers et ^ , et en les retranchant, puis on
ajoutera le nombre d à la différence.
On peut encore observer que si — ^ — ne sont pas entiers, ils sont
de la forme N -f ^t ^ désignant un entier. Leurs carrés sont
de la fonne
N«-hN+|,
et la différence des carrés est égale à
Des deux manières on est ramené à chercher des nombres dans la table, et à les combiner par voie d'addition ou de soustraction avec des nombres connus.
On pourrait encore introduire ou supprimer le facteur 2 dans l'un des deux facteurs, de manière à ramener les deux nombre3 qu'on doit multiplier à être tous deux pairs ou tous deux impaii's, ce qui rend entières leur demi- somme et leur demi- différence* II restera à doubler ou à diviser par 2 le produit obtenu.
Exemple 1. On demande le produit de A9S par 567.
somme 1060 530 28 0900
difièrence 74 37 i3 69
différence 3(7 95 31 produit cherchp.
DES CARRÉS
IL On demande le produit de h9à par 567.
1"* Méthode. On cherche le produit de &0S par 567,
Oh trouve
BtTon ajoute
on obtient le produit cherché 88 00 98
2— Méthode,
Mille
•une d*
somme 106i
différence 73
différence k ajouter
différence
produit cherché 280098
* Méthode.
«•iiiét
différence
double, ou produit cherché
L'emploi de la table des carrés, dans ces conditions, est plus rapide que celui de la table des logarithmes; car on n'a que deux nombres à chercher, et le calcul fait conduit directement au produit demandé, et non au li^aritbme de ce produit.
La table des carrés ne se prête pas aussi bien à simplifier la division. On peut s'en servir néanmoins pour cet usage, moyennant qu'on ait une table des puissances de degré — 1 des nombres qui doivent servir de divisenjn^ Supposons,en effet, qu'on ait une table
qui donne à la lecture le nombre j exprimé en décimales, en fonction
du nombre entier b. Diviser a par 6, c'est multiplier a par -r* opération qui pourra se faire au moyen Ae la table des carrés. On lyowem,
table II, une table des yalenrs de t en fonction de b pour les
100 premiers nombres entiers. La division est du reste un0«|>éniion moins laborieuse que la multiplication, et moins sujette à erreur.
Lorsqu'une fonction F de deux variables a; et y est tdk qu'on ait identiquement
F(«,s^^(p(îr + y) + 'Kx-y),
les valeurs numériques de cette fon(^on peuvent être données par deux tables à ^mple entrée, l'une de la IbacAmi f, l'autre de la fonction ^. Dans le cas où F(a?, y) = j?y, les fonctions f et 4^ ne diffèrent que par le «igne,et sont exprimées par une seule et même table. La condition est satisfaite si l'on a entre les secondes dérivées
partielles ^, = ^.
Il semble que toute fonction F, satisfaisant à um équation aux différences partielles de la forme
«fF . . d-F . . d»¥ . ^. #'F_,
dans laquelle Â^, A,... A^ sont des constantes, soit susceptible d'une réduction analogue* pourvu que féquaticm adjgébrique
n'ait pas de racines égales ; en effet, 7 est aiots la somme de m fonc^ tSons de fonctions linéaires simples des variables x et y. Les vdeurs numériques de la fonction F pourraient doùc être obtenues en combinant par vole d'addition les valeurs de m fonctions dTune seule variable, prises chacune dans une table à simple entrée.
DES CARRES
Il en est ainsi, en effet, lorsque les racines de l'équation
A9a"» + Aja«-» + ...=0
sont réelles ; autrement, les fonctions dans lesquelles se décompose la fonction F portent sur des variables imaginaires, et les valeurs
numériques d'une fonction d'une variable imaginaire, ^ + T si — ^t ne peuvent être données, en général, que par tme table à double entrée, dont les arguments sont ^ et y.
GAMIÉS, CUBSS, CIRCONFÂHENCES BT CERCLES.
Carrés.
Gobes.
Circonféreoces.
Gardes.
IUciD€ ou diaiii
Carrés.
Gobes.
Circonférences.
Cercles.
SIS
30059 lU
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BBBBB
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CARRÉS, CUBES, GlRCONrÉRENCES ET CERCLES.
Canes.
ColMf.
Circonférences.
Gerelef.
RaciD< ou dian
Carrés.
Gobei.
Girconférences.
Gtrelefl.
4tt
itfO
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TABLE IIL
TâBtE OTS VAIEUH8 OTJMÊIIIQOTS W GEBTAIHES TORGTKWI» SWPLM
DU NOIffiRE 1C.
« = 3,U4 59 36535 89793... tOt.«s 0,497U 9«nm&. Sic = 6,SB3iS5807,
3« =: 9,w4rme<.
i ic = 4 ,5707963J7.
îirr= 4,0*7497554.
îic=s 0,78540.
ftîZ «
-r; = J,«SM 44469.
■. : Va
îl? =r 0,9003«.
JV^ = 3,544907703.
(Extrait des TahUs, formulée et dmniM numéros da Général UplMt t** partie, f. 479. Saint-Pétenboarg, 4843.)
RéDCGTION DES ARCS DE CERCLE EN dPARfW M RAYON.
ARC
Exemple. — Trouver en parties du rayon l'arc qal correspond à un angle au centre de bi"" 15' 7" 8.
Pour 50'
iO'
Somme. ... 0, 929 426.08
40' ÎO' 30' 40' 50' 60' 70' 80' 90'
so«
LOGARITHHSS BYPEaBài.IQVl«*
LOGABITHMES HYPERBOLIQUES DES NOMBRES DE CENTIÈME EN CENTIEME. DE 1 A 2, DE DIXIÈME EN DIXIÈME, DE 2 A 5, DES ENTIERS DE 5 A 10, ET DES NOMBRES 20, 100 ET 200.
On peut facilement, à Taide de cette tal>ley trouver le logarithme hyperbolique d'un nombre quelconque.
EsEMPLE. — Trouver le logarillime hyperbolique de 637.
637 = 200 X 3,185 log. I,b0...0,47 000 3,135= axi,69«5. log. 1,59... 0,46 a73, 0,46373
Différence. . . . 0,00 627x0,25= 0.00157
log. 1,5925 somme 0,46530 log. 2 0,69315
log. 200 5,29S32
log. J37 = 6,46677
Logarihmes hyperboliques.
ys^ 9,748984 898469045 log. Yulg. de e n 0,434994484903959....
log. hyp. 40 = 9,309586099994045,
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TABLE VIII
rABLES HYDRAULIQUES DE PRONY ET EYTELWEIII
(AI9Gl££fN£ THËO&IE)
MODfEllENT DE L^BAO DANS LIS TUTADX ET LES CANAUX (ANCIENNE THiORIB). 701
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TABLE XII
■ODTOmrr db l'ead dans les c&Ritrz*
PtniBiiIw de H. Buia.
MOQVIIIIHT DR iTSàU DAJIS U$ GiNAOZ
IIL^
TAUEOWM
fi*
très nniei.
Parois unies.
0,000 toa
Ftfois piuoniM,
Parois en un*.
TAUQIS SB «s»
Ptrois très unies.
Parois unies*
Parois peu unies.
Parois en terre.
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La deuxième table de M. Bazin donne pour les quatre principaux
types de parois, les valeurs de —==. en fonction du rayon moyen R.
VA
Il est facile de se passer de cette table en s'aidant des tables XII, II et I. .
La table XII fait connaître Â en fonction de R.
La table II donne l'inverse 7 •
Enfin la table I sert à obtenir
Il 1
Exemple, Soit R = l*y5i pour les parois très unies.
La table XII donne Â = 0,000153.
i iOO 000
Donc
La table II, en regard de N = 15, donne ^ = 0,0665.
en regard deN = 16, — u= 0,0625,
pour N=:15,3y on aura, par une interpolation,^ =0,0654.
Donc 100 000 _ 1 _ ^^^^^^ ^ ^^^ ^^^ _ ^^^^
Cherchant ce nombre, ou plutôt le nombre centuplé, 654000, dan« la colonne des carrés de la table I, oh voit que la racine cherchée est un peu
moindre que 80,9.
On prendra donc -7= = 80,9.
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