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COURS -
PRÉFACE
Poncelet fut chargé, en 1824» par une décision du Ministre de la Guerre, de créer, à TÉcole d'Application de Metz, un Cours sur la science des Machines. Il s'était déjà fait connaître par des travaux de Géométrie et ne renonça pas sans peine à ses études favorites : ce fut, comme il le dit lui-même (*), sinon avec répugnance, du moins avec un vif sentiment de regret, qu'il accepta cette tâche laborieuse à laquelle il n'était nullement préparé. Néanmoins il se mit à l'œuvre et réunit rapidement les éléments du Cours, tant par l'étude des Ouvrages, peu nombreux alors, qui traitaient des applications de la Mécanique aux Machines, que par l'examen minutieux de la constitution et du fonctionnement des appareils dans les ateliers. Il arrêta dès lors le plan général de son enseignement, qu'il divisa en trois Parties : Cours de Mécanique appliquée aux Machines^ Leçons préparatoires au lever d'Usines, et Rédaction, par les élèves, de Mémoires à V appui du lever de Machines.
La première Partie, composée de quatre Sections, fut
(') Avertissement de la deuxième édition des PropHéiés projectives des figures.
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lithographiée en 1826, pour l'usage particulier des élevés de l'École d'Application. Dans son Rapport à l'Académie des Sciences (7 mai 1827), Ch. Dupin dit, au sujet de ce travail : t C'est une production remarquable par la rigueur de l'esprit qui en a tracé la marche et par les simplifications opérées pour rendre moins difficilement applicables à la pratique des calculs réservés, pour la plupart, à des spéculations transcendantes.
» En résumant notre opinion sur le Cours de M. Poncelet, nous pensons qu'il est digne de l'approbation de l'Académie, et nous proposerions de l'insérer dans la Collection des Mémoires des Savants étrangers^ s'il n'aj)partenait pas à S. Exe. le Ministre de la Guerre de décider la publication illimitée de cette production. >
Ce chaleureux appel ne fut pas entendu ; on se borna à fiiire lithographier, en éditions successives, le nombre d'exemplaires exigé pour l'enseignement à l'École d'Application, et, sans le culte de M™* Poncelet pour la mémoire de son mari, le Cours de Mécanique appliquée aux Machines ne serait pas encore imprimé en France, un demi-siècle après sa création.
La présente édition est la reproduction des Sections I, II, m et V, lithographiées en i836, sauf quelques changements de détails faits conformément à des annotations écrites par l'Auteur, changements que j'ai du reste signalés par des Notes ajoutées au bas du texte. Il me paraît utile, au point de vue historique, de compléter ces indications et de résumer ici les additions que Poncelet a faites successivement au Cours de 1826, de telle manière qu'il soit possible au lecteur de reconstituer chacune des éditions lithographiées qui ont paru en 1826, i832, i836.
PRÉFACE. VU
La première Section, Considérations générales sur les Machines en mouvement^ n'a reçu aucune modification, sauf Taddilion, en i832, de l'exposition du principe des forces vives et de quelques développements contenus dans les paragraphes 17, 18, 30.
La deuxième Section, Principaux moyens de régulariser Taction des forces sur les machines^ et de transmettre les vitesses dans des rapports donnés^ n'a pas été reproduite en i832 ; Poncelet y a ajouté (*), dans l'édition de i836, la théorie des régulateurs k pompe et di^régulateur à ressort; il a donné de nouveaux développements à la théorie du régulateur à force centrifuge, aux considérations dynamiques sur les effets des manivelles, au tracé des engrenages, à la théorie et au calcul des volants; enfin il a ajouté une série de formules relatives à la détermination des moments d'inertie. Ces additions se rapportent plus spécialement aux paragraphes suivants du texte : 5 à 7, 10 a 17, 19, 20, 22 a 49, 57 à 75. 78 à 84, 86, 92, 94, 95 à 106, 115, 125, 126, 129, 132 à 163.
La troisième Section, Calcul des résistances passives dans les pièces à mouvement uniforme^ a été augmentée, en 1 832, des sujets suivants : frottement de roulement, théorie du coin, frottement des pièces guidées, révsistance des roues et roulettes, de la poulie mobile, des palans, des vis à filets triangulaires, en ayant égard à l'influence de l'élasticité des matières; on y trouve, en outre, des développements nouveaux sur le calcul des résistances du treuil. Les modifications principales portent sur les
(') J'oir, dans le Compte rendu de la séance du i3 février i837 de l'Académie des Sciences, la Note relative à la nouvelle édition du Cours de Mécanique appliquée aux Machines,
YllI FRÉPàCE.
paragraphes 7 h 11, 16, 17, 21 a 37, 39 à 54, 57, 58, 59, 61 à 69, 86 à 91.
La quatrième Section, Influence des variations de la vitesse sur les résistances ^ {\\x\ n'est pas reproduite dans l'édition de i832, figure dans celle de i836, sous le titre de cinquième Section; elle a reçu, dans cette dernière, quelques additions relatives à la théorie des marteaux et des balanciers à découper.
Je crois devoir rappeler que les divers sujets qui viennent d'jtre résumés, et qui constituent ce Volume, ne comprennent qu'une partie des Leçons que Poncelet a professées à l'École d'Application. Ainsi qu'il a été dit plus haut, le Cours de Mécanique appliquée était suivi des Leçons préparatoires au lever d'Usines^ contenant les notions les plus usuelles de l'Hydraulique pratique, du mouvement des gaz, des roues hydrauliques et des machines a vapeur. Ces Leçons forment les Sections VI et Vil de l'ensemble du Cours ; elles ont été publiées en cahiers lithographies {années i83i et i836), par les soins de M. Morin, dont le concours a également été précieux au professeur, pour la révision des autres Sections ( ').
Un cahier spécial, qui a été présenté a l'Académie des Sciences le 17 février i834, contient la description et la théorie des principaux ponts4evis employés dans la fortification.
D'un autre côté, Poncelet avait fait une série de Leçons sur le calcul du frottement des pièces articulées qui entrent dans la composition des machines, ainsi que sur l'étude de divers appareils en usage dans l'Arlillerie et dans le Génie, tels que pompes, machines à épuiser et à
( ' ) Les premières éditions du Cours avaient été lithographiées, d'après les Notes de Poncelet, par les soins de M. Gosselin.
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draguer, macluDes soufflantes, scieries, cisailles, laminoirs, etc. Malheureusement il n'a guère laissé, sur ces divers sujets, que des Notes manuscrites, uniquement rédigées pour lui servir de guide dans ses Leçons orales, et trop peu développées pour pouvoir être livrées à l'impression.
Peu de modifications essentielles ont été apportées jusqu'ici, par les auteurs qui ont traité de la Mécanique appliquée, aux idées exposées par Poncelet, à une époque où l'emploi des machines était loin d'avoir l'extension actuelle. II m'a paru utile de signaler, dans quelques Notes, les travaux récents relatifs aux matières de ce Cours, et d'indiquer certaines considérations nouvelles imposées par les progrès de la pratique. Ces Notes se trouvent au bas des pages et sont suivies du signe (K).
En terminant, je remercie M. Resal d'avoir bien voulu me continuer le concours amical qu'il m'avait déjà prêté pour la publication de Y Introduction à la Mécanique industrielle.
Kretz.
Paris, le 20 novembre 1873
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2 à 5. Relation générale entre les travaux des puissances et des résistances des pièces de rotation, en ayant égard à la variation de la vitesse et de Tintensité des forces 44^
II. -^ IsiFLCBUCI DES CHÀ5GIMB3IT8 BROSQUIS DB LA vmstl
Principes généraux,
5 à 8 . Rappel des lois générales du choc des corps 4^ i
8 à 1 1 . Moyen général de calculer, dans le cas des machines, la perte
de force vive due aux chocs 4^7
ni. — ApPLICATiO!IS.
Du choc des cames et des pilons.
11 à 24. Relation entre Tefiort exercé par la came sur le mentonnct pendant le choc et les diverses résistances. — Travail consommé pour chaque choc, pour chaque période du mouvement 4^^
24. Quantité totale de travail à transmettre à l'arbre à cames par seconde. 4?^
25 . Cas où Tarbre à cames est conduit par un engrenage monté sur Tarbre
de la roue 4/9
Du choc des cames et des marteaux,
26. Différentes espèces de marteaux employés dans les forges 4^^
27 à 40. Travail consommé pendant chacune des périodes du mouvement 4^4
Cas où Tarbre à cames est conduit par un engrenage 5o
Des machines à percer ^ à découper, à étamper et à frappe/ les monnaies,
43 à 49. Description et théorie du balancier à découper. (Note p. 3o8.
Frottement de la vis dans le mouvement varié,) 5o4
49 . Disposition particulière du balancier de l'Arsenal d'Artillerie de Metz. 617
50. Appareils qui donnent directement la vitesse à un instant quelconque. 5i8
OBJET DE CETTE SECTION
L'objet de celle Seclion esl d'exposer les principes généraux qui constituent la théorie des machines en mouvement, de faire connaître leurs principales propriétés, sous le point de vue mécanique, de prescrire à l'avance les règles et les conditions essentielles d'après lesquelles on doit les établir, enfin de faire apprécier, lorsqu'elles sont construites, leurs défauts, leurs qualités et leurs effets mécaniques ou industriels. Il est d'ailleurs entendu qu'il ne sera ici question que des machines pour lesquelles l'emploi de la force et son économie sont une considération importante.
Notions et principes sur lesquels se fonde la science
DES moteurs et DES MACHINES.
Travail des moteurs et des machines.
1. Objet des machines industrielles. — Les machines, considérées sous le point de vue industriel, ont pour objet l'exécution de certains travaux des arts, à l'aide des moteurs ou
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forces motrices (*) que présente la nature, tels que les animaux ^ le vent. Veau, le calorique,
2. Manière dont on évalue la puissance des machines et des moteurs. — Ldi force ou puissance productive des machines ei des moteurs, c'est-à-dire leur pouvoir, leurs effets ou qualités mécaniques, s'évaluent dans les arts par la quantité de travail, d'une espèce déterminée, qu'ils peuvent produire dans un temps donné. Leur valeur absolue dépend d'autres éléments, qui ne sont pas du ressort de la Mécanique et dont il faut néanmoins tenir compte dans la pratique; tels sont : le prix du travail, l'entretien, la mise de fonds, la durée, etc.
3. Choix de V unité de travail, — Si le genre du travail était toujours le même, il serait facile d'apprécier, d'après l'expérience, la valeur mécanique des moteurs et des machines, puisqu'elle aurait pour mesure la quantité de matière confectionnée, dans un temps donné; or il n'en est pas ainsi : les travaux des moteurs et des machines sont infiniment variés, et, pour pouvoir les comparer entre eux, les mécaniciens ont dû adopter une unité, d'espèce particulière, une sorte de mon-naie mécanique^ comme l'a dit M. Navier, qui pût servir aisément de mesure à tous les genres de travaux et ne laissât absolument rien d'arbitraire dans leur évaluation en nombres.
k, L* unité du travail se rapporte à l'élévation verticale des corps pesants,— C'est d'après ces considérations, et plusieurs autres que nous ferons connaître, qu'on a choisi, pour cette unité, l'effet qui consiste dans l'élévation des corps pesants. Rien de plus facile, d'ailleurs, que d'évaluer en nombres le travail dont il s'agit : car, si l'on prend pour unité le travail qui
(') Les expressions /brctf motrice et moteur qui, dans le langage indastriel, sont généralement regardées comme synonymes, ont, en Mécanique, des significations distinctes. Le moi force a un sens spécial qui est défini dans le u^* 5, et Ton appelle moteur tout corps ou tout système de corps qui est capable de développer, sur un autre corps, une force, et do faire décrire, au point d'ap~ plication de celle-ci, un certain chemin, dans le sens de son action : la vapeur est un moteur: la pression de cette Vapeur sur le piston d'une machine est une force motrice. (K.)
consiste à élever Tunité de poids à Tunité de hauteur, il paraîira évident qu'élever à une hauteur quelconque H un poids donné P, c'est répéter autant de fois l*etfel partiel qui répond à l'unité de travail, qu'il y a d'unités de longueur dans H et
d'unités de poids dans P; le produit PH est donc la mesure naturelle de l'effet ou du travail utile total de la force motrice qui, par son activité, a élevé le poids P à la hauteur H ; peu importe, au surplus, la manière dont ait varié la vitesse propre de l'agent, en intensité ou en direction: car l'effet dont il s'agit ne suppose en lui-même autre chose qu'un effort vertical constant, mesuré par P, et dont le point d'application décrit un certain chemin H dans sa direction propre.
Cette déOnition et cette mesure du travail mécanique cadrent d'ailleurs avec la manière dont se payent, dans les arts, tous les travaux qui se rapportent à l'élévation verticale des fardeaux; par exemple, quand il s'agit de tirer de l'eau du fond d'un puits, d'élever des terres, des matériaux quelconques à certaines hauteurs.
5. Définition et mesure des forces. — C'est ici le lieu de remarquer que nous n'entendrons désormais par le moi force que la pression, l'effort simple dont est capable un agent quelconque, dans une direction et un point déterminés, pression et effort qui sont toujours comparables et peuvent se mesurer par des poids, à l'aide d'instruments à ressorts, tels que le dynamomètre de Régnier, certains pesons du commerce, etc., qui ont été tarés ou vérifiés à l'avance, en y suspendant des poids étalons. On conçoit, en effet, que le même degré de flexion de ces ressorts, en supposant leur élasticité parfaite et indépendante du temps et de la fatigue (ce qui n'est pas, et exige de fréquentes vériOcations), indique constamment le même effort absolu, la même pression, pourvu que cet effort, celte pression s'exerce au même point et dans la même direction. Ainsi, pour nous, les forces seront toujours exprimables en unités de poids, en kilogrammes, par exemple, et nous n'en reconnaîtrons pas d'autres; mais, comme c'est un fait d'expérience que l'intensité de la pesanteur varie selon la position des lieux, il faut bien sous-entendre que cette unité de poids se
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rapporte à un lieu délerminéy ou aux différents lieux pour lesquels Tintensité absolue de la gravité reste constante, ce qui est sensiblement vrai pour l'étendue entière d*un pays tel que la France.
6. Dénominations et valeurs diverses attribuées à l'unité de travail, — Le produit PH a reçu des mécaniciens diverses dénominations, qu'il importe de connaître: Smeaton, ingénieur anglais, auquel on doit de nombreuses expériences sur les roues hydrauliques, le nomme puissance mécanique; Carnot, dans ses Principes fondamentaux de V équilibre et du mouve-ment, le nomme moment d'activité; Monge et Hachette (voir le Traité des Machines de ce dernier) Tont appelé simplement effet dynamique, expression qui a le défaut d'être un peu vague dans sa généralité ; enfln Coulomb, suivi en cela par beaucoup d'autres. Ta nommé quantité d'action^ mots expressifs, dont il nous arrivera souvent de faire usage, concurremment avec celui de travail^ qui se présente naturellement à l'esprit, mais qui ont l'inconvénient de s'appliquer à une autre espèce de quantités déjà en usage dans la Mécanique rationnelle.
Quant à la valeur absolue de l'unité d'action ou de travail,
divers auteurs, à compierde MM. Montgolfier et Hachette, l'ont supposée égale au poids du mètre cube d'eau, ou looo kilogrammes, élevé à I mètre de hauteur; c'est ce produit que M. Hachette nomme la grande unité dyinamique^ M. Clément dynamicy et, en dernier lieu, M. Coriolis, dynamode (Du cal-cul de l'effet des machines), M. Charles Dupin a aussi proposé de prendre pour unité le poids de i mètre cube d'eau, élevé à I kilomètre de hauteur, unité qu'il nomme dyname (Cours de Mécanique, t. III, p. 4^7); mais il suppose que ce travaH s'est opéré régulièrement, en un jour, ce qui fait rentrer le dyname dans l'espèce d'unités dont il sera fait mention plus loin (n»7).
La notation employée par M. Navier (Architecture hydraulique de Bélidor, t. I, addition au Livre I), et qui consiste à placer l'indice *'»^*" ou *"*•" à droite et un peu au-dessus du produit du poids en kilogrammes par la hauteur en mètres, revient« prendre pour unité de travail i kilogramme, élevé à
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I mètre de hauteur, unité que nous nommerons simplement kilo gramme tre y afin d'abréger et d'éviter le rappel d'un travail particulier, l'élévation des corps pesants, qu'il n'est point indispensable d'exprimer, comme nous le verrons bientôt. D'ail* leurs> cette dernière convention et celle qui précède peuvent s'étendre à toutes les hypothèses qu'on pourrait avoir à faire sur les unités de poids ou de longueur qui entrent dans l'expression des unités de travail (^).
7. Définition du cheval dynamique. — Lorsque l'action des moteurs et des machines est longtemps continuée d'une manière uniforme, les nombres qui servent à évaluer le travail peuvent devenir embarrassants parleur longueur, et alors on convientde ne prendre pour sa mesure que celui qui se rapporte à l'unité de temps, par exemple à la seconde, à la minute, etc. C'est ainsi que les mécaniciens ont été amenés à introduire, dans la notion du travail servant d'unité, l'idée de la durée, qui y est totalement étrangère et ne peut s'appliquer avec exacttrtude qu'aux travaux où la même quantité d'action est développée régulièrement dans chaque unité de temps; encore ne faut-il pas perdre de vue la durée totale et effective du travail et tenir compte, par conséquent, de ses intermittences plus ou moins fréquentes, etc.
Les fabricants de machines à vapeur, entre autres, ont généralement adopté une unité d'action de cette espèce, nommée improprement par eux force de cheval, d'après l'expression anglaise horse-power, qu'il serait plus exact de traduire par celle de pouvoir de cheval on de cheval dynamique^ attendu que le mol force a un sens bien déterminé ( 5 ) en Mécanique, et qui ne cadre nullement avec l'idée qu'on attache à la quantité d'action ou de travail. Quoi qu'il en soit, l'expression de force de cheval^^zni généralement prévalu, nous pourrons en faire usage dans les applications de ce Cours, malgré le défaut qu'elle a de ne présenter en elle-même rien de précis, car sa valeur, qui ne peut être que purement fictive, a été différemment définie par les mécaniciens constructeurs (voir l'en-
(') Introduction à la Mécanique industrielle (3* édition, p. 76).
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droit cilé (6) de la nouvelle édition de V Architecture hydraulique de Bélidor). Celle qui paraît le plus universellement accréditée de nos jours représente une quantité de travail de 75 kilogrammètres, développée en chaque seconde, et se rapporte plus particulièrement à l'unité, diie routinière, adoptée en Angleterre d'après Watt et Boulton : telle est aussi la valeur que nous lui supposerons par la suite.
8. Travail des forces constantes agissant dans le sens du chemin décrit par leur point d'application. — Voyons maintenant comment on peut généralement évaluer le travail mécanique des forces quelconques, et ramener l'expression de sa mesure aux mêmes unités que celle qui se rapporte à l'élévation des fardeaux, suivant la verticale (').
En y réfléchissant un peu, on voit qu'exécuter un travail mécanique quelconque, c'est vaincre, d'une manière utile pour le besoin des arts, des résistances telles que la force d'adhésion des molécules des corps, la force du calorique et des ressorts, la force de la pesanteur, la résistance des fluides, les frottements et quelquefois l'inertie de la matière, comme lorsqu'il s'agit de lancer des projectiles, de mettre en action des marteaux, des pilons, etc.; les exemples de toute espèce ne sauraient ici manquer; mais, pour vaincre et détruire successivement des résistances continuellement renouvelées le
(.* ) Définition du travail mécanique, — Le but de ces considérations préli> minaires est d'établir une corrélation entre le travail^ tel qu'on le définit en Mécanique, et Veffet produit ou exigé par l'exécution d'un ouvrage. Pour éviter toute incertitude, il convient, dans les théories mécaniques, de n'attribuer à l'expression traveUl d^une force d'autre signification que celle de produit de ïa force et du chemin décrit par ion point d' application ^ estimé suivant la direc^ tion de la force, produit déterminé d'après les règles exposées aux n^* 8, 9 et 10, par simple définition, et abstraction faite de toute idée sur la constitution ou le mode d'action des moteurs, sur l'efiet obtenu dans la confection de l'ouvrage. V unité de travail est le produit de l'unité de force par l'unité de longueur.
Ce n'est qu'après avoir démontré divers tfiéorèmes relatifs au travail des forces dans les machines, que l'on peut établir nettement une relation entre un effet produit et la dépense correspondante, et se rendre un compte exact des raisons qui ont fait choisir le mot travail^ pour désigner le produit qui vient d'être défini i^iwir la note du n^ 46). (K.)
long d'un certain chemin, il faut un effort de traction ou de pression agissant au point d'application de cette résistance, et qui se renouvelle en se déplaçant lui-même constamment. Or il peut arriver, ou que l'effort soit dirigé à chaque instant dans le sens du chemin décrit par son point d'application, ou que cet effort varie d'une manière quelconque, en grandeur et en direction, sans cesser néanmoins de faire constamment équi* libre à la résistance que lui oppose directement son point d'application, en vertu du principe de l'action égale et contraire à la réaction.
Considérons d'abord le premier cas, et supposons que l'effort et par suite la résistance conservent une valeur constante à tous les instants, ou pour chacun des éléments de chemin parcouru; on pourra évidemment appliquer à cet effort le même raisonnement que pour le cas où il s*agissait (i) d'élever directement un poids à une certaine hauteur sans lui faire quitter la même verticale. La quantité d'action qu'il développera, dans une longueur de chemin donnée, sera donc ici encore directement proportionnelle et à Tintensité constante de cet effort et au nombre de fois qu'il a été répété, ou au nombre des résistances partielles et égales qui ont été vaincues, c'est-à-dire au produit de cet effort, exprimé en unités de poids (5), par la longueur effective du chemin parcouru dans sa direction propre, estimée en unités de distances. Q étant donc le nombre des kilogrammes qui mesurent l'effort, q celui des mètres qui mesurent la longueur du chemin, la valeur du travail pourra encore être exprimée par le produit
Q'^'Xg" ou Qç^«">,
en faisant attention qu'ici l'unité de travail, i kilogrammètre, se rapporte à un effort constant de kilogramme, qui se répète le long d'un chemin de i mètre dirigé d'une manière quelconque.
Si, d'ailleurs, on veut se rendre compte, dès à présent, comment cette unité a, sous le point de vue purement mécanique, la même valeur que l'unité analogue relative à l'élévation des fardeaux, suivant la verticale, il suffira de considérer que les machines offrent en général les moyens de transformer un
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travail industriel quelconque en un autre» et qu'elles opéreraient même cette transformation sans aucune perte, si l'on pouvait y éviter complètement les résistances étrangères, qui absorbent toujours une portion plus ou moins grande du travail moteur; mais c'est ce qui sera démontré directement et généralement un peu plus loin, quand nous aurons établi quelques autres données ou principes indispensables.
9. Travail des forces d'intensité variable. — Les raisonnements qui précèdent supposent que l'efTort exercé demeure constant et toujours dirigé dans le sens du chemin parcouru par son point d'application; s'il était variable, il faudrait considérer ce qui se passe dans chaque élément du temps pendant lequel son point d'application a décrit le chemin total q dans sa direction propre. Qdq sera évidemment la quantité de tra-vail élémentaire développée par Q le long de dq et
fodq.
pris entre deux positions quelconques du point d'application de la force, exprimera la quantité de travail totale développée dans rétendue de chemin comprise entre ces mêmes positions, quantité qu'on pourra calculer analytiquement, toutes les fois qu'on aura Q en fonction de </, et dans tous les cas, par approximation, au moyen du théorème dé Thomas Simpson, si l'on connaît seulement, par expérience ou autrement, chacune des valeurs de Q, qui répondent aux différentes valeurs de (/(»).
Nommons X l'effort moyen constant que devrait exercer une autre force, dirigée dans le sens dq^ pour produire la même quantité de travail; q' et q" les valeurs de q relatives à la première et à la dernière des positions du point de X et de
(') Introduction à la Mécanique industrielle (3^ édition, p. ig^); on trouve également dans cette édition, p. 197, une autre méthode de quadrature qui a été exposée par Poncelet dans ses Leçons à la Faculté des Sciences de Paris, et qui a été publiée, en premier lieu (i852), dans les Éléments de Mécanique de M. Resal. (K.)
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Q, de sorte que q' — q' soit la longueur de chemin qui a été parcourue; il est évident qu'on aura pour déterminer X la relation
X(9"-9')= r Qdq d'où X^-V^; .
La considération de cette valeur moyenne nous sera utile dans plusieurs circonstances.
10. Travail des forces variables d*une manière quelconque en intensité et en direction. — Enfin la force Q pourrait varier à chaque instant de direction, par rapport à l'élément de chemin ^/i décrit par son point d'application; a étant Tangle variable formé par ces directions, on concevra cette force décomposée en deux autres. Tune Q cosa, agissant suivant le prolongement de ds, l'autre Q sina, agissant normalement à la courbe décrite par le point d'application de Q. Celle-ci sera évidemment détruite parla résistance ou l'obstacle, quel qu'il soit, qui oblige le point d'application dont il s'agit à demeurer sur ds; de plus, l'élément de chemin décrit dans sa direction propre étant nul, il en est de même de sa quantité de travail, dont on pourra ainsi faire abstraction; mais comme elle tend à produire des compressions qui, dans'les systèmes-matériels, tels que les machines, fontnattredes résistances tangenlielles, étrangères aux forces actives de ces systèmes, et que, pour cette raison, on nomme nuisibles ou passives, il y aura lieu de tenir compte du travail dû à ces nouvelles résistances dans l'évaluation générale des effets mécaniques de pareils systèmes. Quant à la quantité de travail produite par l'autre composante Q cosa, elle aura évidemment pour valeur, d'après ce qui précède, rintégrale générale
/ Qcos <xds ou I Qdq,
qu'il faudra prendre entre des limites convenables, en observant que nous supposons ici dq = ds cos a, c'est-à-dire égal à la projection de l'élément de chemin ds sur la direction de
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la force Q; or il est très-digne de remarque que la quantité d'action ou de travail élémentaire
Qdtj = Qcos<xds
n'est autre chose que ce qu'en Mécanique rationnelle on nomme le moment virtuel de la force Q, pour le mouvement infiniment petit attribué à son point d'application; de plus, on voit qu'elle est la même que celle que l'on obtiendrait directement, en raisonnant con^me on l'a fait pour le premier cas ci-dessus, et considérant que l'espace élémentaire dq décrit par ce point dans le sens de la force est réellement cosads. De cette identité de nature entre les moments virtuels elles quantités de travail élémentaires ou instantanées des forces, pour le cas où le mouvement virtuel considéré est précisément le mouvement actuel et infiniment petit du point d'application de ces forces, on conclut de suite diverses conséquences relatives aux lois que suit, en général, la transmission du travail dans les systèmes matériels soumis à des puissances et à des résistances quelconques, et qui sont d'une application immédiate à la science des moteurs et des machines. Mais, pour bien faire saisir cette application, il est nécessaire de rappeler succinctement les notions élémentaires sur lesquelles elle repose et qui ont servi à en établir le principe ( ' ).
Théorèmes relatifs à la quantité de mouvement et à la force vive.
11. Ce que Von nomme proprement vitesse et quantité de mouvement. — On sait que deux forces appliquées tour à tour à un même corps qui cède librement à leur action, en se mouvant parallèlement à lui-même, dans le sens de cette action.
(') L'édition do i83i porte la note suivante : « Nous renverrons, pour tous les développements, aux Traités de Mécanique de MM. de Prony et Poisson, en observant que l'expérience de l'enseit^nement à l'École d'application nous a fait apercevoir l'utilité de revenir sur ces notions, ainsi que sur la démonstration des principes généraux qui en dérivent, et sans la parfaite intelligence desquels il serait impossible de bien comprendre la théorie du mouvement des machines. » Les principes rappelés dans les n*** 11 à 16 n'étaient pas reproduits dans les éditions antérieures à i836. (K.)
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lui impriment, dans le même élément de temps dt, des vitesses qui sont inOniment petites, proportionnelles à leur inten site respeciive, et indépendantes du mouvement précédemment acquis. Ainsi p étant le poids absolu d'un cerlain corps ou point matériel, dans un lieu pour lequel la gravité lui imprime la vitesse gr = 9'"» 8088, au bout de la première seconde de sa chute, ou gdt dans chaque élément dt du temps, puisqu'il s'agit ici d'une force accélératrice sensiblement constante, et 9 étant une autre force motrice quelconque, capable d'imprimer au même corps et dans l'élément du temps dt l'accroissement de vitesse rff, on aura, d'après la loi énoncée:
<^:p\\dv:gdt, d'où 9 = ~^-
Soit pareillement />' le poids absolu (5) de ce corps dans un autre lieu quelconque, pour lequel la vitesse imprimée au bout de la première seconde serait g:'; on aurait également
9 = ^» d ou — , =-^ =:consl. = m;
S es
ce qui est évident a priori, puisqu'en vertu de la même loi
on a
p:p' ::gdt:g'dt.
Or le rapport m, qui demeure indépendant de l'intensité de la gravité en chaque lieu, est précisément ce que Ton est convenu de nommer la masse dû corps; définition qu'il faut admettre, sans s'embarrasser des idées physiques ou métaphysiques qu'on y attache quelquefois, en sorte qu'on a aussi par
simple convention
p=nig{').
(*) On voit que dans un même lieu, ou pour une contrée entière telle que la France (3), la masse reste sensiblement proportionnelle au poids, et l'on en conclut que les poids peuvent ôtre substitués aux masses ou pris pour les masses ; mais cela n'est vrai qu'autant qu'il s'agit de les comparer entre elles dans les formules où elles entrent d'une manière homogène par rapport aux autres quantités; car, puisque l'hypothèse mz=.p revient à prendre g pour l'unité de longueur, on voit qu'il peut arriver bien des cas, dont nous aurons des exemples par la suite, où l'on tomberait dans des erreurs grossières en substituant les poids aux masses.
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Du reste» comme le rapport m ne change ni avec le Yolame, ni avec la formé, ni avec le poids absolu d'un corps» il arrive souvent que, sous le point de vue mécanique, on désigne sim» plement les corps par leurs masses, et c'est ainsi que nous en agirons par la suite. La première des équations ci-dessus nous donne en conséquence, v' étant la vitesse du corps à Tinsuim où Taction de la force commence, et (^ celle qui correspond à un temps quelconque écoulé depuis cet instant,
en supposant toujours que la force 9 entraîne le corps ^ dans
S le sens de sa propre direction, qui est invariable, comme pour
la gravité. Or les produits me, mv', qui correspondent aux vitesses v et v' possédées par le corps à la fin et au commencement de l'intervalle de temps où Ton considère l'action de la force, sont précisément ce qu'on est convenu de nommer les quantités de mouvement de ce même corps, relatives aux instants dont il s'agit; expression à laquelle il ne faut également attacher aucune idée métaphysique, et qui n'a, comme la précédente, pour objet que de faciliter l'énoncé des théorèmes de Mécanique, où les quantités telles que mvr=iE. ^^ se
reproduisent fréquemment.
D'ailleurs, on voit que la quantité de mouvement répondant
à une intégrale de la forme / (^dt, prise entre des limites déterminées, a une significalion très-distincte de celle qui se rapporte à la quantité d'action ou de travail (8), de sorte qu'il n'est pas permis de les confondre avec ces dernières, dans les applications.
12. Définition et mesure de la force vive. — En effet, nommant toujours, dans les hypothèses ci-dessus, de l'élément de chemin décrit par le point d'application de la force 9, pendant dty la quantité de travail élémentaire qu'elle aura développée dans le même temps sera (^de^ de sorte qu'on aura, entre les
APPLIQUÉE AUX MACHINES. l3
de mêmes limites de vitesses v' et v, et attendu que -77 = t^,
ai
I (fcle= 1 m-T:de= 1 mvdv=^\{mv^ — mv'*),
pour l'expression de la quantité de travail imprimé depuis la position où le corps possédait la vitesse /jusqu'à celle où il a acquis la vitesse v^ et qui d'ailleurs sera, comme on voit, positive ou négative, selon que v sera plus grand ou plus petit que c', ou selon que la force 9 tendra à accélérer ou à retarder constamment le mouvement primitivement acquis par le corps, l'accroissement instantané dv de la vitesse prenant dans ce dernier cas un signe contraire à v.
Les quantités mt'S m/' sont ce que les géomètres sont convenus de nommer une force vive, expression impropre, puisque nous n'admettons point d'autres forces que celles de pression, comparables à des poids, et à laquelle il ne faut encore attacher aucune idée métaphysique, mais qu'on doit considérer comme une définition abrégée du produit de la masse
2 d'un corps actuellement en mouvement par le carré de sa
vitesse effective. Par ce moyen, on évitera d'ailleurs de confondre entre elles la force vive et la quantité de travail qui se rapportent à des phénomènes et à des effets physiques'distincts, quoique, numériquement parlant, elles soient du même ordre et aient une mesure commune. En effet, l'équation ci-dessus exprime, quand on y suppose c' =0, ce qui répond au cas où le mouvement commence avec l'action de la force, que la force vive acquise par le corps est égale au double de la quantité de travail totale qui lui a été imprimée par cette force.
13. Définition et mesure de la force d'inertie dans le mouvement rectiligne. — C'est encore un axiome reçu généralement en Mécanique que Vaction d'une force en son point d'application est toujours égale et directement contraire à la réaction que lui oppose ce point. Or il en résulte que la force motrice 9, considérée ci-dessus, doit éprouver, de la part de
la masse m, une réaction mesurée par — m -tt» qui lui fait
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équilibre et provient évidemment de la résistance opposée par l'inertie du corps à tout changement de mouvement; c'est pourquoi on nomme quelquefois cette résistance la force d'inertie, relative à la variation de vitesse dv. On voit gu'elle se. comporte comme une simple résistance quand le mouvement s'accélère, et comme une puissance véritable quand il se ralentit, la force motrice 9 jouant elle-même alors le rôle de résistance.
Du reste, la force d'inertie ne préexiste pas à l'instant où la variation du mouvement commence; elle naît, elle coexiste avec elle, de la même manière que la réaction d'un ressort par rapport à la force qui le presse, c'est-à-dire sans en détruire les effets physiques; car, si l'on appliquait à cet instant même au corps une autre force égale et directement contraire
dv à la force motrice 9, ou m ^»qui est capable de produire l'altération de vitesse dv, celle aUération n'aurait pas lieu, le mouvement demeurerait uniforme pendant l'instant dt, et il y aurait simplement équilibre cnlre les forces, dans le sens où on Tentend ordinairement, quand on applique le principe de d'Alembert, en remplaçant les forces du système par les quantités de mouvement qu'elles seraient capables d'imprimer ou ' qu'elles impriment en effet dans l'élément du temps. On voit donc que ces différentes manières d'envisager les choses reviennent, quant au fond, à la même; mais les considérations des forces d'inertie offrent l'avantage de faire concevoir a priori l'état des questions relatives à la transmission du mouvement.
14. Force d'inertie dans le mouvement curviligne, — Supposons maintenant que la force 9 change à chaque instant de direction, de façon que le corps, censé concentré en un seul point matériel et libre, décrive une ligne courbe quelconque sous l'action de cette force, combinée avec sa vitesse initiale. Le principe de la réaction égale et contraire à l'action n'en subsistera pas moins, c'est-à-dire que la résistance absolue et totale, opposée par l'inertie au changement du mouvement, sera encore égale et directement opposée à 9; ce qui devra avoir lieu, de la même manière d'ailleurs, pour leurs compo-
APPLIQUÉE AUX MACHINES. l5
santés respectives suivant la tangente et la normale de la courbe au point d'application. Mais la composante tangentielle, pour la force motrice, produisant la variation de vitesse dv^ éprouvée par le corps dans la direction rectilignede Télément qu'ildécrit pendant rinstani infinimentpetitûf/, on aura, comme on sait et comme il est évident a /^r/or/, pour sa valeur, la quan-
lilé — m -1- relative au cas du mouvement rectiligne (12),
tandis que la composante normale, qui empêche le corps de s'écarter de la courbe, devra être égale et précisément contraire à \di force centrifuge^ dont la valeur est, comme on sait encore, exprimée par
wc'
r étant le rayon de courbure au point considéré.
Donc la composante normale de la force d'inertie n'est
autre chose que celte même force centrifuge, et sa compo-
dv santé langentielle a pour valeur la quantité — ni-j-'» dont le
signe doit toujours être contraire à celui de dv\ donc la force d'inertie totale de la masse m a pour valeur absolue la quantité
qui est aussi celle de la force motrice 9.
Quant à la quantité de travail développée par chacune de ces forces, pendant l'élément du temps A, il est clair (9) qu'elle se réduit simplement à celle de leurs composantes tangentielles, c'est-à-dire (13) à
m-f-de = mvdv dt
pour la force motrice, et à — mvdv pour la force d'ioerlie, de sorte que, dans toutes les questions où l'on n'a à,s^QCCuper que des quantités de travail développées par les forces d'inertie des différentes masses d'un système, on peut, à la rigueur, faire abstraction des composantes normales de ces forces, c'est-à-
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dire des forces centriruges, pour ne tenir compte que de celles qui agissent dans le sens de Télémentdu chemin décrit» et que» à cause de leur activité parliculîère, on pourrait nommer les forces vives des corps; mais, comme cette expression est universellement admise pour désigner la valeur de leur travail, dans un intervalle de temps Oni et déterminé, nous la remplacerons par celle ûe force d'inertie tangenlielle^ et quelquefoiSy dans la vue d'abréger, simplement par celle de force d'inertie. Au surplus, en faisant de telles absiraciions, on ne devra pas perdre de vue que les forces centrifuges des différentes masses, bien qu'elles n'aient par elles-mêmes aucune activité, sous le rapport du travail, n'en exercent pas moins une certaine influence sur le mouvement des systèmes matériels dont elles font partie, en concourant (9) simultanément avec les composantes des autres forces normales aux courbes décrites par leurs points d'application respectifs à développer sur les points d'appui, sur les articulations de ce système, s'il en possède, des pressions qui font naître des résistances passives analogues au frottement, et qu'on devra pouvoir calculer lorsque la loi du mouvement, à un instant donné, sera connue pour les points matériels du système.
15. Principe delà transmission du /rava//. — Tout ceci étant bien entendu, il ne sera pas difficile de démêler le rôle que joue chaque espèce de force dans un système quelconque de corps matériels en mouvemenl, sous des conditions données, et tels que ceux qui constituent les moteurs et les machines de Tindustrie. En effet, considérons à un instant donné, ou pour une position déterminée des différentes masses, l'ensemble de toutes les forces, tant intérieures qu'extérieures, tant actives que passives (autres que les forces d'inertie), qui
agissentsimullanémentsurle système etcxercent une influence appréciable, mais quelconque, sur l'état du mouvemenl de ses divers éléments matériels; puis supposons qu'on applique à chacun de ces éléments d'autres forces capables d'empêcher la modification qu'éprouve réellement ce mouvement, sous la seule action des premières et pour la durée infiniment petite du temps dt qui suit l'instant dont il s'agit, il est clair que ces
ÀPPUQUÉB AUX HACHilTBS. I7
nouvelles forces, détruisanl l'effet des autres, elles leur feront nécessairement équilibre. Mais ces mêmes forces sont précisément égales en intensité et en direction aux réactions ou forces d'inertie (13 et 14) qui naissent du changement de mouvement des différentes masses; donc il y aura simplement équilibre entre toutes les forces qui agissent efficacement sur le système et ces mêmes forces d'inertie.
Représentant donc par IQdq la somme des quantités de travail élémentaire développées par les forces efOcaces dont il s'agit, en prenant positivement celles de ces quantités qui appartiennent à des forces agissant dans le sens du mouvement de leur point d'application et négativement celles des forces qui agissent dans le sens contraire; désignant pareillement par 1 — mvdv = — Imvdv la somme des t]uantités de
travail relatives aux forces d*inertie — m -y- des différentes
al
masses du système, quantités dont le signe doit toujours être opposé à celui que prend naturellement le produit vdv pour chaque masse m, attendu que la force d'inertie agit comme résistance (10) quand le mouvement de cette masse s'accélère, c'est-à-dire quand dv^ le sens et le signe de v, et comme puissance quand il diminue, ou que dv a un signe contraire à i^; en faisant, dis-je, ces suppositions, et observant que les quantités de travail ne sont ici autre chose que les moments virtuels relatifs à chaque force et au mouvement effectif du système, on aura, d'après un principe bien connu, la relation
IQdq — Imvdv = 0j
qui exprime que
La somme des travaux élémentaires développés, tant par les différentes forces qui produisent la modification du mouvement, que par les forces d'inertie qui naissent de cette modijîcation, est constamment égale à zéro,
16. Principe des forces vives. — L'équation ci -dessus ayant lieu pour tous les instants et étant indépendante d'ailleurs du mode d'action des forces, qui peut être quelconque
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et même discontinu, pourvu qu'on ait égard aux intermittences de cette action, dans l'appréciation des quantités de travail relatives à chaque force, il en résulte que son second membre sera susceptible d'être intégré, dans tous les cas; elle donnera lieu à ce qu'on nomme le principe des forcer vivesj envisagé dans l'acception la plus générale. Nommant en effet
i/ la vitesse de la masse quelconque m au premier instant^ ou pour la première position où l'on veut considérer le système ;
V ce que devient cette vitesse, pour un autre instant, ou pour une autre position donnée de ce système;
désignant d'iailleurs par / Qdq la quantité de travail déve-
loppée par la force quelconque Q dans le même intervalle, travail qui peut être intermittent et prendre des valeurs quelconques, on aura la nouvelle équation
qui exprime que :
Entre deux positions quelconques et données du système, l'accroissement de la somme des forces vives de différentes masses est égal au double de la somme des quantités de travail positives ou négatives, imprimées dans le même inteivallepar toutes les forces distinctes de l'inertie qui ont agi sur le système.
II. — Applicatio!Y du principe des forces vives au mouvemekt
DES XACUINES.
Gonditiona spéciales que présentent les machines.
17. Idée de la constitution physique des machines. — Pour appliquer le principe de la transmission du travail ou des forces vives à la théorie des machines telles qu'on les con^i-
dère dans les arls, nons devons remarquer qu'elles se composent, en général, d'une suite de pièces matérielles, qui se communiquent le mouvement de proche en proche, depuis celle qui est immédiatement soumise à l'action du moteur, et qu'on nomme le récepteur, jusqu'à celle qui opère immédiatement le travail utile et qu'on nomme Voutil ou Vopérateur. Or on donne toujours, tant à ces pièces extrêmes qu'à celles qui servent d'intermédiaires, et qu'on nomme les communicateurs du mouvement, un degré de solidité, de rigidité ou d'inextensibilité suffisant pour que, sous les efforts qu'elles ont à supporter, elles conservent une forme sensiblement invariable et transmettent la vitesse, sans perte appréciable, d'une extrémité à l'autre de la machine, c'est-à-dire par des lois dépendant uniquement de la constitution géométrique du système.
C'est en effet dans cette supposition qu'on envisage ordinairement la théorie des machines, afin d'éviter des difficultés qui seraient souvent insurmontables dans l'état actuel de nos connaissances mécaniques, si l'on voulait tenir compte de toutes les réactions moléculaires et intimes qui naissent de la compressibilité des corps, même les plus solides. Mais il ne faut pas oublier, pour cela, que cette compressibilité existe, et qu'elle est la cause de certaines pertes de travail, de certaines résistances qiji'il n'est pas permis de négliger dans le calcul des effets des machines et dont on apprécie la valeur d'une manière approximative, soit à l'aide de l'expérience, soit à l'aide du calcul et du raisonnement ('].
(') Cette hypothèse permet d'étudier d'une manière simple les circonstanceH principales du mouvement d'ensemble des machines. H faut remarquer toutefois que les machines industrielles comprennent le plus souvent des arbres de grande longueur, des courroies et d'autres organes qui, sous l'action des efforts Tariables qu'ils transmettent, subissent des déformations très-appréciables; il faut alors tenir compte non-seulement des pertes de travail qui en résultent, ainsi que cela est dit dans, le texte, mais encore des modifications souvent trèsconsidérables qu'éprouvent les mouvements relatifs des pièces du système. Une étade spéciale est nécessaire, dans ces cas, pour déterminer les vitesses relalÎTcs des divers points qui ne peuvent plus être calculées par la simple considéntioD du tracé géométrique. 11 est nécessaire de tenir compte de ces déforma-
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18. Pertes de travail provenant de la réaction des ressorU moléculaires. — Les frottements, l'adhérence, la roideur des cordages sont des résistances qui tiennent à des causes de cette espèce et qui sont étrangères au travail utile, car elles supposent des déplacements moléculaires dus, les uns au mouvement tangentiei des corps soumis à des pressions normales, les autres à leurs flexions plus ou moins grandes et continuellement renouvelées ; ces résistances et quelques autres, telles que celle des milieux dans lesquels les corps se meuvent, accompagnent d'une manière constante le meuve'ment des machines, et il arrive rarement qu'on puisse se dispenser d'en tenir compte.
Quant aux actions moléculaires qui sont mises en jeu parle changement de forme général des pièces solides qui se communiquent le mouvement, c'est-à-dire par la flexion, l'exten* sion, la torsion, etc., que ces pièces éprouvent sous les efforts dus à cette réaction réciproque, l'expérience démontre qu'on peut négliger la considération de leur travail toutes les fois que l'état de compression reste sensiblement le même pendant la durée entière du mouvement, ou qu'il n'éprouve que des variations très-faibles.
Mais lorsque ces variations sont fréquemment répétées et suivies de déformations permanentes des corps, lorsque surtout elles sont dues aux forces d'inertie, aux réactions de toute espèce qui se développent dans les changements brusques du mouvement, par suite des chocs dus à la rencontre de corps animés de vitesses contraires ou inégales, il devient indispensable de tenir compte des pertes de travail qui peuvent résulter, tant de ces déformations en elles-mêmes que des mouvements relatifs imprimés aux molécules, mouvements étrangers à celui par lequel s'opère le déplacement
lions dans Tétude d'un grand nombre de questions pratiques dont rhypothèsc de l'invariabilité des or^^anes ne peut pas donner la solution. II est à remarquer que, m6me dans le mouvement uniforme, le rapport des vitesses n'est pas rigoureusement celui qui résulterait du tracé, dans les cas fort nombreux aujourd'hui où l'on se sert de courroies pour transmettre le mouvement {^-voir les Notes des n»* 39, 41, Section 1; du n» 15, Section III). (K.)
général des corps du système et qui s^éteignent rapidement, comme on sait, par leur opposition réciproque ei parleur dissémination générale dans les masses environnantes.
Nous exposerons plus tard les principes d'après lesquels on estime approximativement cette perte de travail; quant à présent, il nous suffit de remarquer : i® que la durée des chocs, tels qu'en éprouvent les machines, est généralement négligeable par rapport à celle du temps où l'on considère le mouvement de la machine; i^ que, les pièces qui subissent ce choc étant constituées de façon que les altérations de forme qu'elles éprouvent sont en elles-mêmes fort petites, le système se retrouve après le choc sensiblement dans les mêmes conditions de liaisons géométriques qu'auparavant, l'intensité de la vitesse absolue de chaque point étant seule changée ; 3® qu'enfin le résultat du choc a été simplement une perte de force vive éprouvée par les différents corps et qui est mesurée par la différence de celle que le système possède avant et après le choc.
Équations générales du monyement des machines.
19. Établissement des équations générales d'après le principe des forces vives. — D'après ces diverses considérations, on voit que les seules forces dont il soit nécessaire de tenir compte dans la pratique sont : i® les forces motrices destinées à produire le travail utile et à vaincre toutes les résistances nuisibles : leurs travaux instantanés ou élémentaires peuvent être représentés (10) par des expressions de la forme ¥df, qui seront essentiellement positives; 2? les résistances nuisibles ou passives de toute nature (18) et qui agissent d'une manière continue ou intermittente, pendant la durée entière du mouvement : leurs quantités de travail élémentaire négatives pourront être représentées par des expressions de la forme — Rdr; 3'* les résistances utiles qui constituent le travail des dernières pièces de la machine et jouent le même rôle que les précédentes, de sorte que leurs quantités de travail élémentaires peuvent être représentées par des termes de la forme — Qdg; 4^ les poids des divers éléments matériels
du système, qui, agissant tantôt dans le sens du mouvement, tantôt dans le sens contraire, donnent lieu à des quantités de travail que nous représenterons, en conséquence, par des expressions de la forme ±pdh ou ± mgd/i, m étant la masse d'une molécule matérielle quelconque, mg^ ou p son poids (11) et dzdh la hauteur dont elle s'abaisse ou s'élève selon la verticale et dans l'élément du temps où l'on considère le mou-
vement de la machine; 5** enfin la force d'inertie — ^-^n (*8)
des diverses molécules dont il s'agit, produisant dans le même élément du temps des quantités de travail reprcsen-tées (14) par — mvdv et qui s'ajoutent à celles des puissances ou s'en retranchent, selon que la vitesse de chaque molécule décroît ou augmente, c'est-à-dire selon que le produit rc/v est négatif ou positif.
Ainsi on aura, en conservant du reste les notations et conventions des n" 15 et 16
lmvdv = lYdf'-'l\{dr — lÇidq±lmgdh
pour chaque élément du temps, cl
lmv'-lmv''='2lf¥df'-2lfî{dr^iilfQdq±2lfmgdh,
entre deux instants quelconques dont le premier correspond à la vitesse v\ antérieurement acquise par la molécule m, ei dont le dernier correspond à la vitesse v qu'elle a reçue sous l'influence des forces proposées.
20. Termes relatifs au poids des pièces en mouvement. — Avant d'aller plus loin, nous ferons observer que les termes Imgd/i, Ifmgd/i peuvent être mis sous une forme plus simple en les supposant intégrés, soit pour toute l'étendue de la machine, €oit pour l'intervalle de temps qui répond aux vitesses v et v' de la masse m; nommant en effet h la hauteur dont s'est élevée, dans cet intervalle, la masse élémentaire dont il s*agit; M et P la somme des masses et des poids de toutes les parties matérielles qui constituent le système, c'està-dire la masse et le poids total des pièces mobiles de la machine; enfin H la hauteur dont s'est élevé, toujours dans cet
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intervalle de temps considéré, leur centre de gravilé général, on aura évidemment, par la théorie du centre des forces parallèlesy
lmgdh = VdU, Ifmgdli = Imgh = PH,
relations qui n'auront lieu qu'autant que le poids P restera le mènre à chaque instant, ou qu'aucune des masses m ne quittera le système pendant l'intervalle auquel s'appliquent les sommations et intégrations. Généralement nous supposons qu'on n'applique le principe des forces vives aux machines que pour chacun des intervalles où les conditions restent les mêmes, ou plutôt que, si ces conditions sont susceptibles de changer, soit dans chaque élément du temps, soit à des instants déterminés, on y ait égard lors de l'intégration des différentes quantités de travail, ce qui est bien évident a priori, d'après la manière dont nous envisageons ( 16) le principe des forces vives, mais ce qui demande quelque attention dans les applications de ce principe aux divers cas.
. 21. Forme abrégée des équations du mouvement. — En supposant la seconde des équations (19) intégrée de la même manière,* par rapport à chacun des termes dont elle se compose, nous pourrons, dans la vue de simplifier les énoncés, récrire ainsi sous une forme abrégée,
mt/- — mi''»^: 2(f/— Rr— QgdiPH);
mais il ne faudra pas oublier la manière dont elle a été obtenue, ni la signification véritable de chacun de ses termes.
Nous représenterons de même son équation différentielle, qui a lieu à chaque instant du mouvement (9), par
mvdv = Frf/- Rrfr - Qrfy ± PrfH.
Ces notations reviennent simplement à supposer que les forces variables qui agissent sur le système ont été remplacées par les valeurs moyennes (9) qui leur correspondent entre les deux instants où l'on considère le système.
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DiscnstioB des éqoationi ^foèrales.
22. Influence de la gravité sur V effet utile. — Les équations que nous venons de poser ei de définir contiennent implicitement toute la théorie des machines en niouvement; mais, pour en bien saisir l'esprit, il est nécessaire d'examiner à part la signification de chacun de leurs termes et son in* fluence sur les effets généraux de la machine, et principalement sur l'effet utile Q9, qu'il s'agit évidemment de rendre le plus grand possible, eu égard à la quantité d'action F/dé-^ veloppée par le moteur.
Pour cela, résolvons la première de ces équations par rapport à Q9, nous aurons
Qî = F/-Rr±PH+2^-^^î:!.
Considérons d'abord le terme PH qui concerne les poids des pièces matérielles de la machine; on voit qu'il disparaîtra de l'équation toutes les fois que le centre de gravité de tout le système restera constamment à la même hauteur, car H sera alors égal à zéro; autrement il ne disparaîtra de l'équation que les parties de ce terme relatives à des poidç dont le centre de gravité ne monte ni ne descend, comme cela a lieu, par exemple, pour les diverses roues centrées ou dont l'axe passe par le centre de gravité, pour les courroies et chatnes sansfin^ pour les chariots ou pièces qui glissent sur des plans horizontaux, etc. Dans tous ces cas, il ne faudra pas oublier que, si le poids de ces pièces disparaît de l'équation ci-dessus, il n^en est pas moins nécessaire de tenir compte des résistances de toute espèce qui en résultent et dont l'influence se fait sentir dans les termes relatifs aux frottements et aux forces vives du système.
Mettant d'ailleurs de côté le cas où l'un des corps de la machine s'élèverait ou descendrait constamment pendant la durée du mouvement, puisque son poids p (19) ferait partie de la résistance utile Q, ou de la force motrice F, il restera à examiner celui où il baisserait et monterait alternativement, comme cela aurait lieu pour une roue non centrée ou qui ne
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tournerait pas rond^ pour une scie yerticale qui recevrait le mouvement d'une manivelle, etc. ; alors, s*ll ne quitte jamais la machine, son poids ne produira d'autre effet que d'augmenter ou de diminuer périodiquement et de quantités égales la somme des quantités d'action imprimées par les autres forces, c'est-à-dire de manière que cette somme et Teffet utile Q^ ne seront nullement altérés entre deux instants où sa position sera redevenue la même, attendu qu'on aura entre ces instants fpdh = o ; mais si le poids des pièces à mouvement alternatif n'exerce directement aucune influence nuisible sur l'effet utile, il n'en fait pas moins naître des résistances en chargeant les points d'appui et en altérant, comme on le verra plus tard, la vitesse et la force vive du système relatives à chaque instant.
23. Influence des résistances passives et des chocs, — Il n'y a rien de semblable à dire sur le terme Rr, qui contient les quantités de travail dues aux résistances passives de toute espèce; car elles tendent constamment (19) à détruire une certaine portion du travail moteur F/. C'est pourquoi l'on aura, dans chaque cas, à examiner les moyens de diminuer le plus qu'il est possible leur influence, en recherchant la forme, la vitesse et la disposition qu'il convient de donner aux parties qui y sont soumises, pour rendre le produit Rr un minimum.
D'ailleurs, il est essentiel de distinguer (18) les résistances passives qui agissent d'une manière continue pendant la durée du mouvement, telles que les résistances du milieu, le frottement, etc., de celles qui ne se reproduisent que par intervalles et dans des Instants excessivement courts, telles -que celles que développent les chocs ou changements brusques quelconques de la vitesse des corps du système ; les premières opérant à la manière de la pesanieùr ou des forces motrices quelconques, on conçoit très-bien comment on peut évaluer leurs quantités de travail, dans tous les cas où la loi de leur intensité est connue (10). Quant aux autres, il faut supposer que, pendant le temps très-court où les corps réagissent et se compriment, les forces moléculaires sont mises en jeu, de manière à développer, en sens contraire du mouvement, des
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quantités de travail qui sont numériquement (18) la moitié de la somme des forces vives détruites pendant l'acte du choc. somme qui est toujours comparable, comme nous le verrons par la suite, h la force vive totale du système, même quand les corps qui y entrent seraient ce qu'on uoiamt parfaitement élastiques, c'est-à-dire tels qu'ils reprissent exactement après le choc la forme qu'ils possédaient auparavant.
24. Inconvénients des chocs; moyens de les éviter. — On remarquera au surplus que, si le choc est destiné à produire un effet utile, comme lorsqu'il s'agit de comprimer, d'écraser un corps sous l'action d'un pilon ou d'un marteau, une partie de la force vive perdue par les pièces de la machine doit être censée appartenir au terme Qg : c'est celle qui est strictement nécessaire pour produire le changement de forme qui a lieu dans la matière à comprimer ou à diviser. On conçoit même que la majeure partie de la force vive du pilon serait utilement employée, si ce dernier était parfaitement rolde et élastique, si sa forme et sa constitution physique ne s'altéraient pas dans un même choc oa par la répétition des chocs, et si, enfin, il ne conservait après le choc, ainsi que la matière qui y est soumise, aucune vitesse relative et étrangère a l'effet utile ; mais, comme il en est tout autrement, comme le mouvement est toujours accompagné de résistances passives, on voit qu'il y a nécessairement une portion notable de la force vive imprimée au pilon, ou du travail que suppose cette force vive, qui est consommée en pure perte. Voilà pourquoi aussi, et indépendamment des autres raisons à alléguer, il vaut mieux produire les effets ci-dessus par de simples pressions, ainsi qu'il arrive dans les machines à cylindres, à meules, etc., que les bons constructeurs substituent, avec raison, aux pilons et aux marteaux.
Si donc il est utile d'éviter les chocs dans le cas actuel, à plus forte raison en est-il ainsi quand ce choc n'est pas indis* pensable à l'effet qu'on veut produire. C'est ce qui a lieu, par exemple, lorsque des pièces se quittent et se reprennent brusquement avec des vitesses finies, soit qu'elles abandonnent entièrement la machine, soit que, servant à communiquer
le mouvemenl, elles offrenl beaucoup de jeu dans leurs articulations et éprouvent des changements de vitesse en intensité et en direction, telles que les pièces à mouvement aîiernaiif, etc. On évite en partie ces cfiFets en diminuant ce jeu le plus qu*il est possible et en employant, pour transformer le mouvement continu en mouvement alternatif, des ressorts, ou, ce qui vaut mieux, des manivelles, des excentriques qui éteignent et restituent graduellement la vitesse au commencement et à la fin de chaque oscillation; enfin en disposant les parties qui transmettent le travail par leur contact et en général toutes les pièces de la machine, de façon qu'elles soient rigoureusement assujetties dans leur tracé et leur mouvement à la loi de continuité.
L'effet des changements brusques quelconques esl, d'ailleurs, de faire éprouver aux machines des secousses qui détériorent leur constitution en fatiguant les assemblages, en désunissant les parties et augmentant le jeu, ce qui a pour résultai inévitable une augmentation progressive des pertes de travail. On peut en dire autant des fortes pressions en général, lorsqu'elles éprouvent des alternatives fréquentes et longtemps répétées en direction et en intensité.
25. Influence de la forme et de la vitesse du récepteur. — Passons maintenant à ce qui concerne le terme F/, relatif aux quantités de travail développées par les forces motrices, et remarquons que les moteurs peuvent èire primitifs, tels que la gravité et le calorique, ou secondaires, tels que lesaniniaux, le vent, les cours d*eau et la vapeur. Il ne peut être ici question du mode d*agir des uns et des autres; tout ce qu*il importe de remarquer, c'est que la pression F, exercée par le moteur secondaire sur le récepteur, est, en général, susceptible de varier avec la vitesse propre v de cette pièce, de telle sorte que, étant nulle pour une vitesse de son point d application égale à la plus grande vitesse Y que puisse prendre librement le moteur, elle est, au contraire, la plus grande possible quand le récepteur est immobile ou que v = o.
La quantité d'action F/, communiquée par le moteur à la machine, étant ainsi nulle pour les cas extrêmes dont il s'agit.
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on voit qu'il y aura une valeur de v, comprise entre o ei V, qui rendra le produit F/ un maximum ('); cela paraîtra évident, si Ton considère la manière d'agir de quelques-uns des moteurs secondaires, tels que les animaux et l'eau. D'ailleurs, il y aura, dans chaque cas particulier, d'autres conditions à remplir pour rendre F/ le plus grand possible : il faudra notamment éviter les chocs et toute décomposition de la force et de la vitesse du moteur qui serait nuisible à l'effet, ou ferait croître inutilement la pression sur les appuis et les résistances passives, etc. ; mais il est impossible de donner des préceptes généraux a cet égard, et ce ne serait pas le lieu d'entrer dans des détails.
26. Influence de la forme et de la vitesse de V outil. — /»• fluence de V inertie des masses, — Il nous reste à dire un mot des termes de notre équation (22) qui concernent l'inertie ou les forces vives de la machine; car il est assez évident qu'on peut répéter à l'égard de i'effot utile Q^ ce qu'on a dit des résistances passives en général : ainsi l'on aura à examiner la vitesse, la forme, etc., qui conviennent à V outil o\x opérateur, pour qu'à dépense. égale de travail il produise le maximum d'ouvrage d'une espèce déterminée; l'expérience a, en effet, appris que chaque outil offre une vitesse qui est la plus avantageuse possible, ei dont on ne saurait s'écarter sans inconvénients, soit pour la qualité, soit pour la quantité des produits.
Passant donc aux termes qui contiennent les forces vives mi/' et mv'S possédées par les différentes pièces de la machine.
(*) Plusieurs auteurs ont reproduit ce raisonnement, dans le but de démon* trer que, pour tout moteur, il existe une vitesse du récepteur qui donne liea au meilleur rendement ; nous croyons devoir faire remarquer que le raisonnement du texte ne s'applique pas à la question ainsi posée; il répond à la détermination de la vitesse qui conduit au maximum de travail dans Tunité de temps, vitesse qui, {généralement, n*est pas celle qui se rapporte au meilleur rendement. Quant à la vitesse à laquelle il convient de faire fonctionner les machines industrielles, et que Ton nomme vitesse de règle ou lùtesse normale^ elle ne correspond, le plus souvent, ni au meilleur rendement, ni au maxîmam de travail par unité de temps. Des considérations d*un autre genre doWent encore intervenir pour déterminer cette vitesse, dans chaque cas ( voir la Note du n« 42). (K.)
à la fin et au commencemeni de Tintervalle de temps pendant lequel on considère son mouvement, on remarquera que l'un tend à augmenter et l'autre à diminuer l'effet Q^ ; mais, comme les machines partent nécessairement du repos et qu'elles n'acquièrent de vitesse que celle que leur communique le moteur, on voit que la quantité de travail mesurée par la force
vive en suppose une autre primitivement dépensée par
ce moteur et qui lui est toujours supérieure, à cause de résistances nuisibles inhérentes à la constilution de la machine.
mv'
Quant à la force vive — j qui se présente comme une* perte
véritable de travail, on pourra l'utiliser en partie vers la fln du mouvement de la machine en laissant agir celle-ci seule et en vertu de sa seule inertie, contre les résistances que présente la matière à confectionner; ce que, d'ailleurs, ne permet pas toujours la matière du travail et le genre de l'outil; mais comme, dans tous les cas, les résistances passives en absorberont une portion notable, on voit qu'il y a, de toute manière, de l'inconvénient à laisser acquérir une certaine force vive aux différentes pièces, indépendamment de ce que l'influence des chocs et des résistances nuisibles croît avec l'augmentation des masses et de la vitesse. Néanmoins, si le mouvement de la machine doit être longtemps continué, la perte de travail,
représentée par — j devient négligeable par rapport à l'effet
utile total, et son influence est nulle comparativement à celle qu'elle exercerait dans le cas où le mouvement de la machine serait interrompu par de fréquents repos.
On voit aussi que, si l'effet utile consiste à élever ou mouvoir des corps dans une direction quelconque, il y a toujours une certaine perte de force vive ou de travail, lorsque ces corps quittent la machine avec une vitesse acquise; cette vitesse doit être nulle ou la moindre possible.
Quant aux pièces à mouvement alternatif, dont la vitesse s'éteint à la On et au commencement de chaque oscillation, on voit aisément que, si cette vitesse varie par degrés insensibles, leur force vive n'aura d'autre effet que de diminuer et
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d'augmenter périodiquement celle de la machine, de façon qu'elle redeviendra la même à la fin et au commencement de chaque oscillation, et qu'il n'y aura, sous ce rapport, aucune perte de quantité de travail.
III. — Circonstances principales du mouvement des machines
Lois générale» du mouyement.
27. Nature particulière du mouvement des machines. — Après avoir examiné à part l'influence des différents termes de réquaiion des forces vives (22) sur l'effet utile, nous allons maintenant en déduire les lois mêmes du mouvement des machines.
Les machines sont en effet assujetties à exécuter des périodes de mouvement qu'on nomme tours^ révolutions^ et au bout desquelles la position des différentes masses redevient la même qu'auparavant; or, toutes les pièces étant solidaires, la vitesse se communique de proche en proche, par c^s lois purement géométriques, de façon que celle des divers points peut s'exprimer en fonction de la vitesse de l'un quelconque d'entre eux et de la variable qui fixe sa position à chaque instant. L'équation des forces vives donnerait donc celte vitesse à un instant quelconque, si l'on connaissait, pour cet instant, les quantités d'action totale imprimées au système par les différentes forces, et, sous ce point de vue, elle contient implicitement les lois du mouvement de toutes les machines.
Si l'on suppose que le système soit parti du repos, on fera i/= o dans l'équaiion
Imt;* — 2mv/»=: 2 2/F(//— al/Rrfr- 2lfQdq =t aPH,
et elle donnera la valeur de la vitesse v de la masse quelconque m, puisque, d'après la nature des machines, les vitesses des diverses autres masses ont avec v des rapports donnés et dépendant seulement des grandeurs qui fixent la forme et la position des différentes parties du système à chaque instant.
Si l'on veut seulement considérer ce qui se passe dans l'in-
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tervalle de temps infiniment petite//, pendant lequel Taccroissement de vitesse de m est dvy correspondant aux espaces élémentaires df^ dr, dq, on aura, en différentiant Téquation ci-dessus, par rapport au temps,
Imvdv^lFdf-lKdr — lQdqzïz^dE,
équation qui servira à faire connaître l'accroissement de vitesse reçue à chaque instant p^r l'un quelconque des points de la machine et par suite la loi du mouvement.
Pour le démontrer, nous remarquerons que, si l'on nomme e le chemin total décrit par la molécule m à l'instant où sa vitesse est w, de sorte que udt = de, puis que l'on représente par cp(p)en général la fonction purement géométrique qui exprime le rapport de la vitesse v d'un élément de masse quelconque de la machine à la vitesse u au même instant, on pourra remplacer les quantités Imv*, 2m/% par leurs équivalentes
dans les équations précédentes, qui deviendront ainsi, en représentant par k et A^, pour abréger, les valeurs de 2mq>(e) , 2m<p(e') relatives aux deux positions distinctes considérées,
ku' — A-'tt" = 2 If^df-- 2 2/R rfr - 2 IfQ dq rb PH, kudu + \u'dk = lFdf-^lKdr - IQdq ± Vdh,
et comme df, dr et dq ont aussi avec de des rapports qui sont purement fonctions de e et des constantes qui fixent la grandeur et la position relative des parties matérielles du système, qu'enfin F, R et Q sont censées constantes ou variables, suivant des lois qui sont données a priori, en fonction du temps, ou des variables/, r eiq, c'est-à-dire de e, on voit que la dernière de ces équations donnera, par les méthodes connues, la loi effective du mouvement, de sorte qu'étant réunie avec la précédente elle doit contenir implicitement touiaa.ies propriétés essentielles des machines telles que nous^m'^nvisageons ici.
Mais, pour qu'il en puisse être ainsi, il faut supposer que
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Ton tienne compte de toutes les circonstances qui surviennent pendant le travail des forces, et notamment de celles qui peuvent momenlanément suspendre ou modifier leur action et le mouvement des différentes parties matérielles, comme il arrive, par exemple, dans le jeu des pilons ou des marteaux, cil certaines masses quittent et reprennent alternativement la machine : les intégrales doivent alors évidemment se prendre dans les intervalles distincts à considérer.
28. Du mouvement à partir du repos. — A l'instant où une machine sort du repos, le travail élémentaire Fd/du moteur surpasse nécessairement celui de toutes les résistances réu» nies, c'est-à-dire que ¥df— Kdr— . . .^o. Cela arrive ordinairement, ou parce que la résistance utile Q a sa valeur mi-nimum, ou parce que la pression motrice F a le maximum de la sienne (25). La force vive augmente ainsi à chaque instant d'une quantité d[mv^) = 7,mvdv, égale au double des quantités d'action élémentaires imprimées par les puissances.
L'accroissement de la force vive continuera tant que le moment Ydfon le travail élémentaire du moteur l'emportera sur celui Rrfr-i- Qdq. . . des diverses résistances ( '); mais il faut admettre, conformément à l'expérience et à la nature des machines industrielles, que la force vive ne croîtra pas indéOnlment, du moins d'une manière appréciable, et atteindra plus ou moins rapidement une limite ou maximum pour laquelle on aura
-i d[mv^) = Fdf— Rrfr— Qrfg dt ?dh = o,
(*) Période de mise en marche des machines. — Il est bien rare, dans la pra. tique, que le travail élémentaire moteur puisse rester supérieur au trarail élémentaire résistant pendant tout le temps nécessaire à la mise en marche du système; mais il résulte des dispositions des machines industrielles, du mode d'action du moteur sur le récepteur, qu'il existe des périodes de mouvement telles que le travail moteur total correspondant à chacune d'elles puisse être maintenu supérieur, égal ou inférieur au travail résistant, quelle que soit d'ailleurs la loi de variation des travaux élémentaires. Ce résultat est obtenu à l'aide do dispositiAi particuliers tels, que les distributeurs et les régulateurs, dont il est question pioc loin (n^* 43). Pour que la machine sorte du repos et prenne des forces vives de plus en plus grandes, au bout des évolutions successives, 11 faut que le traviU moteur soit plus grand que le travail résistant pour l'ensemble de
ce qui exprime, d'après le principe des vitesses virtuelles, qu'il X ^.f û^ même instant, équilibre entre les forces mo^ triées et les résistances y abstraction faite des forces d'inertie
— m -7- (14.) des diverses masses, dont la somme des moments
virtuels est naturellement égale à zéro.
En effet, si la force vive croissait sans cesse et d'une manière sensible à chaque révolution de la machine, il en résulteraitque la vitesse d'une pièce quelconque, par exemple celle du point d'application du moteur, croîtrait également et atteindrait bientôt un terme pour lequel ce moteur ne serait plus capable (25) d'aucun effort, circonstance qui n'a pas lieu pour les résistances, puisqu'il arrive souvent qu'elles croissent avec la vitesse,
La force vive et la quantité de travail communiquée ayant donc atteint leur maximum, il pourra arriver ou qu'elles restent constantes, ou qu'elles décroissent pendant un certain temps pour recroître ensuite, et ainsi alternativement, puisque le mouvement n'est pas censé s'éteindre.
29. Conditions du mouvement uniforme. — Considérons d'abord le premier cas, qui est le plus simple; l'accroissement élémentaire 2,mvdv de la force vive étant nul, ainsi que la somme Fdf—Qdq,.. des quantités de travail élémentaires imprimées, il y aura à chaque instant équilibre pour toutes les positions de la machine et abstraction faite des forces d'inertie; la vitesse redeviendra par conséquent la même
chaque période. Cette condition est suffisante; en d'autres termes, si le travail moteur qui correspond à une période est supérieur eut travail résistant à vaincre pendant la même période^ il existe au moins une position de départ de la machine, à partir de laquelle le mouvement commencera et continuera, quelles que soient d* ailleurs les variations ou les intermittences des travaux à chaque instant. Ce théorème se démontre aisément par la considération des aires de la courbe du travail; nous l'indiquons ici parce qu'il est d'une certaine importance dans l'étude du mouvement des machines; il fait reconnaître nettement les erreurs souvent commises au sujet du rôle des volants, notamment quand on veut en démontrer la nécessité pour entretenir un mouvement périodique, pour franchir les points morts, même dans les cas où le travail moteur, par tour, est égal ou supérieur au travail résistant. (K.)
pour les mêmes positions, et, puisqu'on aura, entre deux instants quelconques,
mv* — mv'' = 2 (F/— Qq — Rr)± PH = o,
l'inertie n'exercera plus aucune influence directe sur la transmission du travail.
Le cas le plus général et à la fois le plus ordinaire où ces circonstances peuvent se présenter est celui où les différentes masses du système posséderaient séparément des vitesses constantes ou uniformes, car on ne conçoit pas, a priori, comment ces^vitesses pourraient varier de façon que l'accroissement des forces vives de certaines pièces fût constamment égal au décroissement de celles de toutes les autres, ce qui est nécessaire pour que la somme des forces vives reste constante. De plus, il est évident que les vitesses effectives
(iéi (if' c/^" ^, v\ v", ... ou (13 et \k) -r-'i —, --TTy' des différentes
masses ne peuvent rester constantes si les vitesses virtuelles de^ de' y de'^y, . ., qui dépendent uniquement de la nature géométrique des liaisons du système, ne sont elles-mêmes dans des rapports invariables, pour toutes les positions qu'il pçut prendre ( • ).
Cette condition exclut, comme on voit, tout à fait les pièces à mouvement alternatif, puisque leurs vitesses effectives et leurs vitesses géométriques ou virtuelles ne pourraient être en rapport constant avec celles des autres; mais elle ne suffit pas pour assurer l'uniformité du mouvement de la machine, il faut encore qu'on ait, à chaque instant,
Frf/- Qrfqr - Re/r±: PrfH = o ,
(') Soient K, K',... ces rapports constants, de sorte qu'on ait
</e'=K' </<?"= Krfe...;
on aura donc aussi, entre deux positions quelconques du système,
e'=Ktf, tf''=K'«?,...;
c'est-à-dire que les espaces entiers décrits entre ces positions par les différents points seront également dans les mômes rapports.
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OU qu'il y ait équilibre, abstraction faite toujours des forces d'inertie, nouvelle condition qui ne pourra être remplie d'une manière générale si la puissance et les résistances agissent par intervalle d'une manière discontinue, ou varient en intensité ou en direction, par des lois quelconques et indépendantes, dans les diverses positions de la machine. Or, en supposant même les forces F, R et Q constantes avec la vitesse, ainsi que les angles qu'elles forment avec la direction des chemins élémentaires décrits par leurs points d'application, condition qui rend les moments virtuels Qdq, Rrfr, Fdf constants, et qui se trouve remplie dans beaucoup de machines, il faudra encore que le poids p de chaque pièce conserve (22) son centre de gravité à la même hauteur, à moins qu'ayant une vitesse uniforme il ne fasse partie de la puissance motrice ou de la résistance ulile, car dans tout autre cas il imprimera évidemment des quantités de travail instantanées ±pdli qui seront variables pour les diverses positions du système.
D'après ce qui a été dit précédemment, il ne peut entrer dans la machine de pièce à mouvement alternatif; elle, devra donc se composer uniquement de pièces de rotation ou de roues exactement centrées (22), de courroies et de chaînes sans fin, etc.
30. Du temps nécessaire à l'établisse ment du mouvement uniforme. — Cet examen peut servir à montrer combien il est difQcile d'établir le mouvement rigoureusement uniforme dans les machines; on peut même dire qu'il ne s'y présente jamais dans toute l'exaclilude mathématique, car il suppose non-seulement que les forces restent constantes en intensité et en direction, etc., mais encore que les vitesses virtuelles des différentes parties de la machine soient entre elles dans des rapports indépendants de la position du système, ce qui exige que les quantités représentées ci-dessus par (f[e) soient constantes, pour toutes les positions. Enfin on démontre trèssimplement, soit par la considération de l'équation
dt' dt de de , de
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dans le second membre de laquelle ^> ^' ;/ seraient supposées constantes, soit par des considérations directes de Géo« métrie, que, lorsque l'action des différentes forces est soumise à des lois continues, analogues à celles de la pesanteur et dépendant uniquement des variables qui déterminent la position ou la vitesse du système, ce n'est, pour ainsi dire, qu*au bout d'un temps infini que la vitesse acquiert, en général, sa limite, quoique, dans un temps souvent fort court, elle n'en diffère que d'une quantité inappréciable et qu'on peut négliger pour la plupart des cas de pratique.
Il sufflt pour cela de remarquer que, d'après les notions précédentes, la fonction représentée par ce second membre a sa plus grande valeur quand la machine part du repos ou que 1^ = 0, et qu'elle décroît plus ou moins rapidement à mesure que la vitesse v augmente, de manière à devenir complètement nulle pour une certaine valeur finie de cette vitesse» ce qui lui suppose implicitement la forme
ou toute autre forme équivalente, N étant une fonction de v et de constantes, essentiellement positive, et a la vitesse limite dont il s'agit. On tire, en effet, de l'équation posée en dernier lieu,
f r Krf. _ r d.
intégrale qui, d'après les règles connues, étant prise depuis (; = o jusqu'à v = a, doit renfermer au moins un terme de la forme — Alog(a--v), si n est impair, ou de la forme — A(a — i')"""^', si /i est pair; or ces fonctions sont l'une et l'autre susceptibles de devenir infinies quand la vitesse v atteint sa limite a.
Ce fait est analogue à celui qui se présente dans le mouvement des parachutes, des fluides qui s'écoulent par les orifices des vases, et il avertit des précautions à prendre dans certains cas, quand on ne veut pas courir le risque de se tromper sur le régime ou l'état de mouvement d'un système.
Des observations analogues sont applicables d'ailleurs aux machines qui, par leur constitution et celle des moteurs ou des résistances, ne pourraient acquérir qu'un mouvement périodique constant ou permanent, c'est-à-dire tel que la vitesse, quoique variable dans l'étendue de chaque révolution, revienne constamment la même pour les mêmes positions.
31. Avantages du mouvement uniforme. — L'importance qu'il y a de satisfaire, dans chaque cas pariiculier, sinon rigoureusement, du moins le plus possible, aux conditions propres à établir l'uniformité du mouvement des machines, sera sentie si l'on met en parallèle les avantages inhérents à ce mouvement avec les inconvénients qui résultent du mouvement variable.
Dans les machines qui possèdent le mouvement uniforme, el ou les puissances et les résistances agissent d'une manière continue et avec la même intensité d'action ('), les pièces se conduisent toujours de la même manière et demeurent sans cesse en contact, sans éprouver aucune secousse nuisible, aucun changement brusque de vitesse; et, comme les quantités de travail élémentaires reçues et transmises par chacune d'elles sont égales et constantes, ou qu'il y a équilibre à chaque instant, de même que pour la machine entière, les chances de destruction sont moindres, et l'on peut apprécier, dans chaque cas, les efforts qu'elles supportent, les flexions qu'elles éprouvent et la solidité minimum qui leur convient. Mais ces avantages ne sont pas les plus importants de ceux qui appartiennent à l'uniformité du mouvement; car, puisqu'il existe (25) pour chaque moteur une vitesse de son point d'application qui rend un maximum la quantité de travail
(') Du régime uniforme, — Il résulte de ces considérations que, pour que les machines se trouvent dans les meilleures conditions do fonctionnement, il ne suffit pas qu'elles possèdent un mouvement uniforme : il faut encore que toutes les forces qui agissent sur elles consenrent, pendant toute la marche, la même intensité et la même direction, condiUon qui n'est pas nécessairement remplie dans le mouvement uniforme. Ces circonstances pourraient être caractérisées par la dénomination de mouvement régulier^ ou mieux, par celle de régime uniforme. (K.) •
4o COURS DE MÉCANIQDB
jours à ce qu'on atteigne le but d'une manière satisfaisante; du moins on doit chercher à en approcher le plus possible» dans chaque cas particulier, en évitant les principaux inconvénients du mouvement variable que nous venons de signaler.
Or nous remarquerons qu'il n'existe en réalité que trois causes essentielles du mouvement varié des machines, et qui consistent dans l'irrégularité d'action, soit du moteur, soit de la résistance utile, soit de l'un et de l'autre réunis; il n'arrivera donc pareillement que trois circonstances où l'on soil forcé de faire usage de pièces à mouvement alternatif, et, dans ces trois circonstances, on devra éviter de multiplier inutilement ces pièces.
Ainsi, le récepteur devant posséder un mouvement alternatif et l'opérateur un mouvement de rotation continu, uniforme» on transformera immédiatement, à l'aide de manivelles, d'excentriques, etc., le premier mouvement en un mouvement pareil au second; toutes les pièces intermédiaires seront ainsi des roues, des courroies à mouvement continu. On en fera autant quand, au contraire, le récepteur devra posséder une vitesse uniforme, et l'outil un mouvement alternatif; mais, si l'outil et le récepteur doivent à la fois posséder un mouvement alternalif, il y aura à examiner si le premier peut immédiatement s'appliquer au second, sans interposition de pièces quelconques, de façon que les oscillations' et les alternaUves d'action coïncident parfaitement, que la vitesse et la pression s'éteignent par degrés vers la fin et le commencement de chacune d'elles; car alors il ne pourra y avoir de perte d'effet sensible, et la machine travaillera presque aussi avantageusement que si elle possédait le mouvement uniforme. Mais cela arrive rarement, et presque toujours on se voit obligé de faire usage de pièces intermédiaires auxquelles on donne, quand le cas l'exige et qu'il y a de l'avantage à régulariser l'action, un mouvement de rotation continu dans le même sens.
Moyens généraux de régulariser le mouvement des machines (*).
35. Précautions à prendre au sujet des tracés et de la répartition des ejforts. — Laissant donc de côté le cas où toutes les pièces ont un mouvement alternatif, il n*y aura plus qu'à s'occuper des trois autres, auxquels on pourra joindre celui où toutes les pièces mobiles ont un mouvement de rotation continu, quoique la puissance ou la résistance agissent sur la première et la dernière pièce, d'une manière intermittente, variable; or, dans tous ces cas, mais surtout dans celui où il est avantageux (31) que Tune de ces pièces extrêmes possède la vitesse uniforme, il paraît convenable de régulariser le plus possible le mouvement de la machine, et ce qui précède nous en indique les moyens principaux: i"" on tracera les parties par lesquelles le mouvement de rotation continu se transmet d'une pièce à l'autre, de façon que la vitesse géométrique reste
(') Des conditions de bon fonctionnement des machines. — Pour apprécier la valeur des divers mojens de régularisation , il est nécessaire de définir d'abord les conditions qui assurent le bon fonctionnement des machines.
La question industrielle se résume à fabriquer, au moindre prix total, l'unité d'ouvrage, arec la perfection voulue. La bonne exécution du produit, laquelle constitue le but final, dépend uniquement des conditions du mouvement de l'outil et des organes accessoires qui règlent l'arrivée de la matière à travailler. Quelquefois il est nécessaire d'adopter, pour ces pièces, des vitesses déterminées; le plus souvent elles peuvent fonctionner à des marches^ c'est-à-dire à des vitesses moyennes, assez éloignées l'une de l'autre, pourvu que, pour une même marche, la vitesse reste sensiblement constante, ou que du moins les variations se fassent avec lenteur ; ce sont, en effet, les variations brusques de la vitesse qui occasionnent, suivant les cas, la rupture des fils, les arrachements ou déchirements de la matière soumise au travail. De même, la bonne action du moteur sur le récepteur, la régularité de la distribution dépendent de conditions analogues; enfin, si Ton étudie la question au point de vue de la conservation des organes, dont dépend l'importance des frais d'entretien et de réparation , on reconnaît que la cause la plus énergique de destruction réside dans les secousses, les chocs dans les articulations, qui, pour chaque pièce en particulier, dépendent directement de la grandeur de l'accélération.
En résume, le bon fonctionnement de l'ensemble exige que les vitesses et les
accélérations des diverses pièces restent comprises entre des limites spéciales à
chacune d'elles. Or, dans l'hypothèse de la rigidité des organes qui est ici
dv
faite, les vitesses v et les accélérations ~ de tous les points de la machine
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dans un rapport donné, ce qui constitue véritablement le problème des engrenages pris dans toute sa généralité; 2** on centrera exactement (22) les roues, ce qui aura pour avantage d'annuler TefTet de la force centlfuge ou la pression qui en résulte sur les axes; B"" on mettra pareillement en équilibre le poids des pièces à mouvement alternatif, ou l'on fera concourir ce poids, s'il y a lieu, à régulariser l'action de la puissance et delà résistance dans chaque position du système; 4'' on diminuera autant qu'il est possible la vitesse, l'amplitude du mouvement et la masse de ces mêmes pièces, c'eslà-dire autant que le permettront la solidité et l'usage qu'on on veut faire; 5** enOn on régularisera l'action même du moteur ou de la résistance par djss contre-poids, ou par toute autre disposition qui peut résulter de l'examen de chaque cas individuel : par exemple, si TefTet de l'une ou de l'autre de ces forces se compose d'effets partiels égaux, distincts et répétés plusieurs fois dans une même révolution de la machine, il conviendra de les distribuer de façon qu'ils se succèdent à
peuvent s'exprimer (27) en fonction des vitesses et des accélérations d*un même point, que nous supposerons choisi sur une pièce à rotation, de vitesse angulaire ta, k l'unité de distance de l'axe. On a ainsi, en désignant par K une fonction connue pour chaque point considéré de l'espace s décrit, depuis l'origine, par le point dont la vitesse est u,
<iv -, ''w , </K Ht dt ds
et l'on peut déterminer les valeurs entre lesquelles doivent rester compris
u et -j- pour que la vitesse v et l'accélération -y des organes les plus exposés dt dt
ne dépassent, pour aucune position, les limites dangereuses; ces valeurs Ûient les deux conditions de réguhrité de la vitesse, de l'ensemble de la machine, en fonction de la vitesse et de l'accélération de l'un des arbres du système.
On voit, d'après la seconde équation, que, quels que soient les procédés de régularisation que l'on emploie, il existe pour toute machine une limite supérieure de la vitesse w, pour laquelle le fonctionnement deviendrait inadmissible,
lors même que -j- serait toujours nul, c'est-k-dire que le mouvement des pièces dt
à rotation fût parfaitement uniforme.
Il faut remarquer que les deux conditions nécessaires que nous venons d'in* diquer ne peuvent pas, à elles seules, régler les tensions des pièces, lesquelles dépendent encore de l'intensité des forces qui agissent sur les machines et de la répartition des masses en mouvement. (K.)
des intervalles réguliers et en quelque sorte sans discontinuité, ou que les plus grands efforts des uns aient lieu en même temps que les plus faibles des autres, etc.
Tous ces moyens étant épuisés et les causes de Tirrégularite d'action étant par là corrigées autant que possible, il restera une dernière ressource que nous allons faire connaître, attendu qu'elle se rattache aux lois générales du mouvement des machines, dont nous avons un instant abandonné la discussion.
36. Influence des pièces à mouvement alternatif, — Nommons, en général, m la vitesse angulaire ou la vitesse à Tunité de distance de Tune des pièces de rotation de la machine; sa force vive aura pour expression
^mv^=^^m(jii'* r^ ^cù^lmr^f
r étant la distance à l'axe d'une molécule matérielle quelconque, m sa masse et Imr^ le moment d'inertie ûeh pièce; la force vive totale possédée par les pièces semblables à un Instant donné, et en général par toutes celles qui ont des vitesses continues, dans des rapports donnés (29), pourra donc être représentée par A w% A étant une constante qui dépend des rapports de vitesses et des moments d'inertie des pièces. Quant' à la somme des forces vives des pièces à mouvement alternatif, nous continuerons à la représenter par l'expression générale /w('S de sorte que les équations du n*> 27 donneront, pour déterminer à chaque instant la vitesse angulaire (ù,
Aa)'=:2(F/-Q9...^V
A û) rfw = Fdf — Qdq — ... — mvdv.
L'effet des pièces à mouvement alternatif se bornant ainsi à diminuer le travail élémentaire Fe/f imprimé à chaque instant par les puissances, d'une quantité variable mvdvy on pourra
n'est autre que la résultante générale des forces d'inertie tangentielles relatives à ces pièces, et comprendre explicitement cette force, dont la quantité de travail instantanée est.
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abstraction faite du signe, —mi'dv=^(^dey au nombre de celles qui sollicitent réellement la machine et qui sont étrangères k l'inertie.
On remarquera d'ailleurs que, puisque la vitesse v des pièces dont il s*agit devient nulle à la fin et au commencement des oscillations de chacune d'elles, il en est de même de la quan* tité de travail (fde ou mv^ que développe leur inertie, ce qui suppose 9 (/« tantôt positif et tantôt négatif, ou que la force f , relative à une même pièce, restitue et détruise constamment» dans chaque demi-oscillation, des quantités de travail égaies et qui n'altèrent ainsi aucunement reiTetr utile de la machine. Sous ce point de vue donc, l'action de celte force peut être «nssimilée à celle de la pesanteur (22) sur les pièces à mouve* ment allernatif, de sorte que les moyens de corriger son influence sont entièrement analogues; ainsi, indépendamment de ceux qui ont déjà été indiqués au n°35 ci-dessus, on pourra opposer à la masse de ces pièces d'autres masses douées d'un mouvement oscillatoire précisément contraire, c*est-iK dire tel, que l'accroissement ^mvdif de leur force vive soit à chaque instant égal, quoique de signe contraire, à celui qui est relatif à ces mêmes pièces; pareillement encore on pourra disposer les périodes de mouvement de ces pièces de façon que la force 9, qui remplace leur effet, détruise en partie Tîrrégulariié d'action des puissances et des résistances. Mais ces divers moyens sont rarement applicables avec simplicité, quoiqu'on ne doive aucunement les dédaigner dans chaque cas particulier; on préfère généralement augmenter l'inertie de quelqu'une des pièces de rotation de la machine, conformément aux principes que nous allons exposer.
37. Lois du mouvement varié des machines. — Reprenons les raisonnements du n"* 28; il résultera des équations posées ci-dessus: i® que lorsqu'une machine est partie du repos, la vitesse &> qu'elle a acquise, au bout d'un certain temps, est d'autant plus grande que la quantité de travail communiquée par les différentes forces l'est elle-même davantage, et que la quantité A, uniquement relative aux moments d'inertie et aux rapports constants des vitesses géométriques des pièces de
rolalion, est au contraire plus petite; 2® que raccroissemenl élémentaire don de la vitesse, à une époque quelconque du mouvement, est directement proportionnel à la quantité de travail élémentaire imprimée au même instant, et inverse de la vitesse acquise &) et de la quantité constante A. La vitesse o) croîtrait donc sans cesse à chaque révolution si, comme nous lavons déjà expliqué (28), la somme des forces vives du système n'atteignait bientôt, du moins sensiblement, une limite absolue qu'elle ne peut dépasser, d'après la nature même des moteurs et des résistances. La machine étant parvenue à cet état de mouvement, la force vive Aw' et la vitesse w ne pourront plus varier, soit dans un même tour, soit d'un tour à l'autre, qu'entre des limites plus ou moins resserrées et relatives aux variations mêmes de la quantité d'action totale F/— Qq — ' . • qui lui aura été imprimée dans les intervalles correspondant à ces tours ou révolutions. Ainsi ces diverses quantités atteindront successivement et simultanément une valeur maximum, puis une valeur minimum, pour chacune desquelles il y aura équilibre entre toutes les forces considérées (36), attendu qu'on aura
A&x/o) = Fdf — Qdq— RJriPrfA — mvdv=o.
Or, quelle que soit la loi suivant laquelle varie l'intensité absolue de ces forces, et pourvu qu'elle ne soit pas tout à fait irrégulière et qu'on puisse déterminer, soit par le calcul, soit par l'expérience, la quantité de travail imprimée entre les deux instants où la vitesse o, relative à un même tour ou à plusieurs tours successifs, atteint sa plus grande et sa plus petite valeur absolue, on sera toujours le maître de rendre le mouvement des pièces de rotation de la machine aussi approchant qu'on le voudra de l'uniformité.
38. Moyen général de régulariser le mouvement des ma^ chines. — En effet, soient tù" et o' la plus petite et la plus grande valeur de la vitesse &>, S la somme des quantités d'action imprimées, dans l'intervalle qui leur correspond, par les différentes forces, en y comprenant <p (§ 36), on aura
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" <<up de jeu dans leurs arti-
-■nienis de vitesse en inten-
]> s pièces à mouvement alter-
' ; > l'ilels en diminuant ce jeu le
tii employant, pour transformer le
mouvement alternatif, des ressorls,
'les manivelles, des excentriques qui
graduellement la vitesse au commen-
rliaquG oscillaiion; enrui en disposant
>i'Uenl le travail par leur contact et en
' rs de la machine, de façon qu'elles
.ii-'iijeilies dans leur tracé cl leur mou-
luiilc.
ii-r;iii^iU5 brusques quelconques est, d'ail-
■jirouver aux machines des secousses qui dé-
l'jii^tiluiion en fatiguant les assemblages, en
^ parties et aLigmcniani le jeu, ce qui a pour
liile une augmenlaiîun progressive des pertes de
it en dire autant des fortes pressions en général,
jirouvent des alternatives fréquentes et longtemps
lireciion et en intensité.
'ifc de la forme et de la vitesse du récepteur. —
louant à ce qui concerne le terme F/, relatif aux
[r,ivail développées par les forces motrices, et re-
rons que les moteurs peuvent èlre primitifs, tels que la
ret le calorique, ou secondaires, tels que lesanin:aux,
i, les cours d'eau et la vapeur. Il ne peut èlre ici ques-
9u mode d'agir des uns et des autres; tout ce qu'il îm-
E de remarquer, c'est que la pression F, exercée par le
;ur secondaire sur le récepteur, est, en général, suscep-
(ile de varier avec la vilesîc propre p de cette pièce, de telle
te que, étant nulle pour une \ ilcssc de son point d'applica-
1 égale à la plus grande vitesse V que puisse prendre libre-
il le moteur, elle est, au contraire, la plus grande possible
liand le récepteur est immobile ou que v=o.
f La quantilé d'action F/, communiquée par le moteur à la
bachine, étani ainsi nulle pour les cas cxlrèmes dont il s'agit.
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le volant assure runiformité de vitesse de son axe, indépendamment de rinertie propre des pièces de rotation qui ne sont pas directement interposées entre lui et la force dont il doit régulariser Taction, condition qui tend d'ailleurs à simpliOer le problème de son établissement (').
Le poids des volanls occasionnant un surcroît de frottement sur les axes, il convient, en outre, de les rendre aussi légers que possible pour la même énergie; celle-ci étant proportionnelle (36) à la force vive o>)'2mr% il faut donner à la matière dont se composent les volants une grande densité et en rejeter la masse à une certaine distance de l'axe de rotation.
Ce n'est point ici le lieu d'entrer dans des détails sur la construction et le calcul des volants; nous nous bornerons à remarquer que leur fonction consiste, d'après ce que l'on vient de dire, à convertir en force vive ou à emmagasiner^ selon l'expression admise, une certaine portion du travail moteur, lorsque l'énergie des puissances surpasse celle de toutes les résistances ou que la vitesse du mouvement augmente, et & convertir ensuite celte même force vive en travail employé contre les résistances, quand le mouvement vient à se ralentir, par suite de la prépondérance de ces dernières sur les puissances. Ce sont les propriétés des volants qui les font appeler quelquefois des réservoirs de force vive ou de travail^ et qui sont surtout précieuses quand il pourrait résulter de l'irrégularité du mouvement des pertes de travail ou d'autres inconvénients (32 et 33); niais il ne faut pas oublier qu'ils introduisent dans la machine de nouvelles causes de résistances, des pertes de force vive (26) qui doivent les faire proscrire
(*) Emplacement du volant. — L'emplacement du volant parait indifférent, quand on n'étudie la régularisation qu'au point de vue des variations de la vitesse; la meilleure répartition à adopter, pour les diverses masses en mouvement, ne peut être déterminée que par les conditions relatives aux tensions (note du n» 7G, Section II). Dans cette étude, il devient indispensable de renoncer à l'hypothèse de l'invariabilité des dimensions des organes, et de tenir compte de leur élasticité, qui constitue une sorte d'indépendance relative des diveflmi parties des machines; de là, la nécessité d'assurer la régularité du mouvement de chaque arbre en particulier, précaution recommandée dans le texte. (K.)
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dans bien des circonstances. Par exemple, l'emploi d'un volant ouy en général, tout surcroît donné aux moments d'inertie au delà de ce qui est strictement nécessaire, serait plus nuisible qu'avantageux dans les machines qui posséderaient par ellesmêmes un mouvement uniforme ou suffisamment uniforme, dans celles qui seraient susceptibles de s'arrêter fréquemment et tout à coup, enGn dans toutes celles où la constance de la vitesse serait nuisible et même dangereuse.
40. Nécessité et avantages de régulariser le plus possible le mouvement, indépendamment de Vemploi du volant. — On voit, par cette discussion, combien il est essentiel de chercher à régulariser l'action des puissances indépendamment du volant, et quand bien même on serait flnalement obligé d'y avoir recours; car, la valeur de S qui doit entrer dans l'équation du n^ 38 étant alors très-faible, on se trouvera dispensé de donner à ce volant les dimensions et la vitesse qu'il devrait recevoir dans la supposition contraire. Nous avons indiqué précédemment quelques-uns des moyens généraux de remplir le but dont il s'agit, et il pourra s'en offrir d'autres dans chaque cas particulier; mais la condition la plus importante est de régler l'intensité absolue de la puissance et de la résistance utile, de façon que les quantités de travail qu'elles développent sur la machine, supposée parvenue à un état donné de mouvement, soient constamment égales pour chaque révolution ou tout au moins pour chaque deux, trois révolutions, afin que la quantité S n'acquière pas de valeurs trop grandes, ou que la force vive et la vitesse, si elles ne peuvent être constantes, restent du moins comprises entre des limites fixes, et redeviennent périodiquement les mêmes au bout d'un temps donné, en prenant ainsi ce qu'on nomme un régime de stabilité.
Les moyens qu'on emploie pour atteindre ce but se rattachant à la question de rétablissement des machines, nous croyons devoir en résumer succinctement les conditions principales, et tracer en peu de mots la marche qui est ordinairement suivie dans la pratique, pour parvenir à une solution, sinon rigoureuse, du moins sufQsamment approchée. C'est par là que nous terminerons ces considérations sur les machines.
5o COURS DB MÊGANIQUB
IV. — De l'établissement des hachées ikdCstbiblles
Conditions dn meillenr établissement des machines (' ).
41. Division de la question générale. — Nous avons déjà du que les conditions essentielles d'un pareil établissement consistent à rendre un maximum l'effet utile ou la quantité d'ouvrage confectionné, et un minimum la dépense en travail moteur et en argent; de sorte que l'unité d'ouvrage de chaque espèce soit fournie au moindre prix possible. Pour traiter cette question dans toute sa généralité, il faudrait être a môme de faire varier à la fols toutes les données dont elle dépend» dans les relations qui lient l'effet ulile à l'effet dépensé; mais en faisant même abstraction du prix en argent, qui change suivant les temps et les localiiés, on ne peut aborder ainsi la question de l'établissement des machines. On se contente de la décomposer en plusieurs autres distinctes pour les traiter a part : ainsi l'on étudie successivement Faction des moteurs sur lés récepteurs, des outils ou opérateurs sur la matière à confectionner, à déplacer, etc., puis on en vient aux pièces
( ' ) Dénominations usitées pour les diverses parties d'une installation intittstriellc, — On a trouvé aranlafreux, dans le langage industriel, de donner des noms spéciaux à des groupes d'organes qai concourent à un but commun. L'auteur, dans la suite du Cours, se sert souvent de ces expressions techniques; nous croyons donc utile de les définir ici.
L'ensemble d'une installation mécaniçite se compose d'une ou de plusieurs machines motrices , de machine f outils et de transtrdssions de mouvement.
La machine motrice comprend le récepteur proprement dit, c'est-à-dire la pièce qui reçoit immédiatement l'action du moteur, les organes nécessaires pour transformer le mouvement ordinairement irrégulier et alternatif de ce récepteur en mouvement de rotation continue, ainsi que toutes les pièces fixes ou mobiles qui sont destinées à assurer et à régler l'action du moteur sur le récepteur, à le condenser, à Téi^tcuer. Les diverses parties sont réunies sur des Làtis en funte, en charpente ou en maçonnerie. Le premier arbre à rotation continue porte le nom à* arbre de la machine motrice ; c'est sur cet arbre que se trouve ordinairement placé le volant de la machine motrice. On exprime généralement la vitesse de la machine per le nombre de tours que fait ton arbre par minute.
Dans ccrtaius cas, le moteur existe tout formé et peut agir sur le récepteur,
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matérielles qui servent simplement à communiquer le mou* vement.
L'expérience et le calcul ont appris que ces dernières pièces exercent en général peu d'influence sur la quantité d'action transmise par elles dans toutes les machines qui sont biei» construites et où elles ne sont pas trop multipliées; en ua mot, la quantité de travail absorbée par les résistances passives inhérentes à ces pièces est ordinairement une fraction assez faible de celle qu'elles reçoivent du récepteur. Il n'en est pas ainsi des perles de travail qui ont lieu sur le récepteur et sur Toutil; elles forment, comme nous le verrons, presque tou* jours une fraction considérable de la valeur absolue et mé* canique du moteur. C'est pourquoi, dans la question de l'établissement d'une machine, ce qui importe le plus, c'est le choix de ces deux pièces extrêmes; et, comme le genre du travail est toujours ^déterminé, on procède d'abord au choix de l'opérateur.
42. Choix de l'opérateur et du récepteur. — L'opérateur et le récepteur devant être considérés comme de véritables machines soumises à une puissance et à des résistances, tout
Bans, opération préalable : machinea hydrauliques, moulins à vent, etc.; daat d'autres, il est nécessaire de oonstitnerle moteur. Cette opération préliminaire ae fait dans des appareils nomoiéB générateurs ; telles sont les chaudières, dans le cas où le moteur est la rap^or d'eau.
Les transmissions d» msùuvemmnt se composent des organes, ordinairement à rotaUon continue (arbres, roues, poulies), qui, prenant le mouvement sar l'arbre de la machine motrice, le transportent dans toute l'usine, pour le communiquer finalement, avee la Titeaae et le sens voulus, aux machines outiis; elles comprennent en outre les pièces fixes qui servent de guide ou de support aux pièces mobiles (consoles, ehaisea, paliers, coussinets), ainsi que les dispo« titifs nécessaires pour interrompre ou rétablir le mouvement sur certains points (embrayages). Souvent, par suite de nécessités locales, on est obligé d'établir des transmissions intermédiaires, des renvois, entre la machine outil et la transmission principale, qui prend le mouvement sur l'arbre de la machine motrice,
La machine outil est composée do Voutil proprement dit, c'est-à-dire de la pièce qui agit directement sur la matière, pour lui faire subir l'opération voulue, des organes nécessaires pour transformer le mouvement de l'outil en mouyeraent de rotation continue, ainsi que des dispositifs destinés à présenter la matière à l'action de l'outil et à régler cette action. Toutes ces pièces sont
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ce que nous avons dit Ses machines en général leur est immédiatement applicable; ainsi, en mettant décote le prix même de ces agents, qui doit rarement être pris en considération, attendu qu'il est toujours une assez petite fraction de celui du travail moteur considéré pendant un temps suffisamment long, on pourra, à l'avance, Qxer les conditions essentielles de leur établissement et motiver, à défaut d'expériences directes, le choix qu'on doit en faire, la préférence qu'on doit accorder aux uns sur les autres. Par exemple, nous avons déjà fait remarquer que le meilleur opérateur et le meilleur récepteur sont ceux où la puissance et la résistance agissent d'une manière continue, uniforme, sans secousses et sans chocs, ce qui convient principalement aux pièces à mouvement de rotation uniforme autour d'un axe fixe; il faut en outre, pour le récepteur, que toute la quantité de travail dont est capable la puissance dans un temps donné soit complètement absorbée, et, pour l'opérateur, que Te déchet de la matière soit le moindre possible, que le produit ait le degré de perfection désirable, etc.
Si l'opérateur et le récepteur n'étaient soumis à aucune ré-
ordiQairement réunies sur un même b&tis, de manière à former un ensemble qui peut être déplacé suivant les besoins.
Les divers organes des mtichines motrices et des machines outils ont des dimensions telles, qu'ils ne subissent, pendant la marche, aucune déformation appréciable; cette condition est, le plus souvent, indispensable pour assurer le jeu régulier de toutes les pièces, dont le fonctionnement doit se faire rigou» reusement pour des positions déterminées du récepteur ou de l'outil. Les théories exposées dans le texte s'appliquent donc au mouvement propre et considéré isolément, soit des machines motrices, soit des machines outils, en sorte que l'on peut déterminer, par la théorie ou par l'expérience, les limites de vitesse et d'accélération (note du n^ 35) relatives au mouvement de chaque arbre, pour assurer le bon fonctionnement de la machine correspondante. Mais, si l'on veut étudier le mouvement d'ensemble des diverses parties d'une installation mécanique, et avoir égard aux véritables conditions du fonctionnement d'un système de machines qui réagissent les unes sur les autres, il devient nécessaire de tenir compte des déformations des organes de transmission ; la torsion des arbres qui ont généralement une assez grande longueur, la flexion des bras des roues, l'allongement des courroies modifient, à chaque instant, la situation relative des parties constituantes et, par suite, la corrélation entre le fonctionnement des diverses machines. (K.)
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sisiance, il résulterait des conditions précédentes qu'ils utiliseraient, de la manière la plus convenable, toute la quantité d'action dépensée par la force motrice qui leur est appliquée, ou qu'ils produiraient le maximum d'effet absolu; mais il n'en est jamais ainsi dans la pratique; fort souvent môme, comme on l'a déjà expliqué (34), on se voit obligé de renoncer aux conditions de l'uniformité du mouvement, etc.; d'où il suit que, ne pouvant faire produire à l'opérateur et ali récepteur le maximum d'effet absolu^ on se borne à rendre son travail utile un maximum relatif. Il faut, en effet, se rappeler (26) que, quelle que soit la constitution d'un pareil agent, ses dimensions, sa forme, sa vitesse ( '] exercent une influence no-
( * ) Détermination de la wtesse de règle et conditions de régularité des ma^ chines industrielles. — 11 n'eftt pas possible, en général, de déterminer, par la théorie seule, la vitesse normale ou vitesse de règle à laquelle il convient de faire fooctionner les machines. Si Ton n'a éjard qu'aux frais d'installation première, de surveillance, d'emplacements nécessaires pour produire une quantité donnée d'ouvrage par jour, on doit évidemment adopter la vitesse qui permet, avec une machine donnée, d'obtenir le maximum de travail par unité de temps; si, au contraire, on se préoccupe de l'importance des résistances passives, des frais d'entretien et de réparation résultant de la détérioration des organes qui augmente rapidement avec la vitesse, on est conduit à adopter une marche lente. Enfin, si l'on envisage la question au point de vue du rendement, on reoonnait que, dans certains cas où le moteur possède une vitesse déterminée, il existe une vitesse du récepteur qui conduit à la meilleure utilisation du moteur, mais que, le plus généralement, le rendement absolu est d'autant meilleur que la vitesse do récepteur est plus faible. Dans chaque cas, la vitesse de règle de la machine motrice et des machines outils doit donc être déterminée d'après l'importance relative de ces divers genres de considérations; lorsque cette vitesse est fixée, on peut calculer les dimensions à donner aux volants, pour atténuer, dans les proportions voulues, les effets des variations périodiques; mais, par suite des variations accidentelles inévitables dans toute usine, les vitesses moyennes des divers arbres sont modifiées plus ou moins brusquement. Il résulte, de la manière même dont la vitesse de règle est déterminée, qu'on peut, sans grand ioconvénient, faire fonctionner une machine à des vitesses différentes de celleci, et les écarts qu'on peut admettre dépendent du choix même de la vitesse normale; une marche plus rapide augmente le travail fourni par unité de temps, mais diminue ordinairement le rendement et met les organes dans de plus mauvaises conditions. Une marche plus lente améliore en général le fonctionnement, et l'écart admissible dépend surtout de la diminution que peut éprouver, sans inconvénient, le travail fourni. On voit donc que, sauf des ces exceptionnels, il ne peut résulter aucun inconvénient sérieux du fait que la
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table sur le traTall Irtnsmis; de sorte que, dans chaque cas^ on doit faire la recherche des combinaisons qui offrent le plus d'avantages réunis. L*eipérience et le calcul ont déjà conduit à quelques résultats précieux, relativement aux divers récepteurs, mais il reste encore beaucoup à faire pour les outils.
Indications générales sor rétablissement des machines.
43. Moyens de régler le travail de l'ouliL — Si Ton connaissait pour chaque moteur, chaque récepteur et chaque outil les conditions du meilleur effet et le rapport de la quantité de
machine fonctionne à des Titesses tantôt un peu plus grandes, tant<)t un peu plus faibles que la lu'tesse de règle; si, dans la pratique, on reconnaît mauvais un fonctionnement à vitesses variables, la cause principale doit être cherchée, non dans l'écart même des vitesses, mais surfont dast U rapidité avec laquelle se font les variations.
On reconnaît, d'après ces considérations pratiques, pour le mouvement moyen de chaque machine, la nécessité, déjà indiquée (note du n^ 35) pour le mouvement réel, de deux conditions de régularité fixant. Tune Técart maximum des vitesses, l'autre l'accélération maiima.
Il importe de remarquer qu'il est d'autant plus nécessaire de régler, à l'aide d'un volant convenable, les accélérations des diverses machines, que le régulateur, quelque parfait qu'il soit, ne peut avoir aucune action sur cet élément, au moment même de la production des perturbations (note du n^ 35, Section II).
Lorsque les limites de vitesse et d'accélération relatives au fonctionnement propre de chaque machine constitutive sont fixées, il faut déterminer les conditions auxquelles doit satisfaire le mouvement pour que, malgré les liaisons des diverses machines entre elles, le fonctionnement de chacune reste dans les limites qui lui conviennent; on reconnatt ainsi que, bien souvent, il est nécessaire de donner aux machines motrices un degré de régularité supérieur à celui qui serait suffisant pour en assurer le jeu normal ; qu'il n'est pas indifierent, au point de vue des accélérations des outils, de leur communiquer une vitesse donnée, à l'aide de machines motrices marchant pins ou moins vite. 11 est à remarquer que, dans ces questions, les déformations des or{janes de transmission jouent souvent un rôle très-important; les vitesses et les tensions oscillent autour des valeurs qu'elles auraient si les pièces étaient rigides, ce qui augmente l'amplitude des variations. Mais, dès qu'un régime uniforme est établi, les choses se passent très-sensiblement comme si les pièces étaient de forme invariable, sous leurs tensions moyennes ; en sorte que les limites de régularité peuvent être établies dans cette hypothèse, à la condition toutefois que, par une étude faite à posteriori on prenne les mesures nécessaires pour limiter les oscillations provenant de l'élasticité des liens {voir la note du n^ 46, Section II). (K.)
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travail transmise à la quantité de travail absolue» en combinant ces données avec celles qui sont étrangères à la Méca* nique, on serait en état de choisir le récepteur et Topératei^ qui, dans chaque cas particulier et pour chaque localité» soNÉ' le plus avantageux possible, et rétablissement des machiA^ ne souffrirait plus dès lors de grandes difficultés; car la vitesse, la forme et les dimensions relatives que doivent recevoir cette première et cette dernière pièce étant réglées, le choix des pièces intermédiaires, leurs rapports de grandeur, de position et de mouvement seraient presque entièrement exempts d'arbitraire, puisqu'on aurait, pour se diriger, les préceptes généraux qui précèdent et les tableaux des diverses transformations de mouvement.
Il resterait ensuite à régulariser l'action du moteur et de la résistance utile, c'est-à-dire à en proportionner les effets ou le travail, de manière (40) à assurer la permanence du mouvement et son uniformité, s'il est possible.
Il faut supposer que la quantité de matière à confectionner ou d'ouvrage quelconque à produire dans un temps donné soit connue, ainsi que le nombre des révolutions de la ma* chine, et qu'il s'agisse de régler en conséquence la marche des opérations et le travail du moteur. La condition la plus essentielle à remplir, c'est de disposer les choses de façon que des quantités égales de matière soient présentées à l'action de l'outil ou de l'opérateur ('), sinon à chaque instant et d'une manière continue, ce qui ne convient qu'aux outils de rotation, du moins à chacune de ses diverses révolutions, de sorte qu'il y ait le moins d'intervalle possible entre les chargements et le moins de temps perdu. Il en résultera, en effet, que, si l'on applique à l'opérateur une puissance capable de
(^) Des distributeurs de la matière. — Les dispositifs qui sont employés j our présenter à l'action de l'outil une quantité déterminée de matière, par chaque période d'action, portent le nom général de distributeurs de la matière, La quantité de matière présentée à chaque action de l'outil Tarie avec la course, la position ou le degré d'ouverture des distributeurs; ces éléments peuvent être modifiés soit à la main, soit par le jeu d'appareils spéciaux reliés à la machine. (K.)
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vaincre toutes les résistances qui y sont attachées, elle devra développer des quantités de travail égales, sinon à chaque instant, du moins à chaque révolution, de sorte que les varia*l^ons de la vitesse demeureront elles-mêmes comprises entre des limites resserrées et fixes.
Ces conditions sont ordinairement remplies dans toutes les bonnes machines, soit par les agents préposés à la surveillance et â la direction du travail, soit au moyen de dispositions particulières inhérentes à l'opérateur lui-même, et qui font varier la quantité de matière qui lui est soumise proportionnellement à la vitesse ou à l'énergie du moteur : le babillard des moulins à farine, le pied-^e-biche des scieries à bois, etc., sont de véritables régulateurs de ce genre.
44.. Moyens de régler le travail du moteur. — Il arrive pourtant, quelquefois, qu'on ne peut ainsi régulariser l'action de l'opérateur, soit parce que les rechargements de matière occasionnent des interruptions plus ou moins fréquentes, plus ou moins longues, soit parce que la résistance opposée par cette matière elle-même n'est pas constante ('); mais alors il faut au moins chercher à renfermer les inégalités dans des limites suffisamment étroites, et de façon que les quantités de travail à dépenser dans chaque unité de temps ne s'écartent jamais par trop de la valeur moyenne déduite d'un certain nombre de révolutions de l'opérateur.
Dans tous les cas où il résulterait de cette inégalité d'action des inconvénients graves pour la machine, on a recours, comme nous l'avons vu (39), à l'emploi d'un volant, qu'on place le plus près possible de l'opérateur, et qui, par son inertie, sert à maintenir l'uniformité du mouvement de l'axe auquel il est applique, pourvu que la puissance qui agit tan-
(^) Des séparateurs, — Il ost souvent impossible, par suite du défaut d'ho> mogcnéité de la matière soumise à ropération, de maintenir constante la résistance opposée au mouvement de l'outil, lors même que la machine est muDÎe de distributeurs fonctionnait convenablement. Quelquefois, pourtant, le résultat peut ôtre obtenu d'une manière suffisante, par le passage préalable de la matière dans des appareils trieurs ou srparateurs^ tels que les tamb. (K.)
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genliellement, par hypothèse (3b et 35), à la circonférence de ia roue molrice montée sur cet axe, développe contre elle et dans chaque unité de temps des quantités de travail égales à la moyenne dont il vient d'être parlé ci-dessus, moyenne qui doit être censée donnée par le calcul ou Texpérience, ainsi que la vitesse, sensiblement constante, du point d'application de la force motrice. Divisant donc cette quantité de travail par cette vitesse, c'est-à-dire par le chemin que décrit uniformément le point dont il s'agit, on aura aussi (9) la valeur moyenne de reffort que doit exercer la puissance pour vaincre toutes les résistances qui lui sont opposées, valeur qui, généralement, s'écartera peu de la véritable et qu'on pourra, sans erreur sensible, lui substituer dans tous les calculs relatifs à l'appréciation des effets de la machine.
Maintenant si Ton considère, les unes après les autres, les différentes pièces interposées egtre le récepteur et l'opérateur, pièces qui, par hypothèse, sont toutes douées d'un mouvement de rotation sensiblement uniforme et où l'influence de l'inertie peut être négligée, de sorte que les puissances et les résistances y sont constamment en équilibre (29), si Ton considère, dis-je, les unes après les autres, ces pièces ou machines simples, il deviendra facile de calculer de proche en proche, et par les théories que nous ferons connaître, les intensités moyennes des forces dont il s'agit et, par suite, la quantité de travail qui devra être fournie au récepteur dans chaque révolution ou chaque unité de temps, pour vaincre à la fois toutes les résistances unies, et en supposant qu'on ait assuré convenablement la constance de son mouvement au moyen d'un nouveau volant, si cela est nécessaire (&0).
Ainsi flnaleraent, puisque la théorie des récepteurs et des moteurs est censée faite, on pourra déterminer, à son tour, la quantité de travail absolue que devra dépenser ce dernier dans Tunité de temps ou dans chaque révolution de la machine, et il ne s'agira plus que de pégler en conséquence son intensité d'action, ce qui se fera par des moyens analogues à ceux qui servent à régler le travail même de l'opérateur : par exemple, en levant convenablement la vanne qui donne l'eau à la roue hydraulique, le robinet qui fournit la vapeur aux cylindres des
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machines à feu, etc. ( * ). Ces opérations sont encore ici exécutées par les hommes chargés du soin de la machine, et quelquefois on emploie des dispositions particulières pour que Tintensllé de la force motrice suive naturellement les variations de la résistance et maintienne la constance du mouvement : tel est plus particulièrement le pendule conique ou régulateur à force centrifuge, dont nous donnerons la théorie dans la section suivante.
Conditions pratiques de rétablissement des machines.
45. Manière de régler une machine construite, — On voit par cette discussion que, lorsque la quantité de travail à appliquer à Toutil est donnée, on peut déterminer la force absolue qui convient au moteur et la régler convenablement; mais cette recherche n'est utile que pour le projet même d'établissement de la machine, car, quand il s'agit de la faire marcher et qu'elle est toute construite, on peut, par un tâtonnement facile, régler son travail et sa vitesse en faisant varier la résistance utile ou Tintensité de la force motrice par les moyens indiqués. D'ailleurs si, à Tinverse, la quantité de travail absolue que peut fournir le moteur dans l'unité de temps était donnée, on s'y prendrait d'une manière absolument analogue pour déterminer, de proche en proche, la quantité de matière que peut et doit confectionner l'outil.
La solution du problème de rétablissement des machines, que nous venons d'esquisser à la hâte, n'est, comme on voit, qu'approchée; mais elle serait impossible par toute autre voie, attendu la multitude des indéterminées dont elle dépend; elle est suffisamment exacte pour la pratique, où l'on ne saurait jamais prétendre à la rigueur mathématique et où ap-
(*) Des distributeurs du moteur. — Ces dispositifs (vanne, robinet, Uroir, etc.), dont le rôle est analo(;ue à celui des distributeurs de la matière, portent le nom de distributeurs du moteur. On appelle généralement régulateurs les appareils spéciaux mus par la machine même qui assurent, à chaque instant, la position, le degré d'ouverture convenable des distributeurs. Le plus ordinairement les régulateurs agissent sur les distributeurs du moteur ; mais, dans certains cas, on peut, avec avantage, régler de la même manière le travail résistant. (K.)
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procher, même d'une manière grossière, par exemple à { ou à 7 près» du résultat le plus avantageux, c'est avoir atteint un degré de perfection aussi précieux qu'il est rare. Il n'arrive malheureusement que trop souvent, en effet, que l'ignorance des constructeurs de machines, si elle ne leur fait pas tout à fait manquer le but, les en éloigne de telle façon que l'effet utile obtenu n'est pas le | et quelquefois même le jj de celui qu'on aurait pu espérer d'une meilleure disposition. Au surplus, si nous insistons sur ce sujet, c'est pour faire sentir la difficulté et l'inutilité, quant à présent, d'une solution rigoureuse du problème des machines; c'est pour éviter aux élèves l'Idée de tentatives qui souvent seraient sans succès, et pour leur faire apprécier, d'une autre part, le mérite réel des ^connaissances basées sur les données certaines de la Mécanique et de l'expérience; c'est enfin pour les mettre à même d'entrevoir à l'avance la nature des ressources que l'on peut espérer en obtenir dans chaque cas.
46. Objet et avantages réels des machines, — On voit aussi, par tout ce qui a été dit jusqu'à présent des machines, qu'il ne peut être question de leur faire produire les effets merveilleux qu'en attendent parfois des artistes peu instruits des lofs de la Mécanique et dominés par leur imagination. Soumises, comme elles le sont, d'après leur constitution nécessaire, à une foule de résistances passives, elles ne peuvent que transmettre avec perte le travail qu'on leur confie ('), et cela à tel point, qu'on estime comme excellentes, sous ce rapport, celles qui rendent en effet utiles les o,5o ou les 0,60 de la quantité d'action absolue dépensée par le moteur; il en existe effectivement, ainsi que nous l'avons déjà observé ci dessus, un grand nombre qui, grâce à la multiplicité ridicule
(•) Du travail et de la dépense correspondante. — U a été étabU (n® 19 et taivants) que, lorsqu'on exécute, à Taide de machines, un ourrage détm*miné, le moteur développe, pendant la marche normale, un travail égal au rrnvaii utile augmenté de tous les travaux perdus ou inutilement dépensés, soit par les pertes du côté du moteur, avant, pendant on après son action sur le récepteur, soit par suite des chocs, des résistances passives de tout genre,
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et à la fausse combinaison de leurs rouages, rendent à peine le 7ô ou même le iï ^^ cette quantité d'action.
L'avantage des machines consiste essentiellement dans la pro* priété, bien autrement précieuse que celle de multiplier simplement la puissance du moteur, de modifier cette puissance selon les différents besoins des arts et suivant des lois telles, qu'elle devienne applicable à un genre de travail auquel elle ne pouvait rôtre dans son état primitif C'est ainsi que, par leur secours, on est parvenu à remplacer l'adresse et Tintelligence de l'homme par la force purement physique des animaux et autres agents naturels qui, étant beaucoup moins chère, fournit Tunité de travail à un prix moins élevé. Souvent même l'usage des machines et des outils procure des produits plus beaux, plus parfaits, parce qu'ils sont plus précis dans leur forme et plus réguliers. C'est encore ainsi qu'on parvient à obtenir des moteurs qu'ils impriment aux corps des vitesses plus grandes que celles qu'ils possèdent ou peuvent prendre par eux-mêmes, et qu'ils soulèvent des fardeaux dont le poids excède l'effort absolu dont ils sont capables, circonstances qui tiennent simplement à ce que la masse des corps, dans le premier cas, et leur vitesse, dans le second, sont fort petites, de sorte que les forces vives ou les quantités de travail correspondantes ont en elles-mêmes des valeurs assez faibles et qui
soit enûn par des opérationf complètement inutiles au but final exécutées par Toutil sur la matière qui lui est soumise.
Toute production de travail moteur implique une consommation qui diminue d'autant la quantité de trarail que le moteur peut encore fournir; cette consommation se traduit, pour riodustriel, par une dépense en argent. Le traTail moteur dételoppé pour exécuter un ourra(;e est donc la mesure de la dépense nécessaire à cet eflet; le travaii utile, ou bien le travail moteur égal qu'il (knt faire agir, est la mesure de la dépense strictement et absolument nécessaire pour faire un ouvrage défini et ne faire que lui. C'est pour cette raison que l'on a adopté, en Mécanique, cette dénomination de travtùl qui, dans tout ce qui précède, désigne le produit d'une force par une longueur. Dans le langage ordinaire, un travail est mesuré par la fatigue physique ou morale qu'il oocftsionne. En Mécanique, la notion de travail fait abstraction de la difficulté de l'opération, de l'adresse, de l'intelligence qu'elle exige; ce n'est donc que dant les cas uù ces considérations ont peu d'importance et peuvent ôtre négligées, tels que les élévations de fardeaux ordinaires, que le travail mécanique peut être considéré comme une mesure de l'ouvrage, telle que le suppose le sent
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sont en rapport avec les quantités de travail développées par les moteurs. Enfln l'emploi d'une machine peut servir quelquefois aussi à augmenter l'effet utile dont serait capable le moteur, s'il agissait immédiatement sur la résistance, ce qui ne contrarie en rien ce qu'on vient de dire, attendu que l'augmentation de l'effet résulte uniquement alors d'un emploi plus avantageux de la force absolue du moteur.
Tels sont donc les services réels que les machines peuvent rendre à la société et aux arts en général ;.mais, pour leur faire atteindre ce but important, il est indispensable, comme on Ta vu, de résoudre une foule de questions, nnême sous le point de vue purement mécanique, dont les unes sont relatives au travail des moteurs, les autres à la manière d agir des outils des divers opérateurs, les autres enfin à l'évaluation des résistances passives qui accompagnent nécessairement les pièces destinées à transmettre l'action et le mouvement.
Nous nous occuperons spécialement, dans ce Cours, de l'étude des moyens de régulariser l'action des forces sur les machines, d'assurer la transmission des vitesses suivant des lois déterminées, et nous indiquerons les règles à suivre pour évaluer les résistances passives dans les cas ordinaires de la pratique.
ordinaire du mot. Ceci montre qu'il ne faut pas chercher à établir une corrélation trop intime entre le travail mécanique et le travail pris dans son sens ▼ulgaire, sens mal défini et qui se rapporte plus spécialement au cas où l'homme est le moteur.
Ce qui précède fait comprendre aussi comment une force qui ne travaille pat peut occasionner une dépense; le travail utile peut être nul sans qu'il en •oit ainsi des travaux résistants nuisibles, et par suite du travail moteur nécessaire pour développer un effort statique. Dans un essai au frein de machines, un poids suspendu à l'extrémité d'un levier est maintenu immobile; il n'y a production d'aucun travail utile, et le moteur fait exactement la même dépense que s'il faisait marcher toute l'usine; la dépense est entièrement absorbée par le travail des frottements intérieurs qui, il est vrai, restitue de la chaleur, mais dont le résultat extérieur apparent est uniquement de maintenir un poids à la nràme hauteur. Cet exemple fait comprendre comment un homme se fatigue, rien qu'en développant des efforts, en soutenant des fardeaux, ou en les transportant horizontalement, sans faire aucun travail utile au point de vue mécanique. (K.)
OBJET DE CETTE SECTION
Nous avons indiqué dans la Section précédente (31 à 41) les causes qui rendent irrégulier le mouvement des machines et les principaux moyens dont on doit se servir pour en corriger Tinfluence, le plus qu'il est possible; il ne s'agit pas de revenir sur ces généralités, mais de présenter quelques exemples particuliers, quelques applications qui se reproduisent fréquemment dans réiablissement des machines. Nous traiterons ainsi succinctement des modérateurs, des régulateurs, des manivelles simples ou multiples, des volants, des engrenages et des autres moyens employés pour transmettre les vitesses dans des rapports déterminés.
I. — Des MODfiRATEUES
Des divers genres de modôratenrs.
1. Objet spécial des modérateurs. — Leur objet est de s'opposer à toute accélération de vitesse, qui pourrait être nuisible à reflet de la machine, ou en elle-même dangereuse : les freins, en général, dont on se sert pour presser les roues en mouvement et augmenter plus ou moins le frottement, les parachutes, les volants à ailettes, qui, frappant l'air, occasionnent une résistance qui croit rapidement avec la vitesse de leur axe, appartiennent spécialement à la classe des modérateurs. Comme ils permettent uniquement de faire varier les
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résistances passives de la machine, ils absorbent en pure perle une grande portion du travail moteur; on ne doit donc en faire usaee que quand il est impossible de régulariser l'action motrice elle-même, ou celle de la résistance utile, ce qui se réduit à peu près au seul cas où la machine contient des poids dont l'action ne peut être ihise constamment en équilibre par les résistances inhérentes à la machine. Les freins servent aussi dans tous les cas où il est indispensable d'éteindre brusquement la force vive possédée par les pièces d'une machine; quant aux volants à ailettes, il arrive souvent qu'ils ont uniquement pour objet d'obtenir un mouvement rigoureusement uniforme. Enfin les soupapes de sûreté qui servent à laisser échapper Teau des presses hydrauliques, la vapeur des chaudières, quand la tension y atteint une certaine limite, les déversoirs ou orifîces servant à maintenir audessous d'une certaine hauteur le niveau des bassins d'eau qui alimentent les machines hydrauliques, etc., doivent être également rapportés à la classe des modérateurs*
Des freins.
2. Des freins employés dans les voitures, — Lorsque, a la descente des côtes, on enraye les roues d'une voiture au moyen de la chaîne ou du sabot, on change le frottement de roulement de ces roues en un frottement de glissement, qui, comme on sait, est beaucoup plus rude. Un pareil dispositif est un frein véritable; mais, attendu que l'accroissement d'intensité du frottement est ici uniquement relatif au poids de la charge placée sur la voiture, on ne peut le faire varier à volonté selon l'inclinaisoilde la pente des routes; c'est pourquoi M. Molard, ancien directeur du Conservatoire des Arts et Métiers, a rendu un très-grand service aux voituriers, en substituant aux chaînes et aux sabots d'enrayage un frein dont l'action peut être réglée suivant les besoins.
Cet appareil, dont l'emploi s'est rapidement répandu, avec peu de modifications, consiste ijig' 0 dans une traverse horizontale terminée à ses extrémités par des pièces armées de plaques de fer embrassant une portion des bandes des roues
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de derrière de la voiture, conire lesquelles on les force k s'appujer, plus ou moins rortement, au moyen d'une vis de pression manœuvrée par un bras de manivelle. 1) résulte en outre de ce dîsposUif l'avantage très-grand que l'on n'est nullement obligé d'arrêter les voilures pour enrayer, comme cela se praliqualt autreroîs. La disposition représentée sur la^g'. ■ exige que lé conducteur descende de sa voiture chaque fois qu'il doit serrer le frein; on évite cet inconvénient par l'emploi d'un mécanisme de leviers et de vis qui permet d'opérer la manœuvre du liant du siège.
Cest par un dispositif analogue que les conducteurs de wagons, sur les chemins de fer, s'opposent à l'accélération de mouvement dans les descentes ou provoquent l'arrêt complet du train.
3. Des freins employés dans tes moulins à vent, — On se sert de dispositifs analogues dans la plupart des moulins à vent : on enveloppe le contour extérieur d'une grande roue en bois, montée sur l'arbre incliné du volant, d'une bande de bois d'orme, d'environ o'*,07 d'épaisseur, et dont la flexibilité est augmentée par le moyen de traits de scie donnés vers sa partie intérieure ; cette baiMle {Jig. a) est retenue & l'une de ses extrémités, en A, à un point Qxe, et par l'autre
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elle est liée au mouvement d'un levier tournant autour d'un
axe B et qui sert à la tirer avec une force suffisante pour Taire
Fig. î.
naître, le long de la roue, un Trottemenl capable de nientir à volonté le mouvement de la machine, même pendant les plus grands vents : l'emploi des bandes fleilbles est ici avantageux, comme on te verra (Section III), pour hire croître le rroitement plus rapidement que la tension qui est exercée à l'une de leurs extrémités.
On remarquera d'ailleurs que cette disposition est prtncipalemeni employée ici pour suspendre totalement le mouvement de la machine, et donner au conducteur le moyen de replier les aîlesdes volants et de proportionner ainsi l'étendue de leur surface à l'action qu'il est nécessaire de transmettre à la résistance; en se servant du frein pour modérer d'une manière cODslanle le mouvement pendant les grands vents, on fatigue» rail beaucoup la machine, on risquerait de mettre le feu k la bande frottante et l'on serait astreint à une surveillance continuelle pour la manœuvre du frein.
L'objet des freins étant, en général, d'absorber un excédant de travail moteur ('), il convient de les appliquer à des roues
(•) Frtini dei appartili éUvatoiret. — L» |>lapart dM apparaili àlrinloiiw w>Dl muni! de freioi dettiaéi, loli à mainlcnir Im poida éleré* h une certalna bauleur, Mil k ea inoUéMt U deiceate. Ordioilnmaat la roue Ml es bato «I
d'un grand rayon ou douées d'une grande vitesse, afin qu'à l'aide d*une petite pression ou d'un frottement assez faible, ils soient susceptibles d'un grand effet.
Des TOlanU' à ailettes.
4.. Notions préliminaires, — Les volants à ailettes, tels que ceux des tourne-broches et des horloges, sont composés d'un arbre tournant, auquel on adapte plusieurs bras terminés par
Fîg. 3.
des plaques métalliques très-minces, dont le plan est ordinairement perpendiculaire à la direction du mouvement; on
la bande en acier non garni da bois ; quelquefois le serrajje du fi-ein, au lieu d'être produit par an monvement de levier, ainsi que rindiquo la//^. a, est obtenu parla manœuvre d'une tU qui déplace, le long de son axe, un écrou guidé de manière à ne pas tourner et auquel est reliée Tcxtrcmité libre de la lame.
Lorsque l'arbre sur lequel est monté le frein tourne tantôt dans un sens, tantôt dans Fautre, et que le flrein doit pouvoir agir dans les deux cas, il est avantageux de ne pas fixer Textrémité A; on l'articule, comme l'autre, à un petit bras faisant corps avec le levier et dispose normalement à la direction rectiligne de la lame.
Souvent, pour éviter lea accidents, on fixe sur le levier de manœmrre un contre-poids suffisant pour empêcher le mouvement de l'arbre, tous la charge maxima que celui-ci peut élever. Quand le fardeau doit être mis en mouvement d'ascension ou de descente, le conducteur est obligé de soulever le contre-poids, soit par action directe, soit par l'intermédiaire do renvois; dès qu'il l'abandonne, volontairement ou par inadvertance, le frein se trouve serré et la force rive de la charge s'éteint rapidement. ( K.)
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l'incHne quelquefois plus ou moins, par rapport à Taxe, afin de diminuer convenablement l'intensité de la résistance du milieu. Le mouvement de Tarbre du volant est lié à celui de la machine, au moyen de rouages [Jig> 3) ou d'une vis sans Qn, qui en accélère beaucoup la vitesse. L'avantage d'un pareil dispositif consiste principalement à amener le système auquel il est appliqué à une limite de vitesse qu'il ne peut dépasser et qui devient sensiblement uniforme au bout d'un petit nombre de révolutions.
La théorie du volant à ailettes n'offre par elle-même aucune difficulté, sous le point de vue mécanique; mais nous devons saisir l'occasion qui se présente de donner un exemple de la manière dont le mouvement parvient plus ou moins rapidement à l'uniformité dans les machines (§ 30, section I); d'autant plus que le volant à ailettes est souvent employé dans les expénences comme moyen de se procurer un mouvement constant servant à déterminer la !oi de la vitesse de certains corps.
5. Équation du mouvement. — Nous choisirons plus particulièrement, pour exemple, le dispositif (^g". 4) qui a servi à Borda pour mesurer la résistance que l'air oppose au mouvement des corps animés de différentes vitesses : P est le poids moteur suspendu à l'extrémité inférieure d'un cordon vertical ab enroulé sur un tambour horizontal monté sur l'arbre c du volant, portant les ailes planes ed^ efd' de formes quelconques, mais symétriquement placées dans un plan passant par l'axe c. Attendu d'ailleurs que les bras sont amincis dans le sens du mouvement et que la vitesse du tambour, du cordon et du poids P est très-faible par rapport à celle des ailes, nous négligerons, comme on le fait ordinairement, la résistance qu'ils éprouvent de la part de l'air; mais nous tiendrons compte de la variation de longueur des parties enroulées ou déroulées du cordon, ainsi que de leur inertie» qui peut exercer quelque influence dans les grandes machines.
Cela posé, nommant
n la densité ou le poids de l'unité de volume du milieu ;
A la surface réunie des aileltes supposées perpendiculaires a la direction du mouvement ;
Fig. 4.
R la distance de leur centre à l'axe;
r celle d'un point quelconque au même axe;
K' le rayon du tambour mesuré au milieu du cordon;
p le rayon des tourillons de l'arbre;
a> la vitesse angulaire de ce dernier;
L la longueur totale des parties enroulées et déroulées du
cordon ; / celle de cette dernière partie; i le poids de l'unité de longueur de ce cordon; P le poids moteur mesuré en kilogrammes; p le poids de tout le surplus du système, y compris celui du
cordon ; gf = 9»*, 809 l'accélération de la gravité; m un élément matériel situé à la distance rde l'axe,
la vitesse du centre des ailettes sera uR, celle du poids P
et du cordon 6iR% enfin celle du point m sera &)r; raccélération de la vitesse angulaire &> dans l'élément dt du temps
étant—-? mr -7- sera la résistance occasionnée par Tinerlle at at
de la molécule m à cette accélération, r^m -r- le moment de
cette résistance par rapport à l'axe, et enfin -^ 2 mr' la somme
des moments semblables pour toutes les parties matérielles formant corps avec l'arbre. Quant au moment relatif à l'inertie
du poids P et du cordon» il sera évidemment - R'^ --r- pour le
ôL „,, rfw , .
premier, et — R" ^ pour le second.
, Enfin l'action des ailettes contre le milieu ambiant et du \' frottement sur les tourillons qui supportent l'arbre du tam- ^ bour donne lieu à des résistances qu'il est facile d'évaluer, d'après le résultat des expériences connues, sur lequel nous reviendrons plus tard : il nous suffira de dire ici que la première de ces résistances doit être mesurée par le produit
1 dans lequel le coefficient numérique y a pour va-
leur moyenne i ,4^, pour des vitesses comprises depuis les plus faibles jusqu'à 5o mètres environ par seconde, et que la seconde est une certaine fraction /de la somme des pressions supportées par les tourillons de l'arbre, somme évidem-
ment égale a P -f- p — R' -j-* attendu que ^ R'-^-
^ di ^ g dt
est la mesure de l'inertie du poids P et de la partie verticale /
du cordon. On aura donc
(P-+- o/)R' -- j Zmr^
en faisant attention que le frottement dont il s'agit a pour bras de levier le rayon p des tourillons de Tarbre.
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En posant, pour abréger,
• MX
on trouve
dû)
' at
6. Manière de tenir compte de la raideur du cordon. — Nous n'avons point tenu compte, dans celte équation, de la résistance que présente le cordon à son déroulement en A, parce qu'elle est ordinairement négligeable ; mais, si le poids P montait et que le cordon s'enroulât, il offrirait une résistance très-comparable, dans certains cas, à celle qui est occasionnée par le frottement des tourillons; nommant alors / la tension que le cordon supporte en b, tension évidemment égale à
P ^R'-TT? la résistance due à cette roideur rappor-
g dt *'*^
tée au bras du levier R' serait mesurée par l'expression
a-^bt :«-^t|^P_— -_R'_J;
dans laquellca et b sont des constantes fonctions du diamètre du cordon, de celui du tambour et du degré d'usé ou de flexibilité de ce cordon; de sorte qu'on aurait à ajouter le terme
k celui qui contient le frottement; ce qui ne changerait nullement la forme de l'équation ci-dessus,
do)
dans laquelle il suTfirait simplement d'attribuer d'autres valeurs aux constantes fx% v% 9% qui resteraient essentiellement positives à cause de la petitesse de p et/, a et 6.
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Conséquences. — On tire de cette léquation
puisque &) est supposé nul à l'origine du mouvement. Par suite, on aura, pour calculer la vitesse angulaire ai acquise par le système au bout du temps quelconque t,
tf étant égal à 2,71828, et le logarithme ci-dessus étant népérien, de sorte que, si l'on prend la valeur dans les Tables ordinaires, on devra ensuite la multiplier par le nombre 2 ,302585.
On voit que cette valeur converge très-rapidement vers une
limite -s qu'elle n'atteint rigoureusement qu'au bout d'un
temps inflni. Celte même limite répondant d'ailleurs à l'instant où le mouvement est devenu uniforme, on y arrive de suite, en écrivant dans l'équation du n*" 5, qui exprime les conditions du système, que dcù est égal à zéro. L'expression de celle limite est
Hv^
2^|:(i»+^/)K'-/(i>-r-/l)pl.
elle montre que cette valeur croît lentement avec le moment PR' du poids, et décroît, au contraire, très-rapidement à mesure que le rayon moyen R du volant augmente, l'inertie n'exerçant ici d'influence que sur la durée du temps nécessaire pour amener le système à la vitesse uniforme.
II. — Des RÉGULA.TBURS
Des divers genres de régulateurs.
8. Objet spécial des régulateurs. — Les freins et volants à ailettes, qui tiennent de nous occuper, pourraient évident-
ment servir de régulateurs aux machines, s'ils n'avaient Tinconvénient de consommer inutilement une grande portion du travail moteur, attendu que leur action régulatrice dépend essentiellement de l'intervention de résistances passives étrangères au système. Les moyens les plus convenables d'atteindre le but consistent dans des dispositions qui permettent de faire varier, au besoin, la quantité de matière, la résistance qui fait l'objet du travail ulile ou l'intensité des forces motrices et d'inertie; nous en avons cité quelques exemples aux n** 35, 43 et kk de la première Section, et il nous serait facile d'en étendre la nomenclature.
Ainsi, par exemple, les réservoirs d'air à pression constante des pompes et des machines soufflantes, les grands réservoirs d'eau ou étangs, qui accompagnent toujours les machines hydrauliques, les trémies et grils tournants des fourneaux de machines à vapeur, qui servent à distribuer régulièrement et uniformément le combustible sous la chau* dière, l'espace vide laissé au-dessus de l'eau dans cette chaudière pour servir de réservoir à la vapeur (•); les excentriques et autres dispositifs servant à régler la distribution de cette vapeur au-dessus et au-dessous des pistons; les mécanismes particuliers, qui servent à replier plus ou moins les toiles qui recouvrent les ailes des moulins à vent, selon la vitesse du mouvement, les fusées et tambours en spirales, qui ont pour objet de régulariser Taction du moteur ou de la résistance utile dans plusieurs machines, notamment dans les
(*) Sur la régularisation en général. — Ces exemples font voir que les moyens généraux employés pour régulariser le mouvement des machines s'appliquent, avec une analoj^ie complète, à la réglementation de la marche d'une opération quelconque; les dispositions à adopter doivent toujours remplir les fonctions des distributeurs, des volants, des régulateurs et des modérateurs, qu'il s'agisse de régler l'écoulement de l'eau d'un réservoir, de maintenir constante la température ou la pression d'un milieu, ctc D'après les distinctions admises dans la première section, les réservoirs d'air des pompes, les réservoirs de vapeur au-dessus de l'eau des chaudières remplissent un rôle analogue à celui des 'volants; les grils tournants, les tiroirs, les vannes, les robinets sont des distributeurs. {Voir le Mémoire sur la réglementation de la température, par W. E. Rolland; Mémoires des Savants étrangers, t. XVIII.) (K.)
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monires et machines à moleites employées dans les mines» etc., sont aatanl d'appareils régulateurs du genre de ceux dont il s'agit, tandis que les soupapes de sûreté, qui servent à laisser échapper la vapeur des chaudières , quand la tension y a atteint une certaine limite, les déversoirs ou orifices servant à vider le trop plein des bassins d*eau, qui alimentent les machines hydrauliques, etc., appartiennent plus particulièrement à la classe des simples modérateurs, à laquelle se rapportent les freins et volants à ailettes.
9. Des régulateurs spontanés. — On doit distinguer parmi tous ces moyens ceux qui sont indépendants des agents chargés du soin de diriger le travail de la machine, et les dispensent ainsi d'une surveillance continuelle et pénible; l'essence des bonnes machines est, en effet, de se gouverner par elles-mêmes, autant qu'il est possible et sans le secours de rintelligence humaine. Les machines à vapeur, dans leur état actuel de perfection, en offrent un modèle pour ainsi dire parfait, et dont on tâche d'approcher, autant qu'il est possible, dans les diverses autres machines. Mais nous ne saurions nous proposer de passer en revue ces dififé» rents moyens, dont la description et la théorie appartiennent, pour la plupart, à la description et à la théorie même des machines où on les emploie, et l'on ne peut guère excepter, à cause de l'universalité de leur application, que le régulateur à pompe et le pendule conique ou régulateur à force centri^ fugCy que les Anglais nomment simplement gouverneur^ auxquels nous joindrons le régulateur à ressort et à détente Instantané, dont il sera question plus loin, et dont nous avons proposé l'adoption dès l'année 182g (Leçons faites aux ou-vriers de Metz ).
En effet, les fusées en spirales et les tambours coniques* qui paraîtraient oifrir des applications étendues, ne peuvent être utiles que dans les machines où l'action, soit du moteur, soit de la résistance, est variable suivant une loi exactement connue; ce qui n'a lieu que pour quelques cas particuliers. Leur théorie toute géométrique n'offre d'ailleurs point de difficulté; on sait qu'ils sont destinés à recevoir les enroule*
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menu, les spires d'une corde ou chatne sur laquelle agit la force Ttrîable; or toute la quesUon consiste à Taire croître ou décroître le bras de levier de celte force, par rapport k l'axe du tambour, de façon que son moment reste constant pour les diverses positions du système.
Ce moyen n'est d'ailleurs avanugeux que lorsque la puissance conserve des valeurs constamment croissantes ou décroissantes dans une série de révolutions de la machine; il ne faut pas le confondre avec les cames, les ondes et autres dispositions, qui ont uniquement pour objet de régulariser momentanément la vitesse de certaines pièces ou les efforts exercés sur elles par des puissances constantes ou variables.
Ba régulateni à pompa at à llottenr.
10. Description du mécanitme, — A est un corps de pompe (Jtg' S), prenant l'eau dans un bassin inférieur du puits C; la tige £F du piston est mise en jeu par la machine
dont il s'agit de régulariser le mouvement; cette pompe est employée à élever et refouler l'eau, qu'elle aspire, dans un bassin supérieur B, percé en 1) d'un oritice dont l'ouverture
est réglée au moyen d'une petite vanne intérieure ou d'un robinet extérieur; G est un flotteur suspendu à l'extrémité d'un levier KL destiné à donner le mouvement aux vannes, soupapes, etc., qui livrent accès au fluide moteur sur le récepteur de la machine. On conçoit que, si, fermant d'abord l'oriflce en D, on laisse le bassin B se remplir d'eau jusqu'à ce que son niveau supérieur IH force le flotteur à prendre une position moyenne, fixée à l'avance et qui corresponde, je suppose, à celle où lé balancier KL est horizontal; qu'ensuite on ouvre l'orifice en D, de façon qu'il dépense, dans un temps donné, exactement le volume de liquide qui afflue de la pompe, pour la vitesse moyenne ou de régime qu'on veut laisser prendre à la machine, ce que l'on peut constater par une expérience directe; on conçoit que, tant que le moovementde cette machine ou du piston qu'elle conduit sera régulier^ le niveau IH demeurera constant et le flotteur G immobile; maist]u'aussitôt que la vitesse s'écartera de celle qui a été adoptée pour régime, soit en plus, soit en moins, le niveau IH et le flotteur s'élèveront ou s'abaisseront de quantités correspondantes, et feront mouvoir le levier KL et son système avec une énergie relative à l'augmentation ou à la diminution qu'a subie le volume de son enfoncement ou du liquide qu'il déplace.
11. Condition d'équilibre du flotteur^ — Examinons d'abord les conditions de l'équilibre du floiteur, eu égard à la résistance qu'il a à vaincre de la part des soupapes ou vannes motrices, et à l'excédant de liquide qui serait fourni par la pompe au bassin B, au bout d'un temps quelconque donné. Nommons :
n le poids du mètre cube du liquide;
P le poids du flotteur, y compris son équipage et sa surcharge ;
p l'efTort, en kilogrammes, nécessaire pour vaincre les résistances inhérentes au levier KL, effort qui est censé agir suivant l'axe vertical du flotteur;
a l'aire de la section de ce flotteur supposé prismatique;
A celle de la section du bassin B;
H la profondeur à laquelle le floiteur se trouve enToncé audessous du niveau moyen ou du régime IH, à l'instant où la vitesse de la machine est régulière;
z ce que devient cette profondeur au-dessous du même niveau immédiatement après l'introduction d'un volume ex* cédant Q de liquide;
jp la hauteur dont s'est élevé, au même instant, le niveau dans le bassin B, au-dessus du niveau primitif ou moyen.
On aura évidemment
V = HaR, Q = (A — a)a:4-a(H — 2), na(ar-h z — H)= ;?,
attendu que a{x -h z) esi le volume du liquide déplacé au second instant, et aH celui qui Test au premier.
Lorsque les dimensions du bassin et du flotteur seront données, aussi bien que Q et la résislance p à vaincre pour fermer les vannes, résistance que l'on obtiendra par une expérience directe, à défaut de calculs, on connaîtra aussi les Valeurs de X eXde z et par suite celle de H — z, qui exprime la hauteur absolue dont s'est élevé le flotteur et Textrémilé du levier auquel il est suspendu.
Supposant, à l'inverse, que Q représente une diminution au lieu d'un accroissement du liquide dans le bassin, il n'y aura que le signe H — z à changer dans les deux dernières équalionsy lesquelles deviendront
Q r=(A — a]x -h a{z — II), n«{x — z -h R) = p,
12. Conditions qui limitent rétendue de la course dujlol-teur. — La plus grande valeur de x ou de l'amplitude de mouvement du niveau dans le bassin B, au-dessus ou au-dessous de sa position moyenne IH, est déterminée spécialement par la condition que la vitesse d'écoulement dans l'oriflce D n'éprouve pas une trop grande variation» à laquelle correspondrait une variation proportionnelle dans la dépense de tel oriflce. Supposant qu'on ait donné au niveau moyen IH une hauteur de a mètres, au-dessus du centre de l'orifice D, on pourra laisser prendre à a: la valeur maximum de yï ou dor» de cette hauteur. Quant à l'amplitude de la demi-course as-
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cendante H — z, ou descendante z — H du flotteur et de son levier, elle est également flxée par les conditions relatives à l'amplitude de mouvement qu'on veut laisser prendre à la vanne motrice, à partir de sa position moyenne, et il est naturel de la supposer la même dans les deux cas de l'ascension et de la descente.
Nommant donc h cette amplitude limite, Q' et x' les valeurs correspondantes de Q et de je:, censées aussi égales entre elles pour les deux cas de la montée et de la descente, on aura seulement à satisfaire aux équations
Q'= (A — a)x'-h ahf T:a{x'— h)= p,
qui supposent d*ailleurs que la résistance peut ôtre la même pour les deux positions extrêmes du flotteur ou des vannes motrices; s'il en était autrement, on aurait à satisfaire à une équation de plus, et il ne resterait d'arbitraires que deux des cinq <)uantités qu'elle renferme, au nombre desquelles se trouve nécessairement la quantité Q", tant qu'on n'a pas réglé le rôle que doit jouer la pompe A pour régulariser le mouvement de la machine.
IS. Manière de régler l'énergie régulatrice du système. — A cet égard, on remarquera qu'on ne peut espérer maintenir à chaque instant la machine à l'état de mouvement rigoureusement uniforme : quand bien même sa constitution propre le permettrait, le jeu de la pompe, qui est alternatif, s'y opposerait; on se donnera donc le plus grand écart qu'on veut laisser prendre à la machine, en deçà et au delà de sa vitesse moyenne ou de régime, et l'on supposera que ces écarts répondent précisément aux amplitudes de mouvement du flotteur et de la vanne motrice, dont il a été précédemment parlé; mais cela ne sufiira pas encore pour déterminer Q' : il faudra aussi se donner un nombre qui indique l'énergie régulatrice de la pompe, ou la rapidité avec laquelle on veut qu'elle fasse élever ou baisser le flotteur, à partir de l'instant où la vitesse de la machine serait arrivée à l'une ou à l'autre de ses limites, supposé qu'elle pût y arriver brusquement, ce qui nesaurait être, à cause de l'inertie.
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Soient :
N le nombre des coups de piston donnés, en une minute,
par la machine, quand elle possède la vitesse de régime
uniforme ; q le volume de liquide fourni au bassin B à chacun de ces
coups; n la fraction dont on veut que cette vitesse puisse augmenter
ou diminuer au maximum; nUq sera, par minute, l'excédant du volume d'eau fourni au
réservoir sur celui qui esl sorti.
Nommant enfin T le nombre de minutes à partir desquelles le flotteur devrait être arrivé à sa position extrême, si la vitesse conservait sa valeur maximum ou minimum, on posera
pour condition propre à déterminer Q'.
14, Moyens d'atténuer les causes d* irrégularité provenant de là pompe. — D'un autre côté, il est évident qu'à cause de l'irrégularité d'action de la pompe il en résultera une oscillation du liquide dans le réservoir, même pour le cas de la vitesse de régime; or il faut renfermer ces oscillations dans une limite qui ait fort peu d'étendue, par rapport à l'amplitude totale de mouvement qui peut résulter de l'affluence du volume d'eau Q' dans le bassin B; c'est-à-dire que la plus grande dilTcrence entre les quantités d'eau irréguliè* rement fournies et régulièrement dépensées par l'orifice D, pendant la durée entière d'une oscillation, doit être une trèspetite fraction de Q'. Cette différence peut être rendue assez faible, soit en construisant la pompe à double effet, ou de manière que le piston agisse à la fois en montant et en descendant, soit en y adaptant un réservoir à air servant à régulariser le jet; soit enfin, ce qui est préférable, en remplaçant cette pompe elle-même par une machine à mouvement régulier, telle que la vis d'Ârrhimède, par exemple, qui a surtout l'avantage de ne point varier dans ses effets, comme il arrive pour les pompes, qui, au bout d'un temps plus ou moins longy cessent de bien fonctionner. Moyennant de semblables
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dispositifs, il deviendra possible de réduire beaucoup Q' de manière à rendre le régulateur sensible à de faibles accroissements du mouvement moyen de la machine.
13. Degré de sensibilité du régulateur à pompe. — Quoi qu'il en soit, la différence maximuhn entre les quantités d'eau fournies par la pompe et dépensées par TorificeD étant connue, il faudra la multiplier par un nombre sufGsamment grand, tel que 20 ou 3o, pour obtenir Q'. Supposant, par exemple, que la pompe soit à simple effet, la plus grande différence dont il s'agit pouvant s'élever aux o,53 (') environ du volume q donné par la pompe à chaque oscillation entière, on prendra
Q'=20 xo,53, Q'= 20 XOjSSj — 10,6} au moins,
et Ton aura à satisfaire, en outre, à la condition
nN5fT==io,6^ ou wNT — 10,6;
ce qui montre que l'action régulatrice de la pompe sera ici très-peu énergique; car il n'est guère possible de prendre N supérieur à 3o; et, en admettant même que la vitesse puisse s'écarter de /j de part et d'autre de sa valeur moyenne, ce qui suppose n = o, I , on aurait
c'est-à-dire qu'à partir de l'instant 011 la vitesse limite serait atteinte il s'écoulerait plus de'S^ minutes avant que le flotteur n'ait produit l'effet voulu.
Pour la pompe à double effet, la différence maximum entre les quantités d'eau fournies par la pompe et dépensées par l'orifice D ne s'élèverait qu'à la fraction 0,0589, 9 étant toujours le volume d'eau fourni par la pompe dans la double oscillation du piston, ce qui donne
Q' :- 20 X 0,053^ =: I ,l65f et /lNT:=:I,l6.
Ainsi, dans les hypothèses ci-dessus de n = — ? N = 3o, on ' ^^ 10
(*) Voir^ à œ sujet, la Théorie des manivelles à simple et k double efiet.
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aurait T = o',387 seulement, au lieu de T = 3', 53. Enfin l'énergie du régulateur serait pour ainsi dire indéfinie, si l'on substituait à la pompe un système d'épuisement continu, tel que la vis d'Ârchimède, la noria, le chapelet, etc. Dans tous les casy la quantité q restant arbitraire, on pourra en profiter pour augmenter convenablement la valeur de QS qui entre dans les équations de condition relatives à l'établissement du flotteur, lesquelles donnent immédiatement
_ p ._ _ Q' ph
^— n(x'-A)' ^'~' X' ILx'(x'^h)'
pour déterminer les aires des sections horizontales du bassin B et du flotteur, et dont la dernière montre que Q'doil être pris d'autant plus grand que x' — h est plus petit, afin que A — a reste positif.
16. Inconvénients de ce régulateur. — Telle est, ce nous semble, la véritable manière d'envisager la théorie du régulateur à flotteur et à pompe; cela suffit pour montrer que les avantages qu'on se promet de son adoption sont bien loin de compenser les inconvénients qui résultent de la perte de travail notable qu'il occasionne et des accidents qui peuvent être produits par les dérangements de la pompe. D'ailleurs on voit que son action ne se fait pas sentir instantanément au flotteur, et qu'il ne fait même dépendre que fort indirectement le jeu dés vannes motrices de la variation de vitesse de la machine, le temps pendant lequel cette variation s'opère entrant nécessairement comme facteur de son effet régularisant; sous ces divers rapports, le pendule conique à force centrifuge, que nous allons décrire, nous paraît de beaucoup préférable dans la pratique (*).
(*) On emploie fréquemment, dans U pratique, des régulateurs à pompe qui ont une grande analogie avec celui qui est décrit dans le texte : le réservoir B «t fermé à sa partie supérieure, et le flotteur est remplacé par un piston qui met en mouvement les organes de distribution ; le plus souvent, au lieu d'opérer par refoulement d'eau dans le cylindre, on agit par aspiration d'air. Tel est le cas du régulateur Larivière. {Foir une Théorie de ce régulateur par M. Resal, Jnmdet det Mines, t. II, 7* série, 187a.) (K.)
Da régulateur à force centrifage.
17. Description de l'appareil, — Ce régulateur se compose ordinairement d'un losange à charnières ABCD(yîg'. 6), monté sur un axe vertical AH, mis en communication de mouvement avec une pièce de rotation de la machine; le losange est
fixé à cet axe par Tun de ses sommets A, et en reçoit le mouvement angulaire; les verges supérieures AB, AD portent sur leurs prolongements des boules de métal P; Tangle en C est armé d'un manchon à gorge G qui embrasse l'axe AH et peut glisser à frottement doux le long de cet axe. L'effet de la force centrifuge sur les boules est de soulever plus ou moins ie manchon G, qui, par une communication de mouvement facile à imaginer [yo\v Jig. 24» P* ^43» en Yj^Z), sertè régler l'admission du moteur, en faisant varier convenablement l'ouverture d'une vanne, d'un robinet, etc., lorsque la vitesse de la machine vient à changer par l'action d'une cause quelconque. Nommons
P et M le poids et la masse de chacune des boules; g- = 9°»,8o88, 7r=3,i4i6; w la vitesse angulaire de l'axe AH du pendule; a l'angle des verges AB, AD avec cet axe;
a le côté ÂB du losange;
h la distance de A au centre de gravité 0 des boules P; h la longueur AC de la diagonale verticale du losange, qui Qxe la position du manchon G.
On pourra considérer ce losange comme soumis à l'action des forces suivantes, qui se font équilibre :
I* La force centrifuge des deux boules réunies, mesurée par 2M&)'I0 = aMw'ésina et dont AI = fccosa est le bras de levier, par rapport au centre A;
2*^ Le poids 2P = 2Mgrde ces mêmes boules, ayant pour bras de levier, par rapport à A, la distance 01 == ésiria;
3® Enfin le poids et la force centrifuge des verges du losange, qu'on a coutume de négliger, aussi bien que le frottement des articulations et Teffort nécessaire, en C, pour vaincre la résistance qui s'oppose au mouvement des soupapes régulatrices, etc.
18. Conditions de l'équilibre et règle pratique anglaise, — Négligeant donc la considération de ces dernières forces, et observant que l'équilibre doit s'établir entre les deux autres autour du point A, on aura
2MGt)^6sina x6cosa=: 2P6sina,
d'où, à cause de h = 2acosa, P = M g.
6cosa = AI = -2-1 /i = -r-T
Ainsi l'on aura la hauteur h à laquelle se tient le manchon G au-dessous du sommet A, quand la vitesse &>, à l'unité de distance de l'axe AH, sera connue, et réciproquement.
Soit T la durée en secondes d'une révolution de cet Sixe, on
aura
substituant cette valeur de (ù dans la relation ci-dessus, on en déduira
A /AI
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C'est, comme on voit, le double de la durée des oscillations
d'un pendule qui aurait pour longueur la hauteur AI = — h
des boules au-dessous du sommet fixe C du losange. Supposant, par exemple, que le régulateur accomplisse une révolution en 2 secondes ou fasse 3o révolutions par minute, on aura T = 2, et AI deviendra la longueur o",g94 du pendule qui bat les secondes dans nos contrées.
19. Insuffisance de cette règle. — Telle est la règle fort simple, ordinairement Indiquée par les auteurs pour déter* miner la position des boules relative à une vitesse moyenne ou de régime d'une machine, lorsqu'on s'est donné cette vitesse à l'avance; mais ces règles ne sont rien moins que satisfaisantes» attendu qu'elles sont indépendantes du poids des boules et qu'elles ne tiennent nullement compte de l'énergie que doit posséder leur force centrifuge, pour vaincre les résistances passives inhérentes au mouvement du système, qui sert à faire ouvrir ou fermer les soupapes, ou vannes motrices.
Tredgold, ingénieur anglais, qui a écrit un Traité sur les maehines à vapeur, paraît avoir senti l'insuffisance de la règle établie ; il propose de fixer la plus grande amplitude du mouvement vertical des boules de manière que, quand la vitesse de la machine dépasse le vingtième de sa valeur moyenne, les soupapes soient entièrement fermées, tandis qu'elles seraient complètement ouvertes, au contraire, quand la machine atteindrait sa vitesse moyenne de (égime, afin, dit-il, d'éviter pour cette dernière vitesse les étranglements de la conduite qui amène la vapeur sous les pistons de la machine, et la perte de travail moteur qui en est la conséquence; mais il est évident qu'une semblable disposhion aurait l'inconvénient de produire une diminution de force motrice précisément à l'instant où il surviendrait un ralentissement de la vitesse, ce qui est absurde et montre que, sans avoir égard à l'inconvénient des étranglements, on doit donner forcément à la soupape, pour le cas d'une vitesse moyenne, une position intermédiaire entre celle où elle laisse affluer en plein le fluide moteur et celle où elle l'intercepte d'une manière complète.
20. Véritables conditions de l'établissement de l'appareil, -— Nommant h' la hauteur du manchon qui correspond à la vitesse angulaire û)' = (i -t- n)», h'' celle qui répond à la vitesse &)'= (i — n)(ù, (ô étant toujours la vitesse moyenne de régime et k la hauteur correspondante, on aura
(i-f-/i)'w>6 (i-+-n)'' [i-nycù'b [i—ny
et, par conséquent, pour l'amplitude du mouvement d'élévation du manchon, qui doit régler celui des soupapes d'admission,
à très-peu près, si Ton néglige n^ vis-à-vis de l'unité. i
Supposant, avecTredgold, n = — , on aura h'^— h'=-=h en- ' ^
viron; ce qui montre que, pour un changement de vitesse assez faible, les espaces décrits par le manchon et le système qui le met en relation avec les soupapes pourront élre trèsappréciables; de sorte que l'on peut dire avec cet ingénieur que, si le régulateur à force centrifuge est en défaut, ce n'est certainement pas à cause du manque de sensibilité que lui ont reproché certains auteurs, qui lui ont substitué, au détriment de l'action motrice, le jeu d'un régulateur à pompe dans le genre de celui qui nous a occupé précédemment.
21. Influence du poids des boules et de l'angle des tiges. — Quant à l'influence du poids des boules sur l'action régulatrice, Tredgold se contente d'observer que, dans les machines à vapeur, ce poids varie de la à 36 kilogrammes, et que son effet dépend beaucoup des angles formés par les tiges : dans la disposition représentée par la Jig. 6, la force du régulateur pour mouvoir le manchon est considérable, mais l'étendue du mouvement est petite; ce qui a lieu à plus forte raison pour la disposition représentée /Ig. 8, et qui est souvent adoptée dans les machines; dans la disposition de lay?g'«9, au contraire.
la force est petite, mais l'étendue du nnouvement très-grande; en d*autres termes, l'énergie du régulateur crott en raison inverse du chemin que tend à décrire le manchon dans chaque dispositif» ce qui est bien évident, d'après le principe des vitesses virtuelles.
22. Équation d*équilibre dans le cas d'une accélération et en axant égard à la résistance à vaincre. — Pour montrer comment de cette considération dérive la théorie véritable du régulateur à force centrifuge, nous supposerons, d'après les auteurs anglais, qu'on ait établi l'appareil de fait, ou que lorsque la machine atteint la vitesse de régime, mesurée par &>, le manchon G (Jig» 6) et le système du levier et de la vanne qu'il conduit n'exercent aucune action l'un sur l'autre; ce qui exige que ce système se trouve, pour la position du manchon,
fixée par la relation h = -j~ (18), dans un état d'équilibre strict
et abstraction faite du frottement. Cela posé, on remarquera que la vitesse angulaire du régulateur pourra augmenter d'une certaine fraction donnée de sa valeur primitive, avant que Teffort exercé sur le manchon ne soit capable de (aire mouvoir la vanne motrice, c'est-à-dire de vaincre les résistances inhérentes à ce mouvement; il faudra, en effet, que l'intensité de la force centrifuge des boules augmente, de manière qu'elle puisse faire équilibre à la fois à l'action du poids et des résistances dont il s'agit; ce qui donne une nouvelle équation de condition à laquelle le régulateur doit satisfaire, et qu'on obtiendrait facilement à l'aide de la simple décomposition des forces, mais que, pour plus de généralité, nous rechercherons par le principe des vitesses virtuelles.
23. Considérons d'abord la première disposition qui est reproduite Jig. 7, et, conservant les dénominations déjà admises (17), nommons, de plus, p la résistance à vaincre par le manchon et &)'=(! -h it')ci> la nouvelle vitesse angulaire que doit acquérir le régulateur pour vaincre cette résistance; faisant, pour un instant, abstraction du mouvement angulaire dont il s'agit, on supposera qu'on relève le sommet C d'une
quantité infiniment petite dliy qui pourra être prise pour la vitesse virtuelle de /i; le centre de gravité des boules décrira Tare élémentaire OS = 6rfa, la vitesse virtuelle de la force centrifuge estimée suivant sa direction sera OScosa= bcosada, celle du poids des boules 6 sin a d(x\ enfin, puisque h = 2a cosa, dh = — 2as\nada sera la vitesse virtuelle de C ou de p.
D'après cela, le principe du travail virtuel donnera, pour réquation d'équilibre des forces, en observant que les actions de aP et de p sont opposées à celle de la force centrifuge,
aMw'^é'cosasinarfa — iPbslnada — 9.pasinada=^ o,
ou, en divisant par ^slnadx et observant que M h = nacosoc,
P - et
Pw"t'A — 2ag{VbH'pa) = o.
Mais on a, par hypothèse (18),
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donc cette dernière équation devient
6P« » — 6Pû)»— apw'= o,
ce qui donne, pour le rapport à établir entre le poids P des boules et la résistance p,
ou, en se rappelant que n est censé très-petit,
p ~~ 6(2/i'-f-n'*) ~~ nn'b'
^k. Il existe donc une relation nécessaire entre le rapport dont il s'agit et les quantités a» b, n', qui fixent les dimensions du régulateur et la grandeur de l'écart de la vitesse angulaire, par rapport à la vitesse de régime. Si l'on veut, par exemple,
que cet écart ne puisse surpasser le ^- =0,02 de w, on aura
et, comme dans la disposition représentée par la Jig* 7, 6 ne
peut surpasser sensiblement -a sans qu'on ait à craindre
que les boules ne viennent rencontrer le levier GL pour la position la plus basse du système, on devra donner à P une
valeur d'au moins ^25 = 16,67 fois/? pour produire l'effet dési ré.
25. C'est parce que cette valeur dé Ppeut devenir trèsgrande, dans certains cas, que l'on a été conduit à adopter la disposition de la fig* 8, dans laquelle on donne à b jusqu'à trois et quatre fois la longueur a, au moyen d'un allongement correspondant des verges inférieures CB et CD.
Nommant c la longueur de ces verges, qui doit être presque égale à b, ei conservant toutes les autres dénominations, on aura, par le triangle ABC,
AC = A =acosx -r }/c' — a'sia'a;
h = ~aslnx(i -h —-- — ( dct,
\ ic"— a'sin'a/
pour le déplacement virtuel de C ou de p, et l'équation d'équilibre deviendra ici, après avoir divisé par sin acda,
ap6-a/ .+ r^,-]P =
Faisant /> = o dans cette équation, on aura, pour déterminer l'angle a qui répond à la position moyenne du manchon ei à la vitesse de régime u de la machine,
b cos a = -^ -
u'bcosa — g-
d'où
Cette relation, comme on voit, est entièrement identique avec celle que nous avons obtenue précédemment ( 18) pour le cas du simple losange, ce à quoi l'on devait bien s'attendre.
Substituant la valeur de a qu'elle donne, dans l'équation en p^ on aura, pour calculer le rapport de P à p.
en négligeant n" vis-à-vis de in'.
Ici la valeur du rapport - ne dépend plus seulement de
celle de n' et du rapport ^» il varie avec les grandeurs absolues de c, a et w, et devient d'autant plus petit que C— û» et &)' croissent davantage, la valeur de -r restant constante.
Prenant, par exemple, 6 = 4fl, c = 3,5a, a=ro",3, n'=o,o2 et ot)' = ^, ce qui revient à supposer que le régulateur fasse moyennement près de 3o révolutions à la minute, on trouvera
valeur très-petite par rapport à celle qui a été trouvée pour le cas précédent, mais qui doit être considérée comme une limite inférieure dans ce système.
26. L'inconvénient que présente en lui-même l'allongement des verges BC, DC, résultant de l'obligation de placer le manchon G à une certaine distance au-dessous des boules P, fait souvent préférer à ce dispositif celui de la^?^. 9, qui Jouit aussi de la propriété de permettre d'augmenter, en quelque sorte à volonté, le rapport de 6, a, et dans lequel la figure ABCD est un véritable losange; mais, au lieu de placer les tiges AP, AP' qui portent les boules dans le prolongement exact des côtés AD et AB, on leur fait former, avec ce prolongement, un certain angle que nous nommerons m, et qui a pour objet d'éviter la trop grande acuYlé des angles A et C lors des faibles vitesses de la machine.
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Pour celle disposilion, on aura évidemmenl
h =. ^acos{m -f- a), d/i=z — 2a sin(m H- a)rfa,
- 6'û)''sînaC0Sa— Pésina — apsïn(ni h- a)=r o,
et toujours
- Al_£
6cosa = Al= -^»
en posant p = o et remplaçant co' par &>.
Fiff. 9.
De là on tire successivement et approximativement
a sînfm -4- a)
p ï sina (&/' — w'i 2/t'6 sina
= — 7T ( cosm-f 2n by
-=è=rsinm I
Adoptant les mêmes données que ci-dessus, et, de plus, faisant m = 3o% sinm = o,5o, cosm = 0,866, on trouvera
Si l'on prenait, au contraire, m = o ou qu'on mît les tiges AP,
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AP' sur le prolongement exact des verges AB, AD, on trouverait P = 6925/9 seulement, de sorte que l'augmentation de l'angle m tend à faire croître le rapport de P à/i.
Cette discussion servira à fixer le choix ou la préférence que Ton doit accorder dans chaque cas à Tune de ces dispositions sur les deux autres; elle fera pressentir, apriorij l'inOuence de chaque genre de dispositif, pourvu que l'on se rappelle que le rapport dont il s'agit ne peut être diminué sans que l'étendue de la course du manchon ne décroisse en même temps (*).
27. Cas oà le mouvement se ralentit; relation entre la plus petite et la plus grande vitesse nécessaire pour vaincre la r^ sistance, — Lorsque la vitesse de la machine, au Heu d'augmenter comme on vient de le supposer, diminue de manière i devenir w"=:(i~n'')ck), c'est le poids des boules qui doit faire équilibre à l'action de la force centrifuge et de la résistance/»; les équations restent donc les mêmes, au signe près de p, ce qui établit, dans chaque cas, la relation nécessaire
—r- = OU W^ -f- Oy^^ =r 2 w' ;
d'où l'on tire, en remplaçant w' par ( i -f- n' ) w et &)'' par ( i — ii'')«,
rrrn'(i-f-|/i')— i/i'»(i-i- j/i')'-h j/i'»(i-h ;n')' — ...,
ou, en négligeant les puissances de n' supérieures à la quatrième, •
résultat qui montre que le manchon et la vanne régulatrice
(' ) Les déTeloppcmcnts sur la théorie du ré{]ulateur qui sont reproduits dani les n^ 22 à 35 n'existent que dans l'édition de i836. Toutefois, nous deTons signaler que, dans l'édition de 1836, Poncelet avait déjà tenu 'compte de la force p nécessaire pour vaincre les résistances du système, et avait établi l'équation d'équilibre (i) du n® 23.
Depuis cette époque, do nombreuses études ont été faites sur la théorie du régulateur et sur les meilleures dispositions à adopter; on trouvera qd résumé de ces recherches dans la Note du n** 2d (K.)
commenceront à se mouvoir pour des écarts de vitesse sensiblement égaux de part et d'autre de la vitesse moyenne ou de régime o), pourvu que la grandeur de ces écarts, qui mesure ici le degré de sensibilité de l'appareil ou son énergie régulatrice, soit suffisamment petite.
Hais cet appareil doit remplir d'autres conditions qui, conjointement avec les précédentes, servent à déterminer, dans chaque cas, la valeur qu'on doit adopter pour a et 6; il doit, en effet, être capable de faire fermer ou ouvrir complètement la vanne motrice au moyen d'un nouvel accroissement ou d'une nouvelle diminution de la vitesse de la machine; car le manchon ne se mettra pas en mouvement tant que cette vitesse n'excédera pas &)', ou ne descendra pas au-dessous de u'^
S8. Conditions relatives aux limites de vitesses qu'on veut laisser prendre à la machine ('). — Soient a' et a", h' et A" les
(') Des régulateurs isochrones, — Pour l'un quelconque des dispositifs qui ■ont décrits dans le texte, la position du manchon et, par suite, le degré d*ouvertare de la vanne ou de la soupape d'admission du moteur se trouvent déterminés par la vitesse de la machine à l'instant considéré. Or, pour- que, sous one charge donnée, la machine conserve un mouvement régulier, il faut que ee degré d'ouverture soit tel que le travail moteur fourni par tour soit égal au travail résistant à vaincre dans le même parcours. Il résulte de là que, malgré la présence du régulateur, la vitesse de marche dépend de l'importance du travail transmis, et que toute variation dans ce travail est nécessairement accompagnée de variations de la vitesse.
On a cherché à éviter cet inconvénient; le problème revient à faire en sorte que la Titesse angulaire sous laquelle le régulateur reste en équilibre soit la même pour toutes les positions, ou du paoins pour celles qui sont comprises entre les deux limites de la course; les régulateurs qui jouissent de cette propriété ont reçu le nom de régulateurs isochrones,
Reportons-nous à lay?^. 6; conservons les notations du texte d'après lesquelles a est le c6té du losange articulé, b la longueur de la tige à boules, 0 la résistance à vaincre par le manchon, résistance qui agit toujours en sens inverse du mouvement et qui doit, par suite, être affectée du signe H- ou du •Igné — , suivant que le mouvement est ascendant ou descendant; désignons de plus par Q le poids du manchon ; l'équation d'équilibre, pour la position définie par l'angle a, devient (23)
(i) - w»*'cosoc=. P*-t-Qtfd:/>tf.
La valeur de m ne peut évidemment rester constante, pour toutes les valeurs
valeurs de l'angle a et de la hauleur h qui fixent simultanémenl la position des tiges et du manchon, relatives à la fermeture et à l'ouverture complète de la vanne motrice; nommons, de plus, w', = ( 1 -h /i',) w, w", = ( I — n" ) w les vitesses angulaires correspondantes, qu'on veut laisser prendre à la machine, on aura à satisfaire simultanément aux quatre équations suivantes, en considérant ici, pour exemple, le cas qui se rapporte aux dispositions de lay?^. 6 :
-û/*6*cosa — P6 — pa = o, - w' i' cosa — P6 = o,
-w'^ft^cosa'— Vb — pa^=Oy - û/'6*cosa" — P6 -^ pa = o\
ce qui suppose d^allleurs que la résistance /i demeure sensiblement constante pour toutes les situations de la vanne dont il s'agit. S*il en était autrement, il faudrait remplacer p par ses
de a, que si p est nul, ce qui n'a jamais lieu en pratique. U ne peut donc pas exister, pour les machines industrielles, de régulateur rigoureusement ejocAro/te; mais on a conservé cette dénomination pour les régulateurs disposés de telle manière qu'ils seraient réellement isochrones, s'ils n'étaient soumit à aucune résistance passive; dans cette hypothèse, l'équation (i) devient
p il) —&»'*' cosa = P*-»- Qa.
Diflércnts systèmes de solution peuvent être adoptés :
i^ Régulateurs à contre-poids, — La charge Q qui a{>it sur le manchon peut être rendue variable, et déterminée de telle sorte que, ta étant supposé constant, l'équation (2) soit vérifiée quel que soit a. On a proposé diverses toiations reposant sur l'emploi d'un contre-poids fixé à l'une des extrémités d'un levier dont l'autre tend à soulever le manchon, en s'appuyant contre lai par l'intermédiaire de cames convenablement déterminées; la plus ancienne disposition de ce genre est due à M. Charbonnier {^Bulletin de la Société industrielle de Mulhouse, n<» 83, i8/|a).
o9 Régulateurs à ressorts, — Au lieu d'introduire des contre-poids dans le système, comme il vient d'être dit, on peut faire agir des ressorts conTenablement disposés pour faire disparaître le terme en a. Dans l'une des dispotitions imaginées par L. Foucault, le sommet inférieur C du losange est fixe, le sommet supérieur A porte la douille mobile le long de l'axe; on fait de plus 5 =: aa, condition |qui maintient les boules, pour toutes les positions, dans un même plan perpendiculaire à l'axe et passant par le sommet C. Le travail virtuel du poids P se trouve ainsi annulé; si nous supposons en outre qu'on ait rendu
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valeurs p* et p" qui correspondent à as! el a" respectivement. Ces équations peuvent être remplacées par leurs équivalentes
a UY a
cosa = -^, 6cos«'— ^ jj__(i -f-2/t g-^
\ §• __ (l — 2/lM £
6cosa"=r
en négligeant encore ici, vis-a-vis de Tunité, le carré des fractions /i', n, , n" y censées très-petites.
De là on tire, en remarquantque Ton a en général l\=^ia cos a,
nuUe la charge Q du manchon, et que nous introduisions une force noufeUe R» agissant sur le centre de gravité de la boule, suivant la perpendiculaire menée de ce centre sur Taxe, l'équation d'équilibre se réduit à
ûj'a sina = R
Si Ton dispose, suivant la direction de R, un ressort à boudin dont Tune
des extrémités est reliée à la boule, l'autre à un point fixe, et qui soit à l'état
naturel quand a = o, la tension du ressort, dans une position quelconque,
sera proportionnelle à son allongement, c'est-à-dire à sina, en sorte que 6j
aura une valeur constante dépendant de la roideur du ressort.
3® Régulateurs paraboliques, — L'équation {i) devient, quand la charge Q du
manchon est équilibrée,
,._ g _^ b COS a 11
H désignant la projection de la tige de la boule sur Taxe : il en résulte que, si la distance du centre do la boule au point d'articulation A varie de telle manière que sa projection H reste constante, pour toutes les positions, la vitesse u
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expressions dont les deux dernières donnent la mesure de l'amplitude de course àa nanchon de part et d'autre de si position moyenne ou d'équilibre strict.
29. Ces mâmes expressions ayant pour facteur commun la quantité 3?-^' on voit que leurs rapports s'en trouvent indépendants, et ont des valeurs complètement déterminées dés qu'on s'est donné celles des nombres n', n', et n', qui règlent les écarts de la vitesse angulaire sur sa valeur moyenne ou de régime.
relie également conituie. Ce résultat e>t obtenu, li l'on fait mouToir le centre Je* boule* luiTaDt uoe parabole : l'exécution d'un tul syaléme «si difficile et compliquée; on a euajë de lui en subitituer un autre dans lequel les courba parabolique* sont remplacée* par de* brai ordinaire* k deux articulation*, permeltant aui boules de décrire dei arcs de cercle trè«-Toi*iD> de* arc* de parabole [Régulateur parabolique de Frank, Tecinologisle, t. IX, l8jB). 4° Mégulaleursà brascroiiéi. — M. Farcola imaeinéun régulateur repréaenlé dam li_fig. ID, qui lieal h la Tal* de* Flg. 10. troia Bjitimei précédents : le contre
de rotation de la tige k boule* e*t en deliors de J'aie, et déterminé de telle manière, que le cercle décrit par le centre de la bouie soit, entre le* deui limite* de course, trés-voisin de l'are de parabole qui correspond à la lolulion rigoureuse; l'erreur réiultanl de la non-concordance de* deux courbe* est corrigée en partie par un coDbrepoîd* (Briable, en partie par un retsort à boudin qui enveloppa l'arim et dont l'une de* extrémité* e*t Btéa au blilis et l'autre k la face inférleai« du mancbon.
Si l'on déalgne par p la diataoM de l'articulation aupérieure à l'axe, par K a force verticale Tariable inlroduile par le re**ort, l'équaUoo d'équilibre Mt
-«•Je
i«(»iin> — p) = P£*iQ<x-l-(Q-1-H)a*i
qui donne la condition k laquelle doirant Miliiraire la dialance jsetle nod« de varialian des force* Q et R, pour a**urer 1* conitance de la Tilea*e m.
i" Régulaieurt à bouUs conju0uéei. — M. E. Rolland a donné une solatioa rigourcuM du problème de l'itocbronitme, Mm* faire mage de reaMWto ni de
Si l'on veut notamment s'imposer la condition que les amplitudes h — h\ h"^— h de la course du manchon soient égales entre elles, ce qui, au premier abord, parait assez convenable, ces nombres devront satisfaire à Téquation
Gi)
— I ou
Gi)
Celte relation fera connaître Tune de ces trois quantités, quand les deux autres seront données : en supposant, par exemple, n* = n', = o,o4, ce qui revient à prendre w' = 0,960),
contre-poids variables; le principe général consiste à compenser, à l'aide d*une
Fig. ir
deuxième boule, les Tariations résultant des déplacements de la première. La fig. ii indique Tune des dispositions des divers systèmes dus à M. Rolland. A' A'' est l'axe du régulateur : à cet axe est lié un support OA portant en G un petit arbre horizontal sur lequel sont calées deux tiges à angle droit OB, OB'; celles-ci portent des boules égales B et B', placées à la même distance de 0; elles sont articulées en C et G', avec les tiges CC et C'O", qui sont articulées elles-mêmes en 0' et C avec les bras horizontaux C'A', CA", terminés par des douilles A', A", mobiles le long de l'arbre. Ce dispositif est reproduit de l'autre côté de l'axe; il peut, du reste, être répété dans un nombre quelconque de plans, formant entre eux des angles égaux, autour de l'axe. Soient :
^ U disUnce OA = 0' A' = O'A" ;
/ U longueur aC = CO = OC = C'O" ;
L la distance du centre de gravité de chacune des boules B, B' au point O ;
P le poids de chaque boule ;
x^y des eflbrts verticaux exercés de haut en bas, l'un en O*, l'autre en O';
a l'angle BOO'.
L'équation d'équilibre, pour une position définie par a, est
— PL/»(8inoe-f-co8a)=(PL-{-37/)sina -4-(2x/ — PL)cosa,
les conditions d'isochronisme sont remplies si l'on annule les coefficients de •in« et de cosx; on trouve ainsi
Cm relations permettent de déterminer les râleurs à donner aux charges^ et x
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M -i.o^M, on trouve !<i'=: i .oagSu ou n' = o,o4à peu
MaH il oViil pas indispensable de limiter ici le nombre n', tlunl lu politesse indique le degré de sensibilité de l'appareil, pt rien «o s'oppose à ce îjue, se donnant à volonté n' et n', ou w' *'l n»'i . la valeuv de n' qui résulte de l'équation ci-dessus difr^rr lin peu de celle de n\; en prenant, par e'^emple, /t'=o,02 PI n', -«,o4, on trouve '.i'==o,g245w',,ou (1" = 0,037, de sorte iiiio les (écarts de la vitesse angulaire de part et d'autre de la inovonne u, bien qu'ioégaux, ne différeraient entre eux que (Ipk u,tK>3 (le u, quantité tout à fait négligeable.
Sl>, Conditions relatives à ta constitution matérielle du sttli-mf. — Supposons que le nombre n' ail été déterminé comme on vient de l'indiquer; la connaissance des nombres k', n\ , «', et des quantités ^ et A — A' ne suffit pas pour fixer la grandeur des autres éléments du problème, tels que P, a, A, M, A,.. .: car nous avons ici moins d'équations que d'inconnues: il faut joindre à ces équations les eo^UIoDS ou données particulières que Tournit la constilutlmT milérielle du
fflnr i>l>ii>uir la lilni^ raiiflautv n: •.•n loit qu'a l'aldo d# rctie diipo«tîon ri|t|>aivil iwat itrt rt^U pdur un« vihue n^rmaU qiKlcvDiiue, pat de ûmiilei Mi-diiirdlii'Bt «ui rharc«4 ailJiiionn«II« J #1 r.
Si IVn rhoiiil t île wWt mauiriv qu* sali ^1 à i, la cbarcc.i devienl
ni»nf . t-t l'on » J — P T : l» Joaill» m.>hilr inférieure peul alon être lappriBce, ■inu qur Ir* lij*» CO , (V\': on tnin >ii»i à un nfnUlnir boekvac JobI IVirruti.-n n'm \\tt flm <\>m|>l)>iii(v qoe relie d'an rvpiUlear «rdiBajrc.
KrfxU.rt'i i ^:.V .-.■■■,. — V. Yiun Mlbrreau .t\-'nr!fj mJiu A- r.4cajêmie Jri S.~.t*.-:i. } el i.» juin iS-j a fiil rfin»^)urr quf les deai Woles caniafvff* ie* re;v\»\can Je ¥. Rolland pvnt-rnl ^r« rrmplaraM par ane m»Me unifur ft»r.i*i:iM.r.nrut •IdrrMÎBiVi il a flndir en outre la qactdoa d«a nfaliteiir> iT.vhr\<'«r« Jttlinn a nainirnir le niiairaent anifiirme par lear action mr ift n*itttOK>. el plut iMnieuliêreBeat. wr la r<»jtunre de Tair ■ l'aide da dr|>l<*Maeal laii^le d'aitelm relie*» k t'«ip|unîl. Dan c« ma. ka nûatanns fjuaixrt pnMivaat 4e la BaBupaTre Je U ïaha d'adaaùi
système et qui limitent l'étendue des valeurs à attribuer aux quantités en apparence tout à fait arbitraires.
Parmi ces dernières conditions, les plus importantes ont déjà été indiquées h l'occasion de la disposition {fig. 6) qui nous occupe : i*^ les boules ne doivent pas, dans leur position la plus basse répondant à Tangle a", venir toucher le levier qui lie le manchon à la vanne motrice et dont la position est sensiblement horizontale ; ^^^ ces mêmes boules ne doivent pas non plus venir toucher les verges inférieures BC et DC du losange à l'instant qui répond à cette position la plus basse. A ces conditions, on peut joindre celle que l'angle a" ne soit jamais au-dessous de 20 à 3o degrés, afin de ne pas être obligé à évider par trop la chape qui reçoit en A les verges des boules ou de courber ces verges ellesmêmes, ce qui se fait néanmoins quelquefois. Enfin on peut admettre que le rayon des boules ne dépassera pas, en aucun cas, o"*,i2, ce qui leur suppose un poids d'environ 62 kilogrammes; que, d*un autre côté, la demi-largeur des verges CB et CD, ainsi que celle du levier GL, ne surpassera pas o™,o25;
ces dernières imperfections; l'ccart moyen de la vitesse constate sur un ré(;ulnteur construit par M. Bréguct dans ces conditions s'est trouve réduit à i millième* de la vitesse du régime, mal{jrc les variations du poids moteur dans le rapport de I à 6.
De tels régulateurs ne peuvent évidemment convenir que dans les cas où Ton n'a pas à se préoccuper de l'économie du travail moteur; ils sont surtout destinés à assurer une vitesse uniforme à des instruments de Physique ou d'Astronomie.
Sensibilité des régulateurs isochrones. — lorsqu'il s'agit de régulateurs des machines industrielles, les résistances passives ne peuvent jamais {^tre rendues néoiligeables ; il en résulte que, si l'équilibre est établi sous un angle «, à la vitesse normale Ug, cette vitesse peut augmenter jusqu'à une valeur ot' ou diminuer jusqu'à une autre valeur w", sans que le manchon se mette en mouvement. Ces doux vitesses, qui sont données par l'équation (i), deviennent, dans le cas de lay?^. 6, quand la condition d'isochronisme (s) est remplie,
^'^u^g^^' et ^'=u-, rjL^y.
\ » ^Po*cosa/ \ Vu eus v./
La résistance p varie, en général, avec la position de la valve ou du manchon ;
l'écart maiimum dos vitesses correspond à la position pour laquelle '
' cos a
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qu'enfin le jeu à conserver entre les boules et ces verges oa ces leviers sera au moins de o'°,o35.
Désignant par 7 l'intervalle qui existe entre le milieu da manchon G et le centre des articulations C, les deux premières conditions donnent évidemment lieu aux inégalités
A — 6 cosa" ou 2
BOsinCBO ou (6-«)sin2a"
I — ^ ) sm a" ^ ^ -2. > o»,i8,
bj 1 — 2/1, w'
dans lesquelles a'' doit être pris égal à 20 degrés au moins.
est maximum. On reconnaît du reste que, dans les conditions pratiques, la
moyenne des Titesses extrêmes diffère très-peu de la vitesse moyenne w,,
en sorte que l'écart proportionnel des vitesses est sensiblement égal à
w' — w* ea
û), cu-F^* cosa
expression dans laquelle il faut attribuer à ^ sa valeur roaxima. "^ ces «
La sensibilité de l'appareil dépend donc directement de l'importance des résistances passives ; il en résulte qu'U n'y a aucun avantage à employer des régulateurs rendus isochrones par l'introduction de masses considérables qui, en chargeant les articulations, occasionnent un accroissement notable des résistances passives.
Dans ce qui précède, nous n'avons envisagé les régulateurs que dans leur état d'équilibre; si l'on veut se rendre compte du fonctionnement réel de ces appareils, il est indispensable d'étudier les conditions du mouvement qui les amène d'une position d'équilibre à une autre. A ce point de vue, leur moment d'inertie joue un grand rôle; M. Rolland a fait voir (Mémoire sur l'établissement des régulateurs de la vitesse. Journal de l'École Polj-technique, XLIll* Cahier) que, lorsque l'importance de ce moment dépasse certaines limites, il peut en résulter, pour les boules et par suite pour la vitesse de la machine, des osdllalions continues que les praticiens appellent oscillations à longues périodes. M. Rolland a étudié jes moyens à employer pour réduire au minimum l'inertie de l'appareil, et il a indiqué une disposition d'un régulateur parfaitement isochrone, dans lequel il n'existe aucune masse parasite {voir le Mémoire cité plus haut). (K.)
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Ces inégalités feront connaître les limites des valeurs qui
peuvent être attribuées au rapport ^9 quand on se sera donné,
avec oL^j la valeur de l'une ou de l'autre des quantités &> et h— h't qui sont liées entre elles par la relation
^ b IH- 2W'. (0^
Ayant réglé les valeurs de a", «, /?, h — A' et ^j d'après ces
considérations et celles qui peuvent résulter de l'établissement du système de leviers servant à transmettre le mouvement des manchons à la vanne motrice, on en déduira immédiatement les valeurs de p, b, a,, . , au moyen des équations
2n'b^ cosa"(i — 2/1",) w'
31. Limites des proportions à adopter. — Pour que ces valeurs soient admissibles, elles ne devront pas dépasser certaines limites que l'usage ou l'expérience indique. Ainsi, par exemple, il y aurait quelque inconvénient à ce que P excédât de beaucoup 36 à 4^ kilogrammes et que b fût supérieur à I mètre ou à i",io. Or, d'une part, Texpression ci-dessus de b fait voir que cette dernière limite serait notablement surpas-
sée si l'on donnait à cosa" et à — des valeurs trop inférieures
g à l'unité, condition qu'on remplira en ne donnant pas à l'angle a" plus de 3o degrés, et ne faisant pas faire à l'axe du régulateur moins de 3o révolutions par minute. D'une autre part, on ne saurait attribuer à /i' une valeur au-dessus de o,o3 sans faire perdre à l'appareil sa propriété régulatrice; la première des inégalités ci-dessus donne
puisque y est au moins égal à o'",o2, que co' doit surpasser g^ d'après ce qui précède, et qu'enfin la fraction __',,? dans
laquelle n' est plus petit que n"y surpasse elle-même Tuniié, on aura nécessairement
0,6 4f>^* yL
r> tpy>iop, et partant p>- — >4*«
UjOO' ' '10
Celte condition pourrait conduire à donner à h — h\ dans
certains cas, des valeurs trop petites incompatibles avec
l'équation
f ,, , a rï, — n' a
car le produit p{/i — A' ), qui exprime en quelque sorte Teffei utile du régulateur, pour la course ascendante du man- "^ chon, a une valeur assignée par Tamplitude correspondante (lu mouvement de la vanne et de la résistance que ce mouvement entraîne avec lui, de sorte que p ne peut être diminué sans que h —-h' augmente. Substituant d'ailleurs la
valeur de j- tirée de celle dernière relation dans l'expression de P, il en résultera
Sn'in, — /i ) é>'
nouvelle expression dans laquelle le produit /i(A — A') est
donné, — >i, et qui peut conduire à une valeur de P supé-
rieure de beaucoup à 4^ kilogrammes, auquel cas il faudrait renoncer au dispositif de la Jig. 6 pour recourir à l'un ou h l'autre de ceux des^^. 8 et 9.
Je ne crois pas d'ailleurs nécessaire de rapporter'ici les équaiions de condition ou inégalités relatives à ces derniers dispositifs, les discussions qui précèdent montrant suffisamment la marche qu'il faudrait suivre.
32. Système d'embrayage pour suppléer la force du régulateur par celle de la machine. — Lorsque les valeurs de/> et de A — h' sont tellement grandes ({a-ft devient impossible de faire mouvoir directement la vanne pÉr'lo manchon du régulateur, on sait que Tusage des consirit|^urs est de tirer, du
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mouvement même de la machine, la force nécessaire pour opérer celle manœuvre; le dîsposiiif employé dans ce cas esl représenté dans la^ig*. 12.
Fij. n.
Le régulateur est alors uniquement employé h faire mouvoir le manchon d*cmbrayagc L par riniermédiaire du levier GL; OK est un arbre qui tire directement son mouvement de la 4lnachinc, et autour duquel peuvent tourner librement, sans glisser longitudinalemcnt, les roues d'angles N, M qui engrènent dans la roue Q servant à transmettre, tantôt dans un sens, tantôt dans Tautre, le mouvement de Tarbre OK à lu vanne, dès que le manchon à griffe L, qui a au contraire la faculté de glisser sans tourner sur ccl arbre, vient à embrayer Tune ou Tautre des roues N ou M, de manière à les rendre solidaires avec ce même arbre.
Il résulte de ce dispositif que l'effort p est simplement remplacé par celui qui est nécessaire" pour faire glisser d'abord, puis embrayer le manchon L avec Tune ou l'autre des roues N et M dont il s'agit. Mais comme, à partir de Tinstant où les griffes du manchon L sont amenées en contact avec celles de
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■.*r ces roues» VeBùtl p doit être augmenté, pour vaincre les résistances inhérraies à Teinbrayage, il s'écoulera un certain temps avant que la machine ait acquis le nouvel accroissement ou la nouvelle diminution de vitesse que nécessite cesu^ croît de résistance (').
33. Conditions de l'établissement de ce système. — Nommant p' TeiTort que doit alors exercer le manchon G du régulateur» 'ij'j=(i-h/i',)a), w''j=(i — n' )w les vitesses correspondantes du régulateur, et observant que les angles a\ a' et les hauteurs A% h" n'ont pas varié, on aura à satisfaire aux nouvelles équations de condition
- wVft'cosa — P6— /i'a = o, - w^fr^cos a''— P6 -+-/>'« = o,
qui serviront simplement à déterminer les valeurs de (ù\^ &>', si l'appareil se trouve déjà établi, ou à déterminer les valeurs de P, a, 6, . . . conjointement avec les équations de condition précédentes, si l'on prétend se donner arbitrairement ces premières valeurs; mais, comme alors on aurait à satisfaire à plus de conditions qu'il n'y a d'inconnues si l'on continuait à
'^^) Régulateurs à cônes de friction» — Ainsi que cela est dit, à la fin du n® 35 du texte, le système représentée?^, la conduit à des écarts de vitesse notables et souvent à des oscillations à longue période. Cela tient à ce que les résistanoe» sur le manchon, qui sont ordinairement faibles dans le trajet entre les àtnÊ roues, deviennent brusquement très- importantes, au moment des embrayages ou des débrayages. On a cherché à remédier à cet inconvénient en substituant à l'embrayage à dents un système de cônes de friction dont la manœuvre est plus douce et plus régulière. M. Farcot est l'auteur d'un régulateur de oe genre; il a perfectionné, en outre, la réglementation en adoptant une disposiUon dans laquelle la valve d'admission est manœuvrée, non-seulement par la rotation résultant de l'embrayage, mais encore par le mouvement du manchon le long de l'axe; les deux cônes sont, du reste, mobiles dans le sens vertical entre certaines limites de course et d'eflbrt, en sorte que le mouvement longitudinal du manchon peut se continuer après l'embrayage. Le système ingénieuseniMit combiné, à l'aide d'arbres creux concentriques qui permettent de ramener toutes les pièces autour de l'axe du régulateur, est d'une exécution et d'un entretien difficiles; il n'est, du reste, pas établi au point de vue de l'isochro-» nisme, et le constructeur lui a substitué, depuis quelques années, le régulateur à bras croisés (Note du n» 28). (K.)
prendre &>', et (ù\ arbitrairement, on devra regarder les équations d'équilibre, qui renferment ces quantités, comme propres seulement à les déterminer quand les autres quantités du problème auront été fixées, et remplacer, en conséquence, les équations dont il s'agit et toutes celles qui en dérivent par d'autres, dans lesquelles on devra substituer p', (ù\, o}\, n\, n\ i p, to,, (k)', n',, n\ respectivement.
Relativement à la manière de déterminer p, elle consiste tout simplement à mesurer, à l'aide du dynamomètre ou par un moyen quelconque, l'effort nécessaire à appliquer au manchon G dans la direction de l'axe AH du régulateur pour faire embrayer le manchon L avec l'une ou l'autre des roues N et M pendant le mouvement même de la machine ; ce qui n'a aucune difficulté lorsqu'une fois le système de l'embrayage et du levier GL se trouve établi. On pourra aussi calculer directement les résistances de ce système, d'après ce qui sera dit dans les sections suivantes de ce Cours, en observant que la résistance à l'embrayage, mesurée dans le sens de Taxe OK du manchon L, provient essentiellement : i*^ du frottement produit sur les faces des griffes par la pression qu'il faut leur appliquer perpendiculairement pour vaincre la résistance opposée par la roue Q; a'^du frottement produit le long de l'arbre OK tant par le poids propre du manchon que par la réaction qui provient de cette pression, et qui s'exerce principalement sur la languette saillante servant de guide à ce manchon le long de l'arbre dont il s'agit.
Il est sans doute inutile d'observer que la résistance p' doit être évaluée, d'après les suppositions et pour l'instant les plus défavorables possible, de sorte que l'effort réel ne puisse jamais surpasser celui qui aura été adopté d'après le calcul ou l'expérience; et, comme il faut que cet effort soit exercé dans toute l'étendue de la course du manchon L, pendant l'embrayage ou le débrayage, il serait convenable de comprendre cette étendue dans les valeurs de A — A', A" — A, qui sont censées correspondre aux vitesses limites &/, et w' dont il a été question ci-dessus.
Les équations de condition spécialement relatives à l'établissement du régulateur deviendront ainsi, en admettant tou-
jours la disposition de \^fig. 6,
b\ «Ww *A 1 + 2/.; w»'
auxquelles il faudrait joindre les inégalités du n^ 31, qui deviennent ici
a^ [i — 9.n') I I A oi' ^ o,oq (i — an^J
b > ^^^) -^ l'''°9 -'• 2-/) 7 < ■ - sïïïï? r.^^'
et dans lesquelles a'' doit toujours être pris au-dessus de 2o degrés.
34. Action de la gravité et de la force centrifuge sur les verges du régulateur. — Avant de terminer ce sujet, nous croyons devoir indiquer la manière de tenir compte de l'action de la gravité et de la force centrifuge sur les verges du régulateur, action qui peut exercer une certaine influence dans le cas où la résistance /> serait très-faible.
Négligeant encore le frottement des articulations du système dont l'action, qui s'ajoute à celle de />, en demeure toujours une très-petite fraction, supposant d'ailleurs aux verges une forme prismatique ou remplaçant, dans certains cas, leurs sections variables par une section moyenne constante, ce qui altérera très-peu les résultats du calcul, on décomposera d'abord le poids des verges inférieures BC {Jig. 7 et 8) en deux, l'un agissant en C et l'autre en B : le premier s'ajoutera au poids du manchon 6 pour augmenter ou diminuer la valeur de pf selon la disposition du système et le sens propre du mouvement de ce manchon; le second sera de nouveau décomposé en deux autres agissant en 0 el A, dont l'un s'ajoutera au poids P des boules et l'autre sera détruit par la résistance de l'axe A. On décomposera pareillement le poids des verges ABP en deux autres, agissant aux mêmes points A et 0.
D'après cela, nommant 9, q' et Çx respectivement le poids
simple des verges inférieures et supérieures ainsi que du manchon G, on trouvera» en particulier pour le cas de \^Jig» 6 el en conservant les dénominations jusqu'ici admises, que le poids P des boules doit être augmenté de la quantité
- ( g j -f- g' j et la résistance p du poids ç -h 5, si le manchon
s'élève, ou diminué de ce même poids s'il s'abaisse.
Quant à la force centrifuge des verges, on trouve sans difficulté que, pour chacune d'elles, son action équivaut à celle d'une musse égale au tiers de la sienne propre et supposée concentrée à l'extrémité la plus distante de Taxe de rotation. Or il résulte de cette proposition que, pour tenir compte de Taclion de la force centrifuge sur les verges, il suffira d'aug-
p menter simplement la masse M = - des boules de la quantité
Dans le cas de la Jtg. 9, on observera que le poids du manchon et du losange supérieur ABCD est opposé à celui des boules; de sorte que, si Ton représente ici par q, q et 9'' respeciivemeni le poids des verges ou portions de verges AB, AP el BC, on devra remplacer, dans les équations d'équilibre qui s'y rapportent,
par P-^-7'- ;(V-T-r)-ïp
n . ' ' ^ i . yx^^ sin(/7/ H- a) 2 ' 2 ^ ^ h sina
P I , I / ,,, a rosf/72 -^ x)
g ôg^ 3 ' ' W; cosa
p par p — 7i — q" si la vîlesse augmente, et par p -^ q^-hq** si, au contraire, elle diminue ou que le manchon s'élève.
35. Observations générales relatives à l'établissement des régulateurs à foixe centrifuge, — Les développements dans lesquels nous venons d'entrer sont suffisamment motivés par
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Timportance des applications que reçoit, dans l'industrie, le régulateur à force centrifuge et Tétat d'imperfection où se trouve encore sa théorie; mais nous n'aurions qu'imparfaitement rempli la tâche que nous nous sommes imposée s! nous n'insisiions quelque peu sur l'étendue de ces applications et lés attentions qu'on doit avoir lors de son établissement.
D'abord il est clair que, quelle que soit la manière dont il ail été primitivement réglé, les effets ne pourront être que trèsincertains, très- irréguliers si la résistance de la vanné ou du système qui la lie au manchon n'est pas constante, ou si elle est susceptible de croître au delà des limites qui lui ont été d'abord assignées, ce qui arrive pour beaucoup de cas.
Ensuite si la machine est par elle-même douée d'un mouvement oscillatoire ou périodiquement variable, telles que eelles qui portent des balanciers, des bielles et manivelles, le régulateur ne fera lui-même qu'osciller à chaque révolution, autour de la position moyenne, en imprimant à la vanne motrice des mouvements contraires, plus nuisibles qu'utiles, puisqu'ils ne peuvent en aucune manière empêcher la périodicité de la vitesse de la machine. Le volant, dont nous étudierons la théorie plus loin, est seul capable de diminuer l'amplitude de ces variations de la vitesse, pour ainsi dire momentanées, et l'effet du régulateur doit se borner à empêcher que ce mouvement ne s'accélère ou ne se retarde pas trop dans une succession de périodes de la machine (').
Enfin lorsqu'on a recours simultanément à l'emploi d'un volant et du régulateur, il convient de ne pas donner à ce dernier une sensibilité telle, qu'il puisse osciller pendant la durée du mouvement régulier ou de régime de la machine, oe^ui exige qu'on prenne pour /l'ot) ou n"(ù précisément le plus grand des écarts que reçoit la vitesse durant ce mouvement et malgré la présence du volant. On peut aussi, sans diminuer celte
( ' ) Corrélation entre le régulateur et le volant. — L'action du ré(^latear est en relation intime avec rénor{rie du volant; quelque sensible que soit an régulateur, il ne peut pas agir instantanément; les considérations exposées dAns le texte prouvent du reste qu'une trop grande sensibilité serait ordinairement plus nuisible qu'utile. Il faut ajouter que, dans la plupart des machines, surtout dans les machines à détente, le régulateur ne peut avoir d'action efficace
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sensibilité, donner à la gorge du manchon .qui conduit les vannes une longueur telle que, moyennant un jeu convenable, ces dernières ne se meuvent qu'à partir de la position du régulateur, qui répond au plus grand écart dont il s'agit. Cette disposition est surtout nécessaire dans le cas où l'on est forcé d'employer, pour manœuvrer la vanne, l'embrayage dont il a été parlé au n** 32; mais alors le jeu, au lieu de s'établir sur l'un ou l'autre des manchons, doit l'être sur l'arbre même qui porte l'embrayage, de façon que le manchon de cet arbre ait un certain espace à parcourir avant d'embrayer dans l'une ou l'autre des roues. De plus, comme ici la vanne est susceptible de s'élever ou de s'abaisser d'une quantité très-grande avant que l'inertie des masses de la machine ait permis de ramener, d'une quantité sensible, la vitesse actuelle vers la vitesse de régime, on voit que ce dispositif pourra, dans certains cas, présenter des inconvénients fort graves, et aura dans tous celui d'amener la vanne à un état d*oscillation d'une durée plus ou moins grande, ce qui tient à ce que les amplitudes de son mouvement n'ont qu'une dépendance fort indirecte avec la cause qui fait varier la vitesse de la machine, et qui consiste évidemment dans la variation même des résistances qui lui sont appliquées.
Cette dernière considération nous conduit à une solution du problème qui nous parait plus directe et plus simple, outre qu'elle jouit de divers avantages très-essentiels que nous aurons soin de faire connaître dans l'article suivant.
sur le moteur que pendant une fraction de la course du récepteur, c'est-à-dire pendant la période d'introduction. Il résulte de là qu'il s'écoule nécessairement un temps plus ou moins lon(; entre le miimcnt de la production d'une variation dans la vitesse et celui où le ré[;ulateur ])eut apporter une correction aUIe. Pendant cette période, les volaiils seuls peuvent atténuer les inconvénients des variations; leur moment d'inertie duit donc être calculé de manière à ne pas laisser atteindre à l'accélération du systônic sa valeur dangereuse, et, en second lieu, à maintenir la vitesse entre les limites voulues, en 8up[)osant que la TariaUon de travail persiste pendant tout le temps ({uc le régulateur ne peut pas aToir d'action efficace {voir, au sujet do la corrélation entre le régulateur et le volant, le Mémoire sur les elTels des variations du travail, et sur les moyens de les corriger, par M. Ë. Rolland, Comptes rendus de V Jcadémîe des Sciences , JanTÎeriS;)). (K.)
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Nouveau régulateur à ressort et instantané.
36. Description de V appareil. — A et A' (fig, i3) sont deux portions indépendantes d'un même arbre moteur, interrompu vers le milieu de l'intervalle compris entre les coussinets hg^ qui en supportent les extrémités voisines. L'arbre A entraîne» dans son mouvement, le tambour en fonte CC, qui est évidé
intérieurement et armé de mentonnets saillants a6; l'arbre A' fait corps avec le noyau a a' portant des lames d'acier droites et flexibles aa' dirigées suivant les rayons, et dont les extrémités les plus éloignées de Taxe sont pressées par les roentonnets ab du tambour C; de cette manière, le mouvement de rotation de l'arbre A est transmis à l'arbre A' par rintermédiaire des ressorts aa\ et réciproquement.
B, B' sont deux roues égales portant le même nombre de dents, et qui reçoivent le mouvement des deux arbres respectifs A et A'; ces roues engrènent avec les pignons F et F' montés sur l'arbre l>l>' parallèle à AA': mais, tandis que la roue F' fait
corps avec son arbre, la roue F, qui porte un manchon à gorge G et dont le noyau est taillé en écrou, peut cheminer le long de cet arbre qui, à cet effet, est taillé en vis. Maintenant il est clair que, si les portions d'arbre A, A' faisaient système, les roues B, B' décrivant les mêmes angles, Técrou suivrait le mouvement de la vis sans cheminer longitudinalement; mais que, comme ces arbres, au contraire, parcourent des angles dilîorents à cause de la flexion des ressorts qui les unissent, il arrivera que la roue F cheminera le lijng de son arbre d'une quantité qui sera exactement proportionnelle à Tangle de torsion des arbres A ei A', et dont elle donnera la mesure précise; qu'enfin, si Tefforl de réaction de ces mêmes arbres est constant, ce qui suppose le mouvement rigoureusement uniforme, la roue F tournera, sans cheminer, à la place que lui assigne l'angle de torsion relatif à cet effort. Concevant donc que le manchon G soit employé à faire mouvoir la vanne, qui sert à régler le volume du fluide moteur admis sur la machine, de manière que cette vanne s'abaisse quand la flexion des ressorts augmente et s'élève quand elle diminue, on voit que le nouveau dispositif remplira d'autant mieux les fonctions de régulateur qu'ici les quantités dont la vanne s'est élevée ou abaissée, c'est-à-dire dont l'orifice s'est agrandi ou diminué, seront exactement en rapport avec les variations correspondantes de la flexion de ressorts qui, en deçà de la limite pour laquelle l'élasticité est altérée, sont elles-mêmes, comme on sait, exactement proportionnelles aux variations de l'effort qui sollicite ces ressorts à leurs extrémités.
37. Dispositions diverses de ce régulateur. — Au lieu des roues dentées B et B', F et F', on peut employer de simples poulies qui se communiquent le mouvement par des cordes sans fin, pourvu que ces cordes soient convenablement tendues et que l'arbre DE soit assez éloigné de AA' pour que la poulie F; qui alors aura très-peu de largeur, ne se présente pas trop obliquement par rapport à la corde qui la lie à la poulie B.
Pareillement, au lieu de laisser au pignon F la liberté de cheminer dans le sens de l'axe DD',ce qui oblige à donner une grande largeur, soit à ce pignon, soit à la roue B, on pourrait
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le maintenir à la même place au moyen d'epaulemenls latéraux fixes, mais alors c'est Taxe DD' qui porterait le manchon et aurait la faculté de glisser longitudinalement, soit dans ses deux coussinets, soit dans l'œil de la roue F', qui serait épaulé latéralement et porterait des tenons saillants s'engageant dans des mortaises pratiquées longitudinalement sur l'arbre D, V.
38. 11 peut être avantageux, dans certains cas, de remplacer le tambour C par une roue d'engrenage de la machine, qui serait folle sur l'arbre AA', composé alors d'une seule pièce» et ne transmettrait son action à ce dernier que par l'intermédiaire des ressorts a, a' disposés comme dans le cas précédent. Dans ce dispositif la roue B', par exemple, ferait système avec la roue C, ce qui exige qu'elle puisse , de son côté , tourner librement autour de l'arbre A A'; mais alors la roue C peut ellemême très-bien en tenir lieu, lorsque sa denture est exécutée avec la précision convenable.
Enfin nous indiquerons encore la disposition très-simple de
Fig. lij.
layïgr* i4» ^^^^ laquelle la roue F et le manchon àgoi^e G,
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qu'elle conduit, sont montés sur Tarbre même du tambour C, mis en mouvement par la roue d'engrenage £ : l'angle relatif décrit par ce tambour et par l'arbre AA', en vertu de la flexion des ressorts, fait mouvoir le double secteur denté B6% monté sur un arbre particulier D, faisant corps avec AA', etc.
39. Calcul des dimensions à donner aux lames ('). — Voyons maintenant comment on devra procéder à l'établissement du régulateur qui nous occupe.
Supposons les lames des ressorts égales et prismatiques; nommons P l'effort total qui les sollicite à leurs extrémités près du tambour C, n leur nombre, a leur longueur ou saillie sur le noyau, b leur largeur, c leur épaisseur, / leur flèche commune, qui, étant censée fort petite par rapport à leur longueur a, peut être prise pour Tare décrit par leurs extrémités, on aura, d'après les formules connues sur la résistance des verges élastiques à la flexion^
4Prt^ •^~ nEbc^'
dans laquelle le coefficient d'élasticité E est d'environ 21 ooooooooo kilogrammes pour l'acier fondu, et lorsque l'on prend le mètre et le kilogramme pour unités de mesure. Désignons, en outre, par P' et/' le plus grand effort et la plus grande flèche que doivent supporter les lames, afm que leur élasticité ne puisse être altérée, même après un long usage, effort qui est environ 7 de celui qui répond à la rupture, on aura, pour régler les dimensions de ces lames,
•^ nEbc^ nbc^ n ha
dans lesquelles E a la même valeur que ci-dessus; et R, coefficient de rupture, doit, d'après M. Morin, être pris égal à io3 333 333 kilogrammes.
r *} Voir^ pour la détermination de la forme et dcsT dimensions des lames, Ja Hotice sur divers upj^areils dynamométrùjues, par M. A Morin. (K.)
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De là on tire, pour calculer Tépaisseur c et la largeur (, quand la longueur a et la flèche maximum /sont connues,
18E/' ' /' K/ic' ^' no»
Prenant f= o",o5, n = 32, P = 2000 kilogr. et a = o*,5, on trouve c=:o™,oo38 et 6 = 0™, 372. Cette dernière dimension ne pourrait être adoptée pour la largeur d'une lame unique; on remplacerait celle-ci par six ou sept petites lames de o^'yoS à o™,o6 de largeur dans le sens de Taxe de la roue, si mieux on ne préférait augmenter le nombre n ou la largeur a de manière à réduire b convenablement; résultat auquel on arriverait surtout en diminuant/, d'où dépend essentiellement la sensibilité de Tappareil.
D'ailleurs, si Ton donne au profll des lames la forme de la parabole d'égale résistance, en leur conservant toujours l'épaisseur c près du noyau de l'arbre, la flexibilité sera augmentée et les résultats seront plus avantageux. En effet, les formules deviendront alors
C = -rj-= :xj =0,OOl53 ■jr.i 0— =::0,07433 «^ F',
18E / / nixc* ' /la*
ce qui donnera dans les hypothèses ci-dessus, c'est-à-dire pour
C = 0™,0272 et 6=:0™,I22.
40. Disposition à adopter dans le cas de machines puissantes exposées à des cfiocs. — En supposant que l'appareil ait été monté sur un axe à grande vitesse, ce qui parait convenable, la valeur 2000 kilogrammes, attribuée à P, répondra évidemment à une machine très-puissante ; ce qui suflU pour démontrer Ja possibilité de ce genre de régulateur pour les divers cas d'application. Cette valeur sera toujours facile à déterminer approximativement au moyen du calcul ou de Texpérience; néanmoins on fera remarquer que, si cette même machine était soumise à des chocs ou changements brusques de vitesse, l'effort de réaction P pourrait acquérir momentanément de très-grandes valeurs et compromettre la solidité des res-
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sorts. Dans ce cas, il sera à propos de disposer les choses de façon que, quand Tangle relatif ou de torsion du tambour C, par rapport à l'arbre qui supporte les ressorts, dépassera la limite qui répond à la flèche /', la couronne de ce tambour vienne porter contre des saillies ou bras faisant corps avec Tarbredont il s*agit, condition très-facile à remplir en plaçant, dans l'intervalle des lames, des tiges très-roides et très-fortes contre lesquelles viendront s'appliquer des saillies pratiquées sur le pourtour inférieur du tambour C. On fera bien d'ailleurs d'user de cette précaution dans Unis les cas, ne serait-ce que pour éviter les grands efforts de torsion, qui ont lieu, en général, lorsque l'on met la machine en train et que le moteur doit vaincre les forces d'inertie du système, en outre des résistances.
41. Loi qui lie le mouvement du manchon de l'appareil aux tensions, — Ayant ainsi régie les dimensions des lames et la limite des efforts qu'elles doivent supporter, ou de la flèche qu'elles doivent prendre, on trouvera sans difficulté la loi qui lie en général ces efforts aux courses correspondantes du manchon G. Nommant, en effet,
0 l'angle relatif ou de torsion du tambour, correspondant à
l'effort P et à la flèche quelconque/; a-\-d \^ distance de l'extrémité des lames à l'axe AA'; R le rayon des roues B, B' ; r celui des pignons F et F';
e le pas commun aux différents fllets de la vis DD'; enfin h la longueur de course du manchon parcourue pendant
que l'angle 0 ou l'arc /est décrit,
on aura évidemment
,, ^ , OR 2P/i>eR
pour fixer les positions du manchon relatives à chacun des efforts P exercés sur les ressorts.
42. Cet appareil peut servir de moyen dynamo métrique pour mesurer le travail des machines. — Les longueurs de
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course h, parcourues par le manchon, étant exactement proportionnelles aux efforts, on voit que cet appareil pourrait très-bien servir de moyen dynamomctrique propre à mesurer à chaque instant l*intensité de ces efforts; il ne s'agirait à cet effet que d*adapter au manchon un index et un limbe gradué, disposés à peu près de la même manière que dans le dynamomètre à ressorts de M. Régnier; ajoutant, en outre, à ce même appareil, le dispositif à plateau tournant (*), dont il sera parlé dans une autre partie de ce G>urs, on obtiendrait la succession des efforts variables de la puissance P et la quantité d'action ou de travail même qu'ils produisent, quantités qui sont me* surées par l'intégrale du produit de ces mêmes efforts et des chemins élémentaires décrits par leur point d'application, situé à la distance a + c/ de l'axe AA' en vertu du mouvement de rotation général de cet axe.
Supposons le mouvement uniforme et la force P constante remplacée par sa valeur moyenne; nommons, de plus, m le nombre des révolutions de l'axe AA' par minute, la quantité de travail sera pour chaque révolution de cet arbre mesurée
par le produit
\ • 27r(a-:-rf)P
et pour chaque seconde par
(*) Le Chapitre relatif au régulateur à ressort est extrait de l'édition de i836. La description de l'appareil a été donnée par Ponceiet, en i83o, dans le Cours de Mécanique industrielle Jait aux ous^riers messins,
1^8 principes fondamentaux des divers appareils dynamométriques, encore en usage aujourd'hui, dont il est question dans le n9 42, sont exposés en détail dans les Leçons préparatoires au lever d'usines (années iS3i), professées- par l'auteur à l'École d'application de Metz. T'oirf à ce sujet, dans la Notice anafy' tique sur les travaux de Ponceiet (mars i834), les articles relatifs aux appâtais suivants : Nouveau régulateur à ressort; appareil djneunométrique pour metmrtr le travail des moteurs et des machines; compteur servant à mesurer le travmil variable des forces, l'aire des courbes- et la valeur des intégrales; appareil pour découvrir expérimentalement les lois du mouvement varié des machines. Consulter é[;alement la Notice sur divers appareils dj-namométriques, par M. A. Morin. (K.)
expressions dans lesquelles on meilra pour P sa valeur en h déduite de Téqualion ci-dessus qui donne
et partant
2r(a-+-rf)P_ /i7t'(^ -+- rf)'E6cV/i 60 6oa>éfil
imrv(a -f- rf) P _ mm:^(rî -h dyEbc^rfi 60 "" 6oa*e\{
43. Manière de graduer ou de tarer l'instrument après sa mise en place. — Mais, au lieu de calculer directement P et le travail par ces formules, il sera à propos de déterminer expérimentalement, et cela après la mise en place du tambour à ressort et du manchon, la relation qui existe entre P et /i ou, ce qui est la même cliose, l'échelle de graduation de h dont les divisions en parties égales correspondront toujours à des valeurs égales de P, tant que ces valeurs n'excéderont pas la limite des efforts que peuvent subir les ressorts d'une manière permanente sans perdre de leur élasticité, limite que nous avons désignée par P', à laquelle correspond une course A' du manchon, qui sera donnée approximativement par la formule
7rr(r« -|- d) nEbc^ '
ou plus exactement par l'échelle de graduation dont il vient d'être parlé.
D'ailleurs l'expérience par laquelle on se propose de trouver, sans calcul, la longueur A, qui correspond à chacun des efforts P, consiste tout simplement à envelopper le tambour C d'une cordelle flexible k laquelle on suspendra verticalement un poids égal à cet ettort» en fîxant l'arbre AA', qui porte les ressorts, de manière qu'il ne puisse en aucune manière tourner, tandis que le.ttinbour et le manchon prendront la position d'équilibre giài; répond au poids dont il s'agit.
Ces opératioiijKfiiiséeutéet avant la mise en place du système
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des leviers ou rouages qui servent à transmettre le mouvement du manchon à la vanne motrice de la machine, mettront à même d'arrêter complètement le projet d'exécution de ce système de manière à atteindre convenablement et sans aucune hésitation le but qu'on s'est proposé.
kk. Établissement du système de leviers qui donne le mouvement à la vanne. —.En effet, la vitesse moyenne ou de régime qu'on veut laisserprendre à la machine étant assurée, il ne s'agira que de faire travailler celle-ci sous la plus grande et la plus petite des résistances utiles qu'on aura à vaincre pendant la mise en activité, en levant à chaque fois la vanne motrice, de manière à atteindre la vitesse de régime dont il s'agit; observant ensuite les positions moyennes correspondantes des manchons ou les valeurs de A, on disposera le système des leviers de communication entre cette vitesse et ce manchon de façon qu'ils prennent nécessairement les positions simultanées qui ont été observées lors des expériences.
Si Ton voulait agir d'une manière tout à fait rigoureuse, on ferait travailler la machine à la vitesse de régime, sous une suite de résistances utiles comprises entre la plus grande et la plus petite et,observantchacune des positions correspondantes de la vanne et du manchon, on aurait à disposer le mécanisme qui rend leurs mouvements solidaires de façon que ces positions fussent simultanément aueintes, ce à quoi on parviendrait par le tracé convenable de la pièce que dirige la gorge du manchon. Mais comme il est dans la nature des machines que les efforts P croissent et décroissent avec la résistance utiley?, suivant ime loi exprimée sensiblement par la formule P = A 4- By?, dans laquelle A et B sont des fonctions de la vitesse et de la grandeur qui fixe la position des diverses pièces à un instant donné, on voit que, si la vitesse doit rester la même à chaque révolution ou à chaque retour de la machine à la même position, les efforts P correspondant à celte position se composeront d'une quantité constante A, exprimant la résistance quand /> = o ou que la machine marche à vide avec la vitesse de régime dont il s'agit, et d'une autre quantité B/; exactement proportionnelle à la résistance utile p. Or cette
condition sera naturellement satisfaite si le système des leviers qui lient le mouvement de la vanne motrice à celui du manchon est établi de manière que les espaces décrits demeurent exactement proportionnels, comme cela a été indiqué en premier lieu, car la vitesse restant, par hypothèse, constante, les quantités de travail dépensées dans chaque révolution de la machine ou livrées au récepteur croissent elles-mêmes sensiblement comme TefTort P et comme la masse de fluide écoulée par l'orifice de la vanne motrice.
45. Causes d'irrégularité auxquelles peut échapper cet appareil.— Ces considérations supposent implicitement que les causes qui tendent à troubler le mouvement de la machine proviennent uniquement de la variation des résistances, et c'est là en effet ce qui a lieu dans presque tous les cas où il arrive, comme dans les laminoirs, les machines à filer, les scieries, etc., que le travail de l'opérateur ou de plusieurs des opérateurs est momentanément suspendu ou modifié par une résistance tantôt plus forie, tantôt plus faible. Or si Tiniensité de l'action transmise par le fluide moteur à la machine pouvait varier par des causes indépendantes et de la vitesse que prend cette machine et de l'ouverture laissée par la vanne régulatrice, l'appareil qui nous occupe ne serait plus cl'ûucune utilité, partfe que l'effet P, et pqr conséquent la position du mqjuchon du régulateur, pourrait demeurer sensiblement constante pour des variations très-lentes du mouvement du récepteur, occasionnées par une variation correspondante de l'action du fluide moteur. Tout ceci, au surplus, s'cclaircira beaucoup par l'étude de l'action des moteurs, sur laquelle il ne conviendrait pas d'insister ici. Nous nous contenterons seulement de faire remarquer que les causes qui tendent à faire varier d'une manière absolue l'intensité de l'action motrice sont très-rares dans les machines bien établies, et que le véritable remède consiste alors dans les soupapes de sûreté, les orifices de trop-plein, les grands réservoirs régulateurs dont il a été parlé aux n"*" let 8. Quant au cas où cette même action éprouverait forcément un changement d'état durable et sensible^ il sera très- facile de modifler en conséquence l'ouverture
moyenne de la vanne moiriSe; mais il nous sérail impossible ici d'entrer dans ces dciails sans dépasser de beaucoup les bornes que nous nous sommes prescrites.
(•G. Manière d'éviter les oscillations dans des variations momentanées de mouvement, — Nous ne terminerons pas néanmoins ce sujet avant d'avoir dit un mot de la manière dont on doit disposer le régulateur à ressort, pour éviter les oscillations périodiques que ne manquerait pas d'éprouver le système de la vanne et des leviers, dans le cas où la machine ne serait pas naturellement susceptible d'un mouvement rigou^^ reusement uniforme (*).
11 est évident qu'ici, comme dans le cas du régulateur à force centrifuge, rétablissement d'un volant est une chose absolument indispensable pour diminuer l'amplitude de ces
(*) Équation du mouvement d'une transmission^ en tenant compte de l'étaS' ticité des liens. — On peut établir les équations du mouvement des deux arbres A et A'; celui-ci est un cas particulier du mouvement d'une transmission, qaand on tient compte des déformations de ses organes, en supposant qu'elles ne dépassent pas les limites d'élasticité. La question peut toujours être ramenée à la suivante (Z>ff l'élasticité dans les machines en mouvement, par M. Krets, Comptes rendus de l'Académie des Sciences, 2\ juillet i865) :
L'arbre moteur A, dont la vitesse angulaire est ta, est sollicité par une force P, agissant tangenticllement à une roue de rayon r; sur l'arbre mené A', dont la vitesse angulaire est ci\ agit la force résistante Q, tangentiellement à ua|B roae de rayon r'; le mouvement do rotation est transmis de l'un à l'autre |4M|J^termédiaire d'un lien élastique, agissant tangentiellement aux deux ro«etip«vec une tension T; trouver les lois du mouvement.
En désignant par m et m' deux masses fictives qui, réparties sur des circonférences de rayons r et r', auraient les mômes moments d'inertie que les deux arbres avec leurs roues, et remarquant que la différence des chemins élémentaires (ro) — r'u')dt décrits par les circonférences des roues est égale à l'allongement kdl du lien, k ne dépendant que des dimensions et du coefficient d'élasticité du lien, on trouve
f/<» P - T , </oi' T - Q , , ^ rfT
dt m de m' dt
11 est à remarquer que ces équations sont les mêmes que celles du mouvement rectiligne de deux masses m et m', reliées dans la direction du mouvement par une tige élastique; cette propriété existe du reste, quel que soit le nombre d'arbres en mouvement.
Il est facile de trouver l'expression de la tension et des ritesses, quand les
varialions momentanées; le tambour à ressort C étant placé sur Tarbre de ce volant du côte où les efforts sont le moins irréguliers dans une même période, on devra laisser au système de levier qui transmet le mouvement du mancbon à la vanne le jeu nécessaire pour que cette dernière ne bouge que quand les efforts de la maciiine dépasseront la plus grande ou la plus petite valeur relative à une même période de mouvement, ce à quoi on arrivera expérimentalement en observant les oscillations du manchon après que le volant aura été établi et quand la machine travaille dans les conditions prescrites avec sa charge moyenne. Mais, au lieu d'user de ce moyen, il serait préférable, sans aucun doute, de donner au système de levier dont il s'agit une élasticité, une flexibilité assez grande pour qu'il puisse céder aux accroissements ou diminutions momentanés de l'effort P, sans que le mouvement soit com-
forces eitéricures sont constantes. Si l'on désijyne itar Q' l'intensité normale des deux forces F et Q, quand le régime est uniforme, on peut mettre P et Q sous les formes P = Q'-^pi Q ^= Q'-*- y, /? et y étant supposés constants pendant tout le mouvement; soit de plus, Q'+ ^t ^o ^^ ^o ^^ tension et les vi-
m H- /Il
testes angulaires initiales, et posons — ; p = N: on trouve
A mm
*» ^» ^"^ ^ pm' / qm -^ pm'\ ^ .— rw. — /-'m- . i^
T = Q'-f-i -— i-(y— 1 '. — .)cotrv^^ — = — î^sinryN,
.^ _'_ r /, - q,t - kmW>(y - ^^^L±^VinrV^ m -h- m L ' ^ ' ^ y- m-^m* ) ^
-+-/w'(r<ij,— r'w'j'cosry^ 1»
, mrti^-\-m'r'ta\ . i F- > i /^/ qm-*-pm'\ . .-
m -fin' /n-f-w'L' " ' y- m -h m' J '
— m(rw,— r'û}',)cosr^ l-
I.,es valeurs des tensions et des vitesses oscillent périodiquement au-dessus et an-dessous de celles qui répondent au cas où A est nul, c'est-à-dire où les pièces seraient parfaitement rigides. Si, à l'origine, le mouvement normal est établi, il faut, dans les équations précédentes, faire x — o vt rù)^-= r' a' ; on peut étudier les circonstances qui su présentent, soit lorsque P et Q varient en même temps, soit quand Q est seul variable, ainsi que le suppose le texte; dans ce dernier cas p est nul. Cette étude fait ressortir les diverses difTicultés que l'appareil décrit peut présenter dans la pratique, difficultés indiquées par l'auteur dans les n®* 45 et 4G. (K.)
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muniqué à celte vanne qui tend à la fois à résister, en vertu de son inertie et de son frotiement, à ces variations instantanées, tandis qu'elle ne peut manquer de se mouvoir sous l'action résultant d'un changement durable de refTorl P.
Dans le cas où l'on se servirait d'un système de rouages pour transmettre le mouvement du manchon à la vanne, il n'y aurait qu'à disposer l'une de ces roues à peu près comme l'est luimême le tambour C, c'est-à-dire de manière qu'elle ne puisse entraîner son arbre qu'au moyen d'un léger angle de torsion.
47. Dispositif à adopter dans le cas oà le mouvement des vannes offrirait une grande résistance. — On ne doit nullement s'inquiéter ici de l'effort plus ou moins grand qui est nécessaire pour faire cheminer la vanne et son système de levier, attendu que cet effort sera toujours vaincu par les roues B, 6' aux dépens de l'action motrice de la machine. Néanmoins, si cet effort était très-considérable, comme il arrive dans les machines mues par des roues hydrauliques, il conviendrait de sacrifier un peu sous le rapport de l'instantanéité d'action du régulateur en faisant opérer la manœuvre de la vanne, non plus directement par le manchon G, mais par l'intermédiaire d'un système d'embrayage dans le genre de celui qui a été mentionné au n^ 32, de manière à faire marcher la vanne, tout en diminuant considérablement la tension des lames. ,
48. Combinaison du régulateur à ressorts avec le volant à ailettes pour régulariser directement le mouvement. — Enfin on pourrait encore se servir du dispositif qui nous occupe pour modifier directement le mouvement de manière à le ramener sans cesse vers l'état du régime uniforme; il ne s'agirait que de l'appliquer à un axe indépendant de la machine, mais qui en recevrait directement le mouvement de rotation, comme cela a lieu dans le régulateur à force centrifuge, et qui porterait un volant à ailettes dont la résistance, croissant rapidement avec la vitesse, produirait la torsion du tambour C sur ce même arbre. On conçoit, en effet, que, les choses étant disposées de manière que, pour la vitesse de régime, la vanne
APPLIQUÉE AUX MAGBINES.
iq3
ait la position moyenne qui lui convient, il ne pourra survenir aucun accroissement de vitesse sans qu'il ne survienne une diminution correspondant à l'ouverture de Torifice et réciproquement. Or il arrivera ici que les amplitudes de course du manebon, de part et d'autre de la position moyenne, croîtront sensiblement comme les écarts mêmes de la vitesse sur la vitesse du régime. Du reste les propriétés de cet appareil seront analogues à celles du régulateur à force centrifuge, et le problème de son établissement deviendra facile au moyen de tout ce qui a été dit déjà dans les n^* 5 et suivants.
III. — Des manivelles
Notions préliminaires snr les manivelles.
49. Disposition générale des manivelles. — Les manivelles offrent, comme on Ta vu (24, Section I), le moyen le plus convenable, en général, de transformer le mouvement alternatif en mouvement de rotation continu et réciproquement; le plus ordinairement elles sont formées d'un bras AB(yîg^. i5 et i8) fixé perpendiculairement à l'extréniité d*unaxe ou arbre tournant A, et au bout duquel agit, par l'intermédiaire d'une pièce
Fig. i5.
Fig. i(î.
rectillgne BF, nommée bielle ou chasse, une résistance ou une puissance F douée du mouvement al ternatif, dans une direction
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quelconque BF, que nous supposerons d'abord constante, comme cela a lieu sensiblement dans les bonnes machioes, oCi l'on cherche à éviter les décompositions de force ioutiles, mais qui, dans la réalité, est soumise à de légères déviaiions périodiques, dépendant du mode de mouvement de l'eitrémité de la bielle opposée au bouton.B de la manivelle, c'està-dire du chemin que celte extrémité est assujettie i parcourir.
Lorsque l'arbre se prolonge au delà du plan du mouvement de la bielle, on remplace le bras AB par un coude ABA'
50. Des excentriques circulaires. — Quelquefois le rdie des manivelles est rempli par des pièces spéciales qui portent le nom A' excentriques circulaires; cela arrive lorsque le brss AB {fig- i5) serait trop court par rapport au rayon du bouton B et souvent aussi quand, l'arbre se prolongeant au delà de la bielle, on veut éviter de couder l'arbre. La disposition indiquées^. i5 ou i6 se trouve alors remplacée par un disque circulaire à gorge, embrassé par un anneau fixé à l'extrémité de la pièce formant bielle (Jîg. 17]; mais il ne faut pas confondre le dispositif dont il s'agit avec celui de ceruines cames
Fig. .7.
nommées également excentriques, et qui, montées sur des arbres tournants, sont destinées à agir sur des pièces dont la direction du mouvement est indépendante de la leur propre. L'agrandissement du boulon de la manivelle, en pennetUnl de supprimer presque enlièrement lejeu et d'éviter les inégalités provenant de l'usé des surfaces frottantes, amène avec lui beaucoup de continuité et de douceur dans le mouvement, qualités qui s'achètent, comme nous le verrons plus Urd^ aux
dépens de la force motrice, ce qui fait qu'on n'emploie guère les excentriques que dans les mécanismes qui sont soumis à de faibles efforts, tels que ceux, par exemple, qui, dans les machines à vapeur, sont destinés à faire mouvoir les robinets ou tiroirs d'admission {yoirjig. 24, p. i43, en L/).
51. Des manivelles simples, — Fariation de V action dans le premier demi-tour. — Admettons que, l'arbre étant supposé horizontal, la direction invariable BF {Jig, 18) soit celle de
Fig. 18.
la verticale; nommons F la force constante, qui sera censée agir de haut en bas à la manière des poids, b le bras AB de la manivelle, a l'angle variable EAB qu'il forme, dans un instant quelconque, avec la verticale A£; l'énergie de la puissance à faire tourner aura pour mesure son moment virtuel F&sina(/a, qui est aussi sa quantité de travail ou d'action élémentaire; elle sera par conséquent proportionnelle au bras de levier frsina = AD = BD' de la puissance, c'est-à-dire nulle pour les positions AE, AG de la manivelle, et la plus grande possible pour la position intermédiaire et horizontale AC; la valeur moyenne x du bras de levier AI), dans le demi-tour ECG, s'obtiendra en remarquant que la
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quantité de travail F.£G = F. 26, développée dans ce même demi-tour par la puissance F, sur la manivelle, doit être égale à celle qui serait développée par celte puissance, dans un intervalle pareil, en la supposant appliquée tangentiellement au cercle de rayon x; or cette quantité d'action est évidemment ¥i:Xf TT étant le rapport de la circonférence au diamètre; donc on aura, pour déterminer x, l'équation
2b¥ =iFr.x; d'où :r = - 6 = o,63666.
Ainsi la longueur du bras de levier moyen d'une force constante agissant dans une direction invariable, sur une manivelle simple, est un peu moindre que les deux tiers du rayon de cette manivelle : elle s'écarte, comme on voit, des valeurs extrêmes o et 6 du bras de levier, des quantités respectives 0,36346 et o,63666. En multipliant ces quantités par F</a, on aura la mesure des écarts des moments virtuels ou des quantités de travail élémentaire F6sina(/a, par rapport à leur valeur moyenne o,6366Firfa.
52. Fariation de Vaction des manivelles simples dans le second demi-tour. — Nous n'avons encore considéré que ce qui se passe dans un demi-tour de manivelle; voyons maintenant ce qui a lieu quand elle achève l'autre demi-tour EHG. Or il peut arriver l'une de ces trois choses : ou la puissance F cesse entièrement d'agir, ou elle agit dans une direction contraire à sa direction primitive, ou enfin elle continue d'agir dans la même direction.
Dans le premier cas, le travail élémentaire communiqué par la puissance F dans le second demi-tour restant constamment nul, celui qui est imprimé dans un tour entier est encore 2 F 6, tandis que le travail de la même puissance, appliquée au bras de levier moyen x, sera 2:rarF; on aura donc
TT
quantité qui dilfère de ses valeurs extrêmes o et 6 de o^SiSSfr et 0,68176 respectivement.
Vans le deuxième cas, la puissance continuant à faire marcher l'arbre dans le même sens développera dans le tour entier la quantité de travail 4^^^^ ^^ sorte qu'on aura *
LVb --7.T.XY et a:— - - - = o,6366i,
comme pour le premier demi-tour. La plus grande et la plus petite valeur du moment de F ayant toujours lieu pour les positions horizontales et verticales de la manivelle, les écarts de l'action élémentaire sur la moyenne seront encore mesurés par les nombres o,636() et o, 3634; d'où il résulte que le plus grand écart sera moindre ici que dans le cas précédent.
Dans le troisième cas, la quantité de travail fournie par la puissance pendant un tour entier de la manivelle sera nulle, et il en sera de même du travail élémentaire moyen, ce qui fait que les écarts, mesurés alors par o et i, seront les plus grands possibles.
La première et la deuxième de ces hypothèses se rapportent spécialement au cas des pistons de pompes, des pédales, des châssis de scies, etc., à simple ou à double effet, c'est-à-dire qui agissent simplement en descendant, ou à la fois en montant et en descendant. Quant à la dernière, elle s'applique à l'action de la pesanteur, qui agit constamment dans le même sens, et ne produit sur les pièces à mouvement alternatif aucun effet utile (22, 1" Section). Comme cette action se joint toujours à celle d'une autre force de la nature des précédentes, il convient d'examiner son influence sur le mouvement.
53. Manière de régler le poids des équipages de manivelles. — Nommons p le poids des pièces à mouvement alternatif, composé de la portion du poids de la bielle BF et du surplus de l'équipage, qui agit suivant la direction de F, on observera que l'action de p s'ajoute à la force F, ou s'en retranche alternativement et selon le sens dans lequel elle s'exerce, de sorte que la quantité de travail développée dans une révolution entière n'est nullement altérée, non plus que le bras de levier moyen et la quantité moyenne de travail élémentaire; et.
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ces bras; il esi aisé de s'assurer que le moment total ''s^ puissances F atteindra sa limite supérieure pour les posiiî^^"^
Iiorizontale et verticale de BB', et sa limite inFérieure pour les quatre positions symétriques, où l'un des bras AB, AB* se confondra avec la verticale {']. Ces valeurs extrêmes du moment total seront ainsi respeciivement
aFft coso, aFfcsinn, Fftsin2a = F6sinacosA.
(') Si 0 déaigne l'an^lo EAt, la râleur abiolue des momenUmt Titin [9 — a) pour la force appliquée en B, el Fïain ($ + d ) puur celle qui tçil en B' ; comme cet rurces changent de acna quand [our peint d'application paue de l'antic cAtd du dianiptrc cerlicat, ri'i|>ri'6<îon de chaque moment doit èlre ■Bêdce du ligne + ou du signe —, auivanl que le point d'application de la Torce eorieapondante eit h gauche ou i droite de ER.
On Irnaie ainsi que le moment total eat iFÏCoaHiins pour le* Tat«Dn de 9 entre o cl a, qu'il e>l iF^sinOcoia quand 9 Tarie entre « et > — c, et — iF#ca>0iina lorique B e«t compris entre ir — a et n.
Les écarts maiima de> memcnls sont
^ =sino(i — coso) el j-, =C0»o{i — aliio);
on reconnaît immédiatement, en traçant les courbes représeotées par ce* Cqtia tion*, que l'on se trouve dans les conditions les plus BTantageaie* en donnanl k o la valeur pour laquelle j ^j; ; ainsi que cela Ml dit dans le texie, cetta Taleureit B = 4So. {K.)
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^n discutant ces valeurs, on trouve qu'elles sont le plus resserï'ées possible quand sina = cosa = y/^, ou que l'angle BAB' ^es manivelles est droit. Dans celle hypothèse, on obtient pour les valeurs ci-dessus des momenis
2F6v^I, 2F6v/î, aFH, ^« sorte que le moment moyen se trouvera compris entre 2F6^3— 2F6 X 0,7071 et o,5x2F6.
Les puissances F développant dans un tour entier la quantité de travail nF./^b, le moment moyen est égal à
et les différences avec le plus grand et le plus petit moment répondant respectivemeni à la position horizontale ou verticale de BB' et des bras AB, AB' sont seulement le | et le 7 environ de sa valeur propre; ce qui prouve que les manivelles coudées à angle droit sont effectivement très-avantageuses pour la régularité du mouvement de l'action des forces.
56. Propriétés et inconvénients des manivelles triples ou quadruples,— Vouv une manivelle triple (yîg". 22], dont les bras AB, AB', AB" partageraient, dans leur projection sur un plan perpendiculaire à Taxe, la circonférence en trois parties égales, et qui seraient sollicitées par trois forces verticales et égales F agissant seulement dans le demi-tour ËBG, on trouve que le moment total a sa plus grande ou sa plus petite valeur quand Tun quelconque des bras est horizontal ou vertical ('); de sorte que le moment moyen est compris entre
F6 et F6sin6o<»=iF6v^3==o,866Fi.
(') 11 en est encore ainsi lorsque chacune des trois manivelles agit à double effet; les moments ont alors des valeurs doubles de celles du texte. (K.)
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Le bras de levier moyen étant alors
6Fb 3b ^^,
on voit que le moment moyen 0,955 F6 ne diffère que d
Yj du plus grand et de -rr du plus petit moment. Ces résultat-
supposent d'ailleurs les équipages des manivelles en équilibre
autour de Taxe A. . |^
ïlg. 77,
Il serait aisé de prouver que la manivelle quadruple offre moins de régularité dans son action que la manivelle triple» mais elle possède d'autres inconvénients beaucoup plus graves pour la pratique, qui lui sont communs avec la manivelle triple et qui suffiraient seuls pour y faire renoncer : c'est la difficulté de l'exécuter avec une perfection et une solidité suffisantes. En effet, toutes les fois qu'un axe ou arbre tournant est supporté sur plus de deux appuis ou coussinets, il devient très-difficile, pour ne pas dire impossible, lorsqu'il présente des parties coudées, de placer sur une même droite les axes des parties cylindriques que reçoivent ces coussinets, et alors on conçoit que l'arbre bride entre ses appuis et donne lieu à des efforts violents, qui consomment une portion considérable de la force motrice et amènent la rupture des manivelles. Le tour est le seul moyen à employer pour mettre ainsi un arbre en ligne droite; cela est faisable pour un arbre d'une seule pièce et qui présente assez de roideur pour ne pas fléchir;
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vnais cela paratt presque impossible lorsqu'il est Interrompu par des manivelles.
Considérations dynamiques sur les effets des manivelles.
57. Loi de variation du travail d*une manivelle simple. — Les considérations qui précèdent, analogues à celles qu'on trouve établies dans le Livre !•% page 63 de YJrchitecture hydraulique de Bélidor^ édition de M. Navier, sont purement statiques et ne concernent que la loi des variations élémentaires de Taction des forces appliquées aux manivelles, ou celle du moment et du bras de levier propre de ces forces; mais on peut envisager la question d'une manière toute différente et qui se rapporte spécialement aux considérations dynamiques.
Conservant, en effet, les dénominations et conventions du n** SI relatives à la manivelle simple, on peut se demander quelle est la loi des variations mêmes du travail de la puissance F, soit dans un demi-tour, soit dans un tour entier de la manivelle, et de comparer ces différentes valeurs à celles du travail uniforme d*une puissance constante ou moyenne, appliquée tangentiellement à la circonférence du cercle décrit par l'extrémité B de la manivelle.
Cette manivelle étant supposée à simple effet, de sorte que la force F n'agisse que dans le demi-tour ECG (Jîg. i8), et la quantité de travail élémentaire de F étant mesurée par VbsïïïadoL, celle qu'elle aura développée à partir de la verticale AF, et pendant que la manivelle décrit l'angle EAB = a, sera évidemment
F 6 sin a rfa r= F 6 { I — cos a ) = F X ED' ;
ce qu'on aperçoit d'ailleurs sans aucun calcul, puisque F est censé constant. Celte dernière quantité de travail qui a pour valeur le produit 2F 6, quand la manivelle a décrit deux angles droits et est redevenue verticale, est aussi celle que développerait la composante Fsina de F, qui agit constamment suivant la circonférence du cercle décrit par le point
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d'applicalion B; or, si l'on remplace celle composanie va^^ riable par sa valeur moyenne,
'iTzO 7r
relalive à une révolution eniière de la manivelle, ailendu que celle-ci esi supposée à simple effel, sa quanlîlé de travail correspondant à l'angle quelconque a décrit par Taxe sera
évidemment ? dont l'excès sur la précédente a pour va-
leur F6 ( i~-cosaJ dans le premier demi-tour et simplement F6 ( 2 j dans le second, les angles a étant ici
mesurés par les arcs qui leur correspondent sur la circonférence, qui a l'unité pour rayon.
58. Discussion de cette loi. — £n discutant la première de ces expressions, on trouve qu'elle est nulle en même temps que a; qu'elle crott positivement jusqu'à la valeur de a déterminée par la relation
sina = - ou a
= arc(sîn=:-j:=o, 32895,
à laquelle répond un premier maximum positif
arcsm -
= F&(o;io3i — I -^ 0,948) = o,o5i ¥b; qu'elle décroît ensuite de manière à redevenir nulle pour
a := o, 21027: aux environs de a = ^-, qu'elle devient un maximum négatif pour la valeur
a m TT — arc ( sin 3^ - j =^ 0,89697:, qui donne
Fb (- — i -h cosaJ=F6 {0,8969— i —0,948) = — i,o5i 1F6;
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qu'enQn sa valeur absolue décroît dans tout le surplus du demi-tour jusqu'à devenir égale a —Fb, rigoureusement, pour la position verticale AG de la manivelle répondant à
Quant à l'expression de la différence relative au second demi-tour, elle demeure sans cesse négative et décroissante, jusqu'à devenir nulle pour la valeur « = 27:, répondant à la position verticale supérieure AE de la manivelle, après laquelle les mêmes choses reviennent dans le même ordre.
Ainsi le plus grand écart absolu entre les quantités totales de travail, communiquées par la force variable Fsina et la
force moyenne Y= - F supposées agir à la circonférence du
cercle décrit par le bouton de la manivelle, est égal à
ou surpasse la moitié de celle 2.¥b que développe F dans une révolution entière de cette manivelle.
59. Cas des manivelles simples à double effet. — Dans les manivelles à double effet (52), la quantité de travail déve- .loppée par la force constante F dans la révolution entière devient 4^F; ce qui donne
A h F 2 Y==^ = -Fi=o,6366F,
TU
la quantité de travail de F ou de la composante Fsina
éia^t toujours F6(i — cosa), et celle de l'effort moyen Y,
2F63C Y6a = * l'excès de Tune sur Taulre aura pour valeur
F6 ( i '\- cosa j dans le premier demi-tour.
F6 (——3 — cosa) dans le second demi-tour; ce qui suppose que l'on fasse croître les angles a indéfiniment;
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niais il suffira de considérer ce qui a lieu dans le premier demi* tour, attendu que tout se répète symétriquement dans le second, si Ton compte a à partir du rayon AG. Or, la première de ces expressions devient nulle à la fois
pour a = o, «= - TT, a = TT et atteint son maximum positif
ou négatif pour les deux positions intermédiaires qui correspondent à
sina = - = o,6366, d'où
« = 0,219667:, a := TT — 0,219667:
et
F^ ( I -h cosa^ -
F6 (— ^ — i+cos
«"j^Ft Ux 0,21966- i-f-i/i - 4) -- -l-o,2io49&F,
a^=F6[2(i-o,2i966)-i-y/i-Aj = — 0,210496F,
Ainsi la valeur absolue du plus grand écart entre les quantités de travail des forces Fcosa et Y est ici seulement
o,o526x46F ou — de la quantité totale de travail déve-
loppée dans une révoJution entière de la manivelle; ce qui doit s'entendre pareillement des écarts de la force vive variable imprimée au système, dans le cas d*un mouvement périodique, par rapport à la force vive moyenne, c'est-à-4ire à la force vive relative à la vitesse moyenne.
Des manivelles conduisant des pièces à mouvement rectiligne
alternatif.
60. Recherche du travail élémentaire de la force appliquée à la bielle. — Nous avons jusqu'ici supposé que la direction de la force F ou de la bielle était constante, ce qui n'a jamais lieu dans la pratique, attendu que l'extrémité de cette bielle»
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opposée à la manivelle, esl ordinairement assujettie à décrire une ligne droite ou un arc de cercle d'un rayon très-grand, par rapport au bras de cette manivelle; il est par conséquent intéressant d'examiner quelle modiOcalion cette circonstance peut amener dans les résultais et comment alors on doit éva* luer les rapports existant entre les vitesses, les forces appliquées et les moments virtuels ou quantités de travail relatifs à ces forces.
61. Considérons d'abord le système d'une manivelle AB (Jig* 23) assujettie à tourner autour de Taxe A et qui agit par
Fig. 33»
l*intermédiaire de la bielle BC, sur un point C assujetti à décrire d'un mouvement alternatif la droite JM, dont le prolon-
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gement passe par A. Supposons celle bielle sollicilée par la force consume F, agissanl de haui en bas, suivant la ligne CA, pour entraîner AB dans la direcilon indiquée par la flèche de la flgure. Posons enfin AB=:&, BC = /, AC = A, CAB = «, ACB= ^9 le iriangle ABC nous donnera sans difficulté
/ b' h = bcosa -+- /cos(3 — b cosa -+- /i/ i — t^ sin' a,
dh= — b sxnadx / i
cosa
celte vitesse virtuelle du point C est ici négative, parce que la hauteur A =^ AC diminue quand Tangle a = BAC augmente; mais comme la force F agit dans le sens même du chemin df= — d/i décrit par son point d'application C, son moment virtuel devra élre pris positivement, de sorte qu'on aura
Fdf=i — Fdh = Yb s\n a da f ^ -^ j
Y/i__sin»c
pour le travail élénienlaîre de F; /représentant ici, si l'on veut, le chemin b ■+- 1 — h décrii par le point C, à partir de sa position la plus élevée.
62. Expression simplijiée et approchée du travail de cette force, — On remarquera que le facteur F6sina(/a n'est autre chose que le moment viriuel de la force verticale F, supposée appliquée au boulon B de la manivelle; et comme le deuxième terme de la parenthèse est toujours très-petit, vis-à-vis du premier ou de l'unité, on voit que les conséquences exposées dans tout ce qui précède en seront fort peu modifiées.
En effet, la plus grande valeur absolue que puisse acquérir ce second terme répond évidemment à sina = o, ce qui la
rend égale h j» Or / surpasse souvent lo fois 6, et il est rarement moindre que 5 fois 6, mêm£ dans les circonstances les
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plus défavorables. D'ailleurs, la plus grande valeur que puisse acquérir le facteur
y cosa
effective, ce qui revient à remplacer simplement F par F(i-j--cosaj dans les considérations relatives aux manivelles sollicitées par une force F, dont la direction reste constante. • On aura de même, par approximation,
A=:6cosa-4-/ j sin'a, / Fdf— 6 Ff 1 — COSaH- - j sin'a J ,
relations dont la dernière exprime la quantité de travail développée par la puissance F sur la manivelle, à partir de sa position verticale AF; mais ici Terreur commise est beaucoup plus faible que pour l'expression ci-dessus de ¥df,
63. Faleur approximative et construction rigoureuse du rapport des vitesses virtuelles de la puissance et de la résistance.—- Enfin si Ton veut comparer la vitesse virtuelle — rf/i du point C à celle bda de B, vitesse dont le rapport est précisément égal au rapport inverse de la force F à celle qui lui
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ferait équilibre, étant appliquée en B tangentiellement à la circonférence décrite par ce point, on aura au même degré d*approximation
dli dj l-hbcosa
-bihc «" d;=^'"* — 1 —
Mais, quelque simple que soit cette expression, on lui substituera avec avantage, dans certains cas, celle qui résulte de la considération directe et rigoureuse des données de la figure. En effet, nous aurons, sans rien négliger,
dh (s/l^ — /'' sin'a -f- b coscc) , — 7—7- = = ' sin a.
Or, si Ton prolonge AB jusqu'à sa rencontre I avec riiorlzontale menée par C et CB jusqu*à son intersection en O avec rhorizontalc passant par A, puis qu'on abaisse de B et C les perpendiculaires BK et CH sur CI et BI, on aura évidemment
d'où ^ = A0,
ce qui démontre que, en prenant AB égal à l'unité, la valeur du rapport dont il s'agit sera simplement mesurée par AO.
Ainsi, X étant la force qui, appliquée tangentiellement à la circonférence décrite par B, fait équilibre à F, on aura
X AU
De sorte que F produit l'eifet d'une force égale et parallèle agissant en 0, résultat auquel on arrive sur-le-champ en ob* servant que l'effort inconnu qui s'exerce suivant la direction BC de la bielle doit avoir pour composantes en C la force verticale F et l'effort horizontal de réaction que supporte le guide rectiligne du point C. Supposant, en effet, le premier de ces efforts appliqué au point 0 de sa direction, et opérant de nouveau sa décomposition, sa composante suivant AO sera détruite ou plutôt son bras de levier, pour faire tourner AB,
rf/i
h sin a
CH
AO
bdx
BK
BK
Bl~
AB
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sera nul, et celle qui est verticale ne sera autre que la force F agissant avec le bras de levier AO.
64. Principe général relatif aux vitesses de déplacement simultanées des différents points d'un système matériel, — Mais on arrive aux mêmes conséquences encore à Taide d'un principe que nous croyons utile d'énoncer ici, parce qu'il jette un grand jour sur la loi du mouvement des systèmes articulés, en général, principe qui nous avait été communiqué dès 1829 par M. Bobillier, savant professeur aux Écoles d'Arts et Métiers, et que M. Chasles, aulre géomètre distingué, a de son côté publié, parmi beaucoup d'autres, dans le tome XIV du Bulletin des Sciences mathématiques de M. Férussac, p. 321. Ce principe consiste en ce que, si une figure plane de forme et de grandeur invariables, quoique arbitraires, éprouve un déplacement quelconque, infiniment petit, sans quitter ce plan, elle tendra à tourner, sans glisser, autour d'un certain point fixe qu'on obtiendra par la rencontre des normales aux éléments courbes que décrivent simultanément deux quelconques des points de la figure.
Ainsi, par exemple, dans le cas qui nous occupe, tous les points de la bielle BC tendent à tourner simultanément autour de l'intersection I des normales IC et IB, aux éléments dli et bda décrits par les points C et B, de manière que l'angle BIC reste invariable dans ce déplacement supposé infiniment petit. On a donc, en ne considérant que les grandeurs absolues,
dh'.bdx:: CI-.BI.
Ce théorème est très-important, en ce qu'il donne sur-lechamp la vitesse d'un point quelconque lié d'une manière invariable à la droite BC, au moyen de la vitesse de l'une de ses extrémités B ou C, ce qui permet aussi d'obtenir la force vive d'un élément matériel quelconque, faisant corps avec la bielle, et par suite la force vive même de la masse de cette bielle, etc.
65. Application de ce principe à la recherche de la force vive et de la force motrice des bielles conduites par une ma--
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nivelle. — Nommant dB l'angle infîniment petit décrit par autour du point I, tandis que B parcourt l'arc hduy ou l'arc rf/= - dh,
m un élément de masse quelconque de la bielle, situé à la^ distance p de Taxe de rotation instantanée, perpendiculaire^^ au plan de la Ogure en I,
dd sa vitesse virtuelle, dirigée suivant la perpendiculaire à
l'extrémité de p,
da enfin (ù la vitesse angulaire ^ de AB ou (i)6 la vitesse effeciive,
on aura d'abord
df=: -dh = CIc/9, bda = Bide, da z= pde= 2-^,
et ensuite
. . d(T b da bp
vitesse de m ou ^7-51^^^ = 51"'
force vive totale de la bielle = -r^ lmp\ somme qu'il Taudra
étendre à la masse entière de celte bielle.
Nommant de plus M cette masse, G la distance de son centre de gravité à l'axe instantané de rotation, I son moment d'inertie pris par rapport à un axe parallèle, passant par son centre de gravité, on aura plus simplement encore
-2mp':--^(M.GM-r).
BP '^ Bl
On trouvera de la même manière l'expression de la force motrice ou d'inertie totale de la .bielle, etc.
Au moyen des différentes données contenues dans ce paragraphe, il sera facile de découvrir et de discuter toutear les circonstances du mouvement et de la transmission des ftrces dans le système à manivelle et à bielle qui vient de nous occuper en dernier lieu. En particulier, il sera très-facile d'étendre à ce système général les considérations que, dans le paragraphe précédent, nous avons appliquées au cas où la bielle reste constamment verticale ou parallèle à elle-même*
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Dm aantnUu oondnisatit nn balancier à mouTement altamatif.
66. Description de l'appareil. — La J!g. a4 représente un balancier conduit par la manivelle AB et servant à communiquer le mouvemeni recliligne aliernaiif à la tige verticale FP
d'un piston. Dans ce système, les choses sont ordinairemeni disposées de façon que la verticale du point A passe par les positions extrêmes de l'arlicutation C, répondant aux instants où la bielle BC et le bras AB de la manivelle sont situés en ligne droite; par suite, l'horizontale DL du centre de rotation D divise en deux parties égales l'angle total décrit par ce dernier.
Quant à la lige FP, elle ne reçoit ordinairement son mou-
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vement que par riniermédiaire du parallélogramme articulé EFHN, imaginé par Watt, et qui est dirigé par la tige ou brid^ SH, tournant autour du point fixe S, dont la position est réglée de façon que le sommet F décrive sensiblement une droite verticale pendant les oscillations du balancier, ce qui se fait ainsi : Supposons le parallélogramme EFHN établi et uniquement dirigé par le mouvement du balancier autour de D et du sommet F sur la verticale FG; on détermine la suite des positions correspondantes occupées par le sommet H, puis on fait passer au travers de ces dilTérentes positions un arc de cercle qui s'en écarte le moins qu'il est possible de part et d'autre, et dont le centre détermine l'axe de rotation S de la bride SH.
On peut voir, dans le tome XIX, année 1823, des Annales de Chimie et de Physique ^ et dans le tome XII, année 1826, des Jnnales des Mines, un Mémoire de M. de Prony, dans lequel cet illustre ingénieur indique les moyens de disposer le parallélogramme de manière à rendre les déviations de la tige aussi petites qu'il est possible. On consultera aussi, au sujet des divers dispositifs qui peuvent servir à atteindre le même but, le Traité des machines à vapeur de l'ingénieur anglais Tredgold, pages 892 et suivantes, PL XII. Il nous suffit ici de savoir que l'articulation commune aux tiges FP et £F décrit sensiblement une ligne droite.
67. Relations entre les forces et les vitesses des différentes parties. — Supposons, pour la clarté, toutes les pièces réduites à leurs axes {Jig. 25); la loi du mouvement du point C, sur l'arc de cercle qu'il décrit autour de D, esta peu près la même que pour le cas précédent (^g^. 23, p. 187), où ce point étaitassujetli à parcourir la verticale AC; car ici l'arc dont il s'agit s'écarte toujours fort peu de cette verticale; mais l'expression analytique de cette loi, quoique facile à obtenir, serait trop compliquée pour qu'on pût en tirer un parti avantageux, et II conviendra de recourir au tracé de la ligure, en se servant du principe énoncé au n^ 6i, qui donne immédiatement le rapport des vitesses des différents points et des forces qui leur sont appliquées.
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Ainsi, par exemple, si, pour une position quelconque, on détennine t'inierseciion I du prolongement de la direction AB de la manivelle avec la ligne d'axe DC du balancier, cette intersection pourra êire considérée comme le centre de rotation instantanée du système de la bielle BC et du triangle BCI, supposé de grandeur invariable, de sorte que les vitesses des points B et C seront entre elles dans )e rapport de Bl à CI.
Pareillemeni, si l'on détermine le point de rencontre 1' du prolongement de DE avec l'horizontale l'F perpendiculaire au chemin décrit par F, ce point pourra être considéré comme le centre de rotation instantanée du sj'stême de la tige FE et du triangle EFI', supposé de forme invariable, de sorte que les vitesses des points F et E seront entre elles comme les c6tés FI' et El', qui leur correspondent dans ce triangle.
Prolongeant FE jusqu'à son intersection 0' avec l'horizontale du centre de rotation D, le rapport de l'E à l'F pourra être remplacé par celui de DO' à DE; menant par le centre A la parallèle AO à DC, qui rencontre BC prolongé en 0, le rapport de Bl à Cl poiura être pareillement remplacé par celui de
ABà AO; posant enfin AB = 6,CD=DE = /, AO = fi, DO'=tt', angCDL = ô, angCAB = d.
Nommant de plus &> la vitesse angulaire ^ de la manivelle,
dh la vitesse virtuelle du point F, et F la force verticale qui lui
est appliquée; U et X les forces qui, appliquées tangentielle-
ment aux arcs décrits par les extrémités E ou C et B seraient
équivalentes à F ou lui feraient équilibre, abstraction faite de
toute autre force, on aura, sans avoir égard au signe négatif
de rf9,
U hdoL BI AB b
d'où
d'où
IdB '
AO
IdB ' dh
DE DO
dh ' dt'-
.dB = « di
relations faciles à calculer ou à construire, et auxquelles On arriverait directement (62) par la simple décomposition des forces ou des vitesses dirigées suivant les lignes BC et FE.
G8. Ces mêmes relations mettront d'ailleurs en état de déterminer pour chacune des positions du système, et en fonction de la vitesse angulaire &>, les forces d'inertie et les forces vives des différentes pièces, ainsi que nous l'avons montré en particulier dans le n®65; mais il serait inutile d'insister ici sur cet objet, non plus que sur les conséquences qui peuvent se déduire, par une discussion facile, des relations dont il s'agit, en ce qui concerne l'irrégularité plus ou moins grande du mouvement ou de l'action des forces, selon que la tige EF agit à la fois dans chacune des deux demi-révolutions ou seulement dans l'une d'elles. Il est évident que ces conséquences seraient, aux chiffres près, analogues à celles auxquelles on est parvenu dans le cas particulier où il s'agit d'une manivelle sollicitée par une force constante en grandeur et en intensité.
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Ainsi, par exemple, on trouverait ici encore que, dans le cas des manivelles à double effet, on doit mettre en équilibre leurs équipages qui comprennent le poids de la bielle, des balanciers, etc., tandis que, dans celui des manivelles à simple effet. Il y a de l'avantage à charger l'une des extrémités du balancier d'un poids égal à environ moitié de la force F. D'après cela, nous nous contenterons d'indiquer en peu de mots comment on devra s'y prendre pour résoudre les principales questions ou difficultés qui peuvent se présenter dans cette discussion.
69. Indication de la manière de résoudre, dans le cas général, les questions traitées aux n" 51 et 57 relativement aux bielles et manivelles simples. — Considérant, par exemple, le cas où la puissance F, supposée constante, n'agit que pendant une demi-oscillation ascendante du piston ou pendant que la manivelle décrit le demi-cercle situé à droite de la verticale du centre de rotation A, nommant h la hauteur de course du point F, correspondant à l'angle a décrit par cette manivelle, à partir de sa position supérieure, et h' la hauteur totale de cette course, qui différera en général très-peu de 26, la quantité de travail développée par la force F dans une révolution entière sera mesurée par le produit FA', d'après quoi son bras de levier moyen rapporté à l'axe A aura pour valeur
— 1 et l'efTort moyen qui pourrait la remplacer et produire le
même travail à chaque révolution entière, s'il était appliqué
tangentiellement à la circonférence décrite par l'extrémité B
h' de la manivelle, sera — j-F.
ITZO
Or, selon qu'il s'agira des considérations statiques des n*^ 51 et suivants, ou des considérations dynamiques des rV** 57, 58 et 59, on aura à rechercher les maxima et minima du moment virtuel
FrfA-^F^rfa,
c'est-à-dire du produit F -y— qui représente ici, en quelque
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sorte, le moment de la force constante F, ou bien il s'agira de trouver les positions du système pour lesquelles Fexcès du
A' travail de l'effort moyen — r F sur le travail effectif de la puissance F atteint son maximum et son minimum; ce qui arrive nécessairement aux instants pour lesquels, ces forces se faisant équilibre, leurs quantités de travail élémentaires sont égales, de sorte qu'on a
''' F6rfa-FrfAS=o ou ^-i^=o.
Procédé graphique pour trouver le plus grand ou le plus
petit écart du moment et du travail variable de la puissance
sur son moment ou son travail moyen, — Ainsi donc, dans le
premiec cas, on aura à rechercher la position du système qui
répond à la plus petite et à la plus grande des valeurs de la
uu* fonction — r-? et dans le deuxième celles pour lesquelles cette
A' même fonction devient égaie au nombre donné — \ problème
dont la solution est on ne peut plus facile à Paide des données de la figure, et en construisant une courbe unique ayant pour abscisses les différentes valeurs de m' ou D(y, et pour ordonnées les valeurs correspondantes de -y- 9 que l'on construira
très-facilement, en portant la grandeur de m = AO de D en U sur la direction de DE et menant la parallèle UV à O'EF, qui donnera sur DO' le segment
Les valeurs de u et u' , qui satisfont à la question, étant ainsi trouvées, on déduira immédiatement le plus grand et le plus petit des écarts du moment moyen sur le moment variable
MW'
F.DV
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FA
ou du travail moyen — a sur le travail variable FA de la
force F supposée constante, etc.
Il est évident que la question ne serait pas beaucoup plus difficile à résoudre si F variait avec h, suivant une loi donnée, par le tracé d'une courbe, par exemple; car les valeurs des
quantités de travail J Ydh, j fda. seraient alors immédiatement données par les métbodes de quadrature mentionnées au n" {((Section 1).
On Joint briià on onlrerael.
71. Description de l'appareil.— Le 'ioini brisé ou universel a pour objet de transmettre le mouvement de roution d'un ixe k un autre, qui le rencontre sous un angle quelconque, plus grand que l'angle droit; il est ordinairement compost' d'un croisillon {fg. 26) ou d'une boule de métal portant deux
Fie. »"■
axes rectangulaires et qu'on interpose entre les mâchoires qui terminent, vers leur point de rencontre, les deux axes proposés. Ce mécanisme est principalement employé en Hollande pour transmettre le mouvement des moulins à vent aux ■xes inclinés des vis d'jirchimtde qui servent pour les épuisements. Son principal avantage consiste dans la faculté qu'il offre de pouvoir changer à volonté, quoique entre des limites données, l'angle des axes de mouvement. Généralement on
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n'en fait usage que pour les machines peu puissantes, à cause de l'irrégularité du mouvement qu'il occasionne et de l'énorme pression ou résistance que supportent les axes des croisillons, dont les bras sont toujours fort petits par rapport aux rayons des roues d'angles qu'on leur substitue ordinairement.
Prenons {fig* ^7) pour plan horizontal celui des deux axes de rotation donnés CL et CM; soient DD', EE' les projections,
Fïff. 27.
sur ce plan, des cercles respectivement décrits par les extrémités des axes des croisillons et qui sont perpendiculaires aux axes CL et CN ; concevons la sphère qui contient à la fois ces cercles, et soient, pour une position quelconque du système, À et A', B el B' les projections de celles des extrémités dont il s'agit, qui sont diamétralement opposées entre elles sur les cercles DD', EE'; le grand cercle qui appartient à ces extrémités formera, avec les précédents, le triangle sphérique ABC, dont les côlés AB et AC flxent entièrement la position des extrémités supérieures B et C des croisillons, par rapport à Tintersection C des cercles DD^ EE' ou celle des rayons CA et CB, par rapport à la verticale qui répond au point de rencontre des axes. Or, AC étant considéré comme l'art du grand cercle décrit par l'extrémité B, à partir du point A, BE complément de CB devra être considéré comme l'arc d6«^' crit simultanément par l'extrémité B, à partir de E, ou de la position horizontale du rayon CB, correspondant à la position verticale C du rayon CA.
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72. Relation entre les angles décrits par les croisillons, — Nommant donc a et (3 les angles au centre des arcs BE et AC, ces angles seront précisément ceux que décrivent simultanément les rayons CB et CA, aulour des axes CL et CM, auxquels ils sont respectivement perpendiculaires; et, si l'on nomme en outre C l*angle MCL = ACB de ces deux axes, on aura, par le triangle sphérique ABC, dans lequel AB équivaut à un quadrant et BC au complément de B£,
tanga -t- cosCtangP:= o.
On arrive au même résultat en observant que, si Ton porte de B en /?, sur le grand cercle EE', un arc Ba=z BA équivalent au quadrant, l'arc du grand cercle Xa sera perpendiculaire sur Ca = BE = a, de sorte que, si Ton nomme I Tangle ACa, supplément de C, on aura, dans le triangle ACa,
lang a = cosi tang j3.
Or cela démontre que les angles a et j3, décrits simultanément autour des arcs CL et CM, sont précisément ceux que décriraient, à partir de la position verticale en C, deux rayons CA et Ca, dont Tun serait la projection orthogonale de l'autre sur son propre plan de mouvement, propriété remarquée par MM. de Bétancourt et Bréguet, qui Font démontrée dans un Mémoire présenté à l'Institut de France.et l'ont appliquée à leur système de télégraphe.
Diiïérentiant la dernière des relations ci-dessus, elle donnera
da roslfos'a i — sinMros'a rosi
dô cos'P " cosl I — sin'lsin'P
pour le rapport des vitesses de rotation des axes MC et LC, qui est aussi le rapport inverse des forces qui, agissant avec le même bras de levier, se feraient mutuellement équilibre autour de ces axes respectifs.
On voit ici que les valeurs de ce rapport peuvent varier depuis cosl jusqu'à ï» et que l'action sera d'autant plus ré-
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gulière que l'angle I approchera davantage de zéro. D'ailleurs on peut se proposer les questions analogues à celles que nous avons résolues (51 et 57), dans le cas des manivelles.
73, Recherche de l'effort et du travail transmis. — Supposons, par exemple. Taxe CM, qui décrit les angles p, sollicité par une puissance constante F, agissant à l'extrémité du bras de levier R, qui sera, si Ton veut, le rayon d'une roue» od aura : i* pour l'effort variable transmis à l'autre axe
F//p FcosI
iIoL I — sin^cos^a'
2« pour le travail élémentaire de cet effort
FRcosIrfa I — sinUcos'a'
3<* enfin pour le travail total imprimé dans toute l'étendue de l'angle a
r « FRcosIrfg ^ pj^ ^^^ I ^ tanK«\ . J^ I — sinMcos'a \ ^ cosi/'
prenant l'angle a = 271, il est clair que la quantité de travail relative à une révolution entière de l'arbre MC sera F27rR; donc ici Veffort moyen qu'il faudrait appliquer à une roue de rayon R, montée sur cet arbre, a précisément pour valeur F; ou, si l'on veut, R est le bras de levier moyen de la puissance constante F, supposée appliquée à ce même arbre; par conséquent
I — sinUcos'a \ I — sm'Icos'a/
FR«-FRarc(ung=i^)
= F.;:Rr-iL-JLaPc(lang=:'-^\l
L27r 27r \ cosl/J
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expriment les écarts respectifs des quantités de travail élémentaires et totales, par rapport à celles que produirait refforl moyen F, pour le même angle a, décrit par l'arbre MC ; ce qui donne, pour la plus grande et la plus petite des valeurs du premier de ces écarts,
FRrfa f-^-iV FRrfa(i-cosI)
\cosl / '
respectivement.
Quant au second de ces écarts, il devient nul à la fois pour
a -^ o, a r- - r, a -~ tt, a i= - tt, a = 27r,
et il atteint ses plus grandes valeurs positives ou négatives dans les quatre positions intermédiaires du système, déterminées par réquation
./[«-arcliang-'-^")]
cosi
lioL I — sin'Icos'a
qui donne
v^i — cosi
cosa — ± —i — 1 tanga — ± i/cosi,
smi ° Y »
et par conséquent, pour les valeurs du maximum de l'écart demandées.
l?2^iï ■ arcftangzrirtv/cosl)
arc
74. Appréciation des plus grands efforts et des irrégularités d'action auxquelles donne lieu le joint universel, ■— Supposant, par exemple»
I r= 45® ou cosI - sinï = - v'2 -- 0,7071,
ce qui a lieu, à peu près, dans le cas de la vis d'Archlmède, on trouvera, pour la mesure du plus grand et du plus petit des
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écarts de la quantité de travail élémeniaire sur la moyenne, < du bras de levier et de l'elTort variables par rapport & leur v leur moyenne,
cosl
- cosi = <
ce qui répond, comme on voit, à des variations d'action co sidérables, et prouve que les axes des croisillons peuve éprouver momentanément de très-grands efforts réponda nux arcs
« = 0, a^=Tt, «^ajr.
Mais on ne doit pas conclure, pour cela, que les écarts 1 iravail total ou de la Torce vive qui lui correspond, par rappc à leur valeur moyenne, soient eux-mêmes très-grands : en e Tet. la dernière des formules ci-dessus donne, pour les non brcs qui mesurent cet écart :
+ 0,02744, répondant à l'angle ac=^4(>°3'4o'',
doni la tangente est égale i + y'cosl = 0,8419:
+ o,o2744> répondant à l'angle a = 1 39"56' ao',
snppiémpnl du précédent, et dont la tangente est égale
— icosl -- — 0,8409;
— 0,07 744- répondant à l'angle i8o" + 4o°3'4o"^2ao° 3' 40 -t- 0, 02544" répondant à l'angle 3Go" — 4o"3'4o";=3r9P56'2o
C"s écarts sont, comme on le voit, moindres que ceux qi onl été trouvés [59) pour la manivelle à double effet.
IV. — Applications particiuëres te la théorie des yolakti
Coniidérations générales sur l'emploi et but la conitmctlon des volants.
75. Impossibilité de découvrir une règle gui soit applicab ù iétabUttement de toute espèce de volant. — D'après l
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principes généraux exposés au n® 39 (Section I) sur la théorie des volants, il est facile de voir qu'on ne saurait trouver une formule unique, qui pût servir à calculer leurs dimensions dans tous les cas; et, à cet égard, il est impossible d'admettre les règles universelles que quelques auteurs praticiens ont cherché à établir. Chaque genre distinct d'irrégularité d'action des puissances et des résistances en exigera une en particulier, et la théorie des volants ne sera complète, pour la pratique, que lorsqu'on l'aura appliquée à chaque cas spécial : ainsi le volant d'une scierie ne peut être calculé comme celui d'une machine à vapeur, d'un laminoir, etc. C'est pourquoi nous nous bornerons à montrer, par quelques exemples simples, relatifs aux systèmes à manivelle, la manière dont on doit» dans chaque cas, procéder à la solution de la question; mais, comme celte solution ne laisserait pas que d'être fort compliquée si l'on voulait avoir égard à toutes les circonstances du mouvement et à ce qui se passe dans toute l'étendue des machines, nous devons présenter ici quelques réflexions propres à faire éviter des difficultés de calcul qui seraient souvent sans objet pour le but qu'on se propose dans l'établissement des volants.
76. Simplification qu'il est permis d'apporter dans beaucoup de cas au calcul des volants. — - D'abord on doit admettre en principe ce qui a été dit au n® 39 (Section 1), que le volant est placé le plus près possible de la force, qui exerce des actions irrégulières (') et doit assurer l'uniformité du mouvement indépendamment de l'inertie des pièces de rotation qui lui succèdent du côté opposé à cette force; car, sans cela, ces
(') Répartition tics divers isolants d'une usine, — Pour assurer, en toutes ci rcoDstances, la bonne marche d'yn ensemble de machines, il suffit de faire en sorte que, dans les cas extrêmes les plus défavorables, l'écart des vitesses et raccclcration ne dépassent pas les limites déterminées (Note du n^ 42, Scct. I). Si T représente le travail transmis à la vitesse do règle &>, oe la plus grande variation totale, positive ou nc{;ativc, que le travail moteur puisse éprouver sans que le régulateur intervienne d'une façon efficace, ^ la plus grande variation du travail résistant, il est clair que l'excès maximum de la force vive sur la forée vire normale correspondra au cas où a et yS coexisteront et seront de signes
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pièces pourraient être soumises à des alternatives d'actions nuisibles ou dangereuses.
Ensuite on remarquera que les résistances passives, quelle qu'en soit la nature, introduisant dans Téquation des forces vives du n^38 (Section I) des termes qui ne peuvent entrer que positivement dans le premier membre relatif à ces forces vives et négativement dans l'expression de S, elles auront pour elTet, dans beaucoup de cas, de diminuer les plus grands écarts de la vitesse ou la valeur qu'il serait nécessaire de donner au moment d'inertie du volant, si ces circonstances n'a* valent pas lieu; en d'autres termes, elles tendront» par ellesmêmes, à régulariser le mouvement en remplissant ainsi les fonctions de frein, et par conséquent, en les négligeant dans de pareilles circonstances, on sera certain d'obtenir, pour le volant, des dimensions plus que sufRsantes.
D'ailleurs il arrive presque toujours que les résistances pas-
contraires, n est toujours prudent de fiiîrc cette hypothèse extrême; car U. position relative des diverses machines n'est pas constante, elle est modifiée à chaque instant par la déformation des orjranes do transmission, et tortont par les glissements inévitables des courroie», par les embrayages on débrayages. D'nn autre côté, les variations accidentelles se produisent h des époques qui ne peuvent pas être réglées. D'après la théorie exposée au n^ 38, Sect. I, la force vive A A' qu'il est nécpssairc du donner au système, pour lui assurer une régularité définie par //, est déterminée par l'équation Ail' = //(a + /3); on Tuit qu'elle est égale à la somme des deux forces vives égales à /i se et à nji, que ron trouTerait
en déterminant séparément un vulant assurant l'écart - à la machine motrice
soumise à un travail résistant constant et à la variation x du traTail moteur,
et un autre volant assurant le même écart - à la machine-outil, recevant uu
travail moteur constant et soumise à la variation ;3 du travail résistant. On
arrive à des conséquences analogues en étudiant la question au point de me
des accélérations.
Le calcul d(*8 volants peut donc toujours être fractionné et ramené à celui de
chaque machine isolée, recevant du dehors un travail constant et assujettie sm-
lement aux variations de travail qui lui sont propres; il n'en résulte pas qu'une
même machine doive avoir le niênie volant dans toutes les installations, car les
éléments qui servent au calcul du volant d'un appareil donné, c'est-à-dire les
conditions de régularité ro({uisi.>s et le modo d'action des forces, varient dans
chaque cas spécial avec la nature des autres machines de l'usine, avec Timpor-
tance dos vaiiations accidentelles, la sensibilité du régulateur employé; ces élc-
APPLIQUÉE AUX SACHIlfES. l57
sives les plus influentes font partie intégrante de la puissance motrice ou de la résistance active, ou peuvent être comprises dans les mêmes termes de l'équation des forces vives» de sorte qu'on peut, sans inconvénients, négliger la considération des résistances passives intermédiaires, en tenant compte seulement de leurs valeurs mo^^ennes ou des quantités de travail qu'elles produisent dans chaque révolution de la machine, c'est-à-dire en ajoutant ces valeurs moyennes à la puissance ou à la résistance active.
Enfin, dans d'autres cas très-compliqués, où Ton aura à considérer des pièces à mouvement alternatif, on se verra contraint de négliger Tinfluence de l'inertie de quelques-unes ou de la totalité de ces pièces, en ne tenant ainsi uniquement compte que de Tirrégulariié d'action même de la puissance et de la résistance, ou bien on sera obligé de faire quelque
raentt doirent donc toujours être déterminés par une étude préliminaire. (Note du no 42, Sect. I, et du n» 35).
Le mode d'opérer qui vient d*étrc indiqué apporte de grandes simplifications au calcul des volants; il conduit, en outre, à la répartition la plus avantageuse des volants sur les divers arbres, au point de vue de l'état moyen des tensions dans les organes de transmission et des oscillations de la vitesse réelle résultant des déformations élastiques.
En se reportant à la Note du n^ 46, on peut se rendre compte de l'importance d'une bonne répartition des masses en mouvement. Si les forces extérieures viennent à varier en même temps qu'elles augmentent, par exemple, le premier effet de cette modification est un ralentissement de l'arbre mené, une accélération de l'arbre moteur, quelles que soient du reste les valeurs relatives des variations; lorsque celles-ci sont de peu de durée, on peut, par un choix convenable des masses, c'est-à-dire de la valeur de N, augmenter à volonté la durée de la période des oscillations et la rendre assez longue pour que, au moment où la perturbation cesse, la tension de la transmission ne soit pas encore arrivée k eon maximum et diflërc aussi peu qu'on le voudra de sa valeur moyenne.
Telle est la raison qui conduit à placer des volants sur les arbres des machines-outils; il faut remarquer que, par suite de l'emploi de ces volants, la diminution du travail résistant, au moment des débrayages, se trouve accompagnée d'one diminution de la masse en mouvement; l'inverse a lieu au moment des embrayages. Ces circonstances concourent pour augmenter les irrégularités da mouvement, et il est nécessaire d'en tenir compte, soit en calculant en conséquence le volant de la machine motrice, soit mieux en établissant des volants spéciaux sur les transmissions, dans des régions voisines de celles où se produisent les intermittences de travail. (K.)
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supposition qui tende à simplifier l'élat variable du mouvement de la machine, comme il arriverait pour les appareils des n~ 61 et 66 {Jig. a3 et 24), si l'on supposait la bielle BC sensiblement veriicale, et la puissance F immédiatement appliquée à l'extrémité du bras DE du balancier, ce qui s'ccarie assez peu de la réalité, dans les cas ordinaires, où les longueurs de cette bielle et de ce bras sont environ cinq fols celui de la manivelle AB.
71. Dispositions les plus ordinaires des volants. — Pour satisfaire autant qu'il est possible au\ conditions indiquées au n* 39 [Section 1), on compose ordinairement les volants d'un anneau en fonte [Jig. 38] relié au moyen de bras, en même
matière, ou en Ter, ou en bois, à un noyau central monté sur l'arbre [ ' )■ Presque loujours la secilon de l'anneau dont il s'agit
(') Sjiiimti d'assemblage des volants. — Lonquu le» Tolinli lont da pailta Jim«aiion, 11* noni urdiiiBiTcmeiit fondus d'une plica; quand ili ont un gruid
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est re€tangulaire, mais on lui donne quelquefois aussi, de même qu'aux bras, une forme elliptique allongée, dans la rue de diminuer la résistance de Tair; nous ne connaissons aucune expérience qui mette en état d'apprécier cette résistance dans le cas dont il s'agit, et il est même douteux que, vu la continuité de l'anneau et la succession rapide des bras dans un même espace, la forme des bras et de l'anneau joue un si grand rôle, que s'il s'agissait de surfaces complètement isolées. EnQn, dans des machines peu puissantes, on se contente souvent de placer à l'extrémité de bras en fer, amincis dans lesens du mouvement, des masses métalliques, auxquelles on donne la forme lenticulaire, toujours dans la vue de diminuer la résistance de l'air; mais ces derniers dispositifs doivent être proscrits à cause des dangers qu'ils présentent.
78. Expressions approximatives et simplifiées du moment d'inertie et de la force vive des volants, — Quoi qu'il en soit, il sera toujours facile, au moyen des règles posées à la fln de cette Section, de trouver le moment d'inertie Imr^ et la force vive «*2mr* (36, Section 1) d'un pareil système. Considérons, en particulier, le cas des volants à anneau continu, et nommant P'ie poids de cet anneau, R, son rayon moyen, V sa •vitesse à l'extrémité de Ri, ff=9™,8o9 l'accélération de la pesanteur, on aura très-approximativement
p/ pf p^
Im r' -. - R| et M'im r' -^ — wMi; := — \\ g ë' S
diamètre, les rayons sont assemblés (Jig, a8) à l'aide dp boulons et de cales de sem^e sur un noyau DE; l'anneau est composé de plusieurs segments, qui •ont réunis entre eux à l'aide de prisonniers intérieurs traversés par des gou» jons perpendiculaires au plan du volant; ces jonctions se font, soit dans le prolongement des rayons, en A (Jig, 39), soit dans l'intervalle compris entre les rayons, en B {fy. 38). Ces deux figures indiquent en C et o^ deux modes fréquemment employés par les constructeurs pour l'assemblage de l'anneau avec les rayons.
Les Tolants sont souvent utilisés, en dehors de leur rôle spécial, comme organes de transmission de mouvement; la surface extérieure de la jante est alors tournée quand le volant doit recevoir une courroie, ou bien garnie de dents quand il fait fonction de roue d'engrenage. (K.)
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Quant aux bras, si Ton nomme P" leur poids total, on pourra, d'après les mêmes règles, prendre très-approximativement
2 m /•' -— o , 3^5 — RS
g et, par conséquent,
w'2mr' = o,325 — w'R»=r o,325— V^
ce qui donne, pour la force vive totale du volant
que nous représenterons simplement par - V, soit qu'on
veuille tenir compte ou non du moment d'inertie des bras, qui, au surplus, ne saurait guère surpasser le j ou le j de celui de l'anneau entier.
79. Recherche du moment total des forces qui tendent à rompre les bras des volants ( ' ). — Le volant est principalement exposé à l'action de la force centrifuge, qui tend à séparer violemment les bras et les segments dont se compose l'anneau, et à l'action de la force motrice ou d'inertie qui natt de la. variation instantanée du mouvement de rotation, et tend principalement à rompre les bras à leur encastrement près de l'arbre et de l'anneau. L'appréciation de Tune ou l'autre de ces actions peut être soumise à un calcul rigoureux, quand la constitution de la machine à laquelle le volant se trouve appliqué est bien connue.
Conservant toujours les mêmes dénominations, on obser* vera que (uVm est l'expression de la force centrifuge d'un élément de masse m, situé à la distance r de l'axe, tandis
que --Tj rm, pris abstraction faite du signe, est celle de sa force
(') Consulter, au sujet des conditions de résistance des volants, le Mémoire sur ies volants des machines à vapeur, par M. Resa). {^Annales des Âfines^ t. I;
APPLIQUÉE AUX MACHINES. l6l
motrice ou d'ineriic langcnlielle (n^ 14, Seciion 1), dont le
moment, par rapport a 1 axe, a ainsi pour valeur -jt'* ^9 ce
qui donne, pour calculer à un instant assigné la force totale X, qui, agissant à rextréniitc du rayon moyen R de Tan- Qeau, ou suivant sa circonférence moyenne, serait capable de faire équilibre à Taction des forces qui naissent de. la variation instantanée du mouvement de rotation, l'expression
I rfw -, I r/r,) (P'-h o^.SîSP") ^, rf&) PR
R al R at g clt g
en considérant toute la masse du volant et des bras.
En assimilant cette force à un effort de torsion, agissant
pour rompre les bras à leur encastrement, avec une énergie
{/&) PR^ mesurée par le moment-^ — -^ il sera facile d'appliquer les
principes de la théorie de la résistance des solides (*) à la partie de la question qui nous occupe, quand on aura trouvé, pour le système formé par l'arbre du volant, et des pièces qui donnent lieu à l'irrégularité du mouvement, le maximum de
la valeur -r- qui, pour un instant ou une position quelconques,
sera donnée (n""" 36, 37 et 38 de la Section I) par l'équation
(A -4- B)ûi J&) = {X-^B)^dx= ¥df- Qdq-... = dS;
A désignant ici spécialement la somme des moments d'inertie des pièces à mouvement de rotation continu, qui font partie de l'arbre du volant; B une somme analogue relative aux pièces oscillantes du système et dont on pourra obtenir la valeur, en fonction de l'angle a décrit par l'arbre dont il s'agit, à l'aide
(*) Foir le résumé des Leçons données à TÉcole des Ponts et Chaussées, sur Tapplicatlon de la Mécanique aux constructions, etc., par M. Navier. iNous ferons remarquer à ce sujet que, comme les bras se trouyent encastrés aux deux bouts, il conviendra d'égaler le moment de la puissance à la somme de ceux des résistances qui agissent aux deux encastrements, tout en conservant à cette paiflsance un bras de leTÎer égal à la longueur de ces bras.
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des considérations exposées dans Iesn*^6fcei suivants; enfin F représentant, si Ton veut, la puissance à action variable, Q la résistance constante qui agit sur la roue motrice de l'arbre du
volant, etc. De là on tirera, pour calculer -t-j
at
r/o) d» dx
(il "~ Ah-B
Les quantités qui entrent dans cette expression étant toutes ou constantes, ou fonctions de l'angle ol, qui fixe la position du syslèmey on n'aura plus qu'à rechercher son maximum par les méthodes ordinaires ou par des procédés analogues à ceux des n^' G4 et suivants, déjà cités, pour obtenir celui de la force d'inertie totale X, qui, dans le cas d'un choc ou changement brusque quelconque de vitesse, pourra acquérir une grande intensité, dont les effets devront être appréciés d'après les principes qui seront exposés dans la suite de ce Cours.
SO. Recherche de la vitesse limite que peuvent recevoir les volants y eu égard à r action de la force centrifuge sur leur anneau supposé d'une seule pièce. — Relativement à l'action particulière de la force centrifuge, on remarquera qu'il peut se présenter plusieurs modes de rupture selon le genre de construction adopté.
En premier lieu, si l'on suppose l'anneau d'une seule pièce, et qu'on le considère comme soumis uniquement à l'action de la force centrifuge, qui tend à en refouler les parties, du dedans au dehors, en les distendant dans le sens de la couronnCi on aura, d'après les théories connues, en nommant, de plus, e Vépaisseur de cette couronne ou la différence de ses rayons» et T la limite des efforts que l'on veut faire supporter aux parties extérieures de l'anneau, sur le mètre carré de surface,
5a>>RJz^ï 1Z_:1L,
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pour exprimer les conditions de l'équilibre de cet anneau, abstraction faite de l'action de la pesanteur et de la résistance des bras.
On prendra seulement pour la fonte douce. T= 3oooooo*'«
El pour le fer malléable T^^ laoooooo^*
afin d'être certain que l'élasilcité de la matière ne soit pas altérée.
Supposons d'ailleurs que l'épaisseur p de l'anneau soit trèspetite par rapport au rayon, comme cela a toujours lieu, la relation ci-dessus deviendra
-o)»R;-:5vJ: T, d'où V.-_.i/^T; g g VU
ce qui indique qu'il exisie une limite absolue de la vitesse moyenne Vi qu'il n'est pas permis de dépasser, quel que soit le mode de construction adopté. Prenani, pour la fonte douce, 11=: ^ioo^«, on trouvera V, = 64", 38 par seconde. Ld vitesse limite sera presque double pour un anneau en fer forgé et bien soudé.
81. Force nécessaire aux bras des volants et à leurs brides pour résister à l'action de la force centrifuge, — Si le volant est composé de plusieurs segments {fig, 29) retenus à leurs extrémités par les bras, il faudra décomposer les forces centrifuges des éléments de l'un quelconque de ses segments en deux autres agissant, à ses extrémités, suivant la direction moyenne des bras correspondants; faire la somme de ces composantes et en doubler la valeur pour obtenir la force qui tend à rompre chaque bras ou la bride qui l'unit à la janle, force à laquelle on pourra d'ailleurs ajouter le poids de celle jante, pour tenir compte de l'action de la gravité sur la parlie inférieure de la couronne.
La décomposition dont il s'agit sera d'ailleurs beaucoup facilitée par le principe suivanl, très-aisé à élablir : Si un corps, tournant autour d'un axe fixe, est décomposable en tranches planes infiniment minces perpendiculaires à cet axe, et dont les centres de gravité sont situés sur une droite qui lui est parallèle, le corps ayant d'ailleurs une forme et une situation
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quelconques, ou sur une ligne quelconque comprise tout en-tière dans un plan passant par cet axe, le corps étant alors divisé symétriquement par un certain plan perpendiculaire à ce
lig. ag.
même axe et qui en contient le centre de gravité ^ la force centrifuge de ce corps est la même que si toute sa masse était concentrée en son centre de gravité. Ainsi G élanl le centre de gra-
vite du segment ÂA, -r son poids, sa force centrifuge aura pour intensité
oc
a étant Tare qui mesure l'angle des bras dans le cercle dont le rayon est l'unité.
On aura donc, pour la force qui tend à faire sortir la jante de son encastrement en A, en la tirant suivant la direction du bras correspondant,
. R.sinHa P' agsinoc i
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et en ajoutant, comme on Ta dit, le poids d'une jante à l'action de la force centrifuge,
/, , R.sinHa \ P' \ ag^sina [ i
Mais, comme les diiTérentes parties des bras sont elles-mêmes sollicitées par l'action de la force centrifuge, on fera bien d'avoir égard à cette circonstance pour déterminer la section de plus facile rupture de ces bras et des liens ou brides qui tes unissent aux jantes, s*il arrivait qu'on n'eût pas augmenté, dans un rapport convenable, leur grosseur en allant de la circonférence au centre.
82. Enfin on remarquera que la rupture de Tanneau peut aussi s'opérer, du dedans vers le dehors, par le milieu de chaque jante du segment distinct AA, qu'on devra alors considérer comme une pièce posée simplement sur deux appuis inébranlables à ses extrémités, si les jantes sont détachées l'une de l'autre, ou comme solidement encastrée à ces mêmes extrémités, si l'anneau est d'un seul morceau, la question consistant alors à égaler le moment de la force centrifuge totale, par rapport au point de rotation A des parties de la jante, à ceux des forces de cohésion qui s'opposent à cette rupture, ainsi qu'enseigne à le faire la théorie de la résistance des solides (M-
83. Opinion de Tredgold relative à la solidité des anneaux et des bras des volants. — Selon Tredgold ('), des bras en fer ne résisteraient pas à l'elTet occasionné par un arrêt subit d'un volant ayant une jante de même poids qu'eux, et mû avec une vitesse de 5", 5 par seconde; si la vitesse doit excéder 4 mètres par seconde, il conviendrait d'employer des bras en fer malléable; une vitesse de 10 mètres à la circonférence serait à peu près l'extrême limite que comporterait un volant, même quand l'anneau serait en fer ductile; enfin Tredgold ne penso
( *) Foir rOuTrage déjà cité de Navier.
(') Traité des machines à vapeur, traduit par M. Meller.
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pas qu'il soit, en aucun cas, prudent d'excéder la vitesse de 5*°, 5. Mais ces résultats, pour lesquels l'auteur renvoie à son Essai sur la force du fer fondu (art. 261), ne paraissent pas fondés sur des donnée^ bien exactes : ils sont d'ailleurs contredits par les faits; car on voit souvent des volants de laminoirs de 5 a 6 mètres de diamètre, et qui sont assujettis à de fréquentes et fortes variations de mouvement, faire jusqu'à soixante et quaire-vingi-dix tours à la minute; ce qui suppose une vitesse de i5 à 25 mètres au moins par seconde. Les accidents que peut occasionner la rupture des volants doivent engager les constructeurs à donner la plus sérieuse attention au degré de solidité que réclament leurs différentes parties, et justifient les indications et développements que nous venons de présenter sur la manière d'apprécier les effets de la force centrifuge et de l'inertie dans cet appareil.
Calcul du volant des manivelles à simple ou à double effet, dans les hypothèses les plus simples.
84. Considérations et remarques préliminaires, — Dans ce qui suit; nous nous proposerons de trouver les dimensions du
Fi(;. 3o.
volant nécessaires pour assurer l'uniformité du mouvement de l'arbre d'une manivelle, agissant par l'intermédiaire d'une
bielle à direction et à action constantes, conformément auic suppositions des n**' 51 et suivants, et en négligeant ainsi le poids et Tinertie des pièces du système, qui possèdent le mouvement alternatif. Nous admettrons d'abord, avec Navier, qui, le premier, a traité cette question dans les Notes du tome I**" de Y Architecture hydraulique de Bélidor (p. 388 et suiv.], que Faction de la puissance F [Jig. 3o], appliquée à la manivelle, est employée à faire élever le poids Q par l'intermédiaire d'une roue, de rayon r, montée sur l'arbre de cette manivelle ou du volant, et dont nous négligerons d'ailleurs l'inertie, mais nous abandonnerons ensuite cette hypothèse particulière et nous simplifierons, plus que ne le fait ce géomètre, les formules définitives qui doivent servir aux applications numériques ou pratiques.
85- Manivelle à simple effet sollicitée par un poids constant. — Considérant, en premier lieu, le cas où la puissance F agit seulement en descendant dans le demi-tour ECG, et conservant toutes les dénominations admises dans les n*^ Kl et suivants, on posera l'équation de condition
2iFr-27:rQ ou 6F==7:rQ,
pour exprimer que les forces F et Q développent des quantités de travail égales dans chacune des révolutions de l'arbre de la manivelle, de manière à assurer la permanence du mouvement lorsque le système aura acquis la vitesse moyenne, ou de régime, qu'il doit conserver et que nous représenterons par 0.
Le moment de la force F, pour une position quelconque de la manivelle, étant Ffrsina, et celui de Q étant constamment Qr, ces deux forces se feront mutuellement équilibre dans les positions de la manivelle pour lesquelles F6 sina =Qr, ce qui donne, à cause de F6 = tttQ,
sina—- - = o,3i83, valeur qui répond à deux angles supplémentaires EAB, EAB'
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et à deux rayons AB, ÂB' symétriques par rapport au diamètre horizontal CH.
Or il est aisé de voir que la quantité de travail
F(6 — frcosa) — Qra
livrée, par ces forces, au système, à partir de la position verticale AE de la manivelle, pour laquelle a = o, atteindra, ainsi que la vitesse et la force vive, sa valeur minima en B et maxima on B', puis décroîtra constamment avec Tune et l'autre, tant que la manivelle décrira Tare B'GHB, au bout duquel elle reprendra les mêmes valeurs qu'auparavant, en atteignant sa valeur moyenne vers G et H ; et ainsi de suite alternativement, puisque la quantité de travail imprimée dans un tour entier est nulle en vertu de la relation Fb = TrrQ.
L'analogie de ces considérations avec celles qui résultent de la discussion établie au n"" 58 paraîtra évidente d'ailleurs, si l'on observe qu'ici le système est censé posséder une force vive supérieure, ou tout au moins égale, au maximum
2F(fr — fr cosa) — 2Qra,
que peuvent imprimer simultanément les forces F et Q appliquées à ce même système.
Maintenant, on remarquera que, le travail développé séparément par ces forces dans l'intervalle BCB' étant
BB'.F = 26F cosa = 26F i/i — -,
pour la première, et
arcBCB'= Qr.aarc (cos::-^ - J
pour la deuxième, celui qu'elles auront simultanément communiqué à la machine dans ce même intervalle aura ppur valeur
26F i/ I — —2 — arQarc fcos = -)>
laquelle devra être égalée à la moitié de la force vive imprimée au poids Q el au volant entre la position du système dont il s'agit.
On aura donc, d'après le n® 38 de la Section I, pour déter-
miner la force vive - Û'R' ou —V* du volant, quand on se
sera donné le rapport 'i — -^ qu'on veut établir entre la vitesse
moyenne et l'excès de la plus grande sur la plus petite des vitesses effectives :
PV'-4-Q£2'r'- 2n^ Ufi/i — ^^ — rQarcfcos=: -j -,
ce qui revient à Téquation donnée par Navicr, à la page Sgo de l'Ouvrage cité. On démontrerait aisément d'ailleurs, avec ce géomètre, qu'on arrive à un résultat équivalent, en considérant ce qui se passe dans la portion de tour B'HB.
86. Recherche de la force d'inertie totale qui sollicite les bras. — Si l'on veut obtenir, pour les hypothèses actuelles,
l'expression du maximum de la quantité --jr) qui sert à calculer la force qu'il convient de donner aux bras du volant, pour leur permettre de résister aux forces d'inertie qui naissent de la variation instantanée du mouvement, on remarquera que la quantité de travail développée sur le système, pendant qu'il décrit l'angle dxy est Fftsinarfa; de sorte qu'on a généralement, pour le premier demi-tour,
day _ Ths'ina— Qr (Ffcsina — O'*)
71 ~ Â "" ^ ""PRî-f-Q/' ■ '
en négligeant toujours le poids et l'inertie des bielles de la manivelle, etc. Or cette expression acquiert sa plus grande valeur absolue pour la position où l'on a
sina = i ou oc= -t:;
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ce qui donne, pour son maximum, la quantité
PHJ-hQ/-^ '
et, pour la force d'inertie totale et maximum qui agit à Tex trémité du rayon R,,
(Fft-Qr)PR
PKÎ-hQ/'
87. Manivelles à double effet. — Si la force F agissait à la fois dans les deux demi-tours (52 et 59), on poserait
46F=^27:rQ ou 26F = 7rrQ,
et toujours ¥b sina = Qr, pour déterminer les positions d'équilibre, évidemmentau nombre de deux, dans chaque demitour, et symétriques par rapport aux diamètres CH et £G; de sorte que la vitesse et la force vive seraient les mêmes pour les points B, B',. et ceux qui leur sont diamétralement et respectivement opposés dans le demi-cercle EHG. On n*aura donc encore à s'occuper que de ce qui arrive dans le premier demitour ECG, pourvu que Tangle EAB, dont le sinus était précédemment -9 soit remplacé par celui dont le sinus est mainte-
nant égal à -9 en vertu des équations ci-dessus.
D'après cela, on obtiendra, dans les hypothèses actuelles et en conservant les mêmes dénominations.
PV»-f-QÛV» = 2/ig' Féi/i- ^^ — rQ arc [cos = -] L
comme l'a également trouvé Navier, à l'endroit cité. Quant aux valeurs maxima de -1- et de la force d'inertie ( ')
( ' ) Rapport des accélérations maxima des manivelles à simple et à double ^ff^t, — L'expression de Taccélération maxima, en foncUon de F et de Q, reste
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totale X, il est clair qu'elles resteront les mêmes que dans le cas précédent, et continueront à avoir lieu pt)ur les positions horizontales de la manivelle relatives à chaque demi-révolution.
88. Simplification des formules relatives au cas oà le poids est remplacé par une force quelconque^ sans inertie. — On remarquera que les équations et les expressions qui viennent <t*ètre exposées se rapportent uniquement au cas où la force Q est un poids véritable, dont Tineriie doit être prise en considération, parce qu'elle contribue à régulariser Taction de la force F. Si Q était simplement un effort constant exercé à la circonférence de la roue du rayon r, et qu'on négligeât d'ailleurs l'inertie de cette roue, comme il convient de le faire, le terme QÛV devrait disparaître de ces équations, qui deviendraient respectivement ( ' ) :
I*» Pour le cas des manivelles à simple effet, pour lesquelles
on a F6 =7:Qr,
PV'=: 10,81 og 71 TrQr;
la même, mais il faut remarquer que, dans le premier cas, on a
F^ = 7rQr et, dans le second,
Les accélérations maxima sont donc
—r = .,. v* : (rr — i), pour la manivelle & simple cflTet,
dt PH* -h Qr» ^ ' '
— , , l I I, pour la manivelle à double effet;
si, dans les deux cas, on donne le môme moment d'inertie aux volants, ces accélérations sont entre elles dans le rjipport ou environ -y (K.)
Tt 4
(') Les accélérations maxima deviennent dans cette hypothèse :
— =:^J^(;j — i), pour la manivelle à simple effet.
Ce ( a al I
— =jÇ'^TT77 ( » If pour la manivelle à double effet.
lit ^ Pn: \'À /
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7,*" Pour le cas des manivelles à double effet, où Ton a
PV'=:: 2, 0645/1 TrQr. ,
89. Expression de la force vive du volant en fonction du nombre de chevaux de force et des révolutions par minute de la machine. — On évalue ordinairement, dans rindustrie, la puissance des machines par le nombre des chevaux de force que développe sur elles le moteur, et leur vitesse par le nombre des révolutions du récepteur ou de l'opérateur en une minute.
TT
Or, m étant ce dernier nombre, m -^ — Q sera évidemment,
bo
dans le cas qui nous occupe, la quantité de travail développée par Q ou F en U0e seconde, prise pour unité de temps; et par conséquent, riff^ii nomme N le nombre des chevaux dynamiques de la ma>sti!ne, dont chacun équivaut à 76 kilogramme- 1res par seconde (7, Secl. I), on aura
N = -. — T— fQ, dou TrQr— N.
bo X 75 ^ ^ m
En substituant cette valeur dans les expressions ci-dessus de la force vive dii volant, on trouvera, pour le cas des manivelles à simple effet,
PV'= 24324 -N,
et, pour celui des manivelles à double effet,
PV^r:^4645-NC).
Ces formules s'accordent avec les résultats obtenus aux n^* 58 et suivants, pour prouver les avantages inhérents aux
(*) Comparaison de la régularité des manivelles à simple et à double effet. Si les deux systèmes do manivelles transmettent le même travail N, font le même nombre de tours m et sont munis de Tolants assurant à tous deux le
même écart proportionnel -, les variations do la vitesse de la manivelle à
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manivelles à double effet pour régulariser le mouvement de la machine indépendamment de l'action du volant; on voit qu'elles se prêtent facilement au calcul, quand on connaît les nombres m, n et N, dont le dernier doit toujours être pris pour le nombre des chevaux de la puissance qui représente toutes les résistances réunies agissant sur l'arbre de la manivelle, tandis que le premier ou m, qui désigne le nombre des révolutions de la machine par minute, se rapporte essentiellement à ce même arbre et non au volant que l'on établit quelquefois sur un arbre différent, afin de lui donner une plus grande vitesse.
90. Faleur à adopter pour le nombre n qui marque le degré de régularité qu'on doit obtenir. — La plus petite valeur qu'on puisse adopter pour le nombre /i» dans les expressions ci-dessus de la force vive du volant, est relative à Thypothèse où la vitesse et la force vive minima du système seraient nulles, ce
qui corresponde n — -> puisqu'on a alors (38^Sect.I)û= -;
mais, passé ce terme, quelle sera la valeur à adopter pour n? Cette question ne peut évidemment être résolue que dans chaque cas particulier, et d*après les données d'expériences relatives à la constitution, au genre de la machine et à son objet, puisqu'il faudra mettre en balance les avantages de la
simple effet sont moins brusques que celles de la manivelle à double effet ; le rapport des accélérations maxiraa des deux systèmes est, eu effet,
Si Ton tient, dans les deux cas, à limiter l'accélération angulaire à la même ▼ilear, il faut employer des volants dont les poids soient dans le rapport
= 3,76; quand on règle Técart proportionnel au même chiffre, dans les
deux systèmes, ce rapport est
plus OU moins grande unirormité de sa vitesse avec les incon* vénients qui d'ailleurs sont inhérents à l'augmentation des moments d'inertie et des poids.
AQn de.donner au moins une idée de la valeur de n, qui doit être adoptée dans l'établissement du volaiit de quelques ma-^ chines mues par des manivelles, nous choisirons pour exemple celui des machines à vapeur, spécialement étudié par les auteurs anglais, qui ont donné, pour le calcul de leurs volants, des règles pratiques, déduites de considérations particulières, analogues à celles que nous venons d'exposer, d'après Navier, mais qui, en réalité, sont fondées sur des principes bien moins satisfaisants et surtout moins rigoureux (^).
91 . Considérations relatives à V application des formules qui précèdent aux machines à vapeur, — On sait que les machines à vapeur sont mises en action par un piston agissant par l'intermédiaire d'un système analogue à ceux qui ont été décrits dans les n*"* 61 et suivants, sur l'arbre d'une roue motrice qui porte un volant destiné à en régulariser le mouvement. Tantôt il arrive, comme dans les machines à cylindres oscillants d'Aitkin et Steel, ou dans celles à guides parallèles de Maudslay , etc. (fig. 23), que le niouvement est transmis directement, du piston à la manivelle, par une tige ou une bielle sans balancier, et tantôt il arrive, comme dans les machines de Watt, de Woolff, d'Oliver-Evans, etc. (Jig. 24), qu'on fait usage d'un balancier plus ou moins puissant. Dans tous les cas, les choses sont disposées de manière ou que les équipages soient en équilibre, ou que l'action des poids, s'il en existe, soit atténuée autant qu'il est possible, par rapport à celle de la puissance qui agit sur la manivelle et qui est toujours à double effet.
Enfin les vitesses, les angles de rotation et de déviation de pièces oscillantes sont généralement assez faibles pour qu'on puisse, dans une première approximation, supposer que les choses se passent sensiblement comme si la tige du piston
(') Consulter, pour la détermination des volants des divers systèmes de machines à vapeur, à l'aide de procédés graphiques, les Leçons de Mécaniaue praiiçue {^^ PiHie), par M. MoHn. (K.)
était immédiatement appliquée à la manivelle et agissait dans une direction constante, ainsi qu'on Ta supposé dans les calculs qui précèdent. Néanmoins les frottements et les forces d'inertie qui naissent de la pression et du changement de mouvement de ces pièces oscillantes ne peuvent être complètement négligés, non plus que les variations mêmes de la force appliquée aux machines dites à détente. On y aura suffisamment égard, sous le point de vue pratique qui nous occupe en supposant, d'une part, ces frottements compris (76) dans l'action ou le travail de la puissance et de la résistance appli* quées à la manivelle et à la roue motrice du système; de l'autre, en négligeant la force vive des bras du volant et des autres parties de son arbre, si Ton n'a pas à craindre que ces forces d'inertie exercent une certaine influence; enfin en remplaçant la puissance variable par la valeur moyenne produisant le même travail à chaque oscillation.
92. Signification à attribuer au nombre n, — Il est aisé de voir, d'après les principes qui ont été exposés précédemment et aux n^ 38 et suivants de la Section I, sur la théorie des volants, que l'équation relative à leur établissement demeurant, dès qu'on néglige l'inertie des pièces oscillantes, de la forme PV'=ng^ = /ig^KQ.27rr, K étant une fonction purement numérique, qui dépend uniquement de la nature du système et de la loi qui suit la force F, par rapport à l'espace ou à l'angle décrit, on aura généralement
dans les conditions précédemment indiquées, et K' représentant une longueur constante ou proportionnelle à g, pour toutes les machines d'une même espèce ou dans lesquelles le mode d'action des forces reste le même, les intensités seules étant changées.
Ces observations peuvent servii^à justifier les applications qu'on prétend faire des formules dont il s'agit, et à montrer que, sauf les cas où la machine rentre sensiblement dans les hypothèses adoptées, le facteur n, déduit de données fournies
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quoiqu'on eût déjà rechargé l'anneau du volant de cette dernière machine, sa marche ne paraissait pas encore suffistmmenl régulière pour Tobjet auquel elle était destinée» la fliature du coton; l'autre, au contraire, employée à flier des numéros très-élevés ou très-fins, donnait des produits excellents.
La différence de ces nombres avec ceux qui précèdent ne permet pas de conclure que la règle suivie par les constructeurs anglais, pour les volants des machines de Woolf, soit autre que celle qu'ils ont adoptée dans le cas des machines de Watt; car il règne dans le résultat d'observations directes du genre de celles dont il s'agit, notamment dans l'appréciation du nombre N, de trop grandes incertitudes pour en conclure d'une manière exacte la valeur de n ou plutôt du facteur /iK'C).
En supposant donc qu'on prenne, d'après Watt, pour le cas des machines qui exigent une très-grande uniformité de mouvement,
/iK' --^ 4645 X 36 = 167220,
(') Volant des machines couplées. — Les auteurs admettent généralement que, dans le calcul des volants, lorsque rouvrai;c à exécuter est le même, on doit adopter pour n la même valeur, qu'il s'ajjisse d'une machine simple ou de deux machines semblables couplées à angle droit. Les poids des Tolants, déterminés conformément à la théorie exposée dans le texte, sont donnés par les formules
PV* = 4^.'| j — N, pour une machine à double efTct,
ut
Pj V :^ 4^^^ ~~ ^> pour deux machines couplées. Les accélérations maxima sont
^" = 5'pp(^-»)» pour la première,
"Tt "'' ^ PH* ( 7 V^^ "" 7 ' l'^"*" ^* seconde.
Si les deux systèmes de machines fournissent le môme travail N, et font le même nombre de tours m, le rapport des poids des volants déterminés comme il vient
d'être dit est
Cl observant d'ailleurs que K' ne saurait, en effet, être irèsdiffërent dans les deux systèmes moteurs que nous avons en vue, on adoptera généralement pour règle de pratique, dans ces cas, Téquation
m représentant toujours le nombre de tours de la manivelle par minute, lequel, redisons-le, peut être très-disiinct de celui du volant.
Calcul du volant en tenant compte du poids et de l'inertie
des pièces oscillantes.
95. Cas d'une machine sans balancier, — Équation des forces vives. — Dans la solution des n°' 85 et suivants, relative à rétablissement des volants destinés à régulariser le mouvement des manivelles, on a négligé entièrement rinfluence de
les accélérations maxima obtenues avec ces volants sont dans le rapport
d*où il résulte que les variations de vitesse se font bien plus brusquement, dans ces conditions, pour les machines couplées que pour la machine simple. Or les accélérations de la machine motrice se transmettent d'un côté à la transmihsion et par suite aux outils, de l'autre aux or(;anes ordinairement délicats de la machine mémo qui prennent le mouvement sur l'arbre du volant, aux tiroirs, pompes, régulateurs, et occasionnent des variations de tension, des secousses, des chocs dans les articulations. Il est indispensable d'assurv^r aux machines couplées un fonctionnement au moins aussi régulier qu'aux machines simples, puisque, étant construites sensiblement d'après le môme tracé, les premières ont, en général, des dimensions plus faibles qu'une seule machine pouvant les remplacer; d'après ces considérations, il parait convenable d'adopter, pour la limite des accélérations des machines couplées, nu plus la même valeur que pour la machine simple, ce qui conduit h munir les premières d'un volant qui soit à celui qui convient à la mnchine simple dans le rapport
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l'inertie et du poids des pièces qui servent à leur transmettre l'action de la puissance ou de la résistance, ce qui a conduit naturellement à des règles fort simples et analogues à celles des auteurs anglais; mais quoique la question, lorsqu'on prétend tenir compte de cette influence et du véritable état du mouvement, se complique au point de rendre les résultats presque inapplicables à la pratique, nous n'en croyons pas moins devoir indiquer ici la marche à suivre dans ces hypothèses générales, et donner une idée de la manière dont on peut surmonter les difflcultés que présente alors la solution effective du problème.
Considérons, en premier lieu, l'appareil du n** 61 sollicité par une puissance verticale F, constante ou variable, positive ou négative, c'est-à-dire agissant dans le même sens que la pesanteur ou en sens contraire, sens qui restera d'ailleurs invariable pour une même demi-révolution EBL {fig* 3i). De plus, la force Q appliquée tangentiellement à la circonférence d'une roue, de rayon r, montée sur l'arbre delà manivelle AB, sera supposée sensiblement constante; ce qui arrive toujours dans les hypothèses du n^ 39 de la Section I, où l'on admet
on a TU plus haut que ce rapport est seulement 0,1007, siTon calcule lesTcIants de manière à assurer aux deux systèmes le même écart proportionnel. (Mémoire sur les machines en mouvement, par M. Kretz, Comptes rendus de l'Académie des Sciences, 'î\ juillet i8G5.)
Les constructeurs ont, du reste, depuis longtemps reconnu cette nécessité ; tandis que, dans le cas des machines simples, ils adoptent pour n la Taleur 3a, ils vont souvent au delà de 80 pour les machines couplées. D'autres raisons les ont probablement guidés à cet égard : il est utile, quand on couple deux machines, de se réserver la possibilité de n'en faire fonctionner qu'une, en cas de réparation de l'autre. Or, en supposant même que Tune des machines ne doive faire, quand elle marche seule, que la moitié du travail total, son bon fonctionnement exige un volant bien plus énergique que celui des deux machines couplées; de plus, le régulateur peut agir efficacement quatre fois par tour, dans le cas des machines couplées, deux fois lorsque la machine est simple; il faut donc, dans l'hypothèse la plus favorable, que, avec le même régulateur, le volant puisse compenser les effets d'une même variation de travail se continuant pendant un temps qui, pour les machines couplées, est au moins la moitié do ce qu'il est pour une seule machine. On comprend, d'après ces observations, que le volant pour les machines couplées, calculé d'après les règles ordinaires, ait été reconnu tout à fait insuffisant. (K..)
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pour quelques cas un double volant; mais son action sera constamment opposée à celle de la force F, et, pour fixer les idées, nous admettrons que c'est une résistance agissant dans le sens contraire de celui qui est indiqué par la flèche; ce qui se rapporte au cas des machines à vapeur de Maudslay, etc.
Fig. 3i.
Cela posé, nommant : p le poids de l'équipage agissant en C (fig* 3i), q celui de la bielle agissant au milieu G de cette bielle; Gt>« la vitesse angulaire de la manivelle AB, quand elle prend la position verticale AE et qui, par hypothèse, diffère très-peu de la vitesse moyenne £2, de sorte qu'on pourra,, sans erreur sensible, substituer Û à &)«, et supposer, dans tous les cas, que Gt>« est une quantité donnée, qui redevient la même à chaque révolution. Conservant d'ailleurs toutes les autres hypothèses admises dans les n*** 61 et suivants, et supposant
iSl COURS DB HÉGANIQUB
le poids q décomposé en deux autres - q agissant, l'un en C,
.qui s'ajoute avec p, dont la vitesse virtuelle est df, l'autre
en B ayant pour moment virtuel - gftsin arfa, et qui s'ajoute
à la composante du poids du bras ÂB de la manivelle, pour donner une somme que nous représenterons par g', on aura, dans le premier demi-tour, EBL, d'après le principe des forces vives, et ce qui a été établi aux n" 65 et suivants,
Bl ^S I ^' \^S I g
= 7. I lp-\--q-^¥\df-^iq'b(i—cosa) — aQra,
puisque la valeur de G, qui entre dans le moment d'inertie i G' 4- 1 de la bielle, devient - / pour a=o ou w = w,, et que
la vitesse de la masse - est
df AO hda .^ ,^-.
vitesse qui est nulle en même temps que a.
96. Valeur de la vitesse angulaire de la manivelle pour une position quelconque, — On simplifiera un peu la forme de cette équation en posant, d'après les résultats donnés dans l'addition à cette Section,
K étant un nombre qui dépend uniquement des dimensions de la bielle, puis en menant par le point A la parallèle AQ à IG, qui divise BO en deux parties égales en Q, comme IG le fait de BC, ce qui donnera, par les triangles semblables ABQ,
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BGI, et en vertu de ce que Q est le milieu de BO,
r ir kr, ^I BI . ^ b BO
GouIG^AQ^^-g-AQ, ^ = -^,
AQ :=- AB H--AO -7BO
Faisant, en efTet, ces substitutions dans Téquation dont il s'agit, on en tirera sans difficulté
expression dans laquelle &>• peut être pris égal à û, eldf k
A/N # . . //»«.' i . /4-6cosa , AOaa ou, approximativement (63), a osina -. aa.
Mais comme ordinairement F est immédiatement donné en fonction du chemin /, décrit par le point G, nous laisserons
forme actuelle l'intégrale 1 Fcy,'qui représente le
travail effectivement développé par la force F, pendant que AB décrit l'angle a, travail qui ne deviendra négatif d'ailleurs que quand Q changera lui-même de signe ou deviendra puissance. Pour obtenir la valeur de w relative à la seconde demi-révolution LNE de la manivelle, il ne s'agira que de supposer
que l'angle a croisse de o à 27:, l'intégrale / ¥df crois-
sous sa
sant elle-même indéfiniment, si elle ne devient nulle, puisque F est une force motrice, et ip h- - ^| /conservant la valeur qui correspond à la grandeur de /— b -^ l ■— h, qui est essentiellement positive.
97. Complication de la solution analytique de la question des volants dans les hypothèses actuelles, — Cette valeur est, comme on voit, calculable pour chacune des positions de la machine, au moyen des lignes de la figure, puisque, par hypo-
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thèse, / V df esi elle-même donnée ou calculable par les
méthodes de quadrature connues, et qu'on a pour la condition de la permanence du mouvement, ou de <ù9 constant,
rdf,
relation qui fait également connaître la force constante ou moyenne Q ; mais cela suppose que le moment d'inertie A de Tarbre de la manivelle et du volant soit donné a priori^ et ne peut en conséquence s'appliquer à la question actuelle où il s'agit de l'établissement même de ce volant. A plus forte raison sera-t-il impossible de conclure de cette expression de 6)* les valeurs explicites de la plus petite et de la plus grande des vitesses angulaires de la machine ou des angles a, dont la connaissance est, comme on l'a vu, indispensable pour opérer cet établissement, et qui dépend d'ailleurs d'une équation transcendante d'un degré très-élevé, même quand on suppose F constant et qu'on prend approximativement (62 et 63)
77:» ., sin*a(/+6cosa)» 1 , 1 > *' . • AO =0^ ^^—j- -y A~6cosa-f-/ rSin*a,
/ - ft(i — cosa)-f- - y sin'a, df=^bs\ïi(x ( H- -j cosa] rfa, ^ /AO _ 6(/-i- 6cosa)cosa
Atanga , . i 4» . ,
^ / -f- 6cosa r sm'a
expressions dont la dernière se déduit immédiatement de la comparaison du rapport des sinus aux côlés des triangles ABO et ABC.
98. Méthode des tâtonnemenls géométriques. — Ainsi l'analyse ne peut ici êlre d'aucun secours pour traiter directement la question de l'établissement des volants, et il faut né-
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cessairement faire usage de la méthode des tâtonnements géométriques» fondée sur les données mêmes de la flgure (*). A cet effet, on se donnera arbitrairement le moment d'inertie A du volant et de son arbre, ou plutôt on déterminera une première valeur approchée, d'après la règle pratique du n°93,
en se bornant ici à prendre /i:i= — » si une très-grande régularité n'est pas nécessaire, et attendu d'ailleurs qu'on tient compte du poids de l'inertie des pièces oscillantes du système. Observant ensuite que &)« est sensiblement égal à û ou à
-JT— = 0,10472m, m représentant le nombre des révolutions
de la machine par minute, on se propose||i de rechercher, à l'inverse, quel est le degré de régularité effectif qui résulte de l'adoption de cette valeur particulière de A, ou quel est le plus grand des écarts de la vitesse angulaire u sur la vitesse de régime û, lequel sera donné (n* 38, Section I) par l'ex- . pression
(ù] et (ù] étant la plus grande et la plus petite des valeurs fournies par l'expression ci-dessus de 6)1, dans une révolution de la manivelle.
Si cet écart surpasse sensiblement la limite qu'on veut adopter pour dy ou en est surpassé, on recommencera les opérations en choisissant une valeur plus faible ou plus forte de A, et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on arrive à un résultat suffisamment approché, ce qui ne pourra être fort long, d'après les données particulières qu'on possède sur les limites de la solution, et si Ton a soin de se servir de la règle de fausse position ou de courbes d'erreurs.
(*) M. Resal a résolu la question, en tenant compte de la première puissance des termes relatifs aux pièces oscillantes; dans la plupart des cas de la pratique, l'inertie des pièces à mouvement alternatif n'a aucune influence. (Mémoire sur les volants des machines à vapeur à détente et à condensation, par M. H. Resal, Annedes des MineSt t. I, 187a.) (K.)
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99- Construction des valeurs de la vitesse angulaire du sjrstème et de la courbe qui en donne le maximum et le mini" mum. — Pour obtenir la plus grande el la plus petite des valeurs de &)' dont il s'agit, on construira la courbe qui a pour abscisses a: les valeurs successives de Tare ba depuis a = o jusqu'à a = 27r, et pour ordonnées j celles de m% qui leur correspondent dans les diverses positions de la manivelle. Tous
les termes du numérateur et du dénominateur de cette frac-
tion, y compris ceux où entre A, qui est de la forme — Rî, étant
S le produit d'un nombre par un poids, et le carré ou le rectangle
de longueurs fournies immédiatement par la^ig^. 3i, on les ramènera à ne plus fsprimer que de simples distances en divisant, haut et bas, la fraction par le produit de g et d'un certain poids n', tel que loo kilogrammes, par exemple, afin d'éviter, dans quelques cas, d'opérer sur de trop grandes lignes.
Frf/*, en particulier, qui représente
l'aire du trapèze mixlillgne JJ'CC, appartenant à la courbe J'C'M', ayant pour abscisses les valeurs CJ de/ et pour ordonnées celles ce de F, on l'obtiendra facilement par les méthodes de quadrature connues (').
De cette manière on n'aura plus à construire que des quantités de la forme
g7(K-T)-— ' n7(K+:)-, -^Hi-cos»)
ce qui se fait très-simplement par des troisièmes ou des quatrièmes proportionnelles, en prenant une fois pour toutes à l'échelle dçs longueurs
(') rbiV, pour les diverses méthodes de quadrature, rintroductîon à la Mé" caniqne industrielle (3*^ édition).
qui serviront à construire, en unités de pareille espèce ou de , toute autre, la valeur de ^=03% par une dernière quatrième proportionnelle. Mais, afin d'éviter la confusion des lignes et de mettre une sorte de continuité dans les opérations, on fera bien de construire séparément les courbes qui ont pour ordonnées les numérateurs et les dénominateurs de &)', afm d'en conclure, par des tracés symétriques, celles qui appartiennent h la courbe cherchée. La même symétrie et la même continuité devront également être observées dans les constructions relatives à chacun des termes isolés de ce numérateur et de ce dénominateur, de manière à pouvoir opérer sur les données propres de la^g*. 3i, supposée construite à une échelle convenable. Il est d'ailleurs inutile d'insister spr ces observations dont le but et l'esprit sont faciles à saisir.
100. Solution plus directe de la question au moyen de deux seules courbes extérieures. — On diminuera beaucoup le nombre des tâtonnements ou des courbes auxiliaires qu'entraîne avec elle la recherche du moment d'inertie A, en procédant ainsi qu'il suit.
Représentons par cp et vj/ les parties variables ou fonctions de x=^ba du numérateur et du dénominateur deo)'; par CQ} et e leurs parties constantes respectives, ou, plus spécialement, pojsant
de sorie qu'on ait simplement
on obtiendra, en différentiant, par rapport h » on x, pour ex-
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primer la condition du maximum et du minimum de «4% l'équation
dans laquelle
^ da W ^'"* n' n'rfa H' rf«'
rf<|; 7 BOrfBÔ (p-M7)A0rfÂÔ
*~rf«"~^'^ ''H'Y da "^ n' ^ "rfiT'
quantités linéaireS|. qu'il sera facile de construire, comme on le montrera plus tard.
Cette équation devant être satisfaite à la fois par toutes les valeurs de Tabscisse x = ba, qui correspondent à un maximum ou minimum quelconque de &)% relatif à des valeurs particulières attribuées aux constantes C, e ou A, on voit que, si, pour l'une de ces dernières valeurs, les abscisses dont il s'agit étaient connues, il suffirait simplement de les substituer dans
la fonction ■^ indépendante de A, pour obtenir le maximum
ou minimum correspondant, et, par conséquent, si Ton construit la courbe représentée par Téq nation
ses ordonnées représenteront l'ensemble des maxima ou mînima relatifs aux différentes valeurs particulières, qu'il est possible d'attribuer à A, et auxquelles correspondent autant de groupes distincts d'abscisses de cette courbe, qui, s'ils pouvaient être déterminés au moyen de chacune de ces valeurs, conduiraient immédiatement à la solution do problème proposé. Or c'est à quoi l'on parviendra, comme on va le voir, par la construction d'une nouvelle courbe auxiliaire également indépendante de A.
En effet, l'expression générale de o)' peut être mise soos la
forme
pour laquelle
Égalant à zéro le coefficient différentiel de cette expression, et tirant de la nouvelle équation de condition, ainsi obtenue, la valeur de la constante e, qui dépend seule de A, on aura la relation
qui lie cette valeur à celles des abscisses x relatives aux maxima ou minima de la fonction &>'.
Construisant la courbe qui a pour équation
et cherchant les abscisses qui correspondent à ses intersections
avec une parallèle quelconque à Taxe des x représentée par
l'équation
-^ II' 2 n' g"
elles seront précisément celles qui appartiennent à la valeur de e ou de A, qu'on aura choisie en particulier, et dont la gran-
deur fixe, dans la première courbe jr=zY,^ les valeurs des
ordonnées qui représentent le maximum ou minimum correspondant de Gt)'. Prenant enfin la différence entre la plus grande et la plus petite de ces ordonnées, relative à cette même valeur de A, elle représentera la valeur de cù] — o)^, d'où l'on conclura de suite celle de d ou de n,
101. Construction des courbes auxiliaires. — Ainsi toute la question est ramenée à construire une fois pour toutes deux
courbes auxiliaires sur les mêmes abscisses, et dont les ordonnées respectives j, et^,, je suppose, sont liées entre elles par les relations
qui serviront à conclure directement la deuxième de la pre* mière par des procédés graphiques très-simples, et sur lesquels il est inutile d'insister autrement qu'en faisant voir comment on peut obtenir linéairement les valeurs des coefficients dififérentiels ou des termes qui entrent dans les expressions de 9' et ^.
Or nous savons déjà (63) que ^ = AO. Quantà--3 — ? --t — j
on se rappellera (65) que le point I {Jig. 3i et Sa) est le centre de rotation instantané de la bielle ou de la droite BO, de sorte
Fig. 3a.
\ \/< \\aj \ \ . X\
que le pied P de la perpendiculaire abaissée de ce centre sur cette droite doit être considéré comme l'intersection de celle-ci dans ses positions consécutives ou infiniment voisines; ce qui
donnera sans difficulté (*)> par la comparaison des lignes de la figure relatives à ces deux positions et en se fondant sur les relations déjà établies aux n"^ 61 et suivants,
dXO A0_ PO rfBO _ _ «^ ÇO dcc "^ AC PC' dcc " CB'
Au moyen de ces données, rien ne sera plus facile ensuite que de construire la valeur de ^' et de 9'. Prenant, par exemple, sur le prolongement de CA, une distance
AG -- -— ; : L
mesurée à réchelle du dessin, et élevant au point 0 la perpendiculaire indéfinie VOM à l'extrémité OC, qui rencontre AG' en M, on mènera, par ce dernier point, la parallèle MN à G'O; ce qui donnera, sur AO, le segment AN, qu'on portera sur CI de C en N', par lequel on mènera de nouveau la droite N'P rencontrant le prolongement de OA en un point X, tel qu'on aura
^^ OP OP AO.AM _ (/>-f-i7)Â0" AO PO
CP "" CP AG' " "" U' g^ AC PC
valeur du second terme de ^'.
__ ij^Jj) AO rfAO "" ^' n' g dcc
(') 11 nous sulTira ici de remarquer que G'PR'O' étant la position inHuiment voisine de CRO et de OO", l'arc inlinimcnt petit décrit du point 1, comme centre, avec 01 pour rayon, de sorte que B'O" = BO, on a
d\0 = 00', dbO =^ — O'O", àdx = BIV, df= ce ^ AOc/a,
OO» _ BTT CC' 'Of " BI ~ 7J '
et, par la considération des triangles infiniment petits PCC, POC, OCO",
ce _ sinCPC/ (KV sinOPO' pinCPC/ CP ~ sin ACO ' OP ~" sin AOC "^ sinAOC '
O'O" sinO'OO* roHOIC
OO" sin O O'O" SinAOC
relations dont on déduira immédiatement les expressions rapportées dans la texte, en observant d'ailleurs que 01 cosOIC ^ AC, etc.
Pour construire le premier > il ne s'agira que de prendre
sur OM
d'élever, à rexlrémilé de G'^B, la perpendiculaire BV, qui donnera, sur le prolongement de MO, la distance OV qu'on portera de G en V sur CI ; menant ensuite CY parallèle à BV, AY sera la valeur demandée, et, par suite, on aura
^' = OX-OYi^ -XY.
On trouvera sans doute superflu de remarquerque, afin d'éviter la confusion, on devra s'abstenir de tracer d'une manière effective les lignes de construction, qui sont simplement ponctuées sur la figure et dont les extrémités sont seules nécessaires pour arriver aux résultats. Quant à cp', sa construction offre encore
moins de difficulté que celle de 9 et ^^ puisque ^ — AO et que 6 sin a est le sinus de l'arc BE =r 6 a == X.
. 102. Maximum de l'effort de torsion supporté par l'arbre du volant et par ses bras, — S'il s'agissait de traiter la question relative à la solidité qu'il est nécessaire de donner aux bras du volant, pour qu'ils puissent résister aux efforts de torsion qui tendent à les rompre, on aurait, comme on l'a vu (79), à trouver le plus grand des maxima de la fonction
Cû'-^- 9
do) _ î doi' __ 1 \ g-f- ^ I _ j_{e '^^)<p' — (Cil* -h 9 )'y dt ~~ 2 da 2 doc 2 (e -y- ^y
question que l'on résoudra d'une manière analogue à celle qui concerne l'établissement même du volant, mais qui n'exigera que le tracé d'une seule courbe, ayant pour ordonnées les valeurs de la fonction dont il s'agit, puisque C, e ou A sont ici censés donnés a priori ou connus, d'après les précédentes recherches; or il n'est peut-être pas inutile de remarquer, relativement à ce dernier cas, que le maximum de •:rr sera im-
at
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médiatement donné par la moilié de la tangente trigonométrique de l'angle que forme, avec Taxe des abscisses, la tangente la moins inclinée de la courbe, qui a pour ordonnées les valeurs de la fonction
que nous avons enseigné à construire (99), et dont les tangentes les moins inclinées sur Taxe des abscisses x correspondent évidemment à ses différents points d'inflexion*
Ayant d'ailleurs obtenu ainsi Teffort maximum de torsion qui agit à l'extrémité des bras du volant, ou la somme des moments des efforts semblables, qui agissent sur chacune des parties matérielles de son arbre ou de la manivelle, il sera facile d'en conclure l'effort maximum supporté par un autre point quelconque de cet arbre, par exemple à l'e^Ctrémité du bras de la manivelle, sur les dents d'engrenage de la roue motrice de Q, etc., ce qui est nécessaire pour régler les dimensions de ces parties.
103. Cas d'une machine à balancier, — Si l'on se proposait de résoudre les mêmes problèmes pour l'appareil à balancier {Jig, 24)» qui a été décrit au n** 66, les observations présentées dans les articles suivants permettraient de le faire, sans aucune hésitation et par une marche absolument semblable à celle qui a été suivie précédemment. Conservant, en effet, toutes les dénominations admises dans les n"^ 67, 70, 97, nommant de plus
F le poids du balancier, son moment d'inertie par rap-
port à l'axe de rotation D {Jig. 33), qui en contient toujours le centre de gravité, moment qu'on trouvera au moyen des règles exposées à la fin de cette Section; supposant d'ailleurs que p représente le poids de l'équipage agissant en F; ^q la composante du'poidsde la bielle BC, qui agit en C, pour contre-balancer le précédent, et auquel on peut d'ailleurs attrilMier, sans erreur sensible, la même vitesse virtuelle df; enfin F la force motrice, déduction faite des résistances qui l'accompagnent, Q la résistance active appliquée à la roue de rayon r, et augmentée
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de la force qui ferait équilibre auifrottemenutinbérenu à l'arbre de là manivelle, etc., on trouvera sans ^f^HJpCulté
AgllV (K+ i]qpsi'-t-igq'(l- cosa) i --iQrga^-igj V4f-t-3^{iq—p)j nj. 3Î.
expression dans laquelle on a également
27rrQ= r^Frf/,
pour déterminer Q, dans le cas où F agit à la fois en descendant et en montant ( ' ).
(') Si l'on vonlail lonir compta du frotlement exercé inr 1b toDriUon 4b bulaocier, qui dans certains cm peut atoir uue ioautnce appréciable, on remarquerait que P'-hp-i-ï7 — îF esl «pproiimaliiemant la preuioD qu'il anpporte pendant U coune aicendaute du point F, et P'-(-/i H- Jy-j- aF c«Ho qu'il lapporte peodanl la course deacendanle, de lorU que l'on ann à rMnnebtr du
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Recherche des quantités dont dépend principalement
la'if^iion du problème, — On voit que la valeur de &)% rela-
(cane des positions du système^ se construira par les
î'édés que celle du n® 95; mais la recherche de la
(K--i)^^' (rP'H-iç)rfÂ(j\ P dD\
gW ^ * gril' doc gW doc
entMnera ici à un peu plus de difficultés.
Par la comparaison des triangles semblables AOK et DCK, formés par les prolongements des côtés AD et BC du quadrilatère ABCD, on obtiendra d'abord
.^ ^t,AK , ,AD d\0 ,AD rfDK A0 = CD5g=/~/j^, __^/__..
nomérateur de »' une expression de la forme
dans le premier cas, et de la forme
dans le second, /a étant le coeflTicient du frottement du tourillon (Section III), p son rayon, s la grandeur absolue ou totale de l'arc du frottement relatif à la première ou à la seconde période et qui correspond à l'angle a décrit par la manÎTelle.
La quantité 2fi{P'-^p-\-\q)s étant très-facile à calculer ou à construire pour chacune des positions du système, on voit que la seule complication amenée par la nouvelle hypothèse, dans la solution du problème, consiste à
remplacer l'intégrale primitive / ¥d/ par / / i± ^^ j F<//, ou la force F
par F ( I d= -r^ ] 9 expression également très-facile à construire, pour chacune
des positions du système, et dans laquelle le signe -h répond à la première période du mouvement, et le signe — à la seconde. Mais on remarquera que ces résultats supposent P'-hp-^jÇ constamment supérieur à 3F et que, dans le cas contraire, il conviendrait de changer le signe de /x. et de prendre s algébriquement, c'est-à-dire de supposer négatifs les arcs décrits dans la deuxième période, qui devront ainsi être retranchés de ceux de la première pour obtenir la Taleur absolue de s.
puis, en considérant que le point I est le centre instantané de rotation du triangle BCI, et que le pied P de la perpendiculaire abaissée de ce point sur le prolongement de BC est llnie^section consécutive de cette dernière, dans le déplacemA fofiniment petit du système
rfPK _ PK cosKCD .^ doL "" PC sinCKD '
d'où il sera aisé de tirer, par la comparaison des lignes de la figure,
rfÂÔ ._ADPK _™ ._ADPK .-PX -5Sr = ^^ M PC *='*'^^^ = ^^ DK PT = ^0 PT '
AX étant une parallèle à PD, limitée à BK: on aura donc finalement
«/ÂÔ 77:» PX -5^-=^^^ PT' .
Les triangles ADI et ABO donnant rfAID -^ rf0 -+- rfa = o, b5' = \0 -+- AB' — 2ÂB.AO ces AID,
on aura pareillement -j— — — , 26COSAID — j 2ftsm AIDI AO -+-
(ao.->
ce qui donne, en abaissant la perpendiculaire B/> sur AO prolongée et observant que DU a été pris égal à AO,
rfBÔ' ^^/ ^PX
T — — 2AO
aa enfin, puisque
( nP^^ «eux
il viendra
rfDV DO' rfÂÔ AO rfDÔ^
dd l da l doL
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or, le point F étant le centre de rotation instantané du triangle FFEy et le pied P' de la perpendiculaire abaissée de ce point sur le prolongement de £F devant être considéré encore comme Tintersectlon de cette dernière droite avec sa position infiniment voisine, on trouvera sans difficulté
dpïy _ DO'. AO Fo; ^^ Fo;
dcc " 7 Fr ~ FT
et, par suite,
dm' ^^, DO' fdKï) AO' P'O' \
PI DO
expression dans laquelle on pourra presque toujours négliger le second terme, vis-à-vis du premier, à cause de sa petitesse
105. Observations générales. — Toules ces valeurs qui, dans l'expression de ^', doivent être divisées par de certaines fractions numériques de gy sont, comme on voit, susceptibles d'une construction fort simple, et qu'on pourra abréger de beaucoup en profitant habilement des données directement offertes par la figure; mais il doit nous suffire ici d'avoir mis sur la voie de la solution graphique du problème ordinaire, où le système de la manivelle du balancier, etc. d'une machine ;à vapeur, se trouvant établi à l'avance, il s'agit seulement de déterminer le moment dMnertie du volant qui est capable de maintenir la vitesse de rotation de l'arbre de la manivelle entre des limites déterminées. Quant à la question qui consiste à régler les dimensions mêmes du balancier, de manière à corriger, le plus qu'il est possible, et cela indépendamment du volant, les écarts de la vitesse variable, par rapport à la vitesse de régime, nous renverrons au savant Mé^ moire que M. Coriolis a inséré dans le XXI* Cahier du Journal de V École Polytechnique {Sur V influence du moment d* inertie du balancier des machines à vapeury e/c), en faisant remarquer que les considérations analytiques et géométriques qui
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précèdent pourront servir à simplifler et à compléter» en quelques points, les solutions qu'il a indiquées, et dans lesquelles il a négligé, à cause de la complication, l'influence de Tinertie de la bielle, qui néanmoins offre presque toujours un poids très-grand, capable de faire équilibre à la fois & celui des pistons et de leurs tiges.
V. — MOTBNS GÉOMÉTRIQUBS DE TRAN8MBTTEB LES YITB8SB8 DES PIÈGES DANS UN RAPPORT DONNt.
106. Il existe trois moyens principaux de transmettre les vitesteêdant un rapport constant, — Dans les considérations générales sur les machines (n^ 22 et 29, Section I), nous avons vu l'importance qu'il y a à disposer certaines pièces, notamment les roues, de façon qu'elles se tranmettent la vitesse.géométrique dans un rapport invariable pour toutes les positions du système. Il est essentiel de se rappeler les con^ ditions principales du tracé de ces pièces, afin d'être en état de déterminer les quantités d'action dues aux résistances passives qu'elles introduisent dans les machines où on les emploie : c'est principalement dans cette vue que nous allons exposer succinctement quelques notions sur ce sujet.
On connaît trois moyens principaux de résoudre la question dans le cas de deux roues à axes parallèles on concourants: i"* par le contact naturel et le roulement des couronnes ou tambours de ces roues; a*» par l'emploi de chaînes ou de cour^ roies sans fin enveloppées sur ces couronnes; 3* par IViigrenage de dents ou de courbes en saillie fixées aux couronnes*
Communication du monvement par le simple contact
on roulement des roues.
107. Les couronnes, ou plutôt les cylindres ou cônes extérieurs des roues [fis* 34) se développant exactement l'un sur l'autre, il est évident que, s'il n'y a pas de glissement, les arcs élémentaires décrits à chaque instant par ces cercles en contact seront égaux et les vitesses angulaires des roues se-
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ront entre elles dans le rapport inverse et constant de leurs Fis. 34.
rayons respeclirs.
Toute la difficulté consisic, comme on voit, à empédier le glissementC): il esi donc nécessaire, lorsque les clTona tan-
(') Transmitiioiu par limplf contact.
•ont fréquemment emplojées aujourd' MrUin* ippareils marchBnl k greniJe '
our communiquer lo n.M«
!. tafg. 35 rupréBMle In trantmU-
arbre horiiontui qui iv^'iïl
courroie le Ir itrbrs lOrtical' pitcé au centre! (]e l'appaielJ; le premier arbre |iorte un oAue en fonte ta parrnitement dressé; aur le lecond cit Dié un cAne cad formé d'une série de ronddleien cuir ou en papier, fortement aerréei le> une* contre tea autres entre deux piâc«a en fonu c, ad et tallléei en cAne «ar le tour; l« contact des deux cAnea est assure par une prcsBJon exercée en § aur l'cxtréTnilc do l'axe boriiontal qui peut se déplacer légèrement dans le sens de su lungueur; la pression est obtenue par la manœntre d'an petit Tolant >v' monté sur une tÎs. Celte disposition permet de faire progreuiiement les emliraynijcs et les débraysfieB et d'éviter ainsi les ehoea liolenta qui se produiraient à de («randei Titessea, et qui seraient deatrueleura si le mouTCmeiit était transmis par eDfjrenages. (K. )
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çeniiels des roues doivent être considérables, de faire presser convenablement les circonférences des couronnes. Cet effet s'obtient par des ressorts, des coins, des vis de pression, des leviers agissant sur les axes ou sur les coussinets qui supportent les tourillons. On peut imaginer une foule de dispositions propres à atteindre le but. Dans certaines usines d'Angleterre, on revct extérieurement les roues de bandes de cuir de hufjîe qui, par leurs aspérités, offrent une sorte d'engrènement, et qui s'usent fort peu par l'action du roulement.
Ce système parait pouvoir être employé sans inconvénient dans les cas où les forces agissent d'une manière uniforme et régulière sur les machines, la vitesse des roues et la pression qui a lieu sur elles étant exactement constantes; il a été employé pour donner le mouvement aux tire-sacs de certains moulins qui présentent beaucoup de douceur;, mais lorsque, comme II arrive dans le plus grand nombre des machines, là puissance ou la résistance exerce des efforts variables sur les rodw» lorsqu'il y a des secousses, des changements brusques de vitesse» on conçoit qu'il serait fort difficile de s'opposer au glissement, à moins de comprimer fortement les roues et d'augmenter les résistances passives, ce qui serait manquer le but qu'on cherche à atteindre dans l'emploi de ce système.
Commimication du mouvement par courroies ou par chaînes.
108. La disposition par laquelle on fait mouvoir les roues uniformément au moyen de cordes ou courroies sans fin donne lieu aux mêmes réflexions que celles que nous avons déjà faites pour les roues qui se conduisent par le simple attachement, et elle offre de pareils inconvénients; cette disposition est principalement utile dans le cas où il s'agit de transmettre le mouvement à une certaine distance, et c'est ce qui fait que l'usage en est assez généralement répandu (*).
La transmission par courroie permet de suspendre ou de communiquer à volonté le mouvement; sur l'arbre mené C
(* ) Foir les notes relatives aux transmissions par courroies dans la S«eiioii 111.
{fg. 36) sont placées deux poulies égales, l'une flxe A, Tautre folie k'i en regard du tambour T. monté sur l'arbre menant C;
Fig 36.
OS
la courroie est amenée sur Tune ou Vautre des poulies à l'aide d'un levier, terminé par une fourche qui embrasse la courroie, et dont la disposition varie suivant les besoins.
Les moyens de maintenir la tension des courroies sont analogues à ceux dont il a éié question pour les roues mues par le simple contact, c'est-à-dire qu'ils consistent à rendre mobile l'un des axes de roue; mais, comme cette mobilité présente des difficullés, ou est impossible dans certains cas, on emploie (^^. 87) des poulies ou rouleaux de tension A,
Fig. 3;.
qui Ont pour objet de presser sur la corde ou sur la courroie; cette pression est produite ordinairement par un poids Q placé sur l'un des bras d'un levier QOA.
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109. Forme à donner à la jante des rouet. — On sait qu'en faisant usage des cordes sans tin (^), on doit creuser une gorge à la circonférence des roues, et que lorsqu'on emploie des courroies on doit au contraire (^g^. 4o) donner une certaine convexité au profil extérieur de la jante AB de la roue pour empêcher la courroie de glisser, ce qui arriverait infailli-
Fi£[. 38.
( * ) Transmissions par câbles en fil de fer. — Ce mode de transmission a été
employé pouc la première fois en i85o par MM. Hirn Tréres, au Logelbach, près Colmar ; la théorie ne présente aucune différence essentielle avec celle des transmissions par courroies; au point de Tue pratique, les câbles permettent de transmettre, à des distances qui dépassent souvent i kilomètre, des travaux considérables, dans des cas où les frais d'installation et les résistances passives rendraient tout autre système inapplicable.
Les câbles se composent ordinairement de plusieurs torons formés chacun de fils de fer enroulés autour d'une âme en chanvre; ces torons, généralement au nombre de six, sont groupés autour d'un toron eentral, ou autour d'une &me en chanvre de bonne qualité. Dans le but de réduire la tension des câbles pendant la marche, et par suite la section et le poids qu'il est nécessaire de leur donner, on se sert de poulies de fort diamètre, marchant à grande vitaMe (^fig* 38). On fixe à 3o mètres environ la vitesse à la circonférence qu'il est prudent de ne pas dépasser.
Dans la jante en fonte de la poulie {fig» Sg) est pratiquée une gorge bah* au fond de laquelle est ménagée une rainure en queue d'hironde dans laquelle on mate une bande de gutta-percha; quelquefois on emploie le cuir, le bois ou la ficelle; c'est cette bande qui porte le câble a et donne naissance à une adhérence suffisante pour éviter le glissement.
Souvent on pratique, sur une même jante, deux gorges parallèles {/ig. 38), qui permettent d'efiectuer la transmission par deux câbles.
' Lorsque la transmission a une grande longueur, on soutient le c&ble par un certain nombre de galets intermédiaires établis sur des supports solides dont la distance varie avec le diamètre du c&ble et l'altitude des poulies extièmcs. Ce système de transmission présente des avantages sérieux dans les usines où il est nécessaire d'éloigner les ateliers des machines motrices, et surtout des foyers; l'administration des Manufactures de l'État vient d'en faire une application importante à la poudrerie récemment construite à Sevran. (K.)
Fig. 39.
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blement dans le cas où l'on y pratiquerail une gorge; quelquefois cependant on termine le profil de la janle par une droite.
Lorsqu'on se sert de chaînes, la forme de la jante varie avec la nature de la chaîne emploj'ée {Jtg-ii et 43]; on ne peut du
reste en faire usage que lorsque le mouvement n'est pas trop Irrégulier ou qu'on l'a rendu à peu près uniforme par l'emploi du volant; il existe effectivement des scieries à mouvement alternatif et même des martinets, où l'on fait usage de ces moyens pour communiquer la vitesse, mais alors on place des volants sur l'arbre de la manivelle et sur celui des cames.
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Lorsqu'on se voit obligé d'en^ployer des chaînes pour communiquer le mouvement à des roues sollicitées par de grands efforts irréguliers, et que l'on a des raisons de craindre que les chaînes ne glissent, on arme les circonférences des roues de pointes ou dents qui entrent dans les vides des maillons. Comme il est essentiel d'éviter la tension sur les deux branches de la chaîne, on fait Tune d'elles un peu plus longue que l'autre, et l'on a soin de régler convenablement l'espacement des dents et des maillons. Lorsqu'on supprime lés dent3, on doit tout au moins faire la couronne de la roue en fer ou en fonte de fer pour s'opposer au glissement. Dans tous les cas, on ne peut trop recommander de centrer exactement les gorges ou cylindres extérieurs des poulies et des roues, en les repassant au tour, montées sur leurs axes propres.
Commtuiication du monvement par engrenagaa.
110. Noms des diverses parties dont se compose un engrenage. — Le moyen le plus généralement adopté pour com* muniquer le mouvement de rotation d'un arbre à un autre consiste dans remploi de roues dont les jantes sont garnies de saillies, qui s'engagent réciproquement les unes entre les autres et rendent ainsi le mouvement de l'une des pièces solidaire de celui de l'autre. Ce dispositif est ce qu'on nomme un engrenage.
Les diverses parties dont il se compose prennent, selon leurs formes, leurs dimensions et leur usage, des noms qu'il est nécessaire de connaître.
De deux roues qui engrènent l'une avec l'autre, la plus grande se nomme roue ou rouet, et la plus petite pignon. Les saillies au moyen desquelles elles se conduisent s'appellent dents; lorsqu'elles ne font pas corps avec la roue, comme cela arrive pour les roues en fonte garnies de dents en bois, on les désigne quelquefois sous le nom é'alluchons.
Au lieu de pignons, on emploie souvent un système composé de deux plateaux circulaires qu'on nomme tourteaux, placés parallèlement l'un à l'autre sur un arbre tournant et
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réunis par des cylindres en bois ou en métal nommés /kseaux; l'appareil entier s'appelle lanterne.
Lorsque l'engrenage doit produire un mouvement alternatif ou intermittent, les dents ont des dimensions particulières, ordinairement beaucoup plus grandes que dans l'engrenage continu, et elles prennent alors le nom de cames.
Les dents des deux roues s'engageant les unes entre les autres, il doit exister entre celles d'une même roue un intervalle suffisant pour le passage de celles de l'autre roue; cet intervalle s'appelle le creux.
Quand les axes des deux roues à faire conduire l'une par l'autre sont parallèles et que, par suite, les faces de ces deux roues sont comprises entre deux plans perpendiculaires à leurs axes, on dit que l'engrenage est plan. Lorsqu^au contraire ces axes se coupent, on a ce que l'on nomme un engrenage d'angle ou engrenage conique, par suite de la forme qu'on lui donne.
111. Conditions auxquelles doivent satisfaire les engre^ nages. — Le tracé et les dimensions des dents d'engrenage doivent satisfaire aux trois conditions suivantes : i^ que le mouvement soit transmis d*iine roue à l'autre suivant une loi donnée; 2® que les dents aient la solidité nécessaire pour résister aux efforts connus qu'elles doivent transmettre; S^'que la quantité de travail consommée par le frottement des dents les unes sur les autres soit un minimum.
Nous ne nous occuperons, dans cette Section, que de la première condition, et nous allons rappeler succinctement les règles que l'on suit pour la remplir.
112. Conditions du tracé des engrenages. — De la condition que les vitesses restent dans des rapports constants il résulte, pour les engrenages, une conséquence qui sert de base à leur tracé. En effet, si nous considérons les centres des deux roues C, C'(y?gf. 43), et que nous partagions la ligne qui les réunit en deux parties C^ et C'/, qui soient dans un rapport donné, les cercles de rayons C/ et C'/ se toucheront en /, et, si les roues sont poussées l'une contre l'autre par
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un effort suffisant, il en résultera que, quand l'une des deux tournera autour de son centre , elle entraînera l'autre dans
Fig. 43.
son mouvement et qu'elles rouleront Tune sur l'autre sans glisser; c'est ce qui a lieu dans le mouvement des tambours décrits au n^ 107.
Si donc on nomme &> et u' les vitesses angulaires respectives des cercle^ C/ et C't^ les arcs développés dans le roulement de l'une des circonférences sur Tautre seront égaux de part et d'autre, et Ton aura
wXC/ = &)'xC'/,
d'où
c'est-à-dire que les vitesses angulaires seront dans un rapport constant et inverse des rayons.
Réciproquement, pour que les vitesses angulaires restent dans un rapport constant, il faut que le point / partage la ligne des centres en deux parties inversement proportionnelles à ces vitesses. Ainsi toute forme de dent d'engrenage doit être telle, que le mouvement se transmette d'une roue à l'autre» comme si les deux cercles Ct eiC t roulaient l'un sur l'autre sans glisser, et réciproquement.
Ces cercles C/ et C i, dont les rayons sont en raison inverse
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^des vitesses angulaires, se nomment par cette raison cercles proportionnels, mais le plus souvent on les appelle cercles primitifs, parce qu'ils servent de point de départ au tracé.
113. Conséquence qui sert de base au tracé. — Il suit de ce qui précède que si amb et a'mb' {PL I^fig. i) sont les courbes de deux dents montées sur les roues, dont C/ et C!t sont Tes rayons primitifs et que ces courbes satisfassent par hypothèse à la condition de l'uniformité du mouvement, la normale commune en m aux deux courbes devra passer par le point /. En effet, puisque le mouvement doit être transmis de la même manière que si les deux cercles C/ et C'/ roulaient Tun sur l'autre, il s'ensuit que, quand la dent amb poussera la dent a!mb\ le point m tendra, dans le premier instant, à' décrire un petit arc de cercle tangent à l'une et à l'autre courbe, et que par conséquent la normale en m, qui est à la fois commune à ce petit arc et aux deux courbes, passera parle point /.
On parvient encore à la même conséquence en remarquant que, la résistance opposée par la roue conduite à l'effort N exercé par la roue conductrice lui étant égal et contraire, les quantités de travail élémentaires que développent ces deux efforts, dirigés suivant la normale commune m/, doivent être égales, ce qui donne
d'où
X CKrfô
= NC'K'de',
CK
rfô'
dô
G) et ct)' étant les vitesses angulaires des roues, qui doivent, par hypothèse, rester dans un rapport constant. Or on a de plus, par les triangles CK/ et CK'/,
CK C/ w'
donc le point / de rencontré de la normale commune m/ doit partager la ligne CC en deux parties réciproquement proportionnelles aux vitesses angulaires et rester le même pour toutes les positions.
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lli*. Première méthode du tracé. — Ceci conduit immédia*
lement à une solution graphique très-simple du problème des engrenages; car Tune des courbes, amb par exemple, étant donnée à volonté, puisque l'autre courbe à déterminer doit être telle que le mouvement ait lieu comme si Jes cercles roulaient l'un sur l'autre, il suffira de faire rouler le cercle G/ sur la circonférence dû cercle C t et de tracer sur le plan de celui-ci les positions successives de la courbe amb. La suite des intersections de ces courbes ou leur enveloppe sera la courbe cherchée a'mb\ puisque, à chaque instant, elle doit être tangente à amb ; mais cette méthode, très-simple en démonstration, conduirait, dans la pratique, à des difScuItés d'exécution dont la suivante est exempte.
lis. Méthode générale pour le tracé des engrenages. — Étant donnée une courbe amb (PL I^fig. 2), formant le profil des dents montées sur le cercle Cm, cherchons la forme k donner à la courbe a!mb\ ou le proGl à donner aux dents de la roue C^m, pour que ces deux courbes, en se poussant Tune l'autre, satisfassent à la condition que les deux cercles primitifs tournent autour de leurs axes, comme s'ils roulaient Tun sur l'autre. Pour cela, portons de part et d'autre du point m, correspondant à la ligne des centres CC, des arcs mi« ms,..., égaux en longueur sur chacun des cercles primitifs. Il est clair, d'après la condition à laquelle les courbes sont, par hypothèse, assujetties, que les points de division correspondants, i.i, 2.2,. . ., viendront successivement en contact les uns avec les autres. Traçons les courbes de -dents correspondant à ces divisions, ce qui revient à considérer leurs positions successives. Soient m/13, mut avant la ligne des centres, mn'^ mn" après cette ligne, les normales aux points de contact, et observons que ces lignes seront les rayons de cercles tangents aux deux courbes, au point de contact et que, la courbe amb étant donnée, il sera toujours facile d'obtenir leurs longueurs à l'aide du compas.
Or, si nous supposons, pour ne pas compliquer la figure, que la courbe cherchée a'mb' soit construite en a'^mift',, puis, qu'à partir du point mi, où elle coupe le cercle primitif C'mi, nous
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pdrUons de part et d'autre des arcs /iti i, mi 2, . . . égaux aux divisions précédantes; que des points i, 2,. . ., avec des rayons égaux aux langueurs mit., m/is,... des normales obtenues, comme nous venons de le dire, nous décrivioni des arcs de cercle, il est évident que ces arcs seront tangents à la courbe cherchée. En opérant ainsi de part et d'autre du point /iti et avec les longueurs des normales qui conviennent à chaque point de division, nous aurons ainsi une suite d'arcs de cercle dont la courbe cherchée formera l'enveloppe, ce qui la déterminera.
116. Pour obtenir les longueurs des normales correspondant aux diverses positions de la dent amb, il n'est pas nécessaire de tracer la figure comme nous l'avons indiqué. Il sufût de la considérer dans une position quelconque et de porter, à partir du point où elle coupe le cercle primitif, des arcs égaux aux divisions adoptées pour l'autre cercle et, de tous les points I, 2,. . . comme centres, de tracer des arcs de cercle tangents à la courbe et dont les rayons seront les longueurs cherchées des normales, puis d'achever le reste de la construction, comme il vient d'être dit.
117. Observations sur la manière dont les derlts se conduis sent. — On remarquera dans la Jig. 2 que les centres des cercles tangents, menés à la partie am ou a' m de la courbe, intérieure au cercle primitif, sont situés d'un autre côté du point m que ceux qui correspondent à la partie extérieure mh ou mb'y et que la portion de la courbe donnée amby qui conduira mb', est la pariie am intérieure au cercle C/, depuis le premier moment de la prise des dents jusqu'à l'instant où les points m et m' sont parvenus en /, et qu'au delà de cette position c'est la partie mb de la courbe amb qui conduira la portion intérieure a! m.
La portion m6, mb' des courbes des dents, extérieure aux cercles primitifs, se nomme la face des dents, et la portion intérieure ma^ ma' s'appelle le flanc; le résultat que nous venons de remarquer s'énonce en disant que la face d'une dent conduit le flanc de l'autre^ et réciproquement.
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118. Application de cette solution générale à des cûutées quelconques. — Le tracé que nous venons d'indiquer s'applique à toutes les formes de dents que Ton peut se donner; mais, si la solution du problème est géométriquement possible pour une courbe quelconque, il n'en est pas de même de la solution pratique. 11 suit, en effet, de Tobservation précédente que, si la courbe donnée amb était telle que les centres des cercles tangents à ses deux portions extérieures et intérieures se trouvassent d'un même côté du point m'» les deux parties correspondantes de la courbe a' m 6' se trouveraient aussi du même côté du point m, et que, bien qu'on pût les tracer sur le papier, on ne pourrait les exécuter matériellement, parce qu'elles se pénétreraient. Il faudrait donc opter, dans ce cas, entre Tune ou l'autre des deux parties, c'est-à-dire renoncer à faire conduire les roues avant et après la ligne des centres» et comme il est toujours plus convenable, comme on le verra par la suite, de faire engrener les dents après la ligne des centres qu'avant, il faudra supprimer la portion de courbe qui conduirait avant, ou le flanc de la roue conductrice et la face de la roue conduite. Les circonstances que nous venons d'indiquer se présentent notamment dans le cas où l'on emploie des lanternes et dan^ celui des engrenages intérieurs.
Il peut ausA arriver une autre circonstance de nature à faire rejeter les courbes trouvées, quoique géométriquement elles satisfassent à la question, c'est quand Tune des courbes est concave en tout ou en partie; celte forme offre en effet les inconvénients d'exposer à des arc-boutements, de conserver davantage les corps étrangers qui pourraient s'introduire entre les dents, enfin elle présente des difficultés d'exécution.
C'est par ces divers motifs que les géomètres se sont attachés à des solutions particulières de la question, en choisissant celles qui offrent le plus de facilité pour l'exécution; nous allons les rappeler successivement.
119. Engrenage à épicycloïdes. — L'engrenage le plus généralement adopté est celui dont les dents' ont la forme de courbes épicycloïdales; le tracé s'opère de la manière suivante :
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Soient CC (PL If^fig. 3) la ligne des centres, C/ et Ct le rayon des cercles proportionnels ou primitifs. Si Ton fait roulejf.llitérieurement aux cercles des rayons C/ ei Ct d'autres ceiMlfe ayant ces rayons pour diamètres, un point quelconque m du cercle mobile parcourra le rayon correspondant à la position iij^ ce point m était celui du contact des deux cercles. En^Ôm» / étant le point de contact, les arcs tm et tt' développés par le roulement des deux cercles l'un sur l'autre sont égaux en longueur et, par suite, le premier est d'un nombre de degrés double du second. Les angles tCt' et tCnty qui ont respectivement pour mesure, l'un, dans le cercle de rayon C'/, le nombre de degrés contenus dans //', l'autre, dans le cercle de diamètre C'/, la moitié du nombre de degrés de tm, sont égaux et les lignes Ct' et Cm se confondent.
Cela posé, les mêmes cercles qui ont pour diamètre Ct et Ctf en roulant respectivement sur les cercles primitifs de rayons C/ et Ct, engendreront, par l'un quelconque de leurs points, une épicycloïde dont le tracé s'obtiendra (PI. I,Jig. 4)> d'après la méthode générale, par l'enveloppe des arcs de cercle successivement décrits des points équidistants i, 2, 3,. . . des cercles Ct et Ct comme centres, et avec les rayons /i, /2, /3,... égaux aux cordes des arcs de mêmes longueurs tif /2, /3,. . . des cercles de diamètre C/ et Ct.
Or, dans ces deux mouvements des cercles de diamètre Ct elCt, un point décrivant quelconque m engendre, à partir d'un même point de contact /, extérieurement à l'un des cercles» une épicycloïde, et iniérieurement à l'autre un rayon tangent à cette épicycloTde, de sorte que la courbe est la face d'une dent et le rayon le flanc correspondant de celle de l'autre roue, et réciproquement. Il est évident, en effet, que, dans une position quelconque, le rayon Cm est tangent en m à la courbe /'m, puisque, dans le roulement autour de t, le point décrivant m tend à parcourir un petit cercle élémentaire, à la fois tangent à l'une et à l'autre en m, et qui a pour normale la ligne tm.
Ce tracé, satisfaisant donc à la condition que la normale passe sans cesse par le point t, la vitesse sera transmise dans un rapport constant, comme l'exige la question.
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On voil d'ailleurs que le point décrivait se trouve toujours à l'intersection de l'arc tm et du rayon Ct\ mené à l'ei^trémtté de l'arc tl'=:tm, et que» par conséquent, en décritiraij||^C comme centre avec Cm comme rayon un arc de cercTé/ pour chaque contact des cercles, la positiojg^ absolue du pdlnt décrivant sur le petit cercle tangent. La jjSpfte se trouve donc ainsi décrite par enveloppe et par points, et comme les distances des points de contact aux centres C et C des roues sont données par les longueurs Cm = C2,..., on voit qu'availt ou après la ligne des centres les points de contact se rapprochent respectivement des centres C et C à mesure que le contact a lieu plus loin de cette ligne et que, par conséquent, Tinclinaison de la normale m sur la ligne CC varie et augmente de plus en plus, à mesure que le contact a lieu plus loin de CC La direction de cette normale étant celle des efforts exercés par les dents l'une sur l'autre, il s'ensuit que ces efforts, déterminés, par exemple, pour une force ou résistance donnée agissant à la circonférence des cercles primitifs, avec une intensité constante, doivent augmenter à mesure que le point de contact se rapproche davantage des centres C et C, ou que le contact a lieu plus loin de la ligne des centres, ce qui montre que, dans l'engrenage à épicycloYdes, les efforts exercés par les dents sont nécessairement variables et plus grands vers les extrémités des dents.
120. Nombre de dents qui doivent être en prise à la fois. — Il est nécessaire et il suffit, pour la continuité du mouvement, qu'il y ait toujours deux dents en prise à la fois, et l'on satisfait ordinairement à cette condition en disposant l'engrenage de manière que chaque dent cesse d'agir lorsque celle qui la suit arrive à la ligne des centres, et la longueur des dents se trouve alors limitée; car l'arc tV étant égal au pas, et m étant le point de contact correspondant déterminé, ainsi que nous venons de le dire, il suffira de couper la dent en ce point, pour être sûr qu'elle n'agira pas au delà de l'étendue prescrite; c'est ce que l'on fait en décrivant du centre C un cercle de rayon Cm, qui limite toutes les dents de la roue C. La partie utile du flanc serait aussi limitée par le cercle décrit du centre C avec
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le rayon Cm; mais, pour que les dents puissent passer librement dans les creux, il faut prolonger le flanc un peu plus loin : nous indiquerons tout à l'heure sa limite inférieure» après avoir déterminé la forme de l'autre face de la dent.
121. Les dents doivent être d'une forme symétrique pour pouvoir agir dans les deux sens. — Dans presque toutes les machines, les roues d'engrenage sont exposées à être contremenées , soit accidentellement, soit périodiquement. Il est donc indispensable que les dents soient construites de manière à pouvoir conduire ou être conduites alternativement dans un sens ou danslautre : c'est pourquoi on leur donne la même forme dans les deux sens. Si l'exécution était parfaite, il sufGrait évidemment que le creux fût égal à l'épaisseur de la dent; mais, attendu qu'il est impossible d'obtenir cette perfection, on a soin de donner au creux un peu plus de largeur que l'épaisseur de la dent. Il suffit que cet excès soit au plus <^6 iV ^ iT ^6 l'épaisseur, et, dans les engrenages taillés ou ajustés, soit à la lime, soit par des procédés mécaniques, on peut le réduire à j^. D'après cela, le pas, qui est la somme de l'épaisseur et du creux, sera égal à 2,10, 2,084 ^^ ^>o^ ^^ ^'é~ paisseur de la dent.
La division des cercles primitifs et la subdivision du pas étant exécutées, on terminera la dent des deux côtés par deux courbes de face et par deux flancs symétriques, et la longueur des courbes ou la saillie des dents sur le cercle primitif sera, comme nous l'avons dit, limitée aux cercles de rayon Cm et Cm. Pour avoir la profondeur du creux, on déterminera la rencontre de ces cercles avec la ligne des centres en n et n', et en prenant respectivement en deçà de ces points ni = n' A =o",oo5 environ, on aura les rayons intérieurs C A et Ci du creux de chaque dent; on sera sûr, par cette disposition, qu'il y aura toujours un jeu sufflsant pour le passage des dents.
122. jérC'boutements, leurs inconvénients, — On remarquera que, quand la roue conduit le pignon, avant la ligne des centres, la somme des lignes Cm et Cm étant plus grande que CC, s'il arrivait que quelque aspérité des dents s'opposât a leur
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mouvement, il pourrait y avoir arc-boutement et par suite rupture» tandis qu'après la ligne des centres, les points ,de contact s'éloignant toujours, les distances Cm et Cm tendent à augmenter, et rien ne s'oppose à la séparation des dents. Ce danger des arc-boutements est d'autant plus grand que les dents engrènent plus loin avant la ligne des centres.
C'est pour l'éviter que les anciens constructeurs avaient adopté l'usage de faire conduire les roues l'une par l'autre, exclusivement après la ligne des centres; mais diverses considérations ayant conduit à diminuer beaucoup l'épaisseur des dents, et par suite leur saillie, en augmentant au contraire leur longueur parallèlement à l'axe, les engrenages actuels ne prennent plus qu'à une petite distance avant et après la ligne des centres, et celte circonstance, jointe à la perfection que l'on apporte aujourd'hui à leur exécution, fait disparaître toute crainte d'accidents; aussi est-on actuellement dans l'usage de faire conduire les roues autant avant qu'après la ligne des centres.
123. Inconvénients de l'engrenage à épicjrcloldeê. — Les inconvénients de l'engrenage à épicycloTdes sont :
I** Que l'intensité des pressions exercées sur les dents augmente à mesure que le point de contact s'éloigne davantage de la ligne des centres, ce qui tend à les faire user inégalement ;
2*> Que le tracé des dents de l'une des roues dépendant du rayon du cercle primitif de l'autre roue, on ne peut faire conduire par une même roue des pignons de différents dia* mètres;
3*" Que si les axes des roues éprouvent le moindre déplacement, tout en resunt parallèles, l'engrenage n'est plus exact.
124.. Engrenage à développantes de cercle. — Une autre solution du problème des engrenages, exempte de ces inconvénients, est celle où l'on donne aux dents la forme de développantes de cercle. Elle est fondée sur la construction suivante :
Par le point t(PL I.fig» 5), qui partage la ligne des centres
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ce en deux parties réciproquement proportionnelles aux vitesses dont les roues doivent être animées, menez une ligne KtK' inclinée sur CC^- puis des points C et C abaissez des perpendiculaires CK et C^K' sur cette ligne, et décrivez des cercles dont ces perpendiculaires soient les rayons. La ligne KK' sera évidemment une tangente commune à ces deux circonférences, et si Ton enroule respectivement les parties tK et tK' sur les cercles CK et CK', le point t décrira les développantes de l'un et de l'autre de ces cercles.
Si l'on conçoit maintenant que l'une des courbes pousse l'autre, cetle action aura toujours lieu suivant la normale commune, et, comme les normales à chacune des deux courbes doivent être tangentes au cercle développé, il est évident, que celle qui est commune aux deux courbes sera la tangente KK'. Ainsi, dans cet engrenage, le point de contact restera toujours' sur la même ligne, qui sera la normale, et par conséquent 1^fort exercé sur l'une des dents sera constant pendant toul durée du contact.
Les roues devant se conduire dans les deux sens, avantet après la ligne des centres, les dents auront la même forme des deux côtes, et afln d'éviter que, par le rapprochement des courbes, leur extrémité se trouve trop affaiblie, il faut donner à leur tangente commune KK' la plus faible inclinaison possible. On y parviendra par la construction suivante, en s'imposant, par exemple, la condition que les dents agissent (te part et d'autre de la ligne des centres et à une distance égale au pas que l'on suppose connu. A partir du point / de contact des cercles primitifs, prenez sur celui du pignon l'arc tt' égal au pas, menez le rayon Ci' et du point/ abaissez sur CV une perpendiculaire, qui sera la tangente commune cherchée. Il est clair, en effet, que la dent du pignon, par^'enue à une distance égale au pas, sera poussée par son premier élément et ne pourra plus l'être au delà. Il conviendra d'ailleurs de prendre l'inclinaison de la tangente un peu au-dessus de cette limite, quand on le pourra faire sans que les dents deviennent trop faibles au bout, afin de parer à de légers défauts de pose.
Quant à la longueur totale des dents, on la déterminera fa-
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eîlement en les iraçani dans la position extrême où elles doivent agir avant et après la ligne des centres et les coupant à cette distance par des arcs de cercle concentriques aux roues. Quoique les dents n'aient pas de flanc reclillgne, il est nécessaire de leur mener deux rayons tangents à leur naissancCf qui limitent le creux, en donnant à celui-ci la profondeur convenable pour le jeu de l'engrenage.
125. Observation sur le cas où la distance des axes varie. —■ On remarquera que si, par un déraui de pose de la macbine ou par l'usé des coussinets, la distance des deux centres C et C venait ii viirier. les dents agiraient néanmoins suivant une normale coinnione, dont l'inclinaison seulement serait différente de celle qui aurait été fixée et que les efforts Iransniia resteraient enrore dans un rapport constant, de sorte que l'engrenage à dcveioppantes conserverait, même dans ce cas, la propriété de produire toujours des efforts constants sur les dents, qui, par cotisi-queni, s'usent plus uniformément dans cet engrenage que (inns tous les autres.
Le tracé de In courbe du pignon ne dépend que de son rayon et de l'inclinaison de la tangente; on voit donc que, celle-ci étant déterminée, par exemple, pour le plus petit des pignons qu'une roue devra conduire, il sera facile de déterminer les arcs à développer et par suite les courbes de dents pour autant de pignons de rayons différents que l'on voudra.
Ces avantages doivent faire préférer, dans beaucoup de cas, l'engrenage à développantes à celui dont les courbes sont des épicycloldes; mais, si l'on exécute le tracé, on reconnattque dans le premier mode, quand les rayons des roues sont trèspetits, l'extrémité des dents s'affaiblit beaucoup par la convergence des courbes; ce qui est, dans certains cas, un grave inconvénient qui doit le faire rejeter et que présente beau'- COup moins le tracé par les épicycloldes.
126. Tracé adopté par les constructeurs. — Nous venons d'indiquer les deux solutions géométriques le plus en usage pour le tracé des engrenages; mais, quoique leur exécution soit fort simple, les praticiens ont adopté une méthode en-
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core plus expédiiive» qu'il importe de connaître et qui s'appllqtte spécialement à Tengrenage à cpicycloYdes. Nous ayons vu que ces courbes pouvaient être considérées comme les enveloppes d'une suite d'arcs de cercle, décrits des divers points de leur circonférence comme centres» avec des rayons égaux aux cordes correspondantes du cercle générateur. Il suit de là que, sur une certaine étendue, la courbe se confond sensiblement avec les cercles correspondants, et, comme on limite nécessairement les arcs de contact à une petite portion de la courbe, on pourra dans la plupart des cas ordinaires de la pratique lui substituer un des arcs de cercle tangents. On reconnaît, en effet, par le tracé exact, qu'en choisissant convenablement le centre du cercle, que Ton veut substiioerl la courbe, il se confond dans toute la partie utile avec téiVb courbe, à moins de l'épaisseur d'un trait fin de tire-lipie« Cette exactitude est certes bien suffisante pour la pratique 61 justifie l'emploi de cette méthode expéditive.
Dans les cas les plus ordinaires, où les cercles ne sont piâ trop petits par rapport aux dimensions des dents et où par conséquent la courbure est un peu rapide, on prend ordinairement pour centre de la courbe la naissance de la dent suivante sur le cercle primitif, et pour rayon le pas de l'engrenage mesuré sur ce même cercle. Lorsque des pignons très-petits, destinés à transmettre des efforts considérables, devront avoir des dents très-épaisses, et que la courbure devra être très-sensible, on pourra déterminer le centre et, par suite, le rayon du cercle destiné à remplacer la courbe par la condition qu'il passe par la naissance et l'extrémité ou le dernier point de contact, qui est toujours facile à déduire de l'amplitude adoptée pour le contact de part et d'autre de la ligne des centres. En effet, en élevant une perpendiculaire au milieu de la ligne qui joint ces deux points, elle rencontrera la circonférence du cercle primitif en un point qui sera le centre cherché, et le rayon sera donné immédiatement.
Cette méthode pratique n'est d'ailleurs évidemment applicable qu'au cas où les dents ont peu de longueur.
Nous avons passé sous silence le tracé des dents des roues qui doivent conduire des lanternes, parce qu'il rentre immé-
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diatement dans la solution générale en regardant le cercle de base des fuseaux comme la courbe donnée. On reconnaîtra d'ailleurs» en l'exécutant, que les dents ne peuvent se conduire qu'après ou avant la ligne des centres, et qu'il conviendra toujours d'adopter la première disposition, afin d'éviter les arcbouiements, qui s'opposent aussi, par conséquent, à l'emploi des lanternes comme roues conductrices. Cet inconvénient, ainsi que les dimensions considérables que l'on est obligé de donner aux fuseaux et aux dents de ce genre d'engrenage, doit le faire proscrire de toute construction soignée.
127. Engrenages coniques ou sphériques, — Passons aux engrenages coniques ou des roues d'angle, pour lesquels toute la difficulté consiste à transporter dans l'espace ce que nous avons dit pour le cas du plan.
La position des axes CS, C'S étant fixée, on divisera l'angle CSC, compris entre eux, en deux autres CST, C'ST, dont les sinus soient réciproquement comme les vitesses de rotation à imprimer à ces axes; en faisant tourner ces angles autour des axes respectifs qui leur correspondent, on aura ainsi les cônes primitifs, se touchant suivant l'arête commune TS. Cest sur les bases circulaires de ces cônes, prises au milieu de la largeur de la couronne qui porte les dents, qu'on fait ordinairement la division de l'engrenage. Cela posé, tout ce que nous avons pu dire pour le cas des roues comprises dans un plan sera applicable à l'espace, pourvu qu'on remplace les lignes droites, dont il a été question, par des plans passant par le sommet S des cônes, et les lignes courbes par des cônes ayant ce même point pour sommet. Ainsi, par exemple, pour que les surfaces coniques des dents en se poussant puissent imprimer des vitesses uniformes aux roues, il sera nécessaire que le plan normal de l'arête commune de contact de ces surfaces passe par l'arête de contact ST des cônes primitifs; les courbes épicycloYdes des dents, relatives au cas du plan, seront remplacées par des cônes épicycloTdes produits par le mouvement d'une arête de l'un des cônes primitifs roulant sur l'autre cône primitif; et, si Ton considère simplement les cercles de base CT, C'T, que Ton peut appeler les cercles primi-
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tifs, les choses se passeront encore d'une manière analogue sur la sphère qui renferme ces cercles et dont S est le centre; seulement les droites seront remplacées par des arcs de grands cercles» et les épicycloïdes» les développantes planes» etc., de viendront des épicycloîdes» des développantes sphérîques, etc. D'après cette analogie, qui règne entre les deux cas du plan et de Tespace, il devient inutile d'entrer dans de nouveaux détails sur la manière de disposer les engrenages, selon les diverses circonstances; il est évident que toute la difficulté réside dans les opérations graphiques nécessaires pour tracer les différentes courbes ou surfaces de dents, d'après les principes de la Géométrie descriptive. Or je ferai remarquer que la rigueur qu'on apporterait ici dans le tracé, en suivant» par exemple, les méthodes indiquées dans l'ouvrage de M. Hachette, que cette rigueur, dis-je, ne conduirait pourtant qu'à des résultats fort incertains, vu la multiplicité des opérations nécessaires pour obtenir le tracé d'une surface de dents, ou même d'un seul point de sa courbe de base; il me semble que le procédé qui suit est suffisamment exact pour la pratique, et n'offre pas ces inconvénients.
128. Solution simplifiée et suffisamment exacte du pro^ blême des engrenages coniques. — On remarquera que les couronnes ou jantes qui portent les dents ou fuseaux, etc., sont et doivent être, en général, terminées, du côté opposé au sommet S des c6ïies{fig, 44)» V^^ d'autres surfaces coniques mnpT, m'n^p'T, dont les sommets S., S', sont sur les axes SC et SC' des roues, et dont les arêtes S.T, S'.T, comprises dans le plan de ces axes, sont perpendiculaires à l'arête de contact ST des cônes primitifs, en sorte qu'elles forment*le prolongement l'une de l'autre, et sont comprises dans le plan perpendiculaire à ST et tangent à la fois aux cônes (S,), (S'J : c'est sur la surface de ces cônes que l'on applique les panneaux des dents, et qu'on vérifie le tracé général de l'engrenage ; or je remarque que, vu le peu d'étendue qu'occupe, sur ce cône, le profil de la courbe d'une dent et de celle qui la conduit, on peut, sans erreur sensible pour la pratique, regarder la petite portion des surfaces coniques (Si), (S',) correspondant à ces dents.
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comme se confondani avec le plan langent SiTS*,, lorsqu'elles
se poussent en T, oîi a lieu leur contact mutuel.
Fie. M.
Cela posé, développant donc les deux surraces de cônes (Si) et (S',) sur le plan tangent commun dont il s'agil {PI. II, ^g. 6), ce qui n'offre aucune difricullé, puisqu'on a la longueur des arêtes et le périmètre des bases, ei observant que, dans ce développement, les longueurs dans le sens des arêtes et les largeurs dans le sens des cercles méridiens concentriques aux sommets ne sont nullement altérées, on ramènera de suite le problème des engrenages coniques à celui des engrenages cylindriques; car rbs cercles primitifs des dents sur la surface des cônes seront devenus, sur le développement, des arcs de cercle tangents entre eux, et qu'on pourra regarder comme les cercles primitifs des deux roues planes à tracer par les méthodes ci-dessus, selon le genre d'engrenage que l'on désire adopter. On aura ainsi obtenu tous les panneaux nécessaires pour tracer les dents sur la surface des cônes limites (Si) et (S'J; d'après quoi, on exécutera facilement les dents tout entières.
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On pourra d'ailleurs préparer un nouveau panneau déve* loppé pour la surface conique qui termine intérieurement la couronne du côté de S., laquelle a ses arêtes parallèles à celles des premiers cônes limites, et donne pour les dents des profils ou figures exactement semblables, en sorte qu'il suffira de réduire les premiers panneaux dans un rapport convenable, qui est celui des arêtes ST et ST'.
129. Dimensions des diverses parties dés engrenages, — A ces détails sur le tracé des engrenages nous aous bornerons à ajouter quelques mots relatifs à la manière de déterminer les proportions des dents.
La largeur des dents (Jig. 45), parallèlement à l'axe de ro-
Fig. 4^*
tation ou dans le sens des génératrices des cônes, est ordinairement égale à quatre fois leur épaisseur, mesurée sur la circonférence primitive, quand la vitesse à cette circonférence n'excède pas i",5o. On la porte à cinq fois cette épaisseur quand la vitesse est plus grande, pour compenser les effets plus grands de l'usure. Enfin, quand les dents d'engrenage sont exposées à être mouillées, et par conséquent à être souillées de sable, qui en augmente l'usure, on leur donne en largeur jusqu'à six fois l'épaisseur.
La saillie des dents sur l'anneau qui les porte est déterminée par le tracé, lorsqu'on se donne l'angle suivant lequel elles doivent agir avant ou après la ligne des centres. Toutefois, la résistance à la rupture étant en raison inverse de cette longueur, elle doit être renfermée entre certaines limites. Il convient qu'elle n'excède pas i,5o fois l'épaisseur à la circonférence primitive, ou, si le tracé donne une plus grande saillie,
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il faudra' d'abord rechercher si, en augmentant un peu la largeur, on ne pourrait pas diminuer l'épaisseur ou le pas, et par suite la saillie ; puis, si ce moyen ne suffit pas, il faudrait se borner è ne faire agir les dents, avant et après la ligne des centres, que jusqu'à une distance où elles atteindraient la saillie limitée. 11 est rare, du reste, que Ton éprouve quelque difficulté à ce sujet.
Ces proportions entre la largeur, la saillie et l'épaisseur une fois établies, il ne restera plus à déterminer que l'épaisseur, et, d'après l'observation des dimensions adoptées par les meilleurs constructeurs, elle peut être déduite des formules suivantes, dans lesquelles on exprime par
A l'épaisseur en centimètres, mesurée a la circonférence primitive;
P l'effort en kilogrammes exercé par l'une des roues sur l'autre :
Pour les dents en fonte 6 = o,io5v^;
Pour les dents en bronze ou en cuivre. . i = o, i3i v^; Pour les dents de charme, de racine, de
poirier et de sorbier ( ' ) fc = o , i83 y/P .
(*) Des roues à dents de bois, — On garnit souvent l'une des deux roues de dents de bois, surtout quand la transmission marche tite; le bois est beaucoup plus élastique que la fonte, et l'on obtient ainsi des transmissions moins saccadées et qui font moins de bruit pendant la marche. Un autre avantage consiste en ce que, en cas de rupture d'une dent de bois, les chances de détérioration de tout l'engrenage sont moindres que lorsque les dents sont en fonte, et le remplacement de la dent cassée se fait plus rapidement et à moins de frais. Il faut avoir soin, dans une semblable réparation, de donner à la dent neuve le profil qu'ont en ce moment les autres dents de la roue qui ont été plus ou moins amincies par le fonctionnement, sans quoi le jeu, en cet endroit, ne serait pas le même que sur le reste de la roue, et il pourrait se produire des arc-boutements ; le plus souvent la rupture d'une dent est un indice que l'ensemble devient trop faible par suite de l'usure, en sorte qu'il y a alors avantage à remplacer toutes les dents à la fois, avec leur profil primitif.
Dans ce genre d'engrenage, il est indispensable de tailler les dents en fonte, ou du moins d'enlever à la lime toutes les aspérités; il faut également dresser avec soin l'intérieur des mortaises de l'autre roue, afin que, lors de l'enfoncement, les fibres du bois ne soient pas déchirées. ( K.)
En nommant, de plus,
/ la largeur en centimètres, s la saillie,
on aura, selon les cas désignés ci-dessus,
/=4^» /=5i ou l = 6b et s = ï,5ob au plus;
et si Ton nomme a le pas de l'engrenage et que le jeu dans le creux soit fixé à •-- ^^ l'épaisseur b de la dent, on aura
Ces relations suffiront donc pour déterminer toutes les pro* portions d'un engrenage, quand les dents des deux roues seront de même matière. Si les substances étaient différentes, et que les dents de l'une des roues fussent en fonte et celles de l'si^tre en bois, ainsi que cela arrive souvent, on aurait de même, pour l'épaisseur b' des dents en bois,
et, pour celle des dents en fonte,
6'=o,io5v^P.
La largeur / des dents devant être la même, on la prendrait pour les deux roues égale à
et le pas, qui doit aussi être le même, serait
a = 6 -h i,ifc'= 2,84 &•
Lorsque les dents sont en métal, on les coule ordinairement d'une seule pièce avec l'anneau qui les porte, et l'on donne alors à cet anneau la même largeur parallèle à Taxe qu'aux dents, et pour épaisseur, dans le sens du rayon, l'épaisseur des dents mesurée sur le cercle primitif.
Si les dents sont en bois et enchâssées dans un anneau en fonte, percé de mortaises, cet anneau a une largeur égale à celle des dents, augmentée d'une fois leur épaisseur de part et d'autre de la mortaise, et dans le sens du rayon son épaisseur est celle des dents.
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D'après ces règles pratiques, qui ne s'appliquent qu'aux engrenages qui ne sont pas exposés k des chocs, les dimensions des dents sont faciles à déterminer dans chaque cas, ainsi que le pas a ou l'intervalle des dents consécutives de milieu en milieu.
Lorsque les rayons R = C / et R' = C / seront donnés, on devra avoir, en appelant respectivement m et m' les nombres de dents des roues C et C,
ma = 37rR et /n'a=27rR',
d'où Ton tirera m et m'.
Mais comme ces nombres doivent être entiers, et qu'il convient même, dans beaucoup de cas, pour la facilité des assem* blages, qu'ils soient divisibles par le nombre de bras de chaque roue, on devra prendre pour m le nombre entier inférieur*et à la fois divisible par le nombre de bras de la roue et par le rapport de R à R% et l'on déduira de la relation
mu = 27rR
une nouvelle valeur du pas un peu supérieure à celle que l'on avait d'abord trouvée, ce qui n'a pas d'inconvénients. On aura ensuite
pour le nombre de dents du pignon, qui sera ainsi nécessairement un nombre entier, puisque le rapport ^r est contenu un nombre exact de fois dans m ( ' ).
( * ) Observation sur le nombre de dents. — Il arrive souvent que toutes les dents d'une roue ne présentent pas la même dureté, que même elles diffèrent légèrement du tracé, surtout quand elles sont neuves et qu'elles n'ont pas été retaillées. Pour atténuer les inconvénients de ces imperfections, il contient de faire en sorte que chacune des dents de l'une vienne engrener succeativement avec toutes celles de l'autre, et pour cela de choisir des nombres m et m' premiers entre eux, ce qui est toujours possible quand on dispose de quelque laUtude dans le choix du rapport des vitesses des deux arbres. (K.)
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190. Carnet des marteaux, — Les considéraiiooa qtie noos avons exposées sur les formes les plus ordinaires des engrenages s'appliquenl facilement aux divers cas parliculiers qui peuvent se présenter, et notamment aux cames destinées & transmettre des mouvements intermittents.
Ainsi les cames, animées d'un mouvement de rotation continu [_^g. 46], qui doivent communiquer à un levier C't un
Fig. 46.
mouvement de rotation alternalîrintermiilent, autour du centre C, auront la forme d'une épicycloïde engendrée par le roulement du cercle de diamètre C'( sur le cercle C/, correspondant à la pièce animée du mouvement continu, le point (, partageant toujours la ligne CC en deux parties réciproquement proportionnelles aux vitesses angulaires à transmettre. Cette courbe agira sur un flanc rectiligne dirigé suivant le rayon passant par C et poussera à partir de la ligne des centres.
131. Cames des pilons. — Si la came devait soulever un pilon ou produire un mouvement rectiligne (PL U,fig. ■]), le diamètre C't devenant indni, la courbe de la dent serait une développante de cercle. Connaissant, dans ce cas, la quantité dont la tige doit marcher pendant la durée du contact, et la portion de la circonférence correspondant à ce contact, on en déduira facilement le rayon du cercle à développer pour produire le mouvement donné- Il faudra d'ailleurs donner & la
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courbe une espèce de flanc, pour livrer passage à la tige et servir en quelque sorte de creux.
Nous n'insisterons pas davantage sur l'examen des cas particuliers qui peuvent se présenter, et dont la solution rentrera toujours facilement dans la méthode généAile que nous avons exposée.
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ADDITIONS
RELATIVES AUX VALEURS DE DIVERS MOMENTS d'iNERTIE (')
Principes généraïu.
i32. Moment d^ inertie par rapport à un axe quelconque, — Nommant, en général , tt le rapport de la circonférence au diamètre , M le volume total d'un corps, I son moment d'inertie par rapporta un axe quelconque, I = MK' son moment d'inertie par rapport à un axe parallèle passant par son centre de gravité, dont la distance au précédent sera représentée par c/, on aura, d'après un principe connu,
l = Mr/»-4-/=M(</*-+-K*),
ce qui indique que le moment dUnertie d*un corpsy par rapport à un axe quelconque, est égal à son moment par rapport à un axe parallèle passant par son centre de gravité, augmenté du produit de son volume par le carré de la distance entre les deux axes,
tf résulte en particulier de ce principe que, si la distance dont il s'agit est très-grande, par rapport aux distances des molécules du corps à l'axe passant par son centre de gravité , le moment d'inertie relalif à Taxe quelconque sera sensiblement mesuré par le produit du volume M et du carré dé la distance d du centre de gravité à cet axe.
i33. Considérations relatives aux corps décomposables en tranches minces parallèles et symétriques, — Considérant un corps décomposé en tranches planes parallèles, infiniment minces, dont Tune quelconque a a>
(*) Nous ne considérons dans ce qui suit que des corps bomogènes, ce qui nous permet de prendre l'élément de Tolume pour l'élément de masse, de sorte que, ^=9™, 809 représentant l'accélération de la pesanteur et n le poids de
l'unité de Tolume ou la densité, on derra multiplier par — tous les résultats,
c'est-b-dire la râleur de la somme 2mr', dans laquelle m serait l'élément de Tolume placé à la distance r de l'axe.
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pour aire et de pour épaisseur, mesurée sur une droite perpendiculaire à ces tranches ; soient p la distance du centre de gravité de cette titnche particulière à un axe de rotation quelconque, et i le moment d'ineitie de laire «> par rapport à un axe parallèle, mené par .ce centre, on aura, d'après ce qui précède, en observant que »><fe,q|tJbn volume et ide son moment d'inertie, par rapport à la parallèle <ttMHQâs^t,
I = ip'wrfc-j- lide\
quanti(jé qu'on obtiendra par une seule intégration, entre les valeurs de e qui appartiennent aux limites du corps, quand «> et i seront connus en fonction de cette même distance e pour une position quelconque de la tranche.
Cette considération sera principalement applicable aux corps décomposables par des sections parallèles égales ou semblables et semblablement placées.
Lorsqu'un corps est engendré par un proOl constant, qui se meut perpendiculairement à une courbe, en même temps que le centre de gravité de l'aire a> de ce proGl décrit les éléments ds de cette courbe, on peut de même décomposer le moment d'inertie du volume infiniment petit we/j, compris entre deux profils consécutifs : i° dans le moment d'inertie p'ci>d[f relatif à Taxe de rotation donné ; a"" dans le moment d'inertie qui se rapporte à une parallèle passant par le centre de gravité de a>. Or, si la distance de ce centre au point qui en est le plus éloigné demeure toujours fort petite, par rapport à sa distance p de l'axe de rotation, et si d'ailleurs les longueurs totales des courbes décrites par ce point et par ce centre sont très-peu différentes , on pourra négliger le dernier de ces moments d'inertie par rapport au premier, de sorte qu'on aura simplement
I = &) I û^ds:
c'est-à-dire que le moment d'inertie du corps sera mesuré, à très-peu près, par le produit de Taire constante de son profil par le moment d'inertie de sa directrice.
Ces considérations sont principalement applicables aux verges droites ou courbes, prismatiques ou cylindriques, dont les profils constant offrent des dimensions très-petites, par rapport à leur étendue et à leur distance de l'axe de rotation.
134. Solides de révolution. — Soient j le rayon et irj' Taire d'une section quelconque faite dans une surface de révolution, perpendiculairement à son axe de figure; dx Tépaisseur de la tranche infiniment mince qui lui correspond, mesurée sur Taxe dont il s'agit, on aura, en prenant
cet axe pour axe de rotation et intégrant entre les limites qui corres* pondent à ses extrémités
et, si Ton prend pour axe de rotation une droite quelconque située, dans un plan perpendiculaire à Taxe de figure, à une distance d de cet axe, on aura, en supposant que Tabscisse x de la section ir/' soit mesurée à partir du plan dont il s'agit,
I = ^ Cy^*f/x -f. TT Çx^y^dx -h Mrf^
quantités qu'on obtient par de simples intégrations, en observant que y est l'ordonnée correspondant à Tabscisse x dans le profil générateur de la surface proposée.
On se rappellera d'ailleurs qu'on a ici , pour calculer le volume M du corps et l'abscisse x, de son centre de gravité à un plan quelconque perpendiculaire à Taxe de figure,
M = ir jx^ttx, J^, = -g- f^ ^dx.
135. Corps pour lesquels il existe un axe de symétrie, — On arrive à des résultats analogues pour les corps qui ont un axe de symétrie et dont les sections perpendiculaires à cet axe sont semblables entre elles ; mais, dans le cas des surfaces de révolution, il arrive de plus que l'axe de figure et toute droite perpendiculaire à cet axe en l'un quelconque de ses points sont des axes» principaux d'inertie, ayant pour moments respectifs les valeurs
- jx^dx, TT I jr*dx-^n j j:^ytlx.
Or il résulte d'un autre principe connu que, en prenant précisément le centre de gravité pour le point dont il s'agit , il devient possible de calculer le moment d'inertie des surfaces de révolution par rapport à un axe entièrement arbitraire.
136. Observation relative aux axes et pleins principaux. — En général, tout plan qui divise un corps en deux parties symétriques est, comme on sait, un plan principal, c'est-à-dire qu'il contient au moins deux des axes principaux de ce corps ; deux plans de symétrie pareils s'entre* coupent donc suivant un axe principal, et trois plans pareils suivant trois axes principaux , qui sont à angles droits , lorsque le corps n'a pas une infinité d'axes principaux, et contiennent nécessairement le centre de gravité du corps, dans le éas de symétrie dont il s'agit.
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137. Expression générale du moment tl*inff0&^par rapport à une droite quelconque passant par l'intersection ddfbJÊs axes prindpaux, — Nommant A , B et C les moments d'inertie par rapport à oes^ois axes principaux rectangulaires, a, 6, 7 les angles qu'ils forment respectivement avec une droite quelconque passant par leur intersection commune, on aura (Mécanique de Poisson, t. II, p. 56), en prenant cette droite pour axe de rotation ,
I = A cos'a -h B cos*6 -+- C cos'7.
Après avoir ainsi rappelé les principales propositions à l'aide desquelles on peut simplifier la recherche des moments d'inertie dans chaque cas, nous passerons à Texposition des résultats concernant divers corps, et que nous nous contenterons simplement d'énoncer, en commençant par ceux qui concernent les lignes ou verges à sections constantes très-petites et les aires ou disques minces.
Moments d'inertie des lignes ou verges à section très-petite.
i38. Ligne droite. — Nommant L la longueur de la ligne droite ou courbe considérée, et i son moment d'inertie par rapport à un axe quelconque, on a :
Pour le moment d'inertie d'une droite, de longueur L, par rapport à un axe passant par son milieu et formant avec elle l'angle «,
Pour celui de la même droite, par rapport à un axe quelconque parallèle au précédent, et qui est situé à la distance d de son centre,
139. jirc de cercle, — Pour le moment d'inertie d'un arc de cercle de longueur s et de rayon r, par rapport au diamètre passant par l'une de
ses extrémités,
. rV r . \ / = — (s sm 25 ),
ce qui donne pour la circonférence entière
/ = nr^.
Pour celui du même arc, par rapport à un axe parallèle au diamètre dont il s'agit, et qui est situé à une distance a en dessous,
a' H \ s 7- sinajr -+- %ar^(i — coss].
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Lonqae l'axe se trouvera situé du côté de l'arc s, par rapport au diamètre, il foudra changer le signe de a. Ces mêmes formules conduiront d'ailleurs, par de simples additions ou soustractions, à Texpression du moment d'inertie d'un arc de cercle quelconque.
i40. Jrcs doubles de parabole, — Pour le moment d'inertie d'un arc de parabole s, divisé symétriquement par Taxe et ayant la longueur b pour corde ou double ordonnée, et la longueur a pour abscisse, comptée du sommet de la courbe, ce moment étant pris :
i« Par rapport à Taxe a,
%** Par rapport à une droite quelconque, perpendiculaire à a et située à la distance G du sommet de la courbe, vers son intérieur,
. / i ab* i «'^'N . f c I A* a\(A»-f-i6ii>)* ' = V-^3Ïc;?-^35:64?^j^""V«'^35?"3J 64 '
expressions dans lesquelles
s = 1 •ô'-MÔr,' + i ^ log ^4 j -^- j \/irn6â^^ ,
le signe log étant celui des logarithmes népériens.
Lorsque b sera plus petit que |a et c> ja, on pourra se contenter de prendre
Pour la première / = |fl^%
Pour la deuxième i = c' j — - ( 1 ) «%
et 5= 2û -h s- logSr*
Sa ^ 0
i41. jircs simples de parabole, — Prenant la moitié de ces mômes valeurs de i, on aura les moments d'inertie de chacun des demi-arcs de parabole limités au sommet, d'où il sera facile ensuite de conclure le moment d'inertie d'un arc quelconque, par rapport à l'arc de la courbe et à l'ordonnée passant par Tune de ses extrémités, etc.; ajoutant enfin entre eux les moments pris par rapport à deux droites, qui se coupent ainsi à angle droit, on aura le moment d'mertie de l'arc proposé, par rapport à la perpendiculaire à leur plan, passant par leur intersection commune, ce qui est évident.
Par exemple , dans le cas ci-dessus d'un arc de parabole s symétriquement divisé par Taxe de 6gure, le moment d'inertie relatif à la perpendi-
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colaire an pkn de cette parabole, et passant à la distance c de son aoÉnmel, est
^'V"*"3aca» 32.64 c'a^y y'^iùa^) \a Sa a» 3/'
€^ plus simplement
Les mômes remarques s^appliqueot également au cas des lignes droites, des arcs de cercle, etc., et partant, si Ton prend ces différentes courbes pour les directrices d'un profil constant , qui cheminerait le long de ces mêmes courbes, en leur demeurant perpendiculaire en son centre de grayité, puis que, supposant Taire du profil trèfrpetite par rapport aux dimensions des courbes et à leur distance à l'axe de rotation, on les multiplie par les moments d'inertie trouvés par les méthodes qui précèdent, on obtiendra le moment même d*inertie du volume engendré par rapport à Taxe dont il s'agit.
Moments d'inertie des aires planes ou disses minces.
142. Cercle, — En nommant, en général , A Paire considérée et i son moment d'inertie, on a pour le moment d'inertie d'un cercle de rayon r, par rapport à l'un quelconque de ses diamètres,
pour celui d'une couronne circulaire, dont r' et r' sont le plus grand et le plus petit rayon, r^ le rayon moyen, / = r' — r" la largeur, ce moment étant pris également par rapport à un diamètre ,
si l'on peut négliger la fraction 7 — vis-à-vis de l'unité, cette expression
4 ''1 se réduit à
pour celui d'un quart de cercle de rayon r, par rapport à un axe parallèle à l'un de ses rayons extrêmes, et qui en est situé à la distance r,
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les signes supérieurs appartiennent au cas où Taxe est situé du côté de la concavité du quart de cercle, et les lignes inférieures à celui où il Test du côté de la convexité.
i43. Bilipse. — Pour le moment d'inertie d'une eUipae dont a ei b sont dea demi-axes principaux, on a :
i** Par rapport au diamètre 2a,
2*" Par rapport au diamètre a^,
3" Par rapport à un diamètre quelconque formant Tangle a avec an,
I = |A(a'sin*a -h6'cos*a).
144. Segment de parabole. — Pour le moment d'inertie d'un segment de parabole limité par une corde de longueur 6, perpendiculaire à son axe de symétrie de longueur a^ ce moment étant pris par rapport à Taxe a,
i = ^ab' = J-Xb\
145. Rectanffle, — Pour le moment d'inertie d'un rectangle dont les côtés sont a et 6, on a :
i** Par rapport à Taxe principal , passant par son centre et les milieux des côtés a,
2" Par rapport à l'axe perpendiculaire sur le milieu des côtés b^
• — Il *'•♦ — I î '^ '* 1
3" Par rapport à un axe quelconque, formant l'angle a avec le côté a,
i = -jîyA(rt*sin^a -4- ^'cos*a).
146. Trapèze. — Pour le moment d'inertie d'un trapèze ayant un axe de symétrie de longueur /?, perpendiculaire aux côtés parallèles b et b' :
i" Par rapport à l'axe a,
'■ = " (^') (^' + *" ) = iV A (6' + A") ; a* Par rapport au côté b,
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Obserratioiui générales.
i47. Moment dUnertie polaire, — Si l'on ajoute entre eux les moments d'inertie d'une môme aire, relatifs à deux axes qui se coupent à angle droit dans son plan, on obtiendra le moment d'inertie de cette aire par rapport à la perpendiculaire élevée à ce plan , au point de la rencontre commune des axes, moment que M. Persy, dans son Cours sur la stabilité des constructions, nomme polaire, attendu qu'il se rapporte aussi à un point du plan pris pour pôle.
Multipliant le moment ainsi obtenu par l'épaisseur du prisme droit, qui aurait pour base l'aire A considérée, on aura l'expression rigoureuse du moment d'inertie du volume de ce prisme.
148. Prismes, — En général, si l'on multiplie les différents moments d^nertie, qui viennent d'être trouvés, par l'épaisseur du prisme ou disque, qui a l'aire proposée pour base, on obtiendra le moment d'inertie môme de ce disque, avec un degré d'approximation d'autant plus grand que cette épaisseur sera plus petite par rapport aux dimensions moyennes de l'aire correspondante.
Dans le cas des figures compliquées, il faudra les partager en d'autres plus simples, en observant que les moments d'inertie s'ajoutent et se retranchent comme les aires elles-mômes.
Enfin, si Ton combine les données de cet article avec celles de l'article qui précède, relatif aux simples lignes, on obtiendra, en vertu du principe du n"" i33, les moments d'inertie des volumes de surfaces engendrées par des profils constants, etc.
Moments d'inertie des corps on volnmes à dimonsiona quelconques.
149. Cylindre à base circulaire. — Pour un cylindre droit à base circulaire dont r est le rayon et a la longueur parallèle à Taxe de figure :
I** Par rapport à cet axe
2"" Par rapport à une droite située dans le plan de Tune des bases, à la distance d de Faxe de figure,
150. Jante ou anneau de révolution, — Pour une jante ou anneau de révolution à section rectangulaire dont / est la largeur parallèle à Taxe, e l'épaisseur dans le sens du rayon, enfin r, le rayon moyen, on a :
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i"" Par rapport à cet axe
2** Par rapport à une droite quelconque située dans le plan de l'une des bases, à la distance d de Taxe de figure,
Dans le cas de ^ <7r,, on peut négliger le terme en ^ de ces dernières expressions, qui, sous cette forme simplifiée, deviennent en même temps applicables à des anneaux dont la section par Taxe a un profil quelconque, et dont la plus forte épaisseur est également moindre que le i du rayon moyen, c'est-à-dire de la distance du centre de gravité de cette section à l'axe.
i5i . Tronc de cône plein. ~ Pour un tronc de cône plein à bases circulaires dont r et r' sont les rayons, a étant la hauteur ou Fintervalle entre ces bases, r, = j(r-4- r') le rayon moyen et l=r— r' la dilBrence des rayons, on a :
1** Par rapport à Taxe de figure
M =\tta ; — = TTflr: ( ih r )?
r — r' ' \ la rj/
OU approximativement, quand /est <ir,
M = 7reir;, 1 = jM ^i^ i ^) rj;
2f Par rapport à une droite quelconque, située dans le plan de Tune des bases à la distance d de Taxe de figure,
' \ a r' 8or}/ • ^ ' \ ar, lor]/ 3
OU avec une approximation sufiisante quand /est <\r^,
A Taide de ces formules, on trouvera, par de simples soustractionSi celles qui concernent les troncs de c6aes évidés, les anneaux tronconiques, etc.;
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à l'égard de ces derniers, on peut d'ailleurs remarquer que le rapport -'
sera le même pour le cône intérieur et le cône extérieur, si ces cônes ont même sommet ; ce qui simplifie beaucoup les calculs dans ce cas.
192. Segment de paraboioïde de révoluiion. — Pour un segmeol de para-
boloïdo de révolution compris entre le sommet et une section circulaire quelconque, de rayon >-, située à la distance a de ce sommet : I* Par rapport à l'axe de figure, •
a* Par rapport à une perpendiculaire quelconque à cet axe, élevée en son centre de gravité situé à la distance | a du sommet,
ATaide de ces formules on trouvera facilement (135, 136 et 137) le moment d'inertie d'un segment de paraboioïde compris entre deux sections quelconques et par rapport à un axe arbitraire donné.
153. Ellipsoïde et sphère. ~ Pour un ellipsoïde quelconque dont /i, 6, c sont les trois axes principaux, par rapport à l'axe a, '
Pour la sphère entière dont r est le rayon, par rapport à un diamètre quelconque,
154. Parallélépipède rectangle. — Pour un parallélépipède rectangle dont a, b, c sont des longueurs d'arêtes :
i" Par rapport à un axe passant par son centre et parallèle aux arêtes c,
2° Par rapport à un axe parallèle à l'arête c, passant par le milieu de la face qui a 6 et c pour côtés,
3* Par rapport à l'arête c elle-même,
155. Cylindres ou prismes droits à base quelconque. — Pour un cylindre ou prisme droit à base quelconque, dont A est Taire des sections constantes et / la longueur :
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i"" Par rapport à Taxe k , qui contient tous les centres de grayité de ses sections, et en nommant 1 le moment d'inertie polairS (147) de ces sections,
2° Par rapport à un axe b perpendiculaire au précédent, en son milieu, c'est-à-dire passant par le centre de gravité du corps, / représentant alors le moment d'inertie des sections constantes Â du prisme, par rapport à un axe parallèle à 6, passant par leur centre de gravité,^
l=-îV A/* -+-//.
156. Prisme droit à base de trapèze. ~ Pour un prisme droit à bases de trapèze dont 6, b' sont les côtés parallèles, a la hauteur perpendiculaire à la fois sur les milieux de ces côtés, enfin c la distance entre les bases:
i"" Par rapporta la droite qui contient les milieux des arêtes ou côtés
b des bases,
- [b-^b')Vb^-\~b'^ , ,(^^-3^')l 1 = ac ' \-\a^ ^-7 — -T-rL
t!" Par rapport à la droite parallèle à 6 et perpendiculaire à la précédente, en son milieu.
T .TU î/^-^3ô' I c'\ I = iMa' ( -7 — TT H il'
3*" Par rapport à l'axe de symétrie du prisme perpendiculaire aux droites précédentes, en leur intersection commune,
137. Prisme droit à base parabolique, — Pour un prisme droit de hauteur c, dont les bases sont des segments de parabole, limités par une corde de longueur b, perpendiculaire à Taxe de figure et distante de la quantité a du sommet :
I** Par rapport à la droite qui contient les milieux des arôtes ou cordes b des bases,
2? Par rapport à la droite perpendiculaire à la précédente, en son milieu, dans le plan de la corde 6,
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3* Far rapport à l'axe de Byméirie du corps perpendiculaire aux deux droites précédentes, *
158. Observation relative au cas ûà les axes de rotation ne seraient pas perpendictthires à Vaxe défigure, — Ces derniers articles sont principalement relatiAi|j|ni bras des balanciers et des roues, aux côtes ou nervures saillantes qili servent à renforcer ces bras, les arbres tournants, etc.
Or il est à remarquer que bien qu'on ait supposé les axes de rotation perpendiculaires à Taxe de figure, dans le plan même de Tune des bases, néanmoins rien ne sera plus facile que d'obtenir par une simple soustraction ou addition de moments d'inertie ce qui concerne des perpendiculaires situées à une distance quelconque de cette base.
Cette remarque s'applique d'ailleurs à l'article qui suit ainsi qu'à plusieurs de ceux qui précèdent.
i59. Prisme trapézoïde, — Pour le prisme trapézoïde tronqué symétriquement aux deux bouts, représenté en projection verticale et horizontale par les trapèzes ÂBB'Â', CDD'C (fig. 47) coupés symétriquement
Fig. 47.
par l'axe 00' et dont les plans respectifs sont censés se confondre avec ceux qui divisent ce prisme môme en parties symétriques ( * ), on aura, en désignant respectivement par b et b\ c et c' les arêtes parallèles ÂB et Â'B', CD et C'D\ et nommant de plus a la longueur de l'axe de symétrie 00', mesurant l'intervalle entre les deux faces parallèles du prisme :
( *) Ce corps peut être considéré comme une sorte de pyramide à base rectanfpilaire tronquée, mais dont les faces non parallèles et opposées, au lieu de converger à un sommet, se couperaient à des distances quelconques de la base.
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i" Par rapport à rhorizontale menée par le point 0, paralftlement aux arêtes C et C' et perpendiculaire SHjr Taxe 0(y,
\=z{a'(c'l/-hicb)-i'i^a^cb''^bc')
'à"" Par rapport à la verticale menée par le point 0, parallèlement aux arêtes b et b' et perpendiculaire sur Taxe 00',
I = {ià(c'b''+- icb) -h ^a'(cb'-^ bc')
résultat qui se déduit mjij^cbamp du précédent, à cause de la symétrie. . On a de même, pourrainiler le volume du corps,
M =ia[^(2c-+-c')-+.6'(ac'-+-c)].
160. Simplification des formules précédentes pour les cas ordinaires. — Ces formules, qui se rapportent spécialement à certains bras de roue et aux manches des gros marteaux, peuvent être simplifiées, attendu que, dans le cas d'application, les différences b — b'^c ^c* sont ordinairement d'assez petites fractions des dimensions moyennes 1(6 -^ 6') > i (^ h- c). Posant en effet
\(b^b') = b,, b^b' = nb,, H^-+-^') = ^., ^-c'=/iic„
il viendra, pour les deux cas traités plus haut,
l' 1 = •^A,C,fl*(20— 5/W — 5/1 -f- 2/w«V
-^j7^c^b]a[io(i-^jn^) -t-Smn -t-j/w/i'],
et .;^
M = a 6, f , ( n- -jV/w/i ) ;
-♦-^6,cîfl[2o(i-+-|/ii')-+- 5/it/i H-|/ï/ii*].
On reconnaît que nei m étant plus petits que Tunité, si c^ est une petite fraction de a, la valeur des seconds termes des expressions de I devient complètement négligeable devant celle des premiers.
Applications.
161. Marteaux de forge. — Lorsqu'on aura à calculer les moments d'inertie des pièces qui entrent dans la composition des machineSi il ne s'agira que de rapporter les formes de chacune de leurs parties distinctes
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à qaelqu*uoe de celles qui yiennent de nous occoper, oe qoi se fera, soit en décomposant le corps proposé en divers éléments, soit en y ajoutant oa#a' en retranchant certaines parties dont les moments d'inertie soient faciles à calculer, etc.
Soit, par exemple, le marteau de forge B (Jlg, 48) , fiié^ Textrémilé
Fig. 48.
du manche en bois CB, qui tourne sur les pivots coniques du collier de hurasse Â ; on calculera d*abord le volume M et le moment d'inertie I des deux parties du manche, par rapport à Taxe A, au moyen des formules
M = fl6,c,(i-+--ïV/w/i), I = jyA,c,a'(ao— 5m— 5/i-h am«) du numéro précédent, dont les résultats devront être multipliés respec-
tivement par le poids n et la masse - de Tunité de volume du bois, pour
obtenir le poids ot le moment d'inertie véritables des parties du manche dont il s'agit.
On calculera pareillement les valeurs de M et I relatives au collier en fonte Â et aux deux cônes de ses pivots par les formules des n^ lëO et 151, qui donnent ici, en nommant r„ e, l le rayon moyen, l'épaisseur et la largeur totales du collier, r le rayon commun des bases des deux cônes, £r, a! leurs hauteurs ou saillies sur ce collier :
Pour le collier, en négligeant j^',
Pour les cônes réunis,
M = i7r(a-+-«')rf, l = iMr».
Quant au marteau en fonte B, on peut l'assimiler à un parallélépipède rectangle dont h serait la hauteur, / la largeur et e* l'épaisseur réduites, qu'on obtiendra approximativement par le tracé de la figure qu sur
àppliquéb aux machines. 241
place même, en menant à vue, sur le plan de sa tète, les parallèles abj cd symétriques par rapport à Taxe vertical BB', .et qui retranchent vers la partie supérieure un peu ptais qu'elles n'ajoutent vers la partie inférieure du profil; nommant d'ailleurs h' et e" la hauteur et la largeur du vide, deid'Xe» distances à l'axe Â de son centre de gravité g et de celui G de la (>artie pleine ramenée à la forme parallélépipédique ; posant enfin l'e'h = M', l'e''h'= M", on aura, en vertu des n~ 132 et 154,
ï=:MW»-MV-H-îVM'(/''-*-A»)--jVM'(r-4-A'») •
= yL'[d^^ ji^h'-^-^n) — w{d"-i'^h"-i--^n).
Si l'on veut se contenter d'une simple approximation, on pourra négliger entièrement les termes en A% h'^ et l'^ de cette dernière formule, lesquels ont des valeurs toujours fort petites, par rapport à d* et d'^; prendre pour valeur commune de d* et d'^ celle de d^ qui est la plus forte et répond au milieu de la hauteur h du marteau ; enfin négliger la faible influence des tourillons de la hurasse, ce qui conduira à des formules d'un caltful très-facile, surtout si Ton connaît a priori le poids des diverses parties.
162. Roues d^engrenages. — Considérant encore la roue en fonte B, dont les bras sont formés de croisillons trapézoïdes parallèles et perpendiculaires à l'axe AÂ', on supposera, pour la simplicité, ces bras prolongés, d'une part, jusqu'à »€et axe, de l'autre, jusqu'à la circonférence moyenne (i50) de la cooMone, etl'on négligera, en conséquence, la portion du noyau comprise iwe ces bras, dont l'influence est d'ailleurs peu sensible; cela posé, nommant
R le rayon moyen de la couronne, allant de Taxe au centre de gravité de son profil ;
E son épaisseur réduite et / sa largeur ;
B et B' les largeurs à la base et au sommet des nervures dirigées suivant l'axe AA';
b et b' celles des nervures perpendiculaires (ces diverses dimensions doivent être comptées de manière à ne comprendre qu'une fois, dans le calcul, la partie commune aux deux systèmes de nervures);
e leur épaisseur commune ;
II = 7200 kilogrammes le poids du mètre cube de fonte ;
/ le nombre des bras ;
— - — j , tt = ffR f — —A f W = awRE/ les volumes respectifs dft nervures qui composent un même bras et celui de la couronne,
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on aura, d'après les n*" 150 et i5S, et en négligeant les termes qui contiennent les carrés dea rapports des épiûsseurs « et E à R, pour le moment dMnertie total et approché de la l^ue.
Si, comme il arrive pour les volants des machines, R est très-grand par rapport à b^ h\ tandis que B et 6 surpassent B' et 6' au plus de {, on pourra prendre, approximativement ou à ^ près,
Enfin on négligera ô'-h h*^ vis-à-vis de R*, ce qui donnera, sans erreur appréciable,
I = !î(W-+-o,3a5U,)RS
U, représentant le volume total et nU, le poids correspondant des bras et de leurs nervures.
163. Considérant, pour dernier exemple, le balancier représentée^. 24, p. 143, dont les bras sont composés dd. jjjbMis ^segments de parabole, égaux et symétriques par rapport à l'ind^BfriBy^ ^n ^^ Qui sont renforcés , à leur pourtour et le long de l*^9k9|@P0tyi., par des côtés ou nervures saillantes, désignons.par
R la longueur commune des bras ou segments paraboliques; B leur corde commune passant par le centre ; E l'épaisseur de leurs parties planes;
a Taire constante du profil des nervures garaboliqoes extérieures; a' Taire du profil des nervures de Taxe horizontal du balancier; P le poids total du balancier ; I le moment d'inertie totale de la masse ;
1/, u\ k',. . . les volumes approximatifs des bourrelets et nervures qui soutiennent les tourillons d'articulation du parallélogramme et de la bielle ; D, D', D*,. . . les distances respectives de ces tourillons à Taxe de rotation ; n = 7200 kilogrammes le poids du mètre cube de fonte ; S le demi-contour du profil extérieur.
D'après cela, on aura approximativement, en vertu des n**i40, 152, 154, et en observant que B est ici plus petit que jR et que les dimensions des profils transversaux des nervures peuvent être généralement n^ligées vis-
à-vis de leurs distances à Taxe de rotation (i41),
On remarquera que les longueurs H, S et. J se rapportent au centre de gravité du profil des nervures extérieureif et que les aires a et a' ne comportent pas les parties qui appartiennent au disque plan du balancier. D'ailleurs, si, au lieu d*ôtre constantes, comme cela se fait d'ordinaire pour la simplicité des constructions, ces aires allaient en augmentant de rextréroilé des bra^^ vers Taxe de rotation, suivant la forme parabolique réclamée par la théorie des solides d'égale résistance, le calcul du moment d'inertie du balancier se ferait d'une manière tout aussi facile en considérant sa masse comme décomposée en ses différents prismes de vide ou de plein, ayant tous pour bases des segments paraboliques de même axe et de même sommet.
I. — Considérations préliminaires
1. Décomposition des machines complexes en machines simples. — En parlant de rétablissement des machines en général (kk. Section I), nous avons donné une idée succincte de la manière dont on procède au calcul de la force motrice qui doit vaincre toutes les résistances réunies : on considère séparément chaque pièce distincte et mobile du système comme une machine simple, soumise elle-même à une puissance et à des résistances qui se font équilibre à tous les instants, ou dont la somme des travaux élémentaires est constamment égale à zéro. La force motrice et la résistance utile appliquées à chacune d'elles n'étant autre chose, en effet, que les efforts de réaction que cette pièce éprouve de la part de celle qui la précède immédiatement, du côté du moteur, ou de celle qui
la suit immédiatement du côté de l'opérateur, on conçoit .:« comment, à l'aide des règles ordinaires de la Statique, on ^ peut parvenir à calculer, de proche en proche, en partant de l'une quelconque des pièces extrêmes de la machine, la valeur des différentes forces, passives ou actives, qui la sollicitent à un instant donné, en fonction, soit de la pression motrice du récepteur, soit de la résistance utile de l'opérateur; et, par suite, comment on peut aussi calculer^ pour chacune de ces forces, la quantité de travail, positive ou négative, qu'elle livre à la machine dans chaque élément du temps, ou entre deux positions quelconques données.
2. Objet spécial de cette Section. — Ces calculs présentent généralement de très-grandes difficultés, toutes les fois que
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les vitesses et les forces varient, en intensité et en direction, suivant des lois quelconques dans les diverses positit^ns des pièces ou machines simples à considérer; et c'est ce qui arrive notamment pour les pièces douées d'un mouvement d'oscillation plus ou moins compliqué et excentrique; mais nous avons vu que, dans la plupart des cas que présentent les machines, les choses sont disposées de façon que les vitesses virtuelles ou géométriques des différents points et celles des forces tant actives que passives demeurent dans des rapports sensiblement invariables, aussi bien que les intensités propres de ces forces et leurs quantités de travail élémentaires ou totales; ce qui permet alors d'établir, entre ces forces et ces quantités de travail, des relations indépendantes de la position du système, et qui fournissent sur-le-champ les moyens de calculer les valeurs de celles qui sont inconnues en fonction de toutes les autres. Or ce sont principalement les machines, ou éléments de machines organisés ainsi que nous nous proposons d'examiner dans la présente Section, en renvoyant à la suivante pour tout ce qui concerne les cas où les vitesses virtuelles et effectives, la direction et l'intensité des forces, seraient susceptibles de varier, suivant des lois plus ou moins compliquées.
.3. Nature des machines simples qui seront considérées dans ^i cette Section, et hypothèses d'après lesquelles on les soumettra '\S- au calcul. — Les poulies, les différents tours ou treuils, le jpbsn incliné, la vis, etc., qui constituent ce qu'on nomme propi^ément les machines simples, appartiennent évidemment à la classe des organes dont nous avons ici à nous occuper, et qu'on pourrait définir simplement en disant que le mouvement uniforme y est rigoureusement possible sous l'action des forces considérées. C'est, en effet, dans la supposition d'un tel mouvement, et même dans celle du repos absolu ou statique, qu'on envisage ordinairement leur théorie dans les traités de Mécanique, en faisant totalement abstraction des forces d'inertie qui peuvent être appliquées à leurs divers éléments matériels , et c'est aussi dans cette hypothèse que nous nous proposons d'abord de les soumettre au calcul; mais
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il ne faudra pas pour cela oublier, dans les applications, que les forces d*inertie, et notamment les forces centrifuges, peuvent jouer un rôle dans certains cas(l<i', Section I), en faisant varier les pressions et les tensions, d*oii naissent en général les résistances passives des machines.
Du reste, tout en renvoyant, pour ce qui concerne les effets de rinertie et de la variabilité de l'action des forces, aux principes qui seront exposés dans la Section suivante, nous ferons, dès àprésent, remarquer, dans la vue de faciliter les applications, que ces effets sont absolument négligeables dans les cas suivants : i*» quand le mouvement s'opère avec lenteur, ainsi qu'il arrive , par exemple , dans les machines employées à soulever ou à traîner de très-lourds fardeaux; 2^» quand le mouvement, quoique très-rapide, n'éprouve que des variations insensibles et que les masses des parties matérielles sont distribuées uniformément autour des axes de rotation, ce qui est également le cas d'un grand nombre de machines de l'industrie; S"" enfm quand les puissances et les résistances actives, appliquées à chaque pièce simple de la machine, agissent d'une manière sensiblement constante ou telle qu'on puisse, sans inconvénient, remplacer dans les calculs leurs actions variables par celles des forces (9, Section I) qui auraient pour intensité constante ce que nous avons nommé leur valeur moyenne.
4. Idée générale de la manière dont on procède au calcul des résistances passives et de leurs quantités de traitait. — Maintenant, pour concevoir comment peut s'effectuer, en général, le calcul des résistances passives ou nuisibles, pour les pièces soumises ainsi à des actions constantes et à un mouvement uniforme, on remarquera que toute la difficulté est réduite à déterminer, pour une position assignée du système, les efforts de pression ou de tension qui s'exercent aux points de contact des parties en mouvement et donnent naissance aux résistances passives; nous verrons en effet, dans le Chapitre suivant, que les expériences ont appris à calculer ces résistances au moyen des efforts qui les occasionnent. La méthode générale consiste, comme on sait, à supposer le sys-
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tème entièrement libre et à introduire les efforts dont il s'agit ainsi que les résistances qui en résultent, comme des indéterminées parmi les autres forces du système; mais cette méthode générale conduit souvent à des complications de calculs très-grandes, et elle peut alors être avantageusement remplacée par d'autres plus directes dans chaque cas particulier.
Par exemple, si Ton veut se borner à une première approximation, on pourra calculer les effets dont il est question dans rhypothèse où il n'y aurait aucune résistance passive; cela sera souvent facile par les règles ordinaires de la composition et de la décomposition des forces, et en supposant qu'on ait préalablement déterminé la valeur de la puissance P qui met en équilibre la résistance active Q» seules forces qui, avec le poids des pièces, sont censées agir sur la machine. On obtiendra ainsi une valeur approchée, mais un peu faible, des efforts qui produisent les résistances passives et par. suite de ces résistances elles-mêmes; multipliant ces dernières par les chemins élémentaires que parcourent leurs points d'application dans leur direction propre, qui est censée invariable, aussi bien que leur intensité; faisant ensuite la somme de tous les produits semblables, on aura une première valeur approchée de la quantité de travail absorbée par les résistances passives, dans l'intervalle dont il s'agit; ajoutant enfm cette somme à la quantité de travail que développe, dans le même intervalle , la résistance active Q qui est censée connue , on aura celle que doit dépenser P. Quant à la valeur même de P, qui est censée constante en grandeur et en direction, on l'obtiendra, soit en divisant le résultat trouvé par le chemin que parcourt son point d'application, dans l'intervalle de temps que l'on considère et dans la direction de P, soit, ce qui est plus général, en cherchant directement la force qui fait à la
fois équilibre à Q et aux diverses résistances passives déjà calculées. Si cette première approximation apprenait, d'ailleurs, que les résistances passives exercent une influence assez grande, il serait à propos de recommencer les calculs, en substituant la nouvelle valeur de P à l'ancienne; mais, comme les résistances passives sont en général très-faibles.
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on obtiendra souvent, dès la première opération, une approximation suffisante pour les besoins de la pratique.
5. Cas où l'action des forces est variable avec la position du système, — On voit, par cet aperçu, que, si la puissance et les diverses résistances, au lieu d'être constantes en direction et en intensité, comme on vient de le supposer, étaient susceptibles de varier d'une manière sensible, selon les positions successives du système , on se trouverait obligé de calculer leur valeur et celle de leur quantité de travail élémentaire, pour chacune de ces positions, afin de pouvoir en déduire ensuite les quantités de travail totales qu'elles développent entre deux instants donnés, ce qui réclamerait le secours du Calcul intégral ou des méthodes d'approximation dont il a été question au r\^ 9 de la Section I, méthodes qui ont l'avantage particulier de ne pas exiger que l'on connaisse la loi ou l'expression analytique de chaque force en fonction du chemin décrit par son point d'application. Mais on évite, dans beaucoup de cas, ces difficultés, en remplaçant les résistances variables par leurs valeurs moyennes, calculées une fois pour toutes, ainsi que nous en verrons des exemples dans la Section suivante, spécialement consacrée à l'examen des systèmes soumis à des mouvements et à des actions variables.
Je pense que, d'après ces développements, on n'éprouvera aucune difficulté à saisir le but des applications qui suivent, et qu'on sera parfaitement en état d'en mettre à profit les résultats lorsqu'il s'agira de calculer, dans chaque cas particulier, les quantités de travail utile transmises à l'opérateur d'une machine par une force motrice donnée, ou celles qu'il est nécessaire de dépenser, sur son récepteur, pour produire un effet utile déterminé. Du reste, nous ferons observer que les seules résistances passives dont nous ayons ici à nous occuper sont les frottements de diverses espèces, l'adhérertce et la roideur des cordages, attendu que la résistance des milieux peut être négligée quand le fluide est l'air et que les surfaces et les vitesses ne sont pas très-considérables, ce qui est le cas de presque toutes les applications.
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tème entièrement libre et à introduire les efforts dont il s'agit ainsi que les résistances qui en résultent, comme des indéterminées parmi les autres forces du système; mais cette méthode générale conduit souvent à des complications de calculs très-grandes, et elle peut alors être avantageusement remplacée par d'autres plus directes dans chaque cas particulier.
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on obtiendra souvent, dès la première opération, une approximation suffisante pour les besoins de la pratique.
5. Cas où l'action des forces est variable avec la position du système, — On voit, par cet aperçu, que, si la puissance et les diverses résistances, au lieu d'être constantes en direction et en intensité, comme on vient de le supposer, étaient susceptibles de varier d'une manière sensible, selon les positions successives du système , on se trouverait obligé de calculer leur valeur et celle de leur quantité de travail élémentaire, pour chacune de ces positions, afin de pouvoir en déduire ensuite les quantités de travail totales qu'elles développent entre deux instants donnés, ce qui réclamerait le secours du Calcul intégral ou des méthodes d'approximation dont il a été question au n® 9 de la Section I, méthodes qui ont l'avantage particulier de ne pas exiger que l'on connaisse la loi ou l'expression analytique de chaque force en fonction du chemin décrit par son point d'application. Mais on évite, dans beaucoup de cas, ces difficultés, en remplaçant les résistances variables par leurs valeurs moyennes, calculées une fois pour toutes, ainsi que nous en verrons des exemples dans la Section suivante, spécialement consacrée à l'examen des systèmes soumis à des mouvements et à des actions variables.
Je pense que, d'après ces développements, on n'éprouvera aucune difficulté à saisir le but des applications qui suivent, et qu'on sera parfaitement en état d'en mettre à profit les résultats lorsqu'il s'agira de calculer, dans chaque cas particulier, les quantités de travail utile transmises à l'opérateur d'une machine par une force motrice donnée, ou celles qu'il est nécessaire de dépenser, sur son récepteur, pour produire un effet utile déterminé. Du reste, nous ferons observer que les seules résistances passives dont nous ayons ici à nous occuper sont les frottements de diverses espèces, l'adhérertce et la roideur des cordages, attendu que la résistance des milieux peut être négligée quand le fluide est l'air et que les surfaces et les vitesses ne sont pas très-considérables, ce qui est le cas de presque toutes les applications.
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en contact, le rouleaO et le plan s'imprimeront, s'engageront l'un dans l'autre; et, si l'on suppose une puissance horizontale F, appliquée tangentiellement à la partie supérieure T de la circonférence du rouleau , elle aura à vaincre la résistance opposée par les aspérités ou saillies quelcon(fues situées en ab, du côté où s'opère le mouvement de roulement sur le plan AB, et dont l'effet consiste a repousser le rouleau normalement à »^ la surface de contact ab, c'est-à-dire suivant des directions
passant par le centre C. La rotation instantanée du cylindre tendant d'ailleurs à se faire autour du point de contact a , on conçoit comment l'équilibre s'établit à chaque instant, enlre la force F et les différentes forces de répulsion dont il s'agit, en ayant égard à leurs bras de levier respectifs, par rapport à ce point.
On possède très-peu d'expériences sur la résistance des corps au roulement ; elles sont principalement dues à Coulomb, qui les a faites incideniellement à l'occasion de ses belles recherches sur la roideur des cordes, dont les résultats seront rapportés plus loin. Ayant fait mouvoir, sur une surface plane en chêne, des rouleaux de bois de gaTac de 2 et de 6 pouces de diamètre, sous des pressions de 100 à 1000 livres, il a été conduit à admettre que la valeur de la puissance F était sensiblement proportionnelle à la pression P et inverse du diamètre des rouleaux; de sorte qu'on a
D étant ce diamètre et A un coefficient constant qui ne varie
qu'avec la nature des substances en contact (*}.
Quant à la valeur de cette constante. Coulomb Ta trouvée
égale à
o,o36 pour le rouleau de bois de gaïac,
0,06 pour le rouleau de bois d'orme,
(' ) Théorie du frottement de roulement, d'après les expériences de Dupuit. — La théorie du roulement reproduite dans le texte a été donnée par l'auteur, dans l'édition de i832. Plus tard, en 1837, Dupuit fut conduit {Essais et expériences sur le tirage des voitures ) à modifier en partie la loi indiquée par Coulomb. Nous croyons devoir reproduire ici les principes qui permettront d'ap-
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Enfin ces résultats démontrent avec évidence Tutilité des ap'
pareils destinés a renouveler et à répandre sans cesse l'enduit
sur les surfaces frottantes; dans ces conditions, le rapport du
frottement à la pression, avec les mêmes enduits que ci-dessus,
s'abaisse jusqu'à
A laide de ces résultats il nous sera facile, dans chaque cas, de déterminer l'intensité des frottements, lorsque nous connaîtrons la pression supportée par les surfaces en contact.
Quant au frottement qui provient du roulement des corps et qu'on nomme frottement de la seconde espèce y on sait qu'il est ordinairement négligeable vis-à-vis du premier, et qu'on peut en faire entièrement abstraction dans la plupart des calculs relatifs aux corps solides et durs qui entrent dans la composition des machines; cependant, comme il peut jouer uorw^ essentiel dans certaines circonstances, nous allons relater le petit nombre de données d'expériences que Ton possède sur ce sujet.
Résistance due an roulement des corps.
7. Notions et résultats d*expériences sur le frottement de roulement.^ SoitC(yîg^. 49) un rouleau cylindrique pose sur
^N\^V SSS\\\\\V\^ !g^???\^V\\\Vs\v\Vxs
un plan de niveau AB et soumis à une pression verticale P, provenant tant du poids du rouleau que d'une force étrangère quelconque; en vertu de cette pression, de la contexture et de la compressibilité plus ou moins grande des substances
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de levier de la puissance F, par rapport au contact a du rouleau et du pian AB, bras de levier qui peut être quelconque; si Ton suppose que celte puissance agisse tangentiellement à la circonférence d'un cylindre concentrique ou connaxique au proposé, et ayant lui-même un diamètre quelconque, la résistance agit réellement au point a, en sens contraire du chemin décrit par ce point, le long de AB, de sorte que, sa vitesse virtuelle n'étant que la moitié de celle de F, son intensité doit ausll être censée le double de ce que donnent les formules dont il s'agit.
Pour mettre ces circonstances dans tout leur jour, 11 sufGt d'observer que la puissance F (Jig. 5i), appliquée tangentiellement à la circonférence du rouleau, décrit un chemin qui se compose à la fois de celui TT, = a^i, qui a été parcouru par les points de contact T et a, et de l'arc TT'=aa% qui s'est en quelque sorte déroulé en ces points, arc égal au che« min dont il s'agit; cela paraîtra complètement évident d'ailleurs, si Ton suppose que F agisse par l'intermédiaire d'un fil très-délié, enroulé sur le cylindre de F vers T'. Or il en résulte que, si Ton nomoq^/ la valeur absolue de l'effort tangentiel, quel qu'il soit,^i s'exerce en a pour s'opposer au
d'après Coulomb i resterait constant quel que fût le rayon, ce qui ne parait pas possible a priori^ puisque $ doit toujours être plus petit que r. Voici quelques chiffres résultant des expériences de Dupuit:
Bois roulant sur bois. .»...' ^ = 0,0011 ^r,
Fer roulant sur boia kiiiilde S — 0,0010 ^,
Fer roulant sur fer. , . . • .^ S = 0,0007 V'^*
Roues sur chaussées empierrées ^ = 0|03 ^.
Les expériences de M. Morin ne confirment pas ces rélbltats, et tendent à démontrer que la loi de Coulomb est plus approchée de la vérité, dans les caa ordinaires de la pratique; d'après M. Morin, ^ devrafi en outre augmenter quand la longueur de contact géométrique diminue.
On admet généralement que, lorsque le cylindre est sollicité en même temps par des forces verticales dont la résultante passe par l'axe, et par des forces horizontales, la résultante, qui est alors oblique, passe aussi par le point A' situé à la distance i en avant 4« A, 9 ayant la même valeur que dans le cas examiné plus haut. (K.)
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mouvemenl de iraoslaiion du rouleau, </« l'élément de chemin que décrit unif^rinénient son point d'applicailon, dans le sens
Mb- 5i
de,-4iB» n quantité de travail élémenUire étant mesurée par /ftfC^le de F le sera par ¥.ide,Ae sorte qu'on aura (t5)
fde = -iFde' ou /=2F = aA^.
Telle est donc la valeur absolue qu'on doit attribuer à la ré-
'.^. sistance, abstraction Taite du point auquel est appliquée la
40'Ç'paissance F? qui doit la vaincre dans l'hypothèse du mouve-
■'inent uniforme. Si F, par exemple, agit tangeniiellenient au
point X, iui aura
si elle agit tangentiellement à une circonTérence concentrlqae à celle du rouleau et de diamètre d, on aura, en observant que Mai chemin élémenuire est à celui d.e/^ns le rapport de rf -»- » »D,
valeur qui devient, quand d = o ou que la puissance agit directement en C,
directement en C,
ce qui est évident a priori.
Enfin si F, au lieu d'agir tangentiellement à un certain cercle concentrique au rouleau, en des points variables de la
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circonférence de ce cercle, était constamment appliquée en un menue pointy dans une direction d'ailleurs arbitraire, son expression serait très-différente de celle que nous venons de lui assigner, et uniquement relative au rapport de sa vitesse virtuelle à celle de / ou du point a.
Quant au cas où le rouleau aurait une fomfè cylindrique distincte de la forme circulaire, il est évident que la résistance absolue au roulement serait encore exprimée par la formule
pourvu qu'on prît pour P la pressitfPiiormale résultant de toutes les forces appliquées à ce cylindre, dans la position qu'on lui attribue à un certain instant, et que D fût pris égal au diamètre du cercle osculateur relatif au point de contact correspondant à cette même position. On trouverait évidemment, d'une manière analogue, l'expression du frottement de roulement dans le cas des surfaces convexes de forme continue quelconque; mais nous ne pousserons pas plus loin ces considérations purement théoriques, et qui seraient sans uti-lité réelle dans l'état actuel de nos connaissances expérimentales.
9. Usage du roulement pour faciliter le transport des far " deaux. — M. Régnier, ancien conservateur du Dépôt central de l'Artillerie, ^a fait, avec son dynamomètre ('), une expérience sur l'emploi des rouleaux circulaires pour traîner des charges sur un pavé horizontal. Ayant d'abord Mt glisser directement sur ce pavé une caisse en bois chargée d'un poids de 240 kilogrammes, il a trouvé que l'effort à exercer, dans le sens du chemin décrit, était de i4o kilogrammes. Ayantensuite placé cette même caisse sur des rouleaux de o°',o86 de diamètre, il a trouvé que, sous la même charge, l'effort à exercer n'était plus que de 25 kilogrammes, ou environ | seulement du précédent; mais comme il y avait à la fois roulement sur la
(') Journal de l'Ecole Polytechnique, V* Gabier, p. 171.
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caisse et sur le pavé, on n'en peut rien conclure relativement à la Valeur qui doit être attribuée séparément à chacune des résistances qui naissent de, ce roulement.
Ces expériences servent dciic uniquement à prouver les avantages que peut offrir l'emploi des rouleaux dans les constructions publiques 9 avantages qui doivent se reproduire quand on substitue des sphères, par exemple des boulets de fonte, aux rouleaux, comme on l'a fait lors du transport à Saint-Pétersbourg de l'énorme rocher de granit qui sert de piédesul à la statue de Pierre le Grand ('). On sait que, pour effectuer ce transport, on fut obligé de construire, sous les galets, des chemins à ornières en fonte, établis sur des massifs de maçonnerie, et de revêtir d'ornières parallèles le dessous des brancards du traîneau qui supportait le rocher; mais, comme ces moyens n'auraient pas suffi en eux-mêmes pour rendre le transport possible à l'aide du tirage direct des hoilunes et des animaux, on se servit, pour augmenter leur action, d'un certain nombre de cabestans amarrés à des pieux fichés en terre de dislance en distance, cabestans dont nous donnerons un peu plus loin la théorie, d'après Coulomb, en ayant égard au frottement et à la roideur des cordes.
10. Observaticéàsiuila manière d'évaluer la résistance de ce transport. ^ Xdà^tpvan fardeau est ainsi transporté sur des rouleaux, il pareio^urt nécessairement un chemin double de celui que décrit leur centre, et c'est ce qui oblige de reporter fréquemment les rouleaux de l'arrière à l'avant du traîneau qui supporte la charge. Cette opération occasionne une certaine perle de temps et de travail, qui n'a pas lieu dans le transport par voilure, où la puissance estimmédiatement appliquée a l'axe ou essieu de chaque roue; mais alors cette perte est remplacée par celle qui provient du frottement des essieux, et que nous enseignerons bientôt à calculer. Quant à la manière d'évaluer la résistance totale, dans le cas qui nous occupe, elle se conclut immédiatement des observations qui précèdent.
(*) Jrt de bâtir, par Rondelet: Transporc des fardeaux.
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Il estclalr, en effet, que, «^ un cojps P(^g. 52] est supporté sur un ou deux rouleaux pw une bcë planeeltiorizonulaDE,
la force F qu'il est nécessaire d'appliquer dans le sens de celle face, pour vaincre it la fois sa résistance au roulement et celle du pltm borizpnial inférieur Afi, devra £lre exprimée par
/' étant la valeur absolue de la résistance tangenlielle qui se
déveWppe en T et T', A.' le coeflicien't relatif aux substances en contact en ces
points.
Pour s'en convaiacre directement, iTsuffit d'observer que, e étant l'élément du chemin décrit, dans un ceruih instant, par les centres des rouleaux, on devra nécessairement avoir, dans la supposition du mouvement uniforme,
attendu que l'arc développé en T est simplement égal à celui qui l'est en a, tandis que )e chemin décrit simultanément par le point d'application de F est le double de cet arc. Supposant, par exemple, que, dans l'expérience citée de M. Régnier (9), les rouleaux fussent de bois d'orme et la cdisse de chêne, on aurait, d'après Coulomb (7),
A'^ 0,00163; d'ailleurs
P = 34o^«, D = o",o36, F=sa5'";
àppuquIe adx MACHiitis. iSg
substituant ces valeurs àané la première des équations cidessus, OR en déduir^
valeur cinq fois plus forte qve celle de A'; ce qui n'a rien d'éionnaat, puisque A se rapj^ôrte & Ja résistance d'un pavé qui pouvait contenir des inégalités ou obstacles considérables.
De la rotdeoT dea-cMdâ'flt de8 eonrroiea.
11. Notions el foimulatfMur la réiitUmce provenant de la raideur des cordes. — Lorsqu'une corde PABQ (^g. 53) est
développée sur un rouleau ou sur une poulie mobile autour de l'axe G, et qu'elle se trouve tendue, k l'une de ses extrémités, par un poids Q, que doit mettre en équilibre ou faire mouvoir une puissance P agissant à l'autrf), on observe que la partie BQ, du côté de la résistance, sollicitée par la roideur, s'écarte de la direction propre de l'effort Q, de sorte que le bras de levier de cet effort est augmenté. La partie AP de la corde qui répond à la puissance P paraît, au contraire, conserver une direction qui se confond avec celle de cette puissance, attendu que le ressort de la corde tend pluldt à hvo-
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riser le déroulement qu'à Tempêcher, et il en résulte qu Tenroulemeni en B produit seul Texc^ de résistance qu'a vaincre la puissance P.
S'il n'y avait pas de roideur, lepoids P serait égal à Q; nnais à cause de la roideur, P doit être augmenté d'une certain quantité, que Coulomb, d'après le résultat de ses expériences a trouvée être sensiblement indépendante de la vitesse di mouvement, et dont, pour les cordes ordinaires, il représent la valeur par la forméie suivante :
dans laquelle d eiJ) sont les diamètres respectifs de la cord et de la poulie, exprimés en mètres; Q la tension de la parti de cette corde qu^subit l'enroulement en B, tension qui es censée donnée en kilogrammes; a un poids constant qui s rapporte à la roideur «naturelle de la corde, et qui provient d degré plus ou moins grand de tension ou de torsion des fil simples dont elle se compose ('); b un nombre égalemer constant et uniquement relatif à l'augmentation de roideu due à la tension étrangère Q; enfin fx un autre nombre qi varie essentiellement avec l'état de la corde.
Pour les cordes blanches ordinaires, [i se trouve compri entre i et 2, selon le degré plus ou moins grand d'user ou d nexibilité naturelle : on a //. = 2 pour les grosses corde neuves, [m = i, 5^} pour les cordes plus qu'à demi usées enfin /:x = i pour les ficelles lrès-petites*bl très-flexibles.
Pour les cordes goudronnées, il est plus exact de rempla cer df" par le nombre n des fils de caret dont elles se com posent; la formule devient ainsi simplement
(*) Les cordes se composent de trois torons ou cordes moins grosse entrelacées et tordues; les torons sont formés d'un certain nombre do ficell ou brins qu'on nomme^^ de caret.
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et la résistance ne varie plus sensiblement avec le deg^é d'user des cordas.
12. Résultat des expériences de Coulomb. — Les résultats des expériences que Coulomb a faites pour déterminer les valeurs des quantités d^a ou na, d^h ou nby dont la première exprime la roideur constante d'une corde d'espèce et de diamètre donnés, et la seconde sa roideur par kilogramme de la charge ou tension Q, se trouvent consignés dans le tableau ci-après, que nous empruntons à Navier, Architecture hjr^ draulique de Bélidor, nouvelle édition^ page 178, Note {bb^).
Tableau des poids nécessaires pour plier différentes cordes autour d'un arbre de 1 mètre de diamètre (').
ROIDBUR
D1CATI0N DES CORDES
dei cordes
det cordai
constante
kllofraDme
par mètre de longueur.
=zd^a.
de eharf e
Cordes blanches de 3o fils de caret.
Cordes blanches de i5 fils de caret.
o,oi44
o,o63ji4
o,oo55i8.}
Cordes blanches de 6 fils de caret.
o,oo88
o,oo338o{
Cordes goudronnées de 3o fils
o,oia56i4
Cordes goudronnées de i5 fils
o,oi68
Cordes goudronnées de 6 fils
o.oo«%|68 T
Nota. •— Pour les cordes blanches mouillées, de o*°, 03 et au-deasoft^lklfell prendre pour dV'a le double des nombres portés au tableau. La valeuf de ^f» augmente un peu aussi pour les cordes goudronnées, quand la températurev^ au-dessous de zéro; enfin elle est un peu moindre pour les cordes qui viennent d'être récemment pliées sur une poulie, ce qui prottre qu'il faut Un certain temps pour que la roideur atteigne sa limite et que, si les cordes passent sur des poulies consécutiTes, leur résistance est au-dessous de celle que leur assigne lô tableau ci-dessus. On diminue d'ailleurs beaucoup la roideur des cordages en les imprégnant d'un corps gras ou en les frottant avec du savon.
(^) Les cordes employées par Coulomb étaient neuves, composées de 3 terrons dont lesiils, par suite de la torsion, avaient été réduits dans la fabrication au tiers de leur longueur primitive; les expériences ont donné, pour ces cordes.
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13. Manière d'appliquer ces résultats au calcul de la roi-deur des cordes, ^ Lorsqu'il s'agit d'évaluer la roideur d'une corde donnée au moyen du tableau, on y choisit une cordé quiy par sa constitution et sa grosseur, s'éloigne le moins possible de celle-là; on substitue les valeurs de d^a, d^b qui lui
correspondent, dans la formule -^ {dy-a h- rf»*6Q), en y remplaçant D et Q par les valeurs qui conviennent au cas actuel ; ce qui revient, comme on voit, à calculer la roideur ^ la corde du tableau, supposée enroulée sur le même tambour, et sollicitée par le même poids Q. %
Cela posé, d' étant le diamètre de la corde à calculer,
'|r-(fl-f-6Q) sera sa roideur, puisque a, 6, Q et D ont les-
mêmes valeurs que ci- dessus; donc il suffira de multiplier le résultat obtenu pour la corde du tableau par le rapport
9 en prenant pour /jl un nombre relatif au degré
d'user de la corde (*), conformément à ce qui a été prescrit
ci-dessus.
Pour les cordes goudronnées, il faudra multiplier le même
fil résultat par le rapport — du nombre des fils de caret des deux
cordes.
14. De la force absolue et du poids des cordages ('). — Afin de ne rien omettre d'essentiel de ce qui concerne les cordes.
^ = 1,^5 moyennement; pour des cordes presque hors d'état de servir, Coulomb a trouvé /a = i,4o> Les nombres adoptés ci-dessus sont un peu plus forts, ce qui tend à augmenter l'estimation de la roideur et n'a aucun inconvénient pour l'usage qu'il s'agit d'en faiic dans la pratique {-voir la Théorie des ma* chines simples de Coulomb, Mémoires des Savants étrangers^ t. X).
(*) D'après la Note qui précède, il faudrait, pour une plus grande exactitude,
multiplier le résultat obtenu par le rapport ^i^-g; mais, comme l'exposant 1,7s
diflfôre très-peu des limites 1 et t,5o adoptées pour les cordes d'une certaine grosseur, on peut, sans inconvénient, supposer avec Navier, l'exposant de d* égal à fx,
(•) Consulter, à ce sujet, V Introduction à la Mécanique industrielle (3* édi- Uon.)
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nous ajouterons, d'après Coulomb, qu'on ne doit jamais les charger au delà de 4o kilogrammes par fil de caret, quoique, en général, elles poissant soutenir, sans se rompre, de 5o à 60 kilogrammes* LeS cordes mouillées perdent près du | de ]eu( force, et la résistance, à diamètre égal, n'est pour les cordes goudronnées guère que les j- ou les 7 de celle des cordes blanches.
D'après les expériences de Duhamel, la résistance des cordes bliinches à la rupture serait proportionnelle au carré du dia* mètre; mais elle augmente dans un rapport un peu plus grand que leur poids sous l'unité de longueur et que le nombre des fils de caret dont elles se composent : d étant le diamètre d'une telle corde exprimé en centimètres, on pourra, d'après Navier {voir l'Ouvrage cité, page 182, Note bc), représenter la force nécessaire pour la rompre par ^ood* kilogrammes; cette valeur peut d'ailleurs différer, en plus ou en moins, de V de la véritable, selon la qualité du chanvre et les circonstances de la fabrication.
Ces différents résultats ne s'appliquent d'ailleurs qu'aux cordages fabriqués d'après l'ancienne méthode; ceux qui le sont d'après les procédés de fabrication introduits par M. Hubert, à l'arsenal de la Marine de Rochefort, outre qu'ils ont plus de souplesse, offrent encore un surcroît de résistance qui augmente proportionnellement au nombre des fils de caret.
Il est quelquefois utile de connaître le poids des cordages dont le diamètre est donné; on le trouvera d'après cette règle, qui nous a été communiquée par le célèbre ingénieur dont il vient d'être parlé : Prenez le | du carré de la circonférence du cordage exprimé en pouces : le résultat sera, en livres, le poids d'une brasse de 5 pieds de longueur de ce cordage. Nommant c le nombre des centimètres contenus dans cette circonférence, le poids du mètre courant du cordage sera ainsi exprimé par la formule
0,00826c' kilogrammes.
16. De la roideur des lanières et courroies,— Nous avons vu, dans la Section II, qu'au lieu de cordes on se servait souvent.
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dans les machines, de courroies et lanières en cuir de Hongrie, larges et d'une petite épaisseur, qu'on renforce quelquefois sur les bords extérieurs. Comme ces courroies ont ordinairement une flexibilité très-grande, leur roideur donne Heu à une résistance assez faible et qu'on pourrait, à la rigueur, négliger dans les calculs. Néanmoins, si l'on veut en tenir compte, on pourra, en attendant des expériences spéciales à ce sujet, supposer que leur résistance est sensiblement la même que celle d'un assemblage de petites cordes superposées et ayant un diamètre égal à leur épaisseur aux divers points; c'est-à-dire qu*on se servira encore, pour évaluer cette résistance, de la formule du n"* 11 ci-dessus; il faudra multiplier ensuite le résultat par un coefficient numérique représentant le nombre des cordelles qui sont censées entrer dans la composition de la courroie (* ); on choisira d'ailleurs, pour l'exposant /xqui entre dans cette formule, des valeurs en rapport
(' ) Ralentissement dans les transmissions par courroies, — La transmission des vitesses par poulies et courroies ne peut jamais se faire rigoureusement dans le rapport ioTerse des rayons des poulies; il se produit toujours un ralentissement pour l'arbre mené, ralentissement qui, dans beaucoup de circonstances, peut avoir une valeur relative assez considérable pour qu'il soit nécessaire d'y avoir égard dans le calcul des diamètres des poulies.
Considérons une poulie A transmettant le mouvement, à l'aide d'une courroie, à une poulie B montée sur un arbre parallèle à celui de la poulie A; soient R et e^ le rayon et la vitesse angulaire de la poulie A, R' et ta' le rayon et la vitesse angulaire de la poulie B; supposons de plus qu'une force F agisse tangentiellement à la poulie B, en sens contraire du mouvement.
Si le mouvement uniforme est établi, le brin conduisant de la courroie se trouve à une tension T, le brin mené à une tension T', et la différence de ces tensions T — T' est égale à F. Or la courroie, étant composée d'une matière élastique, ne peut pas passer d'une tension à une autre sans changer de longueur, en sorte que, si nous prenons deux points quelconques sur la courroie en mouvement, la distance de ces deux points variera avec la tension à laquelle est soumise la portion considérée. Quelle que soit la loi de la variation de la tension de la courroie en ses différents points, il est évident que son mouvement a tous les caractères d'un mouvement permanent, et que par suite la quantité de matière qui passe aux différents points dans le même temps est la même; il faut pour cela que la longueur naturelle de courroie qui passe aux différents points dans le même temps soit constante, en entendant par longueur naturelle d'une portion de courroie soumise à une certaine tension la longueur qu'elle aurait si cette tension était nulle. Si donc l' est la longueur de courroie à la
avec le degré plus ou moins grand de flexibilité qu'on suppose à la courroie, d'après la durée de son emploi et la nafure du cuir qui la compose.
Des expériences qui ont été faites à Ànzin, puis répétées à^ Metz, prouvent que, lorsque les courroies, convenablement tendues, servent à communiquer le mouvement à des tambours différents, la vitesse est transmise d'un axe à un atltre sans une perte appréciable; et il en est ainsi probablement encore des cordes sans fin employées au même usage. Cette circonstance tient au frottement qui s'exerce aux différents points de contact avec les tambours, et dont l'intensité, croissant très-rapidement avec la tension et l'arc embrassé, empêche la courroie de glisser sous la différence des efforts qui la sollicitent à ses extrémités. Comme cette propriété est une qualité précieuse dans beaucoup de cas, nous allons ici en rappeler la théorie.
tension T' qui s'enroule dans un temps B sur la poulie B, il se déroulera de cette poulie, pendant le même temps, une longueur / de courroie à la tension T, qui sera 'telle que sa longueur naturelle soit la même que celle qui correspond à la portion enroulée /'. Il est clair, d'après cela, que, contrairement à ce que l'on admet ordinairement, la longueur géométrique de courroie qui s'enroule sur la poulie dans le temps 0 est plus faible que la longueur géométrique qui se déroule dans le même temps, et que, par suite, il se produit forcément sur . la poulie B un glissement dans le sens du mouTement.
On reconnaîtra de même que la longueur de courroie enroulée dans le temps 0 par la poulie A est plus grande que la longueur géométrique qui se déroule dans le même temps, et que, par suite, il se produit un glissement de la courroie en sens inverse du mouTement.
On démontre facilement que, sur chacune des deux poulies, il y a contact sans glissement suivantles génératrices sur lesquelles commence l'enroulement, en sorte que les longueurs de courroies enroulées dans un temps 0 par les poulies A et B sont Rud à la tension T et R'u'^ à la tension T'.
Si nous exprimons l'égalité des longueurs naturelles qui correspondent à ces longueurs, nous aurons, en représentant par a l'allongement de l'unité de longueur de courroie sous l'unité de tension,
Rcad Yi'ùi'e
d'où l'on tire
ûj' iH-aT' R
61 ""i-^aT R'
Le rapport desTitesses est donc égal au rapport inverse des rayons, multiplié
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Fr^KeBieirt^des cprdes et courroies autour des cyliadm Immobiles.
16. fielaitàn générale entre la puissance et la résistance. — f Soit P U0e puissance sollicitant la résistance Q par l'intermédiaire dé la corde ou courroie HAN (fig. 54) enroulée surdon
Fig. 54,
cylindre immobile dont C est le centre; il est évident qu'à l'instant où P commencera à vaincre Q, en faisant glisser la corde sur le cylindre, son intensité devra être égale à cel|e ' de Qy augmentée du frottement développé le long de |])0^ MANy par les pressions normales résultant des tensions- \qui ont lien a«x différents points de la corde.
Nommant r le rayon du cylindre, t la tension d'uti élément quelconque ah=ds de la corde, t'=t-hdt la tension de relèvent suivant bc du côté de P, a l'angle en b formé extérieurement au cylindre par ces éléments ou tensions, /le coefficient
par UD coefficient qui ne peut devenir égal à Tunité que quand les deux tentions sont égales, c*est«à-dire dans le cas où il n'y a aucun travail k transmettre. Il se produit donc toujours un ralentissement, contre lequel le moyen ordinairement employé, c'est-à-dire l'augmentation de la tension initiale, est un remède insuffisant plus nuisible qu'utile, en ce sens qu'il augmente les résistances passives de la transmission. On peut déterminer les limites de ce coefficient de ralentissement dans les conditions ordinaires d'installation: on trouve qu'il est compris entre i et 0,98 ; la perte de vitesse peut donc, dans certains cas, s'életer à près de q tours pour 100; cet effet n'a ordinairement rien de bien fâcheux pour un seul renvoi; mais, dans les usines, on est fort souTent obligé de recourir à un grand nombre de transmissions intermédiaires, et Ton obtient alors des différeneas trè»-iiotab1es entre les vitesses rMles et les riiesses sur lesquelles on comptait. (Note sur les transmissions de mouTement à l'aide de courroies, mt M. KreU, Jfmales des Mines, t. 1, 6* série; i86a.) (K.) ^
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éu frottement relatif aux substances en ooDiact; Taccrobsement de tension di sera évidemment ^gal au frottement qui*^ s*^erce sur l'élément ab, en vertu de la pression normale qu'il supporte, pression qui n'est autre chose que la composante /'sin a de t', perpendiculaire à la direction de ce même élément, et qu'on peut considérer comme égale simplement à
ta,
en négligeant les infiniment petits des ordres supérieurs tu premier.
Mais l'angle a, formé par les éléments consécutifs ab et bc -^ de la courbe, étant lui-même égal à l'angle des normales ou.. rayons correspondants du cylindre, lesquels embrassent entre ^ eux un arc mesuré par ds, on a ds^ar, et partant • **
, ^. fids dt fds
Intégrant cette dernière équation depuis le point N, pour lequel «=o et /=Q, jusqu'au point M, pour lequel ^ =arcMÀN=f et /= P, il viendra
logP-logQ = log|=/^ (•),
(*J Nommant $ Tare qui, sur la circonférence dont le rayon est l'unité, mesure l'angle embrassé par los normales extrêmes de l'arc ; , on aura
s^er, P = Q^/», ^
relation qui devient applicable à un cylindre ou à une courbe NAM quelconque, B étant toujours l'arc qui mesure l'angle compris entre les normales des points extrêmes" N et M de cette courbe.
Pour s'en couTaincre, il suffit de remarquer qu'on a, dans les mômes hypothèses, les relations
dont la dernière s'intègre immélliAtement, quelle que soit la manière dont varient 9 et le rayon de courbure en chaque point. On- Toit donc que le frottement des cordes sur les cylindres dépend bien moine -de la forme et de l'étendue de l'arc embrassé que 4e l'ouverture de Tan^è epmpris entre les normales des extrémités de cet arc.
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que Ton peut mettre sous cette autre formey en nommani 6 = 2,718282 la base des logarithmes hyperboliques ou népériensi
P = Qe'", /. P = /.Q 4- 6,4342945 •^,
la caractéristique / désignant les logarithmes des Tables ordinaires.
Si ^, au lieu d'entratner Q, étail sur le point d*en être entraîné, on aurait évidemment
P = Qe''=^^^ l.P = /.Q - 0,4342945 •^.
JLes valeurs de/se trouveront dans les tableaux des coefficTents de frottement; pour les cordes de chanvre, on peut, en attendant des expériences plus étendues à ce sujet, supposer/* seulement égal à o,33 quand ces cordes sont usées et que les cylindres sont eux-mêmes polis par le frottement (').
17. Usage du frottement des cordes dans les arts et appli^ cation particulière. — On utilise souvent, dans les arts, ce frottement des cordes dans la vue de diminuer Telfort néces-
(*) Loi des tensions d'une courroie sur une poulie en mouvement, — Si nous
considéronruDe poulie menée {Jiff, 65 ), il s'enroulei en chaque élément de temps
' (Note du B^ 15) une longueur l' de courroie
^*5' ^^' à la tension T', il s'en déroule une autre / à la
tension T, / et /' correspondant à une même
>< *—=— ^ — ' longueur primitiTe. En négligeant Tinfluence de
/^/\J^\ \ Tinertie de la courroie, les tensions aux diffé-
' ' ^' ^ rentspointsdu parcours, à un instant quelconque,
sont les mômes que si, la courroie tout entière étant supposée primitivement à la tension T', on avait augmenté progressivement la tension du brin menant depuis la valeur T' jusqu'à la valeur T, la pouHe restant immobile, car, lorsque les poulies sont en mouvement, il n'y a pas glissement au point d'enroulement B, à moins qu'il n'y ait glissement total, en' sorte que la tension en ce point reste toujours égale à T'. Si e désigne la tension en un point quelconque M, et fi l'angle formé par le
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saire pour soutenir un fardeau ou pour mettre en équilibre une résistance quelconque très-grande. Par exemple, lorsque les tonneliers veulent descendre une pièce de vin dans une cave, le long d'un escalier rapide, ils la posent sur un petit traîneau ou sur deux pièces de bois, formant un plan incliné, dont la résistance relarde déjà le mouvement jusqu'à un certain point; mais, comme cela ne suffirait pas pour qu'un ou deux hommes pussent, sans risque, soutenir la pièce contre Taction de la gravité, ils enroulent les deux bouts do cordage autour de deux pièces de bois cylindriques inclinées et appuyées, par le bas, sur le sol de la rue, et, vers le haut, contre le mur de la porte de cave; la résistance produite par l'enroulement diminue considérablement l'effort qi/ils auraient à exercer en agissant directement sur les cordages qui soutiennent la pièce.
Supposons que la tension de ces cordages, qu'il sera facile de calculer au moyen de la théorie du plan incliné qui sera exposée un peu plus loin, soit de 5oo kilogrammes; que le rayon des cylindres soit de o™,o8; qu'enfin la corde fasse trois révolutions autour de ces cylindre&2 on aura ici, en supposant
e|2on ai Ivpar le
la corde usée et les cylindres polfvpar le frottement,
Q = 5oo^», r = o",o8, •— = 6,220, f=z 0,33, 0,43429!^ = 2,78832,
rayon passant par ce point M avec I0 rt|OD pftstant par le point A de tangence de l'élément qui se déroule à la tension T^^'a la relation T & eef^t qui donne la loi de variation des tensions. Si j3, est la valeur de /3, pour laquelle t devient égal à Vf il y a glissement total de la courroie dans le cas où /9| est plus grand queTangle embraMé a; si fi^ est plus petit que a, il existe un point N tel, que la portion de coufroie comprise entre N et B conserve sa tension première T', et que la tension varîç entre N et A, de T' k T, d'après la loi T = te^^.
Si nous considérons la poulie menante, la répartition des tensions est la même que si, la courroie étant d'abord à la tension T, on avait diminué progressivcment la tension du brin mené depuis la valeur T jusqu'à la valeur T'; la tension augmentera donc, d'après la loi indiquée, de T' à T, depuis le point de déroulement & la tension T' jusqu'en un certain point N^, et conservera la valeur T depuis ce point jusqu'au point d'enroulement du brin menant. {Comptes rendus de V Académie des Sciences^ 3 mars 1873.) (K.)
et enGn
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pour l'efforl à exercer sur chacun des deux cordages de retraite.
G'^ que, à l'aide du frottemeni^des cordes sur les rouleaux, un seul homme peut ikire descendre un canon de 24» suspendu à une chèvre, sans exercer un très-grand, effort, et c'est encore ainsi que, dans la marinf, on modère le mouvement dès vaisseaux qu*il s'agit de lancer à la mer, en les plaçant sur des chs^iiersou pièces de bois inclinées sous un certain angle & rhod|On et les retenant par des cordages enroulés sur des cylindres fixes.
III. — Applications aux machines simples
Frottement d'un corps sur on plan incUné.
18. Cas où la pH^anc^est inclinée d'une manière quel^ conque. — Soit Q {Jig. 56) le poids d'un corps posé sur un plan AB incliné à l'horizon, suivant un angle ABC = a; on suppose ce corps sollicité, de bas en haut, par une puissance P formant, avec la direction du plan AB, l'angle p, et
Fig. 56.
'^ Q CCM 2
qui est comprise dans un plan vertical perpendiculaire à l'horizontale B du premier. La pression normale résultant de P
^ àpAiquEs kV/f. HACBnâbï. ', . 371
et de Q ^r AB sera îciQcosa — Psin^, donqant Ueyao froU lemeni * ^
/(Ocosa — Pslnp).
Quant aux composâmes des forcte suivant le plan, elles seront Qsina eiP cos(3; on aura donc, pour calculer la Torce P, qui serait sur le point de faire monter le corps le long 4cr AB,
Pcosp — Qsina =/(Qcosa—.PsinP), d'où S <
p^ Sin«+/C03af • >
cosp -i-/sinp
En changeant le signç de / dans, cette expression, on aura évUemment l'effort nécessaire seul^ent pour empêcher la corps d'être entraîné par son propre poids; et, pour que cet effort soil nul, il faudra évidemment qu'on ait
-fcosx-
fanga r=/,
e^^ l'horixte an
c'est-à-dire' que le plan AB éevra faire ^i angle, nommé aitf^e du frottement, dont la tangente trt]fo96métrique soit égale au coefdciant/; l'oba^ation directe de l'angle sous lequel un corps est sur l|||^inl de glisser le long d'un plap donnerait donc la valeur du rapport du rroiiemcnt à la pression; mais il faut remarquer que celte valeuresl presque toujours supérieure à,celle qui a lieu pendant le mouvement même du corps.
19. €at particuliers. — Quand P est parallèle à AB (/g'.S; ],
.jj^-. Fig. 57.
= 0; quand P agit au-dessous du plan, |3 est négatif; en6n,
27a JÊIV^^^ PB ]|ÉGàN1Q0£
quand Pjest horapntal, ^ = — a, de sorte qu'on a
^,_ sina-h/cos«^ tang«-|-/ cosa — /sina i — /langa
valeur qui devient inBnie lorsque idnig ce = j'y ce qui indique
que, quelle que soit la grandeur qu'on attribue à P, elle ne saurait alors faire remonter le corps le long du plan AB. La
n^^èrae circonstance se reproduit d'ailleurs dans le cas général,
pour une taldur de (3, telle que tangP = — f'
Quant à la mesure de la pression normale supportée par le plan incliné dans le cas où P est horizonlal, elle sera évidemment donnée par la formule '^
«- ^ n . ^f sina-»-/cosa\
N = QcosaH-Psina=:Q cosaH-sma =—-: — ]
\ cosa— /sina/
^ cosa— /sina
20. Angle le plus avantageux du tirage. — £n diffén liant l'expression générale de P par rapport à (3 et égalant 1$[? résultat à zéro, on trouve qiib le minimum de l'effort nécés- ' ' saire pour faire monter Q le long du plan AB a lie^ quand tang|3 =/, cette force agissant d'ailleurs au-dessus du plan AB et de bas en haut, comme l'exprime la^g. 56; mais il n'en ^ffaut pas conclure, pour cela, que la valeur du travail que développera alors celte puissance soit elle-même un minimum par rapport à celle du travail utile que suppose Télévallon du poids Q. En effet , le rapport de ces quantités de travail est évidemment
Pcosp_ I H-/cota Qsina~~ i -h/iang^'
quantité qui décroît indéfiniment à mesure que tang (3 augmente.'
Pour compléter cette discussion, qui est entièrement applicable au frottement de la vis, dont il sera question plus loin ,
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, on remarquera que, lorsque*rangbiii^nc1inaison a du plan est plus^tit que l'angle du frcniement, ou qu«tanga</, nonseulement'il n'est plus néceaâHttï:d'appliquer au corps une
force pour rempêchec de dûMpaflbre sur ce plan, mais encore qu'il en faut une ppUr ry.eu^^indre.^ Par exemple, dans le cas de la fig. 87,^ et en supposant un^ force horizontale P' tirant de 0 vers P', à l'opposé de P, il faudrait, pour faire descendre le corps^ que Ton eût
cos« 4-/srh a ;J.:i -t-/tang«
valeur qu'on obtient en changeant le signe de / et posant [3 = 180 — a dans l'équation ci-dessu« (19).
FrottraiMit du coin^
21. IVotions préliminaitm^ — On peu^ en général, nommer coin tout corps solide poÉooebtre deux ou plusieurs autres et sollicité par des forces quelconques, qui solï| mises en équilibre par les efforts de réaction que le C0r|is éprouve de la part de ceux-ci, normalement à sa surface de co^^ct avec eux. Rôinpiaçant, en effet, ce^e surface par le.plan tangent correspondant, ce plan et tous* ses semblal^s (priseront, par leur rencontre mutuelle, un angle solkle ou espèce de coin , qu'on pourra substituer à la con!tfi!lé ration du premier corps , et qui se trouvera placé absoltment dans les mêmes circonstances, quant aux effets physiques. Dans ce*qui suit, nous nous bornerons à exposer la théorie du"A)in ordinaire, tel qu'oi le' définit dans les éléments de Statique, en faisant observer que cette théorie s'applique, d'une manière analogue, aux divers cas qui peuvent se présenter.
Soit donc ABCXjlg' 58) un coin triangulaire dont les faces latérales ou côtes AC et BC s'appuient en T et T', contre deux autres corps, ou contre deux parties d'un même solide dont il s'agit de produire l'écartement au moyen de la puissance P appliquée extérieurement et perpendiculairement contre la tête AB du coin. Soient N et N' les efforts de réaction qu'il
3^4 CODRS BB MteUnQDB
supporte en T et T' et du^ehors eo dedaas, normalement à ses côtés AC et BC;. ces efforts'produîront les frotteftents
ni
fH.fli' agissant le long de ces mêmes cdtés, de bas en haut, c'est-à-dire en sens contraire du mouvement que tend è Taire naître la puissance P. Dans l^tat général de la question, où le coin serait sollicité par des puissances quelconques, ou même par une puissance unique agissant perpendiculairement à sa tête, mais en un point arbitraire, il est clair qu'il pourrait tendre à tourner ou à glisser, spit latéralement, soit transversalement, ce qui donnerait lieu à de nouvelles résistances dont il Taudraittenir compte dans les calculs; mais, comme ces effets sont étrangers à celui qu'il s'agit de produire, et qu'ils tendent à consommer inutilement du travail moteur, on a toujours soin, dans les arts, de les éviter; ce qui suppose que l'action de la puissance P soit comprise dans le plan des forces de réaction N, N',/N,/'N', et que ces dernières aient une résultante commune, égale et précisément contraire à P. D'ailleurs on peut ici négliger entièrement l'action de la gravité ou du poids du coin, vis-à-vis des forces de réaction qui se développent dans les cas les plus ordinaires.
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Enfin il paratt évident encore que, lorsque le coin ABC repose, par plusieurs points ou même par une infinité de points, sur les corps entre lesquels 1^|st interposé, ce qui arrive toujours, les forces N et N',^^|JGei/'N ne sont autre chose alors que les résultantes généra||i des forces parallèles de chaque espèce, appliquées en ces différents^oints et dont il n'est pas indispensable de connaître la valeur particulière.
22. Équilibre du coin dao^ VJifjrpqthèse où il ne tourne pets. — Pour établir, dans ces hypothèses , la théorie du coin en ayant égard au frottement,«ious supposerops qu'on décompose chaque force en deux, l'une parallàje et l'aulre perpendiculaire à la direction de la tète AB. Nommant a, ^ et y les angles en A, B, C du triangle ABC qui représente le profil transversal du coin, et faisant attention au sens tie L'action de chaque force, on écrira séparément que la sdibme.. des forces parallèles de chaque groupe est égale à zflfo: ce qui donnera les
deux équations
» P — Ncosa — N'cosp — /Nsin « — /' N'sinp = o,
Nâiria — N' sin p —/M cosa -♦-/' N'cos(3 = o ('),
desquelles oiï^tire
^ sinp-y'cosp
P(sinp-/'C06P) {\-ff)siny^(f+f')cosy'
-,,_ * P(sinot— /cosat
~ {i-ff')siay + \f-i-f')cosy'
(*) Pour exprimer la condition que le ooin ne tend pas à tourner dans le plan ABC, il suffira d'écrire que la somnse des moments des forces, prise par rapport à un point quelconque de ce plan, est égale à zéro : en choisissant, par exemple, le sommet C pour ce point, abaissant la perpendiculaire CK sur la direction de P, on aura {fi^, 58), en faiaant'attention au sens de l'action des forces et attendu que les bras de levier de /N et f'îi' sont nuls,
P.CK4-N'.CT'— N.CT = o,
de laquelle on déduira CK et, par suiti^ AS, quand CT et CT' seront données à priori.
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en observant qu'on a ici .
sin(a -4- p) = sîny- ei^ «a8(a-hP)=i — cosy.
Ces diverses relations montrl||t que les efforts de réaction N et N' sont déterminés quand'^ BSt donné a priori, ainsi que les autres quantités doM ils dépendent; en y supposant d'ailleurs/et/' égaux à zérOy on retombera sur les équa^ons d'é^ quilibre ordinaire du coin^
23. Cas où le coin tend à être repoussé par la réaction des deux corps; caractèrénuquel on w^Donnatt cette circonstance. — Lorsque, par suite ^ Faction plus ou moins prolongée de la puissance P, le coin s'est enfoncé jusqu'à un certain point entre les deux corpaque l'on considère» il arrive ordinairement que, en veE|frde l'élasticité des matières qui les composent, ou des rés|im)BtaAcU^ auxquelles ils sont soumis, les efforts de réaction-l^^nï' continuent à subsister, bien que la puissance P cesse entièrement son action ; alors il peut arriver de deux choses l'une, ou que le coin soit repoussé en arrière de la position qu'il occupe, o« qu'il soit maintenu, dans cette position, par les frottementSf qui se développent en T et T'. Dans le premier cas, il serait nécessaire d'appliquer, perpendiculairement à la tête du coin, une certaine force P, agissant de haut en bas, pour le maintenir au degré d'enfoncement où il est parvenu. Afm de reconnaître et de (Tiscuter chacune de ces circonstances, il suffit d'observer qujp^ dans le mouvement d'ascension du coin, les frottements /H|(fN' s'exercent précisément dans une direction contraire! & celle que nous leur avons supposée en premier lieu; changeant donc leurs signes dans les équations ci-dessus, la valeur P,, qu'on en déduira, exprimera la force qu'il est nécessaire d'appliquer au coin, pour faire équilibre à N eVN'; on trouvera ainsi
P _-N[f'-/rsiny-(/-f-/-)cosy] '■" sin;3-f-f cos(3
^I^.[('--/nsiny->(/+/-)cosy]
^ina -f-/cosa
Quant à la relation entre N et N', elle exprime simplement une
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condition h laquelle ces forces doivent satisfaire pour que l'équilibre soH possible et que le coin ne soit pas entraîné dans * le sens parallèle à sa tête.
Cela posé, on voil que, si la valeur de Pi , déduite de Téqipation ci-dessus, est positive» ce sera un signe que le coin^|bd «à se relever par suite des efforts de réaction qu'il éprouve ; que, si cette valeur est négative, non-seulement le coin ne se relèvera pas de lui-même, mais encore qu'il faudra un certain effojdHdlfigé de bas en haut, pour vaincre les frottements auxquA. Il'^est soumis; qu'enBn si Pi = o, ce qui suppose la relaUèn*
('— ^')s«ny — (/+/')cosy = o ou tangy = ^^— ^
Naturellement satisfaite, ce sera un signe que les forces N et N' sont sur le. point de vaincre, par elles-mêmes, les frottements/N et/'N% ou leur font strictement équilibre, de sorte qite le moindre effij^t, appliqué sur la tête du coin, suffirait pour le faire enfoncer ou détacher.
Il résulte de là que, selon qu'on aura (i— J5^')siny plus grand ou plus petit que (/-*-/' )cos y, c'est-à-dire selon que
tangy> ou<-^-3^»
le coin sera repoussé ou retenu plus ou moins fortement entre les deux corps.
24. Cas où le mouvement du coin devient impossible. — Revenant à nos premières suppositions, où le coin est censé céder à l'action de la puissance P, appliquée perpendiculairement à sa tête AB (Jig. Sg), du dehors en dedans, nous ferons remarquer que le rapport de P à N' (22) ira sans cesse en Croissant, à mesure que tangtx s'approchera d'être égal à/, et deviendra même infini quand tanga aura précisément pour valeur/; or cette circonstance est| analogue à celle que nous avons remarquée (20) pour le cas d'un corps glissant sur un plan incliné, et elle prouve que le frottement ne peut être vaincu sur A face AC du coin, quelle que soit l'intensité de P ;
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ce qai est évident, puisque» en supposant P assigné à prion, la pression N'» sur la face BC, doit être nulle d'après les équations
Fîg. 59.
posées au (n*^ 22), qui donnent alors simplement
cosa -h /bina
PC
attendu qu'on a tanga=/.
Dans le fait, la solution du n^ 22 suppose implicitemeni que le coin ne tourne pas, ce qui, dans le cas actuel, exige {voir la Note annexée à ce numéro) que l'on ait
P.CK = N.CT = P.cosaC.T ou CK = CTcosa,
relation qui indique que la direction de P doit passer par le point T. S'il en était autrement, les conditions de la question seraient totalement changées, et, la rotation tendant à se faire autour du point T sans glissement en ce point, il conviendrait d'établir simplement l'équilibre entre les forces N',/'N' etP, dans l'hypothèse d'un tel mouvement et sans égard à/N, ce qui serait facile.
25. Des coins combinés. — Il arrive souvent, dans les arts» qu'on se sert à la fois de plusieurs coins appuyés les uns contre les autres, pour comprimer fortement certains corps capables de résister ou de céder plus ou moins à leur actidh : c'est ce
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qui arrive, par exemple, dans les presses dites presses à coin et dans^oqs les asseni)l)lages de corps qu'il s'agit de lier par leu£ compression récipu)que; or la puissance unique, ou les diverses puissances impliquées simultanément et extérieurement %^es coin^étant dojinées, il sera toujours possible et mêifte facilOi^au moyen die ce qui précède, de calculer en valeur de ces puissances les forces de compression ou de réaction qui sollicitent chaque coin, et, finalement, les efforts que prc^uisent (es coins extrêmes contre liis obstacles considérés; comme aussi , ces /nêiîies efforts étant connus, on pourra trouver les valeurs des puissances qu'ils seraient capables de vaincre en fbflçant les coins à se relâcher. Mais, en procédant âPce calcul, il faudra faire attention que, pour chaque point de contact ou chaque face commune à deux coins contigus, les forces de compression réciproque, telles que N et N', et les résistances /N et f'W qui en résultent, sont nécessairement égales et de signes contraires, c'est-à-dire qu'elles ont la même valeur absolue pour les deux corps, la même direction, mais sont respectivement opposées entre elles. Enfin, s'il s'agit de calculer les quantités de travail même des différentes puissances o*u résistances appliquées à ces coins, dans l'hypothèse d'un mouvement rectiligne très-lent ou uniforme, on n'aura a qu'à multiplier l'intensité de chacune d'elles par le chemin que décrit, entre deux positions données du système, son point d'application dans sa direction propre, ce qui sera facile, comme on va le voir.
26. Mesure du travail utile dans le coin. — Supposons qu'il s'agisse du coin ABC, considéré au n*" 22, et dont tous les points sont censés animés d'un mouvement.commun parallèle à la direction de P. Soit de (fig. 60 ) le chemin infiniment petit décrit, à un certain instant, par le point d'application de P, dans sa direction propre, ou, ce qui revient au même, la distance entre les parallèles AB et aby qui sont censées représenter les deux positions successives de la tête du coin ;
sinp— /'cosp
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sejra évidemment la quantité de travail élémentaire déreloppée] par P, entre les deux positions dont il ijigii^
Si Ton veut comparer cette quantité de travail à celles que développent réellement et en sens contraire les pressions normales N et N\ il ne s'agira que de remarquer que la-vilesse virtuelle Tt de la première est decosay et celle Vf de la seconde tfecos^, de sorte que (22)
Nûfccosa-f- N't/ecosp *
sera la quantité de travail dont il s*agit, quantité qu'on obtient' « drait immédiatement en observant que, si l'on suppose/et/^ nuls dans la première des équations du n^ 22^ qu'on multiplie ensuite tous ses termes par de^ elle devra donner pour P Je précisément la valeur de la quantité de travail cherchée. L'expression de ce travail peut se mettre sous la forme
xT^ / N' rj\ xT^ siny — f f-f-f )cosacosS
Nûf^lcosa 4--T^cosfi- =Nrfe — - — r^ — '^, -^ s-.
\ N '^y sm(3— /'cos(3
Le rapport de cette quantité de travail à celle que développe réellement la puissance P, en vertu des résistances étrangères qui sollicitent le coin, simultanément avec les pressions normales N et N'y aura ainsi pour valeur
siny — (/4-/')cos«cosp ("-/y'jsiny -+■(/-*-/ )cosy*
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InflêMulè de la forme et des dimensiom du coim sur
l'effet uiiU7^ Cette expression montre que, si n)|)ftgle,.]|tflu
tranchant fla cpin est donné, le travailles pr^sdfnis N ëtrfS
qui, abstraction faite des circonstandw acœsspfres (^, doit
être considéré comme l'effet utile, a son minimtiV- relatif^
quand ^ * ^ *
cosac^sp = o, .
ce qui suppose que l'un dfès^^ngles en A et B soit droit. 4f ^
Par exemple, si ^ est cA angle, le rapport ci-dessu^ deviendra », *
tangy ^^j
U-//')4angy -+./-+-/' ,-^'-i.(/-f-/')iang«^.
fracMoD qui, elle-même, crott IndéBniment à mesure que a diminue oil qàe y augmente. C
Au contraire, l'expression générale du rapport de Teffei utile à la quantité de travail dépensé sera un minimum quand cosoelû^^ obtiendra sa plus'grande valeur» c'est-à-dire quand
ûJÉJgft ^
-^Hfe. ^- cosa=,.cos(3; •^i
a=m» y = 2oo«— a«, tangy = — ■ — ^ ^T >
^ ce qui répond aiu;oin isoscèle qu'on emploie &^ souvent ûisk les arts. La valew que prend alors le rapport dont il s'agit eK
siny — {f-hf)cos'x
siny{i-ff') + {f+f')(^sy
i. 2tang« -/-/' .^.
2iaftg«( I -;(/•' )-(/+/•) (I - lang'«)
(') On remarquera, en effet, que les pressions normales N et N' ne produisent pas seulement l'écartcmcnt des deux corps entre lesquels le coin est interposé, mais encore la compression, le refoulement sur elles-mêmes des molécules qui aToUlnent les pointa de contact T etT' de ces corps, refoulement qui peut être étrifiger à Teflfot ^'U s'agit réellement de produire, et qui augmente à memire qve l'angle y dB.^trtnchant devient plus obtus, de sorte ^'il fimt concevoir le tnnrail P.^pertftf^en demîiatres, dont l'un réponde emmfoiueinent d^yp matière et l'autre à l'écartement fénéral subi par les deuzi&fpê*
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Pour discuter cette expression, nous supposerons /=/*', cetfUi esijte cas le plus ordinaire des applications; elle deviendra alor|diTisiblejMr aCtanga-^/*), ce qui la réduira à celle-ci ■
I -h/iaSgqf
^'dgnt la valeur crott encore indéfiniment à mesure que a diminue. r
28. Conclusion. — Il résulte clairement, tant de cette dernièr^discussion que de la précédente, qu'il y a, toutes choses égales d'ailleurs, de l'avantage à prendre y le plus grand pos* sible; mais, comme cet angle est susceptible (23J d't)ne IMnite sufhSrieure, au delà de laquelle le coin serait repoOssé si l'action de là puissance P avait des intermittences, comme les différents usages auxquels on applique le coin exigent que ce même arfgle ait une certaine acuité, afin de hâter la séparation •
le| corps entre lesquels il est interposé, on voit qu'il airb^Éjk' toujours que les résistances Ituislbles absorberont, tn'f/fp.. perte, une. portion notable du* traipil dépensé par la pnîs^'.. sance P. ^ , . •;.
Supposant, par exemple, le coin isoscèle et ayant pour base l^moitié de sa hauteur, ce qui donne .
tanga = 4;
Msant en outre /= 0,62, ce qui, d'après les expériences de M. Mortn, revient au cas du fer glissant à sec sur du chêne, on trouvera que l'effet utile n'est que les 7 environ de la quantité du travail dépensé.
29. ^application aux presses à coin. — Considérons le système de l^Jig' 61, qui sert à comprimer de la matière placée en Q; la puissance P agit sur la tète d'un coin ABC qui peut glisse^ Oj^re des pièces soutenoes verticalement et mobiles dans le s^s horizontal. On a, d'après ce qui précède, pogp
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e^riiuer les pressions N et N' en fonction de P, les relalioDs
P(sinp-ycos|3 .
(i-JX'}iiny + if+f)cosy'
N'= P(sipg— /c05«]
~ {'-/rmy + {f+^')cosy''
d'une autre pan, on a, pour la condition 9'équitibre enl^ les
ng.ei. *■ •
pressions N et N', la résistance Q et la pression N" exercée verticalement sur le support de la presse, '
Ncosa-i-/Nsina — N"— -o, p
Nsîn« —/N cosse — Q — /'N'^: o, W
d'où
N''--N(cosa+/sin«),
N(sina — /cos«) = Q -i-/''N(eosa +/sin«). On en tire, en la combinant avec la valeur de N en P,
-V PtSÎnP — /"'COSSl r- , j-f., , r rm-. i
Si /=/'=/", aftisi que cela s ordiî^IremeDtlIeu, eettevaleur
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de Q se réduit à .
é de plus, si 5 = loo*. a =: loo- — -/, elle denent
^ P^rosy I— ./*) — 2/sîn7^ p i — P— a/'ians^
. I — /- sin/ — 2/CÙS7 ( I — /= ; UQ^7 — 2/'
QsaoNla travail utile de la r^sisUDceQ. il a poar expression, en appeiiBl de le chenain élémentaire parcouru par son point ' d'applieilkMi pendant que P parcourt e/c
Qt/«?'= Qe/eiang;.
^'itiendttque
par suite, le rapport de Teffet utile au travail dépensé Pc/e est -c^Qde' _ Qtanry _ 1— f— iftangy
Dans les hvpotbèses def=^ 0,08, ce qui correspond à des surfaces de bois bien graissées et de tangy = \» ce rapport devient
c'est-à-dire qae le travail utile est les o.5S3 du travail moteur;
rilais si.au lieu de bois bien graissés, on emploie, comme cela
■ souvent lieu, des bois mouillés d'eau, du chêne, par exemple,
pour lequel/=o,25, et qu'on ait toujours tangy = • = o.aS;
OQ trouve
ce qui aïootre l'avantage d'emplojer des corps bien graissés. Le coin étant d'un usage universel dans les arts et formant la base de tous les outils ou instruments tranchants, nous avons cru utile d'insister quelques instants sur la théorie, dont nous verrons d'ailleurs plusieurs applications dans ce Cours.
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Frottement des pièces maAtennesVane^iaie direcàiâuiiiTariable,
par dps' guides, des coiuaMS; etc.
30. Cas oà les forces sont comprises dans le plan des guides.
— Soit (Jig. 6K uoe pièce quelconque ^ne macMne, dirigée
^ dans son mouvement par tine tige jyjmhatique AB, g)fssant
entre les guides ou prisofls a et a', qtlFFobligtpt à se mouvoir
4fis.^a«
dans le sens de son axe. Suppo^ns d'abord quelles forces qui sollicitent activement cette pièce soient comprises dans un même plan passant par cet axe et par les points d'appui a et a' appartenant aux surfaces de conlact de la tige et des guides, surfaces qui elles-mêmes sont ici censées d^une petite étendue et perpendiculaires au plan dont il s'agit. Concevons, pour la simplicité, chacune des forces proposées décomposée en deux autres, en son point d'application, l'une parallèle et l'autre perpendiculaire à la direction de l'axe AB de la tige; il nattra, de la réaction de toutes ces forces, des pressions N et N' normales aux points d'appui a et a\ et donnant lieu aux frottements /N elkf'^j qu'on devra comprendre au nombre des résistances qui s'opposent au mouvement de la tige. Pour montrer généralement comment on peut évaluer N
4 a$8 . coûts DAnÉGÂlVIQnB
\a supoMUon où le. mouvement se ferait'ilijfB vers A,
qui donnera la puissance en fonction des résistances et dans laquelle il ne faudra prendre que les valeurs absolues de N«et dp N' oyt des quaotltés comprises entre parenthèses, puisque le frotteng^nt agit toujours dans le sens contraire du mouvement, quelle que soit la direction des pressions qui le font naître.
S'il arrive, en particulier, que ces quantités soient toutes deux de même signe, on aura simplement, en les additionnant, *
mais cette ciroonstancie n'est qu'accidentelle, et ilt^onviendra toujours de cMUÉkocer par traiter la question dans l'hypothèse la ]^{p généralmSibsi que ce^ sera expliqué daAs le n'' 32 cidf^sous.
31. Exemple r0atifau fiàtlement des tiges de pilons. — Supposons, par exenif|l, que AB [Jig. 63) soit la tige verticale d^OA pilon, dont Q soit le poids, y compris celui de cette tige, " '9t qift' soit- sollicité verticalement, de bas en haut, par la près- :s1odP 'd'une came tangente en m, à la surface inférieure, et • ti. ,. . —
vint les équations des moments des forces qui sollicitent la tige par rapport à chacun des deux points de rMicontrc de l'axe avec les horizontales passant par les points de contact. ^^
Les équations (i) et (2) permettent, suivant la oatui*e des|Bpin^ et d'après le signe de leur second membre, soit de reconnaître où sd tl^uvent les contacts, soit d'établir les conditions nécessaires pour que ceux*-ci se fassent en deux points désignés.
Pour compléter les conditions d'équilibre, il faudra, conformément au texte^ joindre aux équations (1) et (2) celle qui exprime que la somme des forces de frottement des guides est égale en valeur absolue à la somme des projections sur l'axe des jr des forces agissant en m et des forces extérieures dirigées suivant l'axe; cette équation est de la forme £Y' =/*(N + N'), et il faudra avoir soin d'y afTocter N et N' du signe + ou du signe — , suivant que le contact correspondant est à gauche ou à droite de l'axe. (K.)
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horizontale mb d'un menlonnet. Cette pression donnant lieu à un frotlemept qui s'exerce suivant mb de droite à gauche.
et qui est mesuré par/'P, si l'on désigne par/' le coefficient relatif aux su'bslances en contact, on aura ici
(') Dans cet exemple, l'influence de la largeur de la tige est négligeable; on A, en effet (Note du n» 30),
expressions dans lesquelles le terme ff j Pa une valeur très«peti te par rapport
à celle des autres termes.
Lorsque la disposition est celle de Isk^g, 63, où la came agit en dehors de la face latérale de la tige, entre les plans horizontaux des deux guides, ce qui suppose l'>x etar> tf, la tige porte toujours à gauche sur le guide inférieur, attendu que la condition N' > o ou x > f/'e — /'(/ — ^ ) est toujours remplie. Le contact supérieur sera à gauche ou à droite, suivant que l'on aura
et N^ npua^onsidérerons, en paAicuIier, l'un quelconque m des points d'applicalJÉ|Lde9 forcesf et nous nommerons :
X et Y les sommef des comp^osantes, perpendiculaires et parallèles à AB, qui sollicitent ce point; X la distance de X à fz'; «^
X CQlle de Y à AB, 9^est-à-dire mb; l celle de a à a^ mëlt^ëe sur la difîction de Taxe AB. ^
EnBn nous conviendrons d^ regarder comme positive toute composante qui tendra à faire c!hen[iiner la tige B vers A, ou de b vers m» en l'obligeant ainsi, dains ce dernier cas, à s'appuyercgii trêves prisons de gauche; et, par suite, nous regarderojM^Bomme négatives celles qui tendraient à faire mouvoir en sens contraire cette même tige, le sens des composantes étant d'ailleurs indiqué par les flèches de la Bgure.
La force +X pourra donc êtjpie décomposée en deux autres parallèles et donnant lieu aux pfessioqs
Xr X(/--r) t -I- -y- en a, h i ^^ ^*
Quant à la force + Y, oavait, d'après la théorie des coupTes, qu'elle- peut être remplacée par une force +Y agissant dans le sens de l'axe AB, et par un couple perpendiculaire à AB, donnant lieu aux pressions normales
^ en a, h- -y- en a.
Donc les pressions totales résultant de l'action de X et d^ Y seront (»)
Xj Y^ X(/-r) Y^
-y- j- en a, v- -y- en a'.
(*) Influence de l'épaisseur des tiges guidées. — Les formules da>text6 sont indépendantes des dimensions transversales des pièces guidées, ce qui tient à ce que les points de contact sont supposés implicitement se trouYei* flor l'axe AB. Ordinairement 11 n*en est pas ainsi dans la pratique, et, quoique liafluence de la largeur de la tige soit généralement très-peu considérable, U pÀit quelquefois être utile de ne pas la négliger. Pour en tenir compte, il Aiffit, en
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Opérant de Idltoiême manière pour toutes les aM*es composantes parallèles ou.perpendScù||M'es à AB, et observant d'ailleurs ^e celles qui agissant dans le sens propre de cet axe ne donnent pas lieu à dea couples, la pression totale pourra être représentée par
^=SK-^7) «"«• N'=2(x^J:-^Yf) en a'. ^
pressions dont chacune tendra d^illeurs^ faire appuyer||a • tige contre le guide de gauche ou de droite, selon qu'elle sera positive ou négative.
La résultante ou la somme des forces qui agissent dans la direction propre de l'axe AB pouvant, en outre, être représentée par «f
on aura, ppur l'équaticfn d'équilibre de toutes les forces, dans
'âioMffi
conserrant le iA)de de raisonnement ^opté par l^éitffKtt d^joénr aqx près*
sions normales calculées dans le texte celles qui proflèiinent des frottements
/N, /N' le long des faces latérales de la tige. Conservons les couTentions fSites
dans le texte au sujet des signes; supposons le moinremeat ascendant et désignons
parie la largeur de la tige ; les frottements laté^àix peuvent étreremplac^par
des forces/N, /N'agissant suivant Taxe, et par des ekiples dont le sen^ Tarie
suivant que le ^ntact a lieu à droite ou à gauche et qui donnent llHl à dot
ef pressions pormales toujours représentées par 4 (N + N') en a et par
— ^ (N -h-N') en a'. On trouve ainsi
il en résulte flf^'
et
(I) IS^X-^-Y^-h^X,
Les formules du teite sont donc rigoureusement applicables quand Tune des trois quantités «,/, X est nulle.
On- peut établir plus simplement ces relations sous la même forme, en écri-
mmt
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solution reste le même que s'il n*y en avait qu'un seul, pourvu que les forces agissent d'une manière symétrique, par rapport au plan perpendiculaire au châssis et qui divise* en deux parties égales riniervalla compris entre les guides; or cela arrive, en effet, presque toujours dans les machines bien établies. Dans le cas contraire, il faudrait décomposer chaque force dans son propre plan, com^ne cela a été indiqué au n® 30, puis décomposer de nouveau^ les pressions perpendiculaires qui en résultent sur les deux extrémités dji châssis en d'autres agissant en chaque point réel d'appui^ ce qui conduirait à des difficultés particulières dans certains cas, et dont on ne se tirerait qu'en ayant-égard à la force de
*era
ressort plus ou moins graiMe de Tassemblage du châssis.
33. Cas où le châssis est sollicité par une force parallèle à son plan et perpendiculaire à la direction des guides. — Quant au cas où le^bâssis serait yessé latéralement par des forces parallèles à son plan et perpendiculaires à l'ate du mouvement, non-seulement elles donneront lieu à une pression et à un frottement sur la tête des languettes, mais encore à des pressions sur leurs faces parallèles au châslis, lesquelles
modifieront cèlli^s qui provieniient des autres composantes des fonces.
Soit^g^. 64 la coupe transversale du châssis, par un plan perpendiculaire à la direction des guides a et a\
Fig. 64.
Z une force agissant dans Ce plan, parallèlement à Taxe CD du profil de ce châssis;
X la distance mb de cette force ou de son point d'application à Taxe CD;
z celle de la projection 6 de ce point au point d'appui de l'une des coulisses;
/' enfln la distance entre lès points d*appui a et a' mesurée suivant CD.
On remplacera la force Z par une autre égale, agissant dans la directiqp de Taxe CD, et produisant sur la léte de la languette, en a, un frottement qui pourra
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-être représ^té par /Z, et par un couple agissant en a el a' perpeDdiculairefloent aux faces des coulisses doni la valeur sera ,
zf. *
abstraction Taiie du signe qu'on pourra déierminer, dans. ch3qD.e cas, suivani'ce qui a été expliqué ci-dessus, ei qu'il .faudra d'ailleurs combiner avec les pressions provenant des autres icoin posantes des forces proposées, qui agissent aux extrémités supérieures et inférieures du châssis.
Frottement des tourUIons des pièces de rotation.
Zk.' Frotlemenl dans tes coussinets cfUndriques. — Les pièces à mouvement de rotation sont moniées sur des arbres qui sont soutenu en des points convenablement espacés par des paliers (Ji g. 65 et 66); ceux-ci soni munis de coussinets dd'
FIg. 65. Fig. 66.
Coni-adapilMrpir]'
qui embrassent l'arbre le long d'une partie que l'on nomme tourillon et guident la rotation de celui-ci autour de son axe. Soit A (Jig-&T) un tourillon d'un arbre quelconque tournant sur lui-même dans l'œil cylindrique amft d'un coussinet, dont C est te centre; soit B m la direction indéfinie de la résultante N de toutes les forces qui agissent sur ce tourillon. En considérant le mouvement de la roue à partir du repos, où le point de contact du tourillon et du coussinet sftrouve en m' et la
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résultante N dirigée suivant le rayon m!C^ on Teipqae Teflet des forces appliquées à cette roue sera d'abord m faire roiller
Fîg, 67.
le tourillon A sur le cercle am6, de mf vers m, je suppose, et ce roulement aura lieu tant que la résultante N passera au dehors du point de contact m du tourillon sur le coussinet, et que ^a composante tangentielle, en ce point, ne sera pas capable de vaincre Je frottement provenant de la pression due à sa composante normale.
Nommons donc
/ le rapport du frottement à la pression pour les substances
en contact; a Tangle de N avec la normale mC; N cos OL la pression soufferte par m ; f N cos a le frottement qui en résulte; N sin a la composante tangentielle de N.
On aura donc» pour déterminer a,
/Ncosa=Nslna; d'où tanga=/.
Par suite^ riaieiidtté ^M frottement aura pour valeur
/Ncosa=.;
if N, en posant
yi^+r
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et son moneni, par npporl à l'axe A de la roue, qui reste fixe ■ , • tant que N est invariable, sera égal à
=/'Np.
p étant le rayon mAdu tourillon.
Lorsque {fig. 68) le tourillon A est absolument fixe et ne fall plus corps avec la roue, celle-ci étant percée en son axe d'un œillet ^l^ndrique pour le recevoir, l'expression du ■ j^temeiit est le même que dans le cas pré- : Cèdent, seulement le point autour duquel tourne la roue n'est pas le centre du tourillon, " mais celui du vide; dans l'expression du mo-
ment on devra donc prendre pour p le rayon mC de l'œillet et qfetf^le rayon m\ du tourillon.
35. Frottement des coussinets à œil prismatique, — Oielquefois le coussinet, au lieu d'être cylindrique, a un profil polygonal quelconque (Jîg. 69 et 70J. 1 1 faut alors décomposer
la résultante N en deux autres forces, n et n', agissant anx points d'appui m «1 m' des deux faces qui supportent direclement le tourillon, et produisant en ces points les frottements fn et /'n, ou pluldl il faut considérer le loariiloiB comme une sorte de coin mis en équilibre par les forces de réaction n et n' et les frottements fh , fa'. Nommant, en effet.
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y Tangle des faces d'appui, a et (3 ceux qUe leur8j;>erpendiculaires Am, A m' forment respeciif^ment avec « direction de N et de part et d*autre de cette direction, on trouveniit, en raisonnant comme au n" 22, et observant qu'ici/' doit être remplacé par — /,
(sln(3-f-/cos(3) (" -+-/*; sin y
, T.. (sina— /cosa) . . / o»
n =N ^—, — ^^^ . ^> smy = sm(a-h 3).
Ces pressions produisent enin et m! le frottement total
^, r, ^T^ sin(k-+- sînô— /cosfip4^/cosô
•^ ' "^ (i -f-/*)siily
dont la valeur surpasse généralement celle qui a été trouvée
ci-dessus. On voit aisément, en effet, par les règles 6on-.
nues, que celte valeur comporte un minimum relatif tfu cas
011 Ton aurait
tanga=J,
et, par suite (24), ^ ' . .
N N ., ,, : Vn
(i-+-/*^;cosa ^i-^p '^ W'-^P
valeurs qui montrent que les choses se passent ici absolument de la même manière que dans le cas des coussinels cylindriques : dans ce cas, le tourillon se trouve naturellement en équilibre sur la face m, et N passe par m (24); le contact ne tend à se faire ni sur la partie inférieure m' du coussinet ni sur la partie supérieure en m" (Jig. 70). Si, au contraire, on avait sin a>/cos a, la valeur ci-dessus de n' étant positive, il y aurait à la fois pression en m et m'. Enfin, si Ton avait sin a </cos a, n' serait négatif et le tourillon tendrait à s'appuyer sur la face supérieure en m", de sorte qu'il faudrait changer, en conséquence, la valeur de (3 qui entre dans l'expression générale ci-dessus du frottement, en y substituant notamment a à (3 et (3' à a, P' étant l'angle de A m" avec N,' dont la direction se trouve évidemment comprise alors entre m et m".
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3t. Limite de l'angle de roulement des tourillons. — Revenant au cas de la yf^. 67^ nous remarquerons qué^ fa relation tang <x =/ fixe entièrement la iK<g||^itioo du poinf m sut le coussinet et, par suite, la longueuf^'do: l'arc mm,'. Nommant,
en effet, ;
r le rayon mC du vide de ce coussinet;
y Tangle inconnu mCm' que forment les deux rayons Cm et
Cm'; ^ Tanigle mBm' que forme la di/'eclion de N avec celle de
m' C prolongé;
a = CmB, p = km conservant toujoui;^ les mêmes signiQcalions que dans le n® 34, on aura, pourdéterminery et mm',
y = a-l-(3, mm' = (a -4- P)r,
relations dans lesquelles il faudrait changer le^éigne de ^9 s'il arrivaiti^ue Tinterseclion B de Nm et m'C sg trouvât située de l'autre côté de m'.
Quant à Tangle qu'a décrit le siyftème autour de l'axe A, diuit le roulement du tourillon de m' vers m, on remai^ ^e, si l'on prend sur la circonférence de ce tourillon mmi = mm'j l'angle dont il s'agit ne sera autre chose que kque forme la direclion prolongée du rayon Am, avec la droite m'C, qui représente sa position primitive. Nommant donc Q cet angle, on aura
0 = mAm, — mLm=
formule dans laquelle tout est connu, puisque a = arc (tang/). La limite de l'angle décrit par un système de rotation, en vertu du simple roulement de ses tourillons s^ur les coussinets, est principalement utile à connaître dans le cas où l'amplitude totale du mouvement du système est elle-même susceptible d'une limite, comme cela a lieu dans les suspensions à couteau, dans leâ balanciers et certains systèmes articulés; car les relations qui précèdint mettront à même de réduire le Hl^ttement du tourillcfn à un frottement de roulemeitt, ou de
agS
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la seconde espèce, doiU rintensité est beaucoup moindre que celte de la première (7), surtout pour les corps métalliques et très-durs qu'on emploie dans ces sortes de systèmes. Il ne s'agira, en efi^t, que d'établir une relation convenable entre les rayons p et r, pour que l'angle d soit supérieur oa tout au plus égal à celui qui répond à Timplitude des oscjpRons.
Quant au cas où la. mouvement de rotation est 'continu, il n'y a évidemment aucun avantage sensible à diminuer l'angle 6; aussi donne-t-on alors au ra^on r des coussinets une valeur qui ne surpasse celle du rayon des tourillons que de la quantité strictement nécessaire pourle jeu, disposition qui a l'avantage d'augmenter la stabilité du mouvement et d'éviter des secousses nuisi^tes dans les instants où il y a intermittence d'action des forces. k\
Frottsmeiit des piTots, des épanlenieiits des axes. *
37. Moment et bras dt levier moyen du frottement des. ceMes et des couronnes ctreulaires. — Soit NC (Jtg* 71 ) Taxe d'un pivot cylindrique terminé par une base circulaire àbj qvA
Fig. 71.
s'appuie sur le fond plan de l'encastrement abef d'une crapaudinej contre les bords duquel il est épaulé latéralement;
supposons que la résultante générale (tbs forces qui agissent sur cet axe soit décomposée en deux autres dirigées, l'une sui- ^ vant ce même axe, Taulre perpendiculairement à sa surface : celle-ci donnera lieu à un frottement dontrintensité ei le moment pourront se calculer comro0 on JJj^oipUqué (34) pour les tourillons* Quant a la preixÉèipj^e .^^ nommecpns N, ^t qui est censée agir de N vçJEli elle piqpdra, sur la tête ab, une résistance qui aura poWJTaleur absolue /N, / étant le coefBcient du frottement pour les subs^tances en contact, mais dont le bras du levier n'est pas connu a priori, •
Pour le déterminer, on suppose la pression N distribuée uniformément sur tous les poiot&jde la basak46, c'est-à-dire proportionnellement à l'étendue <^0faacun cVses éléments; ainsi, n étant la pression sur l'unité de surface, celle qui se rapporte à une couronne ou zone annulaire, limitée par les rajons p et p-+-(fp, sera repréfentée par nniipdp, le frotte^ ment de cette couronne par 2fm:pdp et le moment de ce frottement par
•^ !ifm:p^dp,
TT étant#0 rapport m la circonférence au diamètre.
Intégrant ce moment depuis une valeur quelconque r' de p jusqu'à une autre valeur égale à r, on aura, pour le moment tolal du frottement de la couronne comprise entre les cercles du rayon r et r', * . •
^fmi p'rfp = |/n7r(r»-r'»).
Mais la surface de celte couronne est mesurée par7r(r* — r'*), • et son frottement total par p •
nommant donc or le bras deleinmr moyen de ce dernier frottement, on aura
/Nx =fm:{r' — r'*)x = I/zitt (r> — r"),
d'où
2 r* — r'* __ a r* -f- rr' -f- r"
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En représentant, de pkis, par/ la largeur de la couronnent par r, le rayon de son cercle milieu^ il viendra
r=r,-f-^/, r' = n — {/et x = ri-h
lar»
c^qui montre qu'on^ourrai safis erreur sensible, prendre r, pour a; toutesIesrcJfttipe/seralMKit par rapport à n.
"38. Frottement des pivots de différents genres. — Dansée cas particulier où la base du pivot est un cercle entier de^rayon p, r' étant nul et r = p, on a simpiemenr
Ayant ainsi la valeur du bras de levier moyen du frottement, U ne s'agira plus que de le multiplier par/N pour avoir le moment même de ce frofttement; et si Ton veut appréciei* directement la quantité de travS^l qu'il détruit pendant une révolution entière de l'axe, il ne restera évidemment qu'à multiplier ce moment par 271. Enfin, si l'on veut remplacer la considération directe du frotiement par <|^lle d'uae force X tangente au cylindre extérieur du pivot, dont r est le rayon et qui seraitcapable de développer le mâ^ travail, il suffît, dans le cas général d'une couronne circulaire, de poser
rXz^2r|/N
d'où
pour TexpresSion de la valeur moyenne de ce frottement, censé agir à l'exlrémiié du rayon r.
Il arrive quelquefois que, dans la vue de diminuer le travail du frottement ou son bras de levier moyen , on termine ijig. 72) sa base par Une calotte sphérique, qui elle-même repose sur une partie convexe du fond de la crapaudine. Dans d'autres cas (/ig. 73), les rebords de celle crapaudine sont supprimés et le pivot se trouve terminé par une portion conique raccordée par une calotte sphérique plus ou moins
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grande, et qui s'engage dans une cavité pratiquée sur la pièce servant de crapaudine. Enfin souveo^Kl^l c'est ta crapau-
jline qui forme le pivot, tandis que l'aie lui-même porte l'encpstremenL de la tête de ce pivot, disposition qui offre
l'avantage de préserver la surface frottante des poussières quir pourraient s'y déposer lorsque l'axe est vertical, el l'inconvénienl de laisser expulser facilement l'enduit {'). Dans tous ces
^' } SouTcnl OD interpose, entre le rond de ie cnpâudine et le pirol, ana leDlilleiiolée ta acier qui diminua lei cfaincei de grippement. DÎTenei diipo. ritloni, conDuea soni le Dom de crapaadinei hfdrauUquet, de erapaudinri almoipMri^art, tant employées aujourd'hui poursouluger le grain, en dlmiauint li cbimTCrtîcale de l'irbre. Ce réiullal est obtenu aoitSD Tiisant arrirer, entre leglUnatle pirot, de l'eeu A forte preasion, toit en emprisonna ni de l'iir entre une cloche Bide k l'arbre et le food de la oHpaudine. (K.)
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qui pouitalents'oppdnraumoavement de l'ùhed'entrefelles. Quelquefois aussi on in|lDUent un jeu ionriable entre les épaulemenls des arbres et des cousshieis, au inoj«n de ren- Torts coniques fia annulaires pratiqués sur le pourtour des
^ouriilons, ei qutd|Freat un vide an dessous, aSm que le bras de leffer^ ftisàSm^t tangeoiiel de cetn-ci ne soit pas inu-
L(frsque l'arbre est soumis à des efTorls considérables dans le sens de son'-axe, Il vaut mieux ta^iner les tourillons par une partie arrondie, Tormant pivol et s'appujant contre un épaulement extérieur; il en résulte, en effet, qu'on peut diminuer, pour ainsi dire à volonté, le bras de levier du Troiment. Enfin, dans 'les tours à tourner, les martinets, etc., il arrive ordinairement qu'on supprime entièrement les coussinets des tourillons en faisant porter l'arbre uniquement sur les pointes des pivots, qui, s'usant ti>ls-viie alors, demandent que les épaulemcnts, poupées ou supports, soieitt fréquemment resserrés au moyen de coins ou de vis de^tesslon.
Lorsque de grandes pîàces planes telles que les'écious des grosses vis, ceruins plateaux ou ponts tournants, etc., doivent porler sur des épaulements en des points simés à une certaine diMance de l'ace de rotalioiH on (fîminue le bras de .levier du frottement et son intensité en interposant, entre ces p)a\eaux et ces épaulements [fig, 77), \ifie bande annulaire en. ter ab, concentrique à cet aie, glissant dans une crapaudine à rebords en cuivre, qu'on maintient pleine de graisse. Quelquefiis
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aussi on substitue l'emploi des gah^s^ou roulettes à celui de la bàndeanDulaîPê» 4tosi qd*on en a des exemples dans les ponts tournants nouvellement ^élablis sur le canal Saint*Mdriin, à
Paris, et dans plusieurs autres système employés dans les constructions publiques et les machine^; c'est pourquoi nous entrerons dans quelques détails sur la théorie de la résistance de ces roulettes, qui sont sujettes à des inconvénients fort graves lorsqu'on leur donne de petites Amensions, inconvé- - nients auxquels on n*acc«rde pas assez d'attention, et dont le principal consiste en ce'que, s'usant inégalement, elles finissent bientôt par ne plus tourner.
Résistance des roaes et roulettes ( ' ].
4-0. Résistance des roulettes à axe fixe. — Soit une roulette à axe fixe C {fig. 78), portant une charge P posée sur un plateau AB que fait mouvoir horizontalement la puissance F; il est é^Tident que cette puissance n'aura autre chose à vaincre ^que le frottement de glissement en C et de roulement en T, dont le dernier prdVient de la charge P et l'autre de la résul* tante de cette charge^ du poids de la roue, que nous nommerons /;, et de la puissance F, résultante qui a ici pour valeur
v/(P -+-/?)' -h F\ Si la roulette n'avait pas la liberté de tourner autour de son axe C, le frottement développerait en T une
(*) Foir, au sujet de ce chapitre, la Note du n^ 7 qui donne des indications suffisantes pour permettre d'appliquer à ces questions la théorie du frottement de roulement d'après les résultats de Dupuit.
Pour plus de détails, consulter le Cours lithographie ^e Mécanique appliquée professé à VÉcole des Ponts et Chaussées par M. Bélanger, et le Traité de la Dynamique des systèmes matériels^ du même auteur. (Paris, 186G.) (K.)
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résistance /P, produisânu pour un chendîn e parcouru par le
point d'application de F, la quantité de travail
/étant toujours le coefQcientdu frottement direct, relatif auflc
substances en contact (6). ^
Fig. 78.
Si, au contraire, la roulette tourne sur son axe, il se développera sur cet axe un frottement mesuré (3&) par
si F^ peut être négligé vis-à-vis de (P +/»)% et il se 'développera, en outre, au point de contact T de la roulette el di^ plateau qu'elle supporte, un frottement fte seconde espèce»
mesuré par
en conservant les dénôminationafét conventions des n<^* 7 et 8 ci-dessus.
Nommant de plus R == y D le rayon de la roulette, r celui de son axe, il est clair que, le chemin décrit par F en T étant e, celui que décrit le point d'application du frottement /'(P -f-/>)
de cet axe sera -^9 de sorte qu'on aura, dans les suppositions
actuelles, pour le travail de la puissance F le long de ^,
et par suite
ce qui montre que l'effort de la puissance décroît indéûnlment ^iènesure que le rayon de la roulette augmente, soit d'une manière absolue, soit par rapport à celui de l'essieu.
Toutefois la relation ci-dessus suppose que la roulette soit, ainsi que le plateau AB, coflhrenablemenl dressée et qu'elle tourne en effet, ce qui exige notamment que le frottement direct /P en T, par l'intermédiaire duquel la puissance F tran^et son action à cette roulette, et qui agirait seul dans le cas où celle-ci serait immobile, n'ait pas une valeur au-dessous de la quantité *
Or le mouvement de rotation serait infailliblement empêché si le plateau ou la roulet^ contenait, par suite de l'user ou d'accidents quelconques, des aspérités ou inégaihés assez fortes pour que le moment de P, par rapport à C, l'emportât sur celui duYrott^ent/P.
41. Influence des inégaUiêê du sol sur le mouvement des ^ulelteêt, — Considérant, par exemple {Jig. 79), un obstacle solide placé en a, en arrière de T par rapport à F, dont h soit la saillie ab sur la circonférence de la roulette, et / la distance aT au point T, on remarquera que le roulement, au lieu de se faire autour de ce dernier point, tend à s'effectuer autour de a, de sorte que la puissance F, qui agit, au premier instant, avec le bras de levier CT=C6 = R, doit, par l'intermédiaire du frottement/P, qui se développe au point a, vaincre ou soulever la charge P, qui, elle-même, agit en ce point, avec le bras de levier CD = aT = / par rapport à l'axe C; ce qui aug-
mente, à ce premier instant, la résistance /' (P -*- p) jt due à
ao.
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l'axe C, de la quantité
h étant censé très-petit par rapport à R. On aura donc alors
en négligeant la considératioi^du frottement de seconde es* pèce, qui se développe en ^'.MJ^ite du mouvement relatif du plateau et de la roulette^î^l^Hiit la vitesse virtuelle est nulle ou infiniment petite par%pport à celle de ce plateau.
Fig. 39.
Si cette valeur de F était supérieure au frottement direct /P, qui se produit en a^ dans le cas où la roulette demeui^ immobile, il arriverait effectivement qu'elle ne tournerait pas, et que la résistance se trouverait mesurée simplement pàr/P, comme dans le glissement ordinaire des corps solides.
Quant à la quantité de travail que doit dépenser F, pour vaincre l'obstacle, ou pour amener ( en T, elle est évidemment mesurée par
PA -+- /'(P -+-p)^ arc 6T = PA 4- /'(?-♦-/?) rare tang^-,
le chemin qu'a décrit son point d'application a dans sa direction propre étant égal è aT = /, on voit que cela suppose, de
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sa pari, UD effort moyen mesuré par
__ H./'{P + ;>) - arcung j^
h étant toujours négligeable vis-à-vis de aR.
D'ailleurs la quantité de travail ci-dessus n'est pas tout entière pMit^ue pour la roulette, et il est même aisé de voir que, lorsque l'obstacle aura franchi le point T, une partie de ce travail, mesurée par Vh, sera restituée pendant la descente «de P; m^is, commâ l'obstacle ne peut atteindre ou quitter le plateaa^^OS qu'il y ait un choc, on voit que l'irrégularité du moùlttglitfrproduira nécessairement une perte de Torce vive apprét^lile et que nous enseignerons, par la suite, à calculer, sans compter qu'il arrive bien des cas où, le mouvement d'ascension du plateau étant gêné par des obstacles invincibles, il se produit des arc-boutements donnant lieu à des résistances qui peuvent n'avoir aucune limite, ou qui, tout au moins, rendent impossible la rotation de la roulette.
42. Résistance des roues et roulettes à axe mobile. — La plupart de ces remarques sont applicables au cas d'une roue
[fis- 8o}t sollicitée par une puissance F appliquée directement à son essieu C, qui alors ne tourne pas, mais est trans-
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porté parallèlement au sol de niveau AB en même temps que celte roue.
Nommant toujours P la charge, qui ici repose directement sur l'essieu, et p le poids propre de la roue, on aura évidemment ^ Jf
si F» peut être négligé vis-à-vis de P* sous le radical. ,,
Dans le cas d'un obstacle solide quelconque ab^ iU^rposé entre le sol et la circonférence de la roue, il faudrait, comme
ci-dessus, remplacer le terme A -^ — jr-^ par •
,p,„^=,p.„^ij^-^=,p.,/(^
ou par
Dans ces expressions h est toujours négligeable vis-à-vis deR, et mesure la saillie de 6 sur AB, si l'obstacle fait partie du sol, la rotation tendant alors à s'opérer autour de 6, ou la saillie de a sur la circonférence de la roue, si l'obstacle fait partie de cette roue et que la rotation tende à s'opérer autour du pointa.
Ces expressions apprennent d'ailleurs que l'effort à employer
pour surmonter l'obstacle décroît en raison directe de v^; cela fait dire quelquefois que la puissance des roues est proportionnelle à la racine carrée de leur rayon ( * ).
43. Limite à laquelle le roulement cesse d* avoir lieu et le glissement qpmmence. — La condition pour que les roues à
(*) On trouTe dam Y Introduction à la Mécanique industrielle (3* édition) an Tableau donnant la rédâlinoe des roues sur des surfaces planes de diverse nature. (K.) '^\ÉI^'
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essieu cheminant le long d'un plan AB (Jig. 80) glissent, sans tourner, sur ce plan, est toujours exprimée par l'inégalité ;,j^ "
Or cette 'Circonstance arrive quelquefois, même pour les roues de voitures ordinaires, quand ces roues sont basset, mal graissées^ et cheminent sur un sol parfaitement uni, notamment surjtef^for recouvert de glace ou de neige battue, pour lequel j^raleur de /peut se réduire à 0,01 4o. Supposant par exemple *;
on aura
et il faudra que cette quantité surpasse 0,0 14 pour qu'il y ait glissement sans roulement, ce qui exige que A soit supérieur à
0,6(0,014 — o,oo44) = o,oo58,
résultat qui ne présente rien qu'on ne puisse admettre. C'est d'ailleurs à cette prépondérance de la résistance au roulement, qui est encore augmentée par l'épaississement des enduits de l'essieu dans les temps froids, qu'il faut attribuer l'usage exclusif des traîneaux dans les pays soumis à des hivers d'une longue durée.
kk, Pourse rendre compte a priori comment la condition cidessus dq^lissementa encore lieu dans le cas actuel (*), bien
(* ) Lorsque U roue porte une saillie ab {Jig, 80, n® 42 j, telle qu'un clou de bande, etc., et que cette saillie Tient à rencontrer le sol de niveau AB, la condi-
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que la puissance F ne soit pas appliquée immédiaiement^u ï|j( point de coniact delà roue et du sol, iisufflt de considérer que, Wî^ si celle-ci ne tournait pas, l'effort F serait précisément égal à ' /"(P-i-p), et que, si cet effort surpasse celui
qui est nécessaire pour faire tourner et cheminer à la fois la roue, il faut bien qu'en augmentant graduellement l'énergie de la puissance F à partir de zéro elle détermine le mouvement de roulement, à l'instant mrm(> nis retie énergie est mesurée par
c'est-à-dire avant celui oîi elle serait capable de vaincre le frottement direct f(P + p), qu'on peut lui-même considérer comme composé de deux autres, dont le premier 5eral||P^ à la résistance que le sol oppose au refoulement denses parties, en avant de la roue, et le second au simple glissement langentiel de la jante sur le fond de l'ornière, glissement ana-
lioD pour qu'il n'jr ail pu itliiiemeat ud a ettériderameDl
/{P ^/.) ■> F = ^S±f} t + f 1 y/pî^TF--.
/ éunt ég»\ k nT.
Mais si l'obiucle (olide ai ftiuit partie du lol, il faudroil, pour que la roue pût, au premier initant, tourner aulour du point d'appui A saD* gliuer te long du plan tangent eu ce point, qu'on eût (,19), a mesurant d'ailleurs l'angle d'inclinaison du mèrne plan avec l'horiioo,
T<,P^p)i^tJfI}asL, d'où />?-li£±£li£!^,
pour t|ue la roue ne tende pas à glisser en remontant, et
pour qu'elle ne tende pas à glisser on desceudant, la Talour de F étant ici éWdemmeni
F = (P-,-^51aiie«-i-/'^^rTP'-
à l'autre partie d^(P ■+- p) qui se rapporte au simple glissement tangentiel gpla roue censée tourner sur dié-même sans
,Tr8
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logu6% celui qui aurait lieu, si la roue ne faisait simplement que tourner, autour de son axe et au iri^me point du soU s^us la pression P -h />.
La dépense de travail que suppose le refoulement des parties situées en avant de la roue étant, en elle-même, indépendantfedbi mode par lequel ce refoulement s'opère, on voit que, à d^w^stanees semblables d'ailleurs, la résistance qui lui correspond doit être aussi mesurée êe la même manière, soit qu'il y ait ou non roulement, c'est-à-dire par la formule
A' - — n-^» dans laquelle, sans aoute, il conviendra d'attri-
•buer à A', pour beaucoup de cas, une valeur un peu plus forte que celle qui se rapporte à l'hypothèse du roulement: Quant
cheminer, on peut continuer à la représenterpTTaprès ce que l'on connaît de la résistance des touriliçns, par une expression de la forme/ (P -f-/i), dans«B|quelle /i a une Valeur moindre que/; on aura donc, polnj^ résistaitce toiMe dMa roue traînée directement sur le sof.
On doit concevoir parfaitement, d'après cette discussion, comment la condition ci-dessus
/CP ^ ;>) =r ou > ^^l±P} +/' ^ v/FITp"'
suffit, et au delà, pour assurer à la fois le mouvement de rotation et de roulement le long du chemin; car, la constante A' étant tout au moins égale à A, on voit que la condition se réduit simplement à celle-ci :
/(P4-/>)r.:0U>/'~V^P^PS
sur laquelle on retombe directement quand on soumet généralement au calcul la question du mouvement des roues, en tenant compte des différentes forces de compression ou de
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réaction qui se font équilibre» tant sur ces roues elles-nfèmes quQsurleursessieux.il -nous suffit ici d'avoir présenté, sur la théorie de la résistance des roues et rouleltes, quelques notions préliminaires qui peuvent recevoir des applications utiles dans le calcul des machines.
45. Usage des galets ou roulettes pour diminuer la résis^ tance des pièces /itMÉto»/g< des machines. — En se servant des données qui préeSaent» on sera en état de calculer approximativement la résistance que présentent les galets et roulettes employés pour diminuer le frottement direct des corps en mouvement les uns sur les autres, roulettes qui fort** souvent portent une gorge angulaire destinée à embrasser les languettes saillantes qui constituent alors le chemin, et dont les rebords empêchent le système de dévieMatéralement. On voit, par exeiÉjple, que s'il s'agit de pièces douées d'un mouvement rectiligne, telles que celles dont il a été question aux n~ 30* et suivants, ex qui seraient dirigées, dans ce mouvement, par des roulettes aJif{)tées, soit à ces pièces elles-mêmes, soit aux guides, on n'aura autre chose à faire qu'à calculer, comme on l'a indiqué dans ces numéros, la pression que supporte tant l'axe que le point d'appui de chaque roulette, puis à rechercher, d'après les considérations précédentes, les résistances auxquelles elles donnent lieu respectivement, pour les substituer, dans l'équation d'équilibre du n*^ 30, aux résistances /'N,/N' qui résulteraient du frottement direct.
Quant au cas où les roulettes se trouveraient interposées entre deux plates-formes, dont l'une flxe et l'autre mobile autour d'un axe donné, il ne présentera pas de difficultés plus grandes, si les chapes des roulettes font corps avec l'une ou l'autre de ces plates-formes ; car, quelle que soit la manière dont se distribue la pression sur le système de ces roulettes, on sera en état d'évaluer la résistance absolue ou totale dans le sens propre du chemin décrit par le point de la plate-forme mobile qui répond au milieu de leur axe, et il ne s'agira plus que de multiplier cette résistance par ce chemin ou par sa distance à l'axe de rotation général du système pour obtenir le travail ou le moment par rapport à ce même axe.
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En offèt» consei^anl les dénominations des n*"* 41 et k% on aura approximativement, pour chaque roulette en particulier,
si la chape fait partie de la ptote-f^rme âobile, ou
si elle^st liée à la plate-forme flxe. P étant ici la pression indéterminée supportée par la roulette de la part de celle dernière, il sera impossible dc||eaI{iEuler sa ré|d;stance indivi- « « duelleF; mais, si l'on fait, pour chaque cas, la somme^e toutes les résistances sembl^les, on aura, dans le premier,
et, dans le second, ^
relations dans lesquelles Tindélermination n'existe plus, puisque 2(P) indique la somme des pressions supportées par les roulettes.
46. Galets de plaies-formes tournantes. — Il arrive souvent et il convient même, pour éviter la résistance sur les essieux de roulettes, que ceux-ci soient rendus indépendants des deux plates-formes, et alors le roulement s' opèm, sur chacune d'elles, comme dans le cas du n® 10, si ce n'est que les essieux donnent ici lieu à un excès de résistance, dont l'intensité est en quelque sorte indéterminé!' et dépend bien moins de la pression réciproque des plates-formes que des accidents particuliers ou des imperfections que présentent la surface des roulettes et les surfaces d'appui, qu'on a soin d'ailleurs.de revêtir de bandes ou ornières de fer saillantes.
En effet, les galets ne peuvent point ici être entièrement ^
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libres ou privés d'essieux qui les dirigeot dans leur çpurse* attendu que le moindre obstacle, les faisant cheminer Inégalement et dévier de leur route, ils s'embarrasseraient mutuelle; ment et seraient plus nuisibles qu'utiles». AHn donc d'assurer la direction de leur mouvement, on les relie entre eux par deux grands «d^eaux en fer> concentriques à l'axe général et. auxquels jr«daptAi-,^nsversalement les boulons ou essieux; ces anneaux son9|r*ftlleurs eux-mêmes reliés à l'axe dont il s'agit par des bra^ qui ont la liberté déjouer à frottement doux sur son contour. Quelquefois iftéme ces anneaux ou chapes générales sont articulés au droit de chaque essieu de roulette, afin d'éviter toute espèce de gàne dans le mouvement;' mais, à m^inatd'une exécution parfaite et dé soins minutiecnc qu'on ii'it|tporte guère à l'entretien des rou* lettes et des bandes frottantes, on ne doit pas s'attendre 2i la suppression complète du frottement des axes, qui d'ailleurs ;Pnt à supporter le poids. des systèmes de chapes et de la moitié environ des bras qui les relient à l'axe de rotation général. Nommant q ce poids, q' celui qui charge la couronne frottante par laquelle les bras sont réunis iT^'axe en^uestion, on aura évidemment, pour la résistanctriotale X tjfa pareil système, rapportée au cercle milieu des axes de Voulettes d'un rayon p,
en conservant les conventions et dénominations précédentes, et supposant d'ailleurs la puissance appliquée au plateau tournant, ce qui est convenable si l'on tient à diminuer l'intensité absolue de la. résistance en augmentant le chemin décrit par le point d'application de la force motrice, et si Ton veut éviter en même temps les efforts de traction, assez grands et variables, que supporteraient, datis le sens du chemin qu'ils décrivent, les axes de roulettes, si cette force était immédiatement appliquée aux anneaux des chapes.
Telles sont, au surplus, les dispositions fort ingénieuses adoptées pour la manœuvre des ponts tournants du canal Saint- Marlin, à Paris, dont nous donnerons une idée plus étendue
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dins la partie de ce Coups consacrée spécialement à l'étude des machjjaes existai^tes.
47. Usage des roulettes pour diminuer la tésistance des tourillons des roues. — On emploie aussi quelquefois, dans la vue de déterminer le frottement des tourillons des arbres de machines, des galets sur le contour desquels on les fait reposer directement.: on en a un exemple remarquable dans la machine d'Atwood; maisjjttire qu'il n'a point été fait encore d'expériences directes pcJ^Hjpprécier, dans ce cas, la résislance tangentielle au roulelnlnl, on doit aussi remarquer que les chances de déformation des. surfaces doivent être ici bien plus grandes que dans ceux qui précèdent, attendu que, à consistance égale des matières, les impressions qu'elles supportent ,j^oi vent :!|ilre plus profondes, et par suite plus durables. ^ànl à cette résistance en elle-même, on pourra, faute de mieuv, en attendant des expéri^ces concluantes, la supposer égale à*la quantité ^ ^*
A et A' étant des constantes censées dépendre uniquement,. «^' d^la nature des substances en contact, R, R' lef rayons des roues, P leur force de compression commune et réciproque.
AP
Celte expression se réduisant d'ailleurs à -rr- quand le rayon*
(*) Dans le cas d'un obstacle très-pe|it interposé entre les deux rouM, et^ doftt /serait la distance au point de contact commun, la résistance tangentielle et totale, en supposant, du reste, l'une de ces roues libre de se soulever eoaiiMI celle qui a été considérée aux n<>* 41 et 42, aurait éyidemment pour valeur l'expression
qui ne comprend pas d'ailleurs la partie de la résistance provenant du frottement des axes, s'il en existe, et à laquelle on arrive également en supposant l'obatacle matériel remplacé par une facette plane, commune aux deux roues, de largeur / et qui serait produite par leur compression réciproque sous la charge P. Nous verrons,dans la Section suivante^que la même formule se présente quand il s'agit de mesurer la résistance des engrenages de roues.
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R' est infini, ou que la surface correspondante se change en un plan, on se trouve conduit naturellement à attribuer a chacune des constantes A et A' les mêrnes valeûrf que si le -^l cylindre auquel elle correspond roulait simplement sur un plan formé de la même substance que l'autre cylindre; mais il y a tout lieu de croire que, dans la réalité, elles doivent être un peu moindres, à cause de la plus grande facilité qa^Hit les surfaces à se dégager du fond de l'impression qu'ellesMMssent par suite de leur compression r6^[Nroque. . "-
Dans le fait,' ces suppositions m^oivent être considérées que comme des aperçus qui ont besoin d'être vérifiés par l'expérience, et qui, en attendant, peuvent fournir des indications utiles dans certains cas de pratique.
48. Calcul de la résistance des tourillons ftrouletiesi — Pour montrer maintenant le rôle que joueraient les galeta^^Hf tourillons, s'il était permis d^égliger leur^sistanceau roulement et de faire abUraction du défaut qu'ils ont dfe s'user inégalement, et d'autant plus rapidement que les rayons et les arêtes de contact des couronnes roulantes sont plus petits, nous supposerons que a (fig. 8i ) soit le centre d'un touriUon,
Ftg. 8i. • O
de rayon r, sollicité par des forces dont la résultante générale soit N ; s'il tournait dans un coussinet ordinaire, son frottement serait mesuré par/'N, développant une quantité de trsrvail égale à/'N27rr, p^m une révolution entière de l'arbre. *f Mais, si l'on supposô ce tourillon porté sur deux roulettes
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égales 6 et c, dont ^ soit le rayon commun et p celui de leur essieu, .la^ pression N se trouvera décomposée en deux autres passant par les axes b, c, et qui, en supposant N symétrique* ment située par rapport à ces mêmes axes, auront évidemment pour valeur commune la quantité
N acosyce'
dans laquelle a repcrésente Tangl^^Hacr.
^ Ces pressions produisant» sur les^axes 6 et c, des frottements mesurés par *
on voit que, e^^Qligeant la résistance au roulement» qui a lieu en deie, la perte d0;,^yail qui leur correspond» toujours pour une révoRition eafÉtee du tourillon a, sera me^àée par
COSja R
puisque Viit développfi auxi^oints de contact d^mtf par les roulettes» est égal à ii:r, et, par conséquent» cebl^que-têcil-'
vent les surfaces des axes b et c» à 27rr& donc aussi la résistance tangentielle qu'éprouve à se mouvoir le tourillon a, et qui était/'N dans le premier cas, se trouvera réduite à
cosja R
dans le second; ce qui est d'ailleurs évident a priori, puisque cette résistance est la somme des^ffoits tangentiels à appliquer, en d et e» pour vaincre les frottements en b et c.
49. Disposition la plus avantageuse des roulettes. — La résistaftce dont il s'agit et sa quantité de travail croissant d'ailleurs à mesure que cosja diminue» ou que l'angle frac augmente ('),
(*) On remarquera que le rayon p des essieux de roulettes a une relation nécessaire avec celui r du tourillon de Tarbre; ce dernier supportant une près-
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00 voit qu'il importe de rapprocher i'uiude l'autre les axes b, c des roulettes; et c'est pourquoi, dans certains cas, on fait immédiatement porter [fig. 83) le tourillon a sur la
e roulette c, de Taçoo que la direction de ac soit sensiblement celle de la résultante N des forces^mii agissent «sur 9; mais alors on contient latéralement ce îlourillon par deux autvto roulettes A et 6* doAl lal%ne des centres est periUndlculaire à ac. ■La résistance tangentielle du tourillon a
se réduit ainsi i la quantité/' N^* ou la perte de travail, par
(ion normile niesDrée(38] par « et 1m deux lulrci une pmiiotratsa-
r^ par r ;~i itlcndu que chaque rouletle repoae sur deux axes écaui n
■ymitTiquement placci, on devra, d'après les règles de stabiliti-, délcrmioei' la grandeur de p aelon la pvoportIbD ^^
-::P!/,"d-où p = ^'4^ = ï^-^ *
« v'4cos;a y/iciM\it
»m lien de la rétlfUDce /' N qui te rapparte ■ par an couMÎnet ordinaire.
d'an tenl tourillon aupporté
APPIiO^UÊE AUX MAGBINBS.
révolution, à/'NaTrr^jen conservant les mêmes dénominations qui'ci-dessuSy et supposant d'ailleurs que Tarbre de a ne soit pas sollicité par d'autres forces que K.
Les tourillons de la cloche de Mute de la cathédrale de ifetz présentent un moyen de suspension analogue, et qui se trouve indiqué par la Jig. 82; mais, comme ici la cloche ne fait que de courtes oscillations de part et d'autre de la verticale, les roulettes se trouvent simplement remplacées par des secteurs circulaires, dont ceux de droite et de gauche sont dirigés, dans leur mouvement de va-et-vient, par le moyen d'un système articulé.
Équilibre du treuil en ayant égard au frottement et à Ut roideur des cordes.
50. Solution générale dans le cas oà les forces sont cornprises dans des plans perpendiculaires à t'axe. — Soit [fig» 83) un treuil dont l'arbre horizontal AA' est supporté, vers ses
Fig. 83.
extrémités, par deux tourillons reposant sur les coussinets fixes A et A', et sollicité à se mouvoir par la puissance P et la résistance Q, qui agissent par l'intermédiaire de cordes ou de courroies que nous supposerons situées dans des plans perpendiculaires à l'axe AA'; nommons
M le poids total du treuil, dont le centre de gravité G est censé sur Taxe AA';
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R et r les rayons des roues, à l'exlrémiié desquels agissent
P et Q ; p et p' les rayons des tourillons A et A'; d le diamètre de la corde sollicitée par Q; p^ q^ m et l les distances respectives de P, de Q, de M et du
point d'appui A à celui A'; a et p les angles de P et de Q avec la verticale; N et N' les résultantes des efforts exercés respectivement sur
les points d'appui A et A';
0 ex 6' les angles que forment ces résultantes avec la verticale;
f /, et /,' les valeurs de ' pour les tourillons A et A'...:
^la résistance occasionnée par la roideur de la corde
qui s'enroule du côté de Q.
On commencera par décomposer chacune des forces P et Q en deux autres, suivant la verticale et l'horizontale, puis on décomposera, à leur tour, ces dernières, ainsi que le poids M du treuil, en deux autres qui leur soient parallèles et situées dans les plans perpendiculaires, en A et A', à l'axe du treuil et à des distances égales à la longueur de cet axe; on trouvera de cette manière :
/ somme des composantes verticales, Mm
Pour le point A
Pour le point A'
■p -H Of cosp -f-P^cosa = Y;
somme des composantes horizontales, Q^sin(3-P^sina=:X;
somme des composantes verticales, somme des composantes horizontales.
APPUQUÊB AUX MACHINES. 323
On aura donc, en observant que les résultantes des forces contenues dans chaque plan doivent passer respectivement par les points d'appui correspondants des tourillons, lorsque le treuil est arrivé à sa position d'équilibre ou de stabilité.
= j-/[M(/-/w)-+-Q(/-^)C08p-f-P(/— /?)cosa]'-h[Q(/-'^)8inp— P(/— i»)sina]^
tang0=Y» tangô'=Y7'
valeurs dont les dernières serviront, conjointement avec les signes de X et Y, de X' et Y', à faire connaître la direction et le sens de l'action des résultantes N et N'.
L'équilibre devant avoir lieu autour de l'axe C du treuil, entre la puissance P, la résistance active Q, la roideur de la corde qui s'enroule du côté de Q et enfln les frottements /iN,/', N', on aura, par la théorie ordinaire des moments,
équation daVis laquelle il ne fiiudra introduire que les valeurs absolues de N et N^ et qui sera, en général, du quatrième degré en P.
51. Cas où les forces ont des directions quelconques, — Dans le cas où le système serait sollicité par une ou plusieurs forces non comprises dans des pUns perpendiculaires à l'axe AA^ il faudrait remplacer chacune d'elles par deux autres agissant au même point, et dont l'une, comprise dans un tel plan, devra être traitée comme les forces P et Q, et dont Tautre, parallèle à AA', pourra, à son tour, être remplacée paf^-ùne force égale dirigée suivant cet axe et par un couple donnant lieu à des pressions en A et A' qu'il faudra comprendre au nombre des autres forces qui sollicitent ces tourillons, pour obtenir les nouvelles valeurs des résultantes N et N^
Quant aux composantes qui agissent suivant l'axe AA', on les composera en une seule, égale à leur somme, et dont Tintensité absolue, étant mesurée par Ni, produira, sur l'épaulement contre lequel elle force l'arbre ou la tête du tourillon à s'appuyer latéralement, un frottement /Ni, dont le bras de levier moyen devra être calculé comme il a été expliqué au n"* 37, et dont on ajoutera le moment à ceux des autres résistances dans l'équation d'équilibre ci-dessus.
52. Méthodes abrégées pour résoudre V équation d'équilibre^ — Afin de simplifier la résolution numérique de cette même équation, on se sert ordinairement de la méthode des substitutions successives; on néglige d'abord les termes en/, et/,' ,
ce qui donne
r . rf'-(a-f-fcQ) r
^--^R"^ Tr R'
on met cette première valeur, un peu faible, au lieu de P, sous les deux radicaux, ce qui fournit une nouvelle valeur de P beaucoup plus exacte, et qu'on peut substituer à son tour, sous ces mêmes radicaux, pour en obtenir une troisième et ainsi de suite; mais, à cause de la faible influence du frottement des tourillons, il arrive, presque toujours, dans les cas de pratique, qu'on peut se borner à la première substitution. Les résultats de la Note I, placée à la fin 4e cette Section III, mettent d'ailleurs en état de résoudre, dans chaque cas, d'une manière générale et avec un degré d'approximation très-suffisant, l'équation dont il s'agit, qui se trouve ainsi ramenée à une autre du premier degré, entre P et Q.
Considérant, par exemple, \/X'-h Y% qui exprime la valeur de N, si l'on ne connatt nullement le rapport de grandeur des composantes X et Y, dont on ne doit ici d'ailleurs retenir que la valeur numérique et absolue, on remplacera le radical par la quantité linéaire et rationnelle
0,828 (X -f- Y), exacte à ~ près ;
si Ton sait à l'avance que Y surpasse X, on le remplacera par
celle-ci :
o,96Y -f- o,4X, exacte à — près.
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Substituant donc cette valeur approchée de N et la valeur analogue de. N' dans l'équation d'équilibre ci-dessus, on en déduira immédiatement P, en fonction de^Q, avec un degré d'approximation très-suffisant, même dans la première supposition, à cause d^la faible influence du frottement des tourillons. *
53. Simplification relative au cas le plus ordinaire des ap^ plications, — Dans le cas le plus ordinaice, on aura
P=^P'. /.=/; et y;Np4-/:Ny=/.p(N-+-N');
de plus, les. forces P^ et Q agissant dans le même sens que M pour presser les tourillons, les valeurs de Y et Y', de X et X', telles qu'elles ont été écrites ci-dèssus, sont toutes positivesy de sorte que si, comme il arrive fort souvent, on a en même temps Y > X, Y' > X', on pourra prendre, à ^r près,
N4-N' = o,96(Y-hY')-ho,4(X-hX')
= o,96(M -h Qcosp -h P cosa) -♦- o,4(Qsin(3 — Psina),
ou, à \ près seulement, si l'on ignore absolument l'ordre de grandeur de X et X', de Y et Y',
= o,83(M H- Q cosp -f- P cosa -h Q sinp — P sina).
L'une et l'autre de ces expressions sont, comme on le voit, celles qu'on obtiendrait directement si, au lieu de décomposer chacune des forces proposées dans les plans perpendiculaires à chaque tourillon, pour en chercher séparément les résultantes N et N', on les avait supposées, tout d'abord, comprises dans un plan unique, et appliquées au même point, ce qui eût donné, pour la résultante générale, l'expression
V^(M-t-Qcos(3-hPcosa)'-h(Qsin(3 — Psina)»
= s/W 4- Q' 4- P' 4- 2 M (Q cos (3 -+- P cos a) 4- 2 PQ cos (a -f^) ,
qu'on prend ordinairement, en effet, pour la valeur de la force totale qui sollicite les tourillons et produit leurs frottements
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censés concentrés en un seul ; mais cette supposition ne conduit véritablement qu'à des résultats plus ou moins approchés, et qui peuvent devenir fautifs toutes les fois que les composantes Y et Y', X et X' tendent à faire presser les tourillons contre des points opposés des coussinets.
Dans ce dernier cas, en effet, et attendu qu'on ne doit prendre que les valeurs absolues des forces dont il s'agit, pour les substituer dans les sommes X -h X' et Y 4- Y', on se trouvera obligé de changer le signe algébrique et naturel de la force qui est négative, ce qui empêchera la réduction ci-dessus d'avoir lieu. Par exemple, il se pourrait que, dans un certain cas, on eût en même temps
Q I sinp> p£ sina; Q ^llZll sin(3< P ^Izjll sin<x,
et alors, au lieu de
XH-X'=:Qsinp-Psina, on aurait
X-+-X' = Qsinp (^-i^-Psinafi
ce qui est bien différent.
Ces observations sont entièrement semblables à celles que nous avons présentées à l'occasion du frottement des pièces rectilignes contre leurs guides (30) ; elles montrent qu'il faut soigneusement distinguer, dans chaque cas, le sens de l'action des forces et les relations entre leurs intensités, pour être en état de prononcer sur le signe des composantes Y, Y', X et X', et, par suite, s'il peut être permis de substituer la considération d'une résultante unique à celle des résultantes distinctes N et N'; or c'est ce qui sera toujours possible quand les données et les conditions du système se trouveront numériquement et complètement établies {voir le n* 56 ciaprès).
54-. Exemple relatif au treuil destiné à soulever des fardeaux. ~ Dans le treuil destiné à soulever des fardeaux, il n'y a pas d'incertitude : Q est vertical, ^ = o, et les compo-
santés X et X' de N et N^ se réduisent (50) aux forces
Pjsina, V^J—J^s\na,
qui agissent dans le même sens pour presser les tourillons ('). L'équation d'équilibre peut être ainsi remplacée par la suivante, en observant que les composantes dont il s'agit sont respectivement moindres que les composantes verticales Y et Y' :
-+-/p[o,96(M -f- Q-+- P cosa) -+- o,4Psina],
de laquelle on tire
p^Qr-i- j^^(a-f-6Q)-+-o,96/.p(M-f-Q) R — /,p (o,g6cosa-+- o,4sina)
(*) Si F agissait au delà du tourillon A' par rapport k A, p deviendrait négatif, et l'on prendrait
N=o,96 (m y-+-Q| — P jcosaj H-o,4P fsina,
N, = „,90 I^M (^) ^ Q (±2^ ^ p LLL£} co.«] + 0,4 p ^-^^in ..
et par suite,
N -H N'= o,96(M H- Q -h P C05«) H- 0,4 P ^^ j-^ sîn a,
R — /i|9 lo,96co8a-+-o,/| ^^ j-^ sinal
valeur qui ne diffère de celle donnée dans le texte qu'en ce que sin a y est remplacé par j— ^sina au dénominateur; mais, comme la solidité de l'arbre
exige, dans les suppositions actuelles, que la saillie p soit très-petite par rapport à /, on pourra presque toujours se borner à la valeur du texte, dont le dénominateur peut être simplifié toutes les fois que, l'angle a étant aigu, on aura cosa > sina; car alors le facteur
0,96009 a -f- 0,4 sina sera k ij prés égal à l'unité.
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avec un degré d'approximation très-sufGsant pour les applications ordinaires.
Les valeurs générales (SO) de N et N' devenant par ellesmêmes rationnelles dans le cas particulier ou P serait vertical ou a nul en même temps que (3, il sera plus exact de prendre
en remplaçant ainsi les coefficients numériques 0,96 et 0,4 par I et zéro, attendu qu'ici {voir la Note I à la fin de cette Section) les rapports de Y à X et de Y' à X' deviennent infinis. %H..^'.
En générai, et pour la précision, il conviftdide ne pas oublier que ces coefficients sont susceptibles de changer de valeurs avec les rapports dont il s'agit.
55. Cas où la puissance est parallèle et de signe contraire à la résistance. — Si a, au Heu d'être nul, était de 180 degrés, c'est-à-dire si P agissait verticalement, mais en sens contraire de H et de Q, la même solution serait applicable en changeant simplement le signe de/ip au dénominateur de la fraction cidessus; car les composantes de P, qui agissent sur les tourillons, auraient généralement une valeur moindre que la somme de celles qui proviennent de M et de Q. Mais si, a étant nul et par conséquent P cosa positif, ^ égalait 180 degrés, Q cos^ devenant — Q, il y aurait lieu de considérer les expressions distinctes de N et N^ qui se réduisent alors (50) aux suivantes :
Mm P/? Q7
M(/-m) ^ V{l-p) Qil-q) l l " / '
dont il faudrait toujours ne prendre que les valeurs absolues pour les substituer dans l'équation générale d'équilibre.
Supposant, par exemple, que Texamen a priori des données de la question apprenne de suite que N et N' sont es-
sentiellement positifs, ce qui d'ailleurs, à cause de P >> Q ^ »
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arrivera nécessairement quand on aura à la fois
Mm-hQ^p>Qq, }ll [l- m) + Q^{l- p)>Q{l-q),
OU
il viendra J^
N-^N'=M + P-Q, p^OZL±i^^l*toMMziO),
ce qui suppose encore M -f- P > Q, condition naturellement comportée par les deux précédentes.
Si, au contraire, la discussion avait appris que N et N' sont essentiellement négatifs, il suffirait évidemment de changer la ligne de^i dans la valeur générale de P.
Enfin, si N et N' étaient de signes différents, on aurait
d'où
Qr+irfMa-f-6Q)±y;p[M(i^-.)-Q(^-.)]
le signe supérieur de/ correspondant au cas où la quantité
serait positive, et le signe inférieur à celui où, au contraire, elle serait négative.
56. Discussion relative au genre particulier de solution qui convient à chaque cas. — Cette discussion montre la nature des difficultés qu'on pourra^ en général, rencontrer dans les calculs relatifs à l'équilibre du treuil soumis à des résistances passives; car, les quantités N et N' étant fonctions implicites de la quantité P qu'il s'agit de déterminer, il ne sera
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jours possible de distinguer a priori quel est leur véritable signe; mais, outre que les cas d'indécision seront fort rares, on peut encore remarquer que ces cas ne se présenteront que lorsque la somme des termes tous connus, dans N et N', différera assez peu du terme qui contient P et lui sera d'ailleurs opposé de signe; ce n'est qu'alors, en effet, que les signes de N et N' pourront être douteux. Or, dans ce cas même, les valeurs absolues des priions dont il s'agit seront fort petites, et celles des frottements qu'elles produisent pourront, à la rigueur, être négligées vis-à-vis des autres résistances, à moins que, pour plus d'exactitude, on ne préfère les calculer en y supposant P simplement égal à sa valeur approchée
Q^ ou ^-hlrf.(a-|-6Q);
ce qui permettra alors de tirer directement, et avec un degré d'approximation plus que suffisant pour le plus grand nombre des cas de pratique, la valeur correspondante de P, de l'équation générale qui exprime les conditions de l'équilibre autour de l'axe du iVeuil.
Du reste, les mêmes remarques étant applicables au cas général examiné dans les n*** 50 et 51, quant à l'indétermination des signes des quantités partielles X et Y, X' et Y', il n'y a pas lieu de craindre qu'avec un peu d'attention on puisse jamais faire de fausses applications des méthodes de calcul qui y sont indiquées; car, les cas d'indécision relatifs au signe de ces quantités répondant encore ici à ceux où leurs valeurs absolues et individuelles seraient naturellement fort petites, on en facilitera beaucoup la discussion, en égalant séparément à zéro les expressions de X, X', Y, Y', puis comparant les valeurs qui en résultent pour P, soit entre elles, soit avec la véritable valeur de P, qu'on doit considérer comme essentiellement positive. En effet, celles de ces valeurs qui seront trouvées au-dessous de zéro indiqueront tout d'abord qve l'expression d'où elles proviennent est positive, et les autres seulement que cette expression peut être négative, si la valeur effective de P, telle qu'elle résulte des données du problème, se trouvait notoirement surpasser celle qu'on a déduite
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de l'équation hypothétique X= o, Y = o,..., que l'on considère en particulier. '
Faisant, par exemple, Y = o dans les suppositions générales du n® 50, on en déduira, pour P, une ceriaine valeur
^ Mm -+- Qq cos^
pcosa
distincte de la véritable; et, si cette valeur toute connue était négative, ce serait un signe certain que Y lui-même serait positif; la même chose aurait lieu évidemment encore si cette valeur, étant positive, se trouvait Inférieure à la véritable ou
à P, et, a fortiori, si elle était* au-dessous de Q -^ ou de
Q "d -hyrf»*(a-h 6Q); mais Y sera négatif dans le cas con-
traire, c'est-à-dire quand la valeur censée positive de Pt surpassera P, dont on ne connaît point, en général, de limite supérieure, comme on lui en connaît une inférieure; ce qui fait qu'on ne peut pas non plus Indiquer à l'avance une condition générale et explicite, qui permette d'assurer que Y est en effet < o.
Toutefois, si P. surpasse notablement la valeur approchée
de P, c'est-à-dire Q -rr» par exemple s'il en était les }, on
pourrait être certain, pour le plus grand nombre des cas, que Y serait aussi négatif; car il n'arrive jamais dans les machines que les résistances nuisibles des arbres tournants excèdent le quart de la valeur qu'aurait la force motrice si ces résistances n'existaient pas. L'indétermination du signe de Y n'aura donc lieu que pour le seul cas où Pi différerait très-peu de P ou
Q -g-î et par conséquent oii Y serait très-voisin de zéro, ce
qui conQrme la remarque déjà faite plus haut, et prouve qu'alors on peut en effet négliger, sans inconvénient, la considération de Y, ou prendre simplement pour sa valeur celle
qui répond à la supposition de P = Q -5- •
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Calcul des rèsiatances dans les panlles, le trenil daa Cbiuoia et le cabestan.
, 57. De lapouliejtxe. — Dans le cas particulier de la poulie, les Torces î* et Q agissent à la même distance r de l'axe, et sont comprises dans un plan qui partage en deux parties égaies rinicrvalle des tourillons, de sorte qu'on peut supposer que
Fig. 84. •
tout se passe dans ce plan milieu. Examinons d'abord la poulie Qxe [Jig. 84): nommant
T la tension du cordon sur lequel agit la puissance ;
T celle qui répond à la résistance;
(f l'angle formé par ces tensions, de part et d'autre de la droite qui joint leur point de concours A avec le centre C de la poulie;
m le poids de cette poulie, qui est toujours fort petit par rapport à TetT';
•^ l'angle que forme la direction de ce poids avec celle de la droite AC prolongée;
conservant, du reste, les mêmes dénominations e( conventions
qu'aux n" 50 et 52, on aura, après avoir décomposé les forces
m, T et T parallèlement et perpendiculairement à la direc-
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lion de AC,
équation dans laquelle (T-f-T') cos<p-f-mcosi}; est évidemmenCj^èit^f et plus grand que (T — T'jsinç — m sini};, qui, lui-iâa||el demeure au-dessus de zéro, tant que sin9 ^'^^^ P^s très-petitf remplaçant dona4B radical par sa valeur approchée à -^ près (52), tirant ensoue celle de T en T', il viendra
y^TV-hir/»*(rtr-4-6r)H-.rp[fo.96cosy— o.4 8iny)r-^fo,96cos^^-o,4 8in^)lw]
'•— />(o,96cos<p-4-o,4siuy)
Si les cordons étaient parallèles, c'est-à-dire si 9 était nul, il ny aurait éffdemment autre chose à faire qu'à changer le stghe de sinij; dans cette formule, attendu que la quantité (T — ï')sin(p — *isin4' deviaëdrait négative; enfin, si ces cordons étaient tous deux verticaux, lit lieu de la valeur approchée ci-dessus, on prendrait celle-ci,
Tr -h irfi^ (a -f- bV) -f-/p (r -4- m) .
qui est entièrement rigoureuse.
58. De la poulie mobile. — Dans le cas de la poulie mot^ile [fig. 85), il sera plus simple de décomposer les tensions T et T' selon la verticale et Thor^ontale; car la différence des composantes qui agissent dan|^tte dernière direction devra ètke naturellement nulle, et i|^omme de celles qui agissent suivant la verticale diminuée du poids m de la poulie devra être précisément égale a la charge Q, supportée par cette poulie, et dans laquelle se trouve compris le poids de la chaj^ et des garnitures; a et (3 étant d'ailleurs les angles formés i^spectivement par T et T' avec la verticale, on aura ainsi les équations i
T sina — T' sin^ = o, Tcosa -h T'cosp — m = Q, qui serviront à déterminer les angles « et (3, ainsi que les va-
leurs de T el T', conjointement avec les conditions géométriques du système et l'équation d'équilibre de la poulie au-
Fig. 85.
tour de son centre C, équation qui devient ici simplement
Tr=:T'-h|rfi^(a-4-6T')-f-/'pQ,
attendu que Q représente la résultante des forces qui agissent sur l'axe C.
Pour tirer la valeur de T et de T' de ces équations, on silbstituera d'abord celles que donnent les deux premières en fonction de cl et de p, dans la troisième, qui servira ainsi à calculer ces angles au moyen des conditions géométriques qui fixent la position du système ; ayant de cette manière les valeurs de a et de p, on calculera T et T' par les équations
Tsina ,^ , sina
(3 ^^ 'sm(a+P)
sin3
sm
sin(a-h(3) _(r-f-^rf»^6)(Q^m)H-(irf'*a-V/>Q)cos(â ~~ r(cosp-4- cosa) -^^df-bcosa
Quant à la relation entre a et p, elle se réduit à la suivante :
sinp sina
sin(a -4- (3) ~" sin(a -f-
igdi-a
PO
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qui montre que sin^ surpasse sina d'une Traction en ellemême toujours fort petite.
Dans le cas où les cordons seraient sensiblement verticaux, on pourra, sans inconvénient pour l'exactitude, remplacer les trois équations ci-dessus par les suivantes, en négligeant les puissances de a et ^ supérieures k la première :
T« — rf
Tr=l 1)ui donnent
Arf>'{a + *T')-(-/'p[T + T'-m
id^b
59. Treuil ou chèvre 4fi Lombard. ~~ Les calculs qui précèdent sont immédiatement applicables à la chèvre de Lom-
bard [Jig. 86), que les Anglais attribuent aux Chinois, et qui
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a été décrite» par Navier» dans Je tome I de V Architecture hydraulique de Bélidor^ nouvelle édition, Note bi^ page ^oo. En conservant ici les mêmes dénominations que dans l'article précédent, quant à ce qui concerne la poulie mobile, et supposant que la puissance P agisse pour élever la charge Q tangentiellement à la circonférence d'une roue de rayon R, sous un angle avec la verticale, mesuré par x; nommant, de plus,
M Je poids du treuil, y compris celui de la roue et des cordages, dont le centre de gravité général sera censé sur Taxe de ce treuil; ^
p' les rayons égaux des tourillons A et A';
R' le rayon du tambour sur lequel s'enroule le cordon dont la tension est T ; JJUlt
9^ celui du tambour qui correspond è la iRSon T';
— - — |Hi> la roideur produite pjJM&îrouîement du premier
de ces cordons; *•?
/, la valeur de ~r~' — r^ pour les tourillons A eiJiajR
obslf^fMllr<i^^tlleur8 que Q est la résultante des tensions T et T' qui agissent p^r presser verticalement les tourillons; qu'enfin ces tensions elles-mêmes peuvent êire ici considérées comme sensiblement verticales, en supposant que la poulie C ait reçu des dimensions convenables, on aura d'abord, pour calculer! et T' (58), ^
_ ir-^\d^h){Q-¥- m\'h\d^a^f'pQ
^,_r(Q-f-m)-irf»-r/^,rpQ
puis, observant qu'ici toutes les forces agissent pour presser les tourillons dans le même sens, et que la composante horizontale P sina est nécessairement une quantité fort petite par rapport à M-f-Q-f-m-4-P cosa, et dont il est permis de négliger le carré, sous le radical qui exprime la pression totale
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des tourillons (53), on aura également, pour calculer P,
PR = TR^.4-^''^''^,^^^R^— TV-f-/.p(M-4-Q-hm-f-Pcos«),
d'où Ton tirera immédiatement la valeur de P» après y avoir substitué celles ci-dessus de T et de T'.
Dans le cas où le système serait sans résistances passives, on aurait évidemment
ce qui montre qu'on peut diminuer à volonté l'effort de P» en diminuant convenablement la différence W—r' des rayons des tambours sur lesquels s'enroulent les cordages qui soutiennent la poulie mobile.
Si d'ailleurs il s'agissait de calculer, pour une révolution entière de l'arbre du treuil, la quantité de travail qu'aurait à développer la puissance P, il ne resterait qu'à multiplier sa valeur par la circonférence sttR que décrit son point d'application dans sa direction propre, ce qui donnerait pour ce travail, dans le cas où il n'existerait point de résistances passives, c'est-à-dire pour l'effet utile,
expression dans laquelle 7r(R'— r'} représente évidemment la hauteur dont s'est élevée la chargé Q + m pendant cette même révolution de l'arbre.
60. Cabestans, manèges ou treuils à axes verticaux, — Les solutions et équalions relatives au treuil à axe horizontal conviennent également aux treuils et aux systèmes de rotation quelconques à axes verticaux; il ne s'agit que de faire H = o dans ces équations, et d'ajouter à leur second membre un terme de la forme (38) y/Mp, pour tenir compte du frottement sur la tête du tourillon ou pivot inférieur qui supporte la charge M.
Supposant, par exemple, qu'il s'agisse du cabestan ordinaire Ijig» 87) sollicité par une puissance P, agissant perpendiculairement à l'extrémité d'un levier d'une longueur R, pour
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vaincre la résistance Q appliquée à la corde horizontale qui s'enroule autour de l'arbre venîcal du treuil; nommant d'ailleurs OL l'angTe formé, pour une certaine position du système,
Fig. 87.
parla puissance P avec la direction invariable de Q, et conservant, du reste, toutes.les autres dénominations et conventions du n" 50, on obsert'era qu'ici le tourillon supérieur est généralement plus fort que le tourillon inférieur, en A; qu'en outre /> doit être changé de signe; qu'enfin les composantes de 0 qui agissent sur ces tourillons l'emportent sur celles qui proviennent de la décomposition de P; on aura donc, pour résoudre la question dans le cas du cabestan ordinaire,
PR
d^{a +ftQ)
-/pN-f-/;p'N'+-/Mp,
Vp sin « 1* -t- P'/»' co^a
t- —j- ;o,9bsma -1-0,4 cosa).
(0,96 sina — o,4cosff).
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valeurs dans lesquelles cosa devra toujours êtreipris abstraction faite du signe, mais non pas sina.
Lorsque P représente la somme de plusieurs puissances égales et symétriquement distribuées autour de l'axe AÂ% ce qui arrive dans le cabestan manœuvré par des hommes, les composantes de ces puissances qui agissent sur les tourillons s'entre-détruisent réciproquement, et Ton a simplement alors
d'où l'on tire immédiatement la valeur de Q.
Enfin, dans le cas où P serait quelconque, mais// =/•, p = p, réquation d'équilibre deviendrait
PR ^ Qr+ ^'^(^^^^Q^ r-i-/p [0,960 ~ 0,96? sina h- 0,4 ^-^^^ P cosa] ^ i/M p,
et donnerait, pour la valeur de P,
p ^ Qr -^ 1 rf»- (g -^ feQ) + o, 96/.PQ -f- \fMp^ R -h/,p [0,96 sina — 0,4 7 cosa]
formule applicable à toutes les situations des barres du manège, pourvu qu'en attribuant à sina le signe qui lui convient on ne prenne que les valeurs absolues de cosa.
Des treuils on arbres tonmants conduits par des cordes
et conrroies sans fin.
61. Équations et données fondamentales de la question. — Pour offrir un exemple de la manière de calculer les résistances qui proviennent de la tension et de la roideur des cordes dans un pareil système, nous considérerons les deux arbres de roues A et A' {Jig» 88) horizontaux, parallèles et qui se communiquent le mouvement au moyen d'une corde sans fin BB'D'D, passant sur deux tambours de rayons différents R et R'tfNous supposerons que le treuil A soit sollicité par une résistance verticale Q, agissant à la circonférence d'une roue de rayon r, et qui doit être ici censée comprendre toutes les
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résistances passives, telles que roideurde cordes, etc., qui se développent en son point d'application. La difficulté se réduit évidemment à déterminer les tensions séparées des deux
Fig. 88.
branches BB% DD' de la corde sans fin, tensions dont la différence exprime la valeur de la puissance qui doit vaincre à la fois la résistance active Q, la roideur de la corde en son point d'enroulement D, et les frottements sur les tourillons A, qui naissent tant du poids et de la charge Q du treuil que de la résultante des tensions dont il s'agit. Nommant
T la tension qui agit, du côté de la puissance, avec le rayon R;
T' celle qui agit, du côté de la résistance, avec le même rayon;
9 l'angle formé par ces tensions avec l'horizontale AÂ';
p le rayon des tourillons de l'arbre A;
f fy la valeur de r ^^ qui leur correspond ;
M le poids du treuil et de son équipage, censé agir sur l'axe;
— ■ r; la roideur due a la tension T';
aR
observant d'ailleurs qu'ici les composantes horizontales et verticales des forces sur les tourillons agissent pour les presser tous deux dans le même sens, on pourra (53) les supposer toutes transportées en un même point de l'axe, de sorte qu'on aiira, pour calculer T et T',
(T~r)R = Qr-r-
R-H/pN,
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équation dans laquelle on prendra
N = v/[M 4- Q — (T — T') sinçp 4- (T -h T')' cos»cp = 0,96 [M -f- Q — (T — T') sincp] -f- o,4(T -f- T') cos<p,
si la somme des composantes verticales surpasse celle des composantes horizontales, ainsi qu'il arrive dans presque toutes les applications, et si, du reste, les forces Q, T et T' agissent dans l'intervalle même qui sépare les tourillons; lorsque cette dernière circonstance n'a pas lieu, il faut décomposer séparément chacune de ces forces sur les appuis, et opérer comme on la fait (60) à l'occasion du cabestan, ou dans la Note du n"* 54. L'équation ci-dessus ne suffisant pas pour déterminer T et T', on remarquera que la corde ou courroie sans fin, qui conduit les tambours, possède une tension naturelle ou propre, indépendante de l'action des forces appliquées aux deux roues, et dont l'intensité dépend uniquement de la volonté du constructeur; c'est celle qui a lieu dans l'instant où le système est au repos et avant que la puissance et les résistances soient mises en action. Si cette tension primitive, égale pour les deux branches et que nous désignerons par Ti, était connue, il serait facile de déterminer les valeurs de T et de T', au moyen de l'équation ci-dessus; car, dès que la puissance commence à agir pour entraîner la résistance Q, la tension augmente, dans la branche supérieure BB', précisément de quantités égales à celles dont elle diminue dans l'autre branche DD^ et cela parce que les allongements et les raccourcissements de ces deux branches, supposées déjà fortement tendues en vertu de T,, doivent eux-mêmes être égaux, les distances BB' et DD' conservant des grandeurs invariables. On a donc, pour une position quelconque du système, dans laquelle la tension de BB' serait devenue T et celle de DD', T',
(*) Relation entre les tensions des deux brins d'une courroie, — La relation T -4-T'= 2Tj est due à Poncelet; elle est d'une eiactituda très-suffisante pour les applications et se recommande par sa simplicité.
Si l'on Teut établir la relation rigoureuse, Il faut exprimer que, quel que soit
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relation qui, combinée avec l'équation d'équilibre ci-dessus, donnera immédiatement T etT' en fonction de T. et de Q.
62. Tension propre de la courroie. — La tension T,, primitivement donnée à la corde, est nécessaire pour empêcher cette corde de glisser (16), sous l'action de la résistance Q, dans les positions les plus défavorables des tambours, c'està-dire dans celles où T — T' doit avoir le maximum de sa valeur. En effet, considérant le système dans cette position, qui est à déterminer pour chaque cas où l'intensité des forces serait susceptible de varier, on aura, entre T, T' et Ti, les mêmes relations que ci-dessus, et de plus, pour que le glissement n'ait pas lieu,
relation dans laquelle e,/, S et R ont les signiQcations indi-
l*état des tensions aux divers points, la longueur naturelle de la courroie qui répond à la longueur effecti?e résultant du tracé reste constante. En partant de la loi de répartition des tensions sur les poulies indiquée dans la Note du n^ 16, et désignant par D la distance des deux axes, par R et R' les rayons des deux poulies, par m et m' = 3 tt — m les angles qui correspondent aux arcs embrasses par la courroie, si Ton exprime que la somme des diverses longueurs primitives qui répondent aux brins rectilignes, aux parties enroulées sans changement de tension et aux parties qui glissent sur les poulies est constante et égale à la longueur naturelle du parcours supposé à la tension uniforme T, , on trouve
p^R^^-ijogi;) D-^R-(m-^jlogj;) ^^ /Ti-^aT'X
i-+-aT "*" i-+-aT' "^ / '°^ VT' i -^- aT /
_3D-+-mR-f-m'R'
Dans le cas où la distance des deux arbres est très-grande par rapport aux arcs embrassés, cette relation peut être réduite à
I f-ai "^ i-+-ar i-r-aT,*
d'où Ton tire
i-haP r — T,
i-f- aT" T, — t' Le premier membre est le coefficient de ralentissement; il est égal à une
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quées dans le n° 16, et qui servira, conjointement avec les deux premières, à déterminer la plus petite valeur qu'il est nécessaire de donnera Ti, pour empêcher le glissement d'avoir lieu, valeur qu'il faudra augmenter de quelque chose, par exemple de — ou ~, selon les 'cas, pour parer à l'incoavénieot des secousses et accidents quelconques qui peuvent augmenter momestanément les résistances ou détendre U courroie, la corde conductrice.
Cette dernière circonstance se présente ordinairement pour les lanières en cuir lors des temps humides, et pour les cordes de chanvre, lors des sécheresses, mais elle arrive surtout dans les premiers jours qui suivent leur installation sur les poulies et tambours ('); aussi les personnes chargées de la direction des machines de cette espèce se voient-elles obligées de retendre fréquemment ces cordes ou courroies, par les moyens
rnction A dont la valeur resie comprise, dans lus conditions pratique! d'inatallation, entre 0,98 et 1 (Note du n" 15 Jj l'équation précédente derlent donc
dans laquelle il faut donnera i la valeur qiéciile k chaque Ca*. Pour il = 1, ou retrouve lu formule de Poneelet; on toit que celle-ci est d'autant plus exacte que la difTûrcnce des tensions est plu»i[aible.
La courroie peut être censée divisée en deux parties, l'une a In tension oiOTcnne T', l'autre 'a la tension moyenne T et telles que la somme de leurs longueurs naturelle* l et '' soit égale à la longueur naturelle tolalei on a ainsi la re-
qui, combinée ivec l'équation (1) donne I
telles que A puisse être considéré comme constant, I et t' le seront également,
pendant tout le mouTement.
Cette propriété permet d'établir les équations do mouvement des deux poulias, en tensnt compte des déformations élastiques delà courroie; cesëquations sont celles de la Note du n" 46, Section II, dans lesquelles A doit être remplacé par Ik (Compta readui de l'Jeadéni» Jet SeUncti, 3 mars 1S73). (K.)
(' ) Pour éviter ce* ineonrénienti qui sont fort* gtnant, lors de la première mise en marcbe d'une usine, le mieux est de tendre le* coarrolM, aiani de les mettre en place, a une charge supArlonra à etMm q>'dlM «ttront k supporter pendant le foncUonnemcul, el de les n pendant plusieurs jours. Voir, à ce sujet, Vtntra irielle, î* édition, qui contient dea ri les allongements des dlniwi eipic«E de rourroiïs a
: les maintenir ssn Mtte ta^j^^^^H >i«s Ol^^^^^^^^^^^^^H
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qui ont été Indiqués dans la précédente Section, et dont les meilleurs, sans contredit, consistent dans les poulies ou rouleaux de pression,qul permettent de graduer à volonté la tension jusqu'au point où il n*y a plus de glissement. Mais le plus souvent, et pour parer aux accidents de toute espèce, on •donne aux courroies un excès de tension tel, que les frottements qui en résultent §ur les tourillons des arbres enlèvent à ce mode de communiquer le mouvement une partie des avantages qui peuvent y être attachés; d'ailleurs ce cas est surtout celui des machines à actions ou à mouvements alternatifs, et qui sont dépourvues d'un volant capable de maintenir la constance de la vitesse des tambours qui portent leç courroies.
63. Meulière de calculer la tension primitive, dans les différents cas (*). — Dans le cas d'une machine toute construite et marchant uniformément avec courroies et poulies de tension, on pourra se servir des relations du n" 57, pour calculer directement les efforts éprouvés par les courroies, toutes les fois que la pression de la poulie sera donnée ou déiermînable a priori, car cet effort est, dans tous les cas, égal et directement contraire à la résultante des tensions correspondantes. Mais, s'il n'existe pas de poulie de tension, il faudra recourir
( * ) Détermination des dimensions des courroies et des câbles. — Lorsqu'il s'agit d'établir une transmission de mouvement, on détermine par une étude préalable le nombre de chevaux que chaque arbre doit transmettre en moyenne, en tenant compte des résistances passives, suivant les règles exposées dans le texte.
Soit N le travail en chevaux qui doit être transmis par une courroie, ou par un câble, monté sur deux poulies de rayons R et R' faisant respectivement m et m' tours par minute; on a R m = R'm'.
L*eflbrt moyen P est donné par la relation
Pour qu'il n'y ait glissement total sur aucune des deux poulies, il faut que l'on ait
Il L^
T<T'eR et 1 <T e R' .
On déterminera, dans chaque cas, la plus petite des deux valeurs e R et e R' ,
à Texpérience pour déterminer T, : par exemple, ayant ôté au treuil A' {fig. 88) toute liberté de se mouvoir, supprimé Q ainsi que l'équipage par lequel cette force agit, on appliquera à l'extrémité d'un levier horizontal, suffisamment long et solidement lié à la roue A, un contre-poids^ justement capable de faire glisser le tambour sous la courroie, dans lé sens contraire à son mouvement naturel; nommant Qt ce contre-poids, n son bras de levier et toujours T, T' les tensions correspondantes des branches BB' et DD', on aura évidemment (61 et 62)
Q.r.=i(T-r)R-^/.po,96[M-f-Q.-(T-T')sin(p]
-f-/.po,4(T-f-r)cos9,
T = eRT', T4-T'=2T,.
Pour tirer de ces équations la valeur de Tt, on posera
T-+-T'=r(i4-^VT'=iKT', T~T'=(e^_i)T'=K'T'; substituant dans la première des équations dont il s'agit, elle
que nous désignerons par y. On se servira à cet effet des tables de coefflcients de frottement déterminés par M. Morin; en Toici quelques chiffres:
Courroies ordinaires sur poulies en fonte /= o, 28
» humides » /= o,38
» ordinaires sur tambours en bois /= 0,^7
» neuves » ... /=o,5a(
Cordes de chanvre • /=o,5o
On posera
T = nT'y,
«.étant une fraction d'autant plus petite que le travail à transmettre est plus inégvlier, et que l'on doit supposer égale au plus à 0,^. D'un autre côté, on a taiiktioli
On trouve ainsi, pour la plus forte des deux tensions de la courroie,
La section à donner à la courroie ou au cld>le pour supporter cette tension
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donnera immédiatement T' et, par suite,
i.-,ii-f-i ;-,ivi -:^^K'K-/.p(o,96K'sin9-o,4Kcos(p)*
Généralement on n'aura aucun moyen direct d'apprécier la tension propre Tt des courroies sans On, et alors il conviendra d'opérer comme il a été prescrit ci-dessus (61 et 62), pour en calculer au moins approximativement la valeur. Posant encore ici
(T-4-r)=: (i-r-eVT'mKT', T-r=(e»^-i)r=rK'r,
mettant ces valeurs de T -4- T' et de T — T' dans les équations du n^ 61, on en déduira d'abord T, puis
T - -K Qr-^iflrfi--+-o,96/.p(M + Q)
K'R— i*6-4-/,p(o,96K'sin9 — o,4Kcos9)
dont, conformément à ce qui a été exposé au n'' 62, la valeur devra être prise pour la position la plus défavorable du sys-
se déterminera à l'aide des coefficients de résistance dont on trouvera des tables dans V Introduction à la Mécanique industrielle ; ordinairement on fait porter aux courroies en cuir j de kilogramme par millimètre carré de section; mais, quand le travail est bien régulier, on peut aller au double de cette charge. L'épaisseur ordinaire des courroies en cuir est de 4™™i^; il est rare qu'elle atteigne 6 millimétrés; d'un autre côté, leur largeur ne peut guère dépasser o^'fJo. On est donc souvent conduit, soit à augmenter les vitesses des courroies afin de diminuer la tension, soit à se servir de plusieurs courroies parallèles, ce qui, dans certains cas, nuit à la régularité de la transmission, soit enfin à doubler les courroies; ce dernier procédé n'est pas sans inconvénient à cause de l'inégale répartition des tensions dans une même section et de la roideur que présente une courroie de grande épaisseur.
Influence de la longueur des courroies sur le fonctionnement» — On a établi certaines régies pratiques pour déterminer les limites entre lesquelles il c<mTl<Mlt de maintenir l'écarlement des poulies, et par suite les longueurs de couiro^fl. L'expérience démontre en efiet que, lorsqu'un outil est trop éloigné delà trftUi* mission qui lui donne le mouvement à l'aide d'une courroie, son fonctionnement devient irrégulier, par suite des grandes oscillations delà vitesse; lorsque, au contraire, il est trop rapproché, le mouvement est dur, saccadé, la courroie glisse et souvent tombe ou se rompt. Ces derniers faits, dont il n'a pas été tenu compte dans l'étude générale de la régularisation du mouvement, dépendent surtout du degré de brusquerie avec lequel se font les variations de tension de la
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tème, répondant ici au maximum de Qr -h o, 96 /,pQ, ei, de plus, être augmentée de 71^ ou 7, selon que le mouvement de la machine sera plus ou moins régulier.
64. Solution définitive de la question. — Ayant obtenu, par l'un ou l'autre des procédés qui viennent d'être exposés, la valeur vraie ou approchée de T,, on procédera au calcul des tensions T et T', relatives à une position quelconque et donnée du système, en éliminant successivement ces ten* sions, entre l'équation d'équilibre du n"* 61 et la relation
Substituant» par exemple, la valeur aT, — T' de T dans l'équation dont il s'agit, on en tirera
T, [R -y; 0(0,96 sm<p-o,4 cos^)] ^^.Jjl^ v __ ^
R-ho,96/;p8inf -h — -
courroie, degré qui est mesuré par la valeur de -j- (Note du n<>46, Section II).
Il existe donc, pour chaque cas, une limite d de Tamplitude des oscillations
de la vitesse et une limite t du maximum de --r- qu'il convient de ne pas dépasser.
En général, la transmission principale d'une usine fait marcher un grand nombre de machines-outils dont chacune ne consomme qu'une petite partie du travail total transrois; dans ce cas, les variations de la résistance d'un outil en particulier ne peuvent avoir une influence immédiate sensible sur la vitesse de l'arbre moteur, en sorte que, si le mouvement de celui-ci est convenablement régularisé, on peut supposer qu'il reste uniforme pendant toute la période considérée de perturbation de l'outili Dans cette hypothèse, en désignant par
XI la vitesse angulaire constante de l'arbre moteur; ft» la vitesse angulaire variable de l'arbre de l'outil ; Q la tension normale du brin menant;
T cette tension à un instant quelconque, sous l'action d'une variation q de la résistance,
on trouve, d'après les Notes du n^ 46, Section II, et du n» 61, Section 111, dont les autres notations sont conservées,
T = Q -t- y ( I — cos ■ 1 > rft»s= Rû — y i/— sin
^\ ^Um) V'"
yjlftm Ces équations rendent compte des divers faits observés dans la pratique et
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* et, par suite,
fw. w^ r , ^ • , X .1.. Il f^^^ /.y M -»- Q Or
T.[R-+-/,p(o,96sin«p-+-o,4cos^)-+-jrf«*q-4--7- -+-o,96/,p "^ •
R -H 0,96/, p siny -+- -^-
Comme le terme (T — T')sin(p, qui entre dans l'expression de N (61), est généralement fort petit à regard des autres, on pourra, sans inconvénient pour l'exactitude et pour la simplification des calculs, le remplacer par sa valeur approchée
Or
^r^ sïïïOy relative à l'hypothèse où il n'existe pas de résistances
MX
passives, ce qui donnera sur-le-champ
N z=z 0,96 ^M -f- Q — ^ Qsincp j -f- o,8T,coscp
et permettra ainsi de calculer, a priori, la valeur du terme /Np qui, dans l'équation de l'équilibre, représente le moment
montrent Tinfluence de la longueur et de rallongement de la courroie sur les variations de la vitesse et de la tension. D'après ce qui a été dit ci-dessus, pour que la transmission s'effectue convenablement, on doit avoir
^lacm
<T et q\—<d.
Ces conditions peuvent toujours être remplies, quel que soit /a, si m a une valeur suffisante; on voit de plus que, si l'on fait /a = -9 la valeur qu'il est
nécessaire de donner à m pour satisfaire à la fois aux deux conditions est un minimum. 11 suit de là que, quand la section de la courroie est donnée, il existe une valeur particulière de / qui, pour assurer un mode de fonctionnement défini, exige un minimum d'énergie du volant. 11 en résulte encore que, lorsque la régularité voulue a été assurée à une machine«outil, à l'aide d'un volant convenable, pour une longueur de courroie déterminée, cette régularité n'existe plus au même degré, si l'on change la valeur de l'allongement total de la courroie par unité de charge; il faut donc, pour rester dans les mêmes conditions, si l'on augmente la distance de la machine à la transmission, augmenter en même temps la section ou la roideur de la courroie de telle manière que la, reste le même; il faudrait la diminuer si l'on voulait rapprocher les arbres; mais, comme on est limité par la néoeasité de conserver à la courroie une résistance suffisante, on sera toujours exposé aux inconvénients d'un mouvement saccadé, dès que la distance des arbres aéra trop faible. (K.)
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du frottement développé sur les tourillons de l'arbre À, que Ton considère.
Une fois ces calculs terminés, tout ce qui concerne le treuil A\ auquel est appliquée directement la puissance P, ne présentera absolument aucune difficulté; car on aura, pour évaluer P, une équation de la forme
PR'={T_T')R'-H'iîil±^ ^ ' an
-+-/, p v/[M'-f-(T — T')sin«p4-Pc05aP-f-[(T-+-T')cos^-P8ina]',
dans laquelle tout sera connu, sauf P, que Ton en déduira par les méthodes déjà souvent rappelées.
Dans les applications de ces différentes solutions à chaque cas particulier, on pourra d'ailleurs remarquer : i"* que, si les cordons BB' et DD' {Jig. 88) sont parallèles, ou que R = R', il n'y aura aucun changement à opérer dans les résultats à regard des coefflcients numériques 0^96 et 0,4» de sorte qu'il suffira d'y supposer simplement sinf = 0 et cosf = 1; et 2^ que, si ces cordons forment entre eux un angle quelconque, on aura, pour calculer directement siuf et cosf, les relations
BB'r=:AA'cos9, A'B'-AB=rR'-R=:AA'sin9,
dans lesquelles BB' et AA' sont donnés a priori.
Des palans on ponlies monflées.
65. Palans à poulies égales et à cordons sensiblement parailèles. — Les considérations qui précèdent mettent en état de tenir compte du frottement et de la roideur des cordes dans toutes les machines composées, telles que les mou/les, les chèvres^ les grues, etc., où il entre des poulies et tambours mis en actions par ces cordes; nous allons en présenter quelques exemples particuliers.
Considérons d'abord le palan [Jig. 89}, composé de deux moufles ou systèmes de poulies égales, montées sur deux axes séparés, «soutenus par des chapes, dont l'une est attachée à un point fixe et l'autre supporte une charge ou effort quel-
Fig. 89.
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conque. Mous supposerons parallèles les dlETérents cordant ou brios, et nous négligerons leur poids aussi bien que celui de ces poulies, qui, dans les cas les plus ordinaires, exercent assez peu d'influence.
D'après ces hypothèses et en conservant les mêmes dénominations qu'aux n" 57 et 58, on aura, pour exprimer les conditions de l'équilibre d'une poulie quelconque, appartenant k l'une ou à l'autre chape, l'équation
d'où
: Tr M- id>'{a -+- ftT') -t-/'p(T 4- r ),
rormule dans laquelle on Tera, pour abréger.
r-fp '
ce qui donne, pour une poulie quelconque, l'équation
T = « -H pT', «
dans laquelle a et ^ sont des consuntes. Cela posé, nommons
Q la charge que supporte la chape inférieure du palan, y compris son équipage;
fj, U, /„..., (,, (»+., les tensions des cordons successifs, dont le premier est supposé attaché à la chape supérieure ou fixe, et dont le dernier est censé sollicité directement par la puissance et appartenir à la dernière des poulies supérieures;
on aura, en observant que la charge Q se trouve à la fois soutenue par tous les cordons, celui-ci excepté.
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L'équation précédente donne d'ailleurs, pour les poulieis successives,
fi— 6)
/^=a-4-p/,= a-+-ap-^P'/, = a(i-t-P)-f-P'/,-f- ^ a ii^^ H- p'/„
et par suite
ou
d'où
Donc enfln on aura, pour calculer /„ et /„4.„ les formules
dont la première servira dans le cas où le cordon sur lequel agit la puissance aboutira directement à une poulie de la chape mobile.
La même analyse serait évidemment applicable à toute combinaison de poulies égales, dont les cordons ou brins for^ meraient consécutivement les mêmes angles, soit entre eux, soit avec la verticale, ce qui se présente quelquefois dans les machines destinées à soulever des fardeaux. Il est évident, en effet, d'après les n"** 57 et 58, que l'on aura sensiblement, pour
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les poulies mobiles comme pour les poulies (ixes, et en conservant les notations du premier de ces numéros,
Tr=TV-+-|rf«'(a-+-6r)-h/'pv^(T-+-TVcos'<p-4-(T — T7sin»<p, d'où l'on tire, avec un degré d'approximation très-suffisant,
-__ [r -^ ^d^b -h f p{o ycfi cos(^ — o y^ sïnQ)]T -h jd^a
r— /'p(o,96cos9 -h o,4sincp)
expression linéaire et où il n'y a de variables, par hypothèse, que T et T'.
66. application numérique au palan des pontonniers. — Le palan employé au service des équipages de
F»6- 90- ponts {Jig. 90) est composé de deux systèmes de quatre poulies égales en cuivre, dont le rayon commun r est égal à oP^oSgS, mesuré à partir du milieu de la corde qui, elle-même, a pour diamètre d=:o'^yOi8, Ces poulies sont percées d'un œil dont le rayon p = o'^yOïoS; elles tournent sans enduit autour d'un boulon en fer, de sorte qu'on a ici, d'après les expériences de Coulomb,
et par suite
d'où l'on tire
rH-/'p=: o",o6o9, r — /'p==o°>,o577.
Le tableau du n"* 12 donne, pour une corde de diamètre d' = o«»,oa, enroulée sur un tambour de I mètre de diamètre,
tJ l'exposant /x étant ici égal à i",75 environ, ce qui
convient aux cordes presque neuves. Supposant
donc que celle de notre palan soit dans le même état, on
d'^a = o^«,2a246, d'^b = o^«,oo974.
aura, d'après le n° 12, d^a = d'^a (^,)'-= 0,22246 (^^ '"':= o, 18993 = o, 19,
d^h = d'v^b (4)^= 0*00974 (— ) =o,oo83i6=r o,oo83, ce qui donne
a = 7T-^ i>o4o, p= '—Tv^ -=1,1267.
Substituant ces valeurs dans la formule
en observant qu'ici n — 8 et, par suite,
il viendra
s'il n'y avait pas de résistances passives, on aurait évidemment
Ces résistances exigent donc, de la part de la puissance, un surcroît d'eflFort mesuré par
et dont le rapport à la charge Q augmente indéfiniment à mesure que cette charge diminue, circonstance qui tient à la partie constante d^a de la roideur des cordages.
Supposant, par exemple, que le fardeau à soulever soit une pièce de 24 du poids de 2800 kilogrammes, la puissance devra développer un effort d'environ 585^«,a9, au lieu de
o, 125Q = 35o kilogrammes
seulement qu'elle aurait à exercer s'il n'y avait pas de résistances nuisibles : ces résistances absorbent donc à elles seules
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585,29" revient au même, l'effet utile est réduit aux r
de l'effort ou du travail moteur, ou, ce qui 35o 585,29"
de la quantité de travail dépensé, l'un et l'autre étanl ici évidemment proportionnels aux efforts qui leur correspondent et rapportés au même point d'application, au même chemin parcouru.
G7. Moajîettei à pouliei inégales et à cordons parallèles. — La^g. 91 représente un système de moufles
FiE-91. souvent employé, dans les constructions, pour élever les matériaux au sommet des édifices, * et dans lequel les cordons sont encore sensiblement parallèles, mais dont les poulies sont Iné^les pour chaque moufle et montées sur ^ des axes différents, unis par la même chape; les valeurs de a et de ^ changeant ainsi d'une poulie à la suivante, il devient indispensable de calculer de proche en proche les tensions /„ '],■■■, '., ^+1 qui apparUenneniaux poulies consécutives, en fonction de la tension /, du premier cordon , de sorte que l'on a la suite d'équations
hP,^.
desquelles on tirera la valeur de l„ puis ensuite celle de t. et de (,4.,, en posant encore l'équaiion
î, + |3, + ...-hP^.)(,.
Ces calculs se simpliÛent dans la plupart des cas, attendu que les poulies, symétriquement placées dans les deux chapes, reçoivent ordinairement des rayons égaux aussi bien que leurs tourillons. "'.
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68. Calcul de la chèvre d'artillerie. — Prenam pour exemple la chèvre d'arlillerie {Jig. 9:1} et conservaat pour les pou-
lies mouflées les déaomiDations du □" 65, 00 observera que le cordon de la putssaoce, dont la tension est Wi, o'esl point ici parallèle aux autres, attendu qu'il s'enroule sur letreuU de la chèvre, de sorte qu'il faudra considérer à part l'équilibre qui, sur la dernière poulie supérieure, existe entre t,„ et /.. Cela posé, on aura d'abord, pour calculer la tension /. (6S),
puis (57), pour calculer celle (.h-, du dernier cordon qai fait l'angle « avec la verticale,
/,+,r=/,r-i '- 1- / p \'(''. + '.+. costp )' 4- /'„+, sin' ç,
équation qui, en posant {voir la Note I à la fin de celte Section)
^(/,H- („+, cosf)'-t- l'sln'ep = o,986{(, + /„+, cos If) -1-0,233/,+, sinip,
valeur exacte il -,4- pi'ès> ^^i^"*'*' <iue t,-t-t,^,cosf surpasse au
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moins le doubIFde t^^t sincp, donne
^ ^ /, (r -^ 1 d^b + 0,986/^p) -h I d^a *^' r-—/'p (0,9860059 -f- o,233sin(p)
_ tnjr-^^d^b-h 0,986/^p ) -f- I cft^g
attendu encore que/2sin(p étant ici toujours plus petit que coscp, la quantité 0,9860059 + o, 233 sin 9, qui entre au dénominateur, est à Yï près la valeur exacte de
v/cos*9 -f-sin'9 =r i.
La tension /.^.i du cordon qui sollicite le treuil de la chèvre étant ainsi connue, on procédera comme à l'ordinaire au calcul de la puissance nécessaire à appliquera ce treuil, pour vaincre toutes les résistances réunies; mais il se présente ici une difGculté résultant de ce que les hommes qui opèrent la manœuvre de la chèvre n'agissent ni avec le même effort, ni sous le même angle, ni au même point des leviers, dont l'inclinaison varie d'ailleurs k chaque instant. C'est nécessairement le cas de se borner h calculer, d'une manière approximative, la valeur moyenne de l'effort ou du travail qu'ils doivent développer sur les leviers, à chaque révolution ou dans un temps donné, pour vaincre toutes les résistances réunies, et de s'assurer s'ils sont réellement capables de cet effort ou de ce travail.
A cet effet, on remarquera que l'action des bommes sur la machine peut toujours être censée décomposée en deux autres, dont l'une, perpendiculaire aux leviers, produit seule le mouvement, et dont l'autre, dirigée suivant ces mêmes leviers, sert uniquement à presser les tourillons du treuil sur les coussinets, et peut, sans erreur sensible, être négligée, puisqu'elle n'influe que sur le frottement assez petit de ce treuil. Nommant donc
P l'effort perpendiculaire au levier; oc l'angle que sa direction forme avec la verticale; R sa distance moyenne à l'axe, qu'on peut supposer égale aux f ou aux I environ de la longueur des leviers;
on aura, pour déterminer P, en faisant attention qu*ici les composantes de /«+i» qui agissent sur les tourillons, l'emportent nécessairement sur celles qui proviennent de M et de P,
■+-/! P' V('«+i COS9 — M — P cosa)' -4- (^+1 sin 9 — Psin a)%
équation dans laquelle ^^ // , p' et M ont les significations déjà souvent indiquées, et qu'on résoudra d'ailleurs, à la manière ordinaire, en y remplaçant, par exemple, le radical par sa valeur approchée
(0,96 cos 9 -f- 0,4 sin cp) /«+,-— o,96M — (0,96 cosa -h 0,4 sin a) P = /«+, — o,96M — (0,96 cosa -h 0,4 sina)P,
puisqu'ici, l'angle cp étant au-dessous de 4^ degrés, on a encore, à Yî près,
0,96 COS9 -H 0,4 sino = I.
Mais comme l'angle a est susceptible de varier de zéro à 90 degrés environ, et que nous avons négligé le poids des leviers et les composantes de l'effort qu'exercent les hommes dans le sens de leur direction, on pourra également substituer, à l'expression 0,96 cosa + o,4sina, sa plus grande valeur i, qui répond à l'angle pour lequel 0,4 cosa = 0,96 sin a. On trouvera d'après cela, pour l'effort moyen,
p_/.^.(r-+irfi-6+/;p-)-f-^rfra-o,96/:p-M
De la résistance des chaînes (').
69. Calcul du frottement des chaînes plates, — Nous avons vu qu'au lieu de cordes ou de courroies on emploie quelquefois des chaînes pour communiquer le mouvement. Malheureusement on n'a point encore fait d'expériences spéciales pour déterminer leur résistance absolue. Celle qui provient
(') Ce Chapitre ne figure que dansTcdition de 1826. (K.)
des courroies ne parait pas toutefois être considérable, ainsi que nous l'avons expliqué (15), attendu leur peu d'épaisseur et leur flexibilité naturelle.
Quant aux chaînes, elles occasionnent des résistances qu'il n'est pas toujours permis de négliger : celles qu'on regarde ordinairement comme les plus avantageuses sont les chaînes plates à articulations, dont chaque chaînon est lié par deux boulonnets au chaînon qui précède ou qui suit {voir^ pour la forme de la chaîne, la^îg. 4^» page 2o3).
Considérant une telle chaîne passant sur une poulie ou un tambour mobile sur son axe A, et sollicitée à l'une de ses extrémités par une résistance Q et à l'autre par une puis^ sance P destinée à mettre le système en équilibre, on remarquera qu'en imprimant un mouvement infiniment petit à la poulie, dans le sens de P» l'angle décrit par les branches extérieures des chaînes autour des boulons des chaînons déjà appuyés sur la poulie est égal à l'angle décrit par la poulie elle-même autour de son centre; mais, en nommant ds le petit arc parcouru par le point des boulonnets où s'exerce le frottement, €b sera la vitesse virtuelle de ce frottement mesuré par
/ j ^^ Q oorfQ pour le tourillon du chaînon qui vient sur
la poulie, et par/'P pour le tourillon de celui qui la quitte, en sorte que f'Qds^f^ds seront les moments virtuels respectifs de ces frottements. Ceux des forces P et Q ellesmêmes étant PrfS, QrfS, en nommant rfS l'arc élémentaire décrit par le centre des boulonnets autour de A, on aura l'équation
Pf/S=.QrfS-f-/'{P-hQ)rf5,
mais les arcs ds^ dS, qui mesurent des angles au centre égaux d'après ce qui précède, sont proportionnels à leurs rayons, que nous nommerons respectivement r et R, et qui sont évidemment ici le rayon du trou du boulon et .la distance du centre A de la poulie au point milieu cp de la chaîne; donc réquation deviendra
PR = QR-+^/(P-f-Q)r;
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P-0l±/:> et P-Q , ^f' 0
c'est-à-dire que, pour lenîr compte de la résistance de la chaîne dans l'équation d'équilibre de la machine où entre la
poulie, il faudra augmenter la tension Q de p^ "^ ^ Q, abso-
lument de la même manière qu'on l'a fait pour la roideur des cordes. En négligeant d'ailleurs le terme /'r vis-à-vis* de R, on retombera sur l'expression
^frQ_ ^f rO
donnée par Coulomb dans sa Théorie des machines simples.
On remarquera que les chaînes plates et à articulations dont il s'agit ici peuvent, lorsqu'elles ne sont pas rigoureusement exécutées, donner Heu k un autre frottement résultant de la pression de chaque ehalnon sur la gorge de la poulie à l'instant où l'arrondissement de l'extrémîté {voir Jig. 4^, p. 2o3, pour la forme' de la chaîne], venant à poser sur cette gorge, le chaînon continue à tourner autour de son boulon antérieur jusqu'à ce qu'il se trouye appliqué en entier sur la poulie; ce frottement aurait évidemment lieu pour tous les chaînons dont l'épaisseur serait un peu plus forte que celle des chaînons qui^ les précèdent ou les suivent immédiatement, et il aurait pour bras de levier la demi-épaisseur de la chaîne. Il serait possible de tenir compte de ce nouveau frottement, mais il vaudra mieux chercher à l'éviter par une exécution exacte et régulière des chaînons. Nous ne parlerons pas des chaînes à anneaux tors qui, outre ces inconvénients, ont encore celui d'occasionner deâ ressauts et secousses provenant du renversement des anneaux tantôt dans un sens, tantôt dans l'autre; on doit les rejeter entièrement. On diminuera d'ailleurs ces inconvénients, ainsi que celui du frottement des boulons et de la variation du bras de levier de la puissance, provenant de ce que les chaînons forment un polygone autour de la poulie, en augmentant convenablement le rayon de cette
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poulie et diminuant au contraire, le plus possible» la longueur des chaînons.
La disposition suivante des chaînes nous parait être celle qui est la plus avantageuse possible.
70. Disposition de ui plus avantageuse des chaînes sur les poulies ou tambours. — Concevons une chaîne ordinaire {Jig. 93) formée d'anneaux oblongs, plans, d'une petite longueur et perpendiculaires les uns aux autres; on creusera,
Fig. 93.
dans le milieu de la gorge de la poulie ou du tambour, une rainure destinée à recevoir Jes maillons qui se présentent perpendiculairement à cette gorge; les longues branches des autres s*appliqueront à plat sur la gorge de la poulie, sans frotter. On peut voir cette disposition appliquée au modèle du pont-levis à la Dobenheim, qui se trouve au cabinet de l'École d'application; elle est également employée dans des machines en grand, notamment à certains ponts-levis et à la grue de MM. Wilson et Manby à Charenton ; la chaîne s'enroule à plusieurs reprises sur l'arbre en fonte du treuil, qui porte des rainures hélicoïdes pour recevoir les maillons qui se présentent d'équerre : cet arbre forme ainsi une véritable vis à filets carrés.
Il est à remarquer que dans ce système, qui réunit les avantages de la solidité et de la simplicité, le frottement, au point de contact de deux maillons consécutifs, peut, dans certains cas, être réduit à un simple roulement.
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Pour le démontrer, nous remarquerons qu'il se passe ici exactement la même chose que lorsqu'un tourillon roule dans un palier, ou lorsque l'œil d'une roue roule sur un tourillon, c'est-à-dire que le point de contact m [Jig. 94) des deux chaî-
Fig. g/j.
Va
nons, qui d'abord est en a dans l'axe de l'anneau mobile, se déplace quand cet anneau vient à rouler sur la branche transversale de l'anneau précédent ad, supposé Gxe et déjà placé sur la poulie : or la quantité de ce déplacement est relative à langle formé par le^ axes ri6 et ad de ces chaînons; si donc cet angle, parvenu à sa plus grande valeur, est tel que, pour la position correspondante du point de contact m, le frottement en ce point suffise encore pour empêcher le glissement, ou que la tangente de l'angle hmc, formé par le rayon cm de l'anneau et la direction bm du chaînon suivant, soit plus petite que/, il n'y aura eu que simple roulement ou frottement de la seconde espèce, dont la valeur est tout à fait négligeable à l'égard de l'autre.
On pourrait, d'après cela, rechercher quels sont les rapports à établir entre les dimensions des anneaux et celles de la poulie ^pourquele frottement devînt nul; il nous sufflra de remarr^uer ici que l'arc am, décrit par le point de contact m sur le chaînon, sera d'autant plus petit que l'angle extérieur formé par deux chaînons successifs placés sur la poulie le sera luimême davantage et qu'il y aura plus de différence entre la grosseur du tourillon ou du fer rond qUi forme les anneaux et le rayon cm du cercle qui termine ces mêmes anneaux.
GOCES DB MÉCÀHltîlIB
Manière de Uaair compte du poids dei cordée et courroies
dans les équations d'équilibre.
71. Loi générale des tensions en chaque point d'une corde pesante^ soutenue par des rouleaux ou surfaces quelconques, — Soit abcd. . .g (fig. gS) une corde sollicitée» à ses exirémités, par des forces quelconques et passant sur des poulies
ou rouleaux de renvoi A, B, C mobiles autour de leurs centres. On conçoit que le poids de cette corde influera sur les conditions de Téquilibre : i*" en ce qu'il chargera les points d'appui A, B, C qui la supportent; t,"" en ce qu'il modifiera la tension naturelle en chaque point. Cela posé» nous admettrons que les forces étrangères qui sollicitent la corde soient assez grandes pour que Ton puisse la considérer comme exac» . tement appliquée sur chaque rouleau et comme à peu près" tendue en ligne droite d'un rouleau à l'autre » c'est-à-dire de b en c, de d en e, ce qui a presque toujours lieu dans les applications : par exemple, nous supposerons que l'extrémité inférieure g de la corde supporte un poids Q, et que son extrémité supérieure a soit liée à l'arbre d'un treuil
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sollicité par une puissance P, qui met tout le système en équilibre, y compris les résistances passives.
Nommant p le poids du mètre courant de la corde, celui d'un élément quelconque mn = dsy appartenant ou non à la surface des rouleaux, sera pds, et si a désigne l'angle formé parcetélémentavecla verticale, on pourra concevoirpc/^décomposé en deux forces : Tune pds cosa,qui agira dans 1^ sens de la corde pour l'entratner vers l'extrémité la plus basse de mn; l'autre pàssinoif qui agira perpendiculairement à sa direction et servira simplement à modifier la pression sur les appuis A, B» C, de sorte qu'elle sera détruite, soit directement par la résistance qu'ils lui opposent en chaque point des rouleaux, soit indirectement par la rigidité propre de la corde (*), dans les parties libres ou inierposées entre chaque couple de rouleaux.
Considérant d'abord l'ensemble des premières composantes, on remarquera que chacune d'elles /ii/^cosa exprime le poids d'une portion de corde pareille, égale à la projection m'n' de l'élément mn sur la verticale quelconque LH, c'est-à-dire à la hauteur dh de cet élément, et sollicitant la corde dans le sens de la pesanteur; la tension croît donc progressivement, depuis le point le plus bas dé chaque rouleau jusqu'au point le plus élevé de la corde sur ce rouleau ou sur les rouleaux adjacents, et cela de quantités />A proportionnelles à la hauteur h de chaque point au-dessus du point le plus bas dont il s'agit, quantités qui sont ainsi indépendantes de la nature de la courbe formée par la corde ou celle des surfaces qui la supportent. En général, si nous nommons tx la tension, en un point quelconque, dont Ai est la hauteur au-dessus d'un plan horizontal et inférieur donné, t celle qui a lieu à un antre point également quelconque et dont l'élévation, au-dessus de
(*) Pour les parties qni forment chaînettes, le poids /»</i de chaque élément est, comme on sait, égal et de signe contraire ii la résultante des tensions consécutives, et la composante j'c/lfsinflc est détruite par la somme des composantes de ces tensions suivant la normale, ou par la force td$ = r</a, t désignant, comme dans la Note du n® 16, la valeur de la tension au point considéré, et dO la variation de Tangle de contingence, évidemment égole à celle de l'angle «.
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ce plan, soit A, on aura, eu égard seulement au poids de la corde,
pdh = ti-hp{h — A,),
quantité dont le second terme sera positif ou négatif selon que h sera plus grand ou plus petit que ht.
Ainsi, par exemple, la tension au point le plus élevé du rouleau B, ou le plus bas du rouleau A, ou enfin au point d'attache a de la corde sur ce dernier rouleau, peut être censée composée de deux autres, dont Tune, égale à celle qui aurait lieu en ce même point si la corde était sans pesanteur, et Tautre égale au poids d'une corde pareille ayant pour longueur la différence positive ou négative entre la hauteur de ce même point et celui g qui sert d'attache à Q; ce qui revient à dire notamment que la tension qui^ en a, ferait équilibre au poids seul de la corde, est équivalente au poids en question, et agit pour favoriser la puissance P ou la résistance Q, selon que ce point se trouve situé au-dessous ou au-dessus du point d'attache g.
72. Indication de la marche à suivre dans les divers ccu, pour calculer V influence du poids des cordes.— En particulier, si les deux bouts de la corde se rejoignent exactement, ou si celte corde était sans fin, son poids ne ferait que presser les appuis et n'augmenterait ni ne diminuerait en rien l'action de la puissance, principe évident et dont on pourrait se servir pour établir celui qui précède : le principe des vitesses virtuelles en fournirait une autre démonstration très-simple.
Lorsque l'extrémité g de la corde, au lieu d'être libre ou simplement sollicitée par un poids Q, est solidement attachée à un point fixe, le poids du cordon qui lui correspond se trouve ordinairement .détruit par la résistance de ce point, et alors il faut considérer l'équilibre de la corde à partir du point le plus bas de ce cordon. Ce cas est notamment celui des palans et de la chèvre d'artillerie. Prenant donc, pour chacune des positions du système, la hauteur comprise entre le point inférieur des poulies mobiles et l'extrémité de la corde qui
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répond à la puissance, multipliant cette hauteur par le poids de Tunité de longueur de cette corde, on aura la quantité dont il faut augmenter ou diminuer la tension t^i du dernier brin, selon que la moufle mobile se trouvera au-dessous ou au-dessus de l'horizontale du point dont il s'agit.
Quant aux composantes normUespdssinoc, qui contribuent à augmenter les frottements sur les appuis ou tourillons des poulies, on peut presque toujours les négliger vis-à-vis des pressions qui résultent, sur ces mêmes appuis, des tensions que font naître, aux différents points, les forces P et Q appliquées au système. Si d'ailleurs on voulait opérer rigoureusement, il faudrait considérer ce qui se passe d'un cordon au cordon suivant, à partir de celui qui soutient immédiatement le poids Q ou qui est attaché au point fîxe, et déterminer ainsi, de proche en proche, la tension de la corde en ses points de contact sur les diverses poulies et les pressions qui en résultent sur chaque tourillon, ce qui tend k compliquer un peu les calculs et n'offre, du reste, rien de bien difficile, quand les cordons sont à peu près tendus en ligne droite.
Si les cordons des palans sont verticaux, il sera suffisamment exact de supposer les tourillons de chacune des poulies supérieures chargés du poids entier des deux cordons qui aboutissent à cette poulie, ou, ce qui revient au même, on supposera, dans les équations d'équilibre, les tensions, aux points de contact de chacun des cordons avec les poulies supérieures, augmentées du poids de ces mêmes cordons.
Si les cordons, au lieu d'être verticaux, étaient inclinés d'une manière quelconque, les tensions enjeurs extrémités supérieures seraient encore déterminées, au moyen de celles de leurs extrémités les plus basses, d'après le principe du n®71, c'est-à-dire que les premières surpasseraient respectivement les secondes de quantités égales au poids de portions de corde ayant pour longueur la hauteur comprise entre les extrémités de chaque brin; mais on aurait de plus à tenir compte des composantes normales pdssinaili }, qui produisent un surcroît de pression sur les appuis ou tourillons des poulies; cela ne présentera aucune difficulté si les cordons peuvent être censés tendus sensiblement en ligne droite»
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entre leurs points de contact respectifs sur ces poulies, ce qui est le cas le plus ordinaire des applications.
A l'égard des portions de cordons embrassant les gorges de poulies, on pourrait, sans inconvénient, négliger totalement leur poids; mais, si l'on veut en tenir compte, on le supposera réuni k celui de ces poulies, dans le terme qui concerne le frottement des tourillons, et l'on ajoutera soifi moment à celui des autres forces, en observant, d'après le principe du n^^Tl, qu'il a pour valeur le produit du rayon des poulies par le poids d'une portion de corde pareille, égale à la projection de l'arc embrassé et agissant à l'extrémité la plus basse de cet arc.
Frottement de la vis à filets carrés.
73. Expression du moment des résistances par rapport à l'axe de la vis. — Soit [Jig. 96) AB l'axe, supposé vertical.
d'une vis à filets carrés, destinée à soulever un poids Q par l'intermédiaire d'une puissance horizontale P appliquée à l'extrémité du bras de levier R, de sorte que l'écrou ab est ici censé fixe. On peut toujours supposer que la charge Q soit distribuée uniformément sur un certain filet hélicoTde de la vis ou de l'écrou, que nous nommerons JiJet moyen^ et s'y trouve posée comme sur un plan incliné formant, avec l'horizon, un angle égal à celui des plans tangents à ce filet.
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Nommant donc
r le rayon du cylindre qui contient l'hélice ou le ûlet moyen dont il s'agit;
p la force horizontale, tangente à ce cylindre» qui serait capable de vaincre le poids Q et les frottements qui en résultent sur ia surface du filet moyen ;
h la hauleur du pas de la vis ou de l'écrou ;
TT = 3, 1415926 le rapport de la circonférence au diamètre;
a i*angle d|inclinaison constante du filet moyen à l'horizon;
/le coefficient du frottement pour les substances en contact,
on aura, d*après le n^ 18,
iang« -f-/ ^ h -h tinfr ^ I — /langa 27rr— /A'
dont le moment, par rapport à l'axe de la vis, est
^ tanga -h f ^ A -+- 2 7r/r '^ 1 — ytanga 2nr—fn
C'est ce moment qu'il faudra introduire dans l'équation d'équilibre (n^^'SO et suivants) des forces qui sollicitent la vis ou récrou dans son mouvement de rotation autour de l'axe fixe AB.
La valeur ci-dessus de p peut se mettre sous la forme
' . ^^iH-tang'a ^h -^ A»-h4^''''
p=Qlanga4-/Q jr-^ — =Q h/Q -. — j^-^
r >^ D -^^i— /tanga 2nr -^ nn r {t^tz r — fhy
on voit que la portion de p^ employée seule à vaincre le frottement, a pour expression
^ i-htang'g ^ I— /tanga'
dont la valeur crott progressivement avec tang a, jusqu'à devenir infinie quand tanga = ^9 limite passé laquelle la puissance horizontale p et, par suite, la force P appliquée à l'extrémité du bras de levier ne pourraient plus faire mouvoir la vis en l'élevant le long des filets de l'écrou (19),
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Il sem.blerait, d'après cela, qu*il dût y avoir, en général, de Tavantage à diminuer Tangle d'inclinaison a des hélices; mais on arrivera à une conséquence tout opposée si l'on considère que le rapport
/(ï^-tang'a) _ 2/
V tanga(i— /langa) sin2a— /(i -*cos2a)
du terme p relatif au frottement à celui qui représente la portion utilisée de la puissance décroît constamment/ depuis la valeur 6 de a, qui le rend infini, jusqu'à la valeur de a répondant à tang2a = ^9 qui le rend un minimum : la même chose
se conclut aussi directement de la comparaison de la quantité de travail utilisée a celle dépensée par p, et dont le rapport est ici évidemment
tanga(i — -/tanga) _ sin2a— /(i -- cosag) langa -r-/ ~ sin2a -(-/(a -i- cosaa)
sin2a 4-/(1 4- cos'iol)
Ce rapport, dont le maximum répond à tangua — ^» devient
nul pour la valeur de a qui répond à tanga = -» c'est-à-dire
pour la même valeur qui rend infinie l'expression du frottement.
Supposant, par exemple, /— 0,12, ce qui convient au cas où l'écrou serait en cuivre et la vis en fer, les surfaces étant onctueuses; puis tanga = 1^, ce qui se présente souvent, notamment dans les pressoirs à vis, le rapport ci-dessus deviendra 0,249» ainsi le travail dépensé par la puissance pour élever la charge Q serait presque quadruple de celui qui répond à l'effet utile. Si tanga était égal à 7, le même rapport deviendrait o,655 : ces résultats mettent d'ailleurs en évidence l'énorme influence exercée par le frottement des vis et des écrous.
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li. Propriétés et emplois divers des vis. — On conclut aussi de ce qui a été dit (18 et 19), pour le cas du plan incliné, que si tattgaest au-dessus de/, la vis non-seulement ne tendra pas à descendre d'elle-même ou à se desserrer sous l'effort qu'èBe supporte, mais encore exigera, pour être entraînée par la puissance p supposée agir dans le sens contraire de celui qu'elle avait précédemment, un effort mesuré par
^/— tanga ^^ (i -+- langea) ^,
n = Q - — ^ — - — =/Q TT^ — ' — Qtanga.
'^ ^i-f-/langa -^ ^ n-/tanga ^ ^
Ce cas est précisément celui des boulons d'assemblage, qui doivent maintenir l'état de compression-réciproque de certains corps, après que la puissance a exercé son action sur la vis ou récrou. On sait qu'il en est tout autrement des vis de balanciers à découper,à étamper ou à battre la monnaie, et qui portent des filets doubles ou triples afin de pouvoir donnera leurs hélices moyennes une grande inclinaison sur l'axe. Quelquefois d'ailleurs il arrive, même pour les vis où la relation tanga <;/est satisfaite, que les secousses ou vibrations éprouvées par les boulons d'assemblage font desserrer lesécrous; ce qui exige qu'on s'oppose à cet effet en plaçant deux écrous l'un sur l'autre, ou mettant directement obstacle au mouvement de l'écrou simple, par un moyen facile à imaginer.-
75. Frottement latéral de la vis dans le cas où elle est uni" quement guidée par l'écrou, — Les résultats exposés dans le n"* 73 resteraient évidemment les mêmes si la puissance P était immédiatement appliquée à l'écrou; mais, en général, la valeur de cette puissance variera suivant son bras de levier R, et la manière dont lavis et l'écrou seront supportés ou guidés dans leur mouvement. Il se présente, en effet, divers cas à examiner.
Supposant, par exemple, l'écrou ab (fig. 96) complètement fixe, il se peut que la vis, n'ayant pour objet que de soulever un poids qui a la faculté de tourner avec elle, soit uniquement guidée, dans sa course, par l'écrou; alors la puissance P, agissant à une certaine distance de l'axe AB, tendra à faire appuyer la surface extérieure et cylindrique des filets
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de la vis contre la surface correspondante de l'écrou; il faudra donc décomposer la puissance P en deux autres parallèles, agissant dans les plans qui limitent cet écrou vers le haut et vers le bas^ et qui contiennent les fllets de vis soumis à la pression latérale. 1.
Nommant a ei b les distances du plan dans lequel agit P aux plans perpendiculaires à l'axe de la vis qui limitent l'écrou, / la dislance de ces. deux plans ou l'épaisseur de l'écrou, on aura : pour la composante agissant dans le plan supérieur
dans le sens de P,
Vb
pour la composante agissant dans le plan inférieur dans le sens
contraire de P,
Pa
Ces pressions donnant lieu aux frottements /P jj /P j qui
s'exercent sur te surface cylindrique extérieure des filets auront pour bras de levier le rayon r' de cette surface, un peu supérieur à r; on aura donc, en observant que les pressions normales et l.es frottements tangentiels à la surface hélicoîde des filets de la vis sont distribués symétriquement tout autour de son axe, de sorte qu'ils ne tendent nullement à en changer la direction, on aura, dis-je, l'équation d'équilibre
i-/langa -^ \ / l )
Si, d'ailleurs, la puissance P se composait de deux ou plusieurs forces égales agissant symétriquement autour de Taxe de la vis, le dernier terme de l'équation ci-dessus serait évidemment nul.
P^ Pa
vent pour éviter que les pressions "7-> "y ^^ l^s frottements
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qui en résultent n'acquièrent une trop grande influence, on doit remplacer ces frottements par ceux qui ont lieu sur les arêtes extérieures de ces collets; a, b, l expriment alors les dislances qui les séparent, soit du plan de la puissance P, soit entre elles.
77. Frottement du collier et des guides de la charge, — Lorsque le poids Q ne doit pas tourner librement avec la vis, et qu41 est contraint à se mouvoir parallèlement à lui-même, il ne se trouve lié à elle que par un collier on anneau, qui donne lieu à un frottement dont le bras de levier s'évaluera d'après ce qui a été dit au n°37et dont le moment sera représenté par une expression de la forme
qu'on ajoutera au second membre de l'équation ci-dessus; mais, comme ce frottement peut donner lieu à une pression sur les guides du poids Q, il sera nécessaire, dans certains cas, de tenir compte de la résistance qui en résulte.
Nommant (32) L la distance de l'axe de la vis à laquelle il agit;/^ le coefficient qui lui est relatif, son intensité absolue sera mesurée par l'expression
fn . f,c) ip'-^-pp'-^P'') _ ^ (p'4-pp^-f-p'») ^ ^,^. •^ *-^ ^ (P'hp')L ""3 (p-f-p'jL •^•^^'
car le moment de la pression qui y donne lieu doit être évidemment égal à celui du frottement sur le collier de la charge; l'expression ci-dessus devra d'ailleurs être ajoutée à Q dans l'équation d'équilibre de la vis, c'est-à-dire qu'on devra y remplacer Q par
quantité à laquelle il faudra en outre ajouter le poids propre de cette vis et de son équipage, pour obtenir la charge totale de l'écrou.
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78. Frottement du pivot det vis de compreuion. — Il ar^ rive quelquefois que, î'écrou restant âxe, l'objet de la vis est de presser, comprimer ou refouler certains corps vers son extrémité inférieure B {fig. 96]; cette extrémité formant alors pivot donne lieu à un frottement dont on tiendra compte en ajoutant (38) un terme de la forme
au second membre de l'équation d'équilibre, p étant le plus grand rayon de la partie frottante, Q la force de compression, et par conséquent Q — 9 la charge agissant réellement pour refouler I'écrou de bas en haut, q désignant te poids de la vis.
79. Frottement des guides de t'éerou mobile suivant l'axe. — Dansd'autrescas [fig. 97), la vis est seulement susceptible
de tourner autour de son a\e AB, sans que celui-ci se déplace, I'écrou abcd étant seul mobile le long de cet axe, sans pouvoir tourner; alors la vis frotte sur un pivot inférieur ou sur des épaulements B placés aux extrémités, tandis que I'écrou est maintenu dans une direction parallèle, au moyen de guides à oreilles, de coulisses, etc.; on ne sera donc point embarrassé d'établir l'équation d'équilibre pour ce cas, en observant que la charge de la vis se compose du poids Q de
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l*écrou ei de son équipage, ainsi que du frottement des guides, dont la valeur sera ici évidemment
retp ayant les significations indiquées au n^ 73, et L étant la distance du point d'appui des guides à l'axe de la vis, de sorte qu'on aura, dans le cas actuel, pour déterminer la valeur de p,
d'où
tanggt +f
I — /langa — -^ (langa ^/)
valeur qu'il faudra introduire à la place de
Q tangg-i-/ I— /langa'
dans l'équation d'équilibre du n^ 75 ci-dessus.
Quant à la pression verticale supportée par l'épaulement supérieur ou inférieur de la vis, elle sera, q étant le poids de cette vis et de son équipage, en supposant que la vis ait à soulever la charge Q,
i—/tang «—/''£ (langa 4-/)
d'où il est facile de conclure le moment du frottement de l'épaulement.
80. Cas où la puissance est directement appliquée à l'écrou. — Enfin il peut arriver que la puissance soit directement appliquée à récrou, qui alors tourne sur lui-même en frottant sur une rondelle ab {fig. 98) ou sur une bande annulaire, comme dans les vis des portières d'écluses, des grilles de fermetures ou dans les boulons d'assemblage; il est évident que l'équation d'équilibre du système pourra s'établir d'une ma-
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Dière absolumeni semblable, en ayant égard aux diverses circonstances dans lesquelles se QwuveDi placées les parties Citantes du système.
En général, les formules qui précèdent mettront à même de calculer les diiïérentes résistances et d'en diminuer l'influencet le plus possible, par des dispositions bien entendues: en diminuant leur momeni par rapport èi l'axe de la vis, et en substituant notamment le frottement des pivots k celui des épauiements ou bandes annulaires dont le bras de levier moyen ne peut jamais être très-petit et doit toujours être comparable au rayon moyen de la vis et de l'écrou. On voit d'ailleurs combien il importe d'amoindrir, dans chaque cas, autant que faire se peut, ce rayon sans nuire à la solidité de la vis et de l'écroa, et de se' conformer, en conséquence, aux règles d'économie que prescrit la théorie de la résistance des matériaux.
81. Dimensions à adopter pour les vil à filets carrés {'). — Soient R, le rayon de l'hélice intérieure ou du noyau, R, celui de l'hélice extérieure; on donne ordinairement à la saillie s des filets une longueur égale à leur épaisseur e mesurée dans le sens de l'axe, et, pour la facilité de l'exécution, on fait les vides égaux aux pleins. D'après cela, s'il n'y a qu'un filet de vis, le pas h sera égal à zj = ae; s'il y avait deux fileu distincts, le pas serait double ou ^e. On emploie ainsi plusieurs filets de vis, afin de pouvoir faire varier le pas sans changer la grosseur du noyau, qui a des dimensions déterminées, comme on va le voir.
Les vis à filets carrés étant souvent en fer et les écrous en
(■) Eitnftde l'Mltion d« iSi6. (K.)
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cuivre, le noyau et les filets doivent avoir une solidité suffisante pour ne pas rompre sous le poids Q de la charge qui les sollicite parallèlement à Taxe; or la surface de rupture du noyau étant ttR; et chaque millimètre carré de cette surface pouvant porter moyennement, sans se rompre, 4^ kilogrammes, que, pour la sécurité, on doit réduire à 6 kilogrammes, on aura ôttR î = Q,d'où Ton tirera la valeur de R, en millimètres. Admettant ensuite que l'écrou ne doit pas embrasser moins de trois filets successifs, afin que l'engrènement soit convenable et qu'il s'use moins vite, son épaisseur sera égale à 6e ou 65, et la surface de rupture des filets, le long du noyau,
6e sera — 27rRi, parce qu'il y a autant de plein que de vide;
comme la ch.arge pourrait agir tout entière sur les extrémités des filets, et qu'elle aurait ainsi un bras de levier s double de celui de la surface de rupture des filets, on ne devra prendre que la moitié de la quantité ci-dessus, c'est-à-dire SerrRi; la résistance de la matière qui compose l'écrou, différant généralement peu de celle du fer, on devra égaler la quantité cidessus à la surface tiR | de rupture du noyau, d'où l'on tirera
la saillie
*=tf — jRj environ.
Il est évident que ces dimensions ne sont pas tellement absolues qu'on ne puisse aucunement s'en écarter; très-certainement l'usure et le frottement seraient moindres en augmentant la hauteur de l'écrou et en faisant la saillie s plus petite que l'épaisseur e.
Quant à la valeur qu'on devra attribuer, dans les calculs, au rayon r de l'hélice moyenne du filet, il est évident que, dans la plupart des cas, il sera suffisamment exact de le prendre égal à la demi-somme des rayons extrêmes du filet; mais comme il peut arriver que la différence de ces rayons, ou l'épaisseur des filets, soit très-comparable à la grosseur du noyau, notamment dans les vis qui agissent par traction, il paraît évident aussi qu'on risquerait de se tromper d'une manière notable, si l'on continuait à attribuer une telle valeur au bras de levier moyen r; c'est pourquoi nous avons
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cru Utile d'examiner k part ce cas dans la Note II, qu'on trouvera annexée k cette Section.
FroUmnent dans la tIs à fileta triangnlairei.
82. Conventions et exposé de la question. — Soient MH'Q (fis- 99] ''3^^ d'une telle vis supposée verticale; AH l'élémeni bélicolde qui correspond au Qlet moyen de cette vis,
élémeniqui, vu la petitesse du fllelpar rapport au noyau, sera encore ici censé supporter toute la charge de la vis. Soient AB la tangente en un point quelconque A de l'hélice qui appartient à cet élément; MAC la génératrice correspondante rencontrant l'axe de la vis en M; enfin AA' une verticale, parallèle à l'axe MM', passant par A. Nommons B, C, A' les points de rencontre de ces droites respectives avec un plan horizontal quelconque; A'B, A'C, projections de AB et AC sur ce plan, seront les directions respectives de la ungenie et du rayon au point A'du cercle de base du cylindre qui contient l'hélice AH, et le plan ABC sera langent en A à la surface hélicoîde du filet de vis. Si, de plus, on abaisse du point A' la perpendiculaire A'O en 0 sur ce plan, et des points B el A les perpendiculaires BI, AE sur les droites AC etBC, ces dernières passeront
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évidemment par le point 0, et les angles A'AE et A'BÏ seront ceux que forment respectivement le plan tangent ABC avec la verticale AA' et l'horizontale A'B ou hp. Cela posé, nommons
<p et 4^ respectivement ces deux derniers angles A'AE, A'BI; a et 6 ceux que forme la verticale AA' avec la tangente AB et
la génératrice AC relatives au point A; r le rayon AG = A'M' du fllet moyen de la vis; h le pas commun à tous leâ filets; Q la charge totale supportée par ces filets ou le filet moyen
AH, parallèlement à l'axe de la vis; p la puissance horizontale qui, appliquée à l'extrémité du
bras de levier AG ou r, serait capable de faire remonter la
charge Q le long de AH.
La vis pouvant être considérée comme un corps libre assujetti seulement à tourner en glissant le long de l'axe fixe WA\ pourvu qu'on ait égard aux pressions normales qu'e*)le supporte de la part de l'écrou» en sens contraire de la charge Q, ainsi qu'aux frottements qui en résultent, il est clair que l'équilibre entre toutes ces forces, la force /? et la charge Q, sera complètement assuré si, après avoir décomposé chacune d'elles en deux, l'une verticale ou parallèle à l'axe, l'autre horizontale ou située dans un plan perpendiculaire à cet axe, on exprime : i® que la somme de toutes les composantes parallèles à Taxe est égale à zéro; 2° que la somme des moments des composantes horizontales qui tendent à faire tourner le système autour de l'axe, dans un certain sens, est égale à celles des moments des composantes horizontales qui tendent à le faire tourner dans un sens contraire. Mais comme cette dernière équation est assez difficile à établir, nous lui substituerons celle que donne le principe des vitesses virtuelles, appliqué au mouvement effectif de la vis ou de l'écrou, en faisant ainsi abstraction des pressions normales qui rendent ce mouvement obligatoire.
83. Calcul de la puissance horizontale capable de maintenir la charge en équilibre. — Nommant </N la pression nor-
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maie qui sollicite l'un quelconque A des éléments du Glet bélicoTde AH, elle fera naître le frottement fd^ agissant le long de la tangente AB, au point correspondant de Thélice; ces deux forces ayant pour composantes verticales dN sinf, fdti cosay on aura pour première équation d'équilibre» en observant que la composante dfi sinf et toutes ses semblables agissent en sens contraire de Q,
Q = / sinç rfN — / / cosa rfN = N (sinç —fcosa),
dans laquelle N représente la somme / d^ de toutes les pressions normales qu'on peut supposer concentrées en une seule, suivant la normale en A au filet moyen de la vis.
Le principe des vitesses virtuelles donne pareillement pour les conditions de l'équilibre relatives au mouvement effectif de la vis, considéré pour un tour entier, ce qui est ici permis,
'^ J cosa*' "^ cosa
d'où l'on tire, en mettant pour N sa valeur déduite de la précédente équation,
27rr ' •' 2T:r cosa(sïnQ —fcosa)
f\ . rf\ » ^ (sinocotfl-f-fsinrt)
"^ sma(sin<p--/cosaj sintp— /cosa
En observant qu'on a
cola = 5
27rr
et par conséquent
A . 27rr
rng/»— -<> s\na = -: — -->
v/A>-+-47r'r^ v/A*-4-47er»
il ne restera plus qu'à trouver la valeur de sinf en fonction
des quantités connues, pour être en état de calculer celle de p.
Or les triangles OIA^ OAA' rectangles en 0 et le triangle
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AA'I rectangle en I nous donnent
• 1^4 4/ OA' A'IsinOïA' . . , sin9 = sinOAA'= yt> = jp ^rsinôcosvp.
A cause des triangles A' BI^A'BA rectangles en S/, nous
avons aussi
A^I _ AA^sInfe _ sln6 , langvp — ^,^ — AA'tanga "" iang«''
donc
. , sin6 Asinfr
sin ^ = —==== =z —======= t
v/sîn*6 4- tangua ^/n^sïn^b h- ^n^r^ , tanga 27rr
COSVJ; = ° =: • ■»
^sin'6 -f- tang'a y A*S)in^6 n- /^n^r^
et partant
tansasin^ 27rrsin6 sincpr- ^ —
v/sin'6 -h langea \/A'sin'6 -h /{ii^r^
On arrivera aux mêmes résultats par les principes connus, si, prenant pour axes positifs des x,y, z les droites A'B, A'C, A' Ay qui se coupent rectangulairement en A', on observe que les projections, sur les plans des xz et des yz^ de la perpendiculaire A'O au plan tangent ABC, sont elles-mêmes perpendiculaires aux traces BC et AC de ce plan, de sorte qu'elles ont pour équations
sur xz x=:z cota,
sur x^ 7=2 cotJ;
il en résulte, en effet, qu'on obtiendra les angles de la perpendiculaire A'O avec les axes des x et des z par les relations
cosO A'B = sin4; = -==J£lf_
Vi-HCOt'64- cot'a
sin 5 A sin 6
v/sin'6 4- tangua v^'sin'6 + 47r*r'
cosOA'A = sîncp = -====z===z
v/i4-cot*6-4-cot'a
tangasini STrrsinfr
Vsin'6 + ung'a ^A'sin»6 4- 47r'r«
38o COURS DE MÉCANIQUE
qui sont les mêmes que celles trouvées ci-dessus. Substituant donc la valeur de sin(p, celles de sina et de cosa dtfns l'expression de p, il viendra finalement
^ cota-h fsina^i -hCoi'fl-4-cot*6 p — Q. p=====--
I —/cosa V ' H" cot'fl -4- cot'6
_ ^ hs\x\h)jh*'\-^Tt*r^-^7.T:rf\lh^s\ti^b-\-^T:^r^ 27rrsin6v^ÂM^~47r^— hfyjh^ sin'6 -h 47r'r»
84. Nouvelle méthode. — Cette formule, qui est due à M. le professeur Persy, ne s'accorde point avec celles qu'ont obtenues d'autres auteurs; mais il est aisé de faire voir qu'elle est la seule rigoureuse, et que l'inexactitude des formules dont il s'agit provient de fausses décompositions des forces.
Il est bien permis, en effet, de supposer la charge Q tout entière appliquée au point A de l'hélice moyenne et reposant sur le plan tangent en ce point comme sur un plan incliné le long duquel elle serait élevée en vertu de l'action de la force horizontale p; mais il ne faut pas oublier que le point d'application A est contraint de demeurer, dans son mouvement sur ce plan, à une distance invariable r = AG de Taxe MM' de la vis; ce qui suppose l'intervention de certaines forces agissant suivant les rayons horizontaux AG de l'hélice moyenne, et qui sont détruites par la rigidité de la vis ou de l'écrou.
D'après cela, il est évident que, pour exprimer les conditions de l'équilibre entre les forces N, /N, Q et /? qui sont censées solliciter la vis au point A, il sera nécessaire de décomposer la force N en trois autres, agissant parallèlement aux axes A' A, A'B et A'C, et dont la dernière sera censée détruite par la rigidité de la vis, tandis que les deux premières maintiendront à elles seules en équilibre la force horizontale p et le frottement tangentiel /N. Nommant donc, comme cidessus, <p et ^ les angles formés par le plan tangent en A, avec la verticale AA' et l'horizontale A'B ou A/?, on aura évidemment
Q = Nsinç— /Ncosa, ;i = Nsin4' -f-/Nsina;
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d'où Ton lire
v_ Q „ sin4/-i-/sina
sinç— jcosfl '^ sin9-— /cosa
ou, en remplaçant sin99 sin^, sina et cosa par leurs valeurs (92),
I — /cosa V H- cot*6 -h coi'a
^ cola -f- f sina i/i -h cot'6 -h coi'a
I —fcosa )/i -+- col'6 ■+- cova
formules dont la dernière est précisément celle à laquelle nous sommes arrivé , par une autre voie, dans le numéro précédent.
85. Comparaison de cette solution avec celle qu'on obtient par un mode différent de décomposition des forces, — Si, au lieu d'opérer comme nous venons de le faire, on eût décomposé la force horizontale /i et le poids Q suivant la normale à la surface du filet, et qu'on eût pris la somme ^'sin^' + Qsin9 des composantes ainsi obtenues, pour la pression normale, et, par suite, ...,/(/> sin vj' -+- Q sin 9 ) pour la valeur du frottement le long de l'hélice moyenne, puisqu'on eût égalé cette valeur à la différence ps'ina — Qcosa des composantes de p et de Q suivant cette hélice, on serait parvenu à la formule
^ cosfl -l-/sin9 _ ^ cosfl ^1 -4- col'« -^ coVb 4-/
^^ s\na—fs\n^~' sina y/i 4- coi^a -h cot»6 —/cota'
qui diffère essentiellement de la précédente, bien qu'elle fasse retomber sur celle trouvée au n^ 73, quand on y suppose 6 = go® ou cot6 = o; or rien ne justifie le mode de décomposition des forces /? etQ, admis en dernier lieu.
Pour découvrir en quoi consiste la différence de ces solu** tions, il n'y a qu'à supposer h ou cota nul dans les deux formules, hypothèse qui réduit les surfaces hélicoïdes de la vis et de l'écrou à des surfaces coniques circulaires dont b est
l'angle formé par la génératrice avec l'axe; la dernière devient
ainsi
P — Q/sin by
et la précédente
sin6
de sorte que celle-ci donnerait p =.co précisément quand l'autre conduirait à la valeur /> = o, résultats dont le premier paratt plus conforme d'ailleurs à la manière dont on envisage ordinairement les choses dans la théorie du coin, à laquelle se rapporte évidemment le cas particulier qui nous occupe
(21etsuiv.)-
En effets l'écrou embotte ici la vis, comme le ferait un robinet conique dans son enveloppe, de sorte que, pour déterminer la pression sur cette enveloppe, il ne s'agit pas simplement de prendre la composante Qsin6 de la charge Q suivant la normale du cône, mais bien de décomposer Q suivant une infinité de forces normales aux surfaces de contact et dont la
somme est évidemment -t^j si l'on néglige la considération
du frottement qui agit le long des génératrices pour s'opposer à l'action du poids Q, c'est-à-dire à sa descente produite par la compressibilité plus ou moins grande de la substance de l'enveloppe.
86. Nécessité d'avoir égard à l'élasticité des matières de la vis et de l'écrou^ démontrée par l'exemple des cônes frottants, — Cette dernière observation prouve, au surplus, que la formule de M. Persy n'est point entièrement exempte de reproches, et qu'il devient nécessaire, pour les applications pratiques, de la modifier conformément aux théories exposées dans les numéros 21 et suivants.
En effet, considérant {Jig. loo) un cône à base circulaire, ÂBC, dont l'axe est vertical, et qui tourne exactement dans une boîte pareillement conique abcd, contre laquelle il est pressé en vertu de la charge verticale Q, il est évident, d'après les résultats du n^ 22, que la somme des pressions normales
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souffertes par la surface de contact sera mesurée par Texpression
cos6 — -/sin6
(i —/'jsinai -h 2/COS26 sinfc -h/cos6'
qui ne devient plus infinie quand on y suppose sin6=:o, mais bien égale à ^; ce qui donne, pour le frottement qu'aurait à vaincre la force horizontale /?, agissant tangentielle-
Fig. 100.
ment à la circonférence moyenne de la surface de contact, supposée ici d'une étendue très-petite, l'expression
sin6-i-/cos6'
dont la valeur se réduit simplement à Q pour 6 = o.
Le cas particulier qui nous occupe comprend évidemment aussi celui de deux surfaces de révolution quelconques qui s'emboîteraient l'une dans l'autre, en se touchant suivant un cercle dont le rayon devra être pris pour le bras de levier de la puissance p ou du frottement. Quant aux bouchons coni^' ques^en général, aux robinets tournants ou aux cônes de friotion employés dans les machines comme moyen S embrayage ou de suspension du mouvement, et dont les surfaces de contact ont une certaine étendue, on devra adopter, confor^ mément au contenu de la Note II de celte Section, pour bras de levier moyen du frottement, l'expression
Ht
Jl
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analogue à celle qu'on obtient pour les couronnes circulaires frottantes (37), et dans laquelle r' et r" sont les rayons extrêaies des surfaces en contact.
On remarquera, au surplus, que ce qui précède suppose que rétat de compression réciproque des cônes provient uniquement de l'action de la charge Q, et n*est point dû à une cause étrangère, qui aurait primitivement agi pour refouler l'un des corps dans l'autre et mettre en jeu leurs actions moléculaires ou de ressort; car l'état de tension de ces ressorts pouvant, d'après ce qui a été dit* au n<* 23, se maintenir même lorsque la cause a cessé d'agir et pourvu que l'angle 26, au sommet des cônes, satisfasse à la condition
tangi6<— j-^,> ou 6<Carc(tang i=/j,
il parait évident que la résistance à vaincre par la puissance/^, du moins dans les premiers instants et jusqu'à ce que les corps fussent convenablement dégagés, pourrait avoir aussi une valeur quelconque indépendante de P. et uniquement relative à l'énergie de la compression primitive.
87. Solution générale du problème de la vis à filets trian-gulaires, en ayant égard à l'influence de l'élasticité des matières. — D'après ces diverses considérations, relatives aux surfaces coniques frottantes, il sera facile, en reprenant l'analyse du n*" 8^, d'avoir égard au frottement qui, dans le sens des génératrices de la vis à filets triangulaires, s'oppose à la compression réciproque de cette vis et de Técrou, ou, si l'on veut, à ce que cette même vis puisse descendre, sans tourner autour de son axe, par l'effet du refoulement dont il s'agît ; l'intensité absolue de cette force étant mesurée par /N et l'angle qu'elle forme avec la verticale ou l'axe 6, elle donnera la composante /Ncos 6 suivant cet axe, qui s'opposera à l'action de Q ou s'ajoutera à celle de N, et la composante horizontale /Nsin6, qui tendra à modifler la pression soufferte par l'axe de la vis. On aura donc, pour déterminer N et p, en raisonnant, du reste, comme au numéro cité,
0 == N sincp -+-/N cos6 — /N cosa, /> = N sinip -+-/N sina;
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d'où résulte
j.^ Q ^ Q sini|/-i-/sina
. sin<p -f-/(cosA — cosa)' ^ ^sin(p-f-/(cosé — cosû)^
ely en remplaçant sinf, sinv];, sina, cosa par leurs valeurs respectives (83),
r. cota H- fsinn i/i -f-cot*flH-cot'/y
I —f(cosa — cos^) /i-hCûl'/n-col*6
formule qui, en y faisant a==go% redonne celle ci-dessus, relative aux cônes de friction, ce qui doit être, et coïncide exactement avec celle du n'^TS, concernant la vis à filets carrés, lorsqu'on y suppose, à son tour, b = 90® ; ce qui démontre, chose d'ailleurs évidente en soi, que, pour cette sorte de vis, l'élasticité des matières n'exerce aucune influence directe sur l'intensité du frottement.
88. Comparaison des résultats donnés par la nouvelle for-mule et les précédentes — Si maintenant on veut se former une idée de la limite des écarts que peuvent présenter les résultats des formules obtenues dans les trois hypothèses exami-
nées, on devra remarquer que, dans la pratique, l'angle 6 n'est jamais au-dessous d'un demi-angle droit, et ne lui devient même égal que pour les vis et écrous en bois peu résistants, tels que le chêne, tandis que, le plus ordinairement, l'angle aigu des filets étant au plus les 1 de 90 degrés, h sur-
passe 60 degrés. Quant à l'angle a, sa cotangente est ra-
27rr
rement au-dessus de |; mais elle peut décroître indéfiniment, et il arrive même, dans beaucoup de cas, qu'elle est au-dessous de 0,04. Faisant donc, en premier lieu, dans les formules dont il s'agit,
cotfr = 1, sin6== cos6 = 0,7071, cota = o,5,
sin6t = 0,8944» cosa = 0,4472;
supposant d'ailleurs /= 0,1, nombre qui, d'après les expé-
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riences de Coiriomb eifès nouvelles expériences de M. Morin, exécutées à Metz, en 18^2, représente assez exactement la valeur moyenne du rapport du frottement à la pression pour les divers ïj0b ou métaux glissant l'un sur Tautre avec interposition d*enduit gras, en faisant, dis-je, ces suppositions dans les formules ci-dessus, on trouvera
par la ^emière. . . p = o,5Q -h 0,18 Q = o,68 Q, par la deuxième.. /? = o,5Q -+- 0,0970 = 0,5970, par la troisième.. . p = o^5Q -+- o,ii5Q = o,6i5Q.
Quant à la formule du n® 73 relative aux vis à filets carrés, elle donne, dans les mêmes suppositions de /=o,i, cota = tanga = o,5,
Faisant, en second lieu, cota = 0,04 seulement, afin d*ac> quérir une idée des écarts que présentent les formules pour les très-faibles inclinaisons des filets de vis, et supposant d'ailleurs que les autres données restent le^ mêmes, on trouvera également
par la première p = o,o4Q-h 0,14^40 = o>i8^4Q>
par la deuxième. . . /> = 9,040 -+- 0,07070 = 0,11170, par la troisième. . . /? = o,o40 -+- o>i2580 = o,i6580; enfin par celle qui se rapporte à la vis à filets carrés
.89. Conséquences qui résultent de cette comparaison. — Le rapprochement de ces divers résultats conduit aux conséquences suivantes :
i"" Les formules des n®* 83 et 87 donnent des résultats qui di£rèrent d'autant moins entre eux que Tangle d'inclinaison a de l'hélice moyenne des filets de la vis, sur l'axe, est plus petit, de sorte que, pour ces petits angles, on peut sans inconvénient, dans les applications pratiques, se servir de la première de ces formules, qui est un peu plus simple. 2^ La formule du n® 85 conduit à des résultats qui, en gé*
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néral) diffèrent trop, en moins, de ceux que fournit la formule obtenue en dernier lieu, pour qu'il soit permis, en aucun cas, d'en faire usage dans les calculs, d'autant plus qu'elle conduit, pour les vis à filets triangulaires, à des valeurs de p plus faibles que celles qui se rapportent aux vis à filets carrés» ce qui visiblement est inadmissible.
3® Enfin toutes ces formules s'accordent à prouver que le frottement joue un rôle considérable dans les différentes espèces de vis; mais celle du n"* 87, qui mérite une entière confiance, montrant, comme celle du n** 83, que ce rôle est moindre pour les vis à filets carrés, à circonstances semblables d'ailleurs, il en résulte' que l'on doit accorder à ces dernières la préférence dans l'établissement des machines qui ont pour objet l'économie du travail moteur.
90. Dimensions à adopter pour les vis à filets triangulaires{ ' ). — Dans la vis à filets triangulaires en bois dont la dureté n'est pas très-grande, comme le chêne, l'orme, etc., on prend ordinairement pour triangle générateur un triangle isoscèle rectangle. Lorsque la vis est en bois dur, tels que le buis, le cormier, le sorbier, le charme, on prend pour le profil un triangle équilatéral {fig. loi); on agit de même quand la vis est
Fig. 101.
en fer et l'écrou en cuivre : dans tous ces cas, le pas est mesuré par la base du triangle s'il n'y a qu'un filet, par deux fois cette base s'il y en a deux, etc.
Il convient encore, dans le cas actuel, de prendre l'épaisseur
(*) Extrait de rédiUon de i8a6.
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de l'écrou égale au moins à trois fois le pas; mais, comme la surface de rupture le long du noyau est ici double de ce qu'elle est dans la vis à filets carrés, 11 semblerait qu'on dût prendre seulement la saillie des filets égale à | du rayon du noyau, ce qui ne serait point exact, attendu que la base des filets n'est pas la surface qui présente la moindre résistance par rapport à une puissance qui serait censée agir au sommet parallèlement à l'axe de la vis; c'est pourquoi on doit encore prendre, pour la résistance proportionnelle des filets à la rupture, une surface tout au plus moitié de celle occupée par ces filets sur le noyau, en sorte que la saillie est toujours I du rayon du noyau. Quant à la grosseur du noyau, on la déterminera de la manière déjà indiquée, en observant que, pour le cas du bois, on ne doit pas supposer la résistance supérieure à o^«,8o par millimètre carré. *
Ces remarques ne concernent que les vis destinées à supporter de grands efforts. Dans les instruments de précision, dont les vis sont en fer ou en acier, on donne à la saillie ou hauteur du triangle générateur jusqu'à deux et même trois fois la base, afin de rendre la surface frottante plus grande et l'usure moindre. Les vis à bois ou clous à vis oflTrent également des filets très-aigus, dans la vue de les faire mordre facilement et d'augmenter le frottement et la force nécessaire pour les arracher.
Du frottement dans les engrenages.
91. Considérations préliminaires. — Avant d'indiquer la marche à suivre pour calculer la quantité de travail consommée par le frottement des engrenages, nous allons exposer quelques considérations préliminaires sur lesquelles elle est fondée.
Considérons deux rouleaux cylindriques C et C {PI. 11^ fig. 8), qui se touchent en m et sont pressés l'un sur l'autre
( ' ) La théorie du frottement des engrenages est exposée dans les feuilles lithographîées de 1 825- 1826; elle a été reproduite, en i835, arec quelques mo* difîcations, dans un cahier spécial; c'est cette dernière rédaotioii qui, Mmf indication contraire, est suivie dans le texte. (K.)
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par une force N. Si le rouleau C roule sur le rouleau C\ supposé immobile sur son axe, ou s'ils roulent simultanément Tun sur l'autre, en développant à leur contour des arcs égaux, il ne se produira qu'un frottement de roulement que Ton pourra négliger dans la plupart des cas et surtout dans celui des engrenages ordinairement formés de corps peu compressibles; mais si, au lieu de rouler, le cylindre C glissait sur C\ supposé immobile, il se produirait au point de contact un frottement de glissement /N, et si l'on désigne par ds le chemin élémentaire mm' parcouru dans dt, ce frottement développerait une quantité de travail élémentaire mesurée par /Ne/5,
Si le rouleau C',au lieu d'être immobile, tournait autour de son axe dans le même sens que C, et que l'arc mm''= ds fût parcouru dans l'élément du temps dt à sa circonférence par le point m, il est clair que les deux cylindres auraient roulé l'un sur l'autre, tout en glissant, d'une quantité
mm' — mm''= ds — ds\
Ainsi le chemin parcouru par le point d'application de la résistance au roulement serait, pour les deux rouleaux, égal au plus petit des deux arcs mm' et mm", et le chemin parcouru par le point où s'exerce le frottement de glissement serait la différence de ces deux arcs; par conséquent, la quantité de travail élémentaire développée par ce second frottement serait mesurée par
celui du frottement de roulement étant considéré.comme négligeable par rapport à l'autre.
Enfin, si le rouleau C, au lieu de tourner dans le même sens que C, marchait en sens contraire, il est clair qu'il n'y aurait plus de roulement et que, s'il avait décrit dans ce sens un arc élémentaire mmt = cls', le chemin parcouru par le point d'application du frottement de glissement, dans ce déplacement simultané de deux rouleaux, serait
mm' -*- miW| = ds -^ ds', et quBf par conséquent, le travail développé par cette résis-
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tance, en seKltf,Ç6nlraire du mouvement, serait mesuré par
Concluons de là que, selon que, dans le mouvement des courbes de ces rouleaux Tune sur l'autre, le point de contact primitif se trouvera sur chacune d'elles d'un même côté du nouveau point de contact ou d'un côté opposé, le travail développé par le frottement de glissement devra être exprimé
par
/N(J5 — rfy) ou par /N(J5-+-A').
92. Glissement relatif des dents. — Cela posé (PL II,Jig, 9), soient amb, afmb' deux courbes de dents, satisfaisantà la condition géométrique du tracé que leur normale commune passe par le point de contact t des cercles. primitifs, et supposons que, par suite d'un déplacement infiniment petit, elles viennent à se toucher en un nouveau point m,. Soient aussi
C/ = R le rayon du cercle primitif dont le centre est G; C / = R' le rayon du cercle primitif dont le centre est C; tCm = d, tCmz=6' les angles décrits à l'instant que nous
considérons à partir de la ligne des centres CC; N la pression normale de l'une des dents sur l'autre.
/Zi m, 6| et a\ m% b\ étant les nouvelles positions des courbes données, rapportons par des arcs de cercle mm' et mm' décrits des centres C et C le point de contact précédent sur ces courbes. Il est clair, d'après l'inspection de la figure, que si le point m de contact se trouve, pour la position que l'on considère, plus près du point t que le milieu de la. corde formée par le prolongement de la ligne /m, les deux points m' et m" se trouveront d'un même côté de m„ et qu'au contraire, si ce point est au delà du milieu de cette corde, le point m' se trouvera d'un côté et le point m" de l'autre côté de m,; par conséquent, dans le premier cas, le chemin élémentaire parcouru dans le sens du frottement de glissement ou de la tangente commune aux deux courbes sera mim'— mim^ et dans le second m^m' '\' nixm"; mais on remarquera en même temps que, dans le premier cas, cette tangente commune passera entre les deux
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centres C et C, et que, dans le second, elle les laissera tous les deux d'un même côté. Cette observation est importante à cause des changements de signe qui en résultent pour certaines quantités.
Nous allons d'abord examiner le premier cas et nous ferons voir ensuite que le second conduit aux mêmes résultats. Projetons les arcs élémentaires nixm' et mxtn" sur la tangente commune en m aux deux courbes, ces projections mni^ et mm\ seront égales aux arcs, attendu que le déplacement est supposé inflniment petH. Or on a, dans les triangles mm'm\ e\mmf'm\ rectangles en m', et m",,
mm\ = mm' cos m' mm\ et mm\ == mm*' cos m" mm\,
et comme tm est perpendiculaire à la tangente commune ou à mni^ et mm\ et que Cm et Cm le sont respectivement à mm' et mm"^ on a
cosm'mm\ = cosCml et cosm'/nm' = cosC'mt.
De plus,
mm' =CmdO et mm" = C mdQ' ;
par conséquent, le chemin parcouru par le point d'application du frottement a pour expression
mm\ — mm\ = Cm cosCmt dO — C'mcosC'mtdO.
Prolongeons la tangente commune de part et d'autre, et des centres C et C abaissons sur cette ligne les perpendiculaires CP et C'F, nous aurons, pour les triangles CmP. et C'mP',
CP = CmcosmCP =Cmcos/mC, C P'= Cm cosmCF = Cm cos t mC,
et par suite
mm\ - mm", = CPdO -^ C P'rfÔ.
Mais on a, d'autre part, au moyen des triangles Cpt et C'///, et appelant n la longueur de la normale /m,
CP = n -f- C / cos / CP = n ■+- R cos r CP, C'P' = C'/cos/C'P' — /i =r R'cos/CP — /ï
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et, par conséquent,
mni, — mm\ = n{d6'^ dO') -h cos/ CP ( Rrfô — R'àff);
mais, puisque les vitesses sont transmises comme si les cer* des primitifs roulaient l'un sur l'autre, on a
Re=W6' ou Rrfe = R'rf9',
et par suite
mm\ — mm\ = n(dO'^ dO' )•
Nous venons de raisonner en supposant que le point m se trouvait plus près de / que le milieu de la corde formée par tm prolongé; nous avons vu que, dans le cas contraire, le chemin parcouru par le point d'application du frottement eût été
mm' -+- mm*;
mais, attendu qu'alors la tangente commune en m laisse les deux centres du même côté, on a
CP = ii-f-Rcos/CP et C'P'=/i — R'cosrC'P', et il s'ensuit qu'on trouve encore mm' -*- mm'' = mm', -+- /wm' = CP rfô -+- C F rfe' = n (rf9 -*- rffl') ( •).
Ainsi, dans l'un ou dans l'autre cas, on arrive à la même
expression du chemin élémentaire parcouru par le point d'ap*
plication du frottement.
La relation
ï{de = Wd6'
donne
(*) Note de V édition de 1836. — W serait facile do démontrer ces résultats d'une manière directe, en remarquant que, si Ton suppose le cercle (C) immobile, et que Ton fasse rouler infiniment peu le cercle (C) sur lui, le point de contact m décrira, dans ce mouvement, Tare élémentaire mm' ayant pour centre le point de contact t des deux cercles, et correspondant à un angle mtm" égal à celui que tend à décrire la normale mi. Or on roit aisément que cette droite et toutes celles qui sont liées inrariablement au cercle C décrivent, dans ce mourement, un angle égal à d$-\-d$'.
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ce qui conduit à
mm* — mm = n — ^^ — dO dans le premier cas, et à
mm' -f- /nm" = n — rp — rfô
dans le second.
93. Travail élémentaire consommé par le frottement des engrenages dans un déplacement infiniment petit. — Le frottement dû à la pression N étant /N, si Ton désigne par / le rapport du frottement à la pression, il s'ensuit que la quantité de travail élémentaire développée dans dt par ie frottement de l'engrenage aura, dans tous les cas, pour expression
/N n ^ de.
Si nous appelons Q TefTort qu'il faut exercer tangentiellement aux cercles primitifs, pour vaincre la résistance qui s'oppose au mouvement de la roue conduite, et <p l'angle de la normale avec la perpendiculaire à la ligne des centres, nous aurons évidemment
NXCK = QR ('), ou
Ncos9 = Q, d'où N = -^, ^ COS9
ce qui donne, pour le travail élémentaire du frottement,
R -f- R' dé
fQn
R' COS
Dans cette expression, la force Q est ordinairement connue : c'est l'effort moyen qu'il faut exercer à la circonférence primitive de la roue conduite, pour vaincre toutes les résistances
(*) Dans cette niation on néglige le frottement sur les dents, ce qui revient à négliger le carré de /dans le travail du frottement. (K.)
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autres que le frottement de l'engrenage, mais les quantiiés n et 9 varient avec l'angle 0, et il faut, dans chaque cas, connatire leur valeur exacte ou approximative en fonction de cet angle pour pouvoir intégrer cette expression du travail élémentaire et en déduire la quantité totale de travail consommée par le frottement de l'engrenage pendant toute la durée du contact des deux dents; c'est ce que nous allons cherchera obtenir en appliquant cette formule aux diverses formes d'engrenage employées.
9i. Application à l'engrenage à épicyclotdes. — Commençons par l'engrenage à épicycloTdes d'une roue conductrice et d'un pignon {PL I^fig* 4}> on a, dans ce cas, f = Q\ puisque la normale tm est perpendiculaire au flanc C'/n, et, de plus,
/i^R'sinô';
par conséquent, l'expression du travail élémentaire du frottement de l'engrenage est
/Q 'l±p R. îil^ =/QR. «:t»: „„,. ,^,
à cause de Re/(? = V^dQ'. On sait d'ailleurs que
tangÇ'r-O'-H -1-..., »
et, par conséquent, toutes les fois que l'angle 0' sera assez petit pour que l'on puisse se borner au premier terme de la série, on prendra
/QR' {ç-^ ) lang Q' dO' =fQ ^^ R' 6' d6\
En intégrant alors depuis Q'=o jusqu'à la valeur de 0\ qui correspond au plus grand écartement du point m à partir de la ligne des centres, on a, pour le travail total développé pendant cet intervalle par le frottement.
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Si les dents se prenaient avant la ligne des centres» pendant un intervalle correspondante un angle 0^, on aurait de mâme, pour le travail consommé dans cette période,
et, par conséquent, pour l'amplitude totale 6'+ 0'\ parcourue pendant le contact,
" /Qil±JL',.(?l±il-)=/Q(«±^),.['iLti2-^8.].
95. Avantage que Von trouve à faire conduire les dents autant avant qu'après la ligne des centres. — Cette dernière expression montre que, pour une amplitude égale de contact, ou pour un déplacement angulaire donné 0'+ Q*\ il est avantageux, sous le rapport de l'économie du travail consommé par le frottement, que les dents se prennent avant et après la ligne des centres, puisque, si la conduite n'avait lieu qu'avant ou après cette ligne, le travail développé par cette résistance aurait eu pour expression
comme nous l'avons vu plus haut.
La quantité /Q — j^ — R'Ô'S", soustractive de la précédente, indique l'économie produite par l'engrènement avant et après la ligne des centres, et comme elle.est évidemment
un maximum pour 6^=6''=: » 9' 4- 6^ étant l'angle total donné, il s'ensuit qu'il convient, sous le rapport que nous considérons actuellement, de faire conduire les roues d'engrenage autant avant qu'après la ligne CC '
96. Effort moyen à exercer tangentiellement à la circonférence primitive pour vaincre le frottement des engrenages. — Il importe souvent, pour la facilité des calculs, de trouver la valeur de l'effort moyen tangentiel aux deux cercles primitifs
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en /y qui développerait une quantité de travail suffisante pour compenser celle que consomme le frottement de l'engrenage. Or le chemin parcouru depuis la ligne des centres jusqu'à la distance angulaire 6' est R'6', dans le sens de l'effort moyen cherché ; nous aurons donc, en appelant a le pas de l'engrenage» supposé égal à R'9' = Rd, pour la valeur de cet effet moyen,
•^^ R a "-^^ RR' a'
Si les dents se conduisent, avant la ligne des centres, d'une quantité angulaire d'^et, après cette ligne, d'une quantité d',le cheminuparcour par l'effort moyen cherché, dans sa direction propre, étant R' ( 6' -f- 6"), on aurait, pour ia valeur de cet effort,
R'^e'-^-O") "■•'^ RK' R'i0'-i-0")
Cet effort moyen est évidemment plus faible que l'effort moyen nécessaire pour vaincre le frottement dans le cas où l'angle 9'+ B" serait décrit d'un même côté de la ligne des centres, puisque celui-ci aurait alors pour valeur
Dans le cas où d'= B"^ ce qui correspond à la différence maximum, on voit que l'effort moyen à exercer, quand les deux roues se conduisent avant et après la ligne des centres» est
ou, si R'9' = a,
RR
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et que, dans celui où la conduite aurait lieu entièrement après la ligne des centres, à ^ine distance
il serait
c'est-à-dire double du précédent.
Dans la plupart des cas» l'engrenage ayant lieu avant et après la ligne des centres, nous adopterons, pour la valeur de l'effort moyen nécessaire pour vaincre le frottement et qu'il faut exercer tangentiellement aux deux cercles primitifs en i,
sauf, dans les autres cas, à recourir à la formule qui leur convient. • Le nombre des dents étant m pour la roue du rayon R et m' pour la roue de rayon R', on a
d'où
mfl~2;rR, /w'a=;27rR'
et par suite
m -f- m mm'
C'est sous cette forme que nous emploierons le plus fréquemment l'expression de cet effort moyen, parce que les nombres de dents sont toujours donnés immédiatement par l'observation dans les machines établies. Elle nous montre que cet effort sera d'autant plus faible que le nombre des dents sera plus grand et que, par conséquent, il y a, sous ce rapport, avantage à augmenter ce nombre.
97. Engrenage d'une roue et d'une lanterne. — Les expressions précédentes s'appliquent immédiatement au cas où une lanterne à fuseaux cylindriques est conduite par une roue en
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supposant que l'arc décrit à la circonférence primitive soit égal au pas, ou à Tintervalle entre Taxe de deux fuseaux consécutifs.
98. Engrenage d'un pignon placé dans Vintérieur d'une roue. — Dans le cas d'un pignon intérieur à une roue» il esl facile de voir, par l'examen de la Jig. 10, PL II ^ dans laquelle C et C sont respectivement les centres de la roue et du pignon , que, quand le point de contact m des deux courbes se trouve sur la normale commune tm, considérée comme corde du cercle primitif intérieur, en deçà de son milieu vers /, la tangente commune doit passer en dehors des deux centres, et que, au contraire, quand ce point m est au delà du milieu de la corde, cette tangente passe entre les deux centres, ce qui est tout à fait l'inverse des engrenages extérieurs.
On voit alors,' en conservant les mêmes désignations, qu'on a dans le premier cas, pour les expressions successives du chemin parcouru par le point d'application du frottement,
/n,m' — m;(m"= m\m — m\m=z mm' cosCmt — mm^cosCmi •V = C/irrfecosCm/ — CmdB'cosCml, '
*' vCmcosCmr — CP = R cos/CP — /i,
Cm cosC'/nr = C'P'= R' cos/CP — n,
et par suite
MX
puisque
Rrfe == Kde\
Dans le second cas, au contraire, on a
mim'— mim'^= m\ m -h m\m = mm' cosCm/ -h mm" cosC'm/
= Cmde cosCmt -+- C'mrfô'cosC'm/,
Cm cosCmt = CP = R cos/ CP — n,
Cm cosC'm/ = C'P'= n — R'cosrCP,
et par suite
m,m'-m.m"=(Rrf0--R'(/9') cos/CP-*-/i(rfe'— Je)=/i ^=^ dO.
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Ainsi» dans les deux cas, le chemin élémentaire parcouru par le point d'application du frottement a la même exprèssion, et le travail consommé par cette résistance, pendant rinstant di, est
Cet engrenage ne s'exécute que par des courbes épicycloîdalesy et Ton reifouve, de même que précédemment , pour la valeur approximative du travail consommé par le frottement pendant que les roues décrivent un ay R'd' à leur circonférence primitive,
quantité évidemment beaucoup plus faible que celle qui correspondrait, dans les mêmes circonstances, à des engrenages extérieurs de mêmes dimensions.
Les conditions du tracé montrent que, si la roue doit conduire le pignon, celui-ci ne doit avoir que des flancs en ligne droite et que Tengrenage ne peut avoir lieu qu'après la ligne des centres. Si l'arc W6' parcouru pendant le contact est égal au pas a, ce qui convient pour qu'il y ait toujours au moins une dent en prise, on a, pour l'effort moyen que la roue doit exercer afin de vaincre le frottement de l'engrenage.
f^ -RR^ — =^^ iïT - R j 2 ^-^.Q^
mm
en appelant toujours m et m' les nombres de dents respectifs de la roue et du pignon.
99. Engrenage à développantes. — Lorsque les courbes des dents sont formées par des développantes [PL lyfig* 5) dont les rayons sont les perpendiculaires CK et C'K' abaissées des centres C et C! sur la direction constante et donnée de la normale commune /m, l'expression générale de la quantité de travail élémentaire consommée par le frottement de l'engrenage devient susceptible de s'intégrer rigoureusement. En
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effet, dans cetle expression
/N/i— j^rfe,
la longueur n de la normale /m étant égale à l'arc développé,
on a
n = tin = CKe et de plus NxCK = QR,
ce qui donne
dont l'intégrale
exprime le travail total consommé par le frottement, pendant que les roues ont décrit à leur circonférence primitive un arc R 9.
L'effort moyen à exercer tangentiellement à ces circonférences primitives en /, pour vaincre cette résistance, a donc pour expression
siR0 — a.
(*) Expression générale du frottement dans les engrenages. — M. Rcftal a bien voulu me communiquer à ce sujet la Note suivante :
« Poncelet, en restreignant la question au cas d'un contact peu étendu de part et d'autre de la ligne des centres, est conduit aux mêmes formules pour les trois principaux types d'engrenages employés dans l'industrie. En se plaçant à un point de vue général, on arrive facilement à ce résultat.
> Soient {PL I, fg, i)
C la roue menante;
P l'effort moteur tangent à la circonférence primitive de C;
Q la force tangente à cette môme circonférence, équivalente à la résistance
K et K' les projections des centres C et C sur la normale commune;
f» l'angle de cotte normale avec la ligne des centres.
• On a
CK'=R'sinç>, mK'=R'cosç>H-/ï,
CK = R ainp, mK = R cosf — /i,
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Il y aurait lieu d'examiner le cas >oii l'engrenage se fait, partie avant et partie après la ligq^ des centres, et d'en comparer les résultats à ceux du cas où il n't lieu^cfue d'un seu4 côté> et l'on arriverait encore exactement & la aème conclusion, qu'il y a avantage à ce que les dents se conduisent autant avant qu'après cette ligne. ■ *^-'*rji
En introduisant aussi dans l'expression ci-de||kus de l'effort^ T moyen les nombres de dents m et m' de la roue et du pignon, on obtient, pour l'expression de l'effort moyen cherché,
qui, dans ce cas, est tout à fait rigoureuse.
100. Engrenage d*un pignon et d'une crémaillère. — Lorsqu'un pignon doit conduire une crémaillère, il suffit de faire R = oo, dans l'expression précédente de l'effort moyen qui doit vaincre le frottement, et l'on trouve pour sa valeur
et, en prenant les moments par rapport aux centres Cet C,
PR'= N.C'K'-+-/N.mK', QR = N.CK ^/N.mK, d'où
P = N[8inpH-/(cosç,-+-^)], Q = N[slnf,-+-/(cosç,-^)]
et
sin
+-/(cosy-^)
» Si / était nul, on aurait P = Q ; la force tangentielle équifalente au frottement est donc
sin > Soient
inj>-î-/f cosf»— Ij
te' = ds le chemin élémentaire décrit par l'une on l'autre des circonférences primitives;
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101. Frottement d'une came et du mentonnet d'un pilon. — Quand une came en développante de cercle pousse le mentonnet d'une tige guidée dans des coulisses ou rainures {Jig. 7, PL 11^ si l'on désigne toujours par 0 l'angle décrit, ou plutôt par a le chemin parcouru dans la direction de la tige, on a encore, pour l'effort moyen qui doit vaincre le frottement, l'expression rigoureuse
R' étant le rayon du cercle développé ou tangent à la ligne droite parcourue par le point de contact.
102. Cames en épicjrclotdes, — Pour transmettre à un levier mobile autour d'un axe un mouvement continu, de manière que les vitesses transmises restent dans un rapport constant, on donne» comme nous l'avons dit, à la came la forme d'une épicycloTde, qui conduit à partir de la ligne des centres. Dans ce cas, le grand développement de la courbe
t'rn' la normale commune dans leur nouvelle position; I la projection de t sur r'm'.
On a
t'\ z=i dn =. ds sinj».
Le trafail du frottement est, par suite, T
>= rF*=Q/(i^3L) r—= — "J!L ^^.
^ J sinpl 8injp-t-/f cosp— ^jj
» En négligeant le carré do /, on a simplement
\dn
Si le contact est peu étendu de part et d'autre de la ligne des centres, « dif* fére peu de sa valeur f , lorsque le contact commence, et l'on a à trèsi'peu près
<//! = <ij sin f „ /2 = xsinf7„ d'où
expression qui revient à celle du texte. » (K.)
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ne permet pas de se borner à remplacer, dans l'expression du travail élémentaire
yQR'L±A' lange' de',
la tangente de 6' par la valeur approchée, réduite au premier terme de la série,
6'* lange'— 6' 4- y -h...,
et il faudra prendre au moins deux termes de cette série, ce qui donne, pour la quantité de travail consommé pendant que le cercle primitif de la came parcourt un arc R'e',
et, pour l'effort moyen nécessaire pour vaincre ce frottement,
Si l'angle 6' est de 4^ degrés, on a
6' = 4r TT = o". 785, -^ =: o", io3, ibo '2.3
quantité qui n'est pas négligeable, par rapport à l'unité.
103. Cas où la forme des cames ne satisfait pas à la condition de l'uniformité. — On rencontre souvent, dans les machines soufflantes [Jig. 102), des cames dont la courbure, déterminée par des considérations spéÉ||^^e satisfait pas à la condition de transmettre aux tige^|||^^ conduisent une vitesse qui soit dans un rapport confliitot avec celle de l'arbre de la came. Il faut, dans ce cas, r^ourir à des méthodes approximatives, et voici la manière d'opérer :
Soient
amb une courbe quelconque qui pousse la tige d'un piston de machine soufflante, dans une direction constante;
Q le poids de cette tige ou l'effort qu'il faut exercer, dans le sens de sa longueur, pour la faire marcher;
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X l'angle que fait sa direction avec la normale au point de contact actuel.
La pression normale sera Qcosiz, et le froitement/Qcosa consommera, pour un petit arc élémentaire dt parcouru par la came dans l'instant dt, la quantité d'action élémentaire
fQcosads
qu'il faut intégrer depuis a jusqu'en b ou par l'arc total t, aHn d'obtenir le travail total consommé par le frottement dans une levée de la tige. Cette intégrale pourra, dans tous les cas, être obtenue approximativement par les méthodes indiquées (n° 9, Section Ij.
10^. Engrenages ioniques.— Dans les engrenages coniques exécutés avec soin, on a toujours l'attention de faire les dents et, par suite, le pas aussi petits que possible, de sorte que le mouvement et le glissement des dents l'une sur l'autre ont sensiblement lieu, comme s'ils se passaient dans le plan tangent aux surfaces coniques moyennes et normales à la longueur des dents (*]•
(' ) M. Be»t {Joaraal dt VÉcoU Pofyitcknijue, XWfU' Cdûor ) * doDoé la ioU^rilei qui repré«eD(eat le tranil «iMOrbé par le frottement iktis lei engrc-
ippLiQnei 1
i. KlCRlltU.
Il suil de là qu'en conservant les mêmes djÉHfninations, mais en les appliquant au développement 4p^es surfaces moyennes, on aura encore pour l'effort mo;en qui, exercé dans le plan tangent que l'on considère ei perpindicuIajMment à la ligne des centres des cercles développés, produirait la même quantité de travail que le frottement de l'engrenage,
Frottement de la vis sansjin [') Fie
-Soit(c')(>îg..o3)
une roue dentée conduite par une vis à Ql% carrés; le plan
nigM conique*, quelle que loil l'étendue da contacl; il enadédiiit, comtuecu p«rtlCDller, ce qui le rapporte «ui enereniges cjlindrlquet. Ed l'on leDUit ■!■ premier terme d'un déreloppctnent «n *érîe, il oit retomba lur la formuto de Poncolet. (K.)
(<) Extrait de l'MltloD de 1S36.
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milieu de la roue comprend l'axe EF de la vis, que nous supposerons verticale, et les dents ont, sur le cylindre de celte roue, une inclinaison telle qu'elles se présentent à It vis parallèlement à la tangente du Qlet qui répond au point de contact; les arêtes de ces dents sont donc obliques par rapport à l'axe de la roue.
Cela posé, ne considérons (^g*. io4) que ce qui se passe
Fig. 104.
dans le plan milieu de la roue qui comprend Taxe EF de la vis; le profil de la «urface Trottante des filets sera une perpendiculaire mb à cet axe, en sorte que Tengrenage devra remplir les mêmes conditions que celui des crémaillères à dents droites (*); la courbe mb' de la dent sera donc la développante de la circonférence primitive de {</), tangente à la droite AB, qui contient les points de contact m avec le filet correspondant et qui est parallèle à l'axe EF de la vis. Soit Q la puissance à appliquer à la circonférence primitive
(') Le point de contact entre le filet et la dent ne peut ôtro rigoureusement dans le plan de la figure que sur la ligne ce'. C'est par approximation, et en admettant implicitement que l'étendue du contact est très-petite, que l'auteur suppose qu'au delà de ec' le point de contact m se trouve dans le plan ci-dessus et que l'inclinaison de l'hélice correspondante de la surface hélicoïdale est encore égale à a.
y^oir à ce sujet, pour le cas où le contact a une étendue quelconque, le Mémoire de M. Resal inséré au XXXI H* Cahier du Journal de l'École Poljr^ technique, (K.)
de (&) pour vaincre toutes les résistances qui agissent autour de son axe; la vis pourra être censée chargée d'un poids constant Q agissant sur l'hélice dont le rayon est cT*ou r, dans une direction parallèle à l'axe £F, c'est-à-dire que la pression Q produira sur cette hélice uii effet absolument analogue à celui d'un écrou sur une vis pareille, qui aurait même pas et rhélice m pour hélice moyenne. Or on remarquera que le point m, où s'exerce le frottement de la dent mb', est animé d'un double mouvement relatif, l'un tangentiel à l'hélice, l'autre tangentiel & la courbe mb' de cette dent, en sorte que le moment virtuel total de ce frottement est la somme des moments virtuels dus séparément à ces deux mouvements et au frottement /N résultant de la pression normale N exercée, sur la surface du Qlet, par l'action de la puissance P qui, appliquée à l'une des extrémités de la vis, agirait avec un bras de levier R pour faire mouvoir la roue (c') ou vaincre la résistance Q. Nommons donc a l'angle formé par l'hélice m avec l'horizon, ou un plan perpendiculaire à l'axe EF de la vis, on trouvera sans peine, pour la pression normale,
N= ^^ . y d'où /N = ^^ ^Q . ;
cosa— /siua "^ cosa— jsina
reste à trouver les vitesses virtuelles de m sur l'hélice et sur la courbe mb\
En nommant h le pas de cette hélice, R le bras de levier de la puissance P, dz la vilesse virtuelle de Q ou la hauteur dont s'élève m parallèlement à EF, par suite d'un mouvement infiniment petit imprimé & la vis, la vitesse virtuelle de P
iîT R
sera évidemment —r- dz ; celle de m suivant l'hélice sera
dz
\ enfin celle de m soivtiii la courbe mV sera, d'après la
sina
propriété des développantes, le petit arc de cercle décrit par la tangente mT autour de T, tandis que la circonférence primitive (R') de la roue décrit un autre petit arc égal à dz et sous-tendant, au centre </, le même angle que le premier à son centre T; cette vitesse virtuelle de m sur mV sera donc
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mT , zdz _ ,
-j--cfz = -— , en prenant mT pour z; donc on aura, pour
exprimer les conditions de l'équilibre, en divisant par dz et muhipliant par A,
sina(cosa— /sina) R'(cosa — fsiïix)
La hauteur z est ici variable; mais, en observant que chaque dent pousse à partir de l'horizontale c& et en supposant qu'elle quitte le filet bm quand le poRit de contact T de k précédente est arrivé sur ce', on pourra remplacer z par sa valeur moyenne |mT = jA, en supposant que la vis n'ait qu'un ^l€ft; ce qui donnera, en réunissant les deux premiers
termes et en se rappelant que tanga = — »
on ^ /sinaH-/cosa\
îrRP = 27rrQ ( ^, —
\cosa -— /sina/
27rr
2 R'(cosa —/sina)
En négligeant le dernier terme en A, on retombe sur Téquation d'équilibre de la vis à filets carrés, en ayant égard au frottement, ce h quoi l'on devait bien s'attendre. D'ailleurs, ce terme est toujours fort petit à l'égard de celui qui le précède, et, comme a s'éloigne ici fort peu de zéro, on pourra, sans erreur sensible, y supposer sina = o, cosa = i, de sorte que l'équation pourra prendre cette forme, qui se prêle facilement au calcul,
27rr — jn *' 2K
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NOTES
I.— Sur la valeur approchée liiéaire et rationnelle des radicavx
de la forme ^a'-^ b^, ^à'—b^..,.
106. Expression linéaire de yja^-jf 6*; limite de V erreur.— La valeur
approchée du radical yja}-^bi^ devant être rationnelle et linéaire en a et
b^ nous ferons
y/à' -H ^^ == aan- f6,
â et ^ étant des nombres absolus et positifs, a et ^ des nombres indéterminés qui doivent tatisfaire à la condition que, dans une étendue
donnée, Terreur commise, en prenant aa -h p^ au lieu de /«' -+- 6% soit la moindre possible par rapport à la véritable valeur du radical. L'erreur
absolue étant aa-^-^b — ^a^-h b*, Terreur proportionnelle ou relative ^ que nous nommerons z, sera, en faisant t = /< ou a = nb^
aa -h &b a« -4- S
^a'b^ yi-h/r
et il s'agira de la rendre un minimum pour toutes les grandeurs de a et de b ou ûe n comprises dans Tintervalle considéré, en disposant convenablement des indéterminées a et p, ce qui revient, au fond, à choisir ces quantités numériques de manière que le cours de la courbe qui aurait n pour abscisses et z pour ordonnées respectives s'approche le plus qu'il est possible de Taxe des n dans l'étendue comprise entre deux valeurs données de /t, que nous supposerons être /i = A et /i = qo . Pour cela, il est nécessaire d'étudier la marche de la fonction z entre
les deux limites où Ton doit calculer les valeurs de v/«' -h ^'. Or il est aisé de s'assurer que, de/z = oà/i==eo,zest susceptible d'un maximum absolu à partÂ' duquel Terreur décroît constamment et indéfiniment sous le point de vue algébrique, c'est-à-dire en passant par zéro et devenant négative; ou, ce qui revient au même, Terreur, à partir de ce maximum.
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décroit continuellement jusqu'à devenir nulle, pour croître ensuite en dessous de l'axe des abscisses, en prenant des valeurs de signe contraire. En effet, si l'on considère les nombres a et ^ comme donnée, et que l'on différentie deux fois de suite la valeur cindessus de z par rapport à n ; que l'on égale enfin à zéro le coefficient différentiel du premier ordre pour avoir la valeur de n qui répond au maximum de l'erreur, on trouvera que les conditions de ce maximum sont satisfaites pour
Recherchant, en outre, les expressions de Terreur z qui répondent aux deux limites considérées, on trouve
pour/f — A- z = -L — i;
pour /î - 00 z = a — I .
Si donc on était certain, a priori, que le maximum ci-dessus se trouve situé entre ces limites, pour lesvaleurs cherchées de a etde^, c'est-À-dire
que le rapport g est essentiellement positif et plus grand que k^ il ne
resterait qu'à déterminer ces valeurs de manière à rapprocher le plus qu'il est possible de zéro les expressions algébriques des trois erreurs dont il s'agit, c'est-à-dire de manière que la plus grande d'entre elles, prise abstraction faite du signe, fût la moindre possible, ce qui serait facile, puisqu'il ne s'agirait, comme on va le voir, que d'exprimer que les valeurs absolues de ces premières erreurs sont précisément égales;
mais, comme la limite du rapport -r nous est absolument inconnue, il
devient indispensable de faire des suppositions particulières sur les valeurs des indéterminées a et p. Supposant, par exemple, qu'elles doivent rendre nulles les erreurs relatives aux limites n = co ^ n = A, on aura
a — I = o, d'où a = I ; aX-r-^
— i=o, d'où p = v/i-r-/^ — aX = v/l-i-X='-X.
Or on s'assure aisément que le rapport
àppuquéb àdi maghinbs. 4ii
est ici, en effet, plus grand que ^, de sorte que l'erreur maximum
est réellement située dans Tintervalie compris entre /i = ^et/i = oo, ce qui ne peut être, à moins que les erreurs relatives aux valeurs particulières a = I, p = ^T^n?-~k, qui sont positives et que nous nommerons cf! et ^\ n'aillent sans cesse en croissant à partir soit de la limite inférieure /? = ^, soit de la limite supérieure /i = qo , jusqu'à la valeur
maximum ^ol'^-^ ?"— > » qui est également positive.
D'ailleurs, la fonction /a'-t-^* — i tendant à diminuer à mesure que l'on y substitue des valeurs de a et de p de plus en plus petites, par rapport à a' et à p\ il est clair que, bien qu'elles fassent croître, dans le sens
négatif, les erreurs a — i et -- — - — i relatives aux limites /t = oo ,
n = a, elles seront plus avantageuses que celles a' et P', tant que ces dernières erreurs, prises avec un signe contraire, demeureront au-dessous
de l'erreur maximum y^a^-nfi'— i correspondante; mais comme, au contraire, elles cesseraient de l'être dès l'instant où cette dernière viendrait à être surpassée par l'une ou l'autre d'entre elle^, on voit que les valeurs de a et de p, qui répondent aux plus petites erreurs possibles pour tout l'intervalle compris depuis /t = X* jusqu'à /i = oo , doivent satisfaire à la double condition
de laquelle on tire d'abord
expression qui montre que, en effet, le rapport ,
est plus grand que X*, de sorte que le maximum v/a'-f-f^-'— i de l'erreur se trouve réellement situé dans l'intervalle compris entre les limites 77 = ^ et /i = QOy comme le supposent les raisonnements qui précèdent. On tirera ensuite des mêmes équations de condition
a = __^ , p _ IZ : ;
I -r v'a(i-hX^') —aXVn-X' . i-+- v^a(i -f-X^') — aXVn-X
4l2 C0UB8 DE HÉGàNIQUB
et partant, pour Texpression de la limite < des erreurs que l'on risque de commettre en prenant \/a^ -4- b^ =cna-^pby
olA
i07. Exemples particuliers. — - Supposons, par exemple, que l'on ne connaisse nullement l'ordre de grandeur de a et de ^, c'estrà-dire si a surpasse b ou en est surpassé, les limites entre lesquelles il faudra
prendre les valeurs fie \/a^ -h à^ seront ainsi /i = o et /? = oo , de sorte que l'on devra faire A = o dans les expressions ci-dessus de a, ^ et s, qui deviendront respectivement
On aura donc, à moins de o, 1716, ou environ | près,
///='-t-^='=o,83(rt-+-6);
quelles que soient les valeurs positives de a et de b, le maximum o, 1716
des erreurs proportionnelles et positives ayant lieu pour /? ou t = ^ =if
et celui des erreurs négatives pour /i = o et /i = qo , ou a = o et ^ = o.
Supposant pareillement que Ton sache que a doive surpasser b, ou n
l'unité, on aura ^ = 1 et a = 0,96046, p = 0,39783, e = 0,03954 <yj,
cette limite e des erreurs positives et négatives étant précisément atteinte
pour les valeurs /i = i, « = ooet n = j- = 2,4a, ou a = b, a = - et a = 2,42^.
On voit, d'après cela, que les valeurs rationnelles aa ■+- pbde \fa* -+- b* sont d'autant plus approchées que a devient plus grand par rapport à b\ c'est ce que conûriM le tableau suivant, dont le calcul est dû à M. le capitaine du Génie GoMlin.
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Tableau des valeurs numériques ries coefficients de la fonction linéaire aa-hpb
et des limites de Perreur,
VALEURS APPROCHÉES
(le a et de b.
de A.
de a.
de ?.
ralears de i — a.
de ^a*-î- 6'»
a et b quelconques.
0,17160 ou ^
o,8a84(tf-i-*)
0,03954 ou -r
0,01498 ou —
0,00650 ou -r-r
0,0037a ou ^gg
Of991^1
0,00243 ou •;
ft:>6.b
0,00174 ou ^
Oi^M.a -H 0,08261 ,b
ay^.b
0,00125 ou s —
î^«»8iijip H- 0,07098.*
rt>8.*
o,oooq5 ou — 7-
o>99^.aH- 0,06220.*
0,00070 ou ^^^g
a >io.ô
0,00060 ou _j3y
108. Simplification des calculs numériques des coefficients a et p et de l^ erreur limite s, au moyen des Tables de logarithmes, — On facilitera beaucoup le calcul numérique des valeurs de a, ^ et s en posant
k = cot4 (p ou (p = I arc (cot = / ) = | arc ( tang = t ) ;
il viendra, en effet,
a = i — lang-ç, p = 2tang(p, « = taDg'<p,
expressions que Ton calculera sur-le-champ au moyen des Tables trigonométriques, en déterminant d'abord l'angû 4<p dont le logarithme de la
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tangente doit être égal à
10 — logA-,
puis, successivement, les valeurs de <p, tang<p et tang'cp. Supposant, par exemple, X- = 3, on aura, d'après ces Tables,
log tang4? = lo — log3 =• 9,5^287875 = log tang(i8°— a6'— 7',o65) ;
d'où
f = 4*»— 36'— 3i*,766, logtang^ = 8,9o64o56, tang«p = o,o8o6i3i,
en ayant soin de retrancher 10 de la caractéristique de logtang^, qui représente le logarithme du rayon supposé divisé en dix billons de parties égales, dans les Tables.
On aura donc aussi, en ayant cette attention,
log tang'f = alog tang<p = 3 , 81281 la = log 0,00649847, et finalement
f = 0,0064985, p = atang(}> = 0,1612262, a = 1 — tang'f = 0,99350a, valeurs qui sont précisément celles qu'indique la Table ci-dessus pour ^ = 3.
109. Extension dont est susceptible la méthode précédente pour des Jonctions cçmpféxes quelconques, — La marche par laquelle nous sommes arrivé aux Jzpressions générales de a, ^ et s en k ou 7 peut évidemment s'appliquer à toute espèce de fonction complexe des deux variables a et 6, qu'il s'agirait de remplacer par sa valeur linéaire et approchée de la forme aa-hP^H-y, pourvu que l'expression analytique de l'erreur proportionnelle qui résulte de celte substitution fût susceptible d'un maximum ou d'un minimum dans l'intervalle où l'on veut considérer les valeurs des variables a et b. Cette méthode s'étendrait môme aisément, pour certains cas, à une fonction d'un nombre quelconque de variables a, 6, r, £/,..., en se basant sur des considérations analogues à celles par lesquelles Laplace et Fourier sont parvenus à découvrir les valeurs des inconnues d'une suite d'équations de condition, de manière que la plus grande des erreurs auxquelles elles conduisent, quand on y substitue, à la place des inconnues, les valeurs données par l'expérience, soit, abstraction faite du signe, la moindre possible ('). En effet, toute la difficulté consistera à découvrir, dans chaque cas, l'expression analytique des
limites de l'erreur qu'on risque de commettre, à les égaler ensuite entre
(*) Mécanique céleste, 2* édition, t. II, p. 136 et siii?.; Anafyse des équations, par Fourier, K* Partie^ p. 81, no 21.
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elles, abstraction faite du signe ; ce qui, lorsque le nombre des équations ainsi obtenues sera égal au nombre des indéterminées a, p, 7, . . . , permettra de calculer les valeurs de celles-ci qui satisfont aux conditions du problème.
Ces observations montrent suffisamment que la méthode peut s'appliquer à une infinité de circonstances et offre ainsi les moyens de remplacer, quand la chose est en soi possible, toute fonction complexe de variables quelconques par une autre fonction plus simple et qui se prête plus facilement au calculou à certaines transformations analytiques. L'exemple qui précède pcHfra d'ailleurs servir à faire pressentir la nature des moyens qui doivent être mis en œuvre dans chaque cas particulier, et les avantages que ce procédé peut avoir, dans certaines Questions, sur ceux ordinairement mis en usage et qui consistent dans le développement des fonctions en série ou en fractions continues.
110. Considérations géométriques propres à conduire au même but, — Maintenant nous ferons remarquer qu'il se présente divers moyens, essentiellement fondés sur des considérations géométriques, et qui sont propres à conduire au but désiré par une voie pour ainsi dire purement intuitive.
En effet, reprenant la question ci-dessus, nommant c la valeur exacte
du radical ^a^-h ^% et considérant les quantités variables a, b ei c comme les coordonnées d'un certain point dans l'espace, pris par rapport
Fig. io5.
nfi'n' »
aux axes rectangulaires Oa, 0^, Oc {Jîg. io5), il est clair que l'équation
V^û' H- 6* = c, ou a*-h6* = c*,
représentera une surface conique à base circulaire, ayant son sommet à l'origine 0, pour axe l'axe Oc, que nous supposerons vertical, et pour
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angle générateur un demi-droit ou 45 degrés. De môme réq!|aljon
c = aa -^ pb
représentera, dans les coordonnées r, a^ b^ un plan passant par l'origine 0, qui sert de sommet au cône, de sorte que la question proposée revient précisément à déterminer les constantes arbitraires a et ^ qai entrent dans Téquation du plan, de manière que les ordonnées verticales c de. ce plan diffèrent le moins possible, pour une étendue donnée, de celles qui leur correspondent sur le cône et ^g|»r tiennent à une même verticale, c'est-à-dire aux mômes valeurs de a et de 6 prises dans Fin-
tervalle pour %quel la plus petite valeur de ? = X- et la plus grande = oo ,
ce qui se rapporte à Tespace compris depuis l'axe des a jusqu'à la droite O/n, formant avec cet axe l'angle nOm dont. A- est la cotangenle. Nommant donc ^ cet angle, ou faisant
0/1 = 4» = arc (cot = X^) = arc ( tang = i )
tous les points de la surface conique et du plan à considérer seront compris entre les génératrices et les droites respectives qui ont Oa et Om pour projections sur le plan de ab.
Supposons que l'on fasse, dans le premier plan et dans celte surface, un profil quelconque passant par l'axe Oc. Soient [fig. io6) O/^'la trace du
Fig. io6.
premier, Op' celle de la seconde sur ce profil, Od celle du plan des ab\ considérons la verticale qui répond au point quelconque p de Oe/, elle rencontrera la trace Op' du plan en un point /?', et celle de la surface en un point p' ; Terreur absolue commise en prenant pp' pour pp* sera
p'p% et l'erreur relative ou proportionnelle^-^: c'est cette erreur qui
doit être rendue la plus petite possible dans toutes les positions du profil autour de Taxe Oc.
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On voit que le rapport ^-^ est indépendant ée là position dé p sur
l'horizontale 0^, de sorte que, par exemple, il suffit de considérer tous les points p' de la surface conique qui appartiennent à un môme plan de niveau O'p', coupant cette surface suivant un cercle dont la projection sur le plan des ab (fig. io5) est représentée par Tare mpn comprenant tous les points p à considérer, et dont Tintersection avec le plan qui a pour équation c — aa -^ ^b est représentée, dans cette même projection, par la droite rj, je suppose, limitée également aux côtés de Tangle mOn qui comprend tous les points /e?. Mais ^' étant, dans le profil ci-dessus [Jîg. io6), le point du plan c = aa + ^6 qui se trouve situé à la môme hauteur que le point p* de la surface conique par rapport à 0^^ ou au plan des £7^; de plus q étant, sur ce dernier, la projection de q' comme p Test de p', on a évidemment
P'P" ^ PI
PP' Ory'
donc la droite rs [fig. io5), qui appartient au plan cherché et dont l'équation est
doit être choisie de façon que, dans retendue comprise depuis On jusqu'à 0/7i, elle se rapproche le plus possible de Tare de cercle npm^ en ce sens que la plus grande valeur du rapport des intervalles pq à 0^, mesurés sur les différents rayons vecteurs Op compris dans Tangle mO/i, soit la plus petite possible sans égard aux signes de position de pq et de 0^.
D'ailleurs il est à remarquer que ces raisonnements sont indépendants de la nature particulière de la courbe mpn, ou de la fonction en a et ^ considérée, pourvu seulement qu'en égalant cette dernière à c l'équation qui en résulte soit celle d'un cône ayant l'origine des coordonnées a^ b^ c pour sommet, ou, ce qui revient au même, soit homogène en ces coordonnées.
Cela posé, il paraît évident, a priori^ que, si la portion de courbe mpn est susceptible d'être renfermée entre deux droites parallèles suffisamment rapprochées, le problème proposé pourra être résolu, sans difficulté et d'une manière satisfaisante, en déterminant le système de ces parallèles qui offre le plus petit écartement possible, et prenant, pour la droite rs représentée par l'équation c = «a + p^, celle qui partage en deux parties égales l'intervalle dont il s'agit. Notamment, si la courbe mpn est partout convexe depuis n jusqu'à m, la position la plus avantageuse de rs sera évidemment comprise entre celle de la corde mn et de la tangente parallèle m'n\ et elle correspondra nécessairement à la droite n'm" qui divise en deux parties égales l'intervalle de nm à n'm\ de sorte que les
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trois limites
/î/î' pp^ mm"
^' yô^ m*Ô
des erreurs positives ou négatives qu*on riscilie de commettre en remplaçant la courbe par la droite sont, abstraction faite du signe, égales entre elles (*).
Appliquant ces résultats au cas particulier du cercle ou de la fonction
/«^-h 6' et remarquant que l'angle de n'm' ou, ce qui revient au même, celui de la corde mn avec Taxe 0^7, est égal à 90® — i^l^, on aura, Téquation de cette première droite devant ôtre identique avec c = aa + ^6,
a .11 /x . On-^On* t/ c \ r(i-+-cosi^) ^
T = COtly, 0/1 ~ = - ( c H :-r I = . , = -)
f» '^' a i\ cosi^/ acosi^^ a
d'où
aC084>î' ^ ,, , û . asinj^^ . , ,
a = ^-r- = I — Ung^-j*, 6 =r 2-L-- - a tangi^};,
I-hCOSi^ 0 4T» r I-^.C
(*) Plus généralement, s'il s'agit d'une fonction quelconque F (a, b) ou d'une surface représentée par l'équation c = F(â, b\ et qu'on se propose de déterminer le plan dont l'équation est c = aâ + ^^ + T^» de façon que les ordonnées c de l'un et de l'autre, correspondant aux mêmes abscisses ou valeurs de a et bf diffèrent le moins possible entre elles, pour toute l'étendue d'un segment convexe de la surface e = F(ix, b), limité au plan dont c = ma -^ nb -^p serait l'équation donnée, on mènera, par l'intersection de ce dernier avec celui des €ibf intersection représentée par ma -h /i^ + y = o, un plan tangent au segment proposé, ou, plus généralement, un plan qui serve de limite extérieure à ce segment ; puis on conduira, entre ce plan et le plan e = ma -h nb, un nouveau plan passant par la droite ma -t- nb -^ p = o, de manière que ses ordonnées soient mo/ennes harmoniçues entre les ordonnées correspondantes des deux autres, c'est-à-dire telles, qu'en nommant respectivement </, c^ les ordonnées des deux derniers, c celle du plan dont il s'agit, prise pour les mêmes valeurs de a et de 6, on ait
ou
l'équation de ce plan sera celle du plan cherché, et, en l'identifiant avec l'équation c= eca-i- ^b-^y, on en déduira les valeurs des indéterminées a, /3, y. Quant à la limite de l'erreur, elle aura évidemment pour expression le
rapport
c'— <^ _c — c* —77- -- fJ»
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et enfin, pour Texpression de la limite de Terreur proportionnelle^
— i^_- ^ \COS|^i^ ^ ) __ 1 — C08i^^ _ "^ On' ~~ I / C \ ~~ I -+- cos|^^ *"
tang»J+,
valeurs qui coïncident respectivement avec celles qui ont été données en premier lieu, quand on prend
ff = \^= |(arc cot = A).
111. Formules relatives au cas où le rapport de a à b est compris entre des limites quelconques (')> — Nous avons supposé, dans ce qui
précède, que la valeur de la fonction \/û'-+- 6' devait être prise dans l'intervalle compris depuis t = ^ jusqu'à ^ = oo ou depuis cot -j» = o jusqu'à cot\|/ = ^; mais les raisonnements resteraient absolument les mêmes s'il s'agissait de considérer les valeurs de cette fonction entre des limites quelconques, par exemple, depuis la droite O/i (fig, 107), pour laquelle
Fig. 107.
l'angle aOn = ^p', - = cot^^' = k', jusque bÇ droite 0/w , pour laquelle
( * ) Solution de la question à l'aide de Hèam^ercles. — Nous reproduisons ici une solution due à M. Resal et basée sur un« interprétation géométrique qui se distingue par sa simplicité.
En considérant a et ^ comme l'abscisse et l'ordonnée d'un point, l'erreur relative
n'est autre chose que la difiéronce entre les rayons vecteurs dea deux points cor-
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l*angleaOm = ^j;, t = coi ^|' = A^. La droite m'/?', qui partage en deux par
égales l'intervalle compris entre la corde mn de la portion de courbe à considérer et la tangente m'n' à cette courbe, qui lui est parallèle, devant toujours être prise pour celle dont Téquation est c = aa -i- ^6, on trouvera sans difficulté
d'où
fi = COt•-(^^+^^') ' r[l+C0SJ(^^-»V)] p ^^'^^^^^' a- aCOSi(^^-+-^^)
— ^C0St(^4--V) _ C08 J(^^-f-^|/') "~ |-+-C08| (•]/ — '^') ~ COS'{(^I/ — -«l/') '
^ "~ 1 -*-COSÎ(^j' — ^^'j "~ COS'i (^ — ^j^')'
respondanU de deux cercles dont Tun (B) a pour équatiou a*+^'=aa-f-6^ et passe par Torigine 0, et l'autre (A) a Toriginepour centre et l'unité pour rayon.
Soient n, n' les points de (A), m et m' les points de (B) correspondant aux angles ^ et /r' et posons ^ =: ^'h- 9; désignons en outre par ^ et q les intersections de la bissectrice de l'angle nOn\ avec (A) et (B). On reconnaît, en tra> çant la figure, que les erreurs seront le mieux partagées si l'on fait en sorte que les cercles se coupent entre On et 0/t' et que le maximum pq de z soit égal aux valeurs absolues des minimum égaux nm, n' m\ ce qui, en désignant par r le rayon de (B), s'exprime parla relation
ar — 1=^1 — ir ces - » d'où »• = ;
3 cos' ^
l'erreur maxima relative est, par suite,
« = tang«?.
Soient 0M = /» un rafon t«çléur quelconque de (B); $ l'angle qu'il forme avec On) on a
p = arcosr^ — U'-+-M | = — ^ Icosô cos^^'-i- M-Hsinôsin(^'-h ^ j 1 ,
d'où
cos
(f-^f) .in(f+?)
cos' 7 cos' i-
valeurs confonMt à celles qui sont données dans le texte. (K.)
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D'ailleurs, on a visiblement, p et // étant les intersections de la corde et de Tare mn avec la droite Op qui divise en deux parties égales Tangle mOn =>p — \|;',
dé sorte que les trois nombres a, ^ et t peuvent encore ici être calculés très-facilement au moyen des Tables trigonométriques. Supposant, par exen>ple,
tang^ ou -r = IV^ = Oi707a*, tang^^' ou ^7 = tôV^ = o,3i6aa8,
on trouvera
a = 0,90104a, p = 0,4474, 1 = 0,0069990 <7fy.
112. Expression linéaire approchée du radical yjo^ — 6*, relative à des limites quelconques de a et de b. — Pour offrir une seconde application simple du principe posé en dernier lieu, nous nous proposons de trouver
la valeur linéaire et approchée du radical v^a'— ^. Faisant donc
et supposant qu'il s'agisse de déterminer a et ^ pour Tintervalle compris depuis T = ^ = cot>|/ jusqu'à -r = X^= cot>p', nous aurons à considérer (^g, 108) rhyperbole équilatérale cnm représentée par l'équation
et ayant Oc=c pour demi-axe réel, ou plutôt la portion mpn de cette
hyperbole, comprise dans Tangle aOb desab positifs, depuis la droite O/i, formant avec Taxe Oa l'angle nOc = ^'j jusqu'à la droite 0/7t,formant avec
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le même axe l'angle mOc = ^.Ory d'après ce qui précède, toute la difficulté de la question consistera à trouver l'équation de la droite n^n" qui divise en deux parties égales l'intervalle compris entre la corde mn de l'hyperbole et la tangente parallèle la plus voisine m'n^; car cette équation devra être identique avec l'équation c = (xa-h pb, et la limite de l'erreur aura pour valeur le rapport
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yj, >}', Yi' représentant les intersections respectives de l'axe Oa avec les droites m/i, m'n\ m'n' suffisamment prolongées.
Nommons a', b' les coordonnées de m et a', b" celles de /i, l'équation de la droite indéfinie mn sera
de plus on aura, pour déterminer a\ b\ a', V en fonction de H^, ^' et c, les relations
^!=COt^^, ^ = COtf, fl''-^»=C», a"^' ^ b"^ =. c\
desquelles on tire
V — b' __ a'-^a' _ V^i — tang* ^ •+■ yji — tang*\|;'
a'— a" b' -+- b' tang^J* y^i— tangH' -t- tang>^' ^i — tang*>|*
Observant que, dans cette expression, tang^^ et tang>{^' ne sauraient surpasser l'unité, on posera, pour la simplicité,
, .M / j» V b'—b' sinw-f-sinw'
tang^^ = cosw, tang4'' = cosw, dou -; -=-^- — .
^^ a—à' sm(w-f-w')
On trouvera pareillement, et dans les mêmes hypothèses,
,, .b'—b" I — cos(»-+- w')
a — (f sin(w-»-w)
Ces expressions sont susceptibles d'être ramenées à une forme plus simple encore, en posant de nouveau
on obtient, en effet, "par les transformations trigonométriques,
,^' -*'•// _ sin w -h sin w' _ cos ^ a' — a" ~ 8in(wH-w') ~" cosa '
,, .b'^b" I — cos(w-hw')
o — a' -7 '„ = — c — ^-— i ,-— =r — c tangd,
a'— a" sm(w-Hw) °
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au moyen de quoi Téquation de la corde mn devient
, cos«y
Reste à trouver celle de laT tangente m'nf qui lui est parallèle. Or il est évident que, pour l'obtenir, il ne s'agira que d'écrire, dans la précédente, que m coïncide avec n ou que •>]/'= •>]/, &>'=&>, et partant ^ = 0,(7 acquérant ainsi une valeur inconnue <o que nous représenterons par c'. On obtient, d'après cette considération, pour l'équation de la tangente /7tV,
b = -> a — c tanga',
cos<r' ° '
dans laquelle on a, pour déterminer a',
I cos^ , cos^ ou coso^= »
COSO-' coso" cosa
puisque la tangente doit être parallèle à mn.
D'après cela, on aura évidemment aussi, pour Téquation de la parallèle
équidis tante m'n',
. cos^ r
b = a ( tango- -+- tango* ),
coso- 2^ ** ** '
Cette équation devant être identique à celle c = aa + ^é», on en déduit Gnalement
acos^ _ acos«îcos*i' _ 2C0S7
cos(T(langff-+- tango-') ~~ sin(o--+- 0-') ~ sin((T-+-o-')'
û _ ^ a _ 2Coso-coso^_ acos'o-
^ ~~ tang 0- -H lang 0-' ~" sin(o- -t- 0^) "" cos<îsin(o- -h o')'
Quant à la limite f des erreurs proportionnelles qu'on risque de commettre, on la trouvera en observant que les équations ci-dessus des droites mn et m'n' donnent, en y faisant 6 = 0,
^ langffcoso^ sina ^ , . ,
Ou = c — - — V — =c — ij 0»j = csmo-', coso coso '
et parlant
Oyi —On' sina — sino-'cos^ sino — tan^a'coso- sinfo- — (/) 0»j-+-OV sina-f-sina'cos^ sino--H tanga'coso- sin (o--t- a')
113. Marche à suivre dans les calculs numériques, — Toutes ces quantités, comme on voit, se calculeront aisément au moyen des Tables trigonométriques.
A cet effet, ^ et X- étant les limites supérieure et inférieure du rap-
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port -r de sorte qu'on ait ^'> ^ > i, ou X- tout au moins égal à i, on calculera les angles &> et w' au moyen des relations
» = arc ( cos = r ) ' »'= 8rc*( co9= -p J >
ou
logcosu = lo — log/-, log cosw' = 10 — logA^;
après quoi on déterminera facilement les angles
et par suite l'angle a', donné par la relation
Cos<r'= r> ou logCOSO"'= 10 -+- logcos<i — logcos^.
Connaissant (t, fj' et 9 ainsi i|ae les logarithmes de C'OSo' et de cos^, on n'aura plus qu'à chercher dans les Tables les logarithmes de sin (er -h o-'), 8in(ar — a'), pour obtenir, par de simples additions ou soustractions, ceux de a, p et f .
114. Exemples particuliers et idée des limites d* approximation, — Afin d'acquérir une idée des limites entre lesquelles il est avantageux de
substituer la fonction aa-h^b au radical v/a'— ^', nous supposerons d'abord que l'on ait ^ = i, A' égal à un nombre quelconque plus grand que l'unité, ce' qui revient à admettre qu'on doive prendre les valeurs du radical depuis a = é», où il est nul, jusqu'au = ao6, où il se réduit à a. Or, cette supposition donnant
w = o, a = iw', ^=^w', cos<r'=i, (t' = o, « = i,
on voit que les erreurs commises pourraient devenir égales. à la valeur même dû radical quand a serait égal à 6 ou que b serait nul, etc., ce qui n'est pas admissible ; mais, quelque près que A soit de l'unité, pourvu qu'il soit plus voisin encore de X', on pourra toujours trouver une expression linéaire suffisamment approchée de \/«' — b\ Supposant, par exemple, X=:i,oi, ^=1,02 ou, ce qui revient au
môme, supposant qu'il s'agisse de prendre la valeur de v^a' — b" depuis a = 1 ,01 ^ jusqu'à a = 1 ,oa6, on trouvera
^ = ^^^ = 1' 33' 52^,1 5, (T = 9M3'i',45, a' = 9*» 35' 28',85 et c = o , oo6636, de sorte que l'erreur commise serait au plus -^ de v/a' — b^.
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Quant aux valeurs de a et de p, elles seraient, dans les mêmes hypothèses,
On a donc, à moins de yh près, pour Tintervalle compris depuis ^ = 1 ,01 6, jusqu'à a = i ,02e»,
Â mesure ensuite que la limite supérieure X- du rapport ûb a k b s'éloignera de I, la limite inférieure ^ pourra elle-même s'en éloigner de plus en plus en s'^pprochant de l'infini, sans qu'on ait à craindre des erreurs graves sur l'approximation linéaire du radical. Supposant, par exemple, A* = 00 ou cos w' = o et X- = I , I , on aura
w' = 90°, » = 24' — 37' — 28", (T = 57«-i8'-44', cost/ = 0otff, (t'=5o**-5',
partant
On a donc
à moins de | près, pour toute l'étendue comprise depuis 6 = 0 jusqu'à 6 = 0,91a environ.
On trouvera de même que, depuis 6 = 0 jusqu'à 6 = {^, ou de a infini jusqu'à a = 26, on a, à moins de 0,0186 ou 37,
y/rt^ —6^=1,01 8628 « — o , 272944 à.
Il serait inutile de pousser plus loin cet examen, attendu que, dans les applications de la Mécanique aux machines, les radicaux de la forme
\/a^ — b^ sont rarement à considérer.
115. ^approximation linéaire des radicaux de la forme ^^'-h 6*-h c* ( ' ) . — Nous en dirons autant de ceux de la forme yjà* -h 6' -+- v* qui représentent
(* ) Méthodes nouvelles de transformation Unétùre de yja*-^ b*-k-c*, — M. Horvath {^Bulletin de la Société Philomathique de Paris ^ t. lY, décembre 1867) a
substitué à v^a'-h A'-t-c* le trinôme Xa-^ fib-^-vc dans des conditions telles, qu'en considérant a, b^ c comme les composantes suivant trois axes rectangulaire» d'une force F, Terreur relative commise soit aussi petite que possible, lorsque la direction de-^tte force reste comprise dans l'angle trièdre formé par trois droites OF,, 0F„ OF,, données par la nature même de la question. M. Horvatb arrive à une solution simple par la considération d'une sphère et
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la résoluate de trois fctftxs rectanpilaires catre cOes d situées dus l'espMc. DaiOeurs. si l'on cousait les linûtes entre lesqoeOes demeoreol oomftfis tes npporis d» composuites a. 6. r o« de leurs résnliantes par-
tielSes \'a^— tr,.^^ on poom Unf-onrs nmeDer oe c» an premier de ceu que Doos avons eiamixtés cass celle Note. ConnawBMit, pv exemple, ks
limites entre ksqoeîies se trcpuicfit conduis les rqiports de a à \^W^^ et de £> à r. on aura saocesRTCfDeBt
2, 5. z'. S' étant des nombres obtenus ooomie cela a été expliqué préoédeoament: mais ici les erreurs partielles rektires à chaque op^atiOB pourront bien s'ajouter, et. » Ton représente par ^ et ^ les limites des erreurs respectivement commises dans la premiêie el la seconde de œs opérations, la fJus grande eneur absolue qu*on risque de cooimettre sera évidemment exprimée par
quantité plus petite que 0 — ^'\ /?-— é^*— c*).
d*an plu; H. Retti [BmiUtim de U Soctetc Mmihemmtifme éÊeFramct, t. i,n*4} a repris la qac&tion par une méthode basée smr la cooiidération de dm sphères; cette méthode, tout en permettant de mettre les valeara À, ^, y sovf une forme elc^nte, fait reconnaître que la somme géométrique F peut sortir de l'angle trièdre admis comme limite par H. Horrath, pourra qu'elle reile comprise dans le c6ne droit à base circulaire, circonscrit au triédre. En désignant par f Tangle an sommet de ce cône, par c ^3, 7 les angles formes par Taxe da cône avec les trois axes Oa, O^, Or, on trouve
en*, t m^ 5 rrt* -/ ç
4 = » tt = * y = et « = tang* ~ «
COS* ^ COft' - cos* -
relations dont on peut déduire celles qui correspondent à deux Turinblei en faisant 7 = go**.
Si F peut occuper une position quelconque dans Tangle trièdre rectangle, c'est-à-dire si Ton ne connaît rien sur la grandeur relatire de a^ b^ c, on trouw
Si Ton sait que a > ^ > c, on a
>l^-r *«-i- c» = 0,939a H- 0,3896 H- 0,297 c et cs=o,o6o. (K.)
En particulier, si Ton sait seulement que «' > ô' -+- c' et b^ > c*, on aura
ot la limite de Terreur qu'on risque de commettre. sera, en observant qu'ici fl'-*- 6'-*- r*> 2(^'-+- c'), au-dessous de la quantité
IL — Sur le moment total et le bras de levier moyen des résistances dans la vis à filets carrés on triangulaires et les cônes de friction.
4i6. Recherche du moment total des résistances dans V hypothèse où la charge se trouverait répartie proportionnellement à l'étendue de la projection des éléments hélicoïdes, sur un plan perpendiculaire à l'axe. — La question à traiter dans cette Note consiste à rechercher la somme des moments du frottement sur les difTérenls éléments hélicoïdes dont se compose la surface du filet de la vis. Nous commencerons par rappeler succinctement la solution que nous en avons donnée dans la lithographie de l'année 1826, en prenant pour base les considérations du n"" 83 et en admettant, comme on le fait ordinairement, que la charge Q, qui agit parallèlement à l'axe de la vis soit distribuée, sur les éléments hélicoïdes de cette vis, proportionnellement à l'étendue de leurs projections sur un plan perpendiculaire à cet axe; ensuite nous essayerons d*en donner une solution fondée sur des hypothèses qui nous paraissent plus conformes à la nature physique des corps.
Considérons, pour plus de généralité, la vis à filets triangulaires, qui nous a occupé aux n°* 82 et suivants; conservons d'ailleurs toutd#les conventions et dénominations du premier de ces numéros; nommons de plus
r' le plus grand rayon des filets;
r' le plus petit de ces rayons ou celui du noyau;
€lQ la portion de la charge totale Q, qui agit sur l'élément hélicoïde ayant pour projection horizontale la couronne circulaire dont r est le rayon moyen, dr la largeur et iinrdr la surface;
dp la portion de la puissance horizontale /?, qui fait directement équilibre à la charge dQ et au frottement qu'elle fait nattre sur l'élément hélicoïde considéré.
Il est clair» d'une part, et d'après la supposition ci-dessus, que la charge élémentaire dQ aura pour expression
rin — ^^^^^ n _ ^^^^ o
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d'autre part, que la puissance dp qui lui correspond sera donnée par la dernière des relations du n** 83, en y remplaçant Q et /? par dQ et dp. On aura donc
airrsinôv^A*-+-47rV'— //iv^A'8in*6-+- 4^^*/"*
et, par suite, pour le moment total des puissances dp^ dont p serait le bras de levier moyen ;
Cette formule^ due à M. Persy, se ramène aisément aux transcendantes elliptiques, et elle n*est, en conséquence, point intégrable en qnantités finies ; mais, le fût-elle, on aurait peu à gagner à en rechercher l'expression générale, à cause de sa complication. On doit ici se borner à une simple approximation ; or, si Ton met la fraction comprise sous le signe d'intégration sous cette forme
cot<i/i-»-cot*/7 -i- -^—T v/i-Hsin*6cot'tf
\/i -+- cot\/ r— 7 cot^ i/i -h sin'^ cof//
puis que, ayant posé
-~T = fi cotrt = — z, s\nb = b', cosb = b^,
ou la développe en série suivant les puissances ascendantes de z, qui est toujours moindre que l'unité, elle deviendra
r -, f, h ---=A,-T-A,g-HA,3^-r-A33'^-4-A,&'4-A,3^-4-...,
série dans laqneQe on a
A. = I -^f'\ A, =/'^(i ^p) - 1/'^*» - \pb-\
et qui est tellement convergente pour tous les cas d'application , qu*il sera suffisamment exact d'en retenir seulement les trois premiers termes. Substituant donc celte série à la fraction qu'elle représente dans Tintégrale ci-dessus, et intégrant ensuite de r' à r\ après avoir remplacé éga*
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lement z par sa valeur — > on obtiendra finalement
pp = 1 rdp = - ; 5 OA,H QA, H —-, 7- OA,
Q log -î A3,
'^Im-'t w,Vi
a aîT Tz^\r^—r
nouvelle série dont il suffira également de retenir les trois premiers termes seulement et qui fournit des valeurs de p^ qui diffèrent, en général, très-peu de celles qui se concluent directement de la formule du n° 82 du texte.
il 7. Cas particulier de la vis à filets carrés, — Supposons, par exemple, ^'ou sin6 = i, ce qui se rapporte au cas de la vis à filets carrés, il viendra
/'=/, A.=/, A. = i-hA A,=/(i-^/'),
valeurs rapidement décroissantes et dont la loi est manifeste ; on aura donc
-+-/'(! -+-/') ^s-p,^r7«-j log p -+-... ;
mais il est aisé de reconnaître que, dans le cas particulier qui nous occupe, l'intégrale est susceptible d'une expression finie; car on obtient, soit par la sommation des derniers termes de la série ci-dessus, soit directement par la considération dé la forme rationnelle que prend alors cette intégrale,
^ • 3 r'-t-r" -^ ' ' ' air " - ' ' ' ^n'(r'-hr')
On a en effet ici, à cause de sin^ = i (82),
r'^^r''\j {j ^ "^ ^ a?? "^ 47r' 4Tr='(a7rr— //<) J '
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intégrale qui, prise depuis r = r' jusqu'à r= r\ redonne évidamment le résultat qui précède.
118. Cas particulier des canes de friction, — Considérant encore le cas de A = o, qui se rapporte aux cônes de friction ou aux snr&ces coniques frottantes, il viendra sur-le-champ
P^--^ PIT^* -^^-3 r'^r" %\Jih'
et comme on a aussi, dans les hypothèses actuelles, au moyen des valeurs ci»dessus de dp et de </Q,
rdr fQ
sinb sinO il en résulte, pour la valeur du bras de levier moyen du frottement,
^~ 3 r'-hr" '
expression qui est la même que celle du bras de levier moyen des couronnes circulaires frottantes (37).
Quant à la valeur du bras de levier moyen p du frottement dans le cas général des vis à filets triangulaires ou carrés, on Tobtiendrait pareillement enroulant d'abord la valeur de p pour la relation
puis divisant par cette valeur celle do pp obtenue ci-dessus; mais ces calculs seraient absolument sans intérêt.
119. Réflexions critiques sur V hypothèse qui sert de hase à ta solution précédente, — En effet, l'hypothèse sur laquelle ils se fondent et qui consiste à supposer que la charge Q se distribue uniformément sur la surface de la projection horizontale, cette hypothèse est trop précaire pour qu'elle puisse conduire à des résultats rigoureux dans les applications, et elle ne paraît pas même appuyée de considérations physiques plausibles. A la vérité, il semble assez naturel, au premier aperçu, de l'admettre pour le cas des couronnes éirculaires frottantes (37); néanmoins, on remarquera que la supposition d'une répartition uniforme de la pression sur les éléments des surfaces en contact entraîne forcément avec elle la conséquence d'une intensité de frottement proportionnelle à l'étendue de ces éléments et, par conséquent, d'une altération, d'un usé d'autant plus rapides que ces mômes éléments sont plus éloignés du centre de
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rotalion ou parcourent de plus longs chemins. Or cette irrégularité de Fusé ne peut se concilier avec Thypothèse de la répartition uniforme de la pression, à moins de supposer que les parties voisines de Paie ne s'affaissent progressivement ou ne se refoulent réciproquement, de manière à rétablir sans cesse l'égalité du contact ou de la compression du centre à la circonférence ; ce qui n'est pas admissible, en général, pour toute espèce de corps, ou pour tous les modes d'action de la force qui produit la compression dans le sens parallèle à Taxe : il y a tout lieu de croire que, dans la plupart des cas, la pression et le degré de rapprochement des surfaces frottantes seront plus grands vers le centre qu'à la circonférence, de sorte que le bras de levier moyen du frottement et, par conséquent, son moment seront aussi plus petits que ne le comportent les formules (37) déduites de l'hypothèse dont il s'agit; mais comme, en définitive , on est obligé de négliger dans les calculs une foule de circonstances qui tendent à augmenter, d'une manière plus ou moins sensible, l'inOuence des résistances passives, il ne saurait y avoir aucun inconvénient, pour le cas des surfaces planes, à admettre la supposition qui donne la plus grande valeur au moment de ces résistances.
On voit, d'ailleurs, que la loi de la distribution des pressions dépend essentiellement de la constitution physique, de la forme des corps et du mode d*action des forces, de sorte qu'on ne peut rien préjuger à l'avance sur la nature de cette loi, ni même sur celle de la proportionnalité du frottement à la pression pour les différents éléments des surfaces en contact, loi qui n'a été jusqu'ici constatée que relativement aux corps qui glissent l'un sur l'autre dans une direction invariable : c'est évidemment par des expériences du genre de celles entreprises par l'illustre Coulomb, sur le frottement des pointes de pivot (*], qu'on pourra arriver à la découverte de ces lois, dont l'importance et l'utilité pratique ne sauraient être mises en doute.
120. Hypothèse sujette à contestation. — Quoi qu'il en soit, et en admettant même comme vraie l'égalité des pressions sur les éléments égaux des surfaces frottantes, ce qui revient à supposer constante la pression sur Tunité de ces surfaces, on n'en est pas pour cela autorisé à admettre, dans le cas de la vis à filets triangulaires, que la charge se distribue proportionnellement à l'étendue de la projection horizontale de chaque élément, comme nous l'avons fait précédemment ; car Tinclinaison de ces éléments variant avec leur position par rapport à Taxe, cela revient dans le fond à supposer une inégalité effective de la pression nor-
(') Voir le recueil de divers Mémoires de cet auteur, {publié par M. Bachelier, libraire, sous le litre de Théorie des machines simples.
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maie sur Tanité de surfiice de ces mêmes éléments, et notamment une pression d'autant plus petite que chaque élément se trouve moins incliné ou se rapproche davantage de la direction verticale qui est celle de l'axe de la vis. Or il y a d'autant plus lieu de ne point admettre cette supposition que, d'après les réflexions ci-dessus, il semble naturel, au contraire, de penser que les pressions des parties voisines de Taxe, et qui tendent à s'user le moins rapidement, devraient être supérieures à celles des parties qui en sont éloignées.
i2i. Solution générale dans cette noupcUe hyp^tkèse. — Pour trouver, d'après la considération d'une pression constante sur l'unité de sur&ce, la valeur de la puissance p qui fait équilibre au frottement et à la charge Q de la vis, dans la supposition la plus générale, nous reprei^drons l'analyse du n** 87 et, appelant n cette pression constante pour les différents éléments hélicoïdes de la vis et de l'écrou, nous remarquerons que l'aire de l'élément qui a pour projection horizontale la couronne circulaire ^itrdr, de rayon r et de largeur </r, est mesurée par l'expression
iTrr/r sin^
attendu que 7 est l'angle d'inclinaison constante de cet élément sur l'axe de la vis; par suite, la pression normale et totale c/N, supportée par ce même élément aura, de son côté, pour expression,
sin^
Substituant cette valeur et dp^ dQ à la place de N, /? et Q dans les équations du numéro cité, on aura
au — n I iT.rdr H '■ rdr : rdr \ ^
\ sin^ ^llly /
, / sini^ , j. sin/î , \
dp= n\ a r rdr -h 2 / tt rdr \ >
'^ \ siny '' %\iiKf j
ou, en mettant pour sina, cos^, sin<f> leurs valeurs en fonctions de r (83),
rdp ^ n hrdr -r- -^-j - — r*dr 1 •
Intégrant ces différentes expressions depuis r = r' jusqu'à r = r', en considérant n comme constante, la première donnera la valeur de n ; substituant ensuite cette valeur dans les deux autres, elles donneront
celles de p et du moment total pp j rdp des puissances horizontales p.
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122. Cas particulier des cônes de friction, — Considérant d'abord le cas particulier des surfaces coniques froltantes, on fera h = o dans les équations ci-dessus, qui donneront, par 1 intégration,
^^ 0 fQ
7t[r" — r'"') (I -t-/cot6)' ^ sin6-f-/cos6'
I rdp
^^~3 r'-r-r" siab-hfcosb
La valeur de p s'accorde, comme on voit, avec celle qui a été proposée, pour Je même cas, dans le n** 86 ; de plus, le rapprochement de cette valeur et' do celle de pp montre que le bras de levier moyen du frottement doit être ici calculé par la formule *
qui appartient aux couronnes planes circulaires (37); enGn cette expression de p est aussi celle qui a été trouvée précédemment dans Thypothèse où la charge Q se trouverait répartie uniformément sur la projection horizontale de la surface frottante des cônes, ce qu'on devait prévoir a priori, puisque, Tinclinaison des génératrices de ces cônes étant constante, les pressions, pour Tunité de surface des parties frottantes et de leurs projections sur un plan perpendiculaire à Taxe, doivent aussi être entre elles dans un rapport invariable.
123. Cas particulier de la vis à filets carrés. — - Considérons encore le cas simple de la visa filets carrés pour lequel 6 = 90**oucot6 = o,sin^= i, on aura, après avoir intégré les valeurs de ^Q, dp, rdp de r'== r" k
Q ..^n^'-^f^ir'^r")
I r^n „„ ^-;/,(r'+r')^i/Tr(r"+r'r'+r")
Faisant les expressions de/? et de /^p prendront la forme très-simple
«.«i^A^tfAtfiÉÉftite. _■; .
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d*oà l'oB dédttit, pour Texpression du bras de levier moyen p des puis-
valeur qui se confond sensiblement avec celle de r^ quand r^ diffère luimême très-peu de p^.
Supposant, par exemple, r' — r" au-dessous de | r, ou r' < | /••, on aura p, = r, à moins de jj^ près (37), ce qui justifie la méthode de calcul proposée dans le texte pour la vis à filets carrés, puisqu'ici d'ailleurs la valeur de p est précisément celle qui correspond au filet moyen dont r, = f (r'4- r") est le rayon.
124. Recherche des intégrales relatives an cas général de lavis à filets triangulaires par les considérations de la Note I, — Revenons maintenant au cas général de la vis à filets triangulaires; on aura d^abord, pour calculer la valeur de la pression n sur Tunité de surface de ces filets,
Q = « I ir(r'^ - r")-+-/cotA f^ v^/i'sin'/» -t- 47rV~*/ir
fh /^''V//^8in^^4-4^'r»^^1
et ensuite, pour déterminer p ei pp^
f A / ' »\ ^/^ r ^ v^/''sin^^-+-4rV , 1 /? = /? A (r' — r') -H -^^ I I ^ — rdr \ ,
rdp = n\\h[r'^- r"')-^—-. j 1_____1_-^ r Vr .
Reste à trouver la valeur des intégrales qui entrent dans ces diverses expressions; or on a immédiatement*
v//i*sin'6H- 4^V'r/r
= ir\//i'sin*6-+-47r'r'H log (inr-^- ^h^sÏR^b -t- 4r"jc'k--
Posant ensuite
/i»-f-4Tr»r»=A'C0S*6x*,
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il viendra
v//i'sin'^ -f- ^Tz^r^ ^^
et, par conséquent,
v/>i^8in]^j4-jTtV_>
- ^g^^f ^ log (^//?n^^^ -h v/A'8in'6-+-4^V»),
cette intégrale et la précédente devant toujours être prises depuis r^^r" jusqu'à r= r', et le logarithme qui entre dans la dernière étant hyperbolique.
Quant aux deux autres intégrales
I — : — fir. I - — ^ — r^dr,
on se convainc aisément qu^ellcs dépendent des transcendantes elliptiques et ne peuvent s'obtenir en quantités finies ordinaires, de sorte qu'on doit se contenter de les évaluer par approximation.
• A cet effet, on réhiarquera qu'à cause de cota on a
, // ffa /V^*sin'^-t- 47rV . , . ,,. . .
flr = r-î I - — , — = smfc»vn-cot^c»sm'«.
cos'« J yjH'^^Tz'r
Posant, d*après la Note I, \,,
v/i + coi'6 sin^a = a h- ^Éj^SÊB^a^ il viendra ^' n^'ij^ .;
- — - — r/r=a — smô ; — ?--+-? — cos^ / =--
/*/.,, û cos6\
= — (a sino tangû -+- S j ,
arr \ ^ ^ COSûr/
Il — — rdr = -^-.[asinù I j i-Bco&bl — )
intégrales qu'il faudra prendre, à leur tour, depuis cota =cota''= — ^
aTrr
jusqu*à cote = cota'
air r
i25. Limites de l'approximation, — Quant au degré d'approximation ainsi obtenu, on remarquera que la limite supérieure de Terreur qu'on risque
de commettre, en remplaçant v^i -f-cot*^ sin'û par a -i- P cot6 sin«, répond (Note I), aux plus grandes valeurs que puisse recevoir cot^sina dans les applications, c'est-à-dire (88] à cot^ = i; mais la valeur des
intégrales ne devant être prise que de cotûr''= z à cota' = >î
° r 1 arr r air r
et la première de ces limites demeurant toujours au-dessous de Tunité et
la seconde au-dessus de :r „ ? on voit que les plus grandes valeurs de
6 aTT r » ^^
la quantité cot^ sina, qui entre au carré sous le radical ci-dessus, demeureront comprises entre
sma = ~^ et fiing = = _ o^^^yo
V^iH-cot'ûr v^i-H 9
ou entre
0,70711 et 94865.
Posant donc, d'après la Note I,
^ = arc tango, 94865 = 43** — ag'-- a5%85, ^^'= arc tango, 707 II = 35**— i5' - 5a*, a6,
on trouvera
cos'
cos !(•];-+- ^') g. sin^(^-f--V)
W^f) " *''^^^''' ^ = cos'H'i--f) = " •^^^^"
En calculant de mdià&, la limite s de l'erreur proportionnelle qu'on
risque de commettre ea Bjobstituant a + ^ cot^ sina à v/i + cot6'sin'/7,
on trouvera
e ^ tang' } (•{/ — -J^') = o,ooia9 < j^.
Cette erreur, comme on le voit, restera toujours très-faible, et elle pourra, sans inconvénient, être négligée dans le cas qui nous occupe.
Néanmoins, comme les intégrales ci-dessus, de même que celles trouvées en premier lieu, ne laissent pas que d*ètre pénibles à calculer, nous pourrons, avec avantage pour certain cas, nous servir de la méthode du développement en série.
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126. Développement de ces mêmes intégrales en séries, — Faisant, pour abréger,
.ou cotfl = 3, sin^ = b\
iTzr
on aura d'abord
27rr 2.4
séries essentiellement convergentes tant que z ne surpassera pas l'unité. Posant ensuite
v/A'8in^6 -h 4^V' (i-^h'^z^y 3 4..
on trouvera, en représentant par p l'exposant \ des quantités radicales, afin de généraliser les résultats et de mieux mettre en évidence la loi des coefficients a^^ ûr„ «3,. . .,
li. =
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/?(/? — p.. .(/? — /? -t- 3) pip-^i], ^,^ , __/?(/?— i) p{p-hi)...{p-i- n— 3)
1 I.2...(/2 — Ij ^ '
OU, on remplaçant /? par sa valeur | relative au cas actuel,
I.Î.J.3.7/ AMO \ I.I.O.v) I . .,j
'" a.4.(Jo.io ' «a. 4. 0.8 2
La loi de ces coefficients est manifeste : ils sont alternativement positifs et négatifs, et^s^i^^ en décroissant à mesure que le rang des termes auqiiel ils appntieniieiit augmente; ce qu'on peut constater aisément, même pour UO0 iraleur'jqiiélfconque de p, pourvu seulement qu'elle soit plus petite que^ïjBité; car si Ton prend la différence de la valeur absolue d'un coefficient quelconque au suivant, ou, ce qui est la môme chose, si on les ajoute avec leurs signes, on verra, b' étant au-dessous de i , que le
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signe du résultat dépendra uniquement de celui de la somme de ses termes qui sont indépendants de h\ c'est-à-dire qu'il sera précisément le même qu'on obtiendrait en faisant 6' nul dans l'expression des coefficients dont il s'agit. Or cette supposition rend le développement ci-dessus identique à celui de la fonction
dont les coefficients jouissent, en effet, de la propriété énoncée, et doivent d'ailleurs être identiques avec les proposés quand on fait 6' = o, œ qui donne, en général, la relation
_i_ p[p—\\ p(p-hi)...{p-i-n— 3)
_^p pip -hi).. .{p -h n — 2) ^ pip -hi)(p'i-Oi),.,{p-i- n-^i]
dont la loi est facile à saisir, et qui mérite d'être remarquée en passant. Revenant à la série proposée, nous observerons qu'elle sera constamment convergente tant que z ou ne surpassera pas l'unité, ce qui
comprend tous les cas de pratique; substituant donc cette série à la place de la fonction qu'elle représente dans nos intégrales et remplaçant de
môme le radical v^A'sin''6H- 4TrV* par son développement trouvé en premier lieu, observant d'ailleurs qu'on a
h . h riz , h^ dz
'=sin^, r = , fifr-^- T) /•«&•=— 7— 5-7)
' 27rz' 27r 2* 4ïr' z^
,. h^ dz
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et posant, pour abréger,
Jr' '-^^ Jz' ^
on- trouvera sans difficulté
R.= I (2zLîl!l + i log i*'»,"- Ll iLzj£l b"z"
fi-MM,,e ^e I.I.3.5 ii^ta
S'= - 1 — ^ -h log - /7-z"- H a. z"'
ff.4
séries dans lesquelles on prendra
1 i ["1 — ^ 1 /i — fr>y 1 /i — 6) Y 1 /i — mV n
°w"~ L^"^" 3\i-f-w/ ^5\iH-w/ 7\i-^-w/ •"•J'
si mieux on ne préfère calculer directement ce logarithme, qui est hyperbolique.
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Les séries dont il s'agit seront rapidement convergentes dans les cas ordinaires de pratique, attendu que &> sera toujours fort près de l'unité
et z' au-dessous de - ou de ^, et comme les quantités a„ o^^a^^,,,^ qui
donnent des signes alternativement positifs et négatifs aux termes des séries où elles entrent, seront nécessairement des fractions assez petites de a,= 1, il arrivera, dans la plupart des cas, qu^on pourra borner Tapproximation aux deux premiers termes des valeurs de R', S', T' et U'; substituant alors ces valeurs ou celles de R, S, T, U à la place des intégrales qu'elles représentent dans les équations
0 = ,1 ^T.[r'- r-) -^/rolM\ - ^^ t]
-_= nTzr'^l 1-, ^i-^ 2l^ [Kco^b -T z") 1,
Lw* Slll/> J
p, -. ,. [^,,[r-- ,")-. ig u] . «.., " [(-;,-,) .'... ^^^U'],
obtenues plus haut, on en conclura sur-le-champ la valeur de n et, par suite, celles de /?, p^ et p, dont la dernière est d'ailleurs indépendante de n,
127. Comparaison des résultats que fournissent les nouvelles formules et celles du /i" 87 du texte ; i* poitr les inclinaisons très-grandes des filets. — Pour apprécier maintenant jusqu'à quel point les résultajts déduits de ces formules peuvent différer de ceux qui se rapportent à la formule du n** 87 du texte, où l'on prend pour bras de levier de p le rayon y (r'-+- r') de l'hélice moyenne des filets de la vis, nous admettrons les données du premier des exemples traités au n** 88, d'après lequel on a
/— 0,1, ^":= sin*Z> = cosV; = -î
COtrt — — — T -- — - ou // -- - 7r(/''-f- r*),
et, par conséquent, z" - ^ > - , circonstance qui est la plus défavorable
possible sous le rapport de la convergence des séries ci-dessus, mais qui ne se présente jamais dans les applications relatives à la vis à filets triangulaires, et qu'on doit seulement considérer comme propre à donner une
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idée de la limite des écarts que peuvent présenter les résultats des diverses méthodes de calcul qui nous ont occupé. D'ailleurs on voit, pour la valeur ci-dessus de h^ que celle de z' s'approchera d'autant plus de Funité que r' différera davantage de r" et qu'elle Tatteindrail précisément si l'on avait r'= 3r', supposition inadmissible dans le cas qui bous occupe de ^ = 45*) mais que nous adopterons avec les précédentes, afin d'obtenir la limite des écarts relatifs à l'hypothèse qui consiste à prendre
pour bras do levier moyen des résistances le rayon - (r' -+-/•') ici égal àar".
Faisant b'^= - dans les expressions de a,, /7„ a^, a^j ...^ on trouvera d'abord
^tf~*7 ^.^— — o,îfc5, «,= 0/21875, /7g— -— 0,19531, '^^ 0,177^^» ^10- — 0,16-2964, /i„=o,i5i565,
valeurs qui décroissent continuellement, mais d'une manière excessivement lente. Observant ensuite que z' = i , w = - ? on trouvera
log - = log3 = 1 ,09861*2,
pourvu que l'on pousse très-loin le calcul des termes qui entrent dans les trois dernières séries, dont les valeurs, exactes à moins d'une unité de la troisième décimale, ont d'ailleurs été obtenues par un procédé d'approximation moins laborieux, mais dont Texposé général ne serait point ici à sa place.
Substituant enfin ces valeurs de R', S', T et U' dans les équations en Q, s, Pj p ci-dessus, elles donneront
/> — o^ôjo'îQ, 0 -- 2,o383/*, pp = 1 ,36630/* ".
D'après les résultats du n° 88 du texte, qui se rapporte aux suppositions actuelles, on aurait
/> = o,66Q, P-- \(r'-^r") = ir\ />p = i,32Qr';
on voit donc que la formule du n" 87 conduit à des valeurs un peu faibles, principalement quant au moment pp qu'il est surtout essentiel de considérer ; mais, comme la différence relative à ce moment, ne s'élève qu'au -iV environ de la plus forte des deux valeurs ci-dessus, qui doit être censée la plus exacte, on pourra, dans bien des applications pratiques, se con-
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tenter d'une pareille approximation et se borner à remploi de la fonniile du n"* 87 pour la facilité des calculs.
2** Pour les faibles inclinaisons des filets sur l'axe de la vis, — Considérant le cas où les filets de vis seraient trè»-peu inclinés sur l'axe, on supposera, comme dans le second des exemples du n* 88,
cotfl=-7— ; ^- = 0,04,
ic[r'"h r")
et toujours cot^ = i, ou sin6 = \^'x = 0,7071, de sorte que, si la vis est à filets simples, on aura /*'— /*"= ^A, et, par suite, en combinant cette relation avec la précédente,
r'==: 1 ,13409/*, w -r -j. — 0,88177, log- =0, 12583,
ce qui montre qu'on pourra, sans inconvénient pour l'exactitude, négliger tous les termes des séries de R', S', T', U' qui contiennent z" à des puissances supérieures à la deuxième ; moyennant quoi on aura simplement
Substituant ces valeurs et les précédentes dans les équations en Q, p et p, on en déduira
p -~ Oyi65yQj p = i,o684/'", pp = o,iBiiyQr''y
tandis que, d'après les résultats du n° 88 déduits de la formule du n*" 87, on aurait
pp = o, 1649. ï , 06705. Q;"= o, I75960r*.
Ces valeurs, comme on voit, difiTèrent encore moins de leurs correspondantes que dans le premier exemple, ce qu'on pouvait prévoir à l'avance, puisque les résultats des deux méthodes doivent rigoureusement se con-
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fondre lorsque r' = r* ou w = i , et qu'ici w diffère, en effet, très-peu de l'unité. On serait même étonné, vu cette faible différence, que les r^ltats ne se rapprochassent pas davantage pour le cas qui nous occupe, si Ton n'avait égard à Ténorme influence qu'y exerce le frottement en raison de la faible inclinaison des filets. On pourrait s'assurer en effet, par un nouvel exemple, que, pour les valeurs de cota intermédiaires entre celles des deux précédents, la différence entre les résultats fournis par la formule du n° 87 et celles de cette Note est plus petite que nous ne venons de le trouver, même quand la saillie des filets est très-comparable au rayon du noyau, en sorte que, dans ces conditions, il sera suffisamment exact de s'en tenir à la formule du n"" 87 du texte ou même à celle du n® 83, qui, donnant des valeurs un peu plus fortes pour /?, corrige, en partie, le défaut d'exactitude de la première.
Des résistances dans les pièges a mouvement variable
PÉRIODIQUE ou PERMANENT (<).
1. Pbservations générales relatives au casoà le mouvement ^ quoique variable^ est périodique ou permanent. — Jusqu'à présent, nous avons supposé les variations de la force vive des différentes pièces nulles ou tout à fait insensibles, en sorte que les puissances et les résistances qui les sollicitent étaient censées se faire constamment équilibre; il s'agit maintenant d'examiner ce qui arrive lorsque les changements de la vitesse* entre deux posjtions données, sont appréciables, quoique toujours renfermés entre des limites plus ou moins resserrées.
Considérons toujours une machine composée de plusieurs pièces ou machines simples, et remarquons que le principe des forces vives a rigoureusement lieu pour chacune de ces pièces prises séparément, en la considérant comme soumise, d'une part, à la résistance active Q, qu'il faut appliquer à la pièce suivante, du côté de l'opérateur, pour vaincre toutes les résistances réunies en y comprenant l'inertie des masses; de l'autre, à la force motrice P qu'il est nécessaire d'appliquer au point d'action de la pièce précédente, pour vaincre et la résistance active Q et les résistances passives de celle que l'on considère en y comprenant l'inertie des masses qui y entrent. Or si, comme on le suppose expressément dans la théorie des machines en mouvement, la force vive des différentes pièces demeure comprise entre des limites ûxes et ne fait simplement qu'osciller entre ces limites, en redevenant constamment la même après un certain temps; si, de plus, on suppose qu'il
(') Extrait de TéditloD de i8a6.
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n'y aît point de choc, refifel de Tineriie se bornera, pour chacune d'elles, à faire varier continuellement les efforts Q et P exercés par la résistance active et par la force motrice» de façon que, au bout d'un certain temps, la force vive étant redevenue la même, il n'y aura eu d'autre consommation d'action, de la part du moteur, que celle qui est nécessaire pour * suriAfl|ter la résistance qui provient réellement du travail de la mMÉoe et les diverses résistances qui naissent des prèssion3 souffertes par les parties mobiles e| en contact. Maintenant il est essentiel de remarquer que les forces d'inertie
m -j-> que nous avons désignées, en gênerai, par 9 au n* 36,
Section I, et qui sont dues à la variation de la vitesse dans chaque élément du temps, il faut remarquer, dis-je, que ces forces, combinées avec les forces variables P et Q qui sollicitent la machine simple que l'on considère, modifient la pression et les frottements qui auraient lieu sur les appuis dans la supposition d'un mouvement exactement uniforme; la question est d'examiner si les quantités d'action totale, absorbées par les résistances passives, ont été ou non altérées par suite de la variation de la force vive.
2. Relation générale entre les travaux des puissances et des résistances des pièces de rotation^ en ayant égard à la varia-tion de la vitesse et de l'intensité des forces. — Considérons donc une machine composée de plusieurs pièces qui se transmettent la vitesse de proche en proche; nous supposerons que ces pièces soient à mouvement continu et disposées de manière que leurs vitesses géométriques demeurent dans des rapports invariables, ce qui est le cas de la plupart des machines employées dans les arts. Nous admettons, toutefois, que la première et la dernière pièce, c'est-à-dire le récepteur et l'opérateur, puissent être des pièces à mouvement alternatif, conduites par des manivelles, des excentriques, etc. Cela posé, voyons ^influence des variations de la vitesse dans les pièces de rotation intermédiaires, qui se composeront ainsi de poulies, de treuils, de chaînes, de vis sans fin, de roues d'engrenages, etc., telles que celles dont nous avons
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jusqu'à présent examiné les conditions d'équilibre ; en supposant le mouvement exactement uniforme et les puissances qui y sont appliquées constantes, il résultera de ce qui précède que, la vitesse étant variable, les efforts? et Q qui sollicitent chaque pièce le' seront aussi, de même que les résistances passives, et que l'équilibre n'en aura pas moins lieu, à chaque instant, entre ces différentes forces, pourvu que l'on comprenne parmi elles les forces m -7- qui, appliquées à chacune
des masses m, en sens contraire du mouvement, seraient capables de détruire l'accélération de vitesse qui a réellement lieu. On aura donc, pour chacune des positions de la machine simple que Ton considère, une équation analogue à celles qui ont été établies précédemment, et dans laquelle chaque terme sera le moment d'une certaine force ou le produit de cette force par son bras de levier. Or on a dû remarquer que toutes les résistances passives des pièces de rotation, excepté celles qui proviennent de la pression sur les tourillons, sont ou èonstantes ou proportionnelles simplement à Q, et que d'un autre côté leurs bras de levier demeurent constants (').
Nommons p ei q les bras de levier de P et Q à un instant donné, a celui des résistances constantes A, b celui des résistances passives proportionnelles à Q et qu'on peut représenter par BQ, enûn p le rayon des tourillons ou le bras de levier de leur frottement /'N, et r le bras de levier de la force motrici^'0|^pliquée à la masse élémentaire m, lequel n'est autre choséy ^idemment, que la distance de m à l'axe de rotation; on aura pour exprimer l'équilibre à chaque instant,
Pp^Qq-hAa-h BQ6 H-/Np -f- l(^r,
(*) Il n'y a d'exception que pour le seul cas des engrenages, attendu que la pression normale éprouTée par les dents et le braa de levier du frottement sont Tariables en général d'une position à l'autre dea roueaj mais nous avons déjà fait remarquer que, pendant le très-petit instant où une dent est en prise, on peut, sans aucune erreur sensible, supposer la résistance active Q constante, et, calculant en conséquence la valeur moyenne du frottement censé appliqué aux cireonférences primitives des roues, substituer à la véritable résistance cette résistance proportionnelle à Q.
équation dans laquelle il faudra attribuer aux forces
dv <f = m-7j le signe qui leur convient et qui est celui même
de rfi'.
Soit, en général, dO l'angle élémentaire décrit par un rayon quelconque du treuil, dans Tinstant infiniment petit où Ton considère l'équilibre des forces; en multipliant par «^0 tous les termes de l'équation, chacun d'eux exprimera le travail élémentaire de la force correspondante dans l'intervalle dont il s'agit; car qdO, par exemple, ne sera' autre chose que le petit chemin décrit par le point d'application de Q dans sa direction propre, etainsi des autres. Prenant donc l'intégrale de chaque terme entre deux instants quelconques, l'équation donnera la quantité d'action totale que devra dépenser la puissance P sur la machine; on aura ainsi
CvpdQ:^ Ç QqdQ-^-Aae-h— fOqdO
^- ffp'Sde-^lm f^^^rde.
puisque nous supposons les bras de levier q,a,h^o constants^ Cette relation revient au fond à celle qui a été posée et discutée en général, aux n*»2l et suivants (Section I), si ce n*esi que le centre de gravité du treuil est ici censé sur Taxe de rotation; en supposant qu'il en fût autrement, il faudrait ajouter au second membre un nouveau terme d= MH relatif au poids M de la machine; or nous avons fait voir (22, Section I) que ce terme, ainsi que celui qui est relatif aux forces motrices f , disparaît de l'équation toutes les fois que l'on prend les intégrales entre deux instants où la position et la vitesse des différentes masses sont redevenues les mêmes, ce qui est précisément l'hypothèse d'où nous sommes parti (1); du moins nous avons supposé que le temps pour lequel on prend les quantités d'action ou les intégrales comprend une série de révolutions de la machine assez considérable pour que la variation de la force vive puisse être regardée comme insensible par rapport à la quantité d'action totale développée par la puissance ou consommée sur l'outil, en sorte, que le mouvement est censé
devenu permanent, quoique périodique. Maintenant on voit que la difficulté d'avoir la quantité d'action de P se réduit uniquement à avoir celle de i fiddy puisque celle de
Qq 6d est censée donnée directement par l'expérience ou par le calcul établi sur la pièce précédente.
3. Circonstances du mouvement variable où l'on pourra calculer les diverses quantités d'action des puissances et des ré-sistances. — Pour être en état d'exécuter l'intégration, il faudrait, en effet, connaître, en fonction de 6, la valeur des quantités P,Q et 9 qui entrent sous le radical de N, aussi bien que celle de la force centrifuge qui tend également à presser les tourillons et qui est variable à chaque instant avec la vitesse et la position du système; or c'est ce qui n'est pas, du moins en général. Heureusement il arrive presque toujours, pour les machines bien construites et bien établies, que cette difficulté disparaît entièrement, soit parce que les pièces de rotation sont exactement centrées ou symétriques par rapport à l'axe, soit parce que les puissances P et Q sont elles-mêmes distribuées symétriquement autour de cet axe ou sont parallèles entre elles et au poids M du treuil. D'une part, la somme des pressions dues à la force centrifuge est évidemment nulle à chaque instant et pour chaque position du treuil, aussi bien
dv que toutes les forces élémentaires 9 ^^^~ji^ Q^î s^"^ distribuées symétriquement autour de l'axe et sont égales deux à deux, quoique de direction contraire; de l'autre, le radical qui ne contient plus que les forces variables P et Q et le poids constant H s'abaisse au premier degré: par exemple. Il est rare que l'axe ne soit pas ou horizontal ou vertical; dans le premier cas, les efforts P et Q sont ordinairement parallèles et verticaux, en sorte que N se réduit à la somme de P, Q, M pris avec les signes convenables; dans le second. M; disparaît du radical et P, Q sont parallèles et horizontaux, ou bien Q se compose de plusieurs puissances égales et dSiyfbuées symétriquement autour de l'axe, en sorte que
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l'effort qui en résulte sur cet axe est nu[; mais, en admettant même que P et Q forment les angles constants a et^ avec la verticale ou la direction du poids M, leur résultante N éUDt de la forme v'(M -i-Pcosa + Ucosj3)' +(Hsin«-*-Qsinpj' ou en général ^a' -+- (»% on pourra remplacer sa valeur par l'eipression rationnelle aa! + 66, conformément à la Note I, Section 111. Ainsi, pour tous les cas qui arrivent ordinairement dans la pratique, non-seulement l'équaiiOD posée ci-dessus ne renfermera aucune trace des forces <p et de la force centrifuge, mais, en outre, elle sera linéaire dans les deux intégrales
/ Ppd6, I Qqdô, dont l'une est le travail de la puissance
motrice qu'il s'agtt de calculer, et dont l'autre est celui de li résistance active censée donnée ou déjà calculée pour la pièce précédente; Il sera donc très-facile d'obtenir la valeur de la première d'une manière sufilsammenl approchée, par la résolution d'une équation du premier degré.
k. Dans lei pièces à mouvement continu dont il s'agit, il est permis de remplacer les vitesses et les forces variables par leurs valeurs moyennes. — Maintenant je remarque que. si l'on suppose Q et P remplacés par leurs valeurs moyennes, celle de Q étant déjà donnée ou trouvée, et qu'on procède au calcul du travail que doit développer P, en regardant le mouvement comme exactement uniforme et de la manière qui a été expliquée dans le cours de la Section III, le résultat auquel on parviendra ne différera en aucune manière, ou du moins ne différera que d'une quantité tout à fait négligeable, du ci'lui qu'on obtiendrait en ayant égard à la variation de la vit(^ssi' et des forces, comme on vient de le montrer précédemment. Ainsi, dans les circonstances très-étendues dont il s'agit iri, on pourra, pour toutes les pièces à mouvement de rotation conlinu, établir le calcul de la force mouici' comme slallodevuiniirc constante, cl réduire la Jifficulléde la question 0 celle do déterminer les rapports des quantiics dactioa j
/ PpdO j iiqdO, pour les pièces extrêmes do,
seraient à mouvement alternatif, ce qui rentf
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toute particulière des moteurs et des outils, dont ii ne peut être question ici.
Celte conséquence justiQe d'ailleurs a potleriori et complètement ce qui a été dit ou avancé dans les Sections I et III, relativement à la manière de calculer la force motrice ou les résistances passives d'une machine, quand la vitesse, quoique périodique et permanente, est cependant variable à chaque instant. Nous supposons, il est vrai, que les pièces de rotation qua l'on considère sont exactement centrées et symétriques autour de l'axe; effectivement, il est de la plus grande importance qu'elles le soient, pour éviter les causes de l'irrégularité du mouvement et tous les inconvénients qui peuvent naître de l'action de la Torce centrifuge et des forces motrices (p sur les tourillons des pièces. Il n'y a véritablement que des cas très-rares, même dans les mauvaises machines, où ces conditions ne soient pas remplies à très-peu de chose près. Hais en supposant même que les forces <f et les efTorts sur l'axe provenant des diverses masses m ne s'entre-délruisent pas, comme la vitesse et la force vive ne font qu'osciller entre des limites qu'on suppose resserrées, et que les directions de ces différentes forces changent périodiquement avec la position de la pièce de rotation à laquelle elles sont appliquées, il arrivera que leur résultante agira périodiquement, tantôt pour augmenter, tantôt pour diminuer la pression des tourillons, en sorte qu'il y aura à peu près compensation.
II. — I.IFLUBNCE DBS CHÀNGEMERTS BRUSQUES SX LA VITESSE
Principes généraux.
5. Rappel des lois générales du choc des corps qui se. meuvent parallèlement à eux-mêmes.— Nous avons indiqué, dans la Section I, la manière générale dont on doit tenir compte des pertes de travail qui surviennent lors d'un changement brusque quelconque de la vitesse, m^is il est nécessaire de ^lé^elciYippT ilnvamngc ces ^dées, pour être en état de passer Ux applicalions spéciales.
^Dus rappellerons : i° que la durée des chocs, tels qu'en lavent m^^liincs, est généralement négligeable, par
rapport à celle du temps pendant lequel on considère leur mouvement, ce qui tient au peu de compressibilité des corps dont elles sont composées; d'où résulte que les quantités de travail développées pendant le choc par les forces autres que celles de compression, ou de réaction, ou d'inertie, sont négligeables par rapport à celles dues à ces dernières forces, et qu'on n'aura à s'occuper que de celles-ci; 2^ que les pièces qui subissent ce choc étant constituées de façon que les altérations de formes qu'elles éprouvent sont en elles-mêmes fort petites, le système se trouve, après le choc, sensiblement dans les mêmes conditions de liaisons géométriques qu'auparavant; d'où il suit que les vitesses de chacune des parties en contact seront, à chaque instant du choc et après, dans les mêmes rapports qu'auparavant.
Nous ferons ensuite remarquer que la direction suivant laquelle les corps se compriment et réagissent l'un sur l'autre est celle de la normale commune au point de contact de ces corps, de sorte que les forces de compression développées pendant l'acte du choc sont elles-mêmes dirigées suivant cette normale, ainsi que les vitesses perdues et gagnées par les deux corps à chaque instant, par suite de leur action réciproque. De plus, la durée du choc n'étant jamais nulle, bien que très-courte, la pression et la vitesse varient, pendant cette durée, par degrés insensibles, depuis l'instant où la compression a commencé jusqu'à celui où elle finit.
li résulte du principe de l'action égale et contraire à la réaction (n"* 13, Section I) que les forces développées pendant le choc doivent faire équilibre à la résultante des forces d'inertie
(f=^m -7-5 dues au changement de vitesse qu'elles ont produit
au même instant, pont' chaque corps, dans la direction de sa normale commune avec l'autre. Ainsi m et m' étant des éléments de masse de deux corps que, pour la simplicité, nous supposerons sphériques et animés des vitesses parallèles v et i^, on aura, en appelant P la pression exercée à un instant quelconque par l'un des corps sur l'autre,
dt dt
La pression et les forces d'inertie 'w^j qui seront nulles
à r^nstantoù la compression commence,augmentent sans cesse dans les instants suivants, jusqu'à celui qui correspond à la plus grande compression, où ces forces acquièrent leur plus grande valeur et où les vitesses des deux corps sont égales. Passé ce terme, les ressorts moléculaires, en se débandant, tendent à restituer au corps choquant une portion de la vitesse qu'il a perdue et à augmenter encore celle que le corps choqué a gagnée, et, si l'élasticité des corps était parfaite, la somme des forces vives redeviendrait exactement la même qu'avant le choc, tandis que les vitesses v et i'', suivant la normale, seraient altérées, de façon que la perte et le gain absolus de la vitesse seraient doublés pour chaque corps. Il est d'ailleurs évident que cette restitution de la force vive, perdue pendant l'acte du choc, n'aura lieu que pour lescorps élastiques et en proportion de leur élasticité.
Pour les corps entièrement dénués d'élasticité, le choc finit à l'instant d^ la plus grande compression, où les vitesses normales sont devenues égales; or, à cet instant, la force vive perdue à la fois par les deux corps est, selon le principe de Carnot, rigoureusement égale à la somme des forces vives dues aux vitesses perdues ou gagnées, en sorte que la moitié de cette force vive exprime la quantité d'action absorbée pendant l'acte de la compression, et qui désormais doit être retranchée de la quantité d'action fournie par le moteur à la machine.
6. Expressions générales de la vitesse et de la force vive perdues par chaque corps. — Comme, dans la plupart des circonstances, les chocs ont lieu entre corps peu élastiques et qui restituent à la fin de la plus grtpd^ compression une très-faible partie de l'action qui avait ^d^'abord été absorbée par les ressorts moléculaii^es, ce principe, qui a lieu pour un nombre quelconque de çhooft simultanés, sera très-utile toutes les fois que l'on connaîtra a priori la vitesse possédée par les corps, avant et après le choc, ainsi que leur direction. Soient en effet V, v ces vitesses respectives pour une
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masse quelconque M (fig* 109) et u la vitesse perdue; nooimons u\y uv les angles formés par les directions de V et (^ avec
Fig. 109. ♦
la partie de la normale commune au corps M et à celui qui le choque, qui est du côté de V, en sorte que cas m V et V seront essentiellement positifs, on aura pour la vitesse et la force vive perdues par M
u = VcosaV — i'COSiK/, mu^ =: m(\cosu\ — ccos u^Y,
ce qui est évident d'après ce qui précède, ou si Ton observe que la vitesse u n*est autre chose que la résultante de la vitesse Vavant le choc et de la vitesse v après le choc, prise en sens contraire de sa direction; car celle résullanle est la somme des projections des composantes sur sa direction propre.
Lorsque la vitesse après le choc n*est pas immédiatement donnée, le princijj^jg^e Carnot n'est plus d'un grand secours, attendu qu'on /Al éUigé de rechercher directement cette vitesse au mo^pen des.4oll9 ^^ choc, déduites du principe de d'Alemberty ^l^ûsaraejpn en verra bientôt des exemples particuliers. Le cas le plu^général' et en même temps le plus ordinaire, où le thédrèifie de Carnot reçoit son application, est celui où l'un des corps conserve une vitesse que l'on peut considérer comme sensiblement constante avant et après le
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choc, soit parce que sa quantité de mouvement est trèsgrande par rapport à celle de l'autre corps, soit parce que les quantités de mouvement qui lui ont été communiquées ou enlevées par suite du choc ont été immédiatement consommées ou restituées par des puissances ou des résistances étrangères à ce choc. Ce dernier cas se présente ordinairement lorsque des chocs plus ou moins faibles se succèdent à des intervalles égaux, très-rapidement et pour ainsi dire sans discontinuité; on en trouve des exemples dans le choc des fluides contre leurs propres molécules ou contre des corps étrangers, tels que les roues hydrauliques, dont la vitesse demeure sensiblement uniforme par une cause quelconque. Dans ces diverses circonstances, on pourra se borner à prendre, pour la perte de force vive, celle qui est due à la vitesse perdue par le corps dont le mouvement a changé d'une manière notable, en supposant qu'il conserve après le choc la vitesse constante de l'autre.
7. Expression de la force vive perdue par le choc de deux corps dont l'un conserve une vitesse sensiblement constante, — Cette proposition n'étant point évidente a priori et étant très-utile pour les applications, nous croyons nécessaire de la démontrer ici.
Soient m, m! deux masses non élastiques, qui se choquent avec des vitesses dont les composantes v, v*, suivant la normale commune au point de contact, soient dirigées dans le même sens; soient u^ m' les vitesses normales perdues par les deux corps, et enfm w celle qu'ils possèdent en commun suivant la normale, à la fln du choc on aura, comme on sait,
mv -\- m' v' rn'iv — v^)
, , ni(v — v')
la force vive totale perdue sera donc, d'après le principe de Carnot,
mu^ -4- m' u'^ = ' : (v — ç^')»-
Supposons maintenant que, par une cause quelconque, l'accroissement ou la diminution de vitesse éprouvé par la masse m' à la fin du choc soit immédiatement détruit l'instant d'après, en sorte qu'elle reprenne la vitesse ^ au commencement d'un nouveau choc semblable au premier, et ainsi de suite; il en résultera que la vitesse de m! suivant la normale commune au point où s'exerce l'action, quoique variable, oscillera entre les limites v' et w très-resserrées, et qu'on pourra considérer cette vitesse comme sensiblement uniforme et ayant une valeur moyenne &> qui diffère très-peu
de la moyenne arithmétique entre les vitesses limites;
on pourra donc prendre w = 5 surtout si v s écarte beaucoup de / dans l'expression de la perte de force vive trouvée
. , ^ , mc^ -4- m V , , Ci-dessus. Or, en mettant pour w sa valeur ;— dans la
relation 2w = w -f- c', on en déduira
2 ( m -f- m' ) &) = me 4- ( 2 m' -f- m ) /, ou, en ajoutant de part et d'autre (2m' -4- m) (/,
, 2 ( m -4- m' ) ( f — vo)
et
mm' . ,,, ^mm' {m-^ m') . ,, . .
Celte dernière expression de la force vive, qui est entîè-
(*) On arrive à un résultat exactement semblable pour les corps qui ne sont pas entièrement privés d'élasticité; car en représentant par n* la fraction de force vive restituée par les ressorts moléculaires après l'instant de la plus grande compression, on trouverait (y/ rcAiVecr^re hydraulique de Bélidor, p. i3i, Note ai de Navier) pour l'expression de la perte de force vive, w étant la vitesse moyenne donnée de m' suivant la normale^ laquelle oscille ici entre le» limites *»' et fv -t- « ( tv — v'),
(i — /ï'")mm'(*'— «^)* , .- kmm'(m-^m*) , ..
quand m' est très-grand par rapport à m, la valeur approchée devient aimida*
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rement rigoureuse en prenant pour u la moyenne arithmétique entre </ et w, varie exirèmement peu avec m', pourvu seulement que m' ne soit pas au-dessous de m; en effet, si l'on y suppose successivement
m':=m, m':=2m,,., m' ^ oc ,
elle prend les valeurs
donL les extrêmes ne diffèrent entre elles que de 7 de la plus grande d'entre elles, qui est aussi la plus grande de toutes. On pourra donc, sans erreur sensible, prendre m{v — to)' pour la perte de force vive, pourvu seulement que la masse m', qui conserve une vitesse sensiblement uniforme suivant la normale commune aux corps qui se choquent, n'ait pas une valeur plus petite que celle de l'autre corps, ce qui est le cas de presque toutes les applications. D'ailleurs, si les masses m et m' avaient des vitesses contraires, l'expression de la force vive perdue serait m (c + u)' et elle deviendrait simplement m u' ou mv^f si la vitesse v ou u éuit nulle; dans tous les cas, il ne faudra pas oublier que les vitesses f et u sont estimées suivant la vitesse normale commune au point où s'exerce le choc.
8. Moyen général de calculer, dam le cas des machines, la perte de force vive due aux chocs,— Revenons maintenant à la question générale du choc. Nous avons supposé jusqu'à présent que les corps étaient entièrement libres et se mouvaient parallèlement à eux-mêmes avant et après l'instant du choc, de sorte que les molécules respectives étaient animées
ment (i — a') m (v — et)', laquelle Mt enUiremeal rigoureuH loraqu'on tappow m' infini ; mil* si m' ne larpaMa pM beineonp m, on ne pourra prendre cette dernière eipreulou qn'anUnt que n aérait petit. Par exemple, ai n/nn et 0 = 1, OD troni* que U p«rM4e force tIto derienl
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de vitesses égales et parallèles; or il en est rarement ainsi dans les machines, dont les pièces sont assujetties à des mouvements déterminés. Pour calculer, dans ce cas, la perte de force vive survenue dans le système, il faudra considérer la machine comme décomposée en ses différentes pièces simples et ne s'occuper que de ce qui se passe dans chacune d'elles séparément. On remarquera en effet que, quand un choc survient au point de contact de deux pièces quelconques d'une machine composée, la vitesse et la force vive étant altérées en même temps, il se développe sur chacune d'elles (1 ) et des forces de compression P, P' agissant normalement en ses points de contact avec celle qui la précède et celle qui la suit immédiatement, et des forces motrices 9
ou m ^ dues au changement de vitesse éprouvé par chaque
masse m dans l'élément du temps; d'ailleurs, ces différentes forces, exprimables en des poids, occasionnent, sur les points d'appui fixes ou mobiles, des pressions que nous représenterons, en général, par N et qui donneront lieu à des frottements qu'on peut encore représenter par /N, attendu que les lois du frottement s'étendent au cas où les pressions varient d'intensité pendant le mouvement ( ' ) . Cela posé, il y aura, à chaque instant» équilibre, d'après le principe des vitesses virtuelles, entre les différentes forces P, P', 9, /N prises dans une direction convenable et facile à déterminer dans chaque cas; mais comme le corps ne peut prendre qu'un seul mouvement géométrique, il n'y aura pareillement qu'une seule équation d'équilibre, qu'on obtiendra de la manière déjà souvent indiquée.
En formant, pour les diverses pièces simples de la machine, les équations d'équilibre analogues, qui seront presque toujours linéaires dans les quantités P, P' et 9 et ne contiendront aucun terme indépendant de ces quantités, puisqu'il proviendrait de forces étrangères à l'acte de la percussion et serait par conséquent négligeable ; en observant en outre que
(*) Nouvelles expériences sur le frottement ^ par M. Morin, 3* Mémoire {^Recueil des Mémoires présentés à l'Académie des Sciences par des Savtuits étrangers f t. VI, 1 83 3).
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les équations d'équilibre, relatives aux pièces extrêmes de la machine, ne contiendront qu'une seule force P ou F, puisque ces pièces ne sont soumises qu'à un seul choc, il serait facile de calculer, de proche en proche, les forces de compression inconnues P, P' en fonction des forces motrices ç correspondantes, et même on en déduirait une équation unique entre
toutes les forces cp ou m -^ considérées à un instant quelconque du mouvement, et qui, étant linéaire comme les premières, pourfait être intégrée immédiatement, et donnerait ainsi pour chaque instant du choc la relation qui lie entre elles les vitesses et les quantités de mouvement possédées par les différentes molécules matérielles de toute la machine. Mais comme la question n'est pas de déterminer la valeur des forces P, P' et de la vitesse pour chaque instant du choc, et qu'on ne connaît pas d'ailleurs la loi que suivent les forces motrfces ç, on se contente de considérer ce qui se passe à l'instant de la plus grande compression pour en déduire la vitesse possédée par les différentes masses m et, par suite, la perte de force vive éprouvée par toutes ces masses : or l'équation ci-dessus suffit pour cet objet, en la supposant intégrée depuis l'instant où la compression commence jusqu'à celui où elle finit. £n effet, à ce dernier instant, la vitesse, suivant la normale commune au point de contact de deux pièces quelconques est devenue la même pour ces pièces, en sorte qu'pn peut immédiatement, d'après la constitution géométrique du système et les conditions de la liaison, exprimer la vitesse d'une masse ou d*un point quelconque par celle de l'un d'entre eux choisi arbitrairement; l'équation donnera donc, en supposant que Ton connaisse la vitesse avant le choc, la vitesse du point dont il s'agit après le choc, et par suite celle de tous les autres points de la machine. Ainsi, en retranchant de la force vive qui a lieu avant le choc celle qui a lieu à l'instant de la plus grande compression, on aura l'expression de la force vive perdue.
9. Procédé plus simple pour arriver au même but, les corps étant toujours censés sans élasticité. — Cette marche n'est
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pas celle que Ton suit d'ordinaire; on lui en substitue une autre plus simple , qui dispense de toute intégration et qui conduit aux mêmes résultats , maïs qui paraîtra peut-être moins claire et moins facile à saisir dans les conséquences qu'elle offre relativement aux résistances passives développées pendant le choc. La métiiode dont il s'agit a été employée par Poisson dans son beau Mémoire relatif aux Effets du tir d'un canon sur les différentes parties de son affût. Mémoire qu'on ne peut trop recommander de lire et de méditer à tous ceux qui désirent approfondir la question du choc dans ses applications à la pratique^ et dont les réflexions précédentes pourront peut-être servir à faciliter l'étude en quelques points. L'esprit de celte méthode consiste à considérer les forces de percussion exercées aux points de contact des diverses parties, c'est-à-dire les quantités de mouvement totales développées ou détruites en ces points comme une succession ou une somme de pressions donnant lieu à des frottements mesurés par le produit de ces quantités de mouvement et du coefficient ordinaire du frottement relatif aux substances en contact, puis d'exprimer, d'après le principe de d'Alembert, qu'il y a équilibre, dans chaque pièce simple, entre toutes les quantités de mouvement perdues ou gagnées qui y sont relatives. Ainsi, en représentant par P, P'cpet/N les quantités de mouvement dont il s'agit pour l'une quelconque des pièces ou machines simples du système, on arrivera à des équations entièrement semblables à celles que nous avons envisagées d'abord entre les forces motrices, et qui pourront en être censées les intégrales. Éliminant donc entre elles les forces de percussion P, P' qui sont inconnues, on arrivera à une équation unique entre les quantités de mouvement perdues par les différentes masses m de la machine; d'où l'on déduira, comme précédemment, mais sans intégration, la vitesse à la fin du choc ou de la plus grande compression, au moyen de celle qui avait lieu auparavant, et, par suite, la perte de force vive.
10. Cas où les corps sont parfaitement ou imparfaitement élastiques. — On obtiendra donc, comme on voit, la perte de
force vive à l'instant où elle est la plus grande possible, ce qui convient aux corps entièrement privés d'élasticité (7); dans le cas des corps plus ou moins élastiques, il faudra rechercher la vitesse conservée par chaque corps, à la. On du choc , au moyen de celle qu'il possède à l'instant de la plus grande compression, vitesse que l'on calculera toujours comme on vient de l'indiquer précédemment; or cette recherche ne souffre point de difficulté lorsque l'on connaît le degré d'élasticité, c'est-à-dire la portion de vitesse ihu[^^ qui est restituée, en sens contraire, par les ressorts ICDcAHBîres après l'instant de la plus grande compression. Sir#n«ok
u estk vitesse d'une masse quelconque m à l'instant dont il s'agit;
V sa vitesse avant le choc ;
n la portion de sa vitesse perdue et qui est restituée;
V la vitesse à la fin du choc ou de la compression;
les vitesses Y^ v ei u ayant ici nécessairement la même di^ rection ou étant dirigées suivant la même droite, V— w, /i( V — m) seront l'une la vitesse perdue d'abord, l'autre la vitesse restituée ensuite en sens inverse de V; en sorte que l'on aura
C = M — /l(V — M):^ll(l-f-n)— /iV,
expression dans laquelle il faudra mettre pour u sa valeur
trouvée ci-dessus. La force vive perdue par la masse m et par
toutes ses semblables, à la fin du choc, sera ainsi représentée
par
lmy^-lmv'=zlm\' — lm[u{i -h /i) — /iVp.
Quand les corps seront parfaitement élastiques, on aura
et
2/nV»— 2/nv':^2mV'-2/n(2a — V)' = 42/na(V — tt),
sur quoi il est essentiel d'observer que la perle de force vive ne sera pas nulle dans le cas actuel, attendu que les corps
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sont soumis à des résistances passives pendant la durée de l'acte de la percussion ('].
Après ces considérations générales sur la manière d'évaluer la perte de force vive occasionnée par les chocs dans les machines, considérations qui nous paraissent indispensables pour en bien faire saisir l'esprit dans chaque cas particulier, nous allons donner quelques applications qui se présentent dans toutes les machines où l'outil agit sur la matière du travail par uQf^aite de percussions ; tels sont les pilons, les marteadlyMk; nous en verrons d'autres applications par la suite, à l'<Mmbii\de la perte de force vive éprouvée par les fluides, quand la; Wtesse de leurs molécules reçoit un changemeol brusque quelconque.
III. — Applications
Du choc des cames et des pilons.
11. Relation entre l'effort exercé par la came sur le mentonnet pendant le choc et les diverses résistances. — ConsidéroAs un pilon {Jig. iio), qui est choqué par une came à développante de cercle fixée à l'arbre horizontal d'une pièce
(') On pourrait croire qu'en ostiinaiil ainsi la perte de force tîvc due aux frottemunts ({ui s'exercent pendant le choc on n'aurait tenu compte que de cdle qui a lieu avant l'instant de la plus grande compression, mata on ae tromperait, car les quantités de mouvement m (V — u), perdues à œt imtallt^ ioot altérées en raison du frottement, et, en prenant /i(V — u) pour la ritMiareitituée en sens contraire, c'est supposer que la quantité de mouTement également restituée après la plus (grande compression est altérée par ]e frottement d'une quantité proportionnelle h celle dont elle l'a été avant cet instant. H est, en outre, bien évident, d'après cela, que la perte de force vive provenant du frottement sera plus forte pour les corps élastiques que pour les autres, ai sorte que, si les corps en partie élastiques diminuent Ja perte de force vi^-e soas un certain rapport, ils l'augmentent sous un autre; raison de plus pour ne pa$ tenir compte de la force du ressort des corps peu élastiques, tels que ceux qui sont en usaje dans la plupart des tas. Remarquez d'ailleurs que, pour les corps plus ou moins élastiques, le premier choc peut être suivi de plusieurs autres qvi absorbent plus ou moins de force vive; cet effet a lieu, par exemple, sur les tourillons d'une roue soumise à un choc, attendu qu'ils peuvent rejaillir et retomber alternativemont contre les parois de leurs coussinets.
àppuquéi aux machines. 4^3
de rotation; nous supposerons que le point où se fait le choc est sur la perpendiculaire abaissée de Taxe sur la droite primitive ou verticale des points de contact de la came et du
Fig. iio.
mentonnet. A cet instant et pendant toute la durée du choc, le pilon résiste à l'action ou à Teffort P exercé par la came parallèlement à son axe, en vertu de son inertie et avec une ïta&âÊÊàââae k
g dt
dl
enMsignant toujours, comme au n"" 31 (Section III), son poids par Q et appelant dv l'accroissement élémentaire de vitesse qu'il reçoit dans l'élément de temps di.
Cette force cp agit dans la direction de la tige du pilon et à une dislance x du point de contact m de la came et du mentonnet, et la force P tend à appuyer cette tige contre les prisons et à y produire des frottements tout à fait analogues à ceux que nous avons appris à calculer au n"" 31 de la Section III ; à chaque instant du choc, il doit y avoir équilibre entre la pression P de la came sur le mentonnet, la résistance 9 développée
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par l'inertie du pilon et les diverses résistances passives, forces devant lesquelles le poids Q du pilon est négligeable; nous aurons, en conservant toutes les notations du numéro cité {*),
Dans cette expression, les quantités j: et / sont constantes, attendu qu'il n'y a pas de déplacement sensible pendant toute la durée du cboc; on peut donc poser
l — ifx—ff(l—^X) g en désignant par m' une quantité constante, analogue à une masse, puisqu'elle est le produit de la masse — par un facteur
g numérique*
La relation ci-dessus donne
Vdt = 7 j, :Frm ^ — dv = m! dv.
d'où
/Pdt = -. :a -77777 ; —v = m'f,
en supposant, ainsi qu'il arrive ordinairement, que le pilon parte du repos.
12. Quantité de travail qui doit être développée surl^^tentonnet pendant la durée du choc. — Nous ne connaissons pas la loi de la variation de v en fonction du temps /, et, par conséquent, nous ne pouvons pas obtenir la valeur de P pour chaque instant de la compression ; mais il est facile de calculer la quantité de travail total que cet effort P doit .développer pendant l'acte du choc. En effet, en désignant par dy le chemin
(*) La théorie du cboc des cames et des pilons ou des marteaux est exposée dans l'édition de 1836; nous reproduisons ici la rédaction de l'édition de i836 qui est plus détaillée. — Voir la Note du n» 31, Sect. III. (K.)
parcouru dans l'élément de temps dt par le point m d'application de la force P, nous aurons
P ^r = /-2/^-jgr'(/-2jr) ^ di "^^^
ou, en intégrant, et supposant /— s/constajfit, ainsi qu'il à été dit ci-dessus,
PûÇr= - 7 7- TyTTT \ ^ ♦^=i>nV%
ce que l'on pouvait prévoir a priori, puisque nous savons que la quantité de travail qu'une force doit développer sur une masse m! pour lui imprimer une vitesse fînie v dans sa direction propre est numériquement égale à la moitié de cette force vive.
13. Relation entre les forces qui agissent autour de l'arbre A cames pendant le choc. — Si nous examinons maintenant ce qui se passe autour'Se l'arbre à cames et que nous appelions
m un élément de la masse de cet arbre et des pièces de rotation, concentriques à son axe, ordinairement distribuées symétriquement autour de cet axe;
r la distance de cet élément à l'axe C de rotation ;
(ù la vitesse angulaire de l'arbre à un instant quelconque du choc,
la vitesse de l'élément m sera ro), et la force vive de l'arbre aura pour expression
Imr^ représentant la somme des moments d'inertie de toutes lespièce^ui tournent avec l'axe C. La variation de celte force vive daùs l'élément du temps dt de la durée du choc sera
— 2Ci)(/ûj2mr%
attendu que la vitesse décrott pendant le choc.
La quantité de travail élémentaire développée pendant M même temps par la force P est
.^ Pr'o)(//,
eii âfppelant r' le rayon du cercle développé pour tracer la came.
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Quant au frottement sur les tourillons, il n'est dû qu'à la
force P, attendu que toutes les forces d'inertie m —-rp- des
molécules matérielles m se détruisent deux à deux, puisqu'on les a supposées symétriquement réparties autour de l'axe.
On a donc, pour le travail élémentaire de ce frottement, p étant le rayon des tourillons et/ le rapport du frottement à
la pression^
/,Pp(k)rf/,
et l'équation du principe des forces vives donne
— ck)rf&)2mr*= Vr' (ùdt -h fiVpc*ydt
ou
— d(ùlmr^=:^r'dt -+-/. Ppdt = P(r' -^fxp)dt,
ou, en intégrant depuis le commencement du choc, oùrona, par hypothèse, &> = û et / = o, jusqu'à la valeur &),
(£2-w)2mr^i=(r'H-/.p) APc/r;
mais, d'après ce que nous avons vu plus haut, on a, entre les mêmes limites, c'est-à-dire à la fin du choc.
P dt = m' V z= m! (ùr' z=z -ji — — — cor'.
attendu que, vu le peu d'élasticité de la came et du mentonnet, le pilon marche, après le choc, avec une vitesse sensiblement égale à celle de la came, ainsi que le montre l'observation (').
(*) En réalité le mentonnet et la came ayant éprouvé pendant la durée do choc ou de la compression un mouvement de flexion génécalo^ fis reviennent sur eux-mêmes vers la fîn du choc, et il en résulte que le pilon prend une vit-M tesse un peu plus grande que celle de la came et doit la quitter; mais, d'une '\ part, cet effet est très-peu sensible par suite du peu de flexibilité des parties HP contact et de l'altération que la répétition des chocs produit dans leur élasticité, et de l'autre les frottements qui résultent de ces forces de réaction contra les (guides, prisons, etc., ont promptement détruit cet excès de vitesse. L'observation montre d'ailleurs que le pilon ne quitte pas visiblement la came, ee.qtii prouve que l'on s'éloigne fort peu de la vérité en supposant que les deax*4 marchent avec la même vitesse après le choc.
L*équation ci-dessus revient donc à
(û — (ù)lmr'= /n'a)r'(r'-l-/,p).
14. Expression des vitesses angulaires, avant ^ft après le choc, en fonction de la vitesse angulaire moyenne. — Celle relalion enlre la plus grande vilesse angulaire SL de l'arbre à cames et la plus petite &) ne peut suffire pour les délerminer toutes deux ; mais nous observerons que, le mouvement de cet arbre étant oboftfnuellement entretenu par le moteur,' sa vilesse s*écarte très-]peu, dans la réalité, d'une certaine vitesse moyenne 12% qui se trouve nécessairement comprise enlre û el (ùy et qui différera toujours fort peu, dans la pratique, de la moyenne arithmétique entre ces deux vitesses extrêmes; on peut donc poser approximativement
ce qui nous met à même de délerminer les valeurs de û et de (ù en fonction de cette vitesse moyenne 12', que nous donnera dans chaque cas l'observation du nombre de tours faits dans un temps donné par l'arbre à cames. En effet, ëà Ifosant
on lire de la première équation
el, en faisanl, pour la simplicité des expressions,
il vient
Celte ^expression de la vilesse angulaire après le choc nous montre qu'en effet elle différera très-peu de la vitesse 12 avani le
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choc dans tous les cas de la pratique» attendu qu'il arrive toujours que m' est assez petit par rapport à M. En la combinant avec la relation
iz = j
on trouve successivement
û = T7 rrr et û) =
15. Perte de force vive produite par le choc. — Au moyen de ces valeurs, il devient facile de calculer la perte de force vive occasionnée par le choc en fonction de la vitesse moyenne de Tarbre à cames. En effet, la force vive du système avant le choc se réduisait à celle de Tarbre à cames, puisque le pilon était au repos, et elle avait pour expression
Q^lmr^ = Q^Mr-= (M-f-M-^
après le choc, la force vive de Tarbre est «'Mr'»; celle du pilon est cu^m r'% en désignant par m la masse du pilon ; la force vive totale est
La perte ou la différence est donc égale à expression dans laquelle il ne faut pas oublier que
l-2fx-ff'(l-^r) g
Dans les applications numériques, il faudra calculer le moment d'inertie 2mr*=: Mr" de toutes les parties qui tournent autour de Taxe de Tarbre à cames, pour en déduire la valeur de M; mais on verra, dans beaucoup de cas, que l'expression
APPLIQUÉE AUX VACHINBS. 4^9
de la force vive perdue pendant Vacte du choc varie fort peu entre les suppositions extrêmes de M = m et de M = oo .
C'est ce dont il est facile de s'assurer, par exemple, dans le cas des pilons; car, en faisant les suppositions très-défavorables de
/=i",20, jr = o"*,4o> f=o,i5, /'=o,io, j^ = o",5o, on trouve d'abord
puis, si
V=m' Il -h ^\ -f-M = i,oim'-f-M=i,i22/n-+-M.
En substituant ces valeurs dans Texpression générale de la perte de force vive, nous aurons
Si maintenant, dans cette expression, nous faisons successivement M = m et M = 00 , ce qui correspond aux deux cas extrêmes, savoir, celui où la masse de l'arbre à cames rapportée au point de contact serait égale à celle du pilon et celui où la masse de cet arbre pourrait, au contraire, être regardée comme inQnie par rapport à celle du pilon, on trouve, pour les pertes de force vive,
1 ,027 û'>mr'» et i ,224iX'»iiir'%
valeurs qui ne diffèrent entre elles..que 4^ o,o8i ou -^ de la plus forte des deux, et, comme il arrive toujours que M est très-grand par rapport à m, on voit qu'on ne commettra pas d'erreur notable en appréciant la perte de force dans la supposition de M = 00 •
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16. Consommation totale de force vive pour chaque choc. — Nous avons vu précédemment que» dans les machines du genre de celles qui nous occupent, la consommation de force vive qui se fait à chaque choc se compose de la force vive perdue pendant l'acte du choc et de celle qui est communiquée à l'outil, et que l'on peut regarder comme l'effet utile. Nous venons de calculer la première, et l'on devra toujours s'attacher a la diminuer dans chaque cas; quant à la seconde, elle est supposée nécessaire au travail de l'outil, et, en ajoutant sa valeur cj'mr'' à la perte que nous venons de calculer, la somme que l'on pourra exprimer en fonction de la vitesse angulaire moyenne Q' de l'arbre à cames nous donnera la consommation totale de la force vive que cet arbre doit faire pour chaque choc ; mais on aura plus facilement l'expression de cette quantité en recherchant immédiatement quelle est la variation de la force vive de l'arbre pour chaque choc.
En effet, û et &> étant, par hypothèse, les vitesses angulaires de l'arbre avant et après le choc, on a, pour la variation de sa force vive pendant toute la durée de la réaction.
En substituant dans cette expression pour û et &) leurs valeurs en fonction de la vitesse angulaire moyenne û'
^ aiî'M' 2i2'M
d'où
elle devient
en se rappelant qi|ê
■hf'^)
APPLIQUÉE AUX MACHINES. ^']l
17. Travail consommé par l'arbre à cames pour chaque choc, — Telle est donc la consommation de force vive qui doil êlre faite pour chaque choc par Farbre à cames> et, comme toute variation de force vive correspond à une consommation de travail qui en est numériquement la moitié, la quantité de travail qui est dépensée par l'arbre à chaque choc, pour subvenir aux pertes et pour imprimer au pilon la vitesse cor', a pour valeur
Cette expression, dans laquelle on a
est facile à calculer; mais on peut encore la simplifier, dans, certains cas, en observant que, quand M est très-grand pj rapport à m', elle diffère très-peu de la valeur qui correspqpi^ à la supposition de M = oo . '-? •
En effet, elle revient évidemment à
2 il'' /'»
€t si Ton suppose, comme précédemment,/, = 0,10, -^ = o,io,
Sous cette forme, elle donne, pour la consommation de travail correspondant à chaque choc, dans la supposition de M = oo,
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ei, dans celle de M = lom',
= 0,961 i2'»r"/ii',
ces deux valeurs ne différant entre elles que de o,o5i de la plus faible. On voit que, dans les applications où le rapport de m' à M est toujours moindre que ^9 on pourrait, sans erreur notable, prendre, pour l'expression de la quantité de travail consommée pour chaque choc, la valeur
qui correspond à la supposition de M inOni par rapport à m'.
18. Travail consommé par les chocs en une seconde. — L'expression générale étant facile à calculer, nous continuerons à l'employer; d'après cela, s'il y a n chocs ou levées de : ^pilons par révolution de l'arbre à cames et /x révolutions par ' minute, nous aurons, pour la quantité de travail consommée 4 -par les chocs dans une seconde,
nu. Q/^r'^m' nu Q'^r'^m'
60 2, ni* 3o 2 m'
19. Quantité de travail développée pendant la levée des pilons. — Après avoir ainsi calculé la quantité de travail consommée par seconde pendant le choc des cames contre les pilons, il faut y joindre celle qui doit aussi être développée par l'arbre à cames pour élever ces pilons à la hauteur voulue et vaincre les résistances passives, puis celle qui est consommée par le frottement de l'axe pendant l'intervalle qui s'écoule entre l'instant où une came quitte le mentonnet d*un pilon et celui où une autre came vient le choquer de nouveau.
Pour déterminer la première de ces deux quantités de travail, on se rappellera que nous avons trouvé au n^ 31 de la Section III, pour l'expression de l'effort que la came doit
exercer dans une position quelconque du pilon.
Dans cette relation^ on désigne par
Q le poids du pilon ;
/ la distance des guides;
y la hauteur du point de contact m de la came du mentonnet
au-dessus du guide inférieur; X la distance horizontale du même point m à Taxe de la tige; f Qif les rapports respectifs du frottement à la pression pour
la tige et les prisons, et pour la came et le mentonnet.
D'après cela, la quantité de travail élémentaire développée
dans l'élément du temps dt par la force P dans sa direction
propre sera
Q/rfr
Prfr =-
^-•^f^-ff'(^-^y)
et, pour obtenir la quantité de travail total correspondant à une levée du pilon, il faudrait intégrer cette expression entre les limites relatives à cette levée*
Les cames employées dans les moulins à pilons ont quelquefois et devraient toujours avoir la forme d'une développante de cercle, afin que le bras de levier de la résistance fût constant et que, par suite, les vitesses fussent transmises dans un rapport invariable. Dans ce cas, la quantité x est constante, et, en posant
x = b et 7 -/^ — rFrt = ^y
l'expression du travail élémentaire développé par l'effort P devient
(*) Od néglige ici l'influence de Tépaisseur de la tige du pilon; on admet de plus que les conditions soient telles que, pendant toute la montée du pilon, les contacts avec les guides soient en diagonale. F'oir, à ce sujet, les Notes des n<» 30 et 31, SecUon Ul. (K.)
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ou, en iniégrant depuis / = A' correspondant à l'instant où la came commence à pousser le mentonnet jusqu'à ^^ A'^ oii elle le quitte, on trouve, pour le travail total pendant une levée,
?dx= -^ [log(i -f- ah") - Iog(i -h ah')].
Or on a
log( I + ah )=zah \ i- . . . ,,
et, par suite, en nous bornant au second terme de la série»
ce qui suffira toujours, comme noua le verrons tout à Theure, on a
pour l'expression du travail développé par P pendant toute une levée.
20. Faleur moyenne de l'effort exercé par la came sur le mentonnet, — L'effort P étant variable en même temps que^, il est important, pour la suite des calculs, d'avoir sa valeur moyenne, et, puisque le chemin parcouru dans sa direction propre est h"—h\ on aura, pour cette valeur moyenne que nous désignerons par F,
/prfv _a(«r a{h"-^in'\
Dans les applications, on remarquera que la quantité -^
est presque toujours négligeable par rapport à l'unité. En effet, si l'on suppose le cas défavorable où
on trouve
« = 0,0283 et — ^^ = o,oi5.
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Dans ce cas, l'effort moyen se réduit à
que Ton aurait obtenu directement en négligeant de prime abord, ainsi qu'on le fait souvent, le terme ajQT'j du dénominateur de P.
21. Pilons de poudreries, — Le cas que nous venons d'examiner n'est pas celui des pilons des moulins à poudre, où les cames en bois ont ordinairement la forme d'un prisme dirigé suivant un rayon et simplement arrondi à son extrémité. La valeur
P= Qi
t-,fx-ff(l-^X)
contient alors deux quantités variables à la fois, et l'intégrale de la quantité de travail élémentaire développée par l'effort P
offrirait des difQcultés de calcul que l'on évite à l'aide des méthodes connues de quadrature.
22. Détermination de l* effort moyen à exercera la circonférence d'une roue de rayon R montée sur l'arbre à cames^ pendant la levée. — Après avoir ainsi. déterminé, selon le cas, la valeur de l'effort moyen à exercer dans le sens vertical pour faire marcher le pilon, on pourra facilement obtenir celle de la puissance S, qui, agissant à une distance R de l'axe, surmonterait toutes les résistances utiles et passives développées autour de l'arbre à cames. En effet, en supposant que S agisse verticalement, et appelant
r' la distance du point de contact m de la came et du men-
tonnet à un instant quelconque de la levée ; B l'angle formé par le rayon cm avec l'horizontale; M le poids de l'arbre à cames; K le nombre de pilons qui sont simultanément en prise, et
dont le poids p' s'ajoute constamment à M pour presser sur
les tourillons.
on aura» pour une portion quelconque de la levée,
SR = Pr' cos9 -+-/'Pr' sinô -f-/.p(M + S -t- Kp'),
et, pour la quantité de travail dcvelopifé dans un déplacement angulaire inQniment petit dO^
SKde = Pr' cos9d9 -+-/'Pr' smOde -h/plM -hS -4- Kp')d9.
En intégrant cette relation pour toute la durée de la levée, on en déduira la quantité de travail et, par suite, l'effort moyen que doit développer la force motrice S.
Or il est facile de voir, à Texamen de la figure, que, en désignant par /• la distance du guide inférieur à Thorizontale de Tarbre et par d la distance de cet arbre à l'axe du pilon,
on a
X = X9-h r'sinO et x = d— r' cosOy
d'où
rfj — r'cosôrfe, dx = r' sinô dO,
et, par suite,
fPr'cos9d6= Ç^dy.
que nous savons calculer par approximation, et
f C?r's\n6de=f' fpdx.
Celte dernière intégrale représente le travail consommé par le frottement de la came sur le mentonnet, et, par conséquent, on peut, sans erreur notable, y remplacer P par sa valeur moyenne constante F, que nous connaissons; mais il faudra avoir soin d'observer, d'après la disposition de la machine, si le glissement a toujours lieu dans le même sens pendant la levée entière. Ainsi, par exemple, s'il arrivait que les cames poussassent le mentonnet partie en dessous, partie en dessus de la ligne des centres, dans la première période, le point de contact glisserait en s' éloignant du centre vers la tige et, dans la deuxième, en s'éloignant de la tige vers le centre, et, comme dans ces deux mouvements le travail du frottement
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serait toujours consommé en pure perte, il faudrait ajooter celui qui correspond k chacun d'eux, abstraction faite du signe; mais on aura rarement à établir cette distinction, attendu que, quand les pilons marchent en charge, la came ne les rencontre qu'à hauteur de la ligne des centres.
Appelant donc x, le chemin parcouru sur )e mentoonet par le point de contact et que le tracé donnera immédiatement, on aura, pour le travail total du frottement de la came su£i| fuentonnel,
Quant au terme relatif au frottement des tourillons de l'arbre à cames, on obtiendra immédiatement sa valeur en prenant pour 9 l'angle total ff décrit pendant la levée, et, en représentant par S' la valeur moyenne de l'effort variable S, elle sera exprimée par
/,p(M + S'-i-K/)e'; on aura donc
fsRt/e = f Pdy -hfP'x,-i-f,plM -hS' -\- Hp' )0'.
D'une autre part, l'effort moyen S', qui développerait, dans le même intervalle, la même quantité de travail, serait donné par la relation
S'KB'= fsRde.
On tire donc de ces deux relations
V - ffdr+f'Vx.+f.piM + Kp
et, par suite, la valeur de S'Rd' ou de la quantité de travail consommé pendant la levée par l'arbre à cames.
23. Effort moyen à exercer tangentieltement à la circonférence du rayon R pendant ta chute du pilon. — Entre l'instant oîi une came abandonne le pilon qu'elle conduisait et celui où la came suivante vient le reprendre après sa chute, l'arbre à cames décrit un arc facile à déterminer; car, si riniervalle
angulaire des deux cames est mesuré par un arc de longueur a à la distance R, l'arc décrit pendant cette marche à vide de la machine sera a — KQ'. Pendant le même intervalle, la seule résistance à vaincre est le frottement des tourillons de l'arbre, qui est dû à la pression M + KpS et, par conséquent, on a, pour topie cette période, en appelant S^ Teffort que la puissance ^30t exercer pour vaincre le frottement,
2i. Quantité totale de travail à transmettre à l'arbre à cames par seconde. — En résumant tout ce que nous venons de dire de l'action des cames sur les pilons, nous voyons que Ton a partagé toute la série des effets d'une même cao^e en trois périodes, dont la première est celle de la durée du choc, pendant laquelle l'arbre à cames consomme par chaque choc une quantité de travail exprimée par
la deuxième commence quand le choc est terminé et que le pilon marche avec la vitesse de la came, et finit quand la came abandonne le pilon pour le laisser retomber; pendant cette période, l'arbre à cames consomme une quantité de travail
exprimée par
S'RÔ
la troisième enfin qui s'écoule entre l'instant où le pilon a été abandonné par une came et celui où il est choqué par une autre et pendant laquelle l'arbre à cames dépense une quantité de travail exprimée par
Par conséquent, en récapitulant toutes ces quantités de travail relatives à un seul choc et supposant qu'il y ait n chocs par révolution de l'arbre à cames et [l révolutions par minute.
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la quaniité de travail qu'il faudra transmettre par seconde à cet arbre sera exprimée par
25. Cas où V arbre à cames est conduit par un engrenage monté sur Varbre de la roue. — Les moulins à pilons et les brocards présentent ordinairement une disposition qui, sans rendre les calculs plus difficiles, les complique un peu. L*arbre à cames, au lieu de porter immédiatement la roue hydraulique, reçoit le mouvement d'un engrenage monté sur celui de cette roue, de sorte que, à chaque choc ou à chaque ralentissement du premier arbre, il se produit, entre les dents de l'engrenage, un nouveau choc, d'où résulte la consommation d'une certaine portion de la force vive dont il faut tenir compte. C'est ce qui est facile en suivant la marche que nous avons déjà adoptée.
En effet, en appelant
X l'effort exercé, à un instant quelconque du choc, sur la dent du pignon ou de la lanterne de l'arbre à cames que nous supposerons vertical ;
r le,rù»])ttjB cercle primitif de cet engrenage;
et <î(iJB|ip|^nt les notations précédentes, il est évident que la quanljp&de travail
:> Xwrrf/,
développée pendant un élément dt de la durée du choc par cet effort,' s'ajoutera à celle qui est due aux forces d'inertie de l'arbre à cames et qui a pour expression (13)
— &)(/&) 2 mr%
et que, pour exprimer qu'à chaque instant la somme de ces quantités de travail est égale à celle qui est développée en sens contraire par la résistance du pilon et par le frottement
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sur le tourillon de la roue, on aura l'équation
- MrfMlmr'+ Xurrfi = Pwr' rff H-^ (P -H X) «A, d'où, en divisant par la et iotégrani depuis a^Q jusqu'à
= ir'+fp)fpdl--=(r-^fp)m'ta,^,
en se rappelant les résultats du n° 13.
Nous aurons à établir une équation analogue pour eiprimer qu'à chaque instant les forces d'inertie de l'arbre de la roue hydraulique et des masses qui se meuvent avec lui développent des quantités de travail égales à celles qui sont consommées par les résistances.
Pour cela, nous remarquerons que, dans le cas des roues hydrauliques ordinairement employées pour moteurs de ces usines, l'eau contenue dans les augets ou entre les aubes agit comme une masse excentrique qui, pendant le choc ou le ralentissement du mouvement, agit aussi par son inertie pour s'opposer à la diminution de la vitesse. Si donc oo nomme
Ni la masse de l'eau contenue à un instant quelconque djjis
la roue ; R, la distance de son centre d'inertie à l'axe ; ui la vitesse angulaire de l'arbre de la roue tiydraaliqaê àw
instant quelconque du choc; Imr', le moment d'inertie de cet arbre et di;s parties svmé- ■ iriquemenl disposées autour de son axe; R' le rayon du cercle primitif de l'engrenage conducteur; n et r' les nombres respectifs de dents de l'engrenage et du
pignon ; /' le rapport du frottement à la pression pour les dents en
contact; /,1e rapport du frottement à la pression pour les tourillons de
la roue et leurs coussinets; p' le rayon de ces tourillons.
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il est facile de voir que, en raisonnant comme on Ta fait précédemmenty on aura Téqualion d'équilibre
— 0), rfck), (2 mr J -+- N, Rf )
^R' (i-f-/'7r^^'j&).Xrff-f-/.p'(Xrff + N,R.rfa).)«,,
d'où, en divisant par coi et intégrant depuis a>i=i2, la plus grande vitesse angulaire , jusqu'à &)t = a)i9 la plus petite, on
déduit
(û.-ai,)[2mr; -f-(R.-/p')N,R.]
Entre cette relation et celle que nous avons obtenue précédemment
(û-M)r«mr;+(r-/p) rXd/l = (r'-H/p)m'a>r',
il est facile d'éliminer / Xdt, et l'on obtiendra, entre les vitesses angulaires Qi, ût)i et o), une relation du premier degré, à laquelle on devra joindre les rapports
Û,R'=ÛR, w,R'=:&)R,
attendu que le déplacement ou les chemins parcourus pendant la compression réciproque des corps sont tellement petits qu'ils n'altèrent pas les rappor|s constants établis entre les vitesses angulaires.
. En déAgnant de plus par Q!^ la vitesse angulaire moyenne de Tarbre deja roue hydraulique et admettant, comme relation suffisamment approchée, que
^, û, + w, iz, = »
on aura un nombre suffisant d'équations pour exprimer les vitesjfes angulaili'es Ht et û>)i avant et après le choc en fonction delà vitesse angulaire moyenne Q\ que l'on déduira de l'observation ou q^i^era donnée a priori.
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Par coDséquent, on obtiendra, en fonciion de celte vitesse Q' et des autres quantités connues, la consommation de force vive faîte à chaque choc autour de l'arbre de la roue hydraulique, el la quantité de travail que le moteur doit transmettre à la roue hydraulique aura pour expression
et devra s'ajouter à celles qui sont consommées pendant b levée et ia marcheà vide; on en déduira la quanUté de travail total qui, pour chaque levée de pilon, doit être transmise à
la roue hydraulique, et, en la multipliant par -^i nombre
de levées dans une seconde, on aura l'effet utile que la roue doit produire à chaque seconde.
On choc des camBB et des martaaaOt-
26. Différentes espèces de marteaux employés dam les forges.— On emploie, dans les forges et dans les autres usines métallurgiques, trois espèces de marteaux dont la forme et les proportions dépendentde l'usage auquel on les destine, savoir:
1° Les marteaux à bascule dits martinets {Jig. 1 1 ))• employés
.Fij. MI.
à l'étirage elau platinage des petits fers, aurafQpage des aciers, a la fabrication des armes blanches et de divjÉjUiutUs ; le poids
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du marteau proprement dit varie, selon l'usage, de 80 à 4o kilogrammes et au-dessous, et sa vitesse de 200 à 400 coups par mioute. I^ came agit sur l'extrémité du manche opposées celle où est fixé le marteau, et l'axe de roution eA entre ces . deux points.
2*^' Les marteaux à soulèvement (Jlg. na), dont la came sou-
lève le apicil& entre le marteau et l'axe de rotation. Unies nOD&e aussi Éh» marteaux, marteaux à l'allemande. Ils sont pai-ticulièi^eot employés à l'affinage du fer par la méthode allemande. Leur poids varie de 3oo à 4oo kilogrammes, et leur vitesse entre 70 et 200 coups par minute.
3" Les mameaux fronleaux {Jig. 1 i3}, ainsi noniQl^jnrce
que la came les saisît par rexlrémiïé du manche au delà du marteau par rapport à l'axe et dans le plan vertical de ce
manche. Ils sont en usage dans les forges où Ton fabrique le fer à la méthode anglaise, et pèsent de 25oo à 4ooo kilogrammes, y compris le manche qui est en fonte. Leur vitesse varie de 6e à loo coups par minute.
A cette classe se rattachent aussi la plupart des marteaux ou pilons employés au feutrage des laines ou à la préparation des chiffons pour la fabrication du papier.
La théorie du mouvement de ces trpj&espèces de marteaux est la même, sauf quelques modificaifôVà apporter aux formules relativement à la position de la came et du manche, que nous indiquerons en temps et lieu. Il arrive ordinairement, dans tous les cas, que le choc de la came contre le manche a lieu dans un plan horizontal passant par l'axe de rotation; nous raisonnerons dans cette supposition et nous distinguerons dans l'action des cames trois périodes : la première correspondant à la durée du choc ou de la compression réciproque de la came et de la partie du manche sur laquelle elle agit; la deuxième, qui commence à l'instant où Qnit le choc et dure jusqu'à celui où la came quitte le manche ; la troisième, qui s'écoule entre le moment où la came a quitté le manche et celui où une autre vient le choquer. Nous allons examiner successivement chacune de cefitrois périodes.
27. Après le choCy la came et le manche sont animés de la même vitesse. — A partir de l'instant où la came rencontre le manche, il se développe aux points de contact des efforts de compression réciproques, qui croissent jusqu'au moment où l'impression atteint son maximum. A cette limite, les poiHAs de contact marchent avec la même vitesse; mais au delà la réaction des ressorts moléculaires tend à effacer plus ou moins l'impression et à augmenter la vitesse transmise au marteau en diminuant celle de la came, de sorte que, selon leur degré d'élasticité, les corps devraient se séparer avec des vitesses différentes, ainsi qu'on Ta vu au n"" 10. Mais, d'une part, la répétition et l'intensité des chocs altèrent l'élasticité des points en contact, et de l'autre les dimensions générales du manche et de la came sont telles, qu'ils fléchissent en réalité fort peu, d'où résulte que, à la fm de la plus grande compres- ^
sion, le manche et la came marchent sensiblement avec la même vitesse. C'est ce que confirme l'observation; car, dans aucun des cas de la pratique, il n'est possible d'observer entre ces corps la moindre séparation.
28. Équation d'équilibre autour de l'axe du marteau, — Recherchons les relations qui s'établissent entre les différentes forces qui agissent sur le marteau à un instant quelconque du choc ou de la compression, en examinant d'abord le cas des marteaux à bascule ou martinets. Nommons à cet eiîet
N l'effort de compression exercé par la came sur le manche
du marteau; 0) la vitesse angulaire de l'arbre à cames à l'instant que l'on
considère; f>)' la vitesse angulaire du manche au même instant; R rzr C/, R'=C t les dislances respectives du point de contact
de la came et du mentonnet aux axes C et C de rotation; /' le rapport du frottement à la pression pour les tourillons
de la hurasse; p' le rayon de ces tourillons.
La force N devra faire à chaque instant équilibre aux forces d'inertie des divers éléments matériels du système et aux résistances passives.
Or, si l'on désigne par
m' la masse d'un élément quelconque du marteau; r' sa distance à l'axe de la hurasse;
sa vitesse à l'Instant que l'on considère sera r'cù'; la force d'inertie qui se développe quand la came lui imprime un accroissement de vitesse r'rfw' sera
et le moment de cette force par rapport à l'axe séfa
'^ -dr'
et la vitesse angulaire étant sensiblemenitt ipAàie iKiur tous
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les points du manche au même inslant, attendu sa rigidité el ses dimensions, on aura, pour la somme des moments pareils,
en déteignant par M'R'^le moment d'inertie Smr'du marteau, y compris son Dunche et toutes les ferrures dont il est garni. Pour trouver la pression exercée sur les tourillons, désignons par «'et/' les coordonnées rectangulaires de l'élément de masse m par rapport à deux axes, l'un horizontal, l'autre vertical, passant par le point C; il est évident que chacune
des forces d'inertie m . - pourra se décomposer en deux
autres, l'une verticale et égale à
l'autre horizontale et égale à
, rfw'
»■■'■ -iT'
et qu'il faudra prendre la somme des composantes de chacun
des deux groupes avec les signes convenables pour avoir les
pressions totales produites verticalement el horizontalement
par les forces d'inërtte. sur les tourillons; mais en désignant
par
X, et ^i tes coordonnées du centre de gravité G du marteau;
l sa distance à l'axe;
a l'auj^le formé par la ligne C'G avec l'horizontale ;
m' \a masse du marteau;
on a d'abord
*îî..,„.f^,
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La résultante totale des forces d'inertie est donc -^ m'/, et,
en la décomposant verticalement et horizontalement, on aura finalement, pour la pression exercée sur les tourillons à un instant quelconque du chèc, l'expression
i/(N-4- -^m'/cosflj -f-(-^m'/sinaj
- -0,96 (> -+- -j~-m'/cosfl) + 0,4 --77- m'isina,
attendu que, dans tous les cas de pratique, on est sûr a priori que le premier terme du radical est plus grand que le secoml par suite de la petitesse de l'angle a; mais, en outre, il arrive presque toujours que, le choc ayant lieu suivant la ligne CC qui est horizontale, on a a = o, et que la pression sur les tourillons se réduit à
d'après cela, nous avons, pour les martinets ou marteainc i '. bascule, la relation d'équilibre à un instant quelconque da choc
^K= ^ WW'-hfp' (n -h ^ m'A,
doù
^, •rfo/M'R"-f-fym'/
dt H'~/'p'
29. Observation relative aux marteaux à soulèvement et au marteau frontal. — Pour appliquer ce que nous venons de dire au marteau à soulèvement ou au marteau frontal, il sufOra d'observer que, dans ce cas, la pression N exercée par la came tend à soulever le manche, de sorte que la pression totale sur les tourillons a pour expression
attendu que le centre de gravité est, par rapport à Taxe, du même côté que le point d'application de N,
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Dans ce cas, on voit que la pression sur Taxe, produite par le choc, serait nulle, si l'on avait
-/ rfw' ,,
al
L'équation d'équilibre autour de l'axe du marteau devient alors
NR'= ^ M'K" + /y (n'- ^ m'A,
et, pour le cas où le deuxième terme du second membre est nul,
■^ NR'r^^ M'R'%
d'où l'on déduit
ce qui détermine la distance convenable du point de contacta ^è du marteau, pour qu'il n'y ait pas de choc sur les toudte. Le point ainsi déterminé est celui que l'on nomme "^ Irement le centre de percussion, et, dans la pratique,
^«TuiBervation pluiôt que le calcul a conduit les praticiens a faire effectivement agir la came vers ce point. Ainsi, dans un marteau à soulèvement, pesant en tout avec son manche et ses ferrures 6g6 kilogrammes, dont le centre de gravité était à la distance /= i°*,76 de l'axe de la hurasse, et pour lequel on avait trouvé M' =77, la formule précédente donne
R'^i-,62, et, d'après l'observation, on a
Cette légère différence en plus est d'ailleurs motivée sur ce que, dans ces machines assez grossières, l'équilibre ne pouvant être établi d'une manière bien exacte, il vaut mieux que la came choque le manche un peu au delà du centre de percussion, afin que le marteau ne tende pas à basculer du côté de la tète.
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30. Conditions d'équilibre autour de l'arbre à cames. — On vient de voir que la seule différence à établir entre les marteaux à soulèvement et les marteaux à bascule consiste en ce que la pression sur Taxe a, dans le premier cas, pour expression
et, dans le second cas,
at
Il suffira donc de se rappeler cette observation pour appliquer aux autres marteaux ce que nous avons déjà dît sur ceux à bascule, dont nous allons continuer la théorie, en recherchant les conditions de Téquilibr^utour de l'arbre à cames.
Chacune des masses élémentaires m située à la distance r de Taxe opposant au changement de vitesse angulaire dcù^ qui se
produit pendant le choc, une résistance m -rr-^ dont le mo-
ment par rapport a Taxe est m . ? la somme de tous les
moments des forces d'inertie des parties matérielles de cet arbre, que nous supposons symétriquement réparties autour de son axe, sera
La pression sur les tourillons de l'arbre à cames n'est due qu'à la seule force N, et nous aurons, pour l'équation qui exprimera que, à chaque instant du choc, les forces d'inertie de l'arbre à cames font équilibre aux forces de compression développées par la came et au frottement qui en résulte, la relation
- ^ MU'== NR 4-/Np := N (U -^/p);
/ désignera le rapport du frottement à la pression pour les
tourillons et leurs coussinets; p le rayon de ces tourillons.
En éliminant la pression inconnue N entre cette équation
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et celle du n*^ 29, relaiive à l'équilibre autour de Taxe du marteau, on a réquation
Si, pour simplifier les expressions, on observe que et qu'on pose
en observant que cette quantité K ne provient que de données constantes, la relation précédente prendra la forme
at dt
En rintégrant depuis &) = û, ou la plus grande vitesse angulaire de Tarbre à cames, jusqu'à a)=:Ga ou la plus petite, et
dR
depuis w'=o jusqu'à &/= -^5 attendu que le marteau part
du repos et marche après le choc avec une vitesse qui, pour
le point de contact, est la même que celle de la came, elle
donne
(i2-(k))MR»=:KM'R»o).
On remarquera que, pour les marteaux à soulèvement, on parviendrait à la même équation, dans laquelle on aurait
'"^ R / .rp-m7
Tp' V M'R"
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31. Expression des vitesses angulaires avant et après le choc en fonction de la vitesse angulaire moyenne. — De ré-,j. * quaiion ci-dessus on tire, pour Texpression de la vitesse an-' gulaire de l'arbre à cames après le choc en fonction de celle qu'il possédait avant le choc.
M 4- KM
formule dans laquelle la quantité K diffère toujours fort peu de
l'unité, attendu la petitesse des quantités ^j ^^^r^ et .-^■^.^
par rapport à l'unité. D'où résulte que o) diffère d'autant moins de Q, que M sera plus grand par rapport à M'. Or il arrive toujours, dans les usines à marteaux, que la masse de l'arbre excède de beaucoup celle du marteau, ce qui permet d'admettre, sans crainte d'erreur notable, que la vitesse moyenne Qf de l'arbre à cames, déduite de l'observation du nombre de tours faits dans un temps donné, est sensiblement égale à la moyenne arithmétique, entre les vitesses û et «, ce qui revient à poser
a l'aide de cette relation et de la précédente, il devient facile . d'exprimer les vitesses angulaires 12 et &> de l'arbre à cames avant et après le choc en fonction de la vitesse moyenne 0/ \ on en tire, en effet,
,, 2Û'(M-f-KM') 2i2'M
2M-f-KM') 2M-+-KM'
32. Perte de force vive pendant le choc. — Au moyen de ces valeurs, nous pouvons aisément obtenir celle de la perte de force vive produite par le choc.
En effet, avant le choc, la force vive du système se réduisait à celle de l'arbre et était égale à
Après le choc, elle se compose de celle que possède encore
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l'arbre et celle que le marteau a acquise et est égale à
(ù' MR^ -4- û/^M' R'» = w» R' ( M -h M' ),
attendu que la came ne quitte pas le manche et marche après le choc d'une vitesse commune avec lui. La perte de" force vive produite par le choc est donc
L (M + KM')» J
et, en substituant pour Q sa valeur en Q,', cette expression devient
4MM il R (7m + KM' )'
Sous celte dernière forme, on voit facilement qu'elle dimi-
nuera avec le rapport ^--- Or nous avons fait voir que, dans
tous les cas de pratique, K diffère fort peu de l'unité, et si l'on fait en conséquence, dans celte expression, K = i, on trouve que la perte de force vive a pour valeur -Ji2"M'R' quand M=rM', et£2"]VrR» quand M=:a>.
Ainsi, enire ces limites extrêmes, l'expression de la perte de force vive ne diffère pas de \ de sa valeur relative à la supposition de M = 00 .
Dans la pratique, il est fort rare que M' ne soit pas audessous de tV^ ( ' )• ^n admettant même cette limite, on trouve
(') Pour les martinets et marteaux à soulèvement employés à la fabrication du fer, on a au plus
Pour les marteaux front<iux, on a au plus
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que la perte de force vive serait exprimée par
On voit donc que, dans tous les cas de pratique, on pourra, sans crainte notable d'erreur, calculer la perte de force vive dans la supposition de M == oo . ^^I^lj^
33. Expression de la perte de force vive enfoncti^ÊÊm celle qui est gagnée par le marteau. — On peut aussi féS^ment exprimer la perte de force vive produite par le choc en fonction de celle qui a été acquise par le marteau et qui constitue, à proprement parler, l'effet utile du choc. En effet, on a, après ce choc,
*„, „ ?.Û'MR ^, , ,„ r./R'(9.M-+-KMM
(ù'K — &>R= -, , -^--,> d'où il'= rj^ ,
M -+- KM 2MR
et, en substituant cette valeur de 0/ dans l'expression générale de la perle de force vive, celle-ci devient
d'où l'on voit encore que, la force vive acquise par le marteau demeurant la même, la perte due au choc sera d'autant
plus petite que le rapport^ sera plus faible, et que, pour
M = 00 et K = I, cette perte se réduirait à
ou à la force vive acquise par le marteau, et comme, outre la perte produite par les compressions réciproques, l'arbre à cames transmet au marteau une force vive égale à la même quantité, il s'ensuit que, dans ces suppositions, la consommation totale de force vive faite par cet arbre et pour chaque choc est doublflide celle qui a été communiquée au marteau.
34. Consommation de force vive faite par V arbre à cames pour chaque choc. — Ce n'est pas sous cette forme que nous pouvons calculer en général U consommation de force vive de
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l'arbre à cames, puisque la vitesse angulaire du marteau, après le choc, ne nous est pas donnée a priori; mais, à Taide des expressions précédentes, il est facile de trouver sa valeur. En effet, cette quantité est évidemment égale à
et, d''d{t^èé les valeurs de Q et &> en fonction de û', elle revient II;: ;
Q^»MM^R>K
aMH-KM' '
expression dans laquelle tout nous est donné par le calcul ou par l'observation.
35. Travail consommé par le choc. — Puisque, à chaque choc, l'arbre à cames consomme cette force vive, il faut que le moteur la lui restitue et lui transmette une quantité de travail qui en soit la moitié et égale, par conséquent, à
2Q^»MM^R'K 2M-f-KM' '
et, s'il y a /i cames sur l'arbre et fz révolutions en i minute, la quantité de travail consommée par les chocs en i seconde sera
M-4-KM
36. Effort moyen exercé et travail consommé pendant la levée du marteau, — Après avoir calculé la quantité de travail consommée par le choc ou pendant la première période du mouvement des cames, passons à la seconde période, qui commence à la On du choc et se termine quand la came quitte le manche. La vitesse variant très-peu pendant toute la levée, nous n'avons pas à tenir compte de l'inertie, et nous pouvons établir immédiatement l'équation d'équilibw entre l'effort exercé par la came et les diverses résistances pour une position quelconque. À cet effet, nommons
/= C'G (fig. ii4) la distance du centre de gravité général du marteau et de son manche à l'axe C ,
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a l'angle formé par C'G avec l'horizontale, quand le marleau
est au repos ; ,
a l'angle dont le marteau s'est écarté de sa position initiale à
l'instant que l'on considère; S l'efîort normal que la came doit exercer sur le manche pour
vaincre toutes les résistances; Q le poids du marteau, de son manche el de ses ferrures.
FlM
I) est facile de voir que la pression sur les tourillons du marteau sera exprimée :
Pour les marteaux à bascule ou martinets, par
V^(Q-^Scos«)'+S'sin'«==o,96(0-+-Scbsa) + o,4Ssina; Pour jes marteaux à soulèvement et les marteaux frontaux,
V[(J — !)Cosa)'-(-S'sin'a = o,96(Q — Scos«)4-o,4Ssin«,
3^ près, attendu que, dans les deux cas, le premier terme <lu radical est -plus grand que le second. .
D'après cela, l'équation d'équilibre autour de l'axe G' sera, par exemple, pour les marteaux à bascule,
SR' = Q/cos((I-^a)+/'p'[o,96(Q + Scosa)-f-o,4Ssina], - "; jP*
en observant que, dans ce cas, comme dans celui des autres marteaux, la partie du manche sur laquelle la came agit étant
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dirigée vers Taxe C, le moment du frottement de la came contre le manche par rapport à cet axe est nul.
Mais, la force S étant variable avec l'angle a, nous ne pouvons obtenir sa valeur moyeniié^u'en calculant la quantité de travail qu'elle développe peniitei toute la durée du conuct. Multipliant pour cela les deijuF'membres de la relation cidessus par duf nous aurons, éilire les quantités de travail élémentaires ou les moments virtuels, l'équation
jSWda—Qlfcos{a-^a)da
-hf'p' (0,96 / Qrfa H- 0,96 / Scosa^fa
»,4 / Ssina(/aj
On observera que, dans cette relation, on peut, sans erreur sensible, substituer à S sa valeur moyenne S' dans les termes relatifs au frottement, et que, le chemin parcouru dans la direction de cet effort moyen étant Woc', on a, en intégrant depuis « = o jusqu'à a = a',
S'R'a'= r"sK'rfa = Q/[sin(a-^«') — sina]
-h/ p' ( o ,96Qa' -I- o ,96s' sl^a'.
— o ,4S'cosa' +JiiiÀf )»
ou, en appelant h l'élévation totale du centre de gravité pendant la levée et observant que
h = l[s\n{a -h a') — sina],
( SR'rfa = QA -T-/'p'(o,96Qa' -+- 0,968' sina'
— 0,4 S' cos a' 4- 0,4s' ).
On tire de cette équation
R'a'— /'p' [0,96 sin a' 4-0,4(1 — cos«')]'
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d'où Ton déduira facilement la quantité de travail
o/«/ .__ QA-ho,96/ p^Qg^
RV -/'p' [0,96 sin a! -4- o,4(i - cosa')] '
imprimée par la came pendant la levée.
On trouverait de même» pour les marteaux à soulèvement et les marteaux frontaux,
g, R,^,^ QA + o,96,fp^Qa^ ^ ^,
RV-t-/'p' [o,96sina' — o,4(i — cosa')]
37. Quantité de travail développée par le moteur pendant la levée. — Le moteur doit à chaque instant développer une quantité de travail égale à celle de toutes les résistances. En désignant donc par
P Teffort qu'il exerce à la distance K de l'axe de rotation,
p le rayon des tourillons,
/ le rapport da flrottement à la pression.
Ni le poids de l'arbre à cames et de son équipage,
la pression sur les tourillons des arbres de martinets, vu la petitesse ordinaire de l'angle a', pourra être exprimée par
N,-hP-S'.
En désignant par 6 l'angle décrit par l'arbre à cames à l'instant que l'on considère, nous aurons entre les quantités de travail élémentaires développées autour de cet axe la relation
ÇvVi,dO = ?^KdQ-^f?>'^^^^WoLdB'\-f^{^,'\-V'-?>')dB,
dans laquelle^ous introduisooê de suite, dans les termes relatifs aux frottements, les valeurs moyennes F et S' de P et de S. En observant que Rd := K'a et intégrant cette équation
depuis 0 = o jusqu'à 9 = 9' = -^ j nous aurons
P'R,9'=r PR.rf9 = S'R'«'-f-/S'^^y^^^-^
p(N.-hP'-S')ô
-Ji
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d'où
d'où l'on déduira la quantité de travail que le moteur doit développer pendant la levée
et, s'il y a ^ levées en une seconde, la quantité de travail que
le moteur devra développer par seconde, pour vaincre toutes les résistances relatives à cette période, sera
38. Quantité de travail relative à la marche à vide,— EnQUy lorsque la came a quitté le manche, l'arbre à cames tourne sans éprouver d'autre résistance que le frottement sur ses tourillons, qui est dû au poids de l'arbre et à l'effort moteur, et l'on déduira de suite la valeur de l'effort P' que doit exercer la puissance pour vaincre cette résistance, en faisant S' = o dans celle de P' relative à la levée. On a ainsi
Quant au chemin décrit par le point d'application de P'^ pendant cette marche à vide, on observera que, n étant le nombre des cames, l'intervalle qui les sépare à la distance R de l'axe
îiTrR est j et que, par conséquent, l'arc parcouru i vide à cette
dislance est
et qu'enGn l'arc décrit à la distance Ri ou par le point d'ap-
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plication de l'effort P'' est
Le travail développé par cet effort P'' pour chaque levée est donc
ou par seconde •
39. Récapitulation des quantités de travail consommées dans les trois périodes et rapportées à la seconde. — En récapitulant ce qui précède, on volt donc que la quantité totale de travail que le moteur doit transmettre à Tarbre à cames dans chaque seconde sera représentée par
On voit donc que, par l'observation des divers éléments qui entrent Ans cette expression, on pourra déterminer la quantité de travail transmise au récepteur ou son effet utile. L'application de cette théorie a été faite maintes fois par MM. les élèves de l'École à l'occasion de leur lever d'usine, et les résultats qu'ils ont obtenus ont été pleinement confirmés par leur comparaison à ceux que, dans certains«as, on a pu déduire d'expériences directes.
40. Effet utile proprement dit. — Nous venons de calculer la quantité de travail totale qui doit être transmise à l'arbre à cames pour vaincre toutes les résistances développées à chaque instant; mais, une partie de ce travail étant consommée en pure perte par la résistance et par les pertes de force vive, l'effet utile proprement dit lui est inférieur et se réduit, d'une part, à la moitié de 1^ force vive imprimée au marteau et, de l'autre, à la quantité de travail correspondant
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à son élévation» et, par conséquent » cet effet utile a pour expression
On remarquera que, dans ces expressions de l'effet utile et du travail transmis à l'arbre à cames, le terme relatif à la force vive de Toutil crott comme le carré de It TÏt^çsse angulaire, et que, par conséquent, ces quantités de^ii^llltugaientent plus rapidement que le nombre des coups' -^tecIQArleau.
ki. Quantité de travail nécessaire pour produire une déformation donnée dans le, métal. — On peut calculer le travail nécessaire pour produire sur le métal, à un état donné de chaleur, un changement de forme déterminé. En effet, si nous prenons d'abord pour exemple le marteau frontal, nous connaissons la vitesse angulaire moyenne Q,' avec laquelle il marche quand la came le quitte, et, en vertu de cette vitesse, il continuera encore à s'élever jusqu'à une hauteur A' déterminée par la relation
Arrivé à cette hauteur, il retombera sur le métal, et la gravité développera sur lui une quantité de travail ■
qui sera tout entière employée à produire la déformation du métal que Ton pourra mesurer; et si l'on remarque que, dans cette compression de la matière, les molécules choquées ou celles qui en sont voisines ne reçoivent que des vitesses à peu près nulles, on pourra, d'après les lois connues de la pénétration des solides à travers les divers milieux, regarder la résistance comme indépendante de la vitesse et proportionnelle à l'aire ou à l'amplitude de l'impression. Nommant donc
a ex b les côtés de celte amplitude ordinairement rectangulaire, e la profondeur de l'impression.
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K le rapport constant de ia résistance à l'amplitude de l'impression ou la résistance par mètre carré, on aura, pour déterminer K, la relation
Q(A + A') — Kaie.
En faisant de pareilles observations, on devra tenir compte en même temps de l'état, de la couleur on de la température du métal, pour ne comparer que des résultats obtenus dans des circonstances analogues ('}-
Dans le cas où le marteau est arrêté dans sa course, soit par une pièce de renvoi, comme pour ceux à bascule, soit par un ressort ou rabat, comme pour ceux à l'allemande, il se produit contre ces obsucles une pêne de force vive qu'il est assez difficile d'évaluer; on ne peut, pour ce motif, déterminer exactement celle qu'il possède dans son mouvement de retour. On remarquera toutefois que celle perte de force vive est due aux compressions réciproques qui se produisent aux points mêmes de contact, dont l'élasticité, altérée par l'intensité et la répétition des chocs, ne restitue à peu près rien du travail employé à la produire, mais que la portion de la force vive qui a été consommée par la flexion générale du manche ou du ressort est restituée à peu près en totalité, attendu que ces pièces sont faites avec des bois élastiques et fléchissent, en réalité, fort peu. Si donc on mesure, ce qui est facile, la quantité dont le manche ou le ressort est fléchi pendant le choc, on pourra, d'après leurs dimensions et le coefficient connu de leur élasticité, calculer la quantité de travail consommée par cette flexion et restituée ensuite au marteau. En l'ajoutant à celle qui est due à la descente de ce marteau de la hauteur qui correspond à l'instant où il touche le renvoi, revenu à sa position de repos, on aura la quantité de travail totale que le marteau vient développer pour produire une impression déterminée, et l'on pourra ensuite, coUiine dans
I prodoltM pu l'Mdoa dot mir- K f( ^» lioifaiGe, par
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le cas du marteau Trontal, déterminer la résistance de la matière à la compression.
La théorie précédente des divers genres de marteaux s'applique aux moulins à pilons des papeteries, aux foulons, qui ne sont, à proprement parler, que des marteaux à bascule ou à soulèvement, ex, en ayant égard aux dispositions particulières de chaque usine, on n'éprouvera aucune difQculté pour ces applications.
A>2. Cas où l'arbre à cames est conduit par un engrenage. — Nous avons supposé jusqu'ici que le moteur agissait directement sur l'arbre à cames, ainsi qu'il arrive ordinairement dans la plupart des forges où cet arbre porte la roue hydraulique; mais on construit souvent aujourd'hui des marteaux dont l'arbre à cames est conduit par un engrenage monté sur celui de la roue hydraulique.
Par suite de cette disposition, il se produit à chaque coup de marteau un choc entre les dents de l'engrenage et une perte de force vive dont il faut savoir tenir compte. C'est ce qui sera facile en raisonnant comme on l'a fait au n® 25, pour le cas des moulins à pilons ou des bocards à engrenage.
En effet, en conservant toutes les notations précédentes et nommant
N l'effort exercé par le marteau.
Si l'effort exercé à un instant quelconque sur la dent du pignon de l'arbre à cames, r le rayon de ce pignon,
on aura, pour l'équation d'équilibre autour de Tarbre à cames,
r-^lia*=NR-f-/p(S.4-N
en supposant» par exemple, que les efforts ^i et N sont parallèles et dirigés dans le même sens; d'où l'on tirera
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et par suite
KM'R»û)-(û-û))MR>
S,dt =
en se rappelant les notations adoptées aux n*** 28 et suivants. Autour de l'arbre de Tengrenage moteur, on aura une relation analogue, et, en appelant
Ms la masse de l'eau contenue dans la roue et qui agit par son inertie pendant le choc,
R, la distance à laquelle elle est placée de Taxe de rotation,
R"^ le rayon de la circonférence primitive de la roue d'engre-* nage montée sur l'arbre de la roue hydraulique,
^r\m = W^"^ le moment d'inertie de l'arbre de la roue hydraulique et de tout son équipage,
12i et a)i les vitesses angulaires de cet arbre avant et après le choc,
/i le rapport du frottement à la pression pour ses tourillons et leurs coussinets,
pt le rayon des tourillons,
il et ni les nombres de dents de la roue et du pignon,
/le rapport du frottement à la pression pour les dents,
il est facile de voir que cette relation se réduira à
= (R--y;p.4-rR'7r^') Js.rf/.
Or, entre cette.équation et la précédente, qui sont toutes deux
du premier degré, on éliminera / Si c//, et il ne restera qu'une
relation entre les quatre vitesses angulaires Qi , a)i , û et gd, auxquelles on devra joindre d'abord
R'^Û.^RÛ, R'^w.r^Rû) et
Î2i -H Ml
en appelant 12', la vitesse angulaire moyenne de l'arbre de la
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roue hydraulique déduite de Tobservation, et qui est d'ailleurs liée à celle de l'arbre à cames par la relation K'^Q.\ = Rû'.
On aura donc ainsi quatre équations, à Taide desquelles on obtiendra facilement Texpressioii des vitesses angulaires û, et 6)1 de l'arbre de la roue hydraulique, avant et après le choc» en fonction de sa vitesse moyenne Ô', et de quantités connues, et l'on en déduira la valeur de la force vive consommée par cet arbre pendant le choc et, par suite, celle de la quantité de travail correspondante
;^ • -(iiî-wDM-'R"'
que le moteur doit développer i chaque choc.
Le reste du calcul se continuera, dans ce cas, comme nous l'avons déjà indiqué, sans offrir aucune difficulté particulière.
Des machines à percer, à découper, à étamper et à frapper
les monnaie.
■\^ h9. Description sommaire. — On emploie, dans les ateliers > Se constructfbn et dans les arsenaux, des machines à découper, ou emporte-pièces, de différents genres, qui se distinguent les unes des autres par leurs dispositions particulières, mais qui agissent, en général, par le choc d'une masse animée d'une grande vitesse, ou plutôt d'une force vive considérable, sur la matière à enlever.-
Un des appareils de ce genre le plus fréquemment usité est le balancier à découper {Jig. ii5) mû par des hommes. Il en existe un grand à l'Arsenal d'Artillerie et un petit à l'Arsenal du Génie à Metz. Nous les prendrons pour exemples de la marche à suivre dans le calcul de ces sortes de machines, et il sera facile ensuite d'en déduire la manière dont on devrait procéder dans d'autres cas.
L'outil destiné à percer ou à découper un trou dans des pièces de métal est ordinairement en acier fondu trempé; il porte le nom de poinçon et se termine inférieurement par une face plane perpendiculaire à la direction de son mouvement, et dont le contour a exactement la forme du trou que
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Ton veut obtenir. A partir du tranchant, ie poinçon se rétrécit an peu vers le haut, afin que, après son passage dans le trou qu'il Tait, le reste da corps de l'outil n'éprouve aucune résistance latérale. Ce jrèlnçon s'engage, par une portion troncoaique ou cylindrique, dans une pièce plus forte nontmée
mandrin ou emprunt; il y est arrêté soit avec des vis, soit avec une clef, ou cheville, qui les traverse tous les deux. Le mandrin et le poinçon qui y est flxé s'élèvent verticalement et sont guidés dans ce mouvement par des coulisses prismatiques ou cylindriques, adaptées aux supports du balancier et parfaitement ajustées.
Le mouTemenl d'ascension du mandrin est produit par celui d'une vis en fer à filets carrés, qui est liée au mandrin; mais, comme la vis tourne en s'élevant et en descendant, tandis que la mandrin et le poinçon ne doivent avoir qu'un mouvement vertical, on assemble ces deux pièces au moyen d'un collet i. vis, qui ne les rend solidaires que dans le sens vertical et permet à la vis de tourner sur elle-même, tandis que te mandrin, retenu par ses coulisses ou guides, ne peut que descendre ou monter verticalement.
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La vis à plusieurs filets» ordinairement au nombre de trois ou quatre, traverse un écrou en bronze, logé dans le chapeau, qui réunit les deux montants du balancier, et sa tête est engagée dans un grand levier en fer dont les deux extrémités portent des masses sphériques ou lenticulaires, destinées à augmenter le moment d'inertie des pièces qui tournent avec la vis. C'est de ce levier ou balancier que la machine tire son nom.
Le support de la machine, ordinairement en métal, se compose de deux montants réunis par un chapeau et paonne semelle; le tout est coulé, le plus souvent, d'une seule pièce, et posé sur un massif solide en maçonnerie où en charpente. La semelle présente, en dessous de la vis, une ouverture sur laquelle se place une plaque plus ov[ moins épaisse, selon les cas, et que l'on nomme porte-matrice, et dans laquelle se fixe, à l'aide d'une vis, la matrice, dont l'ouverture est précisément de mêmes dimensions que le poinçon; celle-ci, qui doit être en acier fondu trempé, se place avec le plus grand soin, de manière que le poinçon la traverse sans frottement.
D'après cette description succlnde, le jeu de la machine est facile à concevoir. Des hommes, agissant à l'extrémité du levier, soit directement à bras, soit par l'intermédiaire de tiraudes, impriment à la vis et à i^on équipage une ?itesse de rotation et, par suite, une force vive considérable. Au travail qu'ils développent s'ajoute celui de la gravité, diminué de celui que consomme le frottement des filets. Le poinçon atteint la pièce à percer ou à découper, que Ton a poussée sur la matrice, et, en vertu de la force vive acquise par le système et quelquefois de l'effort que les hommes exercent encore pendant le percement, il pénètre à travers la matière et en détache une partie de même dimension que le volume engendré par sa surface tranchante. La vitesse de descente et de rotation de la machine est considérablement diminuée à la fin du percement ; mais , passé ce terme , la résistance devenant nulle, le mouvement s'accélère de nouveau, jusqu'à l'instant où la machine est arrêtée, soit par un obstacle fixe, qui éteint en pure perte la force vive qu'elle possède encore, soit par
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des ressorts qui lui en restituent une portion plus ou moins grande.
Cela posé, on voit qu'une même descente de la vis correspond i trois périodes distinctes de mouvement, qu'il faut examiner à part. Dans la première, relative à la descente de la vis et de son équipage, depuis le moment où le moteur commence à agir jusqu'à celui où le poinçon atteint la pièce à percer, le mouvement s'accélère par l'action simultanée et successive des hommes et de la gravité. Dans la deuxième, correspondant à toute la durée du percement, le mouvement se retarde jusqu'à l'instant où, la pièce à découper étant traversée, la troisième période commence, et le mouvement s'accélère de nouveau jusqu'à ce qu'il soit tout à fait éteint par des arêtes Oxes ou par des ressorts.
Nous allons examiner successivement ce qui se passe dans chacune de ces trois périodes.
44. Théorie du balancier à découper ordinaire. Première période du mouvement. — A cet effet, appelons :
Q le poids de la vis, du balancier, des sphères, du mandrin, etc.; r' le rayon moyen des filets de la vis ; h' le pas;
a l'angle d'inclinaison du filet moyen à l'horizon; r la distance à l'axe de la vis d'un élément quelconque de
masse m; a> la vitesse angulaire à un instant quelconque de la descente
de la vis; (ù' la vitesse angulaire au moment où le poinçon atteint la pièce
et où le choc et le percement commencent; H la hauteur totale dont le système est descendu à cette
époque ; P Teffort variable exercé par les hommes sur le levier dans le
sens de Tare décrit; dt l'arc élémentaire décrit dans dt par le point d'application
de P.
Pendant la descente, la pression sur les filets de la vis se
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borne à son poids Q, dont la composante Qsina, parallèle aux filets, tend à la faire glisser, tandis que le frottement qui résulte de la composante Qcosa, normale à ces fllets» s'oppose à ce mouvement.
L'effort p horizontal et tangentiel au cylindre du rayon r', qu'il faut exercer pour faire descendre la vis, a pour expression (voir n~ 73 et suivants, Section III)
rk/— t^ï^g* ^^i-^tang*a ^^
p = Q - — 2î — - — =/Q 3r— ^ Qtanga,
^ ^ i-f-/tanga -^ ^ i -f-/tanga ^ ^ '
expression qui, attendu que tanga = -,9 revient à
27rr
27rr' (27rr' -^ fh') iizr'
Cet effort agissant horizontalement, si la vis descend d'une hauteur H, son point d'application parcourra un arc égal à
le travail consommé dans ce déplacement par la résistance de la vis sera
'^ h' -^ ^ 2 7ir' -^Jh h' ^ ' ^
( ^ ) Frottement de la vis dans le mouvement 'varié. — L'expression da frottement donnée dans le texte convient au mouvement uniforme. Dans l'exemple traité, le mouvement est variable, et il en est de même de la pression normale N sur les filets; celle-ci peut changer de signe, pendant la course, ce qui exige une discussion spéciale dans chaque cas.
Supposons que la vis appuie sur Técrou de haut en bas, on trouve, en projetant le mouvement snr Taxe de la vis,
cos a -t-y sin a \ ittg dt J
Au moyen de cette expression, on peut calculer le travail du frottement /N; en appliquant le principe des forces vives, on trouve que, dans l'équation (i),
p. 609, il faut ajouter au second membre la quantité { oi'* Q 7 — j — ^77 -71
ce qui revient, en conservant les autres termes, à remplacer dans le premier
. Q A'« Qr'h' h'-nnr'f membre - 7— r par -j^r^ -> • (K.)
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Pendant cette môme période, la puissance motrice développe la quantité de travail
qui doit être prise depuis s = o jusqu'à la valeur de s qui correspond à Tare total décrit par le point d'application de P pendant l'action du moteur. Cette quantité de travail eet^ par exemple, celle que peuvent livrer les hommes à chaque coup de balancier.
Quant à la variation de la force vive, il est clair que, la machine étant partie du repos et ayant acquis dans le sens horizontal une vitesse angulaire <«>' à l'instant où le poinçon atteint la matière à percer, elle possédera à ce moment, dans ce sensi une force vive de rotation exprimée par ca'* 2 mr*.
Mais ces pièces sont en outre animées d'une vitesse de des-
cente commune et verticale égale à — pour un instant quel-
w' A' conque, et à pour celui que Ton considère, ce qui cor-
respond à une force vive acquise dans le sens vertical et égale a
^TT g 4^
en appelant M = - la masse totale de la vis et de tout son
équipage.
D'après ce qui précède, le principe des forces vives, appliqué à cette première période, nous donnera l'équation
On remarqueia que, dans cette descente de la vis, nous avons négligé de tenir compte de la quantité de travail consommée par le frottement contre la lunette qui lie le mandrin à la vis, parce qu'il est, dans ce cas, extrêmement faible.
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L'équation précédente donnera la vitesse angulaire tù' k Tinstant où le poinçon atteint la pièce à percer, lorsque Ton connaîtra la quantité de travail livrée par le moteur à chaque coup de balancier. On sait, par exemple, d'après les observations de Coulomb et d'autres ingénieurs, qu'un homme agissant alternativement sur une liraude développe une quantité moyenne de travail de S'^'^jSo par seconde, à raison de huit heures de travail par jour. Lors donc qu'on aura observé le nombre de pièces découpées, dans un temps donné de travail suivi, on en déduira le nombre de coups par seconde, et, par suite, la quantité de travail livrée par le moteur à la machine pour chaque coup.
A l'inverse, si, à l'aide d'appareils particuliers, on pouvait déterminer immédiatement co', l'équation ci-dessus donnerait
la quantité de travail l Vds développée par le moteur.
hH, Deuxième période du mouvement. — Passons maintenant à la deuxième période, pendant laquelle le poinçon pénètre dans la matière, et appelons
F la force de réaction ou la résistance totale de la matière au percement, à un instant quelconque du mouvement;
e l'épaisseur de la pièce à découper au même instant;
c le contour de Touverture ou de la partie à enlever: c'est aussi celui du poinçon ;
K un coefficient constant dépendant de la nature de la matière découpée.
Nous admettrons, jusqu'à ce que l'expérience ait prononcé, que la résistance F esta chaque instant proportionnelle au contour c, à l'épaisseur e et au coefOcient K, de sorte que nous
aurons
F = Kc^.
On voit que, dans cette expression, K représente, à proprement parler, la résistance de l'unité de surface à découper. D'après cela (fig. ii6)
E étant l'épaisseur totale de la pièce à percer;
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h la hauteur totale dont le poinçon est descendu à l'instant du percement que Ton considère, H conservant la signification précédente 9
Fig. 116/
la profondeur de l'impression ou le chemin parcouru dans
le sens de F Jusqu'à l'instant que nous considérons, sera h — H,
et l'on aura
er=:E-(A~H);
par conséquent, la quantité de travail développée dans l'élément de temps dt par la résistance F sera
Frf/i = K cedh ^ Kc (E -h H - A) rfA ;
et, en intégrant depuis A = H jusqu'à A = H + £, on a, pour le travail total de F pendant le percement.
FrfAr^:: Re-
cela posé, à un instant quelconque du percement, la vis éprouve, de la part de la matière, la résistance F dirigée en sens contraire de son mouvement de descente, qui se retarde, dans l'élément du temps, dans le sens vertical et dans le sens horizontal; et si nous désignons par dtù la variation de la vi-
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lesse angulaire horizontale, celle de la vitesse verticale sera
L'inertie de la masse totale — de la vis et de son équipage tend
à s'opposer à ce retard avec une intensité mesurée à chaque instant par
IL Ç^ — *1^M
27r J dt iT. dt ~~ 2t: g W'
le poids Q de la vis se joint d'ailleurs ici aux forces d'inertie pour entretenir le mouvement de descente, et la résistance que la vis éprouve dans le sens vertical a pour expression
27r g dt
Nous la représenterons provisoirement, et pour simplifler les formules, par g, et nous aurons à exprimer qu'à chaque instant du percement il doit y avoir équilibre entre cette résistance, les frottements qui en résultent d'une part, et de l'autre entre les forces d'inertie tangentîelles ou de rotation qui tendent à entretenir le mouvement , auquel s'ajoute l'efiFort P, développé par le moteur pendant le percement.
On remarquera d*abord que, la résistance 'g éprouvée par la vis agissant de bas en haut, les filets seront appuyés par leur surface supérieure contre la face inférieure de ceux de l'écrou, et il est facile de voir» en suivant la marche indiquée dans la Section 111» que TefTort /?, tangentiel au cylibdre des filets moyens de rayon r', qu'il faut exercer à chaque instant pour faire descendre la vis, a pour expression
^ ■" * ï^/tanga ~ ^ ^iir'—fh '
Si la vis descend de la quantité élémenuire dh dans l'instant dt, le point d'application de celte force p parcourra le
chemin élémentaire ds = -yy- dh, de sorte qu'elle dévelop-
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pera, dans Télément du temps, une quantité de travail
' inr'-'fh' A'
dh.
Le mandrin est pressé contre le'bout de la vis, pendant le percément, par un effort exprime par F H "^ "^^' ^^^
donne lieu à un frottement analogue à celui des pivots. En appelant p le rayon de ce pivot et/' le rapport du frottement à la pression pour les surfaces en contact, il est facile de voir que cette résistance développera, en sens contraire du mouvement pendant di, une quantité élémentaire de travail mesurée par
^•^ \ 27: g dt ; h'
Enfm le frottement que nous venons d'évaluer, et qui s'exerce sur la tête du mandrin, tend à le faire tourner et à presser les oreilles dont il est garni dans les coulisses qui les guident; de là résulte un nouveau frottement qui agit dans le même sens que la résistance F et qui, en appelant
f*' le rapport du frottement à la pression pour les coulisses; / la distance moyenne des oreilles à l'axe de rotation,
a pour expression
/■/•("-r.fè-e)!?'
Cette résistance consommera dans l'élément du temps la quantité de travail
\ 21: g dt J 3 l
Mais il est évident qu'à cause de la petitesse ordinaire des quantités/', y et du rapport j on pourra, sans erreur notable, négliger ce dernier frottement, dont la considération ne compliquerait au reste nullement les calculs.
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D'une autre part, l'efforl moteur P développera, dans le même intervalle, une quantité de travail mesurée par
R étant le rayon de l'arc décrit par son point d'appltcaiion ; et les forces d'inertie horizontales ou de rotation développeront dans le même sens la quantité de travail
numériquement égale à la moitié de la variation de la force vive de rotation pendant le même temps.
Nous aurons donc, pour exprimer qu'à chaque instant il y a équilibre entre les différentes forces du système ou qu'elles développent des quantités de travail égales on sens contraire» l'équation
Mdoy Zmr^ -h V as = a -^ — ^77-7 ,, ah
OU, en remplaçant a par sa valeur a = F — -r-— Ot
' ^ ^t: g dt '
'•' \ 7.1: g dt ^J h' '
dh h' qui, en observant que -r = — w, revient a
iT.r'f+h' , \ zn
t7T.r'f+K _^f.\^jf
Ci)
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OU, en posant, pour simpliGer,
iTzr' ^ fh' ^*^ ' 2.r.v' — II' *•' ^
équation qui, intégrée pour toute la durée du percement, ou depuis a) = (k>' jusqu'à w=&>", correspondant respectivement à A = HetA = H-f-E, nous donnera
{ 1 mr^ -f- A' — — 1 -f / ?ds
(.) ! ' ^ ^^gi j
=:^(^AfFdh-^\'QEy
Dans les balanciers ordinaires, où les hommes agissent sur des tiraudes et impriment au système une grande vitesse de rotation, au commencement de la première période, en bornant là leur action sur la machine, le terme / Vds est nul
pendant la durée du percement, et, dans les balanciers où les hommes agissent à la main sur les bras du levier et prolongent leur effort pendant la seconde période, le travail qu'ils développent pendant cette période est très-faible par rapport à celui qui correspond à la variation de la force vive; on peut
donc presque toujours négliger le terme / P(/<par rapport au
premier. Il en est de même du terme Q£, relatif au travail développé par le poids de la vis et de son équipage, pendant le percement, attendu que £ est toujours très-petit.
46. Équation à employer pour les balanciers à tiraudes. — D'après cette observation, l'équation à appliquer aux balanciers mus par des hommes qui agissent à Taide de tiraudes, pour imprimer une certaine vitesse au système, qu'ils abandonnent ensuite à lui-même, ainsi que cela a lieu, notamment pour celui de l'Arsenal d'Artillerie de Metz, se réduira à
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d'où l'on tirera
/ Tdh = kc ^ ^ ^ ^^L£Z + ±. QE.
47. jlforfe â suivre pour déterminer le coefficient K par l'expérience. — Lors donc que, par des moyens particuliers, on aura pu déterminer la vitesse angulaire &)^ à la Gn du percement, on déduira de cette équation la valeur du coefQcient constant K, ou de la résistance du métal décodpé, sur Tunité •ide surface de rupture, et Ton pourra vérifier, par la comparaison des diverses valeurs de K correspondant à des valeurs différentes de c et de E, si la loi que nous avons admise précédemment pour la résistance au percement est effectivement celle qui la régit. Cette loi étant une fois vérifiée et la valeur de K étant ainsi déterminée, on pourra en déduire la quantité de travail que nécessite le percement d'une pièce d'une épaisseur donnée, selon un contour connu.
k8. Moyens à employer pour déterminer la vitesse angulaire à la fin du percement. -~ Il est en général assez difficile de déterminer la vitesse angulaire (ù" correspondant à la fin du percement; mais on peut cependant y parvenir dans différents cas, comme nous allons l'indiquer.
Il arrive d'abord quelquefois que le percement ne peut s'effectuer d'un seul coup de balancier, et que par conséquent la vitesse est totalement détruite par une impression ou un découpage partiel de la pièce. Dans ce cas, on fera dans l'équation ci-dessus w" = o, en y mettant pour E la valeur correspondant à la profondeur observée de pénétration. Dans d'autres cas, le percement est complet, mais la vitesse est sensiblement éteinte à la fin : c'est ce qui arrive assez souvent, quand des hommes ont à découper un grand nombre de pièces de même matière et de mêmes dimensions, parce qu'ils acquièrent assez d'habitude pour proportionner leur effort à la résistance à vaincre.
Enfin certains balanciers, et particulièrement celui de l'Ar-
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senal d'Artillerie de Metz, sont munis de dispositions spéciales qui permettent de déterminer facilement la vitesse (ù'\
49. Disposition particulière du balancier de V À rsenal d' À rtillerie de Metz. — Sur la circonférence décrite par celle des sphères qui est opposée au point d'action des hommes, on a disposé un ressort en spirale, contre lequel elle vient éteindre graduellement sa vitesse. Si l'on suppose que ce ressort soit convenablement proportionné et que son élasticité ne soit pas notablement altérée par ce choc, il développera en se débandant, après sa compression, une quantité de travail égale à celle que le système aura exercée sur lui en le faisant fléchir, et la vitesse de retour qu'il communiquera à la vis sera sensiblement égale à celle avec laquelle elle sera venue le cho* quer; comtne il sera facile d'observer jusqu'à quel point de la circonférence la vis ou le balancier revient dans ce retour, on pourra en déduire la vitesse, qui a été restituée au système, et qui est égale à la vitesse d'arrivée que l'on cherche.
En effet, en appelant tù" la vitesse angulaire de retour cherchée; H'^ la hauteur dont la vis s'est relevée par suite de l'action du ressort et à laquelle correspond une vitesse angulaire nulle, il est facile de voir que, en conservant d'ailleurs les notations précédentes, on aura
\ g ^T^ I -^ ir.r' —fil' II'
d'où l'on déduira (ù".
Cela falVpuisque la vis ou le balancier atteint le ressort avec une vlteite Ipgalaire (ù'^y et qu'à partir de la fin du percement jusqu'à ce moment la vis n'est sollicitée que par son poids et par le frottement des filets contre l'écrou, on aura, en nommant H' la hauteur dont elle descend, depuis la fin du percement jusqu'à l'instant où elle rencontre le ressort, hauteur qui est donnée par l'observation directe,
• (»-' - 0.-) il mr^ + 9., .^\ = QH' _/Q ^!l!±^ ": , ' \ g' 47rv 27:r -h/A' /*'
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d'où Ton déduira la vitesse cherchée 6)' correspondant i la On du percement.
Cette méthode suppose, comme on le voit» que le ressort conserve son élasticité et que, pendant sa flexion et son débandement, il ne se développe pas de frottenients ou de résistances capables d*altérer notablement la vitesse de retour; mais il arrive souvent dans la pratique que les choses sont disposées d'une manière moins convenable, et voici comment on devra s'y prendre pour tenir compte des résistances.
On observera d'abord jusqu'à quelle position le ressort renvoie le lavier pendant le travail habituel de la machine, puis, en relevant la vis à diverses hauteurs et Tabandonnant à son poids, on déterminera, par tâtonnements, jusqu'à quelle hauteur il a fallu l'élever pour que le ressort renvoyât le levier à la même distance que pendant le travail. Cela fait, la formule
iotj*'* 1 mr^ -h — -7 — 1 = OH" — /Q ^ — ; jm
dans laquelle on mettra pour H^ la hauteur de relèvement, déterminée comme ci-dessus, donnera la valeur de la vitesse angulaire (o^, avec laquelle le balancier vient i la flnde chaque opération rencontrer le ressort. On procédera ensuite à la recherche de &)'', comme il a été dit plus haut.
50. Appareils qui donnent directement la vitesse à un instant quelconque du mouvement. — 11 existe d'autres moyens plus commodes et plus précis de déterminer, à un instant quelconque de l'une des trois périodes du mouvement du balancier, la vitesse de descente ou la vitesse angulaire dont il est animé. Ils consistent en général dans la combinaison d'un mouvement connu avec le mouvement à déterminer, d'où l'on déduit une courbe qui représente la relation continue entre le temps et l'espace parcouru, et qui, par l'inclinaison de ses tangentes, permet de déterminer pour chaque position la vitesse angulaire. A l'aide de ces appareils, on connaîtra donc la vitesse à la fin de la première période, et l'on pourra déduire, de l'équation qui y est relative, la quantité de travail
Vds imprimée parle moteur à chaque coup du balancier;
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puis, connaissant la vitesse au commencement et à la fin de chaque percement, on conclura, de l'équation relative à cette période, la quantité de travail / Fdh =Kc — consommée par la résistance de la matière, et par suite la valeur de K.
51. Balancier à élamper, à battre les monnaies. — Lorsqu'il s'agit des balanciers à étamper, à battre les monnaies ou à Taire des empreintes [/g-. 1 17 }, la vitesse i la fin de chaque
opération est toujours nulle; mais il faut observer qu'alors la résistance F suit une loi différente. On peut admettre, dans ce cas, qu'elle est proportionnelle à l'aire ou à l'amplitude de l'iropression et à la profondeur e de cette impression, et qu'elle est représentée par F = Kae, et son travail total par
, Kae'
le coerficieni K exprimant alors la résistance par mètre carré de la matière à la compression.
On procédera, d'ailleurs, au reste du calcul comme dans le cas précédent.
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52. Résultait d'expériences. — Nous terminerons ce que nous avons à dire sur les machines à percer et à découper, en rapportant ici succinctement quelques résultats d'expériences obtenues, avec le balancier de l'Arsenal de rArtillerle de Metz, par M. Morin, à l'aide de l'observation de la loi du mouvement vertical de descente de lavis pendant les diverses périodes.
En laissant d*abord descendre la vis sous la seule action de son poids, et déterminant avec un appareil chronométrique à style la vitesse acquise après une hauteur de descente connue, il a trouvé que le rapport du frottement à la pression pour cette vis et son écrou, enduits de suif durci, éiait/=o,io, ainsi que le montrent les expériences directes faites sur le frottement des surfeces planes de même nature dans le même état ; ce qui vériOe la théorie du frottement des vis à filets carrés, développée dans la Section III. En observant ensuite de la même manière la vitesse que cinq hommes, habituellement employés a cette machine, lui imprimaient i chaque coup et à Taide de la formule (i) du n® U, il en a conclu que la quantité de travail développée par chacun d'eux et à chaque coup de balancier était moyennement de 1 5^(^,4.
Enfin, en déterminant la vitesse possédée par la vis avant et après le percement de plaques en fer et en plomb de di* verses épaisseurs et à l'aide de l'équation (3) du n'^iC, il a reconnu que l'hypothèse admise au n*" i^5, sur la loi de la résistance de ces métaux au percement, était vérlGée par l'observation, et que Ton avait moyenn^rnent :
Pour le fer chauffé au rouge brun. ... K = 8206000 kil. Pour le plomb à froid K = 4^49o<)o
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