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PRÉFACE
L'ouvrage que nous publions aujourd'hui est pour ainsi dire à sa seconde édition ; autographié à Lille dans le courant de Tannée scolaire 1 855-56, il a été publié par abonnements et presque aussitôt épuisé.
Notre Cours de Mécanique appliquée est rédigé sous forme de leçons, où Ton apprendra, à la fois, les principes fondamentaux de la théorie, et leurs applications aux machines les plus importantes. Toutefois, nous avons restreint le plus possible les Jimites de la mécanique pure, afin d'élargir'd^a^aiîti fe.qadre des applications . "^ S:^ '•^'. .y-^^
La théorie des moteurs indu^lets'a été traitée d'une manière à peu près complète. Celle des machines à vapeur, exposée d'après les principes de M. de Pambour, a été l'objet d'une étude toute particulière, car nous avons tenu compte dans les formules , ce qui n'avait pas encore été fait, non-seulement de la vapeur que chaque coup de piston laisse dans les espaces libres du système distributeur, mais encore des condensations qui se font pendant la détente. La question économique a été l'objet d'un examen attentif. Une machine étant donnée, nous faisons voir qu'on peut en construire une autre, marchant à la même vitesse, et faisant le même travail, avec moins de dépense, ou plus de travail avec la même dépense. Nous montrons encore, comment on peut
calculer les sections des tuyaux destinés à conduire la vapeur des générateurs aux cylindres. Cette théorie nous a conduit à déterminer la vitesse que prendra d'ellemême une machine à vapeur, travaillant sous des pressions données, mais peu différentes , dans la chaudière , et dans le cylindre.
■ Nous donnons aussi une théorie nouvelle du régulateur à force centrifuge. Nos formules permettent d'installer cet ingénieux appareil avec tel degré de précision et de sensibihté qu'on voudra, et cela quelle que soit la résistance à vaincre.
Les difficultés inhérentes à la mécanique appliquée, l'obligalion que nous nous sommes imposée de ne sortir que très-rarement du cadre des éléments des mathématiques, ont rendu notre tache souvent difficile; aussi nous réclamons la bienveillante indulgence de nos lecteurs.
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COURS
DE
DES FORCES
La Mécanique repose pour ainsi dire sur un principe unique^ qui est le parallélogramme des forces y et que j'énoncerai de la manière suivante :
Soient deux forces P et Q tirant respectivement de A vers Pet de A vers Q (fig» i) , elles seront, pour fixer les idées,
Tune de 3 kilogrammes, l'autre de 5 kilogrammes. Je prends sur AP une longueur AB de trois unités linéaires (l'unilé linéaire peut être choisie à volonté), 3 mètres par exemple. Sur AQ je prends une longueur de 5 mètres; puis je construis le parallélogramme de la figure. Tirant ensuite la diagonale AU, non-seulement la résultante des forces proposées sera dirigée suivant AD, mais encore AD reprévsentcra
{*) Pour étudier ce Cours avec fruit, il suffit de connaître les Mathcmaliqucs élcmcntaires. Les articles, d'ailleurs assez rares, qui exigeront l'emploi des Mathématiques supérieures, seront marqués d*iin astérisque.
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ce (jui veut (tire que la ri^âullanie <
s que AD conlietidra de mètres.
Sun iiilensile aulaiil de kîlogrami
2. PaiallUipipède des forces, — D« principe qui précède découle le suivant: Si trois Jorccs (P, Q, S) (6g. 2} sont re- Fig- 5- présentées en grandeur et en direction
par les trois arêtes contiguës d'un parallèlipipède ivclangle, la résultante sera repréientée en grandeur cl en diivclion par la diagonale.
Soient trois forces représentées en grandcuret en direction par les trois arêtes AH, AE, AC. Pour trouver leur résultante, je cherche d'abord celle des forces P et Q, laquelle sera représentée en grandeur et en direction par AF, Si l'on remarque maintenant que la figure AFCD est un parallélogramme, on en conclura que la résultante des forces AF et S est représentée par AD en grandeur et en dircciiou. c. Q. F. d.
Réciproquement, étant donnée une force R, représentée par la diagonale AD, ou pourra la remplacer par trois autres forces dirigées suivant trois droites rectangulaires (qu'on nomme axes des coordonnées) AB, AK, AC. Si l'on désigne par a, b,c les angles que la force R fait ave<: les portions cidcssusdes trois axes, les trois composantes cherchées auront pour valeurs
(1) X =:Rcosfl, Y i=Rco8 6, Z = R cosc.
Si quelqu'un de ces trois angles était obtus, la composante correspondante tiicrait suivant le pioloiigcment de l'axe.
Si plusieurs foi'ces agissent au même point et qu'où veuille avoir la résultante, on mènera par ce point trois axes rectangulaires; on décomposera chaque force en trois autres dirigées suivant tes trois axes, puis on composera en une seule les forces agissant suivant chaque axe : le système général sera ainsi réduit à trois forces rectangulaires que l'on composera en une seule par la règle du parallélipipèdc des forces , et l'on
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aura, en nommant X, Y, Z les trois composantcis , et R leur résultante,
(Je rappellerai, pour rintelligence de la formule (2), que le carré de la diagonale d'un parallélipipèdc rectangle est égal à la somme des carrés de trois arêtes contiguës.)
Quant aux angles a^h^ c^ que la résultante fait avec les axes, ils se déduiront des relations
X = Rcos/i, Yt=Rcos6, Z=:Rcosc,
d'où l'on lire
(3) cos<i=r-., cos^=-, cosc=:--.
Les conditions d'équilibre de plusieurs forces agissant au même point se déduisent sans peine de ce qui précède, car pour l'équilibre on devra avoir
R=:o, et,parsuite, X*-t- Y'-f- Z'=;;r o.
Or, comme chaque terme de celte équation est positif, il faudra que.chacun d'eux soit nul séparément, ce qui donne
NOTIONS SUR LES CENTRES DE GRAVITÉ
3. Dans chaque corps il existe un point tel , que le corps reste en équilibre si ce point est rendu fixe. Ce point, que nous définirons plus tard d'une manière plus exacte, est le centre de gravité du corps. On déteimine sa position par TexpérieMce, en posant le corps proposé sur Tarète vive d'un autre jusqu'à l'équilibre.
Le centre de gravité d'un corps jouit d'une propriété remarquable qui sert à sa détermination géométrique, mais qui, pour être énoncée, exige quelques explications préliminaires.
On appelle moment dUine force par rapport à un plan, le produit de cette force par la distance de son point d'appli^ cation à ce plan.
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On appelle aussi moment d'uneligiie, d'une surface, d'une masse, etc ., par rapport à un plan, le produit de cette ligne, de cette surface, de cette masse par la distance de son centre de gravité à ce plan.
Cela posé, le moment de la résultante de plusieurs forces parallèles par rapport à un plan est égal à la somme des moments des composantes par rapport à ce même plan.
Pareillement le moment d'un système de lignes, de surfaces, de masses, par rappon à un plan , est égala la somme des moments des lignes, des sw faces, des masses par rapport au même plan.
Ainsi , par exemple , soient m , m', m", . , . , les masses des molécules d'un corps; x,x', x",..., les distances de ces molécules s un plan. Soient aussi M la somme des petites masses ou la masse totale du corps, et :r, la distance de son centre de gravité au plan proposé. On aura la relation (l) M:i;,= Ma;-4-M'y4-M".c" +
En rapportant le corps â trois axes rectangulaires, et nommant Xi,yt, z, les coordonnées de son centre de gravité, on aura , relativement aux trois plans coordonnés ,
Mji ^ î m/ ,
le signe £ s' étendant à toutes les molécules de la masse M.
Les formules ci-dessus , faisant connaître j;,,y,,^,, assignent par cela même la position exacte du centre de gravité. .
Nous donnerons plus tard une application remarquable de ces formules dans le calcul de la force centrifuge.
TRAVAIL ÉLÉUBtliTAIRB D'UNE FOBCG; ÉNONCÉ DE L'ÉQUATION DU TRAVAIL
■l. On noipme trai-ail élément aire d'une foive, le produit de celte force par la projection faite sur sa direction du chemin infiniment petit décrit par son point d^applici
PRINCIPES SERVAIT DE BISE A. 1.1 MÊCAHIQUE
Ainsi, soit une force P appliquée au point A {fig* 3). Si le Fig. 3. point A se transporte en un point infini-
ment Toisin A', et qu'on projette ensuite la ligne AA' sur la direction de P, le travail élémentaire sera PxAa.
La projection A a se désigne ordinairement par p ; de sorte que le travail élémentaii-e de P sera représenté par P/i. Si la force était Q, le travail élémenlaire serait Q^. Les deux figures ci-cou tre montrent que la projection du chemin parcouru tombe tantôt sur la direction même de la force , tantôt sur son prolongement. Dans le premier cas, le travail prend le nom de traitait uwteur^ dans le second cas, celui de truuaU résistani. Le travail moteur est aussi considéré comme une quantité positwey et le travail résistant comme une quantité nêg'a/iVe.
Les travaux élémentaires des forces jouissent de cette propriété remarquable , à savoir que dans tout système en équi-^ libre y la somme des trai^aux élémenlaù'es moteurs est égale à la somme des trai^aux élémentaires résistants ^ o^. plus sîmplement, la somme des trai^aux élémeniaires est nulle y en r^ardant les travaux moteurs comme positifs et les travaux résistants comme négatifs > Souvent il n*y a qu'une force motrice et qu'une force résistant^ à considérer. Dans ce cas , le travail moteur est égal au travail résistant.
Pour donner une applics^tiou de ce principe^ rech^erchous les conditions d'équilibre d'un corps A (fig- 4)î pouvant glisser
sans frottement sur un plan incliné, çt retenu par une force parallèle au plan. Faisons mouvoir le corp3 A jusqu'en A'» Le travail de P sera un travail moteur ayant pour valeur P. A A'; et comme le travail de Q, savoir Q. A^, est un travail
ne. 4.
résistant, on aura
P.AA' = Q.Atf.
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Mais le iriaugle AA' a est lembUble au triangle xa'a"; comparant les t-6i^s bomologiips , il vient
Or l'équation P.AA'^Q.Aa peut s'éerirt;
Q AA'' cil remplaçant, on a
d'où l'on conclut que lorsqu'un corpt est retenu sur un plan incliné par uuo foi ce parallèle à la longueur du plan, il faut pour l'équilibre que la piiifsance soit à la résistance comme la hauteur ritt plan incliné est à sa longueur.
L'équation du travail renferme implicitement loutes les coudîtions d'équilibre j nous nous bornerona à eu déduire les conditions d'équilibi'e de plusieurs forces qui teodent à faire tourner un corps autour d'un axe fixe, en ^i^ssant dans des plans jiet'pendiculaires à cet axe.
ÉlONCÉ DBS CONDIXIOnS WJËQVIUBRE AUTOUR D'UN AXE.
Quelques explications préliminaires nous soûl d'abord nécessaires. On appelle moment d'une force par rapport à un point, le produit itc- cette force par sa distance au point donné.
Ainsi, soient P une force appliquée au point A (yî^-S), ctO Fig. 5. le point où l'axe de rotation perce te plan
qui contient la force P ; le moment de la force P par rapport au point 0 sera le produit absirait P.Oo. La ligne Oa s'appelle aussi bras de Icuier de la force P. Cela posé, pour que plusieurs forces se fassent équilibre autour d'un axe de rotation, il faut et il suffit que lu somme des moments des forces qui tendent à
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faire tourner dans un sens , soà égaie à la somme des mo* ments des forces gui tendent à faire tou9itcr en sens con* traire^ ou , te qui revient an même, il faut et il suffit que la somme des moments soit nulle^ en regardant comme positifs les moments qui tendent à faire tourner dans un sens, et comme négatifs ceux qui tendent à faire tourner en sens con* traire.
Soient P, P', P", P^, . . . {fig* 6) tant de forces qu'on voudra, agissant dans des plans perpendiculaires H Taxe de rotation, et soît O le |)oint où cet axe perce Tun quelconque de ces plans. Si nous imprimons au système, dans le sens de la llècbe , un mouvement infiniment petit de rotation autour de Taxe O, en sorte que le point p se transporte en ç, p' en (/\ etc., les travaux moteurs et les travaux résistants seront:
travaux moteurs J travaux résistants <
pai conséquent, on aura la relation
Soit f la quantité dont on a fait tourner le système; les lignes /?</, /?'^',..., pouvant être regardées comme des arcs de cercles ayant pour rayons O^, O/7', . . , , on aura
Substituant ces valeurs dans Téqualion ci* dessus, et supprimant Tangle commun <p, il reste
Comme on ne peut imprimer au système que deux mouvements opposés, il ne saurait résulter de Féquation du travail
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d'auti-e relation que la précédente, puist^ue t' angle f disparait, quel que soit le sens <le la rotation.
Si , les forces agissant dans le même plan , le système était entièrement librii, il faudrait, pour l'équilibre, nou-seulemect que l'équation des moments eut lieu relativemcni à un point quelconque du plan pris pour centre des moments , mais de plus que la résultante des forces fût nulle.
Tous ces principes seront déinouirés plus tard.
Soit un corps de forme quelconque pouvant tourner autour d'un point fixe:
Les forces et le point fixe étant situés dans le même plan, on aura, d'après ce qui précède, pour les conditions d'équiiib,e{fig.y),
v.op=:P'.Qy+v".op"+ p'-Op".
^'e- 7- De sorte que, /toiu' tjue pîuaieuis
forces se fassent équilibre à l'aide d'un levier, il faut et il suffit quù la somme des niomenis des forces qiti tendent à faire tourner le levier dans un sens, soit égale à la somme de celles (fui tendent à le faire tourner en sens can/rnire.
ËNORCÊ DU PRINCIPE DBS FORCES' VIVES'
5. Lorsque tant de forces qu'on voudra agissent sur une machine, chacune d'elles développe, pendant un temps infiniment petit, une quanti té infiniment petite de travail. La somme des travaux ainsi développés pendant un temps donné par les forces mouvantes est ce qu'on appelle le travail moteur relatif à cet intervalle de temps; et de même la somme des travaux élémentaires développés pendant le même temps par les foiTcs résistantes est ce qu'on appelle le travail résistant.
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Dans le travail résislant il faut dislingaer : i° le iravail développé par la résistance principale, c'est-à-dire par la résistance que la machine est destinée à vaincre ; cette partie du travail résistant se nomme travail ttfile^ 2^ le travail dû aux frottements, lequel est susceptible d'être calculé; 3^ le travail dû à la résistance de Tair, le travail produit par les vibrations des supports , etc. Ces derniers travaux , qui ne sont pas susceptibles d'évaluation , constituent le tra\fail nuisible.
Une partie du travail moteur est absorbée à chaque instant parles résistances nuisibles. Cela posé, si Ton nomme T^ et Tr les travaux moteurs et résistants développés pendant un temps donné 9, w^ et u les vitesses d'une molécule quelconque au commencement et à la fin de Tintcrvalle 6, on aura la relation
(0 T,-T.=r-2/ii(.;'-i>J),
le signe Z s'étendant à toutes les molécules en mouvement. Si la machine se meut d'uu mouvement uniforme, on aura
et l'équation ci-dessus deviendra (2) -T«*=T..
Ce qui montre que daus ce cas tout le trai^ail moteur se change en iravail résistant. C'est là ce qui a fait nommer le principe des forces vives , principe de la transmission du trax^ail.
On appelle yb/re viv^e d*un point matériel le produit de la masse par le carre de la vitesse de ce point matériel.
Si l'on considère une machine depuis l'instant où elle commence à se mouvoir jusqu'à ce qu'elle s'arrête , on aura
f, = 0 , p = o , cl, par suite,
de sorte que quel que soit le mouvement d'une machine, depuis l'instant qu elle commence à se mouvoir jusqu'à ce qu'elle
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s'ari'étc, tout le liavail moteur se change en travail résistant.
11 faut conclure de là que si à certains moments la vitesse s'accélère, l'excès dn travail moteur qui en résulte se met en réserve dans les pièces du système pour se dépenser quand surviendra nn ralentissement; de telle sorte qa'à la fin il se sera établi une compensation exacte entre les variations du travail moteur et celles du travail résistant.
ÉNONCÉ DU TUÉOBËHB DE CARNOTi SOU iVPPLICATION A LA THÛOBIK DES nOUES HVPRAVLIQVES.
6. Toutes lea fois qu'il se produit des chocs dans une machine, tes pièces qui éprouvent des percussions se compriment, et de là naissent de puissantes résistances moléculaires qui douiientlieu à des pertes de travail souvenlconsidérahles. Ces pertes de travail s'évaluent à l'aide du théorème de Cariiot que nous énonceioos tout à l'heure, mais qui suppose les corps dépourvus d'élasticité, circonstance, du reste, qui .<ie produit bientôt dans les machines en mouvement.
Supposons donc un choc entre deux molécules de matière. Soient V la vitesse avant le choc [fi g- 8), Wla vitesse après le V'iç. s, choc, et A la molécule que Ton considère ;
i AV représentant la vitesse V et AW la
AV vitesse W. Si l'on achève le parallélo-
/ 1 \ gramme de la figure, AU ^ u sera ce
"\ 1 /" qu'on nomme la vitetse perdue ^cnAaiW.
\ l / le choc. On voit que la vitesse periliie est
\U /a vitesse ^ni, éfani composée ayec la vi-
V tesse après te choc, parla règle du pa-
rallélogramme des vitesses, donne lit vitesse avant le cltoe. Cela posé, Carnoi a démontré que lorsqu'il y avait des cliucs dans les machines, l'équation des forces vives devenait
Le premier signe £ s'éteiid-à toutes les molécules eu mouvement, le second à toutes les molécule» qui éprouvent des pcr-
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eussions, comme à tous les chocs successifs qui ont lieu pendant rintervallt de temps que Ton considère.
Le théorème de Carnot comprend toute la théorie des roues hydrauliques. Pour montrer l'usage qu'on peut en faire, supposons une masse d'eau arrivant sur Taube ab {fig* 9) d'une
roue avec la vitesse V et quittant cette aube en cd avec la vitesse W5 u étant la vitesse perdue par TefFet du choc de Tcau tombant sur Taube , et observant qu'ici les quantités V, W, fi soct les mêmes pour toutes les molécules liquides, l'équation (i) deviendra
et plus simplement
Soit h la hauteur de la chute, comptée jusqu'à Tcndroit où l'eau commence à frapper l'aube; soit aussi ?i' la hauteur verticale pendant laquelle l'eau agit sur l'aube : on aura, d'après les lois de la physique,
et comme ici T,„= P/i', P étant le poids de l'eau qui agit sur l'aube, l'équation ci-dessus deviendra
P/i'— Tr= -(«'-h W') 2//J — gh 2w.
Résolvant cette équation par rapport à T,., on trouve
Tr=P/f'-i- W/2.V/
PH
WM
Telle est la valeur du travail transmis à la roue par la cbutc d'eau. On voit que ce travail s<!ra d'autant plus grand, que le second terme de la formule (3) sera plus petit. Lemaximum de Tr répondra donc au cas où le deuxième terme sera nul, ce qui arrivera quand on aura
c'est-à-dire quand l'eau anweia sans choc sur lu roue et en sortira sans vitesse:
La roue Poncelet et quelques autres roues liydrauliqucs réalisent cette condition.
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REPOS ET MOCVBMEIIT ABSOLUS
7. Un corps est dit en repos, toutes les fois que ses fiiuerses parties persévèrent dans la mérne place ^ il est en moui^ement toutes les fois que ses diverses parties^ ou seulement quelquesunes^ occupent successivement différents lieux dans l'espace.
Le raouvement et le repos tels qu'ils viennent d'être définis, sont le repos absolu et le mouvement absolu,
REPOS ET MOUVEMENT RELATIFS
On appelle repos relatif Véttut d'un corps qui conserve -constamment la même place par rapport à d^autres corps regardés comme en repos . quoique le système puisse être transporté d'un mouven^t eimmun.
De même , le mouvement relatf est l'état d'un corps qui change de place par rapport à d'autres corps regardés comme en repos , quoique le système puisse être transporté d'un mouvement commun.
Si, par exemple, la terre est supposée immobile dans l'espace , et que l'on considère le mouvement d'un bateau qui descend le courant d'un fleuve , ce mouvement sera un mouvement absolu. Le voyageur assis ou se promenant sur le pont offrira l'exemple d'un repos ou d'un mouvement relatifs.
MOUVEMENT UNIFORME, VITESSE
Un corps est animé d'un mouvement uniforme toutes les
fois qu'il parcourt des espaces égaux dans des temps égaux,
La ^fitesse du mobile , dans le mouvement uniforme , est
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l'espace parcouru lîans l'unité rlc temps i par exemple dans «ne seconde.
HOUVEUENT VARIÉ, FORCE, IKBRTIE.
Tout mouvement qui n'est pas unifornw est un moufemeiit varié.
Oti açpeilejbrce tout ce qui produit où tend à produire le mouvement.
Quand un corps est en repos, il est «vident qu'il restera en repos tant qu'une force étrangère ne viendra pas le solliciter à se mouvoir.
De même , s'il est eu mouvement , il ne pourra de luî-mèmc modifier son ctat de mouvement sans l'intervenlion d'une forte cxlérieure.
Pour Se rendre compte de l'inoriie dans le mouvement, supposons qu'on lance une bille , d'abord sur un sol recouvert d'une couclie de sable, puis, et avec la môme impulsion , sur un billard, et enfin surune nappe de glace. Il est clair que, dans le premier cas , le mouvement de la bille sera presque nul; sur le billard, le mouvemeni aura plus de durée ; enfin, sur la glace, elle parcourra un long espace.
Ainsi , à mesure que les obstacles du mouvement diminuent, le mouvement se continue plus longtemps ; d'où l'on peut coni^lure que si les obstacles au mouvement cessaient tout à fait, le mouvement se continuerait indéfiniment.
De plus, un corps libre mis en mouvement et abandonné n lui-même prendrait un mouvement reciiligne et uniforme; car il n'y a pas de raison pour qu'il en fût autremejit.
Une foule de pliénomènes familiers manifestent l'inertie de la matière; j'en citerai quelques-uns.
Tout le monde sait qu'on ne peut s'arrêter qaand on veut, alors qu'on descend une pente en courant.
Un boulet tiriî vcrlicalemcnl par un canon monié sur «ne voiture lancée au galop tombe toujours a«prc5 de la voiture.
Quand un navire est sons voiles, une balle qu'un t laisse tomber du haut d'un mât tombe au pied du mât.
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Quand on veut vider l'eau d*an vase, on imprime à celui-ci un mouvement rapide qu'on arrête brusquement ; le liquide sort en vertu de la vitesse acquise, etc. C'est de la même ma* nière qu'on lance une pierre avec la main.
Je citerai encore, comme exemple de mouvement qui se continue longtemps, Tcxpërience de Mariotte, laquelle consiste à suspendre à un fil d'environ 5 mètres une balle de plomb d'environ une livre. On Féloigne d'à peu près 3 mètres , puis on lui imprime un mouvement circulaire, et Ton compte plus de quatre cents tours représentant plus de i4oo mètres, et le mouvement de la balle se continue longtemps encore.
VrrBSfiB DAHS LK MOUVElODiT VARIÉ.
Le mouvement varié ne saurait évidemment être produit que par une force qui agit sur le mobile d'une manière continue ou intermittente. Une telle force prend le nom àe force accélératrice.
Cela posé, on nomme vitesse du mobile à un instant donnée la vitesse du mouvement rectiligne et uniforme que prendrait le mobile^ si à cet instant la force accélératrice cessait tout à coup son action,
Supposons, par exemple, qu'on veuille connaître la vitesse d'une locomotive à 3 kilomètres de distance d'une gare. La machine étant mise en mouvement, lorsque le mécanicien arrivera vis-à-vis le troisième poteau kilométrique , il supprimera complètement la vapeur. A partir de cet instant, la machine se mouvra d'un mouvement uniforme (on suppose nulles les forces passives) , et il n'y aura plus qu'à mesurer l'espace parcouru dans la seconde qui suivra Tinstant où l'action de la force motrice a été suspendue.
VITESSE ANGULAIRE
Quand un corps se meut autour d'un axe, on nomme vitesse angidaire la vitesse de tout point qui est distant de l'axe d*une quantité égale à Tunité linéaire, de i mètre par exemple.
La vitesse angulaire étant connue, la vitesse absolue d*un point quelconque s^en déduit en multipliant la vitesse angulaire par la distance à Vaxe du point que Von considère.
En effet, soient O [fig- lo) le centre de rotation et OA = i*" ; Fig. 10. soit aussi un point B tel, qu^on ait
-'^ OB = r. Si nous supposons que la vitesse du point A soit représentée par ^ "' AA'= w, celle du point B le sera par BB'= i^. Or on sait que deux arcs semblables sont entre eux comme leurs rayons, par conséquent
Mais
donc
ACCÉLÉRATION DE LA VITESSK
Dans le mouvement uniformément varié , on nomme accé'' lération de la vitesse la variation de la vitesse du mobile pendant Tunité de temps.
Le mouvement uniformément varié ne saurait être produit évidemment que par Faction d'une force accélératrice constante.
Un corps pesant qui se meut verticalement dans le vide oflfre l'exemple d'un mouvement uniformément varié. S'il descend, son mouvement est uniformément accéléré; s'il monte ^ son mouvement est uniformément retardé.
Si Ton nomme g l'accélération de la vitesse dans le mouvement uniformément varié , y la vitesse acquise au bout d'un temps quelconque / , a la vitesse initiale (vitesse d'impulsion), on aura
(i) v^a-^gt,
dans le mouvement uniformément accéléré;
(2) vz=za-^g(,
dans le mouvement uniformément retardé.
On peut remarquer que la formule (1) comprend la formule (2) en y regardant g comme une quantité positive ou négative suivant que le mouvement est uniformément accéléré ou retardé.
Quand la force qui sollicite le mobile est la pesanteur, Vac-^ célération ou la granité a pour valeur
FORCES QUE L'INDUSTRIE EMPLOIE
8. Pour mettre les machines en mouvement, l'industrie emploie diverses forces. Les principales sont : l'expansion de la vapeur d'eau; la pesanteur pour mettre en mouvement les roues hydrauliques; les moteurs animés qui agissent soit par leur poids, soit par leur action musculaire; là vitesse du vent;
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les forces électriques, qui ne sont guère usitées ijue dans la télégraphie. A ces forces il faut joindre la force centrifuge qui se développe par la rotation et qu'on utilise , soit pour éleveil'eau, sécher les tissus, séparer le sucre des sirops, etc.
DÉFINITION DE DEUX FORCES ÉGALES
9. Deux forces sont flites égales lotîtes les J'ois fju étant appliquées au même point et en sens contraires, elles se font équilibre.
D'après cela , une force sera dite double, triple ^ eic., d'une autre, toutes les fois qu'il faudra (^/tj:, (roM, etc., forces reconnues égales à celle-ci, pour faire équilibre à la première. D'où il suit que les forces sont susceptibles d'être exprimées en nombres comme toute espèce de quantités.
défiMtion de deux masses égales.
Deux points matériels sont dits égaux en masse, toutes les fois qu'une même force ou deux forces reconnues égales leur impriment la même vitesse dans le même temps.
De là il résulte que :
1°. Deux forces sont entre elles comme les vitesses qu'elles impriment dans le même temps à la même masse ou à des masses égales. (Il s'agit toujours de points matériels.)
a". Deux forces sont entre elles comme les masses auxquelles elles impriment dans le même temps des vitesses égales.
De ces deux propriétés , il résulte que :
Deux forces sont entre elles comme les masses multipliées par les vitesses quelles leur impriment dans le même tnmps.
En effet, disposons comme ci-après les éléments de la dér monstration :
MESURE DES FORGES. ig
Soient F et F' deux forces quelconques imprimant dans le môme temps , aux points matériels m et m\ les vitesses tv, W\ je dis qu'on aura
F nnv
Comparons d'abord la force F à une force (f imprimant dans le temps ci-dessus la vitesse w' à la masse m, on aura
Comparant de même la force (p à la force F', on a
cp m
Multipliant ces deux égalités membre à membre et supprimant le facteur comipun (p, il vient
F mw
F' m' iv'
MESURE DES FORGES
Soient F une force quelconque et w l'accélération ou la vitesse qu'elle imprime au mobile dans Tvinité de temps, et comparons cette force à une force F' de i kilogramme que nous prendrons pour unité. Si nous choisissons pour unité de masse une masse telle, que la force de i kilogramme lui imprime, en I seconde, une vitesse de i mètre, nous aurons à la fois
et, par suite,
(i) Y=:zmw.
Ce qui fait voir q\i une force quelconque a pour mesure la masse qu elle sollicite multipliée par V accélération y pourvu qu'on prenne pour unité de masse la masse à laquelle une force de i kilogramme imprime, en i seconde, une vitesse de I mètre.
S'il s'agit de la pesanteur, on aura, en nommant P le poids
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du corps , m sa ruasse , g la gravit (=) 9= m,
d'où l'on tire
Si m = I , on aura
! g = g™,8oSS, . . . , on en conclut que l'unité f/e masse pèse p^SoSS.
Si dans un temps infînimenl petit z une force F imprime à la masse m une vitesse h , la force aura aussi pour mesure
En effet , w étant toujours l'accélération , on a
par suite la formule ( ■ ) se transforme dans la formule ( 4 ) -
MESURE DBS FORCES A L'AIDE DU DYNAUOUÈTHE.
Les forces ne peuvent pas toujours être rapportées à leurs . accélérations; tels sont, par exemple, les efforts développés par les moteurs animés. Dajiscecas, on a recours au dynamomètre, qui n'est autre chose qu'un ressort plus ou moins flexible. On conçoit que le degré de flexion d'un tel ressort puisse servir à mesurer la force qui produit cette flexion. La _fig. II montre le dynamomètre réduit à sa plus simple expression. On devine sans peine les dispositions de l'instrument. Pour le graduer, on suspend au point A successivement des poids de I, 2, 3, etc., kilogrammes. A chaque fuis lés deux lames du ressort se rapprochent, et l'on marque sur CD la graduation correspondante aux poids essayés. Les subdivisions qui correspondent aux fractions de kilogramme s'obtiennent de la même manière.
COEXISTENCE DES MOUVEMENTS
10. Tout le monde sait qu'un corps peut être animé de mouvements très-divers, lesquels coexistent sans se troubler « Ainsi , quelle que soit la rapidité et la direction de la marche d'une personne, elle ne dérange pas pour cela la régularité de sa montre dont les rouages participent néanmoins à tous ses mouvements.
Mais étudions la question de plus près , et noua reconnaîtrons que chaque rouage est animé de plusieurs autres mouvements.
La roue que Ton considère :
i^. Est animée des mêmes mouvements que celui qui la porte 5
2^. Elle possède la vitesse de rotation de la terre autour de
son axe-,
3**. Elle est transportée avec la terre autour du soleil, avec une vitesse d'environ 7 lieues par seconde ;
4*^. Comme le système solaire paraît être animé d'un mouvement de translation dirigé vers la constellation d'Hercule , la roue dont il s'agit possède encore ce dernier mouvement.
PARALLÉLOGRAMME ET PARALLÉLIPIPÈDE DES VITESSES
Soit A [fig. 1 2) un point matériel s' avançant d'un mouvement Fig. 12. uniforme de A vers B avec la vitesse
V. Supposons en même temps que le plan de la figure soit transporté de A vers c, dans le sens de la flèche, et d'un mouvement uniforme
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dont la vitesse sera V. Prenant AB = VÔ, AC = V'Ô (fl étant un iniervalle de temps quelconque) , et achevant le parallélogramme, je dis iiu'api'ès chaque instant le mobile sera situé sur /a diagonale AG, et de plus qu'on aura, en nommante la vitesse résultante,
V ~ ab' Eu effet, soit t le temps que le mobile meta parvejiir en A' avec la vitesse V, on aura
car, si dans une seconde le mobile parcourt V, en t secondes il parcourra jf ibis |V' ou V'i; et comme, par hypothèse, AC =: V'd, on trouve, en prenant le rapport.
Soit maintenant E la position du mobile sur la ligne AB, laquelle s'est transportée eu A' B' ; on aura pareillement
A'E = Vi.
Divisant par A' B'=V 9, il vient
CG ~ e'
d'où l'on conclut
AA' _ A' E AC ~ Cg'
Mais les triangles semblables ÂCG, AA'F donnent
AA' A' F
Comparant avec l'égalité qui précède, on en tire
Ce qui fait voir que le mobile sera constamment sur la diagonale.
^tn
COMPOSlTlOlf DES VITESSES ET DES FORCES. l3
La coDaparaison des mêmes triangles donne encore
AF_AA/ _ t AG "" AC ~ Ô ' donc
AF = -r-r.
Or, si dans celle égalilë on fait f = 1% AF deviendra la vitesse w, et Ton aura
AG
Divisant les deux membres par V, il vient
AG
VÔ
AG AB
FIg. i3.
Cette égalité fait voir que si Ton prend AB = V, on aura aussi
par conséquent, si les côtés AB, AC du parallélogramme ABCG représentent les vitesses du mobile en grandeur et en direction, la diagonale AG représentera la vitesse résultante en grandeur et en direction.
Si un point matériel A (fig. i3) est animé de trois vitesses
simultanées «, t, u, représentées en grandeur et en direction par les trois arêtes contiguës AB, AC, AE d'un parallélipipède rectangle , la vitesse résultante sera représentée en grandeur et en direction par la ' diagonale AD.
D'abord la résultante des vitesses 5, t esl représentée par AF en grandeur et en direction-, et comme la figure AEDF est aussi un parallélogramme, on en conclut que la résultante des vitesses AF et u est représentée par AD en grandeur et en direction. c. q. f. p.
Quant à la valeur numérique de la vitesse résultante ADrsV,
on aura
Une vitesse donnée peut aussi se décomposer en trois autres dirigées suivant trois axes rectangulaires.
Mais nous ne nous arrêterons pas à ces développements qui sont identiques avec ceux que nous avons donnés dans la première leçon, à la suite de l'énoncé du parallélipîpède des forces.
PARALLÉLOGRAMME ET PARALLÉLIPÎPÈDE DES ROf ATION^
Supposons un mobile animé de deux mouvements de rotation, l'un autour de l'axe AP [fig. 14), l'autre autour de AQ, et soient o), «' les vitesses angulaires de ces deux mouvements. Pour concevoir cette double rotation , on peut d'abord supposer que le corps tourne autour de AQ , et ensuite que ce dernier axe est entraîné à son tour autour de AP, emportant le mobile avec lui. Cela posé, je prends à partir du point A des lignes AB, AC telles, qu'on ait
AB _ w
AC
et dans une direction telle , qu'en mettant Tœil en P et Q , on voie le mouvement s'effectuer dans le même sens , par exemple dans le sens du mouvement des aiguilles d'une montre; sur ces lignes je construis le parallélogramme ABCD, et je dis: 1° que les deux rotations se composeront en une seule autour de la diagonale AD; 2° que la vitesse angulaire résultante îl sera telle ^ qu'on aura
ft_ AD
0) "" ab'
Quant au sens de la rotation^ on la verra s'effectuer de gauche à droite çn mettant Vceil en D.
D'abord dans l'élément t du temps , le point A reste fixe comme appartenant aux deux axes de rotation; je dis aussi qu'il en sera de même du point D.
Ed eflet , en vertu de la rotation autour de AP, le point D s'abaisse au-dessoifs du plan de la figure de la quantité
En vertu de la rotation autour de AQ , le même point D s'élève de la quantité
(ù' r.Dq.
Donc le point D restera fixe pendant T instant t, si Ton a
wT.Di7 = « T.D«7, ou — ; = — -^» ^ ' w' Dp
Remarquons que les triangles rectangles DC^, DBp sont semblables, ayant chacun un angle égal à BAC^ alors la comparaison des côtés homologues donne
DB D
mais
DC AB 6> DB"~AC""a)''
par conséquent
w Dq
Ainsi la diagonale AD est Taxe autour duquel se fait la rotation résultante .
Cherchons la vitesse angulaire de ce mouvement, et pour cela déterminons le déplacement élémentaire du point G. Le point C étant situé sur Taxe AQ, ne se déplacera qu'en vertu de sa rotation autour de AP-, de plus, ce déplacement aura pour valeur
caT.C/z.
Mais en vertu dé la rotation résultante, ce déplacement est
aussi égal à
IIt.Cw ; donc
.Ht.C/W = WT.C/Î.
De là on lire
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Si nous remarquons maintenant que Taire du parallélogramme ABCD a pour mesure AD. Cm et AB.C/z, on aura
Mais
AD.Cm = AB.C/i, d'où ^ = ^..
' AB Cm
C/i n , . n AD
77— = - 5 donc aussi - = -—r» c. q. f. d. C/71 6) b> AB
Si Ton prend AB = co , on aura
n== AB.
Le parallélipipède des rotations se déduira sans peine de ce qui précède.
PARALLÉLOGRAMllE ET PARALLÉLIPIPÈDE DES FORCES.
11. Soient deux forces, P et Q {Jig- 14)5 agissant sur le point A , je prends , sur la direction des forces , des lignes AB, AC telles, qu'on ait
P_ AB Q~ AC
sur AB et AC je construis un parallélogramme, et je dis que: 1?. La résultante R des forces P et Q sera dirigée suiv^ant
la diagonale AD;
2°. Qu'on aura la relation
AD AB
En efl'et, dans un instant infiniment petit, les forces P et Q
impriment au point A des vitesses infiniment petites 5, u, dirigées suivant AB et AC. En vertu du parallélogramme des vitesses, la vitesse résultante V du point A sera telle, qu on aura
AD AB
Or la résultante des forces P et Q, devant produire sur le mobile le même erîet que ces deux forces , devra être capable dUmprimer au point A , dans la direction AD, la vitesse V dans le même temps infiniment petit que ci-dessus ] cette force R devra donc agir suivant AD. Pour trouver son intensité, nous rappellerons que deux forces sont entre elles comme les vitesses qu^ elles impriment dans le même temps à la même masse; on aura donc
Mais on a déjà trouve
donc aussi
AD ""AB'
R = AD
d'où l'on conclut que si les côtés dun parallélogramme repré-sentent les forces en grandeur et en direction^ la diagonale représentera la résultante en grandeur et en direction ; ce qui est d'accord avec l'énoncé plus élémentaire , mais moins général , que nous avons donné dans la première leçon.
La propriété du parallélogramme des forces ramène le calcul de la résultante à un simple problème de trigonométrie. En effet , on a
AD = AB -H BD — 2 AB.BD.cos ABD.
Mais
AD = R, ABssP, BD = Q,
et
ces ABD = — cosA
(car ABD= 180*^ — A); par suite
R> = P' 4. Q» 4- 2 PQ cos A .
as TROISliiME l.EÇOH .
Si A ^ go", on :i sîmplcmenl
Oii peut remarquer que la composition îles vitesses, ci'llc fies lotalions et des forces, oui pour base le môme ihéoièmL'. De 1,1 il suit que toutes les propriétés qui dépendront de la composition des forces convieridronl aussi aux vitesses cl aux
RKCIPnOQlie DU PARALLI^LOGRAMME DES FORCES
Réciproquemenl, f/ (^'un poin/ quelconque , pris sur la tfirecljon ilc la résultante île deux forces^ on uiène tics parallèles aux composantes, celles-ci seront entre elles comme les côtés du parallélogramme ainsi formé.
■ P elQ { fig. i5) telles, que leur résultante soit dirigée suivant AD. Par un point quclcoin[ue D pris sur celle ligoe, je mène deux parallèles aux deux composantes, et je dis qu'on aura
Q AC
En cUl
l, si cette égalité n'a pas Heu,
on pourri
toujours trouver un quatrième
erme AE tel , qu
'on ait
AB
Mais alors si l'on achève le parallélogranunc ABEF, la résultante des forces P et Q sera dirigée suivant AF, ce qui est contraire à l'hypothèse.
PROPRIÉTÉ DE CHAQUE l'OIHIT DE I.A RÉSULTAKTB-
TufonÈME. — Si d'un point quelconque de la résultante de deux forces, on mène des perpendiculaires sur les directions de ces forces, celles-ci seront en raison inverse des longueurs de res perpendiculaires .
, ou P.0/^ = Q.0«7.
COMPOSITION DES MTESSES ET DES FOUCES. 29
Soil O [fig- 16) un point quelconque pris sur la direction de Fig. 16. 1^ résultante des forces P et Q, je dis qu'on
^ aura
Q ~ Op Par le point O je mène des parallèles aux forces , et Ton aura , par ce qui précède ,
Q "~ ÂC "" OB*
Mais les triangles rectangles OBp, OQq sont semblables ; car les deux angles OB/?, OC^ sont égaux comme étant égaux chacun à Tangle BÂC : la comparaison des côtés homologues donne alors *
OC_Oy
OB
-Op
Comme, en multipliant en croix, l'égalité précédente donne
P.O/? = Q.Oç,
on peut énoncer le théorème précédent en disant que :
Les deux forces multipliées par leurs distances à un même
point quelconque de la résultante donnent des produits
égaux.
Réciproquement , si pour un point quelconque O pris dans
r angle de deux forces on a la lelation
V.Op =:Q.Oy
ce point sera situé sur la direction de la résultante. En eifet, de Fégalité ci-dessus on tire d'abord
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Ensuite les triangles semblables OC 17, ORp donnent
0?_ AB 0/j~ AC'
et, en comparant ces deux rapports,
Q ~ÂC'
d'où il suit que le point O est silué sur la direction de la résultante des deux forces. c. q. f, d-
Leprinripedu paralléiipipède des forces se déduit du parallélograninie des forces ainsi que nous l'avons montré dans la première leçon, il serait superflu d'y revenir.
Soient deux forces P et Q qui concourent au point D
ifiS- '7)i ^"^^ auront une résultante dirigée dans l'angle
p. |. ADB. Si l'on fait tourner
D l'une des forces, la forée P
^''/' par exemple, jusqu'à la ren- '
drc parallèle à Q tante deviendra parallèle à Q, et
la résullle-mème
era située
entre les deux composâmes.
Soit C le point où elle rencontre AB.
démontrée au
numéro
précède
En vertu de la nt, on aura
propriété
-.Q.Cq,
Mais
les triangles ACp, CBç <
ui sont semblables, donnent
donc
CB CA
d'où P.CA = Q.CB.
COMPOSITION DES VITESSES ET DES FORCES. 3l
Il reste eocore à connaitre Tintensité de la résultante. Avant de rendre les forces parallèles , on a
R»=P»-HQ'+ 2PQcosD; les forces devenant parallèles,
D = o , ces D == I ,
et, par suite,
R»=P>-4-Q»+!iPQ = (P4-Q)% doù R = P-+-Q.
Ainsi deux forces parallèles et de même sens ont une re'sultanle égale à leur somme ^ parallèle à leur direction commune ^ et cette résultante div^ise la droite qui joint les points d* application des forces en deux parties ini^ersement proportionnelles aux forces; ou, ce qui revient au même , le point d* application de la résultante est placé de telle sorte , que chaque force multipliée par sa distance à ce point donne un produit égal.
COMPOSITION DE DEUX FORGES PARALLÈLES ^T DE SENS CONTRAIRE
La résultante de deux forces parallèles et de sens contraire
pourrait aussi se déduire du parallélogramme des forces ,
mais il sera plus simple de l'obtenir de la manière suivante:
.Soient les deux forces proposées P et Q [fig* 18) et prenons
p. jg P >> Q. Je remplace la plus grande
force P par deux autres forces parallèles^ l'une Q appliquée au point B, l'autre X appliquée à gauche du point A en un point C dont il s'agit d'assigner la position. On remarquera d'abord que les forces P et Q ayant été remplacées par les trois forces X^Ç^^Q^^ et ces deux dernières se détruisant , il ne reste que X qui est par conséquent la résultante cherchée. Pour déterminer X, on a en premier lieu
P = Q -f- Xf, d'où X = P — Q.
En second lieu, comme le point A est le point d'application
J2 TIlOISiEME LESION.
des foi-ces X ei Q,
X.AC = Q.AII, d'où l'on tire
_ QAB _ Q.AB
On coDDail ainsi la force X et ie point C.
On peut remarquer en passant que si l'on avait
AC serait infinie. Dans ce cas, il n'y aurait donc pas de résultante. Et en effet, deus forces égales, parallèles et de sens contraire ne sauraient être remplacées par une force unique, car il n'y a pas de raison pour que cetle force soit placée plutôt d'un côté que de l'autre des composantes. Le système de deux forces égales et parallèles forme ce qu'on appelle un couple. Reprenons l'égalité
P — Q) AC = Q.AB
Développant le premier membre, on en tire
P.AC = Q.AC ■\- Q.AB =Q{ AC -t- AB) = Q.BC.
Ce qui fait voir que chaque force multipliée par sa distance au point d'application de la résultante donne un produit égal.
On voit donc que la propriété ci-dessus convient aux forces parallèles comme aux forces coucou rames.
La réciproque de ces théorèmes se démontrerait sans difficulté.
On peut conclure de ce qui précède que ; La résultante de tant de forces parallèles qu'on voudra est égale à leur somme, en regardant comme positives les forces qui tirent dans an sens , et comme négatives celles qui titrent en sens contraire.
APPLIGATIONS DIVERSES-
13. Problème. — Atteler deux chevaux de manière à faire tirer chacun suivant sa force.
Supposons les forces P et Q (fig* 19) des deux chevaux Pj dans le rapport de m à /i, et posons,
pour abréger,
AB
Connaissant la résistance R à la traction, il s*agit de déterminer les eflbrts P et Q des deux chevaux ainsi que le point C où la résultante des deux forces sera appliquée; car c'est à ce point qu^on devra fixer la barre CD de trait destinée à mouvoir la résistance.
Pour déterminer les quatre inconnues
BC
ni
ml
mK
/zR
))4 TROlSlkMB LEÇOK.
Si, par exemple, /=:!'", m^ a, » = 3, R ^ 600^, >
PRESSION D'UN VOLAXT SUR SES CnvSSIKEl'S
Problème. — Calculer la pression d'un volant , et en général d'une roue sur ses coussinets.
Soil O (,fig- 20) ](! centra du volatil que je supposerai , pour
Fig. 20. plus de généralité, monlé à des di.siances
"^ inéjiîales des lourillous doulles rayons sr-
romret ;'. gélaiil le centre de gravité du
syslèrac, le poids du volant et dd eylindre
pourra être regardé comme une force Q
appliquée au centre de gravité, et il a' agit
de décomposer la force Q en deux autres
forces parallèles appliquées aux points A et B.
Posant, pour abréger, g A := a , gh ^= b , et nommant Pet P' les composantes inconnues, fin aura pour les déterminer les deux relations
lesquelles étant résolues, doiini-iii
Supposons, parexcniplc,Q^ l'joii
les formules cî-dessus donnent
12000 Xo,3o , .
LES COUSSINETS
Problème. — Calculer le travail absorbé par les frottemenls d'un volant ^ et en général d*une roue sur ses coussinets.
Quand un corps mobile glisse sur un corps fixe, le corps mobile éprouve, en sens contraire de son mouvement, une résistance qu'on nomme frottement^ celte force est proportionnelle à la pression totale qui s'exerce entre les surfaces de contact, et elle ne dépend pas de Fétendue de ces surfaces^ de sorte que si Ton nomme P la pression sur un coussinet, /*un coefficient qui dépendra de la nature des matières frottantes , F le frottement, on aura
Maintenant, si Ton nomme s l'élément infiniment petit décrit par le milieu du tourillon , le travail élémentaire dû au frottement sera, en ayant égard à son signe,
t = ^fVs,
Pour un nombre n de rotations pareilles, on aura
ntz=z — fnVs,
Posant, pour abréger, /25 = S, le travail développé sur toute l'étendue de Tare S sera
(7) /»r=.-/PS.
Pour une rotation entière du volant et pour les deux tourillons, on, aura successivement
S=27rr, S = 27rr,
et la formule {7) donnera
»7f= — 2/Pirr, «'!'= — a/P'jtr'.
Ajoutant et posant, pour abréger, nt-i-n't' ^T, le travail total sera
(8) T = -ïA(Pr+P'r').
Si r= r*, cette égalité devicut
(9) T = -ïAr<).
De sorte que si les deux tourillons sont de même rayon, le travail absorbé est le même que si le volant tournait autour de son centre de gravité et sur un tourillon fictif d'un rayon égal à celui des tourillons vrais. Dans ce cas , le calcul des pressions devient inutile pour la détermination du travail.
La formule (8) montre que le travail absorbé par les frottements sera Sautant moindre que les tourillons seront plus petits. Il est donc avantagcus de ne donner aux tourillons que les dimensions que comportent les résistances dont ils doivent être capables.
Pour donner une application numérique de la formule (8), supposons ;■= o^.oS, r'= o'",07. Si les tourillons sont huilés, on aura, pour la valeur moyenne Aef,
Par suite, le travail absorbé pour une rotation sera, en adoptant pour P etP* les valeurs calculées plus haut, T = 584^" (kilogrammètres environ).
(Le kilogrammèlrc est l'unité de travail; c'est le travail effectué en élevant un poids de i kilogramme à i mètre de hauteur. Le travail développé pour élever un poids de 7$ kilogrammes à 1 mètre de hauteur est ce qu'on nomme le chevalvapeur.)
Supposons maintenant que le volant fasse 30 tours par minute, le travail correspondant à cet inicrvallc de temps
sera
584 X ao»^".
Pour une seconde , il deviendra
et si Ton divise par j5 , on aura, pour le travail estimé en chevaux-vapeur,
Ainsi dans l'exemple choisi , le volant absorbe a**** ^,6 de force. On verra plus loin (n^ 34} que la formule (8) n'est vraie que par approximation,
DÉFINITION DU GENTRB D«S FORGBS PARALLjÈLESt.
14. Soient deux forces parallèles et de même sens, P et Q yj j (fis* ^'l» appliquées sur la droite
AB. Le point C d'application de la résultante se déterminera par la re-^
lation
P _BC
Supposons maintenant qu on .
change les directions des forces P et Q sans changer leur intensité, et, plus généralement, sans altérer leur rapport; le point d'application de la résultante des nouvelles forces parallèles P' et Q' se déterminera encore par la relation
P' P et comme jry = x^ 1^ point C ainsi trouvé sera le même qu'auparavant.
Supposons maintenant qu'on laisse aux forces leur première direction, mais qu'on déplace AB; AB devenant Â'B' et les forces P et Q devenant aussi P'', Q", le point C d'application
de la résullanle se déterminera toujours par la relation
et l'on tombera encore sur le même point. '
Par conséquent, si Von fait tourner autour de leurs points d'application deux forces parallèles dont le rapport reste constant y la résultante passera toujours par le même point de la droite qui joint les points d" application des forces , La même chose aura lieu si, sans changer le rapport et la direction des forces^ on déplace la droite d'application. Ce point par lequel vient constamment passer la direction de lu résultante de deux forces parallèles se nomme centre des forces parallèles.
On arrivera évidemment de proche en proche à la même conclusion pour tant de forces parallèles qu'on voudra.
Donc, si l'on fait tourner autour de leurs points d'application ^ tant de forces parallèles qu'on voudra diminuées ou augmentées toutes dans le même rapport, la résultante tournera aussi autour de son point d'application y mais en restant constamment parallèle aux composantes.
Si, au lieu de changer la direction des forces , on déplace le système des points d'application, supposé invariable, la résultante passera toujours par le même point du système proposé.
Ce point par lequel passe constamment la direction de la résultante de plusieurs forces parallèles est le centre des forces parallèles.
Si le centre d'un système de forces parallèles est rendu fixe , le système restera en équilibre autour de ce point, soit qu'on change la direction des forces, soit qu'on fasse tourner autour de ce point le système proposé j et, en effet, la résultante passant toujours par le point fixe, sera constamment déiruiio par sa résistance.
COMI'OSITIOIV DES VITESSES ET DES FOilCES. ^Q
CKNTHE DE GAAVITÉ D'UN CORPS.
Les actions de la pesanteur, étant perpendiculaires à la surface des eaux tranquilles , *sont sensiblement parallèles flans toute fctendue d\in mente corps.
Cela posé, on appelle centre de gravité du corps , le centre de ce système de forces parallèles,
CENTRE DE GRAVITÉ DUN VOLUME, DUNE SURFACE, D'UNE LIGNE
Le centre de gravité d\iii \oIuine est le centre des forces parallèles qui seraient appliquées aux divers points de ce volume, et qui seraient proportionnelles à ses éléments. Ix* centre de gravité d'une surface, d'une lij^ne, se définît de la même manière.
Ainsi , par exemple, les forces appliquées aux dii^crs poi/ifs du "Volume dois^cnt cire telles, que leur résultante, pour chaque centimètre cube , soit de même intensité.
QUATmÈHE LCÇOH.
piFUtlTION DO TRAVAIL.
15. Je déGnirai ie trayail , V effet produit par une force qui déplace son point d'application. Aiusi le manoeuvre qui transporte un fardean d'un ëtage à l'autre d'un échafaudage, n'accomplit un certain travail que parce qu'il déplace le point d'application de l'effort qu'il développe, effort qui est égal au poids de la charge. Le travail serait nul si , la charge étant trop lourde, il ne pouvait la soulever malgré ses plus grands efforts. Le menuisier qui promène sa varlope sur une pièce de charpente n'accomplit un travail que lorsque le tranchant de l'instrument mord sur le bois, attendu que dans ce cas seulement il a déplacé le point d'application de la force. Le terrassier qui creuse un fossé et qui jette la terre sur la berçe, déplace le point d'application de la force qu'il développe. Il n'accomplirait aucun travail si le sol , étant trop dur, résistait à l'action de la pelle. Le laboureur qui creuse un sillon avec la charrue déplace, à chaque instant, le point d'application de la force. Les machines à filer le lin déplacent le point d'application de la force, en allongeant les fibres du lin, ea les aplatissant ou les tordant.
Si l'on voulait poursuivre cet examen, on verrait que p;irtout où il y a travail, il y a une force qui déplace son point d'application.
MESURE DU TRAVAIL DYNAMIQUE
Le trax^ail d^ une force dont le point d^ application décrit une ligne droite a pour mesure le produit de cette force par le chemin que son point d! application parcourt suis>ant sa direction, (II ne faut pas perdre de vue que le chemin ainsi mesuré n'est autre chose que le chemin eifectif projeté sur la direction de la force. Ce n'est qu'en Testimant ainsi que les travaux des forces jouissent des propriétés remarquables que nous démontrerons ci-après.) Et, en effet, supposons qu'un moteur élève un poids de 4 kilogrammes à 5 mètres de hauteur.
4 kilogrammes élevés à 5 mètres exigent évidemment le même travail que pour élever 5 fois 4 kilogrammes a i mèlre. Or
5 fois 4 kilogrammes élevés à i mètre représentent un travail de 4X 5 kilogrammètres. Donc, etc. '
Si Ton veut donner à la démonstration une forme pliis mathématique, on en disposera les éléments comme ci-après :
TUAVAUI.
FORCES
CHKMIMS
Soient T et T' les travaux eflectués pour élever deux poids P et F à des hauteurs p et p'^ je dis qu'on aura
Je fais d'abord remarquer que les cilbrls développés par les moteurs sont égaux aux poids P, V qui représentent ainsi les forces proposées. Je compare le travail ï au travail 5 développé par un moteur capable d'élever le |)oids P à la hauteur//, on aura évidemment
42 QUATAlbMË LEÇON.
Comparant ensuite S à T', il vient
Multipliant membre à membre et réduisant, on a
T _ Vp r "" P>'''
Ce qui montre que les tray^aux de deux forces sont entre eux comme les produits de ces forces multipliées par les chemins parcourus par leurs points d^ application^ parallèlement ii leurs directions.
Si Ton compare le travail quelconque T au travail T' qui consiste à élever un poids de i kilogramme à i mètre de hauteur, on aura
et Fégalilé ci-dessus deviendra
Maintenant si Ton choisit T' pour cire rnnilc de travail d\naniique , on aura
T' = i'^'", et, par suite, T = P/^. <:. <,>. f. d.
JUSTESSE DU MOT TRAVAIL
Le jnol tra\^ad défini comme ci-dessus (»st encore nommé par quelques auteurs effet dynamique ^ mais la première expression, qui a été proposée par Coriolis, a généralement j)révalu. Pour montrer toute sa justesse, considéions le travail produit en une journée par un ouvrier employé, par exemple, à tirer de l'eau d'un puits avec un seau attaché à une coi de qui s'enroule sur un tour. Supposons que le puits ait 5 mètres de profondeur et que l'ouvrier, dans sa journée, fasse monter loo seaux contenant chacun 20 litn\s. Le travail journalier rslimc en kiloj;rammètres sera
100 X 20 X 5 — loooD kilograninu'ircs.
x\<lineltous inaiiiteiiaiit que le puits ait lo mètres de piotoudeur. Évidemment l'ouvrier ne tirera que 5o seaux dans sa journée. Mais le travail eflectué-, estimé en kilogrammètres , sera encore
5o X 20 X lo = 100 X 20 X 5 = loooo kllogramniètrcs.
Ce qui fait voir que pour des quan filés égales de tra\^ail dynamique y Voui^rier rece^^ra le même salaire.
RESULTATS D^EXPÉRIENCES FAITES SUR LE TRAVAIL DES MOTEURS
AMMÉS.
Si un moteur cherche à déplacer une résistance trop grande, ses efibrts, quelque grands qu^ils soient, resteront impuissants et le travail sera nul. Si la rt'sislance est très-faible ou même nulle, le travail sera encora nul, quelque grand que soit l'espace parcouru par le moteur. // doit donc exister une valeur de la "vitesse et de la résistance telle j que le travail soit un maximum/
Pour les moteurs animés, celle valeur de là vitesse et de la résistance ne peut s'obtenir que par Texpérience. Pour les machines, cette détermination est un résultat de la théorie qui fait connaître la vitesse répondant au maximum d'eflet*, cette vitesse étant connue, il ne reste qu'à régler la résistance dç^ manière à faire prendre à la machine la vitesse voulue.
TABILBAV des quantités de Travail Journalières fournies par les
moteurs animés.
UsiiTJi DB TRAVAIL : Travail consistant a élever looo'^ à i mètre de hauteur.
POUR LES HOMMES
Un homme montant un escalier ou une rampe douce, son travail consistant dans 1 élévation de son corps
Un manœuvre élevant des poids avec une corde et une poulie, ce qui oblige à faire descendre la corde à vide
Un manœuvre élevant des poids et les soulevant avec la main. . . .
Un manœuvre élevant des poids en les portant sur son dos, au haut d'une rampe douce, et revenant à vide
Un manœuvre élevant des terres à la pelle, à la hauteur moyenne do i^jôo
Un manœuvre agissant sur une roue à chevilles ou à tambour (ces roues sont nuisibles à la santé des ouvriers) :
i^. Au niveau de l'axe
3^. Vers le bas de la roue. . .
Un manœuvre agissant sur une manivelle
POUR LES CBEVAUX.
Un cheval attelé au manège et allant au pas
Un cheval attelé au mantige el allant au trot
Un bœuf attelé au manège et allant au pas
Un mulet attelé au manège et allant au pas
Un &ne attelé au manège et allant au pas
TRAVAIL
accompli
en
une beure.
Remarques. — Les durées de la journée de travail , contenues dans le tableau ci-dessus , sont celles que Texpérience a montré ôtre le plus favorables.à la conservation de la santé du moteur, et au maximum du travail journalier qu'il peut produire.
Il résulte du tableau ci -joint queThomme, par exemple, produit la plus grande quantité de travail alors quMl élève son propre poids. Il suit de là que la manière la plus utile de remployer, consiste à le faire monter à une certaine hauteur, et à se servir ensuite de son poids descendant pour faire monter une résistance à peu près égale. Cette manière d'employer la force de Thomme a été mise en pratique par le capitaine du génie Coignet, dans les travaux de terrassement du fort de Vincennes. On fait monter un manœuvre à une échelle, d'où celui-ci^ passe sur un plateau de balance attaché à une corde qui s'enroule sur une poulie ; un second plateau fixé à l'autre bout de la corde élève la résistance. Ce procédé a procuré des économies considérables.
PROPRIÉTÉS DU TRAVAIL ÉLÉMENTAIRE DES FORCES
16. Nous avons déjà dît que pour obienir le traitait c/émenfaire d^une force, il fallait projeter sur cette force le chemin infiniment petit décrit par son point d* application, et multi^ plier ensuite cette projection par la force donnée. Par conséquent, si Ton nomme P la force, e le chemin, a l'angle que sa direction fait avec celle de la force, le travail de P sera
6 P = P . f cos « = I X P cos a.
Donc le traitait d'une force s'obtiendra encore en projetant la force sur la direction du chemin parcouru, et multipliant ensuite cette projection par ce chemin.
Si le facteur Pcosa est positif, la projection de la force tombera sur la direction du chemin parcouru, et le travail sera un travail moteur.
Si, au contraire, Pcosa est négatif, la projection de la force tombera sur le prolongement du chemin décrit, et le travail sera un travail résistant.
Théorème. — Le travail élémentaire de la insultante de deux forces agissant datt s le même plan est égal à la somme des travaux élémentaires des composantes,
(Dans tout ce qui va suivre j nous regarderons les travaux
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moteurs comme posttifs, les autres couimc uégatïfs, de sont* que par le mot somme, on devra entendre une somme algébrique.)
Soient P et Q (/'g- 22) les deux forces données, R leur He. 3j résulianie, déterminée par la règle
,Q c ,-* du paralIélos;ramrae des forces, Pro-
B^— ' --^ '■ jetant les forces sur la direction Ox
du ehetnin parcouru, on a évidemment, en observant que les triangles Olii, ACDsont égaux,
Oc = On -H 06.
Multipliant les deux membres de celte égalité par le cbemin t décrit par le point 0, 11 vient
Oc.t = OD.i -f- Oè.s.
Mai
Oc,
fR, Oa
donc
(0 fR = GP-i-eQ.
Supposons mainienant que la projection de Tune des forces Q ou P [^Çtg. aiï) tombe sur le prolongement Ox : si c'est la Fig. ii. projection de Q qui est dans ce cas,
". on aura
Of ^ Oa — ac
= Ofl — 06;
ultipliant pur i.
on a encore
Oc..=Oa
1 — Oi.!
zPR, Ofl
:ep, Ofc s
-PQ
donc Tégalîté ci-dessus devient également
GR=eP + eQ. c.«. F. D.
I^ démonstration serait la même si le travail de R était négatif. Par conséquent, l'équation (i) a Ueu dans tous les cas, conformément a réunnié.
On peut remarquer que Tégalité ci-dessus esl encore vraie lorsque £ esL une quantité (itue; mais cela exige que le chemin décrit par le point d'application de la force soit rectiligne.
On déduit sans peine du théorème précédent que le moment de la résultante de deux forces agissant dans un même plan est égal à la somme [algébrique) des moments des composantes, le centre des moments étant un point choisi arbitrairement dans le plan des deux forces, [Voir page 6.)
Corollaire. — Le trav^ail élémentaire de la résultante de tant de forces quon voudra agissant sur un même point est égal à la somme [algébrique) des trav^aux élémentaires des composantes.
Soient P, P', P'', P"', ... les forces données*, nommant R leur résultante ) je dis qu^on aura
ou, d'une manière plus abrégée,
rR=:2.GP.
En effet , soit S la résultante des deux premières forces P et P' , on aura
Soit S' la résultante de S et de P", on aura encore
(îs'=: e^s + ^p%
et ainsi de suite.
Soit enfin R la résultante de S'' et de P"', on obtient
EQUILIBRE DUN POINT MATÉRIEL
Théorème. — Lorsqu^un point matériel sollicité par tant de forces qu'on voudra est en équilibre, la somme des travaux élémentaires des forces est nulle.
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Ecrivons Téqualiou du travail sous la fonne
Deux cas peuvent se présenter : ou le point est entièrement libre, ou il est assujetti à rester sur une courbe ou une surface donnée. Dans le premier cas , l'équilibre n*est possible qu'autant qu*on aura R = o ; ce qui donne
Dans le second cas , la force doit être normale à la courbe ou à la surface , et comme le mobile ne peut glisser que sur la tangente ou le plan tangent, on aura
'•=0, et par suile l.Vp = o. c. q. f. o.
Théorème. — Réciproquement ^ si t on a 2 .Pp = o pour tous les mouvements infiniment petits que peut prendre le point matériel^ les forces qui le sollicitent se feront équilibre.
En effet, si Féquilibre n'a pas lieu, on pourra toujours appliquer au point donné, en sens inverse du mouvement qu'il prendra sous Tinfluence des forces , une force R qui le tiendra en équilibre; alors les forces R , P, P', P''^, ... se détruisant mutuellement , on aura
P/?=:o; donc Rr=o
Or, pour que ce produit soit nul , il faut qu'on ait
R = o ou r = o ;
et Ton voit que chacune de ces conditions exprime que le point donne ne prendra aucun mouvement. c. q. f. d.
DÉMONSTRATION DE L'ÉQUATION GÉNÉRALE DU TRAVAIL DES FORGES ou DU PRINCIPE DES VITESSES VIRTUELLES.
17. Proposons-nous maintenant de démontrer l'équation du travail pour un système quelconque de forces en équilibre.
DU TRAVAIL DES FORCES. 4q
Dans ce but, j'établirai préalablement les théorèmes suivants':
Théorème. — Quand une droite se déplace infiniment peu sans changer de longueur, si l'on projette sur cette droite les chemins décrits par ses deux extrémités , les deux projections seront égales et de signe contraire (ouj en d'autres termes, Vune des projections tombera sur la droite^ Vautre sur son prolongement) .
Nommant y Tinclinaison de CD sur A&, on a {fig. 24)
^ crf=CDcosç = AB ( I — 2sin'-^|,
d'où l'on tire
cd .1
La limite du rapport de cd à AB est donc Tunité. De là on conclut
A c = — Brf. C. Q. F, D.
Théorème. — Quand une droite change de longueur en se déplaçant infiniment peu, si ton projette sur cette droite les chemins décrits par ses deux extrémités ^ l'une des projections, prise ai^ec un signe contraire, est égale à F autre, augmentée de la ^variation de longueur de la droite, cette variation étant pôsitii^e ou négatii^e suii^ant que la droite dont il s'agit augmente ou diminue de longueur.
Je suppose , pour fixer les idées, que la droite ait augmenté de longueur, et soit devenue CD [fig. aS). Prenant CE = AB,
nous aurons, en valeurs absolues, Ac = Be, et en regardant A c comme positif et Brf comme négatif,
— Brf =t: Ac -+- tf«/ = Ac 4- ED.
Fig. a5.
Il est évident que si le point D tombait à gauche de E, la quantité ED prendrait le signe moins , ce qui démontre le théorème
énoncé.
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Si l'on i'aîsail sur les signés des projections dos Inpoilièses coniraiies aux précédentes, on aurait
Brf= — Ac+ F
ED
Par conséquent, dans ce cas, la projection du chemin dèvril par l'une dei extrémités de la di-oite mobile, prise avec un signe contraire, est égale à la projection du ùhemin décrit par l'autre extrémité, diminuée de la variation de longueur de la droite , celte variation de longueur étant positive ou négative dans les mêmes cas tjue ci-dessus.
Nous ferons remarquer avant d'aller plus loin que le travail élémentaire Vp d'une force P prendra le signe qui lui convient, en regardant /> comme positif ou comme négatif suivant que cette projection tombera sur la direction de la force ou sur son prolongement.
Soient maintenant trois points matériels A , B , C (yîg- a6), Fi|j. îfi. tenus en équilibre par les forces P, P', P",
et liés entre eux par des droites le long desquelles agiront des réactions attractives ou répulsives T, T', T". En ayant égard à ces diverses forces, on pourra regarder chaque point comme entièrement libre, et par suite on aura, en supposant pour généraliser que les diverses droites cliangentde longueur pendant le déplacement infiniment petit du système:
Pp- P'p'
- Ji -+- T"f"= o, -T(rdr3.AB)-f
T'(I'±:J.BC
- T"{l''±Î.AC) = o.
Le signe i, placé devant une ligne, indique sa variation de longueur; les signes supérieurs répondent au cas d'une réaction attractive, les signes inférieurs au cas d'une réaction ré-
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pulsive. Ajoutant ces équations membre à membre, on trouve
Supposons maintenant un quatrième point D (fîg. 27) sollicité
Fig. 27. P*^** ^"^ ^^''^^ P'''> ®^ ^^^ ^^^c ï® point A
par une ligne matérielle; en nommant 6 la réaction qui s'exerce le long de cette ligne ^ la première des équations ci-dessus s^augmentera du terme S r , et aux équar tions précédentes s'en joindra une nouvelle,
p«'^'''-.C(r±(Î.AD) = o.
En ajoutant ces diverses équations, on sera conduit à un résultat analogue au premier. Si le point D est aussi lié au point B, la seconde équation s'augmentera de &r^ et la quatrième de — & (r' zh d.DB) ; enfin si le point D est aussi dépendant du point C, la troisième équation s'augmentera du terme 6" t" , et la quatrième de — S" (t" dt d. DC) , de sorte qu'on aura
P>' — T (^dt^.AB) -f- T' r' 4- G' t' = o,
P'p^'^T {t'dzê.BC} — T" (f" ±d\.CA) -h G" t" = 0,
P'^y,'^ — S(t±5.DA) — G'(r'±d\DB) — G"(t"±«Î.DC) = o.
Ajoutant toutes ces égalités membre à membre, on trouve
P/?qf:T^,ABq=r^.BCrpT"^.CAipG5.DAqpG'^.DB q:S'^.Î.DC = o
En faisant intervenir un cinquième point, on serait évidemment conduit à un résultat analogue, et ainsi de suite.
Donc, si Ton nomme /, l\ l"^ etc., les droites qui joignent les différents points du système et le long desquelles régnent des réactions, on aura, quel que soit le mode de liaison de ces
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points ,
(3) 2.P;îq=T3;q=T'5r:pT"5/"=p... =o,
les signes supérieurs répondant à une réaction attractive, les signes inférieurs à une réaction répulsive ; et ïl est bien entendu qu'il n'est nullement nécessaiie que chaque point soit sollicité par une force extérieure.
Maintenant si les droites le long desquelles s'exercent des réactions sont iDexten!^ible3, comme cela a lieu dans un corps solide (cette hypothèse est permise quand le système est arrivé à l'éiat d'équilibre) , ou aura
Si = o, Si' = o, SI" = o...,
et, par suite,
ce qui est l'équation du travail des forces, ou des vitesses virtudles.
Si quelques-uns des liens physiques sont des fils flexibles , pouvant glisser sans frottement sur leurs appuis, et si les autres liens siHit des verges rigides inextensibles, les termes relatifs aux verges rigides disparaîtront de l'équation (3) , et il ne restera que ceux relatifs aux liens flexibles.
Si l'on suppose, par exemple, que/,/',/*,..., soient les côtés d'un même polygone formé par un même fil, on aura
T=îT' = T" = .. ., et l'équation (i) deviendra
Or, si la longueur totale du fil ne change pas ,
Sl+Sl' + St" -^ ... = o,
En dehors de ces deux hypothèses, les réactions moléculaires ne disparaîtront pas toutes de l'équation (3).
On peut remarquer que les termes q;Td/, zpT't)/', etc.,
sont tous des travaux résistants ou négatifs, dans un système matériel dont aucun point n^est libre. En effet, dans le cas d'une attraction entre deux points produite par une traction, dl est positif, et, par suite, — T$ l est négatif. Dans le cas d'une répulsion produite par une pression, âl est négatif, et le terme T âl est encore négatif.
INFLUBNGE DES GHOGS DANS LES SYSTÈMES 11 ATÉRIELS.
Dans le cas d'un choc entre deux mobiles, les molécules de matière se rapprochent successivement \ nommant 6, 6', 6'', etc. , les répulsions qui naissent du phénomène et qui s'exercent entre deux molécules, jusqu'à l'instant de la plus grande compression, Jx, dx\ âx^',. . . , les variations successives de la distance qui les sépare, la somme des travaux , en ayant égard aux signes des quantités ci^essus, s'augmentera de l'expression
Supposons maintenant que les corps choqués soient doués d'une élasticité parfaite^ après l'instant de la plus grande compression, les deux molécules que l'on considère commenceront à s'éloigner, jusqu'à reprendre exactement leur première distance. Pendant ce temps, la réaction, tout en restant répulsive, passera évidemment par les mêmes états de grandeur qu'aupa* ravant, d^ sorte que la seconde partie du choc introduira dans la somme des travau-x une suite de ternies tels que
et qui détruiront la somme analogue relative à la première partie du choc », d'où il faut conclure que les chocs entre des corps parfaitement élastiques ne donnent lieu à aucunes per^ tes de travail.
Si les corps sont imparfaitement élastiques, les termes de la dernière somme, moins nombreux que ceux de la première, détruiront dans celle-ci un nombre égal de termes, d'où il suit que le choc aura donné lieu à une perte de travail , qui sera d'autant plus grande que les corps seront moins élastiques.
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Théorèhe. — Jîéciproquemeni, si l'équation S.P/j = o a lieupourtous les mouvements înJiTtiment petits , compatibles avec la liaison du système, celui-ci sera tenu en équilibre par les Jorces qui le sollicitent.
Eq effet, si l'équilibre n'a pas lieu, ou pourra détruire le mouvemeut Ae chaque point par une force telle que R, appli* quée eu sens contraire de la direction de ce mouvement. Il y aura donc équilibre entre les forces P, P', P",. . .,et les forces R,R',R"..., appliquéescommeit vient d'être dit; et comme ces dernières ne donnent lieu qu'à des travaux résistants, on
Mais, par hypothèse,
P/> = o; donc
Rr-I-R'r' + R" /■" + ... =0.
Si l'on remarque maintenant que tous les termes de cette équation sont positifs , on devra avoir
Pour satisfaire à chacune de ces équations, à la première par exemple, on devra poser
or l'une comme l'autre de ces conditions signifie que le point que l'on considère ne prendra aucun mouvement.
Donc le système sera en équilibre. c. q. f, d.
ÉQUILIBRE ET œMPOSITION GÉNÉRALE DES FORCES.
DE SA DIRECTION
18. Théorème. — Une force peut être appliquée en un point quelconque de sa direction , poun^u que ce point soit lié au premier par une droite rigide et inextensible.
Soit P une force appliquée au point A ; je dis qu'on peut la
supposer appliquée au point A^ situé sur la direction de P. Au point A' j'applique deux forces P, — P' égales à P et directement opposées ; ces deux forces se détruîsant, Tétat du corps ne sera pas changé. Mais les forces P, — P' se détruisent aussi, car elles sont appliquées aux deux extrémités d'une droite matérielle inextensible qu'elles tirent en* sens contraire : on peut donc les supprimer, et il ne reste plus que la force P' égale à P, appliquée au point A', c. q. F. d.
ÉQUILIBRE AUTOUR D'UN A\B FIXE
Quand plusieurs Jorces tendent à Jaire tourner un corps autour d^ un axe fixe ^ en agissant dans des plans qui lui sont perpendiculaires y il faut et il suffit^ pour quelles se fassent équilibre y que la somme algébrique de leurs moments y par rapport à cet axe, soit nulle.
Je rappellerai que, pour former cette somme, il faut projeter toutes les forces sur un plan perpendiculaire à l'axe de rotation, et prendre ensuite les moments par rapport au point où
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cet axe'perce le plan. La démoDstration de ce ihéorème ayant été donnée dans la première leçon, sa reproduction ici devient inutile.
ÉQUIUBRE DUN CORPS SOLIDE BNTIËREUENT LIBHE.
Soient P, P', F',.,., tant de forces qu'on voudra appliquées à différents points d'un corps solide entièrement libre. Je dé compose la force P en trois autres X, Y, Z parallèles aux trois axes des cooYdonnées, et l'on aura, en nommant «, (3,7 les angles cju'elle fait avec les axes ,
X = Pcosa, Y = Pcosp, Z= PC0S7,
Je décompose pareillement la force P' en trois autres parallèles aux mêmes axes , ce qui donne
.X'=:P'cos«', Y'xîP'cosR', Z' = P'cosï',
et ainsi de su,ite.
Cela posé , comme' pour l'équilibre il faut que la somme des travaux élémentaires des forces soit nulle pour tous les mouver ments infiniment petits qu'on fera prendre au mobile, on ■ pourra imprimer successivement à celui-ci un mouvement parallèle à cbaqueaxe, puis un mouvement de rotation autour de chaque axe. Soit Jx le chemin inliniment petit décrit parallèlement à l'axe des x par chaque point du corps, Sx étant perpendiculaire aux composantes telles que Y, Z; le travail de CCS forces sera nul , et l'équation d'équilibre deviendra
ou'
Mais, par hypothèse, ix n'est pas nul, on devra donc avoir
X-(-X'+X"4- .-.. =0; ■ cl, en remplaçant les composantes parleurs valeurs,
(1) PcOS2-HP't0S»'+P"c05="+...=O.
ÉQIJILIBAE ET COMPOSITION GÉNÉRALE DES FORCES
Pour les deux autres axes on aura de même
(2) P cos p -h P' cos p'-l- P" cos P"h- . . . = o,
(3) P cos 7 -h P' cos 7' -h P"cos7" -f- . . . = o.
Faisons maintenant tourner le système autour de Taxe des z. Nous remarquerons d'abord que le chemin décrit par chaque point du corps étant perpendiculaire aux forces Z, le travail de ces forces sera nul. Observons encore que les composantes X, Y, agissant dans des plans perpendiculaires à Taxe des z , la rotation du mobile autour de cet axe transformera Téquation du travail (ainsi que nous Pavons vu dans la P^ leçon) dans la somme des moments par rapport à cet axe. Pour former Péquation dont il s'agit , il faudra donc projeter les forces X , Y, sur le plan des xy^ et prendre ensuite les moments par rapport à l'origine des coordonnées. Soit (/ig< 29) C la p. projection du point d'application de
la force P , ses composantes se projetteront en ex et CY, et leurs mo- ^ ments seront
Y.OA = a:Y, — X.OBr=— jrx.
Nous regardons comme positifs les moments qui tendent à faire tourner de x vers y (ou de gauche à droite, quand on regarde d'un point de l'axe des 2), les autres comme négatifs. La somme algébrique de ces deux moments sera donc
Les composantes de la force P' donneront lieu à une somme analogue, savoir
yr_yx',
et ainsi de suite; la somme totale des moments étant égalée à
zéro, il vient
2(xY— jX) = o.
La rotation autour de Taxe des ^'donnerait pareillement
2(sX — xZ) = 0.
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ËnJîti la rotation autour de l'axe des x donnerait
Remplaçant dans ces équations X, Y, Z, par leurs valeurs, elles devi
î.P(icoip-jc
î.P(.cos.-«c
î.P(j-co>7-»«
Les équations (i), (a), (3) conjointement avec celles-ti expriment les conditions analytiques de l'équilibre d'un corps solide entièrement libre, soumisà tant de forces qu'on voudra. En les écrivant toutes ensemble , on aura
' 2PcoB«=:o,
1 ïPcosT = o,
j Î.P(a;cosp— jcoja) = o,
I 2.P(îcos«-^cos7)=o,
i ï.P(j'cos7-*cos?) = o.
On pourrait craindre qu'une nouvelle combinaison de mou* vements ne donnât lieu à quelque autre équation d'équilibre. .Mais on remarquera qu'il ne saurait en être ainsi , attendu que lout mouvement de translation suivant une droite arbitraire peut se remplacer par trois mouvements parallèles aux axes des coordonnées. La même chose a lieu pour un mouvement de rotation.
On peut remarquer que la résultante de deux composâmes
tell.
les que
est égale à la projection P sîn y de la force P sur le plan des xy. Donc si l'on nomme/) la perpendiculaire abaissée de l'origine des coordonnées sur la direction de cette résultante ainsi projetée, on aura, en vertu du théorème des moments (page 47)1 P/fsin y =P [*cosp — /cosa)-
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Relativement aux autres plans des coordonnées on aura de même
Pp' s'm p = P(2cosa — xcosy),
P/?"siri 7 = P (r ces 7 — z cos p).
Le moment de la force P projetée sur le plan des xy est dit le moment de la force P par rapport à Vaxe des z ; de même Pp' sin P est le moment de P par rapport à Taxe àçsy\ enfin Pp"sin a est ce moment par rapport à Taxe des x. Les conditions de l'équilibre renfermées dans les équations (7) peuvent donc s'énoncer de la manière suivante :
Pour quiin corps solide entièrement libre soit tenu en équilibre par tant de forces qu^on voudra^ il faut et il suffit : i^ que la somme des forces décomposées parallèlement à trois axes rectangulaires soit nulle ; 2° que la somme de leurs moments relatifs aux mêmes axes soit également nulle.
Si le mobile n'est pas entièrement libre, le nombre des équations d'équilibre sera égal au nombre des mouvements indépendants qu'on pourra lui imprimer.
Si, par exemple, il est assujetti à tourner autour d'un point fixe , on ne pourra lui imprimer aucun mouvement de translation, et dès lors les trois premières des équations (7) seront, inutiles.
Si le corps est assujetti à tourner autour d'un axe fixe , par exemple autour de Taxe des z, on ne pourra lui imprimer qu'un mouvement de rotation autour de cet axe; dès lors il n'y aura qu'une seule équation d'équilibre, savoir la quatrième des équations (7).
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co5y attaché à la force,
Donc, pour queplusieurs forces parallèles se fassent équilibre, il faut et il suffit: i" que leur somme algébrique soû nulle; 2" que la somme de leurs moments , par rapport à deux plans rectangulaires et parallèles aux forces, soit également nulle.
19. Supposons que les forces qui agissent sur un corps libre ne se fassent pas équilibre, mais se réduisent à une résultante unique R ,-faisant avec les axes des angles a, b, c. En introduisant la force R dans le système en sens contraire de sa direction, il y aura équilibre entre cette nouvelle force , et les forces données P, P', P",. . . ; dans ce cas, les équations (7) deviendront
Rcos« = ZPcosa, 1 Rcos 6 = 2Pcosp,
R cos c = 2 P cos V , (r,cosi— /,cosn) = 2p(a;cosp — j<:osa)= L, I R(z,cosa— jT.cOSc) =:; 2P(ïC0S« — ;ccos7) = M, \ R(/,coïe — I, cos&)=£P{jcos7— iCOSp) = K. Maintenant, si nous posons, pour abréger,
■ ■ ï P cos p = Y, ,
ZPcos7 = Z,, les équations ci-dessus prendront la forme R cos a = X, ,
{io>
R cos c = Z, ,
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Les trois premières de ces équations feront connaître rîii-
tenslté et la direction de la résultante, les trois dernières sa
position. En effet, si l'on élevé au carré ces trois premières
équations, et qu'ensuite on les ajoute, on aura, en observant
que
ces' a -H ces' h 4- ces' c = i ,
(il) . * rî = xî + y; + z*;
d'où
R = ^XÎ4-TÎH-ZÎ.
Le radical devra être toujours pris avec le signe La résultante R étant connue, on tirera des mêmes équations
(12) COS« = -~j CCS É> = -^ï C0S£r=--5
lesquelles feront connaître sa direction (*).
* Remarquons maintenant que deux quelconques des trois dernières équations (10), les deux premières par exemple, représentent V équation de la résultante. Quant à la troisième, si on la remplace par une combinaison des trois; qu'on obtiendra en multipliant chacune d'elles par celle des composantes Xi , Yi ^ 2>i qu'elle ne renferme pas, puis ajoutant, on
(*) La relation
CO8* a -H cos' h -f- cos' c = I
se démontre facileitaent. En effet, considérons une. droite d qui, partant de l'origine des coordonnées, fait avec les trois axes des angles a, b, Cj et vient aboutir en un point dont les coordonnées sontx, j, 5. Cette droite peut être regardée comme étant la diagonale d'un parallélipipède rectangle construit snr les trois:arètes contiguês x^y, t , et dès lors on aura
Mais
X = dc08tf, J=:£?COSft, ^=dc08C.
Substituant dans d^t on trouve ' •
j =.cos*a -t-cos* fc -f-co8*c. c. q. f. d.
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sera conduit à l'équation
(i3) LZ,+ MV, -l-NX, = o,
laquelle exprime la condition qui doit être remplie pour que le système des forces se réduise à une résultante unique.
COMPOSITION DBS FORCBS PARALLÈLES.
Si l'on prend pour axe des z une parallèle aux forces données, on aura
. « = 90', p = 90", 7 = 0, ou 7 = 180",
et les équations (9) se réduisent aux suivantes, en laissant le signe de cos 7 aiiaclié à la force ,
Rcosc = 2P, R«, coscr= S.Pj:, n^, cosc= S.Pj.
Maintenant si l'on suppose que le système se réduise à une résultante unique, les deux premières équations donneront
cos « ^ o , cos è ^ o ,
ce qui exige qu'on ait en même temps cos c = ± 1 . Laissant le signe de cos c attaché à la force , on peut conclure de là que la résultantede plusieurs forces parallèles est égale àîeur somme {algébritjue), et parallèle à leur direction commune.
Quant aux deux dernières équations ci-dessus, elles deviennent
^,ÏP =
£.Pi, J,IP =
On aura donc à la fois
R = îP,
^,SP=Ï.P:c
r,i.p = !Pr
I.P.r l.Pr
Ces deux valeurs de Xx et de Vi feront connaître la position de la résultante. Quant au sens de son action, il sera connu par le signe de R =: SP.
Si Ton a
2P = o, Î.Pj:=o, 2.Pj>on<;o, les valeurs de Xx et de/i deviennent
et le système se réduit à un couple dont le bras de levier est perpendiculaire à Taxe des x. L'indétermination de x, prouve que ce couple peut être transporté parallèlement à lui-même partout où Ton voudra dans son plan , ou dans un plan parallèle (*).
Si l'on a à la fois
lP=o, 2.Pj: = o, 2.P7=:0,
les valeurs àeXiyjx seront indéterminées •, mais lorsque les équations cî-dessus ont lieu, le système est en équilibre, et dans ce cas on peut, en etfet, supposer la résultante appliquée partout où Ton voudra.
PROPRIÉTÉS DES MOMENTS DES FORGES PARALLÈLES
Si dans les équations (9) on suppose les forces parallèles, on aura numériquement
CCS a = ros a , ^ cos b = cos p , cos c = cos 7 ,
et par suite ces équations deviendront, en faisant sortir du signe Z la valeur absolue du cosinus (le signe reste ainsi attaché a la force pour indiquer toujours le sens de son
( *) On peut consulter le bel ouvra{(e de M. Poinsot sur la Théorie dfs Couplrs.
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R cos n ^ cosa ïP, R cos 6 = cos p X P , R cos c = cos7 ïP,
cos6(ai, — z.PiE) = cosa(Br. ~ 2.Pr)'
cos c(Rj, — 2.Pj)= cos b (Rï, - ï.Pa),
COSfl (Rï, — S.Pz) = C05 c(Il.r, — s.Px).
Or numériquement on a
cosa^cosec, cost^cosp, cosc^coS7,
par suite les trois premières équations se réduisent à l'cquatioii unique
R=:ïP,
que nous connaissons déjà.
Quant aux trois dernières, on ne peut y satisfaire, quels que soient a, b,c , qu'en posant
(i5) Rr.— Z.Pj,
( Ri, = l.Pz.
Chacune de ces cqualions prouve que le moment de fa résultante de plusieurs forces parallèles par rapport à un plan est égal à la somme des moments des composantes par rapport an même plan.
Si l'on remarque maintenant que les trois équations (i5) donnent pour Xi,}',, z,, les mêmes valeurs, quris que soient les angles. a, b, c^ ou, ce qui revient au même, quelle que soil la direction des forces, les points d'application ne changeant pas, on en conclura que , dans tout système de forces parallèles, d existe un point unique , par lequel passe constamment la direction de la résultante, lorsque, sans changer l'intensité des forces ni leur parallélisme, on- fait tourner celles-ci autour de leurs points d''applications.
Co point-est le centre des forces- parallèles que nous avons ■ déjà défmi daris une précédente leçon.
DU CENTRE DE GRAVITÉ
GEHTHE DE GEATITÉ D^Ull ARC DE CEECLE.
20. Considérons un système de corps liés entre eux d'une manière quelconque, dont les poids seront P, P', P'', etc.j et dont les centres de gravité supposés connus , auront pour coordonnées, le premier (a:, y^ z)^ le deuxième [x'^y, s'), etc. La résultante de tous ces poids sera
Soient maintenant (xi, j^i, z^) les coordonnées du cekltre de gravité du système ; comme les forces P, P', P'', etc., peuvent être supposées appliquées respectivement aux centres de gravité des corps, on aura, parles propriétés des moments [voir la leçon V),
Ia:,2P = 2Pjr, jr,2P==2Py, z, 2P=2P3,
et ces trois équations détermineront Xi, /i, Zj.
Maintenant soient m, m', m"^ m"'^ etc., les masses des dif* férents corps, on aura
V=zm8y l^' = m's, P'' = /«"§:,..., et les équations ci-dessus deviendront
x,2iîî = 2/w^,
z,lm'^= Imz.
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* CENTRE DE CHAVITË H'UM C0HP> COLIDE'
Soit m ]a masse totale du solide, dm celle d'une molécule, x^j', z ses coordonnées, on aura, pour résoudre le problème proposé, les trois équations
\ mz, —fzdm, le signe intégral devant s'étendre à la niasse entière du corps.
' CBHTU t>% «RjlVITt D'DN VOLUME.
Pour un volume, on aura pareillement
(4) vj, = /jrf..
( Vz, =/«/«.
En eflet , nommons o le poids de l'unité de volume , et ^ le poids de l'élément dilTérentiel >^c, on aura, en nommant l' le poids total ,
P = Vct, p =n*,
et ensuite par les propriétés des momcuis,
/ Vx. = J,,x,
jpz,=fpz.
Remplaçant V el p par leurs valeurs ci-dessus, et supprimant \c facteur commun CF, on obtient les équations (4)-
' CERTIB DB CUVITA d'dnb BCRFACE.
Si l'on nomme w cette surface, el da l'élément dijTéreutîcl, ou auia, pour déterminer le centre de gravité,
DU CENTRE DE GRAVITÉ ET DE LA FORCE CENTRIFUGE. Ôj
Fig. 3o.
* CEHTREDE GRAVITÉ DUNE AIRE PLARE COMPRISE BHTRB DEUX 0RD0II1IÉB8.
Si l'on considère un élémeat compris entre deux ordonnées
infiniment voisines y et J-hdvy distantes de la quantité dx^ on pourra regarder ab (fig. 3o) comme un filet rectiligne , lequel aura évidemment pour centre de gravité son milieu, et l'on aura, en adoptant les mêmes notations que ci-dessus,
ay,=-fy'dx.
Ces intégrales devront être prises depuis x =a Ol* jusqu^à X = OP'.
* CENTRE IIB ORAVITÉ D'UN ARC DR COCRBR.
Soient 5 la longueur de Tare de courbe ^ ds un élément infi* niment petit ayant pour coordonnées x, y, z, on aura par les mêmes raisons que précédemment ,
sXx = f .tds , [ »ZiZ= J^ zds.
De sorte que la détermination du centre de gravité est généralement une question de calcul intégral.
* CENTRE DE GRAVITÉ D'UN ARC DE GERCLfe.
Pour donner un exemple delà détermination d'un centre de gravité, nous appliquerons les formules précédentes à lare de cercle. Comme ici la courbe donnée est plane, et que d'ailleurs le centre de gravité est sur le rayon qui partage l'arc en deux parties égales, nous aurons simplement, en prenant ce rayon pour axe des x ,
SXx == f xds,
BemplaçaDt ds par sa valeur cls ^ ^4)'' "*" ''-'^'' '' vient
Cela posé, ou lire de l'équaiioii du cercle,
dr X
ydy + xdx^= o, d'où -7- = j
dx X
ei ea substituant ,
remplaçant y par sa valeur eu fonction Je x, ou trouve
(8) s., = .kÇ^^^ = Kc,
en nominaut c la corde de l'arc.
Si l'on a
* = 5tR, c=i 2R,
la valeur de x, devient
APPLIC&TIOKS DU PRINCIPE DES MOMENTS.
21 . Dans ce numéro nous allons donner trois applications importantes du principe des moments:
La première sera relative au travail de la pesanteur j
La deusiéme, à la pression d'un liquide sur une surface plane inclinée;
La troisième, au calcul de la force centrifuge.
DÉTERMINATIOH DU TRAVAIL DE LA PESANTEUR
CoDcevons un système de points matériels liés entre eux d'une manière quelconque , et se transportant d'une positioh à une autre, puis concevons un plan horizontal mené audessus de tout le système. Si l'on nomme 3o, z\, z',, etc., les distances au plan donné de ces divers points dans leur posi-
tion initiale, et 2, ^^ z'\ etc., les distances analogues qui répondent à la position finale , le travail résultant des poids de ces divers points matériels sera
T=p(z-zo)-hP'(z'-z;)4-/^"(3"-z:)-h..:,
et ces travaux seront des travaux moteurs ou résistants suivant que les différences z — z^'i z' — z\^ z" — z",, etc., seront po^sitives ou négatives, ou suivant que les mobiles descendront ou monteront.
Développant l'égalité précédente, il vient
Soient maintenant cr la somme des poids, et Zq , Zj les distances au plan donné du centre de gravité du système dans ses deux positions extrêmes, on aura
m Zo= Vz. + P'z. 4- P" z; H- . ... , oZ, = Pz4-P'2'-é- P"z"4-..,.
Substituant ces valeurs dans celle de T, il vient
(10) . T=BlZ, oZo == CT (Z, — Zft).
Ce qui fait voir que la différence entre la somme des travaux moteurs et celle des trat^aux résistants dus aux actions de la pesanteur est la même que si toute la masse du système était concentrée au centre de gratuité.
Delà il résulte que lorsqu'un corps solide^ animé d'un mouvement quelconque ^passe d^une position aune autre ^ la somme de trai^aux moteurs moins celle des trav^aux résistants^ dus aux actions de la pesanteur sur ses dii^erses molécules^ est égale au poids du corps multiplié par la distance vcHicale parcourue par le centre de grauité.
Il résulte encore de ce qui précède que dans tout système de corps liés entre eux d'une manière quelconque, par exemple dans une machine, la somme des t râteaux moteurs moins la somme des travaux résistants, dus aux actions deja pesanteur, est la même que si toute la masse du système était
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concentrée au centre He gravité . Doue, si le centre de gravité s'abaisse, le travail résultant sera un travail moteur ; s'il s'élève, un travail résistant. Et sil'on estime le travail pour une période au bout de laquelle le centre de gravité se retrouve à la même place , le travail résultant sera nul.
CALCUL DE LA PRE^ION D1IK LIQDIDE SUR UNE SURFACE PLANE INCLINÉE
On démontre en physic[ue que dans un liquide en équilibre, 'a pression est la même autour de chaque point. En second lieu que la pression exercée sur une surface horizontale plongée dans le liquide a pour mçsure le poids d'une colonne du liquide qui aurait pour base cette surjace, et pour hauteur sa distance au niveau. Donc aussi sur toute surface plane infiniment petite, mais inclinée, la pression sç mesurera de la même manière.
Cela posé, soit u un élément plan, infiniment petit, de la surface donnée; la pression qui s' exerce sur cet élément aura pour mesure h a 3, en désignant par 2 la distance au niveau du liquide de l'élément superficiel a, et par k le poids du liquide sous l'unité de volume. Pour un second élément u' distant du niveau de la quantité z', la pression sera k w' z', et ainsi de suite. La pression totale, que j^e nommerai P, ^ura donc pour valeur
çl ea m^ettant h en facteur comiuuq,
Soient m^iip^tenant a l'airç de la surface proposée , et x, la disance de son centre de gravité au niveau du liquide , on aura par les propriétés des moments,
suh^tiiuant dans la valeur précédente de P, on trouve
(tt) P=*fle,. C. Q. F. D.
Dt7 CENTllE DE GRAVITÉ ET DE LA FORCE CENTRIFUGE. Jl
Ce qui dëmonlre que la pression exercée sur une surface inclinée y plongée dans un liquide^ a pour mesure le poids d'une colonne de liquide qui aurait pour base cette surface, et pour hauteur la distance de son centre de grai^ité au nii^eau.
Ce théorème servira à calculer la pression supportée, soit par une vaui)e, soit par une écluse, etc., et à donner ainsi à chaque barrage le degré de résistance qui lui convient.
MESURE DE LA FORGE GBNTRIFUGB SUR UN POINT MATÉRIEL
Concevons un point matériel décrivant une circonférence de cercle. Arrivé au point C (fig' 3i) avec la vitesse v^ ce point pj 3, continuerait à se mouvoir suivant l'élé-
ment Cxj si la courbe et les forces accélératrices cessaient tout à coup d'exister. Soient A et 6 les points milieux des deux éléments consécutifs, posons AB = 5, et nommons t le temps infiniment petit employé à décrire Tare 5; pendant ce temps t nous pourrons faire abstraction des forces accélératrices qui ne peuvent faire varier la vitesse que d'une quantité infiniment petite^ il sera donc permis de regarder le mouvement comme uniforme pendant tout le parcours de l'arc AB, de sorte qu'on aura
s = ci.
Mais puisque le mobile est dévié de Télément AC sur l'élément BC, il faut en conclure que la courbe fait sur le point C l'effet d'une force qui tendrait à le rapprocher du centre O. Or, l'action étant toujours égale à la réaction , il faut que le point matériel exerce à son toup sur la courbe une pression égale et contraire 5 c'est celte pression qui a reçu le nom de force cen^ trifuge.
Pour l'évaluer, je mène les rayons OA, OB, OC, ainsi que la ligne C2, perpendiculaire à C/, et je remarqu^que les deux angles marqués e sont égaux ^ de plus, comme ; = R e, il en
résulte
Je décompose nuintenant la vitesse f en deux autres dirigées suivant Cy et Cz ; ses composaotes auront pour valeurs
SoîvantCj ccosi.
Suivant C s c sin t = c t .
La réaction que développe la courbe et qui est égale et contraire à la force centrifuge^, aura donc pour effet de détruire la composante f e ; par suite elle aura pour mesure {voir page 20)
Remplaçant c par sa valeur (13), on obtient - mes
Mais s =:: Cl, donc finalement
Telle est l'expression de la force centrifuge.
Si l'on nomme t>> la vitesse angulaire de rotation, la valeur de u deviendra
et par suite on aura
Considérons par exemple un point matériel pesant i o'', attaché à un fil long de S", et tournant autour d'un axe avec une vitesscde 100 tours par minute. Dans ce cas, on aura
m = — 5-5= 1,019. et w.6o = air.IOO, 9,808 ' '
d'où
«=10,472, par suite
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Quand le mobile décrit une courbe quelconque, on peut le regarder comme tournant à chaque instant autour d'un axe instantané de rotation, mené par le centre de courbure, perpendiculairement au plan osculateur. Dès lors les formules cidessus s'appliquent à tous les cas.
RÉSULTANTE DES ACTIONS DE LA FORGE CENTRIFUGE SUR UN CORPS DE FORME QUELCONQUE, HOMOGÈNE OU HÉTÉROGÈNE.
Le calcul de la force centrifuge sur un corps de grandeur finie a été jusqu'à présent une question de calcul intégral. Le théorème suivant, auquel j'ai été conduit en étudiant la théorie du pendule conique, lève toutes les difficultés, en faisant descendre la détermination de cette force dans le domaine des faits pratiques.
Théorème. — Za résultante des actions de la force centrifuge sur un corps déforme quelconque ^ homogène ou hétérogène, tournant autour d'un axe (fixe ou instantané), est la même , en grandeur, que si toute la masse du mobile était concentrée en un point quelconque d'une ligne menée par le centre de gravité^ parallèlement à Vaxe de rotation.
Soient OxjOj", Oz [fig^'i^] trois axes rectangulaires dont p.g^ 32 l'unOz sera Taxe de rotation, à
Finstant où Ton se propose de calculer la force centrifuge. M étant la masse du corps, m la masse d'une de ses molécules, jx la projection de m sur le plan des x, y, la force centrifuge qui agit sur m aura pour valeur, en nommant tù
la vitesse angulaire de rotation,
(i5) /=«'w.OfA.
Les composantes de cette force par rapport aux trois axes des coordonnées seront :
yi = ff)' /w . O ft . CCS a ,
fy. = 0)' m .Op. ces p ,
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Mats si l'on désigne par a:, ^, z, les coordonnées dem, on aura
Ji^Ofi.cosn, _j' = 0[i.cos§;
par suite les composantes dey deviendront
Soit F la résultante des forces telles que y, on aura pour ses composantes,
le signe £ s'ëtendant à tous les points de la masse du mobile. Nommant encore a,b,c, les coordonnées du centre de gravité, les propriétés des moments donnent
alors les composantes de F deviennent
d'où l'on tire, en élevant au carré, ajoutant, puis extrayant la racine carrée,
(18) F = ».>Mi/a'-l-é'.
Ce qui démontre le théorème énoncé.
- Si l'on pose
qu'on nomme P le poids dt tours par minute, on aura
et la formule (18) deviendra
* Recherchons maintenant la position de la résultante. Nous rappellerons que pour un système de forces telles que X, Y, Z, dont la résultante a pour composantts X| , Y| , Zi , et pour coordonnées courantes Xi , /i , ^1 , on a généralement (voir nM9)
x.Y.-jr.X.= 2(xY-/X),
Mais dans le cas actuel ,
X = w' xdm , Y = fii^ydm , Z = o , Xi=w'/iitf, Y, =w'/w^, Zi = o,
eu désignant maintenant la masse du corps par /n, et par dm celle d'une molécule.
Conséquemment les équations ci-dessus deviennent
Iay, — 6x, = 0, mazy = J xzdm , /nbzi=2 J zydm,
' La résultante des forces centrifuges aura pour équation la première des équations ci-dessus, conjointement avec Tune quelconque des deux autres. Quant aux deux dernières, leur combinaison conduit à Téquation
{21) a J zjilm — h J xzdm zs o ,
^laquelle exprime la condition qui doit être remplie pour que ïç système des forces se réduise à une résultante unique.
Il suit de Téquation de la résultante que cette force coupe la parallèle k l'axe de rotation , menée par le centre de gravité , en un point tel , qu'on a
s,= — — f xzdm.
ma "^
Rapportant JT,^, z au centre de gravité, et iiommant *',^',z', les nouvelles coordonnées, la valeur de z devient
ï, = c+ ~ J a/z'dm;
d'où l'on voit que la résultante des actions centrifuges passera
par le centre de gravite du mobile, toutes les fois qtCon aura
f ^z'dm = o.
Ce (jui aura lieu, par exemple, dans le cas particulier où la parallèle à l'axe de rotation menée par le centre de gravité sera l'un des axes principaux du corps.
Si la parallèle à l'axe de rotation menée par !e centre de gravité est un axe principal, on pourra prendre pour axes des Ox,Oy, des parallèles aux deux autres axes principaux Ox', Oy'\ on aura dans ce cas
f^'j'd»i = o, Jx.'%'dm = o, fy'z;dm = o; il en résultera
J xydm-^ mab , J xzdm = mac, J yzdm^ ml>c,
- et l'on peut s'assurer que dans ce cas l'équation de condition {21) se trouve satisfaite.
Nous renvoyons pour ce dernier article à la théorie des axes principaux de rotation qu'on trouvera exposée dans tous les Traités de Mécanique rationnelle.
FORGE CEVnUFUCE SUR LA DEHl-JASTE D'UN VOLANT.
Nous supposons la jante du volant terminée par deux surfaces cylindriques dont la distance est e. M étant la masse de la demi-jante , r ta distance de sou centre de gravité au centre du volant, w la vitesse angulaire de rotation, la force centrifuge aura pour valeur
F = Mw'r.
Mais si Ton nomme R le rayon moyen de la jante , on aura
par suite la valeur de F devient, en nommant P le poids total
de la jante, N le nombre de tours par minute, et nous rappe-
, ttN
lant que (ù=: —
Le second terme n ayant "qu'une importance secondaire pourra être négligé dans la plupart des q^s.
Pour donner une application numérique de cette formule , supposons
P=i20oo\ R = 2",5a, tf=:o°»,7o, /i = 4o,
et l'on trouve successivement pour les deux termes de la
formule ,
I*' terme. . 17083*^,2
2* terme... 11 1*^,6
d'où F=i7i94'^,8
La force centrifuge sur F autre demi-jante a aussi pour valeur
Cette force tend évidemment à rompre le volant par le milieu. Il est clair que la roue proposée est dans le même cas que si elle était suspendue par sa circonférence, et qu'elle fût chargée , en bas, d'un poids égal à 17194^,8. Prenons pour second exemple
P==iooooS R = 3",o7, e = 0^,26, N = i6,
et l'on trouve
!•' terme... 2797S0 ) ,, ... q. « ,^.
k^: H oû F = 2798S6 (* .
2* terme. . . 1*^,6 J ju y \ j
. premier des exemples qui précèdent est purement fictif 5 le
(*) Les tourillons de ce dernier volant ayant i5 centimètres de diamètre, la formule (9) du n^ 15 donne, pour le travail absorbé par les frottements dus au poids de la roue , et en prenant y = 0, 12,
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second se rapporle au volant de la machine oscillante de M. Descat, rue de Bélhune, qui a bien voulu nous laisser visiter ses beaux ateliers de teinturerie avec les élèves de la Faculté. On voit par ce qui précède qu'il importe de régler les dimensioDS et la vitesse des volants , de (elle sorte que la force centrifuge ne dépasse pas certaines limites {*). L'action de la forte centrifuge sur une portion quelconque de la jante, répondant à un arc a de la circonférence moyenne, se calcule sans diSiculié. En effet , soit c la coidc de l'arc , on aura d'abot^ en adoptant la même notation que ci-dessus,
et ensuite
2 goog- \ 12 R»;
dans laquelle P désigne le poids de toute la jante. Celle formule devient la formule (aa), si l'on y fait
CENTRES DE GRAVITÉ DES FIGURES GÉOMÉTRIQUES LES PLUS SIMPLES
22. Quoique la détermination générale du centre de graviic soit du ressort du calcul intégral , cependant on peut , dans un grand nombre de cas, obtenir très-aisément la position de ce point, soit à la seule inspection de la lîgure, soît par des considérations géométriques très-simples.
CBNTBE DE GBAVftfi D'tlRK LteilB DROITE.
Ainsi, par exemple, il est évident que le centre de gravité d'une ligne droite est en son milieu.
GEKTIIB DB GHAVITË D'un CBBM.E.
Le centre de gravité d'un cerric ou de sa circonférence est situé au centre.
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Pareillenieut, le cenlre de gravité d'un parallélogramme est situé au centre de figure.
CENTRE DE GRATITÉ D'ITR CYLINDRE.
De même, le centre de gravité d'un cylindre homogène^ ou composé de sections droites homogènes et symétriques par rapport à la section moyenne, est situé au milieu de Taxe.
CENTRE DE 6RAT1TÉ D'UN TRIANGLE
Théorème. — Le centre de gravité d'un triangle est situé sur la ligne qui va d'un sommet au milieu du côté opposé pris pour base , au tiers de cette ligne à partir de la base ou aux deux tiers à partir du sommet, ^
Soit BAC le triangle proposé^ si je le décompose en petites pj 33 handes infiniment étroites et paral-
lèles à BC, le centre de gravité de chacune sera situé en son milieu.
Maintenant si Ton joint le point A au milieu N de BC, la ligne ainsi menée passera par le milieu de chacune des bandes, et par conséquent contiendra le centre de gravité du triangle. Par la même raison, si Ton joint le sommet C avec le milieu M de AB , la ligne CM contiendra encore le centre de gravité; le point cherché sera donc au p'oint G.
Tirons maintenant MN; cette ligne partageant proportionnellement les côtés BA , BC, est parallèle à AC, et Ton a
BM_MN BA "~ÂC*
Mais BM est la moitié de BA , donc aussi MN est la moi lié do
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AC, Comparant encore les triangles MNG, ACG qui sont semblables, on a
Mais MN est la moitié de AC; donc aussi NG est la moitié de AG, ou, en d'autres termes, NG est le tiers de AN. c. ç, f. d.
CBImiE DB GRAVITÉ DU TIUPËIE.
Soit ABCD (fig. 34} le trapèze donné ; nous nous proposons Fig. 34. de trouver son centre de gravité par des
r. ^ p procédés purement graphiques .
l^'Çj(' i \ Si l'on joint par une droite les milieux
/;'-'' \î^~~^ \ des bases parallèles, la ligne ainsi menée
i m B contiendra évidemment le centre de gra-
vilë, {On le prouverait en décomposant la figure en bandes infiniment étroites et parallèles à AB). Je tire maintenant la diagonale AD, et je cherche les centres de gravité g-, g' des triangles ACD , ABD ; tirant ensuite gg' , cette ligne contiendra encore le centre de gravité du trapèze. Ce point sera donc au point G d'intersection de ces deux lignes .
Le centre de gravité d'un polygone quelconque se déterminerait par des constructions analogues, seulement l'opération se complique beaucoup à mesure que le nombre des côtés du polygone augmente.
CENTDE DE flKAVITfi D'UNE PYRAMIDE THIjUGIILjUIIE.
Soit proposé de trouver le centre de gravité d'une pyramide triangulaire SAKC (^g- 35). Pour cela, je joins le point C avec le milieu du côté AB \ en
Fie. 35.
prenant Mg=^CM, le point g
sera le centre de gravité de la base.
Joignant maintenant le somraetSau point g', cetle ligne contiendra lo
py-'
1)1 ide,
centres de gravité de i
entre de gravité de la
ai' elle passera évidemment par les
ï les tranches InGuïnient minces,
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parallèles à la base , et dans lesquelles on peut concevoir la pyramide décomposée. Pareillement, si Ton joint le sommet C avec le centre de gravité g' de la face opposée SAB, on aura une nouvelle ligne contenant le centre de gravité. Le point cherché sera donc au point G d'intersection. (On peut remarquer que les lignes Sgf, G g' sont toutes deux dsms le plan du triangle SGM.) Je dis maintenant que Ggf est le quart de Sgr* En effet, puisque Mg' est le tiers de GM, et Mgf' le tiers de SM, il en résulte que g^gr' divise proportionnellement les côtés CM, SM du triangle SGM; donc le triangle Mg^g:' est semblable & SGM; de là il suit que g^ est le tiers do SG. Mais les triangles Ggg\ SCG sont semblables , alors on a
SG se '
Mais
g'=-,SC;
donc
aussi
Gg = ^SG,
et enfin
Par conséquent le centre de grai^ilé d'une pyramide triangulaire est situé sur lu ligne qui va d'un sommet au centre de grai^ité de la face opposée, prise pour base, au quart de cette ligne à partir de la base, ou aux trois quarts à partir du sommet.
CBHTRE DE GRAVITÉ D'ONE PYRAMIDE QCELCOHQVE.
Pour trouver le centre de gravité de la pyramide SABGDE
Fig. 36.
(^S' 3^)5 j^ décompose la base en triangles, et je fais remarquer qu'à chaque triangle répond une pyramide triangulaire. Gela posé, je joins le sommet S avec chacun des centres de gravité g, g\ g"^ des triangles de la base, et si je
e centre
prends fiy=: j Sg, y sera 1
de gravité de la pyramide triangu-
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laireSABC. J'imagtDe maintenant qu'on ait meiiù, par le point y, un plan parallèle à la base; ce plan détachera le quart de chacune des autres lignes S^', S^"; par conséquent il passera par tes centres de gravité de toutes les pyramides triangulaires, et, par suite, il contiendra le centre de gravité de la pyramide totale. Mais le centre de gravite de cette pyramide se trouve aussi sur la ligne qui va du sommet au centre de gravité du polygone de base; donc il est situé à l'intersection des dens. Donc le centre de gravùé d'une pyramide quelconque- est situé sur la ligne qui va du sommet au centre de gravité de la base, au quart de cette ligne à partir de la hase, ou aux trois quarts à partir du sommet.
CBRTRB Dl GKtVITA D^R COHE-
Le cône (de révolution) pouvant être assimilé à une pyramide régulière dont les faces latérales seraient infiniment petites, il en résulte que le centre de gravite du cône s'obtiendra comme celui de la pyramide.
CENTBB DE GBAVITË D'UN TBONC DE CONB.
Posons, pour abréger, Aa = H, AB = R, ab=:r {Jig. 37). Fig. 37. Nommons aussi P et j le volume et la hau-
teur du cône SÂB-, la hauteur du petit cône sera / — H, etendésignant par^son volume, on aura
Remarquons maintenant que si l'on prend les moments par rapport à la base AB du troue, ces moments auront pour valeurs
pour le cdne SAB P'^,
pourie tronc ABafr. . .{P — p) u, u étant la distance à la base AB du centre de gravité du tronc.
Gela posé , l'équation des moments donne et, en chassant le dénominateur,
d'où
a = 7 jr — 7 H
Mais on tire des équations (24)
RH p _
Substituant , la valeur de u devient
réduisant au même dénominateur, puis divisant les deux termes de la fraction résultante par (R — r), on trouve la nouvelle formule
laquelle se prête mieux aux méthodes de calcul.
Telle est la formule qui fera connaître la position du centre de gravité du tronc de cône.
Si , par exemple , on suppose
on trouve
DÉFINITIONS DES MACHINES SIMPLES ET COMPOSÉES
23. Les machines sont fies instriimettls destinés à transmettre le travail des forces. Elles se divisent en machines simples et en machines composées.
Les machines simples sont celles qui ne sont formées que d'un seul corps solide; elles sont au nombre de trois :
Le levier,
Le plan incliné,
Le tour ou treuil.
Les machines composées sont des combinaisons des machines simples,
HOtlVEHENT UNIFORME DES HAGBINES.
Lorsqu'un système matériel est sollicité par des forces qui ne se font pas équilibre, celui-ci prendra évidemment un mouvement varié, d'où il suit que : Si tm système se meut d'un mouvement uniforme , les forces tjui le sollicitent se fei'ont équilibre. Par conséquent les équations d'équilibre d'une machine exprimeront les conditions qui doivent être remplies pour que son mouvement soit uniforme.
Tour montrer par un exemple l'utilité de ces équations, reprenons le cas du plan incliné traité dans la première leçon. Nous avons vu que pour qu'une force P parallèle au plan tienne en équilibre un poids Q posé sur ce plan [fig. 4)) il fautel il suffit qu'on ail la relation (nous faisons abstraction du frottement)
A et / étant la hauteur et la longueur du plan.
DES LEVlEnS.
Maintenant, si la force P est capable Je faire remonter le poids Q d'un mouvement uniforme , la relation ci-dessus aura lieu pendant toute, la durée du mouvement, et l'équation
P = Q - permettra de calculer la force qui sera nécessaire
pour entretenir le mouvement uniforme de la résistance Q. Si , par exemple ,
la valeur de P sera
/ = 5»» , Q = 1 5oo^ ,
P = Soo»^.
Ainsi un poids de 3oo kilogrammes , disposé comme dans la figure suivante, suffira pour faire remonter d'un mouvement uniforme, le long du plan incliné, un poids de i5oo kilogrammes; mais il doit être entendu que le poids proposé ne pourra être mis en mouvement que par l'emploi momentané d'un surcroît de force.
Dans la question que nous venons de traiter, nous n'avons pas tenu compte du frottement, mais il serait aisé d'y avoir
égard. Pour cela, je décompose la force Q (fig» 38) en deux autres, Tune N normale au plan , dirigée suivant GN , l'autre S parallèle au p-300 plan , dirigée suivant GS , le frottement étant proportionnel à la pres- ^'^^^ sion aura pour valenryN, de sorte
qu'on aura , pour l'équilibre ,
Fig, 38.
Or
par suite
S = Q sin a , N = Q ces a ;
P,= Q sin a + y Q cos a.
Mais on tire des dimensions du plan incliné,
/i = / sin a , ô = / cos a ,
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d'où
alors, par ta substitution de ces valeurs , l'équation d'équilibre devient
Si l'on fait dans cette formule/= o, on retombera sur la première valeur de P.
Pour donner un exemple oumérique de cette relation , supposons toujours
Q=i5oo^, A = i", / = 5"', d'où
Si nous supposons maintenant que )e poids Q soit en méul , on aura, en le supposant graissé de suif, et glissant sur bois, f=: 0,08, et la formule ci -dessus donnera :
i" terme 3oo^
a* terme 1 i^.SSa
d'où P = 4i7,55a
Ce qui montre que le frottement n'est pas une force négligeable. Cependant nous en ferons abstraction dans les leviers , où le mode de suspension la rend généralement très-petiu>.
DIVERS GENRES DE LEVIERS; COKDITIOlfS D'ÉQUILIBRE.
24. Le levier est un corps de forme quelconque ntvjrani que la focuhé d' exécuter autour d'un point ou d'un axefixe _ un mouvement alternatif de rotation.
Les conditions d'équilibre du levier ayant été données dans la première leçon , nous y renvoyons le Iccieur.
Quand la puissance et la résistance sont parallèles et que le levier est rccliligne, il s'appelle :
Fig. 39.
[il
Fig. 4o-
Les^icr du i" genre ^ si le point d'appui est situé entre la puissance P et la résistance Q (/ig. 39)-,
Levier du a* genre , quand la résistance est placée entre la puissance et le point d'appiii(yigr. 4o)î
Levier du i^ genre, quand la puissance est placée entre la résistance et le point d' appui ifig' 40-
Mais quel que soit le genre de levier, si Ton nomme p eiq les bras de levier de la puissance P et de la résistance Q, mesurés sur le levier lui-même, on aura pour l'équilibre, en faisant abstraction de son poids ,
Fig. 4»f F
Fig» 42.
En effet, O étant le point d'appui [fig. 4^), si Ton mène sur
la direction commune des forces la perpendiculaire a&, l'équilibre du levier donnera
P.0ii = Q.0ft,
d'où
Q""Oa Mais les triangles AOa, BOb étant semblables,
ObOB Oû""OA'
substituant ce rapport dans la valeur de -- il vient
Q OA
Si l'on veut tenir compte du poids du levier, l'équation
d'équi
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ibre deviendra (fig. 43) P.Oa Fiff. ^3,
o.O^ = Q.Oi, G étant le centre de gravité et VI le poids de AB. On remarquera maintenant que sîG coïncide aveL-0,0^ sera nul, et l'on aura simplement P.0a = Q.0è.
j4msi l'on ne pourra, rigoureusement parlant, faire abstraction du poids du levier, que lorsque le centre de gravité coïncidera avec le point fixe.
LBviEBs pavokjiblbb od dépatoriiblbb a la puibbancb.
Il suit de l'équation (3) qu'un levier sera favorable ou défavorable à la puissance, suivant qu'on aura /> > ou -^ ^, parce qu'alors on aura P ^ Q ou ^ Q. Par conséquent le levier du i" genre sera tantôt favorable , tantôt défavorable h la puissance.
Le levier du 2" genre sera toujours favorable à la puissance.
Le levier du 3' genre sera toujours défavorable à la puissance.
LBVIEBS FAVORABLES OK DÉFAVORABLES A LA VITESSB.
Suivant qu'un levier sera favorable ou défavorable à la puissance, il sera défavorable ou favorable à la vitesse; de telle sorte que ce qu'on gagne en force on le perden vitesse.
En efTet, supposons qu'on fasse prendre au levier la position nb (fig. 44) ) la comparaison des ares semblables donnera
Fig. .'|4.
OB
Mais dans le cas d'équilibr
d'où P.avcAw
Par conséquenl, suivant que P sera ^ Q ou <]Q, arc A a sera <^ arcBi ou ]> arc B A. Si , par exemple , la puissance est trois fois plus grande que la résistance, le point d'application (le la puissance décrira un chemin trois fois moindre que celui de la résistance.
Donc le let^ier du i*"^ genr^ est tantôt fai^orable , tantôt défavorable à la vitesse.
Le levier du 2*^ genre est toujours défavorable à la vitesse»
Le levier du S*" genre est toujours favorable à la vitesse.
USAGES GÉNÉRAUX DU LEVIER
Le levier fait, pour ainsi dire, partie de toutes les machines, où il est employé, tantôt à transmettre de petits mouvements, comme cela a lieu, par exemple, dans les moulins à blé et les machines à vapeur où un levier mû par un pendule conique fait mouvoir tantôt une sonnerie, tantôt un papillon qui ouvre ou ferme les conduits de la vapeur. D'autres fois il sert à exercer des pressions ; c'est ainsi, par exemple, que la soupape de sûreté des chaudières à vapeur, ou de la presse hydraulique, reçoit d'un levier d.u deuxième genre, chargé d'un poids à son extrémité, une pression égale et contraire à la pression limite de la vapeur ou de l'eau. Le levier sert aussi de base à la plupart des instruments de pesage.
Supposons, par exemple, qu'avec un levier donné OA [fig, 45), dont le poids est or et le centre de gravité
g^ on
Fig. 4'T-
veuille transmettre en R une pression donnée Q.
On demande quel poids il faudra employer .^^
Comme il y a équilibre entre le poids inconnu P et la force Q qu'il faut vaincre, ou aura
P.OA-i- rT.O^=:Q.OB,
d'où
Prenons, par exemple,
OA=i'",ao, Og = o,5o, OB = o,2o, Q = aoo^, cF = lq,^
la valeur de P deviendra
2ooXo,»o loXo.oS ,~ _,_ , c \ aa
p= =: 33,333 — 4. '67 = aq'.ibD.
i,ao i,ao T > ^ '
TH^RIB DE LA BALANCE ORDUtAIBB.
2S, La balance ordinaire se compose d'un levier qu'on nomme^eau, portant en son milieu et perpendiculairement à sa longueur un prisme triangulaire appelé couteau, .posé par son arête sur deux coussinets, qui sont en agate dans les balances de précision. Aux deux extrémités du fléau sont suspendus deux plateaux j à l'aide de deux anneaux en forme de S [fig. 46) et taillés intérieurement en couteau, ainsi que
les autres anneaux de suspension. Le fléau porte ordinairement en son milieu une aiguille qui parcourt les d^rés d'un arc de cercle. Les points de suspension du fléau sont dans le plan des coussinets, sur l'horizontale qui passe par le milieu du couteau et à des distances ^ales de ce dernier point. Cette condition remplie, si deux poids P et Q se font équilibre dans les deux
plateaux , ils seront nécessairement égaux , car Téquation d'équilibre
donne P = Q quand p =i q. Pour juger de l'équilibre, il n'est pas nécessaire d^attendre que le fléau ait repris sa position horizontale, il suffit de s'assurer si les oscillations de Taiguille sont égales de chaque côté du milieu de Tare qui est le zéro de la graduation. Mais la condition de rendre égaux les deux bras de levier est très-difficile à remplir. Il importe donc de savoir peser avec des balances fausses.
M/LNIÈBB DE PESER AVEC DES BALANCES FAUSSES
Proposons-nous, par exemple, de peser i kilogramme de sel. On mettra dans un des plateaux un poids gradué de i kilogramme \ puis on lui fera équilibre, dans l'autre plateau, avec de la grenaille de plomb ou toute autre substance divisée. Cela fait, on retirera le poids gradué et on lui substituera du sel jusqu'à l'équilibre; le sel, mis dan^le plateau, pèsera évidemment I kilogramme.
Il existe encore une autre méthode pour peser avec des balances fausses, mais elle est moins pratique que la précédente.
Soi( P le poids inconnu du corps *, on lui fera équilibre dans l'un des plateaux avec des poids gradués Q, et l'on aura
On transportera P dans l'autre plateau , puis on lui fera équilibre dans le premier avec de nouveaux poids gradués Q', et Ton aura la nouvelle éffuation
Multipliant ces deux égalités membre à membre, et simplifiant, il vient
(4) P' = QQ', <l'où p = v/qq^.
Quand le fléau est dans une position horizontal» , le centre de gravité du système des plateaux et du fléau est situé sur la verticale du milieu Odu couteau; car si l'on nomme ci le poids du système proposé, xla distance de la verticale de son centre de gravité au point O, l'é<piation des moments se réduira à ijx^o; mais a n'est pas nul, donc x=^ o. c. q. f. n.
Remarquons maintenant que le centre de gravité pourra se trouver, soit au-dessus du point O {fig. 4j) i soit en ce poiut , soit au-dessous. Si le centre de gravité du système est placé audessus du point O, un petit dérangement dans la position liorizontale abaissera ce point, qui, ne pouvaut reprendre sa position première , entraînera le fléau, jusqu'à lui faire décrire une demi-circonférence. On dit alors que la balance est Jolie.
Si le centre de gravité est situé au milieu O du couteau, la balance restera eu équîlibi-e qu'elle que soit la position qu'on lui donne ; dans ce cas le moindre excès de poids suRira pour faire faire un quart de tour au fléau.
BALANCB PARBSSBUSE.
Il faut donc que le centre de gravité soit au-dessous du point O. Alors si l'on écarte le fléau de sa position horizontale, on élèvera le centre de gravité, et comme ce point tend à descendre , le fléau oscillera de chaque côié de la position horizontale avec d'autant plus de lenteur que le centre de gravité sera plus bas. Si le centre de gravité est trop bas, les oscillations seront très-tentes et la balance sera Aile paresseuse .
BBHBIBILITË DI
Il importe donc do donner au centre de gravité du fléau une position convenable. Pour cela , on déterminera cette position par la condition qu'un poids additionnel déterminé, placé dans l'un des plateaux, fasse prendre au fléau une inclinaison donnée. Celle elèvialhn tte la position liorizontnlc pour un
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poids additionnel donné est la mesura de la sensibdité de la balance.
Supposons donc deux poids P et Q se faisant équilibre dans
Fie- 47-
les deux plateaux, on aura [fig, 47)
P.OA = Q Oft.
Au poids P, ajoutons maintenant un poids additionnel p \ le fléau s'inclinera, le centre de gravité qui était en G , prendra une position G' dans laquelle le système se constituera dans un nouvel état d'équilibre, et il s'agit de déterminer OG sous la condition que l'angle AOA' = y prenne une valeur donnée d'avance.
A cet eflfet, remarquons que pour la nouvelle position du levier, l'équation d'équilibre devient
Mais
(P-t-/?)0/z = Q.O^ -h xn.Og.
Oaz=z OA' . cos ff = OA . cos y , O ^ = OB' . cos y = OB . cos ff , Og'rr OG.sin<}>;
par suite ,
(P -4-/7)OA.coS(j» = Q.OB coS(]>-l- cr.OG.sin^.
Développant et supprimant les deux termes égaux P.OA . cosç etQ.OB.cosç, il reste
d'où
p . OA . cos (j» =r CT . OG . sin y ,
r.r. P OA
xs tang(p
Si par exemple on veut qu'un poids additionnel égal au troiscentième du poids du système, fasse incliner le fléau de 10 degrés,
on fera
alors si l'on suppose
on trouvera
OG=^o",oo57,
Il faudra donc que le constructeur s'arrange de manière que le centre de gravité du fléau, chargé des deux plateaux, soit à o",oo57 de distance verticale au-dessous des coussinets.
THÉORIE DE LA BALANCE ROMAINE
26. La balance romaine consiste en un levier du premier genre qu'on suspend à l'aide d'un anneau M {fig- 48), soit avec pj jH '^ main , soit à une corde ,
.soit à une barre borizontale.
A l'exlrémité A du levier, se trouve un second crochet, ou un plateau de balance, destiné à recevoir le corps à peser. Enfin, sur la deuxième partie du levier, on fait mouvoir un curseur jusqu'à ce que le système soilen équilibre. Le poids du corps se lit à l'endroit où le curseur s'arrête. Four graduer cet instrument, nommons et son poids et G son centre de gravité ; q étant le poids du curseur, P le poids du corps, on aura l'équation d'équilibre
d'où l'on tirï
T.OG = î.OB,
OB
Portant a gauche du point O une distance égale à /, on aura le zéro de la graduation. Mais ce point s'obtient plus aisément par Texpérience, en faisant courir le curseur jusqu'à Téquilibre de la romaine non chargée. Posons encore
la même formule donne
OB = / -h OA.
Donc en portant à gauche du zéro la distance OA , on aura le n^ I de la graduation, lequel répond au poids du curseur. Faisant successivement
P = a y, P= 37. . , on trouvera
et ainsi de suite.
Par conséquent en portant à la suite les unes des autres , a partir du zéro, la distance constante OA, on aura les graduations répondant à a fois, 3 fois, etc., le poids du curseur. Les fractions de q s'obtiennent de la même manière. Si, par exemple, dans ime opération de pesage, le curseur s'arrête au n^ iS,5j le corps pèsera i5 fois et demie autant que le curseur. La loi défend l'usage de la balance romaine dans le commerce, attendu que cet instrument donnerait des indications trop fortes ou trop faibles, suivant qu'on se servirait d'un curseur d'un poids plus petit ou plus grand que celui qui a servi à la graduation.
THÉORIE DE LA BALANCE BASCULE DE QUDITBNZ
27. La figure ci-après montre suffisamment la disposition et le jeu des leviers de fa machine, lesquels se font mutuellement
q6 septième leçon.
équilibre. Ainsi la charge Q agit à la f#is sur le levier BC par
Fig. 49. '^ ^^*°S^^ /^^' ^^
sur le levier DF,
lequel transmet son action à BG par la tringle BD. On fait équilibre à la charge Q au moyen de poids gradués P qu'on place sur un plateau suspendu à Textrémilé C; on multiplie ' ensuite généralement P par 10, et Ton a la valeur de Q.
Pour le faire voir, soient p^ p' et g les actions qui s'exercent sur le levier DE et sur les tringles-, on aura d'abord pour Téquilibre du levier DF,
FE p'.DF = p.¥E, d'où /?'=/?.
Mais le levier BC est tel, qu'on a
OA_FE OB"~FD
FD
substituant la valeur de ce rapport dans celle de ^', il vient, en posant, pour abréger, Qg = *: >
p'=^Kp,
(Les distances OA, OB, OC, sont mesurées sur Thorizontale du point lîxe O, prolongée jusqu'aux axes des tringles.) Mais l'équilibre du levier BC donne à son tour
P.OC=r/?'.OB-j-y.OA;
remplaçant p' par sa valeur ci-dessus, il vient
OA P.OCf^/^.T— OB-f-y.OA,
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et eu simplifiant, «
Maïs Q = ^ -4- y ; donc
P.OC=:Q,OP
OC
D'où Ton i\te^ en posant ^r—.= «i ,
(7) Q = iiiP.
Comme la quantité m est arbitraire ^ on prend ordinairement m= lo, d'où
Q=: loP. C. Q. F, D.
Calculons encore les tensions p^p' et ^< . Pour cela, nous aurons à la fois
kp 4-y =;,-4-p.
Résolvant les deux premières équations , on trouve
(8) < et ensuite
Maintenant si l'on veut avoir p=^qt les équations (8) et (9) donneront
Enfin si l'on prend, comme ci-dessus, m = 10, on aura
Les valeurs précédentes de m et de Ar sont celles qu on adopte généralement dans la pratique.
SEPTIÈME LEÇGlf.
Fig. 5o.
BOA (fig. 5o) est un levier coudé, fonné d'une seule
pièce et dont Tangle est 0.
Q.est le poids de ce levier coudé , lequel porte TaiguîUe indicatrice ; celle-ci est assez lourde pour que le centré de gravité du système soit en B.
xs est le poids de la balance , ou du crochet suspendu en A .
P étant un poids attaché au crochet, la condition de Téquilibre est exprimée par Téquation
(i) (P4-cT)0fl = Q.0^;
on a aussi
(2) a = 90'*H- (p — 0, ou a = 90** — (ô — (p).
Posant, pour abréger, Oa^ssp^ Ob=z4f, on trouve sans peine
Oâ=/7sin(& — ç), Obzzzqsin^.
Par conséquent
(P -h CT)/?sin (9 — y) r= Qqsinff.
• Développant, et résolvant Péqualion par rapport à tang (p , il vient
tang ç
— (P4-p)/ysut ft
(P-hBy)^cos9 -hQ/y
En faisant dans cette formule P =: o, on aura pour la valeur de Tangle (p qui répond au zéro de la graduation ,
tang f c
cTy7COS Ô + Q«7
En supposant dans l'équation (3) P = 1'', P = a*', . . . , on aura lès valeurs de Fangle f nécessaires à la graduation de l'instrument.
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Si^l'on veut que le coude OA soit horizontal quand l'aiguille est à zéro, il faut poser a == o ; alors on tire de TéquatioD (2)
celle-ci donne à son tour
CCS 0
Substituant cette valeur dans (4)> il vient (6) cosô = — ^•
Ayant choisi à volonté les quantités p^ y, Q, cette équation fera connaître cr si Fangle 6 des leviers est donné, ou 0 si c'est zs qui est connu.
Remarquons maintenant que quel que soit 9, Tangle (f augmente avec P^ en effet, la valeur de tang (f peut s'écrire
/7sin 9 tanff 9 =
Qo
P cos 0 4- ç
cr
Si cos 9 }> o, à mesure que P augmente, le dénominateur diminue; par suit* tang (f augmente. Si cos 6<^ o, et qu'on pose cos 6 = — €*, l'expression de tang (f deviendra
ps\n 9 lang <p =
XJ
Or, tant qu'on aura ■ ^ /^ e*, tang (f augmentera avec P.
Si ^ <^^e*, la valeur de tang (f pourra s'écrire
/? sin 9
tang ^ t=: —
Sousi;ette forme on voit que tang (f décroîtra numériquement à mesure que P augmentera; donc Tangle (f croîtra encore à cause que tang f <^ o. Ainsi l'angle (f croîtra depuis P == o
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jusqu'à P = «c . Pour celle dernière valeur on aura
Par consétjucnt l'angle ç ne pourra pas trollre au delà de r angle du levier coudé.
Reprenons la formule (6), savoir
cos e = — ;-i -
Si l'on veut connaître la valeur de P pour laquelle if = jjo", il suffira d'éf^aler à zéro le dénominateur de l'équation (3), ce qui donne
(P+ r.)/.c08e = -Qy.
De là on tire
/»cos9
Remplaçant cos Q par la valeur ci-ilessuB,
il vient
Si par exemple Q=3^ra= iA=A
on trouve
On voit que quelque grand que soit P, l'angle d'écart de l'aiguille ne sera jamais droit; d'où il résulte que le peson pourrait servir à évaluer des poids quelconques si les supports étaient capables d'une résistance indéfinie.
EXEMPLES DE LEVIEHS.
Une foule d'instruments se rapportent au levier
Nous citerons parmi les leviers du i" genre les ciseaux , les tenailles, les tisonniers, le levier des paveurs, etc.
Parmi les leviers du a* genre, la brouette, les rames des bateaux, le casse-noisetto, etc.
Enfin, parmi les leviers du y genre, nous riterons les
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pinces, les pincettes, les ciseaux k tondre, le marchepied du rouet à filer, etc.
Le corps humain, pendant la locomotion, se meut à l'aide d'un levier du a' genre. Le point d'appui est sous la plante du pied, la puissance agit à Textrémité du talon, à Faide du tendon d'Achille. La mâchoire se comporte à la manière des leviers de a** et 3*^ genre. Le point d'appui est a Tar-» liculation derrière Toreille; la puissance agit sur la ma-» choire inférieure, qui seule est mobile, à peu près vers Iq milieu de la joue , a l'aide d'un muscle qui gonfle la tempe quand on mange. Si l'on met la résistance sous les dents incisives, la mâchoire agit comme levier du 3*^ genre; elle agit comme levier du 2* genre, si on met la résistance sous les molaires^ et l'on doit admirer la prévoyance de la nature qui a pourvu de dents tranchantes le levier le plus défavorable à la force, et de dents plates, propres seulement à écraser, le levier le plus favorable à la force.
loa
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ÉQUILIBRE D UN CORPS ASSUJETTI A GLISSER SUR UN PLAN INCLINÉ
30. Un plan ^ncliné est un plan inébranlable, contre lequel le corps s'appuie, et sur lequel il n'a que la liberté de glisser. Dans la pratique, on fait ordinairement agir la puissance de deux manières différentes, parallèlement à la longueur du plan incliné, ou parallèlement à la base.
CAS ou LA PUISSANCE EST PARALLÈLE AU PLAN.
Le cas où la puissance est parallèle au plan incliné a été traité aux n"^ 4 et 23, nous y renvoyons le lecteur.
«Il nous reste à examiner celui où la puissance est parallèle à la base du plan incliné.
CAS ou LA PUISSANCE EST PARALLÈLE A LA RASE DU PLAN INCLINÉ, ET QU'ON N'*A PAS ÉGARD AU FROTTEMENT.
Supposons que le corps glisse de A jusqu'en A' (fig* 5i) -, le Fig. 5i . travail de la puissance P seraP . AC,
celui de la résistance Q sera Q . AB, et l'on aura
^ft
p AB P.AC = Q.AB, d'où Q — ^
Mais les triangles ABA', ajSy étant semblables, donnent
AB AC
do
ne
DU PLAN INCLINÉ ET DU TREUIL. Io3
et si Tou pose
l'équation de Téquilibre devient
Ce qui fait voir que lorsque la puissance est parallèle à la base du plan incliné , il faut pour V équilibre ou le mouyement uniforme du corps j que la puissance soit à la résistance comme la hauteur du plan incliné est à la base.
Cà» ou |.'0I A ÉÇARQ AD FROTTBIIEHT.
Posons , pour abréger,
aB = /, B^ = /#, aff = b [fig. 52).
^^Ç* ^^" Nommons aussi N la prefrr
sion normale au plan. Le frottement qui naîtra de cette pression aura pour valeur Nyi d^ sorte qu^iî les forces qui sollicitent le corps-A et qui se fout équilibre dans le mouvement uniforme sont :
La pi|issance P, La résistance Q, La réaction N , Le frot|;ement N/.
Remarquqns piaintenant que Igs travaux élémentaires de ces différentes forces sont :
SP = P.A'B, SQ= — Q.AB, SN=:o,
C5N/= — N/.AA
Egalant à i^éro la somme algébrique de ces travaux, on trouve
P.A'Bi=Q.AB4-N/.AA',
io4
d'où
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Maïs lat triangles semblables AA'B, a: Bidonnent
Il reste encore à trouver N : or N est la santés de P et de Q , estimées suivant AIV ; donc
des coinpu-
N := P sin CE lS/=P/8in
- Q COS a ,
+ Qicos«,
i^ i^aa,
= lci
de là il résulie
M = PA 4-Q
Substituant cette valeur dans celle de p, on obtient
Résolvant par ^apport à P, on trouve en définitive
Si , d^ns cçtte formule , on fait^ = ô , on retombe sut- la valeur déjà trouva.
Il est évident que ai l'on remplace le plan incliné par une force égale et contraire ci W , Télal du corps ne sera pas changé, et il sera permis de le considérer comme étant parfaitement libre. Mais les forces qui le solliciieut sont daus un même plan, il faudra donc ici, pour l'équilibre, que la somme des lomiwsanU's parallèles à chacun des axes Ax et A_^ soit nulle.
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On est conduit de la sorte aux deux équations
P = N sin a -f- N/cos a, Q = N CCS a — Nysin a.
Si Ton substitue dans la première la valeur de N tirée de la seconde^ on retombe sur Téquation (2). Si Ton multiplie les deux membres de la première par sin a , les deux membres de la seconde par cos a, et qu'on les ajoute, ou retrouve la valeur (i) deN.
A UNE DIRECTION QUELCONQUE
Les deux cas déjà traités de Téquilibre du plan incliné ne sont qu'une conséquence de celui où la puissance P {J^g* 53)
Fi0. 53. fait avec le plan incliné un
angle quelconque f. (Cet angle sera regardé comme positif ou comme négatif suivant qu*il sera compté au-dessus ou au-dessous de AA'.)
M étant toujours la pressioi> normale au plan , JUJ sera la valeur du frottement, et Ton aura pour l'équilibré,
P.Aa' = Q.Aa-hN/.AA'.
ftî V
Mais donc
A a' = A A' cos f, Aa = AA'sina;
P cos ^ = Q sio a 4- N/.
Si Ton remarque maintenant que
N = — P sin ^ -f- Q cos a ,
l'équation précédente devient
P cos 7 = Q sin a — P/ sin y 4- Q/cos a ,
d'où l'on tire
r^ sin * -hy cos a
cos«f -f/sin «p
io6
Mais
doue
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K = - . coa ot =
l(cmf + fam<f)
Si la force P élait dcsiim^ à empêcher l'accélération du mouvement du corps descendaat le long du plao incliné, il faudrait changer le signe def.
Si l'on veut que la puissance soit parallèle au plan, un aura
ly^o, el par suite P^Q — — -^»
laquelle coïncide avec la formule (i) du n" 23.
Si P est parallèle à la base du plan , ç = — fc , et la valeur de P devient
et plus simplement
-//si
ce ([uî s'accorde avec la formule (i) démontrée ci-dessus.
* Si l'on veut connaître la moindre valeur de P qui sera capable d'entretenir le mouvement uniforme de la résistance Q, il suffira de prendre la dérivée de P par rapport à f dans l'équation (4)» et de l'égaler à zéro. Preuant cette dérivée , ou trouve
posant
il ni
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et comme pour celte valeur de ^ ,
ou eu conclut que la valeur correspondante de P, savoir
est un minimum.
On voit donc que pour produù'e le glissement d'un corps sur un plan incliné a^'ec la moindre force ^ il faut faire agir celle-ci de telle sorte , gu^ellejasse afec le plan, du cdtéoà le moui^cnient doit se faire y un angle égal à l'angle du frottement.
Pour que le glissement du corps soit possible, il faut que le dénominateur de la valeur générale de P ne soit pas nul. Donc la force P ne pqurra produire le glissement si
ces f 4-ysin cp — • o,
d'où
tang <p = — -.
Soit ip raqgle que la force P fait avec la normale AN , on a
d'où
par suite
Mais
sin f =
— cos ^ ,
COS(ï) —
sin>|/,
fang ip =
tang \|/
tang ^
do
ne
tang ^|' = /.
Donc une force F ne saurait produire le glissement d'un corps sur un plan lorsquelle fait m^ec la normale au plan
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un angle égal à l'angle du froltement , cet angle-élant compté à partir de la normale du côté vers lequel le mouvement doit se faire.
Oa peut s'assurer dirccLeinent que toulc force F, appliquée au mobile sous l'augle i^ ne saurait aider au glissemeot. Pour le faire voir, nous remai'querous que les composanus de F suivant A A' et A\,sout : Fsiui^, Fcos'l'; mais la pression normale F cos <^ donne lieu à un frottement /F cos i\f dirigé eu sens contraire du mouvement, et l'on a
/F€os4. = Fsin4,
puisque par hypothèse
lang ^ =/;
donc les deux forces se déiruisent c. q. p. d.
COEFFICIENT DU FROTTEHENT AU D^AHT.
Au moment où le corps est sur le point de glisser en vertu de son propre poids, le frottement N^ est égal à la composante de Q estimée suivant Ax(fig. 54); on aura donc Fie. 5V
Pour déterminer y, il sufBra par conséquent de relever le plan incliné jusqu'à produire le mouvement , et de mesurer ensuite l'inclinaison de ce plan sur l'horizon. L'angle ce, déterminé par l'équation ( 7 ) est ce qu'on nomme l'nngle duJroUement.
L'expérience démontre que le frottement est un peu plus grand au départ du mobile que pendant le mouvement.
LOIS Dtl FROTTByENT.
Déjà plusieurs fois nous avons fait usage de l'une des lois du frotlcmem ; nous les résumerons ici toutes :
TABLE DES COEFFICIENTS DU FROTTEMENT
Les physiciens ont déterminé par l'expérience les coefficients du frottement pour les diverses substances qui entrent dans la construction des machines. Les tableaux ci-après contiennent les résultats auxquels ils ont été conduits.
Valeurs de ./ ou Table des rapports du frottement à la pression
au moment du départ.
[ Minimum .
Bois sur bois | Moyen ....
( Maximum.
Bois et métaux
^ , , ( Minimum .
Cordes ou sangles) .,
- . < Moyen
sur DOIS J ^, .
{ Maximum.
Minimum .
Métaux sur métaux{ Moyen. . . .
Maximum .
A MO
MouUléei
Suif.
S«Ton
OnoL et
d'eaa.
BflO.
pollei.
Halle d'oIlTe.
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>le dn rapport! du frottement A ia
léei dviu.
Bnlt,
Smw
Odci.
EHlffle.
Hail*
1 Minimum .
Bois sur bois ) Moyen.,..
(Mflïimum.
Bois et méuux...) Moyen
( Maximum.
Cordea ou sangle* sur chêne. .
( Minimiim ,
Mélaux sur métaux! Moyen
1 Maïimum
o,Gî 0,45 o,.5 o,i8
o,ofi 0,08
o,.4 o.'i 0,iG
o.'i4 o,iC
o,oG
0jO7 0,08
DIVERS GENRES DE THEUILS
31. Le tour ou treuil, dans son acception ia plus générale , est un corps déforme quelconque assujetti à tourner autour d'un axe fixe. Mais dans le plus grand nombre de cas. le treuil coiisisie en un cylindre , terminé par deux autres cylindres plus petits, de même ase, appelés tourillons, et qui tournent dans des ouvertuies circalaires ou demi-circulaires appelées gorges, œils, coussinets oupaliers.
Le plus simple des tours est la poulie [fig. 55), qui consiste Fig. S5- «n inc roue doot la circonférence (Mirte une rainure appelée gorge.
Celle roue porte deux tourillons qui lournciit dans deux ouvertures pratiquées dans une pièce qui embrasse la poulie, et qu'on uomme chape, La puissance cl la résistance agissent aux deux extrémiiés (l'une corde très-flexible qui s'enroule sur1agor§e de la poulie.
DU PLAN INCLURE ET DU TREUIL
La forme du treuil varie avec la manière d'appliquer la Fig. 56. puissance. Le cylindre est
souvent percé de trous dirigés vers Taxe, et dans lesquels on introduit à volonté des barres de bois, aux extrémités desquelles on applique la force [fig* 56). La résistance agit à l'extrémité d'une corde qui s'enroule sur le cylindre. Les charrettes de roulage, les baquets, les chèvres, etc., sont munis de treuils de cette espèce.
D'autres fois, comme dans le treuil des puits [fig* 57), la Fig. 37. puissance agit à Textrémité d'une
manivelle qu'on fait mouvoir avec la main. La résistance consiste en un poids attaché à Textrémité d'une corde qui s*enroule sur le cylindre.
Dans certains auti'es cas, comme dans le treuil des carriers {fig, 58), la manivelle est remplacée par une roue solidement Fig. 58. fixée au cylindre, et portant sur la cir-
conférence des chevilles sur lesquelles l'ouvrier agit par son poids. Dans quelques treuils à axe horizontal, la circonférence intérieure de la roue porte de petites traverses sur lesquelles l'ouvrier pose alternativement les pieds comme pour marcher; il met ainsi la roue en mouvement eu agissant par son poids.
Quand l'axe est vertical , le treuil prend le nom de cabestan ,
ROTATIOII DES TMBILLOliS SUR LES COUSSINETS.
32. A l'état de repos, le tourillon a£cr/ (^g*. 59) s'appuiera sur le point le plus bas A du coussinet ABCD. Mais si le tou-
tI3 HUITIEME LEÇOIV.
rillon se met en mouvemcnL dans le sens delà flèche, il se Fjg, 5g produira au même insUot, au point
de contact, un frottement F dirigé suivant la tangente, et qui obligem le tourillon à s'élever successivement sur le coussinet comme sur nn plan incliné, jusqu'en un point Boù se fera la rotation. Mais pour que le tourillon se maintienne en équilibre au point B, il faut nécessairement que la résultante R des forces qui le sollicitent passe par ce point, sans quoi le frottement qui agit en B ne pourrait pas être tenu en équilibre, et le mouvement ascensionnel du tourillon continuerait jusqu'à ce que la génératrice de contact rencontrerait la direction de R. Soit donc O le centre du coussinet , et f l'angle que la normale au |)oint B fait avec R; la composante de R suivant la normale BN est R cosif, et suivant la tangente BS, R sin <f. Par suite, le frottement aura pour valeur^R cos <f, et Ton aura , pour l'équilibre du tourillon sur le plan incliné BS,
/Rcosii = Rsinf; d'où
(') iangç = /.
Ce qui fait voir que le tourillon remontera sur le coussinet,
jusqu'à ce que la normale au point de contact fasse avec la
résultante ties/orces quile sollicitent , un angle égal à l'angle
du /roi tentent.
Quelquefois la roue tourne {Jig- 60) sur un tourillon qui ne fait pas partie de la roue; mais les choses se passent comme dans le cas précédent. Si, par exemple, une poulie ABC tourne sur le tourillon aBc, dans le sens de la flèche, le frottement F
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qui agit sur la poulie, en sens contraire du mouvement, amènera la rotation à se faire autour d'un point B, placé du côte vers lequel se fait le mouvement, et tel , qu'on aura
R sin y =y*R cos ^ , d'où
tang if =r/,
ce qui est le même résullat que précédemment.
P.OA = Q.OB, P=Q
Fig. 62.
Ce qui fait voir que dans F équilibre de la poulie fixe^ la puissance est égale à la résistance lorsquon na pas égard au frottement, La poulie fixe ne peut donc servir qu'à changer la direction de la puissance.
Ayons égard maintenant au frottement.
Soient P la puissance , Q la résistance et X3 le poids de la poulie (fig» 62) 5 la résultante R de ces forces devra passer
par le point A où se fera la rotation. Une fois le mouvement uniforme établi, et en supposant qu'il s'effeclue dans le sens de la flèche , la poulie sera soumise à Faction des forces P, Q, cr, N/, N, celte dernière étant la réaction normale du coussinet sur le tourillon. En ayant égard à toutes ces forces , la poulie pourra donc être regardée comme étant entièrement libre, et il faudra, pour l'équilibre, 1° que la somme des composantes
parallèles à chaque axeO:i:et Oy soït iiulle; 3° que la somme algébrique des moments par rapport au centre O de la poulie soit aussi nulle ; oo sera conduit de la sorte aux trois équations
[ H sin f — N/cos f = o ,
I N cos ç + N/sin f = P + Q + n,
( Pr=Qr+H/p,
dans lesquelles r est le rayon delà poulie, p celui du tourillon. On tire de la première
tang ^ =/,
ce qui s'accorde avec le résultat obtenu au numéro précédent. En élevant au carré les deux premières, puis ajoutant, on obtient
Substituant cette valeur dans la troisième équation, on en tire
Si dans cette formule on faity= o, et même si l'on se contente d'y négliger les termes facteurs àefp , elle se réduit à P = Q. Cette équation pouvant s'écrire sous la forme
P_rVi+/' +/p /p o
Q rs/i-f-r-ff r/TTT-fpQ'
on voit que ce rapport sera d'autant plus petit que la chaîne
Q sera plus grande. Donc il y a économie de force motrice à
soulever avec la poulie de grandes charges.
La formule (a) montre aussi que pour une même valeur de (), P sera d'autant plus petit que le rayon du tourillon sera moindre par rapport à celai de la j>oulie.
THÉORIE DE LA POULIE MOBILE
Faisons d'abord abstraction du frottement.
Nommant Q la cbarge eu y comprenant le poids de la
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Ffg. 63.
chape (fig. 63), P la puissance, m le poids de la poulie, T la
tension de la corde atlachée en C, on aura, dans Tétat d'équilibre ,
P 4- T = Q -h cr.
Mais, puisqu'on n'a pas
égard au frottement,
donc
P = -(Q-Ho).
Ce qui fait voir que pour r équilibre de la poulie mo'bile y il faut que la puissance soit égale à la moitié de la résistance alors quon n*a pas égard au frottement.
Ayons égard maintenant à cette dernière force.
D'abord la résultante R des forces P, T^ car soulèvera la poulie de manière à amener le tourillon en un certain point M. Cela posé , N étant la pression normale du tourillon sur la chape et réciproquement , il naîtra de cette pression un double frottement Ny*qui sera dirigé, ainsi que la réaction N , comme on Ta marqué sur la figure par les lettres c et /? , c'est-à-dire par les premières lettres des mots chape et poulie. La poulie étant soumise aux cinq forces
P, T, BT, N, N/,
on aura , pour l'équilibre , en prenant le pgint O pour centre
de moments,
N sin 9 — N/cos y = o ,
N cos y -H N/sin tp = P -f-T — ci,
( Pr— Tr — N/,o = o.
Les forces qui sollicitent la chape sont Q, N, N/. En faisant la somme de ces forces décomposées parallèlement a Taxe des .T, on retrouve la première des équations ci-dessus; la somme dés composantes parallèles à l'axe desj^ donne
N cos y -f- N/sin y = Q.
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Enfin la somme des moments relatifs au point O' se réduit à
ce qui fait voir que l'équilibre de la chape est impossible avec la position actuelle de la force Q. Il faut conclure de là que, sous l'influence du frottement Nf, la chape tournera autour du centre O', et cette rotation qui se fera dans le sens du mouvement de la poulie , continuera jusqu'à ce que la résultante Q de la charge et du poids de la chape prenne une position telle, qu'on ait, en posant 00'= A,
Les équations du mouvement uniforme de la poulie mobile seront donc , en résumé ,
/ N sin 7 — Wy cos y = o , POULIE. J N cos <f -r N/sin y = P -f- T — o ,
(3) ( ( Pr-Tr— N/p = o,
ÎN cos 9 -+- N/sin ® = Q ,
lesquelles serviront à déterminer les cinq inconnues f , N, P, T, q. On tire de la première ,
(4) tang(p = /.
Elevant au carré les deux premières, et les ajoutant ensuite , on
obtient
P-hT— tj
La comparaison de la seconde et de la quatrième équation
donne
P-fT — cT — Q,
d'où
Alors la valeur de N devient
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Substituant dans la troisième des équations (3) 'les valeurs ci-dessus de T et de N on trouve
Substituant dans T celte valeur de P, on obtient (7) T = 1{Q + .)- ^^P
2 2.rsJ\-^f^
On tire enfin de la cinquième équation
à très-peu près.
Cette dernière valeur montre que Taxe de la chape déviera très-peu de la direction verticale.
Si , par exemple , on suppose
/=ro,l3, p=:0'",02, A = 0",0I,
on trouve
q = o^jOoSg.
On déduit aussi sans peine des équations précédentes
Cette valeur de P en fonction de la, tension T nous sera utile dans la suite.
Si l'on divise par Q les deux membres de l'équation (6), elle devient
laquelle montre qu'il y a économie de force motrice à soUlevier ^ a^ec la poulie mobile y de grandes charges. On voit aussi qu'i7 est ai^antageux d'employer de petits tourillons.
Pour donner une application numérique de la formule ( 2), supposons qu'aveoune poulie en fonte de 10 kilogrammes et d'un rayon de o'",2o , on veuille soulever un poids d^ '»oo Icîlr»
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grammes. Le rayon du lourillon étant supposé de o'",o3, afin d'exagérer l'influence du frotlement , on aura
n = loS Q = 2O0S r = 0-,20, p = o-,o3, /= o, i3,
et par suite la formule citée donnera
Le frottement exige done une augmentation de force de 8 kilogrammes.
Ecrivons la formule (a) sous la forme
Elfecluant la division dans les coefficients de Q et de <9 , et négligeant les termes du quatrième ordre par rapport kf,p, on trouve
,Vn-/'-/p '-' r^,+/'-/p r
par suite la valeur de P devient
laquelle pourra être employée lorsque la charge ne sera pas trop considérable.
Avec les données de l'exemple précédent, la formule (lo) donne
TBÉOniG DU TRKUIL.
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est à la Insistance , comme le rayon du cylindre est au rayoii de la roue alors qiion na pas égard au frottement.
Tenons con^pte maintenant de cette dernière force.
Soient cr le poid« du tour, p, p' les rayons des tourillons , et
Fig. 64.
N, N' les pressions que ceux-ci exercent sur les coussinets aux points où se fait la rotation. (Pour Fintelligence de la démonstration nous avons représenté de chaque côté une section droite de chaque tourillon et coussinet, avec Tindication des forces correspondantes.) Chaque coussinet développera une réaction égale et contraire à la pression qu'il supporte , de sorte que le treuil sera sollicité par les forces ci-aprè^ :
i**. La puissance P^ 2*^. La résistance Q ; 3^. Le poids cr de la machine ; 4°. La réaction N dirigée de M vers C 5 5°. Le frottement N/" agissant en sens inverse du mouvement ;
6*^. La réaction normale N'; 7^. La frottement N'/.
Pour trouver les conditions d'équilibre de ces forces , menons par le centre O de la roue trois axes rectangulaires. Deux de ces axes Ox, Oz sont marqués sur la figure, le troisième, ou Taxe des ^, est perpendiculaire à son plan. Or, puisqu'on a égard aux réactions exercées parles coussinets, le treuil peut être regardé comme étant entièrement libre \ alors , pour l'équilibre , il faut et il suffit : 1° que la somme des composantes parallèles à chaque axe soit nul le 3 2^ que la soiume
de leurs moments par rapport aux mêmes axes soit aussi nulle. Pour former les équations de Téquilibre, il faut d'abord décomposer les forces ci-dessus parallèlement à chaque axe, et l'on formef a ainsi le tableau suivant :
COMP0SA?iTES.
COORDONNÉES
des points d'applications.
j:==OA=:/, 7 = psin y,
2 =r p COS 7»
Z = p' ces (f\
z = p ces <f.
r = p'sin<p', z = p'cosf'.
Q iY = o, r = — r,
X = o , x = — OG = — tf ,
Z = BT. « =0.
Maintenant si Ton substitue ces valeurs dans les équations (7) du n^ 18, après les avoir mises sous la forme
Z(jZ-zY) = o, ^^' ' 2(zX— xZ) = o,
2{xY-^X)=:0,
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on est conduit aux cinq équations
(3) N(smy — /ces y) = — N'(sin y' — /cosf'),
(4) P -+- Q -h tj = N (ces f 4-/sin y) -♦- N' (ces «p' -f-/sin if'),
(5) PR-Qr=N/p + N'/p',
(6) N'/'(cos ç' -+-/»in y') — N/(co8 y +/ sin tp) = Q7 -h mu ,
(7) N/(sin(p— /cos(p) = N'/'(sin(p'— /costp'),
entre les cinq inconnues P, N , N', ç , o'.
Remarquons d^abord que les équations (3) el (y) ne contenant que les réactions développées par les coussinets, sont indépendantes, dans leur forme, de la position des forces données, pourvu qu'elles soient verticales -, de sorte qu^elles entreront dans les équations du mouvement uniforme du treuil^ quel que soit le mode d'action des forces.
La deuxième de ces équations fait voir que, suivant qu'on aura
sin <j) — ycos (j) = o, ^-o ou <^Oy
on aura aussi
sin y' — /cosy'=o, >o ou <io.
Cela posé, si Ton divise membre à membre les deux équations citées, on trouve
ce qui est absurde; d'où il faut conclure que le mouvement uniforme du treuil, et généralement de toute roue à axe horizontal , sollicitée par des forces verticales , n'est possible qu'autant que
sin f — ycos y = o, ce qui donne .
sin <j>' — y cos y' = o , d'où l'on tire
tang <p = tang y' = / et (p = ^ '.
Maintenant si Ton observe que
cos 9 -+-/sin <? = s/i -f-/S
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les équations cï -dessus deviennent
/ ung f =/,
lp + Q + . = (ll + II')v'n-/", JPR — Q/- = H/, + l('/p',
( Qj + n« = (II'/'— NJ)v'i+/',
lesquelles élaiit résolues donnent
.''^H-/'[Q(H-H;)-l-R..]-(Q;+.i.)(Rv<i+/'-/f'),
/lRv'TT7'-/f') + m</TTr-fp)
I lo) tiWTTp = <^P+rm•^+•■)■>-'^'\+{<i1-^''|^)l.^^l'+/•-ff)
_Qrv'i+/'y+0+-/(Q+.)(lf'+|-p)+/lQ,-t:.i.)(f--f) (lRt/iH-/'-/p') + f(Rv'n-/"-/f)
Si l'on elTectue la division , et qu'on néglige les termes du quatrième ordre par rapport k f^p, p', on trouve la formule approchée
^ /('p'+''p)tQ+"> + jQ)+/lf'-f)(Q7+™) (12) P = Qjf+ TTZrjTT.
Si l'on y fait p' ^ p, ce qui est le cas le plus ordinaire de la pratique, elle se réduit à
p = Q5 + ^^[. + q(..5)} Dans l'hypothèse de js' =; p , la valeur exacte de P est
(,2to) p^Q(Wn7=+/f)+-/f.
Rv't+/'-/p Nous venons de voir que le mouvement uniforme du treuil n'est possible qu'autant que
Comme l'axe de la machine doit rester horizontal pendaut le
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^^^' 65. déplacement des deux
tourillons qui s'élèvent en M et M' (fig. 65), on aura
Mais
AP = OA (i — CCS f ) , et AF = O' A' (i — ces f ) ,
par suite
OA = 0'A
Ce qui fait voir que le moui^ement uniforme d*tme roue à axe horizontal sollicitée par des forces verticales y n'est rigoureusement possible qu'autant que les deux tourillons tournent dans des coussinets de même rayon.
Si dans Féquation (i i) on néglige les termes affectés defp ^ fp\ elle se réduit à
de sorte que dans le treuil on peut négliger les frottements , toutes les fois que la charge et le poids de la machine sont peu considérables.
Pour donner une application numérique de la formule (12 bis) supposons
R=l",5, r = 0"*,IO, p=o",o8, Q i=: 2000^, ti=:^OOy
/=o,i3; et l'on trouve
En n'ayant pas égard au frottement, on obtient
le frottement n'a donc absorbé que S'' ,066 de force motrice , quoique nous ayons exagéré le rayon du tourillon. Ecrivons Féquation (12 bis) sous la forme
Q RV, -+-/'-/p Ry/rh/'-ZpQ'
; partie constante etd'une partie variable avec Q. Or plus Q sera grand, plus
1 de la limite iixe
qui sera sa valeur
D'où il résulte qu'//y a économie de force motrice à soulever avec le treuil de grandes charges.
Si l'on compare le travail moteur au travail utile pour un tour entier du treuil, on aura
d'où
Remplaçant ^ par sa valeur tirée de l'équation (t3) il vient
aux quantités près du quatrième ordre par rapport à/, />; d'où il résulte que ^ augmente à mesure que Q augmente, en s'approchant indéfiniment delà limite supérieure
.ùlI
au même degré d'approximation que ci-dessus.
Ainsi , non-seulemertt il y a économie de force motrice à soulever de grandes charges avec le treuil, mais encore le rendement est plus considérable.
En introduisant dans la formule (■ 5) lesdonnéesde l'exemple
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précédent , on trouve
Dans la même hypothèse, la formule (16) donne
Tr = o,9i.
Les formules (9) et (10) peuvent servir à déterminer le travail absorbé par les frottements sur les coussinets. Supposons, par exemple, qu'on veuille obtenir ce travail dans le cas de Q = o. Si l'on néglige dans les équations citées les termes du troisième ordre par rapport à/*, p, p', il vient, en posant
Les travaux, dus à ces frottements, seront, pour un tour entier de la roue ,
et , en posant comme au n° 13, /' — u = a, l -hu = b,
Remplaçant —5 — -» par leurs valeurs (5) et (6) du même
numéro , les valeurs de S et de 6' deviennent
ajoutant ces équations membre à membre, et nommant T le travail total absorbé par le frottement dû au poids de la machine,
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on trouve en définilive
ce qui est la formule du a? 13; car ici, comiRe au numéro cité, chaque pression est multipliée par le rayon du tourillon correspondant.
Le travail absorbé pendant un tour entier de la roue a pour valeur, en tenant compte de la chai^ , et au même degré d'approximation que ci -dessus ,
En adoptant les données nutnériques des exemples précédents, et supposant de plus
l — o",^, /' = o",io, p' = 0,06, K = o'»,ao,
on trouve
T^ 1 38,097 kilogi^m mètres.
Si la force P est destinée à empêcher le mouvement de s'accélérer, elle deviendra la résistance et Q la puissance ; il faut doue changer dans l'équation [labis) PenQ, Qen P, et l'on aura, en résolvant ensuite l'équadon résultante par rapport à P,
Si dans l'équation précédente on prend le rapport de P à Q, Cette équation montre qu'i/y a économie dejbive motrice à
temps que Q.
La moindre valeur deP répondra au cas où le second membre sera nul, ce qui donnera pour la charge,
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Donc, quand la charge du tour aura la valeur ci-dessus^ le frottement seul suffira pour empêcher le mouv^ement de s'accélérer.
La formule citée montre que la charge i mouvoir sera d'autant plus grande que R sera plus petit, et qu^ p ei w seront plus grands. Donc 5i un treuil étmt uniquement destiné à descendre des fardeaux ^ il serait avantageux de donner à la roue un petit diamètre, d* employer de grands tourillons, et de donner beaucoup de poids à la machine»
Si Ton supprime la roue du treuil, R deviendra le rayon du cylindre ; et en même temps si dans la formule (aa) on fait
R = Kp,
on aura
Si , par exemple , on suppose
t3 = lOOO^y K=2, /=:o,i3,
on trouve
Q = 68^ , 63 environ .
De sorte que les frottements des tourillons du cylindre sur les coussinets suffiront pour entretenir le mouvement uniforme de la charge ci-dessus.
FiB, 06.
TRANSPORT DES CORPS SUR UN PLAN HORIZONTAL
FROTTEHENT DE nOULEUENTl SES CAUSES.
35. Soient deux madriers AB, CD (Jig. 6Q), parallèles et assujettis sur deux supports de même liauteur. Uq rouleau EF posé sur les deux madriers est chargé de deux poids égaux suspendus à l'extrémité d'un fil. Un second fil enroulé sur le cylindre et portant un léger plateau est destiné à recevoir des poids. Le système étant en équilibre, on charge successivement le plateau de irès-petits poids, jusqu'à produire uu léger déplacement du rouleau ; à ce moment la résistance au roulement [ou le frottement de roulement) est sensiblement égale au poids du plateau et de sa charge. Coulomb a. trouvé de la sorte que le frottement de roulement est proportionnel à la charge des madriers et en raison inverse du diamètre du rouleau. Par conséquent, si l'on nomme F cette force, R le rayon du rouleau , on aura
fi est un coefficient qui dépend de la nature des surfaces frottantes. Ordinairement la résistance au roulement s'estime par une force horizontale, appliquée à la partie supérieure du rouleau.
Les causes de la résistance au roulement sont faciles à sai-
PAR LE MADRIER ET LE ROULEAU
Soit un madrier AB (fig- 67), posé sur -un rouleau MN et tiré par une force P, agissant suivant la tangente MB. Pour
Fig. 67. produire le mouvement
uniforme du cylindre , la
■^-— ~ force P devra évidemment
[( o\~-f ,- I ; ^jpg égale k la somme des
résistances au roulement qui naissent en M et en N. Nommant p et p* ces deux, forces , P leur somme, on aura successivement
IR' P=^ T
en nommant Q la pression du madrier sur le rouleau, Q' et R le poids et. le rayon du rouleau ; |u et /ix' sont des coefficients qui dépendent : le premier de la nature du madrier et du rouleau, le deuxième de la nature du rouleau et du sol. Ajoutant ces deux équations membre à membre, on en lire '
Les coefficients (z et (x' se déterminent par l'expérience.
L'espace parcouru par le madrier est double de celui parcouru par le rouleau. Supposons que le rouleau se. soit avancé jusqu'en M'N'. Prenons MS = 00', et regardons d'abord le rouleau comme fixe. Cela étant, si l'on tire le madrier jusqu'à faire arriver le point S en M, le point M viendra occuper la position M'. Mais le rouleau étant mobile et s'étant transporté en M'JN', le point S est maintenant en M'. Donc pen-
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dant que le rouleau parcourra l'espace 00', le point S du madrier dA:rira l'espace double SM'. c. q. f. d.
Ordîuairement on emploie deux rouleaux au lieu dVn seul , sans quoi il faudrait soutenir le madrier hnrÏEontalemeut ; mais le résultat est le même. En effet, nommons T et T' les tractions dues à la résistance de chaque rouleau , q e\q' les cliaiges qu'ils supportent, on aura , en nommant toujours Q' le poids d'un rouleau,
ajoutant ces deux égalités membre à membre et posant
?+/ = Q, T4-T' = P, il vient
„_fQ + f'(Q-t-Q')
ce qui est la formule ci -dessus , Biais avec cette différence que Q désigne ici le poids du madrier, Q' la somme des poids des rouleaux.
FROTTEMENT SUR LES GALETS
Un galet est une petite roue sur laquelle on fait glisser soit
une courroie, soit une tige, afin de diminuer le frottement.
Soit donc une lige glissant sur le galet O {fig- 68) d'un
Fig. 68.
Il_.
mouvement uniforme ; il s'agit de déterminer la force P capable de vaincre les froilementsqui naissent du mouvement de la tige sur le galet, - et du glissement du tourillon '^ sur les coussinets. Pourceta,
loitQla pression que la tige exerce sur le galet; le frottement
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qui en résulte aura pour valeur
Soient Q' le poids du galet et N la pression qu'il exerce sur le coussinet; cette pression produira : i^ une réaction égale et contraire sur le tourillon 5 a** un frottement N/" dirigé comme on Ta marqué sur la figure. Le galet sera donc soumis à Taction des forces P, — F? N, Ny*. En ayant égard à toutes ces forces, on pourra le regarder comme libre; et Ton aura, en prenant le point O pour centi*e des moments,
Qpt N/cos ^ — N sin ^ H- P — -^ = o,
(3) { N ces <p 4- N/sin ,p — (Q -f- Q') = o,
lesquelles serviront à déterminer les trois inconnues N, f . P. Si l'on élève au carré les deux premières, après avoir fait passer les quantités connues au second membre , on trouve , en les ajoutant,
Divisant ensuite les mêmes équations , on en tire
(5) ' tangç =
/(Q-HQ')-f-P-ll
Enfin , on déduit de la dernière ,
.6) n_Qf ■ /p(Q+<y)
La valeur de P peut s'écrire sous la forme P =
_Qt* , /P(Q + Q')/ /'p' \-{
-2R"^ Ry/71./. V R'(I+/')/
i3a Mais on a
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i ti'ès-peu près ,
par suite la valeur de P devient , en négligeant les termes du quatrième ordre par rapport àyet p ,
Qf . /f(Q + Q')
On a ensuite , au même degré d'approximation^
et enfin, aux termes pr mêmes quanlilcs ,
s du deuxième ordre par rapport a
langy = Si, par exemple ,_/"^ o,i3,
Si la tige glisse sur plusieurs galets, et qu'on nomme f] et sur chacun , p
q' les pressions qu'elle exerce respeciivej et p', etc., les forces liorizontalos néccssal frottements , on aura
s pourv
/'^rfi-
Ajoutant ces égalités membre à membre et nommant P la trat^ tion loiale, Q le poids de la tige supposée soutenue par les galets dans toutes ses positions, il vient
r^Qt* , (Q-^Q')/p ^^ VR-C +/')-/>'
ce qui est la même formule que cî-dcssus, mais avec cette différence que Q désigne ici le poids de la tige, Q' la somme des poids des galets.
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Si Ton remarque maiiiteiiani que la tige doit toujours demeurer horizontale en s' appuyant sur tous les galets, T angle <f sera le même pour chacun, et Féquation (5) deviendra, en chassant les dénominateurs, et F appliquant à chaque galet,
Ajoutant ces équations membre à membre et résolvant par rapport à tang f , on retrouve l'équation (5), dans laquelle Q est maintenant le poids de la tige, Q^ la somme des poids des galels. Quant à la valeur de N , elle peut évidemment varier d^un galet à l'autre.
Si de la valeur de tangf oli élimine P — ^9 on trouve
tang^p
v/RMi4-/»)-/»p^
DU TRANSPORT HORIZONTAL A L'AIDE DES VOITURES
S=— (co8j>-i-/8inj>).
36. Soient Q la charge de la voiture, y compris son poids, et Q' celle d'un contre-poids placé dans le voisinage des brancards
destiné à maintenir le système dans une position horizontale. N étant la pression normale au point D où se fait la rotation , il naîtra de cette pression un double frottement Ny qui pour T essieu agira de D vers E , pour la roue de D vers B. La réaction de la roue sur l'essieu sera dirigée de D vers O, tandis que la pression de ressieu sur la roue agira de I) vers
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C. Cela posé, les forces qui sollicitent l'essieu sont
P, Q, Q', N et N/.
Pour Téquilibre , et par conséquent pour le mouvement uniforme, il faut que la somme des composantes de ces forces parallèles à chacun des axes Oo?, Ojr soit nulle, et que la somme de leurs moments relatifs à Taxe de Tessieu soit aussi nulle. Nommant p le rayon de Tessieu, A la distance 00', on aura les trois équations
P = N/cos (j) — N sin y ,
Q -h Q' = N/sin ip -h N ces <p,
P (/? -4r A CCS (p) — Q (<7 — A sin <p) H- Q' ( ^ ' 4- A «in y) 4- N/p = o.
Remarquons, avant d'aller plus loin, que pour vaincre la résistance au roulement, il faudrait appliquer en F, et suivant
FG, uneforceS = ^--^? N' étan^la pression normale au sol
exercée par la roue. Mais les forces qui sollicitent la roue sont N et N/5 donc on aura
(i) N' = Nco8ç-hN/sin<p:
par suite la force nécessaire pour vaincre le frottement de roulement sera
(2) S = ^(cos<p4-/sin(p).
En appliquant la force S suivant le prolongement de FG, on pourra faire abstractionde la résistance au roulement, et comme les forces N, Ny, S tendent à faire tourner la roue autour du point S, la somme de leurs moments, par rapport à ce point, devra être nulle, ce qui donne
S.2R4-N.MC — N/.MB = o.
Mais
S = i-^ (coS(p-4-/smy),
M C = R sin ç ,
IVI B = R ros (f — p — A ;
par suite, Téquation ci-dessus devient
R sin y — / ( R cos <j» — p — A) H- // (cos -p -H/sin y) = o.
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Si Ton observe maintenant que l'on a , en vertn de l'ëquilibre des forces Q et Q', ^
Q(y — Asmy) = Q'(f'-+- Asin<f),
Téquilibre du système sera exprimé par les quatre équations •
P = N/cos 7 — N sin f , »
?(/?-+. AC0Sa>)-hN/p= O,
Rsiny + fx(cos^ -f-ysiof ) =y(Rcosy — p — A),
lesquelles servirontà déterminer lesquatre inconnues f , P, P) 9/7. Si dans la dernière des équations (3) on néglige le terme du troisième ordre par rapport à /x , /*, (f qui sont de petites quantités , il vient
Rsin<p -H pi ces y = /R cos y — fip-^ ^)*
Divisant par cos (f , on trouve
R tang y -h PL =/R - •^^if-±A\
cosy
Remplaçant cos <f par sa valeur,
cos y = . =;>
V I H- lang^ ff
Féquation précédente prend la forme
R tang ^ -4- fx =/R — /{p -f- A) \/i -hUng»y.
Mais aux quantités près du quatrième ordre par rapport à tang (p , on a
V^i + tang' <p = I -h - tang* ^; donc
R tang (p -h fA =/R — /(p -h A) f 1+ - tang> j .
Négligeant le terme du quatrième ordre par rapport aux quantités/, p -f- A, tang (f, on trouve
• Rtangy-f-pt=/R— /{5>^- A), d'où l'on tire
(4) tangy=-:^^ Ji '
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Cette ûquatiou fait voir que suivant qu'on aura
le point où se fait la rotation sera situé du côté opposé ou dans la direction du mouvement. Le premier cas a lieu sur les chnmins de fer, le deuxième sur les routes ordinaires.
Pour déterminer P, divisons membre à membre les deux premières équations, on obtient ainsi
P /cosf — sio î
Q W- Q' ~ /sin ç -(- cos î
Divisant numérateur et dénominateur par cos (f, il vient
P _ /— tapg 1
Q + Q' /langç+t Remplaçant tang <f par sa yaleur précédente, c
Effectuant la division , et négligeant les termes du troisième ordre par rapport aux quantités fi , y, p + A , on obtient
etjplus 3imp!|emeitt
en nommant Q la charge totale.
On ne calcule pas les autres inconnues qui oilrent un iutér&t moindre. On voit que, pour une même chai'ge, P sera d'autant plus petit que le rayon R de la roue sera plus grand, et que le rayon p -f- A de la boite sera moindre ; quant au cocflicieut fÂ, il dépend de l'état de la voie. Il dépend aussi de la tiivgcur dcsband<'s (fc la rour, rar on a reconnu <|ue cette largeur
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doit être dans un certain rapport avec la charge à transporter, afin d'éviter une trop grande dépression du sol.
VOITURBS A QUATRE ROCBS.
Supposons que R , p et A se rapportent à la grande roue , et nommons R', p\ ù! des quantités analogues relatives à la petite roue. Si l'on nonune^, p' les tractions horizontales nécessaires pour vaincre les frottements de chaque système de roues, ^, ^' les charges qu'elles supportent , on aura
et en ajoutant ces équations membre à membre Si y = ^' = - Q, la valeur de P devient
Si Ton a- R = R', p = p', A = A', comme cela a lieu pour les wagons, la formule précédente se transforme dans la formule (5) qui convient ainsi aux voitures à deux roues, et aux wagons des chemins de fer.
VOITURES A BLT ROUEB.
Pour une voiture à six roues, entre lesquelles la charge serait également répartie, on aurait de même
-ÎT -+- ÎT/ H- ÏTî? 1 +/
(8) p=iQr '(^"^'"s^)
et ainsi de suite.
TmAGE D'UNE LOCOMOTIVE.
Soit L le poids de la locomotive que nous supposerons avoir six roues, deux grandes et qualrc petites j soient aussi
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Q, Q', . . . , Q'" les poids des wagons y compris lear chaîne. Fig. -o-
I «'" M°mH '' [?Zi^M^-jJ^
Nommaot P l'cfFort parallèle aux rails développé parla machine,T,T', . . .,T'"les tensions des chaînes qui lient un vragon à un autre, on aura successivement , en vertu des formules (8) el(5):
Pour la locomotive , et en faisant abstraction du frottement développé sur le bouton de la maniveUe :
Pour les vragons, successivement
Ajoutant ces égalités membre à membre, et nommant Via somme des poids des wagons , on trouve
(«) Comme las ess
charge. Userait plus
le locumotive ne portent pu géDéralenent la mime : remplacer le premier terme da la Torinale (9] pi'
'(S-/'^') -.'(fr*/=^) -'• (è*/'-T^)
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BROUETTE
Soit F Teflort vertical que développe le moteur pour faire équilibre à la charge Q de la brouette , en y comprenant son poids ^ les forces F et Q agissant sur un leviei^dont le point d'appui est sous la roue, on aura, pour l'équilibre,
Yp = qq, d'où F = ql.
Remarquons maintenant que la pression qui s'exerce sur la roue a pour valeur
Q_F = Q(,_i); ■ donc l'efifort horizontal de traction sera
Quant à Teffort total développé par le moteur, il sera donné par la formule
Si Ton veut que 'reffort S soit un minimum, il suffira de
déterminer ~ par la relation
d'où l'on tire, à très-peu près.
Si Ton prend , par exemple ,
Rr=0"»,20, p -f- A = 0*",o3, fA=:0,I268, /=o,36,
on trouve
PAR L'EXPÉRIENCE
Sur les routes ordinaires, bien entretenues, le chargement est généralement de looo kilogrammes par cheval, non compris le poids de la voiture , qu'on estime au tiers ou au quart environ de la charge. Le tableau ci-après contient quelquesuns des résultats auxquels on a été conduit. Mais il ne faut les considérer que comme des à peu près pouvant guider dans Fusagedes voitures.
NATCRE DE LA VOIE SUPPOSÉE HORIZONTALE
Terrain naturel , argileux , non battu , mais sec
Terrain naturel , non battu , siliceux et crayeux
Terrain ferme , battu et très-uni
Chaussée en sable ou cailloutis nouTellement placés
Chaussée en empierrement à Tétat d'entretien ordinaire. . .
Chaussée en empierrement parfaitement entretenue et roulante
Chaussée parée à la manière ordi- j au pas
naire, voiture suspendue ' au grand trot
Chaussée pavée en carreaux de grès ( au pas
bien entretenue ' au grand trot
Chaussé.e en madriers de chêne non rabotés
Chemin à ornières plates, en fonte ou en dalles trèsdures.
Chemin de fer à ornières saillantes et en bon état
Chemin de fer, les essieux étant continuellement huilés...
RAPPORT
du lirafe à la charge totale.
o,iC5 o,o4o 0,1 q5 Oj08o
o,oGo
0,010 0,007 o,oo5
Ce tableau est extrait de Fourrage de M. Poncelet intitulé : Introduction à la Mécamtjue industrielle, physique ou expérimenta le, a^ édit.^.p. a46.
On peut remarquer que le tirage' est moindre quand les chevaux qui mènent une voiture votit au pas. Cela tient à ce que^ dans le trot , les roues viennent heurter à chaque instant les inégalités du sol, et de ces chocs résultent des pertes de
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travail, ainsi que nous l'avons expliqué dans le n^ 17 de la IV* leçon.
Quand une voiture gravit une pente peu rapide , la pression normale est à peu près la même que sur un plan horizontal ; le frottement est donc aiissi à très-peu près le même : mais ici la force motrice doit vaincre encore la composante de la charge parallèle à la rampe \ il faudra donc augmenter de cette composante la traction calculée comme il a été dit ci-dessus. Si la rampe était très-raide, il faudrait dans les formules (5) et (8) remplacer Q par la composante de la charge normale à la voie, puis augmenter P de la composante parallèle.
DE LA RAIDEUR DES CORDES
37. Lorsqu'une force P (fig* 71) fait monter un poids Q à Vaidc d'une poulie, on remarque que du côté où la corde s'en- Fig. 71 . roule, elle s'écarte sensiblement de la pou-
lie , tandis que du côté de la force mou* vante, cet écartement est insensible; il suit de là qu'une portion de la force résistante agit pour ployer la corde. Cet écart de la corde augmentant le bras de levier de la résistance, exige une augmentation de force motrice. En effet, si Ton nomme r le rayon de la poulie, augmenté du rayon de la corde, et qu'on fasse abstraction des frottements, on aura pour l'équilibre ,
en nommant âr l'augmentation du bras du levier de la résistance ] de là on tire
Il résulte des expériences de Coulomb que pour tenir compte de la raideur de la corde, il faut augmenter le moment de la résistance, pris par rapport au centre de la poulie à très-
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peu près de la quantité
dans laquelle ra la même signification que ci-dessus.
Quant aux valeurs des a et ^ , elles seront prises dans le tableau suivant :
VALIORS DE a. VALll'RH OB /8.
Cordes blanches de o*",oao de diamètre
» o,oi4 »
o,oo55
Cordes goudronnées de 3o fils de carret
S'il s*agissait d'une corde blanche dont le diamètre d^ ne fût pas dans la Table , on y prendrait les valeurs de a et de (3 relatives au diamètre^ qui s^ approche le plus de ^Ii, et Ton calculerait la correction (i) que Ton multiplierait ensuite par
3^9 si la corde est mince et flexible , -^1 9 si la corde est grosse et neuve ,
corde est ordinaire.
S'il s'agissait d'une corde goudronnée dont le nombre n^ des fils de carret ne fût pas dans la Table, on y prendrait les valeurs de a et |3 pour le nombre n qui s'approche le plus de w, ,
ensuite on multiplierait la correction (i) par -i« Telles sont
les règles pratiques données par Coulomb.
nES MOUFLES KT DE LA VIS.
EQUILIBRE: DUN SÏSTÈHE DE POULIES
38. Soit proposé de soulever un poids Q avec uu système de poulies tel que celui de la ^g. n^i. La première poulie du Fig. -j,. système est fixe, toutes les autres soiH
mobiles. Soient S, S', S",... les tensions des cordons attaches aux cliapesj tt étant le poids d'une poulie, n' le poids d'une chape {les poulies sont supposées (■gales), on aura successivement (33), en faisani abslraetioii du frottement,
et ainsi de suite , s'il y aval t un plus grand nombre de pouli
Multipliant la deuxième de ces éiiuaiious par -, la troisième par — ) etc., puis ajoutant, on trouve, eu nommant n le nombre
de.s poulies mobiles
Faisant la somme dc-s termes de
sion, cl remi
plaçï)
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S par P qui lui est égal , on obtient enfin
Si, par exemple,
Q=:iooo^, #1 = 5, Œr = 4^, o'=i,
oii obtient
Ayons égard maintenant au frottement.
Nous avons d^ abord , par la théorie de la poulie mobile, et en mettant en évidence le poids 13' de la chape,
Posant, pour abr^er,
lequation (2) devient
S =AS'-f.B.
On aura de même pour la deuxième poulie mobile
S'=AS"-f.B, pour la troisième
S"= AQ 4- B, et ainsi de suite.
Multipliant la deuxième de ces équations par A , la troisième par A^. . ., on aura, en les ajoutant et supposant que le nombre des poulies niobiles soit n ,
et , en faisant la somme des termes de la progression ,
S = A»Q-hB
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Remplaçant A et B par leurs valcHurs , celle de S devient
Remarquons maintenant que Ton a
Développant le second membre par la formule du binôiàe, et négligeant les termes du quatrième ordre, par rapport kfj on a d'abord
Négligeant encore les termes du quatrième ordre par rapport a y, p on trouve
. Mais, au même degré d^approximation ,
LL—Ù.) '■L 2' J
à l'aide de ces valeurs, celle de S devient
Développant le deuxième terme, et négligeant les termes du
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quatrième ordre par rapport à/, p, on trouve
Reprenons la formule (lo) du n^ 33 relative à la poulie fixe \ en vertu de cette formule, on a
(4) p=(,H.a-ÇjSH-^;
substituant la valeur de S dans (4) 9 U vient
. /pT 2" — n — I , .,1
-^Tl"-^ — ? — (" + «»')];
et en ordonnant par rapport à '^9
) ^ = fn-^'-^(^^-')
-»- — [-: ;;; ^-huj.
Si dans cette formule on fait/== o, on retrouvie la formule (i). En prenant le rapport de P à Q, on reconnaît que- sera d'autant plus petit que Q sera plus grand ; d'au il suit qu'ici eo^eore ilj a économie de force motrice à soulever de grandes charge^. Si l'on suppose
Q = looo*", « = S, w = 4^1 * w' == i>
on trouve
En comparant ce résultat avec celui dëjâ obtenu au commen-
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cernent de ce numéro, on reconnaît que les frottements des six poulies ont absorbé 6^ ji'jê^ de force motrice.
BAPPOBT DBS GHBMIHi PARCOIJBIJS PAR LA PUISSANCE ET LA BÊSISTAIICE.
Considéronsd' abord une poulie mobile. Si le poids Q {fig* 73) Fig- 7^- s'élève d'une certaine quantité , le centre
de la poulie s'élèvera de la même quantité^ les points de contact A et B parcourront aussi l'espace </, et viendront respectivement en A' et B^ Considérant le point A' comme fixe dans l'espace, il passera donc à travers ce point une quantité de corde égale à AA'h-BB'= 217. Donc, si l'on nomme p le chemin décrit par le point d'application de la puissance , on aura
Revenons maintenant à notre système de poulies. On a d'abord, pour la poulie fixe,
puis successivement, pour les poulies mobiles^
Multipliant ces équations membre à membre, et supprimant les facteurs communs, il vient, en supposant que le nombre des poulies mobiles soit égal à 71,
RAPPORT DI> TRAVAIL UTILE AU TRAVAIL MOTEUR
Le travail utile a pour valeur
et le travail moteur
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De là on déduit
.T. P jï' Remplaçant -par sa valeur tirée deTéqualion (6), il vient
Mais l'équation (5) donne
Si on l'écrit sous la forme
Ta 0 . .
et qu'on observe que— =-^' îl vient
tt
Maintenant, si dans les valeurs de K et de K^ on supprime les termes divisés par Q , le rapport ci-dessus prendra sa valeur maxima, et l'on aura
en effectuant la division et négligeant les termes du quatrième ordre par rapport à/", p.
Si, par exemple, on suppose
on trouve, pour la valeur maxima du rendement ,
•— îî^ = o ,864 enviroij.
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Effectuant la division dans la valeur générale de =^9 et ne con-
servant que les termes du deuxième ordrje par rapport à /", jd, K, on trouve d'abord
remettant pour K et K' leurs valeurs, on obtient ensuite
Si l'on néglige la deuxième partie du dernier terme, qui est eu général très-petite , on a simplement
(9)Tr = i--(a-~i)— ^-f.(2--i)'j^— ^j -:^^(/n-a).
Si , par exemple ,
r=o",20, ^ = 0,03, /=o,i3, QsriOOO*', 0 = 49 ©' =: l , « = 5,
on trouve , pour le rendement ,
Ce rendement est donc environ de y3 pour loo*
ÉQUILIBRE DUNE MOUFLE
39. Une moufle consiste en un système de poulies assem^ ^blées sur la même chape, et tournant sur des axes d^érents^ ou sur le même axe (fig* j4 ^Z- 7^)*
>llFLBa ET DE I
Considérons par exemple la moufle {fig- 74 ) et soient S, S', Fig. 74. Fig. 75. T,T',u,u', les ten-
■ T^ sions des cordes. Si
l'on fait une secdon xy, il est clair qu'on ne pourra soutenir la moufle inférieure, qu'en appliquant les forces ci-dessus aux cordes qui vont s'enrouler sur les poulies de la moufle mobile ; donc, ennommmtQ U cbai^, y compris le poids de la chape [3Z] *' <ïc* poulies qu'elle
porte, on aura (i) s -I- S' + T -h r -+- « -j- «' = Q.
Mais, si l'on n'a pas égard au frottement,
donc l'équation préc^ente devient , en nommant n le nombre des poulies,
« P = Q, d'oà P = ^.
Ainsi la puissance est égale à la résistance divisée par le nombre des poulies.
Ayons égard maintenant au frottement.
Si l'on pose, pour abr^er,
les équations (a) et {9) du n"33, relatives à la poulie liite et à
l5a DIXIÈME LBÇOir.
la poulie mobile, donnent respectivement {fig' 74)1 en supposant toutes les poulies de même poids, et le rapport - constant,
P = AS-4-B, S=AS' — B, S' = AT4-B, T = Ar — B, {^) { r = Aa-f-B,
«=Aa' — B,
auxquelles nous joindrons Tidentité
tt' =: u\
Ces six équations combinées avec l'équation (i) serviront à déterminer les sept inconnues P, S, S', T, T', u, u'. En les ajoutant membre à membre , on en tire
P-4-Q==AQh-i»', d'o^
(3) a'==P+Q — AQ.
Multiplions maintenant la deuxième des équations (2) par A, la troisième par A^, etc. , on obtient ainsi
P=:AS-f.B, AS = A»S' — AB, A»S' = A»Th-A»B, A»T = A^T' — A»B, A«r = A»«-hA^B, A»a = A«a' — A»B.
Ajoutant ces équations membre à membre , et nommant tou^ jpurs n le nombre des poulies , il vient
Mais les termes entre parenthèses forment une progression géométrique dont la raison est — A , et qui est composée de ^ termes , on aura donc #
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par suile la valear de P devient
Remplaçant U' par sa valeur (3) , on trouve ^
Remarquons maintenant que si Ton néglige les termes du quatrième ordre , par rapport à y*, p , on a , ainsi que nous Favons vu précédemment,
d où Ton tire au même degré d'approximation ,
r A 4- 1 a r et ensuite
r A»— iizzaii-^,
à — i) • I / fù\ I /p
Substituant ces diverses valeurs dans Téquation (4)? on est conduit à la formule très-simple
ouy ce qui est la même chose ,
et si l'on met en évidence le poids ts'-\-^ n^ de la chape , on trouve
7 P = ^H ^ ^.--iZ^ 2/H-i)nT4-4c' +4Q]-
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Ici j comme dans tous les autres ctLB^il j a économie de force motrice à soulever de grandes charges. On voit aussi qu*i7 est avantageux Remployer de petits tourillons et des poulies d^un grand rayon.
■APPOIT DBS CHKHIHS PABCOORIJS PAS LA PUISSAIGB BT LA BÉSISTABCB.
Si le poids Q s'élève d'une quantité quelconque q^ les diamètres horizontaux de chaque poulie de la chape mobile s^ élèveront de la même quantité; par conséquent^ les n fils qui soutiennent la moufle mobile se raccourciront de la même quantité q\ il passera donc & travers le point fixe A une quantité p de corde égale à n^ ^ et Ton aura
- P^nq.
mAPPOBT DO TBAVAIL OTILB AU TBAVAUi MOTEIIR.
Le travail utile et le travail moteur ont pour valeurs respectivement
prenant le rapport ,
Mais on tire de Téquation (7)
chassant le dénominateur n , il vient
nP aor'+ao i ffV. , ^^ , 4=»' . /l .
renversant le rapport y et observant que
on obtient
/g\ 3fL -^ L -
i-u ZL H-/!-^ 2/i4-H)-4-47r +4
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£a supprimant au dénominateur le terme affecté de Q , on aura la valeur maxima du rendement ^ savoir
Si Ton fait la division , et qu*on néglige des termes très-petits, les deux formules ci-dessus deviennent
/ \ T« 2 ct' -1-/10 I /"pF/ \^ i^' /T
T. fp
Si , par exemple ,
n = 6j y=o,i3, p = o,o3, r=o,20, cr == 4^ , bt' = 3o , Q = 1 000 ,
les formules (10) et (ii) donnent respectivement
la première—- = 0,714»
la deuxième r;^ = 0,766. *
La moufle proposée a donc un rendement maximum d'environ 76 pour 100.
Si Ton compare la formule (7) du n^ 38 avec la formule (11) du n^ 39, on reconnaît que ai le nombre des poulies mobiles du premier système est le même que le nombre total des poulies de la moufle , • le premier système est plus avantageux que le second, pourvu que le nombre des poulies surpasse deux.
BÉFINITIOIV DB L'HÉLIGB.
40. Soit un cylindre ABCD (Jig, 76). Prenons A A' égale à la circonférence de la base, puis construisons le rectangle
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AA'CC; ce rectangle ne sera autre chose que la surface con-
Fig 76. vexe du Cylindre déve-
loppée [sur le plan de la figure. Partageons maintenant la hauteur AC en plusieurs parties égales*, par lej points de division E, F,. . ., menons des parallèles à AA'; puis tirons les diagonales AE', EF', FC, etc. Cela fait,
si nous enroulons le rectangle ainsi préparé sur le cylindre, le côté AA' s'enroulera sur la circonférence de la base , el le point A' après Tenroulement viendra se placer en A; de même E' viendra en E^ et ain^i de suite. Quant aux diagonales, elles traceront sur le cylindre une courbe continue qui porte le nom d* hélice, La portion de cette courbe due à^jF enroulement d'une diagonale se nomme spire. Plus généralement, une spire est un arc d'hélice qui, partant d'un point d'une génératrice , vient se terminer à la même généraXrice, après ai^oir décrit une rév^olution entière.
On nomme aussi pas de V hélice, la distance qui sépare les deux extrémités d'une spire. L'hélice a pour propriété caractéristique d'avoir toutes ses tangentes également inclinées sur le plan de la base du cylindre. En effets on peut concevoir le rectangle comme étant décomposé en une infinité de tranches infiniment minces, parallèles à l'axe du cylindre : alors chaque petit rectangle venant se placer tout d'une pièce sur le cylindre , tout arc d'hélice mn qu'il renferme conservera sur le cylindre , par rapport aux génératrices , la même inclinaison que sur le rectangle, et comme sur le rectangle celte inclinaison est constante , elle le sera aussi sur le cylindre : mais cet élément prolongé devient , sur le cylindre , la tangente à l'hélice 5 donc la tangente en un point quelconque de Thelice fait le même angle av^ec les génératrices y et par conse-^ quent a\^cc le plan de la base du cylindre.
DES MOUFLES ET DE LÀ VIS. iS^
Si .l'on homme i^cette inclinaison, h le pas de l'hélice, le iriangle rectangle AA'E donnera
A'E' ou A = AA' lang /.
Mais Aâ'=: 2 7rr, en nommant r le rayon du cylindre; donc
(i) A = 29rrtaDgf,
tang I =
2ff r
DÉFINITION DE LA VIS
Ayant tracé une hélice sur un cylindre, prenons une figure plane quelconque *, faisons coïncider Tun de ses côtés avec une génératrice, en dirigeant son plan vers l'axe; puis faisons mouvoir cette figure sur l'hélice de manière que le même point s'appuie constamment sur la courbe : dans ce mouvement, la figure mobile engendrera sur le cylindre le filet de la vis, qui est l'ensemble de ce filet et du cylindre.
La vis est à filet triangulaire ou k filet carré, suivant que la figure génératrice est un triangle ou un carré. Le pas de la vis est le pas de l'hélice directrice , ou, en d'autres termes, la distance (mesurée sur une même génératrice) qui sépare les courbes de naissance de la partie inférieure ou de la partie supérieure de deux filets consécutifs.
La génération de la vis s'exécute très-simplement dans la pratique.
On tracera d'abord deux positions consécutives [fig* 77) ^cbj Fig. ^^. aVi'du triangle isocèle générateur;
et le trapèze acb'd sera la coupe du creux de la vis, faite par un plan mené suivant l'axe du cylindre.
Cela posé, on construira un burin B , terminé par le trapèze cidessus; alors, en imprimant au cylindre (dont le rayon est celui du noyau augmenté de cp) un double mouvement de translation
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et de rotation, qui fasse avancer NN' d'un pas à chuiae révolution; en présentant au cylindre le burin solidemeni appuyé et dirigé vers l'ase, il creusera graduellement la vis.
Dans la pratique, on prend le pas de la vis égal à la base du triangle générateur.
Si la figure génératrice tourne dans un cylindre creux de même rayon que le noyau, elle engendrera un sillon dans lequel la vis ne pourra avancer qu'en tournant. Ce cylindre creux est Vécrou de la vis {Jîg- 78)-
Fig. 78. S' l'écrou est fixe, la vis est mise en
mouvement au moyen d'une manivelle telle que celle de la ûgure. Si, au contraire, c'est la vis qui est fixe, on fait mouvoir l'ëcrou à l'aide d'un ou plusieurs bras de leviers qu'on entre à volonté dans l'écrou. Mais soit que l'écrou soit fixe ou mobile, les conditions d'équilibre sont toujours les mêmes.
On remarquera que, dans un cas comme dans l'autre, chaque point de la pièce mobile décrit une hélice sur un cylindre de même axe que le cylindre <]onné, et dont le rayon est la disUnoe à l'axe du point que l'on considère. Tontes ces bélices ont le même pas, mais ne sont pas également inclinées sur le plan de la base.
On voit par l'éqiiation (1) qtie cette inclinaison sera d'autant plus grande que r sera pins petit.
Nous supposerons dans ce qtû va suivre que l'écrou est fixe, et nous admettrons qu'on vent soulever un poids suspendu à la partie inférieure de la vis.
EQUILIBRE DE LA VIS
Imprimons à la vis un mouvement infiniment petit qui fasse arriver le point m en n {Jig. 79); dans ce mouvement la vis aura tourné d'uuc certaine quanlilé w, et l'on aura, en nommant p le bras de levier de la puissance,
DES UOVTIXS ST DE JLA VIS. iSp
Pareillement
et, en verlu de l'équation du travail,
a Pp^ =z Q,ms.
Mais
ms = ns. taog i = r^ tang ij
en nommant r le rayon du cylindre ; donc
2 Pp 6» = Q roi tang /'.
Simplifiant et remplaçant tang i par sa valeur, on trouve
2P_ A ■q "" 2xp'
Par conséquent, /a puissance est à la résistance comme le pas de la vis est à la circonjérence que tend à décrire la puissance. Ayons égard maintenant au frottement.
Chaque point de la surface du filet touche un certain point de Técrou, et il est assujetti à parcourir une hélice tracée sur un cylindre, dont le rayon est la distance à Taxe du point que Ton considère, et dont le pas est celui de la vis. Or on peut supposer la force Q comme étant décomposée en une infinité de forces parallèles à Taxe du cylindre et agissant aux divers points de contact; ces petites forces produiront d&ns les divers plans tangents aux cylindres sur lesquels sont tracées le$ hélices, des
pressions normales à ces courbes « et ces pressions à leur tour feront naître des frot» tements dont nous allons tenir compte.
Soient i Tinclinaison [fig- 79) de Thélice sur le plan de la base du cylindre, et mn un petit élément de Fhélice situé dans le plan tangent ACB.
Les forces qui agissent au point m sont la réaction normale N et le frottement N/* . Pour un autre point situé sur la même hélice, les réactions seront N' et M'/*, etc. ; relativement à une
Fig- 79
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autre h^ice, les réactions analogues seront Ni^Ni/, etc. Ainsi la vis est sollicitée par les forces
Pour réquilibre, il faut que les sommes des composantes de ces forces parallèles à trois axes rectangulaires Oj:, Oj^,Oz (dont le dernier est Taxe de la vis) , soient nulles, et que les sommes de leurs moments par rapport aux marnes axes soient aussi nulles.
La somme des composantes des réactions parallèles à l'axe des z est , pour une même hélice ,
— N cos i + N/s'in i 7- N' cos / + N'/sin / — ... == — (cos i — /sin i ) 2 N.
Relativement à une autre hélice, la comme des composantes sera pareillement
— (cos /| — /sin /, ) 2 N,.
Egalant à zéro la somme totale des composantes, on obtient
(2) Q = (cosi — /sin/)2N-+-(cos/, — /sini.) 2 N, -h . . .
De mème^ si l'on égale à zéro la somme des moments relatifs au même axe, on trouve
(3) 2P;?==r (sini -h /cos «) 2N + r, (sini, +/cosi,)2N, -h. . . ;
r, Tj , . . . , sont les rayons des cylindres sur lesquels sont tracées les diverses hélices. Les inconnues du problème étant les forces P, Nj N', . . . , Ni , N', , . . ., les autres équations de l'équilibre, que je n'écris pas, ne pourraient servir, conjointement avec (2) et (3) , qu'à déterminera des inconnues, toutes les autres étant données. Remarquons maintenant que' le jeu qu'on laisse à la vis ne lui permet de frotter que latéralement ^ si donc on suppose que le premier terme de chacune des équations (2) et (3) se rapporte à l'hélice moyenne, on pourra poser
et ces équations deviendront, en nommant m le nombre des
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hélices de coutact, et ne conservant que les termes du premier ordre par rapport aux variations^,
Q = w{cosi— /sin /) 2N — (sin/-H/cos/) 2N .2, 9i -f-(cosf — ^/sin r)2, .J2N,
2 P/? = mr (sin i -h/cosri)!^ H- r(cosf — /sin i) 2N . 2, ^ i
-4-(sin/-4-/cos/)2N.2,^r-+-r(sinf +/cosf)2,.52N=:o,
le signe S s'étendant à tous les points d'une même bélice, et le signe Si, à toutes les hélices frottantes. Mais on a, à très-peu près,
car les variations relatives aux hélices tracées sur des cylindres symétriques du cylindre moyen sont de signes contraires, et ne sauraient différer que très-peu ^ donc on aifi^a simplement
(4) Q=iw(cos/— /sin/)2N, •
(5) 2p/>= wr(sin/-H/cos?)2N.
Divisant Téquation (5) par l'équation (4)7 ^1 vient
2 P r sini -f^ycos /
Q p cosi — /sini
Divisant numérateur et dénominateur par cosi, on trouve, en ayant égard à l'équation (1),
.^ 2P r h + ^icrf
Du reste, cette formule dérive très-simplement de la relation (2)
du n® 30, en y faisant b = 2irr, et remplaçant P par 2P-*
Cela résulte sans peine de ce que Thélice peut être assimilée à un plan incliné, ayant pour hauteur le pas de l'hélice, et pour base la circonférence de la base du cylindre. Le changement
de P en 2P- revient à remplacer la première force par une
autre parallèle, agissant à l'extrémité d'un bras de levier^,
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Si dans cette «juatjon on faity = o , on retrouvi; 2p_ h
Si la force P était destinée à empêcher l'accélération du mouvement, il suffirait évidemment de changer le signe de/. Supposons, par exemple,
dans ce cas on trouve, en n'ayant pas égard au frottement, De sorte que si l'on prend, par exemple, Q ^ looo^, on aura
Si l'on a égard au frottement, la formule (6) donne
et, dans l'hypothèse Q ^ looo",
ce qui fait voir que, dsas l'exemple précédent, la puissance est rendue 6,5 fois plus grande par l'action des frottements. I^a formule (6) peut s'écrire sous la forme
Si, dans le deuxième terme, on fait la division du numérateur par le dénominateur, et qu'on néglige les termes du troisièmi; ordre par rapport à/, A, on trouve
(8) iî = _^^k
' ' Q 2 ir/J /i
Si on voulait tenir compte des termes du troisième ordre, on aurait
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Quand la force P est destinée à empêcher T accélération du mouvement, on a, d'après ce que nous avon^ dit plus haut,
'. 2P r h — 2,n rf
et Ton voit que le problème n'est possible qu autant que
Si le pas de la vis a pour valeur
A = 2 ir //■, on aura
et le fratt€ment suffira seul à maintenir Tuniformité du ra0a«vement.
RAPPORT DES CHEMIHS PARGOURDS PAR LA PUISSAHCB BT LA RÉSISTARGE.
Pour un tour entier de la vis, la résistance s^ élève ou s'abaisse d'une quantité égale au pas ; plus généralement, la rotation de la vis est proportionnelle au chemin parcouru par la résistance : on aura donc, en nommant p* et q les chemins,
h étant une «constante qu'il s'agit de déterminer. Pour cela, faisons dans cette équation
q=zh, / = 27r/?;
elle donne
alors la valeur de p' deviendra
(il) p' = —Jlq,
RAPPORT DU TRAVAIL UTILE AD TRAVAIL MOTBCR
Le travail utile et le travail moteur ont pour valeurs respectivement
T., = 2 Py ;
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prenant le rapport ,
Maison tire de l'équation (6) Q _
substituant dans l'équation précédente, il vient
Cette formule donne pour le rendement une valeur un peu trop grande. Cela lient à ce que le poids de Ix vis est compris dans Q ; mais l'erreur qui en résulte est peu importante : du reste, il serait aisé d'y avoir égard.
È Si, par exemple, on suppose, comme précédemment, A = o,oi, r=o,o8, /=o,i3,
On peut remarquer que le rendement d'une vis ne dépend pas de la longueur du bras de levier qui sert k la manœuvrer.
Dans le cas où la force motrice agit pour empêcher l'accélération du mouvement, la formule du rendement est
a,rr(A- = .r/)'
et l'on peut remarquer que, dans ce cas, T^ > T„. Cela lesulie de ce qu'ici la véritable force motrice est Q ei non pas P,
DU TBEUIL DIFFÉREUTIEL.
DU TREUIL DIFFÉRENTIEL, DU PONT-LEVIS, DES GRUES, DU CRIC, DE LA VIS SANS FIN, DU COIN.
41. Nous avons vu, dans les leçons précédentes, comment on avait égard au frottement dans le calcul de la force motrice des ùiachines. Dans celles que nous allons étudier, nous nous arrêterons à la première approximation, attendu que Tusage qu on en fait ne comporte guère des calculs de pré-
cision.
TREUIL DIFFÉRENTIEL 01} CHÈVRE DE LOMBARD
Le treuil différentiel, qu'on nomme aussi chèvre de Lombard (Jig* 80), se compose essentiellement de deux cylindres
Fig. 80. • assujettis sur le même axe,
mais d'un diamètre didérent.
Une roue est montée sur le grand cylindre, ainsi que dans le treuil ordinaire. De -la circonférence du grand cylindre part une corde qui va s'enrouler sur une première poulie fixe, d'où elle passe sur une poulie mobile dont la chape porte la résistance 5 enfin de celle-ci la corde va passer sur la gorge d'une deuxième poulie fixe, d'où elle descend vers le petit cylindre pour s'y enrouler. Si Ton fait éprouver au treuil une rotation o), le point d'application
,66 OUZIÈHB lEÇO».
de la force motrice décrira le chemin Rcd; en nommant R le rayon de la roue, on aura pour le travail de la force P
SP=:PRa).
Soit g le chemin parcouru par la résistance; ce chemin sera la moitié de celui décrit par on point de la corde :.et comme celui-ci est égal évidemment à
/* et r' étant les rayons des deux cylindres , on aura
de sorte que le travail de Q sera
Egalant le travail moteur au travail résistant, il vient
PR
d'où Ton tire
Ce qui fait voir que dans le treuil différentiel; la puissance est à la résistance comme la différence des rctyons des deux cylindres est au diamètre de la roue^
Le treuil différentiel ofire cet avantage qu'on peut augmenter, pour ainsi dire, indéfiniment la puissance de la machine, sans nuire à la solidité des cylindres qui supportent la résistance ; car il suffit pour cela de diminuer la différence r — r' de leurs rayons. Le treuil ordinaire n'offre pas cet avantage. Mais on ne doit pas perdre de vue que l'augmentation de puissance se fait toujours aux dépens de la vitesse. En effet, nous avons vu plus haut que pour une rotation &>, on avait, en nomn^ant q le chemin décrit par la charge,
DU PONT-LEVIS
On a aussi pour le chemîn p parcouru par le point d'application de la puissance ,
p = Rw,
De la comparaison de ces deux équations , on tire
de sorte que si la puissance est un certain nombre de fois plus petite que la résistance ^ le chemin décrit par la puissance sera le même nombre de fois plus grand que celui parcouru par la résistance,
Soient T le poids du tablier AB (fig. 8i), c le poids
des deux chaînes, F le poids de la fléché A' B', B le poids de la bascule A'F.
Si Ton suppose les forces appliquées sur les horizontales de la figure , en les regardant comme invariablement liées avec le système, et qu* ensuite, en abaissant la bascule, on imprime à la figure un mouvement infiniment petit qui fasse décrire aux points D, D' les arcsDE, D'E', on aura, pour les travaux élémentaires des forces, et en nommant ci) , to' les angles de rotation ,
GB=rB.A'K'.w\ 6F= — F.A'/i'.w',
IT
G ( - C I = C .Ab . w ,
GT= — T.Aw'.w.
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Egalant à zéro la somme algébrique de ces travaux , on trouve, pour l'équilibre du pont-levis , Téquation unique
(i)B.A'K'.«' = F.AV.«'-f ic.A'^'.»'-h-c.A^.w + T.Am'.«.
Remarquons maintenant que le quadrilatère infiniment petit DED' E' a deux côtés opposés DD', EE' égaux, et deux autres parallèles DE, D'E'^ donc ce quadrilatère est un parallélogramme , et par suite
DE = D'E
Mais
DE=AB.w, D' E' == A' B' . w';
donc
A'B'.w'=: AB.w:
de là on tire
Substituant cette valeur dans Téquation (i), elle devient Ç.A'K'.AB = F.AV.AB -f- -c A'^'.AB rf--c.A^».A'B'-hT.A'B'.Aw'.
Posons maintenant , pour a^iréger,
BAD=:qç, B'A'D' = a', et nous aurons
A'K' = iA'F.cosa', AV =- A'B'.cosa', A'^' = A'B'.cosa',
A^ = AB.cosa, A/«'=: - AB.cosa.
Substituant ces valeurs dans l'équation ci-dessus, on trouve
(3) B.A'F.cos a'= A'B' [(FH- c) ces a' H- (T -h c) ces a].
Supposons acluellemenl que pour une position déterminée du système, la figure AK A'B' soit un parallélogramme, la même
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chose aura lieu pour toute autre position , et l'on aura
A'B'=AB, «'=a.
Par suite, Téquation (3) devient
(4) B. A'F = (T ^- F -f- 2c) AB,
laquelle est indépendante de la position du système. En don-^ nant aux diverses parties d*un pont-levis des dimensions et des poids qui satisfassent à Péquation ci-dessus , Téquilibre aura lieu pour toutes les positions possibles , de sorte que pour mouvoir le système, ou n'aura que les frottements à vaincre. On lire de Féquation (4)
AR
et si l'on prend A'F = AB, on est conduit à la relation trèssimple ,
Ce qui fait voir que lorsque la longueur de la bascule du pont'lei^i's est égale à celle du tablier^ le poids de la bascule est égal à la somme des poids du tablier et de la flèche y augmentée du double du poids des chaînes. Le terme 2 c peut être négligé sans inconvénient dans Féquation (6), à cause de sa petitesse par rapport à T -f- F.
'*' Il ne serait pas sans intérêt de savoir si le parallélogramme est le seul quadrilatère qui rende Féquation (3) indépendante des angles a et a'.' Pour cela , il suffit d'exprimer que Téquation (3) aura toujours lieu en n'y faisant varier que les angles a, a'; il faut donc y remplacer a par a -f-^/a, a' par a '-f- da\ puis égaler les résultats obtenus, ou, ce qui revient au même, égaler les différentielles des deux membres: on trouve de la sorte, en observant qu'en vertu de l'équation (a)
lA'F.B — A'B'(F -hc)]ABsina'=:A'B' (T-f-c)»ina.
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Mais Téqualion (3) peut s'écrire sous la forme
[A'F.B — A'B'(F-Hr)]cosa'=:A'B'(T-hc)cosa. '
Divisant membre à membre , il vient
(7) AB.UDg a' •= A' B'. taDg a.
Diiférentiaiit encore une fois , et remplaçant toujours da^ par sa valeur, on trouve
AB _ A^B^ cos^ a' cos* a
ou, ce qui revient au même ,
(9) . AB (n-tang'a') = A'B' (i -I- tang'a).
Eliminant tang a' au moyen de Téquation (7) , on obtient
A' B' = AB , et ensuite «'.= «;
d'où l'on conclut que le parallélogramme est le seul quadrilatère qui assure F équilibre du pont-lev'is ^ pour toutes les positions possibles.
DE LA GRUE
La grue [/ig. 82) consiste en un treuil dont la corde va s enrouler sur la gorge d'une poulie fixe , placée à Textrémilé
d'un cylindre incliné tel que celui de la figure, et d'une assez grande longueur par rapport aux autres dimensions de la machine. La résistance à soulever est attachée à l'autre extrémité de la corde. L'action de la force motrice se transmet à l'aide
Fig. 83.
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d'un système de roues dentées. Toute la machine a la faculté de tourner sur elle-même, ce qui permet de donner à la grue telle position qu'on veut. Quand la résistance a été soulevée à une assez grande hauteur, on fait tourner la grue jusqu à
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ce que la charge Q arrive au-dessus du wagon ou du bateau qui doit la recevoir.
On laisse ensuite aller le treuil sous Taction du poids Q, en ayant seulement la précaution d'empêcher Taccélératiou du mouvement. Il est évident que les conditions d'équilibre sont les mêmes que dans un système de treuils (voir le numéro ci-après) ; par conséquent, si l'on nomme P la puissance, R, R les rayons de la manivelle et de la roue , r, r' ceux du pignon et du cylindre, on aura
rr
Fig. 83.
La puissance P est appliquée sur la roue d'un premier
treuil (fig. 83), du cylindre ou du pignon de celui-ci, par une corde qui va s'enrouler sur la circonférence d'un second treuil,et ainsi de suite ^ enfin la résistance Q agit sur le pignon du dernier treuil. Il s'agît de trouver le rapport de P à Q.
Pour cela, soient T, T', eic, les lensions des cordes ; R, r les rayons de la roue et du pignon du premier treuil 5 R' et r' les rayons de la roue et du pignon du deuxième treuil , et ainsi de suite. *
On aura
pour le premier treuil. ... - =
pour le deuxième treuil. . . =r = — y »
pour le troisième treuil. . .
Multipliant toutes ces égalités membre à membre et simplifiant, il vient
Q**" RR'R
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Ainsi la puissance est à la résistance comme le produit des rayons des pignons est au produit des rayons des roues.
Si tous les treuils ont des roues et des pignons de même diamètre respectivement , on aura , en supposant qu'il y ait n treuils ,
Si, par exemple, le système est composé de quatre treuils, et qu'on ait
R"" lo'
Féquation (2) donne
lOOOO
Si l'on nomme p eiq les chemins parcourus par la puissance et la résistance, on trouvera sans peine
d'où il résulte que ce quon gagne en force on le perd en vitesse.
Comme la disposition précédente exige un grand espace, on fait toucher la circonférence de la roue du deuxième treuil par le pignon du premier , de même le pignon du deuxième treuil agit sur la circonférence de la roue du troisième, et ainsi de suite ; mais en ayant soin d'armer de dents les circonférences des roues, afin d'empêcher leur glissement sous l'action d'une trop grande résistance. Quant aux conditions d'équilibre, elles restent les mêmes que ci-dessus, du moins aux frottements près.
Nous verrons plus tard comment on calcule les frottements dans les engrenages.
DES CRICS
Le cric simple (fig* 84) se compose d'un pignon armé de dents qu'on fait tourner à l'aide d'une manivelle. Ce pignon
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engi-ène avec une cr«niaillèr(^ 11 laquelle il imprime un mou-
F^. 84. veuieot rectitignc, et sur latiuelle agit la
résistance. Ce cric n'étant autre chose
qu'un treuil simple, on a pour l'équilibre
en notnmaat comme toujours P la puissance, Q la résistance, R le rajoQ de la manivelle, r le rayon du pignon, c composé {fig- 85 ) est formé d'une crémaillère engreis- 85- nant avec un premier pignon; sur t'axe
de ce pignon est montée une roue dentée engrenant avec un deuxième pignon, lequel est mis en mouvement à l'aide d'une manivelle. Nommant P la puissance, Q la résistance qui s'exerce le long de' la crémaillère, R et /' le rayon de la manivelle et dn premier pignon, R' et /■' le rayon de la roue et de son pignon , on a ,
On s'assurerait sans peine que le rapport des chemins parcourus par les points d'appUca lions de la puissance et de la i-ésistance a pour valeur
de sorte que ce qu'on gagne en force on le perd en vitesse.
Mi La vis sait! fin [fig.%G) «onsUte en une vis à filet carré, à laquelle on communique un mouvement de roialion autour de Fig. 86. son axe. Cette vis , en tour-
nant, engrène avec une roue dentée dont le plan contient l'axe de la vis. Cette roue, à son tour, porte un pignon sur lequel s'exerce la résistance. Soit P la puissance qui agit sur la manivelle; la vis en tournant exerce parallèlêmeot à sa longueur une certaine pression sur les dents de la roue , et en reçoit une réaction égale et contraire. Désignant cette réaction par s, nommant aussi h le pas de la vis, b le bras de la manivelle, on aura, en faisant abstraction des frottements.
ai
Mais la force s fait équilibre à la force Q par F intermédiaire d'un treuil ; donc
'R'et /■ étant toujours les rayons de la roue et du pignon.
Multipliant ces deux équations membre à membre et simplifiant, on trouve
Ce qui fait voir que dans la vis sans fin ^ la puissance est à ta résistance comme le pas de la vis multiplié par le raron du pignon est à la circonférence que tend h décrire la puissance, multipliée par le rayon de la roue.
të. Le coin (Jig. 87) consiste en un prisme triangulaire à Fig. 87, feces AC, BC d'égale largeur. On
entre le coin entre deux obstacles qu'on veut écarter, puis on exerce une percussion sur la tète AB. Cette percussion se transmet sur les cAlés AC, BC, et d'est pai- l'effet des pressions latérales qui résultent de celte percussion que les obstacles sont écartés. . Soit P un poids tombant sur AB d'une hauteur H -, le travail dû à cette cbnte sera PH, quelle que soit d'ailleurs la coiiii» décrite [voir page 69). Soit aussi bc^h le chemin vertical parcouru par le coin; R étant la réaction moyenne, le travail dû k cette réaction sera K h , etd'on aura
Soit aussi Q la pression latérale transmise à chaque face; on aura encore
Mais les triangles rectangles ADC , abc étant semblables, donnent
ab
AB
- = -!;> d'où ab =jAâ AC • 2 A»,
Substituant cette valeur dans l'équation ci-dessus ,
d'oà l'o
Ce qui voir que la pression exercée sur chaque face du coin est à la pression exercée sur la tête comme le côté du coin est à la largeur de la tête.
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Si, dans l'équation (i) , on remplace R par sa valeur (a) , on trouve
P~AB A
d'où l'on conclut que la pression exercée sur chaque fa^e est au poids de la masse qui produit la percussion comme le côté du coin multiplié^ par la hauteur de chute est à la tête multipliée par le chemin vertical décrit par le coin entre les deux obstacles.
De sorte que si h pouvait se mesurer avec précision , l'équation (4) ferait connaître la valeur absolue de Q.
Di; RÉGULATEUR A FORCE CENTRIFUGE.
46. Le régulateur à force centrifuge, qu'on nomme aussi pendule conique, se compose de quatre tiges articulées dont deux portent des boules très-lourdes. L'anneau A ijig. 87) est ^- ^- assujetti sur une tige xy autour de la-
quelle il ne peut que tourner, tandis que Tanneau ou la douille A' peut à la fois tourner autour de Xf , monter et descendre le long de cette tige. Le système reçoit de l'arbre de la machine un mouvement de rotation qui a pour eiTet d'écarter ou de rapprocher les boules par les actions centrifuges qu'il développe. Alors la douille s'élève ou s'abaisse, et c'est ce mouvement qu'on met à profit, soit pour ouvrir ou pour fermer un conduit de vapeur, soit, comme dans les moulins à farine, pour mettre en mouvement un jeu de sonnettes ayant des limbrcs diUérenis. C'est ainsi , par exemple , que le doigt c qui monte ou descend avec la douille A', vient frapper la lige de la sonnette supérieure, quand la rotation atteint sa plus grande valeur, tandis qu'il agit sur l'autre sonnette quand la vitesse descend jusqu'à sa limite inférieure. Sous la vitesse de régime, le doïgt c nmeut dans l'intervalle des tiges des deux sonnettes. Delà sorte, l'ouvrier qui dirige le moulin est averti si le mouvement est ou trop rapide ou trop lent.
Les diverses théories du régulateur à fnrcc centrifuge,, du moins celles qui sont venues à ma connaissance, négligent presque toutes le poids des liges , et à plus forte raison h's ac-
tions que la force centrifuge exerce sur elles (*)] elles conduisent ainsi à une expression remarquable de la hauteur h du pendule conique, savoir
dans laquelle g est la gravité, (ù la vitesse angulaire de roiatiori. Mais ce résultat^ qui esi d'une remarquable simplicité, n'ex- *prime généralement la valeur de h qu^avec une grossière approximation, ainsi qu'on le verra ci-après.
TRÈS-PETIT DIAMÈTRE
*47. Avant d'aller plus loin, nous allons déterminer le point d'application de la résultante des actions centrifuges sur chacune des tiges du pendule. Pour cela, soit un cylindre dont l'axe MN (Jîg, 88) rencontre l'axe de rotation; le centre de
gravité étant au milieu O, l'ordonnée ^1, qui détermine la position de la résultan te des actions centrifuges, sera (en ayant égard au signe de a , et prenant pour plan primitif des Xf le plan perpendiculaire à l'axe mené par le point O (voir p. y6)
= I x'z^dm,
ma J
Quant à la valeur absolue de a , elle est ici égale à OA. Pour intégrer l'équation (i), nous transformerons d'abord les coordonnées x', z'en d'autres relatives aux axes Ox^ Or, et l'on trouvera sans peine, en nommant <f l'angle aigu que l'axe du cylindre fait avec Taxe de rotation,
x' = X €05 f — z sin y , «' = d: sin ^ -t- « ces y.
(*) M. le général Poncelet est le premier qui ait tenu compte de toutes les f<irfîC8 qui agissent sur le régulateur. ( Voir le Traité de Mécanique appliquée aux machines , page 83. )
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A l'aide de ces valeurs , celle de Zt devient
__^ D sin cp cos 7
ma
jx^dxflxdz — I z^dtfLrdy]
car, dans ce nouveau systèrae de coordonnées, on a évidemment
fxzdm = o.
Dans l'équation précédente, D est la masse du corps sous Tunité de volume. Posant , pour abréger,
V = Jx^ dx dr dz^ p' = Jz^ dzdxdy^
la valeur de z^ devient
D sin (p cos ff , , .
ma
Nommant / la hauteur du cylindre, puis intégrant par rapport
à z depuis z=l /jusqu'à ^ =^ -f- - /, il vient
ç =r Ijx^dxdy,
Intégrant par rapport ky depuis y = — y^ jusqu'à y = -j-^j , on trouve
f = iljx'^dxy'x.
Quant à yi on a, en nommant p le rayon du cylindre,
Substituant cette valeur dans celle de t^, il vient
(» = 2 Ifx^iix ^ p* — .r» .
Pour inl^rer cette expression, je remarque que l'on a
j:Vx v//>*--.r'=j --x(p^ — j?=)rf.^/?'— X»;
intégrant par parties^ et prenant l'intégrale depuis x = — p jusqu'à x = -hp^on trouve
x^dx ^p^-^x^=zjp^ j dxsjp" ^ x\
iSo VOVZliSUE LEÇON.
En6n , le même mode d'intégration donne donc
x'*dx V /'*— ' *' = Q ^/^«
Substituant cette valeur dans m, on a finalement
Pareillement, si Ton intègre m' par rapport à z , on trouve
ç^ =s — /» I dxdy.
L^Dt^ration relative à y donne également
De la sorte la valeur de z^ devient
(3) ,. = _sinycosy(^5---j,
en observant que m = 7r/?*/D.
Si p est très-petit , comme cela a lieu dans le pendule conique , on peut négliger le deuxième terme^ et prendre simplement
(4) z.=~sinçcos9--
Posant NB = p, et observant que OP = - / sîn y , on a pour la valeur de a,
fl = p 4- - / sm y ;
par suite , la valeur de z^ devient
(5) «1 = — smycosy — . , , . — •
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De là on conclut
OG = — sin « — , t ■ . — »
(7) MG = - / f I - g sin y — — Ç-,— V
(8) NG = -/(i4-^siny ^ /^ . Y
Si p est nul ou très-petit, et si <f n'est pas très-petit, les for- ^ mules ci-dessiis donnent exactement , ou à très-peu près,
(9) fM&=|^
d'où il résulte que lorsqiiun cylindre d'un très-petit diamètre tourne autour d'un axe, si cfe cylindre se termine sur l'axe ou très -près de Faxe^ sans faire av^ec lui un très-petit angle j la résultante des actions centrifuges rencontrera celui du cylindre au tiers de sa longueur y à partir de F extrémité la plus éloignée de Faxe de rotation^ ou aux deux tiers à partir de Vautre extrémité , Vaxe du cylindre et Vaxe de rotation étant situés dans le. même plan.
Quant à Tintensite de cette résultante, elle se calculera comme si la masse du cylindre était concentrée en un point quelconque de oz'. ( f^oir page 73.)
Maintenant si Ton décompose la force R en deu!c forces parallèles X , Y, agissant aux points M et N , on trouve
(loj X = ~R(i-h^siiiy , /. . ■ )/
(11) Yz=:-iR(l-isiny ^/^ . V
RÉGULATEUR
48. Reprenons la question que nous avons en vue. Généralement le pendule conique forme un hexagone tel que celui de la {Jig. 89), dans lequel les quantités égales MS, M5; UC, uC
Fig. 90.
sont très-petites. Pour abréger, j'inscris le poids de diaque pièc« à l'extrémité de la verticale du centre de gravité: ainsi par exemple T est le poids de la tige SE, L le poids de AU, enfin M est le poids de la douille. Soient aussi F^ F'^ les résultantes des actions centrifuges sur les tiges cylindriques telles que AU, SE (je suppose que la tige qui porte la boule pénètre dans celle-ci jusqu'en E). Je puis décomposer F' en deux forces parallèles X, Y agissant aux points A et U, et Ton aura , en vertu de la formule ( 10) du numéro précédent,
y / SIB f /
J'opère une décomposition analogue relativement à la tige au. Je puis également remplacer de chaque côté la force
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L par deux forces égales à -L et agissant en A, U et en a, u.
Ces dernières se composent à leur tour en une force unique L agissant suivant Taxe de la douille. Enfin j^écris, pour abréger,
MS=:p, SE =5^, SA=/, SD,= f.
Cela posé, j'imprime au système un mouvement infiniment petit qui lui fasse prendre la position accentuée tracée sur la figure. J'aurai d'abord, en nommant F la force centrifuge qui agit sur Vune des boules, et o) la vitesse angulaire de rotation ,
F = - w* [p -h (> -f- r) sin (p J.
Dans cette formule /* est La distance OE , laquelle sera positive ou négative, selon qu*elle sera comptée sur le prolongement de SE ou en sens contraire. Relativement aux autres forces centrifuges y on aura de même
Cela posé, les travaux élémentaires des forces qui agissent sur le système auront les valeurs ci-après :
S !»F = 2 F (> 4- r) cos <p^^» ,
CÔ 2 X -.= F' / cos op ( I -f- - sin cp -
6 2F"=r2F"/COS^^(p,
S 2^B = — 2 B (>. + /•) sin fSfy, G2T= — TXsin(pd>,
(52 [-LJ=— L/sin ifStf.
On a aussi
ITikT,) *''
s (M-hL)=r — 7,[M -t- L)/sin^y.
'i;/[tME LEVO
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sauces croissantes de p, on aura pour la correction d/ide/i, et en ne conservant que les termes du premier ordre par rapport k Pj
. »»(>H-r)sin<p \ B/
l 2B()H-r)'sin^V 3, ^ + '^ /
dans laquelle on a fait, pour abréger,
K = H±Ii*L±Mi.
Comme le second- terme de cette équation est très-petit, à cause du diviseur B , on peut prendre simplement
^ ^^ w»(X-{-r)smY\ B^
Si Ton veut avoir égard au deuxième terme de la formule (12), il suffira d'y remplacer h par la valeur de cette quantité qui résulte de la première approximation. Nous remarquerons que Téquation (y) exprime la valeur exacte de h (du moins à la quantité près de Tordre de p* que nous avons négligée dans la formule (3) du n° 47) quand la douille est à l'état de repos, car alors elle n'agit plus sur les «leviers de manœuvre qu'elle doit entraîner. Si Téquation dont il s'agit devait exprimer les conditions du mouvement de la douille, il faudrait encore avoii^ égard aux frottements sur les articulations des tiges et des leviers. Mais nous remarquerons que si l'on nomme pi, le rayon d'un tourillon , f le coefficient du frottement qui est ici trèspetit, parce que le système est toujours tenu bien huilé, N la pression normale qui s'exerce au point de rotatioa entre le tourillon et l'œil, le glissement aura pour valeur pià^^ en nommant d^ l'angle qui répond à l'arc de glissement •, par suite le travail absorbé sera
Mais â^ et ô'(f sont des quantités de môme ordre*, posant
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j- = 6, fi étant un nombre fini, la valeur de G devient
S = — iN/p, so>,
qui est une quantité négligeable par rapport aux autres travaux élémentaires. Donc Véquation (*]) peut être regardée comme étant r équation du mouvement vertical du système, quelle que soit d'ailleurs la nature de ce mouvement» La démonstration précédente suppose que fi est un petit nombre ; et en effet, on'trouve par les règles qui servent à déterminer le glissement infiniment petit entre deux courbes que e = a en A et a, tandis que e = I pour les autres articulations (*).
Si la résistance dM que les leviers de manœuvre opposent au mouvement n'était pas négligeable, il suffirait, pour y avoir égard, de remplacer dans les équations précédentes le poids M de la douille par M -h JM, la résistance dM étant positive quand elle s'ajoute au poids de la douille, négative dans le cas contraire.
Si Ion pose maintenant
(iS) ' LfMhTV
{*) Cherchons, par exemple, le glissement qui a lieu au point A. On verra
(n<>71) que le déplacement élémentaire dé la tige AU équivaut à une rotation
infiniment petite autour du pointa; donc si le point U parooart un espace égal
à ce, on aura, en nommant m la rotation infiniment petite autour du centre
instantané h,
w.AU^CC.
Mais »
CC'="iNN'= 2/d> sinç) et A U = 2 / sîn çp ;
remplaçant, dans l'égalité précédente, CC et AU par leurs valeurs, il vient
Imprimons jisaintenant aux tiges SA, AU un mouvement commun de rota«> tion Jç? autour de Taxe S, et en sens contraire du mouvement de SA; de la sorte la tige SA sera réduite au repos, mais alors la tige AU sera animée de deux rotations égales à âp et dirigées dans le même sens. Ces deux rotations se composeront eniine seule autour de Taxe A, laquelle sera égale à leur somme. Par conséquent , on aura
^■p =. iOf* C. Q. F. D.
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réquation (lo) devient, en ayant égard à (i3) ,
Pour une autre position de la douille, on aurait pareillement
De la comparaison de ces deux équations, on tire
Ce qui démontre que les hauteurs d'un pendule conique sont^ à très-peu près, en raison int^erse des carrés des vitesses angulaires correspondantes , De sorte que si Ton pouvait mesurer la hauteur h qui répond à une vitesse donnée, on aurait pour la hauteur h\ relative à une autre vitesse aussi donnée.
Pour un second pendule qui tournerait avec la vitesse du premier, on aurait pareillement
H«MB«-hK;)=:g^(B«-i-Ko).
Comparant avec Téquation
/ia>'(B-+.K') = g'(B4-K), on trouve
à^_ B H- K Bg -4- Ko H"~B-f.K''B^-hK'/
laquelle pourrait servir à déterminer h au moyen de H, et réciproquement.
CALCUL DU POIDS DES BOULES SOUS LA CONDITION QU'ELLES AIENT UNE COURSE VERTICALE DONNÉE.
-49. Soit (w la vitesse angulaire de régime, o)' et w" la plus grande et la plus petite vitesse du régulateur; A, //, A'' étant les hauteurs correspondantes, c la course verticale des boules, ou aura, pour déterminer les quatre inconnues //, /«', h'\ B, à
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résoudre les quaUe équations
lesquelles donnent
„ Ks{^"-^-")~K'c^-'^"'
Soit B
ainienatit
* un nombre eulier donné, on pourra poser
delào
ntire
Substituant ces valeurs dan» les i;ijuaiions tl-dess
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Maintenant désignons par N le nombre de tours que te régulateur fait en une minute , on aura la relation
ià , 60 = 2 TT N ,
d'où Ton tire
irN (12)
3o Substituant cette valeur dans l'équation (i), on trouve
(.-W ^ 36ooV n
36oo
Comme on pourrait obtenir pour B des valeurs trop grandes ou trop petites, on posera B>Bo, B<;Bi, et Ton aura pour B<B,
pour B > Bo
Désignons encore par h!^^h\ des valeurs telles, qu'on ait
remplaçant U et h" par leurs valeurs, puis résolvant par rapport à Cy on obtient les limites de la course verticale des boules, savoir
(n + xY
Toutefois/*', et/»' ne sont pas complètement arbitraires, attendu qu'on doit avoir
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ce qui donne
Telle est la dépendance qu'il faut établir entre les hauteurs limites qu'on assigne au pendule conique.
Soit encore A, la hauteur MC de la douille , on aura^
Mais on a déjà
hx=z% Icosff,
h =fz {>-hr)coSf ;
do
ne
On aura de même
Retranchant membre à membre, posant li"^ — h\ = y, et observant que h!' — A' = c , il vient
Substituant cette valeur dans les inégalités (16) et (17), puis résolvant par rapport à y, on trouve pour les limites dé la course de la douille,
(/i-hO'^'f-r
On voit par la formule (19) que h^ sera plus grand que A, toutes les fois qu'on aura
DU RÉGULATBUK A FOBCE CENTRIFUGE. ipi
JNous ferons remarquer que le choix des quantités A'^, h\ n'a rien d'absolu ; seulement on évitera par leur emploi d'obtenir pour h! elh" des valeurs inacceptables.
Les limites de N sVxprîment aussi en fonction de A',, h\. On trouve sans peine, à l'aide de la première des équations (i),
B -hK
bTX'
Maintenant pour savoir quels sont les nombres qu'on peut choisir parmi ceux qui sont compris entre ces limites, on remarquera que la course des boules devant se faire entre h^ et /i* , on devra avoir, en désignant par No et Ni les deux limites ci-dessus ,
d'où Ton tire
N> No,
Telles sont les limites entre lesquelles il faudra choisir la valeur deN.
Toulefois, pour que ces limites ne soient pas contradictoires, il faudra qu'on ait
« -f- I ■ n — I d'où
Dans la pratique, les tiges qui supportent les boules du régulateur les traversent dans toute leur étendue , il en résulte qu'il faut prendre pour r, qui entre dans K et K', le rayon de la boule. Mais ce rayon dépend lui-même du poids, car en
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nommant D ce poids sous TuTiité de ïolumi;, 011 a
Je mels le signe — à cause qu'ici la quantUé r est négative, étant comptée en sens inverse du prolongement de la lige. En éliminant B entre les relations (t'i) et (aS), on aurait une équation du cinquième degré qui servirait à déterminer r; r étant connu, l'une ou l'autre des équations citées ferait connaître B. Mais ici l'on peut éviter l'emploi de l'équation du cinquième degré; pour cela it suffira de prendre jwurX non pas SE' mais SO, et faisant par conséquent r=o dans les relations qui contiennentcettc quantité: toutcfoisildoitétreentendu que le point D sera alors le centre de gravité de SO el non pas de SE' ; de même D, sera le point d'application de la force centrifuge sur SO , et non pas sur SE'. B étant connu , la relation entre le volume et le poids déterminera le rayon de la boule. Maison remarquera que la formule (i3) donne le poids qui répond à l'équilibre, comme si la lige s'étendait jusqu'en O seulement ; la valeur trouvée pour l( est donc le poids de la boule supposée vide dans l'intervalle occupé par la partie OG de la tige. En second lieu, comme celle-ci s'étend jusqu'en E', c'est comme si l'on substituait, d&O jusqu'en Et, la matière delà tige à celle de la boule; le poids de la boule telle qu'on l'emploiera, sera donc en erreurde la différence entre le poids de la matière de la boule occupée par OE' et le poids de OE', ce qui est une approximation certainement suffisante: d'ailleurs on pourrait substituer ce poids dans les équations (10) et ([3) du n" 48, et l'on obtiendrait la valeur exacte de h. On déterminerait de la même manière k' et h" dont la différence ferait connaître la course verticale des boules, et par suite celle de ladouille.
CALCUL DE LA LIHITE INFÉRIEURE DtJ POIDS DES BOULES.
La limite inférieure B ^ B„ que nous avons emplojée précédemment n'est pas arbitraire. Il faut la déterminer -wns la
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condition que s'il survient une variation do) de vitesse, les boules soient capables de vaincre la résistance qu'opposent les leviers de manœuvre. Reprenons l'équation
Si la vitesse de rotation devient cd + ^co , et que la résistance à vaincre soit dM, K deviendra K H- dK, et Ton aura pour Téquation de l'équilibre du système,
B -+-K' Divisant cette équation par la précédente, on trouve
B-f-K' développant et résolvant par rapport à B + Ky il vient
dK étant donnée supposons qu'on veuille donner aux houles un poids tel, que la douille puisse moui^oir les leviers de ma*
n œuvre aidant que la vitesse ait varié de la quantité d&)= —
Pour cela, nous examinerons les deux cas où itù sera positif ou négatif.
Premier cas. Comme
B + Kstt: — ', T-ri
si l'on remplace — par -9 le deuxième membre deviendra
trop petit, et l'on aura, pour déterminer la limite inférieure de B,
Deuxième cas. dco étant négatif, il en sera de même de dK;
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alors si 1 on ne lient compte que des yaleurs absolues de ces quantités, la valeur de B + K sera
Mais le dénominateur de cette équation est une fonction croissante de Jw, donc si Ton remplace encore — par -> on aura
an -->i
En comparant les deux valeurs précédentes de la limite inférieure de B + K, on voit qu'il suffira de prendre, dans tous les cas , I
par conséquent,
un — 1
Il est facile de s'assurer à priori que toute valeur de B satisfaisant i cette limite, produira l'effet désiré. Pour le faire voir, posons 9 pour abréger,
fonct. ( -^ ) = B H- K -. / ^ ^ V '
— (an )
Si dans cette équation on fait jci) = o , on a
fonct. ( — I <^o.
Ensuite, si Ton pose
u n il viendra
fonct. ( — I > o.
Par conséquent, entre
0«>=:U et ow=r-
ft
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il existe une valeur de' don pour laquelle
fonct
de sorte que pour celte valeur de la variation de la vitesse , le régulateur pourra soulever la résistance k vaincre.
On voit par la formule ( 28 ) que B sera d^ autant plus grand, que le nombre w, que j'appellerai coefficient de sensibilité, sera lui-même plus grand.
Quant à la valeur de dK , elle se déduit sans peine de la formule (i3) du n** 48 , laquelle donne, en faisant comme précédemment r=o,
Si l'on suppose par exemple 5M = a^^'^jS , et qu'on adopte les données de l'exemple ci-après, on trouve d'abord
La formule (28) donne ensuite, en observant que K = 1 1 ,6629,
FOSHULBS A EMPLOYER DAHS LA PRATIQUE POUR LE CALCUL DUN RÉGULATEUR, ALORS QUE LES TIGES SONT CYLINDRIQUES.
50. Nommons D le poids de la matière des tiges du régula* teur sous Tunité de volume , p le rayon des liges /, p' celui des tiges X, on aura
et la valeur de K deviendra , en y faisant r= o ,
„ 2M/-4-ffD(3/>'/»-»-A>"V) (') ^ = n
Si// = p,
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On aura de même
et dans le cas de pf=^p^
Les autres formules à employer seront, en les rangeant dans l'ordre suivant lequel on pourra les calculer,
'^ ff \/»'— 1/ V «^ B-, + K' ^ « \«»— 1/ V <^ B, + K''
Kwg- — K'c— y— (
36SS i -lï- j ' - "*
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(II) \h\^lih\
aBX»sin(p \f ^^ * 3 X ^
/j3j ] ir*N* >sin(p \ B/
^ _ jr£»DAp^ / a XM^\
aBVsinçV ^ SX/
Négligeant le deuxième terme,
On voit par là que la même correction conviendra, à très* peu près, aux deux hauteurs extrêmes h! y hl^. La première des équations (11) donne e^suite
Appliquons ces formules à un exemple numérique. Supposons >
si les tiges sont en cuivre, on aura
Si nous prenons
la formule (5) donnera <
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nous prendrons
On tire ensuite des formules (6)
I v<o">o999> nous adopterons
Après cela', on a, par la formule (7),
Prenant pour les limites de B
B«=ri5S B, = 60*^,
les formules (8) donnent
t N> 43,2572, i N<48,8i; nous adopterons
Alors, par la formule (9), on trouve
On déduit ensuite des relations (10] et (11)
En calculant les deux termes de la formule (i3), on obtient
I •' terme = — o™ , 024^
2* terme = — o" ,0024
d'où ^/i = — o»" ,0266.
Enfin la formule (i5) donne, pour la correction de /ii,
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BÉSOLTATS DÉniIITirS*
7 = o'^togGy c = ©'■,072, N = 47, B = 20^,87, h =o",5i22, A, = o",6829, A' = o»,478, h\ = o",6373, A"=ro-,55, A", =0», 7 333.
Nous ferons remarquer que si, dans la formule (lo) du n^iS, on suppose nul le poids des tiges ^ on aura simplement
Si dans cette formule on fait N = 47» î^ vient
À = o»,4o49, tandis que la valeur exacte de A est
A=rO"',5l22:
Terreur commise est donc environ de o"*,! i .
Nous observerons encore que si j dans la valeur (9) de B, on fait K'= o, ce qui revient à faire abstraction de la force centrifuge sur les tiges, on ti^uve
Le terme dû à Faction de la force centrifuge sur tes tiges diminue donc la valeur de B de 14*^54^*5. On voit par là que le poids des tiges, ainsi que Faction que la force centrifuge exerce sur elles, ne sont pas généralement des quantités négligeables.
CALCUL DE LA HAITTEUR DUH RÉGULATEUR RÉPONDABrr A UN POIDS DE BOULES CAPABLE DE SOULEVER UHE RÉSISTANCE DONNÉE.
Proposons-nous, pour deuxiènie exemple, de calculer la hauteur h qui répond à un poids de boules capable de soule^
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uer une résistance donnée* Prenons
>=:o",75, / = o«,5 /? = o«,oo5,
Les formules (a) et (4) donnent d'abord
K = o" , 603982 , K' = o , 228678 : on déduit ensuite de l'équation (a8) du numéro précédent
Bo= 19*^,564; et comme on doit avoir B>Bo5 nous prendrons
Les inégalités (a3) du numéro cité donnent à leur tour
N< 49*69 î d^où l'on tire, à Taidedes relations (24) du même numéro,
.N<4i,99- Adoptant
on obtient, par la première des équations (i) du n^ 49,
Cette valeur, substituée dans la première des équations (ii) du présent numéro, donne
Enfin, à Taide des relations (i4) et (i5), on trouve
S/èZ=z — o"*,oo24, ^/*, = — o",oo32.
Et Ton voit que ces corrections sont ici sans importance.
RÉGULATEUR A TIGES OPPOSÉE
51. Dans certains pendules coniques^ les tiges qui portent les boules sont prolongées de l'autre côté du centre fixe M'
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(fig. 91) de rotation, soit eu ligne droite» soii sous un angle 6
que nous supposerons peu diiTérent de 180 degrés. Nous prendrons pour d l'angle OM^a tourné vers la droite; de sorte qu^on aura, en désignant par e un petit angle positif ou négatif,
aura, en désignant par
On peut remarquer, avant d'aller plus loin, que les angles 9, 9', 9" sont liés par les relations
sin y' = — sin (<p 4- ^) , . cos<p'==^cos((p-f.e),
\ sin<p''=:— rj-t-8in((p-hO)1-,
on a aussi, eu vertu de l'équation (i),
I sin(y 4-Ô) = — 8În{y-he), 1 cos{«p + 0) = -!-cos(f -i- c).
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Adoptant les ruènies notations que précédcniDient , od obtient, pour les actions centrifuges résultantes qui agissent sur les boules et sur les liges.
De la valeur de F' ou déduit aussi saus peiue
(5) x = iï;L,[?-.i„W + .)].
Apiès cela on trouve âuccessivenienl que les liavau' laîrcs des diverses forces qui sollicitent le système
GaF = 2 - &i' (À -[-/■)- sin ç coiçJo,
^'^=- ^-^L/cos(if + e)[p-/sin(7 + e)jd>,
□ ^ C'OSifO^ ,
i-2F"'=:- -o>';'sm(<p + e)<:os(y+8)5î,
EaB = — 2B{i-i- risin^Jy,
Put = — T/sinï^iv,
6 2L = — L/si(i{i.-|-9)5if,
Ea (-L ) = — L/hiii(^ +S)aT.
— (M-i-L)p(i +lanB'?)5îi.
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En effet ,
G(M4-L) = (M-hL)MC; mais
MM'=i/(cos<p'H-cost|>"):
d'ailleurs la dernière des équations (a) donne, aux quantités près de l'ordre de p*,
(7) cosf" = — cos(^ 4- ô) -H y lang(ç -h ô).
Substituant dans l'expression de MM' les valeurs de cos f ', CCS y", il vient
(8) MM' =— 2/cos(y-f-ô)-+-p tang (f -+- ô).
fie là on tire, en négligeant les quantités du deuxième oixire par rapport à p et à s,
^.MM'=: 2/sin(^ + 9)^ç-+-p(i -h tang'ç) Jy,
et comme c^.MM' est la variation algébrique de MM', MG=: — 2/sin(f + 0)^^ — p(i H- tang'f ) ^y.
Cette valeur, substituée dans celle de 6 (M + L ), donne la dernière des équations (6) . Maintenant si Ton égale a zéro la somme algébrique des travaux des forces, on est conduit à Téquation
TX» LV'sin'fyH-Q) i L/pcos(<p-hQ)
- *'^3B(\-^ry "^3B(X-+.r)sin<p 3 B (X -f- r )sin f
__g ^T>siny-f-2/(M-{-aL)sin(y-HQ) + (M+L)p(i-f-taDg^y) »» »« 2B(X 4-r) siDf
Remarquons, avant d'aller plus loin, que le quatrième terme de l'équation (9) devient, en négligeant les quantités du second ordre par rapport à p et à £,
1 L/pA
3 B(; + r)»sin^' par suite, l'équation citée se transforme dans la suivante :
TX« ^ L/>sin2(®-f-ô) I Liph h-i-zr^TTTi .. H
, ^3B(X-hr)» - 3B(X-t-r)8in© 3B(> -h rj'siny
i __£ gTXsîn<p4-2/(M-+-2L)sin(<p4-e)"h(M + L)p(i'4-tang^y)
\ "^ w^ 2B(> + /')sinf '
Si dans celle equ.
1 on fail0— 180", p = o, OQoblieiil '
laquelle serait rigoureusement exacte, si les liges sypérieures étaieiit le prolongemeul de celles qui portent les boules, et si le point de rotation sur la douille pouvait être placé sur l'axe du régulateur. Si entre les tiges qui portent les boules, et les autres tiges du système , ou établit la relation (12) Ti = 2(M + 2L)/,
l'équaiion (i 1) se simplifiera et deviendra
Si l'on pose, pour abréger,
réquaLion cilét; prendra la forme
(iG) /<u'(BH-K') = ç(B + K).
Mai. ici l'on a, comme au n-îiO,
L = ff/)'/D, T = «/^'UD,
par suite, les valeurs ei-dessus deKet de K' deviennent
cnj
faisant f= u.
,,^, y m/'v-ip'n-^Mi
r, si ,/ = ,,,
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Si 1 on fait servir l'équation (lo) à la détermination de la correction dh de A, on trouvera , en faisant r = o,
^^ = "(B4-K0XsinyL3^'^^^^^"^5-^ ^J
On calculera cette formule en y substituant les valeurs de h et de ^ qui résultent de la première approx.imation , et en ayant égard à la valeur ci-dessus de L. ^
L'équation (i6) ayant la même forme que les équations (i) du n^ 49 conduira aux mêmes conséquences ; seulement les valeurs de K et de K' ne seront pas les mêmes dans les deux cas. ' Si l'on nomme /ii la hauteur de la douille, on aura d'abord, en vertu des équations (8) et (3),
Ai=2/cos(o + •) -f-ptang(^ -+-•)..
Développant et négligeant les termes du deuxième ordre par rapport à |0 et s, il vient
At=r a/cosf + p tangf — 2/ssin^.
Mais
h cosy=-;
donc
(22) ^, = 2- A -I- p tang(j> — 2/ssin^.
On aura de même pour les valeurs extrêmes de la hauteur de la douille, et en négligeant les variations de l'angle ^,
(23) A', = 2 - A' -f-ptangç — 2/8sinf,
{24 ) A", = 2 - A" 4- p lang f — '2/6 sin y.
On tire des équations (23) et (24) ^ (25) ^^^x""-
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Après cela, on lioiivcin tomme au «"j'iO,
Pour calniler un pendule conique à tiges prolongées , on commencera par calculer K et K'. Ayant adopté une certaine valeur pour h"^, la relation (27) dirigera dans le choix àeh\. "Ensuite lcsét{uations{a8) feront connaître les limites de y. Ayant adopté pour y une valeur comprise entre ces limites , on s'en servira pour calculer c au moyen de la formule (aS). c étant connu, les inégalités (29) feront connaître les limites de N. Ayant choisi la valeur de IV, la relation (3o) déterminera B. Au moyen des équations (a6) on obtiendra /i, h', h". On corrigera ces valeurs à l'aide de la formule (21), et en adoptant poui h' et h" les mêmes corrections que pour h, Entin les formules (22), (23), (24) feront connaître les hauteurs moyenne et extrêmes de la douille.
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INSTALLATION D'UN RÉGULATEUR
52. Le calcul d'un rég;ulateur ayant été fait comme il a été dit précédemment, il ne s'agit plus que de Tinstaller. Supposons pour fixer les idées que la machine qu'il doit régler soit uue machine a vapeur. Sur l'axe du régulateur, on marquera d'une manière quelconque, par exemple au moyen d'une ligne rouge, la position que doit occuper la douille pour la vitesse 3e régime. Cela fait* ayant l'œil fixé sur l'appareil , on ouvrira ou l'on fermera à la main le conduit de vapeur, jusqu'à ce que la douille arrive et se maintienne sur le trait rouge. A ce moment, le papillon aura la position qu'il doit avoir pour laisser passer, sous la pression qu'on suppose donnée^ la quantité de vapeur nécessaire au mouvement normal de la machine. C'est dans cette position qu il devra être librement attaché à la douille à l'aide des leviers de manœuvre. Alors si la vitesse de la machine augmente ou diminue, le papillon fermera ou bien ouvrira le conduit de vapeur; et comme d'ailleurs la course de la douille a pu être choisie à volonté» le régulateur, ainsi installé, réglera la force motrice avec toute la précision désirable.
Dans Texemple numérique trailé précédemment , nous avons supposé les tiges cylindriques dans toute leur étendue , ce qui nous a permis de calculer leurs poids. Si elles s'écartaient trop de cette forme , il serait préférable de les peser avec soin pour avoir L et T. Quant aux longueurs Z et X , elles s'c4>tiendront en les comptant des centres de rotation.
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Après cela, on irouvera comme au r'
f A VAPEUn.
.^ES de machines a \'A1>E0R.
. ij)à'vopeur sont des appareils dans lesquels
ffi^'f'^îiastiqiie de la vapeur pour imprimer à un
j^ Latent rectUigne alternatif. On transforme eii-
^f""" jeF mouvement en un moilvement circulaire con-
terf'"""
ijfelle.
" le pistOD à
4 SIMPLE BT a DOUBLE EFFET.
^j la vapeur nagil que sur un côlé du piston, les ma- ■ cs sont à simple eflet; elles sont h double effet quand elle "■ . giieroativenieni au-dessns et au-dessous du piston.
.s SMS DÉTENTE ET AVEC DËTENTEr
i,orsque le cjlindre à vapeur est en communication avec le ^éuérateur pendant toute la course du piston, la vapeur agita pleine pression ou sans détente. La vapeur agît avec détente lorsque) pendant la course du piston, on intercepte la com-
iiiun'calioi
: la chaudière. Dan.
'apeui
dans le cylindre pousse le piston on se détendant comme ferait un ressort. Dans les machines à délente, ou nomme cour d'admission de ta vapeur l'espace parcouru par le piston, • moment oii l'on intercepte la communication avec la cha dière.
MtcâlNEI t COItUENSATION SAKS rOHDElISATlOa .
Après a
r agi per
e course , la
tapei
r est chassét'
du cylindre par le piston quand celui-ci exécute sa course traire; alors elle se rend, snil dans l'almosphère, soit dam
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espace fermé où se fait à chaque instant une injection d'eau froide qui condense la vapeur : dans le premier cas, la machine est dîie sans condensation; dans le second cas, elle est dite à condensation.
MACHIIIBS ATHOflPHÉElQUES.
Quand la vapeuj^agit au«-dessous du piston seulement, pour peu que sa force élastique surpasse la pression atmqsphérique, elle fera remonter celui-ci ; on facilite ce mouvement au moyen d'un contre-poids attaché au balaficier. Le piston étant arrivé au point le plus haut de sa course, on condense la vapeur qui est au-dessous; alors la pression atmosphérique le fait descendre. -Ces sortes de machines s'appellent machines atmosphériques.
MACHIHES A HAUTE, BASSE ET MOYENNE PBES8I0E.
. On sait que sous là pression barométrique de o™,j6 , l'atmosphère exerce sur une surface de i centimètre carré une pression d'envii'on i kilogramme (i^,o335)5 une telle pression est ce qu^on nomme une atmosphère. Cela posé, lorsque dans le générateur la tension de la vapeur ne surpasse pas une atmosphère et un quart, -la machine es t. dite à basse pression^ elle est à moyenne pression^ si la tension de la vapeur est comprise entre une atmosphère et un quart et quatre atmosphère^ ; elle est dite à haute pression, quand cette tension surpasse quatre atmosphères.
JEU DE LA VAPEUR DANS LES MACHINES A UN CYLINDRE
La machine étant en mouvement, un piston P [fig» 92), mû Fig. 93^ par uu excentrique monté sur l'arbre #
de la manivelle, f^it mouvoir une pièce T qu'on nomme tiroir^ de telle sorte que lorsque le piston P estfiu bas de sa course, le tiroir s'élève en. laissant à découvert le conduit par lequel la boite à vapeur c communique avec le cylindi% C. Alors le piston poussé de bas en haut remonte et chasse devant lui la vapeur qui est refoulée d'abord sous Je tiroir T, d*où elle se
•Wl
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d'une tnaDÏèrc perinanenii; jKiiclaiit le me chine. A chaque coup de piston, la vapeur e pafc fermé C cpi'ou nomme condenseur, el îiLStaiLt une injection d'eau froide. P esl u et foulaniequi relirel'eauel l'air du conde pompe à air. La pompeà air amène l'eau *( . un conduit d'où elle s'échappe en partie plus loin se meui une pompe aspirante et plein, qu'on uonime pompe alimentaire , j dans le générateur une partie de l'oau de i une troisième pompe, la pompe de puits, c par la pompL' alimentaire, amène à chaqi doit servir à l'alimentation de la maqliini sur un balancier,, lequel exécute autour d vemeiit circulaire alternatif. Ce mouvei ensuite en un mouvement circulaire coi bielle B ei de la manivelle M. Sur l'arbre ■ monte un excentrique EL qui fait mouvoi sido à la distribution de la vapeur. Les t diverses pompes sont articulées avec le bal; mouvement. L'extrémilé K du balancier gramme articulé dont la propriété est de fai droite les pistons qu'il commande. Nous ( 1.1 théorie de ce parallélogramme qui a été lèbre Watt, *
DIUBNSIONS DES CYLINDRES A. V
55. Si, pendant une course du piston contact avec la plus petite surface que ci sous un volume donné , le refroidissement i par cela même le plus petit possible, les Heures reslant les mômes; par conséquei serait le plus avantageux parmi tous ccuî Pour remplir la condition qui vient d'être la longueur de la course du piston soit , àt, du, diamètre intérieur du cylindre.
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reiid dans le condenseur ou dans l'auuosphère, Quand le piston est arrivé au point le plus haut de sa course, le tiroir s'abaisse, et prend la seconde position marquée sur la figure. A ce moment, il met h découvert le tuyau qui fait communiquer la boite à vapeur avec ia partie supérieure du cylindre, et ferme la communication inférieure^ al^rs la vapeur^ qui arrive de la chaudière \lans la boite k vapeur, passe de là audessus du piston pour le faire descendre. Pendant le mouvement descendant, celur-ci refoule encore la vapeur sous le tiroir, d'où elle se rend soit dans le condenseur, soit dans l'atmosphère. On voit que le tiroir ouvre et ferhio alternativement les communications de la boite à vapeur avec le cylindre, tandis qu'il recouvre constamment le conduit de décharge.
JEU DE LA VAPEUn DANS LES MACHINES DE WOLFF. '
Dans les machines de Wolfi*, deux pistons sont liés avec le même balancier et montent et descendent en même temps, commençant et finissant leur course au même instant. La machine étant en mouvement, un excentrique monté sur l'arbre de la manivelle fait monter et descendre une ùgcp (y;^«^3),
Fig. 9^.. s\ laquelle sont reliées
deux antres tiges, faisant mouvoir les deux tiroirs T et T' dans deux boites à vapeur qui communiquentpar un tuyau t, La vapeur arrive . d'abord * dans Je petit «ylindre où elle se détend en partie; de là elle se rend dans le grand, où elle continue à se. détendre pendant toute la course du piston.
Ainsi la vapeur arrive du généi:ateur par le tuyau G et sr rend dans là première boite k vapcu^*, de là, et d'après la position actuelle des tiroirs, elle va dans la partie inférieure du cylindre C , et pousse le pistou de bas en haut, Le piston P
MÀCBllIES A VAPEUR. aXI
Cil remontant refoule la vapeur supérieure qui se rend sous le tiroir de la première boîte ^ de là elle passe dans la seconde, et de celle-ci dans la partie inférieure* du grand cylindre ou elle sollicite le piston à monter. Pendant ce mouvement, la vapeur qui se trouve au-dessus du piston, dans le cylindre G', « va sous le tiroir dis fa seconde bqite à' vapeur, ejL de là , par le tuyau de décharge, elle se rend soit dans le condenseur, soit* dans l'atmosphère. Quand les deux pistons sont arrivés à la limite de leur course, la (ige^ s'abaisse, et les deux tiroirs prennent la position pointillé» marquée sur la figure; alors les mêmes faits se reproduisent, mais en sens inverse.
DESGRIPT.10N SOMMAIRE D UNE MAGHIRB A VAPEUR.
54. Les machines à Vapeur affectent des formes très-diverses, mais toutes ont certaines parties essentielles qui Teur •^ sont communes et que nous allons indiquer succinctement
A est le cylindre où la vapeur afflue tantôt au-dessous du piston , tantôt au-^dessus par le jeu du tiroir qui se meut dans la boîte à vapeur^ nPquelle communique avec le générateur
212 TREIZIEME LEÇOn.
d'une fnanière permanente pendant le mouvement de la machine. A chaque coup de piston, la vapeur est refoulée dans l'espace fermé C qu'on nomme condens^ury et où se fait à chaque instant une injection- d'eau froide. P est une pompe aspirante * et foulante qui retire Teau et l'air du condenseur ; on la nomme ^ pompe à air, La pompe'à aiç amène TeauTlu condenseur dans . lUà conduit d'où elle s'échappe en partie au dehors. •Un peu plas loin se meut une pompe aspirante et foulante, à piston plein, qu'on nomme pompe aliruentaî^e^ fSLVce qu'elle refouîe dans legépérateur une partie de r«au de condensation. Enfin une troisième pompe, la pompe de puits, qui est censée cachée par la pompe alimentaire, amène à chaque instant l'eau qui doit servir à l'alimentation de la machine'. Le piston F agît sur un balancier,, lequel exécute autour du point D un mouvement circulaire alternatif. Ce mouvement se transforme ensuite en un mouvement circulaire continu à l'aide de la biçUe B et de la manivelle M, Sur l'arbre de la manivelle est • monté un excentrique EL qui fait mouvoir le tiroir qui préside à la distribution de la vapeur. Le9 tiges des pistons des diverses pompes sont articulées avec le balancier qui les met en mouvement. L'extrémité R du balancier porte un parallélogramme articulé dont la propriété est de faire mouvoir en ligne droite les pistons qu'il commande. Nous donnerons plus tard la théorie de ce parallélogramme qui a été imaginé par le célèbre Watt^ ^ •
DIMENSIONS I>ES CYLINDRES A VAPEUR
55. Si^ pendant une course du piston , la vapeur était en contact avec la plus petite surface que comporte lé cylindre sous un volume donqé , le refroidissement de la vapeur yserai^ par cela même le plus petit possible , les circonstances extérieures restant les mêmes; par conséquent, un tel cylindre serait le plus avantageux parmi tous ceux de même 'volume. Pour remplir la condition qui vient d'être énoncée, il faut que la longueur de la course du piston soit^ à très^peu près, double du diamètre intérieur du cylindre. • .
MACHIHES A VAPEUR. ai3
^ Pour l'ésoudre cette question, nous chercberons d^ abord quelle est la quantité de surface qu'il faudrait mettra en con" tact auec la "vapeur, pendant un temps égal à celui d'une course du piston, pour que le refroidissement fût le même que pendant une course effectii^e.
Soit 9 le temps de la course l] parlageous cette longueur en n parties égales inCniraent petites y et nommons € Tune de ces parties ; nommant aussi r le temps infiniment petit, nécessaire pour parcourir e, on aura à la fois
Retuaixjuons maintenant que les intervalles de temps pendant lesquels la portion de surface cylindrique répondant à chaque élément e, sera en contact avec la vapeur, seront donnés par le tableau suivant: ' ^
1*' intervalle c, 9,
a« intervalle s , 0 — t,
3* intervalle c, G — 2t,
,^iimt intervalle c , G — (« — i) t.
On peut poser
m, m\ mf', etc., étant des nombres entiers ou fractionnaires. Or il est évident qu'on peut rendre l'intervalle e , m fois plus petit, pourvu qu'on rende le temps du contact avec la vapeur m fois plus grand ou égal à 9. De même le 3^ intervalle e pourra être rendu m' fois plus petit , pourvu que la durée du contact soit rendue m' fois plus grande, et ainsi de suite. Par conséquent^ les éléments cylindriques qui ont pour hauteurs respectives
-> — » — jj — 775 • • • » * . •
I m • fit m
supposées en contact avec la vapeur pendant tout le temps de la course du piston , refroidiront celle-ci de la même manière que cela a lieu pendant la course effective. Donc la surface cy-
drique uilerieure qui
a pour haaieur
mise eu coniaci avec la vapeur pend.mt toute la durée-de la course du piston, produira un refroidissement égal au refroidissement effectif. /' étant la somme ci-dessus, on aura en remplaçant m, m', m", etc., par leurs valeurs,
et, en développant,
ou, ce qui revient au même,
Mais
donc i'=zl — i/l
négligeant le terme infiniment petit -/-, il vient
Soient maintenant x le rqyon du cylindre, y la course inconnue du piston : la liberté du cylindre étant my, la sorfac*^ convexe cylindrique de l'espace libre sera en contact avec la vapeur avant que la course commence; par conséquent, la surface qu'il faut rendre miuima sera
On aura en mime temps pour le volume V du cylindre qui est doQué
itliraiiunt j 5„tre ces deux dernières écjiialioM , il vient (5) s , . '+'« V
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Prenant la dérivée et régalant à zéro, on trouve
(6) . ^ ^^ v/Hh^ V 0/ . V I4-/W 4^
En prenant la dérivée seconde de S, on s'assurera sans peine que la valeur précédente de x répond à un minimum. Maîntenailt, si Ton multiplie par x les deux membres de l'équation (4), etqu'on*y remplace ensuite x^ par sa valeur, on trouv4;
* DE LA CHARGE lIAXIlfX.
56. Pour une course d' admission donnée y il existe une valeur de la charge* (résistance sur les pistons) pour laéfuelle la pression dans ie cylindre aidant la détente [pression d'admission) est sensiblement égale à la pression dans le généraleur. Pour le faire voir, supposons le régime établi , puis suspendons le mouvement de la. machine; et afin que la pression dans le générateur ne change pas, faisons écouler, pA* un robinet de décharge, une quantité de vapeur égale à celle qui se dépense dans l'état normal ; enfin , appliquons sur les pistons une résistance indéfinie. Ayant fermé le r<d>inet de décharge, si l'on rétablit la communication avec le cylindre, la vapeur se précipitera sous le piston; dans ce trajet elle diminuera de pression : mais la vapeur continuant d'affluer, la pression dans le cylindre croîtra graduellement, et deviendra nécessairement égale à la pression dans la chaudière, puisque le piston reste immobile. Concevons maintenant que l'on diminue la charge irès-rapidement, mais d'une manière coiitlnue; il arrivera nécessairement un moment où le piston sera soulevé. Dans les premiers instants du mouvement la force motrice sur- .passera un peu la résistance ; elle imprimera donc aux pistons une vitesse croissante. Mais bientôt l'accélération du mouvement amenant une diminution de pression, l'ciTort moteur décroîtra et deviendra moindre que la résistance si la course d'admission est assez grande; alors le mouvement se ralentira , et ce ralentissement continuera tant que la force motrice restera moindre que la résistance. La pression continuant à
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croitré, surpassera bientôt la résistaoce, età ce moment la vitesse redeviendra croissante, tandis que Ja for4e motrice sera décroissante ; l'accélération du mouvement se continuera dqn^ J usqu'à ce que la pression redevienne moindre que la résisiance, et ainsi de suite. La force motrice oscillantlégèrenient de chaque càté de la résistance, la pression moyenne dans le cylindre, avant la détente, sera égaie à celte résistance et très-peu inférieure à la pression initiale ou à la pression dans le générateur, laquelle r.estera ainsi constante tant que la production de vapeur dans la chaudière itestera égale à la vapeur dépensée; quant à la vitesse dé ïa machine, elle se réglera évidemment sur la quantité de vapeur que la chaudière sera capable de fournir. Il suit de là qu'i/ existe une cliarge des pistons pour laquelle In pression d'admission est sensiblement égale à la ■ pi-ession dans le générateur. Cette charge est dite la charge du maximum d'effet. * *
D'après M. de Pambour (*), pendant tout le temps que la vapsur fouciionue dans les cylindres, elle estau maximum de densité qui convient à sa température; et si l'on nomme S un volume d'eau à i oo degrés exprimé en mètres cubes , S' le volume de vapeur fourui par S, P la pression en kilogrammes qu'elle e!<erce sur une surface de i mètre carré, n études coefficients constauta, on aura
n-t-gP
Quant a
iix coefficients n et 17, ils ont, d'après le même auteur,
lesvaleu
rs suivantes :
Jusqu
à deux atmosphères , environ
Au-dfbs
s de deux atmosphères
j n = o,oboi42i,
machine k
. Tambour est le premier qui ait donné une Ihaorie Mactc de li ;,|>eur. Cet s.Hour a public , en iH35 , h Ihcoric des machinw loco-
molivo». 1.
Iheniie de la m»cbine à vap.ur t paru on 18Î9.
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Pour calculer la vaporisation d^une machine , on prendra le premier système jusqu'à deux atmosphères; le deuxième, au delà de deux atmosphères. . .
Pour calculer la force d'une machine^ on se servira du premier système ou du deuxième , suivant que la machine sera à condensation ou sans condensation.
Appelons maintenant
/ la coupse du piston;
V la course d^admission de la vapeur ;
c la liberté du cylindre;
a la section droite du cylindre;
^ le volume de la boite à vapeiir en y comprenant la capacité du conduit que le mécanisme de la détente ouvre et ferme aIternativeme^t , ce volume étant diminué du volume extérieur du tiroir;
6 la moyenne des volumes des conduits qui font communiquer la boite à vapeur avec le cylindre ;
P la pression dans le cylindre avant la détente;
xs la pression derrière le piston ;
// la pression pendant la détente;
t! la pression à la limite d'expansion : toutes ces pressions exprimant des kilogrammes et étant rapportées au mètre carré.
Cela posé, on remarquera qu'après chaque coup de piston il reste (Jig. 92) ;
1°. De la vapeur à la pression xs dans l'espace libre ac du cylindre , ainsi que dans les tuyaux 6 \
tP, De la vapeur à la .pression v! dans la boite j3.
Alors la vapeur admise dans le système distributeur, par lorifice que le mécanisme de la détente ouvre et ferme alternativement, prendra des volumes qui auront pour valeurs :
A la fin de l' admission
l) S'=:«(/'+c) — fl'f £— -i-0-^Q ^^ 4-a^ft £_-.
TIIEI2IE1IB tEÇOir
S" étant aussi le volume de vapeur pendant la dél«ite, ei quand le piston est à la distance z de l'extrémibé du cylindre par où arrive la vapeur, on aura pareillement
(a); S"=a8 — flc""*"^°-he — fll"^'^'^ -H- ft— «"'^^V "'+-7/', n-\-^p ^ n-^-qp
Enfin , si l'on désigne par S le volume d'eau citpable de produire S' soua la pression d'admission P, on aura, en supposanl nulles les condensations pendant la détente,
\ e + 'ip
d'où l'on tire
(4) '-Hî-")-?
En substituant dans cette équaliou les t S' et de S", ou trouve
■leurs précédentes de
HP
al'-\-
Si l'on fait, dans celle équation, il vient, pour la valeur delà pression à la limite d'expansion,
GOPIIBB D'ADMISIIOn DO MJtKIMCM D'EFFET.
Si dans celle équation ou fait n'^ cr, on aura, pour déterminer la course d'admission qui fait sortir la vapeur sous la pression (3,
Il diffère (rit-peu de la (ourie d'admission du
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Nous ferons remarquer, en passant, que Ton ne doit pas faire sortir la vapeur de la machine sous une pression inférieure à celle qui s'exerce derrière le piston 5 car si pour une macliine à condensation , par exemple , op prenait pour n une ▼aleur moindre que la pression ordinaire dans le conden«-
seur (environ — d'atmosphère] ? la vapeur de celui-ci viendrait, après chaque course, se condenser dans le cylindre. Donc en faisant sortir la vapeur sous la pression qui s'exerce derrière le piston, on épuisera , à très-peu près, toute la force motrice du fluide élastique. Alors pour la même dépense on aura plus de force, et réciproquement, moins de dépense pour la même quantité de force.
Il arrive ici , relativement à la pression , ce qui a lieu pour la vitesse dans une roue hydraulique. Il est évident que si l'eau sort sans vitesse des aubes de celle-ci, elle lui aura transmis toute sa force motrice.
Nous appellerons course d'admission du maximum d'effet^ la course d'admission qui fait sortir la vapeur sous unepreS'^ siôn. égale à celle qui ^exerce derrière le piston,
TRAVAIL DE LA VAPEUB
"^ Remarquons maintenant que le travail de la vapeur, relatif à une course du piston , a pour expression
Effectuant les intégrations 1 on trouve, après tous calculs faits,
Cette équation fera connaître l'efTort moyen a R transmis au piston ou la charge de la machine.
Soit N le nombre des courses en une minute: le travail (en kilogramme très) relatif à cet intervalle de temps aura pour va-
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= N (^ +p\ \al'+ („f + ac + p 4- (!) log îf + ^'-' + P^n
Eu divisant ce résultai par 45oo, on aura la forcC de la machine en chevaux.
V&POBISATIOH HfCÏKIQUB.
Nommant S la vaporisation en une minute, on a d'abord remplaçant S* par sa valeur (i), il vient
Si dans cette é(juation on remplace (n-\-qTi') parsa valeuriirée de la relation (6) , on trouve
(ii)S=N(«-i-îPK«;-H««+S)-
pre-
On peut, sans inconvénient, réduire cette formule mier terme.
MACHINES LOCOMOTIVES
Soit V la vitesse de translation par minute ; R étant le rajon d'une roue motrice, on aura évidemment
substituant cette valeur dans l'équation (9), et doublant le résultat à cause des deux cylindres, il vient
-p + »)ioe-
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Soit F Teffort de traction de la machine , ou la résistance du train parallèle à la voie , on aura
T« = FV, et par suite
^=;?ïl?+''
X ja/' + Cfl/'-f ac -h p-H9)log^
ac
+ ae+p-+-6
2 al f n ttR \q
On voit que pour la même, pression d'admission , la charge F est en'raison inverse du rayon des roues motrices, • Pareillement, si dans la formule (i i) on remplace N par sa valeur ci-dessus , et qu'on résolve ensuite l'équation résultante par rapport à V, on trouve
M) V = i,rR - S{al + ac + ^-^e) ; ^ ^
2 (it -4- çP) {ai-^ac -h e) {aV-\- ac -i- ^ -h 6) — {ac -+- $) (a/-4-tfc-i-/3-+- ô) (n-h*7 w)
Cette équation fait voir que la vitesse est proportionnelle à la vaporisation et à la grandeur du rayon des roues motrices, la pression d^ admission restant constante.
Comme dans I/es machines locomotives le tiroir ordinairement fait lui-même détente, on devra supposer (3 = o, ce qui fera disparaître de la formule ci-dessus le facteur a/ -f- ac -h 0. On pourra aussi suppri mer sans inconvénient le deuxième terme du dénominateur.
NommoDS maintenant
letli ]es courses des pistons du petit et du grand cylindre;
l' la course d'admission de la vapeur;
c, c, les libertés des deux cylindres;
a, a, les sections droites des deux cylindres;
|3 le volui9e de la bolle à vapeur du petit cylindre, en y comprenant la capacité du conduit que le mécanisme de la détente ouvre et ferme ahernatÎTement, ce volume étant diminué du volume extérieur du tiroir ;
f3, le volume de la boite à vapeur du grand cylindre ,' en j comprenant la capacité du tuyau de communication desdenx boites; '
$ et S, les moyennes des volumes des conduits qui font communiquer cbaque cylindre avec la boîte à vapeur con;espondanle ;
P la pression d'admission ;
17 la pression derrière le piston ; - p' la pression dans le petit cylindre pendant la première détente ;
p la pression pendant- la détente dans les deux cylindre», ou pendant la deuxième détente;
n' la pression à la limite d'expansion pendant la première détente ;
. n la pression à la limite d'expansion pendant la deuxième détente : toutes ces pressions exprimant, comme précédemment , des kilogrammes , et étant rapportées au mètre carré.
MACHINES DE WOLPF. 32^
Cela posé , on remarquera qu'après chaque coup de pistoi)
il rcTsle [fig- 93) :
1°. De la vapeur à la pression a dans Tespace libre a^ c^ du grand cylindre, ainsi que dans le tuyau. 61 \
2". De la vapeur »à la pression tt dans la bojlte j3i ainsi que dans le tuyau 6 \
3^. De la vapeur à la pression tt' dans la boîte /3.
Alors la vapeur admise dans le système distributeur par Torifice de la détente prendra des volumes qui auront pour valeurs :
A la fin de l'admission
Pendant la deuxième détente, et quand le piston du petit cylindre est à la distance z de l'extrémité par où arrive la vapeur,
S'f = û (/ + 2 c - i) -4- «. c, -h ^ ( « - r) — ac '^Jtj^ •
' n-^: qp n -^qp "^ ^ n-^ qp
n-i-qp ■ '
On a également, en supposant ntilles les condensations peu- • dant la détente, •
D = rr i
n^qp
S. désignant encore la vaporisation .mécanique pendant une course. De là on tire
Substituant dans cette équation les valeurs précédentes de S' et ^ S", on trouve ^ .
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Çd vertu de la formule (6) du Qiiméro précédent, on a paretU lement, relativement au petit cyliodre ,
En faisant dans ces deux formules
on obtient les pressions aux deux limites d'expansion, savoir:
Si l'on substitue dans la formule (7} la valeur ci-dessus fc 7i'. 'on obtient
GOnUB D'WHIMION Dtr M«»NtlH DtPFET-
Si dans cette dernière équation on suppose jt ^ cr, on aura, pour déterminer la course d'admission du maximum d'efTei,
TRAVAIL DE LA VAP^DB
Sorent maintenant 6,„ et 5|. les travaux moteur et résislàiil dans le petit cylindre , et de même E'„ le travail moteur iani le grand cylindre ; le travail résistant dans ce dernier cylindre étant ma, It , si l'on nommé R la résistance moyenne totale sur \eS pistons , et A le cbcmin décrit par son point d'application, on aura , relativement à une course,
("0 R/i = E„ + 5;, — e; — cra,/,.
D'abord, si l'on supprime dans la formule(8)du
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cèdent, le terme tara/, on trouve
* On a ensuite, pour déterminer G' ,
Xl-i-c apdz.
EiTectuant les intégrations, et posant, pour abréger, il vient
-hw
(i4) SV=a/
£7, /, — al
X log — ; al.
" fl/ H- ûi Cl -f- flc 4- fA q
La quantité S,' se déduit sans peine de ^'^ . En effet,
^"n= j a,pdz,\
mais
= -7 j d OU az, = ~ rfz ;
z — cl i
par suite
Substituant ces diverses valeurs dans (i i) j il vient
RA=: --f.P)l
\q / I g,/, -t-fliC,-4~drc4-pt
L '^ «/ -f- «, c, 4- flc H- f/
— ( - -f- CT ) ûi /i— flfi Ci iog -—
a^li-^aiCi-hac-^ fi
C, -hflCH-jX
ac
^ fl/ -+- a, Cl -+■ «c -h f*
Par conséquent, si Ton désigne par Nie nombre des courses
a6 QVATOB2IÈIIIE LEÇOM.
en une minute, le travait, en kilograinuiètres, relatif à cet iniervaltede temps, aura pour valeur
-"Ml
-1-Nllog-
TAPOmiBATIOII HËGANiqCB'
Nommant S la vaporisation en une minute, S=N(n + çP)S'; remplaçant S' par sa valeur (i) , il vient
1 s=:H(/n-9P}{flr + flc+p+e]
remplaçant également n + 911, «-i-ÇTt'parleurs valeurs tirées des équations (8) et (9), on obtient enfin
„('H-fP)!ar-t-..e-.-^+a)(a/-t-«c-HaKV.+-'.'',+fl,)-("+fl)(''.'.-t-0.)(-'+"+^+81('-H? (d, /,-Hi, c,+ac-|-fl-+-e,)(a/+oe-l-^-i-9)
laquelle peut être réduite, sans inconvénient, à son premier terme.
CtI.CVL DE Lt CHABfiB DBS PliTONS'
Soient R' etR, les charges des pistons du petit et du grand . cylindre rapportées au mètre cârrc. En retranchant successivement l'équation (14) de l'équation (13), puis la quantité tsai'i de Téquation (i5), on est conduit aux deux rehi lions 1
î-^) [•'■-<— ^-)'»«:4STf-:-:]
IV
On aura ensuite
(aï) R=:aR'-f-i?,R,.
Le point (Inapplication de la charge totale B , sur Thorizontale menée par le centime du balancier, s'obtiendra sans difficulté. Enfin, la relation
(23) RA = ûR'/-hflr,R,/,
fera connaître h.
nVLUBHCB DB LA TIGB DBS PISTOUS.
Il «st«ncore un élément dont no^s n*ayon$ pas tenu compte dans nos formules, je yeux parler de Tinfluence due au volume variable que la tige de chaque piston occupe dans le cylindre où il se meut. Il est évident, en eiTet, que les deujc coups de piston dus à la vapeur arrivant du côté de la tige , ou du côté opposé , ne sont pasr identiques. Pour avoir égard à ce nouvel élément perturbateur, il suffira de remplacer partout
a par a a ,
/7, par /i, ai ,
a et «1 étant les sections droites des tiges des pistons du petit et du grand cylindre.
On se rendra compte facilement de cette règle en prenant la moyenne de chacune des valeurs de S' et de S''' pour deux courses consécutives.
; LRÇOK.
NES nr. wOLFF.
CALCUL n'uHE MACHI^■E ÉTABLIK, (*).
= !■", ' 0 =o"'^oo4532,
^o"',66, S, = o"'%oo4533,
= o'",2o, d'où (7 - o""!, 125664, N = 5a,
=o'",4o, d'où n,= o"'n,5o2G54, P = 4'"", 25=43924''",
8=0 (le tiroir fait Im-raéme dérente).
Au moyen de res données , les formules (if)) et (17) donnpnl
T„ = 448i29'^"' o.L 99'\5fi4.
On a donc, en résumé :
Dépense d'eau par heure = 65i'",57,
Charbon par heure (^ g"] environ =io8'''',6.
Force totale de la machine := 99''', 584-
La vaporisation a été caleulée en prenant
I ^ :^ o.oooooooSag J^ ^'
(') Celle mncbine foncii
, ïlifi7 MM. -«...etC',
CALCUL DE LA VAPORISATION
59. La formule (7) du n° 57 et la formule (10) du n" 58 font connaître les courses d'admissions qui dans une machine a un seul cylindre, et dans une machine de Wolf , font sortir la vapeur sous la pression de condensation, ou sous la pression atmosphérique quand la machine ne condense pas , et cela ({uelle que soit la pression pendant Tadmissiou de la vapeur dans le cylindre. Cette course d'admission , ainsi que nous l'avons expliqué précédemment, est à très-peu près la course d'admission du maximum d'effet.
Lorsque l'admission de vapeur est telle qu'il vient d'être dit, /a vaporisation mécanique d'une'inacliine à un seul cylindre est la même que si, dépourvue d* espaces libres , elle travaillait à pleine vapeur sous la pression qui s^exerce der^ rière le piston. Le même énoncé conscient aux machines de Wolf^ supposées réduites à leur grand cylindre. Pour démontrer cette proposition , considérons une machine à condensation. Le piston étant arrivé à la limite de sa course, la vapeur a, par hypothèse, la même élasticité que la vapeur du condenseur^ par conséquent, elle ne pourra d'elle-même se précipiter dans celui-ci, puisque la pression y est la même que dans le cylindre. Elle sera donc refoulée uniquement par le mouvemeflt du piston, lequel ne pourra chasser qu'un volume de vapeur égal au volume qu'il engendre, c. q. f. d.
Il suit de cet énoncé que la vaporisation par minute sera donnée par la formule
230 QUINZIÈME LEÇOff.
Cette relation convieut également aux machines de Wolf , en y changeant a et / en ai et /i .
La formule ci-dessus est aussi une conséquence des formules générales sur la machine .à vapeur.
Le plus ordinairement, T indicateur du vide marque 60 centimètres, ce qui répond à une pression, dans le condenseur^
de — d'atmosphère; ou aura donc ct =;: 2176*^^*; prenant eu
même temps
la formule (1) devient simplement
(2) S = (0'**% 0001 574) fl/N.
Si la machine ne condense pas, u = io335^'^ et la même formule (i) donne
Si dans les formules (2) et (3) on fait
on trouve :
Pour les machines à condensation,
(4) S = o»%oooi574; Pour les machines sans condensation,
Nous ferons remarquer que le résultat ci-dessus, relatif aux machines à condensation, est un peu trop fort. En effet, depuis ^aim^j jusqu'à o**",5 il serait plus exaet de prendre pour n et (j
A Taide de ces valeurs, on trouve, pour les mafthines k condensation ,
S = o"**^, 000 1369 ou i3 p. 100 de moins.
11 résulte de ce qui précède , que sous la détente du maxi' mum d'effet répondant à une pression d'admission quel"
DE LA DÉTEBTIÎ DU ItAXIMiM d'eFFET. Sl3t
cont/ue, une mac/une à vapeur aussi çutticonque dépensera, par course de piston , et par mètre cube de volume pngendré en une course^ environ 167 milUlùres et demiJeau si elte est à condensation. La dépense sera d*enuiron $89 miliiiùres (un peu moins du quadruple), si ta machine ne condense pas. Mais il doit être entenda que le volume engendré doit se mesurer dans le cylindre où se fait l'expansion déBnitive de la vapeur.
Quant à la force qu'on obtiendra pour une vitesse et ])ar conséquent pour une dépense donnée, elle croîtra avec la pression d'admission , ainsi qu'on le verra ci-après.
LimTBS DE UL PRE88iOR DAHS LES MAGHIHBS A UN SEUL GTLIND&B.
Proposons-nous d'abord de rechercher ce que devient T^ quand on fait varier P, la vitesse de la machine et la pression 17 restant les mêmes.
Si l'on résout l'équation ( 7) du n** 57 par rapport à — h P, on trouve d'abord
cr
)rt/ -f- éic -4- p -h 0 , et -h flc H- p H- 0 '
à l'aide de cette valeur, la valeur (9) de T., du même numéro devient
T«= N /" -^ u\ (ai + «c -h p 4- e) (6)<
Or il eçt évident que T„ sera un maximum lorsque la quantité
ar
, ai -h flc -f B -4- 6
a/' -h ac 4- 6 -h e ° fl/' -h rïc H- p -f- 0
sera elle-même un maximum, ce qui arrive pour f =r= o. La
limite de — h P devient ainsi
7 \7 / oc-hp-hO
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Si dans cette équation on néglige ^ -h 6 en supposant que cette somqie soit très-petite par rapport à l'espace libre ac du cylindre, on aura ^ a très -peu près ,
Ordinairement les constructeurs donnent à - des valeurs
comprises entre 1 5 et 20 5 d'un autre côté , la pression dans le condenseur étant, le plus souvent, de — d'atmosphère, on peut
supposer sy = 2176*^**: prenant en même temps - = 799 , on trouve
(9) P = 61676'^»» = 6'»*'» environ.
Par conséquent, les machines à un seul cylindre et à condensation y timbrées à six atmosphères (*) au plus^ et marchant à la détente du maximum d'effet, pourront généralement dév^elopper tout le tra^^ail que leur vaporisation constante est capable de produire. En général les machines sans condensation ne pourront utiliser tout le travail relatif à leur vaporisation , puisqu'il faudrait pour cela pouvoir porter la pression de beaucoup au delà du timbre de la chaudière ;
c'est ainsi que pour des valeurs très-petites de ? la pression
limite peut dépasser vingt-deux atmosphères.
ûc 4- 6 fl/ -h «c + p
(,o) ^ + P=: -4-or)-L^
-i-ac-hB tf/'-t- ûTC-f- p-f-Ô
{*) A la rigueur, cette limite doit être portée à huit atmosphères , car, en passant aux nombres , il serait plus exact de prendre pour n et 7 dans l'équation fondamentale ( 7 ) du n® S7,
Au numérateur n = 0,00009878, q^= 0,0000000684 ;
Au dénominateur. ... n = 0,0001421 , ^ ?= 0,0000000471 ;
ce qui revient à faire usage uniquement du dernier système, en divisant n H- 9 P^
on -H-P, par 0,8 environ.
DE LA DÉTENTE DU MAXIMUM d'eFFET. ^33
Substituant cette valeur de la formule (17) du numéro cité, puis exprimant la condition que T„, soit un maximum, on
trouve
(ji) /'='- log — ; = ^•
Comme celte valeur de /' est très -petite, si l'on fait dans l'équation (10) /'=o, on aura, à très-peu près ,
n f n \ fl, /, H- «f -h 9 «/4- «c 4- p 4- 0^
9 "" W / al -h oc -^-0 «c -+- p -4- ô '
et plus simplement, mais avec une approximation moindre,
Ordinairement -^ est compris entre 4 et 5; prenant
al
aj,
al et, comme précédemment,
on trouve
(i3) P=249'oi^^^ ou 24**" environ.
Si la machine ne condensait pas , la limite de P serait évidemment plus grande. De là il résulte cçaune machine de TVolf, marchant à la détente du maximum d'effet, ne pourra jamais déi^elopper tout le tras^ail que sa vaporisation constante est capable de produire.
Mais , dans deux machines de même système , Vune à condensation^ Vautre sans condensation ; et trai^aillant à la dé-tente du maximum d^ effet , une même quantité d'eau vaporisée produira le même travail aux limites de la pression , si les "volumes engendrés par les pistons sont respectii^emjsnt égaux j ainsi que les espaces libres homologues (*). Considérons , pour fixer les idées , deux machines à un seul cylindre.
(*) Relativement à la dernière partie de l'énoncé, il suffit que la somme des espaces libres soit lamèrac dans les deux machines, quand celles-ci sont à un Fcul cylindre.
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Nous ferons d'abord i^emarquer que la valeur (6) de T peut s'écrire sous la forme
Relativement à la machine sans condensation , on aura pareillement
Divisant ces doux égalités membre à membre, et observant qu'aux limites de la pression M == M', il vient
Soit S la vaporisation commune. D'après le théorème démontré au commencement de ce numéro,
S = <i/N [n -f- qm)j
S = ALN'(/î.f.9i!T'); de là on tire
(l4) N n-^qr.^^
W n-^q ta'
puisque par hypothèse les volumes a/, AL engendrés par les pistons sont égaux. Par suite
La démonstration serait la même pour deux machines du système de Wolf.
On voit par ce qui précède , que la machine sans condensa" eion n'est désavantageuse que parce que la pression ne peut y être portée jusquà ses dernières limites.
Si l'on veut que dans les deux machines , et pour des pressions moindres que les pressions limites , la même quantité d'eau vaporisée produise le même travail , il suffira d'exprimei* que les ^volumes dfidmission al\ hU sont égaux, ce qui exige que l'on ait
^ ' n-^-qV'^ n + qf'
les lettres accentuées se rapportant, comme précédemment, à
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la machine sauâr (ïoadeBsatioa. De là on tire
(.6) P = 1±ÎZ(1^A-^.
En même temps, l'équation (i4) donne, pour le rapports vitesses,
W n -f-f o Si l'on prend
fj z= 2 1 76^'», m' = I o335^^S - = 799,
ces deux relations deviennent , en négligeant le deuxième ten de la valeur de P,
Ce qui fait voir que les deux machines ne pourront produi le même trauai/, ai^ec la même dépense, qu entre des lîmù très'étroites , C'est ainsi, par exemple, que depuis 3*^™,7 ji qu'à 10 atmosphères, la machine sans condensation poui marcher à la même forcé, pour la même vaporisation > que I machine à condensation travaillant depuis i atmosphère ji ! qu'à 2»'",6.
Dans deux machines de même système, toutes deux à co ; densation , ou toutes deux sans condensation > et trai^ailla * à la détente du maximum d'effet, une même quantité d'e i "Vaporisée produira le même travail, si dans les deux m ; chines la pression d'admission est la même y et si les capacii i homologues du système distributeur sont, respectivemer \ dans le même rapport avec les volumes engendrés par de* i pistons de même nom.
Considérons , pour fixer les idées , deux machines à un s( i cylindre. Je suppose que le rapport
ai
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soit le même dans les deux machines, 3r suppose aussi que la vaporisation conslante soit égale de part et d'autre , et je dis qu'il en sera de mi^mc du travail.
Eu ejret, de l'équation
S = am(«4-</-=)-=«V(«+7o), (Jii tire
aV i= fonstanle.
La (bnnuiiï {j) du ii"o7 donne pitreillemeiU
pourvu que P soil le même de part et d'autr
T„ = constante, i ar la valeur de T„ peut s'écrire sous la furi
La démonsiralîon serait la môme pour deux machiues du sysiémc de Wolf.
On peut remarquer que le théorème précédent aura encore
al" lieu, quelle que soît la détente, pourvu que le rapport -7
soil le même dans les deux madiines. Seulement, la vaporisation commune variera avec la pression et dans le môme sens.
Il résulte de oc qui piécède, que fians deux machines de même système, l'une à condensation^ l'autre sans coiidensalion, travaillant à la ilélente du maximum d'effet, et dont las capacités homologues du système distrihutcur sont dans les rapports indiqués ci-dessus, une même quantité d'eau vaporisée produira le tnême travail aux limites de la pression. Ce Inumil pourra rire aiis'i rendu ègnl ^ pour de certaines
MACHINES A VAPEUR
La plupart des constructeurs se bornent à copier des ma> chines déjà construites. Nous allons montrer, par un exemple, ce qu^on peut faire dans cette voie. Dans ce but, je me proposerai 1^ problème suivant :
Une machine à vapeur étant donnée, en construire une autre marchant à la même vitesse , et faisant le même traitait ai^ec moins de dépense.
Je prendrai pour exemple la machine à vapeur de M. C. , filateur à la Louvière-lezrLille.
DOIENSICmS DES PRINCIPAUX ORGANES DE LA MACHINE.
RayoD du petit cylindre r = o™, 1 7 ,
Rayon du grand cylindre r, = 0^,276,
Section droite du petit cylindre a = ô"*i,09o8,
Section droite du grand cylindre «1= 0^*1,2393 ,
Course du piston du petit cylindre. ... / = i'",o6,
Course du piston du grand cylindre. . . /, = i",52i ,
Course d'admission de la vapeur /' = /,
Liberté du. petit cylindre c == o",o8,
Liberté du grand cylindre c, =^ o™,o8,
Pression d'admission P=r3- atm=^ 36172*^*',
Pression dans le condenseur cr = — alm = 2176^'*,
Nombre des courses par minute N = 62 .
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Si ronmégligejes volumes dee boites à vapeur eft conduits aboufcissaiits, les fctrmules (no), ('17), '(tp) du numëro prëcédent^ devieanènt respeotiveineiit
— N' --f-t» «i/. --a.rjog— ^1- — ),
\q l\ ^ 'al^a,c,'\-ac ]
i^^\ c ^ (w -4- 7 P) <y (/^ -4- g) fl| (/. -f- c.) — aaxcc,{n 4- lycr)
aJi-j- OiCi-^ ac
Si dans les deux dernières formules, on substitue les données précédentes, et qu'on se rappelle qu'Ici /'=/, on trouve les résultats suivants :
Force totale de la machine = 8o*^,565,
Vaporisation p^ir heure ...'... = 6i9**',8.
En supposant que i kilogramme de charbon produise 6 kilogrammes de vapeur, on a
Gomommâtion de trombustible par heure. . =r it>3^'' .
La machine ci-dessus brûle en 12 heures i5 hedoliires de charbon. Or i hectolitre de charbon, tel qu'on remploie à Lille, pèse environ 89 kilogrammes; par conséquent la machine de M. C. brûlé par heure environ m kilogrammes. On peut remarquer que ce résultat s'écarte peu de celui fourni par le calcul .
Adoptons maintenant pour la nouvelle machine :
Les mêmes courses des pistons;
Les mêmes libertés des cylindres ;
Le même rapport entre les sections des cylindres, et supposons de plus que la pression d'admission soit de 5 atmosphères.
Si l'on réduit la formule (20) à son premier terme , on trouve d'abord
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On a ensuite, pour déterDiiiier a et Ui : i^. L'équation
a°. L'équation (ûi), qu'on peut écrire sous la forme
(24) Ma — M'fl, =T«.
De là on tire
Mais ici
"■ Mt — M''
la
Mf — m"
partant
a =r o*'^,i72o, d'où r='0"»,234,
!?,= 0*^,4533, d*où r.= o",38b.
On obtient ensuite par la formule (22)
Vaporisation par heure 44^^*^^^f
Économie d'eau par heure. • . . 17 1^*^ environ 27 pour 100.
On calculerait de la même manière les dimensions des cylindres d'une machine, marchant a la même vitesse que la machine ci -dessus, et qui, pour la même dépense, ferait beaucoup plus de fotx;e.
THÉORIE DE LA MACHINE A VAPEUR, EN TENANT COMPTE DES CONDENSATIONS QUI SE FONT PENDANT LA DÉTENTE.
60. J'ai exposé, dans ce qui précède, la théorie de la machiDe à sapeur en leiiaut compte de tous les espaces libres •du système distributeur. Mais cette ibéoric suppose que la vapeur n'éprouve pas de condeusalioiis pendant qu'elle se détend dans la maehine; or celte hypothèse, qui paraît sensiblement exacte pour les machines munies de l'enveloppe de Watt, cesse de l'être quand elles en sont dépourvues. Rechercher l'influence de ce nouvel élémeut perturbateur, tel est le but que je me suis proposé dans cette leçon.
MACHINES A SEtlI. CVLINDHE!
S' étant toujours le volume d( et sous la pression P, on aura
S" étant aussi le volume Je vapeur pendant la détente, ei quand le piston est à la distance z de l'extrémité du cylindre par où arrive la vapeur, on aura pareillement
hijp
- VP
Enfin, si l'on désigne par S le volume d'eau capable de produire S* sous la pression d'admission P, et par e un coeflîcieni fonction de z dépendant de l'état ibcrmal du cylindre,
THÉORIE DE LA MÂCHIIIE A VAPEUR. ^k^l
on aura les deux nouvelles relations
Gomme la loi de la condensation de la vapeur pendant la détente est inconnue , il nous reste à faire une hypothèse qui ne puisse s'écarter beaucoup de la vérité, et il nous a paru quon poux^ait admettre F uniformité de la condensation pen^ dant la détente. Diaprés cela, si Ton nomme 5 le volume deau qui résulte de la vapeur condensée en une course, ce volume deviendra
lorsque le piston sera, dans le cylindre, à la hauteur z . Mais la quantité de vapeur condensée est aussi équivalente à
égalant ces deux valeurs, et résolvant Téquation résultante par
s rapport à e, il vient en posant, pour abréger, m = — - — -;t,
On tire des deux équations (3) et (4),
Substituant dans cette relation les valeurs (i) et (a) de S' et de S", on trouve
^^'-*l az + p + 6 9'
et en inetlaiit pour
'aleur,
Si l'on fait fJans celle formule
lite on remplace m p
cur, il vient
Si <laiis celle écpialion on nu conserve que le terme multiplié pari — l"P)) ^^ qu'ensuite on résolte réqualion résultante
par rapport à -, on tronvo à irès-peu près " + ?"• «M
' ' S „ 4- 9 P fl/' + flc -H p + 6
lafjiiellc servira à (k-Lciminer - par l'oliservation de ;:' et de V. Si dans l'équation (g) on fait encore ït'^ bj, on aura jniur déierminflr la course d'admissio» du maximum d'effet
_J or+p + fl g/' + oc + p -|- 6 _n -t- //n S al -h ac+p~i-9
Jlemarquons mainlenant que le liavail do la vapeur, rclati
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h une course du piston , a pour expression
aKi = aVl'-h I ap'dt^ail^-^mY
Effectuant les intégrations, on trouve, après tous calculs faits,
-h ac -h p -t- 0
-f- «tf -H P 4- 0
= (l^-p\ , al.
/ a/' H- «c -+- a -f- 0 . al
AC
ffc
Multipliant ce résultat par le nombre N des courtes du piston en une minute, il vient pour le travail (en kilogrammètres) relatif à cet intervalle de temps ,
(al' -f- fli: 4- '--T(7:r
p-hO û/-^-ac-^-p-^o
formule qu'on peut réduire, à très-»peu près, k la suivante :
T«=Nf-4-P
û/ -4- flfc -h p -f- 0
«/' + («r + «0 + p + 6) log ^,, _^ ^^-^p-^^
— î(fl/' + ac + p+0)
— Na/(-+iij
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En divisant ce résultat par 4Soo, on aura la force de la machine en chevaux.
VAPORlSATIOll MÉCANIQUE.
A regard de la quantité S, elle sera donnée par la relation
Si Ton ajoute à ce résultat la valeur de s tirée de l'équation (lo), et qu'ensuite on multiplie par N, on aura la vaporisation mécanique de la machine en une minute, savoir :
S ^ Pi /^ // 4- 7 ^' fl/4-//c4-p4-Q\ \ «4-7? a/'4-««4-P 4- Ô /
■'^^ 1 T(/î4-7PJKh-«^-+-P-ho)-(«^-+-Q)('» + 7'')"|.
Négligeant les deux derniers termes compris entre les crochets, il virent à très-peu près
(17) S-N^ ^i^^^ ^^'){al-^ac'h^'¥^)\
MACHINES DE WOLF
Dans une machine de Wolf, le volume de vapeur a pour valeur, à la (in de l'admission,
Pendant la détente dans les deux cylindres, et quand le piston est à la distance z de Textrémité du petit cylindre par où arrive la vapeur, ce volume a pour expression
S rr flv (/ -H 2 c — z) -h flr, c, 4 r* 2 — c) — ac i—
/ . n-^ gp
n -i- gp ^ -^ qP n -^ gp
TAÉORIC de la machine a VA/»El]R. a^S
on a également
S ayant ici la même signification que précédemment, et s désignant la quantité de vapeur condensée pendant la première détente dans le petit cylindre. Soit aussi s^ le volume d'eau qui résulte de la vapeur condensée en une course pendant la deuxième détente ^ si l'on suppose que la quantité de vapeur condensée à un instant quelconque, depuis le commencement de la course pendant la deuxième détente, soit proportionnelle à 2, cette quantité de vapeur condensée aura pour expressions
et
Egalant ces deux quantités, puis résolvant par rapport à €1, on trouve
en posant, pour abréger, m^ = ^^ ' r- Des deux équations (20) et (21) , on tire
et plus simplement
en faisant , pour abréger, e = €, ^— ^ — On a en>méni« temps
S Si Z
s S / -+- ér
a4S se
Posant encore, pour abit
Ci) -
puis substituant dans l'équation (a3) les valeurs précédcnics
de e, S', S", on trouve
En faisant dans cette formule
on aura la pression 7t de la vapeur à la limite d'expansion dans les deux cylindres, savoir i
. ^ _ (-'-^)(;-')(-''^-+f-;ir"'''^'''(r°)-H-'¥)(r
Do là on .tire, à très-peu prés.
^ ''' par l'obsirvatioii de rr et
latjuelle servii'a à détei t de P.
SidansTéqucdion (26) ou fait encore n =; o , on aur.i , pour déterminer la eourse d'admission du ni.iximum d'effet,
fl/ -4- «c -H p -H 9 n + qP
S -7; + ne -f- p + 6 1/ -f
On peut
celle (ju'oD obiieadi
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irquer que celte valeur de /' ditlëre irès-peu de
TKAVtlL DR LA VAPEUR.
,ienanlG„ et 5r les travaux moteur ei résistant
Soient
dans le petit cylindre, et de même &'„ le travail moteur dans le grand cylindre^ le travail résistant dans ce dernier cylindre étant s a, li, si l'on nomme R la résistance moyenne totale sur les pistons , et A le chemin décrit par son point d'application, on aura, relativement à une course, (ag) nA = e, + e^— E^ — Dû,/,.
O'atwrd, si dans la formule (i 2) on supprime le terme ts al, ei ■ qu'ensuite on remplace a par 71 dans le terme facteur de ^9 on trouve
Pour déterminer €^ on a
tÔ'r^J"^ apds.
Effectuant les int^rations, il vient
' al-i-atC-i-a:
l-p"\(fli' + ^
1,1, — ai
r s , a,l,-t-a,c,-t-ac-hu s, I T
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La quantité 6^ se déduit sans peine de g; 5 en effet,
Mais
par suite
-f—--î' d'où dz, = jdz;
Substituant ces diverses valeurs dans (29), et multipliant ensuite le résultat par le nombre N des courses en une minute, on trouve en définitive, pour la force totale en kilogranimètres, que la machine développe par minute^
al'+[al'+ ac + B+9) log "<+«'' + P+9-
a (r-H e) log «'A-f-a.c.-hac-t-f»
«/ -h tf iC| -H oc 4- f<
(<». A - a, c, log '''^- + «■''■+ ^^ + m\
. 4- N ; log
fli^i -h a,c, -4- flc -h
<ï/-haiC,-f-flc-f-
-^[(^^-P)K4-^.+ P-hôM«c4.ô)(j4-^)-p(^ +
î ( f 4-1..^ ^'^' -^-^igi-f-gç-f-fx ii/^^^c4-ft4- 9 a/ 4-oc-Hp-fj^ S/+C S/-4-g\ a./,^«/ '"7)'^^' û/H-fl.c.-hflcH-f* J
Si la machine ne détend pas dans le petit cylindre , on fera dans cette formule
La formule (3o) peut être remplacée, k très-peu près, par
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la suivante :
atM^r + «c + p +9) log -^— —^
(3.) ( x{ +K+«c+p+o)iogfii;±f;^;±j^
^ ' ^ ^^ \ ^ r ° a/ -H fl,c, -h flc -:+- f*
▼APOftlSATlOH MÉCANIQIJV-
A l'égard de la quantité S, elle sera donnée par la relalion
Si Fou ajoute à ce résultat la valeur de 5 4- ^j tirée de Téquation (27), et qu'ensuite on multiplie par N, on aura la vaporisation mécanique de la machine par minute, savoir
"" \ n-hyP ii/'-i- ac -h p 4- 0 )
Négligeant les deux derniers termes compris entre les cro* chets , il vient à très-peu près
(34) ■ s = Nr -(«+^P)K+ -+? + ») 1.
A VAPEUR
lO. PAK L*BMPLOI DU PBUR DE PBORY.
61 . Ce freîn consiste en un levier AB {fig' 95) présentant en C une échancrure circulaire' qu'on applique sur une poulie de même rayon , et montée sur Tarbre tournant dont on
F.IZIEMB LEÇON.
veut mesurer le travail. U]
Pig. tp.
idu pléct; A' B', creusée circuliiireiiieiu comme la première, s'applîcpie sur la partie inférieure de la pou- ((u'oii serre entre les pièces C, A' Bj au ninycii de lioulmis, jusqu'à i-e que \i vitesse de la maelilne t-i la pression d'admissiou dans le cylindre nioteui- soient les mêmes que lorsque la machine marche avec sa charge ordinaire, qu'on supprime en tout ou CD partie pendant la durée de respérience. On maintient lu frein dans une position sensiblement horizontale au moyen de poids mis dans le plateau d'une balance. Cette condition peut élre regard<?c comme remplie, lorsque le levier ÂB oseille doucement et régulièrement de cliaque côté de sa position horizontale. Alors le travail iibsnrbé pr le frotlemenl sur le frein est évidemment égal au travail dû à la résistance supprimée, puisque la résistance artijjctelle appliquée sur la machine produit identiquement le même elfet que la résistance qu'on veut mesurer.
Soit F la résultante des actions du frottement; ou a pour un tour entier de l'arbre, et en nommant /■ le rayon de la poulie ,
T„=a77rF.
Mais les forces Q et F se faisant équilibre, i (/ le bras de levier du poids total Q qui ag
a , en DommanI 1 l'extrémité du
isiguanl par ]V le nombre de tours de l'arbre en une mr- . Divisant ce résultat par 4^00, il vient eu définitive pour leur de T„ en chevaux,
■ - îïSo ■ il f;iu<li.-i jnimire aux jHiids mis dans le pla-
Dans In pratique
TâiORIE DE LA MACHINE À VAPEUR. aSi
teau, 1^ le poids de la balance, a" le poids da leyier AB pesé a la distance du point d'attache et maintenu dans une position borixoDtalS, quand il est librement posé sur la poulie.
nmi DB M. TBCODOnS bahrois.
Si Ton remplace les poids variables par des poids fortement boulonnés en B , on aura le frein oblique et k poids constant de M. Théodore Barrois. La formule (i) convient aussi à ce frein, en prenant pour Q le poids de celui-ci, et pour g la distance horizontale du celbtre de rotation au centre de gravité du système.
iO. PAR L*OBSBRVATI01f DB LA PBESSIOR D*ADl|lSSIOH.
X'opération du frein préseule des difficultés pratiques de plus d'un genre, mais le plus grand de ses inconvénienis résulte de ce qu'il faut arrêter le travail dans la manufacture, pendant un temps plus ou moins long. On verra ci-après qu'une telle opération peut se remplacer par une simple observation de la pression d'admission.
Je considère d'abord une machine à vapeur à un seul cylindre. Si Ton supprime une partie de la charge que mène la machine, la pression P deviendra P — (ÎP, N deviendra N-f-JN, T« se réduira à T^ — cîT«, et Ton aura , pour déterminer (JT^ (t^oiVla formule i4 du numéro précédent) , à très-peu près
Telle est la valeur du travail utile absorbé par la résistance supprimée.
Je suppose, par exemple, qu'on veuille mesurer la quantité de force prise par un atelier de manufacture. On sujspendra le travail dans cet atelier pendant dix à quinze minutes ; on observer a la diminution de la pression d'admission dans le cylindre en installant sur celui-ci un manomètre convenable, par
aSa SEIZIÈME LEço». — théouif, de la machine a vapeur. exemple un manomètre Desbordes , et Ton auia â P. On comptera aussi le nombre des courses du pislou en une minute ; ce nombre, comparé avec celui obtenu avant de débrayer l'atelier, fera connaître lîN, Pareillement, l'observation de «' permettra d'obtenir | à l'aide de la formule (lo) du numéro précédent; on aura ainsi tous les cléments delà formule (a).
La formule (3i) du numéro précédent donnera pareillement , pour une macbine de Wolf ,
[/ aZ-t-rtc + B +0~l , ..,.^.... + ., + , .*..\
.le ferai remarquer, en terminant ce numéro, que
de T,„ qui dépend de la pression ci derrière le pislon paraît èiri' le plus sujet à erreur, car celle pression esl probablement souvent supérieure à la pression mesurée dans le condenseur, ou à la pression atmosphérique, suivant que la machine condense ou ne condense pas. Or on peut remarquer que cette erreur est pour ainsi dire éliminée de la formule du travail utile, à cause du facteur -j^ qui est toujours très-petit, le régulateur de la machine maintenant les variations de la vitesse entre des limites ordinairement très-étroites.
La théorie de la machine à vapeur, telle qu'elle vient d'èlre exposée, est extraite d'une série de Mémoires, que nous avons présentés à l'Académie des Sciences, et qui pour la plupart onl été insérés dans les Comptes remlus (i). Ces divers travaux nul tous été insérés dans les jinnales de la Société de Lille, années' iSSy et i858.
(') Yo'r\ea Comples rendus del'Aco \\ février, Lbiiiii),ii scplombru, m
1 1R37, /(jamier 1BS8.
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DES MACHINES QUAND, LEUR VITESSE EST VARIABLE. - PRINCIPE DE D'ALEMBERT. - PRINCIPE DES FORCES VIVES. - THÉORÈME DE CARNOT. •
PRINCIPE DE D ALEMBEAT.
62. Lorsque des points matériels, liés entre eux d'une manière quelconque, sont sollicités par des forces aussi quelconques P, P , P",. . . qui peuvent varier à*cliaquë instant, soit en grandeur, soit en direction , ces points ne suivront pas généralement les directions des forces qui agissent sur eux, de sorte que les variations de vitesse qui auront lieu pendant chaque instant infiniment petit seront dirigées suivant des droites faisant chacune un certain angle avec la direction de la force correspondante. Si Ton désigne par/7, n\ «'', . . . ces varialions de vitesse, les forces F, F', F^', . . . , capables de les produire, auront pour valeurs, en nommant m, m', m'',. . . lès masses des points matr-riels ,
Cela posé, si Ton applique à la masse m, au commencement de l'instant t, une force égale et contraire à F, et si Ton fait la même chose pour les masses m', m"^ m!"\ . . . , il est évident que l'on détruira toutes les variations de vitesses 5 alors chaque point m se mouvra d'un mouvement uniforme pendant l'instant infiniment petit que Ton considère , et il y aura équi-
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libre entre les forces données et les forces effectives F prises en sens contraire de leurs directions. Dans Pinstant suivant , la même chose aura évidemment encore lieu , et ainsi de suite. Donc pendant toute la durée du mouvement d^un système matériel^ il y aura constamment équilibre entre les Jorces données gui sollicitent les div^ers points du système et les forces effectii^es prises en sens contraire de leurs directions. Ce principe est dû à d'Alembert ; il ramène toutes les questions de mouvement à de simples questions d'équilibre.
Le principe de d'Alembert est susceptible d'un autre énoncé. Soient P = AC (^g* 96) laforcedounée qui agit sur la masse m
supposée en A, et Q = AE la force effective. Prenant AD =AE et construisant le parallélogramme ADBC, la résultante des forces P et — Q sera S ff= AB ; et comme les forces telles que P et — Q se font équi^ libre, il en sera de même des forces S qui sont les {orces perdues. Par conséquent, dans tout système matériel les forces per-dues se font équilibre pendant toute la durée du mouvement. On peut remarquer que les deux forces S et Q ont pour résultante P5 d'où il suit que la force perdue est la force qui, étant composée ni^ec la force effectii^e, prO" duit la Jorce donnée. Ce sont les forces perdues qui produisent les réactions qui naissent pendant le déplacement du système m^éricl .
PRINCIPE DES FORGES VIVES OU DE LA TRANSMISSION DU TRAVAIL
63. Puisque les forces données P, P', P", . . . , qui agissent sur le système, sont tenues en équilibre par les forces effec-
tives m -? m' —1 m" — 9 • • • prises en sens contraire de leurs*
T T T gPH 10
directions , on aura, en vertu de l'équation du travail ,
^P -H PV + PV . . . — /;/ - e — /w' — •' — w" — «"— . , . = o.
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p, p', p", . . . sont les projections faites sur les directions dei forces des chemins parcourus dans le temps r par leurs points d'applications , c , e', ■", ■ ■ ■ , les déptacements elfeciifs. Il est évîdentque les travaux élémentaires d«9 forcgs effectives prises en sens contraire de leurs directions, sont tous des travaux résistants ou négatifs. Soient ■'g, >'o >'',,■■ -, les vitesses des mobiles m, m', m",. . . , au commencement de riniervalle de temps pour lequel on calcule le travail , on aura
Cl l'équation ci-dessus deviendra
Pp ■+- V'p- 4- ¥"p" -»-...= mav^ + m'a'v, + m" a" »', +. . .. Dans l'instant suivant on aura de même
Dans le troisième instant, on aura pai-eillement
?>/>, + ?",/, + V,P',--- — ma, w, + ra'ff', ./,+-//("<!', /,+..., et ainsi de suite , jusqu'au dernier instant de la période proposée. Ajoutant toutes ces égaillés membre à membre, et nom* man tT la somme algébrique des travaux des forces PjP'jP",..., il vient
Le signe S s'étend à tous les points matériels du système, n désigne le nombre d'instants r que contient la période proposée.
Quelle que soit la trajectoire décrite par chaque mobile, on peut la partagef en intervalles infiniment petits tels que de l'un à l'autre la vitesse varie d'une même quantité telle que a. On peut donc poser
et la valeur de T devient
mais Vn,Vi, l'i,..., sont les termes d'uue progression arith-
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métique dont la raî$on est a et qui est composée de n ternies; faisant la somme , on trouve .
(Po-4-«')/ï
Substituant cette valeur dans Téquatioii (2), il vient
Maïs na = i' — t'o» en négligeant le terme infiniment petit «; donc
et enfin
ce qui eàt V équation des forces vlx^es^ ou le principe de la transmission du trauaiL Une quantité telle que mu* est dite la force viv^e de la masse m,
* Le calcul intégral fournit une démonstration très-simple du principe des forces vives. En effet, l'équation du travail
peut s'écrire
dv 2P/? — 2/w -rs.
dt •
Mais
s = vdt\
donc *
2 P/? = 2 mvdv.
Intégrant depuis v = ^^^ jusqu'à v^ oh trouve
MOUVEMENT .VERTIGAL D UN CORPS
64 . I °. Considérons un corps de forme quelconque lancé ver-* ticalement de haut en bas d'une hauteur donnée, et dont tous les points décrivent des droites parallèles. Soient v^ la vitesse initiale, et v la vitesse du mobile quand il a parcouru l'espace A. Le travail de la pesanteur étant P/i {voir page 69J) (P est le
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poids du corps) ^ on aura . ;
PA = i2;^(o^ — pj).
Mais le facteur (c* — p» J) est le tnême pour toutes Jes molécules ; on peut donc le faire sortir du signe S, et il vient
PA = i(*'-P:)2/»=l(.^-..J)?; d'où Ton tire
Si l'on résout cette équation par rapport k »^, on trouve
Si le mobile part du repos 1^^= o, et l'on a simplement (3) ^ v=:sJTgh.
Reprenons l'équation (i). Comme dans chaque seconde l'accélération de la vitesse est g^ on aura, après t secondes,
substituant cette valeur dans l'équation citée, on trouve
(5) h=zv^t'\'-gt^.
Si le mobile part du repos v^^ =o, et l'on a simplement
(6) h = lge.
7?. Soit maintenant un corps lancé verticalement de bas en haut, et dont tous les points décrivent des droites parallèles; P étant toujours le poids du corps, le travail de la pesanteur sera — PA, quand le mobile aura parcouru l'espace h\ v^ étant la vitesse à ce moment, on aura
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d'où l'on tire
Si Ton résout cette équation par rapport à i^y on trouve
(8) U^^vl^2gh.
Comme (^ doit être une quantité réelle, il faut que 2 gh soit moindre que 1^*, ou tout au plus égal 9 op aura donc
pour la plus grande hauteur à laquelle le mobile pourra s^élever. On a en même temps 1^ = o , ce qui est d'ailleurs évident. Reprenons Téquation (7). On a^ à un instant quelconque/
par suite la valeur de h devient
(m) h^zPoi—- gt^'
Ce sont les formules connues du mouvement vertical des corps.
IIOUVBIIENT DBS MACHINES QUAKD LEUR VITESSE EST VARIABLE*
Reprenons Téquation des forces vives , savoir
(1) T=:i2m(l^'-PÎ),
et mettons en évidence les divers travaux qui entrent dans T. Ces travaux sont :
Le travail moteur • ^ T«.
Le travail développé par la résistance principale ou le travail utile Tu.
Le travail dû aux forces passives, telles que les iVottemeots, la résistance deTair, le défaut de stabilité des supports, etc. T^.
Remplaçant T par sa valeur
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il vient
(3) T«.= T«4.TpH-^2/w(«''-.«.';).
Cette équation fait voir que dans le mouvement d'une machine de forme et de nature quelconques, le travail moteur se décompose en trois parties :
^L'une T„ destinée à vaincre les résistances utiles;
L'autre T^ destinée à vaincre les résistances nuisibles ;
La troisième -Sm^i^* — i^]) est employée à faire varier
la vitesse de la machine.
Si le mouvement de chaque point matériel est uniforme i' = f^o , et la formule (3) devient simplement
de sorte que, dans ce cas, tout le travail moteur se change en travail résistant, utile ou nuisible. Cette dernière propriété a fait donner à Téquation des forces vives la dénomination de principe de fa transmission du trav^ail,
, INP0S9IBII.ITÉ DU IIOUVEMBNT PERPÉTUEL.
Le mouvement perpétuel est impossible. En effet , supposons T,^= o, T„= o, et je dis que la machine s'arrêtera. En vertu de ces hypothèses , l'équation des forces vives devient
Or Tp croit continuellement, et par degrés insensibles, jusqu'à devenir aussi grand qu'on voudra. Donc si le mouvement de la machine se continue indéfiniment, on aura, h un certain moment,
et par suite
Tp 2 iwf î = o
-2 /wp' = o.
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Ce. qui exige que la vilessc; de (haque point matériel dii système devienne nulle ; donc la machtae s'arrêtera, c. q. f. d.
Si l'on compte le travail depuis l'in-slant où la machine commence à se mouvoir, jusqu'il re qu'elle s'arrcte, on aura
de sorte que dans cet intervalle tout le travail moteur se changera en travail résistant.
On conclut de là que sià certaines époques le travail moteur augmente , cet accroissement de travail se mettra en reserve sur les pièces de la machine pour se dépenser plus tard.
Sîrînleivalle pendant lequel on coniptele travail commence el finit quand les pièces de la machine reprennent la même
et pat
de sorie que dans celle hypothèse tout le travail moteur st change encore en travail résistant. Ou conclut de là que la formules relatives à la machine à vapeur conviennent auss au cas oà le mouvement n'est pas uniforme dans VintervaJU de temps pendant lequel on mesure le travail, si le piston st meut avec la même vitesse au commencement et à la fin dt celte période.
Si l'on suppose v= o, l'équation des forces vives donne
Ce qui prouve que, dans ce cas, le trai le travail moteur. Pour bien saisir la signification de celte particularité, il faut remarquer qu'on ne peut avoir v= o qu( parce que la force motrice cesse d'agir après un certain temps A partir de ce momeul , la machine ayant continué de mar-
CHOCS DES CORPS EN LES SUIVOSAMT DÉPOURVUS D^ÉLASTICITÉ
THÉORÈME DE CARBfOT.
66. Les chocs, ou percussions, ont pour effet d'imprimer aux mobiles de très-grandes vitesses dans des temps excessivement courts, dont la durée est inappréciable, et pendant lesquels les mobiles ne changent pas sensiblement de position. Si^ à un instant quelconque de la durée du choc^ on applique à chaque molécule une for ce qui^ pendant un temps égal à celui qui s* est écoulé depuis le commencement du phénomène , imprime à cette molécule une vitesse égale et contraire à la variation effective, de sa vitesse , il y aura , comme dans le cas ordinaire, équilibre entre ces forces et les forces motrices données qui sollicitent Je système. Il est aussi évident que pendant toute la durée du phénomène, on peut regarder comme constantes le» forces motrices ordinaires. Cela posé, soient K la vitesse à la fin du choc. Ko la vitesse au commencement du choc, et z£ la résultante de la vitesse K^, et de -la vitesse K prise en sens ' contraire de sa direction. Je dis qu'on aura
Soient A , B, C et a , i , c les composantes des vitesses K^ et K kfië' 97) décomposées parallèlement aux axes des coordon- F»g- 97- nées et relatives à la nïolécule m. Adop-
tons une notation analogue pour les autres molécules. Soit aussi P la force qui sollicite /n, et nommons ^A, cîB, dC et cî'A, ^'B, ^'C les variations des vitesses A, B,Ç dues aux réactions développées pendant Iç cjioc, et aux autres forces qui sollicitent le système *,. appelant Q la durée du choc, on ajura pour les
se
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composantes de la force capable de détruii^e les variations effectives de la vitesse,
Eh appliquant ces forces en sens contraire de leurs directions, elles feront (équilibre aux autres forces P, F, P^, etc., du système. Les forces perdues pendant le choc auroi;it donc pour • composantes relativement à la masse m ^
ip^^m ^ = — iw-j-==-(A — «H-*'A),
SB-hS'B SB m ,^ . ^„,
V,^ m ±= — w— =:;j(C— c-f-dC;.
On aura des résultats analogues pour les autres molécules du système.
Projetant sur ces forces le chemin infiniment petit décrit par chaque point m , dans Finstant qui suit la 6n du c^oc, et nommant àx^ dyy iz^ etc.> ces projections, il vient
(3) i2w[(A— fl-f-*'À)dx+(B— ô4-^'B)*7-i-(C— c+^'C)dz]=o.
Or on peut supposer que la durée du choc est la même pour chaque molécule; donc le facteur 0 est commun à tous les termes de la somme. D'un autre côté, les forces motrices, autres que les percussions, ne produisent des variations sensibles de vitesse que dans des temps appréciables \ il en résulte que les termes d^Â, (^'B, d'C sont insensibles par rapport aux variations de vitesse àK , (^B, àC dues aux chocs ; par suite Téquation (3) devient
(4) 2i7i[(A — fl)^:r^(B— h)Sy-^ (C — <?) ^<]a= ».
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Mais
SxzszûTf êj'-=zbry ^z=sct;
donc Téquation ci-dessus prend la forme
(5) ' 2«i[{A — ii)aH-{B — *)Ô4-(C-^c)c]s=o. .Développant, on trouve
(6) 2m(«'-*- A»H-c«) = Z«i(Aa-f-B6-+-Cc).
Mais on a identi(^ement
2«[(A-.«)«H-(B— *)?-+-(€—<?)'] = 2/w(A^ -h B» 4- Ç*) -f- 2iw («» 4- 6» 4- c») — 2 2 /w ( A « -H- B ^ -f- Ce).
Substituant dans cette équation la valeur ci^dessousde
2/w(A«-f-B6H-Cc), il vient
lm{à*-^ 6»-f-c') — 2m(A*4-B'4-C*)
W- 2/w|;(A — a)« -f- (B — £>)»-h (C — c)*] = o. Mais
donc «nfin
2/w(K' — KJ)-H 2/w«' = o. c. Q. F. i>.
La démonstration précédente est peut-être un peu compliquée. £n voici une autre plus simple , déduite de celle que M. Bertrand a donnée d'un théorème de M, Sturm^ plus général que celui de Carnot [Comptes rendus de V Académie des Sciences du i5 décembre i856).
Le triangle intermédiaire de la fig. 97 donne
Kî=:K»-h«»— aK«oos{K,«).
Multipliant les deux membres de cette égalité par m, il vient
iiiKJ=:/iiK'-+- w«* — 2niâKcos(K., a).
Pour une seconde molécule m' on aurait pareillement
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et ainsi de $uite. Ajoutant toutes ces égalités membre à membre, on obtient
2/w(K; — K») = 2i»ft» — 22wwKcos(K, a).
Soit F une force contraire à u et capable de produire cette vitesse dan^ le temps 0 de la durée du choc , on aura
¥i:sm-r9 d'où mu = Fê.
Par suite, l'égalité ci-dessus devient
2/w (K; — K») = 2/wtf' — 2'2FK0ços (K,7«).
Mais Kd cos (K, u) est la projection faite sur F du chemin Kd décrit après le choc dans le temps 0 par le. molécule m; par conséquent FKdcos(K, u) est le travail de* la force F dans le temps 6 ; donc SFKd cos (K , a) représente la somme des ^avaux élémentaires des forces F pour les divers éléments du temps 6 ; et comme chaque somme en particulier est nulle , il
en résulte
2FK0cos(K, w) = o,
alors Fégalité ci -dessus devient
Zm(Kl — KM = 2 //la*. c. Q. r. d.
DES CHOCS DANS LES IIAGHINES
Recherchons maintenant le travail développé pendant, un temps donné quand il y a des chocs dans les machines. Soient toujours i^ et p'o les vitesses qui ont Heu au commencement et à la fin de la période que Ton considère et pouvant comprendre un ou j)lusieurs chocs ^ supposOns-en un seul pour plus de simplicité. Adoptant les^mémes notations qu'au n^ 65 , désignant de plus par S le travail du aux forces qui naissent de la percussion , nous aurons toujours
Mais
(8) 6=i2«i(K'-KJ)i
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donc
Or , en vertu du théorème de Garnot ,
par suite
(9) T«--T.--Tp=^Zm(«^» — |.J)^-i2/lla^
S'il y a.vait plusieurs chocs au lieu d'un seul , le premier membre de Féquation (7) s'augmenterait d'un terme tel que 6 pour.chaque choc^ transposant ensuite ces termes au deuxième membre, et remplaçant chacun d'eux par sa valeur, on introduirait dans ce deuxième membre , pour chaque choc, un terme.
tel que ~Smu*l Donc l'équation (9) sera générale si le signe 2
du dernier terme s-étend, nou-.seulement à toutes les molécules qlii éprouvent des percussions, mais aussi à toutes les percussions.
Supposons maintenant que la machine partant de la vitesse p'o arrive sans choc à la vitesse v] on aura,. en nommant Tt ie travail résistant brut ,
Mais quand il y a des chocs
retranchant ces deux équations membre à membre, on trouve
(10) r — Tr = i2WI«'.
Ce qui montre que les chocs occasionnent des pertes de travail qui peuvent être considérables.
Si , par exemple, ix a la même valeur pour toutes les molécules, Féquation (10) devient
T' --T,==-tf'2/7f.
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CHOC DE DEUX SPHÈRES NON ÉLASTIQUES
Soient deux sphères en mouvement sur une ligne droite, et dont tous les points décrivent des droites parallèles à la ligne des centres: m et m! étant leurs masses , (^ la vitesse commune après le choc, ^o 6t \^^ les vitesses respectives avant le choc, on aura , en vertu du théorème de Camot ,
réduisant et résolvant par rapport à (^, on obtient
Si la masse nil est au repos ^ la vitesse commune après le choc sera
(la) v=- j(>,.
^/Ê.—.^^ Il 1 1 « I «■
DÉFINITIONS DES BIANIVELLES.
67. Une manivelle consiste généralement en un bras de levier tel que OA (fig, 98), monté sur un aAreO, auquel il^ Fig. 98. transmet un mouvement de rotation. L'ex-
trémité Â de la manivelle s'articule avec une bielle AB, laquelle fait tourner la manivelle pendant qu'elle-même exécute un mouvement oscillant de va-et-vient, qu'elle reçoit du moteur, comme par exemple du piston d'une machine à vapeur. Si la manivelle n'a qu^un bras, elle prend le nom de manivelle simple^ elle sappelle manivelle doubla si elle adeux bras sur chacun desquels agit la force motrice, et ainsi de suite. La longueur de la bielle étant généralement cinq à six fois plus grande que celle de la manivelle, il en résulte que, dans toutes ses positions, la bielle est très-peu inclinée sur là tige du piston, de sorte que nous pourrons la regarder comme étant toujours à très-peu près parallèle à elle-même, et par conséquent dirigée suivant la verticale, si le piston ♦est luimême vertical . En second lieu , quoique la force motrice qui agit suivant la bielle soit généralenjent variable, nous la regar^ derons coixime constante , ou plutôt nous la remplacerons par une force F qui, pour chaque révolution ou demi-révolution- de la manivelle, fasse le même travail que la force motrice vraie.
IIANlVEAiLBS SIMPLES k SIMPLE ET A DOUBLE EFFET.
Lorsquç la force motrice n'agit sur la manivelle que pendant une demi-révolution de celle-ci, la manivelle est dite à simple
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effet. Elle est à double effet lorsqu'elle agit dans un s
daiit une demi-ré voluliou, et eu sens contraire pcndaul l'autre
dcmi-revolution.
MANUELLES SIMPLES A SIMPLE EFFET- CALCCL DE hk BfiSlRTARCB'
, Soient O {fig- 99) l'arbre que fait tourner la manivelle, et de la force moirice F cpii agit à l'aide de Ir 91). bielle sur le boulon m. Sup-
posons une roue ABA'B' montée sur l'arbre de la manivelle, tournant dans le sens delà flècbe, et transmeUani sou mouvement à une autre roue (y, qui fait tourner un * - auire arbre sur letjuel sont
montées les poulies de transmission. Celte roue C oppose au mouvement de la roue motrice une résistance que j'appellerai Q, et eomme le mouvement de la roue motrice doit élre périodiquement unlformç, il faudra que, pour chaque révolution , le travail de Q Soit égal au travail de F, Nommant '" le rayon du cercle que décrit le bouton de la manivelle, /'' ]« rayon de la roue ABA' B', on aura-, à cause que la manivelle est â simple effet ,
TBlVAlt ÉLËÙBIkTAinE DI
Supposons le bouton en m ; partageons la circonférencedia'i'
:n n parties égales infiniment petites, et soit mn ^ s l'une de
■l's [larlies; le travail de F, pendant que le boulon de lamani-
elic décrii l'arc mn, a pour valcui'
^F = V.i'ip.
UfTT
Mais les triangles recianglcs mnp, OmP sont semblables, ayant leurs côtés perpïndi cul aires chacun à chacun; donc
mp OP mp X
1 posant , pour abréger, OP = j:. De là on tire
la valeur de EF devient ensuite
On peut remarquer qu'en n et a', EF = 0, puisqu'en ces deux points X ■^o. Au point b, BF prendra sa valeur maxima , sa-
Recherchons maintenant sur (juelle circonférence il faudrait faire agir tangenliellemenl la force F, pourvue le irafait produit pendant une révolution, fût égal au travail effectif de la force motrice.
y étant le rayon inconnu, on aura
d'où l'on tire
Ce résultat fait voir que le tras moyen de la maniivUe à simple effet est égal à la moitié de la distance au point O
du centre de gravité de la den bouton de la manivelle.
irconférence décrite par le
TRAVAIL ËLIÏHEIITAIRB HOIEN.
n étant le nombre d'arcs s contenus dans la circonférence tiba'b', le travail moven de la force moirice aura pour va-
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leur
Mais
/î.f =r 2 Trr, d où « ss
donc
On peut juger maintenant combien est irrégulière Faction d'une manivelle à simple effet. Aux points a et a' le travail élémentaire est nul; au point b il est à son maximum , et cette valeur maxima s'écarte notablement du travail moyen. Pour mieux comparer les divers travaux , nous formerons le tableau
ci-après :
Travail minimum = o,
Fs Travail moyen ... = — 9
Travail maximum = Fj.
En rapportant ces divers travaux au travail moyen pris pour unité, on trouve
Travail minimum = o,
Travail moyen . . . = i ,
Travail maximum =r 3,f4i6.
POINTS DE VrTESSE MllIIllA ET MAXIMA.
Si l'on prend OP (fig- 99) égale au bras moyen de ta manivelle y et quau point P on élèue la perpendiculaire mm\ la plus petite vitesse du bouton de la maniyelle aura li^u au point m 5 la plus grande au point w'.
Soient /? la distance à Taxe de rotation de la manivelle d'une molécule quelconque m qui tourne autour de cet âxe; m! y p' des quantités analogues relatives à une autre molécule /w' tournant autour de Taxe C , et ainsi de suite : p» et u^^ \^' et u\ étant les vitesses absolues de ces molécules quand la manivelle est aux deux extrémités de Tare inGniment petit 5, on aura, en
vertu du principe des forces vives,
Fsx
Qy= -2m (.'-..;) H-
Mais — = — ^: donc
Y SX
sr 1 I
Le signe Z s'étend à toutes les molécules qui tournent aut< de l'axe de la manivelle, le signe Z' à toutes celles qui lourn autour de l'axe (V, et ainsi de suite pour les autres axes de rc tions. Soient maintenant co et(t)o les vitesses angulaires autc de l'axe O, co' et w', les quantités analogues relatives à l'axe i et ainsi de suite 5 on aura
çz=zpviy (^o=s/?««» p'=//w', v\z= p'(a\.. ..
Au moyen de ces valeurs, l'équation ci-dessus devient
Posons enfin 0'B' = ri5 alors, si l'on observe que la vites absolue du point B' est la même dans la roue ABA' 6' que da la roue O', on pourra poser
r (ùQ = r, (ù
et l'équation des forces vives prendra la forme
Désignons par dtùQ la dîflerence des vitesses w et Wo', si Fo néglige la puissance du second ordre par rapport à âfù^^ o trouve
et par suite l'équation précédente devient
Y SX sr' I r'* \ .-, Q — = wp^wo ( 2/w/?»-+- -j- 2' ;;/'/>'* -H . . . 1 ;
a^a iax«HiiiTiEiiE leçon s
d'où Von tire , eu supprimant les indices o qui sont maintenant
inutiles,
¥sx ^sr'
Remarquons maintenant qu'au point a , le travail élémentaire de la force motrice F est nul 5 par conséquent en ce point dw <^o. A mesure que le bouton de la manivelle s^avance vers 6,
le terme '■ augmente, mais ôoa reste négatif tant que
donc la vitesse continue à décroître, et cette vitesse atteindra sa valeur minima au moment où Ton aura
F SX Qjr' r r
Remplaçant Q par sa valeur (1), on trouve
Prenons OP = -» et tirons la perpendiculaire mm'. Quand le
bouton de la manivelle sera en m, celle-ci aura atteint sa inoinc|re vitesse. A partir de ce moment, le travail moteur surpassant le travail résistant, dtà deviendra positif et la vitesse croîtra*^ de plus cet accroissement de vitesse continuera jusqu'à ce qu'on ait de nouveau
F,v.r Osr' ., , r _
= •^= 9 d où .r = —
r r TT
de là il suit que la manivelle aura atteint sa plus grande vitesse au point m'. A partir de cç moment dtù redeviendra négatif, et la vitesse décroîtra jusqu'au point m où elle atteindra de nouveau se valeur minima, et ainsi de suite.
HÉOBIE nES M)
remplaçant Q par sa valeur (i), on trouve
(4) GQ=a^.
TT BBA8 MOYEN DE LA MARITELLE.
Recherchons maintenant sur quelle circonférence il faudrait faire agir tangentiellement laforceY^ pour que le travail produit pendant une révolution entière fût égal au travail effectif de la force motrice, y étant le rayon inconnu , on aura
d'où l'on tire
(5) y^lr.
Ce qui fait voir que le bras moyen d'une manivelle simple à double effet est égal à la distance au point O, du centre de gravité de la demi-circonférence décrite par le bouton de la manivelle,
TRAVAIL ÉtÉMENTAlEE MOYEN.
n étant le nombre d'arcs s contenus dans la circonférence aba'b\ le travail moyen de la force motrice aura pour valeur
n Mais
ns := znr, d ou n = ;
donc
L'actiou d'une manivelle à double eiïet est moins irrégulière que celle de la manivelle à simple effet; car on a
Travail minimum =o,
aF j Travail moyen. , . = >
Travail maximum = Fs ;
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et, en prenant le travail moyen pour unité,
Travail miniinum = o , Travail moyen... = i,
Travail maximuiii =3 -w = i.Sti.
Ce tableau fait voir que la différence entre le travail maximum et le travail moyen est moitié moins grande que pOiir la manivelle k simple effet.
POINTS DES VrTESSES MAXIM A ET MINIMAL
Si l'on prend OP (fig. 100) égale au bras moyen de ta mani* î^elle, et que Von construise le rectangle mnm!n\ les sommets m et n' seront les points de vitesse minima, les sommets m\ n les points de vitesse maxima. En effet, si Ton adopte la même notation qu'au numéro précédent, on trouve d'abord
— -Qt
Or au point a le travail élémentaire de F est nul ; donc
F.vx A mesure que le bouton m s'élève vers b , le terme — ^ augmente , mais d(ù reste négatif tant que
Y SX Qsi^
par conséquent, la vitesse continue à décroître, et elle atteindra sa valeur minima au m^ent où Ton aura
Fsa: qs/
Remplaçant Q par sa valeur (i), on trouve
jc = - r.
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Par consé(]uent, la manivelle prendra sa moindre vitesse au point m, Â partir de ce moment â(ù deviendra positif, et la vitesse croîtra jusqu^à ce qu^on ait de nouveau
Vsx Qsr' -, ^ 2
— — • = 9 « ou X = — r,
Ainsi le point m' sera un point de vitesse maxima. Après, la vitesse décroîtra jusqu'en w', qui sera un nouveau point de vitesse minima, et ainsi de suite.
VITESSES DE LA MANIVELLE
Si Ton nomme (o^ la vitesse angulaire quand la manivelle est au point le plus bas a, et o> cette vitesse en un point quel^ conque m , on aura
¥.aç — Q/ç == i (w^ — wj) ( 2 ii?/>2 -H p- l'm'p'^ -h , . \
Tangle f étant compté dans le sens du mouvement de o à TT. Remplaçant Q par sa valeur (i), et observant que aq = r (i — cosç), l'équation ci-dessus devient
Fr(i — cos(p)— -F/'«p = - (»^ — wj) ( 2////?»-4- — 2'/w>''4-... j;
d'où l'on tire
2Fr ( I -T- cosf ff]
Si dans celte égalité on fait qp =± tt^ on aura la vitesse au point a\ savoir w = o)^. La formule (8) servira à déterminer la vitesse de la manivelle au delà du point a\ en y comptant l'angle (f à partir de Oa', toujours dans le sens du mouvement et entre les mêmes limites. De là il suit que la vitesse de la manivelle sera la même pour deux positions symétriques quelconques, relativement au centre O; par conséquent, les deux vitesses minima sont égales, ainsi que les deux ^vitesses maxima.
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Pour transmettre le mouvement d'un ou deux pistons à
un arbre tournant OCK, on fait agir ceux-ci sur deux coudes
{fig- loi) qui font corps avec l'arbre; ces deux coudes, dont
Fig. loi. l'ensemble constitue la manivelle
double, sont ordinairement placés dans deux plans perpendiculaires.
Pour étudier le mouvement d'une manivelle double, nous projetterons ses deux bras sur un plan perpendiculaire à Taxe de rotation , comme on le voit dans la figure ci-après. Soient OM, OM'
(fig' loa) ces deux projections, O la projection de l'axe de rotation, et supposons d'abord que l'angle MOM' soit quelconque. Menant le diamètre A A' parallèle à la force motrice, et nommant toujours Q la résistance au mouvement, on devra avoir, en adoptant les mêmes notations que précédemment.
Fig. loa.
Q.2it/ = 8Fr, d'où Qrsi^'".
TBAVAIL ALÉMBUTAIRE DE LA MARIVBLLB.
Cela posé , nous examinerons les deux cas où l'angt^e de la manivelle comprendra ou non le diamètre aa!.
Premier cas. Comme chaque bouton ]V{ et M' est sollicité par la force F, les travaux élémentaires de ces deux forces
auront respectivement pour valeurs — Ow, — O/?/ \ par suite
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lu travail de la force nioirice lotale sera
Deuxième cas. Supposons que la manivelle ail la position INON'; les travaux tléiueutaires des forces F qui agissent sur
ses deux b.ras jeroul — ■ O», — On. Si oti les ajoute, on
GaF-
-{On + On').
Du milieu k de la cordç NW' abaissons la perpendiculaire Ai; les deux parties in et in' seront égales, attendu que ces deux lignes sont chacune la projection de la demi-corde NN'. De In il résulte
Ajoutant ces deux égalités membre à membre, on trouve
Substituant celte vale (3)
S celle de Sa F, il vient
valeurs La preauivelle
Les équations (a) et (3) font voir qu'il y aura de maxima du travail élémentaire de la fuice motrict mière valeur aura lieu quand la corde MM' de la sera perpendiculaire à la direction de la bielle, parce qu'alors la projection mm' sera égale à la coide elle-même, la seconde quand la corde NIS' sera parallèle à l^bielle, parce qu'alors la projeclionOi sera égale à OA-5 il suit de là que les valeurs ^naxima de ces travaux seropt, en noinmanl c la corde MM':
Quand la manivelle a la position MOM',
(4) CaF^^r;
El qu;iiid clic a la
pOSllK
NCiIS"'
Si Fou prend le rapport de ces ^alités . on a
.^. i" travail c
2* travail ^/Jr» — c»'
Or, si Ton choisit c très-petit, le rappoit ci-dessus sera trèspetit, et la différence des deax travauiE relativement très-grande. De même, si la corde c est très-grande, le dénominateur sera très-'petit, le rapport des deax travaux sera très-grand, et leur différence relativement très-grande. Donc le mouvement d'une telle manivelle sera excessivement irrégulier. Pour éviter un si grave inconvénient, il faut choisir une manivelle dont la corde rende égaux les travaux ci-dessus. On trouve de la sorte
ce qui prouve que les deux bras de la manwellc doiv^eni être dans deux plans rectangulaires. On a ensuite pour la valeur maxima du travail
(7) S2F=;=F.fV^.
Si l'on introduit la condition précédente dans les formules (a) et (3) qui donnent les valeurs générales duaravail élémentaire, on a, en nommant / rinclinaisou. de la corde sur le diamètre perpendiculaire à la bielle,
mm' = rcosi ^y Oi =-«/*sin/^2,
et, par suite,
(8) e2F = FicosiVâ,.
(9) S2F=Fjsinr^.
Mais il doit être entendu que Tangle i n^est pas généralement le même dans ces deux formules. La première convient au cas où la corde de la manivelle coupe le diamètre parallèle à la bielle, la deuxième au cas où cette corde coupe le diamètre perpendiculaire. Dans le cas de l'équation (8), la plus grande valeur de i répond à 2 = 4^^; dans le cas de Téquàtion (9), la plus petite valeur de /est * = 45". Donc chacune de ces équa-
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lions donnera l.a même valeur minima du travail élémentaire, savoir :
(lo) 62F = Fjf.
Les formules (a) et (3) conduiraient au même résultat.
En réfliumé, le travail élémentaire moteur prendra sa valeur maxima toutes les fois que la corde de la manivelle sera parallèle ou perpendiculaire à la bielle. Il prendra sa valeur minima toutes les fois que la corde fera avec la bielle un angle de 4S degrés.
Pendant que le bouton de Tun des bras de la manivelle parcourt Tare infiniment petit 5, le point B' décrit un arc semblable s\ et l'on a
Mais le travail élémentaire de Q a pour valeur 6Q = Qj', donc aussi
(.1) CQ = <^.
BRAS MOYEU DE LA MANIVELLE
Recherchons maintenant sur quelle circonférence il fau^ drait faire agir tangentiellement la force 2 F, pour que le travail produit pendant une révolution entière fût égal au travail effectif de la force motrice, y étant le rayon inconnu , on aura
2F,2irjr = 8Fr,
de là on tire
çe qui est le môme résultat que pour la manivelle simple et à double efl'et.
TRAVAIL ÉLËMERTAIRE MOYEN.
n étant le nombre d'arcs 5 contenus dans la circonférence que décrit le bouton la manivelle, le travail moyen de la force
motrice aura pour valeur
Mais
ns^z^nry d ou n = ;
donc
L'action d'une manivelle double et à double effet est moins
, irrégulière que celle d'une manivelle simple à double effet, car
on a
Travail minimum. ... = F j,
A Travail moyen, = - F ^ ,
Travail maximum. . . = v2.Fjy
ou, si l'on prend le travail moyen pour unité,
Travail minimum ... = o , 7854 ,
Travail moyen = i ,
Travail maximum ... = i ,2732.
On voit. que les différences de ces travaux, pris consécutivement, sont 0,2146 et 0,2782, lesquelles ne diffèrent que dans
les unités de l'ordre des centièmes.
POINTS DES VITESSES MAXIMA ET MIIIIMA
En adoptant les mêmes notations que précédemment, on aura comme pour les manivelles simples , et en considérant la position pour laquelle la corde coupe le diamètre aa\
Fjcosi \/2 — - Fj
Remarquons maintenant que lorsque la manivelle a la position bOa\ le travail moteur prend sa valeur minima; et
comme alors cos^ = -pj la valeur précédente de âta devîeiil
négative. A mesure que le bouton b s'avance vers a', le terme F5cos<V2 augmente, mais don reste négatif tant que
Fscosi ^<C-Fs;
TT
donc la vitesse continue à décroître, et elle atteindra sa valeur minima, au moment où Fou aura
Fscosi ^ = î F^,
ce qui donne
ces
/=-^, d'où 1=250 48' l",2.
Multipliant de part et d'autre par /• v^2 , le premier membre devient la projection de la corde sur le diamètre bb\ et l'on a
7'cos/ V2 =-r,
Pour assigner sur la ligure la position delà manivelle, je tire
Fi^r. io3.
la corde Ja', puis je décris sur cette corde la demi-cii confié-
THÉORIE DES MANIVELLES BT DBS VOLANTS. 983
reûce bna'\je prends la corde ftn = - r, et je trace du centre O
une circonférence tangente à la corde bn ; en menant à cette circonfdrence une tangente M' m' parallèle à bb\ la projection M'P sera égale à in; par conséquent on aura la position M' de Tun des boutons de la manivelle , laquelle prendra ainsi la position M'OM*, le point M' sera donc un point de vitesse minima. La manivelle continuant k s'avancer, le travail moteur devient croissant, et il continuera à croître jusqu'à ce que la corde M' M soit devenue parallèle à iA'; k partir de ce moment, le travail commencera à décroître, mais la vitesse sera toujours croissante, puisque Jcj reste positif, et il en sera ainsi jusqu'à ce qu'on aura de nouveau
COSf = - ^.
Alors la manivelle prendra la position mOm' ^ et le point /n sera un point de vitesse maxima. Le bouton m continuant à s'avancer et le travail moteur étant moindre maintenant que le travail résistant, dtù sera négatif; de là il résulte que la vitesse de la manivelle sera décroissante. Quand le bouton sera parvenu en a* y le travail moteur aura repris sa valeur minima F5. Mais à partir de ce moment, et pendant tout le temps que la corde de la manivelle sera à gauche de aa\ la valeur de ira sera donnée par la formule
Fjsiiu'Vâ — ipj
OrF5siniy^2 continuant à croître, dtù restera négatif tant
que F^siniV^^^ I*"^ 5 P^ï* conséquent, la vitesse ira toujours en décroissant ; elle atteindra sa valeur minima quand on aura
sin / = - ya
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Multipliant les deux membres de celte égalité par /* \/2 , il vient (17) rsin/v/2 = — r.
Or le premier membre de cette égalité est la projection de la corde sur le diamètre aa'\ donc, en menant par le point /3' la tangente Mm, on déterminera un nouveau point M de vitesse minima. En poursuivant cette discussion, on reconnaîtra que les points marqués de la lettre m accentuée ou non sont des points de vitesse maxima ^ ceux marqués de la lettre M accentuée ou non, des points de vitesse minima. On peut remarquer que les angles tels que ^ = aOM ont chacun pour valeur
{18) ,], = 450 - I = içf 1 1' 58",8,
I étant donné par la formule
ces/ = ~ V2.
VITESSES DE LA MANIVELLE
Supposons que la manivelle tourne dans le sens indiqué par la flèche [fig 102) , et considérons le mouvement du bras N qui marche en arrière. Nommant y l'angle ûON lequel sera compté de 0° à 180^, nous aurons pour le travail de F pendant que le bouton N parcourt l'arc aN,
SF = F.^/? = Fr (i— cosy).
Mais quand le premier bouton N était en ^ï , le deuxième K' était en i, donc le travail de F relatif au deuxième bouton aura pour valeur •
SF = F.O^ = Frsiflf.
Ajoutant ces égalités membre à membre, il vient
6 2F = Fr(i-|- siny — C08<p).
Quant au travail résistant, il a pour expression
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Désignons maintenant par tùo la vitesse angulaire autour de Taxe O, et quand le bouton N est au point a'^ <ù étant la vitesse angulaire quand le bras de la manivelle est en un point quelconque N, ou aura , en vertu du principe des forces vives^
Fr(n-siny — cos<p) — -<pFr
= («» — »î ).f 2 mp^ ■+• ^ l!m' p'^-\- . . . j •
Résolvant cette équation par rapport à o) , on trouve
%Yr\ i+sino — cos© — -ç 1
Supposons maintenant que la manivelle occupe la position MOM' ; le travaux de la force motrice seront
SF = Fr(i— cos<p), 5F = Fr(2 — sin«p),
suivant que Ton considère le bouton M ou le bouton M'. Ajoutant ces relations membre à membre, on trouve
Ç 2F =Fr(3 — sinç — cosip).
Mais le travail résistant a pour valeur
5Q = ^(pFr;
donc
Yr [3— sinç-costp— | ?) = ^ («'— «î) (2/"/?'+ ^ ^ /«>"+... j
Résolvant cette équation par rapport à a> , on trouve
2Fr(3 — siny — cosy «pi
L'équation (19) convient au cas où la corde de la manivelle
coupe le diamètre hh' ; laformuhr (ao) au cas où elle couple diamètre aa' .
Si l'on veut avoii* la vitesse du bouton quand il décrit ta demi - circonférence a'b'a, il suffira de prendre pour Mo la vitesse au point a', en comptant l'angle ç ei-deasus à partir de On', et toujours dans le sens du mouvemeut.
Pour avoir la vitesse au point i, ou posera
et cliacuiic des formules ci-dessus donnera
Si l'on fait ç ^= n dans la formule (20), on trouve également
Au point h' on aurait de nièmn
Ainsi les quatre extrémités des deux diamètres qui sont parallèles et perpendiculaires à la bielle, sont les points de vitesse moyenne.
Recherchons maintenant si la vitesse de la manifelle est la même aux points de vitesse niaxima et minima.
Pour le point M [fîg- io3), nous avons
substituant celle valeur dans la formule {19), elle donne
Ilttp'-+- -rp Z' m' p'' -i- , . .
Au point M', nous aurons
et comme ici la corde do la manivelle coupc le diamètl'e aa',
il faudra substituer cette valeur de (f dans Téquation (20). Ce qui donne encore le même résultat, et ainsi de suite pour les autres points de vitesse minima. Ainsi la vitesse de la mani-' i*elle est la même en chacun des points de vitesse minima.
Considérons encore les points de vitesse maxima en commençant par le point m^. Ici nous avons
substituant cette valeur dans la formule (19) , on trouve
aFrfsiniVâ — ^1 j
1 mp^-h — 2' m'/)'» H- . . .
Relativement au point /n, on aura
substituant cette valeur dans l'équation (t2o), on retrouve la valeur ci-dessus, et ainsi de suite. Donc aussi la vitesse de la maniv^elle est la même en chacun des points de vitesse maxima. On voit par la discussion précédente que, pendant cbaque révolution, la maniv^elle passe quatre fois par chacune des vitesses moyenne^ minima et maxima.
Si Ton retranche Téquation (21) de Féquation (aa), et qu'ensuite on fasse disparaître le dénominateur, on trouve
(23) («'«—«*) [2m/>»-4- ^ 2' /;i>"-f-... ) =4 Fr f siniVa — ^ 1 U
ce qui est la valeur de l'accroissement de la force vive du systme matériel, pendant que celui-ci passe de sa plus petite à sa plus grande vitesse.
Les quantités telles que ^mp^ qui entrent dans les formules des manivelles sont appelées moments dHnertic. De sorte que le moment d*inertie d'un corps est la somme des masses de ses molécules y multipliées rcspectis^ement par les carrés de
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leurs dislances à un axe donné, La détermination des moments d'inertie c.-,l généralement un problème de calcul intégral.
POmS DES VOLANTS.
70. Lfn -volant est une roue massive d'un grand diamètre, montée le plus souvent sur l'arbre de la manivelle, et destinée à régulariser l 'action de celle-ci. Nous supposons que le régulateur ordinaire de la force motrice assure à la machine un mouvement périodiquement uniforme, et il s'agît de renfermer entre des limites données les variations extrêmes de la vitesse de la manivelle. Pour cela , reprenons l'équation des forces vives
T„ — T, = ism {«•--:).
Nous décomposerons toujours le second membre en autant de sommes qu'il y a d'axes de rotations, chaque somme devant s'étendre aux molécules de toutes les pièces qui tournent autour de cet axe, et nous aurons
T„— T, ^ - ïm(<'"
"Dh
p étant encore la distance à l'axe O [fig- io4) d'une molécule
quelconque ni, /j' et / quantités analogues relatives à l'axe O', el ainsi de suite; nous aurons, en nommant w, w', etc., les vitesses angulaires autour de chaque axe,
Substituant ces valeurs da devient
s l'équation des forces
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Posons
on aura, à cause qu'au point 6' la vitesse absolue est la même pour les deux roues ,
par suite\ Téquation des forces vives devient
(i) T« — Tr=-(«' — wî)2/»/?'+- -, («» — w;)2'/w>" + ....
Nous prendrons pour ct), w^ les vitesses maxima et minimade la manivelle. De l'équation ci-dessus on tire
d'où l'on conclut que la différence des ^vitesses maxima et minima sera d'autant plus petite, que ces vitesses seront plus grandes et que la machine sera plus lourde.
Maintenant nous examinerons les deux cast)ù le volant sera monté sur l'axe O de la manivelle ou sur un axe latéral C.
pREBiiER CAS. Si l'on résout l'équation (i) par rapport à 2/71/7', on trouve
Soient îî la vitesse de régime, et n un coefficient de régularité; on posera
d'où
et la formule précédente deviendra
Soit K le nombre de tours que la manivelle fait en une minute,
n.6o = 27rN, d'o iuiu.', la formulr {a} devient 45o-i.(T.-T,)
lmp' =
Or on verra plus loin (n" 72, formule 23) que le moment d'inertie d'un anneau cylindrique, dont le rayon moyen esiR, et dont la jaiilc a pour largeur e (Jans le sens du rayon) , est donné par la formule
dans laquelle P est le poids de la jante ; donc
en nommant A* la somme des moments d'inertie du moyeu du volant ei de ses l»ras, ainsi que des autres pièces qui tournent autour de l'axe de la manivelle. Substituant cette valeur dans la formule (3) , elle devient
d'où l'on lire
Si l'on néglige le second terme de cetie formule, on aura pour P une valeur plus grande qne celle qnî est nécessaire pour régulariser l'action delà manivelle; par conséquent le but qu'on se propose sera atteint à fortiori. On peut donc prendre pour la formule générale des volants, quand ils sont l'arbre de la manivelle,
45o/ig(T.-T,)
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Deuxième cas. Si le volant est monté sur Taxe O^ le tenne le plus considérable du deuxième membre de l'équation (i) est le second terme. En résolvant cette équation par rapport à l^'m'p'*j et procédant comme dans le premier cas, on trouve
(6) p^45o/ig'(T.-T.)r:
r»H»^R>-f-ic»V'
Les formules (5) et (6) montrent que le poids du volant est en raison inverse du carré du nombre de tours que fait la manivelle en un temps donné j et aussi à très'peu près en rai^ son inverse du carré de son diamètre. Quand le volant est monté sur un axe latéral à celui de la manivelle , ce poids est encore proportionnel au carré du rapport des rayons des roues de transmission , le rarfon de la première roue étant pris pour terme de comparaison.
POIDS DBS VOLAHTS ABLATIFS AUX TROIS ESPECES DE MANIVELLES.
71 . Nous avons d'abord dans le cas de la manivelle à simple effet {Jig^99)
T«=F.m/ii', Tr = ^¥r^;
et ensuite
OP = - = (o,3i83)^
TT
MP= y//"— ^ = (o,9479)r, ^, = 7i»a6'i8",
et
2 \{i = 2,49366; au moyen de ces valeurs T„ et T, deviennent
T.= Fr(i,8958),
d'où
T. — Tr=Fr(i,io2i).
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Subsliluant Jfiiis hi formule (5) du numéro précéileiil, onj trouve
Sdil C la force de la machine en chevaux , on aura F.2r.N=Cx45o'>;
Substituant cette valeur dans P, on obtient, après tous calculs faits, et pour un volant monté sur l'arbre de la manivelle,
Dans le cas d'un volant monté sur nn axe latéral , la formule 16) du n" 69 donne évidemment
Si Ton suppose, par exemple,
R = 3'", e=o"',î6, N=i6, N = 3o, C^4o, ^= ^ on trouve, parla formule (i),
P = 35831'''', et par la formule ( 2 } ,
Clierchons, de même, le poids du volant quand il doit régulariser une manivelle simple el à double effet. Nous avons dans ce cas (fig. loo)
Mais dans la manivelle à double effet,
OP = -r=r (o,6366) r, /wP = (o,77ïi)r, /w/w'=(i,54î
t|; = 5o«*27'28", ail; = i,76i3i;
par suite , les valeurs de T„ et de T,. deviennent
T„=:Fr(ï,5422), Tr=Fr(i,i2i3), d'où
T«.— T,=:Fr(o,4209).
Substituant cette valeur dans la formule (5 ) du numéro pi d^t, on trouve, après tous calculs faits, et pour un v< monté sur F arbre de la manivelle ,
Dans le cas d'un volant monté sur un axe latéral , la mule (6) du n® 69 donne évidemment
(4) P = 2ii770— — ^.
Si Ton suppose , comme plus haut ,
R = 3", tf = o™,26, N = i6, /i = 3o, C=:4o, - =
on trouve, par la formule (3) ,
P = 6842^», et par la formule (4)9
Cherchons de même le poids du volant quand il doit rc lariser une manivelle double et à double effet. En vertu de la formule ( 28 ) du n^ 68 ,
T„- T,= 2 Fr Um ;V^-.| I y,
au moyen de cette valeur, la formule (5) du numéro précéd donne
(^sinis/2-|/j
9005^^ smi V2 — ^/ jF/ ^
Mais daus ce cas
EffectuanL les calculs, on oblient enfin, pour le « volant monté sur l'arbce de la manivelle,
Dans le cas d'un volant monté s mule (6) du n" 69 donne évidemmi
; latéral , la for-
Si l'on prend encore R = S" e = o'^,i6, N =
la formule (5) donne
On trouve ensuite, par la formule (6)
de aorte que le volant ne pourrait comporter le diamètre cidessus.
On voit par ces exemples combien les résultats sont dillërents, suivant le getire de manivelle, et aussi suivant que le
volant est monté sur l'arbre dé cellc-
u sur un arbre latéral.
DÉTERUIIÏATIONI DE L'ÉPAlSSfiUR DE LA JANTB DU VOLANT.
La largeur e de la Jante étant connue, ainsi que le rayon moyen et le poids, on peut f'acili'aient déterminer son épaisseur t (suivant l'axe). Pour cela, soient r et r' les rayons delà
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surface intérieure et extérieure de la jante, D le poids d'un mètre cube de sa matière, et l'on aura P = 7rD(/'— r»)!.
Mais B étant le rayon moyen , «
d'où l'on tire
: nKe.
Par suite, la valeur de P devient
P = 2vDRet.i laquelle, éunt réfltJue par rapport à s, donne-
- 2 JT DR c
Si , par exemple , le volant est en fonte ,
Alorssi l'on prend comme précédemment, R = 3'",ff = o",26, . et qu'on adopte'pour P U valeur P = 684»*" relative à la manivelle simple et à double effet, ou trouve
BBIUHQUE GÂBliRALB.
Dans la itiéori«qui précède, nous avons supposé la résistance coDstante. Mais il u'*n est pas toujours ainsi,, comme par exemple dans les laminoirs. Dans ce cas, il faudra recourir aux formules générâtes (5) ou (6) du q° 09, après avoir, dans chaque cas particulier, déterminé ou estimé T,. — T, , qui répood aux variations extrêmes de la vitesse.
DIX-NEUVIÈME LEÇON
DES MOMENTS DINEKTIE.
72. LiS inomoi.ts d'meilie, comme Ies centres de graviié, sont particulièrement du ressort du calcul intégral. Cependant quelques-uns peuvent s'obtenir par des procédés élémentaires, ainsi qu'on le verra ci-après.
DÉFIMITION DES MOMENTS DINERTIE.
Concevons un système matériel quelconque, et une droite ou aje ajant une position et une direction arbitraires ; que de chaque molécule du système ou abaisse une perpendiculaire sur cette droite, qu'on multiplie la masse de chaque moléc.ile par
-ré lie sa distance à l'axe, qu'i
Q fasse la somme de
tous ces produits, cette somme sera le moment d'inenie du système relativement h taxe donne.
RELATION EIÏTIIB LE3 MOMENTS D INERTIE RELATIFS A DEUX AXES P\Il.U.LÈI-E3-
Quand on connaît le moment d'inertie d'un corps {généralement dun système matériel) relativement à un axe passant par le centre de gravité, on obtient le moment d'inertie du même corps, par rapport à nn antre axe parallèle au premier, en ajoutant au moment d'inertie donné, le produit de la masse dn co^-ps par le carré de la dislance des deux axes. Soient j^T-' et zz' (/g-ioS) doux axes parallèles, doDl l'uu j^' passe par le centre de gravité du corps; concevons un plan mené suivant les deux axes, puis d'une molécule ([uelcomiue m abaissons sur ce plat.
h porpendiculai.cmPi enfin, du poiutP uu-uons sur les deux
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axes unQ perpendrculaîre commune. . En vertu du théorème des trois perpendiculaires, les lignes MA, MA' seront perpendiculaires sur les axes. Enfin posons, pour abrége^^
Cela posé, le triangle m A A! donne
/w A' = //f A -f- AA' — 2 m A . AA' . cos A.
Mais
♦ AP = /w A . cos A ;
donc
(1) 7' = /?2-h^' — 2Ax.
On peuPremarcfUer que si le point P tombait à gauche de j^', l'angle A serait obtus et la quantité x deviendrait négative^ par conséquent l'égalité (i) a une généralité complète^ si Ton a égard au signe de x, -Multipliant les deux membres de cçtte égalité par m, il vient
pour une autre molécule, on aurait pareillement
m' q"^ = m'p^^ + w' ^' — 2 hm' x\
et ainsi de suite. Ajoutant toutes ces égalités membre à membre, il vient
— 2/: (/wx -f- /w'^ + . . .).
Mais mx -1- m'a:'-|-. - . est la somme des moments des points matériels, du corps par rapport à un plan mené suivant yy\ perpendiculaire au plan des deux axes 5 par conséquent cette somme est nulle, puisque le plan yy' passe par le centre de gravi té 5 donc on a simplement
mq'-^m'q"''^, . .z=z mp" -^ m' //^ -{- , . .4-MA',
en posant, pour abréger,
K-HEUVII
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Ml ^"'
.. ot mp' -4-"iV'
.. soutles
mo-
^■1 meDts
ncJlie pa
r ra
pport au
X axes zz',
rr'
nommant
Ael
Hl A, ces de
ux moments
on obli
cnt cniin
{2) A = Aj + M*'. c. Q. F. o.
Réciproquement, celle égalité fera connaître le momifut d'inertie par rapport à un axe passant pat' le centre de gravité, quaml on connaîtra le moment d'inertie par rapport à un axe qui lui sera parallèle; pour cela, il suiUra de retrancherait' du moment d'inertie donné.
MOMENT D'INERTIE DU» FILET MATÉRIEL RECTILIfiNE.
Soit AB (Jtg. 106) un Glcl malériel homogène doni; on veut trouver le moment d'inertie par rapport à un ase mené par le Fig. loG. point A perpendiculaire à AB; pour cela,
^ je partage AB eu parties infiniment petites p<f, qr, rs,..., lesquelles auront pour masses t^-pç, p-î'", (*.''«,■ • ■ i (^ étaOl la masse sous Tuiiilé de longueur. Multipliant ces masses élémeulaires :
La première par Ap , Lu deuxième p il r A9 ,
A^fi..pi].Ap + ji.qr.Ac/ -H fi.rjr.Ar -(-.-.. Maintenant j'élève aupointB la perpendiculaire BC = AB; il
pm^z: Ap, qa = Aq, rf ^^Ar,, . . , et le moment d'inertie deviendra
A=: fi.pq.inp + jx.qr.uq -i- ft.r.(.(r -f- . . . .
J'écris p en fadeur commun, puis je multiplie et je divise par Tt (rapporl de la cirijonicrence au diamètre), ce qui
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donne
A = — \pq . TT . mp -+- qr, n.uq + rj . tr . ^r -f- • • • / •
TT
Mais pq.Tt.mp, qr.iï.uq, etc., sont les volumes des cj dres engendrés par les rectangles infiniment petits m/ uxgr^ tyrs,...^ tournant autour de Taxe AB -, donc leur soi sera égale au volume du cône engendré par le triangle rec gle ABC. Posant AB c=: BC = /-, on aura donc
•rr O
Réduisant , et nommant M la masse de AB, il vient enfin (3) A = iM/^
Si l'on veut avoir le moment d'inertie relativement centre de gravité du filet , il suffira de diminuer le résultat
dessus de la quantité M ( - j = ^ IVIZ% et W
on aura
(4) •A.rs— M/».
Dans la suite M désignera toujours la masse totale, et A^ I moment d'inertie par rapport à un axe mené par le coiitre I gravité; A sera le moment d'inertie par rapport à un axe rallèle au premier.
Si l'on remplace M par / dans les formules (3) et (4) 9 I moment d'inertie correspondant deviendra le moment d'in 1 lie de la ligne. On peut aussi supposer que M représcînte I surface d'un parallélogramme infiniment petit.
INFINIMENT MINCE
Soit une tranche matérielle, homogène et infiniment min< 1 ayant la forme d'un parallélogramme {Jig. 107) ; il s'agit déterminer son moment d'inertie par rapport à un axe pci
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Fie. 1117, pendicalaire au plan de la
c n figureetmenéparlecciilreO
^ '^-~ySir::TSri~^:^''I~y'n degravîlé. Pour cela, je dé-
/ __^-fôXdl / compose le parallélogramme
/.--'■''' / / f^n lilets reclîiignes paral-
" '"' " lèles au côié a, ei soîl mn
l'un de ces filels; son moment d'iaerlie par rapport à un ase
qui se projette en sou milieu p sera, eu nommant m sa masse ,
— /na'.Relativeiiienl à l'axe O, ce moment d'inertie deviendra
ei, en posant Op =j,
le moment d'inertie du filet suivant sera pareillement
ou aura de mùme, pour un troisième fitet,
et ainsi de suite; donc on aura pour le moment d'iuertîe demandé
1 autre cùté, la quantité
n est autre chose que le moment d'inertie (par rapport a l'axe O) de la droite M]V^ h, sur laquelle seraient venus se ciiiicenlrcr les masses des GIcts qu'elle traverse; donc
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Enfin , au moyen de cette valeur, celle de A^ devient
(5) A,= iM(«'-*.6').
Le moment d'inertie d'un parallélogramme par rapport à axe qui se projette sur l'un de ses sommets A, aura pour ^ leur
(6) A=:^M(û'-+-*') + 2Mrf^,
en désignant par d la diagonale qui répond au point A.
MOMENT D'INERTIE D UN RECTANGLE
SB le parallélogramme se change en un rectangle, a*-|-i*=7 et les formules (5) et (6) deviennent respectivement
(7) ' Af=^Md>,
(8) A=^VldK
On trouverait sans peine, et par les mêmes considératio que le moment d^ inertie d'un rectangle par rapport à l de ses côtés est égal au tiers de sa masse, multipliée pat carré de l'autre côté.
MOMENT D INERTIE D UN PARALLÉLÉPIPÈDE DROIT
Soit un parallélipipède droit homogène, assis sur le parai logramme ACBD (fig- 107). Si on le décompose en n tranc i égales et infiniment minces parallèles à la base , et ayant c cune pour masse m, le moment d'inertie de chaque trancli par rapport à Taxe du solide, sera, en vertu de la formule ( :
Multipliant cette valeur par /*, on aura le moment d'inei' du parallélipipède, savoir :
3oa
dix-heuviemb leçoh
Mais donc enfin
• nm = M ;
(8 bis)
Relativement à Farète du point A, on aurait pareillement, en posant toujours AB = d,
(9) A = -j^M(«»+fr')-KjMrf».
MOMENT D'INERTIE DUN PARALLÉLIPIPÈDK RECTANGLE
Si le parallélipipëde se change en un parallélipipède rectangle, a' -H &' = £?, et les formules (8) et (9) deviennent respectivement,
(10) A,= — Mrf*,
(11) A =riMrf».
Si dans les formules précédentes (comme dans celles qui vont suivre) on remplace M, soit par la surface, soit par le volume que Ton considère, le moment d'inertie correspondant deviendra le moment d'inertie de la surface ou du volume.
MOMENT D'INERTIE D'UN TRIANGLE
Soit une tranche triangulaire infiniment mince CAB
Fig. 108. {Jig. 108); il s'agit de trouver son
^ P moment d'inertie par rapport à un
(t,j/^^\ ' -.-''/ ^*® perpendiculaire au plan de la
/ •^•-' \^ / figure et mené par le milieu M du
ZiT — :^ côté AB. Pour cela , j'achève le pa-
rallélogramme ACDB. M étant la masse du triangle, 2 M sera celle du parallélogramme; alors, en vertu de la formule (5), le moment d'inertie du parallélogramme par rapport à l'axe qui se projette en M, sera
— (2M) (a'-H^*) Mais, relativement au même axe, le mo- 12 ^
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ment d'inertie du triangle est évidemment la moitié de cek parallélogramme; donc enfin
Posons maintenant CM = X; le moment d'inertie du trian; par rapport à l'axe qui se projette au centre de gravité aura pour valeur
(i3) A. = — M (a^ + i») — i MV.
Pour avoir le moment d'inertie relativement à un axe qu projette au sommet C , il faudrait ajouter Mf-^Xj =-1 au second membre de la formule précédente, ce qui donne
MOMENT D'INERTIE D'UN PRISME TRIANGULAIRE DROIT
Supposons qu'on ait décomposé le solide en n tranches ii niment minces,d' égale épaisseur, parallèles à la base , et ayj chacune pour masse m. Le moment d'une tranche, relatif meut à la ligne qui joint les centres de gravité des deux ba du prisme, sera
pour n tranches , ce moment sera
Mais
donc enfin (i5)
A.= — M(fl' 4- ^»') — iMV.
On trouve par le même raisonnement , et en se servant de formule (i4),
(t6) A=— M(«' + 6») — iM>%
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pour le moment d'inertie du prisme relativement à une de ses arêtes pehpendîculaire au plan de la base.
MOMEirr D13IERTIE DUM POLYGOXE BÉGCLIEB.
Soient ÂBCD un polygone régulier {^g» 109), O son centre. J'écris, pour abréger,
Cela posé, m étant la masse d'un triangle tel que A06, son moment d^inertie par rapport à l'axe qui se projette en 0 sera, en ver tu de la formule (14)9
— /Il (R* 4- RM -H 4 mf'.
n étant le nombre des triangles du polygone , le moment d'inertietotal aura pour valeur
A^= — nm (2RM-t--/?/wr*.
Mais
nm = M ;
donc enfin
(17) A^=^MR'-h^M/-.
MOMEiiT dinerhe dxti cercle. •
Si le polygone dégénère en un cercle, on aura
et la formule précédente donnera.
(.8) A, = 1mR',
pour le moment d'inertie d'une tranche circulaire infiniment mince, relativement h un axe qui se projette à son centre.
Si l'on prend la moitié du résultat ci-dessus, on aura le moment d'inertie du cercle par rapport à un de ses diamètres.
MOMENT DINERTIE D'UN ANNEAU CYLINDRIQUE
Posons, pour abréger.
Le moment d'inertie de Fanneau sera évidemment la di Fig. 110. rence des moments d'inertie des deux
lindres qui ont pour rayons Oi, (fig» lïo)^ alors on aura, en nomra in! et m les masses des cylindres et en j naut pour axeJ'axe de figure,
A* = - m' /•'' /wr*.
Soient D la masse de T anneau sous Fur de volume , H sa hauteur, on ayra
m'=Trr''HD, /w = 7rr'HD; par suite la valeur de A^ deviendra
A^= -5r HD {/* — r*) = - ttHD (^V— /-') (r'» + r»).
pi'
3o6 iiix-iNEvviÊMe ^^^^^^^1
(ai) Aj=^ M (/' + ,■').
Soit encore la largeur de la j an le ni ^ e, cliuminions R !c layon moyen Om, nous aurons évidemmoiU
<l'où l'ou lire
A l'aide de fellc valeur, la formule (ai) devient (22) A^ = M(R= + je'\.
ula(a,.)J.-
i: poidsdela jaiiie, on aura
dra {jnalement
L est la valeur donl nous ;
MOMENT D'INERTIE D'US VOLANT
Soient Pli'poidsdela janied'un volaut (/îg. m), oie poids ^ie- IN. d un bras , Q le poids du moyen.
R élani le rayon moyen de la jante, c sa largeur, ;■ le rayon moyen du moyeu, e sa largeur, / la longueur dun bras, c sa largeur; on aura, ^y / pour les divers moments d'inerlie,
relativement à l'axe qui se projelli'
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au centre O ,
Jante -( R'-h ^c*),
Bras ab -{-- Ont = (/» + c»
ta / I
Moyeu ('*'"*" 7 */
Donc le moment d'inertie du volant pris en entier sera, en gnant par n le nombre des bras ,
MOUVEMENT D'UNE FIGURE PLANE DANS SON PLAN. — NOTIONS SUR QUELQUES COURBES USITÉES EN MÉCANIQUE. — SOLUTION
GÉNÉRALE DU PROBLÈME DES ENGRENAGES
TANfiENTE, A'OnHALE A UNE COURBE.
73. Une courbe étant doninie, si on la partage eu élémenls infiniment petits, on pourra regarder chaque élément comme reciiligne. Si l'on prolonge l'éJénieul de la courbe qui répond à un point donné, on aura la tangente à la courbe en ce point. Si, par ce même point, on mène une perpendiculaire à la tangente, cette perpendiculaire sera la normale à la courbe au point donné.
MOUVEMENT DUKE COURUE SUR U\E AUTRE
Considérons deux lignes polygonales ABCD. . . , «RCf/. . . •6té commun BC, et leurs autres côtés liA , Ba, . . . , CD, C rf, . . . , égaux resper-
■nl; si l'on fait rouler le
premier po-
lygone sur le second, de manière à amener en coïncidence CD avec Ctl, il est évident que, pendant que le côlé CD se meut vers Cd, le polygone ABCD tourne autour du point C. CD étant venu coïncider aveeC(/, elle roulement continuant, le point d deviendra le centre d'une nouvelle rotation, et ainsi de suite. Or il est clair que ces rctaiions successives auront lieu, quelle que soit la grandeur commune des côtés des deux polygones; donc la même chose aura lieu quand ces polygones se changeront en courbes. Par conséquent, quand une courbe roule sur une courbe Jixe, chaque point de contact devient successivement le centre instantané
MOUVEMENT dVdîE FIGURE PLANE DAIfS SON PLAN. 'iOQ
de rotation de la figure mobile^ d'où il suit que les normales à toutes les lignes décrites par les dis^ers points du plan de la courbe mpbilc viendront passer par ce point.
MOUVEMENT D'UNE FIGURE PLANE DANS SON PLAN; EXEMPLES
Tout moui^einent d^unc figure plane dans son plan est un mouvement de rotation autour d* un point fixe.
Soît am [Jig. 1 13) la direction du mouvement d'un point quelconque a de la figure mobile, et menons sur ain la per- Fig. ii3. pendiculaire ab^ que nous regarderons
m comme entraînant la figure proposée. Soit I rt'ç le mouvement infiniment petit d'un ; point quelconque aMe la droite ab *, nous pouvons remplacer le mouvement a^s par deux autres mouvements a' //, a'm\ dont Tun a' m' sera égal à arn et de même sens. En décomposant de la même manière le mouvement de chacun des points de ai, on conclura que tous les points de cette ligne seront animés d'un mouvement commun de translation égal et parallèle à am, tandis, que les autres mouvements seront généralement variables, soit en gr£^ndeur, soit en direction^ et comme le point a est le seul des points de la ligne qui ne possède aucun de ces mouvements particuliers, on en conclut que la figure mobile, en vertu de ces derniers mouvements, ne pourra que tourner autour du point a, et en sens contraire du mouvement de am, ou dans le sens de la flèche. Soit co la rotation infiniment petite d'un point quelconque a', l'espace parcouru par le point a' dans l'élément du temps sera
a! u-zz. (A,aa' ,
Donc si l'on choisit le point a' de telle sorte qu'on ait la relation
w . aa' = a* m' = am ,
ce point restera fixe, étant animé de deux mouvements égaux et contraires. Le point a', ainsi déterminé, sera donc le centre
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instantané de rotation de la figure mobile. Comme chaque point de cette figure décrit autour du centre instantané de rotation un élément circulaire infiniment petit, il pn résulte que les normales aux courbes décrites par les dit^ers points de la figure mobile ^viendront toutes passer, à chaque instant, par le centre instantané de rotation.
Soit, par exemple, une tige AA' [Jig. ii4) articulée avec
deux rayons OA, O'A'quî Tobligent à s'appuyer constamment
ï^ig- "4 sur les deux circonférences O et O^ 5
comme les points A et A' décrivent chacun une circonférence de cercle, le centre instantané de rotation, qui \ répond à la posi tion A A' de la tige /' mobile, sera au point C, où les deux ^"- — -^"^ " — '^ rayons OA, (VA' se rencontrent.
Si Ton veut connaître la direction du mouvement d'un point quelconque B de la tîge AA', il suffira de joindre le point B au point C ; la ligne BC sera normale à la courbe décrite par le point 6. Donc en menant DD' perpendiculaire à CB, on aura la tangente à la même courbe, et, par conséquent, la direction du mouvement. La courbe décrite par un point quelconque 6 de la droite AA' porte le nom de courbe à longue inflexion: Nous la retrouverons dans le parallélogramme de Watt.
Il est bien entendu que le centre instantané de rotation pourrait être situé à l'infini 5 dans ce cas, la rotation se changerait en une translation.
On peut donner du théorème ci-dessus une démonstration purement géométrique. Soit toujours AB [fig^ 1 15) une droite
tracée dans le plan de la figure mobile, et entraînant celle-ci dans son mouvement.
Soit aussi A'B' la posiiion infiniment voisine que vient prendre AB. Si nous supposons que le point M de la ligne AB soit venu se placer en /n , le point m de la même ligne sera venu en un point N tel, que fnN = mM. Décrivons maintenant une circonférence de cercle qui passe
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par les milieux de Mm et de Nm ; cette circonférence ser. gente aux deux droites AB, A'B' ^ par conséquent, pour ai la droite AB dans la position A'B', il suffira de la faire g sur la circonférence décrite. Mais la figure dont il s'agit a< pagne le mouvement de AB à laquelle elle est supposée riablement liée; donc pendant le déplacement infiniment de la figure proposée, celle-ci tournera autour du point C est le centre instantané de rotation.
Pour nous faire une idée exacte du mouvement de lai mobile,' nonmions A, B, C, D (fig^ 1 16) les centres înst
nés de rotation , et supposons le point A appartienne à la £ mobile. Tirons Ai qui fasse AB un angle égal à F angle de i tion autour du point A, et pre Ab = AB. Au point b consiru Tangle A ix = B, et tirons bc = qui fasse avec bx un angle égal à l'angle de rotation autot point B, et ainsi de suite. Dans le mouvement de la figure bile autour du point A, la droite Ai viendra cbincixler AB; d'ailleurs l'angle Aix = B : donc bx viendra se su poser à BC. Mais Tangle cbx est égal à la rotation de la fi mobile autour du point B; par conséquent la deuxième i lion fera coïncider bc avec BC. Pareillement, la troisième tation amènera cd sur CD, et ainsi de suite. On peut doi représenter le mouvement de la figure mobile comme di roulement de la courbe Abcd, . . sur la courbe ABCD. . . voit que la courbe Abcd. . . n'est autre chose que le lieu points de la figure mobile , qui ^viennent successiv^ement c aider av^ec les centres instantanés de rotation.
Considérons , par exemple, le mouvement d'une droite {fie' ' '7)> invariable de longueur, entre les deux côtés de l'a droit xOy. Pour une position quelconque de la ligne mol le centre instantané de rotation sera au point M : mais a c que les diagonales d'un rectangle sont égales, 0M=: AB; < tous les points M sont situés sur une circonférence de m
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décrite du point O avec AB pour rayon. Remarquons maintenant que Tangle AMB est
Fig. 117.
r 9[.—^-- - 2S,tt
droit ; donc le point M, considéré comme appartenant à la figure mobile, est situé sur une circonférence de cercle décrite sur AB comme diamètre. Par conséquent , les points de la figure mobile qui viendront successi- Tement coïncider avec la circonférence MNS, sont situés sur la circonférence OAMB. Le mouvement de la droite AB pourra donc être^roduit parle roulement de la circonférence OAMB sur la circonférence fixe NMS.
Comme le point C, milieu de AB, est distant du point O d'une
quantité OC^-AB, il en résulte qu'on pourra paiement
produire le mouvement de AB en articulant le milieu C de cette tige avec un rayon OC tournant autour du point O.
Supposons que le rayon OC vienne en Oy^ A étant la vitesse angulaire, r l'élément du temps, on aura
C7 = ûT.0C.
Mais pendant ce déplacement le point A est arrivé en ^ ; et (*omme le point M est le centre instantané de rotation pour la position AB de la tige mobile, on aura
A ^ = fip = 6>T . AM ,
M désignant la vitesse angulaire autour du point M. Mais les triangles rectangles semblables Mfx^, OMA donnent
AM
d'où
AM.Ma
Mft OM comparant les deux valeurs de up^ il vient
WT
""om'
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D'un autre côté, les arcs semblables Mfx, Cy donnent
do
ne
Ma Cy
ce qui fait voir que la vitesse angulaire de la tige mobile autour de son centre instantané de rotation, est égc chaque instant à celle du rayon OC. Cela posé, les vit des points A et B auront pour valeurs, en faisant A M : BM =^ : suivant Qy
suivant Oj: '
V, = - £iy.
La courbe de la figure mobile, lieu des points qui vieni coïncider successivement avec les centres instantanéfi de r tion, ne se détermine pas toujours aussi aisément que ( l'exemple précédent. Supposons, par exemple, une bielle {fig^ 1 18) mue par un piston dont la course est AB, et qui î
Fig. ii8.
ticule avec une manivelle Oâ, à laquelle elle fait décrire circonférence O. Si nous considérons la biellejdans lapositi
3i4 VINGTIÈME LEÇON.
mti, le centre instaiiiané de rotation, qui répond à celle position, s'obtiendra en menant le rayon On, la perpendicidairu ma, et prolongeant eès deux lignes jusqu'à leur rencontres. Eu cherchant les centres instantanés qui répondent à diverses positions de la bielle, on construira la courbe Aa^y, Si l'on remarque que le centre instantané, correspondant à la positiou Kfidela bielle, est à la rencontre des deux parallèles Oi, Kx, on en conclura que la ligne K.X est une asymptote à la courbe ci-dcssns. Pour déterminer le point a' de ia figure mobile qui viendra coïncider avec a , il suffira évidemment de décrire des points A,a^ deux arcs de cercles en preuaulpour rayons mit, 71 x; le point de rencontre «'sera le point demandé. Il est clair que lorsque la bielle, qui entraîne le point a', prendra la position rnn, ce point a' coïncidera avec a. Une construction analogue donnera les points |j', y',..., qui viendront coïncider sucrcs- .sivcmcnL avec jS, y,.... Parcoiiséquent, si la courbe Aa'^'y'.., est invariablement liée avec la bielle, le roulement de celte courbe sur la courbe fixe Aa^y... réglera le raouvemeiil de la bielle dans toute l'étendue du quart de cercle anb, exacteinent comme le ferait le pislon.
74. La cycloïite est une combe engendrée par un point d'une circonférence de cercle qui roule sur une droite fixe, située dans son pian.
Ainsi, par exemple, si l'on fait rouler la circonférence 0 {fig- 1 19) sur la droite xy, dans le sens de la flèche, le point
A eugendi'era une cycloide. Faisons rouler le cercle Ojusqu'i O'j pendant ce jnouvemeul, les éléments du la circonfêrcm
MOUVEMENT d'uHE FIGURE PLÀHE DANS SON PLAN.
mobile viendront coïncider successivemeni avec ceux d< droite fixe ; par conséquent lorsque le cercle O sera venu en le point A se sera élevé dans la circonférence jusqu'en point a tel, que K d' =^ ^vc d' a. -^ on obtiendra donc un p< de la cycloïde en prenant arc Ad= Ad\ et décrivant un de cercle du centre, d^ avec la cx)rde A d pour rayon ] le pc où cet arc de cercle coupera la parallèle r/a, sera un point la courbe. On voit que, pour tracer la cycloïde, il fau d'abord partager la circonférence mobile O en parties ai petites pour que chaque arc puisse être regardé comme ég sa corde, mener ensuite des parallèles par les points de d sion, porter successivement les divisions A a, ab^ bc^ . . . , Ay^ et couper les parallèles par des arcs de cercles ayant p rayons les cordes Aa, Ai, A c, ... 5 les points d'intersecti ainsi obtenus seront autant de points de la cycloïde. Quanc
circonférence mobile aura parcouru la ligne AA'= -circC
point A se sera élevé jusiqu'en B''. A partir de ce moment point mobile redescendra vers xy^ en décrivant une cou W A" qui sera symétrique de AB'^ Le cercle O continuai rouler, le point mobile engendrera une courbe identique 1 première, et ainsi de suite; donc la cycloïde sera formée d' suite d'arceaux, teh que AB"A".
Si nous considérons le cercle mobile dans la position O', point //' sera le centre instantané de rotation; par conséqt le point a tendra à décrire un arc de cercle autour du point La ligne d' a sera donc normale à la cycloïde, et la corde I> tangente.
ÉPIGYGLOIDE.
75. Vépicycloïde est une courbe engendrée par un p{\ et une circonférence de cercle qui roule sur une circonfére\ fixe située dans son plan.
Ainsi, par exemple, si Ton fait rouler la circonférence (fiS' '^^) ^^^ ^^ circonférence O, dans le sens de la flèche point A engendrera une épicycloïde.
Supposons que le cercle M soit venu en M'; pendani:
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mouvement, les éléments successifs de la circouférence tnobi viendront! oincider avec ceux de la circonférence fixe; par coii- Fb îo sequent loisque le cercle M
stra venu en M', le point A se sera élevé, dans la circonférence M, jusqu'en un point
«lel,
tjue a
on obtiendra donc un point d*. l'épicycloïde en prenant arc Aç ^ arc A c', ei décrî- \ ant un arc de cercle dn centre c' avec la corde Ac pour rayon. Le point où cet arc de cercle coupera la circonférence décrite du centre O avecOcpourrayon,seraun point delà courbe. On voilquepour tracer l'épiirycloïde, il faudra d'abord partager la circonférence mobile M en parties assez petites pour que chaque arc puisse Être considéré comme égal à sa corde, tracer ensuite des circonférences par les points de division en prenant le point O pour centre; porter successivement les divisions Aa, nb, bc, . . . , sur cire O, prendre pour centres les points a', &', c', . . . , et couper les circonférences déjà décrites par des ; ayant pour rayons les cordes Aa, Aè, Ac,.
d'inlerspctions a.
cycloïde. Quand
arc AD = 1 cire. M
;i obter la rir<
s de cercles : les poÎQts nt autant de points del'épi-
nférence mobile
e point A si
élei
! jusqu'en E, A par-
tir de ce moment, le point mobile redescendra vers cire. O, en décrivant une courbe symétrique de la première.
Si nous considérons le cercle mobile dans la position M', lo point c' sera le centre instantané de rotation ; par conséquent te point a tendra à décr' La ligne t'a sera donc ii
■c de cercle autour du point c'.
fi ré]ii('ycloïde, et la corde B'«
tangente.
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DÉVELOPPANTE DE CERCLE.
76. La développante de cercle est une courbe engendrée par un point d^une tangente au cercle qui roule sur la circonférence supposée fixe. Ainsi, par exemple j si Ton fait rouler la tangente A6 (fig, 121) sur la circonférence O dans le sens
Fig. lai. de la flèche, le point A
^^ ^^^ engendrera une dévelop-
pante.
Supposons que la tangente AB se transporte en rf'a; pendant ce mouvement les éléments successifs de la ligne mobile viendront coïncider avec ceux de la circonférence fixe ; par conséquent, lorsque la tangente AB sera venue en rf' a, le point A se sera élevé sur la tangente, jusqu'en un point a tel, que rf'a = arc Ad\ On obtiendra donc un point de la développante en prenant Aii= arc A/i', et décrivant un arc de cercle du centre d^ avec A t/ pour rayon *, le point où cet arc de cercle coupera la circonférence da décrite du centre O avec Orfpour rayon, sera un point de la courbe. On voit que, pour iracer la développante, il faudra d'abord partager la tangente mobile en parties assez petites pour que chacune d'elles puisse ôlre regardée comme égale à Tare de cercle qu'elle sous-tendraît sur circonférence O, tracer ensuite des circonférences par les points de division en prenant le point O pour 'centre •, porter successivement les divisions Aa, ab^ bc, . . . , sur circonférence O, prendre pour centres les points a', i', c', . . . , et couper les drconférences déjà décrites par des arcs de cercles ayant pour rayons les lignes Aa, Ai, Ac, .... Les points d'intersections ainsi obtenus seront autant de points de la développante.
Quand la tangente mobile occupe la position d^a^ le point d^ est le centre instantané de rotation 5 par conséquent, le point a tendra à décrire un arc de cercle autour du point d' •, la ligne
//'a sera donc iiormato à la clûvcloppaiiie. En menant une per- [jcndicutairc a. t. à la normale, on aura la tangente au point a. Si on voulait décrirelailéveloppante engendrée par un point ijuelconque e de la tangente , on commencerait par déterminer l'origine de la courbe, en prenant arc Ae^ Ae; on mènerait une tangente par te point e: , et l'on opérerait comme ci-dessus. Concevons maintenant qu'on ait tracé les développantes relatives aiiTt points a,h, c, d, . . . , chacune de ces développantes sera normale à la tangente A e, Par conséquent, si l'on fait tourner le cercle O autour du point O, la courbe AD sera toujours normale à cette tangente. Donc, si le cercle tourne en sens contraire de la flèclie et que la ligne A e soi l mobile, la développante la poussant à chaque instant suivant sa direction , lui imprimera un mouvement recliljgne.
rOUISBES E^\'ELOPPES
77. Lorsqu'une ligne droite, ou courbe i hi quelconque j chaque courbe coupe généi infiniment voisine qui la précède en un ligne sur laquelle sont situés tous ces pot s'appelle la courbe enveloppe ou simplemc la eourhc mobile.
Considérons, par exemple, une suite de positions inCni-
ment voisines d'une courbe ab (Jîg- laa) (qui pourrait varier
!■-[,, ,3j de forme pendant le
mouvemenl ) ; soient
nb^ a,b,., a, b,, a^b^,
»i A4,.... «es diverses
positions. La courbe
a,b, coupe la courbe
ab en un certain point
X ; de même la courbe
a, h, rencontre o, i,
en (5; n,ôs esi coupée
r en y par la ligne ai 61 , et ainsi de suite. La suite
a, P, y, (î,. ,., forme une courbe a^yâ... qui est la
e meut d'après une •aleinent la courbe certain point. La iils d'intersections nt l'enveloppe de
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courbe enveloppe de la courbe mobile ab. Considén courbe mobile dans une quelconque de ses positions a^b^ courbe passe par deux points infiniment voisins P, y, de l loppe. L'en veloppe et la courbe mobile ont donc un élémen mun j3y, partant la courbe mobile est constamment tangi son ent^eloppe,
COURBE DU CHIEN
Pour donner un exemple du tracé d'une courbe enveL proposons-nous de résoudre le problème suivant : Un est dans les champs, au point A (Jig* ï23) , pendant qu
Fig. 123.
7 "^Ao
maître parcourt le sentier rectiligne BC. Arrivé au point maître siffle son chien , qui se dirige alors constamment lui. On demande quelle courbe décrira l'animal si la renc( du maître et du chien doit se faire en un point donné C. : résoudre ce problème, joignons le point B au point A, partageons BA en un certain nombre de parties égales ; p; geons aussi BC en un nombre égal de parties égales , et ni rotons les divisions comme on le voit sur la figure. Joignan suite par des droites les points marqués des mêmes numéro aura une série de lignes qui , par leurs intersections cons tives, formeront une courbe satisfaisant à la question. Le blême qui précède est susceptible d'une infinité de soluti cela tient à ce que dans F énoncé on n'a imposé au m; que Tobligation d'arriver au point, C en même temps qi chien. La courbe qui vient d'être construite est une parai elle est d'un fréquent usage dans le tracé des roules, coi ligne de raccordement.
l'iriCTIEME LEÇOS.
SPIRALE D'ARCHIMÈDE
78. La spirale d'^rchimède est une courbe engendrée par le mouvement d'un point qui, parlant du centre d'une circonférence, parcourt un rayon d'un mouvement uniforme , tandis que celui-ci, également animé d'un mouvement uniforme, accomplit autour du centre une révolution entière.
Supposons, parcsemple, (ju'qu poîul matériel, partant du
centre O (fig. 124), décrive O A pendant que ce rayon OA
Fig, ,,^, accomplit autour du
_, ^ point O une révolu-
,-'^\ 1 V ■- lion entière; le lieu
des diverses posi-
; du
■ide s
bile sera ' d'Archiniède. Pour tracer cette courbe, il suffira de partager la circonférence OA elle rayou OA en uu même nombiede parties égales, par exernple en 16. Foirant unedi vision du rayon te, on aura autant de
pou
oudra de la spirale. La distance d'un point qui
nque de la courbe au centre O est le rayon vecteur de ce point. On voit par ce tracé que cljaque rayon vecteur surpasse le prccédent d'une quantité constante. C'est cette propriété qu'on utilise en mécanique pour produire un mouvement unîl'ornic de va-et-vient, ainsi que nous le verrons plus loin.
Soient r le rayon vecteur d'un point quelconque de la courbe, et a l'angle que ce rayon vecteur fait avec OA, œ sera compté dans le sens de la Uèche de o" à aTt, ou plutôt de 0° à un nombre quelconque a»iir de circonférences, t' et m étant les vitesses constantes du point mobile et du rayon tournant.
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on aura , après un temps quelconque t ,
d'où
r:^= Pty <f = (Ot.
Posant OA = R , la loi de la génération de la courbe dû
donc aussi
d'où •
ta
La relation ci-dessus est réqttatioit de la courbe; le c
cient — en est le paramètre. Si du point O on décrit un»
conférence, en prenant pour rayon Oa = — ? les arcs ai
ad,.,.^ seront respectivement égaux aux rayons vecteurs 0 (3 , Oy , . . . 5 d'où il résulte que la différence de deux n vecteurs quelconques est égale à l'arc du cercle Oa i comprennent.
Soit m un point quelconque de la courbe^ lirons le r vecteur O/n, puis du point O menons On perpendiculaire rayon vecteur; la droite mn sera la normale demandée. ] le démontrer, supposons que mn soit normale à la courb je dis qu'oja aura On =0a\ Soit S un point infiniment v( du point m ; en décrivant du point O comme centre Tar cercle wK, le triangle mSK sera semblable au triangle O. d'abord ces deux triangles sont rectangles l'un en O , l'a enK; en second lieu, les angles wmS, OmK, élant é^ comme droits, si l'on retranche Tangle commun 0/nS, il i
nmO = SmR,
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Mais la comparaison des côtés homologues donnèi On _0m
duii aulrecôté, les secteurs 0/nK, OuC étant semblables, (loiineul
il'nprès ce qui a êlé dit plus haut ; partant
En menaut par le point m une perpendiculaire à la normale mn, on aura la tangente à la courbe.
DUT ET SOLUTION DU PROBLÈME GÉNÉRAL DES ENGRENAGES
79. Deux roues circulaires se touchentau point A [fig. I25), et peuvent tourner autour de deux axes parallèles projetés en 0 Fie. >^'>- et C. Si la roue O est mise eu mouvement
dans le sens de la flècLe, elle fera tourner la seconde autour de O' dans le sens de U flèche supérieure. Si pendant une roialîon infinimeni petite de la roueO, le point A de cette roue touche constamment le même point de la roue O', la transmission du mouvement se fera sans glissement, el la vitesse, du point de contact A sera la mènie dans les deux rones. Par conséf[uent , si l'on nomme R , R' les rayons des roues O etO', wet w' leurs vitesses angulaires ii im instant quelconque, on aura
De là il s
que /es vitesses angulaires rie deux roues (/ni
mouvemeut d'uhe figure plàme dans son plan. 323
tournent sans glissement l'une sur F autre sont en raison inverse de leurs rayons.
Les vitesses angulaires de rotation étant dans un rapport constant, il s'ensuit que si Vune des roues se meut d'un mou" uement uniforme , l'autre se moui^ra aussi d'un mouv^ement uniforme. Si la roue O' n'offre qu'une faible résistance au mouvement, le simple contact suffira pour transmettre à la rouei3' le mouvement de la roue O; mais il n'en sera pas ainsi lorsque la roue O' offrira une grande résistance. Alors il sera nécessaire d'armer les circonférences des deux roues de parties saillantes ou dents qui s'engrènent mutuellement. De la sorte la pression des dents de la roue O sur les dents de la roue O' transmettra à celle-ci le mouvement de la première.
Cela posé , le problème des engrenages a pour but de déterminer quelle doit être Informe des dents des deux roues ^ pour que la transmission du mouvement se fasse comme si elles étaient simplement tangentes.
Pour résoudre le problème des engrenages , on peut se donner à volonté le profil des dents de Tune des roues, et chercher quel devra être le profil des dents de T autre roue. Soit donné le profil wK [fig> 126) de Tune des dents de la roue O' 5 soit
Fig. 126. aussi m S le profil inconnude
la dent de la roue O, et supposons les deux dents l'une en m , Tautre en n ; comme le mouvement se fait de la même manière que si les deux roues étaient simplement tangentes, les deux a rcs A m , Â /i seron t de même longueur. Faisons mouvoir maintenant tout le système autour du centre O , jusqu^à ce que le point m arrive en A ; à ce moment A sera en un point A' tel, que kA! z=z Aw, et la roue O'sera venue en O''. Dans celte position, la dent nK étant
A'n'== AA';
d'ailleurs la figure s'rsi déjilarée loul d'une pièce; les -deux dents seront donc encore tangentes, et l'on voit que la roiieO' aura esaciementla même position que si, la roue O étant restée fixe, la roue C'avait roulé sur elle jusqu'en A'. Mais pendanlci; mônvement, la courbe w'R' est resiée toujours tangente à AS': ilonc le propl AS' est î' enveloppe àti la courbe n' K', penfittnt qu'on fait rouler la roue (y .tur la roue O supposée fixe. Maintenant je joins le point de contact ;;'avec le point A'. Lccerrie mobile ayant la position 0". le point A' est le centre instantani' de rotation-, donc pendant un mouvement infiniment petit du cercle mobile, le point/»' se meut dans une direction perpendiculaire à A'/j'j mais le point p' ne quitte pas AS', donc la ligne A'p'cst normale à la courbe AS ; d'un autre côté n'K' csi tangente à AS' au point /j', partant A' p' fsl aussi normale à la courbe donnée. Le pied;/ de la nonualo à la courbe donnée est
donc i
I pOl'
ut de l'enveloppe de n'K', et
par
isequent un
point de la courbe cherchée. Si nous replaçons la figure dans sa position primitive, nous conclurons que le point rie contncl de lieux /lents est situe nu pied de la normale abaissée dit point A sur l'une d'elles. Il résulte dq qç qui précède que pour tracer le profil de l'une des dénis de la roue 0 , // snjira de faire rouler le cercle O' sur le cercle O, puis d'abaisser des divers points de contact des normales sur le juojil don né delà dent de la première roueO' ; les pieds de ces normales seront autant de points de la courbe demandée. On voit que toute la difficulté du tracé des engrenages consiste à abaisserd'un point donné une normale à une courbe donnée. Et comme la géométrie ne donne pas la solution générale de ce problème, il faudra choisir jwur profil des dents de la roue O*, des courbes auxquelles on sache mener des normales par des points extérieurs. C'est pourquoi, dans la pratique, "on prend jwiir dents de la roue 0',soil des rajons, soi ides cercles, soit des développantes de cercles. De là trois espèces d'engrenages ;
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L'engrenage à flancs y
L'engrenage à fuseaux ou à lanterne^
L*engrenage à développantes de cercles.
Le premier et le dernier sont très-usités^ le second n'est pas employé dans les engrenages de précision.
PAS ET JEU D'UN ENGRENAGE
U doit être entendu que chaque dent présente le même profll des deux côtés, afin que la rotation puisse se faire dans un sens et dans Taulre.
On nomme base d'une dent, l'arc de la circonférence pri^ nutive occupé par cette dent ^ à côté de chaque dent se trouve un vide dans lequel vient se loger la dent de Tau ire r5ue. Un plein et un vide (mesurés sur la circonférence primitive de la roue) forment une dii^ision ou le pas de C engrenage. On peut dire aussi que le pas d'un engrenage est là distance qui sépare les milieux de deux dents consécutiv^es y ou la distance entre le commencement d'une dent et celui de la suiv^ante , cette distance étant mesurée sur la circonférence primitive.
Ordinairement le vide surpasse le plein de — ou -= de la lar-
geur du plein ; la différence entre le vide et le plein est le jeu
de l'engrenage ^ le jeu s'élève à — dans les engrenages de pré-
cision.
Si la roue O tourne d'une quantité telle, que le point A dé crive le pas de l'engrenage de la première roue, le point A .considéré comme appartenant à la deuxième roue aura décrit un arc de même longueur; et il est évident que cet arc devra être pris pour pas de l'engrenage de la deuxième roue. Cela étant, les pleins de deux dents senmtde même longueur dans les deux roues, ainsi que les vides, si le jeu est le même de part et d'autre. En elïet^ soient p et /?', v et v^ les pleins et les vides qui dans chaque roue composent le pas de l'engrenage on aura
Posant maiiilciiant
f[-de!»05 Jeviendn
par suite on a aussi i'=^ v' . Soit a la longueur du pas, (
d'oi
1 trouve ensuite pour la valeur du vide
Si , par exeiuple ,n =; 1 5 , on obtient
CALCLIL DU KOMBRE DES DENTS.
Soient n et n' les nombres des dents des roues O et O'; R et R' étant toujours les rayons des deux roues. t3 le pas de l'engrenage, on aura
d'où
Ce nui fait voir que les nombres des dénis des deux roues soril cnirc eux comme leurs rayons.
MOVVEMEHT d'uHE FIGURE PLÀ»E DàNS SON PLÀ]
Rappelons que Ton a aussi
0) et ot)' étant les vitesses angulaires de rotations -, donc
n' xù'
de sorte. que les nombres des dents des deux roues i raùon inverse de leurs vitesses de rotations.
Mais il ne faut pas croire que tous les nombres enti vérifient Téquation (3) puissent être pris pour nombi dents des deux roues, car il faut que les roues aient a: dents pour que, lorsque deux d'entre elles cessent d'é prise, deux autres au moins les remplacent, afin d'évi chocs qui seraient la conséquence de la discontinuité du vement. M. Savary a démontré que pour que deux de; moins soient en prise, on devait avoir^ en désignant ] et R' le nombre des dents et le rayon de la petite roue ,
Dans l'engrenage à flancs «' = on > i o f i 4
(5) ( » » à lanterne «'-= ou > 7 H- 4
• » à développantes «'= ou > i6 -f- a
Ayant déterminé n\ l'équation (3) fera connaître «.
Supposons, par exemple, ~ = ^ •, les limites ci-dessus de dront :
Pour l'engrenage à flancs /i' = ou ^ 17 -,
» » à lanterne /i'= ou > 10,
» • à développantes' /i'= ou ]>i7 —
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Mais , dauâ ce cas, l'équation (3) duniiu
GUKE, ETC.
donc n' doit ctrc un multiple de 3. De là il suit qu'on pourra prendre pour n' tous les multiples de 3 qui salïsferout aux limites ci-dessus.
Si l'ou prend, par exemple, n' :=^ i% , on aura
Mais il doit être entendu que, tout eu satisfaisant aux limites précédentes, on donnera aux dents une épaisseur conveiiaLle, selon l'effort qu'elles auront à supporter.
TRACÉ DES ENGRENAGES
« ENGRESAGE A FLANCS.
80. Prenons un rayon O'A [fig» 127) pour profil des 1 de la roue O'. Pour construire le profil de la dent de la n
Fig. ,27. qui doit mener ce ra
^'' -^^ il faut faire rouler It
cle O' sur le cercle O
\ qu'en un point quel
\ \ ' /^' 1 que A', et abaisser en
\^ A' v^;'J-i^- —'^ du point A' une perpt
./"V'^VX^^^^^^^^ . culaire sur CVA dar
\ nouvelle position O"^
; . pied P de cette perpc
/ culaire sera un poin
la courbe cherchée ( " ' Décrivons maintenan
cercle sur O'' A' comme diamètre \ le point P sera situé si circonférence de ce cercle. Remarquons maintenant que l'a C, considéré dans la circonférence O", a pour mesure l'arc i tandis que ce même angle, considéré dans la circonférc A'PO", a pour mesure la moitié de l'arc A'P; donc l'arc . contient deux fois plus de degrés que l'arc h' a. Mais le ra
CA'=-0'^A', donc les degrés du cercle A' PO'' sont mo
moins grands que ceux du cercle O''^ par suite les arcs A A'P, sont de même longueur. Donc le point P appartien l'épicjrcloïde engendrée par le point A du cercle ANO', n lant sur la circonférence du cercle O.
iJO \l«r,T BT VHIEML LKÇOM.
THACÉ DES DENTS
SoienlOclO' [fig. ia8) les drconférences primilives di;s
deit\ roues qu'il faut arracT de dents. Je commence d'aboiil par déterminer le rapport des rayons OA, O'A , et je trouve, par exemple ,
L'engrenage devant Être à ilaucs , la formule générale du uuméro [irécédcnl , savoir i
^nH ^^
TILACÉ DES EHGREITAGES. 33 1
Je prendrai n' z=z iS. Mais
donc
Adoptant — pour le jeu de l'engrenage , la formule générale
du numéro précédent, donne, pour/» = lo,
p= CI.
Je divise maintenant la circonférence O en 24 parties égales , la petite en 18, et je porte ensuite la grandeur du plein dans chaque division, vers la droite dans la grande circonférence, vers la gauche dans la petite; sur O' A et OA comme diamètres je décris aussi des circonférences. En faisant rouler de gauche à droite le cercle O' M' A sur le cercle O , le point A engendrera un arc A a d'épicycloïde qui sera le profil d'un des côtés de la«dcnt. Ayant mené O a parle milieu du plein, je trace de l'autre côté de cette ligue un arc de courbe symétrique du premier, et j'obtiens ainsi la dent Aac. Au moyen d'un patron découpé avec soin sur celte dent, on construira sans peine toutes les autres. Ainsi en donnant à la dent de la roue O le profil ci-dessus, cette dent conduira la partie droite ou le flanc de la roueO'. Si l'on veut que l'engrenage soit réciproque, c'est-à-dire que la roue O' puisse à son tour conduire le flanc de la roue O, on armera les dents de la roue O' de parties coiu^bes, qui seront des arcs d'épicycloïde engendrés parle point A de la circonférence AMO, roulant de droite à gauche sur la circonférence O'.
É€HANFRINER LES DEISTS.
Retrancher la partie aiguë de chaque dent, cela s'appelle les échanfriner» Supposons qu'on impose aux dénis de chaque
OJa VINGT El UNIEME LEÇON.
roue la coiidiliou de conduire les dents do l'aulre jusqu'à la dislaucc d'un pas complé de la ligne des centres ; il suit ila là que ai l'on prend les arcs Âp et Ay égaux chacun au pas de l'engrenage, et qu'on tire les rayons 0'(3, O-/, les points £' cl •/', où ces rayons coupent les ci reonfércuccs O' M'A, OMA seront les points de contact du flanc et de la dent qui le mène, et par conséquent les limites des dents. Donc si du point 0 pris pour centre, et avec O^' pour rayon, on décrit une circonférence, cette circonférence limitera toutes les-dents de la roucO. De même, si du point O' pris pour centre, et avec O'y' pour rayon, on décrit une autre circouféreuce, celle-ci limitera toutes les dents delà roue O'. Aiusi Al>cdesl la dent cchatifrinéede la roue O, Apfg est la dent échanfiiuée de la roue O'.
La circonférence ^'bd.. ., qui liuiile les dents, vient couper la ligne des centres en un point qui marque, dans la roue O', le point de la roue O le plus rapproclic du point O'; doue si du point 0' comme cenlie, et avec un rayon O'A qui laisstuu peu de jeu , on décrit une circonférence, cette circonféreiue marquera dans la roue 0' la limite des creux , et par conséquent la limite des lianes. De même si du point O comme centre et avec O A pour rayon, on décrit une autre circonférence, celle-ii marquera dans la roueO la limite des creux, et par conséqueni la limite des flancs. Le profil entier d'une dent étant tract-, qu'on imagine une ligue parcourant ce profil en restant peipendiculaire au plan de la roue, elle engendrera un cyliudii' formé d'une partie plane et d'une partie courbe; ce cylindre sera la dent de la roue. La partie plane est le flanc de la deiii.
TRACE PRATIQliË DE LENCRENAGB A FLANCS.
Ordinairement les dents des engrenages sont Irès-peliles, ce qui a pour effet d'atténuer les frottements; il résulte delà que eliaquc profil pont être regartié comme un arc de cci'cli; .lyant son centre quelque part sur la circonférence primillve
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de la roiiej donc si par le milieu de la corde /i/S' on élè^ perpendiculaire, et qu'on la prolonge jusqu'à sarencontn avec la circonférence , on aura le centre de l'arc à dé alors si du point m et avec la corde mn pour rayon on un arc de cercle, cet arc de cercle passera par les limite j3' de la dent , et se confondra sensiblement avec l'arc d*< cloïde. Les autres dents se traceront avec le même rayon
ENGRENAGE INTÉRIEUR
L'engrenage à flancs intérieurs se trace comme le précc seulement les flancs des dents de la roue sont matérielle impossibles, ce qui rend inutiles les pai ties épicycloïdal dents du pignon. Le pignon ne pourra donc pas condu roue, du moins sous la condition que les rotations soiei raison inverse des rayons.
Supposons que les deux cercles pleins soient les circ< rcnces primitives de la roue et du pignon , puis décrivons cercles sur OM et O'M {fig- 129) comme diamètres. Si
prend le« deux arcs MB, moindres que h de l'engrenage, et q tire les rayons OA, ( le point a sera le poii contact d'un flanc c roue avec la partie éj cloïdale de la dent di gnon ; b sera aussi le ] de contact d'une dei la roue avec un flan pignon . Mais la partit cycloïdale de la dent de la roue commence en A et se d vers Fintérîeur, donc la dent rend le flanc matériellemen possible. Ainsi la partie courbe de la dent du pignon de inutile, et môme ici elle serait impraticable étant dirigée 1 intérieur.
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Dans la yî^. i3o|y p.iriii; courbe de la denl du pîgnoii est
dirigée au contraire du deJaus au dehors, puistju'elle esl engendrée par le poiut M du cercle MBO roulant sur le pignou .
TAILLE DES ENGBËNAr-BS A LA PLATË-FQRME-
Coiicevous qi^on ail cous lepalroii sus'u'd'uu creux, ( ce burin avec une grande vite:
à la roue, mais do manière
.niJL un burin li {jig- ia8) sur t supposons qu'on fasse lourner se , autour d'un axe xy extérieur rue le burin n'atlcigue d'aboi'd
que leboi'd :iii\ si l'on conçoit que, pendant sa rotation autour de xy, le burin s'approche graduellement de la roue sans pouvoir dépasser z' ti' , il est clair qu'il creusera le vïdo ziiz'n' compris entre deux dents roiisécuiives. Ce premier vide étant taillé, on fera tourner d'un pas le plateau circulaire, ou la plate-forme, qui porte la l'oue; alors en niellant de nouveau le burin en mouvement, on laillera un deuxième creu^t, et ainsi de suite. Tel est le procède ([uoii emploie pour tailler les engrcmages en cuivre. Au lieu d'un burin, ou emploie aussi une petite roue appelée yi'fl(jff, et dont la circonférence présente la coupe d'un creux de l'engrenage à exécuter. La fraise est particulièrement employée pour tailler les engrenages i-n fiinlp; elle tourne avec une petite vitesse.
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L'INTÉRIEUR D UN CERCLE FIXE
Quand un cercle donné roule dans Fîntérieur d'un fixe, Tépicycloïde engendrée par un point quelconque du mobile peut dégénérer en une ligne droite. Sur le raye {Jig. i3i) pris pour diamètre, décrivons le cercle C; fi
rouler ce cercle dans 1 rieur du premier, et que le point A parcouj diamètre AB. En effet, posons le cercle C pai en C, les arcs A A', Mj ront de même longueur, que l'arc AA' contient fois moins de degrés que A' M , et que ces degrés deux fois plus longs; donc pendant le roulement, le poi ne quittera pas le diamètre AB du cercle fixe. On pou se servir de cette propriété pour transformer un mouvei circulaire continu ou alternatif en un mouvement rectil alternatif. La vitesse du point M sera la projection sur AB < vitesse du point de contact A' 5 si donc on désigne celle-ci pj on aura pour la vitesse 1^^ suivant AB,
«y= l'Sinep^r P - 5
en posant^ pour abréger,
OA = R, A'M = .r.
Le mouvement du cercle mobile étant uniforme, le moi ment du point M sera variable, et si l'on veut que ce moi ment s'approche de l'uniformité, il faudra faire mouvoi cercle mobile d'une petite quantité de chaque côté du point cela est évident. Pour produire le mouvement qui précède suffira d'armer les deux roues O et C d'un engrenage à flar Le mouvement que nous venons de décrire fonctionne dans
presses de M. Lefort, rue Esquermoisc, â Lille, qui a bien voulu nous laisser visiter son établi ssemeat avec les élèves de la Faculté. Il est réalis('r de la manière suivante [fig- iSa) :
AA'osi une roue Ose armée d'un engrenage intérieur. BB' est la roue mobile qui roule dans la première. Son rayon
O'M ^-OM. Aucentre delà roue fise, et au-dessous, tourne
une roue CC qui reçoit le mouvement du moteur, et dont l'un (les bras porte un axe O' autour duquel la roue BB' peut tourner. Enfin une tige MIV s'articule avec BB' en un point situé verticalement au-dessus du point M. Dès lors la rotation de ce produira le roulement de BB', et cette dernière, à sou tour, fera exécuter à la tige un mouvement rcctiligue allernatif.
CRËMAILLÈHE
Soient BAC et XY (fig. i33) les circonférences et l'arèle primitives do la roue et de la crémaillère, La ligue XY pouvaut Être regardée comme une circonférence dont le centre est à l'infini, l'engrenage dont il s'agit ne sera qu'un cas particulici* de l'engrenage à fiancs. Pour former la partie courbe des dénis
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de la crémaillère, il faadra donc tracer une cîrconfën cercle surOA comme diamè faisant rouler cette circon sur XY, le point A engeod profil d'une dent de la crém et ce profil sera na arc de cy La partie plane de la dent s'< dra en menant sur XY la p diculaîre AP. De même po gendrer le profil d'une deni roue, il suffira de faire roui sur circonférence BAC; le p engendrera la partie courbe dent de Ja roue, et cet arc de i appartiendra à une développa cercle. Ainsi les profils des rie la crémail/ére seront de.
de cycloide, ceux des den la roue dos arcs de dévelop de cercle. Ayant piis l'arc A.
an pas de l'engrenage, on abaissera la droite AM perpec laire A Ofl, et le point M sera la limite des dents del inailière, lesquelles seront toutes terminéi^a à la lîgni parallèle à XY. De même, si l'on prend AN égale au p l'engrenage, le point n marquera la limite des dénis t roue, lesquelles seront terminées à la circonférence d* du point O avec OJV pour rayon. On peut remarquer eu saut que si la roue mène la crémaillère, les dents de la glisseront constamment, à partir de A, sur le mêmepoin dents de la crémaillère, lesquelles devront par conséq s'user plus vite que les premières. Q étant un point de situé un peu plus bas que la limite des dents de la crémail si l'on décrit du point O une circonférence avec OQ j rayon , cette circonférence limitera les creux de la roue, même, si par le point P situé un peu plus haut que la lii des dents de la roue, ou mène une parallèle à XY, c
parallèle lînitlirra les creux de la crémaillère. Quant au iiomLru des dents, il se dèierniinera par la furinulc géDérale
en y faisant — ^ o; ce <[ui donne
„'= on >,o.
Dans ta Ggurc précédenle , on a pris
Quant au nombre des dents de la crémaillère , îl sera égal à sa longueur divisée par la grandeur du pas de l'engrenage.
BNGHEHA.GE A FUSEAUX OU A LANTERNE
Soient O et 0' [fig- i34) les circonférences primitives de la
Fie i34.
: et de la lanlerne. SI nous prenons — = -] la foniiul
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générale
n'= ou >/7-f-4_,
donnera pour la limite inférieure des dents du pignon ,
>= ou >84.
Ayant choisi n', on aura ensuite
Prenant »/ =,9 , on trouve
Dans Tengrenage dont il s'agit, les dents de la roue ne glissent jamais que sur une petite portion du fuseau, qui doit par conséquent s'user plus vite que les dents de la roue. C'est pourquoi lorsque la roue et la lanterne sont de même matière, on donne
aux fuseaux une largeur égale aux | ou aux ^ decelle de ladent.
Ayant choisi pour la dent une certaine base, on la partagera , par exemple, en trois parties égales, et Ton portera deux de ces parties de chaque côté du point de contact A des circonférences primitives de la roue et du pignon, puis avec Ax pour rayon on décrira la circonférence du fuseau. De chaqiie côté du point A on portera successivement le pas de Tengrenage, et des points ainsi obtenus on décrira des circonférences en prenant toujours A X pour rayon ; on aura ainsi les divers fuseaux du pignon. Pour tracer le proGl de la dent de la roue, on fera rouler le cercle O', jusqu'en un point quelconque A', puis on prendra A'c' = A A'. Au pointe' on décrira une circonférence avec A a: pour rayon, on joindra le point A' avec c', et la ligne ainsi menée sera normale à la circonférence c'; partant le point a' sera un point de la courbe cherchée. On voit que le point a' est Fintersection de deux arcs de* cercles décrits des points A' et O, avec les rayons A'a', Oa'. Mais pour avoir ces rayons il n'est pas nécessaire de décrire le cercle O'', il suffira de prendre Ac = AA^ de décrire le cercle c avec A a: pour rayon . et de joindre le point A au point c \ les lignes A a , Oâ ,
seront les rayons demandés. On déterminera ainsi tant de points qu*on voudra du profil de la dent. Si Ton veut que la dent de la roue conduise la lanterne jusqu'à la distance d'un pas, à partir de la ligne des centres, il suffira de prendre Ac égal au pas de Fengrenage augmenté de Tare Âor. Du point c pris pour centre et avec Ax pour rayon , on décrira un fuseau, on joindra le point A au centre c de ce fuseau , et le point a ainsi déterminé sera le point où la dent cessera d'agir tangentiellement sur le fuseau. On devra donc limiter les dents de la roue à la circonférence de cercle décrite du point O avec Oa pour rayon. On voit que la dent de la roue ne frottera que sur la partie ab du fuseau. Les creux de la roue seront égaux à la demi -circonférence xzy.
Les fuseaux de la lanterne ne sont autre chose que des cylindres droits ayant pour bases les cercles de la figure, et encastrés dans deux plateaux circulaires qu'on nomme tour^ teaux. Quand l'uniformité du mouvement de la lanterne n'est pas nécessaire, on se contente de prendre pour dents de la roue des chevilles en bois qu'on nomme alluchons , encastrées dans sa circonférence, et qui sont arrondies à leurs extrémités.
ENGRENAGE A DÉVELOPPANTES DE CERCLES
%\. Soient O et O' [fig. i35) la grande et la petite roue, et Fig. i35. A le point de contact. Je mène
par le point A une ligne quelconque xy^ puis des centres O et O', j'abaisse sur cette ligne les perpendiculaires OP, O'P'; enfin des points P et P' je décris deux nouvelles circonférences en prenant pour rayons les perpendiculaires OP, O'P'.
Cela posé, je fais rouler la tangente Vy sur la circonférence OP, et je construis la développante m S décrite par le point A. Pareillement je fais rouler la
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même tangente jur le cercle O' P', et je construis égalen développante m^S^ décrite parle même point A ] les deuii bes ainsi tracées seront tangentes au point A. Maintei fais éprouver à la roue O une rotation qui transporte le ?7i en n. Le point m^ viendra en n', et je dis que les deui bes m S, 772^ S' se toucheront encore en un certain poini sécante aoy. Soient o) et co' les angles de rotations , on aui
mn = w . OP ,
d'où l'on tire
mn u OP
wi'w'~a)' O'P'
Mais
O'A «' "" OA
d'un autre côté , la similitude des triangles rectangles O' A' P' donne
OP ~" OA ' donc aussi
w' OP
Multipliant en croix, il vient
w.OP
Par conséquent
mn = /w'/i'.
Soient a le point où la développante n K vient couper la ( xy^ et a' le point où la seconde développante n' K' rencoi même ligne, on aura
PA -f- Art =± P/w -4- w/i,
puisque n K est la développante décrite par le point a, R< chant de part cl d'autre les termes égaux PA , Pm, il res
Ka'=mn,
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Par la tnèinc raison
kn* =im' n! y donc A<7 = Aa';
ce qui fait voir que les deux points a et n! coïncident. Donc , pendant la rotation des deux roues, les deux dents mS, m'S', seront constamment tangentes, et le point de contact sera toujours situé sur la droite xy* Pour éviter que les courbes qui forment les profils de chaque dent ne convergent trop rapidement Tune vers Tautre, ce qui tendrait i les affaiblir vers leurs extrémités, on choisit la ligne xy de telle sorte qu^elle fasse le plus grand angle possible avec la ligne des centres.. Pour atteindre ce but, on prendra sur la plus petite roue un arc An égal au pas de Tengrenage , on abaissera du point A une perpendiculaire sur le rayon O'u, et Ton prendra la ligne o?^, ainsi obtenue, pour base du tracé ; comme les dents doivent se conduire jusqu^à la distance d'un pas avant et après la ligne des centres, on voit que si Ton prenait toute autre ligne située audessous de jc/, la perpendiculaire abaissée du point O' tomberait à gauche de O' u , et la dent de la roue O ne conduirait plus la dent de la roue O' jusqu'à la distance voulue.
La figure ci-après représente un engrenage à développantes. On a pris
R "3* La substitution de cette valeur dans la formule générale
donne ,
«'c=: OU >l7â"
Adoptant n' = i8, on obtient ensuite
OA et 0' A [fig, 1 36) étant les rayons des circonférences primitives des roues, on a pris, dans la petite circonférence,
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arc Aa ëgalaupas del'engreaage^du point A l'on a mené xy Fie- i36.
perpendiculaire aa rayon O'P'; alors en faisant rouler x;' successivement sur circonférence OP et sur circonférence O'?*, le point de contact A engendrera les profils des dents des deux roues. Ayant partagé tes bases AB, AS des deux dents en deux parties égales , on joindra chaque milieu au centre du cercle correspondant, et l'on tracera ensuite les symétriques des deuxproâls mS, m'S'.Poor limiter les dents de la roueO, on décrira une circonférence du centre O avec OP' pour rayon. De même pour limiter les dents de la roue O', on décrira du point O' une circonférence avec O'Q pour rayon. Quant au point Q , il est i rinterseclion de la droite sy, et du profil de droite de la dent de la roue O , disUnte du point A du pas de 1 ' ngrenage.
ÉPAlSHUIl DBS DBNTS DAB8 US EBCKBIIAGBS.
L'épaisseur e des dents estimée parallèlement à l'axe de rotation, et leur largeur / mesurée sur la rirconférencc primitive
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àe la roue , se déleriniiienL ordinairemtitit pai- les turniulcs si vantes i
ie := 4 'i si la vitesse ne surpasse pas t'°,5o par secopde, c^5l, si la vitesse dépasse I ",50, e = 61, siTengrenageesl mouillé d'eau.
P étant la force qui fait tourner la roue, oa prend easaite i'; = o,io5 v^, si les dénis sont en tonte,
(a) J/=o,i3i v'P, sielJessontenbronze,
W ^ o, 145 yPi si elles sont en bois dur.
Dans ces formules , le centimètre est l'unité de longueur.
CALCUL DU FHOTTEMENT DANS LES ENGRENAGES
82. Je suppose connue la force F qui fait tourner la roue O {J'g- 137), ou la force Qqui s'oppose au mouvement, estimée Fil". 137. suivaulla tangente au poIntA, et
je me propose de déterminer :
1" celle de ces deux forces qui reste inconnue; 2° la pression normale N qui s'exerce au point de contact (le deux dents; 3" U résistance F^P — Q, qui résulte du frottement des dents de l'engrenage. Je ferai remarquer d'abord que quelque grande que soit la perfection d'un engrenage, on ne peut guère admettre que l'effort se distribue entre plul's dents, car il faudrait pour cela que les dents flécliisseot i rellorl qu'elles supportent; or une telle flexion lesexjioà la rupture, on leur donne une largeur assez grande
i'ilcr un ineonvénienl f
pour
que l'ellort ne s'exerce qu'entre de
au moment où elles sont en prise sur la ligne des centres.
.ve. Nous admettrons donc X dents, et qu'il commence
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Les indica lions que porte la figure suffisent pour montrer quelles sont les forces qui agissent sur le système. Ainsi les forces qui sollicitent la roue O, sont P, N, Ny, et celles relatives à la roue O', Q , N, Nf. Pour que chaque roue soit en équilibre sous Faction des forces qui la sollicitent , il faut et il suffit que la somme des moments de ces forces , pris relativement à Taxe de rotation correspondant, soit nulle*, on aura donc pour la roue O , et en nommant R son rayon,
PR — N.OP — N/(AP H- Aw) = o.
Posant , pour abréger,
et observant que l'on a
OP = R sin (p, AP = R cos <p, la relation ci-dessus devient
(i) P = Nsiny4-N/(cosy4-^y
On a pareillement pour l'équation d'équilibre de la roue O^,
Qr = N.O'P'H-N/.0'S'; mais
0'P'=:/^sin(p, 0'S'=: AP'— Am=:rcosf—p;
donc
(2) Q = Nsinf-hN/(cosy — ^
On tiré ensuite des équations (i) et (2)
siny +/fcosç "*" r)
sinç-h/f cosç— - \
La première ou la seconde de ces formules fera connaître N , suivant que la force donnée sera P ou Q. Si, par exemple,
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c'est la force P qui est connue , on aura pour la valeur de Q ,
sin<p+/( cosî -t-^
L'une ou l'autre des équations (3) fait Toir que l'effort N est variable avec ç; Veffort entre deux dénis esi. donc variahie dans les engrenages à flancs et à lanterne, tandis qu'il est constant dans l'engrenage à développantes de cercles.
*Si l'ou prend la dérivée par rapport à y de l'une ou l'autre des .équations (3), de la première par exemple, ou reconnaît' sans peine que N prend sa valeur ininima pour
(5) tangç
d'où il suit que Teffort qm s'exerce entre deux dents est un minimum, lorsque la normale à la dent fait, avec la tangente au point de contact des circonférences primitives des deux roues, un angle égal à l'angle du frottement. En retranchant Q de P, on trouve ensuite
Remarquons maintenant que si les dents sont Irès-pelites , ainsi que cela a lieu dans la pratique, q> différera Irès-peu de po degrés; alors si l'on pose
<l> sera très-petit, et la formule (6) deviendra
cos-^+/(^sin^,+ ^) Si l'on remplace maintenant cosili par i, simliparo, on aura.
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aux. quantités près du quatrième ordre par rapport ^f^p
rBOTTEMfiirr motew.
Si nous remplaçons p par Tare s , qui se termine au pi la dent, et qui AtffiMà lits-peu de p , nous aurons
Partageons maintenant Tare s en im nombre infini n de ties égales \ nommant é Tune de ces parties, on aura
Si Ton évalue les frottements qui répondent aux arcs s, 2 6 4 e , . . . , ^^ € , on trouve successivement :
F,= 3P/.(i-Hi), Ajoutant toutes ces qualités membre à membre, et posant
_ F, -+-F,-hF3-4-...-hF,
il vient
ou , ce qui revient au même,
Négligeant le terme infiniment petit, on obtient enfin poi
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valeur du froltement moyen ,
Supposons que 1
î soit égal au pas de l'e
et au moyen de c
■aleurs, l'équation (9) (ievienl
ce qui fait voir que le frollement sera d'autant plus faible (jue les dents seront plus nombreuses.
Si l'on veut avoir le travail du froUeiuenl moyen pendant le parcours d'un arc j, il auflira de multiplier le deuxième luembre de l'équalion (9) par s , ce qui donne
Relativement au pas de l'eugrenage , celle formule devient
DE M. OLIVIER
Fig. i38.
83. Les engrenages coniques ont pour but de transj un mouv^ement de rotation autour d'un, axe donné, moui^ement de rotation autour d'un nouv^el axe qui rem le premier. Pour résoudre ce problème, concevons deux (fign i38) ayant pour sommet commun le point dHnters(
des deux axes, et se touchani
vaut la génératrice SM. Si To
prime au premier cône (S, C
mouvement de rotation, cette
lion se transmettra évidemm
l'autre cône, et si le point
transporte en m , ce même poi
considéré comme appartenant
circonférence de base du deuxième cône, se transportera e
certain point m' tel, qu'on aura
arc M m = arc M /?/' .
Alors si Ton nomme ç, ç', les angles de rotations qui répon aux arcs décrits, on aura
arc M /7i = ç . CM , arc M w' = ep'. G' M , dono
y.OM = (p'.0'M;
d'où l'on tire
f "" om'
ce qui fait voir que les rotations des deux cônes sont en son ins^erse des rayons des sections circulaires qui réponc
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au même point fie leur arête de contact. Il suit aussi de là que les vitesses angulaires de rotations sont entre elles dans le même rapport. Par conséquent, si le mou\^ement de Vun des cônes est uniforme y le mou^fement de Vautre le sera aussi.
Mais ici , comme dans les engrenages cylindriques , la simple friction ne suf&t pas toujours pour opérer la transmission du mouvement ; c'est pourquoi Ton arme les deux roues de dents telles , que la rotation se fasse comme par simple contact.
Cette transmission se fait dans ce cas par des surfaces coniques ayant pour sommet commun le point S. Les mêmes considérations, et la même solution générale du problème des engrenages plans s'appliquent aux engrenages coniques, de sorte qu'on peut se donner à volonté les dents de Tun des cônes, et en conclure la forme des dents du «deuxième cône. Mais la solution théorique du problème des engrenages coniques n'est pas en usage dans la pratique , c'est pourquoi je ne m'y arrêterai pas, me bornant à la solution purement pratique.
SOLUnON PRATIQUE DU PROBLÈME DES ENGRENAGES CONIQUES.
^ Soient (S, O), (S, O') (Jîg. lig) les deux cônes proposés. Par un point quelconque M de l'arête de contact , je fais deux sec- Fig. i39- tions par des plans perpendicu-
laires aux axes SO, SO'; puis dans le plan de la figure, je mène ss' perpendiculaire à SM. Cela posé, je prends les points s^ s' pour sommets de deux nouveaux cônes (5,0), (5', O') ayant pour bases les cercles O, O'. Ces deux c6nes auront un plan tangent ss' commun , lequel est perpendiculaire au plan de la figure. Imaginons maintenant que les deux cônes (S, O), (S', O') soiept armés de dents engendrées chacune par le mouvement d'une droite qui, passant toujours par le point S, s'appuierait constamment sur une courbe donnée; les surfaces coniques de ces diverses
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dents viendront marquer sur les cônes (5, O), (5', O^ courbe dentelée analogue à celle des engrenages plans; ei dant la rotation des deux cônes autour des axes S 5, S. éléments de ces divers profils viendront passer successive dans le plan tangent ss^-^ alors si Von suppose que les deu: faces coniques (^,0), [s\ O') aient une petite étendue munc de chaque côté de ss', comme cela a lieu dans les matériels exécutés par les soins de l'industrie, on en dura que ces courbes, si elles sont très-petites, se press en glissant Tune sur Fautre , dans la partie commune aux surfaces coniques, et produiront la rotation des deux et tangents en M, dont les rayons sont^M, f'M, et cela, ce si ceux-ci étaient armés d'un engrenage plan ; donc poui tenir les dents des deux roues (5, O), (s\ O'), il suffi) développer dans le plan tangent ss' les deux cônes auxilî (Sj O), (s\ O'), ce qui se fera en décrivant deux secteurs c laires tangents, en prenant pour rayons 5 M , 5^ M, et en donnant pour bases des arcs qui soient respectivement ë à circonférence OM et à circonférence O'M. Ces dévelc ments sont représentés dans la^^. i4o.
Fig. i4o.
On armera d'un engrenage plan les deux secteurs O < i ainsi obtenus , puis on enroulera chacun d'eux sur les c i cônes qui ont fourni ces développements, en faisant coïnc -la ligne OO' (Jig. i4o) avec ss' (Jig. iSg). Cela fait, en fai . mouvoir une ligne qui , passant toujours par le point S, s
cnghenàges cokiques.
Sa y les points Oj, O', serout les sommets des deux et
Fig. i4i.
vant servir de limite aux dents du côté du sommet S . posé, je développe les deux côues (o, P), (o', P') com le voit sur lajig. 14^9 puis sur les deux circonférence obtenues, je trace un premier engrenage, par exemple 1 grenage à flancs. Je développe aussi en O et O' les deux supérieurs 9 et je trace un deuxième engrenage qui sers blable au premier^ car, dans chaque roue, les points 1 logues de deux dents correspondantes seront situés à deux sur le même rayon. Tels sont les points ^ et ii, a 7' et Cl, etc. Par conséquent, lorsqu'on aura tracé les co des dents irelatives à chaque cône inférieur, on en dé sans peine celles relatives aux deux cônes supérieurs. Je p maintenant sur \^fig» i4^ une ouverture de compas é^ O c, et je la porte sur la^g'..i4i de o en cj en décrivant circonférence sur le cône (o, P) , en prenant le point o pôle, et oc pour rayon , on aura la limite des creux; joi^ S avec c, cette ligne coupera Oi Ux en un point Cj, qui extrémité du rayon de la circonférence limitant les c
sur le cône supérieur. Une construction analogue faite sur le cône (o\ P') fera connaître les limites des creux dans la
Fig. 143.
deuxièïne roue. Je prends encore oft = 0& , et je joins le point b au point S; le^ circonférences décrites deà points o et Oi sur les cônes inférieur et supérieur de gauche , et avec les rayons oJ, Oi il, marqueront sur la pi^emière roue les limites des dents 5 pareillement , les circonférences analogues décrites des pôles o', O', sur les cônes inférieur et supérieur de droite, marqueront les limites des dents sur la deuxième roue. On déterminera de la même manière les cercles où commencent
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les parties courbes des dents. Si l'on mène ensuite les C,c,, C\c\, les figures BCc65, Cl Cl B,, B'C'cV a\c seront les coupes des couronnes des deux roues. Le tra( Jig, 142 étant transporté sur les couronnes, les dents se ront sans difficulté.
ENGRENAGE DE LA VIS SANS FIN
•84. La vis sans fin est une vis à filets carrés y qui transformer un mouv^ement de rotation autour d'un a. un autre moui^ement autour d'un autre axe qui lui e. pendiculaire , mais qui ne le rencontre pas .
Nous rappellerons que les deux faces supérieure ei
rieure cie la vis sont engendrées chacune par une ligne p
diculaire à Taxe du cylindre ^ et qui se meut sur une
tracée sur ce cylindre. Cela posé, soient NN ' {fig> 1 43 ) le
Fig. 143. de la vis que nous suppo
verticale, et ms^ nt les 1 qui li mi lent la face inférie filet ^ enfin , soit O un cerc tical situé dans le même pi; l'axe NN', et pouvant touri; tour d'un axe horizontal projette en O. Soit ocy ui nératrice du cylindre ext auquel la vis se termine; pourrons prendre xy pour trice d'une crémaillère , do flancs seraient les horizo m», m'/i', etc. ; alors si nous armons la circonférence O c veloppantes de cercles engendrées par des points de xy ro sur la circonférence O, ces développantes seront norm, xy, et par conséquent tangentes à dés génératrices de la vi par exemple, Km est une de ces courbes, rencontrant le m, de la face du filet, situé sur xy^ cette courbe sera tan, à la. génératrice am, puisque celte courbe et la génén seront toutes deux normales à xy^ et de plus situées da
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éléments consécutifs qui répondent à ce point. Cela posé, nous démontrerons le théorème suivant :
Le plan oscufateur en chaque point d'une hélice iracée sur un cylindre circulaire droit, est normal au plan tangent au cylindre en ce point.
En^ffet, le plan osculateur passe par deux tangentes infiniment voisines, /»/, mt' {Jig, i45). Supposons que par le point Fig. 145.. m on ait mené des droites parallèles à
toutes les tangentes à Thélice; ces droites ayant la même inclinaison sur les génératrices du cylindre , formeront un cône de révolution autour de Tarète m/é du cylindre. Le plan des deux tangentes m/, mt' sera tangent à ce cône \ conséquemment, il sera perpendiculaire au plan qui contient la tangente 7nt et l'arête mk^ car ce sera le plan diamétral du cône. Or ce plan tmh est tangent au cylindre^ donc le plan des deux tangentes mt^ mt\ cest-à^dire le plan os- ■culateur de rhélice, est normal au plan tangent au cylindre.
Concevons maintenant deux roues cylindriques pouvant tourner autour de deux axes fixes non situés dans le même plan. On veut* transmettre à la deuxième roue le mouvement de la première. Dans rengrenage que nous allons décrire, nous donnerons à la roue conductrice des dents ayant pour profils des développantes de cercles, tandis que les dents de la roue menée seront des portions d*une surface développable formée par les tangentes à une certaine hélice tracée sur la surface cylindrique de la roue menée»
Concevons deux cylindres circulaires ayant un plan tangent commun P {fig* i46), que Taxe du premier soit vertical, et Taxe du deuxième incliné à l'horizon. Dans le plan P menons une droite verticale, puis décrivons sur le deuxième cylindre une hélice qui soit inclinée. sur les génératrices de ce cylindre d'une quantité égale à Taugle \ mS. Si Ton fait tourner ce deuxième cylindre autour de son axe, les différents points de
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rhélice viendront se placer successivement dans le plan
Fig. 146. P, et les u
a rhélice vi aussi success se placer c plan. Elles j une directioi cale ,' car elle toutes avec h ratrices du c un angle égal Ces diverses tes forment u
faceUéveloppable. Tout plan tangent à cette surface d
pable passe, comme on sait, par deux arêtes conséc
c'est-à-dire par deux tangentes à l'hélice infiniment vc
c^est donc le plan osculateur de Thélice au point comm
deux tangentes. Ce plan est perpendiculaire au pUn tan|
cylindre mené par ce point de l'hélice, ainsi que nous
démontré plus haut. Cela posé, considérons le plan ose
à rhélice en un point m , situé dans le plan vertical P; <
osculateur est normal au plan P : d'une autre part, i
par la tangente à Thélice au point m, laquelle est vertic
plan est donc le plan vertical normal au plan P. Or <
osculateur est le plan tangent à la surface hélicoïdale;
dans le mouvement du cylindre autour de sou axe, t<
plans taagents à la surface développable hélicoïdale vie
se placer perpendiculairement au plan vertical P qu'i
peront suivant des droites verticales.
Maintenant supposons que le premier cylindre soi d'une dent an dont le profil soit une développante du qui lui sert de base ; cette dent sera elle-même un cylind lical, et ce cylindre sera toujours normal^u plan veri parce qu'une développante de cercle est toujours nor toute tangente au cercle. Donc < e cylindre en tourna toujours tangent à la surface développable hélicoïdal
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louchera suivant les génératrices successives. Il poussera doue ce'tte surface en s'appuyant sur elle à chaque instant dans toute l'étendue d'une génératrice , laquelle génératrice est , au moment du contact, dans une position verticale. Cette pression fera tourner le cylindre autour de son axe. Quand ce cylindre, qui forme une dent de la première roue, aura cessé de pousser la surface hélicoïdale qui forme une dent de la deuxième roue, deux autres dents semblables commenceront à être en prise. De la sorte, la transmission du mouvement se fera d'une manière continue, comme dans les engrenages coniques.
La rotation du deuxième cylindre autour de son axe, est à la rotation du premier^ dans un rapport constant.
Supposons que le premier cylindre ait tourné de la quantité aa' \ dans ce mouvement le point m a quitté le plan P, mais un autre point de Fhélice du deuxième cylindre est venu en m', et sa tangente est m'V^ Les deux points de Thélicequi sont venus successivement se superposer en m , m\ sont distants, sur les génératrices du deuxième cylindre, de la quantité mm'. Nommons f la rotation de ce deuxième cylindre , r son rayon , et i Fangle que la tangente à l'hélice fait avec le plan de la base; on aura
mm^ = '■f tang f.
Mais
aa' == nn' =: mm^cos r;
•dobc aussi
a a' = r^ sin i.
Soit ^ la rotation
du
rcmier cylindre^ on a, en nommant R
son rayon y donc enfin
aa'=K^',
d'où
? R ^ rsini
Par conséquent, si la rotation du premier cylindre est uniforme, la rotation du second le sera aussi.
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Les deux cylindres pourraient aussi être armés de d même espèce. En effet, traçons dans le plan tangent o aux deux cylindres une ligne quelconque TT', oblique génératrices , puis enroulons librement cette ligne suc< ment sur chaque cylindre; enfin imaginons que chaqi soit armée d'une dent qui soit la surface hélicoïdale d< pable formée par les tangentes aux deux hélices ; en tourner lea deux cylindres d'une quantité telle, que de ments des deux hélicoïdes viennent se rencontrer au point du plan tangent commun P , les génératrices en c commun coïncideront , puisqu'elles seront parallèles à li . ligne TT^ Les plans tangents communs aux surfaces l dales coïncideront aussi, comme étant perpendiculai même plan P, et menés suivant la même droite.
La rotation du deuxième cylindre autour de son ax la rotation du premier, dans un rapport constant.
. Supposons que la rotation ait amené le contact à se fai vaut tt^'^ (p et f étant les rotations correspondantes du prei du deuxième cylindre, R et rieurs rayons , a et (3 les ang la tangente à chaque hélice fait avec le plan de la'base lindre sur lequel elle est tracée , on aura
ce' = r«p tang[i, ^é>'=xR'j/ tanga,
ou
ce' r (p rang ^
Mais on a aussi
bb^ R^ tanga
, ^' P 11, *'y rc' = — ^5 bb' -=: — -\
ces p ces a
de là on tire
ce' cosa
^~~cosp"
' ce
Egalant les deux valeurs du rapport tt> 9 et réduisant, i
^ r sin p
y R sin a
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On voit par là que si Ton choisit ÏT'de manière que cetle ligne fasse le même angle avec les génératrices des deux cy^ lindres, on aura simplement
De sorte que, dans ce cas, les rotations seront en raison in- \^erse des rayons des deux roues.
On voit fonctionner cet engrenage dans une des plates-formes qui servent à tailler les engrenages à la fraise, chez M. Vennin, constructeur de métiers à filer le lin, rue Princesse , à Lille.
GAl4G(»L DU FROTTEM£NT DANS LES ENGRENAGES GONIQUES.
La théorie générale du frotlement dans les engrenages
est une application de la composition des rotations. Soient SO,
SO' (Jig. iSp) les axes des deux roues, OM=R, 0'M = r
les rayons de leurs circonférences primitives, et y l'angle
OMO' compris entre les plans de ces circonférences *, Tangle (f
qui se compte de o à i8o degrés est évidemment le supplément
de Tangle des deux axes. Soit aussi V la vitesse au point M; la
vitesse angulaire de la roue O sera ~ ? celle de la roue O' aura
pour valeur -• Supposons pour fixer les idées que la roue O
tourne de droite à gauche pour un observateur qui aurait Foeil au point 5; la roue O', vue du point s\ tournera en sens inverse. Cela posé, imprimons aux deux roues un mouvement commun de rotation autour de TaxeSO, avec une vitesse an-
gulaire qui soit égale à - et de sens contraire; delà sorte la
roue O sera réduite au repos, tandis que la deuxième roue C
sera animée de deux rotations de même sens - ^ - autour des
axes SO, SO'. Pour composer ces deux rotations en une seule, je porte sur les axes SO, SO' deux longueurs Sa, Sh qui soient respectivement égales aux deux vitesses angulaires ci-dessus j
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en vertu du théorème de la page 24 , la diagonale Se rallélogramine S a&c représentera, en direction , Taxe duquel se fera la rotation résultante, dont la vitesse ai sera égale à cette même diagonale. Je dis maintenant sera dirigée suivant SM. En effet, les triangles nSc, bl nênt
sin^Sc sinaSc
Sa ac
ou rr : - "~
Cl en réduisant
r ûtkbSc
R sin^Sc
D'un autre côté on a, en considérant les triangles rec O'SM, OSM,
0'M = SM.sinMSO',
OM =SM.sinMSO;
de là on lire
r sin MSO'
Mais
par conséquent
R sin MSO '
/ïSf 4-cSi» = 0SM-f-MS0',
«Sc = OSM et cSb = MSO'.
Donc si Ton nomme H la vitesse angulaire résultante, o
V R' r» Rr
Ainsi le mouvement relatif de la roue O'par rapport à h O est le même que si le cône (S, O') roulait sans glisser cône (S, O) avec la vitesse angulaire ci-dessus.
Soient aj3, a'(3' les deux dents en prise (/'g'. i4o) ; la maie commune à Télément superficiel de contact des dents viendra rencontrer, et sera perpendiculaire à la géi trice suivant laquelle les deux cônes se touchent \ mais les dents se poussent à irès-peu près dans le plan tahgei (fig» iSp) ou dans le plan de la figure i4o, on pourra-
prendre Afx pour celle normale. Il résulte de là que la pression normale N enlre deux dénis aura la même valeur qu'au n" 80^ savoir,
sin^
en négligeanl le deuxième terme du dénominateur. Maintenant soit F la résistance au mouvement, estimée suivant la langente au point A, et provenant du frottement entre les dents. Si s est Félément infiniment petit de la circonférence 0^ qui s'applique pendant Tinstant r sur un arc égal de la circonférence O pendant le mouvement effectif du système, le travail élémentaire de la force F sera F5, et ce travail sera égal à celui du frottement N/* qui naît de la pression N. Nommant /? la perpendiculaire A/x, le glissement de la dent a'j3' sur la dent a |3 sera Hpz^el le travail correspondant aura pour valeur Vfû,p r. Egalant ces deux expressions .du travail élémentaire
du frottement, il vient
Remplaçant fî et N par leurs valeurs précédentes, on trouve
Mais donc
"" siiKp V R' r^ R/-
5 = Vt;
(3) Frr^vA + i--^-^
^ ' . sin? V R'^f^ R
COSf
Comme dans la pratique (f diÛère très-peu de go degrés , ou peut supposer sinç = i ; en même temps p diffère très-peu de l'arc S parcouru par le point A, pendant que les deux dents se poussent depuis le point A jusqu'à une position quelconque j on peut donc prendre pour la valeur de F
COS
Rr
Celle formule coïncide avec la formule (8) du n^ 80 quand on
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y fait ç = i8o". On trouve ensuite, comme au numë que le frottement moyen a pour valeur
2 *^ y R5^r» Rr
Si Ton prend S égal au pas de l'engrenage.
27rR 27rr a = ' 'î. o = r-»
dot
ou
par suite la formule (5) devient
2COS (f
nn
Ce qui fait voir que le frottement est d^ autant plus j que les dents sont plus nombreuses.
TRAVAIL ABSORBE PAR LE FROTTEMENT
Si Ton veut avoir le travail dû au frottement moyen (lant le[^parcours d'un arc S, il suffira de multiplier pa deuxième membre de l'équation (5), ce qui donne
« w, I ^ -^. / I I 2 COSq>
. SF=:-P/S»t/- + - — -I.
2 V R' r' Rr
X3 étant le pas de l'engrenage , si l'on fait S =.ct , cette for devient
^^ « y.* / I I 2 ces© ^ F = TT P/d % / - 4 - — J^ '
La formule (6) fait voir que le frottement augmente d 9 = o où il est le plus petit , jusqu'à (f=i So^ où il est le grand. IjC frottement est donc le plus faible dans Veî nage plan in teneur ^ le plus grand dans l'engrenage extérieur.
VINGT-DEUXIÈME LEÇON. — ENGRENAGES CONIQUES
Pour que les formules précédentes soient exactes, il faut supposer que R et r se rapportent au milieu de la longueur de la dent, estimée suivant la génératrice de contact des deux cônes primitifs.
Si Ton veut avoir plus de détails sur le calcul des frottements dans les engrenages, on pourra consulter un Mémoire remarquable de M. Combes, inséré au Journal dç M. Liouville, tome II, page 109, d'où la théorie précédente a éié extraite, du moins à la forme près.
VIKGT-TROISIEME LEÇON. TltANSFORM. DES MOUVE»
TRANSFORMATION DES MOUVEMENTS
CAMES POUR SOULEVER DES MARTEAUX ET DES PILO
87. Quand une roue ne porte que quelques dents, ce prennent le nom de cames. Soit proposé de soulever ui leau ou un foulon OM {fig. 147)» tournant autour d'un
Fig. 1/17.
La ligne Oc pourra être considérée comme le flanc d'une ayant pour rayon Oc = OA \ alors en décrivant une circ< rence O' A tangente à la première , il suffira d'armer celledents ayant pour profils des épicycloïdes \ Tune d'elles A e engendrée par le point A du cercle ABOC roulant sur le c O'. Soît Oc une position voisine de la position la plus él du marteau^ en menant A a perpendiculaire à Or, on a pour cette position, le point de contact de la dent et du mart de sorte.que pour conduire le marteau jusqu'en Oc, la devra glisser sur la partie ca du flanc. Je limite la den décrivant une circonférence du point O' avec .0' a pour ra; On remarquera maintenant que lorsque la dent Ae sera ] venue en na , on aura
arc A /î =1: arc A c ;
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mais comme le marteau lend à retomber, la dent ne l'abandonnera pas encoi'e, vile le soulèvera jusqu'enOM, en agissant par sa pointe qui glissera sur le flanc de a vers c.
Pendant cette période, le mouvement du marteau ne sera pas proportionnel à c«lni de la roue, puisque le flanc ne sera plus poussé par l'épicycloïde. Si du point M, pris pour centre,
11 coupe
eO',
t pour rayon corde Ae, ra la dcni au moment
1 marquera le point ni où si où elle laissera tomber le marteau. Mais dès que le marteau sera tombé, il faut qu'une autre dent vienne le saisir; donc si la chute du giarteau était instantanée, l'arc Km serait l'intervalle entre deux deuls consécutives , pourvu toutefois qu'il fût une partie aliquote de la circonférence. En portant arc. Km sur circonférence O', ou reconnaît qu'il y est contenu cinq lois avec un reste; on pourra donc prendre pour intervalle entre deux dents le cinquième de circonférence O', et donner ainsi cinq dents à la roue. Le petit arc m A' représente ici la roialion de la roue pendant la chute du marteau. On ne trace qu'un seul profil épicycloïdal , Taulrc étant inutile.
Pour calculer l'are ol décrit pendant la chute du marteau , nommons g le centre de gravité de celui-ci , ( le temps de la chute , et f la vitesse de la roue ; le mouvement étant supposé uniforme,
'= yy [■um/-page ■57, foruinlc (6)], par suite
Ajoutant cpl arc h l'arc A/w, il vient X = arcA/« -h a.
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Si Parc X ainsi calculé ëtaît une partie aliquote de la circonférence O', il serait Tespace entre deux dents; mais il n'en sera ainsi que par hasard : alors on divisera circonférence O par l'intervalle ci-dessus, et Ton prendra pour nombre de dents la partie entière du quotient obtenu. On aura de la sorte un intervalle un peu plus grand qu'il n*est nécessaire pour tenir compte de la chute du marteau. Supposons i^ = o°^,o6 (nous prenons une vitesse très-petite , afin qu elle puisse s'adapter à la figure précédente) ; ayant mesuré sur une échelle très-serrée les quantités h , arc A m , et O' A = R, je trouve, par exemple,
A = o",oi69, R=:o"*,o26, A/ii = o"*,0276.
Avec ces données, la formule (a) donne
on a ensuite
atzso^jOoSS, A/iî 4- a=:0,o3ll ,
îîTrR
Il faut donc prendre 5 pour nombre de cames. Alors l'intervalle entre deux dents, consécutives sera o^^joSay.
88. Soit proposé de soulever un pilon P (Jtg* i48) au moyen d'une roue OA tournant autour du centre O. Prolongeant le Fig. 148. côté AC du mentonnet sur lequel
\y la dent doit agir, on pourra re-
garder xy comme étant la directrice d'une crémaillère dont le flanc serait AB*, partant, la dent qui soulèvera le pilon aura pour profil une développante de cercle décrite par le point A de la tangente Ax roulant sur circonférence OA. Soit A a' la course du pilon. La dent A a devant quitter •celui-ci en a'B', elle aura pris alors une position A! a' telle, que arc A A' = A a' j donc si du point O pris pour centre, et avec
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Oa' pour rayon 5 on décrit une circonférence , cette circonférence limitera toutes les cames ; par conséquent si la chute du pilon était instantanée, et si A A' était une partie aliquote de la circonférence OA, l'arc AA' serait Tintervalle entré deux dents. Pour avoir le nombre de cames, on ajoutera à cet arc Tare décrit par la roue pendant la chute du pilon ; on divisera circonférence OA parle résultat obtenu, et Ton prendra la partie entière du quotient pour le nombre de cames ^ de la sorte, dès que le pilon sera tombé , une autre dent viendra bientôt après le soulever.
Soient f^ la vitesse de la roue, t le temps de la chute du pilon ] posant Aa'= A, OA = R, on trouve d'abord, par exemple,
Calculant ensuite le temps de la chute par la formule
on obtient
Prenant pour vitesse de la roue
p = o",o4, on trouve successivement :
i;/=o"*,oo32, /< -hi^/ = o",o346, 2 TrR = 0,2073, 27rR
On devra donc prendre pour le nombre n de cames,
Alors l'intervalle a entre deux dents consécutives aura pour valeur
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Connaissant la course h du pilon ^ le nombre ^ deU la roue doit faire en une minute^ et le nombre n d( quon se propose de lui donnerai on peut calculer le ri celle-^i, de manière quil ny ait pas d'intervalle i chute et V instant oit la came ^viendra saisir le pilon, I on aura pour déterminer R, ^ ^
27rR= n(k -hvt).
Soit Cl) la vitesse angulaire de rotation; la vitesse al^soli point de la circonfërence de la roue sera
RN
par suite, l'équation ci-dessus deviendra d'où l'on tire, en remplaçant <-par sa valeur,
nh
Toutefois le nombre des cames de la roue ne sera j tièrement arbitraire^ attendu que R devant être posi nombre n aura pour limite
Au lieu de faire agir la came sur un mentonnet , on n •FJg' »49' souvent dans la tige du pilon ui
verture [fig* i49) dans laquelle < entrer la came. On évite ainsi le tements dus aux pressions latérale tre les guides ou prisons. On peut mettre un galet dans la tige évic pilon. ~ *
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ALTERNATIFS
89. Entre deux crémaillères parallèles et rendues solidaires d^ une manière quelconque , on fait tourner une roue n'ayant que quelques dents (fig* i5o) 5 cette roue imprimera évidemment au système un mouvement recliligne alternatif, dont la
Fig. i5o. course sera égale à l'arc
de la circonférence primitive occupée par les dents de la roue, lesquelles sont ici des développantes. Si l'on veut qu'il n'y ait pas d'interruption, après chaque course, il faudra prendre la circonférence primitive égale au double de cette course, et mettre des dents sur toute la demi-circonférence. Alors quand la dernière dent aura cessé de pousser d'un côté, la première dent commencera' à être en prise de l'autre.
On a un châssis [fig* i5i) auquel il faut imprimer un mouvement de va-et-vient à l'aide d'une came fixée sur une roue
O ; soient mm! la course du châssis, et m la position initiale du galet supérieur sur lequel doit agir la came. Si nous prenons yy' pour directrice d'une crémaillère, en faisant rouler la tangente my' sur circonférence OA , le point m du galet situé swTyj' engendrera une développante qui sera normale à yj'f quelle que soit la position que la rotation lui fasse prendre; donc elle poussera le galet dans la direction mm' , En même temps le galet îi' s'avancera vers n où il arrivera en même temps que le galet supérieur en m'. Maintenant, si du point O pris pour centre, et avec Om' pour rayon, on décrit un arc de cercle, cet arc de cercle marquera la limite n' de la came, et si Ton donne au châssis une largeur telle que cire. OA = 2 ninîy
thansformàtion des mouvements.
lorsque le point m sera arrivé en m' ^ le point A aura ps une demi «circonférence et sera venu se placer en a ; d'u: côté, comme C n == Bm , la came sera en prisé avec le { au moment même où elle quittera le galet supérieur. Eli sera donc le galet inférieur jusqu'en n\ et ainsi de su plus , le mouvement du châssis sera uniforme si le moui de la roue lui-même est uniforme.
On veut imprimer un mouvement de va-et-vient à la tîj (fig* i5a), en faisant tourner autour du point O une <
en cœur, formée de deux portions triques d'une spirale d'Archimèdc BB^ la distance constante des deux B, B', sur lesquels la courbe doit.§ On sait que dans la spirale d'ArcI la différence de deux rayons vectei la même que la différence de deux rayons vecteurs qui comprennent le angle que les premiers (page 3ao) près cela, pour deux rayons ve Ow, On également inclinés sur B aura
OB — Oyî =Oiw — OB,
d'où l'on tire Mais
2 OB = BB' =0/71-+- On.
On = On\
en vertu de la symétrie de la figure ; donc
Om -f-0/2' = BB'.
D'un autre côté, les angles BO/ra, WOn^ sont égaux; pa : séquent la droite On' est le prolongement de Om; dom
mn'=:BB\
jiinsi toutes les cordes qui passent par le point 0 sont è \ d'où il résulte que, dans toutes ses positions, le cœur i s'interposer entre les deux galets B, B'. Il est évident \ rotation fera exécuter à la tige TT, un mouvement rec
alternatif, et ce mouvement sera uniforme, si le cœur se meut
lui-même d'un mouvement uniforme*, car pour deux rotations
égales, la tige s'avancera de la différence des rayons vecteurs
correspondants. Quant à la course c de la tige, elle aura pour
valeur
c=OA'— OA.
TRACÉ DE L'EXCENTRIQUE EN COEUR
On suppose connues:
I ^. La course c que doit produire l'excentrique ;
a^. La distance constante /des deux galets.
Si Ton admet pour un instant que la courbe soit tracée {fig- *53), on aura »
OA' 4- OA = /, OA' — OA = c, d'où Ton tire
0A'=-(/4-c), OA = -(/-f).
Fig. i53.
|)|.H-t-l-W-l-l-(-|-j.(.jg|.
Par conséquent, si Ton prend AD = c, le point O sera le milieu de A'D. Traçons maintenant une ligne indéfinie, prenons sur cette ligne AA' = /, et portons à la 3uite AD = c; les points A^et A seront les deux sommets de la courbe. Du milieu
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O de Â'D je décris ensuite nue circODférence, puis ceil« circonférence, ainsi que AD, en un même n parties égales, par exemple en 16; cela fait, si du comme centre je décris un arc de cercle avec Oa pot les points où cet arc de cercle i u i coupera les dei vecteurs Oi, apparliendrout à la courbe-, parcillt: points où l'arc de cercle nb^ coupera les deux ra^ teurs O3, feront partie de la courbe, et ainsi de su' ceiitrique en coeur est employé dans la plupart des . filer le Un , pour élever et abaisser le bauc à broches. . entre autres ceux de M, Vennin , constructeur à Lille.
EXCENTRIQUE CIRCULAIRE
Soit O un aTC de rotation (fig- i54)- ^^ monte su
, mais par uo point autre que le ceni ' neau intérieur peut glisser en 1 dans le premier. De la circonfé l'anneau extérieur parlent deux ti£ ■ relie d'une manière quelconque viennent s'articuler, par exenîpie tige d'un piston nip. Considérons ■ trique dans la position AB ; alors 1 est en a, et le piston qu'il dîr position mp. La rotation autour di se faisant dans le sens de la âècb centre a restant loujours à la mi / tance de l'axe O de rotation, le décrira la circonférence arlbc. Q centre a sera parvenu en fl, l'excE "~— ■J.-'"' aura pris la position A"B", et le
sera descendu de la quantité mm' La rotation continuant, le centre mobile arrivera e alors l'excentrique aura pris la position A'B'; en mèni le piston aura parcouru le nouvel espace mm" = course entière du piston sera donc
Ainsi la course j due à r excentrique j est égale au diamètre de la circonférence décrite par son centre. La rotai ion con nuant, le piston remontera, et ainsi de suite.
EXCENTRIQUE SIMPLE
Soient un châssis rectangulaire (fig> 1 55) pouvant tourner autour d'un axe O^, et O un axe de rotation sur lequel est monté
un excentrique circulaire BDEF, dont le centre décrit la circonférence Amn, Lorsque par TefTet du mouvement autour du point O, le centre A de l'excentrique sera venu en m, le rectangle MN M'N', qui est mobile autour du point O', touchera l'excentrique en deux points situés sur la perpendiculaire menée du point m sur O'm, et l'angle AO'm sera l'angle d'écart. Quand le centre A sera parvenu en w, le rectangle touchera le cercle mobile en CC, et l'angle d'écart maximum sera OO'/i ; de l'autre côté de 00', l'écart maximum sera le même.
Le mouvement circulaire alternatif autour de O' peut à son tour être changé en un mouvement rectiligme alternatif. Un excentrique de cette espèce est employé à mouvoir la pompe à air de la machine à vapeur de M. Fiévet, constructeur de machines à vapeur à Esquermes , qui a bien voulu nous laisser visiter son établissement avec les élèves de la Faculté.
PARALLÉLOGRABOIB DE WATT.
90. Considérons un demi-balancier OA {fig. i56) pouvant osciller autour du centre O , et construisons sur OA un parallélogramme articulé. Si nous attachons le point 6 à la tige d'un
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piston assujetti à décrire une droite bb"^ le poînt a , pe
Fig. i56.
h décrira la ligne droite bb'^
mouvement du ba décrira à très -p< une circonférence cle aa^ a". Donc i quement, si Ton ai le point a à déc:
circonférence aa' a passe par les troi tions que. prend le \ a dans les excursi< trêmes et moyenne lancier, en articu point a au centre une bride 0'«, 1<
COURBE A LONGUE INFLEXION
Rigoureusement parlant , le sommet b du parallélog ne parcourt pas une ligne droite , mais bien une cou forme de 8 qu'on nomme courbe à longue inflexion , < une portion diffère peu de la ligne droite. Pour trou mode de génération plus simple que le précédent, meno parallèle à A&, et nous aurons
Om =z Ab =: constante }
donc le point m parcourt une circonférence de cercle. M a aussi
ma z=z'mb — ah ^= OA — Arf = constante :
d'ailleurs le point a décrit également une circonférence la courbe proposée peut aussi être engendrée par un poin droite , dont deux points fixes sont astreints à rester su: circonférences de cercles.
Nous avons construit ci-après [fig 167) la courbe gue inflexion décrite par le point b delà figure précéden
Fig. 167.
i kl — >./
lignes pointillées représentent diverses positions de la droite
mi; on voit que la courbe obtenue n'est scnsible- &/ ment rectiligne que dans
I --. une certaine étendue. De là il suit que dans rétablissement du parallélogramme de Watt, il sera nécessaire de construire cette courbe, afin de ne pas donner à la course du piston une étendue plus grande que la partie rectiligne de la courbe décrite ; sans cela on expose la machine à des ébranlements toujours nuisibles.
Si l'on veut mener une normale à la courbe précédente par un point donné 6, on mènera la génératrice ai, laquelle s'appuie sur les deux circonférences aux points a et w, on tirera les rayons Oa, O'm, et le point de rencontre c de ces rayons sera le centre instantané de rotation de la droite mobile pour la position ab -, par conséquent, en joignant le point c au point b , on aura la normale demandée.
Nous avons construit de la même manière la normale au point b\
Il résulte de la génération de la courbe à longue inflexion, que pour imprimer un mouvement rectiligne à une tige quelconque (du moins dans de certaines limites) , il suffira de l'articuler avec une autre tige, dont deux points fixes seront astreints à rester sur deux circonférences de cercles. Le tracé fera connaître les limites qu*il faudra assigner au mouvement qu'on veut produire
CONSTRUCTION PRATIQUE DU PARALLÉLOGRAMME DE WATT
Soient OA et OA' (fig. i58) les positions extrêmes du balancier, OB sa position moyenne -, sur le milieu Qde la flèche BP
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on élève une perpendiculaire, et l'on prend CC pour c<
piston. Ayant c les parallélogran répondent aux ji extrêmes etmoyi balancier, on fai une circonféreuc trois points a, &, obtenus, et Ton termine le centre point est le poini che de la bride.
On peut ren que la corde de I* décrit Textrémilé lancier est égalt course du piston, car le quadrilatère ACA'C est un pai gramme ayant deux côtés opposés égaux AC , A'C, ( autres parallèles AA', CC. Remarquons maintenant < triangles rectangles ACR, DBQ sont égaux-, en effet poténuse AC du premier est égale à l'hypoténuse deuxième; de plus CR = PQ = BQ. De là il résul AP = CD : mais AP est la moitié de la course du piston aussi CD, et, par suite, DC.
Joignons maintenant le point E au point E^ : la lig divise proportionnellement les côtés OA , OA' ; donc < parallèle à A A', et, par suite, à CC. D'un autre côté, les Ea , E'c sont égales et parallèles , car elles sont respectif égales et parallèles à AC et à A'C; par suite la figure est un parallélogramme , et de là il résulte
EE' = ac :
alors la ligne ac est parallèle à ST, et l'on a
^c = ST, ûS = cT.
Mais les triangles rectangles CaS, CcT sont égaux.
38o VIMGT-TROISiÈlIE LEÇON.
l'hypotéuuse égale et un côté de l'angle droit égal ^ donc
CS = C'T, et, par suite,
CD — CS = C'D — C'T, ou DS = DT.
La ligne bJ) est donc perpendiculaire sur le milieu de la corde ac ^ ce qui prouvé que le centre du cercle abc, ou le point d'attache de la bride, est situé quelque part sur cette ligne. Si
AE = - OA, la ligne EE' sera égale à la demi-course du piston,
ainsi que ac son égale; donc le quadrilatère CDac sera un parallélogramme, et Ton aura
dans ce cas , le point D sera donc le point d'attache de la bride. Le point C n'est pas le seul point du parallélogramme qui parcoure une ligne droite. Pour le faire voir, je joins le point O au point C; et je dis que k point m décrira une ligne parallèle à ce. Je considère une seconde position quelconque OB du balancier, je tire la ligne OD , et l'on aura
En eilet, les triangles semblables OEm, OAC, donnent
E/w AC ,, , ^ AC.OE
—-—=—'5 dOU E/W = ;r- •
OE OA OA
Pour la seconde position du balancier, on a pareillement
F/2 BD „ , ^ BD.OF •:r^ = 3r^» d'où F/î = — rrr; — ; OF OB OB '
par conséquent
Em=:F/i.
La comparaison des mêmes triangles donne encore 0//ï__OE 0/i__OF Om _0n
oc"~()Â' 5d""ôb"' ^°^ OC""ÔD'
ce qui fait voir que la ligne nin divise proportionnellement les
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côtés OC , OD du triangle COD ; donc elle est parallèl< De là il suit que si le point C décrit une ligne droite, \ m décrira aussi une ligne droite parallèle à la premii attache ordinairement au point m la tige du piston pompe à air.
DIMENSIONS DU BALANCIER ET DU PARALLÉLOG|lAMM
Watt adoptait les dimensions suivantes, tant pour le cier que pour le parallélogramme ,
(0 OQ=|c,
d'où
(.) PQ =
ainsi qu'on le verra plus bas (c est la course du piston), il suit que la longueur du balancier est
Enfin Watt assignait au côté AC les limita-
IAC>-r, AC<ic.
Il résulte d'un Mémoire de M. Carbonnelle, inséré da Mémoires de r Académie de Bruxelles (année 1 853 , tome que les dimensions précédentes , auxquelles Watt avait éu duit, sans doute après de longs tâtonnements, assurent h grande étendue possible au mouvement rectiligne de la tî piston , en même temps qu'elles donnent à ce dernier me ment toute la rectitude dont il est susceptible.
CALCUL DE LA LONGUEUR DE LA BRIDE
Posant, pour abréger,
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on a les relations
oS = /cos?, CS = /sinç, am^-c — Islof, Ab = /— /cosy.
On déduit ensuite du triangle rectangle abti.
Mais les triangles rectangles O'bk, abu, étant semblables, donnent à leur tour, par la comparaison des côtés homologues, et en posant 0'i = R,
d'où
/{l — COSf)
î/(l — COSf)
Quant à l'angle 9, il sera donué par la formule
(5) .in, =5!.
Si dans la valeur ci-dessus de R on remplace X* par sa valeur, on trouve, après quelques transformations.
- sin' - f.
Ordinairement l'angle 9> ne dépasse pas ao degrés; par conséquents! ai diffère très-peu de t, ainsi que cela a lieu généralement, on pourra réduire la formule (6) à son premier terme, et prendre
Si l = -b, l'équation citée donne R =: /, ce qui confirme la solution géométrique du problème.
Remarquons maintenant que l'on a
Ôb'= (OQ + PQ)'=Âp'-t-Ôp' = J -H (OQ — PQ)'.
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Développant et réduisant, il vient
Q.PQ = ^^ alors si on prend, comme Walt
PQ = -c.
il vient
PQ =
et
Au moyen de cette valeur de 2i, la formule (5) don suite
(8) d'où
s.nt = 5^,
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DIVERS gbnues de soupapes.
91 . On appelle soupape une pièce mobile qui sert à intercepter momentanément la communication entre les deux parties d un même conduit qu'un liquide doit parcourir.
Parmi les soupapes, on distingue la soupape conique, la soupape sphérique, et le clapet ou soupape plane et à charnière.
Les soupapes conique et sphérîque (Jîg. i Sp et i6o) portent Fig. i5g. un petit cylindre qui glisse dans un cy-
rf^ lindredirecleur.
l'écottlcment du liquide.
Le clapet {fig. i6i) est termine par une petite face plane incHnëe, aâa d'éviter qu'il ne se pose à plat sur l'ouverture du conduit.
Pour comprendre l'utilité de cette Hbposidon, concevons un tube A {_fig. 163) par lequel s'écoule un liquide; si pendant l'écoulement on approche de l'ouverture une petite plaque P qui déborde des deux c&tés, cette plaque sera comme attirée vers l'ouverture du tube; cet effet est dû à la pression atmosphérique, parce qu'il se produit un vide au milieu et vers le bas de la masse en mouvement. De là il suit que si cette plaque P est une soupape, elle tendra à se fermer malgré
DES POMPES
On aommepùton un cylindre de peu de longueur, par une lige qui reçoit le mouvement du mqteur. Ce se meut dans un cylindre plus grand appelé corps de Les pistons des pompes sont formés ordinairement disques méultiques, enire lesquels se trouvent des r de cuir. Cette disposition a pour but de rendre plus ii contact du piston avec le cylindre.
POItPE FOCLAMTE.
I-e corps de pompe de la pompe foulante plonge dai
jusqu à une certaine profondeur {fig. ,63) ; de la pan
Heure de ce corps de pompe se déu
tuyau qu'on nomme tuyau d'ascen
qui est destiné à conduire l'eau à
teur voulue. Une soupape qui s'oi
dehors en dedans esl placée à la pai
férieurede ce corps de pompe. Une
qui s'ouvre du dedans on dehors,
tuée à la naissance du tuyau d'asct
Le piston étant dans la position qu'i
sur la figure, si on l'abaisse, la st
du corps de pompe se ferme ; la se
~~^ du tuyau latéral s'ouvre, et l'eau,
par le piston , pénètre dans le tuyau d'élévation. Un ne coup de pislon produit une nouvelle ascension du lîqui ainsi de suite, jusqu'à ce qu'enfin l'eau s'écoule par !'« itu-e supérieure du conduit.
BrroH* TDANSHis jiii piston.
Nommons a la surface du piston , ci a' celle de l'ouvi du tuyau d'ascension. Q étant la pression que le piston c sur le liquide, cette pression rapportée à l'unité de si
DES POMPCS.
GALGDL DO TBATAIL OttLÉ.
Le travail utile, pour une course desceudante du pist< évidemment le travail de la force variable Q donnée quation (i). Pour obtenir ce travail, nommons z^lai c verticale comprise entre la face inférieure du piston q est au bas de sa course, et le centre de l'ouverture du d'ascension; puis partageons la course c en n parties infiniment petites; s étant Tune de ces parties, on au]
Maintenant si dans la formule (i) nous faisons successi
z=zz^-h c ^ ,
« = a^-+-cr — 2»,
Z =: Zo"\^ c — « f ,
on aura les diverses valeurs de la pression Q, savoir,
Q = ûD(H— z^—c),
Q,= aD(H — Zo — ^ + 2«),
Q„ = flrD(H — z,— - c -h /le).
En même tiîmps , les travaux élémentaires de ces diverses seront
SQ,= aD(H — Zo— <?)e -h aDs% SQ,= flrD(H — Zo — c)s-f-2aD«S
SQ„ = ûD(H--Zo— c)s-f- w^Ds».
Ajoutant ces éiçalités membre à membre, la somme expri le travail utile cherché*, ce qui donne
T«=aD(H — Zo— <?)(»-+-« + •• -+-0 -i-«Ds'(H> 2-+- 3 -f-. ..-h «),
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OU, ce qui revient au même,
Ta= flD(H -~z, — c)(/i H-i)c-h-ûDe»(i-t-/i)/i;
faisant passer le facteur e entre les parenthèses, il vient
Négligeant les termes affectés du facteur 6 qui sont infiniment petits , ou , ce qui revient au même, faisant e = o , afin d'introduire dans la formule la loi de continuité, on obtient enfin
(3) T„==ûDc (h — ». — ic
Relativement au travail moteur, il se détermine, dans chaque cas particulier, d'après la nature et le mode d'action de la force motrice. Quand il s'agit de petites pompes mues par des moteurs animés, on estime qu'il est à peu près égal à une fois et demie le travail utile. Si les résistances sont nombreuses , ainsi que les coudes et les tuyaux, on le fait égal à deux fois le travail utile. Comme, dans le travail des pompes , on ne peut déterminer exactement tous les frottements , on se contente dans la pratique de ces évaluations.
Toutefois le travail moteur peut s'obtenir approximativement de la manière suivante : Si pour une course du piston l'on nomme T^ le travail dû aux frottements de l'eau contre les parois des conduits supposés partout de même diamètre, et T/ le travail absorbé par les frottements ordinaires, on aura
T« = T„-hT.-f-T/.
Mais, d'après M., de Prony, le frottement F d un élément cylindrique de liquide d'une longueur s a pour valeur
oo g \ 6o
en désignant par e le périmètre intérieur du tuyau, et par u la vitesse moyenne de l'eau par minute. Or, chaque coup de pistou
DES POMPES
fait avancer Teau dans les conduits d'une certaine qus par conséquent, la somme des travaux élémentaires d F pour tout le développement X de la colonne liqjiid
bo g \ oo
Soit a' la section du tuyau ^ on a évidemment, eu su qu'il n'y ait pas de fuites,
donc
ac=a^c', d*oti c'=—^c;
^ 1 D e\fic I ô
bo g a
Soient p le rayon du conduit, et N le nombre de ( courses par minute, on a les relations
s = 7rp, «' == 7rp% u =z
TTj
par suite,
N D a'cU / B Nflc
1^=2: — la'
60 g Ttf
60 Trp'
Substituant celte valeur dans celle de T,^, il vient
N D fl'cU
bo g TTp^
Tel est le travail relatif à une course du piston.
S'il y avait plusieurs systèmes de conduits n'ayant pa le même diamètre , chaque système de même rayon introd au deuxième membre de la formule précédente un term< logue à celui qui accompagne T„^ par conséquent, pou pompe quelconque 5 le travail moteur développé en un< nute aura pour valeur
00 g it f\ bo Trp' /
T„ ctT^étant maintenant le travail utile, et le travail des tements ordinaires en une minute, et le signe Z s'étend
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loiis les systèmes de tuyaux. Si daos cette formule od remplace Nue par sa valeur S, on obtient enfin
{3 bis)
HTr.
Le terme T^, ou du moins sa limite, se calculera , dans chaque cas particulier, d'après les dispositions du mécanisme et ta nature de la force motrice.
Quant aux coefficients a , |3 ils ont pour valeurs, a =; 0,000170, p ^ 0,0034 1 6- On peut remarquer que le travail absorbé par les frottements de l'eau croît très -rapidement avec S. Il croit aussi très-rapidement à mesure que p diminue.
Si l'on prend, par exemple,
S = o-s I , i = 4*, p = o-,o3 , on trouve
T, = 16*", en une minute.
CALCUL D'UNE POHPB ÉTABLIE
Supposons que le piston de la pompe dont il s'agit s'articule t'ig. itîi). avec une manivelle coudée mise
en mcyivement par la main d'un homme {Jîg- i64)- Nommant T„ le travail utile développé en une minute , ce travail aura pour valeur
T„= NflcD H — ï.
T„ étant aussi le travail développé par le moteur pendant c intervalle de temps, le rendement delà pompe sera
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Soient R le rayon de la circonférence que décrit la moteur, et V la vitesse par seconde, ct) étant la vitesse a de rotation, on aura
Rw = V, d'où w — —
Mais
donc on trouve
ir R
Enfin le débit par minute , et en supposant qu'il ny a fuites, sera donné par Téquation (2).
Supposons, par exemple,
Il résulte du tableau de la page 44 qu'un manœuvre sur une manivelle avec une vitesse de o^^yS par secon< en une minute, 36o kilogrammètres^ on aura donc
Alors Téquation (5) combinée avec Péquation (6) doni
Mais pour obtenir ce rendement, il faut faire mouvoir h avec un nombre de tours par minute donné par la form de laquelle on lire
Après cela on trouve, par la formule (2),
fl = 0™*I,0I,
d'où
Les valeurs précédentes de ~ et de r ne doivent êtr dées que comme approchées , attendu que Ton a suppc
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absence de fui les. Si l'on mesure directement le rayon r du corps de pompe, la diflerence des deux membres de l'équation (2) donnera la quantité d^eau perdue par minute.
CALCUL D DRE POMPE A ÉTABUB
Supposons quon veuille établir une pompe qui puisse élevfcr à la hauteur H , S mètres cubes d^eau par minute.
Le mécanisme étant celui de Texemple précédent, Téquati'on (6) fera connaître N ouR , suivant que Von se donnera R
ou N. Retranchant -s du volume engendré par le piston en une
minute, Téquation (2) deviendra
(7) |ûrN = S,
et cellcH'i servira à déterminer a ou c suivant que Ton se donnera à volonté c ou a. Enfin le travail utile, en une minute, s^obtieudra par la formule (4)- En multipliant le ré-
sultat trouvé par -9 on aura pour le travail moteur une valeur
qui sera généralement suffisante pour entreleniivle mouvement régulier de la pompe.
Supposons, par exemple,
H ^2'", S = o"'%i, r = o",b577 <^" a = o"*i,oi, R == o™,2387, z, = o'",o3 , V = o'",75.
On déduit d'abord de la formule (6)
L'équation (7) donne ensuite
On tire de Féqualion (4) combinée avec Téquation (7)
Tu=: 220*^" environ.
Enfin si Ton multiplie le nombre ci-dessus par -> on aura à
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peu près la quantité de travail moteur qu'il faudra <
pour entretenir le mouvement de la pompe. On trou
sorte
Si l'on remarque maintenant que le travail dévelc Thomme sur une manivelle tournant avec une vitesse ç par seconde ,' s^ élève à 36o kilomètres en i minute, on dura qu'un seul homme pourra manœuvrer la pompe éléments viennent d'être calculés.
POMPE ASPIRANTE
93.. Proposons-nous de calculer le nombre de d piston nécessaires pour élev^er Veau jusquà la naissi corps de pompe.
Soient a la section intérieure du corps de pompe (/Ï£
a' celle du tuyau d'aspiration , et supposons que l'eau s
Fig. i65. à la hauteur hh' = z^ comptée du
dans le réservoir. Si nous abaissoni ton Jusqu'au bas de sa course , rair au-dessous sera comprimé. En v< son élasticité, il fermera la soup ouvrira la soupape S', passera au du piston , et de là dans l'atmospht relevant le piston , l'air du tuyau ration ouvrira la soupape S et se ré dans le corps de pompe pour ren vide laissé par le piston. En mèm< l'élasticité de l'air diminuera dans 1 d'aspiration. Alors la pression de sphère dans le réservoir devenant ] déranle, fera monter la colonne jusqu'à une nouvelle 1 h"^ et. ainsi de suite. Une fois que l'eau sera parvenue •corps de pompe, le piston jouera dans l'eau, celle-ci la soupape S', passera an-dessus du piston, pour s'écoul tôt par le tuyau de décharge E'.
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Reprenons la question que nous avons en vue.
Le piston ayant été abaissé jus({a'au bas de sa course, puis relevé , Feau s^est élevée de A' jusqu*à une certaine hauteur h" quMl s'agit de déterminer. Pour cela, posons
et soit H la hauteur de la colonne d'eau capable de faire équilibre à la pression atmosphérique (H = io'",4^). D'abord, quand Teau est en h\ le piston étant abaissé, le poids de la colonne liquide h^h^ plus la pression de Tair situé au-dessus de h\ feront équilibre i la pression atmosphérique, et Ton aura , en nommant zj cette pression rapportée à l'unité de surface, et D le poids de l'eau sous l'unité de volume,
va' -h a'Dtzzza^HDi d'où l'on tire
Posons maintenant
Quand le piston sera arrivé en P, la masse d*air située de c en h' occupera un volume égal à
ai -^ a'(X — x).
Donc si Ton nomme vf' la nouvelle élasticité de l'air, on aura, d'après la loi de Mariotte ,
^i^ SSII mmmmm^m'^i^mm^^m^'^m^^^^^^m^ A
cr ai -^a* (>. — x) de là on lire , en ayant égard à l'équation (i) ,
Mais quand le piston s'est arrêté en P et l'eau en A'^ la soupape S est retombée par son propre poids; donc l'élasticité de l'air compris depuis h^' jusqu'en C fait aussi équilibre à la pression atmosphérique à l'aide de la colonne liquide h" h',
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par CiinséquenL u' aura aussi pour valeur
(3) cj' = D(H — or).
Egalant les valeurs (a) et (3) de tj', on a
laquelle , élaut développée , devient
Résolvant cette équation, on trouve
Développant le carré sous le radical, et réduisant j il v
Ajoutant et retranchant sous le radical le terme 4 HX, on après réductions faites ,
Remarquons maintenant que la racine x' qui répond 4- est telle, qu'on a
en prenant -+- ou — suivant que H > A Si l'on prend le signe -f- , on a
^/ouH<;
donc la racine x' doit être rejetée. Si l'on prend le signe — , Tinégalité ci*dessus devient
et à fortiori
Donc on devra, dans tous les cas, prendre pour unique racine
Telle est la formule qu'il s'agissait d'obtenir.
Eu y faisant z = o , on aura la hauteur à laquelle l'eau s'élèvera au premier coup de piston (aller et venir) \ on trouvera ainsi
On fera dans (5), z = Xx^ et l'on aura la nouvelle hauleur
à laquelle le deuxième coup de pistou fera monter le liquide. On continuera ce calcul jusqu'à ce qu'on trouve a:>>X. On connaîtra de la sorte le liombre de doubles courses nécessaires pour faire arriver l'eau dans le corps de pompe.
DE QUELLE QUANTITÉ FAUT-IL FAIRE DESGENDRE LE PISTON POUR QU'IL NE SORTE PAS D AIR DU CORPS DE POMPE?
La soupape S étant fermée, et Teau étant à une hauteur quelconque ^'dans le tuyau d'aspiration , si Ton fait descendre le piston P, il comprimera l'air situé au-dessous de lui, et ce ne sera que lorsque cet air aura acquis une élasticité égale à celle de l'jiir extérieur que la soupape S' sera sur le point de s'ouvrir. Pour trouver cette limite aj3, posons toujours hh' = z, et remarquons que l'élasticité de l'air répandu dans le corps de pompe et le tuyau d'aspiration avant l'abaissement
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du piston , avait pour élasticité
Mais Fair qui occupe Tespace EP, et dont Télasticité leur ci-dessus , a un volume égal à al après Tabaisseï piston, cette même masse d'aîr prend un volume égal i par suite son élasticité u' sera donnée par Féquation
d'où Ton tire
Or la pression atmosphérique, à laquelle ci' doit être < aussi pour valeur
w' = HD ; par conséquent
(6) H = iii^,
d'où
Ea=r
On voit que la valeur de Ea sera d'autant plus petite, hauteur z du liquide dans le tuyau d'aspiratiou sei même plus grande.
Il résulte de là que pour assurer la prompte arr Veau dans le corps de pompe, il faut y dans 'tes p^ instants de la manœuvre, faire descendre le piston ji bas de sa course,
RÉSISTANCE QU'IL FAUT VAINCRE POUR FAIRE MONTER LE
Supposons Teau en h' y et le piston en P dans sa cours tante.
Le dessus du piston supporte la pression atmosphérit
DflH.
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Le dessous du pision' reçoit aussi, de bas en haut, la pression atmosphérique, diminuée de la. pression due à la colonne d'eau h' h. Cette pression a donc pour valeur
D<iH — Daî = Da(H — s);
retranchant cette pression de la prëcédente, il reste pour la pression k vaincre afin de soulever le piston
Donc la résistance à vaincre est égale au poids d'une colonne d'eau qui aurait pour base la tête du piston , et pour hauteur, la hauteur de l'eau au-dessus du niveau dans le réseivoir. Supposons maintenant ijue l'eau soit arrivée au-dessus du ^ piston , jusqu'à la hauteur P|3' =jk- La pression supportée par le dessus du pistou sera , en nommant e son épaisseur,
AD(H+r-')-
Mais la pression qui s'exerce en sens contraire, et au même niveau , a pour valeur
aO {H — /— i — ,);
donc on a [xt«r la pression à vaincre
ce qui montre que dans tous les cas, la résistance t/uon doit soulever a pour mesure le poids d'une colonne de liquide qui aurait pour base la tête du piston , et pour hauteur, la hauteur de l'eau au-dessus du niveau dans le réservoir.
Supposons le régime de la pompe établi , et propose ns-nons d'obtenir le travail utile ; h étant la hauteur verticale du point E an-dessus du niveau dans le réservoir, la résistance utile a
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pour valeur
(7) q = ahD.
Donc le travail utile pour une double course du pislo
(8) T„ = ârcAD.
DÉBIT THÉORIQUE
N étant le nombre de coups de piston ou de doubles par minute , le débit en mètres cubes et relatif à cet ir de temps aura pour valeur, s'il n'y a pas de fuites,
(9) S = «rcN.
Pour une pompe établie, on pourra mesurer S, /? , c, quantité d'eau perdue par minute sera
(10) A = /7cN — S.
La pompe a^spirante donne lieu aux mêmes problème! pompe foulante.
POMPE ASPIRANTE ET FOULANTE
94. La pompe aspirante et foulante (fig* 166) ne 1 Fig. 166. de ]a pompe simplement foulai (
parce qu'elle est munie d'un tuy; 1 pi ration. Une fois Teau arrivée corps de pompe, chaque course dante du piston foule l'eau dans 1 d'ascension, tandis que chfique coi cendante la fait affluer dans le c« pompe.
TRAVAIL UTILE
Nommons X la hauteur verticale du tuyau d'aspiratio hauteur verticale du tuyau d'ascension comptée du cei Touverture latérale, c la course du piston, et z, r©, les quantités que dans la pompe foulante. Enfin désignons la distance verticale du centre de l'ouverture du luya
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cension au bas du coi^s de pompe. La résistance à vaincre pour soulever le piston aura pour valeur ('vo/r page 398)
(1) Q = aD(X-h3. -+-2).
On trouve ensuite, pour le travail utile, en procédant comme à la page 387, . .
Mais le travail utile relatif à une course descendante du piston est exprimé par la formule (3) de la page 388, savoir :
(3) 5;=:flDc{H-2o--c);
dm
donc, pour une double course , le travail utile sera
^« H- ^'ti = Tu , ou
(4) • T„=«rD(>-f-HH-z'J.
Nommons H' la distance verticale qui sépare le niveau de Teau dans le réservoir, de l'ouverture supérieure du tuyau d'ascension*, on aura
et par suite
(5) Ta = «rDH':
ce qui fait voir que malgré la résistance ^variable qui s^ exerce dans le corps de pompe y soit quon élèi^e le piston , soit qu'on l'abaisse ^•le trav^ail utile est égal au trai^ail nécessaire pour èlev^er à la hauteur H', un volume d'eau égal à celui du corps de pompe.
Quant au débit, il s^obtiendra comme précédemment.
POMPE A INCENDIE
La pompe à incendie {fig* 167 ) se compose de deux pompes foulantes disposées dans une caisse qui sert de réservoir 5 cette
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caisse est porfàlîve,' ou montée sur dés roues. X)ii <
Fig. 167.
l'eau dans la caisse en rappprtant à bras d'hommes seaux. Les deux pistons sont mis en mouvement par i monté sur une espèce de dôme qui forme à Tinlérieur 1 voir d'air. Le jeu de la pompe refoule l'eau dans ce ré de là elle s'échappe par un tuyau de cuir vissé sur lure A. L'air du réservoir étant comprimé par l'eau foulent les pistons, entretient la continuité du jet, en effort pour se détendre.
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POMPE DE DELAHIRE.
95. La pompe de Delahire {fig» i68) est une pompe aspirante et foulante à double effet ^ la figure ci-contre en représente les parties essentielles. Considérons le piston dans sa Fig. i68. course descendante ; Teau foulée par le
piston ouvre la soupape a et ferme les soupapes bj b' placées aux extrémités de la même diagonale \ en même temps il se fait un vide au-dessus du piston, lequel est immédiatement rempli par le liquide afEluan du réservoir. Quand le piston remonte, les soupapes b et // s'ouvrent, tandis que les soupapes a, a' se ferment; le piston, dans sa course ascendante , refoule donc une nouvelle quantité d'eau dans le tuyau d'ascension •, pendant ce temps, Tcau du réservoir arrive dans le bas du corps de pompe, et ainsi de suite.
EFFORT TRANSMIS AU PISTOR
Soient!] la hauteur verticale du tuyau d'ascension comptée du centre de Touverlure inférieure a, et X la hauteur analogue du tuyau d'aspiration relative à la même origine. Nommons aussi z la distance verticale comprise entre le point a et la face inférieure du piston considéré dans une position quelconque; enfin désignons aussi par u la pression de l'atmosphère rapportée à Tunité de surface. D étant toujours le poids de l'eau sous l'unité de voluipe, et Q l'effort transmis au piston parle moteur, la force totale qui le sollicite à descendre sera, en nom-
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mant e son épaisseur,
Q -f- n tj — tf D (> -H ^ -h t).
D'un autre côté, la force qui s'oppose au mouvement a pour valeur
ûoH-flD(H — «); donc • ,
Q-f-acT — aD(X-hz-4- g) = aw -h tfD(H — 2);
d'où Ton tîre
Si l'on considère le piston dans sa course ascendante, la force qui le sollicite sera
QH-acx — tfD (X-4-2).
Mais l'effort contraire est égal à
donc Q se déterminera par l'équation
Q H-ûCT — flD(> -hâ) = flCT 4-ûD (H — -z — «), de laquelle on tire
Ainsi, dans chaque cas, Teffort transmis au piston est une quantité constante.
TRAVAIL UTILE
En vertu de Téquation (i) , le travail utile effectué pendant une course descendante a pour valeur, en nommant toujours c la course du piston ,
(3) S.= flDC(HH->-h4).
L'équation (2) donne également pour le travail utile relatif à une course ascendante ,
(4) e^;=aDC(H-t->-f).
Ajoutant les équations (3) et (4)9 on trouve pour le travail
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Utile relalif-à une double course ,
T„=2aDC(H + i).
Fig, .«9.
POMPE DE BRAHAH.
96. La pompe dont les parties essentielles sont représentées daus \z Jig. 169 est due à Bramah, mécanicien anglais, qui vivait au commencement de ce siècle. Elle se distingue de la pompe de Dclahire, surtout par le piston qui est ici remplacé par une lame rectangulaire, laquelle se meut dans un corps de pompe horizontal consistant en un demi-cylindre.
La lame OA reçoit du moteur un mouvement circulaire alternatif qu'elle accomplit en froitant à la fois contre les deux bases , et la surface cylindiique du corps de pompe. Quand le piston OA se meut vers OC, il refoule l'eau dans le tuyau d'ascension en faisant ouvrir la sOupape ft, et fermer celle du conduit c\ pendant ce temps, l'eau arrive dans le corps de pompe par le tuyau de gaucbe. Lorsque le piston retourne vers OB, les mêmes choses se passent, mais en sens inverse; et ainsi de suite.
BFTOKT VUHSMIS AD PISTOH.
Soient Q cet effort, a l'aire de la lace du piston qui foule l'eau, et TS la pression atmosphérique rapportée à l'unité de surface; m et nétant les centres de gravité des deux faces de OA, la prèssion que le liquide exerce sur la face gauche sera {voir page 70) aDz, en désignant par z l'abaissement du point m au-dessous deBC.
Maintenant, si l'on nomme "k la hauteur de BC au-dessus du niveau de l'eau dans le réservoir, la pression due à l'atmosphère aura pour valeur
au — <iDl;
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par conséquent la pression totale qui agit sur la fa du piston sera équivalente à ^
Soit aussi H la hauteur verticale du tuyau d'ascension de 6C ; la pression exercée sur la face droite du piste
z' étant rabaissement du point n au-dessous de BC. I dant r écoulement régulier du liquide , on aura
Q-f flcr-f- «Dz — aDÀ = «ct4- rtD(H -4- 2'),
de laquelle on tire
Q = flD (H -f- X -H z' — s).
En négligeant la très-petite différence s' — Zy il vient ment
(i) Q = aD(H4-X).
Ce qui fait voir que Y effort Q est constant , comme pompe de Delahire.
TRAVAIL UTILE
Le piston n'étant soumis qu'à des pressions élém constantes, à cause que les pressions dues à la pesantei quide renfermé dans le corps de pompe se détruisent , à à très-peu près, il en résulte que la force Q est appli centre de a. Donc si l'on nomme R le rayon du < pompe , et si l'on suppose que le piston puisse décrire demi -circonférence, le travail utile relatif à une cours ton sera
{2) Ta=:i7raDR(H4->).
On peut remarquer que le coefficient de H 4- ^ est poids de l'eau que chaque coup de piston foule dans d'ascension. Quant au travail moteur T„,, il se déi
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dam .chaque cas , d'après la nature et le mode d'action de la
T force motrice. En divisant -^ 9 on aura ensuite le rendement.
PRESSE HYDRAULIQUE
97. La presse hydraulique (Jig, 170) consiste en une pompe aspirante et foulante dont le cylindre A est très-étroit. Ce cy-
Fig. 170. ^ lindre communique avec
mMmm{{««f<fi'ffmw(m un deuxième corps de
pompe B appelé caisse, et d'un grand diamètre relativement au premier.
Les conduits étant supposés pleins d'eau, on exerce une pression dans le petit corps de pompe à l'aide d'un piston m& par un levier L ; la pression produite se transmet, par l'intermédiaire du liquide, jusque dans la caisse , et , par suite , sur un piston plein qui vient b.utter contre un obstacle fixe. Sur le conduit qui joint les deux corps de pompes , on dispose une soupape conique a dite de sûreté, et qu'un levier L', charge d'un poids Q, tient fermée , tant que la pression intérieure ne dépasse pas une certaine limite. Du moment où la limite de pression est atteinte, la soupape a sWvre, et laisse échapper le liquide. La figure ci-après représente te piston dans sa course descendante. Quant au jeu des soupapes, il est le même que dans les autres pompes,
PRBSSlOn TRANSHISB AU PISTON DE LA CAISSE.
Soient a l'aire du petit piston , a Taire du grand, C7 la pression exercée dans le petit corps de pompe, xz' celle que reçoit le piston de la caisse. La pression rapportée a l'unité de surface sera, dans les deux corps de pompe,
- et -:.
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MaiS) en vertu du principe d'égalitéde pression^ ces deux près-sions sont égales ^ donc
ta' m ,. . . fl'
(1) —.==-, d*OÙ ir'rr — ct.
Soit aussi a Taire de la soupape de sûreté qui plonge dans le conduit ; la pression p qu'elle reçoit de bas en haut aura pour valeur
(2) /?=-BJ,
Soit E la limite de Teffort qu'on veut exercer sur le piston de la caisse, xs^ et p^ étant les pressions correspondantes dans le petit corps de pompe, et sur la soupape de sûreté, on aura
E = — C7,, /?,=:- cj,; a a
de là on tire
Mais à ce moment la soupape de sûreté doit être sur le point de s'ouvrir^ donc on aura, en désignant par q el s les bras de levier des forces Q et ^i ,
de là on tire, en remplaçant p^ par sa valeur (3) ,
Ayant choisi le rapport - des deux bras de levier, cette formule fera connaître ensuite la charge Q qui laissera ouvrir la soupape de sûreté, lorsque la limite de pression sera atteinte. Supposons , par exemple ,
CT = I oo^, a =s o"*i,o I , fl' = o"*i,8 ; on trouve , par la formule (i),
o' = 8ooo^.
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duppo8oii9 "^jytc' rcs" toy auTÇ' soient' tels •,' cj n ou* ' ne 'puisse , rsaiw craindre une rupture, transmettre au piston de la caisse une pression supérieure à loooo kilogrammes. On aura^ dans ce
cas
E= loooo^. >
Alors, si Ton prend
a = o"i,ooo5, - = 7;î
la formule (4) donnera
Q = aS5
pour la charge du levier de la soupape de sûreté.
BÉLIER HYDRAULIQUE
98. Le bélier "hydraulique a été imaginé en 1796 par Montgolfier, l'inventeur des aérostats. Il consiste essentiellement en un tuyau TT' (fig» 171) légèrement incliné dans le sens du
PI mouvement de F eau. Ce
tuyau reçoit, par son orifice A , l'eau d'une chute ; à l'extrémité T' est une soupape a qui s'ouvre du dehors au dedans ; enfin du tuyau TT' se détache un conduit bt fermé à sa partie inférieure par une soupape s'ouvrant de bas en haut. Le cylindre TT' se nomme corps du bélier; on nomme tête du bélier la partie de ce cylindre où sont les deux soupapes a, b.
JEU DU BÉLIER
L'eau s'introduit dans le cylindre TT' avec une vitesse plus ou moins grande suivant la hauteur de la chute; au moment où elle atteint la soupape a, celle-ci se ferme. Mais aussitôt les parois du bélier réagissent sur le liquide qui est repoussé vers sa source 5 alors la soupape b s'ouvre brusquement, et Tcau
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s'îhtrodwil 3àfîs M'tuyau'flrascênslon.Bii.igéine tempsil fle.&ît un .vide au .point a qui permet à la soupape de s'ouvrir; alors une certaine quantité de liquide sort du myau. Bientôt après l'eau reprend son mouvement , et les mêmes phénomènes sO reproduisent. On dit qu'il y a cpupdebérier chaque fois que la soupape du tuyau d'ascension s'ouvre brusquement.
DtTAtLs DB conSiRCcnoR AllftpteB pAb HohlGOLriEn. La tête duLélier {fig- 172) a un diamètre plus grand que celui du corps. Les soupapes sont des boules sphériques en Fig. 171. fonte ou en fer creux, qui s'ap-
n puicnt sur les deux orifices atxb^
B lesquels sont garnis de cuir afîn
1 d'amortir les chocs. Ces boules sont
P] f\\ retenues dans des muselières qui les
^y^5| ,ra,-!r^ empêchent de trop s'éloigner. L'o- '"CtïÎP IS?^ rifice a n'est pas placé à l'extrémité _, _^^^|-^.^^g] T' du cylindre TT', mais un peu '^ ^ au-dessus. L'orifice & communique
avec une cloche pleine d'air par un ajutage dans lequel se meut la boule servant de soupape; quant au tuyau d'ascension, il s'ouvre tjans le réservoir d'air. Lorsque par le jeu du bélier l'eau s'introduit brusquement dans le réservoir A, l'air s'y trouve comprimé; cet air, en faisant effort pour se détendre, entretient la continuité du jci pendant que la soupape h se trouve fermée. Au-dessous de la cloche, ïl y a dans le bélier m4me en a et j3 une petite couche d'air qu'on appelle matelas d'air, et qui facilite le jeu delà machine. Mais comme l'eau en sortant du réservoir A emporte à chaque fois une certaine quantité de l'air qui s'y trouve, on renouvelle celui-ci a l'aide d'un tube b'c muni d'une soupape qui s'ouvre du dehors en dedans. Après chaque coup.de bélier, la soupape b retombe sur l'ouverture du conduit, et il se produit une réaction qui fait retourner l'eau vers sa source; alors il se fait un vide momcniané vers la tète du bélier, qui provoque l'cntrcc d'une certaine quantité d'air extérieur. Cet air est ensuite entraîné
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dans le réservoir A par Teau qu'emmène le coup de bélier suivant.
La soupape a s'appelle soupape d^ écoulement^ la soupape b, soupape d'* arrêt.
BÉLIER DE SENLIS
Les résultats suivants, relatifs au bélier de Senlis, ont été obtenus par l'expérience :
La longueur du bélier = 8".
Le diamètre = o™,2o3.
La hauteur de chute = 0^,979.
Le débit de la source par minute . . = 1987^'^
L^eau est élevée à = 4*»55. •
Le débit du bélier par minute ..... = 269^'^.
Nommant comme toujours T„ le travail utile, T„» le travail moteur, c«i aura , par minute ,
Tu = 269 X 4» 55 = 1 224^'», T«= 1987X0,979 = 1945'"^,
et pour le rendement
r^ = — -rp = environ.
D^autres béliers, construits avec d'autres dimensions, et fonctionnant sous d'autre^ chutes, ont donné, à très-peu près, le même rendement.
MACHINES A COLONNE D EAU
99. On nomme machines à colonne d^eau, celles dans les^ quelles un piston est mis en mouv^ement par un courant d'eau qui descend d^une assez grande hauteur.
Soit A {/ig. 173) un corps de pompe dans lequel se meut un piston P, et supposons ce corps de pompe A mis en communication avec un réservoir supérieur R par un conduit UV;
DES l>OM^ES.
soient aussi U et S deux robinets placés à l'entrée et à Fig. 173. du corps de pompe.
oUvre le robinet y, < ferme le robinet S, la source entrera.^ corps de pompe et p le piston de bas ei Quand celui-ci sera au point le plus hau course, on fermera 1 net U, et l'on ouvrir binet S 5 alors l'eau du corps de pompe, et le piston descendra par son poids augmenté de celui du tirant T. Le piston étant au point le plus bas de sa course, on fermera de nou robinets, on ouvrira le robinet U, et le piston exécute nouvelle course ascendante , et ainsi de suite. Ce mou de va-et-vient est ensuite utilisé, soit pour faire mouvi pompe, soit pour faire tourner une manivelle. Tel est 1 cipe des machines à colonne d'eau.
La machine qui précède est.à simple effet 5 les mach: ce genre à double effet sont moins usitées. On a reconi les tiges ou tirants des pistons résistent plus longtemps, ils ne servent , comme dans la machine à simple effet exercer une traction au lieu d'une pression qui est ic faible. Mais l'avantage le plus caractéristique résulte de le cylindre, étant ouvert à aà partie supérieure ^ peut se n( et se réparer facilement.
Les machines à colonne d'eau ont reçu des applicatioi portantes. En 1808, M. de Reichenbach, célèbre ing« bavarois , établit une machine de ce genre destinée à élé^ eaux salées de Reichenhall à une hauteur de io35 mètres un développement de tuyaux de 109 kilomètres (27 li< traversant un terrain montueux très-accidenté.
La première machine de ce genre qui ait été étab France est due à M. Juncker, ingénieur des mines ^ elle
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.construite -pour répuîsement des-eauA de la mine d'Huelgoat (Finistère). Nous en donnons ci-après une description sommaire. ...'%,'.'.... ... . . • • •
DESGRIPI^ION aOMMMRE D^ Lfi MACHINE D'HUELGOAT.
La machine à colonne d*eaud*Huelgoat se compose {fig^ ^"74)-
1°. D'mi'Corps de pompe A A' dans lequel se- meut le piston
Fig; 174. • • • •' • •' : • . • :.
moteur p. Celui-ci porte une lige ou tirant TP, laquelle fait mouvoir le piston d'une pompe foulante de bas en haut.
2°, D'un deuxième corps de pompe HF d'un diamètre plus petit. La partie supérieure CF'du cylindre est d'un diamètre un peu plus grand que celui dé la partie inférieure BU. Dans ce corps de pompe se meuvent deux pistons p, p^ reliés entre eux par une tige ppi de longueur invariable; le piston supérieur pi s'appelle piston d'aide ou piston auxiliaire^ le deuxième, piston régulateur. Le cylindre EF communique avec A A' par un conduit AB et avec la source par un tuyau DE.
3^. Enfin, à côté de ce dernier corps de pompe s'en trouve un troisième d'un plus petit diamètre, et communiquant avec
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HF par deux conduits ou^ xq^ venant s'ouvrir, Tun au-dessous du cylindre px^ lequel uc peut jamais descendre plus bas que Touverture o , Tautre au-dessus du même piston, lequel ne peut jamais dépasser l'ouverture x \ le tuyau ou porte un ro* binet placé à son extrémité supérieure; un robinets est placé à la partie inférieure du cylindre uî^rs. Enfiadeux pistons d'un égal diamètre et reliés par une tige de longueur invariable se meuvent dans le petit corps de pompe. Dans leur mouvement alternatif, ces deux pistons passent successivement au-dessus et au-dessous des ouvertures u et q. Le tirant aq est mû par un balancier à contre-poids, tournant autour du point O. Ce tirant est porté par une verge bc avec laquelle il s'articule; celle-ci s'articule à son tour avec le balancier et avec un rayon O'c mobile autour d'un point fixe O^ On sait que dans ce cas chaque point de la ligne bc décrit à très-peu près une ligne droite [voir page 378).
JEU DB LA' MACHINE
Les pistons étant dans la position que leur assigne la figure , l'eau de la source arrive par le canal EDC , s^introduit sous le piston P et le soulève. Les pistons p^^pi ayantfles surfaces inégales, reçoivent des pressions inégales de la part du liquide et sont soulevés.
Dans sa course ascendante, le piston /7i entraine l'eau qui est au-dessus de lui , et celle-ci se rend, par le conduit xq^ audessous du piston inférieur dans le petit corps de pompe s%^\ de là elle s'écoule au dehors. On remarque aussi que, pendant le mouvement ascendant des pistons, une certaine quantité d'eau qu'on règle à volonté à l'aide du robinet u, se rend par le canal ou entre les deux pistons du petit corps de pompe. Mais, lorsque dans sa course ascendante le piston p a commencé de dépasser le bord inférieur B du conduit BA , l'eau du corps de pompe A A' trouvant une issue, s'écoule au dehors par le canal HK; alors le piston P^ sollicité par son propre poids, auquel s'ajoute celui du tirant T, descend et fait prendre aux pistons du petit corps de pompe les deux positions pointillécs
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marqtiées sur la figure. A eet instant, Feau qui est entre les deux pistons s^introduit au-dessus du piston p\ , et le sollicite à descendre. Les deux pistons reprennent bientôt leurs positions primitives p^ pi, et les mêmes mouvements recommencent.
Pour arrêter la machine, il suiRt évidemment de fermer les deux robinets i/,2, ou seulement l'un d'eux.
RBNDEHBNT-
Dans la machine d'Huelgoat, la hauteur de chutei est de 60", et le débit de 120"*^ par minute. La mine qu'il faut épuiser est a 23o™ au-dessous du sol ; la quantité d^eau qui s'y infiltre, et qu'il faut élever, est de i"*^,79a par minute; la course du piston de la pompe foulante est de a""» 1 5. Calculant successivement le travail moteur et le travail utile , on trOuvé
T« = 60000*^ X 20™ = 1 200000^*" , Tu = 1792'^X 23o"* -=412160^".
Par conséquent le rendement de la machine d'Huelgoat a pour valeur
Ta 4*2'^
T-, 1 2000UO
CALCUL DE L'INTERVALLE QUI DOIT SÉPARER LES PISTONS DU PBTrT CORPS
DE POHPB.
Supposons connue Taire a de Tun p des deux pistons du cylindre HF, ainsi que Tintervalle /qui les sépare; donnonsnous aussi la section a du petit corps de pompe, et proposons-nous de calculer Taire a' du piston pi , ainsi que la distance qui doit séparer le piston q du piston ^'pour que la machine puisse fonctionner.
Soient z la hauteur verticale du piston pi considéré dans une position quelconque, et H celle du réservoir qui alimente la machine , comptées de la limite inférieure de la course du piston p\. Nommons czr le poids «du système des deux pistons, y la hauteur dé Teau au-dessus de pi, D le poids du liquide sous Tunité de volume; la pression dé bas eu haut due à la
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hauteur de la colonne motrice aura pour valeur
fl'HD — «'Dz.
Mais la force contraire qui tend à faire descendre le système
des deux pistons se compose :
Du poids CT ;
Du poids a'Dj^de l'eau qui est au-dessus du piston p^ ^ De la pression « D (H -f- / — z) qui s'exerce sur le piston p ;
donc la force qui tend à faire monter les deux pistons p et pi
a pour valeur, en nommant c leur course, et observant que
(i) F = (rt'-fl)HD— .tj — /ï'Dc — flD(/-T-3).
Soient X l'intervalle des deux pistons y, gr', et u la distance verticale du niveau de l'eau dans le petit cylindre , au-dessus de l'orifice a:, pendant que se fait l'écoulement au-dessus du piston /?', 5 la force motrice qui produit le mouvement descendant aura évidemment pour valeur
F'= (a' — fl) HD — d -. fl'Dc — aD (/ — z) -- fl'D (j + a).
Mais
a' a(^ — i/) = fl'/, d'où « = ^ j;
donc
(2) F'=;:(fl'--fl)HD--t;r--a'Dc--aD(/--z)--a'DV-hû'Dj(— —iV
Choisissons maintenant a' de telle sorte qu'on aiT
(fl' — «)HD — tj — a'Dc — aD/ = o, d*où l'on tire .
H— c^D(H — c)' alors les deux valeurs de F et de F' deviennent respectivement
(5) , F'=:flDz-hfl'Dj( — — A — «'J)V.
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laclinons raainlenaQt ]e cylindre à rhortzbii,ct supposons qu'oa puisse mener à une même spire deux langeâtes horizontales AE, BF {ftg. 176). Le point A sera le point le plus
haut, et le point B le plus bas de la demi-spire. Enroulons comme précédemment un pi^tît canal sur l'hélice , puis introduisons par l'ouverture A un grain de plomb; ce corps descendra dans le canal AB et s'arrêtera au point le plus bas, où il restera en équilibre , si la vis est en repos.
Par les points A et B menons les deux génératrices xx', zt' du'cylindre, et supposons que ces génératrices soient axes dans l'espace. En imprimant à la machine un mouvement de rotation, toutes les génératrices viendront coïncider avec ces deux lignes sur lesquelles les points de l'hélice se superposeront successivement. Ne considérons pour le moment que la ligne zz'.Xin point de l'hélice, tel que m, viendra par l'effet de la rotation de la vis se placer en un point p\ en mêine temps, la tangente à l'hélice menée parle point ^scra dans le plan 2BF tangent au cylindre le long de la ainératrice zz'\ mais cette ligne aura daus ce plan tangent la même inclinaison sur j;^' que. la tangente BF, donc elle sera parallèle à BF,et par Conséquent horizontale. Le grain de plomb abandonnera donc le point B pour venir se placer en /j, c'esl-à-dire au point le plus bas de la spire. Une uoirvelle rotation de la vis produira une nouvelle translation du mobile le long de zz\ et ainsi de suite. Maintenant menons un plan horizontal suivant la umgente AE, et soit E le point ovi ce plan vient couper la seconde moitié;de là spire yt. Si nous, supposons que la partie inférieure du cylindre sort plûHgée dans l'eau, de telle sor.te que
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MACHINES QUi SERVENT A ÉLEVER L'EAU A DE PETITES HAUTEURS.
VIS D'ARCHIHÈDB.'
100. CoDcevons un cylindre droit sur lequel on aurait tracé des hélices. Si l'on tmi-oule sur ce cylindre et le long de chaque hélice un petit cylindre creux, on aura la vis S Archimède. Supposons d'abord le cylindi'e horizontal , puis par l'ouverture A d'un canal introduisons un petit corps pesaqt , c Fis. 175.
un grain de plomb ; ce grain de plomb descendra le long du tube et viendra s'arrêter au- point le plus bas de la spire, où il restera en équilibre, si la vis est en repos. Mais si l'on fait tourner la machine, chaque point de l'hélice tel que m viendra , par l'eflct de la roiavion , se placer en un certain potnl p, et dès lors 1» corps pesant quittera le point B pour gagner le point le plus bas p delà spire; bientôt après ce sera un nouveau point n de l'hélice qui viendra sar l'horizontale BF, et ainsi de suite; enfin, après autant de rotations qu'il y a de spires, le grain de plomb sortira en F. On peut remarquer que le mobile, en se transjMirtan l de B en F, reste conslainincnt sur l'horizontale BF supposée fixe dans le plan horizontal tangenl,au cylindre. Donc le mouvement circulaire continu de la vîsd'Ârchimède se transforme en un mouvement recii liane continu. Si te cylindre plongeait en partie dans l'eau par son extrémité A, la rotation de la vis amènerait l'eau au point F.
Fie. 177.
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mier puisqu'il se projette sur. Tare aOalV', Donc cet air se dilatera, son élasticité deviendra moindre que celle de Fair extérieur, et alors une portion de l'arc hydrophore supérieur tombera dans la spire inférieure, afin de rétablir Téquilibre de pression *, il y aura ainsi perte de travail utile. Pour éviter cet inconvénient , on perce le c^nal de petites ouvertures capil- 1 aires, qui suffisent pour maintenir la communication avec Tair extérieur, tout en ne laissant pas sortir le liquide.
Nous venons de décrire la vis telle qu'elle était employée par les anciens. On remplace aujourd'hui le canal par une ou plusieurs cloisons {Jlg* ^7?) ^ disposées dans un cylindre
creux, à noyau, et qui sont engendrées par le mouvement (Tune droite qui s* appuyant à la fois sur Vaxe du cylindre et sur une hélice tracée sur sa surface^ reste con^ stammemt parallèle au plan delà base, Ces surfaces hélicoïdales sont de même espèce que celles de la vis à filets carrés. On se fera une idée exacte de la .vis d'Archimtîde, en imaginant une vis à filets carrés recouverte d'une feuille de papier. Ici la colonne liquide élevée par la machine est formée d'une infinité de filets hydrophores, qui dim.inucntde longueur k mesure qu'on s'approche du noyau intérieur; ces arcs hydrophores finissent même par devenir nuls, de sorte' qu'à partir d'une certaine limite, l'air rircule librement dans toute l'étendue des conduits.
Pour diminuer le poids de la machine, on rend fixes le cylindre extérieur, et le noyau intérieur ; il n'y a de mobile que la surface hélicoïdale (jui tourne en affleurant les deux < ylindres entre lesquels elle est logée.
VIS nOLLANDAISE*
Les Hollandais, qui font un grand usage de la vis d'Archimcde, suppriment le cylindre extérieur^ ils renferment la ma-
THÉORIE MATHÉMATIQUE DE LA VIS D'ARCHIMÈDE
101. Proposons-nous d'abord de mener h l'hélice une tangente horizontale (fig, 178). Pour cela, d'un point S pris sur
Taxe du cylindre, j'imagine d^s parallèles aux tangentes de la courbe; ces tangentes étant également inclinées sur Taxe, formeront un cône droit SAB. Cela posé, si par le point S je mène un plan horizontal SD, ce plan coupera le cône suivant deux génératrices horizontales, et ces génératrices seront parallèles aux tangentes de maudées. Remarquons maintenant que les pieds des génératrices dont il s'agit se projettent verticalement au point D, et horizontalement en d^d^] ces lignes auront donc pour projections (OJ, SD) et (Od\ SD). Par conséquent, les tangentes br, V r'^ parallèles respectivement aux rayons Od^ Od' seront les projections demandées. Maintenant si je ramène les points b , b'^ sur la projection verticale de l'hélice, en j3, /3'. . . , et (3,, jS', . . . , j'aurai les divers points de contact des tangentes horizontales. On voit que le problème proposé sera possible toutes les fois que le plan horizontal
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SD coupera AB, cest-à-dire lorsque la vis fera auec {'horizon un angle moindre que celui que les tangentes à rhélice font as^ec les génératrices du cylindre, II résulte de là que la vis d'Archimède pourra fonctionner pour toutes les inclinaisons satisfaisant à la condition précédente.
Soit h le pas de Thélice directrice^ si pour un cylindre quelconque de même axe que celui de la vis on pose , pour abréger,
ASP = g, DSP=:/, AP = r,
on aura
d'où
1 nr
tang g
Mais les arcs hydropbores deviendront nuls si g = i, donc le rayon du cylindre jouissant de cette propriété aura pour valeur
(2) ro = --tang/.
TT
Pour que la vis puisse fonctionner sans perte de travail utile, il faudra par conséquent lui donner un noyau dont le rayon soit moindre que la valeur ci-dessus.
Posons, pour abréger,
arc ab == r<fy arc aa'e = ry, ; d'abord les triangles rectaiigles ASP, DSP donnent
rr=SP.tang^, DP == SP . tang / ,
d'où
ta ne I
DP ou Og = r 2_.
tang g
Mais on tire du triangle Odq^
0<7= r ces (90° — «j>) = rsin y;
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par conséquent
(3) sin© = 2_.
Remarquons maintenant que Ton a
„ arc ba'e Ee = :
tang g
remplaçant arc ba'e par sa valeur
il vient
tang g
Le triangle rectangle Ee|3 donne à son tour
pe = E E . tang i ; donc aussi
^ ^^ ^ tang g
Enfin
pg := a^ = Oa -f- 0^ = r (coscp — c0S(j>i);
comparant les deux valeurs de /3ê , on obtient
... , . tang g
(4) ?i--? = (cos(p — COStp,)^^^.
Remplaçant — 2-4 par sa valeur tirée de (3), on trouve simplement
COS y — COS(p,
Maintenant soient (^ un élément infiniment petit de l'arc hydrophore, et fr'' sa projection sur la cercle de base, on aura évidemment
(/ = i^ sin g" ;
pour l'élément suivant, on aura de même
v\ =t^, sing, et ainsi de suite.
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Ajoutant toutes ces égalités membre à membre , et nommant S la longueur totale de l'arc bydrophore, il vient
^\ r(ç, — (p) = Ssing-,
doù
(6) s = ^lil^Ill-).
. sin^
La distance verticale , mn =: A , de deux tangentes horizontales se Cïilcule aussi sans difficulté. On a d^abord
^^ tang ^ '
ensuite le triangle rectangle /3'pm donne
,., . / V tang i
On a encore PP = fla'= Oa -f 0«'= rcosy — rcos (180" — f) = arcosip,
par suite
. tans / «P=.2rco8y-r(^-2ç)^— |-;^
enfin le triangle rectangle mn^ donne
X == m p.cos/, d'où Ton conclut
(7) > = 2rcosi I coscp — l-ff — 9] ^ h
L \2 Vtang^J
Si l'on suppose 1 = g:, on a, par la formule (3),
sin y = I , d ou f = —
Au moyen de cette valeur la formule (5) devient
y, =;r-Tr — cosip,,
laquelle ne saurait subsister pour des valeurs quelconques de (fx ; car s'il en était ainsi , l'un aurait également
(<Pi H- Sff\) = -TT — cos (y, 4- Sffi),
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Développait et supposant d^i infiniment petit, il ^
d'où
Sffi = sin f I Sffx ;
sm «1=1, ©t ::=:•— tt,
Au moyen de ces valeurs de (f et de f i , la formule (
ensuite
ce qui est d'ailleurs une conséquence de la construc métrique des tangentes horizontales.
On peut aussi s'assurer que la formule (7) se rédu
pour Ç =: - •
En général, pour calculer la longueur d'un arcliydi on commencera par déterminer (p au moyen de l'équat la formule (5) fera connaître ensuite (fi ] enfin l'arc phore sera donné par la formule (6). Pour éviter c résoudre, dans chaque cas particulier, l'équation t dante ( 5 ) , on a trouvé préférable de calculer une T valeurs de la différence (fi — y. Dans cette Table, que n nons' ci-après, les valeurs de Çi et de Çi — (p sont es en degrés cen tési maux ♦
Table des valeurs de ç^j — ç?.
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de la largeur de la roue . On la fait tourner dans un coursier,
^^8- Ï79- ou entre deux murs ver-
ticaux dont la distance diffère peu de la largeur de la roue. Les palettes en toul*nant dans Peau élèvent celle-ci à peu près à la hauteur du centre de la
roue, et la déversent sûr le talus du coursier.
TYBfPi^N DE VITRUVB.
La roue à tympan (fig. i8o) consiste en un tambour ou ey- ^^^- '^^- lindre creux divisé .par des
cloisons dont les plans prolongés vont passer par Taxe du cylindre. Chacune de ces cloisons s'ouvre sur la surface du tambour. Un noyau creux monté sur le même axe, et communiquant avec le dehors, porte aussi des cloisons qui s'ouvrent dans les premières. Quand la roue tourne, les cloisons du tympan s'emplissent d'eau 5 celle-ci passe dans le noyau quand elle arrive à la hauteur de l'axe _, fet se répand ensuite au dehors.
Cette machine porte le nom de tympan de Vitruve, parce qu'elle se trouve décrite dans TouVragé du célèbre architecte
romain.
TYMPAN A DÉVELOPPAISTES DE CERCLE
On remplace avec avantage les cloisons du tympan de Vitruve par des cloisons cylindriques ayant pour bases des développantes de cercle {fig> 181). Ainsi le profil intérieur delà cloison AQ est une développante engendrée par le point A de la tangente AB roulant sur le noyau O de la roue. L'eau en entrant dans la roue ne se logeant pas dans les angles, comme dans le tympan de Vitruve, il y a moins de chocs, et par consé-
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quent moins de pertes de travail. En second lieu, les cloisons Fig, 181. étant normales à la verticale
AX, le centre de gravité de l'eau élevée par chaque cloison est peu éloigné de cette verticale-, il est donc plus près de l'axe que dans le tympan de Vitnivc. La résistance agissant sur un levier moins long, il faut une force moindre pour mouvoir
la roue. Ce perfectionncmentaété proposé parLafayeeniSi^.
Une noria {Jîg- i8a) consiste en une chai
-, fin
nant sur deux poulies dont les centres sont situés sur la munie verticale. L'une de ces poulies est placée à la hauteur où l'on veut élever l'eau, l' autre dans le réservoir. Celte chaîne porte des crochets auxquels sont attachée des godets de distance en distance. Quand ces godets arrivent à la partic supéiieure, ils se vident dans le ré-
jui tourne dans l'eau supprime dans la plu-
,ulie ii'étantpas absolument nécessaire, on h part des cas.
CHAPELET
Le chapelet [Jîg- i83) consiste en une chaîne sans Rn qui porte de distance en distance des rondelles qu'on nomme grains ou patenôtres ; cette corde s'enroule sur une poulie ayant la forme d'une étoile et placé à la hauteur à laquelle on vent élever le liquide. Si le chapelet est vertical , , le plus souvent la chaîne sans fin baigne librement dans l'eau. S'il est oblique, on fait tournet' la chaîne sur une deuxième poulie semblable à
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la première, et située dans le réservoir où l'eau doit être puisée,
Un cylindre qu'on nomme kuse plonge dans le liquide ; c'est . dans ce cylindre que se fait le mouvement de l'eau entraînée par les grains.
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ÉCOULEMENT DES UQUIDES.
miÊOALITÉ DE PRESSION DANS LES FLUIDES EN MOUVEMENT.
103. Quand un fluide est en repos, chaque molécule éprouve dans tous les sens une pression égale ^ s'il est en mouvement, la pression varie d'une direction à une autre et présente des différences d'autant plus grandes que la vitesse est elle-même plus grande. Dans les essais qu'on a faits pour lancer des projectiles, en employant la force expansive de la vapeur d'eau, on a reconnu par exemple que la pression était très-faible contre les parois du canon, taudis qu'elle était très-grande dans le sens de l'axe.
PARALLÉLISME DES TRANCHES
Considérons un vase dont les sections horizontales varient Fig. iS/j. par degrés insensibles. Ce vase est percé-
d'un petit orifice à sa paroi inférieure supposée très-mincé. On l'emplit d'eau jus-, qu'à une certaine hauteur, puis on laisse écouler le liquide, mais en maintenant le niveau constant. Alors si l'on répand à la surface de la sciure de bois très-ténue, ayant à peu près la même densité que l'eau, on observe les phénomènes suivants :
1°. Les molécules de poussière descendent verticalement dans le liquide jusqu'à une petite distance de l'orifice 5
2^. Les molécules de chaque section horizontale se meuvent avec la même vitesse. De là il faut conclure que les tranches liorizoïitales infiniment ^linces, dans lesquelles on peut cou-
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cevoir le liquide décomposé , se meuvent verticalement comme étant dVne seule pièce , et en se modelant successivement sur les sections du vase qu elles, traversent,* prenant à chaque instant une vitesse qui fasse passer dans Télément du temps la même quantité de liquide a travers chaque section horizontale. Lorsque les particules de poussière arrivent à une. petite distance de Torifice, leur direction s^iniléchit, la veine liquide se contracte , et cette contraction se continue jusqu'à une petite' distance de Forifice) où elle atteint sa valeur maxima. Quand l'orifice est très-étroit par rapport aux sections transversales du vase, la contraction maxima se fait à très-peu près à une distance égale au diamètre de Uorifice; cette distance diminue quand le diamètre augmente. Â partir du point de contraction maxima, les filets liquides reprennent une direction verticale, mais bientôt ils divergent de nouveau pour se diviser, et le liquide tombe en petites gouttelettes.
INVERSION DE LA VEINB LIQUIDE
Quand l'orifice par où se fait l'écoulement n'est pas circulaire , les scctions^transversales de la veine liquide se modifient à mesure qu'on s'éloigne du vase , et cela de telle sorte ^ que les lignes diamétrales les plus longues^ dans P orifice , des^iennent les plus courte» dans la veine. Ce phénomène a reçu le nom dh'n\^ersion de la veine liquide.
Lorsque, par exemple, l'orifice est un carré de o°',3o de côté, ces sections transversales sont telles qu'on les voit représentées dans le tableau suivant {fig» i85) où les distances sont comptées de la paroi intérieure du vase.
ÉCOOtBMEVT DBS UQITIDBS.
Tableau de» leoCioni trantrertalet de la veine liquide.
StCTIONfl DB LA TEINE. DWTANCB8.
kin
Fîg.. i85.
VITESSE D'ÉCOULEMENT
104. Si ]*on désigne par H la hauteur verticale du niveau constant du liquide au-dessus du centre de Torifice supposé très-étroit par rapport aux sections du vase , et par i* la vitesse d'écoulement à Tendroit de la plus grande contraction, de la veine, on trouve, par Texpérience et. par le Calcul, que Fon a à très-peu près
V = sl^gH.
De là il résulte que la vitesse d^ écoulement d'un liquide est égale à celle d^nn mobile tombant dans le vide d^une hau^ teur égale à celle du niveau dans le réservoir. Ce théorème est du à Torricelli.
DÉPENSE EN UNE SECONDE
Soient a Faire de Forifîce, et a Faire de la section contractée \ la dépense en une seconde sera
Posant
Q=:av/2^H.
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la valeur de Q devient ^
Le coefficient de contraction y se détermine facilement par l'expérience; on. recueille pendant un temps donné Peau qui sort du réservoir, et Ton en déduit la dépense en une seconde; alors Téquation (2) fait connaître /. On a trouvé de la sorte les valeurs ci-après :
Si H ]> 10 fois le diamètre de l'orifice ,
Si H <C 10 fois le diamètre de l'orifice ,
Si le vase est pourvu d'un ajutage cylindrique dont la longueur soit au moins égale h 2 fois ou 2 et 7 fois le diamètre de
l'orifice ,
Cette augmentation dans la valeur du coefficient de la dépense est due à ce que la contraction de la veine produit la raréfaction de Tair dans le tuyau; alors la pression atmosphérique qui agit à rorifice gonilc la veine^ le tuyau s'emplit et le liquida coule gueule bée.
Quand l'écoulement a lieu par une ouverture percée dans la paroi latérale du vase, les formules précédentes ne subsistent qu'autant que Torifice est placé à une certaine profondeur audessous du niveau du liquide.
THÉORIE MATHÉMATIQUE DE L'ÉCOULEMENT D'UN IIQUIDR DANS L HYPOTHÈSE DU PARAlIÉLISME DES TRANCHES.
CAS OU LE NIVEAU E&T CONSTANT
Considérons le mouvement d'une tranche depuis le niveau de l'eau jusqu'à sa sortie du vase. Le régime étant établi , on peut supposer que le centre de gravité de la tranche viendra passer par le centre de l'orifice. Soient H la hauteur verticale du niveau comptée de ce dernier point, et P le poids de la tranche, (^ étant la vitesse du liquide à la surface , u la vitesse à sa sortie,
ÉCOULEMENT DES LIQUIDES
On aura , en vertu du principe des forces vives , et en négligeant les frottements contre les parois du vase^
Mais utlv sont les mêmes pour toutes les molécules, du n^oins
à très-peu près \ on peut donc écrire
PH =.-(!«*— i/MXiii = i - (a»— iP)2 .
de là on tire
a» — (»'==: 2gH.
Soient Â la section horizontale du vase qui répond au niveaU du liquide, et a l'aire de l'orifice ; on aura
Ap = att, d'où p = — il.
Substituant cette valeur dans Téquation précédente, il vient
CAS OU LE NIVEAU EST VARIABLE
''' Considérons un vase prismatique dont la section est A , nommons h la hauteur variable du niveau du liquide au-des-^ sus du centre de Torificea, et aous aurons à chaque instant^ en
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supposant tres-pciU le rapport--»
1 u=z}l:igA^
(6) )-i« = Ap,
i dh
Dans ces formules, n désigne toujours la vitesse à l'orifice, et
V la vitesse *aii niveau. Eliminant a et r entre ces équations,
il vient
dJt
eut . a I —
Intégrant, on trouve
2 ^ = const — - / ^2, g.
Soit H la hauteur initiale du liquide, on aura à la fois
A=H, / = o, et par suite.
const =r 2 ^H.
Substituant cette valeur dans Tëquation ci -dessus , il vient
Substituant la valeur de y'/z dans la deuxième des équations (6) , on trouve
(8) u = sl^g^—^gi.
La deuxième des équations citées donneLei^suite
(9) ««-^VâTH-Jff'-
Les équations (7), (8), (9), résolvent complètement le problème proposé.
TEMPS QUB LE VASE MET A SE VIDER GOMPLÊTEIIEIIT
Si dans la formule (7) on fait /i==:o, et qu'on résolve
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Téquation résultante par rapport à t, on aura le temps que le vase mettra à se vider, savoir :
Cette formule pourra servir à rétablissement des clepsydres. Si le niveau était constant , le tenfps S nécessaire à l'écoulement d'un volume d'eau égal au volume AH du vase serait donné par l'équation ^
AB = a^^2gBj de laquelle on tire
(„) S^ii/^.
On voit que cette dernière valeur est moitié moindre que la première.
Donc un vase met à se vider un temps double de celui que mettrait à sortir du même vase un égal volume d^eau si le nit^eau était constant.
Soit AB im réservoir (Jîg* i86) dans lequel Teau est
maintenue à un niveau oonslant; si Ton fait pour abréger OP==H, ab=Aj et qu'on nomme A le dé- Vm^m-^>^'sy^iaaagsaM3^=^^f^ veloppement de l'ensem-
ble des tuyaux de conduite , supposés tous de même diamètre et formant une courbe continue, la vitesse du liquide à l'orifice O aura pour valeur
(l) tt = — 0,0249 -»- 26.793 i/-^
On aura ensuite pour la dépense en une seconde
(2) • Q = |7rA*a.
On peut remarquer que les formules (i) et (2) contienueur
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cinq quailtités Variables u,ï(, Ù,\,Q. Connaissant trois de ces quantités , les formules citées feront connaître les deux autres.
Supposons, par exemple, que l'on connaisse
La difTérence dé niveau H des points A et Q, La longueur "k des tuyaux de conduite , La dépense Q en une seconde «
et qu'on veuille déterminer
Le diamètre des conduits et la vitesse d'écoulement.
Si dans l'équation (a) on met la valeur de u donnée par la formule (i) y on trouve
Q = - A'(o,oi9)-hû« (21,643) t/~^.
Si l'on néglige le premier terme qui est très-petit, il vient
^=\/i(ïi^y'
L'équation (2) donne ensuite
ira'
Si l'on veut approcher davantage de la valeur de A , on posera
on substituera dans la valeur précédente de Q, et en négligeant les termes du deuxième ordre, par rapport à dAo, on aura une équation du premier degré, qui fera connaître la correction dAo, et ainsi de suite.
Supposons encore que l'on connaisse la longueur X des tuyaux de conduite, leur diamètre A, la dépense Q en une seconde, et qu'on veuille déterminer la vitesse u d'écoulen\eht, ainsi que la différence de niveau H des points A et O. *
D'abord la vitesse d'écouleraçnt sera donnée par Fequation (4)ô on déduit ensuite de la formulé (i.]r; en négligeant. le.
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premier terme , . _
(^) " = Ua'(26,793)J r
TUYAU DE CONDUITE
Lorsqu'un liquide se meut dans un tuyau, les m< frottent contre ses parois perdent à chaque instant tesse, et de* là résulte un ralentifisement qui se i sentir dans toute la masse liquide^ mais ici la résis mouvement n'est pas proportionnelle à la pressi pour le^ corps solides 5 elle paraît même indépendan du liquide, et n'être due qu'à sa vitesse et aux dimi tuyaux. D'après M. de Prony,
dans laquelle D est le poids de Teau sous Tunité d e le contour de la section droite du tuyau, 5 la lon{ niment petite d'une tranche liquide, u' sa vitesse dans le conduit. Enfin a et J3 sont des coefficients qi: valeurs
(6) I « = <>>.o^oi7,
I p=royOo34i6.
Considérons le mouvement d'une tranche depuis A jusqu'à sa sortie en O par un orifice ayant a' pou u étant la vitesse d'écoulement, et u' la vitesse dans on aura , en désignant par a la section du conduit,
au':=za'uj d'où a'rac— «;
par suite, la valeur de F devient
Soit P le poids de la tranche liquide^ si l'on néglij tements contre les parois dans le réservoir, et qu'c
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très-petit le rapport -^ de l'aire de l'orifice à celle de la section
du réservoir qui répond au niveau de l'eau, on aura, eu vertu du principe des forces vives ,
PH — Fl = -ii.'Lmi
remplaçant F par sa valeur (7) , il vient
Supposons que la tranclie P vienne occuper, dans le conduit, le volume abcd, on aura
P=:aD*, d'où S>s = ~-
Substituant cette valeur dans l 'équation précédente, et supprimant le facteur commun P, on trouve
(8) 2ffH=«"+22:'i^a«+^-p«'y.
Supposant le tuyau circulaire , et nommant A son diamètre,
négligeant dans (8) le premier terme du deuxième membre que l'expérience démontre être très-petit par rapport au deuxième, il vient simplement, en prenant a' = a,
Résolvant par rapport à u, on trouve
nt encore le premier terme sous le radical, on obtient enfin
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ce qui est la formule (i) donnée au commencement c méro.
Supposons maintenant que la tranche; infiniment i liquide circule dans une série de conduits dont les à vont toujours en diminuant à partir du réservoir, l ment dans le tuyau principal sera
Mais le poids et le volume de la couche liquide rest stants, on a -
en nomnlant a- l'ouverture du tuyau de sortie , et plu reusement la section contractée \ de là on tire
D5, = — 5 Wi = — a.
Substituant ces valeurs dans celle de Fi, il vient
^ û' P s, / a' ^ \ F, = -\9.ii.'\ BaM
Soit X| le chemin total parcouru par la couche liquide conduit proposé ; le travail dû à ce frottement sera
F,>,= aw-^-P«M
Pareillement , le travail absorbé par le frottement danj duit Vivant aura pour expression
û'P«,^/ tf' \
et ainsi de suite. Enfin le travail du au frottement dan$ duit de sortie, sera
Donc on aura, en vertu du principe des forces vive
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négligeant la TÎtetse dans le résenroir,
PH ^ aw-h — fli»»J ^: ( ««-«-— BaM — ..
Cette équation peut s'écrire
le signe S s'étendant à tous les conduits dans lesquels circule la couche liquide. Résolvant par rapport & li, il vient, en définitive,
(9) ,_-'^77^V/-g"L'-^'Pn^) -aH^^-a-a)
Si Ton néglige les termes affectés du facteur a, on aura la forjnule plus simple, mais moins exacte,
(lO)
En posant
dans la formule (9), on retombe sur le théorème de Torrîcellî.
DU MOÛVEMnBBiT DE L'EAU DANS LES RIGOLES ET LES CANAUX
DÉCOUVERTS
106. Si la pente d'un canal est constante, peu considérable, etlc profil partout le même, du moins à trés-peu près, le mouvement de Tcâu est uniforme. On dit alors que le régime du canal est uniforme» L'expérience démontre que la résistance au mouvement due au frottement du liquide contre le fond et les parois du, canal .pst encore donnée .par la formule
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dans laquelle e est le périmètre mouillé de la sectîoQ Quant aux coefficients a et |3, ils ont ici pour valeurs
(a) ja = o,poo436.
1 p = o,oo3o34.
On trouve ensuite parles mêmes considérations qu'au i précédent, et en adoptant la même notation,
Si Von pose, selon l'usage,
la formule (3) devient
(4) pw'-f-aa'rsg'R/.
Si X s'écarte peu de Thorizontale , — == i représentera
peu près la pente du canal par mètre courant. La quanti nomme rayon moyen. En résolvant Téquation (4)p2i'* ^ à M , on trouve
(5) «= — o°*,07i852-f- ^0,00516276 -h 3232,g6Ri.
Si sous le radical on néglige le premier terme qui est tri par rapport au deuxième, il vient
La vitesse étant connue, la dépense en une seconde aui valeur
(7) q=:au.
On peut remarquer que les équations (5) et (7) conti
. cinq qy anti tés' variables a , Q , a , e , z ^ connaissant trois
elles*, leis. équations citées feront connaître les deux àutr
équations serviront ainsi k résoudre les diverses questi<
'.^çprél5ejitêritdahs-rétablissemcïi(3es canaux* ... -*
444 TIHGT-SEPTIÈMC LBÇOH.
VITBS8B MAXmA DUN G0URA9T.
107. Si Ton fait une section perpendiculaire à la directioD d^un courant d'eau , la vitesse ne sera pas la même aux divers points de cette section; il est clair qu^elle sera moindre au fond et sur le contour du périmètre mouille , qu a la surface et dans rintérieur du liquide. Pour déterminer à quelle profondeur a lieu la vitesse maxima, on attache à un fil {fig. 187) deux pe- Fig. ,g.^. tites boules de cire, dont l'une est
• un peu plus légère, et l'autre un peu
Sîgr^^^ izr,r vi^ pltis dense que Teau ; en les mettant
— ^ sur le liquide , on observe que celle
qui plonge prend les devants sur celle qui flotte. On a reconnu
de la sorte que la vitesse maxima avait lieu un peu au-dessous
de la surface.
MBSOmB DE LA VRB8SI D*!}! CDORAIT.
Le inoyen le plus simple de mesurer la vitesse à la surface d'un courant, consiste à faire flotter un petit corps qui s^élève très-peu au-dessus de l'eau. On note le temps que ce flotteur met à passer entre deux points de repère dont la distance a été mesurée avec soin, et l'on divise ensuite cet espace par le temps observé \ le quotient de la division est la valeur de la vitesse cherchée.
VITESSE HOYENNE D'UN COURABrT.
La DÙesse moyenne d'un courant est celle (jui multipliée par la section du canal donne la dépense.
Connaissant la pente / d'un canal et son rayon moyen R =-9
la formule (5) du n** 106, fera connaître la vitesse moyenne u. Mafs on préfère généralement déterminer par l'expérience la vitesse à la surface^ pour en déduire ensuite la vitesse moyenne, et même la vitesse au fond ; pour cela, on se sert des deux formules
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qui sont dues à M. de Prony, et dans lesquelles u dé, vitesse moyenne, ula. vitesse à la surface, w la vitesse i Dans lé cas le plus général
«>P"*,20, w<^i",So;
alors, si on néglige les termes du deuxième ordre ui^ et sont peu différents, on a simplement
dont on se contente souvent dans la pratique et qui fo^u degré d'exactitude assez satisfaisant.
Pour abréger le calcul de la vitesse u donnée par
miére des formules (1), on a formé une Table dès valeii à différentes vitesses.
u Table des valeubs de —
iVSk
JAUGEAGE D'UN COURS D^AU
Jauger un cours d*eau^ c est. mesurer sa dépense seconde, A cet effet, on déterinine la vitesse moyenne d rant, et on la multiplie par l'aire d'une section faite < canal, perpendiculairement à sa direction.
Pour-connaitre la section du canal, on tend une cha; {^fig* 188) d'un bord à l'autre , puis en longeant la chaii
un bateau , on fait des sond^ distance en. distance^ on 1 les distances horizontales Â cdy. . .^ comprises entre les ou on laisse tomber la $on( mesure aussi les longueurs b ds^ » . . , des sondes^ avec ces données, on construit une semblable à la section du canal , et Ton mesure ensuite de celle-ci , d'où l'on conclut sans peine l'aire cherchée
DÉPBNSB PAR UNE VANNB.
Si l'on nomme H la haiiteur du njveau au-dessus du fond du coursier, h la hauteur au-dessus du bord supérieur de l'orifice, /là largeur horizontale de rorifice^ on aura d'abord pour la vitesse au centre de l'ouverture
et comme Taire de Torifice a pour valeur Z(H- — A), la dépense par seconde sera , en nommant m le coefficient de contraction de la veine,
(2) Q = /w/(H~A)v'f(ir+T).
FJg. 189.
^i}<^i»^^^»ttyc^i?»»^^v^>^\^?^vN^^^^t^>»\s&s.■
Fig. 192.
WS *WJ)MfcNS3f««SNW«**S»<WRW^'5*W
Si la vanne est verticale {fig* 189),
Si elle est inclinée d'environ 45 degrés [fig. 190),
wi = o,75.
Quelquefois l'orîficîfe d'écoulement est placé au fond du réservoir ou sur une paroi inclinée, comme on le voit sur les 6gures ci-après. Dans le mode représenté par XdL fig: igii un clapet, mù par une lige T, permet de régler à volonté la grandeur de l'orifice.-
DÉPENSE PAR UN DÉVERSOIR
Un déversoir (fig» 19a) consiste souvent en une ouverture rectangulaire ménagée à la partie supérieure d'un réservoir, et dont le côté horizodlal est au-dessous du niveau du liquide. L'eau en s'écoulant par un déversoir prend la forme indiquée par la figure. Les
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lignes ac^ bc^ ont entre elles, à peu près,|Ies rapports si
ac - .
ab *
Si l'on pose, pour abréger, ah = H, et qu'on nomme / la horizontale du déversoir, la dépense sera déterminée formule .
(4) Q = o,/îo5/H\/2^H.
Le coefficient qui entre dans la formule précédente e MM. Poncelet et Lesbros. Il a été déterminé d'après d breuses expériences faites à M«tz.
CALCUL DE LA FORCE D'UNE CHUTE
Je suppose, pour fixer les idées, que l'eau sorte par une et considérons le mouvement d'une tranche depuis le jusqu'à rorifîcé; Le régime étant établi, on peut suppos le centre de gravité de la tranche viendra passer par le de l'ouverture; p étant son poids, et h la hauteur vertica courue par le centre de gravité, son travail sera ph. Sup maintenant qu il sorte n tranches.par secondé ; le trava effectué pendant ce temps sera nph. Donc si Ton pose
on aura
T« = PA
Si par exemple
A = i™,5o, P=3ooo^»*>
la formule (5) donne
T« == 45oo*^"* = 60 chevaux ,•
pour la valeur du travail moteur que l'eau possède au s
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la vanne. La valeur précédente de T^ n'exprime pas la force totale de la chute; il faut y joindre le travail P /l' développé pendant que Teau agit sur les aubes de la roue hydraulique. Par conséquent, si Ton nomme H la hauteur verticale comr prise entre le niveau de Teau dans le bief supérieur et le point où Teau abandonne la roue, la valeur totale du travail moteur
sera
DU HIOUVËUEIHT DES GAZ DANS LES TUYAUX DE COIVDUITE
* 108. La théorie du mouvement des gaz dans les tuyaux de conduite, quand le régime est établi, est analogue à celle relative aux'liquides.
Considérons d^ abord un volume (^ de gaz dont tous les points de la surface sont soumis à la pression normale je?. Si la couche extérieure prend une position infiniment voisine, en sorte que le chemin normal à la éouche parcouru par Pélément superficiel (ù soit s, le travail dû .à la pression ^ot) serapcoê; par suite la somme des travaux dus à toutes les pressions aura pour valeur
en désignant par du la variation infiniment petite du volume de gaz proposé. Par conséquent, si le gaz passe du volume V au volume V, répondant respectivement aux pressions P, P', la somme des travaux développés sfera
pdf.
Mais si la température reste la même , ou aura , en vertu de la loi de Mariotte ,
pp=l?'Y, d'où p=z^—-j
par conséquent
f pdi>=zV\' I -rzrP'V'log--;
Jv Jv ^ ^
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OU a encore
PV = P'V';
dono eniin
j ;7rf.^=P'VMog-.
Considérons maintenant un gaz sortant âL\Ln réservoir où il est sous la pression de P, et s^écoulant, par un orifice donné, dans un milieu où la pression est P', après avoir parcouru un tuyau d'une longueur quelconque X. Nommant T„» la somme des travaux moteurs , et T^ la somme des travaux résistants développés pour amener au debors une couche infiniment petite
de gaz, on aura , en négligeant la vitesse dans le réservoir,
Soient a la section do l'ouverture ,^ plus rigoureusement la section contractée de la veine gazeuze, D le poids de i mètre cube de gaz sous la pression P' \ on aura , en désignant par t l'élément du temps ,
aDur
et, par suite,
La couche de gaz passant du volume V au volume V, en se transportant du réservoir au dehors, on a, en négligeant l'action de la pesanteur,
T.= P'V'log|.
Soit p' \si pression qui s'exerce, à un instant quelconque, sur la couche gazeuse du dehors au dedans , et qui tend à faire obstacle à son expansion; les pressions p* se faisant équilibre, à chaque instant, autour de la couche gazeuze, la somme de leurs travaux est nulle, T^ est donc égal uniquement à la somme des travaux absorbés par les frottements dans le conduit. F étant le frottement sur la longueur infiniment petite s
ÉCOULEMENT DES GAZ
que prend la couehe de gaz dans le tuyau , on a ^ c
les liquides, et en supposant la vitesse v! sensibl
stante,
ou plutôt
en prenant, pour tous les gaz,
On peut remarquer que ce nombre est sensiblemei que pour Teau.
Soit a la section du tuyau. Le poids de la couche tant constant ,
flD'f = aDttT, d'où D'^=-D«T.
Substituant cette valeur dans celle de F, on trouve
Mais si l'on suppose que — diffère très-peu de l'uni
site du gaz reste sensiblement constante pendant to jet; par conséquent on a , à très-peu près,
aii =r a £f ,
d'où
substituant cette valeur dans celle de F, il vient Le travail de cette résistance sera , pour toute l'a louj
(*) Ce coefficient est indiqué par M. Delaunay dans son Traité lationtrelle, page 562.* -SealeinenV irons avons dû lé mulliplier | g=: 9,8088, afin de l'approprier à la formé particulière de nos foi
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tuyau >
Si l'on observe maintenanl que
l'ëquation (a) devient
Simplifiant et résolvant par rapport à u, on trouve
ïogs/
ap,
la\UV.
laquelle est d'autant plus exacte, que -7 diflGère moins de l'unité. En même temps ^ la dépense par seconde aura pour valeur (4) Q = «tt.
Maintenant si Ton nomme p le rayon du conduit, et qu'on suppose a = a , OH a à la fois
g = 27rp, a = 7rp%
d'où l'on tire
Au^moyen de cette valeur, celle de u devient
Supposons maintenant que la couche de gaz circule dans une série de conduits dont les diamètres vont toujours en diminuant à partir du réservoir* Le frottement dans le tuyau
prîncîpal sera
ÉCOULEMENT DES GAZ
F, = — €,J,p,aî,
Mais le poids de la couche gazeuse restant constant
oc fl,^iD,= aDwT, d'où D, 5, = — Dwt;
par suite ) la valeur de Fi devient
1?, = €,iiTp,a;.
D'un autre côté, «i l'on suppose que -7 diflere très
nité , la densité du gaz reste sensiblement constat tout son trajet; par conséquent on a , à très-peu pi
a, ££, =:aa, dou tt| = — u; substituant cette valeur dans celle de Fi, il vient
Fi= (-)'- e.WTp.aS
Soit Al le chemih total estimé suivant l'axe du tuya couru par la couche de gaz dans le conduit proposé dû à ce frottement sera
Pareillement, le travail dû au frottement dans suivant aura pour, valeur
F,>,= (M'?€,^,l«Tp,tf%
et ainsi de suite. Enfin le travail dû au frottement da de sortie sera
^^""(îTr^"'^'"'*
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Ainsi l'on a à la fois
T„=a«TP'log|-,,
le sigQe £ sYiendant à tous les conduits dans lesquels circule la couche de gaz. Substituant ces valeurs dans l'équation (2), puis résolvant par rapport à u , on trouvé en définitive
laquelle sera d'autant plus exacte, que P différera moins deP'. On peut remarquer que l'influence du frottement tend à augmenter à mesure que le gaz s'approche du tuyau de sortie. On voit aussi que plus l'orifice d'écoulement sera grand, plus la vitesse sera petite; toutefois a<i varie dans le m£me sens que a (*).
Prenons pour exemple le gaz de l'éclairage. Dans ce cas, P'= 10335"', D = i">,28i; si l'on prend en même temps • •
1 = 1000"', p = 0"',02, et qu'on suppose de plus
(') Comme le
— est 9
ppos«
rèB-peu
différent de l'unité.
développe
le lagarithme
l qu'on
imite
'apprai
mation
développe
loe
A. moye
de celh
valeo
, réquat
on générale (S
) dévie.
ÉCOULEMENT DE LA VAPEUR d'eAU.
ce qui répond, dans le gazomètre, à une pression d'environ 1 2 centimètres d'eau , on trouve par la fi et en supposant a = a^
La formule (4) donne, en même temps,
MOUVEMENT DE lA VAPEUR D*EAU DANS LES CD
DES MACHINES
* S'il s'agit de la vapeur d'eau au maximum de ( aura de même, en appliquant le principe des fovcei portion de la couche de vapeur qui ne subit pas de lions pendant son trajet,
I Dai^T (6) T,-T.^-a»îi^î-^.
Et ici Ton a encore, en négligeant l'action de la pesi
pdv.
Soit S le volume d'eau à xoo degrés capable de prodi lume u de vapeur sous la pression p, on aura (pages 2
A^ = - (-H-PM
Multipliant les deux membres par dsf^ puis intëgr V, volume de la couche de vapeur dans la chaudîèr
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est SOUS la pression P^jusqu'à V, volume de sortie, et observant que l'on a
il vient , pour la valeur de T„ ,
J^) T. = a«T(j-|-P')logJ
Soil F le frottement de la couche de vapeur dans le conduit; en prenant pour la vapeur d'eau le même' coefficient que pour les gaz ,
p Nous supposons que le rapport — est peu différent de l'unité,
ce qui rendra la vitesse sensiblement ta même dans toute l'étendue du tuyau, pourvu que la section reste constante. Mais le poids de la couche de vapeur ne changeant pas,
oU'f = o:«Dt, d'où D'J= - Dut;
donc , au moyen de cette valeur, celle de F devient
D'un autre côté , la densité de la vapeur reste sensiblement constante pendant tout son trajet, puisqu'on suppose que P diffère très-peu de P'; par conséquent on a
substituant cette valeur dans celle de F, il vient Ou a ensuite, pour le travail de la force F,
ÉCOULBMEIliT DE LA YAP£UR d'eAI] .
Substiluant les valeurs précédentes de T,„ et de T,. di lion (*6) 5 puis résolvant par rapport à £i, on trouve
(8) «=• ' -' ^^ '- ^-!-?^ ~ . qv
Mais D étant le poids de i mètre cube de vapeur sov sk)n P^, on a ) à très-peu près, en kilogrammes
D = looo (/î -h ^P');
par suite, la valeur de u devient, en nommant tou rayon du conduit ,
(9) « = \ / ^v - + ^P' («-f;^çP)(^-^9 laquelle devient, en supposant a = ttjd*^
-+-ÇP /»(P-P')
La formulé (9) fait voir que la vitesse d^écoulement s»
C^) Il serait aisé d'avoir égard au frottement dans la partie du < fait communiquer la boite à yapeur avec le cylindre moteur. Il sufl
cela, de ne compter \ que jusqu'à la boite à vapeur et d'ajouter a
«'il'
nateur le terme 2)3. 1 «' étant lé périmètre de ce dernier con
longueur; mais cela nous a paru peu important.
Si, quelque part, le long du conduit, on oblige la vapeur à pas; orifice variable a', la vitess» u sera changée. Nommant ^ l'angle de de la vapeur en assimilant l'efiet produit à celui qui serait dû ou étranglement conique, en vertu du théorème de Carnot (page 265] égard à l'influence du rétrécissement, en augmentant le dénomina valeur (9) de u, de la quantité
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tant plus petite, que la section ade l'ouverture sera plus grande; toutefois (xu varie dans le même sens que a.
Supposons maintenant que la vapeur émane de plusieurs générateurs , où elle est sous la même pression P, et nommons •
les chemins qu'elle parcourt, à partir de chaque générateur, dans un même tuyau, jusqu à l'endroit où un deuxième conduit, qui peut être le prolongement du pretnier, reçoit la va* peur de tous les générateurs pour Ta mener au cylindre. Supposons aussi que les chaudières fournissent respectivement
I II
de la quantité totale de la vapeur qui alimente la machine ; on aura d'abord
/Il /Ï2 /Î3
Cela posé , la couche de vapeur qui sort de la première chaudière subira un frottement ayant pour valeur
Mais la pression P étant supposée peu différente de P', on a
sensiblement
par suite,
Le travail dû à ces frottements est exprimé par
Fi>, = — ( — 1 Bin'aiiT.
On a de même, relativement à la couche de vapeur issue de la deuxième chaudière,
ÉCOULEMEMT I>£ LA TAPEUR d'eAU.
Pour la troisième chaudière on a pareillement
«3 \fli/ g ax
et ainsi de suite. Enfin, le travail dû auxfrotlemen conduit X compte du point ou:il reçoit la vapeur dt générateurs, sera
FX=r(-) B,tt»atfT.
Le travail total résistant aura donc pour expression
Tr=:— I — - B.w'aMTH — ) B,tt'a«
/'i \fli/ g Oi 'h\<ixl g ax "^
Substituant dans l'équation (6) la valeur (7)de T,„, leur ci-dessus deT^, puis résolvant par rapport à li, o en observant que D = looo [n ■+- qV) ,
II) tt =
'nXP— P')
lOOO
Supposant « = ^1 = ^5 il vient, en nommant touj< rayon du conduit ,
7 i, /^-h^p ' MP-n
V p \ /I, /Ij /I3
De plus si
/îi = /ij = /ij
cette formule se simplifiera, et prendra la forme
«=r4 / ^g y ^^'/?-H-^F (/i-hiyP)(/i>4-
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Il est bon de remarquer que le terme
nx
est égal à la moyenne des longueurs du conduit, comptées de chaque générateur jusqu'au cylindre. De là il suit que la formule (i3) est renfermée dans la formule (lo), pourvu que dans celle-ci on fasse X égal à la moyenne ci-dessus. La formule générale (il) se transforme aussi dans la formule (9) , lorsqu'on
suppose
Xi = X9 = X3 = ... et a, ==a.
RAPPORT DE LA VITESSE MOYENIiE DU PISTON MOTEUR A LA VrTESSB D'ÉGOULEMENT DE LA VAPEUR.
Soit t la durée de l'admission exprimée en secondes ; le volume de vapeur admise dans le système distributeur sous la pression P' sera
QLUt\
et Ton aura , à très-peu près \ en désignant dorénavant par a la section du cyliqdre,
oiut = £i/' 4- «c -H p 47 0.
{Voir pour la notation la page ai 7). Nommapt N le nombre des courses du piston en une minute, on a, approximativement,
substituant cette valeur de t dans l'équation précédeùte, elle
devient
de laquelle on tire
(,5) ^ = 6^ aV
(*) Cette valeur de i est généralement un peu trop grandex Mais comme ar + ac + /3 + d surpasse aussi un peu le volume d'admission de la vapeur (page 218, formule i}, les deux erreurs tendent à se compenser.
ÉCOULEMENT DE LA YAPEUK D^EÀU.
Cette relation fait voir que le rapport de la sectiot rifice d^ écoulement à celle du cylindre j est propori à la vitesse moyenne ^l du piston moteur; il est insft proportionnel à la vitesse d^arriifée de la vapeur; i "varie en sens ini^erse de la course d^ admission V.
L'équation (i5) peut s'écrire
, ^, N/ a aV
60 a « a/' -h or -H p 4- 0
Cette formule fera connaître, dans une machine éu rapport de la vitesse moyenne du piston moteur, à la d^ écoulement de la vapeur; et Ton peut remarquer rapport est indépendant des pressions P et P^ La (;
rr— prend sa valeur maxima pour /'= /, c'est-à-dire
la machine travaille sans détente ou à pleine vapeur cylindre moteur. On a, dans ce cas,
. . N/ .a al
et à très^peu près,
Si l'on prend pour limite inférieure de /'
i' = c^ttl,
l'équation (16) donne (19)
60 tt 2 a
qu'on petit prendre pour limite inférieure du rapport de vitesses. La formule (18) donnera aussi la vitesse m< maxima' que pourra prendre le piston moteur d'une m travaillant sous des pressions données, mais peu diff< dans la chaudière et dans le cylindre. En prenant la mo résultat, on aura la vitesse moyenne répondant à la
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d'admiBsioa très-peiite
Mais la formule (16) donnera, dans tous les cas, la vitesse moyenne que prendra le piston moteur d'une machine, pour des pressions peu différentes dans la chaudière et dans le cjlindre. .
RAGPOHT DE LA VITESSE D'UNE LOCOMOTIVE A CELLE DE LA VAPEUR
S'il s'agit d'une locomotive (3 ^ o , attendu que le tiroir faisant détente , la boite à vapeur peut être considérée comme faisant partie de la chaudière. Si les roues motrices ont pour rayon K , et si la.machine est animée (par minute ) de la vitesse V, on aura
et la formule (16] donnera
Ce rapport prend sa valeur maxima pour l' = l, ou quand la machine marche sans détente. Dans ce cas ,
et à très-peu près
Cette formule donnera aussi la vitesse maxima que pourra prendre une locomotive travaillant sous des pressions dounées, mais peu différentes, dans la chaudière et dans le cylindre. En prenant la moitié du résultat, on aura la vitesse répondaut-à la course d'admission très-pelile
ÉCOULEMENT DE LA VAPEUR d'eAU.
Mais la formule (20) donnera , dans tous les cas , la 1 prendra une machine locomotive , pour des pression férentes dans la chaudière et dans le cylindre. Si, par exemple.
l'équation (22) donne
60 tt
= o,g environ,
a TT R
al
Si Ton veut que la vitesse de la locpmotive soit.t
vitesse d'écoulement de la vapeur, il faudra détermii la relation
^ ' a ir R al'
La valeur minima de ce rapport répond à /'= /•, ce q
et à très-peu près,
Si par exemple
la formule précédente donne
ai.
- = s environ.
Si l'on prend pour limite inférieure de 7'
ail fl~" wR
Féquation (aS) deviendra ^- (.6) t..
qu'on peut prendre pour limite supérieure de -
CALCUL DE LA SECTION DES CONDUITS DE VAPEUR
Reprenons rëquatîon (lo). On en lire
-log ^
«'«»= -i^ ^,7 ^/i-^yF (/i + yP)(/»4-yP0
lOOO ,^ X
i+4pip
Eliminant au entre cette équation et l'équation (14)5 prenant a ==7rp' comme dans cette dernière, on trouve, pour déterminer p, l'équation du cinquième degré,
{27) ' p* — M{7pH-/X) = o,
dans laquelle on a fait^ pour abréger,
(,8) / '|o"+yP .(P-y) '
Comme dans la pratique on n'a pas précisément besoin de la racine exacte de l'équation (27) , mais bien d'une valeur qui lui soit supérieure , il suffira de substituer successivement à la place de p, à partir de
des valeurs croissant, d'abord de centimètre en centimètre, puis de 5 en 5 millimètres, elc, en s' arrêtant à* une valeur de p suffisamment approchée , et qui fasse prendre le signe 4- au premier membre de l'équation proposée. Et l'on ne devra pas perdre de vue que les logarithmes étant népériens, devront être multipliés préalablement par le nombre
Nous avons vu (page 21 5) qu'il existait une charge des pistons pour laquelle la pression d'admission était très-peu in-
DES CONDUITS DE VAPEUR
£ai*ieaFe à la pression dans la chaudière; il suit f rayon du conduit doit être déterminé pour des \i j)eu difiërente^ de P et de P',,et aussi pour de trèsleurs de l\ afin que la quantité de vapeur affluant « lindre soit suffisante pour maintenir la vitesse de L sous toutes les conditions de charge et de détente qt luji. imposer.
INTous avoirs supposé, ^ans ce qui- précède, que 1 coulement, ou , si Ton aiine mieux, Faire de chaq dans la boite à vapeur du cylindre moteur, était section du conduit. Si l'on veut réduire les frottenie: de la relation
il suffira de prendre
an
m étant un nombre choisi cQnvenablement, mais arbitraire. De là on tire .
ce qui donne, pour la vitesse de la vapeUr,
^ ' V lOQO i-i-4/wpi
laquelle diffère peu de celle qu'on obtiendrait en fais Cela posé, si l'on substitue cette valeur de u da tion (i4) > c^ qu'on résolve ensuite par rapport à a , ^ après tous calculs faits,
(32) « = (0,119)^(1 + ^nif^i)M,
Enfin , si l'on se donnfe arbitrairement a , on aur terminer p la formule
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On déduipa sans peine de cette équation la valeur de a si c'est p qui est donné.
Prenons pour exemple la machine de Wolf de la page 287 , laquelle ne détend pas dans le petit cylindre 9 et vérifions si les conduits ) dont le rayon égale o'^^oaS, sont assez larges pour maintenir la vitesse normale de cinquante-deux courses par minute, avec un dixième d'atmosphère de différence dans la chaudière et dans le cylindre. Nous fvons dans ce cas
r=o",i7, d'où fl=ro"fl,09o8, c = o",o8,.
Prenant en même temps
q = O9OOOOOOO47 1 j
on trouve d'abord , en négligeant ô, et observant qu'ici j3 = o ,
Ensuite Téquation (27) devient, en forçant un peu les coefficients des deux derniers termes ,
p' — (O9000oooo82)p — 0,00000001 = o;
et l'on reconnaît, après quelques tâtonnements, que la racine positive de cette équation est comprise entre
o"*,025 et o",0265.
Donc, si l'on prend
on aura le rayon du conduit par excès, et à i°*",5 près.
On peut remarquer que le rayon effectif ne surpasse le précédent que de l'^^jS.
Si Ton prend pour rayon du conduit le rayon effectif
DES CONDUITS DE YAPEVU
réquation (lo) donne pour la vitesse d^arrivée d dans le cylindre :
Quand on n*a pas égard au frôttemetit
a = loo"*
Quand on a égard au frottement
u = 43">a5 ( 38,5 îîewes à Theure).
On voit 5 par cef exemple^ que Tinfluence du frc saurait être négligée dans rétablissement des cond peur.
Si Ton applique les formules (82) et (3o) à la n précède, on trouve, pour Taire de chaque lumié; première boite à vapeur, en faisant m = 25 ,
a = o"*ï,ooio4.
et pour le rayon du conduit
Remarquons que le rapport de la vitesse moyen piston moteur à la vitesse qui vient d'être calculée
7— Or, pour cette vitesse de 43", aS , la quantité de ^
afflue dans le cylindre est trop grande pour mainteni
de la machine h 62, courses par minute; par conséqi
gulàteur devra rétrécir le conduit de manière à pr
effet équivalent à celui qui consisterait à diminuer
de la vapeur, de manière à satisfaire à Féquation (16
donne , daus ce cas ,
Par conséquent, dans la machine qui précède, le ré
pour effet d'jélever rz — de 7-^7-' *^ 00 /* . 47 4^
Si Ton prend pour rayon du conduit
p = o*",o265, le rapport de sa section à celle du cylindre a pour va
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Les constructeurs adoptent souvent , et à peu p
Dans tes machines 6xes .
Dans les locomotives . . . .
Prenons, pour deuxîètne exemple, la locomotive de la page 221. Nous ayons, dans c^eas,
Adoptant eu même temps
P'=6"'»=62oiû''i',
N=: 212 (environ 10 lieues à l'Iicnre) ,
on trouve d'abord
Ensuite l'ëqualiou (27) devient
Nous prendrons pour racine
laquelle est approchée, par excès, à moins de 0°, 00062. A l'aide de cette valeur, on obtient sans peine
Le rapport de la vitesse moyenne du piston , à la vitesse d'écoulement de la vapeur dans te cylindre, a pour valeur
d'où a = 4o'".28 ( 36,25 lieues à l'heure).
DBS COiiDUlTS DE VAPEUR. 4^9
Le rapport de la vitesse de la machine h la vitesse de la vapeur
est
= 7r-7ï environ.
Si la locomotive ci-dessus , sous les mêmes conditions de pression et de détente, marchait à la vitesse de i5 lieues à l'heure, ce qui répond à 3i8 courses du piston par minute, le rayon du conduit serait donné par Féquation
laquelle étant résolue donne ' *
Ce, résultat est approché, par défaut, à moins deo",ooo5 près. '"Comparant la section du conduit, dont le rayon a la valeur ci-<lessus , avec la section du cylindre , on trouve
al.
- c= — 7 environ^ a r4
Quant à la vitesse d'écoulement de la vapeur, elle a pour valeur, relativement au même rayon de o™,o3 ,*
« ==-44%S2 (4o,o68 Heucs i^'rbeure).
,On- trouve aussi sans peine
7; — = — -environ.
ooi« 2,7 <
Si par la formule (aa) et pour les pressions de 6*^™,'.i et 6*^"*, on calcule la vitesse maxima de la locomotive qui précède, on trouve, en prenant p = o",o3 , ex, = 7rf»*== o*?"^, 0028 27.,
- V=:i499"», Vjou '(2i"«"«?,§àrhewre). . *
.Eà a'ppliquaht la .iiiëme formule à trois 'machines de la ligne "dû Nord , nous avon$ été cô'iiduit aux'resulijits suivants :
LONGUEUR " • * tfO" DES MACHINES. • appfocbée ' RATON VITtSSE MAXIMA
.. . du conduit du conduit, par heure. . mm lieues •
Machine Crampton i4o i o,o5 39
Machine à voyageurs ... 83 5,5 o , o5 18,7
Machine à marchandises.. 3i5 , 2, o,o5 i3,8
DES COZfDUITS DE VAPEUR.
et
TT R, \y . /
de là on lire, à Faide des relations ci-dessus,
Pareillement, on aura, entre les vaporisations des chines en un méàie temps ,
Proposons-nous, par exemple^ de calculer les des organes moteurs d'une machine devant ma même vitesse que la machine Cranipton n^ 140 i du Nord^ mais auec une charge plus grande d'un
DIMENSIONS DES OECANES MOTEIJRS DE LA MACHINE GRAMI
Course du piston / = o'
Rayon du cylindre r = o^
Rayon des roues motrices R =: i '
Liberté du cylindre c = o'
Longueur du conduit de vapeur X = i"
Rayon du conduit de vapeur p = o"
Aire de la lumière dans la boite à vapeur. • • a = i '
En vertu deTéquation (36), nous avons d^abord
~ = t , d'oà «1 =. o"*ï,02.
Prenant
la première des équations (35) donne
p, = o^joSG.
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Adoptant pour rayon des roues motrices ,
R, = o'»,90, on obtient, par la deuxième des équations (35) ,
Si l'on prend, par exemple,
la section ai prend la valeur
.me
d'où l'on tire
fl, = o™«,i97, En vertu de la troisième des équations citées,
Enfin on satisfera à la dernière des équations (35) en posant
It"^ 1 32 «, /, al
Mais 5,=: ai y,, 0 = aX' en nommant X,, et X' les longueurs des axes des conduits aboutissants , par suite
Le problème est donc entièrement résolu.
Ainsi se trouve rendue à peii près complète la théorie niathématique de la machine à vapeur [*),.
C^) La théorie qui précède, relative au mouvement de la vapeur, est extraite 4'un Mémoire que nous avons présenté à l'Académie des Sciences le 12 avril i858j
ROUES HYDRAULIQUES DONT L'AXE EST HORIZ
i 09. Les roues hydrauliques sont destinées à utili motrice de l'eau. Elles se composent en général d'i ou tambour de peu de longueur par rapport au di tambour est terminé par deux bases circulaires ap ronnes» A la surface du cylindre sont adaptées des a ou courbes, destinées à recevoir l'action de l'eau, sont remplacées, dans certains cas, par des vases ou ( s'emplissent de liquide , dont le poids fait tourner j que ceUe-ci doit élever à une certaine hauteur. L'axhydrauliques est généralement horizontal. Il est ve certaines roues à grande vitesse, comme les turbine
HOUES A PALETTES PLANES
Ces roues sont à palettes planes ou courbes. I vent Veau sur leurs aubçs les plus basses. Quand la palettes planes {fig» 193), la vanne, ordinairement
fig. 193.
.N MWW
\ A\v SNV-^ANNN^VTVXNXTVVXV.XS
^\-!^UlL^J
W'vVC
■^Vsx^
^V^NNVÀXv^
est placé taine di aubes, çi est prei jours ég du cours lettes on ment de o™,4o d dans le rayon; 1 ment, 1
474 VINGT-HEUTIÈME LEÇOV.
la circonférence extérieure, est à peu près égal à leur longueur; leur largeur, mesurée dans le sens de Taxe, ne diffère de la largeur du coursier que de quelques centimètres. Quelquefois les aubes sont inclinées, vers Tamont, sur le prolongement du rayon, d'un angle d'environ aS degrés.
Un coursier ordinairement rectiligne emboîte inférieurement les aubes , et ne laisse à la roue sur les joues et le fond du coursier qu'un jeu de i à a centimètres. La pente du coursier
varie de -= a s*
L'épaisseur de la lame d'eau qui s'établirait dans le coursier, si la roue n'y était pas , doit égaler environ le ^ ou le 7 de la longueur des aubes estimée dans le sens du rayon.
ROUB PONGBLET.
Le^ roues à aubes courbes [fig* 194) ont été imaginées par Fig. ,g/j. M. Poncelet. Elles reçoivent
l'eau par une vanne inclinée ; la roue tourne dans un coursier qui ne laisse que I centimètre de jeu pour les roues en fonte, et 2 pour celle s en bois , plus sujettes à se déformer; elles portent des parois latérales destinées à retenir l'eau.
Le coursier se termine par un ressaut brusque, afin de faciliter le dégorgement des aubes , car l'eau en sort avec une vitesse à peu près nulle. Les aubes sont assemblées entre deux couronnes annulaires dont la distance, dans le sens du rayon,
doit être au moins égale au jde la hauteur de la chute, ainsi
qu*on le verra plus loin. Les aubes sont circulaires et leur inclinaison sur la circonférence extérieure est ordinairement de 3o degrés environ. Voici comment on ei^ fait le tracé. Par un
KODBS BYDKAULlQtlES DONT L IXE EST HOBIZOC
point m, on mène une Ungente ma, puis au point un angle amh = 3o degrés ; on élève me perpendici sur /ni, et l'oD prend le point c, pour centre de l'a Les aubes sont ordinairement en t6le de fer de 4 ' mètres d'épaisseur ; le nombre en est ordinairement ' les roues de 3 à 4niètresde diamètre, et de 48 pou de 6 à 7 mètres de diamètre.
ROUES DE COTÉ
Les roues de c6té {/îg. ipS et 196) sont des roues
Fig. tgs. planes qui reçoivent
hauteur de l'axe, soii
vanne, soit par un 1
Elles sont emboiiécs
coursier dont le jeu, ta
côtés que sur la circo
doit être de i à 2 ce
au plus. D'après cetti
tion , on voit que le liquide doit prendre sensiblemenl
Ttg 196
•. (|ui peut aller jusqu'à 2 mètres pai ROUES EN DESSUS.
Ces roues (Jtg- 197) reçoivent l'eau à leur partie su soit dans des augets, soît sur des aubes renfermée!
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coursier; Jausl'un et l'autre casjleliq^uideagit par son poids. L'usage des augets parait Goiivenir, lorsque la hauteur de chnie étant très-graDde, la quantité d'eau est peu' considérable; l'usage des aubes est préférable dans le cas contraîre. La roue à aifgets doit tourner assez lentement pour que la force cenirifuge ne fasse pas sortir trop loi l'eau des augets; on conçoit que la vïf^ lesse doit être telle, que le liquide reste
dans la roue le plus longtemps possible.
. LA ROTATION DE LA HOUE FAIT PRENORB JL L'EAU DE- L'AUGBT LA FORME CYLINDRIQUE.
19S) une moléculie d'eau prise à la surface dans l'auget; cette molécule est sollicitée par dcus forces dirigées suivant abei ac; l'une ab de ces forcés. est la force centrifuge, la -deuiïième est le poids de la mblé- ■ ■ culte ;ni.*étanl la. masse de cçlle-ci, l'on au*ra,'en notamaut cd ta vitesse angulaire de rotation autour de l'axe-Oj
d'où l'o
= mg;
ROUES HYDRAULIQUES DONÎT'AXE EST HORIZO
Ayant construit le parallélogramme al^cd^ la ré de ces deux forces viendra rencontrer en OH a ve menée par le centre O delà roue. Mais les triangles étant semblables , donnent la relation
ai: 00
comparant les deux valeurs du rapport — , il vient
Or, pour l'équilibre de l'eau dans l'augel, il faut le§ forces telles qiiear? soient normales à la surface ces normales vienneût toutes passer par un même donc cette surface est un cylindre dont Taxe,, parall de la rouei passe par le point O' déterminé comme i
UiaTB DU NOMBRE DE TOURS DE LA ROUE A AU*
Posons, pour abréger, 00'=/i; Téqualion précéd liera, en la résolvant par rapport à &),
ttN Mais cd =: — 9 en désignant par N le nombre de toui
nute^ par suite.
'•=vv/f-
Or plus h sera grand , plus Peau s'approchera dans l'horizontalité; par conséquent, si l'on pose
m étant un nombre choisi convenablement, mais arbitraire , et qu on remplace ensuite h par a/iR , on
TT V //2B
//iR
qu'on peut prendre pour la limite cherchée."
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Si par exemple on prend R = 3™, m = ib , il vient
TRACÉ DBS AUGBTS DUIIB ROUE.
Ayant choisi arbitrairement le rayon de la circonférence extérieure de la jante delà roue, on partage cette circonférence entre un nombre entier // de parties égales telles, qu*elles soient comprises entre o"^,3o et 0*^,40', on a ainsi la distance de deux augets. Soit ab (fig. 199) Tune de ces divisions^ on Fig. 199. choisit ensuite Tépaisseur de la
jante, de telle sorte qu'on ait
on joint le point a avec le milieu m de bb\ et Ton prend la ligne brisée amb^ pour le demi-profil de Fauget.
Quelquefois on arrondit légèrement les angles, ainsi qu'on le voit en rsj(jt. Cette dernière disposition est adoptée dans les grandes roues en fer, afin de ne pas s^exposer à rompre, en les ployant, les feuilles de tôle qui servfnt à la construction des augets.
CALCUL DU RAYON DE LA GIRCOBIFÉRENCE INTéRIEURE DE LA JABITE.
Poson», pour abréger,
nous connaissons R ainsi que le nombre n des augets, et nous nous proposons de déterminer r. Pour cela , nous avons
n,a'b'=zii:r, a'i' = -(R — r);
3/iR
de U on tire
Si , par exemple , on suppose R = 4™ j comme l'intervalle entre
ROUES HYDRAULIQUES DO»T l'àXE EST HORIZO
deux augets doit être compris entre o",3o et o™,4c
et, par suite,
Prenant ti r=: ^o, la formule (a) donne
* CAPACITÉ DES AUGËTS.
Concevons un auget dans la i>osition où il reç( la source; si par le bord le moins élevé on mène un zontal, ce plan marquera la limite de Teau dans 1^ traction faite de Tinfluence de la force centrifuge. I le volume de Tauget par l'aire de son profil ainsi aura la largeur de Tauget dans le sens de Taxe. So lume , et proposons-nous de déterminer la largeur sous la condition que sa capacité soit dans un rapfj av^ec la quantité d*eau quil doit reces^oir. Pour cela , n le nombre des augets, et N le nombre de tours que 1
faire en une minute. La durée d'un tour de roue s
condes \ et comme dans cet intervalle il passe n aug
l'orifice d'écoulement, le passage d'un seul durera —
Soit Q la dépense de l'orifice par seconde \ la qua liquide qui entrera dans l'auge t , sera
Mais>, d'après l'énoncé, on doit avoir
remplaçant q par sa valeur (3) , il vient
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Supposant par exemple
on^trouve
La formule (4) pourra servir également à mesurer la quantité d'eau que reçoit chaque auget d'une roue établie. Pour cela , il suffira d'observer le nombre N de tours par minute , de compter le nombre n des augets , et de déterminer ia dépense Q par Tune des formules données à la fin de la leçon XXVII.
HYDRAULIQUES
'Hl . Soit h la hauteur verticale de la chute comptée jusqu'à Tendroit où l'eau commence à frapper l'aube j soit aussi A' la hauteur verticale pendant laquelle le liquide agit sur l'aube; V étant la vitesse de Teau en arrivant sur la roue, w la vitesse à sa sortie, u la vitesse perdue par l'eflet du choc, Pie poids de l'eau qui agit sur l'aube, on aura , en Vertu du théorème de Carnot ,
Mais ici les quantités V, w^ u sont à très-peu près les mêmes, respectivement, pour toutes les molécules liquides^ doncTéquation ci-dessus peut s'écrire
T«— Tr= -(^2 — V-) 2 w -+- -tt'îî/w,
et plus simplement encore ,
Trt ■— Tr = i (a^ -H tvM Z //i — - V» 2 m.
Résolvant celte équation par rapport à T^, il vient
Mais
T;„=P//', \'=igh^ 2wz=-;
RÔ'tÉS Mîli^AtïlTQtJÉS ttoFWT "-L AIîTE «ST HORIZONTAL. 48 1*
par conséquent • .- • - •
Posant) pour abréger, h + /i'=H,' on obtient enfin pour le travail transmis àlâf roùè /et céFa quelle que soit la rdrraedc celle-ci j
(l) t,= P&— it(tt»^-c»'»). .
Nous ferons remarquer que cette formule repose sur des hypothèses qui ne se réalisetit qu'imparfaitement dans la pratique. Il s'ensuit que, pouf avoir le travail effectif, il faudra multiplier le travail théorique par un coefficient qui se déterminera par l'expérience.
Si Ton prend pour P le poids de Teau qui sort de la vanhis en une seconde, on aura, par la formule ci-dessus , le travail transmis à cette roue par cette quantité d'eau. On diviserapar j5 pour ^voir la force eu chevaux.
On voit par la formule (i) que le travail transmis au i*écep^ teur sera d'autant plus grand que le deuxième terme sera moindre, La valeur maxima de T^ répondra donc au cas où l'on aura
a = Oy tv = o.
Par conséquent , pour produire le maximum d^effet^ Veau doit éirrii^er sans choc sur la roue et en sortir sans vitesse. C'est à remplir cette condition que doivent tendre les coristructeurs de roues hydrauliques*
CALCUL DU TRAVAIL DAMS LES HOtJES A fALETÏES PLANES
EN GÉNÉRAL
112. Soit a l'angle que la direction de la vinsse .Y de l'eau au moment où elle frappe Taube fait avec la direction de la vitesse i^ de la roue {Jig* '9^ )• Comme le liquide en sortant de la roue possède à très-peu près la vitesse de celle-ci , on aura
ifsr p;
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Cil mÈme temps la valeur de u sera
(1) H'=V'+.^' — aV^cosa.
Substituant cette valeur dans la formule (i) du nunjiTO p cèdent, on trouve
(2) T,=:P(H -/-) + ?. ■(Vcos^-.).
VITESSE BO MATLIMUU D EFFET. Si l'on résout cette équalioii pai' rapport k i', il vient
= iVco8=±y''^V'cos'»-h*(a-A)-|T,.
Mais on doit avoir
afin que V soit une quantité réelle, donc la valeur maxini T, sera
En mènie temps la valeur de vse réduit à
(3) <. = lVcos«.
Si dans la valeur maxiraa de T^ on remplace V par sa vale y^ 2 gh, on obtient simplement
(4) T.= PH-^P^(i + sin'a).
Nous avons supposé, dans ce qui prérède, que V était conn Si c'est i» qu'on se donne, on atira d'abord, en substituant valeur (i) dcu* dans la formule (1) du numéro ptécédeui,
T,= PJI~i -iV'+ar'— aVfcosa).
2 fi-
Posant ensuite
HOUES HYBIlAlJUQUEe QOliT I. AXE EST H011IZ<
et résolvant par rapport à V^ on trouve
V 2s I» cosa ± \^i»' cos'a -t- w — 2 »>':
TO~là on conclut que la moindre valeur de m sera
■ /w = 2 p' — p' cos* a = <»' (i 4- sin' a) ;
par suite , la valeur de V devient
V = *PCOsa.
Substituafil dans Texpression précédente du travail pour la valeur niaxima de T».,
Tr= PH — - - (^«(l^ SlVit) 2 g
On .voit par les formules (4) et (6) que !â valeuf d'autant plus crande que l'angle « sera plus petit iîon la plus favorable à donner à la lame d'eau répo au cas de a: = o. Il faudra donc faire arriver le liq Une direction normale à la palette; alors la rîtesse^ vaîl maximum, devîendroiH
Ti.=:PH P/i>
si la viiesse de l'eau est donnée; et
si c'est la vitesse v de la roue qui soit dotinéc.
Enfin la deuxième des foirmules (7) montre que T». tant plus grand que h sera moindre. Donc , pour la m teur H de chutes les roues en dessus sont plus fauor les autres.
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point miliQu (l'un aiiget; d'ailleurs la face qui reçoit le cl <lu liquide cLant plane , la formule générale ( 2 ] corivieut au n cette espèce de roues.
Des expériences de M. Morin , failes en 1828, sur i grande roue à augets en fer, Je to mètres environ de diamèl établie à Guebviller(Haut-Rliin), et en i834 et i835 sur. roues de 3'", 423, 2'", 28, s"", 74 àe diamètre, ont montré < le terme P (H — h) devait être ftflijcté du coefficient o"",; de sorte que la formule qui douue T, devient, en suppos a ^ o,
Dans les roues à augcls qui prennent l'eau à la hauteur l'axe, le coefficient pratique se réduit à o^,6q.
La vitesse à la circouférence doit être environ de i mètre seconde. Pour une rouede 10 mètres de diamètre, elle pour être réduite à o™,6o.
NOTIONS Sl'R LES MOUVEMENTS RELATIFS.
113. On sait que la mouvement ivlatif d'un corps es. mouvement de ce corps tel qu'on l'ohserve étant placé sm i/ciix/'ème cor.ps regardé comme fixe.
La vitesse relative dn premier mobile est la vitesse i qu'on l'ohserve du second.
Si le premier mobile est en repos, l'observa leur lui al bueTin'moQ\erni?nt égal et contraire à ce]ui dont lui-rraêmc animé, _ ......
Il est évident que le moiweinent,. relatif de deux, cor/is sera pas changé si on- leur imprime un mouvement comm
On .prend ordioai'rement ce mouvement comnïun égal contraire à i:eLui de l'an des deUiC Ûiobiles , lequel se iro ainsi réduit au repos. J/autre mobile se meut ^lors autoui rcluî-ct , en v^tu de deux mouvements;. l'uu de cc& mon ihcDts est le sien' propre, l'autre est égal et contraire à-ccluî (nobile rçndu fixe. '. .
ROUES hydhàuliqucs dont l'àxe est HOniZO
DÉTBRMIlVATIOflI DE ÏA VITESSE ÏIELATIVE DE DEU
Soient A et A' (fig* 200) deux mobiles animés, de la vitesse AB'= V, le deuxième de la vitesse A'
Fig. 200. je veux trouver 1
./F lative du mobile
* « ►v ,'- /. port à A', jiii
-v 7 ^^I ^^' ^ deux mobiles un 1
A^^ /-^^ commun égal et
/ celui du mobile
/ sorte le point /
duiuau repos, tandis que le point A sera animé c simultanées AB = V, AC = -^ V. Composant cej nières vitesses par la règle du parallélogramme des ' vitesse résultante AD =W sera la vitesse relative A, c'est-à-dire la vitesse du point A telle que Tobst point A' un spectateur qui participerait au mouvei dernier point. Donc pour obtenir la vitesse de dei il faut composer la vitesse absolue de Fun d'eux vitesse égale et contredire à la vitesse absolue de l\
Réciproquement , si Pou compose la vitesse abso point A , ai^ec une vitesse AF égale et contraire à relative AD^ on aura la vitesse absolue AE du po même si l'on compose la vitesse relative AD du poii une vitesse AE égale en grandeur et en direction à absolue du point A' y on aura la vitesse absolue Al A, La figure ci^essus met en évidence ces deux derr positions.
Ainsi, par exemple, la vitesse relative de deux chemina de fer est égale à la somme ou à la difTérenc vitesses absolues, suivapt qu'ils marchent eii sens i dans le même sens.
TQÉORI^ DIS hX RODE PONGELBT; FORMULES PRA1
114. Soient V la vitesse de Teau au mpment où elle Taubc, et i^ la vitesse de l'aube j lai vite^c relative d<
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rap(M>rt â Taube regardée criiutnc fixe sera
En vertu cle cette vitesse relative, le liquick; s'élèvera ciaas Faillie jus<iu'Â |ine haatear verticale h telle, qii*on aura
A <:c luornent la vitesse relative de Teau sera nulle; puis elle redescendra en vertu de son propre poids , et reprendra successivement les vitesses que la pesanteur lui a fait perdre. Enfin le liquide sortira de l'aube avec la même vitesse relative qu en y entrant ; mais cette vitesse sera dirigée en sens contraire f elle aura donc pour valeur
Com|iosant cette vitesse relative avec la vitesse absolue i^ de Taube, on aura la vitesse absolue W de Teau sortant de Taube, savoir
(a) W=i'— (V— v) = af— V.
Si Ton substitue cette valeur de W dans l'équation (i) du n** m , on trouve
Mais dans la roue Poncelet l'eau arrive sans choc, puisque le liquide entre dans les aubes taogentiellemeiit, du moins à ti espeu près; donc
et par suite
(3) T,=:PH--?(2i'^V^
Développant le carré, et remplaçant ensuite \ ' par sa valeur^ Y* = 2gH, on trouve
Si l'on compare cette valeur avec celle de T^ donnée par la
liÔUES HYDRAIILIQVBS DO^NT L AXE EST BORIZQ
forinuJe (9) du n^ ItS, ou voit que, toates chose roue Poncelet utilise deux fois plus de trà%»ad qi palettes planes çt en dessous.
La fonnule (3) fait Voir que si Ton règle la ih manière à faire prendre à la circonférepee extéi roue une vitesse
(5) . = iv,
Tr acquerra sa valeur maxima , savoir
(6) • Tr=PH.
D'où il suit que la roue Poncelet utilise toute la fi que de la chute y lorsquon fait prendre à la cir extérieure du récepteur une vitesse égale à la n vitesse de Veau sortant de la vanne.
Ce résultat remarquable tient à ce que pour 1^ =
sort de la roue sans vitesse, ainsi qu'on le voit mule (2).
Si dans Tëquation (1) on remplace \f par sa val vient
Mais donc
Par conséquent la hauteur de^ au,heSj mesurée sur l du centre de la roue^ doit 0tre qd moins égale au i hauteur de la chute.
Il résulte de Texpéricncç que la yitçss^e du maxin n'est pas précisément
mais moyennement
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lame lit^uide font avec \t: plan de la palette ; eniiu j'appt^Ue la vitesse de Teau au moment où elle frappe la palette, et ^' vitesse que prend la roue lorsque le mouvemenl uitiformc ( établi. Si l'on décompose les vitesses V et c suivant les lipi ON, OP. on sera conduit aux résultais suivants :
Vitesse de l'eau suivant OP = V ces P-
Vitessc (le l'eau suivant ON. .' = V sin fl.
Vitesse de la roue Biiivaoi OP ='— v cas a.
Vitesse de la rotie suivant ON = c sin «.
Si, par les règles donûées au commeiicemeai- du ii" 1 13, eherche les comixjsantes de la vitesse relative de l'eau, estîm< suivant OP, ON, on trouve :
Vitesse relative de l'eau suivant OP = Vcosp + "cosa.
Vitesse relative de l'eau suivant ON = Vsia ^ — i< sin a.
Mais il est évident que la vitesse relative de l'eau norm: à la palette est détruite par la résistance do celle-ci, on ai doue (.) . «=.Vsin?-.sin«.
Remarquons mainteuaiil que pour avoir la vitesse alisolue l'eau il faut composer sa vitesse relative V, [f!g. aoa) avec Ht. ïoa. vitesse absolue de la roue prise suivani
, direction, ce qui donne
/rj^ — '/~^ (2) w= = (i'-i- v; — 3v,i-cosa,
/.^., ._^. mais- '■ ■■ --■■•—
(.■3) . V , = + V ras p + _.■ cos ^. '
Substituant dans (a) cl fédulsairt', ùu'tl'OUVfe' -' '. "
(4) W' = V'f09'p"4-^'am'.«. " " "_
D'un autre côté on tire de la formule (1)
W = V sin= fl + r' sin' i. — 2 V <■ sin p sin a ; par suite
u= +.(v'==V' — 2KsinK{Vsin p — psina).
ROUES HTDRAULIQDCS DÔMT l'aXE EST VE1
Substîluant celte valeur dans la valear ci-dess trouve
_, T,= PH — --[V»— 2c^sina(VsinS — Psi
Maïs on a ^ à très-peu près, V* = 2 g' H, car ïa l cale de la palette est très-petite par rapport à F
quent
(6) T, = - p sin a ( V sin p — «^ sin-a).
D^ns cette formule, il faut prendre pour (^ centre de la palette, car on peut régarder l'actioi liquide comme étant concentrée en ce point. Aig parlant , c^est au centre de la palette que doit se raisonnement qui précède.
VITESSE DU MAXIMUM D'EFFET
Si Ton résout l'équation (6) par rapport à v^ on
2 sio a y 4 sin' OL P sin' a Pour que T,. soit un maximum , il faut qu'on ait •
Psm'a 4 sm* a
d'où Ton tire
(7) T,=ry?V'sin'^.
La vitesse de la roue devient alors
(8) • • P=iv^.
2 sin a
On peut remarquer que la valeur de T^ sera d'i grande que Fangle f3 sera lui-même plus grand. donc^ autantquepossible, diriger les Jilets d*eau noi à la palette.
L'équation (8) fait voir à son tour que le degré d'
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de la paltttc sur riioriwn n'influe (jut- sur la viiesse do I roue. On voit que ce.tte vitesse sera d'aulant plus grande qt l'inclinaison de la palette sur l'horizon sera plus petite .
La formule (6) fait voir que la valeur de T^ sera d'autant pli grande (jiie la vitesse V de l'eau, au moinrnt où elle frappe palette, sera elle-même plus grande.
INCLINAISON LA PLUS FAVORABLE DES PALETTES- Si l'on résout l'équation (6) par rapporta sînce, on iru»
La valeur maxima dcT,, ;
a donc pour valeur
laquelle coïncide avec (7),
L'angle a sera donné ensuite par réqualion" , V
Etant données la vitesse V de l'eau, celle de c de la l'angle [3 de cliute, l'équation (10 J fera connaître l'inclir des palettes sur l'horizon pour laqui roue sera le plus grand possible.
•lie le travail transmis à
FODMULES PRATIQUES POUR LES ROtlES A PALETTES INCLINEE
Des expériences failes en i8ao, sur une des roues du inoul lies Minimes, à Toulouse, par MM. Tardy et Piobetl, 0 éiabli que le coeflicient pratique des formules qui précèdf vane de o,yo à o,^5. Eu adoptant 0,70, la formule.généri (6) devient (11) T,= (o,7o)-fsinii(Vsin3 — osina),
et la formule ( j), qui répond au maximum d'eUet,
(11) T, = (o,,,5)îv>i„.p.
^ ROUES HTDIIAtII.IQVB8 ^DOHT L AZB, EST VERT
THÉORIE DE LA TURBINS fiURDIlV; FORMCLES PR
116. La turbine Burdia a été imaginée en i8a4| 8^e$t proposé de faire arriver Teau dans la roue sac la faire sortir sans vitesse.
. La hauteur de la chute est divisée en deux ps
{fis* ^^3) . La partie supérieure est occupée par le i
Fig. 3q3. la partie inférieure par la rou
voir est un cylindre RR à ai ouvert à sa partie supérieure dans la rivière qui doit alimen Le récepteur consiste en un 1 dont Taxe traverse le réserva tourne inférieurement dans ui dine. La roue fait corps avec i le fait tourner sur lui-même, du tambour se trouve une bâche xzyu , percéie de ce débouchent inférieurement en B et C, et tangentiell circonférence que ces points décrivent. La rotation est produite par la réaction due à l'écoulement du Hq évident que cette rotation doit se faire en sens invers vement de Teau. Aux points A et A', le réservoir es trous portant des conduits qui font sortir l'eau tangen à la circonférence et dans le sens du mouvement de 1 l'on nomme o) la vitesse angulaire de rotation de c< qu'on pose a P = r, la vitesse du point a de la bàch< alors pour éviter le choc de l'eau on posera
V = wr,
d'où w = - »
V étant la vitesse de l'eau au point a. De la sorte, relative de Feau, entrant dans la bâche de la roue, s et il n'y aura pas de choc. Ainsi dans la turbine Bur
(î) wr=r O.
Remarquons maintenant que l'eau, en circulant dai dnits de la roue, acquerra dans sa chute une vitesse
4p6 ■ " "-TliEWTiiMï lEçoirr — ■ ■
-de plus-cett« vilcs3e-s«ra<lirigée-en se»s o&iuraipedii luouv meuL (le la roue. D'un anlrc rôt<! , le liquide possède I? viles (le la roue ; par conséquenL si l'on place les conduits de son de manière quon ait r, = r, r, étant la distance à l'axe i point par où l'eau s échappe, on aura
l'eau possédera donc une vitesse V dirigée en sens contra' la roue, et il en résultera que sa vite: cia nulle. On aura donc
du n
iiouveiuent de
absol
ue de sortie s
Aon
^oycii des vali
ilii 11'
•m ik-vlc.u
izurs pn
;édeules de h ci de
«jual
Concevons une roue à auWs courbes, telle que la n
di- M. Poiicelel {Jig. a'>4 et 2o5), mais dont l'axe soit vertii
é(jucnt la formule à employer dans la pratique s T„ = (o,';5)PH.
OD vanna an niaVicUnn.
BU' Ut artiHclel de la rivière. ^
La paroi cïlindrii|ii(' à laquelle sont adaptées les aubes, porU
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laides ouvertures verlieales par où Teau sort de V la roue pour frapper les aubes {fig* ao4). Afin i Teau une direction à peu près tangehte à la circc la roue et normale aux aubes, on la reçoit dans ou tonneau embotté dans Tîntérieur de la roue e qu'elle. Dans ce cylindre qui reste fixe pendant la la roue , se trouvent des cloisons courbés à peu pr à sa circonférence. Â Fintervalle éûtre deux clo: Guiives correspond, sur la surface latérale du cy ouverture par où Teau sort tangentiellement à sa cii et dans une direction à peu près normale aux aube: La pression de Teau sur les aubes fait tourner h cloisons du tonneau ont une hauteur à peu près doi de la roue*, au^essus le tonneau s^élargit, formant de réservoir.
La roue repose sUr une calotte sphérique en i
'}'' le fond est fixé à Taxe'de la roue. Cet axe se tern
i pivot qui tourne dans une crapaudine. Le réservoi
à sa partie supérieure par laquelle il reçoit Feau.
entièrement plongé dans le liquide; alors le canal
^ artificiel au-dessous duquel se trouvera la roue.
iDDi Les cloisons courbes pratiquées dans le tonneau
ijd nom de directrices, parce qu'en effet elles diriger
les aubes. Il n'est pas néc^essaire que toutes ces cloif
d'un noyau intérieur; elles peuvent s*en approcl
moins; il suffit qu'elles aboutissent aUx ouvertur
par lesquelles Teau sort du tonneau^ Pour amen
moins d^eau sur les aubes, on se sert d'un manc'
lindre qui entre dans le tonneau^ et qui bouche ses
jusqu*à telle profondeur qu'on veut.
Uu des grands avantages de cette turbine , c'es entre de toutes parts et agit sur toutes les aubes s rdue ne supporte pas une haute colonne d'eau con turbine Burdin , et par conséquent n'a pas un poid sidérable. L'orifice du tonneau peut être entièrem< i^(ii qui permet à* la roué de marcher même dans le
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fortes gelées ou de grasdea crues d'eau , où les autres i Ijydrauliques cessent de marcher.
Il y a certaines de ces turbiDes qui font jusqu'à aSoo I
c pcnduitt l'action de l'eau )
* Soi en I
T, le travail transmis
une aul>e ,
V la vitesse de l'eau au sortir des courbes directrices, H la hauteur de la chute comptée jusqu'à la face infériei
delà roue, V,la vitesse relative de l'eau à son entrée dans les aubes. \ , sa vitesse relative à la sortie , 'ù la vitesse angulaire de rotation, '■„ la distance à l'axe de la roue du premier élément supci
ciel d'une aube , r, la distance à l'axe du dernier élément , /■ la dislance à l'axe d'une molécule liquide quelconque [x
Il que
lagit
l'aube,
P le poids de l'eau agissant sur une aube. En vertu de la formule ( i } du n" 1 1 1 , ou aura
PH
itesse de l'eau à la sortie de la roue, i la vitesse perdue par lecli Si l'on compose la vitess di! l'eau (_yï^ 2o5), avec
f.^ vitesse de la roue, prise
sens contraire de sa dli lion , ou anra ta vitesse r( live Ve de l'eau à son enl dans l'aube , ce qui donm
v;== V-+ ..;— 2 Vp. «»s(V,
, ^= '.)/„ , celte éqnalton devi
2V..r.(-os(V....)-
ROUES HYDRAULIQUES DOST L AXE EST VERT
On peut remarquer que Tangle (V, i^o) est raiigli courbe directrice de l'eau fait avec la cîrconférenc Pour déterminer Vi, remarquons que le travail ( dant qu elle agit sur une aube a pour valeur
— (Vî-Yî).
Maïs cette eau est soumise à l'action de la pesant travail ici est nul , puisque chaque molécule d'ea horizontalement ou perpendiculairement à la dir force. Elle est aussi soumise à Faction de la fore dont le travail a pour valeur
égalant ces deux valeurs du même travail ^ il vient
(2) . vî = v;-h«'(rî-r;).
On remarquera aussi qUe la vitesse relative V^ de compose en deux en entrant dans une aube^ Tune celle-ci, Tauire normale; y étant l'angle d'inclii l'aube, la vitesse perdue aura pour valeur
(3) a==V«sin7.
De là il suit qu'on aura
si y = o, c'est-à-dire si Taube, à sa naissance, estdiri, V^. Nous adopterons cette hypothèse.
Enfin la vitesse absolue iv de l'eau à la sortie des
«'«zsv; -hi*; — 2v,P,cos(v„ — V,),
et comme
cette équation devient
(4) (*'' = Vy-t- wVJ — 2V,wr, cos<p.
5oO TAEMTIEME LEÇON.
S'il était possible de faire à la fois
y = o, Vi = wr, , on aurait aussi
mais cette double hypothèse ne peut être admise, car l'eau sortant avec une vitesse nulle de la roue de la turbine, ne pourrait se dégager et gênerait le mouvement de Faube suivante. M. Fourneyron s'est contenté de faire
(5) wr, = V, et f=i5».
Alors on trouve par l'équation (4)
(6) iv^z=, a «Vf (i — cosy)= 4**'''! sîn'- ?•
L'hypothèse (5) introduite dans l'équation (2) donne
(7) V, = wr,.
Par conséquent, si Veau sort de la roue avec une vitesse rèlatwe égale à la vitesse absolue de celle^i, elle y entre avec une 'Vitesse relative qui est aussi égale à la vitesse absolue de la roue y cette vitesse étant mesurée sur la circonférence interne. Si l'on introduit dans l'équation (i) l'hypothèse \^ = (ùr^^ cette équation devient
(8) V = 2wr, cos(V,i',),
de laquelle on tire
laquelle fait connaître la vitesse de la roue, en fonction de la vitesse due à la hauteur de la chute.
Enfin le triangle Va V^, de la figure donne
V sin^
V«"~sin(V, c,)
t^f étant l'angle que l'aube, à sa naissance, fait avec la circonférence interne 5 de là on tire
sin V,»^.
ROUES HYDRAULIQUES DONT L*ÂXE EST VERTICAL. 5ot
Comparant avec rëquation (8) et remplaçant V^ par sa valeur Vjj = WTo, il vient
(il) smij/ = 2sin(V, p,)cos {¥,«',) = sin 2 (V,!»,),
d'où
(12) ^ = 2(V,vO.
Ce résultat fait voir que Vinclinaison des aubes sur la circon^ férence interne doit être doublé de Vinclinaison des courbes directrices sur la même circonférence.
Maintenant si dans la valeur de T^ on fait u = o , et qu'ensuite on y remplace w par sa valeur (6) , on trouve d!abord
{i3) Tr=:PH — 2?«V;sm*-î.^
Remplaçant o)* par sa valeur (9)? il vient
T,= PH-?4-^^V
^ ^' ^ rj cos' (¥,<*,)
Dans les petites turbines, on prend ordinairement
ctins les grandes , on adopte
.-=0,75, où o,83.
' Le cocffiiîiettt pratique relatif à la turbine Fourneyroii est égal à 0,704 par conséquent, le travail effectif que Peau motrice transmet à la roue , a pour valeur
L S''\ cos'(V,«',) J
La turbine Fourneyron convient à toutes les chutes. Elle peut marcher à des vitesses très -différentes et fonctionner dans
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. Le coefficient da travail tltOorique parait être égal kQ'^,G pour les chutes de 2 métrés et au-dessus, et pour des ouve tiiies de vannes vaiianl de o"',o& à 0'°, la Les équations (i et (6) deviennent ainsi
(10) T, = {o,65jPH.
Le coefCcienl pratique des mêmes foiinulcs s'élève à o°',j pour tes chutes de i"',5o et au-dessous, et pour des ouvei I lires de vannes variant de o", 20 A o°',3o. Dans ce cas, on
T, = (,,5)%(ï-.), T,= (o,-;5]PH.
nOUES HYDRAULIQUES DONT L AXE EST VEIV
pourja se proposer sar les roues à palettes plane marque que ces formules renferment neuf quant V, A, P, /, e, ï^, N, R, T^, on en conclut qu'< donner à volomé cinq d'entre elles. Alors les foi ront connaître les quatre autres. Si Ton prend, j
/lz=l",5o, /=l*",8o, e = 0",l5, R=r2™
on trouve
HYDRAULIQUE
L'établissement d'une roue hydraulique exige q positions générales que nous allons exposer somm
1^. On doit s'arranger de manière à retirer d< plus grand effet possible.
1^ La vanne doit être inclinée et se rapprocher L ble de la rouCr
3**. Si le liquide agit par un déversoir^' celui-ci placé immédiatement auprès de la roue.
4®. Le canal d'arrivée deVra être aussi grand qu il faudra que sa section soit au moins égale à dix 01 la largeur de Torifice.
5°. Quand cela sera possible , il faudra donner fuite une largeur plus grande que celle du cours roue. •
Les autres <lisposi lions sont relatives à chaque roi culier.
CALCUL D UNE ROUE A ÉTABLIR
Supposons , par exemple , que Ton veuille établir 1 dessous à palettes planes d'une force donnée. Si Ton choisit arbitrairement cinq des quaiitilés (
5o4 TREMTiEMB LEÇON. -^ RQUES HYDRAULIQUES, ETO.
dans les fori^iules (i), savoir :
Tr=io*'*> = 75o^'", A=ri™,5o, .
il restera à déterminer les quatre autres V, ^', P, e. La première des formules citées fera connaître V, La troisième donnera i^.
La quatrième déterminera P, Et la seconde donnera la valeur de e.
Eflfec tuant les calculs , on trouve
»; = a"',og4,
Les dimensions et le nombre des palettes se détermineront par ce qui a été dit au commencement du n** 109.
DESCRIFTION SOMMAIRE D'UN MOULIN A VE2VT
119. L'axe autour duquel toitrne )a roue est pai'allèl<: à la direction du vont (/îg. aoti), et à peu près horizontal. Dans
les plaines de la FlandrA et de le Belgique, l'inclinaison de l'axe sur l'horizon varie de 8 à i5 degrés. La roue se compose de quatre ailes géuéralenicut rectangulaires^ ces ailvïï sont' appliquées sur des pièces de bois prismatiques appelées
5o6 . TREWTE ET UNIÈME LEÇON.
volants j el dont les axes se coupent A angles droits. On allonge les volants par d'autres pièces moins fortes appelées entes. L'aile commencé généralement a 2 mètres de distance de Taxe de rotation. La longueur des volants varie de 6 mètres à 6",5o; les entes ont ordinairement 7 mètres de long ^ l'extrémité de chaque aile décrit donc une circonférence de i3 mètres à i3"*,5o de rayon. Comme l'aile commence à 2 mètres de distance de Taxe, il en résulte que la longueur de celle-ci est environ de II mètres ou i i^jSo^ on^onne ordinairement à Taile une largeur qui est à peu près le cinquième ou le sixième de sa longueur (*).
SURFACE DB L AILE
La surface ^de Taile est une surface gauche engendrée par le mouvement d'une droite qui, restant toujours perpendiculaire à Taxe du volant^ s'incline de plus en plus sur Taxe de rotation. Ordinairement la génératrice la plus voisine de Taxe fait avec celui-ci un angle d'environ 60 à 62 degrés, tandis que pour la dei-nière cet angles' élève jusqu'à 80 degrés environ. Cet te surface est recouverte d'une toile destinée à recevoir l'action du vent.
Quand la vitesse de celui-ci augmente, celle des ailes pourrait devenir trop grande; alors on modère l'action de la force motn(!e eu enroulant une partie de la toile. Enfip pour placer l'axe de rotation dans la direction du vent, on fait tournera bras la partie supérieure du moulin, qui forme une sorte de calotte h laquelle Taxe est fixé. Quelque^ m«>ulins s'orientent deux-mcmcs, à l'aide d'un mécapîsme particulier.
CONSTRUCTION PRATIQUE DES AILES
D'après Smeaton et Coulomb, la forme la plus avantageuse des ailes, quand elles sont rectangulaires, est celle des ailes dîtes hollandaises^ qui offrent une surface légèrement concave, el dont les génératrices (ou lattes) sont disposées comme $uit :
(*) Dans les moulins des environs de Lille, la surface de l'aile est située d'un même cOté du volant; elle commence tout prè* de l'arbre de la roue.
Angle fait avec l
DE ROTATION
OU aOCTEHEIfT.
DES MOVLIfiS A VE|iT. 5o7
Concevons le rayon de Taile j>artagé en 4^ parties égales. Comptons 10 de ces parties à partir du centre ; c'est là que nous placerons la latte n^ i \ portons-en 6 à la suite, nous placerons la latte n^ 2 sur U 6^ division, et ainsi de suite. Les angles qUe les lattes font aV'ec l'axe de rotation, et avec le plan du mouvement, sont réglés coipme suit :
N*»* DES UTTE8.
VITESSE DES AILES PAU RAPPORT A CELLE DU VEKT
Les ailes étant construileis, comme il vient d'être dit, on doit, pour le meilleur effet, maintenir leur vitesse dans un rapport constant avec la vitesse du vent. Cette vitesse de rotation, mesurée à l'extrémité des ailes, doit être à celle du vent comme 2,6 ou 2,7 est à 1. Diaprés Coulomb, ce rapport est compris entre 2 , 5 et 2 , 6,
QUANTITÉ PE TRAVAIL TRA9IS1US AUX AILES
Il résulte des expériences de Coulomb et de Smeaton que la quantité de travail reçue par une aile est exprimée par la for-n mule
(i) T,=r(o,i3)nV=''^"',
dans laquelle II représente la surface de Tailè, et V la vitesse d\\ vent par seconde* V doit être exprimé en mètres, et ft en mètres carrés. La vitesse la plus convenable au travail parait être celle de6 à 7 mètres,
EFFORT QUI AGIT A LEXTRÉMITÉ DE L AILE
Soit P cet effort 5 v étant la vitesse de Texirémilé de Toile, le
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iravail par seconde sera Pi^, etJ'on aura
p».=Tr = (o,i3)aV\
Mais donc
et en réduisant
Si nous supposons, par exemple , que la longueur de Taiile sôit de 1 1 mètres, sa largeur de 2 mètres, et enfin que la vitesse V du vent soit de n mètres, on aura d'abord
il=22'"^.
La formule (2) donne ensuite
En multipliant ce nombre par (2,6) \= 18,2, on aura le travail transmis à une aile, S'avoir
T„ = gSo»^"» ,98 = 1 3*^^08.
THÉORIE MATHÉMATIQUE DES MOULINS A VENT
* 120. Je supposerai que la fig, 207 représente une pro-
Fig. 207. .
AU
jection dé Taîle fair^ sur le plan du mouvement, c'est-à-dire sur im plan perpendiculaire à Taxe de rotation du moulin. Considérons deux positions infiniment voisines, A a, B&, de la génératrice de l'aile 5 il sera évidemment permis d'admettre que CCS deux lignes comprennent nnc petite surface plane. Je
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prendç un deuxième plan dé projection perpendiculaire à TaxeOO' du volant, et soit xx' la ligne de terre; cette ligne représentera la direction dans laquelle se meut le point (P , O') . Soit i^ la vitesse de ce point , que je supposerai dirigée dé O^ vers x'; si sur xx' j'élève une perpendiculaire O'y, cette ligné représentera sur le plan latéral la projection de l'axe de rotation; le prolongement O' V de celte ligne sera la direction de la vitesse Y du vent. Enfin la projection latérale de la latte A a se fera en Vraie grandeur sur A' a'. Cela posé , je mène O'N normale à la latte h!a\ puis je décompose les deux vitesses V, (^^ suivant O'N et O'a', ce qui donne les résultats suivant» :
Composante de V suivant O'N =ysm ^., Composante de V suivant O'a' z=z V e&s (p,
Composante de v suivant O'N == ^ cos^ , Composante de t> suivant O'a' = — p sin f.
Si Ton compose les vitesses ci -dessus du vent avec celles de la roue , prises en sens contraire de leurs directions, on aura les composantes de la vitesse relative du vent; et comme la vitesse relatiye parallèle à l'élément superficiel de Taile ne saurait évidemment contribuer au mouvement de celle-ci, n^ ayant d'autre effet que de faire glisser le vent à la surface^ il n'y a lieu de considérer que la vitesse relative normale, laquelle a pour valeur
y sin f — V ces <f.
Mais en vertu de la théorie de la résistance des fluides, la résistance au mouvement de Télénient superficiel de Taile est proportionnelle à sa surface, à la densité de Tair, au carré de la vitesse relative normale du fluide. Donc si Ton pose OP= r, A'a' = /, qu'on désigne par K un coefficient constant, et par D le poids de l'air sous Tunilé de volume, la force .motrice agissant sur l'élément superficiel que l'on considère aura pour valeur
KDlclr
(V sin ç — V cos ç)^
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Remarquons lUaÎDtenant que cette pression se d^oropose en deux autres dirigées suivant OVetO'V; l'une, KD/rfr, .
fait tourner la roue, taadîsquc l'autre,
— ^(VsinT-«cos<f)'smf,
parallèle à l'ase de rotation, ne peut produire qu'une près* sîoii sur la crapaudine.
Si l'on multiplie la première force par v, on aura son travail en une seconde, savoir
(Vsin^ — ocoSf)'i'cos(p.
Mais chacun des éléments plans de l'aile donne lieu à un travail analogue; donc le travail total /transmis à la roue aura pour valeur
•,=ï5.'jr\»„v.,„,-.
Dans cette formule, ^ doit être considéré comme une fonction de /' exprimant la loi de génération de l'aile.
Si l'on veut déterminer f en fonction de/' sous la condition que T;. soit un maximum, il suffira évidemment de rendre maximum le travail étémeuiaire relatif à chaque élémenl superficiel , et par conséquent la quantiié
Pour cela il y aura deuk cas à considérer, suivant que le maximum se rapportera à L'angle f , c'est-à-dire à la forme de l'aile, ou bien à la vitesse de ses éléments, sa forme étant donnée. Le rayon.'' du centre de l'élément superficiel étant pris pour variable indépendante, di- est constant, par conséquent il faut simplement tendre maximum la fonction
V cos f [ V sin i)p — V eus f )'.
DBS MOUUHS A VEUT. 5ll
1" Cas. (^ éiant donné, pour obtenir le maximum de la fonction ci-dessus, on doit prendre sa dérivée par rapport à ©, puis égaler cette dérivée à zéro , ce qui donne
/ « . V r 2 ( V ces © + P sin cp) cos » 1
(Vsmy-f^cos(p) ; ^ . y • =0. •
L — (Vsm^ — ccos(])]s]nf J
Mais le premier facteur de cette équation ne peut être nui, sans quoi T^ serait nul ; .donc la condition du maximum devient simplement
(2) 2 (-V ces f + l' sin ^) CCS ^ — ( V sin^ — v ces y) sin y = o , de laquelle on tire
^ng ^ "■ "V ^^^^ ? -^ 2 = o.
Soit ct) la vitesse angulaire de rotation, on a
par suite Féquation précédente se transforme dans celle-ci
(3) ^ tang'f — 3-rtaDg(p — 2 = 0.
Résolvant et rejetant la racine négative , on trouve
(4) taDgy = --rH-^2-t-|-/^
Pour une vitesse du vent de 4"'5^5 par seconde,. qu'on peut regarder comme étant la plus ordinaire, et pour une rotation de 7 tours par* minute , ce qui donne
on trouve par la formule ( 4 )
y« =r 64» 4' 52'', et (p, = 82* î 3' 58",*
pour les inclinaisons, sur Taxe du moulin, de la première et de la dernière latte.
Ces résultats s* accordent assez bie« avec les observations de Coulomb.
La théorie qui précède est due à M. Coriolis.
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IP Cas. Reprenons la fonction,
p cos y ( V sin «p — V cos ^)^
Comme ici la quantité (f est supposée donnée par la loi de la génération de Taile^ il suffit de prendre par rapport à (^ la dérivée de la fonction
c ( V sin y — p cos ç)%
et d'égaler cette dérivée à zéro. On trouve de la sorte
(5) c = ^Vlangt.
Telle est la valeur de la vitesse du maici m um d'effet, relatircf au centre d*un élément superficiel quelconque. Si l'on remplace i> par sa valeu;" i^ =r ro, il vient
(6) lang^=:3-r.
Pour chaque vitesse V du vent ^ &> est une quantité constante^
donc ilen sera de même de — —- Alors pour que l'égifation (6)
exprime la condition du maximum d'effet pour toutes les valeurs de V, il faudra prendre celte équation pour l'équation de l'aile rapportée aux coordonnées r et ç, mais en y faisant
^ =z= constante \ ce qui d'ailleurs est conforme à rexpérîencei
Si Yùh désigne par N le nombre des tours que la roue fait en une minute, on aura
par suite la formule précédente devient
TT N
il) ««%'? = — v'^'
Si l'on pose , pour abréger,
\ / V lo V
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l'équalion (6) devient
(9) tang(p = Ar.
Si Ton veut, ^ar exemple, que la première latte, placée à a miètres de distance de Taxe de rotation , fasse avec celui-ci un angle de 62 degrés , on aura
A = - tang 62° = o ,94o36. *
Alors si Ton fait
rr= i3S
ré({uation.(9) donbe
Si dans Téquation (5) on attribue à ç la valeur précédente^ Oh trouve pour la vitesse de l'extfémité de Taile,
On voit que cette ^^itesse est égale à ttès-peu près à quatre fois la vitesse du vent.
La formule (8) donne ensuite^ en y faisant V = 4"^o5j
N =^I2iI2i
CALCUL DU TRAVAIL DANS L HTfOTHÊSE DU MAXIMUM H EFFÈt
RELATIF A LA VITESSE
Si de la formule (i) on élimine r à Faide de l'équation (9)^ il vient :
Intégrant par parties , on est conduit à l'intégrale
r. (V— 7) i-^const.).
g A'\ A/ \ cosf y
Passant à l'intégrale définie ^ la valeur de T^ devient
_4KD/V^ /i + cos'y. I -H cos^yoX
'^ ^lêr A. \ COS (pi CCS <po / '
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faisant passer A sous les pai'en thèses , et observant que Ton a
tang <p, Uog f ,
on obtient
(lo T, = -î- VM : I-r, ; Lra).
27 ^ \ siiif, sin<p« /
D'après M. Coriolis, K = i,5. (Voir du Calcul de l'effet des Machines j p. ai 3.) Prenant
ro = 2", r, = r3™, / = 2"", 7. = 6a°, ^, = 85»i9'24", D=iS3, y = 7»,
la formule (10) donne
Tr= 209^", 42 = 2'**, 792.
Comparant ce résultat avec celui de la page 5oa , on trouve Un diflerèneede 10'''*, 29. Or, quoique Taile construite par la formule (9) nc^soit pas. identique avec l'aile hollandaise, il est pourtant difficile d'admettre qu'à surface égale les deux ailes puissent recevoir des quantités de travail si différentes. Cela tendrait à faire penser que le coefficîeftt K = r,5, dont l'exactitude ne semble pas hors de doute à M. Coriolis {voir Touvrage cité, p. 67) , serliit encore loin de la vérité.
Si l'on égale le travail donné par la formule (1) du n^ 119 à celui de la formule (10), on trouverait, en regardant K comme inconnu,
K = 7 environ.
Nous ferons remarquet*, en terminant, que la formule (10) à laquelle on est conduit piar la théorie, est pour ainsi dire de même forme que la formule (1) du n^ 119, car le produit
/.+cos>,^_.4-cos'T. \ \ sm 7, sm 7« /
diffère peu de la surface ft de l'aile.
TRENTE-DEUXIÈME LEÇON. — DE LA HÉSIST. DES MATÉRIAUX. 5l5
DE LA RÉSISTANCE DBS MATÉRIAUX
LIMITES DE LÉLASTIGITÉ.
121. Lorsqu'un corps esi soumis à une action mécanique^ sa forme change plus ou moins.
Si, l'efforl étant supprimé, le corps reprend exactement sa première forme, on dit qu'on n*a pas dépassé les limites de 1 élasticité.
Ces limites ont été dépassées lorsque le corps conserve en tout ou' en partie la forme qu'il vient de prendre.
ttéSiSTANCE DES PRISME^ A L EXTEN^IOlV ET A LA GOMPllESSlM.
122. Lorsqu'un prisme est soumit à une action qui tend à rallonger ou a le raccourcir^ Texpérience démontre que V effort tjiHon déi^eloppe est proportionnel à la section droite du prisme, et à sa variation de longueur par unité linéaire^ tant tjuon ne dépasse pas les limites de l 'élasticité. D'après cela , si l'on nomme :
E TefTort en kilogrammes capable de faire varier de i mètre la longueur d'un prisme qui aurait i mètre de long sur I mètre carré de section ,
Â la section droite d'un prisme quelconque exprimée en mètres carrés,
A sa variation de longueur par mètre courant ,
P l'eiïbrt capable de la produire, on aura
(i) P = AE>..
En même temps, si la longueur primitive du prisme est L , et rallongement total /, les deux quantités /et A seront liées par
5l6 TKENTE-DEV XI ÈME LEÇON.
la relation
COEFFICIENT D'ÉLASTICITÉ
La quantité E s'appelle coefficient d'élasticité. Ainsi Ton a pour
le fer en barres E = 20 . 000 . 000 . 060*^*',
la fonte de fera graitis fins E = 12. ooo.ooo.ooo*^^^
la fonte grise anglaise ordinaire. . . Ë = 9 . 096 . 000 . ooo^^'y
le cbéne E = 1 • 200 ; 000 . ooo^** (*) .
CALCUL DE L EFFORt D'EXTBNMON QUI RÉPOND A LA LIMITE
P = AS
S représente donc refifort par mètre carré, capable de produire l'allongement X relatif à l'unité linéaire^ il s'ensuit que si Ton donne à X la valeur qui répond à la limite de l'élasticité, S sera la limite de Teffort par mètre carré que le corps sera capable de supporter sans altération de son élasticité. Ainsi, par exemple , on a ^
pour le fer en barres X = 0*^,000666, S = 1 3 . 200 . ooo^*^
pour la fonte à grains fins. \ =: o™,ooo83 , 8=9. 960 . 000^** , pour le chêne. X = 0^,00167, S = 2.004.000^".
Les charges que les corps peuvent supporter avec sécurité, et d'une manière permanente , sont au-dessous de la moitié des
(* ) Ces nombres, et tous ceux dont nous ferons usage dans la ^uite, sont extraits de l'excellent ouvrage de M. le général Morin Sur la tésistance des matériaux ( 2^ édition ). Nous y renvoyons le lecteur désireux de plus de détails.
DE LÀ RÉSISTANCE DES MATÉRIAUX. 5lJ
valeurs de S déduites de la formule (3), excepté pour la fonte. Les charges de sécurité sont faites ordinairement égales au dixième et au sixième de Teffort capable de produire la rup~ ture : au dixième pour les bois , et au sixième pour les métaux.
APPLICATIONS
123. Problème. — Calculer le diamètre des anneaux d*une chaîne enfer destinée à soulever des charges P.
r étant le rayon de la section droite d^ un anneau, celle-ci aura*pour valeur Tir*, et comme il y en a deux, on aura
Substituant cette valeur de A dans l'équation (4) du numéro précédent, puis résolvant par rapport à r, il vient
27rS
Si par exemple on suppose
P=lO.OOO^**, S = 4*000.000,
on trouve
124. Problème ; — Calculer le diamètre d\ine tige de pompe éléuatoire de l mètres de long, destinée à soulev^er un poids donné P d'eau en y comprenant celui du piston,
r étant le rayon inconnu de la tige, D son poids sous l'unité de volume , le poids total sera
par conséquent Teffort de traction aura pour valeur
Soit S Teffort par mètre carré transmis à la tige, et que celle-ci peut supporter avec sécurité, Tefifort total sera
Trr'S,
et Ton aura pour déterminer r T équation du deuxième degré
5l8 TRENTE-DEUXIÈME LEÇOK.
laquelle étant résolue donne
Si P .= o , oii devra avoir
S— /D = o., d'où Ton tire
Si c(aus celte dernière formule on donne à S la valeur c]ul répond à Teflbrt de rupture, on obtiendra la longueur / qui fera rompre la tigç sous son propre poids.
Si pa.r exemple la tige de pompe est en fer, et qu on pivnne
OJi Içouvç, par ïa formule (1),
Et si dans la. formule (2) on fait
8 = 4.166.667X6., on obtiens
Par conséquent une tige en. fer, suspendue verticalement, se rompra sous son propre poids, lorsque sa longueur atteindra 3^216 mètres.
125. Problème. -^ Combien fie boitions fant^il meuve au J'ond d^iiii cylindre à vapeupy pour résister à une pression intérieure donnée?
doit P l'a pression donnée exprimée en kilogrammes par mètre carré; r étant le rayon d'un boulon , et n le nombre de ceux-ci, Teffort sur chaque boulon sera, en nommant R le
DE LA RÉSISTÀlfCE DES MÀTÉBIAVX. Sip
rayon du cylindre ,
irR'P
Soit S TeiTort par mètre carré que le métal d'un boulon développe pour résister à la pression ci-dessus ; la résistance totale d'un boulon sera
et Ton aura pour déterminer r Téquation du deuxième-degré
irR'P n
de laquelle on tire
Maintenant, et afin que les têtes des boulons ne se touchent
pas , posons
2irR^
fR étant un nombre choisi à volonté; remplaçant r par sa valeur ci-dessus , puis résolvant par rapport à 71 , il vient
Cette formule et la formule ( i ) résoudront le problème proposé.
Supposant, par exemple,
P=r io333o^»»=io'«-,
S =6. 666. 667"^" (fer en barres),
on trouve d'abord, à Taide de rinégalilé (2),
Il < 159.
Prenant
on obtient ensuite par la formule (1)
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Supposant
on a finaletnoiu
120. Problème. — Quel rliamèlre faut^il donner à une tige d'une longueur L, tirée veriiailonieut par un poids V qui doit l'allonger de l mètres?
xs étant le poids de la tige , on a d'abord
P H-Bi = AE>= AEr-
Mais si Ton nomme r son rayon y D le poids de sa matière sous runité de volume
A = trr», ei=ïrr*DL.
Substituant ces valeurs dans l'équation ci-dcssus, et résolvant par rapport à r, il vient
-V.(ejI-dl)*
Suppoftot,i.s que la, tige proposée soit en fer. Alors si Ton prenc^
/ sïSO^jOoS,
L •= lo-",.
on trouve
Les valeurs de S qui nous ont servi dans les exemples précc^**. dents sont extraites du tableau ci-après :
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Table des efforts de traction I<mgitudi|iale capables rupture, et de^cevw qu'on peut faire supporter aux avee séourité.
L*obseryation des bonnes constructions a conduit à admett permanents auxquels on pçut soumettre les prismes etles cyli pas excéder :
Pour les bois , les pierres , les mortiers 7^ ] j^ la charg.
i / ^ produire Pour les métaux -g \
BOIS
Chêne, dans le sens des fibres, fort.
Chêne, dans le sens des fibres, faible
Tremble, dans le sens, d^ fibres
Sapin , dans le sens des fibres.
Sapin des Vosges, dans le sens des fibres
Frêne , dans le sens des fibres
Frêne des Vosges, dans le sens des fibres
Orme, dans le sens des fibres
Orme des Vosges
Hêtre , dans le sens des fibres
Teak, dans le sens des fibres, employé aux constructions navales
Buis , dans le sens des fibres
Poirier, dans le sens des fibres
Acajou , dans le sens des fibres
Tremble des Vosges, dans le.sens des fibres, employé dans les. constructions navales
Chêne, perpendiculairement aux fibres
Peuplier, perpendiculairement aux fibres
I pièces droites , formées de mor-r ceaux assemblés par entaiHes ou crémaillères, arcs en planches de champ, on en bois plié
DÉSIGNATION DES CORPS
uwrowr pab ■*?•» CAMUt
Per ou tdl« laminé.
tiré dans le sens du laminage. . . .
tiré dans le sens perpendiculaire
au laminage
TOlet fortes > corroyées dans les deux sens
Fer dit ruban , trét-dous
I moyen « de i à 3 millimètres de diamètre
non re- ^ derAfgleydeoBii,33de diamètre. .
cuit i le plus foit de onil,5 à i millimètre
^ de diamètre , . . .
Fil de fer en faisceau , ou câble
Chaînes en [ ordinaires, & maillons oblongs. .
for doux. ^ renforcées par des étançons. . . .
/ la plus forte , coulée yertlcale-
Fonte de fer j ment
grise. .... j la plus faible, coulée horizonta-
\ lement
fondu, ou de cémentation, étiré au marteau, en petits échantillons. .
Acier. ... M(i plus mauvais, en gros échantil-
I Ions , mal trempé
moyen
Bronze dos canons , moyennement
(laminé, dans lesens delà longueur, laminé , de qualité supérieure. . . .
rouge, i battu
( fondu
Cuivre Jaune ou laiton fin
Arcs ou pièces d*assemblages en fer forgé ou en fonte grise
Ile plus fort au-dessous de i mil* limètre de diamètre - , — moyen , de i h 3 millimètres de
recuit. . . f diamètre
I moyen , le plus mauvais
t^ . /le plus fort, au-dessous dfi i mil-
Cuivrcjaune i ., . . .. ,
... 1 limetre de diamètre
onlll8,non '. i . j '««j
i moyen , au-dessous de i milli*
' ' " \ mètre de diamètre
capable
de produire
la rupture.
kll 4l;000,000
I 3, 500,000 i2,5oo,ooo
41*00 peut telre
rapporter
arec técarUA.
kll 6,833,333
6,000,000 5,833,333 7,5oo,ooo
4;000,OOO
RESISTANCE D'UN CYLINDRE SOUMIS A UNE PRESSION
127. Considérons un cylindre plein de vapei sien P (Psera toujours la pression enkilogrami carré) , et cherchons la pression totale estimée p rement à la section faite dans^ le cylindre par u suivant Taxe. La pression normale sur un élémen face intérieure du cylindre sera Peo. Soit x la disl ment tj) au plan de la section, et r le rayon du composante de P w estimée normalement au plan
Pw —
La somme F de toutes ces forces , étendue à tous la demi-surface du cylindre, aura pour valeur
Soit H la hauteuF de celui -^ci , et x^ la distance au du centre de gravité de la demi -surface cylindriqi des propriétés des moments
par conséquent
Mais
donc finalement
(i) F = 2PHr.
Nommons encore el' épaisseur de la t6le ; la résistance par mètre carré que celle-ci développe sur les deux sections eH a pour expression
(a) F.= 2<rHS;
on devra donc avoir, pour réqujlibre ,
2PHr=2<rHS.
De là on tire
Résolvant cette équation par rapporta e, il vient
A cette épaisseur, on ajoute ordinairement une épaisseur additionnelle ^e, afin de mettre le cylindre à l'abri des accidents et des chocs résultant du transport et de la pose^ on aura donc
ou , ce qui est la même chose ,
Soit n le nombre d'atmosphères contenues dans P, on aura ^ P = io335^"X/i;
par suite , la valeur de e devient
(4) • <?= — -LL.,i,2r-4-^é?.
D'après M. Fairbairn> les rivures simples réduisent à moitié la résistance des tôles; cette résistance est la m6me^ à trèspeu [^rès , quand il y a deux rangs de rivets. Par conséquent on
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devra prendre pour S [voir le Tableau de la page :
Substituant cette valeur dans la formule (4)) et fi
^^ = o™,oo3, on obtient
(5) ^=i (o*,ooi8) /?.2r-f o™,oo3 (*).
Telle est la formule que les règlements d'admin blique prescrivent pour le calcul de Tépaisseur d à vapeur.
APPLICATIONS
Problème. — Quelle sera la pression capable t ; ter une chaudière à vapeur qui aurait i mètre t i et une épaisseur de tôle de 1 2 millimètres.
Dans ce cas,
r = o",5, tf=o™,oi2, S = 18.000. oo( ' Au moyen de ces valeurs , la formule (3 ) donne
en augmentant d'une atmosphère le résultat trou 1
AVEC CELUI-CI
Soient r le rayon iu4;érieur du cylindre, et e son rayon extérieur sera r H- e. Cela posé, la pressioi peur exerce sur le fond aura pour valeur
D'un autre côté, la résistance développée sur la 2 1
rieure
TTtf f2r-h e),
est égale à
«ffS(2r4-^);
(*) Dans la pratique, on pourra diminuer d'une unité le no:i de la pression atmosphérique qui agit extérieurement sur la chai
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donc on aura pour Tëquilibre
laquelle étant résolue par rapporta P, donne
En cQmparant celte valeur de P À celle fournie par Tcquation (3) , on reconnaît que celle-ci est un peu plus que double de la première,
ÉPAISSEtJti DEI» TUYAUX t^OUR LA CONDUITE DES EAUX.
Lorsqu'on emploie la formule (4) au calcul de Tépaisseur des tuyaux pour la conduite des eaux, si Ton prend pour S. les valeurs écrites vis-à-vis celles de i^dans le tableau suivant, on trouve
m m kil
Fer é.... c = o,ooo86;2.2r-ho,oo3, 8=6.000.000
Fonte ef= 0,00238/1. 2 r4-o,oo85, 8 = 2.170.000
Cuivre laniiné. . . ^ = 0,00147 /'.?/• 4- 0,004 > S = 3.5oo.ooo
Plomb ,. ^/ = 0^00242 /?. 2 rH-o,oo5, 8= 21 3. 000
2inc <?=:= o,oo62o/t.2r-f'0,oo49 8= 833. 000
Bois e = o,o325 /i.2r-+-o,025, 8= 160.000
Pierres naturelles. ^ = o,oo363/i.2rH-o,o3, 8=1.400.000
Pierres factices. . . cxs o, oo538/i. 2 r 4-0,04, 8=: 960.000
APPLIGAtlOllS.
PtiOBLJEME. — Quelle épaisseur faui-il donner à un tuyau de fonte recevant l'eau d'un réservoir élevé de 5o mètres?
Dans ce cas^ la pression intérieure est de 5oooo kilogrammes par mètre carré, oU de 4"'"*î9» Prenant n=z5^ et supposant a r =: o^, 1 , la seconde des formules ci-dessus donne
if?= 0")0I.
RÉ&ISTANCË D UNE SMÊRB SOUMISE A UNE PRESBlOfil INTÉUCUHB.
128. Considérons une section qui passe par le centre de la sphère , et cherchons l'effort perpendiculaire au plan de celte section. La pression pormal^ sur un élément w de la surface
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intérieure sera P6). Soit x la distance de l'élém sécant, et r le rayon.de la sphère ^ la composant maie au plan de la section, aura .pour valeur
La somme F de toutes ces forces étendue à tous la demi-sphère sera exprimée par
Soit j?i la distaince au plan sécant du centre d( demi-surface sphérique; on aura, d'après les \ moments ,
2'ïrHx, = Sw.îr;'
remplaçant 2ù>x par sa valeur^ il vient ^
F = 2Pir/*j:,.
Mais
ar»=-A';
donc
(1) P:=:Piri^.
Nommons encore e l'épaisseur de la sphère ; développée sur la section
a pour valeur
(2) F, = iKrS(2r-+.<r).
Alors pour l'équilibre on devra avoir
d'où l'on tire
P7rr'= *^S(2r+ e)-^
Ce qui est la même formule que celle obtenue pour cylindre de même rayon que la sphère.
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RÉSISTANCE DBS POTEAUX EN DOIS A LA COMPRESSION
429. Soient eu mètres a la plus grande dimensiota transversale d'une pièce de bois, b la plus petite, et / sa longueur. La résistance à la compression dont les poteaux en bois sont capables d'une manière permanente, se calculent par les fornmles empiriques suivantes :
ESSENCE DES BOIS. VORMCLES A EMPLÔYEH.
Chêne fort. P = s(56.5oo.ooo — kil.,
Sapin rouge et blanc, fort, ( _ , ûA* , .,
* ,- ^ P= 214.3^00.000-7- kil.,
et pm resmeûx ( ^ />
Sapin blanc faible, et pin 1 ^ ^ ab* , ..
. ^ ' P= lOO.QOO.OOO-- kil.
jaune. ^ ( P
PILOTS.
D'après Rondelet, cliaque centimètre carré de la section d'un pilot peut supporter , d'une manière permanente , de 3o à 35 kilogrammes. D^ af rès cela ^ supposons qu^ on veuille cal^ cuter le nombre de pilôts nécessaires pour supporter un édifice d^un poids donné P.
r étant le rayon d'un pilot, sa section en centimètres carrés
sera
lOOOO trr";
*la charge qu'il pourra supporter aura donc pour valeur
SooooOfrr'kil.;
n pilots seront donc capables de résister à une charge de
SGOODO/iirr^kil.
Or il est évident qUe le nombre des pilots devra être réglé de telle manière qu'on ait
Sooooo/ïïrr'^ P:
RÉSISTANCE DES COLONNES EN FONTE
1 30. Pour calculer les charges permanentes de fonte, M. Hodgkinson, habile physicien anglais formules empirirîques suivantes :
Pour les colonnes pleines à bases plates ,
(.) p = ,,8o^,kil.;
et pour les colonnes creuses à bases plates,
Dans ces relations d et Ji' sont les diamètres intér rieuf de la colonne, H sa hauteur. De plus d et t des cejilimèlres, H des décimètres.
APPLIGATIONS.
Problème.. — Proposons-nous de calculer i d''une colonne pleine de a'^jSo de hauteur^ et supporter une charge de 60.000 kilog.
On tire d'abord de l'équation (1)
Vph^^
(3) rf= i / ^^pr- centimètres.
Mais dans ce cas
P = '60 . 000^'' , H = aS*'^^ ;
au moyen de ces valeurs, la formule (3) donne,
THENTE-TnOiSIEME 1.EQON, — I
I le calcul par les logarilbnacs
PnoBLÈME. — Proposons -nous tJe calculer le eiia intérieur d'une colonne creuse de a^jSo fie longueur, i Ojao de diamètre extérieur, et destinée à siip/ioite, charge de 3o.ooo hilog.
On tire d'abord derdquatîon (3)
M.is
m ti mètres.
an moyen quant le ra
valeurs, la formule (4) donne, en y apj ries logarithmes,
DE LA FLEXION
131. Quand on courbe une pièrc ilc bnis ou de métal, îl est évident que les fibrus (files de molécules) situées à la parue convexe s'allongent, taudis que celles de la partie concave se compriment. // cloit donc y avoir des jibres dont la longueur ne change pas. Les fibres invariables , ainsi- quon le verra plus loin, forment une surface cylindrique passant par les centres de gravité de toutes les sections normales à la longueur du solide. Si l'on divise celui-ci en deux parlics symélrïques par un plan mené suivant Taxe, ce plan coupera la surface des fibres invariables suivant une courbe qu'on nomme plus particulièrement ligne des Jîbres invariables.
ÉQUILIBRE D'UN COUPS PR1SM.\T1QUE ElfCASTBÉ PAR UNE DE SES EXTRÉMITÉS.
lorps prismatique [fig. 208) fixement eu- ■
castré en A15CD et sollicité à son
nie force P
extrémité oppos i.|uc je supposerai si
siblei
lions moléculaires conque ce, et qui
I la surface du corps. Soit aussi xy la ligue des fibres invarîa-r blés. Après que l'équilibre s'est établi , toute translation et toute rotation des molécules ayant cessé, il résulte des conditions générales de l'équilibre :
i". Que la résultante des réacqui se développent sur une section quelluï sont perpendiculaires, cEfriulle^.
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2^. Que ces réactions et la force P se font équilibre autour d'un axe de rotation mené par le point a perpendiculairement au plan de la figure.
En vertu de ce qui vient d'être dit, la somme des forces, telles que q^ qui tendent à raccourcir les fibres allongées, sera donc égale à la somme des forces telles que q^ , qui tendent à allonger les fibres raccourcies; par conséquent, si l'on regarde les forces q comme positives, les forces <^i comme négatives, on aura
le signe 2 s'étendant à tous les points de la section. Faisons dans le solide une deuxième section normale infiniment voisine de ce, et soit clf celle section; chacune des lignes Oa^Ob représentera le rayon de courbure de xy aux points a et 2^. Je pose en même temps
et je mhneah parallèle à 05; les triangles semblables amUy
Oab donnent
. . mn z
Mais avant la flexion toutes les fibres comprises entre ce et df avaient pour longueur commune
abr=zs\
de là il suit que la fibre dirigée suivant mn s'est allongée Aemn\ donc la force q à. laquelle est dû cet allongement a pour valeur, en nommant a l'aire de la section de la fibre,
mn q =r aE — •
Remplaçant — par sa valeur ci-dessus , il vient
a¥sz
Pour une deuxième fibre on aurait pareillement
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pour une Jtroisième , .
et ainsi de suite 5 les quÉtntilé^ i , ^ , 2'', . . . , étai négatives, suivant qu^elIes sont comptée^ a u-des • sous de* Thorizontale menée par le point a dan section ce. Ajoutant ces égalités membre à me lantla somme a zéro, on trouve
-(flrz4- a'z'-h«"z"4-...) =0.
Soit n l'aire de la section, et z^ la distance de gravité à Taxe de rotation a^ on aura, par les 1 moments ,
az, = ûz rh a!z' -H fl"z" -4-. . . ,
par suite l'égalité ci-dessus devient (2) -az, = o,
d'où
Donc lorsquun corps prismatique fixement en< , bout est soumis à Faction (Tune ou de plusieu restent sensiblement peipendiçulaires à sa surj ; des fibres invariables passer a par le centre de gn ' cune des sections normales du solide.
Si la composante de P perpendiculaire au plan ce n'était pas négligeable, on aurait, en nomm^ 1 que la force fait avec le plan ,
- az, = p sin «, r
d'où l'on tire
(3) z;=:~sinç.
Cette équation fera connaître la position de \
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fibres invariables par rapport au centre de gravité de la section ii.
Recherchons maintenant la condition qui doit être remplie pour que la force P fasse équilibre ans i^ctions moléculaires normales à ce. Comme la force P et les forces ^, q^ etc. , tendent à produire une rotation autour de l'horizontale qui se projette en»a , il faut, pour l'équilibre , que la somme des moments de ces forces projetées sur un plan perpendiculaire kXaxe a de rotation soit nulle ; par conséquent, si Ton nomme p le bras de levier, ai de la. force P, on aura
Vp ==q'z ■+- ^V -h ^'V-h . . . ,
Maisf en vertu de ce qui précède,
fjz = a?,
Ajoutant toutes ces égalités membre à membre , il vient
Or a-z* 4- a'-s" -+- a"^"' -h. . . n'est autre chose que le moment d'inertie de l'aire de la section ce pris par rapport à l'horizontale menée par son centre de gravité; donc si l'on désigne par i ce moment d'inertie, on aura
cequi est l'éqûàtiôn d'équilibre qu'il fallait obtenir, ■Nous n'avons pas- tenu compte, dans ce qui précède, des
r<iactions j^gissânt dans/le plan.de la section, attendu que les
moments de toutes ces forces sont nuls.
L' équation (4) peut encore s'exprimer d'une autre manière
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qui en rendra les applicapons pratiques plus cela, remarquons que rëquation (i) donne
1 T mn
Substituant cette valeur dé -dans la relation
trouve
Mais ,E — est l'effort S par mètre carré capabl
l'allongement — • de la fibre située à là distance
de gravité de la section que l'on considère 5 au m : valeur, Téquation d'équilibre devient
et plus généralement
Si
si la barré est sollicitée par plusieurs forces P. Si que S se rapporte à la fibre la plus éloignée du c : vite de la section , on aura , dans le cas d'une fon
eu posant zssi ti^
Pour la section d'encastrement, cette relation de 1
(6) Pc=-.
Si le solide proposé est tel , qu'on ait.
- = constante,
pour une même valeur de P, S sera d'autant plus sera lui-même plus grand. De là il suit que la seci trement est la section dangereuse.
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APPLICATIONS
Paoilème. — Connaissant le poids iTun volant de machine à vapeur, déterminer le rayon de chaque tourillon.
Pour résoudre les questions de ce genre, on commence par déterminer la charge que chaque tourillon devra supporter -, puis on double la charge trouvée, à cause que les roues de cette sorte'sont exposées à des Aiouvements brusques. Soit donc P la charge attribuée à Tun des tourillons \ le coussinet exerçant sur celui-ci une réaction égale et contraire, c^est cette réaction qui tend à produire la rupture. Mais dans le cas d'un cylindre dont le rayon est r
au moyen de ces valeurs l'équation ( 5 ) devient
de laquelle on tire
V ws
( * ) En effet , imaginons que par le centre du cercle on ait mené deux diamètres perpendiculaires; x et j étant les coordonnées d'un élément quelconque a de la surface , et ^[sa distance au centre, on a
Multipliant les deux membres par a, il vient
aq* = flx* -h oj* ; par conséquent aussi
d'où
Mais
lafi''z^-.w* (paBe3o/|);
donc, onfîn ,
I 3^ -tltl*.
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Supposaut, par exemple,
on trouve
eu OD I.B 50UDI aUPPOBTS UtWI Vn CHUtSE VNirOUrtMBn KÉPAltlI-
Soit CF la charge du solide par mètre courant^ la charge relative à la longueur p aura pour valeur
et comme celle-ci a pour point d'application le milieu de p, son moment sera
par suite l'équation d'équilibre deviendra
FLEXIO» D'UN FKISHE ENCASTHÉ PAB UN BOCT.
132. Soient AB la ligne des fibres invariables encastrée en Â {_fig. 209), et AB' ce qu'elle devient sous l'effort de la force Pig ^ P; il est clair que AB'cst
l'enveloppe de AB. Par conséquent, si BB' est le ctemin décrit par le point B, et qu'on mène les tangentes «fi', mb, etc., on aura
AB = AB', nli' = nW, mb= mE',. .. .
Considérons deux langciucs infiniment voisines mb,ttb', et posons
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La flexion
qui répond au poiui quelconi^ue m , se composera de la sonr des (lésions (élémentaires B'e, ic, b'd,. . ., comprises dcpui point B' j usiju' au point quelconque g situé sur le prolongen de mu. Nommons comme précédemmeot r le rayon de co bure du point m, posons Piicore mn = s, et proposons-ii de déterminer l'une quelconque .bc de ces flesioiiâ éUti laires, wétanl l'angle t:ompris entre les denx normales inf
Remarquons aussi que l'arc bb' peut èlre. regai'dé comme prit avec l'un des rayons mb ou ni'; alors on aura, en obi
vaut que l'angle bnl>'^= to.
Remplaçant m par sa valeur ci-dessus, ou trouve
Comparons mainlenanlles triangles semblables bb'c, it, La comparaison des côtés homologues donne
^'^^, d'où tb'^^^bc.
Egalant Ifs deux valeurs de bb', il vient
Mais dans la praliffue on n'admet que des flexions très-peti De là il résulte que la quantité mB' ne diflftre pas sensil ment de sa projection nui \ alors si l'on pose
on anra
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Remarquons maintenant que régalité (4) du numéro précédent donne
substituant cette valeur dan^ bc , il vient
El
Telle est Texpression de la flexion élémentaire de la barre, quand elle passe de la position Anb' à la position Anmb. Maintenant si on fait la somme de toutes les quantités telles que (i) répondant aux diverses valeurs de x comprises depuis x = o jusqu'à X = mu = p^ on aura la quantité y, savoir
•^ El
- vy"^
my*
Pour obtenir la valeur de cette 3omme, construisons un triangle rectangle, dont les deux côtés AP, BP de Tangle droit
Fig, aïo. {fis- ?^^) soient égaux à mu = p^ puis
prenons
En élevant les perpendiculaires mm'^ nn! on formera un trapèze infiniment petit qut aura pour mesure
mm' . mn = xdx.
fn».
Multipliant les deux membœs de cette égalité par
Km r^z mm* •=. X ^
il vient
mm' .mn.kmz=,3i^dx. '
Or mm' .mn.Am est le moment de l'élément superficiel mm'nn' par rapport à l'axe A^, donc ^x^dx est la somme des moments de tous les éléments analogues compris dans le triangle APB. Mais le moment de ce triangle a pour valeur
~AP.BP.|AP=i:i/;^;
donc euiin
3 El ■
Si dans celte formule on fait /^ := f, v élant la loof'ucur milive de la barre, on aura la flexion totale.
Si dans l'équalion {'i) on remplace P/j par sa valeur (5 numéro précédent, on trouve
S étaut toujours l'eifort par mètre car delà surface.
* Le calcul intégral appliqué à l'équation (a) donnerait médiatemenl la valeur de _/'. Sî le corps n'était pas un pris on aurait / =^ F (j:), et il faudrait en tenir compte dans ] tégration. .
FLEXION D'UK PRISME ENCASTRÉ PAR SES DEUX BOUTS, ET SO A UNE CHARGE 2 P AGISSANT EN SON MILIEU.
l.a barre proposée exerçant une pression P sur cliacui ses points d'appui , reçoit de ceux-ci une pression égale et i traire; on peut donc la supposer entièrement libre, poi qu'on la regarde comme sollicitée par ces deux nouvi forces. Mars alors la barre peut être regardée comme eiicas en son milieu, car l'encastrement en ce point n'aura d'à effet que de développer une réaction égale à 2 P et de m sens ; donc , en vertu de ce qui précède , In flexion de la h sera la même que si elle était encastrée par tin seul bi après avoir été réduite à la moitié de sa longueur, comme moitié de sa chargé. Par conséquent la ilexion sera donnée l'une ou l'autre des formules
Celle théorie de la llexion est due ii M, le général Peut
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SOLIDES D'ÉGALE RÉSISTANGB. -- SOLIDES A SECTION
RBCTANGULAIRB.
133. ConsidéroDS un solide encastré par un bout, et sollicité par une force P agissant comme il a été dit précédemment. L'équation d'équilibre entre la force P et les réactions moléculaires développées sur une section normale quelconque est exprimée par la formule
Mais ici
1= — ab^f Ziz=-b.
en nommant a et b les dimensions horizontale et verticale du rectangle (pages 3oi et 298) \ par conséquent
fp = ^Sab'
d'où l'on tire
cleP/»
Mais pour que le solide n'offre pas plus de chances de rupture dans un endroit que dans l'autre, il faut que S soit une quantité constante ; donc si l'on prend a invariable, on devra avoir
^ = cocist.
Soit io la hauteur de la pièce mesurée sur la section d'encastrement ; on aura
77 = const.
et par suite
Ce qui est l'équation d'une parabole ayant son sommet au point d'application de la force, et dont les coordonnées hori-
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zontale et verticale sont p et- J. Par conséquent, pour être
iT égale résistance, les solides à section rectangulaire doivent être terminés par deux cylindres paraboliques. Tels sont par exemple les balanciers des machines à vapeur, dont chaque moitié peut être regardée comme encastrée au point de rotation.
SOLIDE SOUMIS UmQUEMENT A UNE CHARGE UNIFORMÉMEIVT
REPARTIE
Supposons toujours le solide à section rectangulaire, mais soumis uniquement à une charge uniformément répartie, telle qu'un poids. Puisque dans ce cas P = o, l'équation d'équilibre, sera (^voir l'équation 8 du n^ 131 )
1 „ Si
Or
-ta P'
1= — ah^. z, = -ô, '
donc
a étant supposé constant, pour que S le soit aussi , on devra
avoir
7 = const.
Mais pour la section d'encastrement
p = Cy b=zboy
donc
const. = Y-«
Par conséquent, pour être d'égale résistance, la surface du solide devra avoir pour équation
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he solide proposé aura donc lafonne d'un triatngle rectangle vertical, dont les deux côtés de l'angle droit seront c et b^. Telles sont 9. par exemple, les consoles qui soutiennent les balcons.
SOUDES A SECTIONS CIRCULAIRES.
Reprenons l'équation d'équilibre
Nommant r le rayon d'une section quelconque, on a •
et la relation ci-dessus devient De là on tire
Par conséquent, afin de rendre le solide d'égale résistance, on devra poser
•— = const.
Pour la section d'encastrement
par suite
const. = — r ;
donc enfin
P=pr^;
ce qui est Téquation d'une parabole cubique ayant son sommet au point d'application de la force. On voit par là que toutes les sections diamétrales du solide seront des paraboles c/ibigues.
Fig. 211.
DE LA TORSION. — TORSION D'UN CYLINDRE
134. Considérons par exemple un arbre de transmission, sollicité à Tune ie ses extrémités par la force motrice, à l'autre extrémité, ou en plusieurs de ses points, par la résistance. Les diverses sections du cylindre éprouveront évidemment , à partir du point d'application de la force motrice , et dans les premiers instants du mouvement, des rotations ou torsions
autour de Taxe^ qui se transmettront de proche en proche jusqu*à Tautre extrémité du cylindre, laquelle ne commencera à tourner que lorsque toutes les sections qui précèdent la dernière auront éprouvé les effets de la torsion. Dans ces déplacements successifs, chaque file de molécules situées sur un rayon restant toujours sur celui-ci, si l'on partage la longueur du cylindre en parties égales, la torsion d^une section, par rapport k la suivante regardée comme fixe, sera partout la même. Par conséquent, si Ton décompose le cylindre en tranches cylindriques infiniment minces^ les files de molécules situées sur les génératrices de chaque cylindre se courberont sur la surface de celui-ci en hélices de même pas , mais dont Finclinaison sur le plan de la base augmentera à mesure que le rayon diminuera.
Considérons, par exemple, le cylindre qui se projette horizontalement sur le cercle O, et verticalement en d'fhg. Si nous imprimons à ce cylindre un mouvement de rotation dans le sens de la flèche, le pied a do la génératrice (a, ha') se sera
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iransporlé par exemple en d au moment où rextréroîté hg du cylindre commeocera à se mouvoir; la génératrice (d, a'/) se sera donc courbée en hélice, et sera devenue {ahcd, a'h' c'd'\. De même le point (a, u) de cette ligne s'est transporté en (c, c'), le point (a. v) en (b, t'),elc. Delà il suit que la section rf'/aura tourné de l'angle aOd qu'on nomme angle de torsion, la section c'udel'anglgaO';, ta section AVde l'angle adb, et ainsi de sui te.
Lorsqu'un cylindre est soumis à un eifort de torsion , l'expérience démontre que cet eflbrt, tant qu'on ne dépasse pas les limites de l'élasticité, est proportionnel à la section droite du solide, et à la torsion par unité de longueur. D'après cela, si l'on nomme
E' r<^fforl en kilogrammes capable de produire une torsion de I mètre sur un cylindre qui aurait i mètre de long sur I mètre carré de section , A la section droite d'un cylindre quelconque exprimée eu
mètres carrés, 2 la torsion par mètre de longueur, P l'effort capable de la produire.
On aura (i) P = AE'l.
La quantité E' s'appelle coejficient d'élasticité de gUsscmeiit, D'après M. le général Morin , on a
Ferdoux E' =; 6.000.000.000 kil..
Fer en barres E' = 6 666.000,000 kil.,
Acier d'Allemagne. ,. E'^ 6,000.000.000 kil., Acier fondu très-fin. . E' = ) 0.000. 00», 000 kil.,
Fonle E' = 3.000. 000. oookll..
Cuivre E'= 4.366.ooo.oookll.,
Bronze E'=: 1 .066.000.000 kil.,
Chêne E' = 4oo. 000.000 kil,,
Sapin E' = 433.000.000 kU.
546r • " • - Tl^EIITE-QUATRIEME' XtIÇOW.
Considérons inâinteDânt deux sections infinîmënt voisines c^u^ b'if^ et prenons un filet quelconque b^s, situé à la distance r de Taxe du cylindre 5 ce filet devenant b'c* par Teffet de la torsion, Teffort capable de la produire (ou, ce qui revient au même , la résistance à la torsion) a pour valeur, en nommant n la section du filet,
• ^, an: bc
Soit / la longueur de Tarbre^ en vertu de la définition de l'hélice ,
arc bc arc ad arc ad
y s VF /
Substituant cette valeur dans celle de p, il vient
• ^, arc ad
Mais
SLTcad^^ rCl,
A étant la torsion angulaire; donc
p tzs — *■ «'••
Remarquons maintenant que le moment de la force p est pr^ par conséquent
prz=i'-— ar^.
Pour un deuxième filet matériel pris dans la même section et distant de Taxe d'une quantité r', on a pareillement
Vf Ci
p r •==. — -— fl r '.
Pour un troisième filet on aura de même
F' O ^" «" — ^f' ^fi
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et ainsi de suite. Ajoutant toutes ces égalités m bre , la somme des moments des forces moléou pées sur- une section quelconque deviendra
th^fi\.
Mais ar^-\' a' r'* + a"r^^ + . . . , n'est autre chc ment d'inertie de la section' par rapport à Fax nommant j ce moment d'inertie , il vient
E'ii
Or, pour l'équilibre, la somme des moments de culaires doit .être égale à la soinmè des moments térieures:; nommant 2Pp la somme des momen nières forces , on obtient enfin , pour réquatibn (
Maintenant soit R le rayon du cylindre ; le mo: I ayant pour valeur
* = -irR* (page 3o4),
Téquation (2) devient
22Pp ^/ïiR
et s'il n'y a qu'une seule force de torsion ,
A»PLlCAn01l9.
Problème. — Soit proposé de calculer le di arbre de transmission en fer de 3 mètres de l une force de 6000 kilogrammes^ agissant à Vei
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bras de levier de o",5o , et sous la condition que V angle de torsion ne soit que de i minute.
On lire d'abord de la formule (4)
(5) R^^/ïp. '
Mais dans ce cas
P = 6ooo kil . ,
£'=6.666.060.000 kil.j •
Au moyen de ces valeurs, la formule (5) donne
D'après M. le général Morin, on peut, avec une entière sécurité (vo/r l'ouvrage déjà cité, page 4^4 }> adopter les valeurs suivantes pour le deuxième membre de Téquation (4) :
Tableau des vAleun de Ë' —y
EXEMPLES DE TORSION
135. D'après les expériences de M. Duleau fer forgé du Périgord, de a"*, 80 de long sur o mètre , a supporté sans se rompre une torsion ( dui te par uiie charge de 10 kilogrammes, agis: mité d'un levier de o°*,32.
Il résulte également d'expériences faites à M arbre en fonte (de Bouchot, Franche-Comté) a long sur 0°*, I o de diamètre , sollicité par une cha: logrammes , agissant à l'extrémité d'un bras de 1 très , a donné lieu à un angle de torsion de 1 5 une charge de 2080 kilogrammes, la torsion s'est é Enfin, l'arbre s'est rompu sous une charge ( grammes.
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