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THÉORIE DES PLANÈTES
(suite)
ÉQUATIONS DU MOUVEMENT DES PLANÈTES SUIVANT LA MÉTHODE DE LA VARIATION DES CONSTANTES. THÉORÈMES GÉNÉRAUX RELATIFS AUX PERTURBATIONS.
93. Comme nous l'avons rappelé au n° 86, le mouvement relatif <lu point M par rapport au Soleil est celui d'un point de masse égale
à l'unité, sous l'action d'une fonction de forces égale à' ~ — - + V,
c'est-à-dire un mouvement képlérien altéré par la fonction perturbatrice V, égale à la somme des termes tels que/m' R, qui proviennent de l'action des planètes M', M", ... et que nous avons appris à développei- dans le Chapitre précédent.
Nous pouvons, suivant la méthode de Lagrange, étudier ce mouvement comme un mouvement képlérien aux éléments osculateurs variables /?, «, /, z^ w^y, 9, dont il est inutile de rappeler la signifi- (•ation, n et a étant liés par la relation n^a^ =y'(i -|-m); et de ce point de vue, nous devons donc chercher à déterminer analjtiquement ces éléments variables.
Nous savons à cet effet, d'après le n° 14, que si l'on pose, en modi-
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fiant légèrement les notations,
A = na^ = a * ^ J\ i -+- m ),
B = A(cosçp — i),
C .= ( A -4- B) (cosy — i
on a, pour déterminer /, nj, 6, A, B, G, les équations
pour rendre ce système canonique, il suffit de remplacer V par
H = V H , en efTaçant le terme n qui figure dans la valeur
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et l'on est encore ramené à la forme canonique comme précédemment, en remplaçant aussi l el t par il et it.
La forme des équations (i) et (2) présente de grands avantages lliéoriques, et nous aurons à en faire usage de ce point de vue; mais le choix des variables est pratiquement incommode. 11 convient de mettre en évidence l'excentricité et l'inclinaison ; on aurait les résultats
les plus simples en prenant asin - et 2sin - y, cosca comme nouvelles
variables pour remplacer B et C; mais, en examinant la question sous ses divers aspects, on se convainc qu'il est encore préférable.
malgré rintroduction de coefficients à la vérité peu gênants, de conserver avec /, ra, Q les éléments képlériens ordinaires déjà considérés précédemment, loga (ou /i), £= sinco, y = 2 sin^; et l'on remplacera aussi avec avantage e, ro, y, 9 pai" les éléments équivalents £) , Si, yi , y^ définis au n° 90. On obtient ainsi, toujours par application des incmes principes, les nouvelles équations :
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La fonction V, somme de termes de la forme/m'R, est susceptible d'un développement analogue à celui de la fonction R, que nous avons étudiée au Chapitre précédent. Les seconds membres des équations (4) sont donc eux-mêmes développables immédiatement
de la même façon, au facteur — (ou — -) près. Il suffit pour s'en
convaincre de faire les remarques suivantes :
1° R étant le produit par (aa') ^ d'une fonction du rap|)()rt a
égal à —7 ou — suivant que l'on a a -< «' ou a > a', on peut manifestement écrire
da \ 2/ '
le signe supérieur correspondant, comme on l'a déjà dit d'une façon générale, au cas de a <^ a', le signe inférieur au cas contraire, et le symbole d'opération D étant toujours entendu de la même façon; c'est-à-dire que, si R est une somme de termes de la
forme 1 D*^^, A étant indépendant de a et r/, DR sera la
somme des termes , D^+'èi*.
2" On a
dY _ . ^
à {il) àl
3" Les coefficients cos«p, séc©, cos^séc^- sont développables suivant les puissances de Si Sg par les formules telles que
coscp = (i— ^eis-i)'
' oc
-G^,,er'^r' = >-^^'^^-'-^-
séc«p = (i— 4ei£î) ■-'
, „ <a coscD — i coscp sec^ -i. = 2 -J '
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Il sera tout aussi simple de former les seconds membres des équations (3) avec le même développement de R. H suffit d'ajouter que l'on a
()\ àW d\ d\ ôV àV
£-]-=£!- — i-e2;r-> Yt~=T':^ ^-Y2T~'
Pour nous servir des équations (2), observons d'abord que l'on a
lî __ C,
2A ■ . ' v/2(A — BjB,)
la fonction V peut donc se développer sous la même forme que précédemment, c'est-à-dire en ne tenant compte que des éléments de la planète M, suivant les puissances entières positives ou non de À, et suivant les puissances entières non négatives de B, , B-j, G| , C2, les coefficients de ce développement étant certaines fonctions de A. Enfin, dans les équations (i), on a
^A _ . [^ <)y p ô\ \ i)V ./,, à\ dy\
Ui. S'il est bien facile de former comme nous venons de le voir les équations qui déterminent les éléments osculateurs à chaque instant du mouvement képlérien troublé des diverses planètes M, M', M", . . ., l'intégration analytique de ces équations présente des difficultés considérables, sinon insurmontables, et si même elle était efTectuée, elle resterait pratiquement inutilisable. Ecartant donc ce point de vue, nous allons chercher une méthode d'approximations successives dont le succès sera assuré par la petitesse des masses m, m', m", .. ., rapportées, comme nous l'avons dit, à la masse du Soleil prise pour unité. A la vérité, on ne peut se flatter d'obtenir ainsi une solution qui soit indéfiniment valable pour toute valeur du temps, mais il
nous suffît qu'elle le soit pour un intervalle de temps suffisamment grand.
Soit |j. une petite quantité, telle que les masses ni, m, m \ ... puissent être considérées comme de l'ordre de \x. Choisissons comme éléments du mouvement des planètes M, M', . . . leurs moyens mouvements /i, /?', ..., leurs longitudes moyennes /, /', .... (;t d'autres éléments tels que s, y, ttt, 9, ... ou des équivalents, dont nous désignerons l'ensemble par /i, h'. .... Ces inconnues sont déterminées par des équations de la forme très générale
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dans lesquelles N, N', . . ., L, L', . . ., H, H', ... sonl des séries telles que SAe'<^'+^'''+ ^ les coefficients A étant des fonctions de /?, n' . . . .. h, h\ ..., tandis que .s, .s', ... sont des entiers positifs, négatifs ou nuls. Dans le cas qui nous occupe, deux de ces entiers au plus ne sont pas nuls; mais cette circonstance est actuellement sans intérêt, ainsi que d'autres particularités sur lesquelles il est inutile de s'arrêter.
Il est facile d'intégrer les équations (5) par des séries ordonnées suivant les puissances de p.. Si l'on supposait cette quantité nulle, les inconnues /i, /i', ..., /i, //', ... seraient des constantes, tandis que /, /', ... seraient des fonctions linéaires du temps, aux vitesses x^espectives /?, n\ .... Désignons donc par /i„, /i^, ...,Vo, vj,, ..., /lo, /i'o, . . ., /ooi ^'005 • • • des constantes, et par /o, /'(,, ... les arguments linéaires par rapport au temps Vq/ + /oo, '■'o^ + ^oo; •• • ^^^ diflerences Uq — Vy, ti'^ — ^v^, ... sont nécessairement petites de l'ordre de [A au moins. Supposons alors que l'on ait, en ordonnant suivant les puissances de a, et appelant v,, vo, ... de nouvelles constantes.
Ho = Vo -t- fi-V) -I- ;j.2 V2 - .... // = /<o -*- I^ 'M ^^ !^* "2 — • • • • / = /p -f- a /| -f- |ji2 /j-r- . . . , A = Ao -f- [J- /* I -f- [J-^ /i-i -f- . . • .
et, en substituant ces valeurs de //,, /, A, ... (mais non de «0, •••) dans N, L, H, ....
N = No+ ;jLN,-f-[x2N.2-i-..., L = Lo+ ,'^^1^-+- [Jl" L-, + ..,
En portant ces expressions dans les équations (5), et égalant dans les deux membres de chacune les coefficients des mêmes puissances de a, il viendra
< <•) 1 dn.2 „ dL , dli-î
(;L Ton est ainsi en possession d'une méthode simple d'approximations successives, puisque N^, L^, H^, . . . sont connus dès que l'on a déterminé tip^ Ip^ lip, ..., de sorte que des quadratures suffisent pour obtenir ensuite «^04.1, lp+\i lip+K-, ■ ■ ■■
Les quantités [t-frip, [x/'/^, tx^/i^r,, ... sont les perturbations, ou «'ucore iné<^alilès d^ ordre p, des éléments /, /i, A, ....
Pour étudier de plus près la nature de ces inégalités, il est tout d'abord nécessaire de donner quelques indications préliminaires. En premier lieu, nous supposerons que dans le développement des fonctions N, N', ..., sous la forme S Ae'^^''+^''^'+- •' indiquée cidessus, il n'existe aucun terme pour lequel on ait simultanément S' z= ,s' =: 5" = . . . = o; cette hypothèse est bien vérifiée dans les ('■quations (3) ou (4) du numéro précédent, puisqu'on a alors
ITt ~~ ^2 <)l '
ce qui montre, d'après la nature de V, que dans les différents termes de la fonction N, par exemple, l'entier 5 est nécessairement non nul. De plus nous supposerons que les constantes Vy, v^, . . . sont telles (ju'il n'existe entre elles aucune relation linéaire homogène à (;(»(!flicients enlicns, c'est-à-dire que les arguments 5/0 + -^'/'o H" • • • tie sont i;iiii;ii> indépendants du temps, si l'on n'a pas simultanément
Les fonctions Nq. Lq, Hq, . . . sont alors des sommes de termes de la forme Be'"' "' * , en désignant par B une constante fonction de «0, /'o5 • •• j '"' l^^l terme ne peut être constant, d'après ce qui précède, que si l'on a 5 = s' = . . . = o; sinon il est périodique par rapport aux arguments Z^, /',, ... ; en particulier N,,, ^J'o? • ■ • sont des sommes de termes tous périodiques, d'après l'hypothèse faite sur les fonctions N. N', ....
Plus généralement, nous serons amenés à considérer des termes de la forme Ctf e'^-"'"^"'''"-^--'^ C étant une constante quelconque, et /> un entier non négatif : si y; =o, c'est un terme constant ou périodique comme ci-dessus, et s'il est périodique, nous le représenterons généralement par P; si l'on a p > o, el s = s' = . . . = o^ c'est un terme séculaire de rang {^) p, soit S^, ; si l'on a /? > o, sans que les nombres 5, .ç', . . . soient tous nuls, c'est un terme mixte de rang p aussi, soit M^,.
Enfin, remarquons que l'on a, en appelant p un entier positif ou nul, (1) une constante donnée, et c une constante arbitraire,
IP dt — f- c, / gw' dt ~ 1- c,
p -^ l J co '
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pour obtenir la dernière de ces formules, il suffit de différentier la précédente/? fois par rapport à o).
Revenons alors aux équations (6) : d'après la nature des fonctions Nq, Lq, Hq, . . . précisée ci-dessus, on voit immédiatement que les /^,, n, , ... seront de la forme c-|-!ïP, tandis que les /, , /?,, ... contiendront en outre des termes séculaires S).
Formons maintenant N,, L,, H,, ...; si X désigne généralemeul une quelconque des fonctions N, 1^, H, .... on a
<^Xo (^Xo (^Xq ,
Al = - — /il -L . . . - -^— /| -f- . . . -i- — r— /i, -t- . . . ;
or les dérivées partielles de Xo sont composées de la même façon
que Xfl {-TT- toutefois ne contenant jamais de termes constants);
d'autre part, le produit de deux termes périodiques est lui-même périodique ou constant; il est donc clair que les N,, N'j, . . . seront de la forme C-(- SP -f- SM, , tandis que les L,, H,, ... contiendront en outre des termes S,. Par suite, les quantités n.,, «',, . • . seront elles-
(') La terminologie employée ici et plus loin diffère un peu de celle introduite par H. Poincaré dans ses Leçons de Mécanique céleste.
mêmes de la forme c + S, + i^l/* + ïM, , tandis que les l^^ /i^-, ••• contiendront en outre des termes So.
On a ensuite, en n'écrivant que quelques termes types,
arin olo à/if,
I ^^Xo ., 02 x„
9, d«5 aho ofiQ
donc N2, r^; , . . . seront de la forme C + S, + S (P + M, +M2), et les I.o, H2, . . . contiendront en outre des termes S^ ; par suite,
Le raisonnement peut être poursuivi sans aucune difficulté, de s(»rtc qu'on peut écrire généralement
Kn d'autres teruies, le's perturbations d'ordre y> des éléments/, /i, ... contiennent, outre une constante arbitraire, des termes périodiques, des termes séculaires jusqu'au rang jo, et des termes mixtes jusqu'au rang p — i ; et s'il s'agit des éléments /i, ?i' , — il en est de même, sauf que les termes séculaires ne vont que jusqu'au rang p — i .
Plus généralement, soit f une fonction quelconque des éléments /t, /, A, . . . , périodique par rapport aux /,..., comme les L, N, H,...; on y remplaçant ces éléments par leurs valeurs et en ordonnant suivant les puissances de [x, on a
et par suite les perturbations d'ordre p de f comprennent un terme constant, des termes périodiques, ainsi que des termes séculaires et
mixtes jusqu'au rang p. Si, comme les N, la fonction / ne contient aucun terme indépendant des /,..., les termes séculaires de fp ne vont que jusqu'au rang p — ^ i ; si / est indépendante des /,..., ce sont les termes mixtes qui no vont que jusqu'au rang p — i ; si enfin y ne dépend que des /t, . . ., les termes séculaires comme les termes mixtes s'arrêtent au rangyy — i .
En particulier, dans le problème qui nous occupe, les demi-grands axes a, a', . . . jouissent des mêmes propriétés que les moyens mouvements /z, n\ . . ., et n'ont de perturbations séculaires d'ordre p que jusqu'au rang/-» — i. C'est le théorème de V invariabilité des grands axes reconnu d'abord partiellement par Laplace, puis énoncé par Lagrange sous la forme limitée suivante : les grands axes n'ont pas de perturbations séculaires de premier ordre. Plus tard, Poisson a complété ce théorème en démontrant que les grands axes n'ont pas davantage de perturbations séculaires du second ordre ; nous verrons en effet plus loin que, généralement, les termes séculaires de Up^ ne dépassent pas le rang p — 2 ; mais, pour arriver à ce
résultat, il faut prendre les équations sous une forme moins générale que celle des équations (5).
Les différentes constantes arbitraires c introduites par l'intégration dans les formules précédentes sont, avec «0, /oo, /<o? '-')? ^^-i^ • ■ •? f'" nombre surabondant; s'il J a q équations (5), il n'existe que q de ces diverses constantes dont on ne puisse disposer à volonté. Dans leur ensemble, en effet, elles sont uniquement assujetties à la condition suivante : les données du problème étant en réalité les valeurs initiales des inconnues, c'est-à-dire les valeurs des éléments osculateurs n, /, A, . . . à l'origine du temps, que l'on peut d'ailleurs faire coïncider avec une époque donnée quelconque, on doit retrouver ces valeurs quand on fait t = o dans les formules. Il en résulte en particulier que les différences entre ces valeurs el les quantités no, ^00, fh, . . . doivent être petites de l'ordre de [x.
Si l'on veut comparer les développements que l'on obtient pour les inconnues en partant de deux systèmes distincts de constantes no, vo, /oo, /io, • • • d'une part, n\ v", /j), h\ . . . d'autre part, il faudra commencer par remplacer, dans les formules qui correspondent à ce dernier choix, les arguments /<» = v»7 -h /«, • •• P»r les arguments /„ = Vo ^ -h /oo, ce qui se fera en écrivant par exemple
(•(•tte substitution ne changera pas la forme des développements et leurs propriétés générales, puisque les différences v" — Vo, Il — ho-, •■■ sont de l'ordre de [jl. Une fois cette substitution faite, les deux développements d'une même inconnue, procédant suivant les puissances de t et celles des quantités e''", e'''% ..., devront être identiques, d'après la proposition générale que nous avons admise au n" 11 (3").
95. Les développements que nous venons d'obtenir pour les inconnues «, /, A, . . . doivent être limités, si l'on veut leur attribuer une valeur pratique : il faut donc que les termes dont l'influence n'est pas négligeable, à un certain degré d'approximation fixé à l'avance, soient en nombre fini.
C'est ce qui arrive dans le problème qui nous occupe, pour plusieurs raisons différentes. En premier lieu, comme les excentricités et les inclinaisons des orbites des grosses planètes restent petites, il (Si clair qu'on peut sans inconvénient limiter le développement de la l'onction perturbatrice V aux termes dont le degré par rapport à ces (piantités ne dépasse pas un nombre donné, en tenant compte toutefois de ce qui sera dit plus loin. En second lieu, observons que l'intégration d'un terme de la forme Ce"''""^''"^"' reproduitce terme divisé |)arle coefficient de ^ dans l'argument, c'est-à-dire par 5Vo -|-5'vÔH-. . . . en laissant de côté le facteur /; et plus généralement la même observation s'applique, avec les modifications convenables, à l'intégration du même terme multiplié par ti'. Par suite, on pourra se borner à considérer les termes pour lesquels ces diviseurs sy^ -{- s'y'„-{- . . . ne dépassent pas une certaine limite.
D'autre part, les niasses des planètes sont petites par rapport à celle du Soleil, et celte circonstance rend insensibles les perturbations d'ordre élevé; on peut généralement se borner à la considération des perturbations du prcîmier ordre, en y joignant quelques termes du second ordre, et exceptionnellement d'un ordre supérieur.
En s'appujant sur ces observations, on voit aisément que le nombre des termes utiles à prendre dans les divers développements du numéro précédent est limil(''; et l'on obtient ainsi une solution entièrement satisfaisante au point de vue pratique, mais valable seulement pour un intervalle de temps borné, puisque t figure directement dans les formules en dehors des signes de fonctions périodiques. Pour obtenir davantage, si l'on.estime ce résultat insuffisant, il faut procéder autrement, ainsi que nous le verrons plus tard.
II faut encore faire une remarque essentielle. Nous venons de dire que l'intégration amenait des diviseurs dont l'effet était de diminuer les perturbations périodiques ou mixtes quand ils sont grands, c'està-dire évidemment quand leurs arguments sont à compte période ; mais inversement, un petit diviseur grandira les perturbations correspondantes qui seront alors à longue période. Il sera donc nécessaire de prêter une attention particulière aux inégalités de cette nature,
surtout quand il s'agit des longitudes moyennes / ; en effet celles-ci.
sont déterminées par des équations de la forme
dl ^
de sorte que celles de leurs inégalités qui proviennent des perturbations de 71, . . . nécessitent une double intégration.
Ce sont les inégalités à longue période qui rendront nécessaire la considération des termes d'ordre supérieur ou de degré élevé par rapport aux excentricités et inclinaisons.
On peut même concevoir que si leur inflation due à la petitesse des diviseurs n'était pas suffisamment compensée par la petitesse des masses et celle des excentricités et inclinaisons, leur présence rendrait illusoire la solution que nous venons de décrire : mais ce n'est pas le cas dans la théorie des grosses planètes.
96. Pour arriver au théorème de Poisson, qu'il nous reste à démontrer dans ce Chapitre sous sa forme générale, il faut d'abord modifier convenablement les équations qui déterminent le mouvement des planètes. D'après les développements du n° 93, ces équations dépendent uniquement des fonctions perturbatrices V, V, V", . . . qui correspondent aux diverses planètes M, M', M", ... : ces fonctions sont toutes distinctes, et c'est là, au point de vue théorique, un grave; inconvénient que nous devons chercher à faire dispai^aître, A cet effet, en profitant de ce qui a été dit au n" 7, nous allons envisager non plus l'ensemble des mouvements relatifs de M, M', M", . . . par rapport au Soleil O, mais l'ensemble des mouvements suivants : 1° mouvement relatif de M par rapport à O ; 2" mouvement relatif de M' par rapport au centre de gravité G de O et de M; 3" mouvement relatif de M" par rapport au centre de gravité G' de O, M et M'; et ainsi de suite. Il est clair que toute propriété appartenant à chacun
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des mouvements de ce second ensemble appartiendra aussi à chacun de ceux de l'ensemble primitif, puisque le mouvement relatif de la planète quelconque M par rapport au Soleil est commun aux deux ensembles, et nous avons ainsi, en réalisant l'unité des fonctions perturbatrices, le moyen de pousser plus loin l'analyse des numéros précédents, et de mettre en évidence de nouvelles et importantes propriétés de la solution générale du problème que nous étudions.
En nous reportant en effet au n° 7, nous voyons que les nouveaux
mouvements envisagés sont ceux de masses respectivement égales
tn , I -4- m „ 1 -H m -t- m'
seule vl même fonction de forces
• • sous l'action d'une
fm fm frn" fmm' fmm" fni' m"
(m (m' ôw ~^"' MM^ MM^ ' ' ' ivrivr
Si d'ailleurs on appelle r, /', /", ... les vecteurs OM, GM', G'M", . . . elx,y, 5, .27, r, s, x",y', z\ ... leurs projections sur les axes, les projections de OM'. OM", . . . sont
x^ . . ., pour OM',
X, . . ., pour OM", ' >
in!
I -+- //i -t- ni
pour MM',
pour MM",
',x\ . . ., pour M' M",
Posons alors
j.^ ^ /^ _l_ /^ (i 4- /n')(i -4- m) fm!' (i-f- m")(i + m -^ m!) r /•' \-\- m -^ m! r" i -\- m -\- m' -\- m'
puis
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les mouvements considérés sont des mouvements képlériens troublés
de masses égales à l'vinité, sous l'action de fonctions de forces égales
.,.(1-4- m) ^(i-f-m') ..(i-hm") respectivement a j ; — -, j -, — -i J -, — -, ■ , augmentées
des fonctions perturbatrices \ , V, \ ". . . . qui ne difilérent entre elles que par des facteurs constants.
Il est évident d'ailleurs que la fonction <I> est du second ordre par rapport aux masses m, m\m\.... de sorte que les fonctions V,V' ,V ", ... sont elles-mêmes du premier ordre, et par suite admettent le facteur fx. On s'assure aussi facilement que dans les équations mêmes du mou-
vement, telles que -7— = » • • 5 les masses ne peuvent iieurer
' ^ df^ m âjr ^ &
en dénominateur, et par suite l'hjpothèse d'une masse évanouissante ne peut susciter aucune difficulté. Enfin, on voit encore sans peine que les fonctions V, V, . . . actuelles sont susceptibles de développements jouissant de toutes les mêmes propriétés essentielles que <;elles qui figurent dans les différents systèmes d'équations du n" 93.
En résumé, pour étudier le mouvement relatif de la planète M par rapport au Soleil O, nous pouvons le considérer comme faisant partie d'un ensemble de mouvements en tous points analogue à celui des mouvements de M, M', M", . . . par rapport au Soleil, mais pour lesquels les fonctions perturbatrices sont les mêmes à des facteurs constants près : les nouveaux mouvements des points M', M", ... ne diffèrent des anciens que de quantités de l'ordre des masses m, m', m", . . :, puisqu'ils se confondraient avec eux si ces masses étaient nulles.
IVenons, pour déterminer notre nouvel ensemble de mouvements, des éléments canoniques tels que ceux qui figurent dans les équations (1) et (2), c'est-à-dire comprenant en particulier les longitudes moyennes /,/',..., el leurs éléments conjugués. A, A', .... Désignons par (B, C), (B', C), . . . l'ensemble de tous les autres couples d'éléments conjugués deux à deux, et par a, a', . . ., ^3, |ii', . : ., des nombres constants; les équations de notre nouveau problème prennent la forme
dA ~dî
dl
dt
d\i 'dt
dC
dK' dt
dl'
-— — n' dt
dB' dt
dC
dt ~
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V est une fonction perturbatrice de l'ordre de [x, et n, n\ . . . senties fonctions bien connues de A, A', . . . respectivement.
97. Supposons plus généralement que les moyens mouvements /i, «',... dépendent de l'ensemble des éléments A, A, ... à l'exclusion des autres; faisons encore
et déterminons les variables nouvelles A, s, . . . par les conditions .
dl dt VV
dt dt dA
En modifiant les notations de façon à remplacer A, A', . . . par exemple, par A,, A2, . . . , les équations (8) deviennent
dk^> <W dzp _ ô\ d^,, _ dV dC^ _ àV
"^"^""^' ~dr-'''"àx;/ nf-^^'^dc,' ~dr- ^'^dx^,,'
les coefficients a^, ^q étant des constantes numériques, et les iip dépendant de l'ensemble des A,,.
En vue de diminuer la prolixité des formules, désignons encore para:,, ^27 • • • l'ensemble des variables Ap, s^, B^, G^; en remarq^uant
que TT- ne diffère pas de ^r » nous pouvons écrire plus simplement
les équations précédenles sous la forme
en faisant
rj.ji.-= ay, quand on a .Xj=:Ap, a:/. = ip,
rj.jl,~—'3.p » Xj=Zp, Xl^= k,,^
ay/.= 'p,, » Xj=\i,„ x/,= C..,,
y.jk = — ^q » ^j = G7, «"^ = Ry.
0Ljk=^o dans tous les autres cas;
de sorte que généralement les nombres (*.jh vérifient la relation
Ea fonction V et ses dérivées partielles sont de la forme v(;g/((,/,+vy,+...j^ les coefficients G dépendant des A^, By, G^, tandis que 5,, «25 •• • sont des entiers quelconques.
l6 CHAPITRE XIV.
Intégrant les équations (9) par approximations successives ordonnées suivant les puissances de tx, et appelant précisément A,,, B^., . . . les valeurs de première approximation obtenues en négligeant [ji. afin d'éviter la surcharge des notations, nous représenterons maintenant par
A;,^- oA;,-4-82A/, + . , .. B,/-HSB,/^-o•^B,/-^-...,
les inconnues correspondantes, mettant ainsi en évidence leurs parties des divers ordres par rapport à u.
Ap, B^, C^, ep sont des constantes ; il en est de même des /ip = 'fp (A,, A), . . .), et Ton peut prendre Ip = n pt-\-zp^ en faisant ici les quantités que nous devrions désigner par Vp égales aux rip. Comme précédemment, nous supposons essentiellement qu'il n'existe entre les Up aucune relation linéaire et homogène à coefficients entiers, c'est-à-dire que l'argument w =5,/, +;Ço/2 + • • -, dans lequel le coefficient de t est N = 5| /i| -1-^2 'îa + • • -5 n^ peut être indépendant du temps que si l'on a simultanément 5| = ^^j = . . . o.
l^ar suite les fonctions -r- et toutes leurs dérivées partielles ne
ôtp ^
contiennent aucun terme constant, et sont composées uniquement de
termes périodiques.
Les équations (8) deviennent maintenant
di^Tj) V" • ^^ d{hXp) •^drip^.
dt ^ ^ ' \ àx/c dt,, '' dxk d.
d(b^lp) y^ /àfip I d^n
dt
Vf, j. un,,
6*Xj) v^ o'-yi -,, <y' V ■„ i a- \ ,, ^, —-L1 = > a,/, — 82X„-4- T — -. — ^^x,n + - — T- OA^OX,.
OXn \ .
(>.r/,. de,, àx,„ 2 ôxk f)x„, <)x„
et dans chaque somme on fait varier, comme dans ce qui suit, tous les indices autres que y ou /?, suivant le cas, de toutes les façons possibles. Dé plus, nous conviendrons de prendre nulles toutes les constantes arbitraires c introduites par l'application des formules d'intégration (7) : comme nous le savons, ceci ne saurait influer en rien
sur la généralité des conclusions relatives à la forme des résultats, pas plus que la restriction que nous avons déjà faite en prenant V/,=: n p.
On a en particulier
di^kp) _ à\
<-t par suite ôA^, ne contient aucun terme séculaire, ainsi que nous I avons déjà vu.
Considérons maintenant ô-A^,; on a
c'est-à-dire, d'après ce qui précède,
dio^kp) _y^ dn,, 0-'\
dt
y a.p a,. —-' — — / / — - dt^ .a^ â\,. 'hpde,, J J àsr
Il est clair que le second membre de cette formule ne contient aucun terme séculaire de rang an] nous allons faire voir qu'il ne contient aucun terme constant non plus.
Examinons en effet de plus près les deux sommes S, et S2 dont se compose le second membre, et d'abord la première S, . Posons
l'argument o) étant celui défini plus haut, dans lequel le coefficient du temps est N, et l'argument oj' étant analogue : on peut écrire
la sommation s'étendant à tous les indices q et /■, comme nous l'avons déjà dit, et en outre à tous les arguments to et w' non nuls.
On voit alors que l'expression de S, est purement périodique, puisque si l'on suppose o) + (o'=o, on a aussi 5^+5., =0, 5^ -h s = o, ,s> -h 5^. :=o, N + ]N' = o, de sorte que le coefficient placé entre parenthèses est nul : les termes qui pourraient être constants disparaissent.
En permutant les indices / et /r, on peut écrire maintenant
S == V 1 a a ( -^^ f 'ly^d — ^'^ f ^ d\
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Plaisons comme plus haut
il vient, en supposant d'abord to et to non nuls,
^.l=^-^^^,,XjlS'
CJ gi(w f o)')
et, comme tout à l'heure, ce résultat est purement périodique, les termes qui pourraient être constants disparaissant encore, pour une raison analogue.
Si l'on suppose nul l'un des arguments (o, co, il en résulte j)our S^. des termes complémentaires mixtes, de rang un.
Celte analyse nous montre que ô-A^ ne contient aucun terme séculaire, mais seulement des termes périodiques et des termes mixtes de rang un ; c'est le théorème de Poisson, annoncé précédemment.
Pour obtenir la généralisation de ce théorème, il suffit de poursuivre de la même façon. On a
- j. =/,«/' i r- 0-2 A,/ -h -— o2a:yH -hkr,T>k,
dt j^ ' \i)zpà'c,, ' (k/.ôxj x àzpdi^fhs
(h,,<)t,,<).rj "' ' ■' ■>. <}zp<).rj()x„t ■' ' '
soit dt
-a„a,. a, ( / / vd/x / , dt\df
■X ' <)\,. »\t\ OtpOi/,1 .1 ihr<)l, J J <)l,
d^y r r()\ , , r ro\ , ,
fhi,(h,,(h,J J <kr J J <k,
^ ' ■' <)\r (Jl,,()l,iJ,l Oi, ■<>■>• j J l)X/,.
+ -— , / dt / / -- df'
dipdi.idxjj J d£,. ./ àxi, J
+ '"^ f^dtxf^^^'^^
i)-./,() r I i).r,„ ,1 àx/,- J àx,i
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Si 1 on cherche les termes séculaires qui peuvent exister dans cette expression, on n'en trouve aucun dans les deux premières sommes.
En représentant par F la partie constante d'une fonction périodique quelconque F, on trouve dans la troisième somme les termes d(^ rang an
\:^ On,, 0\
dz„ dz
./ ,/ otrO.ij âîpâi,idxjj J os,.
ov
si l'on fait alors V =SGe"^, .— = ïCe'^, on voit immédiatement,
comme ci-dessus quand il s'agissait de la souime S,, que la quantité entre crochets est effectivemeni nulle : ("es termes disparaissent donc.
Considérons maintenant la dernière somme; en échangeant dans le premier terme les indices y et /r, et permutant ensuite simultanément y et m, k et n, elle peul s'écrire
v-i I [ ,)->\ r à\ , rà\,
()Ij)()T/;J àXjdXin J dXn
/ dt \ -^ — dt .
âtp dXn . ' OXj ()X,„ , / nx/c
Elle contient alors des termes séculaires de rang un^ correspondant aux parties constantes de - — et j-;-; on peut Jes reunir sons la tonne
^P -^ il' '^•'iin
et si l'on fait
OX
de» ()x
<)xjdx,„j ôXfi dtpdxnj dxjdx,,,
<)x i dx,,
ECe''»,
àXn
= lG'e'<"',
on constate que ces termes disparaissent, comme ci-dessus, quand il s'agissait de la somme Sa.
De là résulte que ù^Ap ne, peut pas contenir de termes séculaires de rang supérieur à un; plus généralement, en poursuivant le même mode de raisonnement, on verrait que ô"A^ ne saurait contenir de termes séculaires de rang supérieur à n — 2 ; et il en est de même
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pour une fonction quelconque des Ay,, comme on le vérifie sans peine. C'est le théorème de Poisson généralisé.
11 est possible de préciser davantage cette généralisation quand on fait des hypothèses complémentaires sur les équations (8), en appliquant toujours la même méthode; mais les calculs deviennent prolixes, et il vaut mieux recourir à d'autres procédés; nous nous bornerons donc à ce qui précède, d'autant plus que nous sommes ainsi en possession de tout ce qui est nécessaire pour la suite.
CALCUL EFFECTIF DES l'ERTURBATIONS DES ÉLÉMEiNTS. PERTURBATIONS DES COOK DON NÉES.
98. Le calcul des perturbalions du premier ordre est facile. Proposons-nous de déterminer les inégalités de cette nature qui sont dues à l'action de la planète M' sur la planète M. La fonction perturbatrice générale V qui détermine le mouvement de M doit être limitée à la partie //ri' R qui correspond à l'action de M'; nous mettrons cette
|)arli(! sous la forme •^ ,^^i ^n désignant par A un terme quelconque
du développement de Ry/aa' que nous avons appris à former.
D'après la formule (lo) du Chapitre XIII, A est lui-même de la
forme
et B est une fonction du rapport a, égal à — ou à — suivant que l'on
a a <^ a' ou a'^ a' ; nous emploierons toujours la caractéristique D pour marquer la dérivée d'une telle fonction par rapport à a, et <;omme précédemment, les formules écrites correspondront à l'hypothèse a <^a' ; pour obtenirles résultats relatifs à l'hypothèse contraire, il suffira de changer partout D en — D.
(jomme on a f ^^ > si nous posons
fJL = 4/ — , ?
les équations (4) du Chapitre précédent s'écrivent immédiatement,
l-l CHAPITRE XV.
en profilant de' tout ce qui a déjà été dit, sous la forme
-r-^ =— 6fJL'/«2S5A (ou \ " ^ = 4 |JL'nS5A
i dt
idt
d{il) idt
dii
^- TTït
■^i-J^ = ,a'n(i + -2 £,=.,-+-. . .)SA[— r.2— '[i^-iis—pi-^ /^2 » |-
=^ /i — 4 ;jl' n £ DA -+- y.' n 'Z A 1 1 -- p^ -i- /?•> -+- i\ -t- /-i
Tl
i dt
i-H. . .jXA| /-i — TiÏ2(* — /'1 + /02)];
les coefficients dont nous n'avons écrit que les premiers Icrnus sonl des séries entières par rapport à 0, £3.
Conservons alors, afin de ne pas surcharger les notations, les lettres ti, a, l, ... pour désigner les valeurs de première approximation que l'on adopte pour les éléments des diverses planètes, et soit / = V ^ -|- /o : /i, «, V, /q, ... sont des constantes ; on a
et la difierence /i — v, qui est de l'ordre des masses perturbatrices, scia appelée v". Soient de plus /i", /", s", ... de nouvelles constantes^ (le l'ordre des masses perturbatrices encore ; les inconnues /?,/,£,, ... peuvent se mettre sous la forme
n -+- ft" -H o/< -h 52 /t -4- . . . .
/ -I- ( Ai" -4- V« )<■+- /O -I- 0/ -f 02 /-+-... ,
£1 -I- e" -t- Ss, + §2 S 1 -+- . . . ,
en représentant par
leurs perturbations des divers ordres par rapport aux masses ; et pour
préciser, nous assujettirons les quantités
ô/i, o^/i. ..., 8/, S'^/, ...,oei, o'^Ei, ...
à ne contenir que des termes purement périodiques, ou séculaires, ou mixtes, sans aucun terme constant. Ajoutons que la valeur de l'élément a ou de son logarithme sera
ou bien
•}. , / /î-iJ -+- S/?. -I- 0- // -J- . . . \ , ^ ,, , .^ .
log« — :; log ( I H ) = loga + o(luga) + d*(loga)— . ..,
en désignant, comme nous l'avons déjà dit, par a la constante liée à n par la relation 7i- a^ =y(i -f- m).
Dans les formules précédentes, figurent des constantes superflues dont le rôle peut être entendu dans plusieurs sens différents, et dont on peut par suite disposer de diverses façons. Si l'on veut obtenir une solution analytique ne dépendant que des constantes arbitraires v, /q» £,, So? Ym Y27 el des autres semblables, on déterminera les constantes auxiliaires v", /i", /", e", t\, ... de façon à vérifier certaines conditions (jue l'on pourra s'imposer arbitrairement. Mais avant d'entrer dans plus de détails à ce sujet, il importe de préciser quelques définitions.
Si. dans une fonction X composée d'une partie constante, de termes séculaires, et aussi de termes périodiques et mixtes par rapport à, certains arguments, on supprime tous les termes périodiques et mixtes, on obtient, par définition, la valeur moyenne (X) de cette fonction à l'époque / : en particulier, la partie constante de X en est la valeur moyenne à l'origine du temps, pour laquelle on peut d'ailleurs choisir une époque donnée quelconque. Cette définition esl légitime, car il en résulte que la valeur moyenne (X) est indépendante de l'origine du temps ; et en eiïet, si l'on change t en t — <„, les termes constants et séculaires d'une part, les termes périodiques et mixtes d'autre part, se changent en termes de la même catégorie. Mais il faul observer avec soin que si Y, Z, ... sont analogues à X, et si l'on
a X =:y(Y, Z, ...), la valeur moyenne (\) n'est pas égale en j;énérai à /'[(Y), (Z), ... I ; si l'on pose en effet
K=/[(Y),(Z), ...|, y=\^(Y), z^-L~rL), ..., on a
et l'on voit que si y, :,.. . ne contiennent que des termes périodiques ou mixtes, il n'en est pas de même en général de j-. ...,j':?, .... En particulier, dans les problèmes qui nous occupent, on peut dire que l'on n'aura (X) = F que si l'on néglige les perturbations du second ordre.
Revenons maintenant aux questions posées ci-dessus. Le choix le plus simple au point de vue des calculs sera celui qui consiste à faire «•' = /<' = £"=...==:(), de façon que les constantes /?, /o, 3i. • • • soient précisément les \aleurs moyennes pour ^ = o des inconnues /i, /, £|. . . . ; en outre on prendra la quantité v" égale et de signe contraire à la partie séculaire de rang un de la somme o/ -f- o-/-|- . . .. afin que la valeur moyenne à l'origine du temps de la vitesse de la longitude / soit v, c'est-à-dire la vitesse même de l'argument /. Ce résultat ne pourra être obtenu que par approximations successives, et il en sera de même dans tous les cas analogues.
Mais on peut faire d'autres choix, dans le même oïdic (ridées. comme nous le verrons ultérieurement.
On peut aussi regarder les quantités v, n, /„, Sj, ... comme des constantes purement numériques; et alors /?'•, /". ôJ, ... sont les constantes d'intégration ; il y a intérêt évident à ce que ces constantes soient en fait aussi petites que possible, et aussi à ce que la partie séculaire de rang un de l'expression complète de la longitude l soit aussi voisine que possible de v^ : ces conditions seront réalisées par un choix convenable des constantes primitives v, n, /o, Si, ....
Dans tous les cas, la détermination effective des constantes qui resteront dans les formules, comme aussi celle des masses des diverses planètes, ne pourra résulter que de la comparaison de la théorie aux observations les plus précises.
Ces généralités dites, les équations (i) permettent d'écrire immédiatement les parties de 8/i, o/, . . ., qui proviennent de l'action de la
})Ian(H(' M'. On a :
sa A
on ,'\7^ siitX
,V^ sn^ k. ,^7 n DA D M- / :; r-r-i — 4 !■«■ 7 r-7
■^ .^(5V -f- s V )* ' jLdS^t-\-S'l
— I ■•* -+- /^i -+- Pi -+- r\ -1- /•:
ei£2(yOi-+-/^2 — '^'"i — ^^''i)
!(8si)
' ^mi S'^ -h S' V
' - X ,"V nX . , , ,
<le plus, la partie de o(loga) qui provient de même de l'action de M'
est --
Ces formules supposent que les deux nombres s et 5' ne sont pas nuls simultanément; dans le cas contraire, c'est-à-dire s'il s'agit d'un terme séculaire A de la fonction perturbatrice, il est clair que l'on
doit mettre partout iKnt au lieu de j-,^ et l'on obtient ainsi les
inégalités séculaires du premier ordre des divers éléments.
Rien n'est plus simple que de ramener les résultats précédents à la forme réelle. Les termes A sont conjugués deux à deux, et par
suite, l'expression de — > en premier lieu, se présente comme une
somme il Ce'"* de termes conjugués deux à deux, les coefficients C étant réels, contenant le facteur
et les arguments (o étant
al ■-{- s' l' -^ (Pi — Pi)'^ -+- (p\ — p'\ )m' -{-{i\ — ri)0 -+- (r, — r', )6'; on a donc sous forme trigonométrique symétrique (n" 78)
De même, ù (il) est une somme analogue SCe"** -h /^ S C'e'*^'. A" et s' étant nuls dans w' ; mais le résultat est purement imaginaire, de sorte que l'on a encore le développement trigonométrique réel
symétrique
S/ = SC siiito -I- /X C cosw'.
L'expression de s, (8 £2) est aussi une somme analogue
mais complexe, et l'expression de £2(S£]) en est la conjuguée. Si l'on prend les valeurs des inconnues e et rn sous la forme
£-1- 8e -+- ô^s -f-. . . . ru -t- 8cj -+- 0"^7iT H-. . . .
ou bien celles de e costu et e sincj sous la forme
£ COSTJJ -4- Ô(£ COSnï) -t- 02(£ COSTTj) -|- . . . , S sin 73 + 8 ( £ sill TO J H- ^- ( = si 11 777)-+-.. .
les constantes e et rs correspondant aux constantes e, et e-, par les relations 2 e, = ze~'^, 2£2= £<?'^, op a immédiatement pour les parties de ô£, £ orn, ^(ecosnj), ô(£sinTO), qui proviennent de l'action de la planète M', les développements trigonométriques réels non symétriques
^i = - (I. C cosw — «XC'sin w' ), £ ÔT5T = -( EC sinw -i- /SC cosw'), ô( i cosnT ) = - [ S G cos( w -H Tn) — <SC' sin (a)'-4- ni)|. 8(£sin7n)= -[SCsin(to-+-iTT)H- fS C cos( w'-i- nr)].
On peut répéter la même chose sur les éléments y, &, ycosO, ysinO, en partant du développement de yi(oy2)-
99. Il n'j a aucune difficulté dans ce qui précède : pour en montrer une application simple, cherchons les perturbations indépendantes de a', en ne dépassant pas le premier degré par rapport aux excentricités et aux inclinaisons.
En raison de l'abaissement de degré qui se produit quand on passe dun terme A de la fonction perturbatrice au terme correspondant (le os, (lu 0Î2. oy, ou oya. il faut prendre, en profitant des résultats
CALCUL EFFECTIF DES PERTURBATIONS DES ELEMENTS. i.-
du n"91.
_i_ _ ( y I X2 -f- y I À-2 ) 6 ? ^ ( Yi y', X2 ^ Y2 ï 2 X~- ) '>ï ;
contorménieiil à une observation faite à la fin du n" 90, les
nombres \)^h'\ qui figurent ici n'ont pas besoin d'être corrigés en raison de la partie complémentaire de la fonction perturbatrice ; el
c'est ce que rend encore évident la présence du facteur ^ D dans
lous les coefficients symboliques de h\.
Il vient alors pour les perturbations séculaires :
Oc2 = ]i! nit\tib'\ — s'j b\) ,
SY2= ^t'«tV(Y2 — Y2)&)»
et pour les perturbations périodiques, en confondant encore n avec v :
^ |jL'(H,X-i-£a-i)(— 3-+-6D)65+ \i:{t\\ -+- £;X~')(9 - <>D)6«,
o(jV)=:,u'(£,a-c2X-1)('— ^ + Dh- \\'>'\bl -f- [jiï £', X - £', X-i ) ( 6 -+- 2 D — 4 Dî ) 6f ,
On voit que les termes qui dépendent des inclinaisons disparaissent
(juand on fait l'hypothèse y, =: y'j, y2=y2 '• c'est un tait général, car si les plans des orbites osculatrices de deux planètes sont confondus à un certain instant, ils le seront toujours, du moins tant que l'on ne tiendra compte que de leurs actions mutuelles.
Cherchons encore l'expression générale des inégalités de degré zéro par rapport aux excentricités et aux inclinaisons, qui dépendent de X'. Elles correspondent à
SA = SàO/-
X (2s ^- i — dW C2X-* (— 5.5 + ^ - 1>)1 6.?-
l'indice s prenant toutes les valeurs entières non nulles.
Confondant toujours n avec v, n' avec v', et faisant pour abréger
il en résulte immédiatement
2* hD -j.s -h D
S ^^ '^^-^^ A-'8£2= ^^ SB
Ji^ s — p 5 -t- ji
Pour nous rendre vin compte plus exact des réalités du problème, supposons que les planètes M et M' soient respectivement Jupiter et Saturne, et donnons aux lettres leurs valeurs numériques, d'après Le Verrier (Annales de l'Observatoire de Paris, t. K).
Les unités sont l'unité astronomique de longueur déjà définie, la
masse du Soleil, et l'année julienne de 365,25 jours solaires moyens ;
l'époque est i85o,o. On a
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n = V = io9'256",72, n' = v' = 43996", i3,
a = [o.-iGciSeg], a'= [0,9794961], a == [1,73674 1, ;.i'= [4,02137];
d'où
de plus
La valeur de a conduit d'abord aux résultats suivants, complétés
plus loin
hl = [7,9o586], h\ = [T,36o3o|, b\ = [1,80749],
1)62= fr,752i5], D6]f = [T,6i637l, 65 = [7,62291],
D^ bt={l, g i5çi/i], D^ôf = [T,97io;}J.
Mais'les coefficients D''b\ doivent être corrigés comme l'on sait,
pour tenir compte de la partie complémentaire de la fonction perturbatrice ; pour l'action de Saturne sur Jupiter, ils deviennent :
6f=[â, 44460], 1)4- [T,o4644], D26|=[î,6833îi]; et pour l'action de Jupiter sur Saturne, ils sont :
4= [o,oo5i8— ], D62^ [0,35703], 1)2 6Y= [0,26889 — J.
On obtient alors pour les inégalités du mouvement de Jupiter calculées ci-dessus, et indépendantes de /' :
on = o",54 cos(/ — 7ÎT ; — o", 27 cosi / — m'),
ol = — ;",48i^H- 2",85sin(/ — tct) — 1", 87sin(/ — m),
OÔ = — o", 2697/ Sitl( 777 — Tîj') — 7", 06 C09( / ro)
0"0I COS(2/ — 2TO ) — o",09 cos(2Z TO — m),
S07TT = ()",3554^ — o",i697^ cos(Tn — rn') — 7'',o6 sin(/ — w)
— o", 01 sin(vi / — -XTJS ) — o", 09 si 11 ( 2/ — to — tjt ),
Sy = o", iio'it sinfO — 0' ) -H o", 16 cos(2/ — 2 0 ^ — o",3o cos(2/ — 6 — 0'),
Y oO = — o", 1686^ -I- o",3'ïo3/ cos(6 — 6') h- o", i6sin('2Z — 9,0)
— o", 3o si II ( '>, / — 6 — 0' j.
Et pour les autres inégalités déterminées précédemment, on a, en ne dépassant pas 5 pour la valeur absolue de .v,
on — — 6",42cos(/ — /') — 21", 95 cos2(/ — l' ) — 10", o5 co8 3(/ — /')
— 4", 82 cos 4 ( / — /') — 2", 37 cos 5 ( / — /'),
0/ = — 48", 54sin(/ — '') — 66", 99 si n 2(7 — /') — 24, 76 sin3(/ — /')
— 1 o", 44 sin 4 ( / — /' ) — 4", 7 r si n 5 ( / — /' ),
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0^ / fi t cos ^,. , . „ „ cos . , , ,,
^ ;=-+-o,52 . (()/ — 3/ — Tn)-l-o, Q7 . (3/ — 4< — ro) e 8t;it ^ sin ' '^' sin
„ cos , cos
-1-1,79 . (4/ — 3/' — ?n)-i-3, 12 . (3/ — 2/ — nr) "•^ sin ^ ' sin ^
— i". i3 (xl—V— ro) - i6",47 (/'- th) sin sui
-(-i3f',35*^!'%9./'-/-ra) + 9/>.".32^°'(3/'— 2/ nr^ sin sin
-^ S', 07 ( -; /' — 3 / - m) -+- 3", 45 (5 /'— 4 / — Tîj). sin sin
Si l'on veut, conservant les mêmes notations, avoir les résultats analogues pour Saturne, il faut remplacer le facteur ja' par ix = [4,80929 ) , permuter les lettres accentuées et celles non accentuées, et changer le signe de D : on a ainsi d'abord
on' = — 9", 'l'i cos( /' — tu'; -i- (1", 'v>. cos( /' — ro ). 8/'= 109", 8/ -t- I r, 91 siii(/' — ro') — 20", 48 sin( /'— m ), Oc' = — o", 5741 ^ sin (ct' — rn) H- •-• )7", 4 2 cosi' V — m' )
-I- if)", Xo cos (91 /' — 2to' ) — 1 l",o6 COS( 9/' — TO — ro' ),
j' ôrïT'= r'.oi94^ — o",574i ^ cos( rrr' — m) -+- -rjj" , ^:>. sin(/'— m' ) -+- iG", 80 siiK V /' — '>.m' ) — I i", 06 sin (2/ — tït — m' ,>,
o-(' = o", 4i66< sin (0'— 6) -I- i",86 cos(2 /' — ^.O'j — o",g8 cos('?J'— 0 — 0'),
y' ôf)'= — o", 79i5< -I- o",4 i66< cos (6' — 0 )
-t- 1". 86 sin (9./'— -26') — o", 98 sin (9./'— 6 — 6\);
puis encore
on' = — ^ 9,3?.", 18 cos(/ —/')-+- 91", 84 cos9(/ — /' ) -+- io",oocos3(/ — /')
-I- 4", 80 cos 4 (/ — /' ) -+- 9", 3G cos 5 ( /—/'}.
ol' = 534'',87sin(/ — /'; -h 148', 47 sin ■2(/ — /'j -H 'i5",97 sin 3(/ — /') -f- 9,3", 91 sin4(/ — ^' ) -+- "»"7 9i sin 5 (/ — /' 1,
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Se' / „ „ cos . , , ,, ,, „ oos , ., ,, ,
,^ , =— I,l8 . O/ — 4/'— TJT )— > , M . (4/— {/— TTI)
s' Sci ] sin ' sm
- 3", 49 ''°' ( 3 ^ - •>. ^' - ra' ) - 4" , ■i'a ''.''' ( •>- ^- ^' - "ï' )
' ^ sin ^ sin
+ 4ob, 18 . (/ — T7i) + i4o,i5 . {■2.1 — l~m) sin ^ sin
- <)r,46 ''.°' (3/'- W - nr') - 3',",8i '':''(4/'-3/ - r^r') • sin ' sin
-iô',07 (5/'- 4/ — "t') — 6",9C) . (6/'— 5/ -7^'). ' '^ sin ^ '^'sin ^
Il est nécessaire d'accorder une attention spéciale aux inégalités à longue période. Si nous revenons à l'exemple précédent de Jupiter
;t Saturne, commençons par réduire le rapport - en fraction continue,
soit
la grandeur du quotient incomplet i4 nous montre que la réduite
)récédente, soit -j doit différer très peu de -,j et en effet on a
tSv' — 2v =: i4<J7 , 21 ; nous aurons donc des inégalités à longue ^période correspondant à l'argument 5/' — 2/; cette période est de 883 ans environ. Les termes de la fonction perturbatrice qui dépendent de cet argument sont au moins du troisième degré par ^rapport aux excentricités et aux inclinaisons : malgré cela, les inégalités correspondantes deviennent considérables, comme nous allons le voir.
La première réduite du développement de ~ est 2 : il en résul-
era seulement, la différence v — ^>v' étant 21 264", que les inégalités qui dépendent de l'argument / — 2/' seront augmentées, sans devenir rès grandes.
I>a troisième réduite est 1 it les inégalités correspondantes
seraient encore à très longue période : mais les termes qui dépendent de l'argument -2I' — 29/ sont, dans la fonction perturbatrice, du 43' degré au moins par rapport aux excentricités et aux
inclinaisons, ce qui les rend cotnplèlemeuL insensibles. Si cependant la différence 72V' — igy était suffisamment petite, ou bien encore si les excentricités et les inclinaisons avaient des valeurs plus considérables, les inégalités correspondantes pourraient devenir grandes : il est vrai, mais alors on devrait développer le sinus et le cosinus de j2/' — 29/ suivant les puissances du temps, et l'on obtiendrait en réalité des inégalités séculaires d'un type nouveau, entièrement négligeables pendant un espace de temps suffisamment grand.
Ces réflexions s'appliquent à tous les cas semblables : en particulier, elles montrent qu'il n'y aura jamais lieu de prendre en considération plus d'un argument à vraiment longue période, quand on envisage seulement l'action mutuelle de deux planètes : mais il pourra se présenter plusieurs arguments à période assez longue, dont il faudra tenir compte avec beaucoup de soin. C'est ainsi que dans le cas de Jupiter et Saturne, outre l'argument / — 2 /' déjà signalé, il conviendra de s'attacher aux arguments 3/' — /, 7/' — 3/, . . . qui résultent de la combinaison linéaire de / — 2 /' et 5 /' — 2 /.
Il est d'ailleurs sous-entendu, par la nature même de la question, que la longueur d'une période doit être appréciée par rapport aux durées de révolution des planètes envisagées.
Déterminons effectivement les parties principales des grandes inégalités de Jupiter et de Saturne, c'est-à-dire des inégalités qui dépendent de l'argument 5/' — ^2/; en laissant de côté les termes qui contiennent les inclinaisons, beaucoup plus petits que ceux qui ne contiennent que les excentricités, on doit prendre, d'après le n"91,
SA = >-2X'sa»oef-4- J',£_2£;-H l'^e.s'i^-V l'as?) +■ • -,
les termes qui manquent étant les conjugués de ceux qui sont écrits, et l'on a
îj5z^^o.i-,.^£!)4.
■'^'' «"„+!^D2+£!Ui
La valeur de a donne
•^2 = [-ijOy^S;], hl = [i, 03945], bf = ['i,3209.3J, bè = [5,01259],
Dè|=[î,43i79], D^|= [T,o.2 585], DZ>| = [1,00778], Diî= [5,78i8j],
D2^,|= [T, 93253], D2 6f= [T, 84020], D''Z>|= [7,71372], D^ bl = [1 ,56^i3],
D-*&| = [o,5ii4o], D36|=: [0,49911], D3èJ- = [0,44784], D3è3 = [o,365Go],
Di6| = [1,19706], Di<^|= [1,22327], D''6|= [1,22344], 1J^(^| = [1,1 9493],
sorte que
l'0= [0,53620-], Pi ='[1.23482], P,= [1,45339-], P3= [1,19034],
DPo= [1,32877-], DPi= [1,95225], DP, = [2,08008— ], DP3= [1,70257]. En posant
0) 1 = 5 /' — 2 / 3 TO, (Uo = 5 r — 2 / 2 T7I TTj',
11)3= 5/' — -il — m — 2r3', Wi = 5 Z' — 2/ — 3w',
WÊÊÊ
<5n^^aemiit sans peine pour Jupiter
(in = — o", 99 cos wi -H 5", 74 cos C02 — 1 1",02 cosw3-f- 6", 98 cos «4,
0/ = — i3G",o sin(«Ji-4- 791", 3 sin CO2 — i52'|",5 sia W3 + 9G8", 9 sinwi,
^^ } If -1/. CX)S ,,, „,cos ,, „^cos
^ [= — I9,J(' • ^1+74,84 . 0)2—71,85 . C03; î ons \ sia sm sin
et pour Saturne
on' = 2", 46 coswi — i4",27 cosoJaH- 27", 40COSOJ3 — 17", 3G cos a»;,
01'= 335", G irinoji — 1953", o sin «2-4- 3762", 6 sin C03 — 2391", 3 sinco;,
•î^' ) „ ,.,. ces .„ cos „ „„cos
/ ■^ ' I* = 79 ,GG . w-, — 3oj ,90 . W3+ 290 ,6j . Wi. î om \ '-^ ' SU! '-'sin ^ ' sin *
Ces résultats rendent suffisamment manifeste l'influence des petits viseurs. Ils permettront encore de vérifier l'observation suivante. Si un terme A de la forme indiquée précédemment est commun aux <liMix fonctions perturbatrices qui déterminent l'action de M sur M'
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et celle de M' sur M, les formules (2) montrent que les parties principales des inégalités correspondantes 0/?, 0/?', oîo, ^£'2' ^Ts» ^t'î ^on\ dans des rapports simples qu'il est supei^llu de préciser davantage. Il n'en est pas de même pour les parties principales de 0/ et de ol ; si u désigne le coefficient analogue à tx', mais relatif à l'action de M sur M', et si P est le degré total de A par rapport aux excentricités et aux inclinaisons, on a, en confondant encore n avec v, n' avec v' :
o{il') ■-
( sv -h s'V y-
y DA
SV -r s'V
v'DA
V -f- 5 V av'A
et par suite
o(t7) ^_ 8(7/'j _ (P — ■>.)A |j.'v [iv' S'/ -+- s'v'
OU encore, d'après la valeur de on :
64/i o{il )
si P ::=: 2, On a douc exactement
si maintenant les inégalités considérées sont à longue période, ceth même relation a encore lieu quel que soit P, mais seulement d'une
façon approchée, car le rapport , ..est évidemment fort petit dans
ce cas; plus exactement, puisqu'on raison de la petitesse du divisent 5v + 5'v', la partie la plus importante de o{il) est de beaucoup celle qui dépend du carré de ce diviseur, on a sensiblement
/i o{il ) V
et par siiiie, d'une façon très approchée,
ol
100. La détermination théorique des perturbations d'ordre supé-
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rieur ne saurait offrir aucune difiiculté; pratiquement, c'est une opération complexe et délicate, même en se bornant aux termes en iKmibre limité qui peuvent acquérir une influence sensible ; elle ne peut (■Ire entreprise que systématiquement, et nous devons nous borner à juelques indications sommaii^es relativement au calcul des perturbations du second ordre; si l'on voulait aller encore au delà, à part quelques termes faciles à mettre en évidence en s'inspirant de ce qui . va suivre, les difficultés d'ordre pratique deviendraient rapidement
Kurmontables, et il n'y a pas lieu de s'y arrêter davanta<ie, 3'après les équations (i), un terme quelconque des dérivées t-t ,
'J{if) dti dt^_ . ^ , ^
^ n, -.--ri T-r t ... se présente sous la lorme
i dt ^ idt idt ^ ■
A = ;jl' nk B X-' X'^' s''' -J!_,'zP\ ^f y',, y'^"^ y';-; y'.f ^^ ,
l'exposant k étant i, sauf dans l'expression de -r-r-i où il. est 2, et B étant une fonction du rapport a.
Si donc on fait A/z = /i" H- o/i , A/ ==(;?'* -f- v") /^ +/" + 0/, As, = £^ + oe,, ..., la partie du second ordre de A sera évidemment
if// 1 '*■ .^\ A«. / 1 a ,-\ A«' • , .,,
,.,..,, As, A:. , Ay;,"!
d'après la façon dont ;a.', «, a dépendent de n et n \ la caractéristique D s'applique d'ailleurs seulement à la fonction B de a, et nous rappelons qu'on suppose implicitement a<[ a\ le s'v^ne, de D devant (Hre changé dans le cas contraire. Il n'y a plus (pi'à développer les (liflérents termes de ces expressions, et à les intégrer comme précédemment, pour avoir les perturbations du second ordre; en particulier, pour obtenir 5-(f7), il faudra faire la double intégration des
Il 1 - • - d(o^n) Icrnies de la dérivée —V-; — ^• idt
Dans ces calculs, il faudra porter l'attention principalement sur les irrines séculaires et sur les termes susceptibles de croître par l'intéi:r;ition.
( )n voit bien maintenant pounjuoi il est non seulement convenable, mais encore avantageux, que les expressions de A(f/), A(/7') ne
contiennent aucun terme en t ; car de cette façon on évite dans l'expression (3) l'introduction de nombreux termes séculaires et mixtes.
On voit aussi que pour tenir compte des parties constantes de A/i, A/, Asi, . . ., il suffira de remplacer dans les expressions analytiques de on, ô/, 0£j, ... les quantités n, /, Sj, . . . par n-h/i", l+l*^, £i4- e',', . . . ainsi qu'il est évident a priori^ et il sera par suite convenable que les constantes «", /«, e^, . . . soient en fait aussi petites que possible, ainsi que nous l'avons déjà dit. De ces observations, il résulte que nous pouvons, dans ce qui suit, faire abstraction de ces constantes, en même temps cpie supposer les accroissements A/, A/' réduits à leurs parties périodiques.
11 ne faut pas oublier d'ailleurs que An, par exemple, se compose des perturbations de M dues à l'action de toutes les autres planètes, et non seulement à celle de M', de sorte que, parmi les perturbations du second ordre, il s'en trouvera qui dépendent de trois arguments tels que /, /', /" : c'est ainsi que le moyen mouvement sidéral annuel d'Uranus étant 1 5424', 8, si /, /', /" représentent respectivement les longitudes moyennes de Jupiter, Saturne, Uranus, l'argument 6/' — 2 / — 3 Z" devra être considéré particulièrement comme étant à très longue période, puisque le coefficient du temps y est seulement — 8i i".
Envisageons spécialement l'effet des termes séculaires de As,, Ac.j, . . . sur les perturbations du second ordre. Si nous représentons ces termes par -/], it^ rjo it^ . . ., l'expression (3) devient, en ne tenant compte pour l'écriture que de Tj, iY,
7^1 A -fil
et si l'on a d'a])ord 5 = .?' = o, il en résulte pour l'élément correspondant il, ou £j, ou £o, . . . (ce cas ne peut se présenter pour /«), la perturbation séculaire de rang deux
Dans le cas contraire, on a un terme mixte et un terme périodique, savoir
P\ t^r^y [ il I
OU bien
/>! Ar,, r it 1 "I
suivant que l'on doit exécuter une intégration simple ou double; mais dans l'un ou l'autre de ces cas, on voit que pour obtenir la partie mixte il suffit de remplacer dans les expressions analytiques de ô/î, 5/, ... les quantités Si, So, • • • P^r Si H-r,i it^ £2 + 'fri^t^ ....
(}uand on prend dans l'expression (3) les parties de Aaï, S.ii\ . . . qui dépendent de l'argument A~^ )/"^', on obtiendi^a un terme constant ' qui produira une inégalité séculaire de rang un dans les éléments î7, £1, Eo? • • • dans ii, ces diverses inégalités séculaires devront disparaître, d'après le théorème de Poisson.
Supposons encore que l'on prenne dans (3) les parties de A/«, A/i', . . . qui dépendent d'un argument à longue période; dans ce cas, on pourra le plus souvent se borner à la considération des inégalités de A (il), A (il'), qui sont de l)eaucoup les plus importantes, et si le petit diviseur qui correspond à cet argument est négligeable par rapport au diviseur 5V-|-5'v', tout se passe évidemment comme si dans les expressions de un, 3/, . . ., on augmentait simplement les arguments //, ii de leurs perturbations du premier ordre à longue période : mais ce n'est là qu'une approximation, qui n'est pas toujours suffisante.
Dans l'exemj)Ie traité précédemment des perturbations dues à l'action mutuelle de Jupiter et de Saturne, nous avons pris pour v et v', ainsi qu'on doit toujours le faire, les moyens mouvements sidéraux des deux planètes, tels qu'ils résultent des observations. Nous avons fait de plus n = v, n' = v', c'est-à-dire v" = v'** = o; il faudra donc commencer par tenir compte des constantes n'^, n'^, choisies de telle façon que A/, A/', n'aient pas de termes en t, et par suite, en néglii^cant les actions très petites dues aux autres planètes, ainsi qu'aux excentricités et aux inclinaisons, prendre en nombres ronds /i°= 7", 5, Ai'o = — 1 10". En réalité, il aurait mieux valu commencer par déterminer directement les parties principales des inégalités séculaires de i.nig un de / et de /' dues à l'action des diverses planètes, en appliquant les formules simples rapportées au numéro précédent; prenant ' alors les différences v", v'*' égales et de signes contraires aux coefficients <1<' t dans ces inégalités, et faisant le calcul des coefficients de Laplace
avec les valeurs n, n ou a, a correspondantes, l'influence des nouvelles constantes /i'', n'^ rencontrées par la suite serait devenue insensible.
Il serait encore bien préférable de pouvoir éviter l'emploi de la constante v**, tout en rendant insensible l'influence de «", car de cette façon on pourrait confondre exactement ai avec v. Pour répondre à ce desideratum, il suffit d'employer l'artifice suivant, qui présente en même temps plusieurs autres avantages. Assujettissons les éléments variables a et/?, aussi bien que les constantes désignées par ces mêmes lettres au n" 98, à vérifier non plus la relation n-a'*^f(i-\-m). mais une relation voisine n-a^=k'^, telle que l'on ait
la constante x étant choisie provisoirement d'une façon arl^itraire, de l'ordre des forces perturbatrices : cette façon de faire est légitime à
la condition évidente d'augmenter la fonction perturbatrice V de-^-
Rien ne sera changé alors aux calculs précédents, sauf que le facteur ul' devra être multiplié par i + x, et que la fonction 2 A devra être
augmentée de ; — ; -? p. ayant ici sa nouvelle valeur.
On a d'ailleurs
- = H- £iX-t- £jX-l-+- 2£TX2-^ '2£-;À-2-+-. . .,
et comme nous le savons, cette expression ne contient aucun terme indépendant de X autre que le premier, i .
Les parties principales des inégalités du premier ordre qui proviennent de cette fonction perturbatrice supplémentaire pour le mouvement de M se calculent immédiatement et sont :
— -_3y.(£,), _u_ SjX-l) — (ix(£7X2-t-£2X—ij -H. . .^
8(l7) = ixnit— -(£,X — EjX-l) 4-0.7.(£2X2— £2)-2) -4-. . ,^ Ô£l=^>^-'-+->'.£2X-2-4-..., g£2= -X-+--/.-iX2-h....
Si donc on veut prendre n = v, c'est-à-dire v» = o, et cependant faire disparaître la partie principale de l'inégalité séculaire de la Ion-
uiliide /, de façon que la constante n^ devienne extrêmement petite,
il suffira, d'après le n'* 99, de choisir
± ■/. = (Ji'(— n- 2D) 65;
ou plutôt, la constante x sera égale à la somme de tous les termes analogues provenant de l'action des diverses planètes; dans ces conditions, le demi-grand axe a qui sert à calculer les coefficients de Laplace sera déterminé par la formvile
de sorte que si l'on appelle «0 celui qui résulterait de la relation on a, avec une exactitude suffisante en général,
a = ao \ i— - ) = cto
la sommation étant étendue aux diverses planètes M'.
Eu supposant que l'on procède de cette façon, cherchons les expressions définitives des parties principales des inégalités périodiques du premier ordre du mouvement de M qui proviennent de l'action de la planète M', et qui ne dépendent que de A, ej, £2) complétant d'abord d'une façon immédiate les résultats du numéro prétçédent, par l'addition des deux termes
aux valeurs de — et 0 (il) respectivement, il vient maintenant
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o{il) = [ji'(£,X — e2X-'j(— H-4R-)^o
■ = 4a'(£.X - ,,l-^)ly\+ix'{^\\'^ - EiX-2) (l - d) 4,
On a donc encore l'avantage d'une simplicité beaucoup plus grande dans ces expressions; en particulier les termes en AetA"* ont disparu
des valeurs de ■ — ? ot,, oso.
\0\ . Connaissant à un instant donné les perturbations des éléments el par suite les éléments eux-mêmes d'une planète M, les coordonnées héliocentriques de cette planète s'en déduisent immédiatement. Mais, le plus souvent, on trouve avantage à calculer directement ces coordonnées sans passer par les valeurs des éléments osculateurs; pour obtenir les formules correspondantes, il suffira de porter ces valeurs dans les expressions képlériennes des coordonnées.
Donnons d'abord quelques indications sur les développements analytiques auxquels on est ainsi conduit.
D'après le n" 82, on a
logr= loga — (eiX-t-eaX-i) — ~ (e'^I^-^ sV-'-) -^ si^^
+ y (sîX3_,^X-3)-(efe,X-E,eiX-i) -+-...;
les perturbations de log/- et de îi> en résultent immédiatement. Remplaçant comme ci-dessus //, t,, . . . par fV-f- A(//), £,+ A e,, . . .
log /•, /r, par log z' + o (log/) + . . ., iV + ^(à') 4- . . ., sans qu'il soit nùcessairc d'insister une fois de plus sur le sens précis des notations, on a pour les perturbations du premier ordre en particulier
8(log/-) = - ^ ^ - A(tY) [-{1,1 - £,À-') - 3(Ef X-''- zll-^) +. . .]
4_ X As, /'- I — 3 £, ). -+- Ej X-i — :^ £| X2 + 3 £i £, -H ^ si >-2 -4- . . . ")
-I- )-> Aï, (,— 14-£iX — 3soX-J-+- ^£?X2+3£i£2— -^£^X-2^_..
0(«V) = A(f7)[H- •2(£iX-+-£2X-')-+- 5(87X2-1- £2 ) -2) +- . . . J
-+- X A£i(-2 + àïiX -I- l3 EjX" 2£i£2-+- e^X-^-)-. . .)
le retour à la forme réelle est immédiat.
On aperçoit alors sans peine le fait suivant : si l'on veut obtenir les expressions de o(log/') et o(t r) jusqu'aux termes inclus qui sont du troisième degré, par exemple, par rapport aux excentricités et aux inclinaisons, il est nécessaire d'avoir les valeurs de A/i, A(i7), Asi, Aso, avec la même approximation; et pour atteindre ce résultat, il faudra prendre dans la fonction perturbatrice non seulement tous les termes jusqu'au troisième degré, mais encore les termes du quatrième degré qui dépendent de £( ou to] et cela en raison de l'abaissement de degré déjà signalé qui se produit quand on passe d'un terme de la fonction perturbatrice au terme correspondant de Asi ou Aso. C'est là un assez grave défaut de la méthode de la variation des constantes, car en réalilé, comme nous le verrons bientôt, le développement de la fonction perturbatrice jusqu'aux termes du troisième degré, par exemple, est nécessaire et suffisant pour fournir les perturbations des coordonnées r et i' jusqu'au même degré.
L'effet des constantes /i'>, /**, e", £°, sur ô(log /*) et o(iV), est en évidence. Cherchons maintenant celui des perturbations dues à l'action de la planète M' et déterminées au n" 99. Comme 8Z doit être réduit à sa partie périodique, on a d'abord pour l'effet des perturbations séculaires de Sj, £27 6n portant l'approximation jusqu'au
second degré par rapport aux excentricités,
-t-3(ElX'--=U-2)6f
1 il
0(jV) = [Jl'/i/4— 2(£l>^ ~ SoX-l) 6f ■+- 2(£i A 4- £^-2) bl
Tenant compte maintenant des perturbations périodiques indépendantes de a', sans dépasser le premier degré par rapport aux excentricités, on a pour compléter les expressions précédentes
8(logr) = iJi'(-i-+-2D)4-t-I^'(^iX + e2X-»)(^g-- ^D^j b^ H- .jt'(E', X + £;X-i) (^_ _ +îD + -^j b-\, 8(if.)=fjL'(E,X-z,X-')(^-|| + 302^4
+ pi'( £', X _ s; X-i ) ( ^ - 2 D - 3 D^) 4-
Si l'on use de l'artifice indiqué à la fin du numéro précédent, on vérifie sans peine qu'il faut simplement ajouter — x à la valeur précédente de logr; ce fait serait d'ailleurs facile à justifier a priori^ en observant que le mouvement que l'on obtient en tenant compte de la constante quelconque x, mais en négligeant l'action de la planète M', doit nécessairement être lui-même un mouvement képlérien.
Prenant, comme nous l'avons dit,
pour la partie de x qui provient de l'action de M', on voit que finalement la partie constante principale de o (log /•) disparaît, ce qui constitue un nouvel avantage de cette façon de procéder.
On détermine souvent la constante e^ (et par suite sa conjuguée s") de façon que le coefficient total de a dans l'expression de iv reste égal à 2 £j, comme s'il n'y avait pas de perturbations; il faut alors prendre
OU plutôt, on a de cette façoA la partie de s" qui provient de l'action (le M'; le coefficient total de À dans l'expression de log /• devient
ors
tout cela, bien entendu, en négligeant les termes d'ordre et de degré supérieurs.
Si enfin nous cherchons les inégalités de logr et de iv qui dépendent de )/, mais sont de degré zéro par rapport aux excentricités, on trouve sans peine, avec les notations du n° 99,
On voit que ces expressions contiennent le facteur |îi-, tandis que les perturbations correspondantes des éléments renferment seulement le- facteur ^ : et il en sera de même d'une façon générale povir toxites les inégalités qui dépendent de X'. Cette observation nous permet de vérifier le fait suivant, évident a priori : supposons la planète M' très rapprochée du Soleil, c'est-à-dire le rapport — = a, très petit; la partie complémentaire de la fonction perturbatrice (dont tous les
termes dépendent de X) sera de l'ordre de a -, et d'après la valeur de p.', on voit que certains des coefficients B^ seront de l'ordre de a"^,
<i'est-à-dire très grands; mais le rapport [3 est lui-même de l'ordre
de—) c'est-à-dire de l'ordre de a-' : les inégalités des éléments sont n °
_i donc grandes, de l'ordre de a ^, mais celles des coordonnées sont,
au contraire, très petites, de l'ordre de a.
Ilpi l'on fait tendre a vers zéro, on voit encore que b'o tendant
vers a^, le mouvement sera purement képlérien à la condition de prendre
I -+- m c'est-à-dire en négligeant le carré de m
n*a'* = /(i ■+- m -h m'), ainsi qu'il était évident dès l'abord.
On passe de la longitude dans l'orbite p à la longitude proprement dite X (sans confusion possible sur le sens actuel de cette lettre) par la formule
tang(X — 0) = cosy tang(p — 0);
ou plutôt on se sert de la réduction à Vécliptique p égale à A — r, et pour laquelle la formule ci-dessus donne le développement en série bien connu
p =— tangî-sin'2(f — 0) -+- - tang*^ sin4(t'— 0) — . . ., de sorte que
tp=-i(yfÀ2_y|)-2)+...,
€n n'écrivant que les termes du plus bas degré par rapport aux excentricités et aux inclinaisons.
De la même façon, la latitude [5 résulte de la formule
sin ^ = sin /sin(t' — 6), d'où
i^ =Y,X — Y2^-'-+- 2(eiY2— £jYl)-i-2(.£iyiXî— E2Y2)-2)+
Il est facile d'introduire dans ces formules les valeurs complètes de A, £i, £2, Yi, y2 de façon à mettre en évidence les perturbations; notons seulement que la partie principale du coefficient total de À dans l'expression de i[3 devient alors
Tt+TÎ-^!^'(Ti-T',)4,
et ceci montre comment l'on doit choisir la constante y° si l'on veut encore que cette quantité reste égalé à y,, comme s'il n'j avait pas de perturbations.
102. Pratiquement, on opère généralement de la façon suivante pour calculer les coordonnées d'une planète M. Posons
a = ao-t-Aa, £ = Eo-f-Ae, j — jo-^^j,
(7q, tQ,jQ étant des constanles égales aux valeurs moyennes de a, e, / à l'époque choisie comme origine du temps; posons aussi
l = l(,-i-M, Tn = rrro-HATO, 0=:Oo-i-AO,
en désignant cette fois par /p, ^07 ^0 les valeurs moyennes de /, ra, Q à l'époque t, de sorte que les perturbations M, Ato, A8 sont, contrairement à Art, A:, Ay, privées de termes séculaires.
On détermine d'abord la longitude dans l'orbite sous la forme
p = /o-H Co-f-^Ap,
en désignant par C„ l'équation du centre qui correspond à l'excentricité constante Sq et à l'anomalie moyenne Iq — ^0 • "ne table fournit Cq en fonction de l^ — tjSq] d'autres tables, convenablement disposées, permettent de calculer la perturbation Ac.
De la même façon, et avec des tables analogues, on détermine le logarithme du rayon vecteur sous la forme
logr = logao-+- Ro-H Alog/-,
;n appelant Rq le développement képlérien de log- qui correspond
l'excentricité £„ et à l'anomalie moyenne Iq — tf^y. Appelons maintenant p„ et ^0 la réduction à l'écliptique et la lati- ^tude cjui correspondent à l'inclinaison j'q et à l'argument de la latitude p — 60 i ces quantités sont encore fournies directement par deux ibles spéciales en fonction de c — 9o. On a enfin pour la réduction à l'écliptique et pour la latitude vraies des formules telles que
p = po + Ap, {i = %-i-M^,
t les perturbations Ap, A|^ se trouvent dans des tables appropriées. En procédant ainsi, on voit que l'on englobe déjà dans p,, et f>o l'effet des perturbations de la longitude v sur la réduction à l'écliptique et la latitude; malgré l'atténuation produite par les petits facteurs de l'ordre de j'^ et de j respectivement dans p et !3, cet effet
eut être très sensible encore, surtout dans [j, en raison de la grandeur de certains termes de At^. La perturbation résiduelle A[ii est de l'ordre de grandeur de Ay et siny'AO, quantités toujours très petites
en fait ; la perturbation Ap est elle-même de l'ordre de ces quantités |
multipliées par siny, et peut être ordinairement réduite à quelques \
termes mixtes provenant des perturbations séculaires do l'incli- |
naisony. j
Ajoutons enfin que les tables du mouvement des planètes sont i
disposées de façon à fournir les coordonnées rapportées à l'écliptique j
et à l'équinoxe moyens de la date t elle-même, ce qui est bien facile, i
d'après les formules générales de la précession. j
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103. En réalité, puisque c'est la détermination des perlurbalions des coordonnées qui est le véritable but à atteindre dans le problème du mouvement des planètes, les meilleures solutions seront celles qui fourniront le plus directement ces perturbations, et la méthode de la variation des constantes doit par suite être souvent écartée; on arrive à la même conclusion, en constatant que le calcul des inégalités des ordres supérieurs présente dans cette méthode de grandes diflicultés en raison du trop grand nombre de variables, superflues en fait, qu'entraîne la considération de l'orbite instantanée.
Partant de ces principes, nous allons exposer deux méthodes nouvelles, plus naturelles et plus simples, aussi bien du point de vue théorique que du point de vue pratique : ce sont, avec les modifications assez profondes qui nous ont paru nécessaires, la méthode de Laplace et celle de Hansen. Tandis que Le Verrier s'est servi exclusivement de la méthode de la variation des constantes, Newcomb a fait usage de celle de Laplace pour les nouvelles théories de Mercure, A énus, la Terre, Mars, Uranus et Neptune, et Hill a construit sa éorie de Jupiter et de Saturne avec la méthode de Hansen. Reprenons les équations du mouvement, indépendamment de tout ce qui précède, sous la forme la plus simple qui convient maintenant. H^oit un point M, de masse égale à l'unité, en mouvement par rapport IBdes axes fixes Ox^ O/, 0^3, sous l'action d'une force F, dont les HBmposantes dépendent de la position de M et du temps t. Soient P un Ynan/ixe passant par O, et M, la projection du point M sur ce plan; nous définirons la position du point M par trois coordonnées qui seront : i" la distance OM,, ou rayon vecteur accourci, /•; 2** la longide V du point M, dans le plan P, comptée comme d'habitude
d'abord dans le plan xOy, à partir de Ox jusqu'à la direction du nœud ascendant de P sur ce plan, puis dans le plan I^; 3" la cote z du point M au-dessus du plan P, soit le vecteur M^M.
Soient, d'antre part, G, H, K les projections de la force F sur OM,, sur la perpendiculaire à OMj dans le plan P, et sur la normale au plan P. En désignant par /i une variable auxiliaire, les équations du mouvement sont
, „ dv dh -- c?2/- /i2 f/25
dt dt ' dt^ /' ' di- '
d'après les expressions bien connues des composantes de l'accélération.
Supposons que l'on ait, en désignant par k- une constante,
G = :, > 11 = 0, K = — "TT
de sorte que la force F soit dirigée vers le point O, avec une intensité
égale à ~ y' r- + c--, le radical \l v- -\- z- représentant le rayon vecteur
proprement dit OM : l'orbite est alors située dans un plan fixe passant par O, et le mouvement projeté sur le plan P est un mouvement képlérien. Partant de cette hypothèse comme base des approximations, nous allons faire
et nous regarderons R, Q, T comme définissant une force perturbatrice ; les équations précédentes deviennent ainsi
,, , ^dv dh d^r II'- /.2 d.'-z k-^z _
^'^ ''-"'di' -dï = ^^ ^-7^ + F?^-^^' -dt^^ — -^'
Dans le problème qui nous occupe, nous choisirons k^ de façon que l'on ait, ainsi c|ue nous l'avons déjà fait précédemment, f{\-\-in)=zk-{i-'r-v-)i X étant une petite quantité de l'ordre des masses perturbatrices, dont nous pourrons disposer en temps voulu comme il conviendra. Nous choisirons aussi pour le plan fixe P un plan faisant avec celui de l'orbite osculatrice de M à l'origine du temps un très petit angle, de façon que la coordonnée z reste elle-' même très petite.
Si V est la fonction perturbatrice proprement dite qui définit le mouvement de M, la force F résulte de la fonction de forces
V et l'on a
u = ^;il±l' + y,
dr ov Oz
Développant {r- -[- z-) '' suivant les puissances de z-, et posant
on a donc
u = AM--^^)-t-w,
W = V-.x.^(l-if;)-..^(.H-x)(||^...)
3 A-2 3 2 âw ^ ()\y
2 r' dr (Jv
dW
la fonction V étant exprimée à l'aide des coordonnées /', r, z et du temps. En vertu des hypothèses faites, nous voyons que nous pouvons regarder à bon droit Pv, Q, T comme dérivant d'une force perturbatrice.
104. La méthode de Laplace, que nous allons exposer en premier lieCi, peut être caractérisée par l'utilisation d'une équation spéciale pour déterminer d'abord la coordonnée /•.
Les équations (i) et (2) donnent
aW d^r
dW
dh
dW
dr dt^
ri ri
dv
dt
dz
dl^
par suite immédiatement
r — h 2 / ( — r— dr H — dv + -r- dz )
dr J \ dr dv dz /
rfî r dr^' dz"!-
dt^
dC-
2 "re-
faisant donc
( dr -A- ~
dr H- '^^ c/p dp
aw
dz],
dz
JO
on peut écrire
I rf2C^.2) /-2
cl l'on obtient ainsi l'équalion cherchée; la quadrature W contient d'ailleurs une constante arbitraire.
Pour compléter les équations du problème, il suffit de prendre maintenant
^*^ ■ i dv _ h_ d'-z k'-z _ â\\
{ dï ~ 7^'' 'dï^ ^ "r^ ~ ~âz '
et Ton voit que l'intégration du système ainsi formé n'amènera que les six constantes arbitraires nécessaires, y compris celle qui figure dans W.
Soient n et a deux constantes liées par la relation n-a^ = A-; nous allons maintenant substituer à /• deux nouvelles varialdes s et ^'" telles que les expressions de r et de sa dérivée -r ou / ' soient les mêmes que dans Tin mouvement képlérien plan pour lequel «, /i, £, i> seraient respectivement le demi-grand axe, le moyen mouvement, l'excentricité et l'anomalie moyenne; plus généralement, il en sera de même par conséquent pour toute fonction de /• et de /•'. Nous ferons aussi
et les variables ^,, x-2 sont équivalentes à e, i,'. En j^articulier, on aura par exemple (n** 82)
logr = loga — (xi H- ^2 j — - (^) ■+• X?,) -i- XiXi 1 ^"^'i "^ ^l) -+- ~ (•^■"1^2+ ■•fia^H) -f-. . ..
Puisque ;• est fonction de z et g-, on a
, _ dr_ d^ ,)r di _ ~ ~6g 'di 'àè Ht'
mais, dans le mouvement képlérien considéré, on a simplement
, dr
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on a donc, d'après les hypothèses faites, la première relation
dr I ds; \ dr di
àg \dt ) dz dt
l'équation ( 'î) peut s'écrire
dr'
~dl
el par suite donne
ôr' dg àr' dt rdf^ dt (h dt ' r
appliquée au mouvement képlérien considéré, cette même équation
donnerait
àg r r'i " /• '
en appelant Pq la constante, indépendante comme on le sait de Xi et x-2i il laquelle se réduit alors la fonction P; on a donc la seconde relation
àr' I d:
dt
(),■' dî
()i Tft
en réunissant Pq à la constante arbitraire qui figure déjà dans P, provenant de la quadrature W.
Les équations (a) et (6) sont faciles à résoudre par rapport aux
inconnues -4- — n et -^^ • Si l'on appelle w l'anomalie vraie et u l'ano-
di dt ^ ^
malie excentrique qui correspondent à z et g^ les formules du n" 23 donnent, en faisant c = sino, et n'oubliant pas les relations simples entre u^ «r, /•,
dr
doù
«2 "o sin w = — £ sui «, ^ ' r
dr
= — a cos tv = — ( £ r
— cosa),
àr' na^ .
-— = — - sinocosu'.
âg r^ ^
dr di
- = 3-COSO SIIl M',
()r dr' dr
àr'
na'*z
par suite, il vient
d£ dt
dz àg
(h ~dt
= SMl «,
lia-
OU bien
dx\ P , .,
T— ; rtJFi = (e-'i«-ér/ — ixt),
i dt •incC'-
dxï P , ., , ,
i dt 2 na^
plutôt encore, appelons g^ une constante quelconque, et posons (6)
î] = 37 (e''"-»' — 2:2:2)1 -22= ^"^ (e-''"-^' — aa^i);
nous aurons
o?(:c-':ri) ^2? d{xx{) — z^V
' dt 2 na^ i dt
Les fonctions 5| et ijg se développent immédiatement suivant les puissances de ^j et X2; d'après le n" 82, et d'après les notations de ce numéro, si l'on fait
C h — ^ — ^CCp^^p^X'^ X'^ ,
on a par suite
Z,:= X [ I -)- .Ti — 3 j;9H .TT XiXv 37.1 H ; 37Ï 2 37 7 37 •> — -^-l + • • . I ,
Zi = 3^-1 I I 337i-|-:372 37^ 371372+ -37| — -37^ 2 3^i37|+ -37^4-... j]
et l'on doit observer avec soin qu'il n'y a pas dans — j par exemple, d'autre terme de la forme x^x^^'^^ que — 3^2-
Pour continuer la transformation des équations du problème, appelons /i, la valeur de /i dans le mouvement képlérien d'éléments a, /i, e, de sorte que
/i i — na^ cos ç ^ na^ s/ 1 — 4 ^i ^2 î la première équation (5) s'écrit
7 2-3 (^— iK ^' ^ ^ _ 1 'îl^ _ ^^^\
dg dt ôt dt /-^ 2 7* dr )
et donne aussi par suite
At = a-3
/ dr' A'
de sorte que, d'après la relation (b) et la définition de P,
h'si donc on pose
2 /il ■}. \hi^
on a simplement ajoutons que
I SCCQ
h= hi-i- /-s S;
(i -f- 2^1^2-1- 6 a^farl -1- 2037^ ar^
Mettons maintenant la longitude v sous la même forme que dans le mouvement képlérien déjà considéré, dont la longitude moyenne serait /; on a donc, en désignant toujours par w l'anomalie vraie qui correspond à s et o-^
et il faut déterminer la nouvelle inconnue /, qui remplace p; on a d'ailleurs (n° 82)
La seconde des équations (5) donne alors
dl àiiv — g) dg d{w — g^ dz _ h
et aussi
dt
ôg dt
dl
donc
ôg /-s
dl h — /* 1 ù{w — g) de
dt r-^ Og \ dt
d{w — g) dz Ji 'dt
c'est-à-dire, d'après ce qui précède,
dl ^ CP
en faisant encore
dr c)(w — fi) dr diw — g)'
Or, on a comme plus haut (n" 23)
= -rr cosca, -— =^ ( 1- sec^ca j sinn' = 1 — coscp -i — ; sccip 1 sin«,
ùw a^ d
Og r'- '' 0
et il en résulte sans peine
dr ()(w — g) àr d{w ~ f^) a"- , .
-T- ■ , = — [£(SCC9-M)-+- COS?/.(SfC® — l)],
c'est-à-dire
I Cû
( I o ) C = I -i- séc ©H — st'c cû séc^ - ( £ cos i< ) ;
on a d'ailleurs
séc© séc^ - = \ + ^XtX9-\-\ox'ixf,-\-Z5x']x%~\-
et, d'après ce qui précède,
(Z — 'l-\- -{Xi-^X-î) + - [x'\-\- Xl) ->r X iXi-\- - {x] -\- Xl) -\- - {x'\ Xi-\- XiX%)-+-
D'après une observation faite plus haut, la partie de ecosm qui est indépendante de g se réduit au seul terme — 2X1X.2 ou — ^-sin-cc;
par suite, la partie Co de C qui est indépendante de g est exactement
égale à
I -(- séc 9 seco sec^ — sin^cp
soit
Co= 1 — sécip = 2 -^ XiXi-\-'ixJx\-{- iox'\x\-\- . . ..
Arrivons enfin à la détermination de la dernière inconnue ^, que nous allons remplacer par ^ := — • Soit Sq une constante, et appelons To, (Vo) Ui)-) 1^' rajon vecteur, l'anomalie vraie et l'anomalie excen-
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trique qui correspondent an demi-grand axe a, à l'excenlricité Sq et à l'anomalie moyenne jit-\-gQ déjà introduite ci-dessus. La dernière équation (5), qui détermine z-^ peut être écrite sous la forme
en faisant, d'après la définition de C et la relation qui existe entre /i, a, k^ :
(lO
àW
L'équation précédente, privée de second membre, est une écjuation différentielle linéaire homogène qui, d'après les propriétés du mouvement képlérien, admet les deux solutions particulières ToCoscv'o et To sin«Vo5 ou encore cosï/o — ^o et siui^o, et par suite aussi z\ et z\, en désignant ainsi les deux fonctions z^ et :;,, définies ci-dessus, dans lesquelles on remplace Xi et x.i par
on vérifie d'ailleurs immédiatement que l'on a
z'I —f- — z\i —y^ —~ini.
' dt ' dt
En suivant la méthode de la variation des constantes, nous pouvons mettre X^ sous la forme
et déterminer Ci, Cj par les relations
dt
dzj dCi dzl dCj _ Z dt dt ~*~ dt dt ~ a^-
ou
^Ci _ zjZ_ idt ina''-
idt
âïL
et finalement
lOo. Le- problème est ramené aux équations (^), (9), (12), et, en tenant compte de la définition (3) de W, leur intégration dépend de six quadratures, introduisant six constantes arbitraires. Mais nous en avons déjà six autres, savoir x, n ou a (ces deux équivalent à une seule en raison de la relation qui les lie), s,,, ^0? et les deux éléments qui fixent la position du plan P, par exemple son inclinaison j et la longitude 9 de son nœud ascendant. Cela fait en tout douze constantes, et nous pouvons par suite disposer à notre gré de six d'entre elles, de façon à remplir telles conditions que nous voudrons nous fixer pour simplifier les résultats.
Afin de ne pas surcharger les notations, écrivons simplement e au lieu de £„, puis Xi et x.^^ Zi et z, au lieu de x\^ x\^ sj, zl; désignons ])ar g l'argument nt-j-go, et de môme par l l'argument nt-\-lo, où Iq est une nouvelle constante arbitraire ; de sorte qu'en résumé, en introduisant encore \ comme précédemment,
g — nt-\-go, x=e'S, xi= -.V, a-o = - ^"S l — nt ^ Iq, \ = ei'.
Dans ces conditions, il faudra avoir soin de remplacer partout a:,, Xi, l ^ixr Xi-\-ùXi, Xi-\-'^x.,, I-+-0I, sauf toutefois dans l'expression de /'o fpii ligure dans la formule (11) et dans les expressions de ^,, z^ qui remplacent maintenant z^, zl dans l'équation (12). En convenant, en outre, d'effectuer les quadratures indiquées sans addition de constantes, à l'exception cependant de la quadrature W, dont nous désignerons la partie constante par W^H-W", nous aurons, pour déterminer J^ et les nouvelles inconnues ^Xt, ox,., S/, les équations définitives
•Il -+■ / --^ idt) , J 1 na- J
o(f7) = iVo-f- i (:
C = 2, ('li+ I -^^ i dt) — ^2 ( /2-+- / -^i-1
dt
où -/11, yjj, /», -/i, y, sont des constantes arbitraires.
On doit observer que P, S, Zt sont des fonctions réelles, de même
que S/; Zxi et ox,_ sont des quantités conjuguées, de même que les deux termes dont ^, purement imaginaire, est la différence.
On obtient une solution entièrement définie, sans constantes superflues, et d'une parfaite netteté, en opérant de la façon suivante : 1° on prend W» = /" = Th = 7i^= y i = y, = o ; 2° on détermine W'^ et X de façon que l'expression de ù{il) ne contienne aucun terme
CP
séculaire de rang un^ c'est-à-dire de façon que la fonction S —^ n'ait
pas de terme constant; et en outre, de façon que la partie constante, évidemment commune, des valeurs de o^Tj, ^x. disparaisse (les parties constantes de oj?,, ox.^ sont les mêmes parce qu'elles sont réelles, comme nous le verrons plus clairement par la suite).
Les inconnues oj?,, ox,_^ ol, ^ sont toutes de l'ordre des forces perturbatrices.
Pour une planète donnée, les constantes «, e, _^0) ^05 Ji ^ ^l^^i définissent cette solution ont des valeurs parfaitement déterminées. Mais, pratiquement, on ne peut connaître que d'une façon plus ou moins approchée ces valeurs ; pour éviter leur changement continuel avec les perfectionnements successifs que la précision croissante des observations permettra d'apporter à la théorie, il sera préférable de les regarder comme des nombres fixes choisis une fois pour toutes ; mais alors, il faudra conserver dans les formules les constantes W", /o, rii, Tjj, y,, yj, et c'est de ces constantes, nécessairement très petites, que l'on pourra disposer pour réaliser l'accord de la théorie et des observations ; ou bien encore pour atteindre d'autres buts que pourra suggérer le besoin d'une plus grande commodité dans l'emploi des formules.
106. Il nous reste à étudier la forme du développement de la fonction perturbatrice W qui s'adapte le mieux à la méthode actuelle, et à examiner la façon de former les diverses fonctions W, P, Z qui en dépendent.
On a
de sorte que nous devons envisager tout d'abord la partie de la fonction perturbatrice proprement dite V, qui provient de l'action de la planète M', la position de celle-ci étant définie par des coordonnées
analogues à celles qui (ixenl la position de M. En réduisant V à cette partie, on a donc, en appelant p, o' les rayons vecteurs OM, OM', et
en désignant par p, p' leur angle
\ = fin' Or on a
r . ,„ / / ^\ 1-^ PP'C0S(P, p')
[p'--Hp2_2pp COS(p, p )] -'— ^^ ,,/
pp' cos(p, p') = rr' cos(;-, /• ) -f- r' z cos(/-', -î ) -1- rz' cos(r, z') -f- ss' cos(z, ^'),
/^ en notant de la même façon /•', z par exemple, l'angle des deux
vecteurs r' ou OM'j, z ou M/iVI.
Faisons alors
r, r — U, A- = r2 _4_ ,.'2 _ ^ /•/•' cos H,
w = /• ,3 cos(/' , -3) -H r;; cos(/-, z') -r- zz cos(z, z');
on aura
y =/m'|(A2- no 4-^2^ :;'2r- — (/•/•' cos II + w) (/-'^m- 3'^)"^] ou encore
V=/m'(R-hAR),
en posant
R = rrcosll,
AR = w — A-3 + - oj ) A-»
-7- -i- ( /•/■' C( I.S II -^ (O ) ( - ^.- -+-...) ,
La fonction R ainsi définie ne diffère en rien de celle que nous avons étudiée au Chapitre XIII, et se développe exactement de la même façon, avec les mêmes notations.
Toutefois les quantités a, «', y, 9, j'^ 6' sont maintenant des constantes ; il en est de même par suite de a-,, cr^, o-j, a-', et des fonctions Bj' qui peuvent être calculées numériquement une fois pour toutes; les seules variables qui restent sont A, Xi, x^, V ,■ x\^ x'^.
Au lieu dey, ^1 j' -, ^^ mettons en évidence les éléments qui fixent la position relative des plans fixes P et P', auxquels sont rapportés
les mouvements de M et M', respectivement. Soit 01 la direction de l'un des nœuds de P' sur P; appelons - la lonj^itude de 01 comptée dans P de la même façon que c, et de même t" la longitude, de 01 comptée dans P' comme t' ; soit de plus J l'inclinaison de P' sur P, comptée autour de 01; un calcul trigonométrique simple déterminera T, t', J.
On a alors
cosli = cos(p — t)cos(p' — ~')-i- sin(f — -:) sin(f' — z') cos J, et comme
■1 cos H = (14- ai ) e'i"-"') -4- (i _[_ (jj) e-''("-<'' -f a', e'^t'+f') -+- a'^ g-^d'+t'')^
il en résulte immédiatement
■sin2-e-«'iT-T') .
sin' - e'f^-'^''
7'., = sin2 - e'('c+'').
Avec ces mêmes éléments, on a aussi
cos(/' , z) = sin J sin(p' — r'), cos(/-, 5') = — sinJsin(f — t),
COS(3, Z )= COSJ,
le sorte que, si l'on fait ici
on peut écrire
AK = ( eu H — ^ 1 A-' -H - j w -) : ■— ] A-5 ■
^, -(/•/• cosII-f-o>)(^- __+... j
Le développement de A R s'ordonne sans peine suivant les puissances des quantités toujours très petites s et ^', de sorte qu'il n'y a pas lieu de le prolonger bien loin; et pour obtenir les coefficients de ce
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développement sous la même forme que la fonction R, il suffit d'indiquer le*^ développements correspondants de A~^, A""*, ...; les autres fonctions de reli^, r'ett^' que l'on rencontre dans AR, comme aussi dans W, se développent suivant des formules déjà connues. Or, d'une façon générale, on voit immédiatement, si l'on se reporte au Chapitre XIII, que pour passer du développement analytique de A"' à celui de A"-/'"', p étant un entier positif, il suffira d'observer les rci;lcs suivantes :
1° on multipliera Rq par (^ad)~P ;
2" les coefficients BJ' seront remplacés par
^^ l'i .qx\ (J'i.\ q\\ q.^\ \ i \ -i s-q,-\-q^-'
3° les coefficients AJ' restaiat les mêmes, il faut changer D en D — p dans les opérateurs N^,,^;,.,, et en D + /; dans les opérateurs N'^J^,^, de sorte que ces derniers se déduisent toujours des premiers par le simple changement de D en — D.
Si, comme au Chapitre précédent, nous posons
nous pouvons écrire finalement la partie de V qui provient de l'action de M' sous la forme
V = 2 [a' «2 «2(^1^ \J aa' -^ AR \J aa'\
la |)arenlhèse étant homogène de degré zéro par rapport aux longueurs.
La fonction W se présente tout d'abord comme une fonction des coordonnées r, v^ z\ quand on j remplace celles-ci par leurs nouvelles expressions, on peut la regarder comme une fonction de «, / ou a, r, et X. ou bien s et »•, ([^ ; et en dernière analyse, d'après les développements précédents, ce sont les quantités a. )., ,/|. ./ ,. X^ que l'on conserve, les quatre dernières seules étant variables avec le temps; l)ien entendu, il ne s'agit ici que des quantités qui correspondent à la planète M elle-même.
Les formules qui expriment /•, e, z en fonction de «, /. s, i.', ^ sont
NOUVELLES MÉTHODES POUR LE CALCUL DES PERTURBATIONS, ETC. 6l
de la forme
o{e, o), ']/(£, g) étant les développements képlériens connus du quotient- et de l'équation du centre.
On a par suite
da
lu
1 ^' a dz
àg di>
7^ ~~~"'''Jz"
Inversement, il vient en particulier
d\\ aw
^ JW
<fr aa
Nous avons déjà utilisé la [)rcmiére de ces relations pour former la quantité Z-, soit
Z = -rp- ^- n-a-
la seconde servira pour la formation de la fonction P, qui devienl
ainsi
yàW I , ,«%, , , cK''
Oa
{ni dt)^
Pour calculer a— r— j on n'oubliera pas que n et a' sont en réalité ()a i T t
des fonctions de a; et si l'on regardait ces quantités comme des variables indépendantes, la véritable valeur de et -y— serait
àa
àW 3 r)\V i , dW
(la ■>. (la }. o\).
remarcjiious ciK^orc (pie pour appliquer l'opération « ,- à la fonc-
lion {(in') ^ A^-/'^', qui ne dépend que du rapport a par l'intermédiaire des coefficients de Laplace, il suffit de la multiplier symboliquement par D, si du moins l'on suppose «<<«'; dans le cas contraire, il faut, comme nous l'avons déjà dit, remplacer D par — D.
Il ne z-este plus qu'à former la fonction W dont on déduira P par
la formule ci-dessus, et aussi
hy \ 2 /-S ^ 2 (m dlf )
On a
I yî ^^ ^ F / 7-2X2
s=s-----^s.+ i(£ls-.-..
<^W' _àV^ dr àW dv oW dz _ "Ï/F ~ àr dû dv dl ôz TU'
or, d'après la méthode même suivie au numéro précédent, on a aussi
dr dr
dv II àv
dt dg
dt r-' <):^-
/•■et V étant toujours exprimés comme ci-dessus à l'aide de «, /, s, g- 11 en résulte immédiatement, d'après des relations déjà établies,
d\\' ^ ^ â\\ à\Y fAV dz
dt (IL og Oz dt
et, d'une façon définitive,
d\\ dt, •
107. Donnons maintenant les indications nécessaires pour le calcul des perturbations du premier ordre par rapport aux masses perturbatrices; et tout d'abord déterminons Ô:c,, ùx^i ^ (^0*
Puisque la coordonnée s est elle-même du premier ordre, il faut réduire la fonction W à
\V = ). \i! /i- «2 ( R J aa' ) — y, n- a''- — t
en ne tenant compte que de l'action de la planète M ; et dans la
fonction R, comme dans -j les variables /, ic,, x<,^ l\ x[^ x'. sont
réduites à leurs valeurs de première approximation définies précédemment.
Dans les mêmes conditions
^W , JW ^AV J\V
m dt l)k OXy OX.2
, ()W séccp ,
()a na^
Envisageons en premier lieu les |)erturbations qui proviennent de M'. La fonction \\\/aa' se développe, d'après le Chapitre XIII, SOUS la forme
"^ ) .■>■ ■) '*•' -rP^ rP-i ■r'P^ -r'/'sX* N'-V , H ^
^A A •> a^l X'_, X'^ X^ ^L\f,^,p,i^f,'^,p'.^iy^_y,
s et 5' étant deux entiers quelconques de même parité.
Partageons ces (cnnes en divers groupes, les exposants 5, 5', pp/>.; étant fixes dans ciiaque groupe; et considérant spécialement un de ces groupes, que nous écrirons sous la forme
se
PuP^
erehons les perturbations qui en résultent.
Les coefficients G„ „ se présentent sous la forme d'une constante multipliée par l'exponentielle g* («'+■«''')+' (7'',-/'^) A'', de sorte que le coefficient de il dans l'exposant de e est égal à la quantité sn -\- (s'-\-p[—p',) n', que nous appellerons Tn; de la même façon,
la valeur de ^c'/i x'^^ est ( -] ' ' e^'^P'/''-^-^, et le coefficient de it
dans l'exposant de e est (p, — p2)n.
La fonction R étant ainsi réduite, on a immédiatement
en faisant
2 \x' n- a- S G', „ .xf'.' x'^.'-
-^Pl—p-2
Cn
IU,Pi-
La quadrature est effectuée sans addition de constante : nous étulierons spécialement plus loin l'effet de la partie constante de W.
On doit prendre évidemment C^,, ,,.^ = o toutes les fois que l'on a ;-l-p, — p.>z=:o; pour les coefficients C' „^ restants, aucune difficulté ne peut se produire, car le diviseur 7 + /?) — p> ne saurait être lul si l'on n'a pas ù la fois 5+/», — p-2. = o, ^'-]-p[ — p'-i = o, puisque
rapport — est supp On a ensuite
osé irrationnel.
(ia
de sorte qu'en posant
'Pt'P^'
il vient
Effectuant les quadratures indiquées dans les équations (i3) sans addition de constantes, on en déduit immédiatement
y.'xP^^xP^^
Pl—Pi—I
ox-z = 7 — ( — G',',,. ,,., — C'!,,_i, „„ -f- 3 G,",,, ,,,_!
Ces parenthèses sont limitées, puisque les indices analogues àpt, p^ ne peuvent devenir négatifs; et dans oa?), par exemple, il n'y a pas d'autres coefficients C" _.,_i^j,_., que celui qui correspond à jo = o.
Dans ox^ encore, si l'on a s'-^p[ — ■jy^ = o, ou ce qui revient au
même cr = 5, et si 5 + Oj — yOo = i , il faudra remplacer
par int, et la partie correspondante de ^Xi sera de caractère mixte, renfermant le facteur variable inte'"^.
Une observation analogue s'applique à oa;2.
On trouve ensuite
■^ ix'x!''xll^ [ ,
Cette parenthèse est encore une expression limitée : et d'après la valeur de la partie constante du coefficient C indiquée au n" 104, le
coefficienl de Cj,,^_p „^_„ est toujours le doul)le changé de signe de celui de C"^^_j,p_^_^„ sauf pour p = o.
Si l'on a a- = 5 et ,v -4- o. ^ — ». = o, il faudra remplacer — —
par int, et la partie correspondante de 3 (il) sera séculaire de rang un.
D'après la forme des coefficients Cp^^p^, on voit que les expressions de oXf^ Sa?2, à (il) sont du second degré par rapport aux inverses des différents diviseurs ar-+- p, p étant un entier quelconque. Cherchons les termes qui dépendent en particulier du carré du diviseur a-+/> : il suffit de se reporter aux remarques faites ci-dessus pour voir que
l'on pose
;_ii 1 on r
V — fi ti' ^ ^ P V r rP^a-P*
là somme étant étendue aux seules valeurs de pi et p-2 telles que P* — P-i^^Pi l^s parties de Sic,, 0X2, o(f7) qui renferment les termes cherchés sont respectivement — a7,X, iCo^r —X. Ces résultats, qui permettent le calcul immédiat des parties les plus importantes des inégalités à longue période de ô/, S^,, 0x0, étaient faciles à prévoir a j9/*W77' d'après les développements du Chapitre précédent.
Les perturbations de log r et de v se déduisent immédiatement en g(''néral des développements connus
log/- = log a — Xi — X^ {x\-\- X'^) -h X^X-î-ir . . . ,
IV = il -^ "y.iX] — x^) -\ — {xl — X^) -ir-. . .,
de sorte que pour les perturbations du premier ordre, en particulier, a simplement
log/- ) = OXx ( — I — iXy-\- Xi X-{-\- 0X1X2-+- -X.j
8 ( jV ) = 5 ( ;7) -f- o.r, ( 0. -+- 5xi~h l'ix^ — 2 x\ Xt -l- xl
io3 . „ II 1
H- -:r- x^ — lia^fiPî-l- — a:|-(-.
-+- OXi{ — 2 — 5Xi . . . ),
ANbOYER
les coefficients de 0^2 étant conjugués de ceux de Sa^i, avec changement de signe en plus dans S {à').
On voit clairement que pour obtenir les expressions de ces perturbations jusqu'à un certain degré par rapport aux excentricités et à l'inclinaison mutuelle des deux orbites, il suffit, comme nous l'avons annoncé antérieurement, de prendre en considération les termes semblables de la fonction perturbatrice.
Pour ramener tous ces résultats à la forme réelle, on fera comme nous l'avons dit au Chapitre précédent. Ajoutons qu'au point de vue du calcul, on pourra déterminer le rayon vecteur et la longitude à l'aide de ^,, ^25 ^5 directement, sans passer par l'intermédiaire des perturbations o(logr), S (fV).
Afin de retrouver les résultats du Chapitre précédent, cherchons d'abord plus explicitement les perturbations des diverses variables et coordonnées pour lesquelles on a a = 5, sans dépasser le premier degré par rapport aux excentricités et à l'inclinaison mutuelle J. Dans ces conditions, on doit prendre
et l'on trouve aussitôt
-H iJL'XX'-'a;', (1 — ^ D2\ è|-+- fjt'rtùX-'X'ar'a (^ — ï)^\ b\,
+ [x'(XX'-ia7'i — X-U'a:^)(6-^ 2D — 4D2) 6f.
Avant d'aller plus loin, cherchons d'abord l'effet d'une constante Wo ajoutée à la quadrature W^. En prenant W^ sous la forme n'^a^ K,
on trouve
S:r, = K ( — I — 3 nitxx x^ x'\-\- x^x^, x\-^. . .\,
K ( — I a?t-(- 'initx^ x'\ + XxX^ x
8(i7) = K (— 3ntV — a?i + 0^2 x'\^ - x'^-^ . . . j ,
et d'après les remarques faites ci-dessus, il n'y a pas d'autres ternies séculaires ou mixtes dans ces expressions que ceux qui sont écrits.
Cherchons ensuite l'effet de la partie v.n'^a- - de W. En faisant W = 'AJi'^a^ -, on a a '^ = — W, et l'on peut prendre W'= W, en
faisant entrer dans W une constante, ce qui n'a aucun inconvénient; cette constante est d'ailleurs exacten^ent égale à v.n^a^. comme on le
sait d'après le développement de -• Par suite
l* x/ia ^ CP «/. /->
■ ^ — —, S = x/i — (secç — O).
•xna'- 2 /• na^ r
n on a
= IH- Xx-^X^-^IXl-^IX^^.
lir suite on trouve
QXy = y. 4 nitXi X2-\-.
8( tV) = y- { — nit
- Xi -4- nitXi
Xi^ Xf
Dans ces expressions encore, il n'y a pas d'autres termes séculaires mixtes que ceux qui sont écrits ; il suffit, pour le voir, de se reporter a la définition de 3,, z-i, G, et d'observer que d'après le n°81, les
développements de - s cos a, - e sin u suivant les puissances de Xi et X2 n'offrent aucun terme constant, tandis que la partie constante de -
est l'unité.
On peut vérifier sans j)eine que le mouvement défini par les for-
mules précédentes, comme celui défini par les formules qui dépendent de K, sont des mouvements képlériens, ainsi qu'il est nécessaire a priori : il suffit de donner les valeurs convenables au demi-grand axe, au mojen mouvement et à l'excentricité.
Déterminons maintenant K et x comme nous l'avons dit, c'est-à-dire de façon que l'expression totale de Ô(//) soit privée de terme séculaire, et de façon que les expressions totales de oXi et de 0^2 n'aient aucun terme constant. On aura
K =-■/.= ia'(i-2D)6|"
(au degré d'approximation envisagé, et hien entendu en ne tenant compte que de l'action de M'). Les expressions finales complètes des perturbations sont alors
èxi = \x.'nitXi / i — DM è^ _^_ ^' ^^ /_ i _^ 1 02 j èf
+ II' nitXk'-^ x\ (— 7 + D2J 4+ ,u'À-'>^'-/^2 (1 — - ^') 4,
S^2= ijt'.ri (— o + -D^j bj-^ n' nitX2 (—7 + D^ j è|
-h iJ.'ll'-^x'f (^ — - DM èY-t- ix'nitl-i\'x'.> (^ — dA bj, o(t7) = ii'(xi — X2){—i-^/il)^)b^^ |jL'(XX'-ia-',— )-iX',r'.)(6 + 2D — 4D2)6f.
et en remplaçant f D^ — - j 6g par èf , / D^ — 7 ) ^T pai' f^li
8(logr) = [i. nit{xi — x^) b'\ }»■' {x^ -^ x<,) b'j
u'nt7(XX'-'jr', — X-'X'.r'o) 65
. + [ji'(XX'-»^', H- X-iVx'^) / — I + ^ DM bj,
S ( tV ) = — lu nit {x\-\- x^) 6^4- 3 [J.' ( ^1 — ./-^ ) b\
-+- 2 jJi'/ii7(XX'-' x\ -+- X-' X'a"j ) 65
+ [ji' (XX'-i a?', — X" 1 \'x[, ) /-^ -4- 2 D — 3 D^") 4-
Si l'on veut que dans l'expression de iV' le coefficient total de e'^" reste égal à e, comme s'il n'j avait pas de perturbations, il suffit de choisir la constante r> qui figure dans la première formule (la), de façon que
•^. T| 1 -4- 3 [jl' - 6î + a' - e'^/o-so-'o+n-; i ( — -^ ■>. D _ 3 132 \ ^^ = ^ •
et alors la partie de l'expression totale de logr qui dépend de e'S deviendra elle-même
'a7i b\ ^- ;jl'àà'-i^', ( - -4- D — D2^ b{.
— Xi M- [i.
Quant aux perturbations dépendant de X' et de degré zéro par rapport aux excentricités, elles correspondent à
R /aa' = S b'j }J !'-■% ce qui donne, avec les notations déjà employées.
ÙX)
et il en résulte
PB
S(iV
De cette façon, nous avons entièrement retrouvé les résultats du (Chapitre précédent.
Il nous reste à déterminer la partie du premier ordre de la coordonnée u. La fonction W doit être réduite ici à 2 [x'«2 «^ AR^aa', I t l'on doit prendre
• le sorte que
AR = c. f -1 - -4- A^ r^
(aa'y- {aa'y^ A» ;^^3~
en négligeant toujours les termes d'ordre supérieur par rapport aux masses perturbatrices.
Nous avons vu précédemment quel était le développement de — — - ;
ao'y- ( aa')'-^ > i- i • • • i en
celui de — -~ s en déduirait en corrigeant les coetncients
D^èg comme nous l'avons vu à la fin du n° 90 à propos de la partie complémentaire de la fonction perturbatrice ; et il ne serait pas difficile d'indiquer des règles précises pour le développement des produits
de cette fonction par les facteurs —, e-'"', si l'on ne veut pas effectuer ces produits directement.
Mais bornons-nous à chercher la partie principale de î^, en négligeant les excentricités et les puissances supérieures de l'inclinaison mutuelle J des deux orbites; et laissons en outre de côté les termes qui dépendent de )/. Dans ces conditions, on a
2na* et l'on en déduit immédiatement
r == ^'nit( y', 1 -+- t'.)-')bi - - i±'{y\ \ - y', \-^)b\
il est facile de vérifier que ces résultats sont entièrement conformes à ceux du Chapitre précédent.
Le calcul des perturbations d'ordre supérieur au premierne saurait offrir aucune difficulté théorique : nous ne nous j arrêterons pas, pour les mêmes raisons que précédemment.
108. Pour la méthode de Hansen, que nous devons exposer maintenant, avec les modifications jugées convenables ici, partons des équations (i) et (2) du n" 103; puis substituons k r el v deux nouvelles variables b ei g choisies de la façon suivante, qui marque le caractère propre de la méthode.
Soient £ et TîT deux constantes : nous mettrons r et p (et par suite toute fonction de ces deux quantités) sous la même forme que le rayon vecteur et la longitude dans l'orbite dans un mouvement képlérien pour lequel g serait l'anomalie moyenne, b le demi-grand axe,
e l'excentricité, m la longitude du périhélie, de sorte que
r — b I l-^ £ cos ^ cos 2 ^
r = rn -t- j^-4- uesin^-(- - e^ sina^ -+- ,
Ces équations définissent complètement notre changement de variables, et il faut former maintenant les équations qui déterminent les nouvelles inconnues b et g.
Nous désignerons dans ce qui suit par p le quotient t* par 'h la
différence t^ — m, c'est-à-dire l'anomalie vraie qui correspond aux éléments ^, s : p et 4^ dépendent uniquement de la variable g^ et du paramètre e ; on a de plus ç z=tt5 -\- <h. La première équation (i) devient alors
''-^ ^ dg cU '
mais en faisant toujours s = sinœ, les propriétés du mouvement képlérien donnent
o' -r~ = coscp;
on a donc d'abord, en reprenant la seconde et la dernière des équations (i),
,r. dg h ff^_r) ^-+_^=T
Posons maintenant, en désignant par ). et |jl deux nouvelles variables
provisoires,
— = -7 — h Acosu; -H a siniL, r h
- - = X si n ili — u cos <li :
dt ^ ' ^
(lilï'érentions ces relations, et tenons compte des équations (i); il vient
cos
, d\ . , du. / I /:» \ „
f/A dix
^ dt ^ dt
En faisant
F = cos(]/ (j -h -^J Q-i-siiriR,
on a donc
777 ~ ■ df ^ ' et par suite, en portant ces valeurs dans l'expression de -)
(17) 7 ~ ? "/ ^ P costj; / F t/< -)- p sini]; / G <:// ;
les quadratures comportent d'ailleurs des constantes arbitraires non écrites.
Les équations (i5) et (i-^) sont les nouvelles équations du problème : elles entraînent encore une relation intéressante qui nous sera utile plus tard. La fonction j- écrite ci-dessus dépend du temps : i" par l'intermédiaire des trois facteurs p, p cos-]^, p sin'|, qui sont des fonctions de g', uniquement; 2° par l'intermédiaire des facteurs^, / ¥ dt, I Gdt. Faisons alors
Tg\b]-^gTr^ dg j^''^'^ ~^r~J
on aura
dt\b) ~ âi\b)'^ d^yb/llt' et aussi
_rf /h dt
I h , _ \ dh h db [ùj "" b 77 ~ b^ ~di''
or, d'après les valeurs de F, G et celle de Q, on trouve immédiatement
d I h\ _ I dh ai \l) ~ b lu''
il reste donc, en se servant de l'expression de -— j
dt
d / h\ db
("^ J-gK-b)--'''''^ dt
Soient maintenant ii et a deux constantes arbitraires liées par la relation n'^a^ = k'^ ; faisons encore
et, en désignant par «o ime constante arbitraire, appelons y l'argument nt + ^0- Posons alors
substituant ainsi à g, b, h, z les nouvelles inconnues équivalentes a, |3, cr, JT; soit de plus co une inconnue supplémentaire telle que
En fonction de [^ et w, on a d'abord
P , ft "^— P
f)uis, par la première équation (i5),
ndt ^ ^' -x
c'est-à-dire
(20) a = (To+ / w_|-(a-HP) — ^ — i- /i </^
en désignant par o-q une constante arbitraire.
Il faut maintenant déterminer ^ et m. Introduisant la fonction W définie par les formules (2), on a par la deuxième équation (i5) et l'équation (17)
I -I- ^ — p s6c2 !f ( I -I- P) -i- p cos t}> / -— F rf< H- p sin (}^ / j-Gdt;
or l'expression képlérienne connue de p en fonction de d/ donne
p séc* cp = I — E séc* cp p cos <}> ;
|)ar suite, en n'oubliant pas que les quadratures actuelles comportent • les constantes indéterminées non écrites, la dernière des équations jjrécédentes devient, en remplaçant p sec'' o par sa valeur dans le
premier terme du second membre
w = 3'^ -h pcos<\i I (^F — 'ie séc* tf -^) dt -^ o sin 'h 1 j-Gdt.
Si l'on fait maintenant
/ «£ ho . , àW
P3= -j— COSCi G,
et que l'on désigne par p,, [32, ^j trois constantes arbitraires, on a finalement, sous une forme que la suite montrera avantageuse,
f -+- p sin^i séc'f / ^3-+- / Ps <5?f
Rappelons d'ailleurs que
. , /dW 3 /:»a2Ç2\
F=:COSJ.(--f-- — +S.
Quant à la relation (a), il est facile de voir ce qu'elle devient : en faisant comme précédemment
âtu _ â(p cos<\)) / r \ Ojp sinij/ séccp)
(...^Jp,,,)^^i£iMi££î)(p.^/-p,<,,
on a immédiatement
(S) " ^^^_JL_^.
^^' dg (i + a)2 ndt
Pour déterminer enfin ^, opérons comme au n" 104. Si l'on ppelle po, 'Lo ce que deviennent les fonctions p, '} lorsqu'on j fait
y, la dernière équation (i5) peut s'écrire
rf2r n2Ç z
avec
L'équation précédente, privée du second membre, admet les deux solutions po cos^Oî po sin'|o5 telles que
PoCOs4^o^(poS'in4'o;— posinij^o ^(PoCOS(|>o) = ncoscp;
^mtë^ on peut mettre facilement ^ sous la forme
(•>4) ^ = po sirn];o séc© //j-h / po ^"^'^o;^^^)
— Po cosij^o (x2-f- / po sin^/o ^^<^?";^ ^0'
en désignant par y,, '^2 deux constantes arbitraires.
Le problème est ainsi ramené aux équations (i4)j (18), (19), (20), ( 22), (24), et dépend de six quadratures, que nous supposerons eirecluées sans addition de constantes superflues, puisque nous avons déjà mis en évidence les constantes qui les accompagnent.
On voit encore que la solution dépend en tout de treize paramètres arbitraires, savoir : x, n ou «, s, m, ^0, les deux éléments y et 8 qui, comme précédemment, définissent la position du plan P, puis o-q, ^j, Tj-j, [^3, y,, y.,; nous pouvons donc disposer à notre gré de sept d'entre eux.
En particulier nous pouvons prendre 0-0 = 0, puis déterminer
|ji, P2, [i■:l^ /j, ya de façon que les expressions de -t- et a n'aient
s de partie constante, en même temps que les fonctions o- etJ^n'auont aucun terme périodique en siny et cosy. On obtient ainsi une solution entièrement déterminée et d'une parfaite netteté, définie par s constantes «, s, ra, ^o» Ji ^', et les inconnues a, ^, cr, w, Z, sont butes de l'ordre des perturbations. Gomme précédemment, et pour les mêmes raisons, quand il s'agit d'une planète donnée, on regardera a, e, (D, goi ji 9 comme des nombres fixes choisis une fois pour toutes, et l'on conservera dans les formules les constantes cto^Si, [Î25 ^sr/tr/a?
I su ?^To
afin de pouvoir en disposer pour réaliser l'accord delà ihéorie el des observations; elles ne pourront avoir que des valeurs extrêmement petites si les paramètres fondamentaux a, e,. . . ont été bien choisis. Revenons aux formules (21) et i2ibis) qui définissent P), Po, P;). Pour calculer ces fonctions, substituons les deux variables b et » à/' et v dans la fonction perturbatrice \\ . On a
d\\ àr
àW
dW àr dW rh
àb
dr db'
dr àg dv i)i;
et, d'après des formules connues,
dv coso dp
as
= laiiii c; siii'
il en résulte
, rAV
p2 sec«p
dg i T T ^^
On trouve alors sans peine, en faisant toujours usage de la relation
p(l + £ COS'J;) = COS^ç,
les résultats suivants :
I àW
na- dg ' ' \b ' h'^
■+- b —-r H suî'L sec^cp 1 —
na- db \ b
-^ H — «£0 sin'ii sec© —^ -r-r >
■1 S(';c- o (^W na- à g
l^^pcosd/
^ p2 src- '.p ( cos 4^ -h £ )
i b -T.- sind> seco -j^ -+- tt (p — 0
• , ' î- «' - 3/10 SU1 7 sec ? — : TT '
■1 séc^G ()W ... /« , /^o '
0 sind; seccp I -r cos- © 4- TT p
na' dg ' ^ ^ \b ' h'^ ^
b -, V ( cos'J; -H s ) -+- -— f £ P sui- il^ scc2 m
— 3/ip COSU> — . -r--
Comme nous avons posé
on voit immédiatement quels sont les termes en a, ^, ^^, '^-^ ... dans ces formules; en les laissant de côté, de façon à limiter P,, Pg, P3 à leurs parties principales du premier ordre par rapport à la force per- \ turbatrice, on a simplement
\ na^ ôg
, , . , I „ 2 séc^o fcos^o — p2 ol\V • , . , ^W I
423 OIS) i P, = i i i ^ h 0 SI II J; S('cw6 ^rj- .
|j^ 1 ' '^'^'-'^ L ^ dg ' ^ ^ ab \
\ 1 séc^o f (^W <^W1
I P3 = -r- p siiitL séco( cos-'j -f- p ) -r (p cosJ/ -H 2£)6 -^-r- ;
\ na- \J ^ • àg ' ' db y
lais il faudra se souvenir que ce ne sont là que des expressions incomplètes.
Ajoutons que
nâ^ ~ na^- ^i;~ "^ " ^ l^ ^ ~ ^ P ,
La fonction W a pour expression
el pour son utilisation dans les formules précédentes, il suffît évidemment de considérer de plus près la fonction perturbatrice proprement dite V, ou plutôt la partie de cette fonction qui provient (le l'action de la planète M', dont la position sera définie par des
ordonnées analogues à celles qui fixent la position de M.
Gomme au n° 106, introduisons les éléments t, t , J qui déterminent la position relative des plans fixes P et P', et soit
cosll = cos(f — t) cos( p' — t') + sin(p — x) sin ( p' — -c') cosJ, A"- = r^-^ 7-'^— >./■/•' eus H ; = r' z sinJ sin(f' — x') — rz' sin J sin(t' — ~) -+- zz' cosJ
f= aa! K sin J — si 11(1^' -H tu' — x') — T sin J - sin('^ -f- ttj — x ) -+- !^^' cos J ,
V = 2;x'n2a2(R/r?a'-4- AR \Jaa'),
avec
R = V ;:: cos H ,
AR = (0 — — 5 •— A-3 -1- - ( u> 5_ ^~5 .
7^ -^ (rr cos H -4- 10 ) rf 1- . . . ,
La fonction R est celle que nous avons étudiée précédemment, en j remplaçant a, a' par è, b' : toutefois il convient de profîtei' du fait que £, e', ro, nr, y, y', 6, 9' sont des constantes choisies une fois pour toutes. En reprenant l'analyse du n" 90, comptons d'abord les longitudes à partir de la direction Oï du nœud choisi de P' sur P : ceci revient à faire simplement d'abord
ai:=^ Gi = — sin'-, a, ;= a, = sin^ - 5
de sorte qvie les coefficients Bf deviennent entièrement réels. On a ensuite
A'/' = e'^p^-p^^^-'ip'-p'.)^' i iV'"^'" (~Y''^'^K-r'û.Krpr,
^p\-pt^^pvPi 1
et l'on doit remplacer encore X, X' par e'f^+^ '^\ e'^s'+^' t^'^ ; il vient donc finalement sous forme réelle
R = -^,^(iO^[(s ^q'^px—pi)g-^{— s-\'q'-A^p\-^p\)g'
£ \Pl+Pi/ t'\P\+Pï
\2/ Va/ ^^P^'P^^^PuP'-i '^s .
dans cette formule, dont la difTérentiation par rapport à g est immédiate, s et q' sont des entiers quelconques, tandis que y),, /Jj, p', , p'^ sont des entiers non négatifs ; les quantités BJ' sont des fonctions linéaires et homogènes des coefficients de Laplace 6'^, et ceux-ci sont
eux-mêmes des fonctions du rapport a, égal à j-, ou -r-, suivant le cas, de sorte que l'on a aussi
en adoptant toujours les mêmes conventions pour l'emploi du symbole D ; eu particulier, il faut remplacer D par — D lorsqu'on a 6 > 6'. Rappelons enfin que le développement précédent ne représente la fonction R complète que si l'on a soin de corriger les
coefficients D'< b'i^ et D*6* comme on a dit à la fin du n° 90; sinon,
on aurait seulement le développement de A~' .
Le développement de AR s'ordonne suivant les puissances des quantités très petites ^ et ^', et n'a pas besoin d'être prolongé bien loin ; nous pouvons répéter ce que nous avons dit au n" 106 sur la
çon de passer de l'expression de A~' à celles de A~% A", ... en
observant aussi que le développement de A"^ rj est le même que
celui de A"^', à la condition de corriger les T)'' bl comme nous venons de le rappeler. Quant aux fonctions de r et J>, /' et 'Y que l'on rencontre encore dans AR, elles se développeront suivant des formules connues, sur lesquelles il est inutile d'insister, surtout en raison de ce qui suit. 11 nous reste en effet à indiquer la façon de calculer les différents facteurs que l'on rencontre dans l'application des formules (22), (24), (25). D'une façon générale, on les développera très facilement en passant par l'intermédiaire de l'anomalie excentrique u qui correspond à e et g, et appliquant les résultats du n" 81. On aura ainsi en particulier, sous forme symétrique,
pcosai= 1-7 -cosn£',
■ . . S^'^Sadit) .
p sm<];sec'f =^ ^^ sinn^,
2 ^mi n^
cos ng-, psint|< sec'f( cos^cp-f- p ) := 2 ^ — — - — >iinnff;
bette dernière formule résulte de ce que le premier membre est encore
igal à
e . (2 — e^) sin u sin2«;
le signe S' indique que la valeur n ^= o est exclue de la sommation.
8o CHAPITRE XVI.
On a d'ailleurs, pour n positif,
nt 2 ï .1. . .n \_ !.(«-+- i) i.2.(«M-i)(«-t-2) 'j'
rt |_ 71 i.(n+i) n i.2.(rt-H i)(n -1-2) "j
rt 2
et si ces formules se montrent pratiquement peu avantageuses, nous avons vu précédemment comment on pouvait j remédier.
110. Si l'on se borne au calcul des perturbations du premier ordre, on peut procéder comme nous allons l'indiquer sommairement.
Etudiant d'abord les perturbations de la longitude et du rayon vecteur, on aura
= j uin
et les quantités [3, to seront déterminées par les formules (22) et (aS bis)^ où l'on remplacera p et 'l par p^ et J>o- La fonction W doit être réduite à
Po
et dans les dérivées -p» b -^, ondoitremplacer6, b\g,g' para, «'.y, y'.
Si l'on fait cette substitution dans la fonction R elle-même, et que revenant à l'emploi des exponentielles, plus commode analjtiquemeni,
on pose
on pourra écrire
\J aa!
les exposants 5, 5' étant des entiers quelconques, el les coefficients A, „ étant des combinaisons numériques, -linéaires et homogènes, des
nombres de Laplace calculés avec le rapport a égal à — (ou — )•
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On a alors
()g ' ' ^^T V Po
'db
.\x'n.'>-aiY.x^x'» D A,,.,
\ -V po
et il est facile d'effectuer les diverses opérations indiquées. Mais la méthode est surtout avantageuse au point de vue numérique, et se prête mal aux développements analytiques : traitons cependant de cette façon le cas des inégalités qui ne dépassent pas le premier degré par rapport aux excentricités, et qui sont indépendantes de x . Dans ces conditions, si l'on fait encore
— pi{TS-~-r^'+i",
on a
et par suite, pour déterminer les perturbations dues à l'action de la planète M ,
àg
dW
db
= n'^a'^i[S.t{x — .-r') -+- k'z'ixy — a^->jK •)],
avec
A= ui'f ^-Dl èH.
De plus.
cos^ap — p5
f'po sin'l'n séccs = - (a; — :r-' -\- - {x^ — x^
On trouve alors successivement
Pi dt = Ki{x -H .r-i) -+- k't{xy -f- a;-'jK-'),
P2 dt = 2A(a7— x-^)-\ z{x^--^oc-^)-^ ^{x^y^x-^y-'^)
-H (aA'-J- W)t {y — y-^)ijit,
V^dt = %k{x — a;-') + ^ z{x^ — x-'^)^ e'(^*7 — ^ "*>'"')
— 9.(A-l- B)tint — {'iK'-^ B')e'(r -+-7-')^/;
puis, en remai-quant que les constantes [i,, [io^ ^3 seront au moins du premier degré par rapport aux excentricités,
-t- 4 A £ ( r + x-^ ) — z (.ry ■+- x-^y-^ )
+ (A -I- B)z(x — x-'- )int -i- (2 A'-f- Yi'){{xy — x-^y-^ )int.
Si maintenant on tient compte de la même façon de la partie
v.it'-a'- „ , H , , 1
de W, il est facile de s'assurer qu'il faut simplement augmenter to de 2x, même en tenant compte des puissances supérieures de l'excentricité £ : ce résultat est intuitif, car d'après le principe même de la
méthode suivie, il est clair que l'influence de la partie — ; — de la
fonction perturbatrice peut se traduire immédiatement par les conditions
c'est-à-dire exactement
a = y., 0) = 2/., <J = (2X -\-x^)nt.
D'après ce résultat, on voit que, pour supprimer la partie constante
de 0) comme celle de a, il faut prendre d'abord
P, = o, x = — 2A = ijl'(— I -1- 2D)6,^,
en conservant toujours le même degré d'approximation, et en se bornant à considérer l'action de la planète M'.
Pour faire disparaître de même les termes en x et x~^ dans a-, il faut que (x) soit de la forme
[(A-HB)£a7 -+- (9,A'-H B')£a7j] (i'nf -h I) — [(A + B)£a;-i-+-(2A'-+- \^')z x~^y-^\ ( int — i).
ce qui détermine les constantes ^o 6t j^s, et donne finalement
a = s.{x — x~^)int -H — i {xy — x-^ y ^)int
-\- • z{x — J7-1 j H ■ £ {xy -\- x-^y~^),
a = (A -1- B) i.{x + x-^ )nt -t- (2 A'-i- B' )i{xy -4- a:-'^-' )nt.
On a d'ailleurs
A -^B = !Ji'( -J: — D2j èf = — jji'èf, .>.A'+B'= pi' (— ^ -4- D^ ) è^ = [^'èj,
et comme au degré d'approximation adopté, on a simplement
logr = logapo — a,
on constate immédiatement l'identité de ces résultats avec ceux déjà \ trouvés deux fois précédemment.
11 en est de même quand on examine les inégalités dépendant de x\ et de degré zéro par rapport aux excentricités.
Il faut prendre
B yjan' ^ SX<X'-'-6| = I-x^x'-' y' bf ;
posons comme nous l'avons déjà fait, sans confusion possible,
B,= ;jL'X^X'-^èi -p= ~^;
on a sTir('(\ssivemeiît
jLd s -^ '^ ^mi 5 — 3
Pour délerminer mainlenant la partie du premier ordre de la coordonnée w, on voit d'abord comme au n" 107 qu'il faut prendre
^AV - / I ï \
Z ^ -y^ = 'iix'n^ a- sinJp;, sin (^/'o + to'— -' j (aa')^ / _ _ _ \ ,
le développement de la fonction — j- étant effectué comme ci-dessus
celui de Pi.
* Bornons-nous à chercher la partie principale de ^, en négligeant les excentricités et les puissances supérieures de sinJ, et laissant encore de côté les termes qui dépendent de x' . On a
Z — 2 jj.' /«"a'^^] siii J sin ( Y -+- ^ — ~),
et il en résidte immédiatement
Ç = — [j^' siii .1 b'-{ lit ros(Y + to — x), en prenant
/i = ij,' sin J èj cos(tit — t ), ^(^2 = ~ 1^^' sin J è'f smi(7jj — -).
Le calcul des perturbations d'ordre supérieur est relativement simple dans cette méthode, où le nombre des xariiihlcs est réduit au
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minimum : mais il ne serait pas possible d'entrer ici dans des détails sur ce sujet. C'est d'ailleurs, il faut le répéter, surtout dans l'application numérique que la méthode actuelle se montre avantageuse, et nous allons bientôt y revenir en la considérant de ce point de vue.
Revenant au calcul des inégalités du premier ordre, envisagé d'une façon .générale, nous pouvons encore faire les observations suivantes.
En premier lieu, les expressions (22) de [i et to montrent que la quantité 7 seule est du second degré par rapport aux diviseurs
introduits par les intégrations ; et comme les facteurs p cos»]; -\ >
p sin'I>sécc3 ne contiennent aucun terme non périodique par rapport à y, on voit que les seuls termes de a qui dépendent des carrés de ces diviseurs sont ceux qui résultent de la double quadrature -^ 3/ /Pi 7idf^.
En second lieu, il est aisé de rapprocher la métliode actuelle de celle de la variation des constantes. Comparons en effet les équations obtenues ci-dessus avec celles du n° 66; en se limitant aux perturbations du premier ordre, et appelant comme d'habitude (sans craindre de confusion dans les notations), //, /, e, TTî,y, 8 les éléments de l'orbite osculalrice de la planète M rapportés au plan fixe P, on constate immédiatement c|ue l'on a
dn de I , dm i
- =.-3nP„ - = -^cos-cpP,, s— = -coscpla,
dl 1 /, ^AV\ <û f dm\
dt na^ \ àb J *= -2 V dt )
-n[ysin(9-TO)] =. psin^^séccp-— ,
-7- \ i cosCÔ — w)^ = p cos'L séccD — -<
Ces résultats faciles, à vérifier encore à l'aide des équations (3) du n° 93, étaient à prévoir d'après la méthode suivie : ils mettent en évidence la signification des diverses quadratures exigées ; mais, encore une fois, ils ne sont valables que pour les perturbations du premier ordre.
DÉVELOPPEiMENT NUxMÉRIQUE DES PEHTURBATIONS DU MOUVEMENT DES PLANÈTES.
m. Quand il s'agit d'édifier réellement la théorie d'une planète, on s'aperçoit bien vite qu'aucune des méthodes que nous avons esquissées dans les Chapitres précédents n'est entièrement satisfaisante en général.
En efFet, le développement analytique de la fonction perturbatrice et des inégalités qu'elle engendre, donne lieu à un trop grand nombre de termes, même si les excentricités et les inclinaisons sont petites ; et lorsque, finalement, on réunit les termes qui dépendent d'un même argument, on se trouve en présence d'une multitude de nombres dont la combinaison est fort incertaine, à moins d'avoir poussé le calcul plus loin qu'il n'est nécessaire en réalité, puisque beaucoup de nombres séparément négligeables peuvent donner une somme sensible, et qu'inversement la somme de plusieurs nombres sensibles peut devenir négligeable. Si les excentricités et les inclinaisons grandissent quelque peu, ces inconvénients s'exagèrent encore, la convergence des séries diminue, et bien vite, l'usage des développements entièrement analytiques devient tout à fait impraticable. De plus, quand il s'agit des inégalités d'ordre supérieur au premier, les ternies à prendre en considération et à combiner se multiplient d'une façon rebutante, et même dans les circonstances les plus favorables, le succès des plus longs efforts est loin d'être assuré.
Pour éviter le désavantage des développements pui^ement analytiques, il est nécessaire de recourir aux méthodes d'interpolation. Cela peut se faire de plusieurs façons : nous nous bornerons à exposer avec quelques détails le mode de développement indiqué d'abord par Cauchy, qui paraît s'adapter le mieux au calcul numérique des coeffi-
cients des perturbations, quand on applique la méthode expliquée en dernier lieu, d'après les principes de Hansen ; et nous montrerons en même temps comment on peut diriger ce calcul.
Soient M et M' deux planètes de masses m et m' ; supposons-les animées de mouvements képlériens, et soient, pour M par exemple, a, £ ou sinc3, /•, (v, a, g le demi-grand axe, l'excentricité, le rayon vecteur, les anomalies vraie, excentrique et moyenne. En désignant par P et P' les plans de leurs orbites, et par 01 la direction de l'un des nœuds de P' sur P, soient de plus co et w' les distances du nœud I aux périhélies des deux planètes, et J l'inclinaison de P sur P.
Si l'on appelle A la distance MM', le premier problème que nous devons nous poser est celui du développement périodique par rapport aux deux angles g et g des fonctions
aa' \ i>
p prenant les valeurs -, -,-■,-,-■ ■
Supposant d'abord que g reçoive une valeur numérique fixe, ces fonctions ne dépendent plus que de l'argument o-', et c'est de ce point de vue que nous allons les envisager en premier lieu.
Soient pour un instant deux axes rectangulaires Ox' , Oy\ dans le plan P', le premier passant par le périhélie de l'orbite de M' ; et nommons j:, y, x\y\ les projections sur ces axes des rayons vecteurs r
et r', de sorte que
/^2 — ,-2 _|_ ,.'2 — %yxx' -\- yy' ).
On a immédiatement
en faisant
X sin( A ■ À cos(A
D'autre part
A), y = ]xr?,\n{vi> -\- E),
w) = cosw',
oj) = cosJ sin u>',
/-'= a'(i • x' =: a'icosu' — • c'),
[ji sin( B — to) = — sin to', u cos(B — w) = cosJ cosw'.
e' cosm'), yi = a' COS9' sin«';
il vient par suite
A'-=: P — Qcos(u'— G)-4- Rcos^fi',
P, Q, R, G étant déterminés par les relations numériques
Q sinG — 'i.a'y coscp', Q cosG = -la' (x -h a' s.');
et Ion doit remarquer la petitesse de R par rapport à P, Q. On peut mettre A- sous la forme
A2 = yo[i — s'\n-/^co?,(u' — <V')] [' — i'^ cos( u' -+- <\i' )],
en déterminant les nombres p, y , S, 'V comme il suit. L'identification des deux expressions de A^ donne
— =1 — Ssiny sin^i!;', — = Ssin7,
— cosG = (siny -+- 3 ) cos'J;', — sinG = (siny — S) sintL';
et ces relations re\ iennent à
Rsin^24^'(P-f-Rsin'4^')
'■"^ • ~^^- Q^sin(f+G), '
/> = P -^ Rsin^y, Qsin(tL'+G) „ Qsin(<L'^-G)
Sin/ = r^— p , p =:. r^—r-,
La première de ces nouvelles équations est du troisième degré par rapport à tang^ <|»' ; mais d'après la petitesse observée de R, elle admet une solution <h' voisine de G : c'est cette solution que l'on adoptera, en la déterminant par des approximations successives dont le mécanisme est évident. De cette valeur de -y découlent immédiatement p, y, ^, cette dernière quantité étant fort petite.
Si les excentricités et l'inclinaison J étaient nulles, on aurait
n = P = a2 4_rt'2 a = R = o, Q = 2aa', sin/ = — '- -,
si donc on fait encore
'^ = 4^' — ^, de sorte que
A2=/3[i — sin/ cos((^ — ji'-H (J')] [i — P cos(^ -f- m'-i- 4^)], les quantités /?, siny, 'l .>\';carieront peu en général des valeurs
moyennes «-+«'-, -~^~^r^-> ^-^ — w', et la quantité |^ sera très petite, de l'ordi'e de s'-.
Choisissons l'angle y compris entre o et -> et faisons
a = tane - ;
ce nombre a aura pour valeur moyenne celui des rapports —, ou — qui
est inférieur à l'unité ; et en posant encore
•X aa'
quantité de valeur moyenne égale à l'unité, nous pouvons écrire
aa! . a i -
A2 I -|-a2— ia cos(^ — u' -h ^ii) i — ji cos(^ -I- a'-(- 4^)
Soient alors, comme au Chapitre XIII, b',] les coefficients de Laplace qui correspondent au nombre a ; on a immédiatement, n prenant toutes les valeurs entières, positives ou non,
(^Y = A/'[i— iî cos(^-i- «'-4-4-)]-/^ 16/; e'>''.^~"'+'>';
et en développant le second facteur suivant les puissances de la petite quantité ^, il vient finalement
avec
1',/;=: X''bile'"'\> , P
^^^^^^ '^^AP[b'^-i e(l«^~4(fi'+4/)i + <^6/;ei/i4^-+- 1,'/,+^ e*i«.^+4(^+.]/)ij
la loi de ce développement est évidente.
Imaginons maintenant que l'on ait donné à g les valeurs
en désignant par k un nombre entier positif, pair de préférence ; et soient (B,^)o, (B^),, (B^)^, ..., les valeurs correspondantes du coefficient B^. Ce coefficient est une fonction périodique de l'argument g^ qui peut se développer sous la forme SB^^ ^^e"??, q étant un entier quelconque ; et l'on a, comme on sait, en appelant pour un instant q' les entiers congrus à q suivant le module /r,
/-SB/;,,/, = ( B^)o e-ii^o+ ( B^), e-'?^, 4-. . . -t- ( B^ )k-x e-iisv-..
Mais nous savons aussi que le coefficient B^^ sera, par rapport aux excentricités et à l'inclinaison d'un degré égal à la valeur absolue de ^ ; en choisissant convenablement le nombre A', on pourra donc déterminer par la formule précédente les coefficients B^^ , pour les valeurs o, zb i . rh 2, . . . de ^, jusqu'à ce qu'ils deviennent insensibles, à un certain degré d'approximation fixé. On aura alors le développement périodique par rapport aux deux arguments g et u
/ aa' \i' _
Il ne reste plus qu'à faire apparaître g à la place de u pour avoir le développement cherché en fonction des deux anomalies moyennes g et g ; or, d'après une formule établie au n** 81, on a, en faisant usage des fonctions de Bessel, que nous savons calculer, et désignant par ^' un entier quelconque,
il faut d'ailleurs convenir que dans le cas ^'=0, le terme correspondant de la somme du second membre doit être pris égal à i si aï = o,
à — -si7i = ±:i,à zéro pour toutes les autres valeurs de n. Sous le
bénéfice de cette convention, nous avons donc finalement, en remplaçant n-\-q par q :
n, q, q' étant des entiers quelconques; il faut encore ajouter aux remarques déjà faites que les coefficients Jç'_,i sont par rapport à l'excentricité e' d'un degré égal à la valeur absolue de q' — n.
Comme le développement ci-dessus est réel, les coefficients de e^'-'is—'i'g"^ et e^' (y»~y'ô''' seront des quantités imaginaires conjuguées, et le retour à la forme réelle, si on la préfère, sera immédiat.
Supposons en particulier que l'on veuille calculer la partie de ( -^
qui est indépendante de «' ; on aura pour cette partie
En faisant ce calcul pour ^ =-,/> = -, on aura les fonctions nécessaires à la détermination des perturbations du premier ordre de la planète M dues à l'action de M', et indépendantes de g , et en particulier, par suite, de celles de ces perturbations qui sont séculaires. Si l'on voulait se limiter strictement au calcul de ces perturbations séculaires, on pourrait, dans le même ordre d'idées, établir sans peine les formules correspondantes : nous j reviendrons à la fin du Chapitre, quoique cette limitation stricte paraisse peu justifiée pratiquement.
Si l'on donne à l'indice/ les valeurs o, i, 2, ..., A — i, et si la valeur
absolue de ^ — n est suffisamment inférieure à -. on peut écrire avec exactitude
et par suite
Si q et q sont donnés, et que l'on veuille calculer spécialement le coefficient de e' fvé'-y'A'') dans le développement de ( — - \ > soit
il pourra être plus convenable, au moins dans certains cas, de commencer là sommation en faisant varier l'indice /i, contrairement à ce que nous avons fait ci-dessus.
442. Examinons maintenant comment on doit adapter au calcul numérique la méthode exposée au n° 108, dans le Chapitre précédent ;
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et tout d'abord, cherchons les perturbations du premier ordre du mouvement de M dues à l'action de M'.
Reprenons l'ensemble des notations précédemment adoptées, sauf que nous conserverons les lettres g^ g pour désigner les arguments nt -\- ^>oi ri f + 00' ^^ ^^^ nous remplacerons ^ par — ? c'est-àdire que nous aurons dorénavant
La fonction W doit être réduite ici, pour le calcul de -- — et b -^r
^ ^ dg 00
(plus exactement, pour le calcul des parties de ces fonctions qui sont
du premier ordre), à
les diflerentes coordonnées recevant partout, comme dans ce qui suit, leurs valeurs elliptiques.
Si l'on connaît le développement périodique de W par rapport
à g^ g\ on a immédiatement aussi celui de - — 5 par simple différen-
tiaùon. Le développement de —~t~ nous est donné par ce qui précède ;
il faut tout d'abord le compléter par celui de la fonction -7:^ cosH, Avec les constantes )., jjl, A, B du numéro précédent, on a
cosH = X cos»];' sin(4' -t- A ) -f- p. simj/' sin (4^ H- B ) ; et par suite, en posant
il vient
X sinA = 6, ,u cos B coscp cosç' = 6', [ji sinB costp'= c, — A cosA cosœ = c'
p II / , cos'L ,, . , , SI ni sec es -7- cos H = É»p cosd; — ~ — \- b Q sinu^ seccp ^—, —
, sintL secœ , . , , cos^ii
c p cos u/ ^— — c p SI n iL sec <e — ~- <
Or, d'après le n° 81, on à
avec
3s JyCyO „ h,-x(q^)-h,.dqt)
Qv =
et l'on a des expressions analogues pour pcos-V, ... en accentuant les lettres P, Q, s, g.
Il en résulte immédiatement
4-, cos H = i: ^'2 e'(7é'-vV) [ é V„ p;. - 6' Q^ q;. + i ( c p,/ % + c' Q^ P^)] ;
on observera sur cette formule que, pour obtenir le développement
semblable de^^cosH, il suffira de changer le facteur q'^ en ^^ j g^
d'une façon générale, on vérifiera les propriétés déjà énoncées au n" 90 du développement de la partie complémentaire de la fonction
perturbatrice.
^ • ^ 1 f • , rAV , , , ^AY , , ,.
Passons maintenant a la lonction b -^r^y égale a r — p-> c est-a-dire
(Jb '^ or
, I- — , 1 rr cos II — /- /• cos H \ iji n2 a^ \J aa \ — — ^7^ — I ;
en tirant cos H de la relation
A^î _ ;-2_l_ ,-'2 .^;.,.' COS H,
on peut donc écrire
ôb ^
> „ \l ao! / a \ - 0 cos H la! ,„ a S\{aa )^ 1
et pour former cette fonction, il suffira de profiter des développements déjà obtenus, et de multiplier successivement par p^ et p- le déve-
-> uoim
p2 = S R^ e'VA-,
loppement de ^ "'"'J , connu d'après le numéro précédent. On a d'ailleurs (n" 81) :
avec
3 s' ■>-■ Ro = ' H » IV/ = Q,„
et une expression analogue pour p'-.
Quai n" HO,
Quant à la fonction — , elle est ici, d'après ce qu'on a déjà vu au
, . , . , , , {aa'y- / « \ " I I [an^a^sinJp sin(tl; +w )|^— ^^^ (^^j ^J;
or on a
p' siu(']^'-H w') = S S^/' <?'■'/'«■' avec
S,/ = sin to' l*,7' — i cosco' coscpQ„';
et aussi
le développement périodique de -ttt est donc immédiat. Si nous rappelons encore que l'on a, d'après le n** 109,
cos'o — p2 5 e V^' 2 ,,
£ 2 Jm^ q '
ip sin'\i séc(f (cos^ç + p) =\ - P^^ e''J^, ^•^ q
la valeur </ = o étant exclue de la sommation S', on voit maintenant que nous avons tous les éléments nécessaires jxpur calculer les fonctions P,, Pj, Pg, Z, et par suite (o, p, a, a-, S^.
On simplifie ce calcul dans une assez large mesure en le dirigeant de la façon suivante, entièrement équivalente aux procédés de Haiisen. Les coefficients P^ et Q^ ayant toujours la même signification, supposons ^ ^ o, et faisons
de sorte qu'en particulier K, = i, K_, = o; généralement, ces quantités sont des fonctions de l'excentricité e, et pour ^ >> o, les parties principales de K^ et K_y sont respectivement
lqj\l-^ _ £2 (£--0 /çrew-i
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par suite les coefficients K_2, K_3, K,,, . . . sont très petits et presque tous négligeables ; et c'est là le principal avantage de leur introduction. Posons encore
F = S' K„ e'VA', G = S' 'L e^is^
on peut alors écrire 3c
p COSl^' =
Pi(F-f- F'), ipsinJ;séc<p = Q,(F — F'),
cos'9
Qi(G + G'), ip si ru!; séccp(cos2<p ~\- p) = Pi(G — G').
Portons ces valeurs dans les formules (22), (.24) et (20 bis) du n° 108, en n'oubliant pas qu'il ne s'agit que de la détermination des perturbations du premier ordre ; posons encore
Al
Fo = F -i-
ip,
4Qi
4Ql
pui
Bi
na^ \ dg db I
* na^ \ àg ^ db )
on trouve alors sans aucune peine
jppelant que
0) = 3 Tb, rff + F Tb'j rf^ + F' Tb, (h, Ç = F, fc'dt-^F\ Ccdt,
== , a — / (an dt^
nous avons l'ensemble des formules qui correspondent au calcul des perluihalions du |H'eni ht oïdic du inomciiK;!!! de la planète M. Les quadratures indiquées, sauf la dernière, sont accompagnées implicitement de constantes arbitraires [5*,, j^^, ^j, y, y'; B,, ^j sont des quantilés réelles, tandis que B. et B^, ^^ et [i'^, G et G', y ety', F et F', G et G' sont respectivement conjuguées : le calcul se trouve simplifié (le ce fait.
Daprès la relation ([i) du n" 108, on pourra vérifier que l'on a, au même degré d'a])pr()xiniati()n,
àF r^, , ûF' r„ j
doi dF r^, . àF'
2 — r n al
mais l'emploi direct de cette formule ])0ur calculer a ne paraît pas recommandable, bien que ce soit le procédé de Hansen.
Pour tenir complc ciiliii de la partie xn-a- - de la fonction perturbatrice générale, nous avojis \u précédemment qu'il suffisait d'augmenter (ode 2x.
Quand on aura ainsi déterminé l'influence des diverses planètes perturbai nées, ou elioisira les diverses constantes fi), [îij, Ti'., y, y', et aussi X comme nous l'avons dit, c'est-à-dire de façon que co et a n'aient pas de partie constante, en même temps que les fonctions «ret^ n'auront aucun terme périodique en e'^ el e '^. A la vérité, on a supposé connue à l'avance la quantité x : mais on peut admettre qu'elle a été fournie par une première ajjproximation rapide, et dans ces conditions, il pourra subsister dans a un ternie constant très petit.
113. Indic|uons maintenant la marche à suivre pour déterminer les perturbations du second ordre, dont nous désignerons les différentes parties, sans distinction, par oa, 5|^, oto, ot, ôS:^, en conservant les notations a, ,3, w, a, (^ pour les perturbations du premier ordre; el de même, les perturbations du premier ordre de la planète M' seront a', [i' , oj', 0-', w'. On a d'ailleurs généralement les relations
8a = - ( So) -t- ôp ), Ôa = / ôw n dt.
En premier lieu, on devra, sans modifier to et p, compléter les
valeurs de a et a- en leur ajoutant les quantités
ûx=p^^^-J, 8<T=/'(aH-6)
n dt\
on négligeant des termes du troisième ordre, ceci peut s'écrire encore
En second lieu, dans ia dernière expression donnée pour oj, on l<;vra tenir compte de la perturbation a- de ^ dans les fonctions F et F', <jn faisant
c'est-à-dire plus simplement, d'après une remarque faite ci-dessus,
dcc
n al
Il n'y a rien d'analogue à faire pour ^, comme le montre la formule (24) du nM 08.
En troisième lieu, remontons aux expressions complètes (aS) el (25 ter) du n° 108 pour les fonctions P,, P2, P3, Z.
Pj, Pj, P3 contiennent, comme nous l'avons déjà fait observer, des termes en a et ^ dont il faut tenir compte tout d'abord.
Kn nous bornant toujours aux termes nécessaii'es au calcul actuel, on a
âPi 2séc2o/ , dW . , . ,àW\ ()P, 2séc2cp/ ,àW.,,,dW\
f^P, 2séc2(p / dW . , , , àW\
Jp na^ y ôg ^ ^ i)b )
-Tô- = TT- p sec2 9(cosd/ ■+- s) — \- sirnl sec9(p — i)6-ry- ,
0;i «a^ L ^S àb \
-^^^ (^p2 sin 4/ sec cp -^ — £ p sin2 <]; sec2 0 6 ^^ j ;
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et l'on peut écrire encore, comme on le vérifie sans peine. D'après les formules (22), on a donc
et par suite
plus exactement, il conviendra de prendre pour oj3 la valeur de ^3^ privée de son terme constant, si l'on effectue toutes les quadratures que nous allons rencontrer maintenant sans addition de constantes arbitraires nouvelles, en se contentant d'ajouter aux constantes primitives ,3i, ^2,. . . des accroissements S {3,, S|3.,. . . dont on disposera comme on a fait de |^i, [i», ....
Il vient ensuite pour la partie correspondante de ow
Sw = 2 — 3 / Pi p rf^ -i- / p cos'i^ H ^ j I P^pdt ■+■ p sint]/ séccp / P3 ^ dt
— r-^ (a — 2p)<if-i-psinii séc «p / —-^ ( j. — •.> jî ) dt.
En se reportant au numéro précédent, la première ligne de cell( expression s'écrit
8w = 6 Tb , p f//! + •>. F Tb^ P dt + -i. F' /*B2 3 dt ;
quant à la seconde, il est facile de lui donner une forme analogue. A cet effet, remarquons que l'on a (n° 8J )
cos^* -h £ = cos^cpS'»/ Q^y e^'ts ^ i^\x\^ coscp = "L'q V ,, e^is ;
faisons alors
"'/— :; ITT
2VQ1 P,
puis
I VI
M', = — -.^ -4- i:' II./ e-'-'/A' , M^, = SVy U,, e-'-'/A-, 4 VI
de sorte que l'on a les nouvelles expressions
pcos6 = Q,(Mi-i- M'i), fpsiin|;cos3! = Pi(Mi— M'i ), (^t aussi
cos<^-4-£ = Pi(M2-f-M'2), f sinij;séc? = Qi(Mj— M',).
En mettant ces valeurs dans —r^, -^> tandis que l'on conserve pour
les facteurs pcos-i;, ipsin-i; séc cp extérieurs aux signes d'intégration les expressions P, (Fj + F,), Q,(Fi — F^), il vient pour la partie ■•onsidérée de ooj :
On peut remplacer, si l'on veut, a — 2[i par ^•
Il faut encore prendre en considération les termes en ^'^ de Pi, P., P;, ; ils donnent immédiatement
/ri r n
soit encore
Sw = F, Te in Pi Q, F', ^ fi?^ + F', C - 6 in Pi Q, Fi ^ dt.
On a d'ailleurs, avec une approximation généralement suffisante et facile à augmenter,
De la même façon, il faut compléter la fonction — '— par l'addition
' ^ na- ^
terme
qui se réduit à
"^\pâ p3 6*
£ sin 1^ séccp
do
[après la valeur connue de j-«
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Il en résulte donc
dt
8^= F, r-6mP,Q,F;(l-!i^^laC-i,.0
avec
— —\-\- -t^-\- -zie'S-^ e-'-?-)-*- ^U^'g -)-e-2'^)-)-
i£ sindi séccp e,. ., 3.,„. „.,
ï 1 = -{e's— e-'s) + - ti(e'>-'g— e-2'<?-) -+-
En quatrième lieu, il faut donner aux fonctions B,, Ba, Bj, C, C , qui figurent dans les expressions de [i, w, w, et qui définissent l'action de la planète M' sur le mouvement de M, les accroissements SB,, SB», . . ., que prennent ces fonctions, quand on y tient compte des perturbations du premier ordre a-, a, J^, a-', a', Ç, de M et de M'. Si <ï> désigne l'une quelconque de ces fonctions, on a donc
ùg ()g ôb ôb dÇ dX^
et il en résulte
0^=1 5B, dt -+- -j^ ( I 0B2 dt -i- Ab'^ dt\
avec des formules analogues pour oo), 0^.
L,es dérivées r—, -r— , résultent immédiatement de 1 expression même àg àg ^
de 4>, puisque cette quantité apparaît comme une fonction explicite de g et de g' .
Les autres dérivées b -rj-i • • • proviennent uniquement des fonc-
tions -j — > o -rr-) —7- 5 dont <P est une combinaison linéaire, et il sutiit
og ()b o^ '
d'indiquer leurs valeurs quand on remplace $ précisément par unede ces fonctions. Et comme ces fonctions sont homogènes par rapport' à b, b\ 'Q, ^\ les deux premières de degré — i, la troisième du degré — 2, on a simplement, ici,
db' \ àg ) ~ dg db\âg )'
^Ib'K^-dbj—^-db-^TbV-lb
,, â /d\\\ dW , 0 /d\V\
^Tb\-d^) =-^-ôï-^lb\-ô^)'
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Les dérivées Z; ^-^ (^— j, -(^— j, ^ (^^) sont égales a - (6 ^j,
T^ I -ûT J' i~ ( "TT' )' 6t par suite se calculent immédiatement en partant
des expressions deja connues de t>—û-'-^' ety joignant, d après le n" 109,
y — [x'/i^a^ sin Jp sin(({^ -+- to) I ( —
cette fonction, comme les suivantes, est facile à calculer d'après les indications déjà données. '
La dérivée b-r i^—r) est directement égale, d'après l'expression
de W, à
, « „ / — 7 r î('"'' cosll — r^)- /v'cosH — ir^ /-cosH] a n^a^ \J aa — i ; — -
ou encore, en remplaçant a / r'cos H par r'^ + ;'- — A^, à
<J aa' /a\-pcosH a' .^(aa')'^ 3 /«' ,„ a „\^(aa')^ i 4 A \a' j p'2 a' A* 4\«' « / Ai J
De la même façon, on a
■1 ^ ' A3 Va' a ' / A»
^ L\«'/ f' •>.A3 '2V« ? a' ^7 AS J
linfin
-— - = u'n^aî > ^_3 s,n2jp'2sm2(4>'-+- w')!^-—^ h
w!,- • L rt A* ' A* ]
cosj ^— — p cosJ I — , -7- A3 V a / p 3
— 3 sin2 J p sin(4' -+- i»>)p' sin((|>'-f- w')
En cinquième et dernier lieu, il ne reste plus qu'à tenir compte de
la partie x n-a- { -r o -^ -y- ) de la fonction W. En raison de ce
complément, il faut d'abord inclure dans les fonctions — et b —rr qui figurent dans Bj, B., Bj, les quantités
y.n^a'^ do •/. /i^rt- s sin cp séc6
7 r-^ ou —^ , et
o2 dg p2
tout ce que nous avons dit ci-dessus s'applique alors sans modification,
1 A' ■ ' , à /dW\ j à /à\\\ ,
en augmentant les dérivées o -rj- { - — et y -r —rr de ces mêmes
" ()o \ dg- j do \ 00 J
quantités changées de signe.
Il faut de plus augmenter dans C et C la fonction -rr- de — y.n'-a- ™-
S'il devenait nécessaire de tenir compte des termes du troisième ordre par rapport aux masses perturbatrices, on suivrait les mêmes principes : les calculs deviendraient extrêmement prolixes, mais il serait assez facile de les limiter à leurs parties vraiment utiles, en négligeant tous les termes sans influence réelle.
114. Pour terminer ce Chapitre, nous allons expliquer la méthode que l'on peut suivre pour déterminer numériquement, d'après les principes indiqués tout d'abord par Gauss, les perturbations séculaires du premier ordre des éléments osculateurs du mouvement d'une planète M.
Soit m la masse de cette planète; appelons y et B l'inclinaison et la longitude du nœud ascendant par rapport au plan fixe Oay, e = sincp l'excentricité, nr la longitude du périhélie, a le demi-grand axe, n le moyen mouvement lié à a par la relation n- a^ = /( i -(- m)^ l la longitude moyenne, p, u, g les trois anomalies vraie, excentrique et moyenne, /' le rayon vecteur.
Employons les mêmes notations accentuées pour la planète M', dont il s'agit de déterminer l'influence sur les variations séculaires des éléments de M.
Nommons •i^X,-^Y,-^Z les projections de la force perturba-
trice sur le rayon vecteur OM, la perpendiculaire OP à ce rayon vecteur menée dans le plan de l'orbite de M, et la normale ON à ce
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plan. En faisant encore a = —,, les équations du n° 66 s'écrivent sans peine sous la nouvelle forme, plus propre au calcul actuel,
dj
m' tfx- sécca
os(p -f- Tjj — 6) — Z,
dt
. .rfO sin 7 — - = •^ dt
m' nafl séco . , «x '' -#
isinfp -+- HT — 6)- Z,
dt
dt "'
?7l'n<X- COSO r • V ^ NVl
sin t» A -+- (cosa -H cosp) Y ,
dm'
m' Il CL- coscp
— cos(^X-hf iH séc^o» Isint"
dm Ht ~
dm' . i d% -~- -1- 2 sin2-^ — -, dt 2 dt
dn
Tt ~
— 3 ( sincB sinp A H cos^cc Y ,
dl _ dt " ~
m' ncr.^ 7
vr . ^^ dm . ^ ] d{) 2 a^ 2 rf?
. am { sincp — ,— =
ce sont les équations du mouvement de M, d'après la méthode de la variation des éléments.
Si l'inclinaison y était de l'ordre des perturbations (c'est le cas de la Terre, si le plan fondamental Oxy est celui de l'écliptique à une
cei liiluc époque), les termes en 2 sin- - -7- disparaîtraient des formules
ci-dessus, et en faisant p = siny sin 8, q = siny' cos9, on aurait
-sin((.' -f- ra)Z, c<)s(p -1- TrT)Z ;
mais nous ne nous occuperons pas davantage de ce cas. Soit a- lin quelconque des éléments, et
dt
l'équation correspondante. Donnons aux différents éléments /, 8, s, TO, n, leurs valeurs constantes de première approximation, et prenons aussi l sous la forme nt-{-lo, en désignant par Iq une constante; faisons de même pour la planète perturbatrice. La fonction S est développable suivant les puissances de e'o^ e'»', et si So est sa partie
dp
Ti'j.^ sécç
dt 4q
I -!- ni
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constante, l'inégalité séculaire du premier ordre de t, soit ^oo-, est définie par l'équation
Nous savons d'ailleurs que le coefficient on est nécessairement nul, et nous appellerons ol la partie constante du second membre de la dernière équation du groupe ci-dessus, la partie séculaire de / étant (/? -t- 8/) t.
D'autre part, d'après les propriétés des fonctions périodiques, on peut écrire
et par suite, il suffit de calculer ces intégrales pour résoudre le problème proposé.
Il est plus avantageux d'introduire comme variables d'intégration les anomalies excentriques, et comme on a
dg = - du, il vient
Sa = -; — - I I s ; du du'.
4^^./o Jq a a
L'intégration par rapport à u' peut s'effectuer analjtiquement, comme nous allons le voir : si donc on observe que a' ne figure dans les fonctions S que par l'intermédiaire de X, Y, Z, et que l'on fasse
' \—:du', '2 7:Yo= / Y—: du, 2TrZo= / Z—r du',
il restera à calculer des intégrales de la forme
la fonction Q dépendant seulement de u.
Comme Q est une fonction périodique de m, on [)eut déterminer simplement Qo par application des méthodes de l'interpolation périodique : si l'on donne à u des valeurs particulières en nombre A",
formant une progression arithmétique de raison ^ > et que l'on appelle
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Qi, Qj, . . ., Qa les valeurs correspondantes de la fonction Q, on aura, avec une approximation facile à apprécier, et déjà grande pour de petites valeurs de A",
Qo= /^(Qi-4-Q2+...+ Qa-)- Avec cette notation, il viendra donc
/7i' nausée CD T . A^'■^ r, H
^J = — , ^ .„ ' cos(t^-+-r0— 0) — Zo| ,
sin/ ot
I -t- m m' nafl coso
tsin(t'-l-ro — 0)— -Zo , 'a'- J 0
— -sinvXoH Ccosu -t- cosr ) Yo ,
\ a a Jo
cospXoH — sinp ( I
û/ = — — Xo -1-2 sm2^ ûîît'-h 2 sin^-oO:
el comme un = t», on aura l'équation de condition
tsincp— sin pXq-I- cos-tp Yq = o, ' « Jo
qui servira de vérification partielle.
Le problème est ainsi ramené au calcul des intégrales Xo, Yo, Zo, pour chaque valeur particulière donnée à u. Or nous savons encore que pour déterminer X, Y, Z, nous pouvons ici réduire la fonction
fm!
perturbatrice à sa partie principale ■^-r-> en désignant par A la distance
MM' : la partie complémentaire, développée comme fonction périodique de g\ ne contient en effet aucun terme indépendant de g .
Soient alors deux axes rectangulaires Ox\ Oy dans le plan H' de l'orbite de M', le premier passant par le périhélie de cette orbite, et soit O;;' un troisième axe perpendiculaire' à Ox\ Oy : le point M' a pour coordonnées par rapport à ces axes
x' = r' cos v' = a'{cosu' — e'), et l'on peut ajoviter
r SI IIP = a coso s\nu
a'(i — s' cosu').
Soient maintenant X, pi, v les cosinus des angles que fait le rayon vecteur OM avec Ox\ Oy'^ Oz' ; et )/, m', v', puis ).", ij.", v" les quantités analogues pour la perpendiculaire OP à OM menée dans le plan n de l'orbite de M, et pour la normale ON à ce plan. Les coordonnées de M par rapjjort aux axes O^', Oy\ Oz' sontX/', [j./', v/',
et l'on a
de plus les projections de la force perturbatrice sur Ox\ O r , Oz sont
de sorte qu'il vient
x=^-^Ckx'-\-ij.y—r), \=^{i'x'-^ix'y), z=^-^(X"x'-^ix'y),
et
Désignons par K le nœud ascendant du plan II' sur le plan IT; soit J l'inclinaison correspondante de II' sur II, et appelons co, tu' les distances du nœud K aux périhélies des deux orbites; ces angles J, (0, w' sont faciles à calculer une fois pour toutes.
Déterminons de même des quantités auxiliaires/?, ^, P, Q, telles que
/> sin(P — w) = cosoj', q s\n {Q — m) ~ — sinto',
p cos( P — tu) = siu w' cosJ, g C()s(Q — co) = cosw' cosJ ;
on a sans peine
X =/) sinft' -f- F'), [i. =:: ^ sin(p -f- Q), v = — sin(c' -t- w) sinJ,
X' =/? cos(i' -+- P j, iJ.' = q cos(i> -\- Q), v' = — cos(c-4- w) sin J,
X" = sino>' siii J, [Ji"= coso)' sin J, v":=:^cosJ;
ces neuf quantités sont liées entre elles par les relations connues. . Remarquons actuellement que l'on a
et aussi
coscp'Z,, = CF''^^{k"l -^ [JL"rj ) \/di,'--+-dr;-~d-Ç
el comme les quantités placées sous le signe / sont homogènes et
du degré zéro par rapport aux variables ^, r,, Ç, on peut dire que les intégrales sont étendues à l'ensemble des valeurs réelles que prennent les variables homogènes i, Tj, ^, liées par la relation
Regardons s, '^i, "^ comme des coordonnées cartésiennes ordinaires dans l'espace : nous pouvons dire encore, en d'autres termes, que les intégrales sont prises le long du cône C d'équation
Dans ces mêmes conditions, l'équation F==o représente elle aussi un second cône C, évidemment réel, et qui n'admet avec G aucune génératrice commune réelle, d'après la nature de la question; C et C ont par suite un trièdre conjugué commun réel.
On peut alors faire sur les variables i, t;, î^ une substitution linéaire introduisant de nouvelles variables ç', r/, ^', et telle que les deux formes/ et F se réduisent à des sommes algébriques de carrés que
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l'on peut écrire ainsi
Si, Sa, S3 étant des quantités réelles. Si l'on fait
F = A^2_^. A'r,2-f- A"Ç2-t- 2By]Ç + 2 B'ÇS-+- .^J^"tTi,
de sorte que
A=t'^p- — 2£'Xp, B= — tjip,
A' = o, B' = — Xp-f-£'p2,
A"=I-f-p2, B" = — £'[JLp,
et que l'on désigne par Do le discriminant d'une forme quadratique quelconque o, les nombres Si, S,, S3 sont les racines de l'équation
D(F-S/) = o, ou
S3-H (i-i- 2e'Xp-i- p2cos2<p')S2
-H [2£'Xp -+- (À2-+- [Jl2 cOS^Cp'— £'2)p2]S — £'2 IJL^ p» = O;
on vérifie immédiatement que cette équation a en effet deux racines négatives séparées par le nombre — i , et une racine positive inférieui'e à tang^o'.
En prenant précisément Si-<S.<;S3, on s'assure facilement que la substitution entre ^, r\, ^ et ^', t/, ^' est entièrement réelle; il suffit d'observer que la forme F est, comme/, décomposable en une somme de deux carrés positifs et d'un carré négatif, et en outre que les cônes C et C n'ont aucune génératrice commune réelle.
Considérons maintenant les formes
? = ç[).^ + [X7î — p(Ç4-£'0J, ?'=a>''^-+-i^'-n), ?"=ç(X"?^[^"to), et imaginons que la substitution sur ^, 7^, "C, les transforme en
cp = - A, t^-hA^ V' ^ Aa Ç'î + Bi r/!:'-+- B^ ^ ^ + Bs^'^',
cp' :^_ A', ^'2-H A',ri'2+ A',i:'^+ B\ r/Ç'+ «'3?'?'+ K'^'r,',
en observant que d^- -{-d-fi'- — oJ^- se transforme nécessairement en - d^'- -+- dr^'^ -+- d'C.''^, nous pouvons écrire
p' Xo = Tf '2 ? /— df^ -*- ^^'' + d^'' '
et des formules analogues pour Yo, Zy, les fonctions F et cp ayant leurs nouvelles expressions en ^', ri', Z' ', et comme précédemment, l'intégrale est prise le long du cône C, c'est-à-dire étendue à l'en-
I semble des valeurs réelles que prennent les variables homogènes ^', K, Ç' liées par la relation
Or, il est clair que les termes rectangles B, y)' s , • • • de la fonction cp n'apportent qu'une contribution nulle à cette intégrale, d'après la nouvelle forme de F; on a donc plus simplement
avec des expressions analogues pour Y,,, ^o-
11 est aisé de calculer les coefficients A,, Ao, A3 et leurs analogues, cet effet, rappelons que deux formes quadratiques quelconques
<\i = aÇ2_i_ a'T,2-4- a"Ç2-f- 267]^ -1- ib'Z^ -+- ih"\r\^
admettent l'invariant
appliquons ce résultat en prenant pour d» la forme F — S/, et pour y la forme es, ou co', ou co", et observons que le carré du déterminant de la substitution faite sur ^, iri, J^ est égal à l'unité; en égalant les coefficients des diverses puissances du paramètre S dans les deux expressions de l'invariant ci-dessus, et en se servant des relations
entre les neuf cosinus X, |ji, v, . . ., on obtiendra immédiatement
!P = A,-4- Aj-H A3= p, Q =Ai(S2-hS3) + A2(S3-4-Si)+A3(S,4-S2) = (v2-i)p, R = A]S2S3-i- A2S3S1-4- A3SiS2= o;
\ Q' = Ai(S2-t- S3) +. . .= vv'p -H s'X'pï,
l R' = A'^ S2 S3 + . . . = e' jo-v" p- ;
r P" = Aï ■+- A'; -t- A'; - (.,
) Q"= A';(S2+S3)-t-...= Vv"p-i-£'X"p2,
ces formules montrent que le calcul des cosinus jj.' et jx" est en réalité inutile.
Faisons actuellement
S, -+- Sj-f- S3 = 3a,
et = — S,-f-CT, 62 = — Sa-i-a, 63 = — Ss-t-cr,
de sorte que
e2>e3; puis
Ç'^ = -(/ — e,)(É'2— 63), ■l'2=(? — 62)(e3— ei), ^'2=(<— 63)(6,-e2)r
D == (ei — e2)(6i — e3)(e2— 63).
Les variables ç', r/, Z' sont ainsi liées par la relation
de sorte qu'on peut leur substituer la nouvelle variable t, el elle> prendront des valeurs réelles sous la condition
On a d'ailleurs
-SiÇ'2-+-S2r/2-4-S3r2=D,
4(« — ei)(« — e2)(^ — 63)' et si l'on fait encore
(^2 — e3)Ai-+- (63— e,)A2-H (e,— 63) A3 = — DN, ^1(^2— 63) A, -4- 60 (63— 61) A2 -4- 63 (6, — 62) A3 = — 1>M,
la différentielle de aTrcoso' Xq prend la forme
(M — 'Nt)dt
\/^(t — ei) (t — 62) {t — es)
Comme l'intégration qui donne Xo doit être étendue à toutes les valeurs réelles de ^', tj', C vérifiant la relation — ^'^ -{-'r\'- + ^'- =o, il est clair, d'après la forme des relations qui définissent ^\ r^', s' en fonction de t, qu'il faut intégrer par rapport à t entre les limites e^ ît e., et multiplier le résultat par 4, de sorte que
costp
{U — '^t)dt
^/iit — ei)(t — e,){t-~e3)'
on a des formules analogues pour Yq, Zo, en remplaçant M et N par M' et N', ou M" et N ", ces quantités ayant une définition évidente semblable à celle de M et N.
Il reste à lever l'ambiguïté qui provient de la présence d'un radical dans la formule précédente. Pour y arriver, il suffit d'examiner un cas particulier. Supposons donc X = [jl =: o ; la valeur de X^ est alors négative, comme le montre sa première forme; on a S2 = o, e^ << o,
puis
A2 = o, Ai-(-A3=p, Al Ss-f- A3S1 = o,
'où
Ai>o, A3>o, M<o, N<o,
;t par suite le radical doit être pris positivement. Envisageons maintenantles fonctions ellipliquesqui sont construites,
|uivant les notations classiques, avec les nombres e,, e^, <?;,, et soient %, -/i les deux nombres réels généralement ainsi désignés. Onaimméjdiatement
cos«>'Xo= - (Mw -i-Nï)), ' t:
cos cp' Yo = - ( M' Oi -t- IN" Y) ) ,
coscp'Zo = -CM"w -h N"'f)),
ît les intégrales \o, Yq, Zq sont ainsi déterminées.
Toutefois, il faut encore indiquer les détails du calcul. Soit
/jO= 2£'Àp -h p2 COS^tp', A3= £'2jJLÎp2, 3Ai=H-Ao, /l2= V2p2-f- /I3 Hq,
de sorte que
bi-|-02-+-b3 = — 3/li, 52^3~t~^3^1~'~^lS2 = — "tj OiO}t53=A3,
et par suite
— (eiCi-h esCi-i- 6162) = A2-4- 3AÎ = s^,
Ci ej 63 = — /i3 -H Al /i2 -+- 2 /ij = 53 , Faisons encore
P,= 9/,,P + Q, P2=Aîp + A,Q+R
(et, bien entendu, on a des formules analogues avec les grandes lettres accentuées une fois et deux fois), de sorte que
Aj-H As-i- A3= P,
ejAi-f- e2Aî-t-e3A3= Pi,
6363 Al 4- 6361 Aj-t- exCik^— P2;
il en résulte
et par suite
D^M = 352S3P — 2^1 PiH- 9S3P2,
D2N =— 25|P-4-9S3Pl-6*2P2,
cos<p Xo= - 4=7^ — ^ Pi H fT^ (S2P-H3P2).
Il ne reste donc plus qu'à nous occuper du calcul de oj et vj, qui peut se faire de bien des manières. En particulier, on pourra procéder comme il suit, d'après les formules connues de la théorie des fonctions elliptiques.
Faisons
y/ci— ^3-+- v/ei — 62
^ "' 3 1— Sg-î+S^r»— 75rJ2-+-... ^
on aura
Ces formules sont particulièrement avantageuses si l'on a e^ <^ o ; dans le cas contraire, si les séries ci-dessus deviennent insuffisamment convergentes, on fera moins simplement, mais avec les mêmes avantages que dans le premier cas,
es-
vV:
«3+ v/ej— es
et en déterminant toujours q, y, v' de la même façon, la différence <?i — e.2 étant remplacée par e^ — 63, on aura
— Loe —
TT ^ q
it\ I / I \
— = — 2 — Y Log - )
le logarithme étant hyperbolique.
Le calcul précédent n'exige que la connaissance des différences e, — ^3, 61 — 63 ou e.2 — 63. Or, d'après la résolution trigonométrique de l'équation du troisième degré, si l'on fait
sln2 30 =
Si
on a
et par suite
«1— 63= v/452 sin /-^ + 6 j, «, — 62= ^4s2 sin / -" — ô j,
«, — «2 = V 4*2 sin gj = ^//j^a sin G.
L'expression de Xo devient illusoire si l'on a D = o, c'est-à-dire Cl = e», ou bien ^2 = ^3. Le premier de ces cas est à écarter, car s'il se présentait, les orbites des deux planètes M et M' se couperaient, comme on le vérifie sans peine : il est par suite inutile défaire l'hypothèse où l'angle 9 serait voisin de ^« Mais il n'en est pas de même du second cas, e^ = e.,, et s'il ne se présente guère rigoureusement
réalisé, il iinporle cependant de modifier le calcul indiqué ci-dessus pour le mieux adapter à l'hjpothèse où Tangh^ 0 est potii. l.a solution suivante, parmi beaucoup d'autres, supprime toute perte de précision, et est presque toujours applicable avec grand avantage, en raison de sa forme simple et de la convergence rapide des deux séries dont elle dépend.
Posons, suivant d'autres notations usuelles,
«2—63 ei—€i
il suffit d'ailleurs de calculer
sin -- — 6 ,
AV
on obtient sans peine les résultats suivants.
Soit A'' = cos co, d'où /i=tang- '-; puis avec les notations ordinaires de la série hjpergéométrique
on a
cos*<5p(ei — ^3 y^
cos* —
COS^tf (^1 63)'
et finalement
COSCp'Xo = — <Ï>(52P +3P2) — *lPl,
cos(p' Yo = — «I>(*2 P' + 3 P'2 ) — *, F',, cos <p' Zo = — '!>( «2 P" -+- 3 P 2 ) — <I>i P", .
On a d'ailleurs explicitement
— h'- ^/i« ^/l8 "-h^^— — /ll2_..
g.8 2lO 2I* 21" 2"» '
lAv+l^AB-t-^A«+^.A'o+'^^_f/,n
' « r,6 OIO Ol* ■>'" 9ÎO
ce qui justifie les assertions précédentes relativement à la convergence de ces séries dans les cas usuels. Ces deux séries S et S, sont d'ailleurs convergentes encore pour h = i , et sont alors respectivement égales,
d après leur dehnition même, a —. — et
Il6 CHAPITRE XVH. — DÉVELOPPEMENT NUMÉRIQUE DES PERTURBATIONS, ETC.
On peut faciliter le «aïeul par l'emploi de la table suivante, qui suffit pour tous les cas usuels, avec l'approximation de la septième décimale. Si l'on fait
on trouvera e et Sj dans cette table :
log/i. logs. DifT. loge,. Diff.
THÉORÈMES GÉNÉRAUX RELATIFS AUX INÉGALITÉS SÉCULAIRES ET A LONGUE PÉRIODE.
Ho. Comme nous l'avons dit au n° 95, les diverses solutions que nous avons développées dans les précédents Chapitres ne peuvent être regardées comme valables que pour un intervalle de temps limité, en raison de la présence des termes séculaires et aussi des termes mixtes. Est-il possible, en procédant d'une autre manière, de trouver des résultats valables pour de très grands intervalles de temps? C'est la question que nous devons examiner dans ce Chapitre.
Reportons-nous au n" 94, dont nous allons reprendre les notations et la terminologie. Si l'on veut étudier d'une façon au moins approchée ce que devient le mouvement du système formé parles planètes M, M',. . . pour des époques très éloignées de l'origine du temps, il est clair qu'il faut envisager, dans les valeurs des inconnues, l'ensemble formé par les termes séculaires principaux, c'est-à-dire ceux qui sont de rang maximum pour un ordre donné, soit, en précisant, ceux qui sont à la fois de rang p et d'ordre p : tous les autres termes, en effet, deviennent négligeables devant ceux-là pour t très grand, et 'autre part, tous ces termes sont à conserver, puisque la grandeur de t compense la petitesse de p.. Nous allons montrer, d'après H. Poincaré, que ces termes peuvent être définis séparément par un système 'équations différentielles simples, que nous pourrons ensuite chercher
intégrer sous une forme différente, permettant d'énoncer des conclusions qui resteraient cachées si l'on conservait la forme primitive, tout comme le développement en série de sincoi, par exemple, masque la périodicité de cette fonction.
Revenant aux équations (5) et (6) du n" 91, appelons S^ (^/>)> Sp{hp),. . . les parties séculaires principales de Ip, hp, ... : ce sont
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les seules inconnues que nous chercherons à déterminer, puisque les iip ne contiennent pas de tels termes, nous le savons. Convenons de plus de prendre Vq = /io, et supposons les quantités Wj, /i^, ... dépourvues de termes constants.
Désignons par L, H, . . . les parties des fonctions L, H. . . . qui sont indépendantes des longitudes moyennes /,/',..., soit, pour abréger, les parties séculaires de ces fonctions (les IN n'ont pas de parties séculaires); Lo, Ho, ... seront de même les parties constantes de Lo, Ho, ... et par suite, ce que deviennent L, H, . . ., quand on j remplace /i, A, . . . par tiq, /«o, • • •• Enfin, n'oublions pas que, d'après le théorème de Poisson, les iip n'ont pas de parties séculaires de rang /> — i .
Dans ces conditions, on a d'abord manifestement
dt - "«' •••' dt - ^0' •••'
puis, en reprenant le développement général de la fonction Xj, el observant que la dérivée -rf- ne contient pas de terme constant, on a. en ne conservant que les termes séculaires en <,
En prenant de même le développement général de Xo, et y conservant seulement les termes séculaires en i-, on a
^S3(/3) OLf, , _^ <^Lo „ ,., ._^
Et ainsi de suite.
Si donc on i^éduit les inconnues /z, /, A, . . ., à leurs parties principales^ définies plus haul,
"0, /o+ !^Si(/i)-4-;j.5S»(/o) -f-. .., A^-H ;a.S,(/ji ) -f- ;JL-S2(A2 ) -+- . . .,
on voit que l'on a précisément
dn dh Tj dl -
les Ai sont des constantes «o; les h sont déterminés parle système d'équations différentielles
dh ri dix j.,
aux seules inconnues A, /i', ... ; enfin on obtient les / par de simples
quadratures
dl
puisque la fonction L des h est maintenant connue.
En résumé, pour déterminer les parties />/'f/îCi/Da/e5 des inconnues, il suffit de réduire les seconds membres des équations générales (5) du n" 94 à leurs parties séculaires.
116. Appliquons ce qui précède au système formé par les grosses planètes M,, Mo, M3, . . .. Pour représenter les éléments de la planète M^, de masse m^,, nous modifierons un peu les notations ordinaires : le moyen mouvement et le demi-grand axe seront des constantes rip et oty,, liées par la relalion n^pd^j, =/(i +'^ï/)); la longitude moyenne, l'excentricité, la longitude du périhélie, l'inclinaisoiTet la longitude du nœud ascendant seront Ipit^p, ^p,Jp, ^p', et nous ferons
Y„ = sin ^ «-'9;., y' = sin ^' e'9,-.
Soit alors f/n^ Spq la partie séculaire de la fonction perturbatrice qui définit l'action de M^ sur le mouvement de M^,; d'après le n" 91, on a Sp,f = S^^ (les indices />, pétant toujours distincts), et si l'on néglige les termes du quatrième degré par rapport aux excentricités
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et aux inclinaisons, il vient simplement
sJapOq Spq = ibp,,-^ 2( ipt'p -1- H^£,/ — Tpï^ " Y? Y7-+- T/'ïv -+- ï/'ï?) */>'7
en appelant "ibpq^ '^^'pqj "^^pqt "^s coefficients de Laplace h\, h'\, h\^
qui correspondent à celui des rapports — ou — qui est inférieur à
l'unité.
Par suite, les équations (4) du n° 93 donnent d'abord pour déterminer les éléments e^, s' , y^, v^^, ... les équations
i ai ripap ^m^ v/a„a„
— i ai rip ap ^^ ^^ ^
qui forment quatre systèmes nettement séparés, conjugués deui à deux, comme le sont nécessairement e^, £^, d'une part, y^, y„ d'autre part.
Observons tout de suite qu'en multipliant les équations telles que (i) et (i') par rrip iip a^ z'p, — rrip iip ci^, Zp^ respectivement, et ajoutant, on a l'intégrale
( 3 ) 2. "'/' ^p '^p ^p '■'p = con st. ;
et de même les équations (2) et (2') admettent l'intégrale
( 4 ) V nip rip af, ^p Yp = const.
Pour intégrer les équations (i) par exemple, cherchons une solution
de la forme
£1= Cl C'A'/, t^—C2 e'S-t, ...,
en appelant C^, C,, . . ., «, des constantes; il suffit de vérifier les relations
Le nombre g doit par suite être racine de l'équation que Ton obtient en égalant à zéro le déterminant F(^^) de ces équations linéaires; une fois ce choix fait, ces équations fournissent les rapports des constantes C,, G,, . . . dont une seule peut être prise arbitrairement en général. Comme l'équation F(^'-) = o est d'un degré égal à l'ordre A" du système (i), on a ainsi, en prenant successivement pour g les k racines supposées distinctes de cette équation, k solutions particulières dont la réunion formera la solution générale des équations (i), dépendant de k constantes arbitraires.
Avant d'examiner les cas particuliers qui pourraient se présenter, démontrons que l'équation F [g) = o ne peut avoir que des racines réelles. Supposons en effet ^ imaginaire de la forme fj — icf., la quantité a n'étant pas nulle, et soit
une solution correspondante. Si C, , G!,, . . . sont les constantes conjuguées de Cl, Go, . . . les équations (i') admettront la solution conjuguée
ît d'après la formule (3), on aura
gîa< "Z nipTipapCpCp^^ const.
Les produits dp G' étant nécessairement positifs ou nuls, mais non tous nuls, cette relation est impossible, si du moins les moyens mouvements iip sont tous de même signe, c'est-à-dire si les planètes M^, tournent toutes dans le même sens, par rapport à un plan peu incliné sur leurs orbites : ce qui est le cas de la nature.
Si l'équation F(o) =o admet une racine multiple g d'ordre h, on peut penser, d'après la théorie générale des équations diff'érentielles homogènes simultanées à coefficients constants, que la solution correspondant à cette racine sera de la forme
Cl, C., . . . désignant cette fois des polynômes convenablement choisis, du degré h — i au plus en i, et dépendant de h arbitraires. En réalité, ces polynômes se réduisent à des constantes : en effet, soient Cj, C,2 . . . leurs conjugués; puisque la racine g est réelle, les équations (i') admettent la solution
et d'après (3), on a
^ mpripaJyCpCp = consl. ;
or celte relation ne peut évidemment subsister, avec la même hypothèse que ci-dessus sur le signe des rip, que si les Cp se réduisent à des constantes.
La solution particulière qui correspond à In racine g est donc toujours de la même forme purement périodique, mais parmi les constantes Ci, C,, . . ., on peut en choisir h arbitrairement : en d'autres termes, les mineurs du déterminant F(^) sont tous nuls jusqu'à l'ordre // — i au plus.
Ces différentes propositions résultent encore des considérations suivantes : faisons
Dp= ap \/?HpnpCp,
de sorte que les équations aux inconnues C,, deviennent
' ,/ ,-^. V«;>«7/ ^ {apa,,y^s/npn,,
Le déterminant de ces équations, qui est toujours F(^'^), apparaît alors comme un déterminant ^jk/^î^'^/'^^mc à coefficients réels (puisque les Up sont tous de même signe), du type bien connu
An
et l'on sait par l'algèbre que l'équation F" (g) = o a toutes ses racines réelles, une racine multiple d'ordre h annulant tous les mineurs de F( "•) jusqu'à l'ordre h — i inclus.
Désignons généralement par »•«, ^p, ... les /,■ racines supposées
distinctes de l'équation F (^) = o; et soient c^a? c^p, .. . des nombres réels choisis une fois pour toutes, vérifiant les équations (5), où l'on remplace g" par g-^^, «p, ... : ces nombres sont déterminés par ces équations mêmes à un facteur près. En appelant p^ et A^ deux constantes arbitraires réelles, nous pouvons écrire la solution générale des équations (i) et (i') sous la forme
ou bien
L'équation (3), appliquée aux deux solutions particulières
donne, sous la condition on^ 'ilt,
/^ nipnpalCpy,Cp[^== o,
luisque les racines "•«, g^ sont supposées distinctes. 11 résulte immédiatement de cette relation et des formules précédentes
7, ntp npaf,Cpxir\p cosTSp = ip^cos{ga,t + Xg)^^ nipUpalCpx,
2, m/)npa],Cpxr,p sinnr/, = — 2 pa sin(^a' + '^'a)^ nipnpaf,cf,x,
ces deux équations sont propres à déterminer les constantes paj^-a brsqu'on se donne les valeurs des rip, vsp pour l'époque t. En éliminant t entre ces deux équations, on a l'intégrale
7, mpmqnpnr,af,alcpgiCffOL'rtp-T\tfCOs(rjjp — m,f)= 4pa| ^ rnpnpalcpx\ ,
pq \ p /
sommation du premier membre étant appliquée à tous les arranlements deux à deux des indices />, q.
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En revenant aux valeurs de '/\p cos m^, 7]^ sin nj^, il vient encore
''"'/'= ^^ pap6(C;>aC;,p COi{( g-c— ff^)t -f- Aa — À^],
la sommation étant appliquée à tous les arrangements deux à deux des indices a, !3; et aussi
/, Pat.V-'asin(,J^a^ + ^a)
tangra» = .
y Pa.Cpy.cos(fia.t ~h Xa) a
La première de ces formules montre que l'excentricité r\p ne saurait dépasser la limite
^2^ I PaC/;a I; a.
quant à la seconde, elle offre un résultat intéressant dans le cas où l'un des coefficients p^ Cp^ est supérieur en valeur absolue à la somme des valeurs absolues de tous les autres. On peut écrire en effet
2^ Pp'^/>psin[(.^a— ^p)^-^>^a— Àp]
paC;,a-H^ ppC;,pcos[(^a— j?p)«-f-Àa— Xp]
l'indice [j étant différent de a; si donc on a
le dénominateur du second membre ne peut s'annuler, et par suite l'angle rjjp -\- g^ ^ _|_ ),^ reste constamment compris entre — -et +-» ou bien entre — et 3—? par exemple; en d'autres termes, la longitudecr^
a une valeur moyenne égale à — (iTa^ + ^'^a)) ou bien t: — (é^a^ + ^^a)» c'est-à-dire encore un moyen mouvement égal à — g^g^.
S'il en était de même pour une seconde planète My, et pour le même indice a, la différence cr^, — rn^ aurait pour valeur moyenne zéro ou 7T : il y aurait libration pour cet argument.
Ajoutons enfin que la formule (3) nous donne l'intégrale
ipni,al-i\l— const.,
et d'après la valeur de t)^,, la constante du second membre est égale à
Tout ce que nous venons de dire peut être répété, avec les changements nécessaires de notations, sur les équations (2) et (2') et les variables y^, y' Les équations (5) deviennent
rij, aj, \Jt
■p 'ty
fm,, h',,
tipU^p sj apa,,
et par suite sont vérifiées pour
c'est la seule particularité qui soit à signaler; disons encore que l'intégrale (6) devient ici
niptipa-p sin-
,.lP _
consl.
Il est aisé de justifier a priori la présence d'une racine nulle pour l'équation F(,;') = o. Imaginons que l'on change le plan fondamental auquel sont rapportées les orbites, et que le nouveau plan soit défini par rapport à l'ancien à l'aide de son inclinaison y *> et de la longitude de son nœud ascendant B" ; prenons de plus ce nœud ascendant pour origine des nouvelles longitudes. Les quantités y ;,, 8^,, y^,, y^ seront remplacées par y^, 0",, y^, y^V\ et la considération du trièdre formé par les deux plans fondamentaux et celui de l'orbite de My, conduit immédiatement aux relations suivai\tes, en négligeant toujours les quantités d'ordre supérieur par rapport aux diverses inclinaisons,
siny'^sinG^j = siny'/, sin(0;, — Oo),
sinyj* cosO^^= — sinyo-f- %'n\jp cos(9/,— 6»),
c'est-à-dire
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Mais les quantités y^, y'^" doivent nécessairement avoir la même forme que y^,, yj, ; il faut donc, de toute évidence, que l'une des exponentielles e'-' se réduise à une constante, c'est-à-dire que Tune des quantités g soit nulle.
Supposons que la valeur commune des constantes Ci, G., (^3, . . . qui correspondent à la racine nulle de l'équation F(^^) ^= o, soit de la forme pe'^-, p et A étant des quantités réelles; si l'on détermine le nouveau plan fondamental de façon que
p = sin ^, Oo — — X,
on voit que les quantités y° y^" ne contiendront plus aucun terme constant. Par suite encore, le plan fondamental primitif sera ce plan spécial, si, d'après les équations analogues à (a), on a, à un instant quelconque, et par suite toujours,
(j3) ^ W/, /j/,a^j sin — cos6;, = o, ^^ nipripap sin — sinO;; = o.
Il est inutile d'écrire explicitement les équations qui déterminent finalement les longitudes moyennes Ip. On constate immédiatement, en se bornant toujours aux termes d'ordre inférieur par rapport aux excentricités et aux inclinaisons, que la valeur de Ip se compose d'un argument linéaire par rapport au temps, et de termes du second degré par rapport aux excentricités, ou bien par rapport aux inclinaisons (sans que ces deux sortes d'éléments puissent se mélanger), dépendant des sinus des différences mutuelles des arguments ^a^+^>a relatifs aux excentricités, ou bien aux inclinaisons, l'intégration amenant d'ailleurs les diviseurs tels que g^ — g^.
117. On peut retrouver directement quelques-uns des résultats que nous venons d'obtenir, et même sous une forme plus générale, en appliquant simplement le théorème des moments des quantités de mouvement au système formé par le Soleil O et les planètes M^, réduits à des points matériels.
Soient Xp, jp, Zp les coordonnées de M^, par rapport à des axes d'origine O; X^^,Y/,,Z^ les coordonnées du même point par rapport à des axes parallèles aux précédents, ayant pour origine le centre de gravité G du système considéré; de plus, par rapport à ces derniers
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axes, X, Y, Z seront les coordonnées du Soleil, dont la masse est Tunité, de sorte que
. Xp-= x,,-+-X, ..., X(i-+-I.m,)) -h I,mpôCp= o, ...,
l'indice p prenant toutes les valeurs possibles dans les sommations. Le système étant soustrait à toute action extérieure, le théorème des aires a lieu par rapport à un plan quelconque passant par G, et pour ce point considéré comme centre des aires. En choisissant GXY pour ce plan, et marquant par un accent les dérivées par rapport au temps, on a donc
XY'— X'Y -f- Sm/,(X;,Y;,— X;,Y/,) = const., c'est-à-dire, d'après les relations précédentes,
I.mp(xpyp—x'pyp) ;^; {^tnpXp^mpy'p — Zmpx'pZmpyp) = const
ou bien encore
(9) ^mp{-^pyp—x',,yp)
-+-^mpm^[{xp~Xg) iy'p — y'c,) — { op',—x'„ ) {jp — jr„ ) ] = co 11 st. ,
en étendant la dernière sommation à tous les indices p et q.
En regardant, comme au n** 94, les masses nip comme étant du même ordre de grandeur qu'un certain paramètre |jl, reprenons pour un instant les développements obtenus dans ce paragraphe pour les
éléments des planètes My,, et remplaçons t par partout où il ligure
en dehors des arguments tels que /y. D'après les propriétés reconnues de ces développements, ils procéderont maintenant suivant les puissances entières non né<j;atives de i' et de a, et en y faisant a = o, on obtiendra précisément leurs parties séculaires principales, telles que nous les avons définies au début de ce Chapitre.
Les coordonnées Xp^ y p et leurs dérivées x' . y' sont des fonctions des éléments, qui se développeront de même. Portons leurs valeurs dans l'équation précédente (9), et après l'avoir divisée par [x, faisons jA = o : le premier membre demeurera une constante. D'autre part, nous savons que l'on a généralement
en appelant Hp, cip, f\p,Jp les valeurs osculatrices du moyen mouvement, du demi-grand axe, de l'excentricité et de l'inclinaison (par rapport au plan Oxy) de la planète M^. L'intégrale (9) deviendra donc
"SLmpnpCiJ, cos /'p y/i — '1/,= const.,
les éléments étant réduits à leurs valeurs séculaires principales, et ceci aura lieu d'ailleurs quelle que soit la grandeur des excentricités et des inclinaisons.
Si l'on suppose maintenant que ces quantités sont assez petites pour qu'on puisse négliger leurs quatrièmes puissances et les produits de leurs carrés, il vient
Lnipfipaj, (i '^f>-~ 2 sin' -^ \ = const.;
et comme dans l'hypothèse ici faite les Up et Up sont des constantes, comme d'autre part les constantes arbitraires qui figurent dans les
expressions des r^p et dans celles des sin — sont entièrement distinctes,
on retrouve immédiatement les intégrales (6) et (8) du numéro précédent.
Supposons que le plan des a:y, sur lequel nous avons pris l'intégrale des aires (9), soit le plan du maximum des aires, c'est-à-dire soit perpendiculaire au vecteur des aires, constant en grandeur et direction. En projetant alors ce vecteur sur les deux axes O^, Oj', on aura les deux équations analogues à (9)
y:mp{fpz'^,—yf,zp)-^.. . = o, 2 rnpixpz'p—x',,Zp} +. . . = o,
les constantes des seconds membres étant nulles.
En raisonnant alors comme plus haut, il vient, d'après les expressions connues des quantités j'^ j^', — y'p^p, XpZp — x'^Zp^
Y.mpnpa\ sinjp sinO^^ y/i — yj^ _ ^^ "LmpHpaJj sin/;, cos0;, y/i — t)^, = o,
Ôj, étant la longitude du nœud ascendant de l'orbite de My, sur le plan des xy\
Laissant de côté les termes d'ordre supérieur par rapport aux
excentricités et inclinaisons, on a plus simplement
'Zmpnpaj,ûn~sinbp=o, I>mpHpaf,sin^ cos(ip= o,
et en comparant ces résultats aux équations (,3) du numéro précédent, on voit que le plan spécial considéré à l'occasion de ces formules n'est autre que le plan du maximum des aires.
il8. La théorie que nous venons d'esquisser montre comment on peut remplacer les termes séculaires principaux de la théorie des planètes par des termes périodiques, au moins quand on néglige les puissances supérieures des excentricités et des inclinaisons; inversement, en développant ces termes périodiques suivant les puissances du temps, c'est-à-dire en faisant par exemple
on retrouverait les termes séculaires principaux sous leur forme primitive.
On peut déduire de cette transformation des termes séculaires en termes périodiques, nombre de conclusions intéressantes sur la stabilité du système solaire, et sur son état passé et futur : nous n'y insisterons pas, car elles ne sont pas à l'abri de toute objection.
On peut se demander si elles subsisteraient quand on va plus avant
lans les approximations. En premier lieu, en se bornant toujours à la considération des termes séculaires principaux, il faut tenir compte
les puissances supérieures des excentricités et des inclinaisons : il ?st possible alors de montrer, en prenant pour point de départ la
)remière approximation obtenue ci-dessus, et en se servant des théorèmes généraux du Chapitre II , que la forme périodique subsiste mcore, au moins formellement, par rapport à l'ensemble des argu-
lents g'at-i-'^-x cJéjà introduits, mais à la condition de modifier îonvenablement les quantités g,^.
I En second lieu, on peut ensuite faire voir, en suivant toujours les
lêmes principes, qu'il est possible de faire disparaître complètement
;s termes séculaires de la solution générale du mouvement des plaiètes, en la mettant sous forme purement périodique, dépendant des longitudes moy^^nnes et des arguments ,i,'a/ + ^>a encore modifiés.
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Malheureusement, ces résultais sont purement formels, et dénués dt valeur pratique.
Cependant, ils peuvent s'appliquer à d'autres problèmes analogues, et en constituer alors la véritable solution, aussi bien au point de vu»pratique qu'au point de vue théorique, en raison des circonstance particulières qui s'offrent alors. C'est ce qui arrive notamment pour la théorie du mouvement de la Lune et pour celle des satellites df Jupiter, que nous exposerons ultérieurement toutes deux avec \('> détails nécessaires. Aussi, nous bornerons-nous à ce qui précède relativement à la théorie des grosses planètes.
119. La solution générale du mouvement des planètes, telle que nous l'avons développée dans les Chapitres précédents, présente encore des difficultés, en raison des petits diviseurs qui afl'ectenl les inégalités à longue période, ainsi que nous l'avons vu au numéro 95. De tels petits diviseurs peuvent compenser, au moins partiellement, la petitesse des masses perturbatrices, et pour avoir une approximation satisfaisante, il peut devenir nécessaire d'envisager des termes d'ordre supérieur par rapport à ces masses, et de degré assez élevé par rappori aux excentricités et aux inclinaisons. A la vérité, la longueur de leur période permettrait de regarder ces termes comme des constantes s'il ne s'agissait que de représenter le mouvement pendant un court espace de temps; mais il n'en saurait être de même, dès que la prévision du mouvement dc"it être étendue à plus longue échéance, et il importe alors de les considérer de plus près. Comme pour les termes séculaires principaux, nous allons montrer, en suivant encore H. Poincaré, qu'il est possible de définir chaque ensemble de termes à longue période d'influence prépondérante par un système d'équations différentielles simples, que l'on pourra ensuite chercher à intégrer sous une forme nouvelle, mettant en évidence les propriétés véritables de la solution.
Reportons-nous encore aux n*" 91 et 9o ; soit 6 un argument de la forme si + s'I' -\-..., et 9o = sl^ -}-s'l\^ -{-. ... : à Ô ou Gq corres- [)ond le diviseur d, égal à 5/Iq + s'n\ -f- . . . (en convenant encore ici de prendre Vo = n^, v'o= n\, ...). Nous regarderons d'ailleurs comme clant les mêmes deux diviseurs dont le rapport est indépendant des quantités n„, /i'^, . . . regardées comme des paramètres quelconques; et par suite, tous les arguments de même diviseur d seront les mul-
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tiples de 0 ou Oq, et ces mulliples seulement, si l'on suppose les entiers s, s' , . . ., premiers entre eux dans leur ensemble.
Désignons par (N), (H), (L), ... les parties des fonctions N, H, L, . . . qui dépendent de l'argument 6 et de ses multiples, et soient i]N)o, (H)o, (L)o,... les valeurs de (N), (H), (L), ..., quand on V fait n = /?o, à = h^, /=;=/„,.... Appelons classe d'un terme quelronque de perturbation la somme de son rang (c'est-à-dire son degré
par rapport à t), et de son degré par rapport à -^j c'est-à-dire l'exposant entier, positif ou nul, avec lequel ligure d dans le dénominateur de ce terme. Convenons encore d'effectuer toutes les quadratures sans addition de constantes superflues, de sorte que «,, /ii, /,,..., /ij, h^, /.,... n'ont pas de termes constants; en d'autres termes, «o? ^oj ^oo» • • • sont les valeurs moyennes des inconnues /î, /, /i, . . . pour / = o.
Si l'on se reporte aux équations (6) du n" 94, on voit que ht contient des termes de classe nulle et des termes de classe i, ceux-ci
égaux à / [Hq -f- (H)o I è/^, en donnant à H^ le même sens que ci-dessus, au n° 115; de même, n, contient, outre des termes de classe nulle, des ternies de classe i, égaux à / (N),, dl; enfin, /, contient des termes des classes o, i , 2, ces derniers étant simplement
Observons maintenant que l'intégration d'un terme quelconque, constant, périodique, séculaire ou mixte, ne peut augmenter sa classe de plus d'une unité, et qu'elle l'augmente en effet d'une unité si ce terme est constant ou séculaire, et aussi s'il est périodique ou mixte, mais dépendant de l'argument 0^ ou de ses multiples : on voit alors tout de suite que les termes de classe maxima seront de classe.^ dans /ia et /<2, de classe 4 dans /^ ; et généralement, de classe 2/? — 1 dans np et hp^ de classe 2p dans Ip. Désignons ces termes de classe tnaxima, pour chaque ordre, par (hp), {fip), (Ip), ... et cherchons à s déterminer. On a d'abord, comme nous l'avons déjà dit,
puis évidemment, d'après le développement général de la fonc-
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lion Xj,
dt '■'"■
de même ensuite.
dt ~ âlo '"^ âl', ^'^-
Si donc on appelle (h), (n), (/),... les éléments A, n, /,•.-, réduits à leurs parties d'ordre zéro augmentées de leurs perturbations de classe maxima dans chaque ordre, soit
( A) = //o + [x( /il j + fx2 ( Aj )-+-... , («)=: «0+ [x(rt,)H-[aS(n2)+. .., (l) =/o ^-|^(/i) +[^2(;2)^...,
et si l'on désigne par (H/*, (N)", ... les fonctions (H), (N), . . ,, dans lesquelles on remplace les /?, A, . . . par /?„, /i„, ... et les /, . . . par ( /), on voit que les nouvelles inconnues (/?), (/),... sont déterminées séparément par le système d'équations diircrontielles
et que l'on obtient ensuite les (h) par les quadratures
Il serait d'ailleurs facile de substituer aux /î, fi\ . . . d'autres variables équivalentes v, v', ... fonctions des premières; les premières équations ().) garderaient la même forme, et dans les secondes, on
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aurait simplement, en appelant v„, v'„, ... ce que deviennent v, v',.-pour A» = «0, /z '=:/?'„,... .
<)no driQ
puisque, si le produit de deux ou plusieurs perturbations des n, n\... est d'ordre />, sa classe est certainement inférieure à 2p — i.
Tout ce que nous venons de dire s'étend de soi-même au cas où on considérerait a la fois plusieurs diviseurs distincts d, d', . . ., en nombre inférieur à celui des quantités 1,1,.... Il faudrait simplement regarder comme équivalents tous les diviseurs liés à d, d',..., par une relation linéaire et homogène indépendante de n^, n'^,..., et appeler (N), (H), (L), . . . les parties des fonctions N, H, L, . . . qui dépendent des arguments 9 correspondant à tous ces diviseurs.
THÉORIE DE LA LUNE
120. L'étude du mouvement de la Lune autour de la Terre est l'un des principaux problèmes de la Mécanique Céleste, et doit prendre place immédiatement après la théorie des grosses planètes.
Nous avons vu au Chapitre I, n" 5, que le mouvement relatif de la Lune par rapport à la Terre était celui d'un point matériel de masse égale à l'unité, sous l'action d'une certaine fonction de forces dont nous avons donné l'expression générale. Laissons d'abord de côté dans cette fonction les termes qui proviennent de la forme de la Terre et de celle de la Lune, ainsi que ceux qui sont dus à la présence des grosses planètes. Désignons alors par S, T, L les centres de gravité du Soleil, de la Terre et de la Lune; par M', Mq, M les masses respectives de ces trois astres; par G le centre de gravité du système Terre-Lune; par /• la distance TL, rayon vecteur de la Lune; par /' la distance GS; enfin par H l'angle des vecteurs TL et GS. La fonction de forces considérée se réduit à
fl cos» H -
''- cos* il
^cosHJ
-— cos'* Il — V 8
cos^ H -i — — cosH
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en posant encore
P'=i — v.v, ^"=1 — 3v + 3vî, 3'"= I — 4v-+-6v2— iv^ ...
Mo -+- M
Supposons maintenant que le mouvement de S par rapport au point G soit un mouvement képlcrien de moyen mouvement n', de demi-grand axer»', de longitude moyenne IN' = n't H- l'^, etsupposon.s de plus que l'on ait y M' = n- a'^.
L'étude du mouvement défini par la fonction de forces U ainsi comprise est un problème bien déterminé et délimité : c'est la théorie solaire du mouvement de la Lune. Pour avoir la théorie complète de ce mouvement, il sera nécessaire de tenir compte ensuite de la vraie valeur de /M', des perturbations qu'il faut ajouter au mouvement supposé de S pour représenter son mouvement réel, de l'action de.*^ planètes, et enfin de la forme de la Terre comme de celle de la Lune.
121. On a proposé bien des mélliodes pour résoudre le problème que nous venons de définir : les difficultés proviennent de la grandeur des inégalités du mouvement. Pour éviter des développements en série presque impraticables, il faut renoncer à prendre le mouvement képlérien comme base des approximations; il faut aussi abandonner l'usage direct de l'ensemble des coordonnées polaires, mais profiter de la simplicité de l'emploi des coordonnées rectangulaires, surtout pour le développement de la fonction U. Pour obtenir une bonne solution, il faut encore éviter les inconvénients d'une théorie purement analytique, aussi bien que ceux d'une théorie purement numérique, en se donnant la possibilité de calculer directement les valeurs numériques de certains coefficients représentés analytiquement par des séries trop peu convergentes. Tels sont les principes qui nous guideront dans la théorie que nous allons exposer, dont une partie importante est empruntée aux travaux si remarquables de G.-W. HiU et de M. E.-W. Brown.
Soient TX, ÏY, TZ trois axes rectangulaires menés par la Terre T parallèlement à des directions fixes : les coordonnées de la Lune, c'est-à-dire du point L, par rapport à ces axes seront X, \, Z.
Si GX', G\', GZ' sont des axes parallèles aux précédents, mais (l'origine G, nous supposerons que le mouvement du Soleil S s'effectue dans le plan GX'Y', sa longitude étant comptée à partir de GX'.
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Faisons tourner les axesTX, T Y dans leur plan autour du point T, d'un angle égal à la longitude moyenne JN' du Soleil, et appelons X^, Yo les coordonnées de L par rapport à leurs nouvelles positions mobiles TXq, TY,,; la fonction U étant exprimée maintenant à l'aide de Xo, Yp, Z, de N' et des coordonnées du Soleil par rapport à GX', GY', la théorie élémentaire du mouvement relatif donne immédiatement les équations
—7— -f- 2 /? -7- « - Yo = jv- 5
dXL _d\}
Désignons para une longueur constante qui sera précisée ultérieurement, et faisons
iZ
Xo-^a'„
de sorte que
X= -{xe^^' -^ye-i^^'),
Y= -.(xei^
•V,. r, az
Appelons N = /i/-|- /q un argument qui représentera la longitude moyenne de la Lune, comptée dans le plan TXY à partir de TX; n et /q sont deux constantes arbitraires. Faisons
et employons la caractéristique D comme signe de dérivation par rapport à la variable t.
Les équations précédentes se transforment immédiatement en
( /i — n Y a- oy
D'v — 2mDv-H m* v-l- -. 7— ; — r — =0,
•^ -^ -^ (n — n fa^ ôx
(« — n Ya^ dz
Envisageons maintenant la fonction U, et posons d'abord
/•(Mo+ M) = k(n — n'y-a^,
<!<' sorte que la détej'ininalion de k est équivalente à celle de a. Faisons encore
et en appelant t^' la longitude du Soleil, dont le mouvement s'effectue, comme nous l'avons dit, dans le plan GX'Y', soit
On a
- cos H = - cosp H sinp = - (xe—^ -i- y e'^ ).
11 en résulte sans peine que l'on peut écrire U
avec
V =^—{ p'-'* -\)(xy -^ ■>. Z^ ) -f- ""^ (' p't e-2A' _ I ) ,^.2 _^_ 1^ ( p':i g2>,' _._ I
nn. ,r *>î , . .. -
p m- -— ; 0 ''(.r'>e "■^'- + yS <?»'- ) I 2 )() • -^
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Les fonctions de p' et V qui figurent dans F s'expriment facilement à l'aide de N', comme l'on sait : nous j reviendrons en temps utile. Comme on a
àp I , âp i ^9 -,
les équations du mouvement deviennent finalement
3 dF
D^x -h 2mDx H — m^(x -{- y) — kp-^^ -l- 2 —
•2 -^ ' ôy
dF
I T>^y — zm Dy -\- - /n-{x -+-jk) — kp^^y 4- 2 ^ = o,
àF
(2) D^z — nr^z — iip^z —=o.
^ az
En les multipliant respectivement par Dy, Dx, — 2D:;, ajoutant et intégrant, on en tire, en représentant généralement par D~'/'rinté-
graleJ/^/x,
(3) DarDj' — (Dz)^-^ - m" ( .r -+- 7 )2 -4- m'-z^-f- 2k p
en effet, on a
dF
2r 2 mu I j^^-^.^
(^F^ (^F^ dF ^ ^^^ <JF
-— Da7-H t-Dk-Hx- Dz = DF— —
d.r ày az dz
en appelant — la dérivée par rapport à x de la fonction F écrite
ci-dessus, et considérée comme dépendante de x, j^, 2 et de t ; comme d'ailleurs t n'y figure que par l'intermédiaire de p' et X' qui sont fonctions de N', on a
dF dF ^,.^,„ àF
dx d{iH') ' ' d{iN')
(jette équation (3) est V intégrale de Jacobi, que nous avons déjà rencontrée au n" 75; bien entendu, la quadrature qui y figure comporte une constante qu'il est inutile de mettre en évidence, et il en sera de même dans tous les cas semblables.
La constante a sera choisie très voisine de la distance moyenne de la Terre à la Lune; si la Lune décrivait autour de la Terre un cercle
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de rayon a dans le plan TXY, avec la longitude N, ce qui n'esl qu'une très grossière approximation, on aurait simplement
'n faisant
a; = 0, ^ = 0~'. z—o, 6 = e'-iN-N')=eT.
En conséquence, nous emploierons, en même temps que x^ y, un autre couple de variables équivalentes, />, q^ telles que
set nous ferons aussi
Les coordonnées rectilignes s'expriment immédiatement à l'aide de p elrj sou« la forme
X =: - ( pe'^ -+- q e-'^), Y =:= — . ( o e'^ — q e-'^).
Si l'on désigne par r la longitude de la Lune comptée à partir de TX dans le plan TXY, et par s sa latitude, et que l'on fasse
on a encore
p = - e^' cil (T. Q = - e"^' ch a, P P
^=:-cliXcha, ïi = -sliXcha, ^=:-sh(7,
eu représeutaut par ch et sh le cosinus et le sinus hyperboliques. Nous ferons tout particulièrement usage de la parallaxe p, égale
à (pq — Z-) - ou encore à (ç- — r,- — z'-) ' : en réalité, la parallaxe ^horizontale équatoriale de la Lune, soit ra, est déQnie par la relation
sin TU = — p, a
en désignant par b le, rayon équatorial terrestre; mais tant qu'il n'y a pas de confusion à craindre, on peut donner sans inconvénient à p le nom de [)arallaxe.
La longitude r (ou X) et la latitude s (ou a-) ne jouent aucun rôle essentiel dans la théorie : nous joindrons cependant leurs valeurs à
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celles des antres coordonnées, afin de nous conformer aux; usages astronomiques.
11 est bon d'observer une fois pour toutes, dès maintenant, que les coordonnées x et^, de même que p et ^, sont des quantités respectivement conjuguées; ^, p sont des quantités réelles, et X, y,, 2, u sont purement imaginaires.
122, En prenant pour unité de temps l'année julienne, on a d'après Hill et Brown, pour l'époque i85o,o,
d'où
De plus, si l'on fait
/(Mô-4-M) = /iîa3,
et si l'on appelle e' l'excentricité de l'orbite solaire, on a
La constante a étant très voisine de a,,, il en résulte que le
nombre aB' vaut -; — ^ à très peu près. ' 400 ' ^
On voit tout de suite, d'après ces données, que la fonction F est
toujours fort petite par rapport à la première partie de j—^ — ^ >
puisqtie celle-ci reste évidemment voisine de l'unité, tandis que les différents termes de F' sont au moins de l'ordre de z ni"^ ou de a.m^. Nous pouvons donc commencer Fétude du problème en négligeant la fonction F. On pourrait même penser que la petitesse assez marquée de m^ permettrait de négliger tout d abord les termes qui contiennent ce facteur dans les équations ( 1) et (2), de sorte que l'on retomberait en réalité sur un mouvement képlérien comme première approximation; mais la suite montrera suffisamment qu'il n'en est rien.
Prenons donc les équations (i) et (aj en j laissant de côté les termes qui dépendent de F, et cberchons d'abord la solution iCoj y^^ 3o» de ces équations qui ne dépend d'aucune nouvelle constante arbi-
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traire. On a évidemment z^ = o, et Xq, yo vérifient les équations
\ D2a7o-+-2/n Dxo-\ — m-(To-\-yo) — kp^ ^o — o, (4) 3
I D2j'o — 2m DJ'o-^--/n-(^o-^-ro) — kp2jo= o,
avec
po = (a:'oro) ^
En mettant plutôt en évidence p^ et ^o? et observant que D9 =: 9, on peut encore écrire, en introduisant pour la commodité du raisonnement une quantité m égale en réalité à m,
{ 4 bis )
l DVo-)-2(i -+- m) D/Jo -t- ( i-i-.im-l--/?iM/îo — kp3/'o = — 7/w»g'(,G-î,
avec
Po=(/'og'o) ^
Si l'on néglige m-, et si l'on prend k = i + 2 m H — m-, ces équations admettent la solution /;„ = q^ = i.
Il est manifeste alors que, si l'on conserve la valeur ci-dessus dek, la solution que nous cherchons peut être ordonnée suivant les puissances de m'^, le coefficient de nt''^^ étant un polynôme homogène de degré h par rapport à 9^ et 0"-, de sorte que, par exemple,
-+- ni'^ip'^^^^^ -r- p% 0 -î -(- /?'g6) Ofi ^ p'/'^ 0-6)
et, en modifiant convenablement la valeur de k, que l'on prendra sous la forme
on peut déterminer les coefficients k''', k^^^ . . . , de façon que l'on ait, pour sim[)lifier, /)g* = p'^f'' —
C'est cette solution que nous adopterons tout d'abord.
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Nous avons ainsi à déterminer les coefficients p\-'^\ les indices y et h étant des entiers pairs qui vérifient les conditions suivantes : j n'est pas nul, h est positif, la différence h — |y| est un multiple non négatif de 4- Bien entendu, d'après ce qui a déjà été dit, dans le développement analogue de ^q, on a ^'^' =jo'^'.
S'il y avait lieu de supposer l'indice y nul, il faudrait prendre
Le calcul se fait de la façon la plus simple, ainsi que Fa montré Hill, en combinant comme nous allons le dire les équations (4), écrites sous la forme
et l'équation (3) de Jacobi, qui devient ici
D.roD^o+ -m^xo^o-l- 7 "î'H^'o -+" Jo) -+" akpo = Co, 1 4
en désignant par Cq une constante.
Multipliant ces équations respectivement par ro, ^n, J , et ajoutant, on a d'abord
^oL)^^o-l-a^oD2_;'o-+- Da7oD_/o-+-2w(jKoD-2^o— ^oDjo)-+- - m^ar^jKo
+ ?"*''(^G-t-J'o)=Co;
multipliant aussi les deux premières par y^, — .Tq, et ajoutant, il vient encore
^0 D^aro— a?oD2jo+ •2m(joD.2^o-+-^oD./o) + , m"^{yl — xl) = o.
Nous avons ainsi éliminé k et po, et formé deux relations dont les premiers membres sont homogènes et du second degré par rapport aux inconnues x^,, x„, ou leurs dérivées, les seconds membres étant des constantes. Substiluons-j les développements des inconnues, et égalons à zéro les coefficients d'un même monôme m'^^J (j ^ o), dans les premiers membres. En supposant
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et faisant
'^ W, J") = J W -i" -^ ^--^-'im), on aura
les sommations étant étendues à toutes les valeurs acceptables pour les indices y et h' .
Parmi les termes qui dépendent des produits pj^'^ q^p^ isolons ceux qui correspondent aux hypothèses j" = A' = o et y' =y , h' = /i ; et appelons P'/'S yQ/\ les premiers membres ainsi réduits des équations précédentes. Elles deviennent, en remplaçant p'J" et q^f^ par Cj ^r,j etç^ —r^j ,
2 /yî -f- 1 -+- 4 m -f- 5 mM Ç^-^' -+- 27 ( I -r- 2 m ) rj^'') -t- Pj.^> = o, 4 ( I + m ) Ç*-^^ H- 27 ri^/»' + qf^ ^- o. et l'on en tire immédiatement
2(7'' — I — im A m'
Ah) _
2 ( I -f- m ) P^'»' — ( yî -+- 14- 4 m -4- - mî j Q^' 2y ( y * — I — 2 m H — m' I
Ces formules sont évidemment propres à faire connaître successivement les coefficients inconnus parles calculs les plus faciles. Appliquons-les aux cas les plus simples :
i" y = 2, h == 1 : on a simplement P^*' = |, Q^'^ = — - -, d'où
m 4 (3 — im
33 + 3om-+- -m»
16(3 — 2 «iH — m
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P(t)= ^3 + 4m+ \m^\pf>q[P+ '^p[f ,
pî/) = /'i9+l6w+ -/nA/>'4*'ryi_\^+ ('7— 8m+ '^ niA pL^q',,^^
Q'/>)=(8 + .2w)K*'^y'l> + (-/i + 2/njpLV5'4''-^/^^^'/>i^i ■^- -I
Q'ç6) = ( 4 + .^ ,„ ) ^(,4)^(2: + ,^ mp[fq[^' - - i>\'> - - pi?' p'^\
■ — * le —
Les calculs peuvent s'effectuer de deux façons bien diflérentes : a. On peut développer analjtiquement les divers coefficients sui-
vant les puissances de la petite quantité /«, ce qui donne
^' -x iL-.i x^.i- y.Ky
/>. On peut calculer directement les valeurs numériques des coeificienls en partant de la valeur de m donnée ci-dessus, et qui peut être regardée comme très exactement connue avec sept chiffres significatifs au moins.
On trouve ainsi
11 reste à déterminer la valeur de la constante k. Mais avant d'y arriver, remarquons qu'il est inutile de conserver plus longtemps la distinction que nous avons faite jusqu'à présent entre m' et m et qui ne nous a servi qu'à ordonner plus nettement les calculs précédents.
Faisons donc maintenant
de sorte que, par exemple,
et employons des notations semblables pour les autres inconnues; on trouvera immédiatement, d'après ce qui précède, sous forme analytique,
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ei numériquement
Ço,2= [3,555 lO — ], ^0,4= [6,480], ...,
Trio,î= [3.70806], t;o,4= [6,456],
L'approximation a été portée, d'une part, jusqu'aux termes du cinquième ordre inclusivement par rapport à m; et, d'autre part, on a assuré les déterminations numériques à moins d'une seconde d'arc près. On voit que, pour obtenir ces résultats, les calculs ont été extrêmement simples.
Pour déterminer k, revenons alors aux équations (4 bis), en y faisant m =^ m; combinées par addition, elles donnent
en égalant les parties constantes des deux membres, et appelant Cg celle de pj| ^q, on a donc
d'où k, quand on connaît Cq; pour calculer cette quantité, remarquons que l'on a
et, par suite, en faisant
il vient
p3ç,= ,_aÇ;+3Ç„«-4?'o' + 5ro*-...
+ .j'-o('-4ro + io^;^-...)
d'où, en ne négligeant que des quantités du douzième ordre par rapport à m,
Co = i-+- 6^5,,— 37)'f) 2+6ç^ 4— 3ri^^,^ ,
— 24Ço,4Ço,4+ 24 ^0,2^/0,2 -no/,— 12T1* ,.,^0,4
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En ne prenant que les premiers termes, on a donc
Co = I H r "î r 'W* ~ rn^
et, par suite,
D'après la définition de a et ao, on en conclut
ao r k 1^ , • , ' , 343 ^ ^
d'où
Pour passer maintenant de io> f]n îi"^ coordonnées polaires correspondantes po et Xq, il suffit de se servir des relations
TQo
qui donnent
„ - ' ^ ' ^« _^ '-3 'lo
MO
An — T—
■no , I 7,0 , I '^r.
Ço -> Çy 5 Ço
c'est-à-dire
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Il en résulte immédiatement
Po,2 =
po.i =
lo J7
po,o = H- 17,467—],
P0,2 = L-* 1 i '5()(jJ , Xo,2 = I ^ 7 70806J,
pO,V= [5,360], .... 5-0,4 = f 5,3-26], ....
Là facilité des calculs nous a permis de porter un peu plus loin que précédemment l'approximation du coeflicient po,o, ainsi que celle de la constante k, en vue de la suite.
Les résultats obtenus se mettent aisément sous forme réelle. Appelons D l'argument N — N', conformément à l'usage, et marquons de l'indice o les parties des coordonnées rectangulaires X, Y, Z, ou polaires sin nr, v, .s, qui correspondent à la solution ici envisagée. On a
Xo= a 7 /?„j cos( N -4- /D), Yo= rt ^ /?oj sin( N +yD), Zo=o, (sin7TT)o =: ^ V j,^^ ^. cosyD, Pq = ^' + ^ ^ oy ^'"y'D, «0 = 0;
les séries qui représentent (sinTn)o et p„ — N sont écrites sous forme symétrique.
Numériquement, on a donc, en se bornant à l'approximation de la seconde pour la longitude, et à celle du dixième de seconde pour le sinus de la parallaxe,
Po = N -H- 2io6"!*in2 D + 9"siri /j D, (siiicT)o= 3422". 7 -+- 24''.6cosan -+- o",2cos4 D.
L'inégalité de la longitude de la Lune qui dépend de sitiaD est à pi'oprement parler ce qu'on appelle la variation; elle est considérable, et nous venons d'en déterminer la partie principale, qu'il faut encore augmenter, comme nous le verrons, de termes complémentaires beaucoup moindres. Mais souvent, on appelle aussi variation l'ensemble des éléments x^, y^i ... de la solution que nous venons d'étudier.
123. Avant d aller plus loin, il convient de nous arrêter un instant pour une étude plus attentive des avantages et inconvénients respectjifs que présentent les deux méthodes analytique et numérique qui se trouvent amorcées dans ce qui précède.
Les avantages de la solution purement analytique sont incontestables : elle est, suivant l'expresision même de Uelaunaj, « plus complète, plus satisfaisante pour l'esprit, que la recherche des inégalités sous forme numérique » ; et il ajoute encore : « Mais ce que l'on doit surtout considérer, c'est que les facteurs numériques, qui entrent dans les divers termes du coefficient de chaque inégalité déterminée sous forme analytique, sont tous des fractions ordinaires dont la valeur s'obtient, non pas avec approximation, mais rigoureusement. (Quelle que soit la méthode que l'on emploie pour obtenir les coefficients des diverses inégalités, on doit trouver une identité complète, absolue, entre les diverses déterminations de chacun de ces facteurs numériques, ... et s'il y a une difTérence entre les valeurs trouvées par divers savants pour l'un de ces termes, on est bien plus facilement tnis sur la voie de l'erreur qu'on doit rechercher, que si l'on n'avait pu comparer que les valeurs numériques et approchées du coefficient tout entier. »
Ces considérations devraient être approuvées sans aucune réserve si la solution analytique permettait de passer facilement et sûrement aux valeurs numériques des inégalités sans demander un surcroît énorme de travail. Malheureusement ce n'est pas le cas, et ceci tient au peu de convergence des séries ordonnées suivant les puissances de m que l'on rencontre pour représenter les coefficients des différentes inégalités. Ce grave inconvénient est surtout sensible dans les résultats de Delaunay, qui sont développés suivant les puissances du
rapport— égala , et que nous appellerons m'. INous pouvons
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(lès maintenant nous en rendre compte en considérant par exemple le coefficient Xq 2 déterminé ci-dessus; développé suivant les puissances de m, c'est
^ '" ^ .0 '" "^ 3^ ""^ IFT^ "' "-■ '
développé suivant les puissances de m', il devient
et l'on voit jusqu'à quel point cette seconde série est moins satisfaisante que la première au point de vue de la convergence pratique. Et si la première suffisamment prolongée paraît pouvoir être utilement employée, il ne faudrait pas croire qu'il en sera toujours de même: nous en rencontrerons beaucoup d'autres qui, même en employant/// au lieu de //i', auraient besoin d'être poussées très loin pour fournir l'approximation que l'on recherche; encore serait-on obligé de compter sur la régularité de leur allure pour obtenir leur valeur en partant des termes écrits et ajoutant un reste probable, et c'est là une hypothèse aléatoire, bien souvent démentie par la réalité des faiis. Il est superflu d'ajouter que les calculs deviennent extrêmement pénible^ quand on est obligé d'aller très loin dans les développements.
Contentons-nous d'un exemple pour justifier ces assertions. L'important coefficient g'^ que nous allons rencontrer bientôt a pour développement
, 3 . 225 ,„ 4"7i /, 265493 ,. 12822681 go = -, "^^ -h —^ m'^-+- ^^—!- m'* -1 -i^ m'» -\ ^r—r, — m'''
= -— m^-\ f mA -) m* -1 m^ -\ m'
et pour valeur numérique 0,00867 aS'j.
Ces deux séries, dont la première est celle de Delaunay dûment corrigée, donnent respectivement, en faisant la somme de leurs termes,
•29-2 3ii
3io
io5
On voit leur insuffisance; et si l'emploi de m est sans aucun doute un peu plus avantageux, on ne lui trouve plus la très grande supériorité que semblait promettre l'exemple de la variation.
Il est d'ailleurs facile d'expliquer cette supériorité dans ce cas particulier. En examinant les formules' du numéro pi'écédent, on voit sans peine que leur convergence est limitée surtout par ce fait qu'on développe en séries ordonnées suivant les puissances de tn des fractions rationnelles dont les dénominateurs sont 3 — 2m,-{ m^,
i5 — 2m-\- -m-, ...; par suite, la convergence cessera dès que le
module de m atteindra le module de celle des racines de ces trinômes qui a le plus petit module, c'est-à-dire en fait le module commun des racines imaginaires du premier d'entre eux, soit y/6 ; comme la valeuide m est -^ » à peu prés, la convergence des séries />„ y doit être très marquée. Si au lieu de m on emploie m\ le facteur 3 — 2m -\ — m-
3 — Sin' -h — m'^ devient -^ , et la convergence cesse dès que l'on a
\ni\ =
bien que la valeur de m', — environ, soit inférieure à celle de m, la
convergence sera donc bien moins satisfaisante, le rapport fn' i/ -x
étant 1res supérieur a — •
La conclusion qu'il faut tirer des constatations que nous venons de faire s'impose. On peut, et l'on doit même, conserver la solution analytique, à cause de son intérêt propre au point de vue théorique, et aussi à cause de son utilité dans certains cas; mais il est vain de vouloir la poursuivre trop loin, jusqu'à pouvoir en tirer les valeurs numériques des inégalités du mouvement de la Lune avec l'approximation nécessaire.
Pour atteindre ce but, qui est le véritable objet pratique de la théorie de la Lune, il faut calculer directement ces valeurs numériques, non pas cependant comme Hansen, qui dès le début met pour chacun des paramètres un nombre, mais seulement en supprimant les développements en séries suivant les puissances delà quantité /n, dont on utilisera la valeur très exactement connue. 11 restera bien que les coefficients des inégalités se [)résenteront comme des séries ordonnées suivant les puissances des autres paramètres a, e', et ceux que nous allons définir bientôt comme équivalents à l'excentricité et l'inclinaison d'une orbite képlérienne ; mais la convergence de ces séries est assurée, et aucun inconvénient ne peut résulter de leur usage; bien au contraire, car les valeurs de ces paramètres ne sont connues à l'avance qu'avec une précision inférieure, et il importe de savoir déterminer l'inlluence des changements qu'on peut être amené à leur faire subir.
La théorie de M. Brown est une solution numérique édifiée conformément aux principes que nous venons d'(';tablir; elle permet aussi bien la solution analytique.
Toutefois, elle a le désavaulage, sensibh; surtout au point de vue analytique, d'exiger plusieurs développements en série que leur longueur renil pénibles, et de combiire à des calculs d'une grande complexité et en j)artie superllus. ^ous allons lout d'abord, dans le Chapitre suivant, en présenter l'ex[)osition, a\('( des modifications de peu d'importance.
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124. Revenons aux équations i^énérales (i) et (2) du Chapitre précédent. Quand on néglige F, c'est-à-dire les paramètres e' et a, elles admettent comme solution parliciilière la variation .-r := Tq, y =^0 3 = 0.
Faisons donc
en, développant les fonctions kp'c, kp\>', kp'^, suivant les puissances entières de x\ y\ z et conservant dans les premiers membres tous les termes qui sont du premier degré par rapport à ces inconnues ou leurs dérivées, et ceux-là seulement, ces équations deviennent
i \y-x' -^ >.m \)r' -;- / - k ■:;]-(-- /»"0 .r' -h | - kpj^a^g-f- - m- j jk = X, / W^y ^■im 1»/+ (^^kc,; r--^//r2 jj+ / 2kpi^ jg 4- ^ m^ W'= Y,
(6) D2s-(kpj;^/»2)^ = Z;
de même, l'équation (3) de Jacol)! devient
l)j„D.r'-f- \)Xç^\)y' — kpil^-,,— -^ /H2(.r„-h Ko; x'
kpii^r,, — - in''-(Xf^-+-ya)
ou, plus simplement, d'aprr> \v^ r<'l;ili(»ns (4) (pii définissent la variation,
(7) D7„I>a;'-^ D.f^ Dj' — (D^j-,, — >.ni D/,,) /•' — (W-Xq-^ •>,//» Dj;o)y=J.
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Nous n'avons pas besoin actuellement de connaître davantage les fonctions X, Y, Z, J; il nous suffit de savoir que, ^ et j- étant remplacés dans F par leurs valeurs Xq-{-x\ Jo-hy'i ces fonctions se présentent, d'après leur définition même, comme des séries entières par rapport aux inconnues x'^y', ^, et aux paramètres e', a, et que tous les termes de ces séries qui ne contiennent pas e' ou a en facteur sont du second degré au moins par rapport à x', y', z] toutefois, la fonction J renferme encore une constante inconnue, en raison de l'intégrale qui figure dans l'équation de Jacobi.
L'équation (6) est propre à déterminer z; les équations (5) et {'j ), qui se réduisent nécessairement à deux distinctes, serviront à déterminer x' et y' ; en fait, on a DJ = X Dy^ -f- Y Dx,,-
125. Etudions d'abord l'équation (6), de beaucoup la plus simple. Si l'on y regarde la fonction Z comme connue, c'est une équation diflférentielle linéaire du second ordre par rapport à z, et pour en obtenir la solution générale, il faut connaître en premier lieu celle de l'équation sans second membre
( H ) \)'iz Sz = o,
en faisan I
S : . k ^;; nfi.
D'après la nature de la fonction S, qui est une fonction périodi(jue de l'angle aD, à la période i-, et d'après les propriétés générales des équations différentielles linéaires à coefficients périodiques, l'éqnation (8) admet deux solutions particulières conjuguées de la forme
en désignant par A„ une constante à déterminer, par c,, une série périodique analogue à S, mais non réelle, de la forme
r, = i: r, /, 0^ ( />• pair),
et par Co la série conjuguée
(■■2= y: C^^/, fil' ir,,,/, = r,. _/,,!.
Comme d'ailleurs ces deux solutions se i cdinjaieni, à Ô et 0""' pour /?? = o, on doit chercher pour /i„ unr \alcui voisine de l'unité.
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;i condition de supposer en même temps que les rapports — — {k y^ o)
s annulent avec m. [.e coefficient c, o est d'ailleurs arbitraire, et pour simplifier,, nous le choisirons égal à l'unité.
Pour déterminer h^ et les c,^, employons la méthode des coefficients indéterminés, en substituant ^i à :; dans l'équation (8) et annulant les coefficients des diverses puissances de 0 dans le premier
membre. Posons
et aussi
/</,= '( ho-+- k)'^— So,
de sorte que
«0= H — So,
n-ic
k-^ \}kK
on obtient ainsi les équations
qui sont propres à déterminer successivem*nit les diverses inconnues par approximations successives.
En prenant k =^ o, on a d'abord //„ = o. et comme évidemment
So = 1 -f- 2 /n -f- - m'^ -i- . . . , il vient, pour première valeiii- approchée de /«y.
A?(, — I -1- //; -i- - //li _|_ . .
lien résulte que tous les nk{k y^ o) sont finis par rapport à a«, sauf /i_2, qui est égal à — \m — 3 m- ... ; et ce fait diminue notablement la convergence des approximations, ce qui est un grave inconvénient, au point de vue numérique surtout. Pour j remédier, il convient de déterminer tout d'abord /z,,, isolément. A cet effet, remarquons que l'on peut écrire, en excluant So de l'ensemble des Sy, et n'oubliant pas que S/ = S_/, les équations précédentes sous la forme
/io= i^ S/c,,^,
= — ■- Sy' ^•i,y+y'
comme nous l'avons déjii dit. on a fait ici c, „ =r i
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Il en résulte
dans les termes de cette formule pour lesquels riudiee y+y n'est pas" nul, remplaçons encore ''\Jj^j- piir sa valeur
et continuons de même. On aura finalement
rio —
^•d Hjnj.^j'rij
ij+j'^j" ...
la somme y -hy H-y -hy -f-. • • étant nulle, sans qu'aucune des sommes précédentes j -\- j' -, ./~f~y +/ ? ••• ^6 soit; et le nombre des facteurs du dénominateur de chaque terme étant moindre d'une unité que celui des facteurs du numérateur.
En développant la formule précédente au delà de ce qui est nécessaire, on a sans peine
avec
n->in li^nii-:. /ig/i-.
n^nf,nc, n-^n^<,ii ,; "'iXi "'■!'>' \
•+->.SiS4
i II I
nr,/l7 /l-^/l-; nrill^iH; /lon-^/l 4
" \ n^n ; Ile, Il » n -,11 ,; /^2 " \i'\ n^n -ifi.-:,/
\n, «6 ii-;n , Il H; Ile, n iii ; n c, >'■, 'tf.
ll..^.lll--^ tliU^^tt^
■, n l II . ., Il 5 n - . 1 I
rt l'-i'iu
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Dans cette formule, nous n'avons négligé que les produits SySy-S^v... qui sont au moins du seizième ordi'e par rapport à m; et par suite, en raison de la présence du facteur /i_2 dans les dénominateurs, on peut dire que cette valeur de S' est exacte jusqu'aux termes du onzième ordre inclus par rapport à m.
Des approximations successives sont encore nécessaires pour résoudre l'équation
-\n.. Il ,/
OÙ nous regarderons Rq comme l'inconnue principale; mais on peut les rendre extrêmement convergentes en procédant de la façon suivante.
On a
et, par suite,
n.2,-\- n_2= 8 -+- -iUq, a-, ri--., = (4 + «0)2 — i6(rto-4- Sq);
l'équation précédente s'écrit donc
8«g + 9.;?o(8So— 8^S|)-^ 8S?.+ «.>//_., S '— nj} = o,
et en faisant
il vient
/?„=:— A -4-v/H''— 2 G, ou mieux
'*" ~ ~ A^ B B~^ÏÏ3~2'P~8B7 '"'
comme on le voit en développant le radical, et remplaçant la différence B — A par — 17- •
La seule quantité inconnue C étant fort petite, on obtient ainsi une formule très propre au calcid analytique ou numérique. Connaissant /?<,, on en tirera /lo par la formule
//i5= So-+- «0,
et les équations
rt/^Ci,/ = 2S,Ci,y (i ■+-] — k, ik ^ o)
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fourniront très rapidement les cofficients c« a par approximations suc- (tessives.
Il est bien facile maintenant d'inlégrer complètement l'équation (6); faisons, suivant la méthode de Lagrange, ou de la variation des constantes,
avec la condition
Ç,DX,-+-C2DX2= o;
on a aussi, pour déterminer X| etXa,
D^iDX,-<-DC2Ï>X2=Z; d'ailleurs les relations
donnent
c'est-à-dire
en désignant par c une constante.
On tire alors des équations ci-dessus
DX, =:-Z. DX,= — ^^Z
et, par suite, on a finalement
<9) z = ^D-^^.Z)-^D-HJ:^Z).
Telle est la formule générale qui donne s, et dont nous expliquerons l'usage un peu plus loin.
Indiquons sommairement la marche et les résultats des calculs que nous venons de décrire.
D'après les valeurs de po et de k rapportées au Chapitre précédent, on trouve d'abord sans peine, en nous bornant aux termes utiles,
S(, = I -tr- % m -~ - m^ — -^ w> -I- 4 /H* -4- -5- /«*■ -f- • --T = 1 , 1 7 8o4 4^7,
Oî = - m* -( — - m^ -\ — - m'* -\- -- m^ -^ . ..= •>., looqS l.
St = — /M*-f-... = f4,ioo|.
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On il ensuite
SI
C'est là une première valeur 'approchée de rio, qui n'est exacte qu'à des termes près du sixième ]ordre par rapport à m. On en déduit, en n'écrivant d'abord que ce qui est nécessaire pour déterminer le coefficient exact de w" dans //„,
Ag = I -I- /n -1- . . . , «.-î = — /^m -h . . . , n-) = 8 -h .
il suffit en effet de prendre
Si
16 nr.,n-^
pour avoir la correction cherchée, soit -| — m", du dernier terme
de la valeur approchée trouvée ci-dessus pour n^.
11 vient donc exactement
d'où
h\ = \ -+- im -f-
et finalement
io3i
/io = I -+- /« H m2
io5 , 43 , 2567
2' '.Il 2 '3. 3
Numériquement, on vérifie sans peine que la correction de notr<' première valeur approchée n'atteint pas une demi-unité du huilième ordre décimal, et l'on a
Ao = I , 08 ■) 1 7 1 4 5 .
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On trouve ensuite très rapidement
c,_2 = -m ^mî -|w3 ^ ,n'>-... = [2,56801 - ,
Quant à la valeur de la constante c égale à ^2 DC» — ^, D(!^2, c'est
= [(),3 3f)o'5oi ].
126. Prenons maintenant les équations (5) et (7), et observons tout d'abord que leurs premiers membres s'annulent quand on j fait
x' = Wvo . y = Dr,, ;
ce lait, facile à vérifier directement, résulte de ce que les équations (4) de la variation et l'équation de Jacobi correspondante ne contiennent pas t explicitement et, par suite, ne cessent pas d'être vérifiées quand on remplace dans la solution x^^ y^ la variable t par T-I-To, '0 étant une constante quelconque; Xç^ et y^ deviennent alf)r,s
^'0 -t- lo iJ^o -+- -- l>'.r,, -h ... ;
substituant ces valeurs dans les équations, et annulant les coefficients de To dans les premiers membres, on tombe sur la proposition annoncée.
En conséquence, faisons
x' =: x"ï)x^), r' = — y'Dj-f),
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x" , y" étant deux nouvelles vai-iables conjuguées, comme x\ y' . En tenant compte de ce qui précède, les coefficients de ,r ", y'' dans les premiers membres des étpiations (5) et (7) ainsi transformées doi\ent être égaux, puisque ces premiers membres doivent s'annuler (juaud on V fail ,/== — ) " := I ; on obtient ainsi sans calcul
Dx^, D2 j?" -I- v> ( D-x^-T- m D x^^ ) D x" D^oD^y-- •^{^■'y,— nil)y,){yy"
|D^^Jo-2mD^ro + (;kp^-^m2)LV^
I)j:-o D/o 1) ( x" —y" ) -;- ( Dj-,, D^ .To — Dj^-o D^j,, + -'• ni D x^ D jo ) ( a;" + y" ) = J .
;De ces trois équations, nous allons conserver seulement la dernière let la combinaison des deux premières que l'on obtient en les multi- [)liant respectivement par Dj^y, ï^.i\^ v\ ajoiilant, soit
Dxo l-)/o D- ( x" + y ] + ( D7., D2 a-o -h D ^0 ï> Vo ) " ( x" + 7" )
-+- ( Djo D" a-o - I * ■'■« I '■' .>'o -4- •>. ni D .ro Djo ) D ( ^" —y" ) -f- [ DjKo.D-^ a^o -4- ] ) 370 IJ3 j^o + 2 ni ( Dj^o I^' -^-o — D a"o D^ j/-o ) ^-(kpi]-l- 3/?i2)Da;oDro] (^"-H j") = XDj-o— YDa.-o.
Faisons alor; >puis posons
I /D^ar,, J>-.ro
et observons qu'il en résulte
D^a7o ^ D^'Xo DXf, l>Ko
= 2l)Q+iQ2+5t(P — 7n)2.
Les équations que nous conservons deviennent, après division par DjîoD.Ko,
l)V/-h ■f.Ql)a'-r-2PDb
•2DQ -f- 2Q2-4-2P2+k0iJ-r W2)«'=-' (^-f^ -^]
D6-+-2pa' =
•>JJa-oD7o'
ANDOYEH
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eu remplaçant dans la preiiiièrc T) h par sa valeur tirée de la seconde, on a encore
-+- (v> DQ -+- 2 Q- " ■■• 1*- -+- k p ;■ + m^ ) a' I / \ Y \ P.I
Faisons maintenant
el observons c|ue de sorte que
posons encore
(f'=a]\, S' = ■,|'2_Oi_. |,() _kpjj_. „ii
(sans qu'aucune confusion soil à craindre avec la quantité a déjà définie), et aussi
H =— .,.1'H./— -- K2J; nous obtenons enfin les deux écpiations (lo) pour déterminer les deux inconnues a el b, d'où résulteront
ou plutôt, en faisant
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Kià
hir.
Il ^ U sont des fondions réelles, coniiiu; i*, II, S , tandis que c, V sont purement imaginaires, comme Q.
La solution générale des équations (lo ) est maintenant immédiate, d'après ce que nous avons dit au numéro précédent. En effet, la })reinière de ces équations est entièrement semblable à l'équation ((3); privée de second membre, elle admet deux solutions particidières conjuguées de la forme
en désignant par g^ une constante à (h'teiniiuer, par a, une série périodique analogue à S,
et par a^ la série conjuguée. Le calcul «If i',, et des coefficients a,/. >*e fera tout comme précédemment, eu observant les quelques changements de notation nécessaires; on choisira a, ,o égal à l'unité.
Finalement, en appelant a hi constante r/^ Da, — «, D«2. on aura. toujours de la même façon,
[Telles sont les formules générales d'inlé'gration pour déterminer a et />, c'est-à-dire x, j-; jointes à la formide ('()). elles contiennent, si l'on veut, toute la théorie de la Lune.
En prenant
a = Ux, /y — />, — |)-i(— •,>. I'l!(7,),
fcette quadrature n'étant accompagnée d'aucune constante, on (Obtiendra une solution x\^ r\ (ou ;', , y/^ ) des équations (5) et (7) privées de seconds membres ; ^, , ;', , tj', sont de la même forme que (l^. ^On a aussi une seconde solution analogue «25 ^2, ;,, ^l'j, dans laquelle ^«25 ç'2 soiit les conjuguées de r/,, ç', , tandis que 60, Y)', sont les conju- Iguées changées de signe de 6,, r,', .
Effectuons les calculs que nous venons d'indiquer. On a d'abord, [en faisant u = Iuk¥, et représentant de même les autres fonctions
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analogues,
"fc= ^o,/c+ fi'f,i\,k, <'A.= TQo,fc-l- A'^„,i,
el, par suite,
iq ., 53 2^3 '"^ + 2^3^
On a ensuite facilement
Q =. i D log rc^— p.) = ^ - 1) f -^ ^- A
K = aï— (^2 ^ ^ = -! H . _|- - + . . .
U = al{, V = (•!{;
formant donc préalablement- et -> ainsi que les puissances successives de ce rapport, il vient
(') Ces valeurs numériques sont celles qui résullenl des nombres déjà donnés, mais rectifiées, s'il y a lieu, d'après les résultais que fournirait un degré légèrement supérieur d'approximaliof! ; il en est de même pour d'autres cas analogues dans ce Chapitre.
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( PR )o = I -^ m -^ —^ m'>-h . . . = 1 ,0809940,
( PR)2 = m- — ^- /n-^ — - m'' H- . ., =[ à,o5337 — 1,
(PR); = -^m^-^...^[4,'>1(il,
(RM,
=0.0001 lOD
(R2)i= ^mi-^... = [4,029],
— ■-- /ni-t-. . . = I — [6,63| — j.
— mV + ... = [6,333],
•>65 , Vi= — —m*
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el enfin
Cl I o '''-55 , .80 -00/j /
bj = I -H 2 m m^-h' — —/»*-+- iç^ m-' -h -r- ni'^ -h . . . — J . 13884 -394?
D'après ces expressions des coefficients S;., on a pour première valeur approchée de «0
el tout se passe comme au numéro précédent, quand il s'agit d'inlt!j;rer la première équation (10) privée de second membre.
Conservant les mêmes notations, sauf les quelques changements nécessaires, on a d'abord
b / = — - m* H — ni ■' ': p- /?i« H- ) 7 1 /» . . . = I 1 , 3 1 2 420 ) ,
A = 2 /« ni"^ 4- 1 1 /» ' -L. . . . = [ î , 20208 1] ,
H = 2 w m- — — — /ii^ — fw — . . . = I , I722d3 ,
Sq- 225 . 3045 , I ><)4'^9 1747533 — _ — ^ — _ ni^ ni* -, — ^ m' —^ — ni'^ — . . .
(/est là une première valeur approchée de /«o? qui n'est exacte ([u'à (les termes près du sixième ordre par rapport à /?i; pour trouver le coefficient exact de ni'^ dans n^, il suffit de prendre
^ I Si )o625
16 n^in-!, 2'<'
et l'on obtient exactement
225 , 3645 , i5oî>c) 1646 333
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i' r, = I -+- ■). ni m^
22 j , 3 103 , i3qq73 . 4611 Si»)
I" 2IÎ
•L finalement
3 , 201 „ 236; , II 1749 , 4095991 — m^ m^ — — -^ ni* h-^ ni^ . „ „ ■ m
Numériquement, on trouve pour la correction de la première valeur approchée de Hq le nombre +0,00001 4o4, d'où
rto = — 0,01 o5532>., ^1= 1,148290-2, g'o= 1,071)8328.
On trouve ensuite analjtiquement
ij 139 „ >97' , 172»! I
ce, •, = — - — ni- /«■'
' )9 , a, 4 =— fw-i-....
puis, en faisant de même
on a
Pl. — 2 ■
Pl,0
13 23i , i'>il7 , 243240 ,
— - m H /II- H —^ ni^ H , ^ ., //t^
[^1,-2 = Kl, 2 =
i5 i3û „ 1765- , 5'20()33 , — m. -i r i>i~ H -ir^ "' -i , . ..„ '» ^
i333 FT32
io5 , 1289
Les résultats numériques correspondants sont
[Ai,o =[T;999*J28], f^j_2 = [T,27347J, 1-11,2 =[3,4315—], Î^i,-4 = [4,7i2 — ], Hi,4 =[5,34 — 1,
vi,u =[o,3o3454 — ], vi, -2 = [î,<)i4o7], vi,2 — [3,5o66— ], v,_v-[4,86o],
Vl,4 =[^),''.8-],
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Quant à la valeur de la consLanU; a, égale à «a Da, — «, Dc/^, ('"est
■x?'} , '-iy'îq , i3()83g = -i -h '^.ni — — — m- ni^ '■ m> — ...
11 est à peine utile de souligner la diderence qui se manifeste entre P'ensenible de ces résultats et ceux du numéro précédent : les séries sont ici bien moins convergentes, les coefficients sont beaucoup plus, grands.
127. Les formules (11) peuvent être avantageusement transformées, de façon à rendre plus direct le calcul de ^' et t/. Mettons A sous la forme Ao H- PRJ, et n'oublions pas que l'on a
\)b, Dbo
faisons aussi
61 — dx h-,
en désignant par |3 une constante, par a' et b' deux séries évidemmenl analogues à u et t», respectivement.
On a alors
el en intégrant par parties les termes qui contiennent J,
a---^D-i[a2Ao-+-- f).,\).] On peut alors écrire
D è = -^ I)-i f a, Ao -f- - />2 1),l) - ^ 1) 1 fa, Ao + - éi DJ W i ( a + I )b')J, a \ ?. /a \ a / 2 '
et ])ar suite, en appliquant encoie l'intégration par parties,
— D->/^a'Ao + i//Iï.iy
'''t» if«,Ao-+-,jè,Dj) + -aM.
Faisons encore
puis
M = -(XO->-f- YOi, N = i(— X0-1-4-V0);
et par suite,
DJ = XD^o-t- YDa',= 2(ç'M4- ulS),
aiAo+;-6iJ)J = r, M +-'/i^, a,Ao^- -6,DJ = c'a M + ^.N,
a' Ao -6'1)J = u'M + y'N.
Donc, finalement,
• |r/= '^D-i($; M + r/., N)-'^ l)-'(r. M + •/!', N) la ^
[ -+- (.'D-ie^M-i-uN)— »D-'f«'M H- p'N)-i- pifD-2(<^^^ï -^ «^i-
On trouve successivenienl
,„ _ 5/>/2-+- [I »i^-^~^^ni'^-\-. . . = [o,v,7oi53 — ],
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? = 3 -^ 0 m'^ — I ■->. ni^ ■
u'q = — •! ^ ini — ') /»,'^ + 1 1 /»' ^ —■ ni' — . . . = [o , -i-o 1 9() — ]
u = 4 'il H s-rr "^ ^: . . "'
■rrp
On a une plus grande précision dans le calcul de a'^^, a'j, a'^, . . . , en i-emarquant, d'après l'expression de a, que a' est solution de la première équation (10) où l'on prend X = o, Y = o, J = 2, soit
\y-n' — Sr/'r^ V. l'H.
Cl en appliquant la méthode des coefficients indéterminés par approximations successives.
On peut retrouver ce qui précède d'une façon différente. Les formules (12) nous font voir que si l'on suppose M=:N=:o, de sorte Lque les quadratures se réduisent à des constantes arbitraires, les équations (5), privées de seconds membres, admettent les quatre solutions distinctes
P' r' • ?' r' • Ç'^ = P, r'.^=ti\ ^'. r::^ »'-H pp T. r,^ = p'-f- jïf/T,
dont les-lrois premières sont déjà connues.
Revenons alors aux équations [\) qui définissent la variation, et eu faisant
écrivons-les sous la forme
ail u~\ 2
de façon à j faire disparaître toute trace de la constante arbiU'aire n. En difïerentiant par rapport à /?, on a donc
d^ /dxx\ , d fdx\\ 3 ,^/t)Xi dji
dz'î \ dn / d'y \ On ) x \ On on
((~.\ \dn I ' ' dzi \ du j ■>- \ an On
et l'on voit par suite que les équations (5), privées de seconds membres, admettent la solution .r'= — i-j r'=— > ou plutôt
On • On
, n — n' ()xi , n — n' ôy,
a On a on
D'après la relation
/(Mo-f- M) = k(A« — n'fa^, on a
n — n' ()a i in — /i' d\(.
a an 3 3 k an'
k est une fonction de m, ou ;> de .sorte aiie
, ô]s. dk
On dm
et, par suite,
n — ?i da
a On
en faisant
^ 3 k uni
D'autre pari, Xç^ dépend de m et 0, et l'on a
d'ailleurs
, dxçj dxn , Oxq 0 0
{n — n )-—- =— ni -. H (// — ») -TTT T '•'
On dm rJO on
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en modifiant légèrement la définition de t, que nous prenons ici égal à i(n — n')i, ce qui n'a aucun inconvénient. La solution envisagée est donc
X = \i x^ — ni—^-Dxo, y — \iyo — m ^-+-'^I^Jo,
ou bien
;' = k f 0 — /» T^ -+- •' ", fi = k f.Q — rn- h u T,
' (;//( uni
et sous cette forme, sa détermination analytique est immédiate; sa détermination numérique directe pourrait se faire aussi sans peine, en appliquant toujours la même méthode des coefficients indéterminés, par approximations successives, en parlant des équations (5) sans seconds membres.
Or ces valeurs de ^', r{ doivent être les mêmes combinaisons linéaires et homogènes de ^', , i^, ç'n ^'■, ^t y^i', , i\'^, r/3, r/^, puisque les équations (5) considérées forment un système linéaire homogène du quatrième ordre. D'après la nature des développements de ces solutions, on voit alors que l'on a nécessairement
.'=p(k'.lo-m^'J^)
ainsi qu'on peut le vérifier immédiatement.
On sait maintenant que la solution générale des équations (5) complètes peut se mettre sous la foruie
^'=c,t; +G,^; +C3Ç;, +Cv?;,
t/ = Cl r/, + G2 r/2 -+- C3 r/., -f- Cl r/,, ,
en déterminant les quantités C|, C2, C3, C4, suivant la méthode de la variation des constantes, par les équations
^', Dc,-f- i;j>c2-*- ^;, DG3+ f'i DCv = o,
r/i DC, ^- -r,;r)C.2+ rj^, DCs-i- r/^ DC4 = o,
D^'i DC,+ D$; DC2+ D$:, DC3+ Di\ DC; = M, D r/, DC, + D ïi'2 1 )C2 + D -r,; DC3 + Dy]'^ DC4 = — N.
Avant de résoudre ces équations, nous ferons l'observation suivante :
Si z'^, )'^ el ./•;, y': ï>oiil (letix soluiioiis distincles des éf[ualions ( 5) sans seconds membres, on a les lelalions
ï)^-a:'i — ' /n l».r', -i- \>x'i-+- Qj', = o, D2 :r) -4- ■> /;, I » .r'j -■- P x'j -+- Qy'j = o ,
W i), R désignanl trois l'om lioii> qu'il nj a pas lieu de spécifie)-. Eliminant P, Q, Il entre ('(s relui ions, on a
D*,/;' -r~ ■>,//( 1) .rj a") j-^- o
IVj,- ■>/» Hj-; j- o x'i
Y>'^yj — 'i-m\)}'j fj o a?;
ou bien aj)rès division \r,\v .r'- )' — x'i )'|,
Posons
ceci nous donne
cil (lfsi<;iiaiil par C,/ une constante.
D'après la nature des développements des dilTérentcs fonctions \,, /,,. il est d'ailleurs évident (pic l'on a
C,:, = Cf, = <'23— Gî... = o.
llevenons aux équation^ ([iii déterminent DCj,, DG^, ... et conit)inons-les toul d'ahord de lat'ou à rem[)lacer dans les deux dernières Dç',. Dr,,, . . . piii- D :'| . D'/,',, . . .; on en lire, par exemple.
D'r,, ltr,2 I »'/'., t »'//.,
j -N D'ri; D'r/, l)r/i
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Appelons Me déterniimml A„ on A, dans lequel on remplace les »■ cléments de la première colonne par de> quantités quelconques a, a', A, b' : on peut écrire
-4-(;aiyï',-rt'ï'i)(7l',lVr,;,— r/;, D'r/,, + (AD'r/. - ^'''^'O (Çl- T>';':i -,';> ï>' ?'..»:
remplaçant chacun des seconds facteurs par sa valeur tirée des relations
Ço Dç; -?;» R'^;. - 0;^ K'v;. + ■'.;, ij'^. = o,
il vient simplement
A = C,v,(— al»';'. ^- b\)'r;.,-^ a'X-,— h'(;., ),
Ao - - G, , Cj V, A , r^ ca ?;. M -1- N r,;, ),
soit
<■! |)ai' suite
on a de même
DG, = ^ ( r, M + -V. N ;, I X ^3 = - p^ ( r. M + ■<: ^ K
En ol)ser\ant que l'on a géiKu'alement, en désignant par es une fonction quelconque,
D i(oT) ^ tD-iç — D-2ç,
on retond)e ainsi, comme il était nécessaire, sur les fornudes (la), avec en plus les relations
La première de ces égalités donne une nouvelle façon de calculer a; quant à la seconde, elle permet de déterminer la constante |îi dune manière entièrement indépendante des calculs relatifs à E', , ç'^,, Y,',, y/,. Si l'on pose en effet
fo = k' ?o — /"
ôni
on a immédiatement
- = (-Dfo — Ç'j Dp — ?/D//o-f- r/„ Du — ?/î-4- p2— •2(1-4- /h)(«?o— ^'^o)t c'esl-à-dire
l!28. Revenons aux équations générales (5) et (6). Les inconnues x', y, z sont nécessairement petites, et les paramètres e', a sont plus petits encore. Pour obtenir les parties principales de x, y, z, il suffît donc, d'après la nature des fonctions X, Y, Z, J, de supposer ces fonctions nulles. Dans ces conditions, la formule (9) donne d'abord
en désignant par C( et C2 deux constantes arbitraires conjuguées. Remplaçons ces constantes par deux autres réelles y et ."rJo, en posant
torinules où m représente une conslanle nuniéiiquc réelle qui sera fixée un peu plus loin. Nomm()n> de plus Ho l'argument li^Ti — Sfo, et faisons
puis
C| = coCj, ^_i = — wco;
nous pourrons écrire
- = Yi"i + Y-i3-i;
z^ ot une série d<; la uiénie forme que C|,
de même
D'après la foruiule générale qui définit la latitude, la partie correspondante de celle-ci sera
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avec
^1 = pû^l, ^ -I = ?o3- 1.
Les développements de a-, et t., sont pareils à ceux de z-i et ;_i ; nous choisirons la constante co de façon que -7,0 = i. Sons loinie réelle, on a iininédiatement
s= ySji,A sin(Ho+AD).
On voit ainsi, en négligeant pour un instant /«, que l'on [)eul considérer grossièrement la Lune comme se mouvant dans une orbite dont l'inclinaison serait y (cette constante étant petite), l'argument de la latitude étant égal à Hq. Par suite, en supposant encore la longitude dans l'orbite égale à N, la longitude du nœud ascendant serait S? = N — Ho, et varierait proportionnellement au temps, avec un moyen mouvement égal à nh'^^ en faisant
pour ces raisons, nous appellerons v l'inclinaison, et /? /i„ le mouvement du nœud ascendant de l'orbite de la Lune. On trouve sans peine
i.oo M^QijiT) ;
le mouvement du nœud est donc rétrograde, et sa valeur, pour une année julienne, est — 69288 .
On a encore
I ii
et par suite
— m '- m- — /fi^ rr^r- f^ '
Ti._2 = -ru m- --^ /;i' -— r- m* — . . . = l 'i 5?. )72 — J
Finalemenl, en prenanl avec Jirown v = 0,08977432, la parlic correspondante de la latitudo s sera, avecla même approximation que j)récédemment,
i85i7" sin Ho— (iiS" sin ( Hy— i 1) 1 + 94" siii ( Hy-f- 2D) •;"sin (Ho— 4 D ) -F- i"sin (Ho -f^ .jD).
De la même façon, les formides ( 1 1) ou (12 ) conduisent à prendre
;' = Cl >', -h €2?'^,, t/ = G, r/i -i C, 7/^,,
en désignant encore par C,, Co deux nouvelles constantes arbitraiics conjuguées. Remplaçons-les par deux autres, réelles, z et 'j:,,, en posant
Ci = — C-'vn. C..,=: _("?»,
l'ormules où w désigne une constante numérique fixée plus loin. Soit de plus (îu l'argument i,'iiD — 'j„, et faisons
puis
eji mettant u., pour l'a,,/, ^J'', '■' de nu'nic dans les cas analogues, ^ous pourrons écrire
î = =1 çi^ =- 1 ? Il ''^i = - 1 ''i 1 -I- '— 1 'fi—\ ; ^,, Y,, sont de même foruic (juc u,, v,, et l'on a
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D'après les formules générales qui définissent la parallaxe et la longitude, on a sans peine pour les parties correspondantes de ces coordonnées
avec
pi = — ( pi) Ço ) ;i — I pâ -^0 ' r, 1 , X , = — ( py^ Tjo )?!-+-( p5 ;o ) -^ I :
o_| est la quantité conjuguée de s,, A_( est la conjuguée changée de signe de A|- Nous choisirons la constante (o de façon que Ton ail /|,o = 2.
Sous forme réelle, on obtient encore immédiatement, aprè-> avoir fait /?, = q, -+- Tj , , 7 , = ; I — r, , , . . . ,
X'= " "y (/?i,A cos( N ' Go— A-D) -f- />.,,/,• fiOS{ \ —Go — AI»;),
Y'rr. — V (/j, /. sin (N Go-f- A D I -'-/y ,,_/, siii ( N — G„— Âl> )"■),
puis
(sin TTs)' = - Elp,./,- cos (Go •- AD),
t>'= sï/,./tsiii (Gu-t- A I) I.
Gomme précédemment alors, on peut, dans une approximation grossière, considérer la Lune comme se mouvant dans une orbite képlérienne dont l'excentricité serait la petite constante £, l'anomalie moyenne étant Go. Par suite, la longitude du périgée serait '-5:=N — Gj,, et varierait proportionnellement au temps, avec un moyen mouvement égal à /<^"o, en faisant
aussi appellerons-nous e l'excentricité, et/?A^, le mouvement du périgée de l'orbite de la Lune.
On trouve
3 177 16 Kl , 8 )•;■.()) 3()-)5'!i
en = — m- -\ — — ni^ '- II) • m' — -- ///" : . . . = o,(»oS ^-•■^. )i :
le mouvement du périgée est donc direct, plus de deux fois plus grand en valeur absolue que ci.'lui du uo-ud ; sa valrur j)our nue année
julienne est
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Nous avons vu précédemment combien peu convergente était la série qui définit g\^ de sorte que la solution numérique s'impose pour en déterminer exactement la valeur. La môme observation s'applique à presque tous les résultats suivants, qui complètent les
éléments de la solution ici envisagée.
On a
et par suite
;:.o = — !-+- — "'--+- r^ nr'' -\---iit>-^.. .= [i ,997).>J — J,
^ "J 1^9 o i>497 , ii272J , r- _, 1
?i,2 = — rn--h -T^/n^ -^ -7-^, iti'-h. . . = [i/\Mj>.\,
rj,,_2 = — - /H — la ^^' — -T^nrX ^" 2'".i^ w'---. = L',6'177— ],
T] 2 = —in^--\ —- m^ ^ r—rr; /"'-!-•••= I {,■'042 ,
io5 , 1289 , - -,
d'où
i5 127 , 13961 '>''^7'^97 . I- ro 0 1
pi_2= — m H f m^+ „ ., w3+ ,, .,, /y/'-f-.. .= i,2()393],
Pi.v = ^ w*-^.. . = [4,210],
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^ /M • -f- . . . = I 4 , I ob ] ,
Finalement, en prenant avec Brown £ = 0,05490006, les parties correspondantes de la longitude et de la parallaxe seront, toujours avec la même approximation,
v' z= 22648" sin Go — 460S" ?in (Go — 2 D) -i- 175" sin (Gû+ 2D) — 35"sin(Go— 4D) + i"sin(Go-r-4D),
(sin wj' = 186", 6 cos Go -H 34", 5 cos (Go — 2 D) -i-2",8 cos (Go -H 2]) j + o",5 cos (Go— 4 D).
Les inégalités de la longitude de la Lune qui dépendent de sin Go et sin(Go — 2D) sont connues respectivement sous le nom adéquation du centre et à'évection ; nous venons d'en déterminer les parties principales, qu'il faut encore augmenter de termes complémentaires beaucoup moindres; de plus il convient de joindre au terme en sin G,, ceux en sin2Go, sinSGo, ... pour avoir la véritable équation du centre.
129. Après avoir déterminé complètement, comme nous venons àe le faire, les inégalités du mouvement de la Lune qui sont du premier degré par rapport à l'excentricité et à l'inclinaison, il est clair que nous pouvons poursuivre la solution générale du problème j)ar approximations successives ordonnées suivant les puissances entières et positives des quatre paramètres s, v, e', a. En admettant cette forme de solution, nous pouvons en eiïet, prenant tout d'abord les parties de X, Y , J qui sont du premier degré en t' et a, déterminer par les formules (11) ou (12) les iuégalités de môme fe^rme dans .r et r : il ny en a pas dans 2. On pourra calculer alors les parties de X, Y. Z, J, qui sont de deuxième degré par rapport à l'ensemble des paramètres, et ea déduire par les formules (()), (t 1) ou ((2) les iné-
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galités correspondantes de x, r, z\ ceci nous permetlia ensuite de déterminer les parties du troisième degré de X, Y, Z, J, et les inégalités de même forme ; et ainsi de suite.
Désignons par s', comme nous l'avons déjà dit, l'excentricité de l'orbite solaire, et par cp' la longitude du périgée, (jui est aussi constante; soit alors G' ;= ^s — es' l'anomalie moyenne, et faisons
Les fonctions de p' et X' cpii figurent dans F se représentent comme des séries entières ordonnées suivant les puissances de e,, î'_j, d'après le n" 83, et l'on a efi'ectivemenl
p'3.= i-4-3£;-f-3£:.r 9^? 6;', î' , ^-9£'_2, + — sV'-t- — ^,— i
^'■'i +-7::i'-'--'^^V'^' i-r-3();',5ç'2^ :_,Si',£'-', \---i\
I_e|-:_^£ ,_,OE, £_,-f- ,,r -j_,^ i^i^- _r'j-; , _ ,|, ,
0 if-'- = 1 -t- ;£,-£ ,-+- 3/,3,- — !()£,£ 1+ Ç-; ,---, ,
p . e U =r^ , — .2£, -;- I0£ , -r- - £,- — ïj £, £. , -h — ^ £ >', -MO£',-£' ,^i;(i.', ï'^, + •;.,G£'-'j-i-...,
,., . , ,., lO ,.,
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p'-i g -VA' — I 3 î'j _1- I •; £' 1 - :-- ....
p'^e''''-' — 1 -+- iSs'j — 3£li — . . . . p's g- .i/.' = i -I- s', -H () £'_ , -H . . . ,
p'ô gi/.' — ( 4_ ,j j'i _f_ r' I -+- . . . .
p'» = 1 ^- jî'i -H »E I — ■'.')£'i î' I -i- . . . ,
is ;
Comme conséquence de ce fait el de ce qui a été dit plus haut, ainsi que de la forme des inégalités du premier degré par rapport à s et y, nous pouvons conclure que la solution générale de notre problème sera donnée par des séries ordonnées suivant les puissances positives entières des quantités s,, e_. i, y,^ y^j, e', , £^,, et a, les coetficients de ces séries étant eux-mêmes des fonctions de d el de m (aussi?', ^",r, ...).
Toutefois, les quadratures qu'exige l'application des formules (()), (i i) ou (12) feraient bien vite apparaître la variable t en dehors des signes périodiques, c'est-à-dire donneraient des termes séculaires et mixtes, si l'on procédait exactement comme nous l'avons indiqué. Pour éviter ces termes, il suffira d'introduire une modification bien simple. Remplaçons les coefficients ^'0 et h^ par deux autres o- et A, et en même temps les arguments G,, et Ho par G = gD — es,,, H = hY) — !^,), de sorte que maintenant
•Jt
1 giH 7,
Supposons alors g- et /i développés eux-mêmes suivant les puissances positives entières de s-, y", s'^, a^, leurs parties principales, c'eslà-dire indépendantes de ces paramètres, étant précisément ^>o et A, ,. Supposons de même la partie constante de la fonction J, soit (J ), développée suivant les puissances de e-, Y", e'-, a^, sans terme indépendant de ces quantités. Nous allons faire voir dans ce qui suit qu'il sera possible de déterminer les coefficients des séries qui représentent^-, h, .1 de façon à éviter l'apparition de ~ en dehors des signes périodiques: et finalement, aucun terme à caractère séculaire ne figurera plus dans les expressions des coordonnées.
Mais il est nécessaire de préciser davantage.
Etant bien entendu que dorénavant les 'arguments G,, et Ho sont partout remplacés par G et H, et que s,, s_,, ■',, y_, ont leurs défini-
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lions nouvelles, désignons généralement par M^^ les differcnls monômes de la forme
les exposants étant des entiers non négatifs; si, en particulier, ces exposants sont tous nuls, M^ devient M^ = i .
Distinguons aussi spécialement parmi les monômes M„ ceux qui se réduisent à des constantes et pour lesquels l'exposant de a est pair, soit les M^j', de la forme (e, £_, )/' (y, y_, )'f{t\ ^_^ )''y.-\
Nous supposons les différentes inconnues J7, y, z, />, y, ç, r,. o, X, 7 développables sous la forme
de plus o-, h, (J) sont aussi des inconnues développables sous la forme plus particulière
ff = y.g,,M',,, h = SA,, m;,, (J ) = sj„,m;,,.
Il est clair d'abord que si l'on prend M„ = Mo, les coefficients x,,, j'„, ... sont précisément les éléments de la variation, déterminés précédemment avec cette notation même; «■„ et ho sont aussi les coefficients mêmes calculés ci-dessus, et l'on a Jo =0.
Si l'on prend M^ égal à £| ou s_,, les coefficients ç„, r|„, ... sont précisément les fonctions ^) ou ^_i , r, , ou r| ,,..., du n" 128, et l'on a z,i=z <7„ = o; si l'on prend M;, égal à y, ou v_,, ::„, a-,^ sont les fonctions z, ou j_,, 7, ou a- , du même numéro, et l'on a x„ =yn :=... = o. En d'autres termes, avec ces hypothèses, nous embrassons l'ensemble des inégalités que nous avons étudiées jusqu'à présent, savoir celles f[ui sont du premier degré par rapport à l'excen- Iricité et l'inclinaison, et en outre la variation.
Il suffit de porter un instant l'attention sur la façon dont est composée la fonction U, et de ne pas perdre de vue diverses observations déjà faites, pour se convaincre des propriétés générales suivantes des développements de nos diverses inconnues; nous laissons d'ailleurs de côté X el y, qui ne sont autres que 8/? et 0 ' q.
Dans les monômes M„ qui figurent dans p^ q, ç, r,, p, À, la somme qi -\~q_t est paire; dans ceux qui figurent dans r, or, celte somme est au contraire impaire.
Les coefficients p„, q,,^ ..., g,;, (7,^ sont développables suivant les
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puissances positives ou non de 0 sous la forme
les p„jf,r/n,/(^. ■ .étant de simples fonctions de /)i (et aussi ^' , [3 "^[3'",...) dont nous aurons à chercher soit les développements analytiques suivant les puissances de m, soit les valeurs numériques.
Les coefficients ^ „ , /<„,, 3„, sont analogues aux /?„,/,, ....
Dans les développements des fonctions/?,^, Çn, ..., les indices A' seront tous de la même parité que l'exposant 5 de a dans le monôme M«.
Si M_,j désigne le monôme conjugué de M„, obtenu par léchange de z, et £_,, y, et y,,, e\ et si,, on a
— 'fin-L-i
(l-n.k = Pn-K-,
P-it./.= ■■'II,-!,-,
'^-n./,= — ^ri.-/i-
Dans le cas particulier d'un monôme M',, qui est son propre conjugué, on aura donc (et il en sera de même pour tous les monômes M„ constants)
Pu", le— fln\-k^ \ii\k= \n\~h'
Sous forme réelle, en faisant
^\ii\k — ''^in',-ki
ï "■"'-' (iV'^"-'»-.
on obtient aisément les développements
X =: rt V ( ;,,^j,, /. C(,S ( \ -f- V,,,/, I,
Y = ai:C„/)„,/,.siii (\ 4- V„.a), Z = aSC/i Zii,k sin \n,k,
V = N -+• i:C„X„,AsinV„_t, s = 2C„T„,AS'n^'/(,t,
pour les coordonnées rectilignes et polaires.
Les sommations sont étendues à tous les indices ii, k possibles
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dans chaque cas: et par suite les quatre derniers développements se trouvent écrits sous forme symétrique.
On a aussi
-1' /yX-'/ /z'\-''
et l'on a des développements analogues pour »•' et //', en appelant //^', n/i' [es mouvements des arguments N — G, N — H.
Revenant maintenant aux équations (i), (2), (3), observons ce qui arrive quand on y substitue les valeurs supposées des inconnues et que l'on effectue les différentiations indiquées.
Pour un terme de x, par exemple, égal à x,i,h^''^hi- soit K, on a
DK = K[/. -f- (pi— p~\^M 4- [qi — q-\)h 4- (/'i— /•_,;/«].
Martpions delà caractéristique D,, l'opération qui consiste à prendre ]a dérivée par rapport à ~ d'un terme tel que K, dans lequel on remplacerait G par Go, H par H.j, de sorte que
DoK= K[ A- -4-(/7, — />»^,),A'o-f- (71— 7_,)/io-f- (/'i— /•-!)/«].
Les difïerences DK — D^K se présentent ainsi, d'après les valeurs de g ei II, comme développables suivant les produits du monôme M„ par les différents monômes M^, (Mo exclu).
Convenons alors de remplacer partout D par Do dans les équations (5), (()), (7); les fonctions X, Y, Z, .1 se trouveront modifiées, puisqu'il faudra tenir compte pour les former des différences telles que DK — DoK; mais, d'après ce que nous venons de dire, rien ne saurait cependant être changé à la méthode d'approximations successives indiquée précédemment : en effet, la partie de la fonction X par exemple qui correspond à un monôme donné pourra toujours être calculée dès que l'on connaîtra les parties des inconnues qui corrcs- |)0ndent aux différents monômes de degré inférieur, aux exceptions près qui vont être mises en évidence, et ne présentent aucun inconvénient.
L'opération D„ est une pseudcj-dérivation, qui jouit des mêmes propriétés que la dérivation ordinaire D; elle est d'ailleurs équivalente à D quand on ra|)j)lique aux fondions '^|, ^j^ '''n ^i^ q"i
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ii<.;ur('nl dans les toniiules générales (g) et (ii)- H en résulte d'une façon évidente, qu'après la modification que nous venons de faire suijir à X, Y, Z, J, il faut remplacer dans ces formules aussi D~' par Dq', en entendant [)ar D~^ l'opération inverse de Do : c'est une pseudo-intégration, qui, appliquée par exemple au terme K considéré ci -dessus, et supposé non constant, le reproduit divisé par
A -^(pi ~p-\ ) A'o -+- < 7 1 — 7- 1 » ho-T- ^ i\-~r I I m .
En réalilé, les quantités soumises à cette pseudo-intégration dans les formules (9) et (11) sont de l'une des cinq formes Q^-^o+^M^, 0^'o+^M„, O^o^o+AM^^ 8o%+*M,,, G*M„, suivant qu'il s'agit des pseudoquadratures D-'(r, Z), D;'(r,Z), D;'(«,A), D;'(«, A), D;'B; k désigne ici un entier quelconque, et il faut observer que le facteur éventuel 9'+"'''' ou O"*""" se trouve ultérieurement détruit, puisque les quatre premières de ces intégrales sont à multiplier ensuite par Ci 5 'Ço. <(i ou r/o.
AT
Mais [)our que ces opérations n'entraînent aucune difficulté, il est nécessaire qu'on ne fasse apparaître ainsi aucun diviseur nul, c'està-dire que les fonctions ^2 Zi, î^, Z, «-2 A, a^ A, B ne contiennent respectivement aucun terme des formes O"'''»*', M'„, B^'"y_i M^,., 0"^<'£| M',,, 9on£_, M^^,, M^,,. Or c'est ce qu'on peut réaliser de la façon suivante. Le coefficient de 0"'^»^, M^,, dans ^^L dépend évidemment de la constante encore inconnue /i„ , et par suite on peut faire disparaître ce terme en déterminant convenablement cette constante. 11 est clair que du même coup le cocffi(uent de Q'''"*'. , M^, dans la fonction conjuguée disparaîtra aussi.
De la même façon, on peut déterminer i,>„ de façon que les fonctions «2A et rtjA ne contiennent pas de tei'mes en 0~""S|M^,-, ou
De même encore, le coefficient de 1\\'„, dans \\ dépend de la constante encore inconnue J„. , et l'on peut annuler ce coefficient en déterminant convenablement celte constante.
Les pseudo-quadratures D^'^^^aZ"), D,^' (C|Z), ... peuvent être
respectivement accompagnées si l'on veut de termes tels que cy.e^^'oM;., cv_,GMVr„., c£,9-^^M;,, c£._,e»%M:,,, cM;,, où c désigne une constante arbitraire; en effet de tels termes s'annulent quand on les soumet à l'opération Dq. Cependant on ne devra ajouter aucun terme cM'„, à D~'B, afin de ne pas altérer la forme générale adoptée pour la solution, b ne devant contenir aucune constante.
L'addition d'un terme de la forme ce, 9-»"M^. à D~' (aa A), et par suite du terme conjugué àD~'(a,A), est inutile, si l'on veut; mais on peut aussi disposer de la constante c de façon que le coefficient de £, M^, dans ^, ou dans une autre coordonnée, ait une expression donnée à l'avance. En fait, nous ferons en sorte que le coefficient complet de sinG dans le développement non symétrique de la longitude V ait pour valeur
tout comme s'il s'agissait d'un mouvement képlérien dans lequel £ serait l'excentricité : nous avons déjà réalisé cette condition pour les termes du premier degré en £.
De même l'addition d'un terme de la forme cy, Q-'^oM^, à D~' (C^^), et par suite du terme conjugué à D~'(!^,Z), n'est pas nécessaire; mais nous disposerons de la constante c de façon que le coefficient complet de sinH dans le développement non symétrique de la latitude 5 ait pour expression
tout comme s'il s'agissait encore d'un mouvement képlérien d'excentricité £, dans lequel y serait le double du sinus de la demi-inclinaison : cette condition est déjà réalisée pour les termes du premier degré en y.
On ne s'est pas occupé dans ce qui précède des difficultés qui
qui figure dans
la fonction J elle-même : il est clair en effet, d'après la forme de la solution, que la quantité soumise à cette quadrature ne saurait contenir aucun terme constant, de sorte qu'elle ne peut donner lieu à aucun terme séculaire. Observons seulement qu'elle introduira des diviseurs tels que
k -h {pi — p-\)g -'t- iqi— q-i)h + (ri— r 1)"',
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Cl qu'il conviendra de développer les inverses de ces diviseurs suivant les monômes M^^ qui figurent dans les expressions de g et A, les coefficients des développements étant les puissances négatives des (juantités
k -H (pi — /?-i)à'o-i-('7i— 'Z-O/'o-f- (''1— '--i)"*-
On arriverait exactement aux mêmes résultats en faisant usage des formules (12), où D est remplacé par Do, la quadrature D~'(rM + alN)
étant équivalente a - •
L'expérience démontre sans peine le succès des opérations que nous venons de décrire, et justifie par suite complètement la forme que nous avons adoptée pour la solution générale.
130. Si nous avons pu éviter rintroduction des termes à caractère séculaire, il est d'autres difficultés qui tiennent à la nature même du problème, et qu'il est impossible de faire disparaître.
Les formules (9) et (11), entendues comme nous venons de l'expliquer, renferment des quadratures, et de plus la fonction J ellemême dépend d'une quadrature, qui ne fournit d'ailleurs que des termes admettant /u-'s' ou /«•"'a en facteur, comme le montrent la forme de la fonction F et celle de l'équation (3).
Supposons alors en premier lieu que l'on étudie la partie de la solution relative à l'un des monômes, soit M„, dont dépend la latitude. Il résulte de ce qui précède que, pour obtenir cette solution, on devra elFectuer des divisions par les diflerentes quantités
/. prenant toutes les valeurs paires ou impaires, suivant le cas, et la différence </, — ^/_, étant impaire.
Ces quantités sont les r/i\i.s<'a/-s (•(incspondant au monôme M„.
Si l'on développe D„,a suivanl les |)uissanccs de m, on a
avec .
Si ron a D"^ ^ o, le diviseur D„,/s est Uni par rapport à la petite quantité //i, et ne. donne lieu à aucune difficulté.
Mais si l'on a D,^/, = o, le diviseur D„.^ est petit, de l'ordre de /// au moins; par suite la division par D,,./; grandit le dividende, quelquefois dans une très large mesure, de sorte que, ])our obtenir une appi'oximation donnée, il es! nécessaire de calculer ce dividende, soit analvtiquement, soit numériqueuient, avec une approximation supérieure, quelquefois de beaucoup supérieure : c'est la difficulté que nous voulions signaler.
L'inlluence de ce grandi ssement de certains dividendes se fera surtout sentir sur les inégalités qui dépendent de B^M„, et qui, d'après la condition D"^. = o, ont une période voisine du mois sjnodique. Ce sont les inégalités qui dépendent des arguments de la forme
7>(G— Dj - >q{H — D)-r(y± II,
j). ({. r étant des entiers quelconques (non tous nuls); et ce fait généial a déjà été constaté précédemment sur les inégalités du premier degré par rapport à '' qui dépendent de II — 2D.
Si l'on a aussi D,';; ==:o, le diviseur \)n.h devient de l'ordre de thau moins, et la dif/iculté ne fait qu'augmenter; les inégalités correspondantes dépendent des aiguments
y,(G— G'— h) >y( II — G'— D): : II.
Si enfin, on a en outre l),^,/,~"0, le diviseur D„ /^ est de l'ordre de /;*■■', et la difficulté grandit encore; les inégalités correspondantes dépendent des angles
,y.(, 11 _,(,'- al) I [I:
elles contiennent donc cerlaineuienl en facteur le |)roduil très petit e-vs'', ce qui les rend heureusement négligeables.
En réalité, d'ailleurs, la difliculté n'est augmentée (pi'au point de vue analytique, et non au poini de vue numérique. En effet, le plus petit des diviseurs qui correspondent aux derniers arguments, soit a(^o + /'o) — 4(' + /«), est égal en valeur absolue à o,oo98<S(j. Il est facile d'en trouver de plus petits et qui ne sont cependant que du second ordre par raj)port à m, en observant que
go — I — ni = — o,()<)9:>,G(), ■> ( //„ — 1 — m ) = o . 0086 '\ ) :
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les lu'iiuinenls
donneront donc lieu 0,008645, 0,000621, . .
(G — G' — D ir- II.
+ 2II — 3(J' - iDi
respeclivemenl aux diviseurs 0,009 266, . Les inéi;alilés qui dépendent des angles
oui ainsi un diviseur extrêmement petit, mais elles contiennent certainement le facteur eve'^a, ce qui les rend insensibles; leur exisleuce possible a été signalée pour la première fois par Laplace.
Cherchons maintenant les partictdarilés qui se présentent lorsqu'on étudie la partie de la solution relative à un monôme M„ dont dépendent le rajon vecteur et la longitude. On peut en premier lieu répéter tout ce que nous venons de dire, à de trèslégers changements prés, sur la première formule (11), en laissant d'abord de côté les difficultés qui pourraient provenir de la quadrature qui figure dans la fonction .1. On a les diviseurs
cpii ne diffèrent pas en réalité des précédents dans leur ensemble, puisqu'ici la différence r/^ — (/_, est paire et non plus impaire.
Si l'un de ces diviseurs est petit, son influence se fera surtout sentir sur les inégalités du rayon vecteur et de la longitude qui dépendent de 0''i\J,j, c'est-à-dire des arguments
jj{G—D) iqiU — l)) /•G'drG,
et dont la période est encore Noisine du mois sjnodi([ue. Ce fait général a déjà été constaté sur iévection.
Les diviseurs D,ik deviennent de Tordre de ni- ou /;?■' respectivement pour les arguments
/y, G — G'— D) ^.ryf H— G — I)
et donnent lieu aux mêmes remarques (pie ci-dessus; les inégalités ([ui correspondent au plus petit diviseur aiialyti([ue. (;'est-à-dire de l'ordre de /?«% contiennent e-'-î"' en facteur; celles de Laplace contiennent y'^e'-'^a.
En second lieu, la (piadralure de la seconde formule (i i) et celle
qui figure dans J conduisent aux diviseurs
D„,yt = A- -i- (Pi—P-i)oo -^{q\ — q~\)fto -i- C'-) — r.^\)rn,
qui sont encore les mêmes que les précédents, dans leur ensemble. Mais il faut observer en outre que, dans le cas où M„ dépend de e' ou de a, ces diviseurs interviennent au carré dans l'expression des inégalités correspondantes de la parallaxe et de la longitude, puisque la fonctioji B dépend elle-même de J. Les difficultés provenant de la petitesse de V),i,k seraient donc alors considérablement augmentées, si la présence déjà signalée du facteur m'^ dans la quadrature de J ne venait pas détruire au moins partiellement cet cfl'ct.
Les inégalités qui correspondent aux petits diviseurs D^ a seront surtout sensibles dans la coordonnée r, et dans la longitude, puisque la fonction b n'intervient dans ç et dans la parallaxe que multipliée [)ar m-] elles dépendront des arguments
dont la période est longue, et quelquefois très longue par rapport au mois sjnodique. Les diviseurs ])//,/i, qui sont de l'ordre de m- ou />r' respectivement, proviennent des arguments
y,(G — G'— D)+ ,>.7(;il — G'— D), ><7(G^- U — 9.G'— xD),
et donnent lieu aux mêmes remarques que ci-dessus. Les inégalités qui correspondent au plus petit diviseur analytique contiennent s- y*- * en facteur; celles de Laplace contiennent îv-s'^a.
Observons enfin que, pour un môme monôme AL*, on a ou bien un seul petit diviseur correspondant à une inégalité à longue période, ou bien deux petits diviseurs, dont un seul peut être très petit, correspondant à des inégalités dont la période est voisine du mois. De même, dans le cas de la latitude, pour un monôme donné, ou bien il n'y a aucun petit diviseur, ou bien il y en a deux, dont un seul peut être très petit. L'évidence de ces résultats résulte de ce que l'indice/»' peut prendre toutes les valeurs |)aires, ou toutes les valeurs impaires, suivant le cas.
131. il nous reste à indiquer d'une façon plus précise le mode de calcul des fonctions A, M, N, J, Z, qui figurent dans les formules (9), (ii)et(i:>.).
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Nous observerons d'abord que l'on a
xo-^x')(yo+y) — z- = ^o7o ( H- — ) ( H
posons alors
? Tî
2?o= Xi
de sorte que
il vient
9 = (pÔ^o)^'—ipnrio)-n',
<]^ = — (Po^o)Ç'+(pS^o)r;;
kp ==kpo[(i+?)-^— 'V-— /.-r^-
Tenant compte maintenant de la définition primitive de X, Y, Z, J, et de la correction qu'il faut lui apporter en raison du changement de D en Dq dans les équations (5), (6), (7), on trouvera sans peine
àF àF
M = DgÇ'— D2$'+.i(m-m)rDoTi'— Dr/) — 6^ —0-'^
ax dy
-4-(kpgfo)K-H(kpiJ7io)K', - N = Dgr/— D^r/-^ 2(1 -Hm)(Do?'— D?') + 0 ~ — 6-' ^
^-(kp^,o)K + (kp3^o)K^
Z = Dgz — D^z+^ + A-pgK",
J = '2(Tio-4- D^o)(Dor- l^n — '^(îo-f- DtjoXDoï)'— Dtî')
-H (//-t- T)p'){q'— Dçr'j -(- (D^)»— - m'^p'q'
— - m^{p"^ 0* + ^'2 0-2;— ni'^z-^
en faisant
K = 3ç*— 4<p'-i-5çi— 6?3h-.
_| ( ,^! _4_ y 2 ) ( ( 4 cp -^ I O <p- 'JIO Cp' -h . . . )
K'= i|i( — 3ç + 6ç- — io(p^-f- i5cç.* — . ..)
-+- 7'\'{'\'--^ x2)(i — 5?+ i5cp2 — . . .)
K"= y{ — 39 + 0^2 — io<p3-4-i5ipV — , _ _)
-+- /,('}- -i- /.-)< I — 5 cp M-T 5 f 2 _ . . . )
J' = cp* cp-*-!- G* cp^-h. . .
+ -(^'+ //)(' — 3=^-^692— iocp:* + ...)
On a ensuite
A = UMh- VN + FRJ,
et l'on pourra vérifier que
DJ ='2(vM + f<N).
Pour le calcul des coordonnées polaires, on a d'abord
p'= po(— ? -i- J'); puis, en vertu des relations
x=./^=e2),„liLl:^t,
^ l-4-cp
thci' = 3(a"^) ^ = /.[(n-?)-— '^^l -,
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on a encore
Voici les développements des quelques fonctions nécessaires pour appliquer les formules précédentes, et qui n'ont pas encore été donnés :
Po'io^ (^"''+:ir3'"'"^ p'«''j(0-— 6--)
= [3,77676] (Oî- 0-2) + [5,83i] (0*— 6-4) -h. . .;
1 « 3 „ 33.T , / „ iq , 40 A,„,
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Ajoutons encore qu'au lieu de déterminer z et a par la formule (9) et la première des formules (i 1), ou bien d'appliquer les formules (12), il sera bien souvent tout aussi avantageux, tant au point de vue numérique qu'au point de vue analytique, d'intégrer par approximations successives les deux équations
. I)-rt — S'a = A ;
ces approximations sont en effet très faciles, et peuvent être rendues très convergentes par quelques précautions bien simples, qu'il sérail superflu de détailler ici.
NOUVELLE MÉTHODE PRATIQUE POUR LE CALCUL DES INÉGALITÉS DU MOUVEMENT DE LA LUNE. DÉTEIlMINATION DES INÉGALITÉS DÉPEN- DANTES DE LEXCENTHICITÉ ET DE L'INCLINAISON.
132. La méthode développée au Ghapilrc précédent est enlièielent satisfaisante au point de vue théorique; il n'en est pas de même ratiquement. Comme nous l'avons déjà dit, et comme on le voit iaintenant, elle exige de nombreux développements en série extrêlement pénibles ; et elle conduit à des calculs fort complexes, en irtie superflus. Ces inconvénients sont surtout sensibles quand on lerche les développements analytiques des inégalités, ainsi que nous
ferons dorénavant d'une façon exclusive. Nous allons donc exposer
le nouvelle méthode pratique qui se montre tout à fait propre aux dculs analytiques.
Pour plus de commodité ultérieure, modifions tout d'abord la valeur
k que nous prendrons maintenant égale à
I -f- }. m -] — m- -- 1,171 îoiGt
Ippelons/le facteui
ayant ici son ancienne valeur; on a
/ = I -1 -^ m' — -—: nf-i- . . . — \ 0,0000104
Pour passer des anciennes valeurs de—» $, -ri, "C, aux nouvelles, il
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suffit de les mulliplier par/, ce qui donne en particulier
et pour passer de l'ancienne valeur de 0 à la nouvelle, il faut la multiplier par -; les valeurs de X et cr ne changent pas.
Revenons maintenant aux quatre équations (1), (2), (3), du Chapitre XIX-, et ajoutons-les multipliées respectivement par
il vient :
{a\ ) bp + - Ti'^{xy — z"-) -H m(yDx — xDy) 4- 3/n^a:y + im'^z'^
-h - jn'^ {x^ -h y"^) -4- *'= o,
en faisant
dx -^ ây dz là(ii>i) }
D'autre part, multiplions les deux équations (i) respectivement par j', — X, puis ajoutons et intégrons ; on a
yBx — xDv = — xinxy -+- D-' - m'^ix'^ — yî) -h 2a; iV t- \i
L 2 -^ ' dx <)y ]
de sorte que l'équation {a\) devient encore
(«i) kp -+- - D^(xy — z^) + ni^xy -^ -im^z^-^ - in^(x''-^y^)
avec
dF àF\
T ^., T^ 1 / àF dF\
Remplaçons partout les variables x, y dont nous ne ferons plus usage, par/>9, Ç^~*, el développons aussi F comme nous l'avons dit plus haut, suivant les puissances de e'j, slj ; cette fonction prend la forme 1 Ap^ q^ z'^ £['^' e'_^^-'^°^'~^, les coefficients A étant, aux facteurs m^, ou a^'m-, . . . près, purement numériques; et l'on a immé-
diatement
; * = S A[ 2 -4- a 4- [5 4- Y - -^ /« ( a — ? — T, -f- ar_,) D-i]/>a q^ sY £',<^> z^^^ 9«-f», [*'= SA[9. -f-a^ 3 -uv +-■>/»(— 7, - 7^,)D->]/>«g'P3r£'f. £;^-.6a-P;
|îi convient ici de représenter a f -{-b\y~\f par (a + 6D~')y, «, 6, /sont des fonctions quelconques.
D'autre part, les équations («, ) et (a, ) s'écrivent
;) k p + ( m'- -f- - D*) ( :^ ) — 3 m"- z"- -^ - m^ ( i -f- m IV' i/;' 0^
H m5( 1 — «iD"' )7'^6-- i- 'J> = o,
»') k p -4- ( 2 m -f- 3 /;j2 _ D^ j ( — 1 -4 f >. //? -f- 5 m^)z- -4 ■> /«'( ; Dr^ — r^ DÇ )
lisque l'on a
.rj = pq = <'—V = 7i ^- ■='>
D'après la nouvelle valeur de k, mettons maintenant les équaions (i) et (2) sous là forme
[D2 4- v.(i — m)D— kfo»— i)l/>-f- -m27 0-î+2 — = o,
2 ôq
y- = o, dp
[D^— mî— ko'']3— -- =0.
dz
tjoutant les deux premières, on a
• ) D^Ç -r- 2(1 4- w I Dyi _k?(p3— i)-h - mi(/?e2-}- 76-") H h -r-= O.
4 dp dq
Faisons encore
2 = Yi/^ — T-i^-+-
le sorte que la nouvelle inconnue ^ serait nulle si le mouvement Ivait lieu dans un plan dont l'inclinaison aurait y pour tangente, et lent la longitude du nœud serait N — H, la longitude restant v.
En ajoutant ensemble les équations (6, ) et (c) multipliées respeo livement pai' — yi > + Y-i ? ' 5 '^ vient
( c') ( 1)2 — //lï — k p3) !; + ■>. (h — I — m I ( Yi Dj} -•- -(-iDq)
--.- ( /<* — I — m — - m- \ (yi/> — y- 1 9 )
Chano<'on> actuellement ^ et p en i H- ^ el i -h p ; puis posons
on aura
et, en v<n-tu de la relation on aura aussi
enfin observons que
(i + Ç)[(i + p)3-.] = 3p-c».p3-p*+Qx.
Les équations (a), (a'), (6), (c), (<?') deviennent alors
/d»— I — 'im i- -mA p= (-D^H- m2j P -+-3m«5*
-4- -mî(i-t- mD-i)/)«e2
<A') ( D» -i-f- 2m-+- ?m»j p = (2m -h3m»-f- iDMPH-(2m -f- 5m')z'
a(i-T-/n)Drj = — U^t-f. / i-f-^^z/j -;- -^a j(3p— ao-*— p*-{-Q^)
I :- "iwi H — w^ ) Q
Ik€; (^02 — I — -^ m — - mA z= (
àF
). ( /? — I — /n ) (y 1 Dyj + y._, Dr/ i
-mî(y,gû-î — y_,/>02)
dF \ à ôq ^ ' dp ) dz'
dF di- \ dV
bien entendu, dans les équations (A) et (A) tîgurenl des constantes inconnues, provenant des quadratures indiquées.
Telles sont les équations qui vont nous servir dorénavant; nous
appellerons (A) V équation de Laplace^ en raison du grand usage
tu'en a fait constamment l'auteur de la Mécanique Céleste; nous
ivons déjà rencontrée précédemment sous des formes équivalentes.
Ee n'est que dans quelques cas exceptionnels que nous la remplace-
ms par l'équation (A') qui nous sera généralement inutile.
Pour la détermination de la latitude, nous userons de l'équation (C)
it que son emploi sera plus simple que celui de (C).
La parallaxe p est obtenue directement; pour avoir enfin les
|;pressions de la longitude et d<; la latitude, nous partirons des for-
lules
sliX cil T = (i + pjr,, sha = (i -4- p )z,
li nous donneront
Les calculs et les développements en séries exiges pour l'applicam des équations (A), (A'), (B), (C), (C), (D), (E), (F), (G) sont
relativement simples et faciles; l'emploi direct de la parallaxe diminue sensiblement les calculs superflus, et un grand avantage résulte du fait qu'au second membre de l'équation (13) le coefficient
de I + 2 m -\ — m2 ne contient ])as de termes du second degré par
rapport aux inconnues : mais c'est l'expérience seule qui peut permettre de se rendre un compte exact de ces divers avantages.
Il est nécessaire de procéder par approximations successives pour la détermination des dilFérenls coefficients p„ t, ç,,^, 'r\„ic ou z-„^k qui correspondent à un monôme donné M,; ; il n'j a là aucun inconvénient au point de vue du calcul analytique, mais au point de vue du calcul numérique, c'est un grand désavantage, qui, à la vérité, se trouve notablement atténué si l'on prend comme premières valeurs approchées des inconnues celles qui résultent de leur détermination analytique préalable.
A.U surplus, pour être assuré d'éviter toute erreur, le mieux serait d'employer à la fois la présente méthode et celle du Chapitre précédent; et dans ce cas Tinconvénient que nous venons de signaler disparaîtrait entièrement, puisque l'on serait amené seulement à vérifier les valeurs numériques déjà obtenues directement.
133. Nous nous bornerons dans ce qui suit à donner les résultats analytiques dûment vérifiés, que l'on oi)lient en faisant usage des équations précédentes, et nous les accompagnerons seulement des quelques observations essentielles qui s'imposeront chemin faisant. Nous porterons comme précédemment l'approximation jusqu'aux quantités du cinquième ordre inclusivement par rapport aux paramétres m, £, V, e', a, en considérant toutefois ce dernier comme du second ordre, en raison de son extrême petitesse.
Nous donnerons aussi, d'après M.-Brovvn, les valeurs numériques des inégalités correspondantes des coordonnées polaires, en nous bornant à l'approximation de la demi-seconde d'arc pour la longitude et la latitude, et à celle du demi-dixième de seconde pour la parallaxe, ainsi que nous l'avons déjà fait.
De cette façon nous aurons fait comprendre suffisamment ce qu'est la théorie de la Lune, et la somme de travail qu'elle exige oour être amenée à son complet développement. En même temps, nous nous rendrons un compte exact des diverses difficultés que l'on peut
rencontrer, et nous serons assurés qu'il suffit d'au<i;uienter le degré d'approximation des calculs, sans rien changer aux méthodes, et sans être amené à de nouveaux effbrts démesurés, pour obtenir telle exactitude que l'on pourra désirer. Enfin, nous serons en possession d'un résultat concret, et c'est là une occasion trop rare dans l'étude générale de la Mécanique Céleste pour ne pas s'empresser de la saisir.
Nous allons déterminer dans ce Chapitre les inégalités qui ne dépendent que de l'excentricité t et de l'inclinaison ", c'est-à-dire celles qui correspondent aux monômes
M, =£ï, •'Mo — ^î ^-1)
'^I-.o= TîY-1-1»
iVl5.= Y?Y-i£T,
iMn=Yi> M 13= Yi^i- Mu= Yis_i,
Miô=Y.s?,
l'iio = Y' ^1 - -I) Mn=- Yi-i, Mi8=Yi^^ iV'i9= Yi^i=-i> M2o= Yi^i^-i.
M2i = Yi^-n Mj.2= Yi-Î.
M2j= Yi^î^-i.
Mi5= Yi^i^-i.
M56= YÎ^'J •VI .5 7= Yl E-1,
M,8=Y?Y-n M39=YÏY iM
M(io = YÎY-i'-J'
M6i = YÏY-|.
iVIii.> = YîY'i^i;
M27=Yï, ^28= YÏ^l.
M29= YÏ'-i.
M3o=Yî^n M3.= Y?M-^-i,
M32 = Yî'^l.
lM3v = YÎ=î-i, M3.= YÎ^.^^,
M36=ïï£l,,
^^137= YiT-i.
M3s= YiY-i^i- M39= YiY-i^î.
^4 0= YiY-i^«'-i.
M4, = YiY-i^M lVl4î= YiY-i^'î'^-i;
^^(i3=Yf.
M,;i=yi'Y-i,
Mo5=yiy'i ;
et à leurs conjugués; les nioiionies M3, Mg, M37, M.,„, Mo,, marqués d'un astérisque sont conjugués d'eux-mêmes.
Dans cette détermination, la fonction F n'intervient en aucune façon.
Les bases du calcul sont les résultats obtenus aux deux Chapitres précédents relativement aux monômes Mo = i, M, etMio; transcrivons seulemeat ceux qui se Irouvent modifiés en raison du changement de k, de la nouvelle définition de ^ et p, et de la nouvelle notation adoptée pour le monôme y,. On a
ni' — -^— . nv ■1" .i
-1^0= I H T in^ -[ ni* -4- ... ;
les autres coefficients :;, a et les a-, ^ sont rem|)lacés par J,j /,, O'ia/- 13 i. M, rnis;. On trouve :
I io5
;2,2 = -4rn^-^ -r, '"'S
iO'>."i7 ., 45 257 , 171 185
»i- ■+- — - ni\ v>.3
MP
ni* ;
167 , ioo32i
119,5 , i3q()5 , — — m^ ^^^ ni^ ;
r = . . .-(- 77r'sin>. G — 2i3"siiii' ->. G — aD) -4- i3"sin (2 G -t- j.D )
— 3i"sin(2G -4I>)
— i"siii(2G — GD),
sin 775 = . . . "T- ( o', ■'. cos ■>. G — o , 3 cos ( •;•. G — ■>. IJ ) +- o", 3 cos ( '^ G -t- 2 D >
■ -+- o", I cos ( ■>. G — 4 D ).
L'argument 2G — aD étant à longue [)ériode, il a fallu pousser le calcul de Dt^o,— 2 6t par suite celui de ^-'-^ jusqu'aux termes en m'* ; mais il n'a pas été nécessaire d'aller au delà des termes en m' pour ^2— 2 et ^2-2^ puisque ces quantités ne figurent dans les seconds membres des équations (A) et (B) que multipliées par m'-. Il n'y a donc aucune difficulté réelle; de plus aucun des calculs effectués n'est superflu, ce qui veut dire qu'on n'est pas amené à combiner par addition ou soustraction des séries en m dont les premiers termes se détruisent par l'effet même de ces opérations.
M3 = £i£_i. Ce ujonome étant constant, l'équation (A) ne peut servir à déterminer p.,,,; mais l'équation (B) convient alors à cet objet. On trouve d'ailleurs 0.^0 = o,/n-^, et nous verrons plus tard que l'on a rigoureusement p» „ = o. Les résultats sont :
■A tn- — m^
i5 r, 9 = —- ni
5.>,35 ,^ , 75 801 . 3383(1 , — — in^, X3 2 — i- m-{ — m* H -^ niK
v = . . . r- •/»99 " si n A D H- 5 " sin 4 D, sintij = . . .-+- 3", 8 cos > I) -H o", i cos 4 D.
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Ces termes s'ajoutent à ceux de la variation.
Mi
^ .jj 6)87 „ i35 3Q77
io5 G443 , , io5 4751 ?4,-' = -m — ^ w2, À; 2 = — m — -^ m-,
34 î = „ ^ m-, A4 •> = -f-—ni-,
c=...-h36" sin3G — i3" sin (3G — 2 D) + i"sin (3G + 2 D)
— i"sin(3G — 4D), sinnr = . . .-t- o",6cos3G — o", icos(3G — 2D).
Les arguments 3 G — 2 I) et 3 G — /j'^ étant à période voisine du mois, il est nécessaire de pousser le calcul des seconds membres des équations (A) correspondantes (et de celles-là seulement) jusqu'aux termes en /«•'; le calcul des valeurs de l\,-.2, ï*4,_4 présente des réductions : ces quantités sont respectivement du second et du troisième ordre par rapport à m, et non du premier et du second, comme il pouvait sembler tout d'abord.
M5 = £js-,. L'argument de ce monôme est G, comme pour M,. On doit donc regarder ps 0 comme une arbitraire que l'on déterminera finalement comme nous l'avons dit au Chapitre précédent; par contre l'équation (A) relative à p;5 0 permettra de déterminer le coefficient g-i de £) £_i ou i-\ dans le développement de g.
Pour la commodité du calcul, on suppose d'abord 05,11 = o; puis à la solution ainsi déterminée, on ajoute les termes analogues relatifs
au monôme M,, multipliés par uii facteur que l'on choisit de façon que A;; 0 ^= — I . On a finalement :
-+- —^ m\ n g.^ e, e_t = « ( ni^ ;- m^ 1 s, £_i = — ) 1 9
3 ii53
I ') I ^o'J — ni H -^
f.:.2 = pô,-2= —
TQh-4
là"
■9" sinG-Hi' sin(G — 2D)-t-2i" «in (G -h 2 D)
— 4" sin(G — 4D) -t- i" sin(G^-4D),
o", I cos G -f- o", 3 cos ( G -t- 2 D ) -+- o", i cos (G — 4 D ).
io3
Mo =
'fJOiO =
Xn.u =
pii.O =
pO,_2 = ///
X,! _2 = — 33 m; p = . . .-H '^"sin4 G — i''sin(4G — 2D). Bien que l'argument 4 G — 4^) soit à longue période, il nen résulte
aucune inégalité de l'ordre de m.
Mv=eîe_,.
Çt.o — —
lOJ
P7,-î= o.m-, p^ 2 = 8om;
lO
Ai,2 = -^ '" ;
i"sin2G -+- i"sin(2G H- ïD)
ç9,o= -5-» ■'09,0= 'T~p ' ?9,o — rn> ' ''«.»
;io,o —
^iio,o = — ^> Pio,o — — :j^> ^^0,0 — —^'
Mn=^-,'£'îi-
pii.o ■
Ces derniers coefficients ^90, •••, Ano n'ont aussi aucun en m.
lerme
Dans le cas du monôme M, , , on a Au o = — r a priori, et l'on peut
déterminer le coefficient ^s qui est insensible à notre degré d'approximation.
133. Pour les monômes M, 3, . . . , Ma,,, qui sont du premier degré en V, l'équation (C) donne très aisément :
^13,0 =^ ' "^ .Ji
q '2IQ . 54qi
81 „ 2iq3
Tn'^ ;
5 =... + ioi4"sin(H + G) — i68"sin(H + G — 2D) -t- i3"sin(H + G + 2D)
— 7"sin(H-4-G — 4D),
3i4,o = — 3 -4- ^ m2 H 7- /n'* H -— ni',
-=- ni'', 2*
SU
if'«';
, = ni ni^ — — - m^,
= —z ni -\ ni^ -\ — r- wJ
• ni'^ '
«=..._ 997"siii ( II — G) — 33"sin ( H — G — 2 D) -h 2()i"sin( H — G -4- 2 D)
-+- 3"sin('H — G -f- 4!)i,
ANIlOYKR It
C'est en raison de la suite qu'il a fallu calculer J^^ o avec un degré supérieur d'approximation.
hn,0
1 47 ■iGGq
6'2"sin(n -HaG) — iG"sin(FI -t-^G — aD) -+- i"sin(H -t-sG + 2D)
— i"sin(H+>.G — 4D).
'liî.O — — 4)
5 = .. .— 56"sinH — 5"sin(H — 2D) h- 24"sin (H + ^D)— ["sin(H — 4D)
-f- i"sin(n ■+- 4D);
le coefficient <T, fi 0 est égal à — 4 pa^' convention, et l'on a en même temps
2)7,0 = — -JiH T- »î -(- -7 "*
Si 7.4 = -^m^;
tri-,4 = —7- w^;
s =. . .— 32"sin(H — 2G) — 2"sin(H — 2G — 2D) — 2"sin(n — 2G -4-20)
-h2'sin(H — 2G-4-4D).
L'argument II — 2 G ajant sa période très voisine du mois, il a fallu pousser le calcul du second membre de l'équalion (C) correspondante jusqu'aux termes en /??*.
-SjOiO — — 3,
<Ti-j,o =—10,
. — 4"sin(H -4- G) -f- i"sin(H -f- G -H 2D);
13 40 > 53ÎQ
— — /?^ i^ jn-,
ijj 221 I
. ;- Tsiii ( H — G ; — I "sin ( H — G — 2 D) — l'sin ( H — G -+- 2 D) ;
iTo|^2 =^ —ni;
. — 2"sin(H — 3G);
-323,0 =^ — 6 ; ces derniers coeflicienls n'ont aucun terme en 01.
■>.i:> CHAPITRE XXI.
on a T;2i„ =^ ^ par convention; le coefficient A^ en résulte : il est de l'ordre de m^, et nh'^ e\ t'_^ est inférieur à une demi-seconde. L'argument H — 2G qui correspond à Sas.o a sa période très voisine du mois, et c'est pourquoi il a fallu porter l'approximation de ^^0,0? ^31,0 jusqu'aux termes en m^.
136. Les monômes M^:- . . . , Mij sont du second degré par rapport k l'inclinaison; ils donnent des inégalités de la longitude et delà parallaxe.
QI
f = . . . — 4 'o'sin 2 H — 56"sin(2H — 2D) — 4"sin(2 H + 2D), si 11 7TT = . . . + o", I cos 2 H — o", I cos ( 2 H — 2 D ).
Les coefficients p^T^o, ?27,-2 ont été calculés jusqu'aux termes en m*, le premier en vue de la suite, le second parce que l'argument ali — 2]} est à longue période.
ni- H /n^ -
i+i.mS
NOUVELLE MÉTHODE PRATIQUE POUR LE CALCUL DES INÉGALITÉS, ETC. t.xi
P28,-2 = 7 ffï ^ fn-, >^28,-2 = m -i- — ni-
(> = . . . — 45"sin('2H + G) — i"sin(2lJ -+- G -i- 2D), sincT = . . . - o", I cos( 2H -4- G — 2D ).
iL,n-
1^29,2 =— rr"^— Trr "*'
Xsq o = -m
il m»
('=...- 39"sinr2H — G) + 6"sin(2H -G- 2D) — 9"sin(2H — G + 2 D), siiirrr =. . .— o", 7005(2 H — G).
$rîo,-2 = ^m; 7)30,-2 = — 3 m ;
P3o,(i = o.ni, ^:*o,o = — ' T'
V --=... - .f sin( 2 H -4- 2G) + i"sin(2H -4- 2G — 2D
2l4 CHAPITRE XXI.
l'argument 2H4-2G — 4'^> l>ien qu'à longue période, ne donne aucune inégalité de l'ordre de m.
<• = ... — I "sin-2 H -h i"sin(2H — i D) — •>."sin(>. H -+- 2 D), sinnj = . . . — o" i,cos2 H.
Les coefficients pj, „ et 03, _^ sont calculés jusqu'aux termes en ;??-, le premier en vue de la suite, le second parce que l'argument 2H — 2D est à longue période.
II i35 t) r35
l5 lOTÎ Ç3-2,2 = »î; ■^32,2 = —fn\
?:!2,2 = -^ fn; A32,2 = — i5m;
c = . . .-H i"sin(o. Il — ■). G ) — i"sin f 2 H — >G -f- 2D).
L'argument 2H — 2G étant à très longue période, il a fallu calculer P320 jusqu'au terme en m'', et l'on s'est servi pour cela de l'équation (A') qui n'exige pas, comme le ferait l'équation (A), la détermination préalable de (/>2);,2-2 et (^^)3a,2? c'est-à-dire de tous
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les éléments afï'ectés des indices 32, — 2 et 82,2 jusqu'aux termes en m'-. Avec cette précaution, on ne rencontre donc aucune difficulté réelle; tout au plus doit-on signaler la nécessité de connaître '/2i),o jusqu'au terme en m', ce qui ne demande aucune détermination nouvelle.
ces coefficients ne contenant aucun terme en ni]
On a ensuite
p37o= o(égalilé rigoureuse),
1^=... — 3i"sin'>.D, sinra=:... — o", ic()S2D. .^'■37 = 6/n*-H -^»^^ «^'37TiY-i = '^ ( — (im2— |^ mM y, 7-1 =— ij/jo";
-^38,0 = — 2 mî,
, 9 285 , 81 1671 „ ^8,-2= f^+TT"*' ^J38-2= 77^^-1 —m'^
''ISS,— 4 =
p38,n = ~j"^^> ^38." =^ o (par conveniion j,
v=...^ itj"sin(G — aDj — 3"sin(G+ 2D)-4- i"sin (G— 4D), sinuî = . . . — o", J! siii (G — 2 D j.
Ç39,-2= -r^îj ■^39,-2= — r-^«>
f = . . . — i"sin .>G +- 1 "«in(2G — 2D;.
;io,2 = — 9 "i ; ■'■, 1 fi,- = r m ;
Pifi.o = o,/n,
P4o,2= — 10 m; Aio,2 = 7 '« ;
t" =. . . — i"siii 2 D.
Ç41,o=l, ■'",11,0 = :^ 1 ptl,«=<J. Atl,(i = — 10;
A'! 0 = 0 • "' . n A'-; 0 T iT- 1 M :- 1 = 7" ;
^',2,0 = — I, '012,0 = — I, p',2,n= — J, Ài2,o— o (par convention).
137. Les monômes Mj^, . . . , Mj,, du troisième degré eiiv, donnent,
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toujours par application de l'équation (C) :
9 II? i5
Zn,-4 = — ^m^:
<r4.%-4 = — TY "i^ ;
5 = . . . — 6"sin oH — 2"sin( 3 11 — .>D).
= o.rn.
s = . . . — 1 "sin(3 H + G).
I QQ Q
Z49_. = ^m-f-^m2, C749_2 = — -^mn -m»
«^49, 2 = rm — ^^m^,
5 =. . .— i"sin(H — vDj — i"sin(H -1- 2D).
2l8 CHAPITRE XX!.
-Zsn,
. -+- I " sin ( H -h G — 2 D ;.
-Zôl.O =
Zôl -2 =
CTSI
5 = ...— 4"sin(ll— G) — r'sin(H — G + 2D).
hu) = o.m, /z/i/5(,y,y_is,c^, = — 2",
^53 p = 6, ^53,0 = o (par convention); 5i
Enfin, les monômes M55, .... Moa du quatrième degré en y, et les monômes M03, M,,,,, Mes du cinquième degré en y donneront:
Çô5,(i = O.m, rjgg,o =o.m, p.:,.,.,, = o.w, Àftg-.o = 7^+0. m,
Ç.56,-2 = ôW, T^55_2=— W, P55 -2 = 0-"î, A55 _, :
Çsc.o = o.w, T^sf^ft =o.m, p3o,o = o.m, Xgf,,o = 2 + o.m; 5 5
^57,0 = TTj J ■'^157,0 = -^» P57,0 — O, Agy^o = 3;
^58,0 = O.m, 7)58,0 =0.m, 058,0 = — I . m- , Xs8,o = — -+o.m,
Ç6H,-2= „ni, •r]58,_î = — m, ?58,-2= " «^S >^58,-2 — "^J ^1
p =. . . — i"sin 2 H ;
p.,5o= o./n, X.-,9,o = — 2 -ho. m,
ÇgO.O — " 5
Çfii,o= O.m,
Çfi2,0 '
'■Qd,'
Pfil,0= O.A/l,
0,..,.,=:: O.m; >.ci,2 = ^ '^
«^oiTÎï-i= — 2",
pg2o= -, X62,o=o(pa'"convention);
'Jc4.o = r-Ho.m;
Zc5 0 = -h O.m, Je-, 0 = ; (par convenlion ).
DÉTERMINATION DES INÉGALITÉS DU MOUVEMENT DE LA LUNE QUI DÉPENDENT DE L'EXCENTRICITÉ ET DE LA PARALLAXE SOLAIRES.
138. Occupons-nous d'abord l'excentricité z' de l'orbite solaire, correspondent aux monômes
des inégalités qui dépendent de en même temps que de e et y. Elles
Wr„-, = t\ ,
Mss
ÏT,
M,oi = s'r,
IVlso
Ml,- =£'|£^,E,,
Mes = £'i s-i ,
iVlao
Ti^i.
Ml 03 =£?£-!,
Mi,8 =^',^i,eî,
Mc,= e',ET',
Mo,
Mî,u = e'i £i,£i£-i
ïfe-i.
M 1.20 =E;£i,Yl,
VI
Mioc=e?£-i;
M121 = e'iEii Yi^n
M, 07 = s'rYi,
M, 22 =£', e^^iYiS-i
Mo5
Moo
Mot
TiT-i^h
YiT-i^-i:
M 108= e?Y-i' M 109= e',- Yi^i,
M,io=£'2Y-1£_,,
M, 23 =S', £i,YÏ,.
Mt24 = e',£i,YlY-l
M7f. = £; Yi,
Miii=£',2yi£_, ,
TiT-i,
M„2=£?Y-iSi;
Ml. 2,; =eV'£i,
Mioo
YiT-i ;
Mli;t= srYî'.
M,. 27 =eV'e_, ;
Mii,= £',^Y-i.
M,2s =£?Yi,
M8o= s', Yi^-i,
M M 5= e?YiY-i;
Miîo =e?Y-i;
iVl8i= s'i Y-i£i,
M82=£', Yl£),
M83=£', Y-lE-1,
Mi32 =e?£^,s-,;
M8i= e', Yi£i£-i,
M85=e', Y-i'iS-i,
M, 33 =£',2£L,ïi,
M8f,= £'iYi^-i 5
M,3. =eV'£L,Y-.;
et à leurs conjugués; les monômes M,,ci M, 49, M,2<, M, 37, marqués d'un astérisque, sont conjugués d'eux-mêmes.
Il faudra tenir compte ici de la fonction F réduite à
--(p'^~\}(pq -hlZ^)-^ (p'3g-2>,_,)^2 02 4- i^(o':'g2>-'— 1)^2 6-2;
et pour les termes de la latitude, l'usage de l'équation (C) sera le plus simple.
On trouve sans peine les résultats suivants.
3oi
- m'- A — - m-' — „ " m', v;,-,.- ■. = -m^ — rr "' -î — r-^
i. 2'*. 3 Î^Sî ' '- -l'' 'A'». 3 .).B.32
•nr,,-,,
Ocfi —9= -- m^ -\ m' H r "^S
Pr.n.o = "l^ 7^ ^H' H i-r. "^%
Pgo,2
Pfifi.V
p = . . . — 659"sinG' — i52'sin(G'— 2D) — 22"sin(G'-f- 2D) — 1 "sin(G'— 4 l>) . sinTn=...— o",4co.sG'-4- i",7cos( G'— 2D) — o",3 sin (G'-f- 2D);
l'inégalité de la longitude qui dépend de sinG' est connue sous le nom d'équation annuelle : nous venons d'en obtenir la partie principale.
TT
35 989 „ 5G93 , . 35 i52i , i83oi Pc7 -2 = -^ m + 2^ /n2 -+- — f- ^/^^ Xc7,-2 = - -^ "^- -^ ''^ ^T" '^^ '
P = ...— iio"sin(G'-+-G) — 207"sin(G'-4-G — 2D) — 3"sin (G'-r- G + 2D j
— 4"siii(G'+G — 4D),
sinra = ...— i",ocos(G'-^G)4-i",5cos(G'-i-G— 2D)-+-o",icos(G'+G — 4O1. 3 1233 . 14241 , iJ i(6i , 46H59
Çc.8,0 = -î "* - ^^ "^' - -1^ "^'^ ■i'-''.» = - T '"^ — ~ ^ " '
21 9î5 „ iii3 , . 21 io65 , io3i7 Pr,8,o = 22 '^^V"'^"!^"' "'•" """T"" iT-'^-^i-"''
pC8,— î ■
23i „,, , 3879 ^ . _ ^ L!9 ^2 _ :il20
— m + — m» H — - m^, A68,î = — — '^^ ~ TT '" "^ ^T^T^ '" '
^08,2 — ~^'"'^^'" "^ TTY ' **'* "" T 2'» 2». 3
jj7 ' ••-■ 2"
v=... — 149" sin(G'— G) — i4' sin(G' — G — aD)
— 28" sin(G'— G-f-2D) — 1" sin( G'— G -f- 4D),
iinrn =...-+- i",''cos(G' — G) -1- o",2cos(G' — G — 2D)
— o",2cos(G'— G-i- ■>. D).
Çc9-v= TT "^
^ifio.n = - ^i" '« - -^ "^^
io5
mi;
pr,',i,n
io5 . 1125
lOJ 202U
2 2 io5
i' =...— S's\n(CV -u 9G)— o"sin(G'-<-2G — 2D) — 3"sin(G'+2G — 4D), sin TU = . . . — o", I cos( G' -4- 2 G).
bo,n =— 54 m»,
p7o,o = — gm^-'-^m',
■^^7o 0 = rn
•in70,-2 = — Ti" '^i
9ll,>,2
= — m. ni^.
P7ri,2 =— l5/n 77-''*'; ^70,2
t' = . . . — i5"sin G' — i5" sin(G' — 2 D) — j'sinCG'-f- 2D ) — i'sin( G' — 4 f^)) sinrn =...-»- o", 2C0s(G' — 2D).
> 1089 33 io53 .
;7i,2 = . — >n r— /«2, T7, 2 = r '« H fn-,
093 „ ^ io5 5241
.— io"sin(G'— 2G) — i'sin(G— 2G — 2D) -^ 3"sin(G'— 2G -4- 2D), siiiTH =. . .-4- o",icos(G' 2 G).
£72-2 = —5- m ; ïj7.2._2 = r- m ; p,., , = -m ; A7.2 -2 =
«' =. . . — i"sin('G'-i- 3 G);
^■^rn, T,73_o = ;;^ '^j P73,o =— -^n\, A73.0 =—.■7?'^'
> i35 io5 4o5 , iq5
?73,2 = r-m; rj73_2 = -r- m\ p73,2 = -m; X73,2 = V- .
V = . . . — r'sin(G'-f- G);
574,0 = ;^ /n, 7)74,0 = ,-j rn, p74,o = -j /«, A74,o = — ri" "^'
?74,-2= -TT '"' ■'i74,-2 = T ^^5 p74,-2= -T" ^, ^74 -2 = 5" '">
Ç74,2 = — — ni-^ 074,2 = um; 074^2 = o.»?; ^74^2 = o.m; »> — ... — i"sin(G' — G — 2D);
v=--...— i"sin(G'— 3G).
D'une façon générale, on doit observer le peu de convergence des séries qui représentent les coefficients de toutes les inégalités qui dépendent de e', et surtout de celles qui dépendent à la fois de z et e.
m ^ ; ni^
3ii ,
s 0 = — iim ^ "i
(Tyg.) = m-,
io5 ,,
io5
5"sin(G'-4- H -+- G) - 8"sin(G'-+- H ^- G — 2D) — i"sin(G'-f-H-+-G — 4D).
■Z-0,0 = — 6 m —ni^,
45 , ^-9,v =-^mï;
5=...— 7"sin(G'— H — G) — i"sin(G'— H — G— aD)
— i"sin(G'— H — G + 2D).
»i -^ m', <T8n,o = — 9 f^i — ^^ ni-
i5 43 , i5 iQ ,
s=...— 6"sin(G'+H — G) — 2"sin(G'+ H — G — 2D)
— i"sin(G'-4-H — G + 2D).
27 279 io5 .
^81,0 = fn T-/n-, 7,si,o =~9«i m*.
-Ssi, _2 = m — m-, ffsi -■' = m m^,
-581,2 = ^ "i 5^ "i* ; ^812 = ni ni^ ;
5 = ...— 5"sin(G'— H-hG) — 9"sin(G'— 11 -+- G — 2D)
— i"sin(G'— H -t- G -f- 2D).
= ... — i"sin(G'-t-H-+-2G) — r'sin(G'-t- H + 2G — 2D).
-S83,o = r- m, ŒsS.O = :r ^l,
i"sin(G' — H — 2 G).
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•^Si.O
O'sit n =
'iP-
ni ;
5 =. . . — i"siii(G'-f- H).
-Zss.o = 6 m,
"Ts.!; n =
io5 _ 3i5
385,2 =—-;»*; <J85,2 = ^ nx\
^ =. . . — i"sin(G'— H — aD).
-280,0 = m. 'Jsc.o = — — r "^5
AI
io5 35
■^isso
p88,o = 3m% Xss.o = 2"^"^:^'"^'
21 „ i83 ., . 'iï 65 ,
P8S,2 = O.mî, À88,-2 = :^ '
P88 _4 = o . mî ; A88,-4 = -^ in^ \
i' = . . . — 2"sin(G'-+- aH — 2D).
^SO.t ="-^'"*' ^^8».'' "= ^
p8o,o = 3m2, Xso.o = ^ "i JT '^^
nn p8<,-2= O.m^^ X89,-2= 7T ^^'^'
P89,4 = o.m2; Xgo.i = ^'^^
('=.,. — i"sin(G' — 2H -4- 2D).
Ç90,0 = Z^^l ■'100,0 = rr "^' P'"'" ~ O.m, >v90,0 — "T" '"'
Ç90,_2 = — ^ '". ■^00,-2 = — fj '«; pOO,-2 = ~ ^ '"' ^00,-2 = — 7 "^•
?OI,0 = -7 W, -ri9,,o = ^"*, P01,0 = O.Art, A9i,0 = — '"'
Çoi,2 = ^'^î; tQ9i,2 = ^rn\ p9,,s = —m; X^,,, =— i/n.
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£9.,, = -m, r,9., ., = ^7 ''ï, po'.i = o.m, À92,2 = — ''*.
Çiis.i =~~r"^' ^'"'- ~ i'^'^; p93,2 = '^"*' ^'^'2 = ^'"■•
Ça '.,-2= :^"*^-^"^'' '^.9 ',,-2= ^, w-+-i5/nS
Çoi,2 =--m- -m'^- -vj.,2 = -2 '^ + p '^';
III
p9i,o = 9"^ TV "^ -i ''^'''^' ~ ~r "^ — sT" '
p =. . .4- 6"sinG'-4-2"sin(G' — 2D) + i "sin(G' -)- 2D).
Pygo = 5-/n, r^93,n = 57 m, pos.o = — w, ^95,0 =63m,
$93,-2 = ?- ' ni, "'",95.-2 = -y- "^1 P95 -2 = '^^5 ^95,-2 = '-^O '^.
$95,2 = l'n-i r^ri,-i = —m', p95,2 = o.r?i; X9s,2 =3m;
(> =. . .-M"sin(G'-4- G) + i"sin(G"+ G — 2D);
Ç9c,o = ri"'"' ^■'•'''" = ^7 '^) p9C,0 = — T ''^' '"'•" ="^'^1
2'' 'Jk'
= . . .+ 2"sin(G' — G).
a3o- CHAPITRE XXII.
Zq-: n = O. m.
■SoS,2
•Sgo.o
-Sflfl,— :
i^tl-.O
<Jo--i
<ïilS,-2
M 00,0 — ,-3 ''î, <^ioo,o = 9"^)
■2ioo,— 2= o./n, ajoo,— 2 — râ '^'
3 9 -5ioo,2 = r,ni\ <Tioo,2 = T.m.
139. Pour les inégalités qui dépendent des j3uissances supérieures de e', on a :
Çioi.o = gmî — i8m3,
Çl01,-2=- 17'^'
Çioi,2 = -T m»;
iQioi.o = —
■"Qini.— 2 = —
9 3 '77 > Q 9 54 Pioi.o =— -m^-l-gm'H r^ 'n^', ^^loi.o = — - m -1- - m^ H -
— nf
Pioi,-2= I7mî+^m3, A,oi,-2 = — ^ '«-— J^^«^^
3 33 pioi,2 = m3-4-7m*; Xjm.a = -m^;
V =. . . — 7"sin2G' — 8"sin(2G' — 2D), sinTTT = . . .-+- o", I co?(2G' — 2 D).
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$102,0 =— "i: "^+ Ti^"* ' ■ "^lo-^o ——7^"^ r'^'
255 QQ71 „ > 255 i5i3q
p = ... — i"sin(2G'-t- G) — 7"sin(2G'-(- G ^ 2D).
Pio3,o = --/n-h-^m^, Xio3,o =-— /w--^mî,
Pl03,-2= — T /W ) ^^103,— 2 = r '^ '
pio3,2 = zm T^W; ^103,2 = T rn r^w^;
p =: . . . — 3"sin(2G' — G) — i"sin(2G' — G — 2D) — 3"sin(2G' — G-4-2D).
Çl04,0 = — 18 m, 'î'1104,0 = T3 "^: PlOt.O = f^j ^104,0 — ijs" '^'
Çl(,l-2 = r-^1 ■'"101.,— 2 = r '^5 pl04,— 2 = — 215 m.^, Aio4,_2= TT "*>
$10.,, 0 = o.m, 7)105,0 = ^ /«, Pi05,o = — 27m', Aio5,o = — ,-7 '^J
$10S,^— -7-W5 "^105,-2= ir '^' Plfl3-2= ~'"' ^l«5,-2= ^ '^'
i"sin(2G' — 2D).
$100,0= 18 m, ■'1100,0= — "J "*' Pi06,o = „ '^' ^100,0— — —5-
$106.2 = -5 w: TQioe.a = iJT'^' Pio«.« = -^ "î'; A,or„2 — ^"^!
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rargument 2 G' — 2 G H- 2 D, auquel correspondent les ternies afleclés de l'indice 106,2, étant à très longue période, on a usé de l'équation (A') pour déterminer p 100,2 •
-5jo7,n = ni H m2 ai 07,0 = -.: m -^ m»,
5i 3 ion 5i 2321
■5i07 ,—2 = z >n -^ w2 : cJ|U7,— 2 = :: m m- :
..— i''sin(2G-+- n - 2D).
'l08,-2 = :fn-\ /»2 ; a, 08,-2 = — -^, '" H T /'î* ;
•2lOO,0 = 9'"? ^lOfl.O = — 18 /?l,
-S109,— -2 = fn, aïoîi,— r) = — 5im;
^110,2 = 7- ^«, <T|in,2 = — 9'n;
•^111.0 — 7'^) '^in.o =
. -Si 11 ,— 2 = — -7 »î, 1^1 1 1 ,—i ■- r '«,
-Zll2,-2 = -Zr "^> "^112,-2= T-
-Sii2,2 = x/n; <Tn2,2 = — —,'n.
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Çiii.o = ^/«, "^114,0 = — ^ »i, piii.o = o.m, Xiii,o = -^'W,
?lllv2 = ^"î, Tllll,2 = -m, pi|i,2 = -^ /«^ >>lH,-2 = '/n;
çii.5,0 = o.rn, TQiiô.o = 77^"' Pii5,o = -'•7"'^, ^n.i.o = r^ "^
Çii.",,-2= -T ''î, r)l,.^i,_.= ., "», puô,— 2= o./;?., A,|.i_2= -r '«,
Çii;,/2 = ^"î; "nus, -2 = ^'«; Pus, 2 = o.rn; Ans,, = -^ '« ;
la détermination de p, , ,2 a demandé les mômes soins que celle de p(o«,a-
Çiic.o = — 10 ni^ -+- 20 m^,
ÇiiG,2 = 5m^-+---m'; TQiir,,2 = r '" "^ ''* ;
Piifi.o = i .ni^ — 2 m-,
Piih,2=— 5/«- ^/«-'i >>nc,,2 = -m-— — — m^j
V = . . . — 2"?in2 D.
;i 17,— 2 = rj '^— —r '" ' 'Il 17.-2 = :: m -+- -^ /n--'
;ii7,î =— ::i7/"S •^117,2 = 5- /«s
pii7,o ==~~"*') ^117,0 = o (par convention ),
ni —in^-, A|,7— >= —m-\-
Pii7,2 = ^ni"-; Aii7,2 = r"»^;
t' = . . . -f- 2 " si n ( G — 2 D ).
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Çll8,-2= —m, r,,,8,-2= —r"^t pll8-2= 75'"*, X,,8,— 2= -TT'";
Çii9,2 =— '- m; 7)119,2 =— ^w; pii'.i,2 = — 75m; Xi,9,2 == ô»''"'
Aiic= ^m»— ^m^, rt/j/i,ç£,ei, = /i / — | m^ -t- _ m'Jj e, si, = — aS ;
Zi2oo =— i.m2, 1^120,0 = o (par convention),
i5 ^oq , i") 169
2120,-'»= — »iH r'"' 0^120,-2= -r'« -1- -rp /«^
^120,2 = r'«^; ^120,2 =— rr"^ )
s =...-+-i"sin(H — iD).
^121,-2= ^5 ni, ai2i,_2= 3o m, i5 £5
/<ii9 = cm, nh\ ,.,£', £L,£,e_, = — i".
Çi22,-2= -j w, •niL>n,--2= .-r'", Pi23,-2 = i5m2,
Çl-25,0 = '^"^' ■^'-•''" == ~ .r^ '" "^ .7^ '"'
pi25,o =— —^ m2 + — m-\ X,25,n ="-7^ "^ ^ .7^ '"*'
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pi2r,,o = — "Y^ /'î» ^i2c,o — — -y-T ''*)
pi2G,— 2= —rrn\ Ai2„_2 = :r m ;
Çl2-,0 = -T-^ m, '1127,0 = r^ '"'
Çl2-,2 = -:'«; ^12-, 2 = ;"ï;
pl27,0 = ^T^ "i, >-l2-,0 = r^ "*7
Pl,- ., = — /7Z ; ^127 > = — — /« ;
= ni,
■Pr3'"'
TY
pi3n,o
//M H fH',
•ni3f,-2 =
'' 1:1 II, Il ^=^
-— /n', A, 30.-2= — — ni^
piyo,2 — -, "?'- ;
pi3i,fl — TT ^'") Ai3i,o = r'"'
(') I j ^ fi I f)
Pl31--2 = -r'"; ^-131,-2= "TF'"'
ti3-',2 = r/«; '1132, -2 = — '«;
pi 3-2,(1 —
pl32,2 = -7/»: >.|32,ï = -r"i;
in\
jf"..
-Sj3'.,2 =
Çi35,o = o m, r,i:j;i.ft = — -^ w, pi;j,-i,fl = — — m2 X|3;i,n =—-~ '",
?i3o,o = o. '»; r,,3fi,n = — 1 1 "' ; ?i3r,.(i = — i-l "'^ ; ^>i3f .0 = — i4 "^ ;
,;,'-^;,- = (j m, Il y.;; = O . ni.
140. Envisageons niainlenanl les inégalités du mouvement de la Lune qui dépendent de la ])arallaxe solaire, c'csl-à-dire, d'une façon plus précise, du rap|)oit a des parallaxes moyennes du Soleil et de la Lune. En regardant ce rapport comme étant du second ordre, ainsi (pie nous l'avons déjà dit, nous devrons considérer les monômes sui-
vants (et leurs conjugués), dont la notation est évidente :
M2oo=a?', M2oc=ap'£'i, M-jsg = ^ p's'i vf ,
M.2oj = afi's,, Mifiv^a^'e'i £i, M289 = «P'^'i T-i ^
M.202= a^'s?, iM-2r,8= «P'î'i £-1, M294::= a^'e'i YiY-i;
M003 = a P'si £-1 ; M-2r,o = a P's'i £Î,
M.270= aP'£', £,£_,, M301 = a[3'£',%
M,,2= ap'Yi. M.271 = a?'^', ^l, ; \],,,= c,[i- s\ ei,,
IV]2)3= st|î'Ti2i^ M33o= ap's',2£'_,.
M2n= ajî'yi£_i; M.27c= «P'^'iTu
M.2T7=aP'£',Y-., -M2.27= ^P'T?, M.278=a?'£', yi£i,
M.237= a?'TiY-i; Mj7n= a^'e', Y_i£_i, M28o= a?'£'iTi^-i> iM28i = ap's'jY-i^i!
La fonction F doit être compbHcc ici par l'expression I 16' ^ 16'
On trouve ainsi :
?2""M = 7? '" "^ ~r '" "^ -;i~ '" ' ''i2oo,i = — :^«i — -^'«- ~ "^ '
?2no,3 = r /n2 ni' ; . t,.oo,3 = -r '«' -4- -7 m^ ;
i5 33 „ 3/if)5 ^ ^ i5 3() ., 4191 ,
'- M)o 1 = -m y m- — /n^, Aooo.i = r '« '" r~ "^ '
f = ... — rj'.5"sin D H- r'sin 3 D, siiirTT = ... — i",ocosD;
r inégalité de la longitude qui dépend de sinD, et dont on vient d'obtenir la partie principale, est connue sous le nom iVéquation paraliaclique.
l5 7> , l5 io5 ,
265 , iSgS ,
î-201,— 3== — ^ /W-; TQaoi,— 3= — s~'"';
p2oi,-i= — m2H ~mi, A,oi,-i= — ^ m -4- -^ m*,
f =. . . — 9"sin(G -h D) + i9"sin(^G — D ) -+- 3"sin(G — 3D); sinTJT = . . . — o", I cos( G -t- D).
i35 io5 4o5 , iq5
Ç20-2,1 = T "*> '"^•ÎO-2,1 = r "^1 PaOî.t — ^ '") ^-202,1 = — -^ m ,
Ç-202,-1 = "^'"' ■^■^«2,-1= -^ "^^ p202-l= 7V"^1 ''iO-'-l— TV"^'
Ç202 -3 = — T "' ; '1-202 -3 = —T- ni P202 -3 = — m ; >w02,-3 = -~- W i
f = . . .— i"sin(2G 4- D) H- 2"sin(2G — D) -t- i"sin(2G — 3D). _ i5 i5 io5 , io5
Ç203,l = — ;jj/«, TQ203,1 = — T" "') p203,l= TT"^' •'-203,1 = Ts" ''^ '
p = . . . — 2"sin D.
45 io65 , i5 2QI
-2212,3 = -:"i\ 7.^,2,3 — -- ni^,
i = . . . - 5"sin ( H + D) -+- 5"sin( H — D) ,
i35 —ir-m,
3 = ...— l'^niH-hG^D).
-Sili.l = -^ "îj ^211,1 = -^ ffl,
i65 iq5
-2214,-1= -^"î; '^m-i— —^ ni;
5 =...^-i"sin(H — G — D).
Ç22-,i = — .T '"' ''^'-■-''' — Te" "^' P--''' =o./?«, A.2.>7,i= 7:5^ '«,
Ç227,-l =——/«; ■'ii^T.-l = — »i ; Pi2- -l = .;^ "i ; ^227,-1 = r^ ^l ;
p =. . .-t- I "sin(2U — D).
?:2:;7,i = :rm, Tj.37 , == — m, p,,37 1 = -— AW, À. 37,1 = —7- m;
2'^ ._jz .^0 ._>.»
p = . . .+ 3"siuD.
i5 827 ^ ij 1867
?2r,c,3 = ;:^'" ' ^2fi.-„3-= ^/'^s
i5 1037 i5 nnr
p2r,c,3 = TT/n"^: ^^2r,c,,3 = ^ "^
p22c,-3 = -7- nV^ ; A2or„-3 ~— h '«^ ;
p =. . .H- i8"sin(G'-H D) h- i"sin(G'— D); sinni = . . .-f- o",i cos(G'-t- D).
Vir.f*.-!
fi
?2r,7,i = :i - .ji '"' "''^«-'' = :^ — ^ '"'
io5 45 .
o.,r,7 , = 5 m -\ m'-. A.,f,7 , = ni,
P20- -1 = — -r "* ; >-»c7 -1 = Ts '« ;
p — . . .4- i"sin(G'+ G H- D).
?iC8,-i= :^n},
P2fis -1 = rr'"' ^2f,H.~i = — 7^ /«,
i' = . . .-I- i"sin(G' — G -H D);
l'argument G' — G + D étant à très longue péiiode, c'est à l'aide de l'équation (A') qu'on a calculé pofig.i*
;27iM — — -;— } 'i2:i',i — —, p27rM — I^J '^27(1,1 — ^^'y
ç> = . . .-f- i"sin(G'+ D); ^ _ i^ _ i65 10 ) 10 )
Zo-;,; I = -; /« H /U'^ . 7,71; , = fU -\- ■ /ll'^.
S =. . .-T- i"sin (G'-4- H -+- D).
I) l35 l/iovi)
«^2-7,-1 =— -TT/n.
5 = . . .+ i"sin(G'— H + D).
•^2X0,1 — — > «T-jso,! — — ,7^
_iL ^."ï'
X2SM
T-"', ''■iHOI.-l
i-) '>:îiu,i — ■
— ni. p,.u:,i =
Ajoulons enlin que si l'on fait encore
24'2 CHAP. XXII. — DÉTERMINATION DES INÉGALITÉS DU MOUVEMENT DE LA LUNE. ETC.
on trouve d'aboixl
P.400,0 = -^ m3 -f- ( — //l2 . ffi'A \ y
jti5 5
io5 ^ lO) io5
pioi,—>= —7-m.Y,. Jjoj .j = —m./., r,t„i ._2 = m.y.,
Zi,i-t _•) = m. y.,
et l'on en déduit
ii--'-5 , / 15 , I >95 ,\
, 2. 175 , / 45 „ ilT ,\
de sorte que
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141 . En exécutant les calculs décrits dans les Chapitres précédents et en examinant les résultats avec quelque attention, on est nécessairement frappé de certaines particularités que l'on est tenté de transformer en règles générales, et que l'on peut en effet justifier a priori.
Reprenons le problème sous la forme du mouvement d'un point matériel de masse égale à l'unité, avec la fonction de forces
^ ^ /(Mq+M) ^ ^ r '
la fonction perturbatrice V étant définie au n° 120, et correspondant à la théorie solaire du mouvement de la Lune.
Si l'on néglige V, on a un mouvement képlérien, aux éléments /Jo, «0, U-i £o = sin'>pn, T^o, y'd, 8,,, suivant nos notations habituelles; on a d'ailleurs /i^ «^ == y (M„ + M), et pour simplilier l'écriture, nous supposerons que les unités de temps et de distance sont choisies de façon que l'on ait / (Mo H-M) = i , les nombres /«o et «o étant euxmêmes très voisins de l'unité.
En appelant /i, «, /, s = sincp, ..., les éléments variables de l'orbite képlérienne osculatrice à chaque instant au mouvement réel, on peut, comme au n° 93, leur substituer les nouveaux éléments
K = \Ja, Bi = k/'i A sin ^ <;~'^, Ci = 1/2 A cos cû sin - e- '0,
L = il, B2 = \J->. A sin - e'^, (\ = \l'>. A cos o sin - e' ' ;
on a alors
"^Xi
et en faisant encore
z = it,
les équations du mouvement prennent la forme simple
dX â\
dx ~ ,)L '
d^ = "-ôX'
rfB, d\
dBi dW
d' ~dB,'
dl dB2
rfC, ô^
rfc, .;v
d- ~ dC,'
d- ~ OCi
Soit encore
et désignons généralement les six variables A, ui, B^, B,, Ca, C,
par Xj (y:=:i, 2, 3, 4, i, C). On a plus simplement, comme au n° 97,
dxi ,, c)V
-j^ = lay/, ■ ,
avec
tous les autres coefficients ay/f étant nuls.
l^a fonction V contient en facteur la petite quantité //-, puisque l'on a y*M' = /î- « •■'; et l'on peut ajouter qu'elle se compose de groupes de termes ordonnés suivant les puissances entières non négatives de la très petite quantité -, ; mais nous ne tiendrons pas compte
de cette particularité pour l'instant. De plus, si l'on appelle /' la longitude moyenne du Soleil, et que l'on fasse L' = f/', la fonction V apparaît comme étant de la forme
v,i'2Cevi.-+.vi/.
s et s' sont des entiers quelconques; les coefficients C dépendent de A, B|, B2, C|, Cj, ainsi que de l'excentricité t' et de la longitude
du périgée vs' de l'orbite du Soleil, en même temps que de — > et des
paramètres P', Tj", ... ; il serait d'ailleurs aisé de préciser davantage la forme de ces coefficients, mais il est inutile de le faire explicitement, a(in d'éviter une plus grande complication.
On peut intégrer les équations précédentes par approximations successives, comme nous avons fait aux n"^ 94 et 97. Pour abréger
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l'écriture, supprimons les indices o qui affectent les valeurs initiales des inconnues, et représentons celles-ci par A + SA + S-A 4-. . . , X -(- oA + o-À -|-. . ., tj. -h oix H- o-jj. -|- , . . , en mettant en évidence leurs parties fournies par les approximations successives : A, [x, B,, B21 • • • sont des constantes, et l'on a À = /i-:, de sorte que L = nz-^u..
Dans l'expression de la fonction V, nous supposons aussi que les inconnues reçoivent ces valeurs de première approximation, ce qui ne change pas sa forme.
l^our déterminer en premier lieu les quantités oA, SX, . . . , on a les équations générales
dx/,-
d(oX ) i)n ^ — j — — ÏT ° ^ '
les dérivées -; — sont de la même forme générale que V, — ne diffé-
flf t. " ^ à IX
dxk
rant |)as d'ailleurs de ^- Distinguons alors leurs divers termes de la uIj "
façon suivante : les produits tels (jue C'j"''^'' seront désignés par Psi l'on a .V ^ o, par Q si l'on a 5 = o, s'^ o. par S si l'on a simultané-
ment 5 = 0, >v
o. L'intégration d'un terme P donne
s n-hs n
on peut développer l'inverse du diviseur sji-\-s'n' suivant les puissances de la petite quantité /;', et en convenant d'appeler toujours G non pas seulement les quantités définies il y a un instant sous ce nom, mais encore des quantités analogues développées suivant les puissances entières non négatives de ji\ et ne s'annulant pas avec «',
on voit que l'intégration d'un terme P conduit à un terme de même
C , , nature. L'intégration d'un terme O donne -p-, e"'', c'est-à-dire un ^ ^ s' n '
terme de la forme —.: enfin, l'intégration d'un terme S donne un
terme séculaire -rS. 11 est entendu d'ailleurs que toutes les (piadralures sont effectuées sans addition de constantes superflues.
11 résulte de ces considérations que les quantités oxj sont de la
forme
n'M*-Hrt'Q-f-/''2TS,
en employant une notation symbolique de signification immédiate. Mais le cas de ôxi ou 5A demande une attention spéciale : on a en effet
et comme la dérivée jp ne peut évidemment contenir que des
termes /l'^P, il en est de même de 5A, et aussi de o a, par suite. On a maintenant
les indices autres que y' prenant toutes les valeurs possibles; d'où, en général,
^ixj= (n'3+ n'-)V + («'2-4- rt'3-:)Q -(-(«'^T-h n"^-J)S,,
ainsi que le montre la composition du second membre de la formule précédente.
Plus particulièrement, on a
et comme les dérivées —.-; ' -; — r- iie contiennent que des termes n -r, du- ()\j àxj '
il vient
o-^A = ( /i'-'-+- n"*-.) V ^ /t'-'Q-l- rt'HS.
En continuant de la mèuie façon, on aurait généralement
h-^Xj=: (n"* -+- n'^z -H n'^T-) P
-t- {ii"'z -h /i'^T--i- n'^-') S, et spécialement
et ainsi de suite, la loi de formation étant en évidence.
Ces résultats £ont ceux qui correspondent, dans le problème actuel, à ceux du n" 94, relatifs aux inégalités séculaires en général. Nous devons par suite prévoir que la forme des inégalités 5-A, ù^A, ... doit encore se réduire d'une façon correspondant au théorème de Poisson, démontré au n" 97. Examinons donc de plus près ces quantités.
On peut écrire
^52 A) dn 0'-\ ~d
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et en raisonnant comme au n° 97, on voit que le second membre de cette formule ne saurait contenir aucun terme constant, et aussi que les termes n'^Q qui y figurent naturellement acquièrent un nouveau facteur 71' . Donc, on a simplement
et par suite
Allant plus loin, on a de même
cny
Z-^Xi
à ÏJâxj
ùk dxj
ôLôxjdx,,,
I fônyv (p\ r rà'\ ., f rô\ ,
im-'ï]
'^OLàxjJ àLOxA \) J àL '
à-^y r rày , ., r ày . ^ I [ d-^y r d'-y , r <)y ,
H — '^y-ik'^nin '•' "rî~~ — / "; "~ / "■; — "'
•2 L à\.OXj J OXkdx,,, J OXn
d^y f '^Xd f iY_ dA
dl.()xj()r,n J Ox/, J dx,i "J '
et l'on peut encore écrire celte dernière ligne sous la forme suivante, en échangeant d'abord les indices y et k dans le premier terme, et permutant ensuite simultanément / et //i, A' et /«,
!.. r ^'v r ày , r^^ ,
2 ■"' '"''ldLdXjdx,nJ Ox/, J ÔXn
()L()X/,J ÔXj<)x,n J à^n
<py f_£X—d- f'^dz]
àl.àxn J àxj(Jx,n "■ J àx/, J ■ 11 est facile alors, avec un peu d'attention, et en profitant des
résultais déjà acquis, d'analyser la forme des différents termes de cette expression; en raisonnant encore comme au n" 97 quand il s'agit des termes qui proviennent, dans la troisième ligne, de la
partie (/^'-Q -|- /?''-S) de ^ — j et dans la quatrième des parties ana-
logues de - — > - — > on constate que la denvee — -^ — est de la lorme
par suite, on a
S^A = (/i'*+ n'^- -+■ n'^-- ) P -h(n'-^-+- n'^z) Q -+- /i'«xS,
S-iX = (n'4-4-,,'5T-h/i'6-2)P-h(n"'-i- n'-'T). Q + («'^T -+- n'^z^)S.
La loi que nous cherchions est suffisamment mise en évidence, sans qu'il soit nécessaire de continuer dans la même voie.
Envisageons encore une quantité variable A' définie par l'équation
dA' _ OY dz ~àL''
la fonction V étant ici exprimée sous sa première forme, c'est-à-dire que A, L, B,, B^., ... j reçoivent leurs valeurs variables complètes. En supposant arbitraire la valeur initiale de A', et désignant par A' cette valeur même, on peut remplacer la valeur générale de A' par
A' -h 0 A' H- 0- A' -f- ... ; on a alors successivement
rf(8A') <;V d(8i\') <)'-\' ^, V» (py
Jl' ' dT" ~~ JlôVj ^'^ '^ Zd (Fï7U:j
la fonction V étant maintenant exprimée à l'aide des valeurs initiales de A, L, B,,
La denvee -rr-, ne peut contenir aucun terme constant; et par
suite oA' est de la forme n'-V -{- n'Q. De même 8- A' apparaît immédiatement sous la forme
(n'3+ /i'iT:)p 4-(,î'2-^-,i'3T;)Q -f- /i'3-S;
mais d'après le théorème de Poisson, et en se reportant au n° 97, on voit que les termes séculaires xS ne sauraient exister; donc
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en poursuivant plus loin, on a de même
les termes séculaires -^S ne pouvant exister; et ainsi de suite.
142. Les résultats que nous venons d'obtenir peuvent se transporter immédiatement aux perturbations des différentes coordonnées elles-mêmes, qui sont des fonctions des éléments. Toutefois, il faut avoir soin de prendre la précaution que nous allons indiquer.
Soit / une coordonnée quelconque dont l'expression en fonction* des éléments se développe suivant les puissances de e'", et, is'il s'agit de la longitude vraie ou dans l'orbite, comprend en outre le terme L; on a donc
la parenthèse indiquant la présence évenluelle de L. Les /y sont des fonctions des éléments autres que L; en remplaçant tous les éléments parleurs valeurs nouvelles, désignées par A" + AA, L"-t-AL, ..., afin d'éviter toute ambiguïté, on peut mettre y*^ e^'" sous la forme i/l + f!/)e''^'' , le sens de /^ étant clair par lui-même. La perturbation de / sera donc, en effaçant maintenant l'indice supérieur o, comme nous avons déj.à fait plus haut,
A/=.2/;/e'/'-4-(AL),
et c'est aux coefficients /' que se transportent immédiatement les résultats obtenus précédemment pour les perturbations des divers éléments : en particulier, tout ce qui est relatif aux termes séculaires et aux termes Q subsiste.
La parallaxe - jouit de propriétés spéciales, qu'il faut mettre en
évidence. Appelons, comme au n** 121, X, Y, Z les coordonnées reclilignes de la Lune par rapport aux axes TX, TY, TZ; d'après la relation /(Mo + M) = I , les équations directes du mouvement sont
Une combinaison évidente donne l'équation de Laplace sous la
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forme
d\-^ d\-^ dlfi ^d'X ,, rf2Y ^diZ a-- dz- di- d~^ d-.- d--
1 ^ôy ^àV ^d\ r /àW .^ à\ ,^ à\ .^\
1 •< 1- )' 1 I d^ir-^) la première liane 11 étant autre chose que r-r— •
Reportons-nous à l'expression de V qui peut s'ordonner, nous
l'avons déjà dit, suivant les puissances de — ; la partie indépendante
de-, est homogène et du second degré par rapport à X, Y, Z; nous
pouvons donc poser
W étant une fonction facile à écrire plus explicitement, qui contient —, en facteur.
V est une fonction de X, Y, Z, t, le temps n'j entrant explicitement que par l'intermédiaire des coordonnées du Soleil; par suite
et l'on peut mettre l'équation de Laplace sous la forme
Mais on a, d'après les équations qui définissent A, L, B,, Ba, ..,,
-tt; d\ ^ -— d\ -^ --- dZ — .-dk -\- c^dL ^ -rr- dYii-\- . . . o\ 01 (IL o \ ôL dBi
= n ^rr- dx r= n a A = a ( -
d'autre part, comme les coordonnées du Soleil ne contiennent le temps que par l'intermédiaire de L', on a
-T— dx T= n — — dx = n «A ,
OX <)\j
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de sorte que, finalement, l'équation de Laplace devient
la constante provenant des quadratures est incluse dans A', si l'on veut.
D'après la forme générale des coordonnées, les ternies séculaires et les termes Q contenus dans /'- sont de la forme
(/i'-f- n'^T -h «'^ -:--+-...) Q -f- (/i'^T -I- ii">---Jr- n'^-^ -^ . . .) S,
et, par suite, les termes correspondants de _., sont
( ii''^-\- /t'5- -r- n"'-.''-^. . .) Q -H {n'^x -H. . .j S ; dans —) qui jouit des mêmes propriétés que A, on a de même
{ll"*-^ «'«- -4-. . . j Q -H (/i'«- -r-. . .) S,
et dans n'A', les termes de même espèce sont
enfin la fonction W, qui dépend des coordonnées de la Lune et du Soleil, et qui contient en facteur —7 , donnera des termes
— , (n'2-4-/i'*-: -+-...) Q -^ — Aii"*~ +. . .) S. a a
D'après l'équation de Laplace, on voit donc que la parallaxe - ne
contiendra des termes Q ou des termes séculaires que sous la forme plus particulière
et il serait bien facile de préciser davantage la provenance de leurs parties principales.
143. Afin de pouvoir comparer utilement les résultats des Chapitres précédents avec ceux que nous venons d'obtenir par l'application de ce procédé d'approximations successives que fournit immé-
diatemenl la méthode de la variation des éléments, il convient d'amorcer au moins le développement explicite de la solution que donnerait cette méthode, eu suivant les principes généraux, du Livre 111.
Reprenons toutes les notations du Chapitre XIII, de sorte qu'en particulier
À = e'/, X' = e''\ Y = 1 siii [ , Yi = "" T^~'^ Y2 = r T^'^^;
et comme ici y' = o, on a de plus
a,= a. = .-Y,Y2, cr', =^ y|, cr', = yf.
Le développement donné dans ce Chapitre pour la fonction Ro, multipliée pary'M', ou II'- a'-', convient encore ici pour la fonction perturbatrice V, à la condition suivante, évidente d'après le n° o : dans les
quantités —~r (jui sont, au facteur —, prés, des fonctions du rap-
sj aa' (^
port — . on laissera de côté les termes qui ne sont pas au moins du
second de^re par rapporta -, etl on multipliera —7-' —r.' • • • respecti- '^ ' ' ' a ^ a * a * '
vement par les facteurs [ii', ,3', ... du n" 120. On a donc ici, en négligeant les termes en [i', [j", . . ., sauf quelques-uns :
a' b'fi _ I «* 9 , a'* a'b'-^ 3 ,, «^ a' b'i i a^
II il
a' bl _ g „, a' a' b] 3 a^ 4i , a'* a' b\ _ i^ a'
V^rtcF' ~ 4 '^ «'' ^"■' s/aa!~ "i- «''^ 'G a"*'^"" y/ W " « a'^ '^■■■' , A s • 1
V/aa " y/aa '^ '' y aa "
La fonction V sera de la forme générale
les exposants étant des entiers non négatifs, sauf 5 et s qui sont des entiers quelconques; A est un coefficient purement numérique, mul-
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liplié par [i>\ fj", ... si ^ == i , 2, .... On sait d'ailleurs que l'on a s -+- s' ~ pi-\- p-i — l'i -+- r-i—p'i -h p'i = o,
et que la différence /'( — /'^ est paire.
Mais d'autres particularités sont à signaler. L'expression de cosH est linéaire et homogène par rapport à e"', e"'" d'une part, et par rapport à e'"', e~'^' d'autre part, en appelant p», u' la longitude de la Lune dans son orbite, et la longitude du Soleil. D'après la façon dont cosH figure dans V, il est donc clair que les quantités s — /){ +/?:>, s' — p\ -\- p[i prises en valeur absolue, sont au plus égales à g + 2, et toujours de même parité que ce nombre.
11 j a plus : dans le cas particulier où l'on a 5' = o, la quantité s' — p\ H-/?2, c'est-à-dire la différence /^^ — p\i prise en valeur absolue, ne saurait dépasser q. Pour s'en assurer, il suffit de faire l'observation suivante : les termes pour lesquels | s' — p\ -h p'.^ \ atteint en général sa limite supérieure </ -+- 2, sont ceux qui proviennent du développement des fonctions
et si l'on suppose en outre s' = o, il faut prendre seulement la partie constante de ces fonctions; or, d'après le n" 81, la partie constante
de ( ^ ] e''-'/'^-^"' est égale, avec les notations de ce numéro, à
et par conséquent est nulle, d'après la définition des K^'''. Ecrivons explicitement la partie séculaire de V, soit (n° 91)
Vo= 'Ji/i'-a*XS, avec
S S = - -+- - £| £,— - y, Y2 -+- 7 £ 1 £0 — ,^ £1 £2 Yi Y2+ ^ Yî Yi
- C1C2 £1^2— - riT2 ^1=2 + "T "-l '^ "•""[
-ci=.2£,s2 — 7TlT2^1'2 + Tl- ^^T ^'iTî^-ïll''^-
-,?' [(£.£',+ £,£',)(-- --£.S2+-;^Tr;.-^£.£2J
la partie périodique de V sera désignée par
et généralement pour un ternie S ou P, les exposants correspondants seront toujours appelés ^, s, s',pi, p-^, /■,, r.2,p[, p]^., comme ci-dessus ; de plus, pour un terme P, nous ferons d= su -{- s'n' .
Conformément aux remarques déjà faites, on ne trouve dans la première partie de V„ (celle qui correspond à q=zo) que le seul argument séculaire im — 28, en dehors des termes qui ne dépendent que des excentricités et de l'inclinaison; de même, la seconde partie (pour ^=1) ne dépend que des arguments séculaires m — nr', TS-\-Xx5' — 28, 3tît — -m' — 28, 3nT-f-ra — 4^; et ainsi de suite.
Les équations (jui déterminent les différentes inconnues sont faciles à écrire, et à intégrer comme au n" 98. Désignons encore par n, «, 1=^ nt-\-lo, s,, £2, yi, ya les valeurs de première approximation, toutes constantes (sauf le terme ni de /); et représentons les éléments variables eux-mêmes par (n), (a), (/), . . .. On a immédiatement, en écrivant explicitement le seul résultat de la seconde approximation,
( n) = n — bn^ y -j -h .. . ,
— £1^2 (/^i+yJa — 2 /•! — •;>./•./) -f-. .]-!-...,
(si) ^£1 -^- — ^-) p ^[-p,^e^,,(■ip^ — s~rl — r,)-h...\-h...,
'\d] (£.) =£2 + — >,r t p [/^i + ei^iC-a/^i — s-t-r,^/-,)-!-. ..] + ...,
Il Âamà c] ( r }
(Tl) = Tl + — ^-(H-2£i£2+...) p n_,-,_y,Y2(.«-/>l-+-/'2}]-+---.,
La solution, complètement développée, jouit des propriétés que nous avons reconnues plus haut.
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Si Ton envisage maintenant les coordonnées polaires de la Lune,
soit la parallaxe -? la longitude v comptée dans le plan TXY, à
partir de l'axe TX, et la latitude s au-dessus de ce plan, on aura pour les développements de ces quantités, d'après des formules connues, et en faisant
les expressions suivantes :
- = 7 — : l-f- ^Ti -H :ro + 2.7.'f + 2^5 + - CT^ 3^7 0"^ ^l r? -+- - X'i
-4-— xl — r^xlXi—j^XiXi + Y^î -+-•••,
fP = (t/j + 2:ri — ■iX-->-\ xi 37^ -H -— rr? — X-; Xo-+- XiXr, — -r-^')
io3 , 1 1 ., II , io3 ,
H ^l :t- CCJ X.2-+- -:T-Xi Vi Xi 4- . . .
— IXif'] H- 2 JJoJ'Y — 2a^,J^r; -H aa^aj'-j
— -^'i.r'i^^'rix.,y-i ~-x-ly-\-\-^-x-iyl — >ixix.iyl-^ — xlyl^...,
«^J'i — r-2 — ^rî + ^/LÎ
-4- 2^7171— 2J72;i-^2 3-ijK-,— 2.^272 — a"i y î ■+- X .y-l — Xiyl -^ x-^yl
-1- _ x-^y^ — \ xi x.yx — - xr,yi + - a;;- js ^ î .^^i •^2jK-> — 7 xr, y-,
-^ -^ x\yx — iox\xoy\ — - x'-Xy^-^- - x-ly.,+ lox^xr^y-^ x'\y.i-\-. . ..
Rappelons enfin que
(„)2(a)3=./(Mo+M),
en laissant les unités quelconques.
Les variables (e,) et (so), (yi) et (y-i)? comme les constantes s, et Z21 Y) et Yi, sont respectivement conjuguées : nous pourrons donc, dans tout ce qui suit, ne parler explicitement que de (s) ), (Yi)' ^mY'' par exemple.
Considérons les parties constantes et purement séculaires de (s,)
et (y,) : elles sont de la forme
£1-4- int{— 6£i-T- S BQ )-!-... , yi + m^(— cyi-t- SGR) +. . . ,
en n'écrlvanL pas les termes qui dépendent des puissances siipérieures de t.
On désigne ici par Q et R les différents monômes, autres que £, et y, , tels que
pour lesquels on a
la différence /•, — /'a étant en outre paire ou impaire suivant qu'il s'agit de Q ou R. Les coefficients />, c, B, G sont développables, d'après
le n" 141, suivant les puissances entières et positives des rapports — > —, que nous appellerons m et a, et contiennent au moins m- en facteur; ils dépendent en outre des paramètres [3', [i'\ ....
Leurs parties principales, c'est-à-dire celles en m-, résultent uniquement de la seconde approximation que nous avons faite explicitement, et l'on a en particulier par suite
\4 3ii
les parties principales de 6 et c sont ainsi égales et de signes contraires, mais il n'en est plus de même pour leurs termes en m/*, in\ ..., ainsi qu'on pourrait effectivement le vérifier sans grande peine.
Nous allons maintenant remplacer les constantes s,, s^, y,, y2 par quatre autres r|,, y;2, ^(, vi analogues, c'est-à-dire conjuguées deux à deux, à l'aide de formules telles que
Qi et R, étant les mêmes monômes que Q, R, mais construits avec Yj,, rj2, Ci, vi au lieu de s,, s,, yi, y^ ; et les coefficients ^i, y étant réels.
Soit en môme temps deux constantes réelles g et A, de la forme
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S( représentant les différents monômes (autres que i), analogues à Q, et Ri, mais pour lesquels on a
Pi —Pl= fl — f-l = P\ — f''-2 = o.
La détermination des coefficients [i, y, "o, ^'^o, ^"15 ^h peut être faite, comme nous allons le voir, de façon à remplir la condition suivanle. Les nouvelles expressions de (si), (yi) sont
r,i + SpQi H- m<(-6r,i — 6SpQ,+ SBiQi) -+-..., Çi -4- Zv Ri + inti— c ri — ci:Y Ri -+- S Cl Rj ) 4- . , . ,
en désignant par ^B, Q,, SCi R, ce que deviennent SBQ, !2CR.
Supposons alors que dans les parties constantes -r^i-f-^^Q,, tt H-SyR,, on remplace iq,, 7^2? si> ^25 l'espectivement, par les quantités variables r\ie''^"^, r^.,eJs"t^ Ç,6'-"^"', ÇoC"^"^, puis que l'on développe les exponentielles e-'o"', e-'^'"' suivant les puissances de t : les parties en t des résultats devront rc[)roduire exactement les parties en t des expressions précédentes.
Cette condition se traduit immédiatement par les équations suivantes :
( -0- b + S^iSi) r,i + S^Q, [-b + (p, - p,) {go + ^gi Si)
-^(/■,-/-,)(/»o + i:/iiSi)]-1-SB,Q, =0.
(Ao — c-i- S/tiS,)^,H- i:YRi[— c +(/j, — /Jî)(^o-^i^^iS,)
-+-(/•! - /•2) (Ao -V :s /il Si)] -H s c, Ri = o,
les coefficients des divers monômes Q,, R, devant être séparément nuls dans les premiers membres.
11 vient donc en premier lieu
En second Heu. le seul monôme Q, ou R, qui soit du premier degré par rapport à l'ensemble des quantités y^, , t,.j, "Çt, ^2? ^'p -^ ^^^ Q(== -1 • Pour ce monôme, on a
et, par suite,
?=^aP'(H-...),
a.ndoyi;r 17
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en n'écrivant que le premier terme d'une série qui procède évidemment suivant les puissances de m et de a-.
Les équations ci-dessus s'écrivent encore sous la forme
X/ï, (Si r, ) + :L-^^[{p,-p,) b - (r, _ r, - ,) c] + 1 C,Ri = o, en faisant
iCoR, = :SCiR, H-SyR, [(/>,-/>,) X^^iS, +(/•,- /-aj^/i, Si].
Or, il est clair que si le monôme Qi ou Ri, ou encore le monôme de même espèce Si/ii ou S|!^i, est d'un certain degré, et que l'on ait déjà déterminé les coefficients ^j, v, g\^ h^ qui se rapportent à tous les monômes analogues de degré inférieur, le coefficient B^ est connu.
Observons alors que la quantité (pi — ])■> — i)^ + (/'i — /'2)c ne peut être nulle que si l'on a pi — p., = i , /'i — /'a = o. et par suite p\ — ■p',=o; et que de même la quantité (y>i — Pi>)^ + (''i — ^'2 — O*n'est nulle que si l'on a pi — />o = o, /i — /-.j = 1 , et par suite p\ — p'^ = o ; nous en concluons immédiatement que : 1° si le monôme ()i ou Pvi n'est pas de la forme spéciale S)Yii ou Si^i, le coefficient [i ou r correspondant est donné par la formule
(Pi—/>î~-i)b H-(/-i— r-i) c
'.i''' si le monôme Qi ou Ri est de la forme spéciale SiTh ou Si wi, le coefficient ^ ou y correspondant reste indéterminé, mais le coefficient i.'i ou hi relatif à Si est donné par
^'i~— B, ou /ii = — eu.
Appliquant ces j-ègles aux dllférenls monômes du (roisièuie degré, et ne retenant (jue les termes princi|)aux, on trouve sans peine, en
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faisant nuls tous les ooefiicients S ou *' indéterniini-s,
S = f^ — - '"-'l'a >i2 — Gni'^i Z-2 ■+- - /n^s\ s'^ -!-•.. ,
Les monômes rjos'j-, C2£', ' n^ figurent pas dans ees formules : en efïet les coefficients B ou C correspondants ne peuvent provenir, d'après les remarques faites sur V^,, que de la troisième approximation et contiennent |»ar suite au moins di'^ en facteur; il en résulte ([ue, pour ces monouies, ^j ou y sont au moins de l'ordre de m.
Généralement, les coefficients 3 et '' seront des séries ordonnées suivant les puissances de di et les [)uissances de même parité de a; et le degré de leurs parties [)rincîpales par rapport à m sera inférieur de deux unités à celui des parties principales des coefficients correspondants Bo et Go, et par suite B et G, lequel est au moins égal à deux. Il n'j aura d'exception à cette règle que si l'on avait pour un monôme Qi ou R, la relation p^ — p2 = i\ — /o ± i , le signe supérieur ou inférieur correspondant à Qi ou Ri : ceci résulte de l'observation faite ci-dessus sur les parties principales de b et f, et dans ce cas, il faudra dire que la partie principale de |j ou " csi d'un degré par rapport à m inférieur de trois unités à ((dui de la partie principale de B^ ou G.).
Les monômes Qi et R| de moindre (]('gr('; pour lesquels c(;tte circonstance peut se pr(''s(Miter sont r^■^'^-,^\'' et rj^vi^i'; niais l'on doit ajouter que, d'après la forme spéciale de V(,, les ])arties principales des coefficients correspondants B et G, ou l)ien seront d'ordre supérieur à nï^, ou bien contiendront a' en liietein. On voit par là que si on ne laisse de côté que des termes absolument négligeables, la quantité m ne s'introduira jamais en diviseui- dans les expressions de Z\ et -'i. Et de la même façon, les expressions de /,< ei // (Contiendront /;<^ en facteur.
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Envisageons actuellement les parties constante et purement séculaire de (il), soit, après introduction des nouvelles valeurs de îj, s^,
il + int (L Aj Si + S A'i s; ) +. . . ,
les monômes Si étant toujours ceux définis précédemment (auxquels on a adjoint i), et S'^ représentant les monômes analogues, autres que les Si^ pour lesquels on a simplement
P\—Pi-^i\— r-, -4- p\ — fx'., = o .
Nous allons encore changer l'élément / en un autre a (aucune confusion n'étant à craindre en raison du nouvel emploi de la lettre A),
en posant
il = iX -+- i;a'S'[ ,
et en même temps déterminer une constante v de la forme -aSi, le tout de façon à vérifier la condition suivante. La nouvelle expression
de il est
il -h i:a'S'i-4- i/if (lAiSi-4-SA',S', )-f-... ;
si alors dans la première partie de celte expression, soit i'ÀH-Sa'jS'j, on remplace )> par A + v/if, et, comme précédemment, r^, 'Ci, ... par ■f],e~'o'"', J^,e-'^""', . . . , en développant les exponentielles suivant les puissances de t., la partie en l du résultat devra reproduire exactement la partie en t de l'expression totale précédente. Cette condition donne immédiatement
a = A,, et
{Pï — Pî)b-\-{r^ — r.,)c en faisant
S A(, s; = s a; S', + Sa s; [(p, -/.,) S^i s, -+-(/•! - r, , X Al S, J ;
et l'on peut répéter sans peine les diverses observations faites au sujet de la détermination des coefficients [i, y. En particulier, la partie principale du dénominateur de l'expression de a' sera généralement du second degré par rapport à /«, et ne deviendra du troisième degré que si l'on a />, — y>o = /•) — /^ ; les monômes de moindre degré pour lesquels cette circonstance peut se présenter, sont y, ^^^ s, ' etson conjugué. On en tire les mêmes conséquences que précédemment.
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En fait on trouvera facilement, dans les mêmes conditions ([ue ci-dessus,
— 27 'i I ■'■ri '-\ £':> ^- •■>-7 Cl v2 î'i £0 — 3o î';- s'/ -+-..., il= il— {r;m — r^lQ)
i'[(vi,s;,-v),s'.)(-^-
2or,,r,2-+- V C1C2— aSs'it:,
;r<>,iC^'.-vi.q^^)
144. Revenons maintenant aux expressions générales des éléments variables {n), (il), (s,), (e^), (yi), (72), et mettons-y partout pour £1, ^2, Vi? Y25 ^5 leurs expressions en fonction de ri,, tjo, î^,, ^2, ^- H résulte de ce qui précède que, si l'on se borne à la considération des termes purement séculaires en ^, on peut les efï'acer partout, à la simple condition de remplacer r,,, /,2, Kti ^2> ^ par y]ie-'ff'^^, 7^2'?'^"', 'C^e-i^'it^ "Ç^e'^"^, A + v/îf, et de développer les exponentielles suivant les puissances de ^ : de plus, ce résultat ne peut être obtenu que de cette façon.
D'autre part, nous savons par les Chapitres précédents que la solution du problème peut être mise sous forme purement périodique dépendant uniquement des arguments D, G, H, G', linéaires par rapport au temps.
Il faut en conclure évidemment que, plus généralement, on peut effacer dans les expressions des éléments (/i), (ii), • . . , tous les termes séculaires ou mixtes qui renferment l en dehors des signes périodiques, à la condition de remplacer en même temps y],, t].,, ... par Tiie-'^"', r^^e'^'^', ... ; et en effet, une telle opération étant possible, elle doit en particulier s'appliquer aux termes purement séculaires en t : or ©elle que nous venons d'indiquer remplit seule cette condition.
En résumé, si dans les valeurs des éléments (n), (tV), ..., débarrassées de tous leurs termes séculaires et mixtes, comme aussi dans les valeurs des coordonnées, traitées de même, nous introduisons partout y,i, r,2, î^i, ^o, ^-5 puis que nous remplacions ces quantités j)ar v.ie' '^'*', r,j^?'""', siS"""^"S sa^^'^'^S A + v/i^, nous retond)ons
nécessairement, à des changements de notation près, qu'il est inutile de préciser, sur la solution de forme périodique développée dans les Chapitres précédents.
Si nous combinons maintenant ce résultat avec ceux des n*** 141 et 14i2, nous pouvons bien facilement nous rendre compte a priori, comme il a été annoncé au commencement de ce Chapitre, des circonstances particulières auxquelles nous avons fait alors allusion.
Citons-en quelques-unes entre autres.
Les valeurs des constantes qui correspondent à g- et h contiennent m'^ en facteur, et leurs termes en m- sont connus par ce qui précède.
Les expressions des coordonnées ne contiennent pas m en dénominateur (saufl'exception indiquée plus loin), et ceux de leurs termes qui sont indépendants de m résultent immédiatement des valeurs
établies ci-dessus pour -, ir, is^ et £,, s^, ^'i, v^, / en fonction de r, ,,
ri2, SI 5 ^2? ^^ • c'est une vérification facile à faire.
Les termes de ces coordonnées qui sont indépendants de a, et qui dépendent des arguments 2D, 41), 6D, . . . renferment au moins m, m-, A/i', ... en facteur : ceci résulte des propriétés spéciales du développement de V et de l'étude faite au n° 141. Il est facile de voir ensuite avec quelles modifications cette proposition s'étend aux termes qui dépendent de a.
D'après le n° 142, les coefficients 'des termes à longue période ou à très longue période de la parallaxe renferment au moins m^ en facteur, et s'il s'agit de termes à très longue période indépendants de a, on j trouvera même m^ en facteur.
Dans bien des cas, l'approximation que nous avons' développée explicitement dans le nuiiuMo précédent permettra de retrouver les parties principales des coefficients des inégalités du mouvement de la Lune, en partant du développement eftéclif de la fonction V, tel qu'on l'obtient d'après le Chapitre XIII.
Tout ce que nous venons de dire reste vrai tant que l'on ne considère pas les termes qui dépendent de certains monômes spéciaux, dont les plus simples sont e'^_, y_, e',*, î_,y^,e'j*, £_! , yiî , e'j* 5 ^^ leurs conjugués, avec les notations des Chapitres précédents. Avec ces monômes en effet, on doit prévoir l'introduction de m en diviseur dans les coefficients; et ceci correspond à ce que nous avons déjà reconnu au n° 130.
RETOUR A LA MÉTHODE DE LA VARIATION DES ÉLÉMENTS. ■>.6'i
Toulefois, on doit ajouter, d'après une remarque faite plus haut, que cette introduction de m en diviseur ne pourra se présenter que pour des termes contenant a'" en facteur, en raison de la forme spéciale de la fonction V,,. C'est pour la même raison aussi qu'on peut dire que les inégalités de Laplace considérées au n° 130, et qui correspondent à l'argument séculaire 3m' — ra — 38 dans Vq, contiendront certainement soit ma, soit a"' en facteur, outre e'^, et ey ou y-, suivant qu'il s'agit de la latitude ou de la longitude.
Cette énumération suffit à justifier l'importance que devait présenter le retour à la méthode de la variation des éléments.
ÉQUATIONS GÉNÉRALES DONT DÉPENDENT LES PERTURBATIONS DE LA THÉORIE SOLAIRE DU MOUVEMENT DE LA LUNE. THÉORÈMES D'ADAMS. ACCÉLÉRATIONS SÉCULAIRES.
145. Nous allons maintenant appliquer au problème qui nous occupe les théories générales développées au Chapitre II, et spécialement au n" 1 i ; nous obtiendrons ainsi de nouvelles propositions intéressantes, et nous établirons en même temps les équations qui nous permettront de compléter la théorie solaire du mouvement de la Lune. Nous aurions pu, d'ailleurs, nous appuyer déjà sur ces mêmes principes pour obtenir la disparition des termes à caractère séculaire réalisée directement au Chapitre précédent.
Reprenant les notations des Chapitres XIX à XXII, soient X, Y, Z, les coordonnées rectilignes de la Lune par rapport aux axes de directions fixes TX, TY, TZ; et marquons les dérivées par rapport au temps par un accent. P^n faisant ici
(sans confusion avec la fonction F définie au n" 121), nous avons déterminé précédemment la solution des équations canoniques
dX_(lF d\' _ dV
'dr~'ô\'' ~dr ~~d^^
La fonction F dépend d'abord des variables X, Y, Z, X', Y', Z' ; puis du temps, par le seul intermédiaire de l'argument N' dont la vitesse est n; enfin des paramètres «', a', e', »', et aussi, si l'on veut, [3, ^', 1^", ..., en faisant ^ :=/(Mo-}- M). Pour représenter les dérivées partielles de la fonction F prise sous cette forme, nous ferons usage de la caractéristique o.
ÉQUATIONS DONT DÉPENDENT LES PERTURBATIONS DE LA THÉORIE SOLAIRE. J.ÇiS
L'intégration donne pour X, X', . . . , des expressions périodiques par rapport à trois nouveaux arguments, comportant chacun une constante arbitraire, soit N, N,, N2 en appelant Ni et N2 les différences JN — G, N — H; ce sont la longitude moyenne, et les longitudes du périgée et du nœud; de plus, elle introduit trois constantes arbitraires n, s, f. Les vitesses de N, N,, Nj sont /i, /i(, /ij, et l'on a 7ii = «,ç', 11-2 = nh\ g' et li ayant les Valeurs connues calculées précédemment, qui dépendent de «, s, y et des paramètres énumérés ci-dessus.
La fonction F où l'on a remplacé X, X', . . . par leurs valeurs, est de la même nature périodique, et la caractéristique ordinaire d servira pour représenter ses dérivées partielles quand elle est ainsi exprimée à l'aide de N, N,, No, N', n, s, v, n\ a , s', ....
La fonction appelée G au n" 1 1 (4°) est ici la partie constante \? de la fonction périodique X'-' + Y'2 + Z'2_ F ou -(X'2 H- Y'2 + Z'=^)-MJ; la formule
X'2 -+- Y'2 -+- Z'2 -f- XX' -t- Y Y" + ZZ" = 4 ( XX' -h Y Y' + ZZ' )
at
montre que les parties constantes de
et de
XX"+ YY"-+-ZZ"
sont égales et de signes contraires; d'autre part, d'après les équations du mouvement, on a
XX"+YY"+YY" = X^ + YiH + zi^ = U,; oX ÔY oZ
si donc on marque par f^ la partie constante d'une fonction f cpielconque de nature périodique, nous avons
et comme on peut mettre U sous la forme
les Ua étant homogènes et de degré k par rapport à \, ^ , Z, il vient
encore
(I) P = -|3 fi) _!p'(U3)o-13"(U4)o-''' r(Ua)o-....
Soit a l'une quelconque des quantités N, Ni, No, N', /^, £, y, et considérons les différentes fonctions
[_ c'a du (^K |o
que nous nommerons successivement J, Ji, Jj, J , J«, J^, Jy
D'après le n" 129, les coordonnées X, Y, Z peuvent être mises sous la forme
(a) X = «SrF„cos(N -f- V„), Y = aS J7„ «in(N-i- V„j, Z = aX2,i sin\'„ ; dans ces formules, les V„ sont ici les différents arguments distincts
A", p, g, r étant des entiers quelconques, dont l'avant-dernier est pair pour X et Y. impair pour Z; de plus, le développement de Z est symétrique ; on a d'ailleurs D= N — N', G = N — Ni, H = N — No, G'z=N' — cp'.
Quant aux coefficients x„, 5„, ce sont des fonctions de /?, ;, "', n , «', ô', [i, ^', ... qu'il sera facile de préciser davantage le moment venu; le facteur a dépend lui-même de /?, /j', [i.
Il est clair que l'on a d'abord
puisque les quantités telles que X' -| [- • •• se présentent comme des
séries composées uniquement de sinus d'angles qui ne sauraient être constants sans s'annuler.
On trouve ensuite immédiatement
J = ( n — n')a^[I.(i + /< -i-p -h q)(i -h rn-^ k-h pg -\- qh -\- rm )xj,
-^^{k ^ p -^ q){k-^pS -\- qh -\-rm)z\\, J 1 = — ( « — n') a^ \ I.p ( i -+- m -h k -+- pg -\- qh -^ rin)x\ . , -\-y.p{k^pg-^qh^r,n)zl\,
J.2 — — {n — n')a^[I.q{ i -h m -+- k -+■ pg -i- qh-{- rin)x%
-+- i:q (k -h p g -h q h -h r m) zf^], J' = — (/i — n')a^[I.{k — /•)(!-+- «' + k -i-pg -r- qh '^rin)x%
-+- X(Â:— r){k -\- pg 4- qh-+- rfn)z'^/\.
D'après les équations (12) du n** 11, on a alors
an dV
^T à\> an' àP
fJi'
dtii On-,
an an
an i
àn.2
dni dm
Jl-H J.2,
0^ dy
on /„
, àni dni On' ' O/i' ''
()n\ , on-, ,
et dans la dernière de ces relations, on peut encore remplacer z par a', [i, [j', j3", . . . (le remplacement par es' ne donnerait rien).
Imaginons maintenant que la fonction de forces U soit augmentée d'une fonction j)erturbatrice R : la solution du problème restera la même, à la condition de déterminer les éléments n, s, v, N, Ni, INj de la théorie solaire par de nouvelles équations bien faciles à former. Mais il est plus avantageux d'employer d'autres éléments.
Supposons en premier lieu que l'on remplace /z, e, y par J, J, , J2, qui forment nn système équivalent; la fonction appelée J au n** H (4") et que nous désignerons ici par K, a pour dérivées partielles par rapport à J, Ji, Jq précisément «, ;ii, /ia, et les équations (i5) qui déterminent ce numéro prennent la forme canonique
di â\\
dt ~~ ON '
d], dt
OW
dJi dt
Ol\
dN -dï="'-
OK
dt
on
dt
dR
En nous rappelant maintenant (pie nous avons fait précédemment
yi=^-ei", y_,= Ie-^'",
regardons R comme une fonction de /i, 0, si, £_|, v^, v_i ; et d'autre part, continuons à regarder /? , s, y et aussi /?|, /?2 comme fonctions de J, Ji, Jo. On a, pour les seconds membres des équa-
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lions (5),
i)\\ .[ dK ÔW \ ^m _ ./ ^R ô\\ \
avec deux autres formules semblables pour -r- et -rr-
* ai 1 c/J 2
Posons alors
^ an
f (){n — nj) _ din — nM _ .,,
"1 ^J JJ— h^^'*'
iMj,
Adin — n-i) (){n — nM Aà(_n--ni) à(n — n^)] _ ^^„
on pcul remplacer les équations (5) par les équations délinitives sui-
vantes, mieux appropriées au calcul effectif :
idt a- OU a- \ dix ' às-i d{n—ni)_^UdK m\ f dK ~ lî^ d^ ^ a-' \^ihi
idt
idt
d(iN) idt dsi Td~t
M ÔW
lia- du
ivr,
ÔK
^^'jt;-^'
Ti
-^■^'^-^-'JTI
idt
= — (n — /Ji)£_,
na P^ àR _P
«a- dy
V" ( ÙW ÔR
na2^-'%0
na- \' c^Yi "Y— I
dR
Q' / OR
5 Yi"-) 2Y1
dR
dR
0£i de
ôïl] dR
àR
Q" àR
-(/i— «2) Y-i + — ? 1 ^ ^ T-i 0 "TA" "• ^ Y-i 1 ^1
^ ' na^ yyi na- od na- ^
W na
na- P"
âR P" / r^R dR \
- Y-i « :;; — i ; Y-i hi i ^ —i i —
- dn na^ \ d^, fc/j-i /
dR dR
Ces équations sont à la vérité en nombre surabondant, puisque fu et /i2 sont des fonctions connues de n, s, y, : il convient cependant de les conserver toutes. Pour en faire usage, il faut connaître les coefficients M, M', M", . . . , c'est-à-dire les dérivées partielles de n, s, y, «1, «2 par rapport à J, Ji, J2 : nous savons d'ailleurs que l'on a
dn
dni
d/i dn-i
dn\
dui
dii
- dl'
dJj ~ d) '
dJî "
JJ
puisque n. n^, n-, sont les dérivées partielles de la fonction K de J,
J(, Jo ; il en résulte
1 46. 11 est facile de calculer d'abord les fonctions fondamentales J, ,J,, J2 d'après les formules (3).
Soient M„ les diirérents monômes définis au n" 129, et caraelérisés parles exposants /j>i, /j_i. ^,, (jr_, , r, , /*,_, s pour lesquels on a
Pi—'P-i-'^p, q\— q-\ = q. r, — /•_,= /•. En faisant
--(jr-(ï)"^'-(ï)'
les coefficients :r//. c,, des formules (2) sont
•^/i — '^ l'n ,li^'n t "Il — — "Il ,k^-'ii 1
on a d'ailleurs
en ayant soin d augmenter de 1 la valeur de ;o,i)- donnée à la fin du n" 133.
Le calcul peut se faire aiialyliquement et numériquement : c'est à la première méthode que nous nous attacherons surtout. On trouve dabord directement, en parlant des résultats précédemment acquis.
.1 1 = na- £- h — '- m- H -^ m^ -+■ — -— - in* -{- -
Cl) > — ' ni'
^> „ 3oo „ ,, I , ^ , „ ) ,
■>.' -jl' •;(' '2'" ■>.•
ni--'- i)(- 1 -
cl ( Th \alcurs sont exactes jusqu'aux termes du sixième ordre inclusivement.
Ordonnant par rapport à ô-, y-', on peut écrire
J, ^ na^f- (J!)'<' + Ji'"' SÎ+ JO'i y2^- . . . );
de même les niouvements n^ et /«o, qui ne sont autre chose que n^'
et //// . s'écrivent
et enfin, on a aussi (huis les nuMues conditions :
I' = n2o2(l*f><»4- P'A'c2-(- l'iM-zM- ['■■^"£''-i Pl.l£2y24- pO.-2yi_(__ ,).
ÉQUATIONS DONT DÉPENDENT LES PERTURBATIONS DE LA THÉORIE SOLAIRE. 'i" I
Si l'on porte ces expressions dans la seconde et la ti-oisième des équations (4 ), et que Ton identifie les deux membres de chacune, on tombe ainsi sur les relations
pi,0 ^ po,i ^ o, 9.P2,0= ^'i.oj',''<', •>, PÛ/2^ A'o.ij!!'",
Gomme la fonction P est proportionnelle à la partie constante de la parallaxe -; si du moins on néglige les termes qui dépendent de a, on voit qu'il en résulte des relations intéressantes entre les coefficients du développement de cette partie constante ainsi limitée et ceux des développements analogues de g' et li' . En particulier, la partie constante de la parallaxe ne saurait contenir aucun terme du premier degré par rapport à i- et v-, ainsi que nous l'avons vérifié précédcmuient dans quelques cas simples ; on a aussi
g, p2,0 n-'\fi 9. P^'î A'"''
pl,l D-'0,1 ' pi,l ^M7) '
Ces propositions sont connues sous le nom de théorèmes d\4daiiis : on voit comment on peut les généraliser. Nous savons que l'on a
i6jg , SS-^o")
ni^
ni^
rn^
,, 3 , :>-j „ 123 , i()7,j /i = m^ H r m-^ — — • m* -H — —- nv
ni-
la partie de P qui dépend de t- et^'- sera donc
IW i-^''
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Remarquons maintenant que la première équation (4) donne
, OP (hiy un-,
on on an
ol)servons aussi "que la ^dérivée par rapport à n d'une fonction de la forme générale nP a'if[ni^ a) est
PJ — (i -t- m)m -^
^ ■> ^ ' dm 3
ainsi qu'il résulte des relations
m x= ; , a=— , j3 = rt-''(n — n'f ( i + 2 /«
on en déduit sans peine, pour la partie de J qui dépend de s- et y-, l'expression
jia- . .
l'Joc)") , i'}45i
/rt" — - — m^ ) £-
•>y 2ii /
exacte jusqu'aux termes du septième ordre inclusivement : le calcul direct, d'après la définition de J, n'aurait évidemment pas permis de dépasser le cinquième ordre, en partant des mêmes données, et aurait conduit à des calculs superflus.
11 reste à déterminer la partie de J qui est indépendante de £et y-, et pour laquelle on a, d'après les équations (4),
dn
dn' \8n'Jo'
dP
de'
Laissons d'abord de côté les paramètres s', ^', p" On a, d'après
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les équations (3),
J' = — ( rt — «')«" ^ /i (l -4- /i -r- m )/>o,A
— [ — 2(3-+- ni)pl^^—- 2 (i — /n)/>g _,-+-.. .]
On a aussi, d'après la définition de U,
= «'a* ^7^0,0+ ^/'o,-..-^ ^7^0,-2+ 3/Jo,0/50 -2 + . . •
de sorte que
on \i 'i.* ■>:' -i^ 2^.3"^
Si l'on fait
dV ()V
an J \ n ^^^ j \ n
et que l'on é^rale les deux valeurs de -; — r—, tirées de ces formules, on
1 ^ dn dn '
a la relation
(i -h m)m-f- / = m^ tj ^ / ,
^ ' dm 3 3 -^ I -H /?i c»/?! 3 3 /
I -H 2 /« H /?i' I -I- 2 //i H ni
qui donne sans peine, en observant que le terme indépendant de m dans la série y (m) est égal à l'unité,
J = n «2 I -t- ^ m' H — r-;r /n-» -f- — - m» + -rr^— m' H- . . . 1 . \ 2" 2*. 3 3* 2^3■' /
Cherchons maintenant la partie de J qui dépend uniquement de z ; on a, dans ces conditions,
SU „ Ti dio^) 3 ,„^^o'-'e-2>-') 3 ,. ,(^(p'-''e2>-')l
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et, par suite,
5i , „, i5 , „^ ai , „
On en lire immédialement la partie correspondante de P, et eu dérivant par rapport an, il vient
I ,r / ' 0 ■. i''-''5 , 6iq3 Q39.9.3 \ ,„
valeur exacte jusqu'aux termes du huitième ordre inclusivement, si l'on néglige le terme en e'^m-.
Enfin, cherchons la partie de J qui dépend de [i' , [i", . . . et aussi e'. On a
^ = /t'2a2a ( — - w^ô^p'^^e-^/'-^-. . ._f- _p2fl,Q3'4g— }/_!___ 1 o{i \ ib ^ ' \b^ ^ ' /
^rrr, = Ji-fû-'x'^ i — - //'0'*G''e-'''-t-. . .-f- — />3 ,702 p'-5e-2)/ .+-... _f- Ji. ,^2^,2./. ) op \ 128' ôv/ -' ' . 6'i , ' /
et, par suile, en négligeant z'' et m'^ dans les parenthèses,
'L- \ = /i'2rt2a3' •]^(/?2^).nn,-i -^-...^-
''M ] (/'''7)200,-i + -^(/>'^S')2or„-
= «'- rt- a- ^ -H o ./??.+... -+- ( — -4- o . /M -h . . . J î''^ + . . . ;
il en résulte comme plus haut, avec une approximation qui pourrait encore être portée plus loin,
11 serait facile de réunir maintenant les diverses parties déterminées successivement de la fonction J.
147. Les dérivées partielles de J, J,, Jo par rapport à n^ s, y, s'obtiennent immédiatement. On trouve
a- on
-7 H //!'- ;r m' z—v ni ' TTT
) > .) J.'.rt ■2-.J'=
— p- ni- H — />i' -+-
I ())(')") , Il I — ■ — r m' — ^—
ni' ni
ni^ ) — a."- fi" ( — /«- — — m^ )+...,
I (^J 3 „ 201 , i3oq5 , 1 3451 5
ni^ m^ — m ' m
na-^B àe -x^ 2* 2» ii»
-m^+ -4- m^ ) + yM -^ "^^ + —
9 , 789 ni"- — ~ /
I tJJ 3 33 , ■)i3 , ^.SS- . m' m^ — m* — — : — m''
na'-^^ dy 2^ 2'' 2* ■>.'•>
1 ()ii _ I 2711 ^ i43o3 ., 1 287091
0^2 drt" ~ 273 ~~ 2". 3 '"' "~ 2 '.3 "^ 212.3 "' *
I JJi 3()q ^ 2i()q 72(>87
di\ 85 , 5 , 5
na^c^-j à^ i'> 2'' 2*
I dJ2 I 145 „ ()G5 .. 28061
a^Y^ dn 2.3 2', 3 2'. 3 2'2.3
I 1627 ,\ „ / looi
I dJ., 1 679 . 43 , 35
na^z'(- de 2 2' 2^
I r^J. 3q . 23 1 . 5607 — ; r^ — — I -^ m^-\ /«•' fj-
Soit alors D le déterminant
ài_ ()l àl
an ()i d-{
àh àjj_ Oh
an ôz t^y
ôi., ()]. di^
an di 0^ on a inversement
y^àn _ ^^J, dJ» dl-i dJ, dn _ dj.» ô] di di-i
ûY ~ ~J7 ~J^ ~ HT ^ ^ Jfy ^ ir d^l ~ dï 'â^ '
et l'on obtient avec une exactitude qui pourrait être facilement augmentée :
.an . . „ . 2841 , a^ -— = — j — 6 m^ -+- 1 2 /n" H :— m*
— -^ /n2 £2 ^_ ir: ,„î y2 _ ii „i2 £'2 .4. . ,
-rr = ^ m* -+- if m3 H ^ m*
yJ.) '2^ 1* -î.'
na^- = —
na^-z-~ = —
369 , •>-'ir)9 ,
- — ni^ -\ m^ Y- H r-
— £'-h —£-72 tT*-
na-^ - — =
£ ryj.>
:hï'
Y ôi
2 2^ lr
y dJ] 2 2^ l'^
ôy 3q „ ■.> 5 [ 0873
En se servant maintenant des relations telles que
d/ii dni à ri an y dt On y Of 'dï ^ ~dn dî '^ 11 ôî '^ Iff dî'
on vérifie d'abord facilement que l'on a
on 1 dn On ■> On
el l'on trouve encore, sans que nos données nous permettent une plus grande approximation,
"ôTi
On, dJ,
ni-^-
l^inalement, les coefficients des équations (6) sont
M = — 3 — Cu»- -h I 2ni^ H /»'* -^ /»-£^H — — ni-y-
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„, I 3fi() „ •>.(()() ,, 28 1)3)
I iGf) \ 85 , , 3o;)
ni-
Les valeurs numériques de ces coefficienls s'obtiennent sans peine quand on connaît celles des dérivées partielles par rapport à /?, s, v, des fonctions J, J,, J2, /^i, «o. Les développements numériques de ces fonctions par rapport à z- et V- sont faciles à trouver comme nous l'avons déjà dit, si l'on a résolu numériquement le problème de la théorie solaire; mais il restera la diflicullé qui provient des dérivations par rapport à n. Pour les effectuer, il faudi-a passer par l'intermédiaire de séries ordonnées suivant les puissances de m, qu'il sera nécessaire de pousser quelquefois assez loin, en raison de leur peu de convergence; ou bien encore, il faudra faire usage, comme M. Brown, de procédés spéciaux assez peu simples, sur lesquels nous n'insisterons pas, car ils ne paraissent aucunement indispensables, si du moins on ne rejette pas complètement la solution analytique. Nous reviendrons d'ailleurs sur ce point à la (in du Chapitre suivant.
Quoi qu'il en soit, voici ces valeurs, avec wnc approxiuiation ([ui
28o CHAPITRE XXIV.
sera presque toujours suffisante :
M = — 3 , c)-.i8 . M' =: — 3 , 07.3 , M" = — 3,017, Ml = — 3 , 073, M'i = — 3 , 098, M", = — 3 ,037, M.2 = — 3,017, M'^ = — 3,o37, M; = — 3,009;
P =_o,3i, P' =4-o,JM, P"= — 0,30,
Q = — o,5i, Q' = — 0,07, Ql' =-f- 0,497.
148. Pour en terminer avec l'application directe des théories du Chapitre II, nous pouvons dès maintenant traiter le problème des accélérations séculaires, ou, plus généralement, rechercher l'influence sur le mouvement de la Lune de la variation séculaire de l'excentricité e' de l'orbite solaire. Appelons t'^^t la partie séculaire proprement dite de rang un de cette excentricité : il est clair que pour en tenir compte, sans toutefois dépasser le premier ordre par rapport au coefficient très petit s'^, il faudra augmenter la fonction de forces U
d'une fonction perturbatrice R égale à e'^t r-r- Celte fonction se compose d'nne partie séculaire et de termes mixtes de rang un, c'està-dire de ternies purement périodiques multipliés par t; les équations (5) ou (6) montrent que ces derniers termes ne produiront dans les éléments de la théorie solaire de la Lune que des inégalités analogues ou purement périodiques, contenant toutes le très petit facteur s'^, et que nous laisserons de côté pour l'instant. Mais nous allons rechercher spécialement l'effet de la partie séculaire de la
fonction R, soit £„ M ^rr 1 •
Adressons-nous aux équations canoniques (5) : elles nous montrent d'abord que ce terme est sans effet sur J, J,, J^, et par suite sur les quantités /7, e, y qui en dépendent. En second lieu, nous voyons que les longitudes N, N(, Nj prennent des accroissements oN, olN,, oN^, que l'on peut mettre sous la forme
-Ù/lEf^t^l -Oniô^r-1 -0/12^0^ '
en faisant
<) /8U\ . ô /aux . ô /8U
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Or, d'après la formule (i4) du n" H (4°), on a non seulement
dK
dJ
dK dJ,
àK dl.>
mais aussi
dK
SU
11 s'ensuit que l'on peut écrire
O/li =
ârit
l'emploi des parenthèses indiquant que «, /i) , Ji-2 sont regardés comme fonctions de J, J,, J^, s'.
Si alors on revient aux expi^essions primitives de «,, n^ à l'aide de «, £, y, e', et que l'on marque sans parenthèses leurs dérivées partielles par rapport à s', on a évidemment
dn
dn-i
dn
dfii
an-,
i)n à] dn di \ d^ d7 '^ âTi 17
àn\ à] âni (JJi
à_n, ai lï 5?
dn> àJi àîl 1?
dn dit àh 17^
dn\ dit dJT 17'
dn-i di , lit 17'
Il vient donc finalement
dn di dn di^ dn dit
^ dl dï' ~ JJT 1? ~ dîl II'''
dn\ dn\ di dn, di i dn^ di-i 17 ~ ~di dl'' dîT 17 ~dh IP'
dn-i d/it di dn-, di^ dnt di ,
17 ~ ~dï It "~ 1Ï7 17 ~~ ir, 17'
et ces formules résolvent complètement le problème : les coefficients -jr^ ' ' • sont connus par ce qui précède, et le calcul analytique
ou numérique des diverses dérivées par rapport à s' ne présente aucune difficulté.
On trouve en particulier, avec les données des deux paragraphes
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précédents :
\ 2-' 2' / \ oJ 2'
Ôrtj () ^ 7')3 ., o/?2 9 ., io>
En prenant le siècle julien pour unité de temps et faisant
M. lîrown donne
xNous pouvons encore envisager d'un point de vue absolument différent le problèuie général proposé au coininencement de ce paragraphe. D'après les considérations développées an n° 11 (5°), il est permis, pour tenir compte de la variation z\^t de l'excentricité s , de remplacer simplement ^ par £ -}-e^^ dans les expressions des coordonnées de la Lune telles que les d(<nne la théorie solaire, à la condition de modifier en même temps les éléments de cette théorie de la façon suivante.
Le paramélrc (l('',signé par ci! <à la fin du n" 1 1 (5") est ici s'; le coefficient n de t dans l'arguuienl IN en est indépendant; la quantité Jg. est déterminée, à sa partie constante près, par la relation
cUi _ SU /8U (1 iiillciiis <ciic |);iiiie constante, égale à
(Il (h ()i
est nulle pour la méuie raison que J„, J., Jy ; on voit donc que .\, est une fonction purement périodique.
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Prenons pour éléments du mouvement de la Lune les quantités J, Ji, J2, N, N,, N2; les J.^ du passage ici rappelé sont ou nuls ou indépendants de s'; et par suite on voit que pour déterminer les variations des éléments J, Jj, . . ., No, il suffit de remplacer dans les équations (5), R par e^Jj-. -Mais il est essentiel d'observer qu'en même temps, il faudra regarder /i, /?,, n>, £, y, comme des fonctions de J, Ji, Jo et de e', cette dernière (juantité étant remplacée par sa nouvelle valeur s.' -^ z'^t.
La fonction R actuelle est alors entièrement périodique ou mixte, et ne donne pour les éléments du mouvement que des inégalités de même nature, absolument négligeables. Par suite, nous voyons d'abord que les éléments J, J,, i., ne subissent aucune variation : c'est le théorème de Newcomb.
Si maintenant nous revenons aux éléments /?, s, v et à /i, , n.,-, et que nous appelions z'^^ton^ . . . , i^t ùn.2 leurs accroissements, on aura, en reprenant les notations employées ci-dessus,
On,
et finalement, les longitudes N, N,, INo prendront les accroissements
oN
■j/iz[^i', ô\i = - 0/^1 ;^, <-, OiN.j = - ô/to i'o ^2
Ces derniers résultats sont identiques à ce.ux que nous avons obtenus par la première méthode, puisque ce sont les seules inégalités en t- qui figureront dans les coordonnées.
Les autres résultats relatifs aux variations périodiques ou mixtes de rang un (\c>^ clciiunls sont difFérenls, puisque \cs coordonnées sont exprimées de façons ditVérentes (hius les deux cas. Ou a d'ailleurs aussi
àz di
(h ai-,
JJ (h'
JJ, ',)ï
~ ÔT, Je'
(h( fU
,h; ôi-.
et il. n'eu résulte aucun eflét appréciable.
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Finalement, pour tenir compte de e'^t, il suffira de ])rendre en considération les accroissements oN, (ÎN,, 0N2, et de remplacer dans le» coordonnées s' par e' -\- s'^, t, quand il en pourra résulter un eflet sensible.
Les coefficients e^S/i, c'yO/?,, e'^^ù/io, rapportés au siècle comme unité, sont les accélérations séculaires des longitudes N, N,, Nj.
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149. Nous avons dit au n" 120 de quelles actions secondaires il était nécessaire de tenir compte pour compléter la théorie solaire du mouvement de la Lune, et nous venons de voir comment, connaissant les fonctions perturbatrices R qui correspondent à ces diverses actions, on obtiendra les variations qu'il faut donner aux éléments «, ^', £|, £_,, y,, Y_,, qui définissent la tliéoiùe solaire, pour qu'elle représente la théorie complète sous la même forme. Ces variations sont toutes assez petites pour qu'on puisse négliger entièrement leurs carrés et leurs produits : c'est ce que nous avons déjà supposé implicitement quand nous avons reinplacé les expressions analytiques des coefficients des équations (6) du Chapitre précédent par leurs valeurs numériques, calculées avec les valeurs fixes données à n, s, y.
Les fonctions R se composent de ternies de la forme
avec
A = 8^£^;'£/'-'7f'Y'7-tA',
la quantité A' ne dépendant plus d'autre élément lunaire que n (ou ce qui est équivalent, a).
En omettant partout les signes superdus de sommation, et faisant
p =pv—p-\, q =q\ — q-\.
p'=Pi-^p-h q'=qi-^q-i'
àR àR „ , ,, (^ft àR .,,,,..
on a aussi
en déterminant y" d'après la règle générale de dérivation par rapport à 11 : c'est-à-dire que si l'on regarde A comme fonction de m et de a, on a
y A = — (i -t- ,rt) ,;? ~ 2 A -4- a -— ,
ôin 3 > V '^^ I
\ -i- i. ni H iiV'
le tacteur '-— — étant d adleurs esfal a
Reprenons l'emploi de la caractéristique D pour désigner la dérivation par rapport à i{n — n')t; inversement, D"', D^-, . . . seront les signes d'intégration correspondants.
La première et la quatrième des équations rappelées ci-dessus donnent alors immédiatement
et Ion a de même
rt ^ ^ -' '' I H- //i
Reiuarqnons maintenant (\\\r l'érjuation en .-^ , par exeuiple, soit
Tdt devient
-r-r. = (> — /J,):i+Fi,
ou encore
(/(£-io;i) Idt
£,£„, ô('/i — n{) -f- ;_iFi ;
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il vient ])ar suite, d'iuie façon évidente,
■^ kP^gP'—j
8h_, = - (A Ml -+- 1> ^\\ ^- fj m; ) m2£_, D-2 A
+ (^- î=i-^- -+-/,Q+/,Q'_yAr_y>'P'^ _j:^y,D-iA, V TiT-1 / i-f-m '
ûv_i = — ( A- i\L + /> m; + q M';. ) m"- Y- , D-2 A
H- (^^ +/^-Q+y^Q'-+-./vr + />'P'')-^Y_.D-.A;
\i'iT-i / ' ' "^
Ml bien, si 1 on préfère.
(■1 bis) I
l_/Lf^-^A-P + ^l>')_^sD->A, \-i ci£_, ^ j \ + m
U ( \ _ \ , ) =, ( A' M, + p M', + 7 M", ) iW^ D-2 A
8. = (1 .Z^ ^ AQ .^,,qA_!!!1-,D-ia, $c'(N — N,) = (A!\L-4-y>M; - v^Vi/z'-D-^A
D-iA.
On doit remarquer encore les deux relations
ôiix ^ à/ii ^ à/ii ^
on, = -ç— on -\ r- 03 H r— oy
()n 0- fh(
()n., ^ an-, ^ <)n-2 ^
on-, = -r- o/t 4- -r— 0£ 4 c— oy,
<)n ôi yy
((iii relient entre eux les accroisseinenls eones ondanls o/*,, o/*., 0//,
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c, 5y, quels qu'ils soient. On a d'ailleurs
Oni 3 , 7.01
— — = ■ m- — — - m^ — . . . = — o , o IJ ,
an 2* 2*
ôiii / 3 , 627
> — .„> , ... m' — •.•)— — o,o'i.oni,
— •■-•' 3 m- — ^ /«■ — ...)= — 0,02 j/iv,
On -i.'
dn) I „ „ c)3
.. , , ..„ . m* — ... = -4- o-oolnv.
De la même façon, on a toujours
Suivant nos conventions ordinaires, toutes les quadratures indi- (juées seront effectuées sans addition de constantes superflues.
La quantité A' doit être regardée en général comme le produit d'une constante par e"^, en désignant par (o un argument connu, indépendant des arguments lunaires, linéaire par rapport au temps, el dans lequel le coefficient de t sera s{^n — /i), s pouvant d'ailleurs être nul. Dans ces conditions, le terme A sera généralement périodique, et l'on aura
k -{-pg -^qli-^ s {Ix -+■ pg -^ q II -{- sy
Lf; terme A deviendra exceptionnellement constant si Ion a
k = p =^ q ^ s = o, et alors
ÔCfN)
Oci
'^Ti
1> lÂ,
ôl
où N -
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mais les (orinules se rédiiiseiil à
(yM+,/l'-<,'0)-^D-iA,
ci5t(N-N,), Y,$/(N -N,),
On peut renconti'cr des ternies constants ;i'-a-A d'une autre nature, en supposant que les nouibres / , pg^ qh, s ont une somme nulle, sans être séparément tous nuls : ceci se présentera si l'ari^ument connu tu se trouve en fait lié à N — JN', G, H par une relation convenable. Nous supposerons alors expressément que rargument
est non seulement constant, mais nul : or, il existe nécessairement, à c(')lc du terme considéré, un autre terme qui en est le conjugué de (orme, et qui, par suite, en vertu de l'hypothèse particidière faite, lui est égal; pour ces deux termes, les nombres /, />, q sont respectivement égaux et de signes contraires, de sorte que, grâce à la concomitance de ces deux termes, tout se passe de la même façon que pour les Icrmes (constants ordinaires.
Supposons maintenant que II conlienne un terme t(!l cpic
A étant de la même forme que j)récédemment, périodique ou excej)tionnellement constant. Il faut alors, dans les formules générales, remplacer A par An't, et, par suite, en faisant sortir le temps hors des signes d'intégration.
^ D-' A |»a r //' M ) ' A -f- i/n \)-^ A , I 1)-2A par /i'/\) - A -- •2t///D-;'A.
Si A est constant, cette transformation paraît sans valeur, mais nous sera cependant utile.
Une fois obtenues les variations des ('■léments /?, ^, ... cpii corres-
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pondent à la fonction R, on peut, ou bien en rester là, en se bornant à remplacer formellement /?, N, ... par n-{-on, N + oX, ... dans les expressions des coordonnées de la Lune fournies par la théorie solaire; ou bien on peut développer le calcul, et chercher les inégalités mêmes de ces coordonnées. En appelant t^, s, td la longitude, la latitude et la parallaxe, nous avons fait pi-écédemmcnt
sinrTT = — 0, a '
en désignant par b le rayon équatorial terrestre; pour avoir les expressions explicites des coordonnées en fonction des anciens éléments, il faudra donc en premier lieu augmenter A de o(/N), et p de
■>. on (i -h />i)' ou -:
3 „ >. m H — Mi-
en second lieu, si B est un terme quelconque de a, g-, p de la forme
B' étant fonction de m et de a (ainsi que de £j, £^,), on devra l'augmenter de
L /' '1 2—1 Ti r— 1 j
en faisant ici
, on ■>. (i-\-mY an
()/>i j ,') Oy.
Mais il sera préférable encore d'opérer de la façon suivante : partageons les inégalités o/?, BN, ... en deux parties, de telle façon que o« = ôo/« -f- 5^/1, ôIS = OoN-f-ô,N, ...; on appliquera la première méthode à S^/i, ô^N, ... et la seconde à o, /i, 8< N, .... On remplacera donc formellement /?, N, . . . par /î-|-Oo«, N-f-^olN, •••, dans les expressions des coordonnées de la Lune fournies par la théorie solaire, et on leur ajoutera les inégalités explicites dues àô,n, o,N, . . . . Il conviendra, en procédant ainsi, de prendre pour 8o/?, OqN, r>f^i^ ^o^^^n ^oY, O0N2 les parties constantes et purement séculaires, augmentées des termes à très longue période, de oaj, ôIS, ....
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Enfin, un changement de variables très simple et suffisamment évident devra encore être appliqué aux éléments n, N, . . . pour ramener à la valeur n le coefficient de t dans N, et pour faire disparaître, S'il y a lieu, les termes constants ou proportionnels à ^ dans 8c, de même que les termes proportionnels à s, ou à ci< dans 8c encore, et les termes proportionnels à yi o^i <i ",'1^ dans os : de cette façon, la partie non périodique de v^ les termes qui dépendent du simple argument G dans c, et ceux qui dépendent du simple argument H dans 5, auront, ainsi qu'il convient, la même forme que dans un mouvement képiérien d'éléments /ï, N, e, G, y, TI. de signification bien connue.
En particulier^ revenons sur le cas de A constant, et les formules (3). En changeant n en /i-|-o«, avec
(5) on = n '"^ ^JjM^p'P-^q'q)\,
on voit que l'on fera disparaître l'inégalité oN, proportionnelle au temps; mais en même temps, tenant compte de cette modification, on aura
/li^ r ,/l P ,, à/if ,\ ,/^, ^ <^'^l /^^
et l'on observera que les facteurs M' — M -i- ^-Jii M, M" — M + ^ M, 1 an On
sont respectivement égaux à
<)/it di O/ii à-[\
/à/i-, <)î On, t)'f
T^ -TT
1)1 ,n "^ d'i di)'
Ce que nous venons de dir<; suffit pour faire voir que le calcul de l'ensemble des inégalités secondaires du mouvement de la Lune dues aux diverses fonctions perturbatriees R, est un travail considérable et particulièrement minutieux, si l'on veut obtenir une grande précision, comme l'a fait M. Browu, d'une façon définitive. Le nombre des inégalités qui sont sensibles au centième de seconde d'arc près
est considérable, mais 1res peu d'entre elles alteignenl ou dépassent une seconde.
rSous nous bornerons nécessairement, dans ce qui suit, à un exposé des méthodes. générales à suivre pour déterminer les dilFérenles fonctions R et leur effet, et à quelques indications sur le calcul approché des inégalités les plus importantes.
loO. ÎSous allons examiner successivement les effets des diverses actions secondaires énumérées au n" 120, et étudier tout d'abord 1 action des planètes. Celle-ci s'exerce de deux façons : en premier lieu, la fonction de forces qui définit le mouvement de la Lune, et que nous avons déterminée au n° o, contient une partie proportionnelle à la masse de chaque planète (ou système planétaire), et de cette partie résulte ce qu'on appelle V action directe de cette planète; en second lieu, nous devons tenir compte des perturbations qu'il faut ajouter au mouvement purement képlérien attribué au Soleil S pour représenter son mouvement réel, et puisque ces perturbations sont dues aux planètes, on obtient ainsi ce qu'on appelle Vaclion indirecte^ el comme réfléchie par la Terre, des planètes.
A ces actions nous joindrons encore celle produite par le rétablissement de la véritable valeur de la constante /M'. Cette dernière action est facile à définir. Comuie on a très sensiblement
il faut, dans la fonction Udun"120. reiuplacer /M' non plus par n'-a'^, mais par /i'-a'-' (i -f- tji), en faisant
.M' )3oooo
en chiffres ronds.
Ceci revient donc à introduire la fonction perlurljatrice
fi , .. 3 , ,. ,-, 3 , ,., -,1
- ( xy -H ■.>. c')o ■■ -, x-o -e--' -f- - )-p -e-'-
Sans en chercher l'effet pour l'instaul, envisageons l'action indirecte des planètes. Elle résulte, si l'on veut, de la variation séculaire e'gf de l'excentricité de l'orbite solaire, de la variation séculaire o^t du périgée solaire, des perturbations périodiques ôc' et o/*' de la longitude v' et du rayon vecteur /■', enfin de la latitude s' du Soleil au-
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dessus du plan GX'Y', qui est celui de l'écliplique moyenne à une certaine date origine, par exemple i85o, o, l'axe GX' étant dirigé vers l'équinoxe mojen correspondant.
Nous avons déjà vu quelle était l'influence de la variation séculaire de l'excentricité ; mais nous allons la reprendre dans l'étude générale
actuelle. La f(»nction perturbatrice correspondante est z'^t -tt-,^ et de
même celle qui correspond à l'action du mouvement du périgée
solaire est <^'^^t i^;-,- Réunissons-les ensemble en faisant
rt's' /l '
et soit, pour abréger l'écriture, T l'opération
on aura K = ti'-(('-.ii't
On a d'ailleurs, d'après la théorie du mouvement de la Terre,
l*our déterminer de même l'action des perturbations périodiques or' et ov' du rayon vecteur et de la longitude du Soleil, il faut évidemment prendre une fonction perturbatrice égale à
8U. , oU . , r^—. 6r -h ^r-, c^ '
soit, en introduisant plutôt la perturbation ou chi logarithme du rayon vecteur, égale a — 7 >
R = «'2 a- — -{xy ^ ■>. 3») p'» — ^ x-- o'-' e-^-'-' — ^^ y"^ p'-* e"-''-' ou'
Envisageons maintenant l'effet de la latitude 5' du Soleil. A cet effet, imaginons tout d'abord que l'orbite du Soleil ne soit plus tout
entière dans le plan GX'V'connne nous l'avons supposé jusqu'ici. En noninianl X',\ .,Z les trois coordonnées rectangulaires du Soleil, il faut, dans la fonction U du n" 120, faire aclnelleuient
Il = -1;(\X -H YY -^ZZ),
ou bien, en introduisant la latitude s\ et en négligeant son carré.
cos H = — , ( XX'-t- YY') + - s'.
Si alors on supposait que l'orbite du Soleil fût encore képlérienne, mais avec une inclinaison f et une longitude du nœud 2f', telles que (le carré dey' étant toujours négligé)
Y, = -y e'^->-~>;, r-i=ry
un simple changement de coordonnées nous ferait connaître ce que deviennent les coordonnées de la Lune fournies par la théorie solaire ordinaire. 11 est évident en particulier cjue la parallaxe ne change pas, tandis que la longitude <' et la latitude s prennent les accroissements
ou = — y la n g s cos(i' — St'j, 05 = /'sin(p — ?j');
de sorte que l'on a aussi
dl = — lli T ( y'i 0 e>^ + Y^ , 6-1 <;->>), 5(7 = y'i Oe>— YL,e~'e->^
Mais la latitude s' ne correspond |)as en réalité à l'hypothèse précédente : elle provient du déplacement séculaire de l'écliptique moyenne, et en outre de très petites perturbations périodiques, ùs\ fournies comme ou' et ov' par la théorie du mouvement de la Terre. Si y est la longitude du nœud de réclij)ti(|ue moyenne mobile par rapport au plan fixe GX'Y' défini plus haut, et si fc désigne l'inclinaison correspondante, on a donc
et la fonction perturbatrice qui définit l'action de cette latitude sera, d'après ce qui précède,
Z oU , , r cosH . ,
H = -s' —, rr- = — 3 n '^ a" p ^ zis h- . . . ,
/• o(cosH) «
soit
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R ^ rt'2<
- xzp'^e-^-' — - yjo'SgV i is 2 ' 2-^ ' '
On peut d'ailleurs prendre /, sous la forme x/i';, avec
et Ton a
l'unité étant toujours l'année julienne.
Si l'on fait encore
15' = n't{y.i e'-' — x^j g-"'') -t- t os'.
Examinons enfin l'action directe des planètes. Soit une planète !'" de masse M"; en nous reportant aux n"* 120 et 121, appelons A, X", \", Z", la longueur du vecteur GP", et ses projections sur les axes TX, TY, TZ ; nommons de plus H" l'angle des vecteurs TL et GP". D'après le n** 5, la fonction perturbatrice qui définit l'action de la planète P" sur la Lune sera
en faisant
et 1 on a
«.=/M-S{iC-H-:!),
R.,=fM"y ^ /-' cos3H"— -cosir'Y
/•AcOsH'^rr \\ \\" -r /:/: .
En employant une écriture symbolique de signification évidente, on vérifie facilement que Wn\ a
les dérivations s'appliquent à -j et il en sera de même dans ce qui suit. Ceci s'obtient d'ailleurs immédiatement, en partant de la définition directe de la fonction R, que l'on peut prendre égale à
•^ \ Mo LP" ^ M TP Faisons
\ + ,:v = p, x"+tY"=P',
X-tV^Q, X"— tY"=:Q
i'L = S, iZ" = S" ;
l'opération
est remplacée par
d'autre part, on constate que
JS"2 '^ àP"àQ"'
ce qui n'est au surplus que la transformation de l'équation de Laplace bien connue :
fp ,n 0'- \ / \
<)\"^ -^Tri + r^z^J â'="-
11 vient par suite, en éliminant les dérivées d'ordre supérieur au second par rapport à S' :
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Appelons actuellement /^^ et r" les longueurs des vecteurs SG et SP", puis ^,, jK), Zx, et x'\ y\ z" leurs projections sur les directions fixes des axes ; et faisons
/> 1 = ^1 -H /j^i , />" = x" -f- iy", . q^ = x^ — iy^, p"=z x"— iy\
d'après le choix des axes, on a z,=^ o, si du moins, comme il convient ici, on regarde les mouvements de G et de P" autour de S comme purement képlériens.
On a
et si l'on regarde A comme une fonction de /»,, ^,, p \ <j\ s'\ il vient
dP"\\)~ àpA^)' à(^'\\)~ àq,\\,
Soit Çf la longitude du vecteur SG ; supposons l'orbite de la planète P" autour du Soleil S définie par son inclinaison y" et la longitude 9" de son nœud ascendant, et faisons
y". = siu— e-i^", yl, = siii — e'O";
en appelant encore / la longitude dans l'orbite pour la planète P",
on il
A2 = ri -+- /•"2— rir"(i — y'i yl, )[e'("'— ")-H e-'(". - "")] — ri r" [ y"|^ e'("< + "'"> -+- y'j^, e-'("' -^ "") ] , et
s" = r"cos — (y"| e'*'" — yL| e— '''").
On constate alors sans peine l'identité
là{ iv,) 2 \ " Oi\ "" ' ' diL, J y", ôiL^ j V A/ Y", ^?
et par suite, puisque l'on a
on p»
eut écrire
iCOS
et aussi bien, en changeant l en — i et observant que S" est une quantité purement imaginaire,
0 i\\_ t'-i e-"'' r ^j i/"JL " _iL\ L_iLl/i\
/•i cos —
On voit ainsi que, pour former la fonction R, il suffira d'exprimer
- à l'aide de/>,, ^, (ou /■,, r,), /•", r", -''[. y^,, et d'effectuer des diffé-
rcntialions de cette fonction par rapport à p,, q^ (ou ;-,, r, ), Vj, yl,. En désignant par / une fonction do la variable quelconque a?,
faisons comme d'habitude D,. /':= x -f^ ; puis posons
de sorte que
yji=riX,, 9, = r, Aj';
il en résulte
D'autre part, on a
enfin, on voit que
si donc on représente séc — par k", et que l'on fasse
D>„_ i(D..,-+-D^^,)= D„ Dx.+ ^(D^. + Dvi,) = D -,,
il vient
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PQ-.3S
o^'--rrO]a>
Revenons mainlenant aux notations du n" 121 : on a
/■| =:/•'= —, Cl = v' ^- T. = ÎV' +
— r' pi^'^>'
py^ — r e
et, par suite, on peut écrire
R2 = n'-^ «2 _ [-(arj -h 2 z2) Ui + a;2 U2 4- 72 Us -+- r 5 U; 4- j 3 U;; j, «3= «'-«^ ^ a (3' LrHJtt -i- r-'U:-f-a:(arj- -1-4 «2) L',s-}-j(arx-+- 4*-) Un
en faisant :
LU = A" a ' G 2 gnN- D / Yi D, ^ ^ D-.» _
U,2= - - a'p'3e'V+'/,'D/,,(D,/,- I) (-'1 ^1+ ^ Dyi, '^- \ Y-i
_^,,'p'3,-..'-Vi),^_, tV,-i)(Yl,D_,- -;, D,; ) Q
Ces qiianlilcs se déduisenl par de simples différenlialions du développement de la fonction-, inverse de la distance du centre de (gravité G du système Terre-Lune à la planète P", c'est-à-dire encore partie principale de la fonction perturbatrice qui définit l'action de P" sur la Terre. Cette fonction est donc seule nécessaire pour ohlcnir les perturbations de la Lune comme celles de la Terre, ainsi que l'a montré M. Brown, dont nous avons suivi l'analyse dans ce qui piécède.
Considérons donc la fonction - : nous en avons obtenu le développement au Chapitre XIII, mais il est nécessaire de modifier un peu les notations. Désignons par /i", a\ e", /", G" le moyen mouvement, le demi-grand axe, l'excentricité, la longitude moyenne et l'anomalie
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moyenne dans l'orbite képlérienne de la planète P' autour du Soleil, et posons ici
\" — fiil" -" — !!_/>£<"■" :" — p—H'i"-
les éléments correspondants pour l'orbite héliocentrique du point G
~-c)iii //, a. z. /'. . (î'. ).', ==6'"^', i' , ^:= — e'^'' , c', = — r "', les seules
notations nouvelles étant /', el à',, et d'ailleurs on a l\ = N -j--. D'après les n"' 90 et 91, on a toujours
-^ \ a a aux conditions suivantes :
i" les quantités Af sont celles définies au n° 91, à la condition d'y reuiplacer :r,, x^, x\, x'., respectivement par t\, t_^, s",, si, ;
;>.'* les quantités Bf sont de même celles définies au n° 91, à la con- <lition d'j faire
3" les coefficients de Laplace h'' sont calculés pour a = — ou a = -t>
suivant que la planète perturbatrice est supérieure (Mars, Jupiter, Saturne) ou inférieure (Vénus, Mercure) : dans le premier cas, la caractéristique D appliquée à ces coefficients est conservée comme elle figure dans les formules, tandis que dans le second cas. elle doit être (;]uiniièc en — D.
Dans (;es conditions, on peut écrire
■^ ^ (ii(
C étant un monôme de la forme
où B est une fonction linéaire et bomogène à coefficients numériques des coefficients de Laplace et de leurs dérivées, les D*Z>^ ; de |)bi> ou a néeessairemeut ^' + (/":-- 7',' — '/"r Observons alors que, -1 l'on
<-onsidère ^ comme foiiction de a', a',, z\, ôIj, ou bien (b-s (piauliles
/'i, Xj définies plus haut, on ;i
Da'
-^'■•U> ^Mâ =^Mi)
et, par suite,
nous aurons finalement les formules suivantes, où la caractéristique D s'applique uniquement aux (coefficients de Laplace :
X rDi_3D— ^'»+^ -îr^l C-x-...,
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les valeurs noa écrites de U7, Ug, Un, et de la seconde partie de U,a se déduisent immédiatement de Ug, Ug, U(o, et de la partie écrite de U|2 par des transformations évidentes.
Les opérations à eiFectuer sur les coefficients de Laplace el leurs dérivées peuvent quelquefois amener une certaine perte de précision ; mais celle-ci n'est pas assez importante pour nuire à l'exactitude des résultats ; on peut d'ailleurs la diminuer en faisant usage de la relation (C) du n» 88.
Rassemblant maintenant les différentes fonctions R rencontrées au cours de ce numéro, nous avons pour déterminerla totalité des actions planétaires l'unique fonction délinitive suivante, où l'on a négligé a, ainsi qu'on peut presque toujours le faire, et où les sommations doivent être étendues à toutes les planètes perturbatrices P', ainsi qu'à tous les termes C qui en résultent :
H = n'-^a'-[P(xy ^ -i z^) ~ Q:rî'-i- Q>2-+- Sxz -f- S'yz~...\, a\ec
Q = -{ix-+-n't\ — 3 <ju' — 1 j oc) p-' e— -'
1)2— JD
jLiM'Y a' - ( ;jL H- lit V— 3 o«'-H ■ù'îv') p'3 e'^f^'
S = — - [«■<(/., «>•' — /.^i e-'-') 4- toi'] p'^e-'^'
^'(2D — 3)j( r'(.>D-3)lG,
[li tiv.xe'^' — /._i «-'■') -- io5']p'''e'''
SV-V a
^rlq -^q^
Les fonctions P, (^, Q, S, S', ..
iinplrlcmciil indépcn-
io4 CHAPITRE XXV.
danles des éléments du mouvement de la Lune, qui (iourent seulement dans leurs coeflicients n'-a-^xy -\- 'iz-),n'- a-x"^ , ... : c'est là un point fondamental.
Avant d'aller plus loin, nous ferons encore l'observation suivante. Supposons la planète P" extrêmement rapprochée du Soleil, et, à la limite, confondue avec lui, ce qui revient à donner à la masse M' l'accroissement M". Si l'on regarde le moyen mouvement n comme invariable, nous savons par le n" 101 que les inégalités w' , os' disparaissent, tandis que ou se réduit à une partie constante, égale à - ^» puisque tel est l'accroissement de log a . L'action
indirecte de la planète P' résulte ainsi de la simple fonclion pertur-
, . I M" , Sli
l)atnce -r -rr; '' > r • 3 M or
D'autre part, A se réduit à /■ , et par suite, d'après la forme primitive de la fonction R qui détermine l'action directe de P', cette fonc-
\1" lion n'est autre que -rr-, U (en supprimant le premier terme de la
fonction U du n° 120).
L'action totale de la planète P est donc déterminée finalement
par la lonction irp ( L + t^ /" ^^^ ) ; et si, comme au n" 14o,
on écrit U sous la forme LU H- ^j'Ls-f- [^'1! ., -j-. . . , ceci devient
Lu particulier, on voit que les termes qui ne contiennent pas a ont disparu, et c'est ce qu'on peut vérifier facilement sur les formules ci-dessus.
Au surplus, ce résultat était évident a priori, puisque, pour tenir compte directement de l'accroissement JVF de la masse du Soleil,
il suffit d'augmenter U de ^r- 2a, en désignant par ôa l'accroissement
I M" de a correspondant à M", c'est-à-dire — ô ^- Tjp*
151. Pour calculer effectivement les perturbations planétaires du mouvement de la Lune, il est tout d'abord nécessaire d'avoir les expressions des fonctions xy-^-iz-, x-, y'^, xz-, yz, .... Elles se déduisent sans peine de celles des coordonnées lunaires, et l'on a en particulier, en désignant aussi ces fonctions par
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A = xy -+- iz- = \ -I- -,' nt' — m- ( 0^ + 6-2) -4- ( — 2 + - m^- H r- in^' ) (îi -(- î-i)
ID
^ mA (3,0-2 _:_ ;_, fJ2) _ |_ „i2( jj e^ + £_, e-2)
4 ) (ia 1
m3)(jje-2^_eî^ 0-2
//i^(£2Gi+£^iO-2)— --r-m^(çfe--f^ ;5,9ij
nA 3, 3_, ( 62 + 6-îj
H- ( 6 H r^ tn- H ^ m ' ICI..
+ ( 3 — 2 m-^) ( YÎ + .,s , ) _|_ /_ 1|_ ,H — ^ nv^ — àl^l ,„ A ( ^2 0-2 + ,^2 ^ O'^) ^- ^ m2 ( y f e--^ -K T_^ , 0--^) 4- ^ «r-! ( Y f 6-i + Y_2_ I 6 '•)
3 m- — 6 /?i"' :^ /?i '' I ( 3 ', + î'. I ) — 7 ni- ( î', 0"- -1- 3! , 6-)
m2 ( e'i 62 -^ 3i I 0-2) 4_ _ ,„ _^ __ „i-2 ,;,£',+ £_, îL , )
-+-(^-^,n—"-^ nA(i , cL , 0-2 + £_, .', 02) _ ^ m--! ^ . , e: , O2 + £_, £', O"')
+ (9m2 — l'è iii-'-){ 3',- -~ e'2| ) — :;,'j ni-{ i\- 0 --;- s'^, 62;
I05 , ., , , . . , 4*' / O / n > •) ; ft.>N
-M62m2(£,£„i£',H-£,£_,£i,)— ^-//;(;^',0-2.:.y2,jl,02)
-h I m ( Y? £i , e-2 4- y 2 ^ £/ 0-2) _ ,,- ,„-2 ( ^, V _j ç', I y, y_, .^ , ) + ^_ ËJ „, _ ^i||2 ,,,2) (,.,:», + ,^. e7) -^ ^ m2(£',« £i, -U £', £L=, )
l-0.£i£2,_36e, £_,ytT-t+ OTiT'i
ANDOYKR
i| /«2 — -^ m» — ~ mi -i- ( I -f- o . m3) 0^ -+- 4 m- 6 '•
55 v.Gç)
— - «i^ H — — — ni^
o '47" ., — 60 m : — ni-
- m- îr I -t- ( 10—;^ m"2 ■+- ^ /?i3 1 el , 6-2 6">9 A ., ,,. 'i'^5 ^ „ ,,
75 loî) , . 118873
[5 ni
:},«-H^m^)YÎ+(il,n^+2^,..)
£l€_lO>
Tî
m-* lY,y_i
4lâ
m'* j £', +(_6m + 9/rt2)£'| Oi— — mU', 0*
10 ) 3371 m — nii
Ml'' I £1 £,
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— m ni'
iil/?î2£'|2_4-(_g„i_t- 3f,„,,2)î'|-2 0î^_((),„_^ l8/M2)£j| 6» -H ^ w^ eL", 9*
-H ^ w2 £ ; ïl , — 38 m^ s', £'_ ,02 ^ ot2 i', b'_ I ()!
73 m -ni'- £,£_,=_,
9^^2,s;0»+9mYl, eL,0^+ (^ __,,, + ___Z ,„2J s, 5^2^
2lî.,2. ..'2^i^
?rT."" ■'«
(i -4- o./n2)Yi Oh :: /;j*yi 0^
+ m2Y_iO-i-t- — I
+ — m2£iY
ijq
/n ■— ni- — — r-^ ni^' ) e 1 Yi 0—'
— m-^e: , Y-, 0-' -h(- ^in-^ ^ m^ + ^ mA zL, y-i '
-r- -- //iH ;^ /^-^ -H -:r^ «i» ) e'_ , Yi O"» -h { — /n r /n-^ ) £-, Yi ^
J /expression de B' ou j^- est conjuguée de celle de B ou :r- ; ct'lh; de C ou yz est la conjuguée changée de signe de celle de C ou xz.
D'une façon générale, on trouve dans les ex:pre.ssions précédentes tous les termes jusqu'au second degré inclus par rapport à e, y, e d'une part et par rapport à m d'autre part ; cependant l'approximation a été portée plus loin quelquefois, afin d'obtenir une plus grande précision dans certains cas importants.
Les fonctions P, Q, Q', . . . étant indépendantes des éléments lunaires, les foiinules générales (i) et (2) donnent maintenant, en écrivant au moins tous les termes jusqu'au premier degré inclus par rapport à î, y, z' d'une part et jusqu'au quatrième degré par
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rapport à m d'autre part :
(3m'(P0.!— PO-^)
+ (— 6m2^6/H^— i8m'')(Q0-^— Q'O--!)— ^ m*(QO*— Q'6-*)
4'«')(PmO--— P:
— -m» H r^w (Q^i— Q £-1) -H— //(►(Qï-i — Q'ei)
■(— i87«-^-t- i8//r*— 7'.>./yi')(Q£|02 — Qc^iO--!) -(i8m2— i8//;^H- 3(;m')(Q£^iO-'— Q'eiÔ--)
+ /_ 6m-^+ 6m3— ^ m A (Sy,Û + S'y-iO-')
_ _^ ,n5( S Ti 0-1 + S'y_, 0) + G ni> ( S y_i 0-' + S'yi 0)
— I m•(SYl03^-S'Y-,Ô- •') + (— ^'"' — ^ '«■') iSY-ie^-i-S'Y.O-')
— 47. m'' ( P i\ 0-2 — P s:. 1 02) - G ni' { P e', O^ — P si , O-2) -+- (36m3— 90m'') (Qe'i 02 _ Q'£'__j 0-2)
+ (- 3G/«3-t- 54/«*) (Qî-, 0-— Q''-'i 9-"')
-r- ? mUQe', 0''- Q'il, O-'') — ^^ mM ôeL, 'C— Q'g', 0-4)1 ;
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8(t N ) = D-2 ïdm'^i PO-^ — I' 0-2)
-+- ( _ 6 nr2 _ , g, ,„ V ^ ( Q 0-2 _ Q' e-2 j _ ? m '• ( QO * — Q' 9-> ) -+- (6m- 4- 1-2 m'> -+- ^ /»» |(;Pe, — Ps-i) -f-(— ^m^- ^wv)(p£,e-2_P£_,e2) -+- ^' m^PeiO^— P£_,f)-2)
-+- (— 18 m^— 54 m'') ( Q £1 6-2 — Q' £_, 6^2) -l-(i8m24- iSw'OCQe , O'^ — Q's, Q--')
-+- /'— î4^m3— ^^mi] (Q£_,e'— Q'£,9-v)
-t- /'— 6m-2— ^wA (Syie + S'y_ie-')
+ (^,,n'~ ^m^- ^^mAfSy_,e -I- S'y. 6-)
+ (— ^m^--^m«)(Sy,O-'+S'y_,0)
-+- 6mH S y_i 0-1 -h S'y, 0) — '^ m- ( Syi 63 -^ S'y_, 9-3)
-+- (— |; ni'— ^ //( /'^ ( S Y _i f):^ -4- S'y, 0^3)
— 42 mK P £'i 0-2 _ i> ç' , 0-2) — 6 m ■• ( [> e', ^^ — F £L , 6-') -+- (36m3 — 54 m'*) ( Qe', 0-2_ Q-g^^^ 9-2) + ( — 36m3 4-i8,H'')(Q£L,6-2-Q'£'|0-2)
+ 9 ;„v(Q,', ov_ Q'£'_, 6-'0 - ^ //^.(QeL, OV-Q's', 6-*)
ii55
+ (_^,,3_^,,v)(Qe,,3,-Q's^,s;.)
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-f- iom'(PO'i-H pe--i)
_(_4„j2_|. {,«•!— iom')(Q02+ Q'e-«) 2 2
l^mV(Pô,02^-Pe_,0-2)
_^„i2_i_-,„3_ 'iLZI,niV,Q£,8î+Q'£_,e-2)
^(_il!,„3_45^„,.)-(Q,_,e'.-^Q'£,e-^)
_^/Z;,i2_ Z„i3+ 4^',nA(ST--,0— S'y,0->)
^/l|,„3^.il^SnvVsy,0---S'Y-,0) .
— ^ /«••( S Y_, 0-1— S'y, 0) - -^ m^SYie:»- S'y-, 8-») a 2 *
-+- ( — 3o /;i* -I- go nts + .>28 m«) ( P £', + P e'. , )
-h 7om'(Pi\ 0-Î+ Pel, 62) - iom*(l*£'i 6*+ Pel, 0-^)
_l-(4.2m^— ii4/«ij(Q£'i02+Q'£:.| 0-!, + (— 42m3+ -,4„jv;,(Q£' , 62+ Q'c'i Q-^)
•4- — mHQs', 0''+ Q's:., 0-'.) -mHQsl, 6''+ Qô', 6 -*j
— i8m--i- i8m^ ; — m ' 1 r îi t-,
-+- i i8/?i'- — iSm^H i^ m^ 1 PyiT-i
+ (^— 9m3-^mA(Q+Q')ïiï-i — 9omHP£?+ P^'J,)
_V- iiiiî „fc4 ( qç'2 _^ Q' jM.^ ) _ 35 „i4 p £'| s,^ ^
/ . , 32o55 A ,^ , ^, , , + ( — lojom' ^ ni' j (Qe, -(- Q e_,)E:i£_i
-t- U5om3_ :LJ„î4\(Qe' I -hQ'£;)£,£_,
-f-243mnP£', + P£^i)TiT-i
- nSm^'-f- -^m''VQ£l, + Q'î',)YiT-i
— i33//r''(P£'i + P£l.,)e'| el,
Il685 , , „ , r^' ' \ ' ' 2"*
— 6 m» P £î £l , -+- 60 /u2 p £1 £ 1 Yi Y-1 — I ■>■ m^ P Y? T- 1
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D-2 Te /«••(? 02— PO-2)
— 5 mî + ) /»3 -I- '2:'-> ,n> ) Q 0»
nAq'(}~
— :ï ni, 001— ;{ m'. Q' 0-i - 3o m< ( P s', -+- P el , )
— > 4 ni^ P £, E_ 1 4- -24 m2 P Yi Y-i j
^^'nAv. ,+ i^,nM>e_.e-
^3 TV /45 . 4ii , ir»'
3 „t2_ 3 ,„:-, ^ ij^ ,„ '. ) Q î_^ 05
— 3 /»» + 3 /ni - ^4^ m ' - ^ m-') P s, e_ ,
5 mî — 5 Art3 -^ i^^ m''^ ( Q 0^ -\- Q'e-»)£, e_,
— m^ — — — - îH ' ; — /n-' ) I £- , •)'
— lo/»- -t- lom^-
lom^4- ^-V /"' )*^ '-I II25 , i34'25
3 m^ — 3 w ' H — rn> ) b î -i yi 'J
— m» -H /??^ - ^^ m' ) S £_, -'_, 0 — -5- mi S £-i y_i 0-'
— m^ H ^ «i • ) b £-iYi 9
— ■ m''' H- -r /"' ) S'£_i Yi 0-'''
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MM
/«a -4- ^m* Ps-ie', 6^
^Sn'.Qs_.s', + (--i,H3-^4£L9^.)Q,.,,;e«
-'^'"•^+^'«MQ-.^|0''
-~- m'A Q'e-ie'i ^ m'>] Q'e^ 1 s', e-2 — ~ m'' Q'e_i e' 6-* — T^ /?i ■' ) P £_ 1 £ ' I —m''P £-1 el , 6 -*
(^-'+i^-MP-.^-,o^
/n')Qe_iel,e2
io5
/M' I (,)e_i tL
-4- '"' ) Q'e-1 £' 1 0-- H r /«^O'e-ieI, 0"
I «jHPe'i -f- Pe' , )£,£ i
>î"9 > , V ,, ' /-vr / V
— ni^ P £2 , £', 02 — '-^ m^ P i^_ , £l , (
45 /?i-î Q ez i e'i 62 + 45 rn.^ Qt- , £'_, 0*
-+- iim^Pe'ji'i^ -+- i8m*Peie_i YiY-i |
8Yi =
Yt D-î r6m''(P0'-— PO-2)
+ —6m'- /»■• (QG2— O'O 2)— ;^m'(Qei— Q'O-i
_^ /_3„jî4- 3 //(■•— ^ /»■•') Q' 0-2— 5/»'»Qôv— 3m'»Q'e -
- 3..mKP^'i + P^' 1)+ ^ '«''(Qï', + Q'^-i)
— 7^//i''(Qs-i + Q'ï',)— i8m2|'£i£_i — '/4'«^PïiY-i
I r^ ,r/i ., ' •. -'' ■ l'^ï •• 38oi \ •
— D-" - ///- //>■'-', rtr -\ m> -— m'' ) S Y-i"
-A/j2 /??''H /»' ) S'y_iO -' H rW''S'Y_i6-3
rn'^ -+- /)>"■ H — in'> ) S cl 7-1 0
'■'* 1 '9 As: A
-m'^ ^ni' )S£iY_iO
— m'^ -I- //(•' :- ' /// '• 1 S £_i Y_i 0 '— lU' S e_i y— 1 6"'
'+^'"'')s'=-iY-i«
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3//i-'H r /»'• ) S'ei Y— 1 6~ •
/«' )S'£_iy_iO
/«- — tn^-\ r m M S ' £—1 Y— 1 0
H ni'b £_i y_-i 0" H rn'b c_i -'j t)~ •
-t- ( 3 «j'' — 3 ni' ! r '/'
h (— 1^'»^- ^ '«*) Py,y_,(02-i- 0-2)
'"■■" (Q + Q'rriY-1
-t- ( mî— m^-i- -^ m'* )( QO^h^ Q'0-2)yiy-i
i^mMPY^,0='
2 /n • (^ yr I + ( — 2 //t* -t- 2 /;i' -; ^^ /?i •
^w'MQyl,0--î
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.Z_„,3_ 'fiii,»;. \SE^,y_„je3
lO'ii ..\„, , . ■'.' '2'' a
-f- ( r z»/"-!- — ^ /H' 1 S'eL, y_iO-' ni'S'ii. -'_i6-'
H- 24 m-' P £i £_i Yi Y_i — 1 a 7/1» P Y? Y^ J •
Les valeurs de o£_i et oy_i, non écrites, sont conjuguées de Oci et oy^.
Nous avons vu précédeni ruent comment s'effectuaient les intégrations indiquées quand on prend pour P ou Q, ou Q', ... un terme constant ou périodique M; et si l'on prend pour P, ou Q, ou Q', . . . un terme séculaire ou mixte de la forme M. /i'/, iious savons aussi qu'il suffit de remplacer encore P, ou Q, . . . par M, à la condition de remplacer en même temps les signes d'intégration D~', D~-, respectivement par lit D~'H-/'mD~2, n'i ld~^-[- liniY)'^.
Pour avoir les inégalités des coordonnées lunaires elles-mêmes, il faut joindre aux formules précédentes les trois suivantes, faciles à compléter suivant les besoins :
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v S(sinT;T)
on r?,
l,n2— |mî(e2^6-2)-+-Q-r- ^m2)(8i-^e_i)
^m--^m2)(eiO-5-4-c_i62)
-/n2(îl02 4-£_i6-2)+2w2(£',+ ïLi:
y /Hî(î', 0-2-4- el, 02) -+- I mî (£', 62+ ^L, 6-î)j
8(»N) rm2(02_G-î)4-/— "4 m— ^ mA(£ie-2- e_i 6») — 7m2(£; 0-2 _ £^^ 62) — mî(ï', G^— eL, 6-2)
rn^,^ ii^w2\e-2+ ^,„2e2
_l_(4 _ 4m2)£, — i5m2£iO-2+i4m2£ie2-i- "^m'-ti^-'-
+ {'-^rn+'-:^m-^).-,{^^--r^^-^)
iîim^el.e^j
-^ ov^ [ -2 m^ yi — 3 /?J2 yi 0-» — /n2 y_, ( 0« -4- 0-») ]
-f- Sy_i[2m2Y_i-l- . . .],
— -^mî(£i62_£_iO-2)-|-(3,H — îwjîjre', — el,)
jî(,^fjo_^^_^o_2)^_ Z2„i2(ç;o-î
- il,n2(ç;e2-f-£^,e-î)l
^ m» Cl 02 ~ w2£,
, m' le,
i5 53 \ , „ , H9 , / fi,
+ «Y. [ (- I -- .^ ,n^) T. + (- :^ "^ + ^ "^*)t> 6-' -+-OY_,[y_, + ...],
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i(is)^
ics coefficients de ôc_,, Sv_i sont les conjuguée de c(;ux do ôSi, 5yi, changés eu outre de signe, quand il s'agit de 5(/t) ou o(/,s).
ANDOVER
152. Passant à l'application des formules générales que nous venons de développer, cherchons d'abord l'effet des termes mixtes qui figurent dans la fonction générale R, c'est-à-dire encore l'effet des perturbations séculaires des éléments de l'orbite solaire.
En premier lieu, pour définir l'effet de la variation séculaire de l'excentricité s', on a
soit, explicitement, en n'écrivant que les termes utiles dans la suite au delà du second degré par rapport à s' :
+ 3oe',2 £12, -t- ?,io EV's-i', ^ • • • I ,
2 2 ib 16
Faisons d'abord abstraction du facteur n't, de soilc^ que la question revient à chercher l'effet d'un accroissement constant ve' donné à e'. Les formules générales montrent alors que les variations S/i, 8e, Sy sont purement périodiques, tandis que SN, oN,, ôNj comprennent non seulement des parties périodiques o,N, 0)N,, 8,N2, mais aussi des parties séculaires SqN, ôoN,, §0^2- Ces dernières se calculent sans peine d'après les développements du numéro précédent,
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et 1 on a :
— - rn'^ -=- m* '- — m*
i35 . T „ io5 . ,.1
^ ivi . /. r 9 . 753 , 4^53 1 , Q . .
- wf y -f- -^ m
SqNj = V n/e'*
9 « io5, i3i7 , 9»
D'autre part, il est manifeste que, pour trouver l'efFet de l'accroissement constant ve' donné à e', il suffit de changer s'en e' + ve' dans les expressions des coordonnées de la Lune, telles que les donne la théorie solaire. Les accroissements de ces coordonnées, calculés soit d'une façon, soit de l'autre, doivent être les mêmes ; toutefois, comme nous avons laissé de côté les constantes arbitraires introduites par l'intégration dans les formules (i) et (2) par exemple, il est nécessaire, pour être exact, de s'exprimer de la façon suivante : les accroissements des coordonnées dus à 5/2, Zt, Sy, SN, 8N,, SJN2 sont égaux aux accroissements^ que prennent ces mêmes coordonnées quand on j remplace e' par e'-f-ve', et aussi «, e, y N, N,, N^ par n-^^'n, s + ô'e, y -f- ô'y, N + a'N -+- ^o'«, Ni -+- ô'Ni -f- «ô'/ii, N2 -I- ô'Nï + ^ô'/Ja, en désignant par Ô'/i, o'e, S'y, S'N, S'N,, 8'Na des constantes à déterminer, et par S'n,, h'n^ les accroissements de «, et /la correspondant à o'/i, S'e, 8'y.
11 est clair d'ailleurs que l'on a ici 8'N = o'N, = S'INj^ <>; et par
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suite, en considérant toujours les coordonnées de la Lune comme
fonctions de /?, e. y, N, N,, jNa et aussi s', on a les relations telles que
l)^■ ^ Of . âv ^ dv ,r, -, - -, dv ,^ ., .v , àv ,^ ,, .n ,- .
dv ôv Jrii dv ôn^
dv dv dv dn\ dv dn^' ,,
dn c*N d^i dn dfi^ dn
dv dv dni dv dn^
Ji^*"dWx 11 '^^dWl Ih
dv dv d/ii dv driiX -,,
\d'l 6>iNi d-^ <^N2 '>; / '
On en déduit nécessairement, par comparaison des termes séculaires,
^ ,. /à/ii , d/>i ^, dn\ ^, à/il ^,
i a ) \ dt dn ds (/y
, / drii , dfii ^, drii ^, dn^ ^,
\ de dn de d'f
et il reste les relations telles que
/ dv . dv ^ Ov ^ dv ^ ^, dv ^ ^. dv ^ ^.
i dv , dv ,, dv ^, dv ^,
ôt dn de d-^ '
appliquées aux trois coordonnées lunàiies.
La première équation (a) donne immédiatement h'n: on voit ensuite aisément que o't et o'y sont respectivement de l'ordre de vse'-m^, v^s'^m-, de sorte que les deux dernières équations (a) sont peu propres à déterminer ces quantités. Tirons-en plutôt
oo IN 1 j— On A —r- 0 ^ -H -1- "^ Y
1 dn dz d^f
I dn
nt dt' vnte'^
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el de même
I drii m' àe'
ie qui confirme et complète les parties de ^^' et /i' qui dépendent tle £-, obtenues antérieurement.
Quant aux égalités (b), elles sont faciles à vérifier directement, en calculant effectivement o/i, oc, ... ; et Ton s'assure ainsi de l'exactitude des formules générales du numéro précédent ; mais, en même temps, on pourra déterminer les quantités os, S'v, par exemple en comparant les termes des deux membres qui dépendent, pour la longitude, de ^^^\^'^, et pour la latitude, de y,£'jHl,. On trouve ainsi
, Revenons maintenant au problème véritable, c'est-à-dire multiplions par n't la fonction R que nous venons d'utiliser. Les formules d'intégration resteront les mêmes, avec cette même fonction R, à la condition de changer D~', D~'^, respectivement en n' / D- ' -!~ i/n D--. n' t D-- -f- li/n D-t,
Nous aurons donc deux sortes d'inégalités : les premières, correspondant aux premiers termes de ces expressions, me seront évidemment autre chose que celles déterminées il j a un instant, soit Bn, .... OoN -4- ôi N. ....
multipliées par /i'^; etpar suite, pour en obtenir l'effet, il suffira, dans les expressions des coordonnées lunaires, de remplacer partout g', n, £, y
par e'+v/i's'f (ou s'-^-z'^t), ii-[:-n t on, c + /«'/ o's, y -{- n' tù^f, et en regardant ces coordonnées comme fonctions de Ji, e, y, N, N,, N2, e', il faudra encore remplacer N par N -^ n' t OqN, iV, par N, + /?'<ôoN,,
Quant aux inégalilis restantes, qui proviennent de la subslitution de imD~-, a/mD~' à D"', D~-, on voit qu'elles seront toutes périodiques, et en fait négligeables, en raison de la petitesse de v, sauf celles qui correspondent à la partie constante de R, et qui sont t'videmment, d'après les formules (3),
oN = — -/i'/ooN, o\i =
n'f Oo -Ni
Oi\.,:
-ni OyNj.
Finalement, nous pouvons donc dire qu'à des inégalités périodiques négligeables près, on obtient l'effet de la variation séculaire de l'excentricité s', en remplaçant s', /i, £, y» N, N,, No dans les expressions des coordonnées lunaires par
N -(-i/i'<8oN, N,-+--n7 8oN,. PS'j -t- - n'^^oNj ; 2 2 - 1
on a d'ailleurs fo'/i=:OoiN, ot en fait, les variations de /t, £, y sont sans effet appréciable.
Ces résultats sont identiques à ceux que nous avons trouvés à la fin du Chapitre précédent.
Passons à l'étude de l'effet de la variation séculaire de la longitude du périgée, <p', défini par
et suivons la même méthode. Faisant d'abord abstraction du facteur n't, c'est-à-dire cherchant l'effet d'un accroissement constant v donné à cp', on trouve pour S/i, Ss, oy, oN, 5N,, SNj des expressions purement périodiques, et les accroissements qui en résultent pour les coordonnées lunaires sont identiques à ceux que prennent ces coordonnées quand on y remplace o' par tp'-f-v', en même temps que N, N,, N2 par N-^o'N, N,+'o'N|, Na-hS'xN,, on désignant par S'N, o'N,, S'Na des constantes à déterminer par les relations telles que
ài) ^ dv ^ ()i> ^ àv ^^, dv ^^, dv .,,
-r- Ort -H — lie -f- _ oy 4- —- oN -+- __- ^^N, -|- __ Ô>J
dv , dv ^ , âi> ^,., du ^,
qui serviront en même temps de nouvelle vérification.
En comparant les coefficients de îiîl,, ;,£, c*^, dans les deux
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membres de cette équation, et opérant d'une façon analogue pour la latitude, on trouvera
Revenant alors à la question posée, on voit que la variation séculaire de -p produit deux sortes d'inégalités : pour obtenir l'effet des premières, il suffit de remplacer dans les expressions des coordonnées lunaires cp' par o'-i-zt'^t, et en outre N parN-4-n'^ 8'N, N, par 1^, + n't 8'N,,'n2 par ^^-hn'l S'Na ; quant aux autres, toutes périodiques, elles proviennent de la substitution de imD~- et 2iînD~^ à D~' et D^^ dans les formules générales d'intégration appliquées à la fonction R privée du facteur n' t. Nous pouvons donner les parties principales de ces inégalités, non pas qu'elles soient sensibles, mais pour permettre leur vérification directe, obtenue en intégrant les équations générales du mouvement suivant la méthode ordinaire, sous la condition de prendre n' — o|, pour mouvement de l'argument G'.
On a :
8 (iN) = v'm (— 3e', -f- Seli),
ôEj = v'm (
-i-^Tiï-i+ ^Y-i^'i^'-^;Tr^T-i^-
ôc_i, (5y_, étant conjugués de ôe^, ô-^i ; et enfin
j 8(sînnT) = 8e, -f-6£_i, o(jV)— S(iN)H-2 8£i — 2S£_i, o(j5) = 8y, — ôy-i.
Observons encore que, conformément à ce qui a été dit à la fin du n" 149, il conviendrait, si o'N avait une valeur sensible, de remplacer partout n par n — /î'o'N, de façon à ramener le coefficient du temps dans N à la valeur n.
On aurait aussi bien pu arriver à tous ces mêmes résultats par l'application de la méthode du n" 11 ( J°), déjà employée pour le calcul des inégalités séculaires.
L'effet de la variation séculaire de l'écliptique est défini par
n'f(/.,eî).'-x_,)p'»;
rappelons d'ailleurs que l'on a
et convenons de négliger la très ))etite variation de y. puisqu elle se trouverait toujours multiplio^e par le nombre x exlrêmenient petit lui-même.
En suivant toujours les mêmes principes, nous ferons dabord abstraction du facteur ii t , ce qui revient à chercher l'effet de l'attribution à l'orbite képlériennc du Soleil d'une inclinaison constante x (dont on néglige le carré) et d'une longitude du nœud y. 11 est clair qu'ici cet effet sei^a obtenu en donnant simplement à a et C7 les accroissements déterminés au n" 4oO,
5â = — th aCzi OeA-4- x_i 0-' e->), OT = zi 0 e^ — y. 1 0-' (?->,
et ceci permettra d'achever la vérification des formules générales d intégration.
Revenant alors au problème véritable, on voit que la variation séculaire de l'écliptique produira deux sortes d'inégalités, et que pour obtenir l'effet des premières, il suffit de multiplier les expressions précédentes par n' l. Mais on peut éviden\ment les lai^scr de côté, à la condition de supposer le mouvement de la Lune rapporté non plus à un plan fixe, mais au plan de l'écliptique mobile inovenur. sNotons seulement que dans ces conditions, le nouvel axe mobih^ (i\ , parallèle à TX, n'est pas dirigé vers l'équinoxe mobile moyen, mais e>L tel que l'angle X'GN soit encore égal à y, si l'on appelle G^ la droite de longitude y dans le plan fixe GX^ primitif.
Quant aux inégalités de la seconde sorte, toutes périodiques, qui proviennent de la substitution de iin D - et 2//?iD ■' à D ' et D dans les formules générales d'intégration appliquées à la fonction 11 privée du facteur «'/, elles peuvent devenir fort sensibles, en raison de la présence de très petits diviseurs. Nous allons les déterminer en négligeant s', î-, v-, £■", et ne dépassant pas le second ordre par rapport à l'ensemble des quantités s, y, m : il suffira d'-ailleui's d'écrire les termes en x,, ceux en x_( s'en déduisant immédiatement. Faisant
donc S=:S'= — -^'m: on trouve sans la moindre peine, à l'aide des
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formules générales, les résultats suivants :
on
s M ■*' ni ù / '^o , 3- 5o3
II II t)oS3
^Y-i = /'/.i 0 1 ( — -7 //i — . //?* j ; et, par suite,
-- 0 1 si n m I = r/., y, (— - m 0 — { //; 0-' | -h /x, v. i ( — 4 m 0— '-* //j 0 - ' -|- S /n 6^ } ,
II II ,>.2((I
Il 20 \ , . / i.Iq
Il i3
Kn ne s'arrélant qu'aux inégalités les plus sensibles, ceci rloniie
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numériquement
8* = — i",4o cos (N — )(^),
8v — o",o6 cosf N -f- H — x) -+- «"/ig co5(N — H — y ).
Il convient encore de rapprocher de l'étude que nous venons de faire de l'effet des inégalités séculaires des éléments de l'orbite solaire, celle de l'effet des inégalités à longue période de ces mêmes éléments. Considérons un terme à longue période de la fonction perturbatrice qui définit l'action des planètes sur le mouvement de la Terre : il en résultera pour les éléments N', n' , s', o' de ce mouvement des inégalités à longue période oIS', ùn\ Se', So', qui se trouvent grandies par l'intégration, la première surtout ; si sn' est le coefficient de t dans l'argument à longue période considéré w, les inégalités 8/i , Sî', So' d'une part, SN' d'autre part, renfermeront respectivement la très petite quantité s ou s^ en dénominateur.
Au lieu de passer par l'intermédiaire des perturbations Sr', 8p' du rayon vecteur et de la longitude qui correspondent à 8N', Sn', ..., ainsi que le demande la méthode générale, il est préférable ici de prendre directement la fonction R sous la forme
RIT
Gomme r-; est une fonction purement périodique (en entendant
par là qu'elle ne contient ni terme constant, ni terme à longue période comparable à la période de l'argument w), nous voyons d'abord qu'on peut laisser de côté l'influence de Sep ,
En second lieu, pour tenir compte de Ss', il faut, pour la même
raison, réduire ^c-r à sa partie constante ; et si alors n'^a^AZe' est
un terme de R, de sorte que A est une constante, il faut lui appliquer les formules (3) en remplaçant A par A Se', etpar suite D~' A par AD~* Se'. Or, quand on prend Se'^ ve', nous avons déjà fait ce calcul, et indiqué les valeurs SqN, SqN,, S0N2 qui en résultent; mais dans
ce cas particulier on a D"' Se'^ 5 tandis qu'actuellement il faut
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prendre D^ '§£'=: — , en supposant Se' proportionnel à e"^ ; nous aurons donc les valeurs cherchées de oN, 8N,, SNa, en remplaçant
le facteur iynte'^ par — dans les expressions de OoN, 80N4, S0N2 ;
d'où, en particulier,
t,,.-, ^ nt ht' f - . ^ , 3483 , 19347 A sri \ 1^ 2^ /
en se bornant aux termes utiles pour le calcul de la partie principale des inégalités de la longitude.
De la même façon, il faut, pour tenir compte de 8/i', réduire
oU , . /8U \
^ a sa partie constante ( ^r-; ; or, on a
U 2 ,SU
on 3 or
de sorte que la fonction R devient
donc, immédiatement,
. .-,. /i Sn' f , , , 2i3 , 281 A
sn' n \_ 2» a^ J
11 ne reste plus qu'à tenir compte de SN', qui est déjà de l'ordre
il SU ., , • 1- 1 -, 1.
de — ; comme j^, est entièrement périodique, toutes les inégalités
résultantes seront elles-mêmes périodiques, et du même ordre (le grandeur. Observons alors que si A est une quantité périodique, les intégrales D-' (ASN'), D-'-(AS]N') peuvent être confondues, dans les hypothèses faites, avec SN'D^'A, S]N'D~-A : tout va donc se passer comme si l'on donnait simplement à N' l'accroissement SN' supposé constant. On aura des inégalités S/j, Se, Sy, SN, SN,, SN2, et en suivant toujours les mêmes principes que ci-dessus, on peut dire : les accroissements que l'on en déduira pour les coordonnées lunaires seront identiques à ceux pris par ces coordonnées quand on y remplace N' par N'-f- SN', en même temps que N, N,, Nj par N + 5'N, N,-f-S'N,, N^ + S'Nî; S'N, ... désignent encore ici
des constantes à déterminer par les relations telles que
ài> ^ dv ^ dv ^ ôv ^., dv ^., âv ^.,
dn dt (>y ' <^1N dh^ (A,
di> ^,„ dv .,,, dv ^,,, dv .,,-
Il est facile de calculer 5'N en comparant les termes constants des deux membres de cette égalité. La fonction R qui doit être utilisée ici correspond aux hypothèses
puisque l'on a
au _ oU
il en résulte
et parlant,
0 N = - — — nv o^ .
Finalement donc, on obtiendra l'effet des inégalités à longue période considérées en remplaçant N' par N'-f-5N' dans les expressions des coordonnées lunaires, et (si l'on néglige £, y, z ) en donnant à N l'accroissement
isn \ 'x^ ■>■' I
n un' 1 . ^ '>.\S , '^Si
isn n \ '>.^ i^
^ / v>.Gi ,\
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Supposons que SN', o/i', os' proviennent d'un même terme de la fonction perturbatrice qui s'exerce sur la Terre, ce terme étant, suivant les notations du n** JoO,, de la forme
B \\i' x'"/" z'i'i s'j.'i-^ t"f'i si'f-' y",'/;' y!!/;- '.
D'après le n" 98, on a
is oN',
et en réduisant 8e' à sa partie principale,
lous pouvons donc écrire encore
im -{- 1 m* -4-
La principale inégalité à longue période SN' est égale à
r,89sin(i3N'— 8/"-+- 3r4°j
en appelant /' la longitude moyenne de Vénus : la formule précédente fait prévoir que l'inégalité BN correspondante en sera environ la huitième partie, au signe près. M. Brown la donne égale à
— o",234 sin (i3N'— 8/"-i- 3i3°,8); la période est de 289 ans.
153. Donnons maintenant quelques indications générales sur le calcul des inégalités lunaires provenant des termes que nous n'avons pas encore envisagés dans les fonctions P, Q, Q', S, S'. Ces quantités sont de la forme S Ae'^*^+P^"^, en désignant par A une constante, par a et ^ deux entiers quelconques, et par /" la longitude moyenne d'une planète perturbatrice P'. Supposons que l'on ait fixé celte planète, et aussi l'entier [j : nous écrirons alors
Ces termes produisent des inégalités généralement périodiques (jm-
nous caractériserons par le diviseur qu'y introduit l'intégration à la première ou à la deuxième puissance. Ce diviseur, qui peut être désigné précisément par la même lettre D qui sert de signe d'intégration, est de la forme k + pg -f- qh -[- rm -\- '^ ; > en appelant
A", /?, q, /• des entiers quelconques. Si ce diviseur est grand, les inégalités correspondantes seront en général négligeables ; mais s'il est petit, elles pourront prendre des valeurs sensibles, surtout celles qui dépendent du carré du diviseur. Il est d'ailleurs clair que les coefficients des inégalités diminuent quand les nombres Ar, />, q, r — a grandissent en valeur absolue, en raison des facteurs m, e, v^ e' qui s'y introduisent alors à des puissances plus élevées.
Dans le cas particulier où l'on aurait /c = /7 = <jr = /• = ^ = o, il
faudrait, comme on sait, remplacer D "' par
Nous allons examiner en détail quelques cas seulement parmi les plus simples, en nous bornant bien entendu aux parties principales des quantités mises en évidence.
Supposons d'abord k = p = q = o. Les formules générales donnent alors
un = Se = Sy = o.
uis
-+- (— 3o m* -+- 90 m« ) ( e', P, - 1 + eLi P, +1 ) /665 , 4837 A , , ^ , ^,
— 1 1 I m'' ( e', P;._i -4- t'_i Pr+i )
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+ (^'«'--^'^*)(^'iQr+i+e',Q;_,)-H...].
Dans le cas particulier où l'on suppose /• = ^ =: o, on aurait toujours
ort = Se = Sy = o, yjuis
nt\{— 4/«2+8m3— i8m4 4-4om»)Po
■^- —2- ^^'* ( ^1 Q-1 + ^-1 Q i) — |i "^'* ( ^-1 Qi ■+- ^'i Qm) :
N, = nt r/3m2-6m^+ -îi^ ;,iv\p^^_^Z^ „^5 + IJ^ "t*)(Qo-f-Q'o)
-h8im'»(£'iP-i-FE.'_iPi)
oN, = /»«r('— 3/n*-f-6m3— ^mA Po
■ Mais il convient de faire disparaître SN, en donnant à n un accroissement égal et de signe contraire au coefficient de t dans 5N, soit
8/1 = /if(4m2— 8/n3)Po-i-...],
et dans ces conditions, les valeui"s ci-dessus de oN, et SlNj doivelil être augmentées de nt ( — 3//?''Po + . . .), ni (3m'' Pq-t . . .), de sorte
que les coefficients de nt.m'Y^Q y deviennent respectivement -^T' et — -^- Les formules (5) et (6) conduisent directement à ces résultats.
En négligeant s', et appelant (û"')o la partie constante de 8a', on peut appliquer ces formules au calcul des perturbations du mouyement du périgée et du nœud lunaires, en faisant d'abord, pour tenir compte de a et de l'action indirecte des planètes,
d'où
^'0= -[{'■— 3(o«')o], Qo= Qo= g[a (oa')„],
0 A, == «M u. ^ — j ( o« )o —z /»" -^ tn^ — m* ) ,
oN., — /j/ a — \i tu )u\\ /n* -)- -— m^ -+- -^ m* ) ;
les résultats n'atteignent pas une seconde par an.
Si l'on veut avoir maintenant les mêmes perturbations dues à l'action d'une planète P", on devra prendre, suivant les notations du n° 150, et d'après le 91, en négligeant les excentricités, et tenant compte de l'inclinaison /",
d'où _
en n'oubliant pas que ces formules conviennent au cas d'une planète inférieure, le signe de D devant être changé dans le cas contraire. Les résultats, sensibles pour Vénus et Jupiter, n'atteignent pas trois secondes par an.
Faisons maintenant l'hypothèse k=^(j=^o, p =z \ ^ el retenons seulement les termes qui contiennent le diviseur D à la puissance — 2, et qui sont de moindre degré par rapportas, y, s', en regardant
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^'r+à comme de degré — h par rapport à z' . On a simplement
8(tN)= i)-2 Um-^-f- 1 •>./«''— -^/«M ^^ ^1
W^ )Q,M2ei£--l r "^^Q^+s^l^'^ -+-•■
Faisons l'application de cette torinule à la détermination de la partie principale d'une inégalité de la longitude lunaire, de très longue |)ériode, découverte par Hansen : c'est celle qui dépend de l'argument 16 iN' — iS/'-hG, en désignani p;ir T la longitude moyenne de Vénus ; sa période est de 2^3 ans.
Cherchons seulement la partie principale de cette inégalité provenant de l'action directe de Vénus : suivant les notations du n° 150, nous devons considérer les termes G suivants :
-^BsX}'À"-'-e", -4-BoXî«a"-"'j' 1 - I^:>.!^'a' '^ et d'aprt's jr n** 91. ou a sans peine :
Bc-
D-^-)bi,,
ANf«ovi:n
Tenant alors compte des formules
puis faisant, pour abréger l'écriture,
4 M' V « et introduisant les opérateurs
\ ria r. loi'i 837 . „ IX. „.,^ l'^ii
Ai„=D-î+D — , A;(i= D'-i - 29D-I- — ^ , A' ,. = D»-H 3j D h — ,
An-D»-f-D- ii^, A',,= D2-3iD+ '4^, a; - = D^-t- 37D + i^ ,
A,8 = D2+D-i^, A',,= D2-33D+ i^, Aj^ = D^--+- 3qD + ^ , 4 4 ' 4
nous pourrons écrire, l'entier ^ étant — 18,
Pir, = /A,o(B,Y-î + B,£r^)Xi«X"-'G+/An(B3+>,B3)À {--A •'->-£:., il, -H/A,8(B4-4--?.B6+5B7)X}«X"-i8£lV
Pn = /AnB,,X}'À"-n£l,+/A,»(-BoH-2B;;Al«X"-'«£l,, P18 = /A.sBvXJs-/'-'^
Qu= 7yA;„(BiYiî + B2£::2i)x{»x"-i«-+-^/A;,(B34-6B5)xrx"--i'£:,c:,
+ Î-/A', s ( B^ + 6 Be + 26 B7) X} 8 X"-i8 £1^, ,
Qi7 = ^/A'„B,Xî^X"-»^^-, + ^/A',8(B,4-6B:)XrX"-iSE:,,
Q.8= ^/A',8B,Xî«X"->«;
Q',6= ^/Aïe(B,Ylî+B2£lî)Xl<'X"-i6+i/A';,(B3-2B5)XîU" •^£L,£':, ^ J-.Ai8(B4-2B,)Xî«X"-i'>£l»,,
Q'i7= ^/A';,B5Xî^X"-n£l, + l/A';8(Be-2B0XrX"-iSE:.,,
Q'i»= ^/A';8B,xi«x"-'«.
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En mettant ces expressions dans la formule générale qui donne o(fN), et y faisant r=\6^ on aura l'inégalité cherchée. Sa valeur complète est d'après Brown, en tenant compte des termes négligés, de l'action indirecte, et même des termes du second ordre par rapport aux masses perturbatrices,
§N = i4'Vi7sin(i6\'— 18/'"^ GH-i5r,o);
sa partie de beaucoup la plus importante provient du terme B,y i^*. Supposons encore /i=2, p = — 2, q=zo. L'inégalité principale résultante sera, en désignant par D le diviseur,
Se,= E.,O^D--|" (-^
rn^-^m^
ni^)Qr
On peut appliquer ceci au calcul de l'inégalité provenant du terme de R qui dépend de l'argument 2 N' — -2/", en désignant par /" la longitude moyenne de Jupiter : l'argument 2 N — 2 G — 2 /" a en effet une période assez longue de 17,4 ans. Il faut alors évidemment, si l'on se borne toujours à l'action directe et aux parties principales, prendre
d'où
l'inégalité de la longitude, de même forme que §£,, a pour valeur
complète
i", i4sin(-2N — G — 2r-M8o'>,3),
et a une période voisine du mois lunaire.
Cette inégalité et la précédente sont les seules dont le coefficient dépasse une seconde.
Faisons enfin l'hypothèse /r = i , /> = o, ^ = — i . L'inégalité prin-
)4o - CHAPITRE XXV.
cipale résultante sera, en désignant toujours par D le diviseui-,
OY, = OD
et se reportera surtout sur la latitude.
Prenons en même temps /■==!, [ii = o, de sorte que le diviseur D, égal à \ -{- tn — /i, soit petit, correspondant à la période i8,6 ans du mouvement du nœud. Il faut prendre simplement
si l'on veut avoir l'action directe de la planète P'.
L'inégalité correspondante de la latitude, due à l'action de Vénus, a pour valeur complète — o",24 sin (N — 0").
154. Pour achever l'étude des inégalités secondaires du mouvement de la Lune, il nous reste à tenir compte de la forme de la Terre, comme de celle de la Lune. Envisageons dabord l'influence de la forme de la Terre. D'après les n°' 4 et o, la fonction perturbatrice correspondante est
/(Mq+M) ** ^= in — ; —
2 Mu /■*
- 2A)(a X -+- ijl y -(- >
-2B)().'X -+- [Ji' Y-+-v
— 2C)(X"X+.ji"Y -t- >
en appelante, pi, v, . . . les cosinus directeurs, par rapport aux axes lixes en direction TX, TY, TZ, des axes principaux d'inertie Tç, T/j, TÇ, relatifs au centre de gravité de la Terre, et A, B, C les moments d'inertie correspondants.
En assimilant la Terre à un corps solide, de sorte que A, B, C sont des constantes, nous choisirons pour C la plus grande de ces trois ([uantités ; l'axe correspondant T^ peut alors être confondu sans inconvénient avec l'axe instantané de rotation de la Terre sur ellemême, ainsi que nous le verrons ultérieurement ; et par suite, le plan T^rj sera confondu avec celui de l'équateur.
LES INEGALITES SECONDAIRES DU MOUVEMENT DE LA LUNE
Soit y, le nœud ascendant du plan TXY par rapport au plan T^rj ; nous nommerons w l'inclinaison correspondante, 'l l'angle y^TX, -3 l'angle Yi^^- ^^ plan TXY étant celui de l'écliplique moyenne pour i85osO, et l'axe TX étant dirigé vers l'équinoxe moyen correspondant, l'angle 'h n'est autre chose que la précession luni-solaire à l'époque ?, si du moins on néglige la nutation ; et dans les mêmes conditions, l'angle (o peut être considéré comme constant (sa très petite variation étant proportionnelle à t"^), égal à l'obliquité moyenne à l'origine du temps. On peut donc prendre <L =ft, avec /= 5o".37, L'et oj = 2^"2'^'32". Quant à l'angle cp, il varie très rapidement, de Soi" par jour.
En appelant toujours [j la constante/(MoH- M), faisons
= 2 Mo Al,
= 2l\IoAr,,
(le sorte que (cf. n° 2) PA-.
R = ^[r'-—3(l"\-~h ix" Y + v" Z )î]
-[(XX-+-,uY-+-vZ)2 — (X'X + [ji'Y-+-v'Z)ï].
On a d'abord
À" = sintosin i|i, tj." = sina)cos<^, v"=cosw,
|et par suite, en introduisant les coordonnées lunaires jc, >-, :; <t p,
X"X -H ;ji"Y -f-v'Z = ■? - sin w(a-e"^ >•}') — Ke-''N'+'i'')-t- - cosw ; la première partie de R devient ainsi
sin2to(:rze^*'^"+'T') — yze—'^^' • '!^M
m a aussi
X = cos'l'cosç -H coswsini^ sin 9, X' = — cosij^sinç -i- coscusint]>cosç, u = — sin 'l'cosï + cosiocos'^sino, ^x' ~ sioi|> sinç -+-coswcos'|icos 9, V = — siiiotsinç, ' v' = — sinwcosç,
et par suite
X' — X'2 = - [sin^ w -4- (i -I- cos^f,) )coS2'}]cos2^ -•- cosajsin2']/sinat.
,a'2 — ;ji'5 = - [sin^iM — (i -4- cos-to)cos.i'l^]iCos2cp — costosinatj/sin?. 9,
v' — v'2 = — sin^o) C0S2Ç,
X|JL — X'|Ji'= (i -^ cos-o))sin2'|cos2 9 -t- cosu)cos2'J;sin2»^,
Xv — X' v' = sinwcos wsiii'^cosa? — siao) c()sJ;sin29, [i.v — [jl'v' = sinwcos w cosi|;cos2 9 + sinco sin '1/sin 29.
On voit par là que tous les termes de la deuxième partie de K renferment le facteur e--'?", et par suite ont une période voisine d'un demi-jour, très courte par rapport au mois lunaire; ces termes seront fortement diminués par les intégrations auxquelles ils seront soumis, et comme en outre la quantité A-g est très petite par rapport à /j, on doit réduire R à sa première partie seule, soit
en faisant
|3, = p/:, /i— ^sin^wV ^2= ^(J/fisin2o), Jia = ^ ^A', sina w.
Les perturbations dépendront finalement, si l'on veut, des nombres
Si Bj B3 . , , . ,
' ■■) ., ,? , ■ ; qui ont les valeurs suivantes: en appelant encore
n^al la constante ^, et en admettant avec Brovvn que l'on ait
/c, = ag[7,666J,
il vient
et par suite,
-P-, =o",0244, ^_=o",oo38, -il- =o",o33i.
La partie do R qui dépend de ^1 ne donne pas d'autres inégalités importantes que celles qui proviennent de sa partie constante ; on
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trouve aisément
. + (-6-|| »^'+^ m3y^,Y_, -+-3o£Y^li — 36ei£_iYiY-i-f- 67^7?, -+-... , d'où, par les formules (5) et (6),
o.\, = nt
En cherchant encore les inégalités qui ne dépassent le premier degré par rapport à e, y? m, on aura les compléments suivants :
;ftN)
45 fi2
Si / 3 9 45 . , >
[il / 3 9 fi ,\
■et, finalement,
en changeant e en e(i — | ^^), y en y(^i-\-lJL.^, on fera disparaître, comme il convient, les termes en £,,• £_, de 2(fV), et ceux en v,, Y_i de è(is).
Pour les inégalités qui dépendent de.[i2, bornons-nous à cell(■^ de degré zéro au plus par rapport à m, t, v. Faisons aussi
en nous contentant d'écrire les termes en e^"}', ceux en e~*"l' s'en déduisant immédiatement. Il faut prendre
(le coefficient de e^, 6- étant du second degré en m) ; par suite,
doù
'1,1, -r o(siiiTn) = — - èi6'.
Un terme de R mérite encore de retenir l'attention : c'est celui en ^ el^jC^'f'*'^'?'^, dont l'argument est 2 '| + a es', à période extrêmement longue ; il faut d'ailleurs tenir compte du mouvement réel de la longitude co' du périgée solaire pour estimer celte période. Mais, en allant jusqu'au troisième degré par rapport à m, c, y, le coefficient de ce terme est — -rnyty_j ; les inégalités correspondantes contiendront donc en facteur ^my-t- ;',. ; et seront entièrement insensibles.
Envisageons enfin les inégalités qui dépendent de [i;,, et qui soni analogues à celles produites par le mouvement de l'écliptique.
Posons
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el (iirigeons le cttlcul de façon à écrire tous les termes en c,, CiS, Civ, sans dépasser le premier ordre par rapport à m^ e, y : les termes f€n e '4' s'en déduiront immédiatement.
On prendra
o'i./s == YiO -4- 7i f)-' ( .m-\ m^
mTiO — î-iTi
-4- Y-i f* (— I -^ 7? "'') ^- T-i '^^ (|i "^) — 3 Si ï-t f^ '- 3£
î-iT tO,
et l'on en déduira d'abord
— =— 3ciYi9 — 3ciY. lO, n
01 j N ,1 = —, ri -'1 0 — -^ Cl Yi 0-' H- Cl Y-i 0 ( T "' ^~ "+" "V^
:»ui9
o£i =:^ -ciYiO— -ciY-iO,
-^c, Yi't ' -Cl Y-iO,
ov 1 = Cl 0 — - w— ^ ~-r^ m-' — — - m
//tCiO-'' H Cl M 0 r, l ._, 0.
r>/ , = Cl 0 { —, -H O . /« ) --- C, 0-' ( —, -\ /« ) + -^ ""( M •) '"1 ^-1
0( tr; = ■ Cl Yl
3 yJ . 3 /- . 3
•in
en laissant de côté la parallaxe, dont les perturbations sont absolument négligeables.
Finalement, les seules inégalités de la longitude et de la latitude de la Lune, dues à la forme de la Terre, et atteignant la seconde,
sont
§p = -"^4siii(N — H + il;), ds=~ 8'',4sin(\ -^(j/);
il faut y joindre celles des longitudes du périgée et du nœud déjà signalées.
11 convient, ici encore, de tenir compte du mouvement de l'écliptique, ce qui donnera en réalité des inégalités du second ordre par rapport aux coefficients des actions secondaires. Donnons d'abord à l'orbite képlérienne du Soleil une inclinaison y"', dont on négligera le carré, et une longitude du nœud 2r'. Les expressions des coordonnées de la Lune prendront des accroissements SX, oY, 8Z, mais les coefficients des équations fondamentales (5) et (6) du Chapitre précédent ne changeront pas, puisqu'on néglige le carré de /'. On a évidemment
ôX =y'sin!^'Z, oY = — j'cosJj'Z,
o7. = — y sinSr'X -Hy' cos3'' Y, et par suite la fonction R prend l'accroissement
gR =_ iMl(X"X-i- [ji"Y-+-v"Z)(A"ôX -+- fA"8Y-f-v"ôZ),
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égal encore à
(N— 5'. y 2 g— 'iN'-.^')
faisant
^j = - ^/liCOS-0).
Il faut maintenant remplacer j par x /l'f et 2f' par -j^^, suivant les notations adoptées précédemment. Il en résultera généralement des perturbations périodiques et mixtes entièrement négligeables, mais il faut accorder une attention spéciale au terme purement séculaire de 8R (en négligeant le mouvement de y H-<|')j égal à
i_ X cos ( X -4- '^ ) [ f (xy^'i z'-)]o n' t ;
nous avons d'ailleurs déjà calculé la quantité Yf^{xy-\-iz-)\^ égale
Il en résulte, suivant les formules (3), des accélérations sécuaires nouvelles
-^■/.cos(v^.L)/m'/î, ô\,= iôN, SN, = — -SN,
([ui ne sont pas négligeables ; en prenant le siècle julien pour unité, on a en effet plus exactement
ôN = o",ao/',
oN, = o",(i f^, 5^2 = — u",i()r-.
li^
On observera que le coefficient x/i' cos(y -h -i) est précisément al à celui de variation séculaire de l'obliquité moyenne de l'écliptique, angle de l'équateur et de l'écliptique moyens mobiles.
On peut encore se demander avec Laplace si, en complétant la fonction R qui définit les perturl)ations du mouvement de la Lune dues à la forme et à la constitution de la Terre, on ne rencontrerait
pas quelque nouvelle inégalité à longue période susceptible de grandit- suffisamment pour devenir appréciable.
Reportons-nous aux n"* 2, 4, o : on voit bien vite que si l'on tient compte du terme appelé Uj (n" 2) dans le développement du potentiel d'attraction de la Terre et de la Lune, tout en négligeant la forme de la Lune elle-même, il faudra complétlfer la fonction R du numéro précédent par le terme
m = '^^ '^° ^ ,^ '* [ 5 s /n p3 cos3 ( TM , Tl)-3Swo3cos(tM, TlJJ,
en désignant par m un élément de la Terre, de masse m. et par c la distance TM.
Si Ç, Yj, s sont les cordonnées de M par rapport aux axes Tç, Tr,, T'C définis précédemment, on a donc
^^R = ^^^^°^^.f^^ ; 5 i: w [Ç(XX H- ,aY -f- vZ) + T,(X'X + 11' V -+- v'Z)
-i-r(X"X + |jL"v-^ v"Z)]-^
+ r,{xx 4- / Y -^ v'Z) -i- ^(r\ + ,/' Y -^ V'Z)] ; .
On peut enlever tous les termes qui dépendent de l'angle cp, acp
ou 3cp, leur très courte période les rendant insensibles; en posant
alors
on constate sans peine qu'il reste simplement
8R = ^ [3,-2^X"X -+- fjL" Y + v"Z) - 5 (À"X 4- '/Y + v"Z)3].
Le seul argument à très longue période que Ton puisse rencontrer dans le développement de cette expression est l'argument 3(N 4- '!/) — G — 2 II, dont la période diffère peu de celle de l'inégalité que nous avons déjà caractérisée par le nom de Laplace au n° 130. En n'écrivant que les termes en e"'^, la partie utile de ôR se réduit à
— sui^o) 0' .T^e-'i-^ + ■:" ;
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et comme on a
le ferme à considérer de ôR est
iSi &k . , , , vv .1 X
Il eu résulte en particulier
et l'on voit sans peine que cette inégalité reste tout à fait inappréciable, à moins de donner à — - des valeurs certainement inadmissibles : ' a*
le coefficient k serait nul en effet si la Terre était constituée symétriquement par rapport à l'équateur, et par suite, sa valeur résulte du 1res faible défaut de symétrie entre les deux hémisphères terrestres.
L'influence de la forme de la Lune sur son mouvement autour de la Terre est extrêmement petite. La fonction perturbatrice dont elle dépend est la même que ci-dessus, quand il s'agissait d'étudier l'action de la forme de la Terre, à la condition d'échanger M et Mo, et de regarder les quantités A, B, G, X, ix, v, ... comme se rapportant aux axes d'inertie principaux de la Lune relatifs à son centre de gravité L, soit L^, Lr,, Lw.
Supposons A <^ B < C, et définissons comme précédemment la position relative des deux systèmes d'axes L^yi'Ç, L.ri .3, ces derniers étant parallèles aux axes fondamentaux TXYZ : y, désignant le ncfiud ascendant de Lxy sur Lçr|, (o est l'inclinaison correspondante, . et l'on a
En faisant encore ici
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on a l'expression complète
— (are''!^"+'M?)— j^e-J(>"'+'>-2?)) zsin w -h sinî-(;re''(-'<'+'T')— 7e-'(^"+'^>)
Les lois du mouvement de la Lune sur elle-même nous apprennent, ainsi que nous le verrons plus tard, que les positions moyennes de la droite Lv, et de la ligne du nœud ascendant de l'orbite de la Lune sur le plan l^xy sont coïncidantes, de sorte qu'on a, avec une approximation suffisante,
IN -(- 'i = H ;
de plus, la longitude moyenne de l'axe L^ est constamment égale à celle du rayon vecteur LT, c'est-à-dire qu'on a. dans les mêmes conditions,
enfin, l'angle oj peut être pris constant, égal à i^'S-ï.
Cherchons seulement l'influence de R sur les moyens mouvements du périgée et du nœud lunaires, c'est-à-dire les inégalités des longitudes N, et INa produites parla partie constante de R. En nous bornant aux termes principaux, et tenant compte de ce que nous venons de dire, ainsi que de la petitesse de w, on aura
-^ 5 3 [( — 5^1 £-1 — TiT-i) (e»'"''+'^-?»-h e-î'(^"'+'^-?))
— sin w (yi «'(J^-^'M?^ h- y_j e-'^-i-'V2?))].
Nous rencontrons ici les termes constants spéciaux signalés au n° 149 ; et d'après les formules (6), on trouve en tout
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Les valeurs assez incertaines de â, , A-a donnent à M. Brown SNi== o",o3^ 8N2 = — o', i4?.
loo. La Lune produit sur le mouvement de la Terre, ou plutôt sur le mouvement du Soleil vu de la Terre, des perturbations qu'il est bien facile de déterminer.
En premier lieu, les coordonnées X', Y', Z', qui se rapportent au centre de gravité G du système Terre-Lune, prennent des accroissements ôX', ôY', ôZ', quand c'est la Terre elle-même qui devient l'origine ; et l'on a évidemment
5X' = vX, oY' = vY, ÔZ' = vZ,
M en se rappelant que v = ^r^ rr • H en résulte pour les perturbations
des coordonnées polaires /•', v\ s\
or Ci i ,
— T =v — , - (xer }• 1
-ye''),
o( iv') = V — - (xe-^-' — ye^-'),
les termes principaux de ces inégalités sont
• 4 = 6", 5 cos(I\ — iN'),
Sp' =6^5 sin(N — N'), os' = o", 58sinH.
Kn second lieu, nous avons dit au n° 4 que la fonction perturbatrice qui définit le mouvement du point G devait être augmentée, en raison de la constitution du système Terre-1-iune, d'un terme complémentaire
<>^ =f- m ., „ * nrl -cos^H —
Seul
ÔV =: rt'2rt'2
Mo M
(MoH-M)2
eu attribuant à l'orbite du Soleil une inclinaison y" (que l'on supposera nulle après le calcul), une longitude du nœud 2?, et faisant comme précédemment
l'^n ne retenant que les parties les plus importantes, constantes ou à longue période, et posant
., Mo M
^' °'"(iVlo+Mp' .
on a simplement
et les formules générales les plus simples du Livre 111 nous donnent les inégalités corres|)ondantes
oç' = -p.n'i ■= ()",o8/,
01 / sui:j ) = - /'v — sin iS., = — o .ojisni iN2,
^ . V -i., 3 II „
o( / co-.CT ) = -P"' — cns \.. = — o .oaeos >2. \ Il .
156. Nous axons déjà signalé la difliculté qui provient des dérivations par rapport à n, lorsqu'on veut eilectuer numériquement les calculs décrits dans ce Chapitre et le précédent. Nous allons indiquer sommairement, pour terminer, un procédé relativement simple, dont l'application permettrait de calculer exactement les valeurs numériques des dérivées des coordonnées lunaires par rapport à w, surtout si l'on en possède déjà des valeurs approchées.
Faisons pour un instant, en raisonnant comme nous avons déjà fait au n" 127.
on a
li = ^ -^ ^^i-r^y^-^y z\ , -~^- i^'j y' '■'"—}']?''■:' ) ■■■■ I I ^
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et les coordonnées Xi, y,, Zi sont déterminées par les équations du n" 121 modifiées comme il convient, soit
d-x'r ,dx\ ,. d\j
dti dti àfx
an -r- -^n\y, + i
dtj dti ()x\ '
d-iz\ _ à\J^_
dt\ ôz\ ~
I.a solution de ces équations dépend des six constantes arbitraires n, e, y, /«, cpo, STo? introduites ]>récédemment. Soit \k Tune quel-
, ,. . ()xx , dvx , ()zx
concfue de ces constantes, et taisons — — =^,, -r^ = r,, -r— =-3.;
en differenliant jiar rapport à u. les équations ci-dessus, on aura
dKr', ,dx\ , , , ir-\] . à'-\] , a^u
dl\ dl, ' ■■ • dx.ùy, '-^ ' <)y\ ' <)y\dz
d-^y\ ,dy\ „ , , (i'-U , d'^[5 , <r-\5
drj dtt -^ ' ' a.rf -^ ' a^if;»/, 'r;j7,(^Zi
d-^ z\ , d'^ u , i)-^u ■ , in u
--riïï;7-rr--^iT;:T='^-
dt\ ' (i,r,(^^, -^ ' (^fiàz-i ' ^s'î
Mais .r,, y,, 5, se présentent comme des fonctions j)ériodiques des arguments N, G, H, dont les coefficients dépendent de //, e, y; et de même les coefficients n, n — n^, n — «2 de t dans N, G, H dépendent de 7i, s, y. Si donc on considère dorénavant x^, rn ~\ [comme fonctions des variables N, G, II, /i, c, y? ainsi que nous l'avons toujours fait dans ce Chapitre et le précédent, on a par exemple, en prenant pour ;ji. la constante n,
, _ àx,
'^ \ — 1 an
Vdx^ dxs f ^\ __ ^1 / t)/;a\ 1
En portant ces valeurs dans les équations ci dessus, leurs premiers membres] prennent la forme P-^-P'^ en désignant par P et P' des fonctions périodiques, de sorte que l'on a séparément P = o, P'= o; le fait que P' est nul est d'ailleurs facile à vérifier directement, puisqu'il résulte de ces mêmes équations en supposant que u. soit j)ris successivement égal à /„, ou cpo, ou 2»o.
Les quantités ~, ^5 ~ vérifient donc les équations précé- 1 ()n <Jn an
ANnOYIÎK
dentés, quand on les y met ù la place de x\,y\, z\, à la condition d'augmenter les premiers membres respectivement de
'{é;^'')[j(Tà
fir,
V dn) d{i\\)y dnj\
dt.
d{i\ dz.
[dZj âzi / dni\ dzi / ^/ijX
Revenons alors à nos notations ordinaires, et soit
n — n d , , Il — n' ô , , , n — n' d ,
a an
a dn
TT/ U , /«2 ^ „ 3 m* , „
\"^ti^
àrif an
dn\
dn-i O/i
àx
dx
<hi ^"'<^T-
àt-,
ôz
dz
remarquons de plus que
Hx^
dny
oy-
dx dy dx dz
dy dz
kp'a"'
= k p*' ( xy 4- ■:>. z^) H- m
3 ni-
dy^
rut
d'-V dz'-
'k.rj(xv -{- 1Z^)
= kp^^
- kp*a?z
dx dz
dy dz
Nous voyons alors que a:', j'', z' vérifient les équations linéaires
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suivantes :
à^F \ 3]s.o^xz-^2 - — r- -4- 2DX'h- 2mX'= o,
v^ V —i-mliy -\- X \ - k p" y^ -\ h 2 -— -
3 k p''yz 4- •> T— 7- ) - ■^. D Y' - -2 /« V == o,
D2^' ^x-'l ;ikp5yc —
+ k' 1 - kp^a?5
ôxàz f;2F
+ «' ( — kp'^(a:^/ 4- 22*) — ///2— -— I -t- 2 07'= o.
Les développements des coeflicients de ces équations peuvent être facilement obtenus, sans qu'il soit utile d'insister sur ce point, et par suite on aura aisément les développements correspondants des inconnues :z:', jk', z' , en appliquant toujours la même méthode d'approximations successives qui nous a servi pour le calcul des coordonnées lunaires. Et si Ton demeure au point de vue analytique, nous voyons encore que l'usage de ces équations pourra fournir des vérifications efficaces pour le calcul des coefficients des coordonnées ; et l'on en peut dire autant des équations analogues relatives aux autres paramètres £, V, /fl? '^0 STo- Bappelons seulement que, siy est une fonction de m et a, on a
n — ni 0 , „ i)f 2 \-^ m 1. àf
a du •' ' dm 3 3 „ V <ia
en prenant toujours
LIVRE V
THEORIE DU MOUVEMENT DE ROTATION DE LA TERRE ET DE LA LUNE AUTOUR DE LEURS CENTRES DE GRAVITÉ.
157. Soit généralement un corps céleste de centre de gravité O, et de niasse Mo, assimilé à un corps solide; soient de plus A, B, C ses moments d'inertie par rapport aux axes principaux Oç, Oti, Ow, relatifs au point O.
D'après le n° 6, la fonction de forces Y qui définit l'action d'un autre corps de centre de gravité S et de masse M sur le mouvement du corps O autour de son centre de gravité sera (en supprimant les termes manifestement indépendants des paramètres qui fixent la position du corps O)
où l'on désigne par /le coefficient d'attraction, par /• la distance OS, par a, [^, y les cosinus des angles que fait OS avec les axes O^, O/i, Os- Reportons-nous ensuite au n" 15. Soient 0:r, Oy, Os (Ji^'- ^) ^^^ axes rectangulaires de directions fixes, orientés comme Oi, Or,, O^ dans le sens direct; sur la sphère de centre O, soient G l'un des nœuds
de Ç71 sur xy^ et to l'inclinaison correspondante; si x(j = •!/, G^ = cp, les trois angles ce, •!;, a> fixent la position du corps O.
Considérons le vecteur A, moment résultant par rapport à O des quantités de mouvement des différents points du corps, et soit P le plan perpendiculaire à ce vecteur, coupant la sphère suivant un grand cercle P orienté dans le sens direct par rapport au vecteur h.
Soient H l'un des n<i iids de P sur xy^ z l'inclinaison correspon-
dante, et ^H = 0; soient de même K l'un des nœuds de En sur P,
0- l'inclinaison correspondante (c'est-à-dire de ;r, sur P) et Kç = y;
soit enfin HK = //.
Nous avons vu qvie l'on pouvait déterminer le mouvement du corps à l'aide des équations canoniques suivantes :
en faisant
^' = /( COS£, A- = h f'IlST,
11 — —-7 I H — sin-7 sin*/ -{ — >\n- ' cos-v — iJ,
•)Xi L A '■ \> J
et apjxlant U, dans cette dernière formule, la somme des différentes fonctions V qui correspondent aux corps S dont l'action sur O n'est pas insensible.
Si l'on désigne par/?, q^ s les projections de la rotation instantanée
du <)l\
fit ~ ôh '
dh _ ô\\
dt ~~ ~(hi'
fn <)\\
fit ~ <)o'
dff OU
dt ~ ' (m
df im dt ~ i)k '
dk _ ,)\\
dt ~ &f
du corps O sur les axes O;, Or,, O^, on a en outre
A/> = /( sin 7 sin/, Bq = /i sini co<y , Cs = hcos'7,
et ces quantités sont précisément les projections du vecteur A sur les mêmes axes.
Enfin, les angles o, ^, co, qui fixent la position du corps, résultent des formules trigonomélriques fournies par le triangle GïlK :
sin w sin ( cp — / ) = siii î sin «, sinto cos(o — / ) = cosE sin ^4- sin £ cos7 cos m, siniosin(<li — 0 ) = sin 7 sin u, sino) cos^tj/ — 0 ) = siu t eosa -;- cose sin 7 cos u, cos to = cos 'z COS7 — sin s sin 7 cos ;/.
Les équations (i) peuvent être transformées de diverses façons, présentant des avantages suivant les difierents cas.
1° Conservons h. £, 9, et faisons
i> = u -h y , ^1 = sin 7 sin /., 7j = sin 7 cos /. On trouve alors :
avec
dh _ _dH
dt ~ ~dv'
dv _ ù\\ col ; d\\ cos 7 / d)\
dt dh h t)i A(i-i-cos7)\ ^ d'j\
di) cosécc OU
di ^ h IT'
di cosécj dW cot £ OW
Il ^ ~h W ir ~ih> *
f/7i C0S7 ()\\ 7iCOS7 d\\
dt ~ h 6'7.j "^ /t(i -t- cos 7) ÔV
dl-i COS7 ()\\ 7.2C0S7 d\\
dt ~ h (hi /((i-f cos 7) dv
H = -^^ (1 -+-ai7f -+- a2 75) — U,
ai
36o CHAPITRE XXVI.
2° Conservons A, et faisons
p = 6 + M-i-/, £i = sin £ sin ( «/ 4- y ), (7i = sincr sin /,
Ho = «in s C()s(« -r- ■/ ), a» = si 11 7 cosy.
La fonction H prend la même expression que dans le cas précédent, et l'on a
dh dt dv d~t
ôv
iM
COS l
)h //(n-cosc)\" àzi ' àii / /j(i + cosc7)\ O^i
dix _ cos^e dll OH Zicos: (>^II Ej cos t / t^II
dt h ài^ '' Oh /i([+cos£) ()v /i(n-cosc7)\ ' t^7i
<7£2 _ COS^S ^>H ^^H £-2 COS £ JH
«// ~ 7r^ Zh7 ~ '' Ja ' /< ( I -H c(
ç(7j _ _ COS 7 (^I 7, COS 7 / JH . <^ _ . ^ \
dt ~ h à7^ "^ A(i+cos7) V"J7 "^" ''^ ,777 ~ '' '^/
^7î _ COS 7 ^;il 7-2 COS 7 / 0\\ Ô\\ ()\\
\ dt h (ht ' A(i-h ces 7) \ (^ 'Oii '' c/£2
(ni\
£ ,m Cl C0S7 / <>H ^ '_^\
3" En conservant les variables A, p, 7,, 3-2 du cas pi'écédent et par suite l'expression de H, faisons encore
On a
£1 = sin £ sin 0, £.2= sin £ cos 0.
dh _ _ à\i
dt Oi>
f^ - ^ _ co^s / OJl OH
dt à/l Â(l -h COS £ j \ ' rj*£i '^Oî^J /j(l -t- cos 7) \'' J7i
dt\ _ cf)s £ OH £iCOS£ OH
dt h Oi.2 /«(i-i-cose) dv
dto COS £ OH £2COS£ '^11
dt h Oii /î(i-f-cos£) Oi> '
dix C0S7 (^11 7i COS 7 OH
dt h O'Ji, /i(i-4-cos7) Ov
d^i COS 7 OH 72 COS 7 (^il
j of< h O-Tf /*(l-i-C0S7) (^P
158. Le cas du mouvement de la Terre, qui fait l'objet de ce Chapitre, est caractérisé par l'extrême petitesse de l'angle a-, tandis que
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l'angle s reste fini, égal en valeur absolue à 23», 5 environ, si du moins le plan fixe Oxy est celui de l'écliptique à une certaine date. Il convient alors de faire usage des équations (2), où nous allons mettre en évidence la fonction de forces U, qui ne dépend manifestement pas de h, de sorte qu'elles deviennent
^^' _ ^' , '' (^ ^-^ , ^ -•>; cotE(^U cns7 / ,m d\]\
f/0 coséc s d\} TTt ^ ~li ~ôl'
di _ coscc ; ôD cot i ô\}
di ^ h JÔ" '^ nr Ih^ '
«r/s, _ h cos 7 ^ cos 7 â\j cj, cos o ôV
dt G " h ôn-i /t(i -)- cos j) ôv ^
d-Ji _ h cos rs cos a «^U a.^ ces n d\}
dt G A t^Ti A(i-i-coscy) «^p
De plus
/^^X^'' ^^^B^-' *==^cos7;
et, en négligeant le carré de cr,
1 w = c 4- j cos a 4- . . . = c -4- Il sin t» -H T2 cos i' -f- . . . ,
< «p = M -t- y — j sin M cot î +. . . = p -h cot s (^i cos v — 7o sia f ) -f-. . . ,
( <]; = 0 -I- T sin a coséc ;-+-.. . =0 — coséc s (tr, cos i' — o-, sin p)-i-. . . .
La fonction U se présente naturellement comme dépendante des angles cp, -i^, w; les dérivées partielles de U qui figui^ent dans les équations (5) se calculeront donc par les formules
dV . âU ( ù\} . d\j
-— = sill t" -— -)- cos V I col l -. COSeC l -rr-
— — = cos V SU! t' ( cot c -; COSCC Z -77-
ars., dio \ ô'St d'I^
les termes non écrits, indiqués par des points, étant de l'ordre de t.
11 est iiifiuinieiil plus avantageux, el plus conforme à la naUire même de la question, de rapporter directement le mouvement de la Terre au plan de l'écliptique mobile, el non à celui de l'écliptique fixe d'une certaine date. Supposons donc que Oa^y soit l'écliptique à l'origine du temps, l'axe Oa; étani dirigé vers l'équinoxe moyen correspondant ; l'écliptique x'y' de l'époque t est définie par la longitude 3 d'un de ses nœuds N sur xy, et par l'inclinaison correspondante / ; de plus, on peut choisir l'axe Ox' de telle façon que l'arc x'^ soit égal à xN ou 2r ( /ig\ b).
Dans ces conditions, si H' est l'un des nœuds du plan P sur x' y\ nous appellerons z l'inclinaison correspondante, et nous ferons ^'H' = 9', H'K = w', t/= a -\- y ; il faut déterminer directement les nouvelles variables v' , H' , s', qui doivent être substituées à r, B, s.
Imaginons pour un instant que les quantités / el B soient constanles,
Fis. b.
de sorte que les axes Ox'y' soient fixes. Il est clair alors, puisque l'on fait simplement un changement de coordonnées, que les équations (5) subsistent entièrement, en remplaçant c, Q, e par p', f)', s', el supposant la f<)nclion U exprimée à l'aide de ces nouvelles variables {h, T,, 0-2 ne sont aucunement modifiées).
Il est facile maintenant de tenir conqjte de la variabilité de i et ."^7;
il suffit évidemment d'ajouter aux valeurs des dérivées^-? —r-i -^?
J dt dt dl
telles que les donnent les nouvelles équations (5), les compléments
qui sont dus à celle variabililé, soit
t>p' di ()v' dJj ôi dt ()?j dt '
el les expressions analogues relatives à 0', e'. Or, le triangle NHH', dont les éléments sont
NH = 0 — Ht, MI' =.0—^7, nH'=<' — p', H'=£', 11 = 7: — £, N = t,
donne, en y faisant varier r , H\ i avec i et 2»,
sin i' dv' = — sin (0' — S') di -f- siii j cos (0' — S'j l'A^, sin e' c/(0' — 2i) = cos £'sin(0' — XT) /•// — [sin s' cos t h- cos E'sin t'cos (0'— 2r)J d?S, di' = — cos (0' — 27j di — sin i sin (0' — Jj) dJj,
Supprimons alors les accents qui affectent r', H' e', c'est-à-dire supposons que leséléments du mouvement t^, Q, c (et de même m, w, o, 'i, qui en résultent) se rapportent réellement à l'éclipticjue mobile de l'époque ^ x'y' : les é{|uati()iis (5) et celles cjui les accompagnent subsisteront ciilièi-ement à la simple condition d'augmenter
la valeur de -r- de la quantité u. cosécs,
la valeur de — de la quantité ( i — cos i) — [j.coh
la valeur de -^ de la quantité — ),,
en posant
r- di ....,, ,. d?i /. = cos (0 — :j) -, — (- sui i sin (0 — :j ) -f- 1 dl dt
. , ^ r- ^di . . , ,, r- ■ dlj
[j. —-— Sin (0 — Sr )-7- -H sin i cos (0 — .■?) -— •
La fonction U se compose ici de deux parties V, V, provenant respectivement de l'action de la Lune S et du Soleil S' ; d'une façon
générafe, nous désignerons par les mêmes lettres les éléments semblables qui correspondent à ces deux astres, en accentuant ceux relatifs au Soleil, et il suffira de raisonner sur V par exemple.
Envisageons spécialement la partie de V qui dépend de la diflerence B — ^A, et observons que Ton peut échanger A avec B, à la
condition d'augmenter en même temps y, c, es de -• Le coefficient •^— est sensiblement égal à /^^ ts îï> si l'on appelle n le moyen
mouvement de S; d'autre part, il est clair que si y désigne la vitesse angulaire de rotation de la Terre sur elle-même, on a sensiblement aussi h = Cy. Il résulte de ces observations, de la forme des cosinus a et |3 sans qu'il soit nécessaire de les calculer explicytement, et de linspection des équations (5) et suivantes, que les inégalités des éléments du mouvement -^r-:> e, 0, e, 5, o, d», w, qui sont du premier
ordre par rapport à la fonction V et qui contiennent le facteur B — A, sont nécessairement des inégalités périodiques dont la période est très voisine d'un demi-jour sidéral, et dont le coefficient est
de 1 ordre de grandeur de -rr tt zr- -^ — ; il en est de même pour
les inégalités analogues de t,, <J2, p, 7, avec cette seule différence que leur période est voisine du jour sidéral ou de son tiers. Le rap-
l)ort — ;;; — cst extrêmement petit, et il en est de même de -rr r^ rr-;
i C i ' yî M -t- Mo
toutes ces inégalités sont donc entièrement insensibles, et comme on peut certainement négliger le carré de — -.; — > nous voyons finalement
que 1 on peut sans aucun inconvénient réduire V à sa première
partie
dans ces conditions, la fonction U est indépendante deo, et l'on peut ajouter que les inégalités de 7,, as, fi ^7 q'^ii sont du premier ordre par rapport à U, sont des inégalités périodiques dont la période est très voisine du jour sidéral.
Convenons alors de négliger partout le carré de la très petite quantité 7, ainsi que les quantités de l'ordre de Ut: la suite justifiera amplement ces conventions. Les équations (5) et suivantes se sim-
pllfient et fleviennent, en remplaçant h par C/ :
'Il
Tt
(h Tft
dt
I ,m Cy'sin ; i)'\/
cot i d\}
-n—J Fr~= — i ;^ I-^ cosec i,
dt drs^
\-dï-^J''^'^='
sin p ô\}\
Ooi sin £ à'}^/' d^2 . i / . à\J cos (^ d{]\
dt •' Lj \ 0(.o sin c d'h / '
P = tJ ^1
(.0 = 3 + ^i Sin ^• -T- ^^cos c, ; (1/ = 0 — coséc 3(7i cos (• — 7^ sine), 9=j>4-cot£ (7,cosi^ — Tosinc);
et dans les expressions des dérivées -—, — -r , on pourra remplacer (o '■ (Jm o't' ^ '■
et <l par e et 9.
La quantité J est donc une constante; et par suite il en est de même de la vitesse angulaire de rotation de la Terre sur elle-même, c'est-à-dire autour de son axe instantané; cette vitesse est en effet précisément égale à Jj puisque nous négligeons le carré de t.
Appelons maintenant «o la longueur définie par la relation
ainsi que nous l'avons fait dans la théorie de la Lune au n" 122; si a est aussi la constante définie au n" 132, de façon que l'on ait
la quantité c étant cidle que nous avons déterminée aux Cliapitres XXI et suivants, et si nous faisons
on a
1 ]'■ a* Mo-+- M
Si l'on fait de même
/(M'+ Mo 4- M) = n'2a'3,
en appelant M' et n' la masse et le moyen mouvement du Soleil, conformément à notre convention générale ; puis
et
~~ -1 j'- M'+MoH-M V
on aura
V' = — Gy»/i'c'3Y'''.
La fonction U est donc égale à
Soient / et b la longitude et la latitude de la Lune, rapportées à récliptiquc mobile x'y' : ce sont précisément les coordonnées que nous avons calculées au Livre précédent, ainsi que nous l'avons observé quand nous avons étudié l'influence du mouvement séculaire de l'écliptique. On a immédiatement
Y = cos b cos / sin ^ sin to — cos b sin / cos ij; sin w -t- sin b co% oj = cos r» sin b — sin to cos b sin ( l — J/),
et par suite, en n'écrivant pas un terme indépendant de io et '^,
v2 = - sin^ w[i — 3 sin- 6 — cos* 6 cos (2^ — -it]/)] — sin 210 sin 6 cosZ> sin(/ — 1\)).
Si de même l' est la longitude du Soleil par rapport aux axes Ox'y'.) la latitude étant entièrement négligeable, on aura plus simplement encore
y'2 = - sin2(o[i — cos (2 /' — 2 '!>)].
Désignons par N, N,, No les longitudes moyennes de la Lune, de son périgée et de son nœud, ainsi que nous l'avons déjà fait au Livre précédent, par N', N^ les longitudes moyennes du Soleil et de son
périgée. Toutes ces longitudes sont comptées à partir de Ox', et leurs mouvements sont respectivement n, «,, n^, n\ n\. En négligeant les inégalités secondaires extrêmement petites du mouvement de la Lune, la fonction p'(i — 3 sin- 6) est développable sous la forme Qo -}- S Pq cos Vo, en désignant par P^, Qo des constantes, par ^^, des arguments distincts non nuls, de la forme générale /) IS H-/?, N, 4-/>2 ^2 H--/-»' ^' -\- p\ ^",, la somme .v des entiers Pi P\-, Pli p'i p[ étant nulle. On voit sans peine que si l'argument Vo est à longue période, le coefficient Pq correspondant est extrêmement petit.
La fonction p-' cos^ b cos 2 / est développable de la même façon sous la forme SPo cos Vj, les arguments Vg étant semblables aux V'^, mais la somme s étant égale à deux. Si l'argument V"o est à longue période, le coefficient P2 est encore petit; toutefois, on pourrait craindre que cette petitesse fût insuffisante à compenser l'efifet de l'intégration lorsque l'argument Vo est égal à2Nj, puisque le mouvement de N 1 est extrêmement lent; mais nous avons déjà vu au n° lo4
que le coefficient Po a\ail alors pour partie principale — -^^nie'-^'-
(d'après les notations employées dans la théorie de la Lune), et par suite aucun effet sensible n'en peut résulter.
Enfin, la fonction 2p^ sin b cos b sin / est encore développable sous la fomie SP, cosV), les arguments Y^ étant tels que la somme s soit égale à un. Le seul de ces arguments qui soit à longue période, avec un coefficient sensible, est N2; nous appellerons spécialement Q, son coefficient, lorsque cela sera nécessaii'e.
De la même façon, nous }>oserojis
p'3= Q;-i- V P;, cos V'o, ;i'»COS .îf = iPUos V'2;
en négligeant les perturbations périodiques du mouvement du Soleil, les arguments V',, V'^ sont ici de la forme p'W -i- p['N[, la somme des entiers p' el p[ étant nulle ou égale à deux. Les coefficients Q^, Py, P^ dépendent uniquement de l'excentricité de l'orbite solaire, et dans Q^, on devra tenir compte de la variation séculaire de celte excentricité; pour les P,', et P^, ce sera inutile. Enfin, remarquons que d'après les formules du mouvement képlérien, le coefficient Pj, qui correspond à V^ = 21N j, est exactement nul.
Finalement donc, on a
U=— ^sin2co[A■Qo+/c'Q^,+ />-i:PoCos^•o4-/c■i: l'i, cos V; — k S P, cos (\, — 2 6) — /,-' i: ?\ cos ( \'.— ■>. ■;)]
H =^sin2M S/t P, ros(Vi — <!')•
Pour le Soleil, on a avec une approximation suffisante, d'après la théorie du mouvement képlérien,
Q'o + S Pycos \'^y =.!-(- - e'2-H 3 e' cos (Ps' — N'i ),
S P; cosV; = (i— - e'A C0S2N'— ^ e'cos(N'-4- N',)-+- f^ e'cos(3N'— N'i);
prenons alors pour origine du temps l'époque i85o,o et pour unité de temps la durée de mille années tropiques ; on a
et par suile, en représentant un nombre par son logarithme décimal
placé entre crochets :
Q'^, = [0,00018] -4- [îjSïa — ] t,
S P'^, cos ^'',| = [2,702] cos (N' — N'i), i: Pô cos Vi = [î,9997] cos 2iN'+ [3,924 — ] cos (IS'-f- IN',)
-h[û.7r)() ]cos(3N'— N'i).
Pour la Lune, il faut faire de préférence des développements numériques. Partons des données suivantes, qui résultent des calculs exposés au Livre précédent, et des formules définitives de ]M. Brown:
p =i-^[5,38—]: [2,7304] cos(N — N,)4-[2,ooii]cos(N-f-^i, — 2N') 4-[3,9i64Jcos('2N — ■l'S') + [3,473] cn^(:>.\ -- >Ni) + [4,955] cos (3N -N, — ?.^')-i- ...,
/ = N -i-[T, 04044 ]sin(N — Ni) -4- [2 ,3470] sin(iN + ^^—■^\) + [2 , o6o3 ] sin (2 N — 2 N') -f- [ 3 , 57 1 5] sin (2 N — 2 A 1 ) + [ 3,5i 10 — ]sin(ÎS' — N 1) -1- [3,3ooi — ] sin(2 N — 2 >v ) -t- . . . ,
h = [2,()5i84jsiii(N — No)-f-[3,690o]sin(2N — Ni— N,)
— [3,6854 — I sin f \i — Nj) -H [3 ,48o5] sin (N -h- N,- 2N') -,-[4,985] sin {■i\ -;- N, — A.— 2N') -f-[4 ,907] siii (^l-^ >.— i\ } -f- [4,755] sin (3N — N2— 2\'j-h. . ..
On en déduira, en ne retenanl que les termes utiles, c'est-à-dire ceux qui donnent dans Tun au moins des angles 8 et s des inégalités qui dépas^nt o",ooG :
Qo= [''",99674],
1 Po cos Vo= [7,2107] cos \;\ — \i) -+- [2,498] cos (N + Ni— 2X )
-f-[2,43o] cos (%>i — 2N'),
X P2 cos \-2= [7,994'^] cos 2 \ -+- [2,446 — ] cos (X -h Ni)
-1- [7,277] cos (3 X — Ni) + [3,608] cosîX.-h [4,8G] cosaX',
^ Pi cos N'i = [2,9531] cos X-j-4-[2,948 — ] cos(2X — X2)-l-[3,4o] cos(2X' — X.).
159. Nous allons aborder maintenant l'intégration des équations (6), en prenant d'abord celles qui déterminent 8 et e. Remplaçant
comme nous l'avons dit to et 'l par e et 8 dans les dérivées -r— » -77-,
dt
ch dt
= — / cos £ [/c Qo -+- A-'Q'i, + A- S Pq cos Vq + k' E P'„ cos ¥'„
— A- S P2Cos(V2-2 0) — A'S P', cos(V; — 2O)]
.cos 2 c ^ , „ ,-, . , ..dli
-+- j — ^ E a: Pi cos (Ni — 0) -+- (i — cos i) -r ;jicols,
= — y si 11 £ [ A- S P.2 sin ( V, — 2 0 ) -+- // :!: P'. siii ( V^ — 2 0 )]
— y cos £ S Â: P, cos ( Vi — 0 j — X, en se rappelant que -
. /A r^ dl ..... ^ (Hj
\— cos ( 0 — ;j ) -r- -h sin t sui (0 — .:J) -r-, dt dt
di
dJj
[J. = — sin (0 — ^) 7- -i- sin t cos (0 — .7)
Laissons de côté dans les équations précédentes tous les termes qui ont un caractère périodique, et faisons
yaQo+/^'Q;,) = s„-+-Si/,
en mettant en évidence la variation séculaire de Q[,, due elle-même à la variation séculaire de l'excentricité de l'orbite solaire. Il reste
-J- — — COS £ (So-H Si^; + (1 — cos i) -^ — [>. col £,
dt
On peut défînir le mouvement de l'écliptique par des formules
telles que
sin i i'in'^ = p = p'^ t -\- p' t'^ -\- p" t^ -^ . . . .
sin i cos "^ := q = q'^ t -t- q' f^ -^ q" t^ + . . . \
il est visible alors que les inconnues 0, s peuvent être développées elles-mêmes suivant les puissances du temps t. L'angle 9 n'aura d'ailleurs pas de partie constante, puisque l'axe Ox est dirigé vers l'équinoxe nioven de l'origine du temps; et le terme constant du développement de z sera égal, comme nous le verrons plus loin, à l'obliquité moyenne de l'écliptique à l'origine du temps, changée de signe, soit à — fo> C"!! faisant
d'après S. Newcomb, à qui nous empruntons les divei-ses données numériques fournies par l'observation. Elles sont, outre s^,,
So= 549o6",(),
et il en résulte, comme la suite le montrera,
Si = — <j"j366.
Faisons donc
0 = ht -t- h' t^ -\- h" P , \ = A« -!- k't -f- À"<2^
en écnv
anl
^\ dq . i ^ di ^ ■ a \ <fp „i ■ '^di
cos 0 -r- -\- -2 Sin- - cos .5 -p -1- sin 0 —. — 1-2 sin^ - sm .j -7-
dt 1 dt \ y dt 1 dt
■ ,. Wf(J ■ ^i cdi'] ,,rdp . „ i . r^ di' - sin 0 -p -H 2 sin^-cos^ -j- -f- cos 0 -7- -h 2 sin^ - sm .v — dt 2 dtj Idt 2 dt
on a d'abord immédiatement les relations
/.' = 2<7' — p° fi^
À" = 3q" — ip'^h'-^'xp'h)— - q^'(/i'^ — pOpO— qOq") ;
".jlO = po, ■x' — ■>./>' H- q^ h, ix" = 'ip"-\- ( q<>h'-h -iq' h) p'^ih^ — pOp^— q^q°).
11 vient ensuite, d'une façon évidente,
en même temps que
Il = Socos :o — [x^ col co,
XO IJ.0
■ih' — Si cos £o — ^^**^o sin ^o — p-cot s,, H — . ■■ > 3A" = ).oX»SoCOs Eo— ( X^Si -f- - X'Sj ] «in £o— !•«•" cot £„
XOui'+ - ;jL*>X' , . „ 2 ' / sin^ -■■
r , cot £|, I
X").» IJ.0 -. -H - (/D» q —gOp ).
Sin- £/> 2 '' ï ^ '
Eft'ectuant les calculs d'a])rès les données indiquées, il vient donc
X = — 468" , 37 — I " , 75 / — 3" , (9 /-, [ji = •'')3",4i — 7'>")^9 ' ■+- '»") M /',
^— £ = 23"27'Ji",C)8 — 4GS",37 / — o",88<5-t- i",H3 <^ — 6 = 5oi\ j" . 3o / -(- 1 1 I " . 1 3 /2 ^- (," ^10 t^.
Il est facile maintenant d'achever l'intégration des équations qui déterminent H et î. Comptons les longitudes N, N,, No, ... toujours dans l'écliptique mobile, mais à partir du point x", tel (jue l'arc x' x" soit égal à la valeur de 0 que nous venons d'obtenir, et par suite à partir de l'équinoxe moyen de la date i, ainsi que nous le verrons dans un instant. Ceci revient à remplacer N, PS , , Nj, ... par j\T _|_ 0^ ]\T| _|_ 9^ N^ _l_ fj^ • nijiis nous conserverons les lettres n, /i,, «21 ••• pour désigner les mouvements des nouvelles longitudes, et nous appellerons aussi généralement rrif,, /n,, mj, m^, m'^ les mouvements des arguments V,,, Vi, Va, V,',, V,,. On aura alors, en se bornant à une première approximation plus que suffisante, les expressions suivantes pour compléter les valeurs déjà obtenues pour — 0 et — £ :
AO
= cos £«2
l'„sin\
|>;^sinV;,— ^-P. sin V,— ^^ P:,sinV'^
cos 2 £0 V /'^ 1) • \r
— ^ 7 ^i— l'isin V|,
Sin £„ Jm^ /»i
-A£ = sin£oy //ip,cosN',-t- -4- P'. -'os V, ) - cos eoY ^ P, co-, V,
Toutefois, quand il s'agit de l'argument V( ^No, pour lequel le coeflicient P( a la valeur spéciale Q,, on devra tenir compte, pour plus de précision, de la variation séculaire de l'angle s; ceci revient, comme on le voit sans peine, en négligeant des ternies insensibles, à augmenter — A 0 de
et — As de
^"' ( * ~^ ,;„'ï ) ^os '0— Qi sin .\.2,
r/o/sin co — Qi cos \.; n,
On a, avec les unités choisies,
y = [6,36195], « = [4,9'ji4'i5], «1 = [2,85i4 j, Ho = [9, , J2836 — J, n' = [3,79817],
et l'observation donne 9", 210 pour le coefficient — — Q,cos£o de cosNj dans — Aï. U en résulte, en secondes d'arc,
et par suite, d'après la valeur de So,
yVv'= [î,'iii'^], .
d'où la valeur indiquée plus haut pour S,.
FinalemenI donc, on obtiendra, à quelques divergences insignifiantes près dans le dernier chiffre, les valeurs généralement adoptées d'après Nevvcomb :
— Aô = -4- o",o68 siii (\ — Nj) -+- o",oi 5 sin (N ~ Ni — ■>. N')-l-o",oo6 sin('?.N — 2N')
- o", 1*28 sin (\' — N'i) — o",2o4 sin 2 N -1- o",oi i sin (N + Ni)
— o",026 sin (3 N — ^l) -+- o",'>.09 sin .>, N2 — i", 272 sin 2N' -r- o",02i sin (N'-H \'i) — o'^o^o sin (3 N' — \',)
— f 1 7" , 2V/J -4- o",i74 ^)sin>'2 — o",()34 sin (2 N — \.2) -+- o" , o 1 2 sin (2 \ ' — ^ 2 ) ,
— Ac = -+- o" , 089 cos '2 ^ — o" , oo5 cos ( N -t- N 1 ) -t- o" , o 1 1 cos ( 3 N — N 1 )
— o" , 090 cos 2. ^ 2 + o" , j 5 1 cos 2 \ ' — o" , 009 cos ( ^ ' -H N'j ) -i- o" ,022 cos ( J N ' — ^ 1 ) -t- f 9" ; '^ I o -4- o" , 009 / ) cos Sj,
-+- o",oi8cos(2 N — \-2) — o",oo7 cos ('2N' — Nj).
THÉORIE DU MOUVEMENT DE ROTATION DE LA TERRE. S-j'i
Observons encore que des valeurs trouvées ci-dessus pour j'k et y A:', et en supposant
= iooooo, —
Mo-f-M ' a 34 19", 596
on tire immédiatement
2C L-, '"M 3^^^- Mo-^M "^^'J" 82,74'
mais il suffira de changer légèrement les données du calcul pour altérer ces résultats d'une façon assez sensible.
Il nous reste à intégrer les équations (6) qui donnent c, C) , (72.
Considérons d'abord celle dont dépend r : on voit immédiatement ([ue la partie périodique de v sera précisément égale à — A 9 cos Eo ; laissons-la de côté un instant, en même temps que les parties périodiques de 9 et e, et posons alors
V = -, (i — cosi) -r = vo-f- v^ -h V /2,
at dt
m = tj sin £ — V cos s = /«•> -H m' i H- m" t^ ;
il viendra
-7- = 7 -t- m, cil -^ '
et par suite, la valeur complète de v sera, en désignant par To une constante arbitraire,
(^ = Py 4- ( y 4- /?tO ) ^ M ^2 _ ^0 . COS So j
sans qu'il soit utile d'aller plus loin.
Une grande précision n'est pas nécessaire ici dans le calcul de m, en raison de la grandeur dey par rapport à m»; mais cette quantité nous sera utile plus loin, en même temps que )., ;^, v, et aussi
n = \x cos i -+- V sin s = — sin : cos e (So-h Si ^ = «"+ "'^ + «V^; aussi allons-nous donner dès maintenant les valeurs exactes de
On a
— IM cos £0 — ^ sin £0, « = — M sin i^-^ \ cos £0.
avec
M = v» -4- ( v' -I- ),» a» ) / -H ( v"-f- Xo ix'-h - >,' ,a« — ^- X'» À« v» j /% \ = tj."-i- ([ji'— A" v») / -4- / u"— À» v'— - X' V"— -î- XoX» jj.'') 'S
OU bien encore
n= - So sin 9. £0+ ( - Si sin 2=0-+- ^-"^So ces -AEo J /
+ (x'Si-f- -^ X'S„jcos2£o — À»>>**Sosin2£o ;
numériquement
V = — )()?. 1 v, ■>o — >'.i", 27 / — o",>.6 r^ , /?i =: 4*><>7i ,09 -i- ^'•79' 5 i '1 / -!- o", 12 /-, /? = v.ooh', r> — i^ >",^9 / — o",37/2.
Comme nous le dirons plus bas, on poiii le^artler Fangle c comme étant le temps sidéral, c'est-à-dire l'angle horaire de l'équinoxe vrai, pour le point de la Terre dont la verticale estpai-allèle à Oç ; le temps sidéral ne varie donc pas exactement d'une façon proportionnelle à la durée, mais est afTeclé d'une très petite ace chriiiion séculaire, et
de petites inégalités périodiques. Le jour sidéral, égal à ■ , ' ~ (pour
l'époque origine) est un peu plus court que le temj^s —^ de la révolution de la Terre sur elle-même, de o%oo8 environ.
Les équations qui déterminent G^ et o-^ peuvent être regardées comme des équations linéaires, non homogènes. La solution des équations sans seconds membres est de la forme
^i — S V^^-î ^i" {'//> — J \ '■'•1 ^2 ' K 72 = cr'o v''3Ct cos {/fi — j v''»! M f),
o"o, '/o désignant deux constantes arbitraires.
Mais les coeflicients a,, oco peuvent être pris égaux entre eux, et
leur valeur commune a,, ou ^ est alors égale à ^ . , d'après ce
A " ioî, ) '
qui précède; remplaçant ans>i s-,', par — ^j on a donc j)lus simplement
7, = (To sin (/.,! — y a,;, 0 , ^2 = ^0 '-"o» ( '/j> — ./' =<'> 0.
et cette solution a pour période (dite eulérienne) 3o3,5 jours sidé-
raiix; quant à la coûstante Tq, elle est certainement très petite, notablement inférieure à o",5 en valeur absolue.
Pour compléter cette solution, il suifii, en tenant compte de la petitesse de a^, ainsi que de la rapidité du mouvement de l'angle j7, de prendre les expressions approchées
I / . <)[j ces i> àV \
Acr, = — -:- sin i>- : -p ,
Lj- \ àoi SI 11 E wb I
en réduisant L à sa ])arli(' piiiicipalc
^sin^io i— % -i-X-cos(2N - m^) -<- A-'cos (2% — ai}/)) ;
il \ ient ainsi
As. \ So . siii / , . „ £0 sin \
A72 ( ] eus \ 2 COS P
,, . ■ , £» sin ) -,
— k sin £0 cos2 _ w (, _ 2 .\ )
CO
On a ensuite
et parles dernières des équations (6) :
U> = e -)- 7oCOS(P — y'y-o ( — y.) M- O", 009 — <•",<)()<') COS 2^ — o",003 COS 2N',
■^ = 0 — cosécso [ïosin(p -^ j y.^t — //) — o",oo(i sin i\ — o",oo3 sin 2N'|, cp=: p-f-cot £o[7osin(p -i-yao/ — •/.) — o",oo(isin2\ — o",oo:i sin aN'j.
Pour compléter cet ensemble de formules, il convient encore de chercher à lixer la .position du [)lan de l'équaUeur terrestre, c'est-
à-dire du plan passant par O, perpendiculaire à l'axe instantané de rotation : c'est en effet à ce plan que se rapportent les observations. En appelant P' ce plan, déterniinons-le comme nous avons déterminé le plan P perpendiculaire au vecteur /t, en employant toutes les mêmes lettres accentuées H', e', v', a-',, o-.'. Les angles o), cp, '^ s'exprimeront à l'aide de ces nouvelles cpumtités comme à l'aide des anciennes, de sorte que l'on aura
e'-i- j'j sin i>' -\- n'., cos v' = i 4- ^i sin «^ -I- Sj cos c, 0' — coséc £'(^'1 cos p' — n'.^ sin p') = 0 — coséc £( Ji cos v — a, sin p), f'-f- cot£'(c7', cos v' — 7'^, sin c') = c -4- col t (ffi cos V — ^2 sin v).
Mais, la rotation de la Terre étant représentée par le vecteur j normal au plan P', on a ici
P = y ^'1 , ^ = y ^'-2 , et par suite
ce
remplaçant —■, j par i -f- ao, il vient
e' = £ — «o(w — £,), 0'= 0 — ao(J> — 0), p'= (' — ao(cp — (•);
donc, en raison de la petitesse de a^ et de celle des différences w — e, 'i — Ô, cp — r, écrites explicitemeut ci-dessus, on volt que l'on peut confondre absolument les angles e', 9', v' avec s, 0, 4^; et ceci justifie le choix que nous avons fait de la constante £0.
Le problème du mouvement de la Terre autour de son centre de gravité est ainsi complètement résolu, du moins si l'on se borne au point de vue analytique, le seul qui retienne ici notre attention. Si l'on voulait aller au delà, il serait nécessaire d'examiner dans quelle mesure les observations, en particulier celles de la variation des latitudes, justifient l'hypothèse fondamentale que nous avons faite en assimilant la Terre à un corps solide.
Contentons-nous de l'observation suivante à ce sujet. Supposons qu'à un instant donné la verticale d'un lieu terrestre ait pour cosinus directeurs, par rapport aux axes O^/iÇ, les quantités
«cos p cos x, cos p sin a, sin ,3.
L'axe instantané de rolation de la Terre a lui-même poiu' cosinus
directeurs 4» -.> i, en négligeant toujours o-^.
La latitude A du lieu considéré, c'est-à-dire l'angle de la verticale avec i'équateur, est donc déterminée par l'équation
sin K = sm 6 -4- ros i. ( '- cos a -- ^ sin a
c'est-à-dire que l'on a
A = 3 -f^ '-..(.» a + A sin X,
si du moins le point considéré n'est pas dans le voisinage de l'un des pôles.
Le méridien du lieu est parallèle à la verticale et à l'axe de rotation; les cosinus directeurs de la normale à ce méridien, menée dans le sens direct, sont donc proportionnels à
cos |3 sin a — -.sin 3, — cos [B cos a + -. sin 3, cos [i ( — . cosa — ^sinaj»
et par suite égaux à
sin a H- tang ^ ( ^ sin a — — . cos a j »
— cos a -f- lang p ( -. sin a — —■ cos « ) >
-. cos 'X — — . sin a,
ainsi que le montre un calcul simple.
Si nous envisageons alors un second lieu pour lequel la verticale sera définie au même instant par les angles analogues a', j3', la différence des longitudes pour ces deux lieux, c'est-à-dire l'angle de leurs méridiens, sera
a' — a -Mang [j' ( ^ sin v.' — -. cos a' | — I a 11 g 'i ( -. sin a — -. cos a \ .
Ces diverses réflexions justifient encore ce que nous avons dit précédemment au sujet de la signification de l'angle v.
460. La théorie que nous venons de développer et les données sur lesquelles elle s'appuie nous font connaître la position de l'éclip-
tique de l'époque t par rapport à l'écliptique de l'origine du temps (i85o,o), et celle de l'équateur de l'époque t par rapport à l'écliptique de la même époque. En raison des besoins astroaomiques, il est encore nécessaire de connaître les positions de l'écliptique et de l'équateur de l'époque t par rapport à l'écliptique et l'équateur d'une autre époque quelconque t^. Tel est le problème que nous devons encore résoudre.
Résumons d'abord les résultats acquis en changeant légèrement les notations, pour les rendre plus conformes aux usages.
Soient Eq, yo 1 écliptique et l'équinoxe moyen de l'origine du temps; E, v, A l'écliptique, l'équinoxe et l'équateur de l'époque t,
l'équinoxe (de printemps) étant par définition le na>ud ascendant de
l'écliptique sur l'équateur (fig- c\.
N étant l'un des nœuds de E sur Eo, nous avons fait yo^ = -^^ ^t
l'inclinaison correspondante est /; ces quantités sont définies par
les valeurs de
/) = sintsin^, </ = siii / ros ^7.
L'arc ylN, que nous nommerons maintenant w, est égal à ce que nous avons appelé ci-dessus ?j — 0, et par suite, on a
to — 2; = — 0 = /(/ + /< '/2 + //" /3 + I' ,
en remplaçant — AG par P.
L'obliquité de l'écliptique, que nous nommerons s, est égale à ce ce que nous avons appelé — £, et par suite,
en remplaçant — As par (^.
Quand on fait abstraction de la nalation, c'est-à-dire des termes
|)ériodiques P et Q, l'équatour et l'équinoxe deviennent moyens au lieu de vrais, et il en est de même de l'obliquité : P est la nutation en longitude, Q la nutation en obliquité.
Laissant de coté dans ce qui suit la nutation, nous nous occuperons uniquement des mouvements de l'équateur et de l'équinoxe moyens, c'est-à-dire des momemenls de précession.
Considérons le mouvement de l'écliptique; pour le définir, envisageons le trièdre Oyyz, trirectangle, orienté dans le sens dii^ect, z étant le pôle de E; il suffit de connaître la rotation instantanée de ce
triédre. Or cette rotation est la résultante des trois rotations -r-' -t'
at lit
— —r-i portées respectivement [)ar les axes 0«o? ON, Or, en appelant vo le pôle de E^.
Les projections de la rotation cherchée sur Oy, Oy, Oz sont donc respectivement
di . . . (/S" cos M —r — sin w Mn ; — — > (/( (Il
di . . dJ^
dt ' dl
dio . dJj
dl dl
c'est-à-dire précisément les quantités désignées ci-dessus par A, p., v. De la même façon, pour définir le mouvement de l'équateur, il suffit de connaître la rotation instantanée du trièdre Oy^Z, trirectangle, orienté dans le sens direct, Z étant le pôle de A. Or on passe de OvJ^^ à 0^'YZ en faisant tourner le premier de ces trièdres de l'angle — z autour de y 5 par suite les projections de la rotation de OyYZ sur les axes O", OY, OZ sont respectivement
iji oos £ — V «in £ , [j. sin £ -t- V (O- ; ,
c'est-à-dire o, n, — /«, d'après les notations déjà employées.
Ces données suffisent pour résoudre à l'aide de développements en série le problème de la variation des cooi'données d'un point iixe S de la sphère céleste, que l'on rapporte par sa longitude / et sa latitude h à l'écliptique et à l'équinoxe moyen mobiles, ou i)ien par son ascension
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droite a el sa déclinaison o à l'équateur et à l'éqiiinoxe moyens mobiles. Si en effet x, y, :;, ou bien X, Y, Z, sont les coordonnées rectangulaires du point S par rapport aux axes Oyyz ou bien OyYZ, on a, en écrivant cpie la vitesse absolue de ce point est nulle,
—, ^ 'X z V K = (J , — ; N A -^ /Il \ = O ,
cl( ' - ' dt
dy . <l\
dt dt
dz , r/Z
dt -^ ' (Il '
et l'on lii'c immédiatement de ces formules
dl , /' , -, ff^ . -. .
dt " ^ ' " dt » t
db .... dZ
—- = u cfis / — A siii /, —- = /i cos a.
dt ' ' ^//
Dérivant ensuite ces expressions par rapport au temps, on aura les coefficients des développements en série cherchés.
Les coefficients — v, m, /?, rapportés à l'année, sont les précessions annuelles en longitude, ascension droite et déclinaison.
Si l'on fait
À = 5 cos 0, ;j. = 5 siii 0 ,
on a plus simplement
-7- = — V -4- s taiii; /v ros ( / — 0), dl ' "
— =_5sin( /— 0); dl \ n
et si l'on conserve le même mode de notation,
sOeosOn=),", s = ).' cos 0» -4- u' siii 0»,
50 sin 0» = [jlO, 50 0'= — X' siii Qo + u' cos 0» ,
/ = À" cos 0» -+- [jl" sin 0" -+- - s" 0'2 ,
c'est-à-dire
snO" = _)." si,, 00 4- ijt.V'os ()0— 5'0',
i=:i7i",4' — ()".8o /-+-<)", 57/2 0 = i73"29',1o"-f- SaSC)'! ,-+-56" Z^.
Mais,^si l'on doit éviter les développements en séries, il faut déterminer, comme nous l'avons dit, la position relative des deux écliptiques ou bien des deux équatours moyens des deux époques t et f, quelconques.
Marquant de Tindice i lous les éléments qui se rapportent à l'époque i» , sans qu'il soit nécessaire de les spécifier, soit I l'un des nœuds de E sur E,, et enappelanty l'inclinaison corres])ondante, faisons yl = a-, y, I = a-, ifig. cl). Le mouvement du trièdre Oyj'5 résulte
des trois rotations -p-, -{-■> — ^ autour des trois axes O:;,, OT, Oz^
dt rit fit
dt dt dt
et par suite on a
c'est-à-dire
dj . . uh,
K — cos -j ~ — sin a sin / — r-
dt •' dl
dj . . d'^\
a = Sin 7 -r 4- cos 7 sin / -7-
cl t <lt
dn .^7,
V = — -7- -t- cos / —j- 1 dl •' dt
-J- = X cos '! -\- \± sin 7 = 5 cos (7 — 0 ) , dt '
sin / -P =— À sin 7 -+- [xcos 7 =— s sin(c7— 0).
■' dt ^
Ces trois équations différentielles sont propres à dclcrniiucr les trois inconnues a-, t,,/, en obser\ant (pie pour <= /,, on ay = o, et par suite a = cr, = 8,, et appelant, comme nous en avons convenu, 0, ce que devient 0 pour / = /,. De plus on voit que pour ^ = /,, on a encore
cl si l'on remarque alors que les quantités jzTT^ ' t — t^ ^ ' ''*'"^'
que o^-t-T), nécessairement symétriques par rapport à ^ ai <,, on pourra clairement écrire les développements qui suivent, en continuant à ne pas dépasser le troisième dej^ré par rapport à t el tf :
a, [i, Y étant trois coefficients à déterminer (le développement de cr +.3-, ne peut être porté plus loin, comme on le voit immédiatement d'après les données acquises).
L'identification donne sans peine
Û = — -^ î-.î'V(v"-i-0')= o",io,
par suite, finalement :
-T- ( — HCxji" — -JV'/i ) (/ — /, j-^ 3"( / — /i )-,
-f- ( I I l",l) -+- t>",'Ï6fi)(f /i )2 + o",io {t — /if,
/= I 471", il — (i",So ii-h n", ".7 /l)(i — /i)
L'angle t — t, est la précession généiale entre les époques ti ei t.
Définissons maintenant de la même façon la position relative des équateurs moyens A et A, des deux époques f et ^,, en employant les mêmes lettres S, S,, J, au lieu de o-, o-,, j. On aura cette fois les équations
— — = m -\- cos J —J — f (ft at
di . ^
dt '
sin J — ;— = n cos S,
dt '
et l'on pourra poser
avec
n /ir' ru" fv
de sorte que finalement
- — -1 = (4Co7i",o9-i- '279", 44 tx-^(î\i'itX){t — tx)
-t- (i39",72 -^ o", 12 /i) (^ — /i)2+ 36", 32 (7 — tiY,
J = (200)1", 12 — 85", 29 /i — o",37 r]){t — tx)
+ (— 4->.", 05 — &", 37 ti)(t — t^ )2— 4 1", 80 (/ — /,)».
En rappelant la valeur de l'obliquité movcnne
nous sommes ainsi en possession de toutes les formules nécessaires pour déterminer les effets de la préeession.
Toutefois on peut se proposer de déterminer encore la position de l'équateur A de l'époque t par ra|)port à l'écliptique E, del'époque /, {fig. e); si I est le no'ud ascendant de E, sur A, et que l'on appelle 6
l'arc Iv,, y l'arc ly, rj l'angle I, il est clair que ces quantités seront déterminées parles mêmes équations que S, S|, J, à la condition de remplacer S par — y, S, par — 'l, J par — r,, de sorte que l'on a
f/y d'il
sin r, ~ = ti cos / ; ' dt ^'
de plus pour t^=tf, on aura -L = y = o, et r, = £, , en désignant
comtne toujours par £, ce que devient s pour l =z ti-
Les arcs --!; cl y sont respectivement la. précessio7i luni-solaire et
\a précessio?i planétaire entre les époques ^, et ;.
Faisons alors
m = «il -;- iti\ ( I — ti) -\- /)i\ ( I — h)"^ ,
puis
(carie terme en l — /, manque visiblement dans le développement de r, ); on aura les relations
/"sin £| = «1 , vy sin ;i = n\ , ^y" sin £i = /t'j — fr^ cos £i /l'/ij ,
/i = — /n 1 -i- y cos £ 1 , 2 A' = — in\ + .»./' cos : , ,
3 //'=-- /y/", -i- 3/" cos ^i — fr^' sin 3, , 2 r/ — kHi , 3 -r]" = /i n'i -f- A ' /î 1 ,
et finalement
-h(— io7",i3 — i",48/,)(^ — /ij"— i",53(7 — /,)%
+ (- 23;", 99 - i",57 /,)(/- ^)'— i",GG (l - t,f,
161. Supposons actuellement que le corps de centre de gravité O dont on veut étudier le mouvement de rotation soit la Lune.
Comme dans ce cas les angles o-, e, o) sont fort petits, nous ferons usage des équations (3) du n" Jo7, dans lesquelles les variables sont
h, . El = sinesin(M -f- )^), a^ = sina sin j(^,
p = 0-4-M-f-y, £2= sin £COs(a -H X,)) (T2 = sina cosj(^,
toutes les notations précédentes étant généralement conservées, sauf exception spécifiée.
En désignant ici par a, et ao les rapports très petits, eux aussi,
-^-,-^,ona
i(j \ I — ai I — «2 /
et par suite les équations du problème deviennent, en mettant U en évidence.
dh (m d\] dU
dt dv ozi oi2
dv h h
dt G C(i-+- cosa) \ I — ai i — a2
cose / dU d\Ji\ cosa / 0\] dV
d'ex h /j £g
dt G G(i + cosa) \ I — a, 1 — «2
cos^E d\} £iOos£ d\} sjcosa / d\} d\}\
( I ) / 1 1 ( (Tj f- ao — 1
^ '^ ' h dz-2 /i{i-t-cosE) (Jv /t( I -h cosa) \ da, d<Sz J
dii h h £, / a) ., a?
dt G G( I -+- cosa) \ I — a
COS^E d\] £2COS£ ô\J £,cosa / <^U d\}
-I — — 1 — - ( aj — ■ -t- a2 —
h de, /i(n-cos£) dv /t(i -4- cosa) \ da, ôvi
</a| «2 Acosa cosa dU ajcosa ( dli dXi d\}\
dt I — «2 G h daj /t (1 -+-cosa) \ df 'de, d£2/
(^aj a, /icosa cosa dU gacosa (d\i dU _ dU\
~dt ^ I — ai G '^'^ a" dai /i(i -i-cosa) \ de ^dei * de^/
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Les composâmes de la rotation instantanée sur les axes O^, Orj, OC
sont toujours
h II hco^rs
La fonction de forces U se présente naturellement comme une fonction des angles tp, t{/, w, et nous ferons
(p-4-tli = À, sin wsinci = W|, sinwoosy = (»2.
Le triangle GHK (n" 157) donne, comme nous l'avons déjà vu, les relations
si 11 w si n (cp — y^) = sin 3sin ?/,
sin wcos (9 — y) = cos ssin^ -+- sin icosicosu ; et par suite
sin to sin o =: a, cos £ -l- sin : ( sin «cos/ -f- cost cos us,\n y }, sin w cosç = ajcose -\- sin i ( — sin 11 sin/ 1- cosa cosucosy) ;
(.>,,o)a sont donc développables suivant les puissances de £|, £2, a-,, i^, et en négligeant le troisième ordre par rapport à ces variables, on a simplement
f,) j = £ , -H <Jt -4- . . . , (02 = £0 -!- aj -H . . . .
Dans un triangle quelconque d'angles A, B, G et de côtés a, />, c.
on a aussi
. B . C , sin — sin —
sm = sin« -
donc
. A sin —
^ sin -sin - . À — (' . 1 'X sin — sm II :
cos —
la différence À — «• est dévelo[)[)able comme <-),, fOo, et en négligeant les quantités du quatrième ordre,
Pour calculer les dérivées piirlielles qui figurent dans les ('quations
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précédenles ( i). on a donc ♦'xactcmciit
')V _ dV
el à des termes près du s(Xond ordre,
à\J _ à\J_ _}_ àV) _ àl] _ OU I (HJ
Mais, comme au Chapitre préeédeiit, il coiivienl de rapporter direcluent le mouvement de la Lune sur elle-même au plan de l'écliptique mobile, x'y' , l'axe Or' étant elioisi comme nous l'avons fait dans le cas de la Terie : si xy est réclip(iqu(; à l'origine du temps, Ox étant dirigé vers l'équinoxe moyen correspondant, et si \ est l'un des nœuds de x'y' sur xy^ on a x^ = x'^ = B, et l'inclinaison de x'y' sur xy est /.
Nous poserons aussi, coiume nous l'avons déjà fait,
/> = sin i siiiS', Y = siii /cos2r.
Les quantités que nous avons appelées X et jjl au ( Jiapiti(; prccé- <lent peuvent s'écrire, en négligeant le carré de /,
sin 0 -7- ^ cosO -/ , dt dt
dp . dq
oos 0 —' suit) -.-
dt dt '
en tenant compte du changement de signilication de 1 angle c, et continuant à négliger i-, on voit alors immédiatement que l'on peut regarder c, 0, s, C3, -i, o), A comme se rapportant à l'écliptique ViM>- \n\ç. x y\ et conserver les équations (i) et les siii\iiiil(s, à la seule <;ondition d'augmenter
<U' i l . dp dq
la valeur «le , de la fiuaiililc lain; - CosO, siii ') — i-
dl ^ ■->- \ dt dt
du 1 / ,. dp dq
dt -m: \ dt dt
di . ..dp dq
V — SMl(i-4 COsO-ri-
dl dt dt
Négligeant encore des quantités d'ortlre supérieur, ceci revient à donner aux expressions de -7-? ~i -7^ les accroissements respectifs
I , . .dpi. ■ \dq
- (£, Sint^ -f- EîCOSC) —, 1 (£1 COSP — SiSini') —f-y
a ^ ' dt 1^ ' dt
dp . dq
dt dt
dp dq
— sinp^ cosf^'
dt . dt
On peut réduire les développements de p et q à leurs premiers termes que nous avons appelés p'^t ei q° t\ posant alors
/>o= tocos&o, 5^0 = — ^osinS'o,
les quantités précédentes sont
- £iiosin(p — â'o) -+- - £2foCOS(P X^o), •
ïocos(f — â-o), — ïosin((^ — STo).
La fonction U provient de l'action de la Terre T; désignons toujours sa masse par Mo, tandis que M sera celle de la Lune; par /• la distance TO ; par a, [i, y les cosinus directeurs de TO par rapport aux axes O^tjJ^; nous prendrons U sous la forme équivalente à celle donnée précédemment
U = !ZJÎ!£ [(C- A )a'-f- (G -B)B2]
Soient Z et 6 la longitude et la latitude de la Lune par rapport aux axes menés par T parallèlement à Ox'y z \ on a
Cf. = cos6 cos/(cos«p cos(j> — sin <f>sintJ;cos w) •4- co^b sin /(cos? sirnl^ -+- sin cocos (J/cosa)) -1- sin b sincp sino),
i'X l'expression de ^ s'en déduit en augmentant cp de -• Négligeant a)%
a = cosbcos(l — X)-t- w,sin6 Wisinw cos6 sin(/ — ). -H ç),
2aî= cos»6-hcos2 6cos(-2/— -il) -^ 4 wi.sin6cos6cos( /— l)
— wf (i — 3sin2 6) — u>jcos2 6cos(2/ — -iX) — w,w2Cos*6sin (^l — 2),), '232 = cos^b — cos»6cos(2/ — ■?.l) -f- 4w2sin6 cos6sin(Z — X)
— (o2(i — 3 sin*6)-l- to| cos^ô cos (9,/ — 2X) — w, wicos^èsin (2/ — 2X).
Donc, en laissant de côté les termes indépendants de X, oj,, toj,
U = ■ ° [(ai — 5'..2)cos2 6cos(2/ — 2X) + 4aia)isinicos6 cos (/ — X)
+ ^0L2iOiSinb cosb sin(/ — X) — (a,(of-i-a2a)|)(i — 3 310" 6)
— (ajWj — ajtoiî) cos^ bco?>(7.l — 2X)
— (zi -f- a2) wi ojicos^ bs\n(il — iX)J.
Désignons comme au Chapitre précédent par N, N,, Nj, N', N', les longitudes moyennes de la Lune, de son périgée et de son nœud, du Soleil et de son périgée; toutes ces longitudes sont comptées dans le plan de l'écliptique mobile à partir de Ox', et leurs mouvements respectifs sont n, /z,, «2, /'', n[.
Posons
, 3 Mo ail a
2 Mo -+- M a' /• ' '
les constantes a et «o étant définies comme précédemment : ce nombre k est voisin de -» égal à i,486.
Faisons encore, toujours avec les mêmes notations,
p'(i-- 3sin26; = Qo4- X Pocos Vo,
p^C0S*6<-0S2/ =S PjC0sV2,
2p^sinfecos6sin / = SPi cosVi ; nous aurons
U = -î-Cn2/f[(ai-aî)2PjCOs(V2— 2X) — 2a,w,£Pisin(Vi— X)
-t-2a2W.2SP,cos(Vi — X) — (a,oj|H-a2w2)(Qo+SPoCosVo;
— (ai 10^ — a2w2)SPjCos(Va— 2X)
— (ai -+- a,) wi W2 î:Posin(V2— 2Xj].
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Si l'on Iranscrit alors les équations ( i ) en tenant compte des additions dues au mouvement de l'écliptique, et négligeant tous les termes du troisième ordre par rapport à l'ensemble des petites quantités oj, cr, /fl, a,, a^i on obtiendra, en substituant \^ <o,, (Oo à p, £,, £0, et faisant h = Cy :
dt
= /j2A[(ai — ai)SP2sin(V.— 2À)
-f- j (ai — a,)w,-4-aia| | SP, cos( V, — X) -4- J (a^ — ai)(02-l-a, cr., j i:P,sin(V, — À)],
d\ . 1 . . , ^ c X . ' • / - ex — = / -f- - W| «(,sin(À — ~'o)H W2'ocos(/. — «<o}
-y^i(wi — cr,)-!- -y72(w-2— 7,),
df>>i
dt
dixi-,
~dt
-h aow,^ P,cos( V2 — aX)
— j aaw, -t- (a, —«2)^1 j S P. siii(V2 — 'iX) ],
-^ = yaiCTiH r-[a,2:P,sin(V| — X)H-a|(o,(Qo-+-i:PoCOsVo)
'-+-a,to,SP.,cos(V2— 'iX) -l-i ait02+(a, — a,)^2| ^ P2 siu ( V, - 2X) ].
De plus,
/)=y(i-^a,)a,, q\=j{i-^cL.^rs,,^ s^jcos^.
162. L'observation nous apprend que l'angle X a très exactement le même mouvement que la longitude moyenne N, puisque la Lune tourne toujours vers la Terre le même hémisphèie, à des variations [)ériodiques près. On doit d'ailleurs supposer ici que cdlj; longitude N est affectée du terme en f-, qui correspond à son accélération séculaire, et dont le coefficient est extrêmement petit.
Si donc nous posons X = N + ./', x étant une quantité périodique
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à très faible variation, les deux premières équations (2) deviennent
dN dx \ . ^ I
y= -^ -+- -^ — 7 W| foSin(N — .jo-+-ar) — -o)w'oCOs(N — &o-t- o^)
— -yjiCoj, — a,)— -yj..(w.— 7,,), cl^x d^?i i d .
-+■ «■V([(X| — a.) i: P. si II (V.^— -iN — 2x)^. ..].
Mettons en évidence dans le développement de p^cos-/> cos2 / le terme Q2 C0S2N, qui correspond à l'hypothèse V^ = 2N; d'après le Chapitre précédent, on a Qj == 0,988. En excluant dorénavant ce terme de la somme SPjCos V^, et faisant
/î=-2(x, — a,jA-Q,=:2,93(a, — a,), de sorte que
nous pourrons écrire
df^ ■}•' dl^
La fonction sin2^ est périodique, et d'après cette équation même, en raison de la petitesse de x, a>, o-, l'o? ne saurait avoir qu'une partie constante extrêmement petite; il faut en conclure, puisque x ne varie qu'entre des limites très étroites, que sa partie constante diffère extrêmement peu d'un multiple de - 1 que nous pouvons prendre nul : ce qui revient à dire que l'axe O^ sera très sensiblement dans le prolongement de la direction moyenne du vecteur TO qui va de la Terre à la Lune. Dans ces conditions, nous pouvons encore, l'angle x étant très petit, remplacer sin2J7 par 2:r, et supprimer a: dans le second membre de l'équation précédente, qui devient
( 3 ) -7— 4-/'' n-^x = — - H 7- ftoi j'o sin ( N - - Jjo) -+- w. f'n cos ( 1\ — &o )
at'' al- :>. dt
_,_yai(w, — J|) -fy5r..(o),— cr.,)]
+ n2/.[( a,— a,)SP.,sin(V2— 2N)
-^ |(a, — a,)toi+a,a, J^SP,cos(V,- N)
+ '(ao— a,)(o,-f-a,7, ; )L\\ sinfV,-N)l.
C'est une équation linéaire en x^ dont il est facile d'obtenir la solution générale; l'intégrale do l'équation sans second membre est
d'abord
^ = F si n (//i ^ -l-/o ),
en désignant par F et/o deux constantes arbitraires. Pour que cette solution soit réellement périodique, il faut que la quantité f'^ soit positive, ce qui exige «) ^ y-i-, ou A <^ B : des deux axes O^, Or|, c'est donc à celui qui est dirigé suivant TO que correspond le plus petit moment d'inertie. Pour compléter cette solution, supposons le second membre de l'équation (3) mis sous la forme /i^/rSSsinV, le mouvement de l'argument connu V étant mn. Il est clair que pour obtenir la valeur complète de x^ on devra prendre
et par suite, il faut s'arrêter aux arguments V pour lesquels le coefficient S est grand ou bien le rapport m petit. iNous y reviendrons un peu plus loin : mais nous pouvons répéter dès maintenant que la quantité x est très petite, et qu'il en est de même par suite de la constante F, que les observations ne permettent pas de déterminer. Il ne faut pas oublier d'ailleurs que l'observation terrestre d'un angle à la surface de la Lune le réduit dans le rapport, inférieur à — 5 du rayon linéaire de la Lune à sa distance de la Terre.
En raison de la petitesse de J7, on peut sans inconvénient prendre y = n dans les dernières équations (2), et y remplacera par N. On obtient ainsi, pour déterminer w,, (02, <t,, (73,
— j- «0)9-1- n{\ -\- ao)^^ = foCos(N — S*oi,
— — ^ -f- nwi — ti{i -f- ai'ta, = — i,, sin (N — S'y),
-j- -I- n/ca., (Qy — Q.^Mij.^-t- na-i^-j <4) / = nA-[a2SP,co^(Vi— !\)- a,(02SPoC.>sVo+a2W2SP2Cos(V2— 2N)
— } a.wi +(«1 — a,)ffi| SP.,sin(V.— 2N)],
— ^ — iikoLx (Qo-+- Q')''^! — n^\ ^\
I = nA-[a, 2Pisin(Vi — N)-t-a, WiSPoCOsVo + aiW, SP2ros(V2— 2N)
H- I a, W2 + (a2— ai)a2 ' 2P2 sin (V2— 'iN)].
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Il est facile d'intégrer ces équations par approximations successives. Si nous laissons d'abord de côté les seconds membres, nous avons des équations linéaires homogènes pour lesquelles nous pouvons chercher des solutions de la forme
Wj = Fi sin(///Y +/n), ^i = (>i sin(/«jf -h/o),
coo=:F.cos(//?/-h/o), ::.. = G.>cos( f/it+/o),
en prenant pour y,, une constante arbitraire et déterminant f ainsi que les rapports des coefficienls F,, Fa, G|, G2 par les relations
/F,-F, + (i + a,)G, = o, /F, — Fi + (i + a,)G, = o, /G,-^ ^a,(Q„- Q,)F,+ a, G, = o, /G, + Xai (Qo 4- Q.>) F, + a, G, = o ;
rappelons d'ailleurs que l'on a Qo = 0,9925. On en déduit l'équation enf-
/*-/'[' + «1 «2 + ^'^1 ( » + ^d ( Qo ^- Qi) -4- A-a, ( I -+- ai) ( Qo - Q-,) 1
+ aia,[i^A:(i-^a,)(Qo4-Q,)][i + A-(i-ha,)(Qo-Q-.)] = o,
qui admet une racine voisine de l'unité
/^= I -t- Aa,(Q«+ Q,) -+- /fa,(Qo- Q.) + . . . , et une autre, de l'ordre «i a^,
/"2^ ai a,[i-+-Â(Qo + Q.)][i + /^-(Qo-Q. )]...;
dans ces expressions, nous avons négligé les puissances supérieures des très petites quantités a, et a^. Pour que la solution considérée soit d'ailleurs réellement périodique, il faut que le produit a, «a soll positif, c'est-à-dire que G soit le plus grand ou le plus petit des Irois moments principaux A, B, G.
Numériquement, on a d'une façon suflîsammenl exacte
/'2 = i^2,94at-i-..., /' = i + i,47a.-)-.--, /"î=a,a.,(3,92H-...), /" = v/a7r,(i ,98 + . . .).
Si l'on nomme encore F' et F\ J^^ el J"^ quatre constantes arbitraires, on trouve ainsi pour la solution des équations (4) privées d(!
seconds membres, en négligeant oci et oca,
w,= ¥' s\n( /' nt -^ fa) -{- F" s'inif" nt -^ fl),
oj.,= F'cos(/'/î^-+-/o) — 2i/^F''cos(/"/i<-f-/;),
ai= -+-F"sin(/"/î<-f-/o),
a.,= _ a i/flp"cos(/" ///+/;).
De même que F, les constantes F' et F" paraissent très petites, et l'observation ne permet pas de déterminer leurs valeurs.
Pour achever l'intéi^ration, supposons en premier lievi que les approximations successives donnent pour les seconds membres des deux dernières équations (4) des développements de la forme /i/.SS, cos\ , /iÂ']SS2sin V, les arguments distincts V étant connus, ainsi que leurs coefficients. En appelant mn le mouvement de V, faisons
si l'on néglige la quantité koc^ÇQo — Q2), et que l'on remplace
/.a,(Qo-4-Q,)
par 3a,, on voit sans peine qvie l'on devra prendre, pour compléter la solution précédente, à des quantités insensibles près :
w, = ^ ^ [ — m Si -I- ( m^-t- a, /n^ — y..) Sj ] sin V,
W2= 7 ,, [ — (/«"-+- «im^ — 4 ^'i) Si -+- /n S2 ] cos V,
Ti = 7 \î[*^"^^ — ' — 3ai ) m Si-l- a2(//i* — i)S2JsinV,
"^ ^^J\ f~ «iC"*'- 4)St- m (m2- ij 82] cos V;
l'attention devra donc se porter surtout >ui' les arguments V pour lesquels les coefficients S,, So sont notables, en même; temps que leur mouvement m/i est voisin de n ou bien très petit.
Les termes principaux du développement l'P,cos Vj sont
0,08977 c-'s Nj— 0,08875 cos (v, N — N2), et nous allons d'abord nous borner à leur considération. Il en résulte,
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jX)Ur V = N— ISo,
Si = o,ooio'2 a.2, 82 = — o,i7852ai;
prenons alors, avec F. Ilajn, a^ = 7 ai ; comme on a ici
il vient
et par suite
0),.= - 33,08 "' sin(N — N,),
i — 3b > ai
M3 = ~ 32,95 -^p — cos (N — Nj),
I — io) a,
îî = 4-0,26/, -i^— cos (N — N, ),
1 — 365 ai
el ces résultats seraient très peu changés si l'on ado[)tait une aiilr(r
\al('iir pour le rapport —
Supposons que les valeurs complètes de Wj, (O2 soient les précédentes, augmentées de 8(0, Swo, en désignant ainsi des accroissements périodiques fort petits, qui ne contiennent aucun teime sensibh; dépendant encore de l'argument N — J^^l «n aura
w, sin (^ — X,; -h «2 cos (N — N-2)= sin wcos (X ~ «l' — ^' -H ^t)
I — 363 ai
l<;s lermes non é( rlts étant périodiques, très petits.
Or l'observation nous apprend non seulement (pic Li dilTércuce 1 — N reste extrêmement petite, mais qu'il en est de- mciiic de la différence 'h — ^2, en prenant pour le point (i, délini au n" 157, le nœud descendant du grand cercle çr, par rapport à xy ou plutôt .x'/'; l'inclinaison 0) reste donc toujours voisine d'une valeur moyenne to» telle que
sino.o = -n,o,5j— 1^;
j)renant encore avec V. Hajn
on en déduit
ai = 0,000626, a, = 0,000470,
w, = — 5536"sin(N — N.2), 0)2 = — 55 14" ces (N — Nj),
ai = Œj = 44"cos(N — N,).
Les quantités a,, «2 étant positives, C est le plus grand des trois moments d'inertie principaux de la Lune.
En examinant les équations (4), on voit que le seul argument V dont il soit nécessaire de tenir compte encore est l'argument N, — N^, pour lequel /?i = 0,01 247.
En prenant les termes (l'exaclitude du dernier chiffre n'étant pas absolue)
EPi cos Vi =...-4- 0,00246 cos(iS -^ Ni— N2)-t- 0,00744 cos{N — Ni -h N,)-t-...,
SPoCos Vo =...-+- 0,1624 cos (N — Ni) -4-. . . ,
2P2 ces Vj ==... — 0,0279 cos (N -+- Ni) -H o, 1892 cos (3N — Ni) -+-... ,
et se servant des valeurs déjà trouvées pour u),, 0^2, '1, o-o, on trouve, relativement à rargiiment N, — N2,
Si = 0.01283 a2 = 0,00962 ai , 8-2 = — 0,00641 «1 ;
€t, par suite, les compléments suivants pour les valeurs des inconnues
oji = + 146" sin ( N'i — Ns), (02 = -t- 71" cos (Ni — Nj), cîi = -1- 145" sin ( Ni — Ni), aj = -h 69" cos(Ni — N2).
Il nous reste encore à tenir compte des seconds membres des deux premières équations (4) : on verra sans peine qu'il en résulte les seuls nouveaux compléments peut-être sensibles
w, = — - • sin (N — :îo), "J2 = — ô cos (N — .^u ) ;
3 /ta, 3 «ai
mais le coefficient -— ^ ne dépasse pas (>", et par suite ces termes ne 3 «ai * ^ ^
sauraient avoir aucune influence sur les observations, de sorte que
nous pouvons encore les négliger.
Revenons maintenant à l'équation (3), pour calculer effectivement
la valeur de x. Faisons d'abord V :::= jN — Ps 1 , d'où m = 0,9910. En
prenant les termes
£ P2 cos V2 = . . . — 0,0279 cos (N + Ni) -+- o, 1892 cos (3N — Ni)-+-. . . ,
on a S = 0,2171 (a, — a^), et par suite le terme correspondant de x est
— ii"sin(N — N,).
Faisons encore V=]N' — N'j, d'où m — 0,0748; en prenant les termes
SP,cosV2 = ... — o,oo344cos('2N-h N'— N'j)
-H o,oo3o4 cos(2N — N'-+- ?s", )-+-.. .,
on a S r= — 0,00648 (a, — a^), et le terme correspondant de x est
-HOo"sin(N'— N'j).
Un autre argument V^ à longue période serait alN, — 2N2; mais le coefficient S correspondant, provenant soit de la somme i]Posin(V2 — 2N), soit des produits tels que oj,SP,cos(V, — N), t02SP,sin(V| -IN), est extrêmement petit, et difficile à calculer exactement; d'autre part, comme on a pour cet argument />i- = 0,000622,
tandis quey-= 0,001 834 ( i ^ )' onvoit que l'incertitude qui règne
en réalité sur la valeur du rapport — ne permet d'obtenir aucun résultat digne de la moindre confiance. Ori vérifiera encore qu'il n'y a pas lieu de considérer d'autres arguments V, ni de tenir compte du mouvement de l'écliptique; et il faut ajouter, d'une façon générale, (pie tous les coefficients que nous avons déterminés, sauf ceux qui se rapportent à l'argument N — No, sont très notablement modifiés
quand on vient à changer la valeur adoptée pour — •
Rassemblant les divers résultats obtenus, sans qu'il j ait lieu de chercher une plus grande exactitude, nous avons l'ensemble de formules suivantes pour déterminer effectivement le mouvement de la Lune sur elle-même, rapporté à Técliptique mobile, ou en d'autres termes la libralion physi'iiie (on réelle) de la Lune :
i- t|/ = N — I 1" siii (N Ni) -f- ()o"sin (N' — M
sin oj sin ? =— 5.5ir)" siii (^ — N.) -f- 1 1()" sin (N, — N.), sin co co> ç = — 'yix'C ms ( N — N» ) -^- 71" l'os ( N'i — N-^),
et il serait facile d'ajouter les valeurs (lt;.s autres éléments que l'on peut considérer, en joignant aussi les termes qui dépendent des constantes F, F', F", inaccessibles à l'ob^cMvation, et qui constituent
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la libration arbitraire. Oïl a en particulier, pour définir la lihration cl(^ l'inclinaison el de la longiliide du nœud descendant de l'équateur lunaire,
tij = Wo -+- io8", 5 ros ( iN — A , ) — 37" , 5 cos ( N -\- \ , — ■>, ^ ^ l -h ii" cos {-i \ — j. N^), (J; — ]\,)siiiojo= io8","'>?iii( \ — \, ) — 37",5 sin (!N -t- Ni — 7.^2)
-Ml"sin(2N — -i.\-,), avec
o)n = — l'Sî'ô*.
^ous avons tenu coinple dans ce cpii précède de la seui« action de la Terre : il n'est pas difficile de constater que celle du Soleil ne saurait donner en effet que des résultats inappréciables. L'expression de U donnée ci-dessus convieni encore au Soleil à la condition d'y remplacer Mo par la masse du Soleil, et les coordonnées r, /, b par les coordonnée.^ /• , /', b' du Soleil, rapportées au centre de la Lune comme origine. Or la valeur moyenne de /*' est très sensiblement égale au demi-grand axe a de l'orbite du Soleil autour de la Terre, et Ton a d'une façon 1res approcdiéc
n' désignani loiijoiirs le luoiivf'ment de la longitude IN'.
Il en résulte que le coeflicient /. que nous avons introduit précédemment dans l'expression de U doit être remplacé ici par
et comme ce nouveau ((icHi(i('nl est 1^9 fois plus petit que /,■, il est clair qu'il n'v a pas lieu dCludier plus attentivement laction du Soleil.
LIVRE VI
THÉORIE DES ANCIENS SATELLITES l»E JUPITER.
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163. L'étude du mouvement des quai if anciens satellites de Jupiter constitue un problème nettement délini, mais d'une grande complexité, surtout au point de vue numérique, car il dépend d'un grand nombre de constantes qu'il est fort difficile de déterminer d'une façon précise.
Sans remonter aux n'^'^Set 6, nous pouvons en foruier les premières équations de la façon la plus simple et la plus rapide comme il suit.
Soit S le centre de gravité de la planète .lupiicr. dont la masse sera m : la lettre S désignera aussi la planète elle-même, sans cojifusion possible.
Soient dans les mêmes conditions S,. S^, S^, Sj les quatre satellites dont nous cherchons le mouveincnl. rangés par oidrc dt; distance croissante à S; /«,, ma, nij^ ni; leurs masses; soit aussi S,, le Soleil, de masse //iy, i^l généralement S^^ des corps ([uelconques de
masse m,
Appelons toujours /le coefficient d'attraction, /mm^V^, le potentiel d'attraction entre S et 'S,,^ fnipntqY ,„, le potentieFentre S^ elS^, les indices /?, q étant distincts quelconcpies, tant (ju'ils ne sont pas spécifiés. Si Xp^y-p^ Zp sontles coordoum'cs reclangulaii-(;s de S^, par x-apport à des axes de directions fixes (rorigiuc S, on a genéralemcnl.
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t étant le temps,
avec les équations analogues, relatives èi yp et Zp.
En raison de la petitesse de certaines masses ou de la grandeur de certaines distances, aussi bien que de la petitesse des dimensions de certains corps, nous pouvons alors réduire le problème envisagé au suivant :
J^e mouvement d'un satellite S^ (/^ = 'i 2, 3, 4) est celui d'un point matériel de masse égale à l'unité sous l'action d'une fonction de forces U^, égale à
d\,. c)V„ dV
/ ( m + inp ) ^> +2] /'"'/ yi><i + ^/' j^^ -+- yp jf^
''"'ai
l'indice q prenant les valeurs o, 1,2, 3, 4? sauf/>.
De plus, on néglige les dimensions des satellites S^ et du Soleil Sq, de sorte que, si Vpq désigne la distance S^S^, on a
et dans la seconde partie de U^, on réduit de même V^ à sa partie principale — > inverse de la distance SS^; par suite
\ip = f{m -t- m/,)V,,-f- > ^'"-z ( 7 —^ H^ )'
et les coordonnées x^^y^^ So du Soleil sont supposées parfaitement connues par ailleurs. Nous le répétons une fois pour toutes : p prend l'une des valeurs i, 2, 3, 4 et «y prend celles de ces valeurs qui sont différentes de /?, et en outre zéro.
Examinons de plus près la fonction \ y, qui figure dans U^. Assimilons Jupiter à un corps solide de révolution autour d'un axe S^, tant au point de vue de la forme qu'à celui de la distribution de la matière ; appelons alors G le moment d'inertie par rapport à S^, A celui par rapport à un axe quelconque S^ perpendiculaire à S^; soit de plus ^y, l'angle que fait le vecteur SS;,, de longueur/-^, avec le plan del'équateur de Jupiter, c'est-à-dire le plan des axes S^; nous savons d'après
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le n' 2 que l'on peut prendie
et cette expression est très généralement suffisante.
Toutefois, on peut craindre, en se bornant ainsi, de laisser de côté des termes d'influence quelque peu sensible, en raison de la randeur de l'aplatissement de Jupiter, que M. Sampson prend égal
Si l'on se reporte au n" 2, on voit alors que le terme suivant du développement de la fonction V^ est égal à
mrf, [8^ 4 ' 8 J'
la sommation s'étendant aux diverses molécules dm de S, dont la distance à S est p, et pour lesquelles o- est la projection de o sur SS^. Si l'on rapporte S à trois axes rectangulaires S^, Sr,, Sw, le plan S^Z, contenant SS^,, les coordonnées de dm seront ç, r,, "Ç et l'on
aura
p5 = ^2 -1- Tjî -4- ^2^ a = $cos p/,-f- ^sin P,,.
Faisons SÇi dm = S T)* dm = \\ 2 O dm = R, S $2 !;2 f/,„ = v .^2 ^2 ^,„ = q^
et observons que
SC2r^2(/m = -P,
ainsi qu'on le voit en faisant tourner l'axe O^ d'un angle quelconque; le terme considéré du développement de \p se trouve sans peine égal à
Appelons a le rajon équatorial de Jupiter; nous ferons 3 C — A -, i5 P — 6Q + R
8 ma'>
et par suite, nous aurons
V, = 1 + ^4 0; - sin2?,) 4- J.;^ fi - 2sin^P,-^ ^iu^^,).
ANDOYER
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Si Jupiter était un ellipsoïde homogène de révolution, d'axe polaire c, les formules du n° 3 donneraient immédiatement
et en supposant
comme nous Tavons dit, on aurait J = 0,0887, ^ -^ 0,00267.
La comparaison de la théorie aux observations conduit à prendre
et en réduisant J' sensiblement dans le même rapport, on a, avec M. Sampson, dont nous adopterons toutes les données numériques,
Finalement, la fonction de forces L'„ qui définit le mouvement de S^ est
L'angle ^j, dépend des paramètres qui déterminent le mouvement de Jupiter sur lui-même : l'étude de ce mouvement doit donc nécessairement être jointe à celle du mouvement des satellites, puisqu'il dépend de leur action. On ne peut le supposer connu à l'avance, comme nous avons fait pour le mouvement du Soleil autour de Jupiter, sur lequel l'action des satellites et celle de la forme de Jupiter n'ont pas d'effet sensible.
La fonction de forces U qui définit le mouvement de Jupiter sur lui-même est la somme des potentiels frnniqW q{(/ = o, i, 2, 3, 4), et par suite, en supprimant les termes indépendants des variables qui fixent à chaque instant l'orientation de la planète, on a, avec une précision suffisante,
l'angle [Bq étant défini comme ci-dessus |j^,.
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Il convient d'écrire dès maintenant les équations très simples dont dépend le mouvement de Jupiter.
Choisissons pour plan de référence Sxy le plan mojen de l'orbite de Jupiter à l'origine du temps, qui sera 1900 janvier 0,0 (temps moyen de Greenwich).
Reportons-nous alors au n° 137, et adoptons-en pour un instant loutes les notations. L'observation montre que les angles e, t, m sont ici tous petits, et par suite nous ferons usage des équations (4) dans lesquelles les variables sont
/', £1 = sin £ (.os 6, Ti = sin 7 sin '/,
V = 0 -I- a -f- y , £2 = î^i'i ê cos 6, 7.^ = sin 7 siu /.
Faisons
A = Y -h J', W] = sin w siiK^, , 0)2 = sinto cos'^ ;
il en résulte sans peine
fiii = £1 — Si fos p + T^ sin (^ -t-. . . , (u.^ = £j -:- ^i sin (' -4- 72 cos ('-+-...,
À = r sin V ( Cl 7] — £., 7., ) cos P ( £■ 7., -h £, 7, ) -l- . . . .
Par suite, la fonction U se présentant naturellement comme dépendante des seules quantités to,, Wo (X n'y figure pas en raison de l'hypothèse faite sur la constitution de Jupiter), on a pour calculer les dérivées partielles de U qui figurent dans les équations (/j), à des quantités près de l'ordre de Lia- au moins.
dU
dV
àV f)V
âiùi
dz-z ÛMo
La quantité /i est donc une constante Gy, et en confondant e,, £2 avec tùi, 102 à cause de l'extrême petitesse de t, on a simplement, à des termes négligeables près,
(toit I <^U (fiOi _ I dU
dt ~ G/ ôoii dt G y" dwi
Ces équations sont celles qui définissent le mouvement do Jiqùler sur lui-même.
En faisant
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nous pouvons écrire encore
dt àixi-, dt ôix>i '
dans l'hypothèse déjà indiquée d'une figure ellipsoïdale homogèn(;
pour Jupiter, on aurait
3 aï— c2
nous prendrons, avec M. Sainpson, et d'après Laplace, K := o, 1 1 1 ; et aussi y = 8^4"5 2, avec le jour moyen comme unité de temps.
Pour compléter ces données numériques et celles déjà indiquées, nous transcrirons encore dès maintenant les suivantes :
niQ = 1047,35 m, rui = 4497 X io-«w, rn>= 2536 X 10-^ m, m-i— 7988 X lo-^m, w?4= 4504 X lo-^ni.
De plus, les moyens mouvements sidéraux de S^, S,, Sa, S3, S/,, tels que l'observation les fait connaître, sont, en prenant d'une façon définitive le jour moyen comme unité de temps :
n'o = 0°, 0830912, n? = 2o3", 488954 208, /j« = 1010,374723445, /i» = 50", 3 17(108063, ni — 21", 571 071 4o3.
Il faut ajouter enfin que 1(î rayon équatorial a de Jupiter valant i8",92'j à la distance moyenne de Jupiter au Soleil qui correspond au moyen mouvement /«", on a exactement
a^{nlf = f(tn ^ m,) x (l8",927)^
de sorte que, si l'on fait plutôt
n' rt ' = fni , on a
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164. Nous appliquerons la méthode générale de la variation des constantes à l'étude du mouvement des satellites S^^. Nous regarderons donc le mouvement de S , et aussi celui de Sq, comme un mouvement képlérien dont les éléments seront les suivants, en modifiant quelque peu les notations générales qui nous ont servi antérieurement au Livre III.
Le demi-grand axe de l'orbite sera a^,, et nous lui adjoindrons un moyen mouvement équivalent Hj,, qui lui sera lié par la relation
y.p étant une constante très petite, que nous nous réservons de définir; en appelant a" la longueur constante liée elle-même au moyen mouvement sidéral observé «° rapporté ci-dessus par la fornude
nous ferons
de sorte que
e désignant toujours la base des logarithmes hyperboliques. La longitude moyenne de S^, sera /^,. Appelons N^, l'argument
,yp — II/, t -r- tpi
Hp étant le mouvement sidéral observé, l^ étant une constante; nous lerons
. en désignant toujours par i l'imaginaire y/ - i • Nous poserons aussi
La quantité o-^, ne doit contenir aucune partie constante ou simplement proportionnelle au temps.
Si l'excentricité de l'orbite est <?,, et la longitude du périjove rn^, on fera
Si de même j p et 9^ sont l'inclinaison de l'orbite et la longitude du nœud ascendant sur le plan fixe, on aura
y»= sin — e
==siiT^'e'ft,..
Ces notations s'appliquent pourp=: o, i, 2, 3, 4 ^ d'après le clioix du plan de référence, yo et y^ sont des quantités extrêmement petites. Relativement à l'équateur de Jupiter, nous ferons de même
Y = sin — e 'Y,
sia — e'V, ■1
'h - 'Il
de sorte que les équations qui définissent le mouvement de cet équateur deviennent immédiatement, en faisant
il =: T,
et se bornant au même degré d'approximation que précédemment,
en prenant ici
(I bis) \ -^-^ > •'. ./-sin^a,, = > /— -1 i— — i siii* ti,,.
Quant aux équations qui déterminent les éléments du mouvement de S^, ce seront les équations (4) du n" 93. Faisons, en changeant la notation \ p du numéro précédent et négligeant sin^ p^.
•i. rip af,
{■ibis)
2 fp /. ij,
J'(i -f- y.;,) rip a'' a
siu^iî,
ir-'„
(m -t- mp) y a^
de sorte que la fonction perturbatrice du mouvement de Sy, sera 2npa- Vp. Laissons de côté les termes du troisième degré par rapport
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«ux exceniricités et aux inclinaisons; en tenant compte du fait bien connu que les fonctions V^,, comme V d'ailleurs, ne contiennent que des termes de degré pair par rapport à l'ensemble des inclinaisons, nous aurons
Vi)
dyp _ d\j, ôWp OVp . >)\p
"^ " àYp~ '^' " ^ "^ ' '' ''' ^ ~ ' '' '" ^ '
dx ~ 0'!p ''''' àlp'^ ^''''' Os,, ^"'i' ôi,,'
Le problème que nous avons à résoudre dépend des 26 équations (i) et (2), dont les seconds membres renferment les fonctions V et V^ définies par les formules (i bis) et (2 bis).
Rappelons encore que les coordonnées s'expriment de la façon suivante. On a d'abord
log /•/, = l(.g a,, — ( i,, \,, -^ i',X,,' ) — -/4 ^ -^ ''/> ^/'') -^ ^P ^P
puis, si Cp est la longitude dans l'orbite,
ivp = ilp -+■ 1 ( t,, Xp — £p A/,' ) + - *' -l '>^l — ^/i-' ''v^* )
enfin, la latitude bp résulte le plus simplement de la formule
sin hi, = siny'/^ sin {v,, — 0^, ),
sans qu'il y ait avantage à la développer analjtiquement.
11 faut calculer maintenant les fonctions V et V^,, sans dépasser le troisième degré par rapport aux excentricités et aux inclinaisons, si nous devons continuer à négliger les termes de ce degré dans les seconds membres des équations (i) et (2).
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Dans ces conditions, il suffit de prendre d'abord
siii 3^= sin b,j — sin oj sin {v,/ — ^), c'est-à-dire
isin p,,= (Y^_ Y) e'V,,_ (y'^_y') g-^v,,,
d'où
sin2p^= 2(y - Y./) (ï'- T^) - (Y - Y'/ )'«"■"''— (y'- y'^)'^""'"''-
Par suite, comme on a
il vient
-(y'-Yv)MV-^'/V + 7£7V)]-
En nous servant de même des développements des fonctions -^>
f— j ' ( ^' ) ' '■*' iious avons immédiatement pour la première partie de la fonction V^, soit V^,^,
pp
— ^> ^Y — Y//) (y '- yV) <' • + ^ 'P '^'P -^ ^ ''p ^'7> ' ) -+- 3 ( Y - Y/' )^ ( >^/; + 7 '/^ >^/; — ^'/>/^ )
-+- 3 ( y' - Yp ? ( >7^' - ^/^ ^T»' + 7 ^'p ^y ) I
Mj
— •io (y — Y/')(y'— Y'/^)( '+ 5 S/, X/, + 5 £^ X-»)
+ lo (y'- yV)'(V^'+ ^p'^'p' -+- 9 £'/,>^;^') I ;
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il faut observer en outre que l'opération
équivaut simplement à une multiplication par 4, i2 ou 20, suivant qu'elle est appliquée à la première, la seconde ou la troisième partie de cette expression : la première est celle qui contient Xp en facteur, la seconde celle qui contient J, la troisième celle qui contient J'.
Posons maintenant
et
la fonction V comprend encore la somme des parties a^,^Rpç,
ou V;,^.
Les forjnules du n" 91 vont nous permettre d'écrire le développement de ^ pq. Sans qu'il soit nécessaire de multiplier les indices,
puisque la présence du facteur ]kpq suffira pour éviter toute ambi-
i 1 guïté, désignons par h'^^ b'^, ... les coefficients de Laplace qui correspondent à la valeur -^ ou — de la variable a, suivant que l'on
a ap<^aq ou aq<i^ap\ et soit ici D la caractéristique de dérivation par rapport à loga^,, de sorte que cette caractéristique équivaut à celle désignée précédemment de la même façon, multipliée par du i, suivant que l'on a a^<; a^, ou aq<1 a p.
Convenons alors, comme au n" 90, afin de tenir compte du second
terme de R^^, de diminuer les coefficients 2D'^6^, et D*6'y de la
Dans ces conditions, on a, d'une façon entièrementexplicite, quoique partiellement abrégée, en désignant par v un entier quelconque, et
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entendant que le symbole D s'applique exclusivement aux b" :
^'ph.'
^q fui
-fl^q'-p Iq I I
'/'>/' ( + is'+Giî- '^A- + ^ — asH)- - 5D~ — " D-+-SD2+ Z I)2_ ! D
+ ^l t'n X/, f- i^' — ^s-'- — v.i- — 4 + P.S^ D t - 51) -I- 3 0 + .vD» -H 7 D' - - I )
^ ' ' \ ib v>. X 4 ■•*
-r-'f/'r/Xy (H- — -: -f- -f- H-
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(-1-85^— 2.SÎ-+- -5— 1 — 4.v2 1)_ ' \)^.o.s\r-^ ' D2+ J)-A 84 X I
AS : D
•> AH r- I )
L'opération
appliquée à la fonction Vpq, équivaut d'ailleurs évidemment à l'opération
d'après la façon dont [t-pq dépend des rt^.
Dans les formules précédentes, les variables e^, y^, ..., qui sont de petites quantités, sont en évidence : mais il n'en est pas de même des (7p, cLp. 11 est aisé de faire apparaître les o-^, puisqu'on a
= ei'^v ( I -H cr^, -h -^ -4- . .
Relativement aux a^^, on observera les règles évidentes suivantes : les coefficients des seconds membres des équations (i) et (2) étant supposés calculés avec les valeurs a^, w" attribuées à a^,, rip^ on aura leurs vraies valeurs en les multipliant par les facteurs suivants, d'après le cas : pour la partie de V qui contient niq^ le facteur sera e"^*'» ; pour les trois parties successives de V„^„ les facteurs seront respectivement
enfin, pour V^,^, le facteur sera
165. Récrivons maintenant les équations du problème d'une façon plus explicite, en laissant de côté celles qui correspondent à s'^, y^, y', puisque ces quantités sont respectivement conjuguées de s^,, y^, y, et en négligeant tous les termes qui dépassent le second degré par rapport aux excentricités et inclinaisons.
Nous partagerons les seconds membres en plusieurs parties. En premier lieu, nous écrirons leurs parties séculaires, c'est-à-dire indépendantes des \q. En se souvenant des relations
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la partie séculaire de V„ est
•ApHp i{\-\--Ap)npa^- ,
"^^ 6a^ [' + 6g/'V>-Q(ï/>-T)(Tp- Y)]
"^ loa* ^' "^ '^OEpE^,— 20(Yp— Y)(y^,- y )]
-f- s f^/„/^)g + 2 !A;,9 6U'/'=/^+ e<?4~ (Tp~ Ï7)(ï/' — '('qïl
et celle de V est
-^ Km^nl{i -4-x^) , ,
Posons alors
■i}() -i- y,p)npa^ 2 J' ( r 4- y.p) rip a^
S[jt/,^(2 — 4D)è?,
g, _ J ( I + /Cp ) n^ g^ 2 J ( I -+- -/.p ) np <
.g, _ i2J(i + v.p)npa'>- 4oJ'(i + y.p)npi
ABp= AB;„ H- 2(2-4 0)6;,^,
on entend ici par DB' la quantité ^pqY)b'\^ et il en sera de même 1 dans les cas analogues.
Dans ces conditions, on aura
/ da.p
■dr= "'
-^ =- -"?,ap+ gn^a2 + ...-f-A,.-f-(2Bp + ABp)(e/,£;,-Y/,Y'p)
(3) ( +(b;,4-ab'p)(t,-t'+ï'/.t)-ab'/,.yy' + .--,
-7- — — Bp £/, + E J}p^ ï^ 4- . . . ,
de_ dx
^-^ BpY,>-SB'p,Y.-in.T-+---.,
dj_ d-
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En second lieu, nous allons écrire dans les seconds membres des équations (i) et (2) les termes qui dépendent uniquement des combinaisons )v|)v~'-, li'k^'^, ainsi que de leurs puissances positives ou négatives et de leurs produits.
En prenant les termes de cette nature, on a
+ Qi:;^i(YiT;;-T:;Ti) -^ <J'i 2^:!^T.t'i - Vi 7^) 1
les termes manquants étant conjugués de ceux qui sont écrits.
Pour la fonction V^ai, on aura le même développement, en changeant C,2, C',2, . . . en C21, C!,j, ... ; pour V^s et V32, on auia encore les mêmes développements, en remplaçant partout les indic( s i et 2 par 2 et 3 respectivement.
De la même façon
et pour V3, on a le même développement en changeant K,3, K'^^, . . <^nK„,K;,
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Les différenls coefficients de ces formules ont pour valeurs :
^ -D\hh
.J-lz
i5i ,, ,^,\ ih
D',2=[^i2 -7^ i-i,iD-l-DMè|,
li:i'2=ix,2(- ^ — i'2D— D^)^:^,
Mii__^>i)_5_ij,.. ,,:A4 p',,^;..,J 14!!2 + 12;îZd + -^d=
1)3 )Ai
?2i..î2J„.f».-.D.)4, ,,„ = ,„(- «S! -f,.-?iD>
B';.j = \Wibl,
Mi-.'= !-<-iî Ni 2= \>-vi
DUï,
(^„=i;x„( Z _Ki))(4_4). Q;^=i^„(_2 _D^(4_4),
H'. 3= 1^13 ( ^-hl>)6i.
Les G23, C,,, ... se déduisent des G, 2, C',., ... par le simple chan-
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gement de ij-io en 0.03; de même les coefficients Cj) , C',, j, ... ou G32, G3.,, ... se déduisent des Cio, C',.,, ... ou Co», C',3, .... par le changement de pi|2 ou {JI23 en p.24 ou ^321 et en outre de D en — D; enfin les Kg,, Kg,, ... se déduisent des K,.,, K', ,, ... par le changement de pi, 3 en tjis,, et 1) en — D. Ceci résulte clairement des propriétés du développement de V^^; et en réalité, on a généralement les relations telles que
\ sauf pour les coefficients qui dépendent de b'^ ou bl), puisque les fonctions V^^ et Yqp ne diffèrent que par les facteurs ^pq et ^j-qp (sauf pour les termes exceptionnels que nous venons de dire).
En revenant maintenant aux équations (3), on voit qu'on devra les compléter de la façon suivante :
LV„ ^^...^U..+ U..3, _=...+ U
dix c/io „ de^ ^r
d-L dx dx
dx dx dx
en faisant
U,2 = - 4 Xy' X| (C,2c, + G',2 £2) -+■ 4 >m àïMCis^', + G',,, s',)
-+- 8X72 )4 [Do, i-j -+- 2 E2, £1 £2 -^ D',, Ei + B:1, (Yi - Y2)»]
- 8X2 X-.-. f D2, e'i^ + 2E2, s', £2 + d:,, a'2^ -+- b:;, (y', - -'in,
Xn= XjiXPJ (3-4D)G,2£, + (9, - 4 D)C',2 ^2] -h X, X22[ (3~4D)C,.,s', -+-(2-4D)G',oS2] -+- Xt2X.][ (i--2D)D,,£-/ -t-(3 — 4DjE,2 £1 h2 -i-(i-2D)D;2£? ^ (2 _ 2 D ) B'; , YÎ - ( 3 - 4 D) B'; , Yi T2 -^ ( I - 2D) B'; syH ] -+- X'^Â.*[ (2 — 2D)D,2£V--^(3 — 4D)li;i2£', £'2 -f (1 — 2D)D',a£'22
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/-iX2[- (,, _;jD)C„M -+-(3 — 4D)C;,:, ]
-i- (i — 'j.]))\r.;^j •;-] —(-5 — .ii>,)B;;i7,7-i -f- ( ■' — ■'1>)b:jit::; 1 + (i- :^i> >i!;;,vr — (j — 4l))B;;^;'lV.^-(^— 2D)B:iY;f];
+ P.2(7.-72)(7i-T2) + Q.2(V2T',-7iV;,)]
Y2, = — -}-i-/:ul\^,ei-i-(y.^\-i- •^.G.,i)£i3.,
)., X3 4 U L3, s',^ -+- 1/3 , £', £'3 + i K3 1 i^^ -+- ^ IV3 1 ( y', - 7a)'J : ; Z„ = - ÀT'Àii[rPn-2Ci2)M7. + (P'ii.-G',,)£27.-(Pi2 --Qi2)^i7!i
— Ài Àa '^ [ N,2 £, ( y'i — 72 ) -^ N'i . £2 ( 7'i — ':',) M- ( Fj 2 + ■^. G, 2 ) 3', -;,
+ (Pi2 + c;,)£o7.-(r'.2-Q,2)^',72-(P'.2-+-Q'io)3;72]
-À?ÀÏ*B^2(7',-72)->^î>-2nM.2^i(7^-72)-+-M',,£W7',-72)],
ANDOYP.R -"
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Zî, = -X7iX|[-(P.,,- Qn)MYi-(P',, + Q'2,)^2Ti
Zi3 = — Ài Àj '• [Risî'i (v'i — T3 ) -;- R'i 3 e^t (t'i — Ta)],
quant aux fonctions U23, U32, . • . , elles se déduisent de lJ)2. U21 , ... en remplaçant partout les indices i et 2 par 2 et 3, respectivement.
En troisième lieu, nous écrirons encore dans les seconds membres des équations (i) et (2) les termes qui sont indépendants des X^ (/> = 1 , 2, 3, 4)5 mais contiennent effectivement A^, ou qui, en d'autres termes, ne dépendent que de la longitude moyenne du Soleil.
Il convient alors d'observer qu'en raison de la petitesse des
quantités —S on peut négliger, dans les coefficients />■', />;, tous les
termes de degré supérieur à - par rapport à ces quantités; de telle
façon que l'on ne doit retenir que les coefficients
^^=(?)-HSr ^=i ^^' ^=1'"-
on peut d'ailleurs supprimer le premier terme de b'î^ car il ne correspond dans la fonction de forces U^, qu'à un terme indépendant des coordonnées de S„ ; et au surplus, on vérifie immédiatement que le
coefficient ^^ ne figure dans les éqilations (2) que multiplié parD — ->
ce qui fait disparaître son premier terme.
Par suite, modifiant un peu la définition des ]Xp^^, en prenant maintenant
^P''~ i{m-\-mp)
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nous aurons simplement
bi
et ropération D appliquée à l'un quelconque de ces coefficients sera
équivalente à une multiplication par —
La partie actuellement utile de V"^, se réduit alors à
^- I^/>o(À;i -+- 7^=0 >^g— 4 Ào) I ^-T-P-^J (•,>— To)2 M- • • • ,
les termes qui manquent étant les conjugués de ceux qui sont écrits. De même, pour la fonction V, la partie utile est
3 Ko co Âo( Y — v^) (-/• — ■/„) Kof à;-;
Il en résulte que les équations (3) et (4) sont à compléter comme il suit :
-^^- = . . . - 6 (ipo ( £0 Ào -^- ^0 >>ô' ) — 1 8 ta^o ( -4 ^'-^-^ ^0' ^ô * J .^ v-p'^y ~/>'u) ^^ '/j '>o J
— ~ \^pf){'{'p''a -+- V'/i"'''-»*)!
IJi^oî/?(ïo>^o+ î'o^-o'j — — :V'0-/'('*^ii^— ^f/.o' +7 ^0^0^)'
■ -+■ - K/'O (' ",'/' — To) ( £0 Ào -H ï'o Àô ' ) — r l^y 0 ( T/' — To) ( ^^'ô '"^ — ^0 /■ 0 ' -t- 7 '0 ^^ 0 ^ ))
-J-' =.. .-4- 3Ko(y— Yo)(eo>o+en>-ô')— Ko(y'— 7'o)(>-ë-— =nÀïï'-^-7^'o>>ô')ax
En quatrième et dernier lieu, enfin, il nous reste à écrire les termes généraux des seconds membres des équations (2), qui ne rentrent pas dans les classes que nous venons de distinguer; mais alors nous ne dépasserons pas le premier degré par rapport aux excentricités et inclinaisons. On a ainsi, pour compléter définitivement les équations (3), (4), (5) les noviveaux résultats suivants, d'où l'on devra naturellement exclure, si ce n'est déjà fait, les termes qui figurent dans les équations précédentes :
di-j-p d-.
di
— 25 H f- L) U>;- l,, ÀJ/a,."'
+ X ii;„j ( 2 - 4 D ; 6| X;, À--^ ( 5 î^ o )
-f- S p.;,,/ ( 3 - 4 D ) (^ 2 s^'-- d) bj ip ^t ' ''ûi' {s 9^0)
\})biz,\],\'^-^^^
S,V,(2-4D)( 25 -^.^\))bj 3'/a;' V'* ^-
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di,
dl
h\bV^'p'y^'
4,2_ s + --\n\bji„\),l7/
4s2^-25__ ^02Uï,^).^-l>.^.v^l
4 5' - T -+- 4 5 1 > 4- Dî ) è| s; x;r ^ x^-- ' -4- . . . ,
V , , Aï .,,' ) c 2 )-*
rfT
452+75—^ _4,.D+4T)-D2j6«£;,/.;r2Ày' (^F^o)
Nous avons déjà dit commenl, dans les divers lernies des équations que nous venons d'écrire, on faisait apparaître les inconnues u eta^. On vérifiera en particulier que les coeflicieuls A^,, B^,, B^, étant supposés calculés avec les valeurs «", //^; attribuées à «^, n leurs véritables valeurs seront
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quant aux coefficients généraux [J-,„/f^", ils sont, dans les mêmes conditions, à multiplier par
et les Ky sont dé même à midtiplier par i — Sa^ -h . . . .
166. La partie constante de la déri\ée —.-' doit élre nulle, et celte
condition détermine la partie constante de a,,; pour faire en sorte que celte partie constante soit exti-i'ineiiKuil petite, et nous procurer en même temps d'autres avantages que la lecture des équations suffit à mettre en évidence, nous choisirons les indéterminées /^ (/> ^ o) de façon que les quantités A soient nulles, du moins quand on y remplace les a , par les aj,; et nous prendrons en outre x,, = •>. Pour résoudre les équations
ou
on p<ut procéder par approximations successives très convergentes, en prenant d'abord pour les a^, et a^ les valeurs déterminées par les
relations telles que
inlfal-fii» -r- i»,,)-
et 1 on trouve ainsi
x-i = — o.oooC) )0()7,
•/-a = — o.ooo 1 79 8o,
et par suite, il vient d'une façon définitive
" *2 — " [ " 3 O?'-*- 97 '•^- ^ J > (■/!{ = a [ 1 , I7'ji7(>()> |, «';) =r a [ 1 ,4.iiooo;} J, al = a [4,0373437].
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Voici alors les valeurs des dilTérenls nombres nécessaires pour former effectivement et intégrer les équations du numéro précédent. On a d'ai)ord en radians
ng= 0,3764862 = [1,575749], n^ = 0,001 45o2 = [ ), 161 4'^''],
et l'on doit remarquer la relation suivante, rigoureusement vérifiée par l'observation,
c'est en raison de la petitesse de cette quantité que nous avons distingué spécialement les termes des équations (4), qui, comme ceux des équations (5\ sont à longue période, comparés à ceux des équations (6). En fiiisant pour un instant
on a ensuite
puis
K„ = [8,i8428], K| = [G,6i53o], K, = [7,761 ^5]. K3 = [7,<>'>i35], Ki = [8,66682], K' = [6,71692].
On a aussi
;^io= |7i47i'^']- [^20 = [7)773-<«2], Fi;io= [t'-0778î], [^40= (<>, 44568],
en prenant simplement comme nous l'avons dit, pour les coefficients b^ correspondants,
Il ' î -i 3 5
Pour les autres coefficients ù" et leurs dérivées, afin d'éviter toute confusion, nous reproduirons, avec plus d'extension d'ailleurs qu'il n'est nécessaire, ceux qui correspondent à chacune des valeurs
. r4.).oii
des p.„y, au nombre de douze (puisque l'on a ici <y^o). Nous
représenterons ces nombres par leurs logarithmes, et il va sans dire que la dernière décimale n'est pas assurée d'une façon absolue.
l)ft2 = T,8583(v2 r>''^;--=: 0,1 58166 K'Z^f, = 0,796338
|) ij = T.S'ïS;; \>- h-^ = u .oo')i)3() 026^ = 0,760129
I)/;-' = 7,617395 I>ï6j = o.i87(iîi D-'î 6^ = 0,848341
6,-J = o , ooo5 ")6 O 6;*, =: 0 , 7 ■)() 1 1 i
6] = ().o85iii I>6'{ = o,78363o
bl = I ,()47486 06V = 0.53525I
A Jl
!-ii3= 5,949289,
/>;■) = T, 81 5882 062 = 7.586699 1>26;^ = 1 .561678 O^'ôg = 1 ,8679^
^>î = 3, 902455 06^ = 2,473378 026'f = 7.060119 036f = T,67iii7
è|=2, 593072 D6?, = 7,oi6384 0»6'^ = 7. i(io8io 0361=1,941973
è?,= 2,ii0962 062 = ^,6747.48 Oî6|; = 7.249360 0'>6|= 1,843373
II 1 1 6^=3,649426 D6^=2,3i8ii3 0267 = 2,994353 036î= 1,681901
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b'j — I ,30>.73i DiOf = I .80704-
^1 = ■>. .98G198 D6| = 1 ,(Jof>4G
D 6^ = T ^ 3 VM
!Jin= 5,577833,
/>n= 1,680713 l)/^,l = I ,4()i9.)3 D'-bf,^ i,H>i6n 03 6-5 = 7,2-278 18
6ij = 2,o38i8o 1)65 = 2,604679
f^ai = 5,700404,
6^ = -7,38oo52 0 6| = 7, 163687— 0*61 = 1,968449 0-''6r = 0,80493 1 —
6^ = 2,i4mii 06^ = 3,992445— 0^62=1,858793 0^65 = o, 748456—
6^ = o,o85iii 1> 6^ = o,783()3o —
II / 6*^=7,481287 D 6g = 0,420059—
6|=7,3ioo45 D 6g = o,-2948S4—
bl =
hi =
i,95iii8 DèJ=T, 856109
2,69,3060 \) b'{ = T ,3'io5So
ai
bj = 0,079592
ip4=
D3if =
DV
ir^bj,=
D^bï =
. bJ = 2,877272 D 6| = 7,475467
6^= 1,166964 r> b'i = i,65io85
65 = 2 5 808 MJ9 I ) 6H = 1 , 4 > 2 1 4 2
JL 1)3 6^ = 2,79-3969
')\)yo~>.
.e/f^fi*'
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])l>7 = ^.aiSi (3 — \)'h'\== 2.994 )j>
6;t = O, •56()2Io- />f =T,3o273i b?, = 2,986198 />|i' = 2.644062
I )/>iJ = o. 838683—
1 ) i'rj = T, \')'\[)\-; — '") , 148001 ,
bl =
bl =
I .9JI
\)bl= T, 633470— l)^'i'2=:o,i8i:i8S
ï)bl = 7,184058— 1)2 //5'=. o,i33l94
Db\= 1,323896- 1)2 //f = 0,056976
1) b'î — 2,9843 10 — Jl'^^6 — ï,^502I2
bl= 1 ,725412- *'i =<>.o79">9''
1» Aj^ = 0,971669- 1) />f = (>.7762<î7-
D ArJ = 0,628800-
I). Af = O, J25638- .1) bl = 0,40951 5- D èj' = 0,283370-
U3Af = 0,887014—
l)3fe|=:T.S43373 —
l);!Af=T, 681901—
lVi/,|
D-'Af
67 =; ■A,5i7i9r) l)6f = 1 , 1-2 )Ti() l)2 6'ï' = 1 ,77>,968 E)3 6f = 0,47781 ->.
65 2= I ,o3oi>i D 6'2' = I ,489(17 i 1>"-6H = 0,002479 l>^6r, = 0,6016)6
6 li' = 2,709399 D6i| = 1 .3oo7")7 D' 6^; = 1 ,99.3736 1)365 = 0,596990
6^ = 2,408439 D6^ = T, iooo()8 D^6| = i,8r>632 0^6^ = 0,557353
Il ■'
65 = 1,526127 o 6jf = o,3i5i92
il il
fi4i = 5.252391,
II J
6;j = 3,959028 06:j = 2,364508— Oî6H = 2,776103 036'^ = 1,198609—
bl = 2,o38i8o D 6H = 2,604679—
6'f= 0,349819— 0 6'ï = 0,568720— 02 6if = 0,6964 1'»- 0:i6f= 0,934156—
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/>(} = o,t)/l9:)59 — D ^jj = o, 884633 —
il il
b'{ — T. i()()(j()4 l> bj = T,G3i()85 —
uj,, = j,>.9i)6G3,
b'^, = T,()i8743 1) bl z= I .-8o39i— D'- b'^ = 'iA)^:^')' 1
/>f = T, 9(53348— l>/yf = o.3433r2— I >2//f = o, 190064—
^!î=i,o3or2i I >/>.]= I ,48967 i — D^Aji — o,oo2 Î79
i _ .1^ _ i _ ^jf = 2.709399 DAfJ=: 1.3007)7 — j)2/>:-j= 1,923736
1)3 />;-; = o,538io| —
D''6:j=:o,6oiG")6—
D ij-J = o,85'>.o77 — D br, =^ o, 43206 ) —
De ces résultats, on conclut enfin
lii =o,oo'23386 =[3,3689>], \i\ =[3,357o5J,
Bj =0,00057946 = [4, 763o'2], \V., =|4,65oi8],
Bj = o,oooi'235o = f 4 ,<^'.)'66]. I!', =|5,94oo j,
Bji = [5,655399], B,3 = [5,696.99], I
B3, =[6,'i838i8], lia, =[5, 096524], I
u = [7,6i()Oi3J, n =[6,. 848. 9], ,, =[6,8SS48o],
i.i = [ "'■fJ' i7'>7];
B/,0 = o, 15^,0 — - iJ-/,o ;
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B'^, = [5,7855i5], in, = [^,8?.7268], B',, . = [6,543i84 ], B',, = [6,8oo35i], B;.,= [5, 2-2-593], B^, ., = [ 5,o5685i], ■ B:;i = [7,846157], B;.= [6,069736], B'i., = [5,i83o7S];
G12 =[5,59,4506—], G'i .j = [5,079289], Cji =[5,672512 — ], C'a, = [5,21825 ], C23 =[5,716177— ]. C'23 = [5,269493], G;,2 = [5,ii65o2-], Gii., = [6,65o35 ];
sans qu'il soit utile ici d'aller plus loin.
DE JUPITER
Ib
167. La ihéorie des satellites de Jupiter est dominée par les faits piirticuliers suivants, que l'observation suffît à mettre en évidence :
1° Les inconnues ô^, î' , v^^, y' v, v' sont toutes fort petites;
2" Les différences /i" — ^2/1", /?!,'- 2 /i" sont petites par rapport aux moyens mouvements eux-mêmes /i". /;!,', /z";
3° De plus, ces deux différences sont rigoureusement égales, et comme nous l'avons déjà dit, leur valeur commune est
f/ — 0,0 r>,9()68 =[ i^,i 10820] ; 4° Enfin, on a encore avec la iiumik' rxactiludr I'('^alité
de sorte que les arguments N, , N2, N3 vérifient constamment la relation
\l — 2N,= No— 2N3-4--, ou
N,— SNs-f- ■> N3 = 7t.
Dans ces conditions, il est clair que, procédant par ap])r()xiinaiions successives, et nous inspirant des principes généraux développés au Chapitre XVlIi, nous pouvons limiter d'abord le problème à l'intégration du système formé par les équations (3) et (4), en réservant la considération des termes complémentaires fournis par les équations (5) et (6) pour une approximation ultérieure : d'une part en efFet, la petitesse de la différence d ne permet pas de se contenter d'une solution des équations (3) comme première approximation, etil faut leur adjoindre les termes des équations (4) qui dépendent des
arguments à longue période N, — aNo, N^ — aN;, ; et, d'autre part^ la petitesse des coefficients des termes «des équations (5) permet de les laisser d'abord de côté, bien qu'ils dépendent de l'argument à longue période J\o, tout aussi bien que les termes des équations (6) qui ne dépendent que d'arguments à courte période. 11 va sans dire que la longueur des périodes est estimée ici par rapport à celles des arguments primordiaux ]N„.
Nous supposons de plus que, négligeant les perturbations du mouvement du Soleil, on preinic «,'„=== y^^^o, d'après la façon dont on a choisi le plan de référence.
La méthode étant ainsi fixée, et le problème réduit d'abord à la considération du système (3), (4), nous remplacerons les variables t^y
■pi ,i>:
ou encore
en faisant
(7,— 72— '^.crs):
on se souviendra d'ailleurs, toutes les fois qu'il sera nécessaire, que l'on a
d'a|)rr> les hypothèses faites, l^a même transformation s'applique aussi à Y et y'.
l'^n posant encore
cf = - (a, — 3(j2-i- 2a:j),
on véxùfie immédiatement que les équations (3) et (4), où l'on considère les £ , s' , v^^, y' comme ayant leurs nouvelles valeurs, subsistent entièrement aux simples conditions suivantes :
A Ti r f/î/" f^^'ii dy„ dy'n . ^ ,
i" 11 tant augmenter -p, —p, -—, -~^, respectivement des quan-
2" Il faut remplacer \^\~^'^ ^^2^\t' respectivement par e?, — e ?.
En tenant compte des vraies valeurs des coefficients qui dépendent des «^„ les nouvelles équations, aux 26 variables a^, o-^, s^^, s' , T/" Tp'' Y' T' *^cï'**iit à coefficients purement numériques, et par suite, bien faciles à intégrer par approximations successives, puisque ces variables ne prennent toutes que de petites valeurs.
Il est manifeste tout d'abord que ces équations admettent une première solution, indépendante de toute constante arbitraire nouvelle, dans laquelle les inconnues t„, v , v' y, y' sont nulles, tandis que les a^^ prennent des valeurs constantes [i„, et que les î^^, t prennent de même des valeurs constantes respectivement égales, que nous appellerons r,^,.
Si l'on néglige l'effet des constantes extrêmement petites j3^,, on a immédiatement les équations suivantes pour déterminer les y,^, :
I {d -+- B,)-ri,= BiïT,., -(- Bi3-ri3-4- BiiYiv— Cii— D|,r;,— Ei-.riî
! — -{F,.,+ 3H,2— /,G,2)rJ— (Gi,+ l,,+ 2J,,)r,,ïij
— ('G',j-{- r,2 + 2J'ia^'''i2 — Ki:ir,î — i^uiQi'ns
— - '^ I :i '^^ :t • • • ) (,/- B,)Y),= B,,ïi,+-B,3r.3+ B,..r,v-C2,-f-C,3— IV'i^/i — (t);.t-^t>-'3)r,2
— K-.siqs— - (G..,-f-f,i-f-'.J2i)-/lî— (G'îi+i;,-*- '.J.,,)r,,r,,
, - - ( F; , + 3 h i , - 4 C. , ) ïii + - ( F03 H- 3 H,., - 4 C,3 J r,î
— (G,3-i- 1,3 -h ■iii^)y\.,r,:i
(i/-;- l!:i)-^3= F>3,ri,-l- B3.-n.-f- 1531^^4+ <^' 3 -J— K3-.'-^rJ t)';i-.''',3
-H - ( G3, -r- l3-2 + '^ Js:; ) Tnl ^- ( ^ 3 -j H" 'il ■> + '^- J '( î ) T^iî r^j
^^ -(f,,4-3h;,,-4g;,.)ti|- ;^F,3,Y,f - L;,,^i^i
(c/-4- B4)r,i= BuTr,i-i- B...2')2+ B43r,3-+-
II est aisé de résoudre ces équations par approximations succes-
sives, et la solution purement numérique sera préférable. On trouve ainsi, en négligeant les termes du second degré par rapport aux r| , avec une approximation suffisante pour le but que nous pouvons atteindre ici,
7,1= [3,317], -/;.2=[ 3,0-3—], Tj3= [4,472],
la valeur de 7,4 étant entièrement négligeable.
Il en résulte dans les longitudes p,, t^a, t'.,, respectivement, les grandes inégalités
o°,475 sin (2 Ni — '>. N5 ), i",o8o sin (2 ^^2 — :>. N3), — o",or),S si 11 CS^ — N3);
mais ces expressions aj)procliées sont légèrement modifiées quand on tient compte de tous les termes qui concourent à la formation des coefficients.
Il convient encore, en vue de la suite, d'écrire les premiers termes du développement analytique de la solution. Considérons la quantité d^ et aussi les coefficients B^,, comme de l'ordre - par rapport à la
force perturbatrice, elle-même de l'ordre des coefficients ^^q : cette façon de voir est sensiblement conforme à la réalité en général, mais est surtout commode pour le langage, en permettant une apprécialum sommaire de l'ordre de grandeur des résultats. Une première approximation, insuffisante, donnerait
et il serait facile d'aller plus loin.
Mais nous mettrons les valeurs de Yj,, r,:,, r^■^, qui sont d'ordre -j sous une forme spéciale, non explicite; posons
A, 2 = G, 2 H- 2Di.>rj, 4- 2 E12 M, A.ji = G21 -T- •/ D21 ïji -+-■./ 11]., I r,2,
A '12 = G'i2+ 2Ei2-fii 4- 2D',2T,2, a;, = C:>i-h'iEiir]i~ 2D;, /,2,
A23 = G23 — -^ l323'1-2— i f*^23 ■'13, A32 = G32 — •>. l>:;2ir,2— '^^ I>:i2 0:).
A 2 3 = G03— ïKaa'^s — 2iD'^,3r,.j, \'.^.j, — C/,., — >. ^32'^ 2 — ■^■^'m '^a\
les premières équations (^) peuvent s'écrire, en laissant de côté les
termes d'ordre 2 dans les seconds membres :
(rf-+- B,)ti, = Bii-',2-+- i>i;i7,?,— A|o - I>i2'ni-i- E,2-o-2.
(f/^ Bo)r,;; = B3i'^ii+ Bii-j'^-ri-^- A3.J-- Iv;--t,,,— DIjoT,:,;
faisons alors d'une façon générale, en désignant par T^„/ l'un quelconque des coefficients A, 2. . ■ ., E30.
il Vient immédiatemcul
r/ ^ IV-
y , = — (l -+- c/ji ) ai2-l- (^12-1- Cl,,) ( rrv; — '''j 1) -I- />\?. <'>■'. \-i,
r,:; = ( 1 + C/', ^ ) «',._, -f- ( />:;. - (';j2 ) (rto;; u'.j , ) 63, «12,
r, V ^ — ^ji «12 -î- />■, 2i '''2:; — " '^ t ) -^ ^^1 ;;'"':! 2 •
et l'erreur de ces formules est d ordre au moins é<>al à -•
On vériliera encore que les valeurs des constantes ^3,, [i-^i ^3 sont
extrêmement petites, comme nous l'avons annoncé; elles sont de
l'ordre -, de sorte (pu- les se(U)nds mendjres des équations [j) sonl
exacts jiisqu'à l'ordre 2 inclusivement, et que ces équations permettent le calcul des r,., avec une erreur qui n'est elle-même que de l'ordre 2. En se boi'nant aux valeurs principales, et ('•(■il\;inl simplement n., au lieu de /?", ainsi rpic noii> le ferons toujours dt)rénavant. on a
(3-,11)jC,2-v
I 7 «2 P2 = (2 — -î IJJ < -/i r,, + ( 3 — i l> ) < -j 1 •'■,. --
Im -)- :^^l'>i I 'ri>
lî.
AB
(•<-41.))C;.,iri:;-
(ï - î n > < ::;oïi2— (3 - 4 0) (7,, y,;, + (n, +- ;^ ABa") -q-i,
il l'on peut ajouter la valeur dOidr
l»-ll,2^i-(i-'l>'";3^^
168. Une fois en possession de la solution particulière que nous venons de déterminer, changeons les quantités s^,, s'^,, 7.^, en -^^,-1- (e^,),
'^ip+i^'p)^ l^!>-^(^l>)- Les équation'
Millciidront |)lus aucun
terme iiulcpciulant «les uoiivcllcs iiicoiimirs, (pii sont les (a^,), Tp,
(tj,), (î'„), 7/,, Y„. y. y', dans leur ensemble; et si on les réduit à la forme linéaire, elles formeront deux systèmes distincts, que nous allons écrire successivement.
Le iiremier de ces systèmes sera :
(d-r- B, )(£,)- l5,,(£,)-H,3(£3J-Bu(^.0-^t>lî(<)
di>
(D',, -^ D,, ) (£2) -f- E23(^;) + (A:,, + A,3) cç -+- r,-
-^(rf-vBOOi)- ini(^i)- I5.i2(e.)- l5;3(î:',.)-^-r,4^ -^...= o,
^-4A,.>['>'^r,,<p-(£,)^(^',)]-4A„['ir.,«-(E,) + (E;)]+...= o,
/ ^— - -^ « A-.., I 'i-^, o- (£,) + (e',)j + « A, , [■ir,^^- (t^) - (e',)] («) \ — .iA,3lv.r,2'f ^(îîj — (£2)]— iA:,:, [-ir^iO -+- (£3) - (e;,)! + •••=<» .
"ITT"
-+-8 A32I '>.-V,Cp -^ (Ej) - (£'2)1 + 8 A'3, ['2r,3Cp -f- (;£3) -(£';,)] -+-... = O,
n2-i-f,]U)('-ii)
7F' ^(^"' ^■'»'^')^«')-[^^I^. + AB,)r,,+-(3-.iD)C,2][(e.)-f-(£',)l
-(ci-4D)(':, ,[(£,) + (£',)]-+-. ..= 0, d^i d-. \-i
-[(■in24-AB,)r., + (3-4l>)G,,-(3-4-l)jG,3KE,:n-(£2)]
^ -i-('^;/3-i-4B3)(«3)-[('^»534-AB3)7.3-(3-4D)G',,][(£3)+(V3)l
\~3^ H- (-'«v-+-4Bi j(a4)+... = o;
mais l'on doit taire à son sujet les quelques observations qui suivent.
Les quatre premières équations doivent être redoublées, en permutant les Zp avec les e' , en même temps qu'on change le signe de C5, 'i;, t; les quatre équations suivantes ne contiennent aucun terme en (ocp), et les quatre dernières ne contiennent aucun terme dépendant de la combinaison es, en dehors de laquelle les o-y, ne figurent
1 Ci- ■ 1 1 , ■ , dit,) d<h
pas; les coetticienls des dérivées —j — , -£'••' sont tous exacts; on a
négligé les coefficients des (a,,) qui sont d'ordre supérieur à -, ceux
des (£;>), (s'n) qui sont d'ordre supérieur à i, et ceux de ç qui sont
ni ' • .3 (■ • 1 1 1 1 d(y.p)
d ordre supérieur a - ; toutefois, dans tes valeurs des ,' ; on a porte
l'approximation plus loin, en prenant les coefficients des (e^»), (e' ) exacts jusqu'à l'ordre -. et ceux de '^jusqu'à Foi'dre 2, inclusivement. Quant au second système, il ne dépend que des y^, v^, y, y', et s'écrit
-^ ^- (r/ - P>,) T . + '^'i •' Tî + '^'i ;. ï^ + K 4 Y^ + I^'i T
15oiT;~+- BoY
(9) dj.
dy?, "d-
dju ch
+ B^ , (yf. - y;) + jj;, (y; - y;) + • • .- o, {d - w) Y3 + w., , Y, + b; , y2 + b;, , Y4 + \y, y
{d-^ f3,,)Yi4-B', ,Yi + B'4,Y2-i-B;:,Y3 + B'4Y-^-= ^N
(r;?— K') Y -+- KiYi-!- KîTî-i- KaYs-i- K^Yi ■+-•■•= "•
Gomme ci-dessus, ces équations doivent être redoublées, en permutant les lettres y, y' et changeant le signe de t; les coefficients des inconnues sont exacts jusqu'à l'ordre i , inclusivement.
Étudions en premier lieu le système (8), du seizième ordre, et remarquons que nous en connaissons à l'avance six solutions particulières, dont il n'y a pas lieu de tenir compte; en premier lieu en effet, on peut donner aux o-^ des valeurs constantes arbitraires liées
par la relation ç = o, toiiles les autres inconnues étant nulles; en second lieu, on peut encore donner aux t^, des valeurs de la forme 0-^,-7, les u" étani des consiiiulcs arbitraires vérifiant la relation 7" — a-(7^-|- 20-3 = o, et Ton en |)eul manifostenient conclure pour les autres inconnues des valeurs constantes, telles que l'on ait (ep) = (e'^). Mais ces six solutions sont en réalité superflues, les constanles ([u'elles introduisent allant se fondre, dans les expressions des coordonnées ou des éléments, avec celles (pii définissent les arguments Np, cest-à-dire /ip et /".
Pour déterminer les solutions nouvelles des ('(juations (8), nous devons poser, conformément à la théorie générale des équations différentielles linéaires homogènes à coefficients constants.
( V. ) = ^p e-i^, ( £;, ) = ^;„ e-'S ( OL,, ) = co/, e-''-, ^,, = l,, e-'C,
en désignant par ç^, ^' , (o^, X.p des coefficients constants, et par G un argument de la forme gt-\-Gai S' et Go étant deux autres constantes dont la dernière est arbitraire. En portant ces valeurs dans les équations (8), nous aurons seize équations linéaires homogènes entre les seize inconnues \p, T,, o>^, !^^, et en écrivant qu'elles sont compatibles, nous obtiendrons une écpiation finale |)ro|)re à déterminer la dernière inconnue g : une fois obtenue la valeur de g^ les rapports mutuels des ç^, q' , to^^, ^^^ en résulteront, et l'une quelconque de ces quantités pourra être choisie arbitrairement.
L'équation en g, du seizième degré a prioii , ne sera en réalité que du dixième degré, d'après ce que nous avons dit des solutions déjà connues; il est clair d'ailleurs qu'elle ne contiendra que les puissances paires de g-, car, d'après leur forme même, si les équations (8) admettent la solution que nous venons de définir, elles admettront aussi la solution
c'est-à-dire la solution conjuguée de la première, l'expérience montrant que les valeurs de g^ et par suite des coefficients ^^,, ..., sont toutes réelles. On voit par là comment ces nouvelles solutions introduisent les dix nouvelles constantes arbitraires nécessaires.
En raison du grand nombre des inconnues, il ne paraît pas simple de procéder aux calculs que nous venons d'indiquer autrement que par approximations successives, purement numériques de préférence :
mais ici, nous ne pouvons qu'amorcer ces approximations, sous forme partiellemenl analytique.
L'examen le plus supciticicl montre que la quantité i,' est nécessairement petite; supposons-la d'abord d'ordre supérieur à -5 et en
fait, comme le montie un premier calcul rapide, d'ordre -; regardons
aussi '^1, ^2? >^.i comme les inconnues principales, c'est-à-dire d'ordre zéro, et posons
en même temps que
d-r li,
Les inconnues ç,, c^, ç, sont d'ordre -j et avec une erreur d'ordre supérieur à 1 , on trouve sans peine
2 \. = 7/2(1^ gi^ i'.V)r -r- r.,^"-î( I -^- ^2) r , ■•i ?:; = -^ '; ( > -^- ^:i + ^' ; ^ -^ T1 3 g:. ( ' "^ A'a ' T-
en appelant r/,, r/, , fj^, les expressions précédemment obtenues pour Tj,, 'i\.^^ Y|:i, où l'on a changé le signe de a-x-i et «'.,., ; quant aux valeurs de ç, , ^'.,, çj,, elles se déduisent des précédentes en changeant le signe de v, ^', g. Ceci résulte immédiatement de la comparaison des équations (8) et des équations (j i, mises sous la forme spéciale que nous leur avons donnée en dernier lieu. Si l'on fait encore
'n — 'il
de sorte que
//■( — 2 ( Z>i2 -f- «1 î ) «23 + ■>■ ^13 «îi 2 — ^l'i A'i ,
-r, 2 = 2 ( H- <, , -T- f/sS ) « 23 -V- '.i ( 1^2:1 -+- «'•23 ) «3 'J — '12 ^ii .
7)2 = 2(1-4- f/ï 2 1 -+- dri)a'.,i + '2(/^2,-)- «21) a, 2 — y/a^^,
■^':t'= 2(^32-+- «32) «2 1 ^ 2 63,rt,i — '^'i^riiî
les dernières équations (S) donneront, avec une erreur d'ordre supé-
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rieur à 2.
.■> ' -il
n-i -h iGB|
4- (A,,//; 4- A'i ., r/.) ^ — (A, 2-^1, ^î + A'i ,,r,,^| ) :' = o, + (2A2ir;,^^*-+- 2A(_,, rj2^|-4- AaaTjîA'j -+-A2 3r(3g2)Ç':= o,
■^ "=■' (2A3,r/.-4--2A'3.r,;')^-(2A32ir)2^^-+- 'A'32T^3^i)?'= O.
6 «3-+- i(iM:i
On peiil résoudre ces équalious en laissant d'abord de côté les termes qui dépendent de ^';, §'^, gl, pour en tenir compte ensuite, et l'on trouve
la période de l'argument G est par suite d(^ 21 10 jours environ.
Cette solution constitue ce que Laplace a appelé la libration des trois premiers satellites : la constante J^ paraît d'ailleurs insensible, c'est-à-dire que la libration ne donne aucun effet appréciable à
l'observation.
Si l'on s'était borné à prendre la partie principale, d'ordre - > de g'^ ,
on aurait dû négliger complètement les termes en o^, «i^, g\ dans les équations précédentes, et faire
en même temps que
\', .j = C\ ._., A!, i = G2 1 , A23 = G^:) , A:j2 = Cj2 ;
on aurait eu ainsi
d'où
c'est-à-dire
;,' = o,oo38), ^^ = 0,1 33^, !;2 = — o>'^7t^i vj= 0,0-23!^, la péiiode de G étant de i63o jours environ.
C'est l'approximation dont se sont contentés Laplace, et plus l'éceniment M. Souillait : on voit qu'elle donne pour g une valeur beaucoup trop grande, en conservant à peu près exactement les rapports des coefficients î^,, X^^-, sa* Cette nouvelle expérience confirme que pour obtenir des résultats valables, il est nécessaire de porter assez loin les approximations, et de les traiter plutôt numériquement.
169. Supposons maintenant la quantité g d'ordre -> et de plus
positive, ainsi ({ue nous en avons le droit; et regardons ?(, ^i^ H3, H* comme les inconnues principales; on voit tout de suite que dans ces conditions, les coefficients ^,, ^^i Cs seront du même ordre, c'està-dire de l'ordre zéro, tandis que les autres inconnues w,, Wa, toj,
ç,, ç.,, ;.,, ;, seront d ordre -•
Nous ne pouvons ici que montrer comment on pourra diriger les approximations successives, et nous nous limiterons à cet effet à la considération des seuls termes d'ordre minimum dans les équations (8) : ce ne sera, nous le savons, qu'une approximation insuffisante, permettant cependant de se rendre compte de la façon dont se présente la solution, ainsi que des difficultés du problème, et des procédés propres à les surmonter.
Avec cette limitation, le système (8) se réduit à sept équations, et en faisant
on peut écrire :
{\h-g')h-^-n'^^- li.:. ?;; - 15.1 ?v - - ( a; , + A23 ) r - - ^-Tl, ^' = o,
(H3-^')?:,-B.i?i-IJ3.5.-H;uÇ;-+- -A;,,î
^îÇ., = — (ino('2A,,Ç,-+-2A',,Ç2-l- A.>.Tf,+ Al-^Çs), Il convient alors d'éliminer ii^i, -iTo, iÇs pour former quatre équations
ne renfermant cfue ;,, q.,. çu, ;,. liaisons à cet effet
^=^", A,2 = — Al, A;,-f- A23-=~ A,, a;,, = -A3,
puis
G', = 3 «1 A 12 -+- (in.jAji,
G., = 3«i Ai2 H- 18 //.A., , -t- ()//2 A.2;;-4-r>. /J:i A:j.j,
G3 = 9 rto A; ., -H 1 > /i;; A '; , ,
G'^ = 3 n 0 A '., .[ — i j. n ,., \ ; ., : on aui'a pour les quatre équations cherchées
{g'- B, -H 7), G', A^"+ A, G, A'"-^) 3, -- (H,,-i- -r,, G2 A'''+ A, Gj,:^"M S.^
-t- ( 1^13-+- 'fi\ ^' :!••?■" -+- A] Gs,^"-) $3-1- '»UÇV = ",
(^'_H,_j-y,,C,^"+A2Gî^"^)C2-^(B2i-^-ri2C',^"-'- A,G,^"\)$,
(12) / -+- I l!-2:i- :■ rrl^'i f;" -^ A0G3A'"- I l-i ; l''2V?(, = <>,'
+ ( 1532-+- ■n3<'2^"+ AaGi^''^) ^2-H ^34^.= O, (^'-H4)Çv + jBuS,-4-H42?2-f-in3b = 0. .
Numériquement enfin, il vient en représentant les coefficients simplement par leurs logarithmes :
--:- ( "),(i9r) — 7,97i^"+ 8.01 '1a'''V) ?:*-+- ri,i85$i = <),
C^'— 5,5'23;Çv-i- 7>^9i^i-t- 7w'i;2-+- >,<Ji->;:t= «.
^ÎÇ, = — 4,8(),S;,-(-4,177t2,
,^'-'' Ci == 4 , 95 ) ç 1 -- 4 , ■"><> I \-i — 4 ■ 1 7'*^ ;-. '
avec
Il n'est pas malaisé de prévoir, d'après la grandeur relative des nombres ainsi mis en évidence, que les diverses valeurs de g doivent annuler très sensiblement le coetliclent de ^i dans la première des équations (12), ou ])ien celui de Ç2 dims la seconde, etc. Partant de là, et procédant par ap])roximations sucesslves très simples et rapides, on obtient pour le système (it) les quatre solutions suivantes, où l'on peut regarder successivenicul ç,. \.^^ Çs, ;., comme une constante arbitraire :
"[:>,7-^'>]^ii
-[o,4v4]çi,
îl=-
[o.'uijï,,
[^,:j<'ilb,
[T,'-'-0' Ji-f.
i-.si'>,ii-,.
-LT,<'8;JlÇ,.
g' = Vu'^\\\,
îl =
[ 'J/iJ) 1 ^;.
-[^.«-il^.
[■i-84<Hç'.-
D'après les formules de M. Sampson, on peut d'ailleurs prendre, d'une façon au moins approchée, successivement
et toutes ces inégalités sont par suite fort petites.
Mais, répétons-le, ces résultats ne peuvent être considérés que comme une indication : lis montrent d'ailleurs suffisamment comment on devra s'y prendre pour Intégrer plus exactement le système (8), sans qu'il soit utile de transcrire les \aleurs approchées que l'on en peut déduire pour les inconnues ç' . to^,.
170. En\isageons maintenant le système (9) : en tenant compte de l'existence des solutions conjuguées deux à deux, nous devons en chercher cinq solutions particulières de la forme
en désignant par y,. ■/' des coeflicients constants, et par H un argument de la forme /// + II,,, h et Ho étant deux autres constantes dont la dernière esi ai biiraire ; nous convenons d'ailleurs ici cpie sous
la désignation générale v^^, il faut entendre non seulement y,, Va? Ys? jn, mais aussi y.
Comme précédemment, on obtiendra une équation en Ji du dixième degré, ne contenant que les puissances paires de /* ; à chaque valeur positive de /i, par exemple, correspondra un système de valeurs des coefficients y^, y' dont les rapports mutuels seront déterminés; et nous aurons introduit finalement les dix dernières constantes arbitraires nécessaires pour compléter la solution générale du problème.
La quantité h étant supposée d'ordre ~j et positive, regardons
les '/p comme les inconnues principales; les y'^, seront de l'ordre > et en se bornant comme ci-dessus à la seule considération des termes d'ordre minimum, le système (9) se réduira aux cin(} équations suivantes, où l'on a remplacé h par d-\-li :
( // + Bi ) / , - \\\ ., y. 2 — ]>,\ ,, /_3 — ir, , ■/■ - ]i\ x = o , ( //-f- B2 ) y. 2 — Bj , yj — B2 ., •/;( — B; i / ; — \V^ y = o ,
(i3) ' (//'-f- B3) /;,- b;,,/,- b;,,/j- Bi.iXv- B', ■/ = (.,
(/<'H-B,)/.v-B';,/,-B;,y,-B;,y,_B', y = o, \ {h'-\- K') / — K, /,— K., /,— K3 /ji— Kv/_v = o;
les valeurs nuuiériques des coefficients ont été données précédemment. En résolvant ces équations toujours d'après les mêmes [)rincipes, on trouvera les cinq solutions suivantes, où l'on doit regarder y,, -y 21 ys, y4, y successivement comme une constante arbitraire :
Z = — [^'■^'l'îJZi:
Z3 = — [^r"'<'9jZ2.
Xv = — [5,o5'>- ]/.-',
Zl- [^377]/_:„
/,= |T,i-,3lx3,
XV = — LT-'-il lZ:i:
Xi = — [l,2()1Jy..,
z = — ["^/'gsiz'.;
Z2= ["".'.MlSJz '
T,<)HX
Zv=- |J,93()"JZ-
D'après les résultats de M. Sampson, on peut d'ailleurs prendre,
d'une façon au moins approchée, successivement
7.1 =-[4,3-7], /.o = [3,6ii|, /_3 = [3,i(r2], y. :=:[!, -,75], x = [5,432].
Ces nombres suffisent à montrer que l'équate'ur de Jupiter conserve une inclinaison à très peu près constante, égale à S",}© environ, sur le plan fixe de référence, c'est-à-dire sur le plan moyen de l'orbite de Jupiter à l'origine du temps; de plus le mcud ascendant de l'équateur de Jupiter sur le plan fixe a un mouvement rétrograde très lent défini par la valeur A'= — [8,()o], et par suite égal à 3'',o par an : c'est le phénomène qui correspond à la précession terrestre.
Et sans entrer dans le détail d'interprétations géométriques inutiles en fait, nous pouvons ajouter qu'il ressort clairement des nombres ci-dessus que les satellites S„ s'écartent toujours fort peu de l'équateur de Jupiter.
Il sera facile maintenant d'intégrer plus exaclemenl le système (9) : en particulier, on aurait immédiatement les valeurs a])prochées des coefficients y', qui résultent des calculs effectués pour obtenir les y .
171. Pour achever la solution du problème, il ne reste plus qu'à compléter les équations (8) et (9), en écrivant dans leurs seconds membres d'abord les termes de degré supérieur au premier par rapport aux (e,,), (s^), (a^), cr^,, y^,, y'^, y, y', puis les termes qui proviennent de la considération des équations (5) et (6), en ayant soin de tenir compte des changements de variables que nous avons été amenés à efléctuer : c'est-à-dire que l'on doit prendre les seconds membres des équations (5) et (6), en y remplaçant s,,, e'^, y^, y^, par
et de plus, les seconds membres des équations en -rf > -^'> —- doivent être multipliés par e-"^'-'^-'*'''-?'^ tandis que ceux des équations conjuguées doivent l'être par l'exponentielle conjuguée ,o'(^i-2Nih-'J/
On sera ainsi amené à intégrer des équations linéaires non homogènes à coefficients constants, dont les seconds membres ou bien sont immédiatement connus, ou bien peuvent être facilement déterminés par des approximations successives; et comme on connaît déjà la solution générale de ces équations privées de leurs seconds membres, il suffira de déterminer les solutions particulières qui
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correspondent aux dliréreuls termes des seconds membres. La méthode des coefficients indéterminés y conduira facilement, sans qu'il soit nécessaire en général davoir recours à des approximations successives; mais on devra tenir compte des petits changements que celles-ci pourront apporter aux coefficients mômes des inconnues dans les premiers membres des équations (8) et (q).
On ne rencontrerait quelque difficulté dans l'application de cette méthode que si l'on cherchait la solution particulière qui correspond à des termes des seconds membres dont la période serait ou bien très longue, on bien très voisine de celle des arguments G ou II (la libration étant exclue ) : ce qui correspond au phénomène l)ien connu de résonance. Le second cas ne se présente pas, si on laisse de côté les termes qui dépassent le second degré par rapport aux (e„), (s' ), . . . , ce qui est évidemment légitime : il suffira donc d'examiner de plus près le premier cas, celui des inégalités à très longue période.
Supposons, ainsi qu'il arrivera le plus souvent, que les quatre dernières é([uations (8) seules comportent des seconds membres de la foi-me iJ-pe'^'\ G' étant un argument linéaire par rapport au temps, dont la vitesse i^' est fort petite; <^t mettons la solution correspondante sous la forme
en posant encore On aura d'abord
mais il serait inexact de déterminer ^,, ^^.^^ ^d de la même façon.
Il faudra procéder comme dans l'étude de la libration : les vp(yt) = i, 2, 3) étant pris comme inconnues principales, et l'ordre de g' étant supposé égal à /r, on voit. (|uc l'on devra regarder ^ comme
de l'ordre 2 A" ; 5 les ç^, — z,'p comme de l'ordre 2k — i, les m^
comme de l'ordre k.
On obtiendra en effet les même formules que dans le cas de la libration, en ayant soin de remplacer g par — g\ et par suite ^), ...
par g\ = — '^ , . . • , et en donnant aux équations finales (10) les seconds membres ^ — ^ ' '', .. • Négligeons alors l'effet des très petites
quantités o'j, _^''i^, .... et appelons ^", ^!;, ^l les coefficients î^,, 'C,.,, ^3 déterminés à propos de la iibration (quand on y fait ^= i), en employant la lettre ^o pour le mouvement de l'argument G de ce phénomène; les nouvelles équations (lo) s'écriront sous la forme simple
■~ ff l^'>-
et, en vertu de la relation donneront
.2vt)
On voit ainsi que la somme ^, — 3ua -t- aî^s ou "Ç sera d'autant plus petite que la quantité .i,'' sera elle-même plus petite; c'est-à-dire que, suivant l'expression de Laplace, les inégalités à longue période de a-,, 0-2, Us se coordonnent de façon à ne |)as troubler la relation singulière qui existe entre les longitudes moyennes des trois satellites.
iVppliquons ces résultats aux inégalités qui ont pour argument la longitude moyenne du Soleil, analogues à Téquation annuelle de la théorie de la Lune. D'après les équations (5), il faudra prendre
[J-p e'^ = — ^MV"SoÀo;
avec g'^zrio; en supposant l'exceulriciu': 6^, de l'orbite du Soleil égale à [2,()84|, et ajvpelant justement (V raiionialie mo^^enne du Soleil, on aura
172. Dans tout ce qui précède, on a fait abstraction des perturbations du mouvement képlériendu Soleil, ou plutôt de Jupiter : il faut encore dire quelques mots de la façon dont on devra en tenir compte.
Supposons d'abord que l'on prenne en considération les inégalités à longue période des éléments, parmi lesquelles on devra distinguer surtout les grande^ inégalités qui dépendent de l'argument 2 N^ — 5N'„, en appelant N'^ la longitude moyenne de Saturne. On voit tout de suite que, pour tenir compte des inégalités de la longitude moyenne No et de la longiluchj du périjove t^Tq. il suffira précisément d'augmenter
ces éléments de leurs perturbalions dans les formules primitives : et ceci est conforme à ce que nous avons déjà dit plusieurs fois dans des circonstances semblables. Les inégalités de l'inclinaison y'o 6t ^^ M longitude du nœud 9o ne donnent lieu à aucune difficulté; enfin on obtiendra l'effet des inégalités o^^/o et ô<?o du demi-grand axe et de l'excentricité en appliquant les mêmes lègles que ci-dessus, après avoir mis dans les seconds membres des quatre dernières équations (8) les quantités telles que
c'est ce qui résulte immédiatement des formules (3), en tenant compte de la vraie valeur de A^,, ainsi que des expressions des coefficients B',„, db;„.
11 faut envisager maintenant l'effet des variations séculaires des éléments de l'orbite solaire. Pour tenir compte d'abord de la variation séculaire de t^îq? '1 suffira encore de la joindre à tho dans les formules primitives. La variation séculaire de l'excentricité e^, soit e'^t, pro- (luii-a, comme dans la théorie de la Lune, des accélérations séculaires dans le mouvement des satellites; on les obtiendra en mettant encore dans les seconds membres des quatre dernières équations (8) les {{uantités telles que —6^.^606^1, et en recherchant l'effet de cette addition comme au numéro précédent, quand il s'agissait d'inégalités à longue période.
Supposons d'une façon générale que les dernières équations (8) comportent des seconds membres de la forme [jl^t, et cherchons la solution particulière cori'espondante de l'ensemble de ces équations. On aura d'abord
et pour p = i, 2, 3, on volt sans peine, d'après la constitution même de ces équations, (jue l'on peut prendre
en désignant par v' , oj^,, ç^,, ;' des constantes déterminées, dont les premières vérifient la relation
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landis que les Ç^ sont des constantes partiellement arbitraires, pour
lesquelles la somme ^, — S^j-f- 2^3 a seule une valeur déterminée J^;
de plus, on voit encore que si les "Ç sont d'ordre zéro, les coei-
ticients co^, ç' seront du inème ordre, les ç^, seront d'ordre — i ^ e*' s
sera d'ordre — - •
Reprenant encore une fois les mêmes calculs que pourlalibration, on a alors
et en désignant comme plus haut par ^q, ï^", î^^» ^3 les quantités ^, ^1 ; ^a, ^3 relatives à la libration, on tombe, si l'on néglige dans la détermination de ce phénomène l'effet des petites quantités g'^^. g^, gl^ sur les équations simples
d'où l'on tire
La variation séculaire de l'excentricité e^ de l'orbite de Jupiter n'altère par suite que d'une quantité constante, dont l'effet est entièrement insensible, la relation qui existe entre les longitudes moyennes des trois satellites S,, So, S3. Les accélérations séculaires ^' sont elles-mêmes insensibles.
En dernier lieu, nous avons à chercher l'influence du déplacemenl séculaire de l'orbite de Jupiter, et pour cela, d'après les hypothèses faites sur le plan de référence, nous devons prendre les quantités primitives •/„, y'^ sous la forme /^f^t, -/^^l, en désignant par -^o, ^'^ deux constantes conjuguées très petites. En se reportant aux équations (3), qu'il suffit de considérer, on doit donc donner aux équations (9) les seconds membres — B'p^^yote~'^^'~'^^'K le coefficient B'^^, étant remplacé par Ko quand il s'agit de l'équation en -^; et si l'on fait
;/„ = — ty^„e-'>'''- »>. ,
ces seconds membres deviennent, dans les mêmes conditions,
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pour les équations conjuguées, ils seront de même B' jj-^t, en appelant [a'^ la quantité conjuguée de [Xq.
On voit alors que les valeurs précédemment trouvées pour les y^, y' , y, y', doivent être augmentées d'une solution particulière des nouvelles équations (9), que l'on peut prendre sous la forme
Ip = i'^p + 'A.P ^) 1-10-+- ('^'p-^'lp')\^'o . Yp=i'^'p — l'p^) 1^0+ ('l';^ — Xp-) [J-o,
en appelant <]>^, y^, J^'^, y' des coefficients constants à déterminer. Mais les 'V^, y' sont d'ordre - par rapport aux coefficients correspondants di^, y„, et nous nous occuperons seulement de ces derniers, qui, au surplus, interviennent seuls pour donner les inégalités de caractère non périodique des y^, y' primitifs.
En substituant les valeurs supposées des inconnues dans les équations (9), on voit d'abord que les y^ vérifient les équations
Bi Xi — B', 2 7,2 — B'i 3 X.3— B', 4 /4 —B\i = B'/^o,
K'X -KiXi -K2X2 -K3X3 -K4X4=K'o;
d'après la définition des quantités B^, et K', la solution de ces équations est en évidence : on a
Il vient ensuite, pour déterminer les ^p,
Bir}/i-B',2<j;2-B;3^3-B',,f.-B',4; = i,
K'']/ — Ki^Vi — K2<]^o — Ks^^s — K4 64=i,
et il est facile de voir que si l'on appelle /i'„ la dernière valeur de h' calculée au n° 170, on a très sensiblement
^1 = ^, •]>2 = [1,998]'!', 'V3 = tî,988]-]>, '1^4 = [î,936J^,
c'est-à dire que les rapports mutuels des quantités 'iip et t|i sont les mêmes que ceux des quantités y^ et y relatives à h'^.
Désignons encore par Hq et par ^q l'argument H et le coefficient y du n" 170 qui correspondent à la racine h'^ ; nous voyons qu'en résumé, on passera des valeurs déterminées dans ce numéro pour les y^ et y
aux vraies valeurs de ces quantités en les augmentant de ^qZ d'une part, et d'autre part en y remplaçant e"'"» par e '•'» — — - ; et de même on aura les vraies valeurs des y^, y', en augmentant les anciennes de — a'-:, et en remplaçant e'"» par e'"» — T-p--
Si l'on veut prendre le plan variable de l'orbite de Jupiter comme plan de référence, il suffira de faire les substitutions relatives à e"'"» et e'"% en supprimant l'addition des termes |jioT, — a^x.
Tout ce que nous venons de dire montre bien que la théorie des satellites de Jupiter ne présente pas de difficultés insurmontables, tant que l'on suppose connues les constantes dont elle dépend : la véritable difficulté consiste dans la détermination effective de ces constantes, en particulier des masses des satellites; caries développements analytiques suivant les puissances de ces masses ne présentent qu'une convergence insuffisante. Mais nous ne pouvons aborder ici ce problème, qui nous entraînerait en dehors des limites que nous nous sommes fixées.
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