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AVERTISSEMENT
Le Cours de Mécamque que nous publions est la reproduction des Leçons faites par M. Sturm a rÉcole Polytechnique et à la Sorbonne. Il est composé d'après les feuilles autographiées de TÉcole, améliorées à l'aide des notes et des cahiers de M. Sturm. L'ordre suivi dans l'exposition des matières est celui de l'ancien Programme. Peu de temps avant sa mort, M. Sturm s'est expliqué fort nettement sur les raisons qui le portaient a séparer la théorie de l'équilibre de celle du mouvement.
« Jusqu'à nos jours, disait-il, on a divisé la Mécanique en deux parties distinctes, la Statique et la Dynamique. La première emprunte à l'expérience la notion du point matériel et celle de la force, et avec ces deux seuls principes, elle s'achève comme une science purement géométrique.
» La Dynamique se distingue de la Statique par l'introduction de plusieurs notions nouvelles, tout à fait étrangères à la Statique, telles que le mouve-
AVEBTISSEMEKT.
nient, la masse, le temps. Dans l'ordre naturel, où l'on passe du simple au composé, on doit donc commencer par la Statique. Mais nous avons changé tout cela, ou plutôt, on a changé tout cela.
» lies conditions d'équilibre sont indépendantes des idées de temps et de mouvement.
»' Il ne feut pas dire que le théorème des vitesses virtuelles est le principe de la Statique : il n'en est que le résumé. Le véritable principe est le théorème de la composition des forces. »
E. PROUHET.
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PREMIÈRE PARTIE
PREMIÈRE LEÇON
DÉS FORCES APPUQUÉES A UN BfËME POINT.
Définitions. — Comparaison des forces. — RésalUnte de plosiears forées. — Composition des forces dirigées suiyant la même droite. — Règle du parallélogramme des forces. — Composition de plnaieart forces concourantes. — Relations entre une force et ses composantes soiTant trois axes rectangulaires.
DÉFINITIONS. FORCE. ÉQUILIBIIE.
1 . On appelle corps ou matière tout ce qui affecte nos sens d'une manière quelconque.
Les corps sont composés de points matériels ou à! atomes de dimensions insensibles.
Un corps peut être en repos ou en moui^ement. Nous ne pouvons observer que des mouvements relatifs : toutefois on conçoit le repos et le mouvement absolus.
S. On appelle force toute cause qui met un corps en mouvement ou qui tend à le mouvoir.
3. Quand un point ou un système de points lies entre eux, sollicite par un système de forces, se trouve dans le
Stubm. — Méc, I. I
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même état de repos ou de mouvement que si ces forces n^exîstaient pas, on dit que ce point ou le système de ces points est en équilibre. On voit qu^il n^est pas nécessaire pour cela que le système soit en repos : toutefois c'est à ce dernier cas que cette définition s'attache le plus ordinairement.
COMPARAISON DES FORCES
4. Trois choses sont à considérer dans une force : son point d^ application, sa direction et son intensité.
5. On dit que deux forces sont égales quand, appliquées à un même point, suivant la même direction et en sens contraires, elles se font équilibre.
Si une force P^ peut remplacer deux, trois^ quatre, etc., forces égales à P, appliquées à un même point et dans le même sens, on dira que la force P' est égale à aP, à * 3P,. ... De la notion d'une force multiple d'une autre, on s^élèvera à la notion de deux forces dans un rapport quelconque.
6. On démontre aisément, d'après les considérations précédentes, que le point d^ application d^ une force peut être transporté en un point quelconque de sa direction, pourvu que ce dernier point soit lié au premier d^une manière invariable.
RÉSULTANTE DE PLUSIEURS FORCES
7. Quand une force unique peut faire équilibre à un nombre quelconque de forces appliquées & un système de points liés entre eux d'une manière invariable, on peut remplacer toutes ces forces par une seule force R égale et opposée à la première. La force R est dile la résul' tante des forces qu'elle remplace, qui en sont nommées les composantes.
8. Un système de forces ne peut pas toujours être remplacé par une seule force*, mais quand cela a lieu, il
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n'existe qu'âne résultante. En effet, si le même système admettait deux résultantes R et R', une force égale à R, appliquée suivant la même direction et en sens contraire, devrait faire équilibre à la force R', ce qui est impossible si R^ n'a pas la même grandeur que R, la même direction et le même sens.
COMPOSITION DES FORCES DIRIGÉES SUIVANT LA mImB
DROITE
9. Si un certain nombre de forces sont appliquées sui" vant la même ligne droite^ elles se composent en une seule y égale h V excès de la somme de celles qui tirent dans un sens, sur la somme de celles qui tirent dans Vautre sens, et cette résultante agit dans le sens des forces qui composent la plus grande somme. En d'autres termes, la grandeur et le sens de la résultante sont donnés par la somme algébrique des forces, en regardant comme po5i£iVe5 celles qui tirent dans un sens, et comme négatiî^es celles qui tirent dans le sens opposé.
Si deux forces P et Q sont représentées en gran
deur et en direction par les deux '^' '* côtés contigus AB et AC du pa^
rallélogramme ABCD, la résultante R de ces deux forces sera représentée en grandeur et en direction par la diagonale AD de ce parallélogramme, en sorle que les composantes et la résultante peuvent être représentées par les trois côtés du triangle ABD.
Pour démontrer ce théorème, nous commencerons par faire voir que la résultante^ est dirigée suivant la diagonale AD> en nous appuyant sur le lemme suivant : Soit un losange ABCD, de forme invariable : appliquons
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aux points A et C quatre forces égales dirigées suivant les
côtés AB, AD, CB> CD. On peut regarder comme évident
Fig. a. que les forces égales appliquées
en A donnent une résultante dirigée suivant la bissectrice AC de Tangle BAD, et que les forces appliquées en C donnent une résultante égale et directement opposée à la première. Le système reste donc en équilibre sous Faction des quatre forces.
11. Cela posé, soit y* une commune mesure aux forces P et Q, et admettons, pour fixer les idées, que Ton ait
partageons AB en quatre parties égales et AC en trois parties égales entre elles et par conséquent égales aux premières. Menons EH, FI, GK parallèles à AC, et MS, LN parallèles à AB.
Nous ne troublerons pas Fétat du système en appliquant aux sommets L et E, M et F, CetG, HetB, letN, KetSdes losanges LE, MF, CG, HB, IN, KS, et suivant les côtés de ces losanges, des forces égales kf. Mais les forces égales et contraires appliquées aux extrémités des droites HE, IF, KG, MS, LN se détruisent. Donc il ne reste que quatre forces ^ales à y dirigées suivant CD, et trois forces égales kf dirigées suivant BD. Les quatre premières se composent en une seule égale à P, que Ton peut supposer appliquée au point D, et de même les trois autres donnent une résultante égale à Q et appliquée au même point D. Il résulte de là que le système des deux forces P et Q appliquées en A peut être remplacé par deux forces P et Q appliquées au point D.Donc la résultante passe par le point D; mais elle passe déjà par le point A : donc elle est dirigée suivant AD. c. q. f. d.
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Nous avons supposé que les forces P et Q étaient commensnrables entre elles; si elles étaient incommensu* râbles, en employant un mode de raisonnement bien connu, on ferait voir que dans ce cas la résultante est encore dirigée suivant la diagonale AD.
12. Après avoir trouvé la direction de la résultante, il reste & montrer que sa grandeur est représentée par la longueur de la diagonale AD.
Imaginons une force AE égale à la résultante inconnue
et dirigée suivant le prolongement de la diagonale AD. Cette force fera équi* libre aux forces P et Q. Paf conséquent la résultante des forces P et AE sera diiîgée dans le prolongement AF de la droite AC. Or, d'après le numéro précédent, cette direction doit être celle de la diagonale du parallélogramme AEFB. Donc les deux triangles AEF, DAC seront égaux comme ayant un côté égal adjacent à deux angles égaux, savoir : EF = CD, puisque £F = AB = CD^ les angles AFE et ACD égaux comme alternes-internes; les angles AEF et ADC égaux par la même raison. Donc AE = AD. Donc la diagonale représente bien IMntensité de la résultante.
En partant du théorème ( 10), il est facile d'obtenir
la résultante d^un nombre quel»conque de forces appliquées en un même point. En effet, sup- .J\ posons qu'un certain nombre de
•-'^^ '' forces P, P', P'^ P*", appliquées au point A, soient représentées en grandeur et en direction par
les droites ÂB, AC, AD, AE. Les deux forces P et P' auront une résultante r représentée par la diagonale AL du parallélogramme ABLC. De même la diagonale AM du parallélogramme ALMD représentera la résultante r' des forces r et P", ou la résultante des forces P, P' et P''. Enfin, la diagonale AN représentera la résultante R de j^ et de V^^j c'est-à-dire la résultante des forces P, P', P'' etP".
En réduisant la construction à sa partie essentielle, on voit que, si Von décrit un contour polygonal dont les côtés successifs soient parallèles à la direction des forces Vp P', P'^, . . . , et proportionnels à leur intensité, la droite gui fermera le contour représentera en grandeur et en direction la résultante cherchée.
Fig. 6.
14. Si le contour se ferme de lui-même, les forces P, P', P'',. . ., se feront équilibre, et réciproquement.
Considérons en particulier le cas de trois forces
X, Y, Z, représentées par les trois côtés contigus AB, AC, AD du parallélipipëde ABCDG. Il résulte de la construction précédente que la résultante R de ces trois forces est représentée par la diagonale AG de ce parallélipipëde.
16. Béciproquement, on peut toujours décomposer une force R, dirigée suivant AG, et appliquée au point A, en trois autres dirigées suivant trois droites quelconques Ax, Ajr^ Az partant du point A et non situées dans un même plan; car, si Ton mène par le point G trois plans parallèles aux plans oy, xz^jrzj on formera un parallélipipëde, et AG = R sera la résultante des trois forces X, T, Z, représentées par les arêtes AB, AC, AD.
PEBMikRE LEÇOir.
RELATIONS ENTRE UNE FORCE ET SES COMPOSANTES SUIVANT TROIS AXES RECTANGULAIRES.
47. Dans le cas où les composantes sont perpendiculaires entre elles, les lignes AB, AC, AD sont les projections orthogonales de AG sur les trois axes Ax, A^, Kz : donc si Ton désigne par a, &, c les angles que la résultante fait avec les axes, on aura
(i) X=:Rcostf, T = Rcos^y Z=Rco8c.
Ces relations font connaître immédiatement les composantes X, Y, Z, quand R, a, &, c sont connus. Si, au contraire, les forces X, Y, Z sont données, on pourra en déduire R, a, &, c. En effet, en élevant au carré les équations (i) et les ajoutant, on aura
à cause de
cos?a 4- cos'^ H- cos'c = i«
Il en résulte
(2) R = v^X^ 4- Y' -f- ZS
et, par suite,
cosa
cos^ =
cosc =
V/XM-Y^ Y
\/X='-hY='4-Z= Z
18. Les formules (i) sont générales, pourvu que, regardant comme positives les forces qui tirent le point A dans le sens des coordonnées positives, et par suite comme négatives celles qui tirent dans le sens contraire, on prenne pour a, i, c les angles que fait la direction de la résultante avec les parties positives des axes Kx^ Ajj Az.
8 COUKS DE MËCillIQTJE
Pour s'en coQvaiDCre, il suffit d'
par exemple, le cas où X et Y étaot positives, Z serait négative. On voit, en conitruisBDt le parallëlipipède ABCD, que Is résultante R fait avec Ax et Kj des angles aigus et avec A< aa angle obtus; on a donc
«»i>-o, co»c<o,
X = Ecosa, T = acosi, et
— Z=Rcos(ir — e).
Mais cetie dernière ^alité revient k Z = R cosc.
Ainsi les formules (i) sont encore applicables dans ce cas.
cl il vient
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DEUXIÈME LEÇON
SUITE DE LA œMPOSlTION DES FORCES œNCOURANTES.
Calcul de la rétulunte d'un nombre quelconque de forces appliquées en un même point. •— Conditions d^équilibre de plusieurs forces ooncoa* rantes. — Équilibre d'un point assujetti à demeurer sur une surface, — sur une courbe.
CALCUL DE LA EÉSULTANTE d'uN SOMBRE QUELCOIfQUE DE FORCES APPLIQUÉES EN UN MÊME POINT.
19. On ramène au cas de trois forces rectangulaires la composition d'im nombre quelconque de forces appliquées en un même point A.
En effets menons par ce point trois axes rectangulaires quelconques Âx, A/, Az. Soient a, |3, 7; a', |S'^ yS • • •« les angles que les directions des forces P, P'> P^^, • . . font avec les axes Ax, kj, Az.
Si Ton décompose la force P en trois autres dirigées suivant les axes, ces composantes seront représentées, quant à la grandeur et au signe, par
t Pcosa, Pco$p, Pcos7.
Des expressions analogues représenteront les composantes des forces P', P'^, .... En désignant par X, Y, Z les résultantes des forces dirigées suivant les axes, on aura
IX= P cosa -+- P' cosa'-l- P*' cosa*' -{- . . . , Y=r PCOSP -4- P'cOSp'-h P''C0Sp*'-f.. . ., Z = P cos 7 -h P' cos 7' -f- P*' ces 7" 4-
La question est donc ramenée à la composition de trois forces appliquées à angle droit en un même point. Eu appelant R la grandeur de la résultante^ et a, £, c les
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aogies qu'elle fait avec lés axes, on aura (17)
casfl=— > cos6= — 1 cosc=— •• R R R
20. L'intensité de la résultante ne dépend pas du choix des axes ou des angles a, |3, y ; a^, |3', y', ... : il doit donc être possible de Texprimer indépendamment de ces quantités.
En effet, élevons an carré les équations (i) et ajoutons-les. En observant que l'on a
cos*a -+- cos'p -f- cos'7 = i.
cos*a'-f-cos'P'-f- cos*7'= ï
il viendra
R» = P>-+.p'«-hP'"4-...
-f- aPP* (cosa cosa' -h cosf cos^' -4- cosy ces/ ) ^- . . ..
Mais si Ton désigne par (P, P') Tangle que font entre elles les directions des forces P et P', on a
COSC COSflt' -f- COSP COSP' -+• COS7 COS7' = cos(P, P').
Par conséquent, on a
^ ^ ( -|-aPP'co$(P, P') + 2PP"cos(P, P^'JH ,
formule où la grandeur de la résultante est exprimée en
fonction des intensités des forces et des angles qu'elles font entre elles.
Si Ton considère R, P, P', . • • comme les côtés d'un polygone, cette équation donnera la valeur d'un côté en fonction des autres côtés et des angles que ces côtés font entre eux. Il en résulte ce théorème : Le ca/ré (Tun côté d'un polygone est égal à la somme des carrés des autres côtés, plus deux fois la somme des produits de ces der^
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mers côtés pris deux à deux et multipliés par le cosinus de r angle qilils forment.
21. Au lieu de décomposer, comme nous venons de le faire, la force P en irois forces dirigées suivant les trois axes Ajt, Aj^, Az, on peut la décomposer en deux forces agissant. Tune suivant Ax, et Tautre dans un plan zKy perpendiculaire à Ax. La composante suivant Kx est représentée en grandeur et en signe par Pcosa. On dit alors que P cosa représente la force P estimée suivant la direction Ax. Sous ce point de vue, les équations (i) donnent lieu au théorème suivant :
La résultante de plusieurs forces, estimée suivant un axe quelconque, est égale à la somme de ces forces esti^ mées suivant le même axe.
CONDITIONS d'équilibre DE PLUSIEURS FORCES
CONCOURANTES
22. Pour que plusieurs forces appliquées k un même point se fassent équilibre, il faut que leur résultante soit nulle. Or, en conservant les mêmes notations que dans la question précédente, on a
On devra donc avoir
X = o, Y = o, Z = o, c'est-à-dire
IPeosa-f-P'cosa'-f-P"cos«''-f-. . . =0, Pcosp 4- P' co$p' -*- P'' cosp" -4- . . . = o, P COS7 -j- P' COS7' -^ P" COS7'' -f- . . . — o,
et réciproquement, si ces conditions sont remplies, il j aura équilibre, puisque la résultante sera nulle.
23. Il est aisé de vérifier que, si ces conditions sont remplies, Tune quelconque des forces sera égale et opposée à la résultante de toutes les autres.
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En effet, désignons par R' la résultante des forces P^ P'', P"',. . ., et para', 6', c' les angles que cette résultante fait avec les axes ; nous aurons
IR' cosfl' = P' cosa' -h P'' cosa*' -h . . . , R' cos*' = P'cosp' -f- P*" cosp" -f- . . ., R' cosc' = P' C0S7' -f- P" cos7*'-4-
La comparaison de ces équations el des équations (1)
donne
IP cosa = — R'cosa', Pcosp = — R'cospS P COS7 = — R' C0S7';
d'où Ton tire, en élevant au carré et ajoutant membre à
membre,
P> = R'* ou P = R', et, par suite,
cosa = — cosa\ cos p = — cos b', cosy = — cosc', ou bien
a = TT — a', p = îr — ^', 7 = ir — c' :
d'où Ton conclut que la force P est bien égale et directement opposée à la résultante R' des forces P', P'', P'*^,. . . .
ÉQUILIBRE DVH POIIÏT ASSUJETTI A SE MOUVOIR
SUR UISE SURFACE.
34. Nous avons supposé jusqu'à présent que le point Â, à part l'action des forces P, P^ P^, . . . , était parfaitement libre dans l'espace. Les conditions d'équilibre ne seraient plus les mêmes si le point était assujetti à demeurer sur une surface ou sur une courbe donnée.
Dans le premier cas, si le point A est sollicité par une force R normale à la surface considérée; il devra être en repos. Car il ne pourrait commencer à s'éloigner de sa position que sui-
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Yanl la direction d'une des tangentes à la surface au point A, et comme toutes les tangentes font un angle droit avec la direction AN de la force, il n'y a pas de raison pour que le mouvement naisse dans un sens plutôt que dans an autre; donc le point A restera en repos.
Au contraire, si le point A est sollicite par une force S, dont la direction ne soit pas normale à la surface, il ne restera pas en équilibre. En effet, on peut décomposer la force S en deux autres, l'une dirigée suivant la normale AN à la surface, l'autre suivant Tune des tangentes AT à cette surface, savoir celle qui est à l'intersection du plan tangent et du plan SAN. La première force ne fera que presser le point sur la surface; mais la seconde aura tout son effet, et dès lors le point A glissera sur la surface.
Ainsi, la condition nécessaire et suffisante pour quLun point A, placé sur une surface et sollicité par des forces quelconques P, P', P", . . . , reste en équilibre, est que ces forces aient une résultante R normale à la surface.
25. Pour exprimer cette condition par l'analyse, prenons trois axes rectangulaires quelconques Oar, O/, Oz. Appelons a, /3, 7; a', ^', 7';.. ., les angles que font les forces P, P', P", . . . avec les axes. Il y aura équilibre si nous introduisons une force N égale et directement opposée à R. Donc si X,
fi, V désignent les angles que la force N (dirigée suivant AI
ou AF) fait avec les axes, nous aurons
IN cos X -h P cosa -h P' cosa' -f- . . . = o, Ncosfi-*-Pcosp -f-P'cosp'-l-.. . = 0, N cos V -*- P COS7 -I- P' C0S7' -}-... = o.
Ces trois équations peuvent être mises sous une forme
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plus simple. En effets soit réauation de la surface ^ on aura
dx
cosX =
vm- (I)'- (!)■
U faut laisser le double signe, parce qne la force inconnne N peat drer de A vers I on de A vers I^ Si Ton pose, pour abr^r.
V=db
on a
(4) cos>
vm-i^hm'
^4f ^àf
cos» = V -f-' dz
dx' •" dy
De plus, si X, Y, Z désignent les sommes algébriques
des forces P, P', P'^,*.., estimées suivant les axes Ox, O^,
Oz. on a
X = P cos« -f- P' cosa' -4- . . . ,
T = Pcosp-4-P'cosp'-f ...,
Z =:Fcos7-f-P'cos7' -f-....
Les équations (i) deviennent donc
NV -=^ -♦- X = o, dx
NV ^ -f- Y = o,
NV^4-Z = o.
dz
Comme N est une inconnue auxiliaire, on trouvera les conditions d*équilibre cherchées en éliminant N ou NV entre ces équations, ce qui donne
dx dy dz
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On énonce ce résultat en disant que les sommes des forces estimées suivant trois axes doivent être propor^ tionnelles respectii^ement aux dérivées partielles du pre^ mier membre de V équation de la surface, rapportées au point d^ application.
26. Si les équations (6) sont vérifiées, il y aura équilibre, et il sera facile de connaître le sens suivant lequel agit la résultante des forces P, P^ P^, . • . , car on a
dx dx ds
ce qui montre que Y est de signe contraire à Tun quelconque de ces quotients. Quant à N, qui est la pression exercée sur la surface par les forces données, elle sera représentée par Tun des trois quotients
dx dx d%
27. Les deux équations de condition, trouvées plus haut, auraient pu être établies plus rapidement, en observant que les cosinus des angles que fait la résultante des forces P, P', P^, . . . avec les axes sont proportionnels à
et que les cosinus des angles que fait la normale AN avec les mêmes axes sont proportionnels à
!^, 'Jl, ^. dx djr dz
On exprimera que ces deux directions coïncident, en écrivant que leurs cosinus sont proportionnels, c^est*à-dire que
dx
dx
dz
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28. Si, donnant seulement les directions et les inten* sites des forces P, P^, P'^ . . . , on ne fixait pas la position du point A sur la surface, il faudrait joindre, aux deux équations d'équilibre, l'équation de la surface
ce qui déterminerait complètement les coordonnées du point A.
ÉQUILIBRE d'un POINT ASSUJETTI À DEMEURER
SUR UNE COURBE
29. Supposons maintenant que le point d'application des forces P, P', P'^ . . . soit assujetti à demeurer sur une courbe fixe LM.
On fera voir, comme dans le cas précédent, que la condition nécessaire et suffisante pour que l'équilibre ait lieu, est que la résultante R de toutes ces forces soit perpendiculaire à la tangente AT à la courbe, c'està-dire située dans le plan normal mené par le point A. Or, en appelant a, 6, c les angles que la résultante fait avec les axes, on a
Fig. 10.
co%a=z^9 cosô = -->
cosc = -— R
D'ailleurs, x,^, z étant les coordonnées du point A, et fis la différentielle de l'arc de courbe, la tangente AT fait avec les axes des angles dont les cosinus sont
ds ds
dz
donc
», y. dx Y dy
cosRAT = TT -r -♦- îT -f R ^ R €/x
R ds'^
donc, comme l'angle RAT est droit, on aura
cosRAT = o on
(2) XdX'^Yify'hZdz=zoi
c'est la seule condition d'ëquilibre dans le cas actuel.
Si le point A n'était pas donne d'avance, on aurait pour le déterminer l'équation (a) et les équations de la courbe.
30. Quand le point A est donné, on peut choisir la tangente AT pour l'un des axes, l'axe des x par exemple, et alors, en décomposant chaque force en deux autres. Tune dirigée suivant la tangente AT, et l'autre située dans le plan normal, on voit que la seule condition d'équilibre sera
puisque les forces normales à la courbe ne peuvent pi*oduire aucun effet. C'est ce que donne encore l'équation générale, car dans ce cas on a
dx dz
57=^' di
et Téquation (a) se réduit à
SWaV. "" UéCty la
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TROISIÈME LEÇON
œilPOSmON ET ÉQUILIBRE DES FORCES PARALLÈLES.
Composition de deux foreet parallèles. — Coople. — Composition d*nn nombre qoeleonqoe de forces panlittes. — Centre des fbrees parallèles. — Tliéofème des moments. — Calcul des coordonnées du centra dee forces parallèles. — Équilibra des forces parallèles.
C0XP081T10B DB DBOX FORCES PÂEALLBLES. — > COUPLE.
R = P — Q, BC
Si Q = P, pnaRs=oetBC = Qo. Ainsi, le système de deux forces parallèles, égales et de sens contraires, qui n^agissent pas suii'ant la même droite, h*a pas dé réstJtante, Un pareil système se nomme un couple.
33. On peut démontrer directement qu'un couple n'a pas de résultante. En effet, supposons que le couple (P, Q)
Fig. i3. ait une résultante R. En faisant
pivoter le couple en même temps que la force R autour du milieu B O du bras du levier AB , on
amène la force P à prendre la place de Q etviceversd; R aura pris la position R^ Mais dans cette nouvelle position on aura le même couple qu'auparavant. Il en résulte que ce couple aurait deux résultantes différentes R et R', ce qui est impossible (8). Donc un couple ne peut pas être remplacé par une force unique.
COMPOSITIOH D*UII ZTOMBBE QUELCONQUE DE FORCES
PARALLÈLES
34. Soient P, P\P'S • • • plusieurs forces parallèles appliquées i des pmnts A, A^ A'^, . . • liés entre eux d'une manière fixe et invariable, et supposons d'abord que toutes ces forces tirent dans le même sens. Le point d'application G de leur résultante s'obtiendra en composant les deux premières forces, puis la résultante des deux premières avec la troisième» et ainsi ide suite. La résultante
aO COURS OB XÉCAIflQVE.
des forces P, P^ P', . . . sera évidemment parallèle i ces forces et égale à leur somme.
Admettons, en second lieu, qu'an certain nombre de
forces P, P', P'', par exemple, * Bt agissent dans un sens, et les au-
très P''^', P'^ dans le sens contraire. On composera d'abord les forces P, P', P''' en une seule R, = PH-P'-hP^, appliquée
au point D; puis les forces P^ et P*^ en une seule
R, = P'^-i- P*^, appliquée au point E et parallèle à R|.
Alors, si la force Ri, par exemple, est plus grande que Rt»
la résultante totale sera une force
R = R,~R,=: P H- r+P^— P^— P«% appliquée en un point O déterminé par la proportion
OE""R
35. Si Ton avait Rt =2 Ri et si le point E n'était pas sur la direction de Ri, le système des forces proposées se réduirait à un couple.
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36. Le point d'application de la résultante d*un système de forces parallèles ne dépend que des rapports de grandeur qu'ont ces forces entre elles et de la 6gure formée par leurs points d'application, d'où résulte ce théo* rème : Si l'on change simulianément les direeiions et les intensités de toutes les forces, de manière que, pas* sont toujours par les mêmes points d^application, elles consentent les mêmes rapports de grandeur et leurpa^ raUélisme, la résultante de toutes ces forces passera toujours par le même point.
Ce point est appelé le centre des forces parallèles.
nouifeifB x.Eçoir.
at
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37. Occupons-nous maintenant de déterminer par le calcul la position du centre des forces parallèles.
G>nsidérons en premier Heu deux forces P et P' tirant Fig. i5. dans le même sens. Soient Aet A'
leurs points d'application, et C celui de leur résultante P -4- P'.
Prenons trois *axe8 rectangulaires, et soient
Menons HCH' parallèle à BB' Les deux triangles CAH« CA'H' donnent
CA
d'où Ton tire (2)
L'expression Pr, ouïe produit de la force P multipliée par la distance de son point d'application au plan xOjr, comptée sur une direction parallèle à Qjs, est ce qu'on appelle le moment de la force P par rapport à ce plan et à cette direction. Le plus ordinairement cette direction est perpendiculaire au plan xOy : dans tous les cas, Téquation (a) montre que le moment de la résultante de deux forces parallèles par rapport à un plan est égala la somme des moments de ces forces par rapport à ce plan.
38. De là on conclut aisément que si Ton a un nombre quelconque de forces P, P', P^', . . . parallèles et de même sens, appliquées en des points A, A', A!', . . . situés d'un
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même c6té du plan xOy, on aura
R éuni la résolunte et <tt '* *\ z", . . . le* distances au
plan xOjTf comptéec ptrallèlement i l'axe des *, des
points d'application des forces.
S9. Considérons maintenant le cas de deux forces P ng, i6. et P' parallèles et de sens con-
traires. Soient A, A' et C les points d'application des deux forces et de lenr r^nltante. Po^
Menons CHH' parallèle à BBf, nous aurons
On déduit de U
P'}=P» — PV.
Hf-lj.
Par consëqneni, /e moment de la résultante de deux forces qui agissèitt en sens contraires est égal à la différence des mometits de ces forces.
40. Enfiuf Gonsidéroos plusieurs forces, dont les uues, P, P', V, tirent dans un sens, et les autres, P'", P", tirent dans le sens opposé.
La composition des forces P, P', P" donnera uue rcsultautc
R, = p4-P'-4-P* appliquée au point D, et l'on
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aura
(i) Ri.DI = Pz -f. V'z'-h Vt".
La composition des forces P^' et P'^ donnera une résultante
appliquée en E, et Ton aura
(a) R,.Ee = F-'s^-f. P-*z»^ .
Donc, si R est la résultante de toutes les forces, G son point d^application, et si Ton pose GK = 2|, on aura, en supposant Rj ^ Rs,
R=: Ri — Ray
R«. = R,.DI = Ra.EH, ou bien
I Rr=p-f.F-^P^— P*— P«^ ^ ^ I Rz,=Pz-f-P'5'-+-F''s«'— P'i-'— P»^««\
41. On voit que ces deux équations rentrent dans les suivantes :
Px 4. P'z'+ P^s"-!- P*'-*'-+- P'^s'%
pourvu que, regardant comme positives les forces qui agissent dans un sens, on regarde comme négatives celles qui agissent dans le sens contraire. A l'aide de cette con* vention, on peut dire, en général, que le moment de la résultante de plusieurs forces parallèles par rapport à un plan est égal à la somme algébrique des moments de ces forces n
42. Nous avons supposé jusqu'à présent que les points d'application des forces étaient situés du même c6té du plan 3^0 y \ mais cette restriction n*est pas nécessaire, et le théorème des moments a toujours lien eu regardant les
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quantités désignées par z^ z\ z"^. . .^Zi comme positives pour des points situés d^un certain côté du plan, et comme négatives pour des points situés du côté opposé.
Eln effet, les points A, Â', Â^^ . . • , auxquels sont appliquées les forces considérées, étant situés d'une manière Fig. 18. quelconque, menons le plan
sdOfy parallèle à xOy et à une
distance 00' = h assez grande
; X pour que tous les points A, A',
^ A'', . . . soient au-dessus du plan
x'O'f. Alors si Z, Z', Z"
Zt désignent les distances, comptées parallèlement à Oz, des points d'application, au plan x'Oy^ on aura
RZ. = PZ -*- FZ' -h P^^Z^-t-. . .; mais, à cause de R = P-l- F-^-P'-f-. • ., on a
R/i =PA H- FA + P'^/i -f-. . .5 donc, en retranchant membre à membre,
Mais on sait qu'en ayant égard aux signes des coordon* nées, on a toujours
Z — A = Zf Z— A=^Zf...f Z|— A zzz S| j
donc on aura, dans tous les cas.
Rz. = Ps -h Vz' -h P'^z" -H . . .•
CALCUL UES COORDONlCéBS UU CEATIE DE PLUSIBOBS
FORCES PÂEALLÈLES.
43. Si l'on applique le théorème des moments a trois plana coordonnés, on aura, pour déterminer la grandeur de la résulunte R d'un sys^me de forces parallèles, et
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les coordonné^ Xi, y^^ Zi de son point d^application, les quatre équations
1RX| = Px -h P' *' -f- P"^" -»-... f Bj-, = p/ -h py + PV+- • -f Rz, =Vz -hP'z'-f-P"z"-|-....
Quand les coordonnées sont obliques, on peut remplacer les x,^, z par les perpendiculaires abaissées des divers poinu sur les plans j^Oz, xOz, xO^; car cela revient à multiplier chacune des équations (a) par le sinus de Tangle que fait Taxe correspondant avec le plan des deux autres axes.
44. Si le plan xOy était mené par le centre des forces parallèles, on aurait Zf = o, et par suite R^i, ou
Donc la somme algébriçue des moments d*un système de forces paraHMes, par rapport à tout plan q tapasse par le centre de ces forces, est nulle. Et réciproquement, si la somme algébrique des moments d*un système de forces parallèles, par rapport à un plan, est nulle, ce plan contient le centre de ces forces, car de
Pz-*-P'a'-f-P"z"-i-... = o
on déduit Rzj ^= o, et, par suite, z^ = o.
45. Si le système des forces proposées se réduisait à un couple, on aurait R = o et
Ainsi, dans ce cas, il n'y a pas de résultante, comme on le sait déjà.
46. On peut encore déduire des formules ce fait, d'ailleurs évident par la construction géométrique, que si tous les points d'application sont dans un même plan, le cen-
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tre des forces sera dans ce plan. En effet, si Ton prend ce plan pour plan des xy^ on aura z r=: o, 2' r=: o, . . . , et la troisième des formules (a) donnera Xi = o. On verra de même que si tous les points A, A', A'^ . . . sont sur une ligne droite» le centre des forces parallèles sera sur cette ligne.
ÉQUILIBRE DBS FORCES PARALLÈLES
47. La condition nécessaire et suffisante pour que plusieurs forces parallèles P, P, P^, ... se fassent équilibre, est que Tune d'elles, P par exemple, soit égale et directement opposée i la résultante R' de toutes les autres. Pour exprimer cette condition par l'analyse, prenons trois axes, dont Fun OZ soitpa-
^ rallèle à la direction des forces.
La force P et la force R' se faisant équilibre, on doit avoir
Fig. 19.
rr c
. fu-
mais
R'= — P ou P-4-R'=:o;
Donc une première condition d'équilibre est que Ton ait
Il faut, en outre, que les directions des forces P et R' coïncident, par conséquent que Vx et Vy de leurs points d'application soient les mêmes. Or, si a et /3 sont les coordonnées du point K, où est appliquée la force R^ on doit avoir (43)
Mais ouisque a = x, P = j, R' = — P, il en résulte
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ces deux nomrdles équations d'éqtdlibre
48. Réciproquement, si les conditions (i), (a) et (3) sont remplies^ la force P sera égale et directement opposée- à la résultante R' des autres forces, et il y aura équilibre. *
49. Ainsi les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'il y ait équilibi*e sorit données par les trois équations
(4) i 1 Paf4-PV-i-P"x'' + .. =0,
f Pj^-f-P'y 4- PV ■+-... = 0.
On les énonce ordinairement en disant que la somme algébrique des forces doit être nulle, et que la somme algébrique des moments des forces, par rapport à deux plans parallèles à leur direction, doit être nulle pour chacun de ces deux plans.
50. Quand le système renferme un point fixe O, les forces proposées ne peuvent pas, dans le cas de l'équilibre, se réduire à un couple. En eiret,si Tëquilibrc existe, le point O éprouve une certaine pression, déterminée de grandeur, de direction et de sens. Par conséquent, si Ton rem|[|açait la fixité du point O par une force L égale et directement opposée à cette pression, il devrait y avoir encore équilibre \ donc un couple et une force unique se détruiraient, ce qui est absurde.
Il résulte de là que, dans le cas d'un point fixe, les forces doivent avoir une résultante unique, dont la direc« tion passe par le point fixe, sans quoi cette force et la force L ne pourraient se faire équilibre. Cette condition est d'ailleurs suffisante.
Or, si Ton prend le point fixe pour origine et l'axe
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des z parallèle à la direction des forces, la résaltante des forces devant être dirigée suivant cet axe, ses moments, par rapport aux plans zOx et zOy^ devront être nuls, et par conséquent on aura
Dans ce cas les conditions d'équilibre se réduisent à deux.
Si le point fixe était le centre des forces parallèles, ces conditions seraient remplies d'elles-mêmes. Par consé* quent V équilibre existe dans un système de forces pa^ rallèles quand on fixe le centre de ces forces, ce qui est d'ailleurs évident
QUATIIIÈME LEÇOUr. 2^
QUATRIÈME LEÇON
DU CENTRE DE GRAVITÉ
Notions far la pesantear. — Poids. — Centre de gravité. — Poids spécifique. — Densité. — Centre de gravité d*un assemblage de poids. — Propriétés do centre de gravité. — Centre de gravité des lignes.
IfOTIOirS SUA LÀ PE5ÂKTEUR.
Si . On appelle pesanteur ou grauité la force qui sollicite tous ies corps vers la surface de la terre. Elle s^exerce sur chaque particule matérielle, suivant une direction perpendiinilaire à la surface de la terre, on plutôt à la surface des eaux tranquilles. Cette direction est appelée verticale.
Comme les corps que nous considérons ont toujours des dimensions très-petites relativement au rayon terrestre, il est permis de regarder les verticales menées des différents points d*un même corps comme parallèles entre elles.
L'intensité de la pesanteur varie avec la latitude et avec la hauteur du corps ; mais on peut, sans erreur appréciable, supposer cette intensité constante aux divers points d'un même corps.
POIDS. — CESTRE DE GRAVITÉ
52. La force de la gravité ne s'exerce pas seulement sur les molécules situées & la surface d'un corps; elle sollicite également toutes ses particules, puisqu'il faut le même effort pour soutenir un corps que pour soutenir les différentes parties dans lesquelles on le décompose.
Un corps pesant peut donc être considéré comme un assemblage de points matériels liés entre eux d'une ma-
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des z parallèle à la direction des forces, la résaltante des forces devant être dirigée suivant cet axe, ses moments, par rapport aux plans zOx et zOy^ devront être nuls, et par conséquent on aura
Pr + P'r'-*- P'/'H-. . . = o.
Dans ce cas les conditions d'équilibre se réduisent à deux.
Si le point fixe éuit le centre des forces parallèles, ces conditions seraient remplies d'elles-mêmes. Par consé* quent V équilibre existe dans un système de forces pa» rallèles quand on fixe le centre de ces forces, ce qui est d'ailleurs évident
QUATIIIÈME LEÇOUr. 2g
QUATRIÈME LEÇON
DU CENTRE DE GRAVITÉ
Notions mr la pesantear. — Poids. — Centre de grsTité. — Poids spécifique. — Densité. — Centre de grttTité d'un assemblage de poids. — Propriétés do centre de gravité. — Centre de gravité des lignes.
IfOTIOJfS Sun Ll PE5AKTEUR.
Si. On appelle pesanteur OVL grai^'té la force qui sollicite tous les corps vers la surface de la terre. Elle s^exerce sur chaque particule matérielle, suivant une direction perpendiimlaire à la surface de la terre, on plutôt à la surface des eaux tranquilles. Cette direction est appelée verticale»
Comme les corps que nous considérons ont toujours des dimensions très-petites relativement au rayon terrestre, il est permis de regarder les verticales menées des différents points d'un même corps comme parallèles entre elles.
L'intensité de la pesanteur varie avec la latitude et avec la hauteur du corps; mais on peut, sans erreur appréciable, supposer cette intensité constante aux divers points d'un même corps.
POIDS. — CESTRE DE GRAVITÉ
52. La force de la gravité ne s'exerce pas seulement sur les molécules situées & la surface d'un corps; elle sollicite également toutes ses particules, puisqu'il faut le même effort pour soutenir un corps que pour soutenir les différentes parties dans lesquelles on le décompose.
Un corps pesant peut donc être considéré comme un assemblage de points matériels liés entre eux d'une ma-
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nière invariable et sollicités par de petites forces parallèles, puisqu'elles agissent toutes dans la verticale, et de même sens. La résultante de toutes ces forces est appelée le poids du corps, et leur centre est dit le centre de gra^ vite du corps.
53. La direction du poids du corps passera toujours par le centre de gravité, quelle que soit la position du corps, et le corps demeurera en équilibre, si Ton fixe le centre de gravité.
De là résulte un moyen de déterminer par Texpérience le centre de gravité d'un corps. Car si Ton suspend le corps & un point fixe, par un fil flexible, la direction de ce fil, quand Téquilibre est établi, doit passer par le centre de gravité. Donc, si Ton suspend le corps dans deux positions différentes, son centre de gravité sera déterminé par Vintersection des deux directions du fil.
POIDS SPÉCIFIQUE. DENSITÉ
84. Quand la matière d*un corps est homogène, des volumes égaux de ce corps ont des poids égaux; en d'autres termes, le poids est proportionnel au volume*
Si Ton compare entre eux deux corps homogènes, for-> mes de substances différentes, les poids de chacun d'eux, sous le même volume, sont différents.
On appelle pesanteur spécifique d^un coqps le poids de Tunité de volume de ce corps. Si 9 désigne ce poids, P le poids du corps et v le volume, on aura donc
P = OP
On prend pour unité de poids le poids de i centimètre cube d'eau distillée, à son maximum de densité, c'est-àdire i la température de 4^,1. Le poids d'un corps varie avec le lien où il est placé ; mais, comme les poids de tons les corps varient dans le même rapport, le poids d'un corps quelconque exprimé en grammes est le même partout.
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55. Quand un corps n'est pas homogène, on nomme densité moyenne le rapport du poids de ce corps a son volume. On appelle densité, en un point M. de ce corps, la limite vers laquelle tend la densité moyenne d'un volume de matière tout autour du point M, quand ce volume tend vers zéro. La densité d*un corps non homogène est ordinairement une fonction continue des coordonnées de ses différents points.
CSVTmE DB GRAVrré d'un ÂSSEIIBLÂGE DE CORPS.
56. Quand on connaît les poids et les centres de gra* vite de plusieurs corps liés entre eux d'une manière invariable, on peut trouver le centre de gravité de leur ensemble, soit par la composition successive des poids de ces corps, soit par le théorème des moments.
Soient A (x,jr,z), A'(x',.y', z'), A" (x", j'',z"),... les centres de gravité de différents corps, dont les poids sont Pf p'^ ?"•»-'-• Nommons P le poids total et x^ y^ Zi les coordonnées du centre de gravité du système ; on a ( 43 )
IPj:, z=px -^ p'x* -i- p" a^ -f- . . . I vy, =pjr-^p'y -f-yy -*-••., Pz, =pz-\'p* z* ^ p" s" -♦- . . .,
équations qui font connaître P, Xi, y^ et Zf.
Quand les corps sont homogènes, on peut, dans les égalité précédentes, substituer les volumes aux poids correspondants.
57. Si l'un des plans coordonnés, par exemple le plan des 3Cjy contient le centre de gravité, alors jZi =0, et Ton a
(3) /»-4-/>'s'4-yz''-f-...=:o,
c'est-à-dire que la somme des moments des poids, par rapport à tout plan passant par le centre de f^ravité du ystèmcj est égale à zéro.
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PROPniÉTés DU cbutiis de gbavité.
Soient k(x,y,z), M{x\y,z% M'[x%y\z
les centres de grauité de plu" sieurs corps dont les poids sont respectii^ment p, p', p",...^ et O le centre de gravdté du sy^stème de ces poids,- posons OA = r, 0A'= r\ 0^"= r', . . . :
^ si Von applique suiifant OA,
OA', OA'', . . . des forces pr^ p' r\ p"r''j . . . , ces forces se feront équilibre»
En efTet, menons par le point O trois axes rectangulaires. Puisque le plan z Oy passe par le centre de gravité, on aura (57)
(i) px-^-p'j^ -^p'x^'V'.. . = o.
Or on a
xz=:rcosa, jBf = r'coia\ **'= r^'cos «*',.. .,
a, a\ a"^ . . . étant les angles que OA, OA', OA'', • . . font avec Taxe des x; donc
(2) prco%a -h p' r' eosa' -h p" r" cosa" -^ . . . = 0.
Mais/7rcosa, pV'cosa', p^r"cosa'^,. . . sont les composantes des forces ^r, p'r\, . . estimées suivant Taxe Ox. Donc, comme la somme algébrique de ces composantes est nulle, quelle que soit la direction de cet axe, les forces pr^ p'r\ . . . , appliquées suivant OA, OA', . • • , se font équilibre (23).
59. On conclut de Ih que, si les poids appliqués en A, A', A", • . . sont égaux, des forces appliquées au point O et représentées par les droites OA, OA', OA^, • • • se font équilibre.
60. Réciproquement, si des forces appliquées en un même point O, et représentées 9 en grandeur et en direc^
^UÂTIilkXB LEÇOlf. 33
lion, par OA = r, OA' = r\ Ok" = r^,..., se font équilibre, des corps ayant tous des poids égaux à p, et leurs centres de gratuité aux points A, A', A'^, . . . , formeront un système dont le centre de gravité sera au point O.
En effet, puisque les forces se font équilibre, on a
(i) rcosa-l-r'cosa'-l-r"cosa^-h. . .= o;
par suite
(2) /?rcosa-f-/?r'cosa'-f-/?r*'cosa^4-.*. = o,
ou bien
px -+-/?j/ -h/Kc^-f-. . .= 0.
Mais si P désigne le poids du système, et Xi, ^1, z^ les coordonnées du centre de gravité, le premier membre de la dernière équation est égal à Pxi. Donc
On démontrerait de môme que Ton a
(4) Ji = o, «, = 0;
donc le point O est le centre de gravité du système.
61. Soient A (a:,j, z), h! (x',y, z'). A'' (x'Sy'', z"),... irj ^j^ les centres de" gravité de divers
poids ;?,p',y3^,...,etG(xi,jt»«t) le centre de gravité du système.
Q« ' les axes étant menés par un point
•^"^ quelconque. Posons
OA = r, OA' = r% ^ Ohr = r\...y 00 = r,.
On a, comme nous l'avons vu (56),
Ip X, = ^x -f- />' x' -h /?" r*^ -+-... , Pzi =/?« -f-/»'»' -{- p''z' -i-. . . • Stcrm. — Méc, I. 3
Élevant ces trois équations au carré et igoutant, on a
PVJ = /i»r» -4- /?'*r'> -f- ^''V» H- . . .
Or on a
AA' ={x ^ ar'Y-h (X — y^-^i^- zy
donc
2 (au:' -4-^/ -h *s') = r» -h r'« — AA' ,
et de même
2 (xx^ -f- ^/' -f- «£'' = r' -H r*'» — AT' \
et ainsi de suite.
Donc
ou bien
PVJ = (pr^-hp'r'' -4- p^r"^-^. . .)(/> -f-y -+-/>'' -*- • • )
— />/?' AA' — PP'JlA!* — ... — p'p''h!h:* — . . . ,
ou, à cause de P=p-f-p'-i-p'^-f-- • • »
— /y?' AA' — /i/i'^AA" —
Celte formule donne la distance Tj du centre de gravité & un point quelconque O, en fonction des distances des points A, A^ A'^,.. . au point O, et des distances mutuelles de ces points. On pourra donc déterminer la position du centre de gravité G, en calculant par cette formule sa distance & trois points donnés.
De la dernière formule on tire
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Quand le point O se déplace, le terme J?r] varie seul dans le second membre ; on en conclut que l'expression
atteint sa plus petite valeur quand /*i = o, c*est-à-dire quand le point O coïncide avec le centre de gravité du système, et que cette expression a la même valeur pour tous les points de la surface d*une sphère, ayant le point G pour centre.
CBmrilE DE GEAVITÉ DES LIGHES.
63. Les lignes et les surfaces que Ton considère en géométrie n^ont aucun poids \ mais on peut supposer que ces figures soient chaînées d'une multitude de points matériels pesants, ou, ce qui revient au même, que tous leurs points géométriques soient sollicités par de petites forces parallèles. Le centre de ces forces sera, par définition, le centre de gravité de la ligne ou de la surface considérée.
Une ligne est homogène quand des parties de cette ligne égales en longueur sont sollicitées par des résultantes égales ou des poids égaux. De même, une surface sera homogène lorsque des portions égales de cette surface auront des poids égaux.
64. Pour trouver le centre de gravité d'une ligne homogène CD, il suffit d^exprimer que le moment du poids de cette ligne, par rapport à trois plans quelconques, est égal à la somme des moments des poids des éléments linéaires qui composent cette ligne, par rapport aux mêmes plans.
Soient CMD =: / la longueur de l'arc entier, M (x^ jr^ z) un point quelconque de cette ligne, et posons
On a d'abord, entre des limites
Fiç. aa.
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convenables,
Le moment de l'élément MM' = ÙSy par rapport au plan xy, est A^fz + a), a devenant nul en même temps que ùs. En effet, on peut supposer que le point M'(x 4- Ax, jr H- ùjTy z 4- Az) soit assez rapproché du point M pour que Parc MM' soit entièrement compris entre deux plans parallèles à xOj^ menés par les points M et M'; par suite, le z du centre de gravité de ce petit arc sera compris entre z et z + As. On pourra donc le i*eprésenter par z + a, a étant moindre que ùz.
Donc, si Fon désigne par Xi ,yi , z^ les coordonnées du point G, centre de gravité de CD, on aura
(l) izi = SsÂ 5 4- ZaA;,
de quelque manière que la courbe soit partagée. Cette équation a donc encore lieu quand les éléments analogues a MM' sont infiniment petits et leur nombre infini. Mais on sait que
liin£aÀ^=:0| \ïmlz^s =z I zds; donc
lzt^=: j z ds.
On opérera de la même manière par rapport aux plans xOz et ^Oz, de telle sorte que les coordonnées du point G seront déterminées par les trois formules
/«i=/jrd!f, fy^z=z lyds^ izt=ztzds^
ces trois int^rales étant prises entre des limites qui correspondent aux extrémités C et D de Tare proposé.
65. Si la courbe est plane, on peut prendre son plan pour celui des xjTy et alors Zi s= o. On n'a donc plus
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besoin que des formules
U,= \xds^ ly^^zifdi.
66. On peat encore parvenir aux formules (3) en considérant la ligne CD comme la limite d'une ligne polygonale et homogène qui lui serait inscrite.
En effet, on peut admettre comme évident que le centre de gravité d'une droite homogène est au milieu de sa longueur. Le moment de la droite MM^ par rapport an plan xOjr^ sera donc
MM
Zi étant le z du centre de gravité de la ligne polygonale inscrite, on aura donc
--__, .««•• MM a ùkZ
»,.2MM' = XMM'.z -h I •
Si l'on passe à la limite, on aura
/MM' Al zds^ limZ — ^ — = o;
donc
/2|= Izds^
CODKS DE MÉCAHIQTIB.
CINQUIÈME LEÇON
Comme exemple de ce qui précède, cherchons le
centre de gravité d'un segment de droite.
Fig. 33. Appelant a, &, c les cooi*don-
nées du point C ^ a, P, yles angles que la droite fait avec les axes, et CM = 5 la longueur comprise sur la droite entre le point C et un point quelconque M (x^jr, z) de cette droite : il est facile de
voir que celle-ci est déterminée par les trois équations
|ar= tf -f- scosa^ jr=b-h 5cos6, « = c -f- ICOS7.
Or, en appelant l la longueur CD du segment, on a d'abord
ixt= jxds= j ads -h j sels Cette intégrale indéfinie est
cosa.
Ixi zzzas H cosa.
Nous ne mettons pas de constante, parce que le moment IXi doit être nul pour 5 = 0. Cette intégrale devant
GIHQUlklIE LBÇOV.
être prise des= o i s = l, on a
Ixi =zal-\ — cosa.
on
on a de même
x»=:« H — /cosa;
rt = b + -/oos§.
«I = c H — /COS7.
Le centre de gravité G, ainsi déterminé, est le milieu de CD : car les équations (i), en y faisant s^=i -l donnent, pour les coordonnées du point milieu de CD,
x = a H — /oosa.
Y= b ■+■ -/cosS,
z = c H — /cosy.
AKC DE CEECLE.
Le centre de gravité de l'arc de cercle BAC est
évidemment situé sur la droite OA, qui passe par le centre du cercle et par le milieu de Tare.
Prenons donc OA pour axe des X, et une perpendiculaire Oy pour axe des j.
Posons
OA = a, BAC = /. AM = j, X|S=OG.
On a
donc
(•) Or
donc
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« = OP = fl cosMOP = fl cos -;
lxt^=. j xds=z la cos — ds.
a cos — rfy = fl* sin — h C , a a
/ flcos- «.ï = 2fl'sm — ==rtX2asin — =tfX J j o, la 2a
BC
DoDC si Ton désigne par c la corde BC, on aura
Ainsi, /a distance OG <2ri centre de grainté de Parc au centre du cercle est une quatrième proportionnelle à Varcj à sa corde et au rayon*
CTCLOIDB.
Rg. 25.
69. L*équation difTérentielle de la cycloïde rapportée aux axes Ax et Ajr est, comme on sait {Cours d^Ana-fyse, 246) ,
a étant le diamètre du cercle générateur. Pour déterminer le centre de gravité de Tare CM, compté à partir du sommet, prenons pour axe des y la tangente au sommet, et pour axe des x' la perpendiculaire Cx'. Posons
AP=:x, MP = ^, CQ = x', MQ = /'.
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On a
d!r = — dy\ dy"=^ — dlr'.
L'équation difiTérendelIe (i) devient donc
et, en supprimant les accents,
Soit CM = /. On aura
c'est-à-dire
(3) / = av^^.
L^abscisse Xj se calculera par la formule
xds-=. I ^a ^dxz=z -xx ^ax\ donc
jf, r= ^— —
3/ ou
(4) ** ^ 3 *• On a ensuite
et, en intégrant par parties,
/^, = V^ I jrd[:iy(x)z=\Ja {ny^— a l ^o — jt^/xJ
= ^rt I a^^H- ^(a — x) ^« — «H-C j»
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Or, pour X = o, on a j^i = o, donc d*où, en divisant par /= a ^âx^
70. Si Ton veut avoir le centre de gravité de l'arc CA, on fera, dans les formules précédentes,
et Ton aura (6)
x = a, y=-va.
PARABOLE
Téquation d'une parabole rapportée a son axe et à la tangente au sommet; soit / la longueur de Parc ÂM, et nommons encore Xx^jx les coordonnées du centre de gravité de cet arc. On a [Cours d^ Analyse, 408)
-rM^
et les coordonnées du centre de gravité de Tare AM se détermineront par les formules
lx,= j xds, ljr,= jjrdt.
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Cherchons d'ahord fy^. Puisque
on a
Or, pour jr = o, on a
/=o et fy,=:oj
donc
et enfin
'^'-ip^^'-^p-y 3'
d'où Ton déduira jti en divisant les deux membres par /, dont la valeur est connue.
Pour obtenir Xt, on partira de Téopiation
Ixi z= I xdsi
or
Eln aobevant Tintégration indiquée, on arrivera à la formule
COOBB DS Jf£clSIQrB.
CEHTSE DE CBAVITÉ DES SVKFACC3.
ioient M.(x,y, z), M'(x4- Ax,j'-t-Aj', z-i-Ag)
Fig. 37. deux points toîsEds pris sur une
^^_™ surface rapportée i trois axe»
rcctaugalaires ; soit m l'élément
de surface MmM'm' intercepté
entre quatre plans, parallèles
deux à deux aux plans xOx et
c Quand les accroissements J^x
et A^sontiuGnimeut petits, udcvien[d!v<^^i4-p*-i-ç'> p et f désignanl les dérivées parilcUea — et ~\ on aura donc
où ec représente une quantité qui devient nulle à la limite. Le 2 du centre de gravité de MmM'm' peut Être représenté par X -4- €, S devenant nul en mftme temps que Ax et A/, car ce point est compris entre deux plans parallèles au plan des xjr menés par le point le plus haut et par le point le plus bas de l'élément MmM'rR'. Dès lori le moment de l'élément par rapport au plan xOy »1
y étant une quantité qui s'évanouit avec ùx et ùy. Si l'on décompose de la même manière toute la surface conùdéréc, en appelant ll'aire de cette surface et X|, Ytt ^1 les coordonnées de son centre de gravité, on aura
(a) U, = 2iM^i-\-p' + q'àx&x-h ïlyA* Aj-.
Or, puisque cette équation subsiste, quels que soient Ax et Aj-, elle sera encore vraie qtund ces accroisse-
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xnents seront inâniment petits. Mais alors
donc enfin
(3) >2i=/ / s^i-hp^-hq^iùedy
Eji opérant de cette manière par rapport aux trois plans coordonnés, on aura, pour déterminer les inconnues Xi, j^t, Zij les équations
(4) j ir. =ffr'''
61 tenant la place de yx-î-pM-^ ^x ^. On a d'ailleurs
73. Quant aux limites de ces diverses intégrales, elles sont faciles à assigner. Si
sont les valeurs de jr correspondant à deux points qui, sur la projection du contour de la surface sur le plan xy^ ont le même x, il faudra intégrer d'abord par rapport a jTj en considérant x comme une constante, depuis jr = (y (x) jusqu'à jr = ^ (x). On intégrera ensuite par rapport à x, depuis x= a jusqu'à x = &, en supposant que
soient les équations des plans menés parallèlement au plan des zy, par les points extrêmes du contour, a étant moindre que b.
C0UE8 DE KÉCÀHIQUS.
CENTRE DE GRAVITÉ DES FIGUEES PLAIIES.
74. Les formules (4) se simplifient lorsque la surface est plane. Si Ton prend le plan de cette figure pour plan des xy^ on aura
dz dz
et les formules (4) et (5) se réduisent aux suivantes :
X dx dyj
jrdxd/.
Fig. 38.
75. C'est ce que Ton peut d'ailleurs trouver directement. En effet, soient y et y' les ordonnées des courbes CD et C'iy, correspondant à une même abscisse, et posons
OA = fl, OB = b.
On a d'abord
a Ja J y
Maintenant si, par les points infiniment voisins M(x, y) et W [x^dx^ y-k- dy") pris sur la surface, on mène HH' et RK' parallèles à Taxe Oy^ on formera une tranche EKH'K' qui différera infiniment peu du rectangle HHTI obtenu en menant HI et H^I' parallèles àOx.
Le centre de gravité g de cette tranche est infiniment voisin du centre de gravité du rectangle, et par suite du milieu de VSB!. On peut donc, en négligeant des quantités
infiniment petites, prendre x et
pour les coor-
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données dn centre de gravité de la tranche HKK^H'; or cette tranche a pour mesure (y — j') dx. Donc son moment par rapport à Oj- est (jr-^y) x dx^ et son moment
par rapport à Ox est - ( j* — y^) dx, ce qui donne
formules qui reyiennent à celles qu'on a trouvées plus haut (74).
Cette démonstration pourrait être rendue tout à fait rigoureuse par la méthode des limites.
APPLICATIONS. — TRIAUGLE.
Rg.ao.
76. Prenons deux axes rectangulaires Ax, Kj^ passant par le sommet Â^ et dont Tun Kx soit perpendiculaire au côté BC. Soit AD = h. Nommons X| et y y les coordonnées du centre de gravité G, et A la u — ÎT* surface ABC. Soient
(i) yz=mx^ jr'zzzm'x
les équations des droites AB et AC. On aura
Jo •/o -^
ix.= /* {j-x')xdx=Ç (m-m')x'dx=:'^'"~^">^\
d^où l'on conclut
a - (m H- m') h '. = 3*, jr-= 3
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Or le point F, milieu de BC, a pour coordonnées
donc le centre de gravité du triangle ÂBC est sur la
ligne médiane AF et aux -^ de cette ligne à partir du sommet.
Tî. Soit
PAKÀBOLB.
jr^ == 2/?X
Féquation de la parabole rapportée à son axe et a la tan- Flg 3o gente au sommet. Proposons-
nous de trouver le centre de gravite du segment OAD. G>mme la courbe dont Tordonnéc était désignée par y Mans le cas général se confond avec Taxe des x, on a jr' = o, et les formules générales (7) et (8) du n^ 75 se réduisent h
>=/ jrdXf \Xi= j xxdx, !«, = - 1 j^dz.
On aura donc
^ap . X* d!r = - X ^a/>x,
^2/> • X* lir = ^ 4r ^2/iX,
>J,= / pxe
Par conséquent (3) x. = gx, rt = 4VT = 8-^
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Le point cherché est sur la droite AO, qui passe
par le milieu de Tare BC et qui partage le secteur en deux parties symétriques. U ne reste donc plusqu*à trouverladistanceOG.
Imaginons que Ton ait inscrit dans Tare BC une ligne polygonale régulière, et que l'on ait joint les sommets au centre. On aura un secteur polygonal composé de triangles égaux, et dont le centre de gravité coïncidera avec le centre de gravité d'une ligne polygonale régulière inscrite dans l'arc B'C décrit d'un rayon OA' égal
à - OA. Ce résultat, indépendant du nombre des divisions de Parc BC, conviendra encore lorsqu'on passera à la limite; d'où résulte que le point cherché G sera le centre de gravité de l'arc B'A'C. Soient
OA'.B'C " B'AX
ou
bien
^^ 2 ac OG-5^
De là il est aisé de conclure le centre de gravite clu sèment BAC, puisqu'on connaît ceux du secteur OBAC et du triangle BOC.
CYCLOIDE*
79. Prenons pour axe des y la tangente au sommet, et pour axe des^x la perpendiculaire CD. Soient x = CP, Stcbh — Mic.j I. ^
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y = MP les coordonnées d'un point M de la courbe, _ , Xi,yt celles du centre de gra-
vité G du segment MCP, et a le diamètre du cercle génératenr.
L'équatioD de la courbe est
(i) dy = d^
et les formules à employer pour déterminer Xi et^, sont
(a) \=f'jdr, ix,= y* *r<i«, y-r^^^fr'dx.
Or
\z=j yth: = xx—j xdXf
et, en remplaçant tfy par sa valeur,
l = xj' — 1 dx^ax — x*.
Mais si l'on appelle V l'aire du s^iment CNP du cercle générateur, on a
V= r dx<Jax — ^;
donc
i = ij — V,
ce qu'on pouvait d'ailleurs poser immédiatement {Coui d'Analyse, 403).
Le calcul de y^ est un peu plus compliqué. On a
lX,=:ijx*dx=Ljr^x-'JTrdjri or
ixjrdjrz=z j^i/ €lx=z lx\fx\Ja — xdx
= — - j^ (fl — x) v^ax — x' -h X jia — xy \/xtijr
dx
Mais
Aa — xf \fldy =f(a — :r)» <fa= - i (a — x)\
5a donc
COUB8 DE MÉCÂIIIQUS
xr4r = — ôJC^ — *) V^aar — dP» {a — x)'
d'où Ton tire, en désignant par c une constante, j xjrdjr =:c jr(a — x) ^ax — x^
Si Ton fait x = o, on a j^ = o, I jy^^ = o, et, pai
suite, c = ^ a'. On a donc enfin b
82. Si Ton veut avoir le centre de gravité de la demicycloïde ACD, il faudra faire, dans les formules trouvées.
et Ton aura 51 =
ira
. , 3ir»a»
d'où
7 Yra 4^ r, = -^/r, ri = -7 •
SIXIÈME LSÇON.
SIXIÈME LEÇON
CENTRE DE GRAVITÉ DES SURFACES. (Suite.)
Centre de grarité des surfaces de révolation. — Centre de gravité d'une looe sphérique, — d'une zone cycloldale. — Théorèmes de Guldin. — Volume du cylindre.
CEKTllE DE GRAVITÉ DES 8URFACRS DE RÉVOLUTION.
Fig.33.
Considérons la surface engendrée parla révolution
d'une courbe plane CD, tournant autour d'un axe Ox situé dans son plan. Prenons cette droite pour axe des abscisses et pour axe des ordonnées une perpendiculaire à Ox située dans le plan de la courbe.
Le centre de gravité de la surface est évidemment sur 0 jc. On n*a donc qu'à déterminer son abscisse OG = Xi, Soient M (x^y) et M' (x -h r/x, j 4- dj) deux points infiniment voisins pris sur la courbe. On peut regarder la surface engendrée par la révolution de Tare infiniment petit MM' = ds comme celle d'un tronc de cône dont Taire est alors 2 iij ds ; donc si S est la surface engendrée par CD, on aura
d'où
== 27r jx ds.
D'ailleurs le moment de l'élément de surface dSj par rapport à un plan zOy perpendiculaire à Ox, est 2i:xjrds'j car x est l'abscisse du centre de gravité de
Félëment à un infiniment petit près \ le moment de la surface totale est Sxi : donc
Sxi
= a7r I xjdi.
84. Si Tare CD tournait autour de Taxe deaj^, en nomp. -. mant G' le centre de gravité de
la surface ainsi engendrée, on aurait
S'xOG' = 2ir Xxyds.
Mais on a
SXOG
donc
= 2ir 1 xyds\
S' X OG == S X OG
relation qui fera trouver Tune des quatre quantités S, S^ OGy OG^ quand on connaîtra les trois autres.
CEHTRB DE GRAVITÉ D*VNB ZONE SPHÉRIQUE.
85. Soit CD un arc de cercle qui, en tournant autour Fig. 35. de Ox, engendre la 3M>ne dont
on veut avoir le centre de gravité. Posons
nous aurons *
d'où
ou
Xh /%b
yds'=. 27r 1 Rrfj:
S = aicR(6 — fl),
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et ensuite
Sx, —
ira(^»-
donc
Ainsi, le centre de gravité d^une zone sphérique est sur le diamètre perpendiculaire aux deux bases et à égale distance de ces bases.
CEKTVB DE GEÀVITÉ b'uSE ZOlfE CTCLOÏDÀLE.
86. En prenant les axes comme au n° 69, l'équation fl^ 35^ de la cycloïde sera
(0 dx = dxyt:^^
d'où
ds=:
dx >[a
et
Or
yx
OU en6n
= 2.y yx — 1 ï dx ^a — x,
Si Ton veut obtenir Taire engendrée par Tare CM, on aura S == o pour a: = o. On a donc
8 ira'
donc
IVlaintenant,
Sx, = 2ir ^ i j ^dx\
mais
En effectuant ces dernières intégrations et déterminant la constante arbitraire par la condition que Sxi soit nul pour a: = o, on aura
Sx, =
7 irxjr ^ax H Trfl* (a — x)*
d^où Ton déduira Xj .
87. Si Ton veut avoir le centre de gravité de la surface engendrée par la demi-cycloïde, il faudra faire
ce qui donnera
Ta , = «, jr = _,
S = -iiraM ir — I j ,
d'où
sixikMB iXi{oa.
Xi = -
ir — ■=•
THÉORÈMES DE GULDIN.
Soient CD une courbe plane, / sa longueur et
Fig. 37. S (^lO'i ) son centre de gravité;
ds étant la différentielle de cet arc, on a
(Ti = Jr ds.
Maintenant, si S est Taire de la surface engendrée par la révolution de CD autour de Ox, on a
on aura donc
S = 27rj-, X /, d'où Ton conclut ce théorème :
La surface engendrée par la révolution d^une courbe plane autour d'un axe situé dans son plan, a pour me» sure la longueur de la courbe multipliée par la circon" férence que décrit son centre de grai^ité.
89. Si la courbe, au lieu d'accomplir une révolution entière, ne tournait que d'un angle 6, en appelant S' Taire engendrée, on aurait
doù
2ir
Or OjTi est Tare décrit par le point g : on peut
donc
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dire aussi que ; La surface engendrée par une courbe plane tournant d'un angle quelconque autour d'une droite située dans son plan est égale à la longueur de la courbe multipliée par Varc que décrit son centre de grauité.
Soit CC'D'D une surface plane comprise entre
deux courbes CD, CD', et deux droites CA, DB perpendiculaires à Oor; soient G (xi,yi) le centre de gravité de cette surface, et X "i ^ son aire ; on aura
Fig. 38.
^x^ = ^f{x'-y')dx,
les équations des deux courbes CD, CD' étant
Soit V le volume engendré par la révolution de Taire X autour de l'axe Ox situé dans son plan, on a
donc
y=^J[y-y')dxi
Ainsi, le volume engendré par la révolution d'aune aùre plane autour d*un axe situé dans son plan est égal à Voire de la sur/ace génératrice, multipliée par la cii^ férence que décrit son centre de gravité,
91. Si Faire n*accomplissait pas une révolution entière, le volume engendré serait égal à Taire X multipliée par Tare de cercle que décrit le centre de gravité de Taire.
93L Par exemple, soit un cercle de rayon a, tournant
8IXI£]fB LBÇON. 5g
«uttmr d'un axe situé à nne distance CH = A de son Fig^Sg. centre, nous aurons
et, par suite,
S = /^n*ah, V = Sir'aVi.
Si une ellipse dont les axes sont naei ab tourne au- FSg. 40. iQur d^iiQ iixQ^ situé dans son
y^ ^ plan à une distance h de son
centre, on aura
Yz=iin*abh.
93. Le théorème de Guldin relatif aux volumes est susceptible d^extension.
Si une surface plane se transporte dans V espace de telle sorte qu'un de ses points restant toujours sur une
courbe quelconque IK, son plan demeure constamment normal à cette courbe, le solide engendre par le moui^ement de cette surface aura pour mesure Paire de la surface, multipliée par la courbe que décrit son centre de grai^ité.
En cfTet, soient MO et M'O deux droites infiniment voisines suivant lesquelles le plan de la surface mobile rencontre successivement le plan osculateur de la courbe IK au point M. Les deux plans qui auront ces droites pour trace étant normaux à la courbe, se couperont sur one droite projetée en O et perpendiculaire au plan osculateur MM'O de la courbe au point M. Cette droite est Taxe du cercle osculateur et O en est le centre. Donc, quand la surface génératrice passera de la position qui correspond
Flg. 4s-
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à OM, à celle qui correspond à OM', elle pourra être supposée touraer autour de l'arc projeté eu O. Dès lors le voluDiedu solide engendré par ce dcplaceracntinfimmeni petit aura pour mesure l'aire de la surface mobile, multipliée par le petit arc de cercle que décnt le centre de gi-avité de cette surface. La même chose peut se dire de chaque élément de volume ainsi formé ; ou voit doue bien que le volume total sera égal à l'aire génératrice molrïpliéo par la courbe que décrit le centre de gravité.
On remarquera que le plan de la surface mobile reste toujours langent à la surface développable formée par les intersections successives des plans normaux à la courbe directrice.
VOLOME DU CYLlKOnE.
94. Soit ABCD un cylindre dont la section droite est ÂB, coupé par un plan CD incliné à ses arêtes. Soient X' l'aire de la base ÂB, et Zt la distance du centre de gravité de la base supérieure à la base inférieure.
Je dis que le volume du cylindre ABCD est égaUA'2,.
En effet, soient Ox, Oj', Os trois axes rectangulaires, dont deux, Ox, Oy, soient dans le plan de AB. En désiguant par À l'aire CD et par u l'aire d'an de ses éléments infîniment petits, on aura (72)
Soient 9 l'angle des deux plans AB et CD, et u' la projeclion de oi sur le plan AB, on anra
m'^ngosO, l'^lcosO.
En multipliant l'égalité (1) parle facteur cos6, on aura
)icos6i,= / liucose
-ff-
SIXIÈME LEÇOIV. 6l
oa
(a) Vz,=zÇÇz<^\
Or, z étant la hauteur du centre de gravité de l'élément (ùy z(ù' est le volume du cylindre infiniment petit
wù'j et dès lors j I z(à' est le volume du cylindre entier
ABCD. On a donc
(3) V = Vs,.
Ce qu'il fallait démontrer.
96. Le centre de gravité G' de la section droite ÂB est la projection du centre de gravité G sur le plan de la section droite.
En effet, soient Xi, j^i, Zi les coordonnées du point G, et x\ ty\t o celles du point G'. On a
d^où Ton déduit, en multipliant par le facteur constant cosO,
on aurait de même
donc
ce qui démontre la proposition énoncée.
96. De là résulte que les centres de gravité G, G', G'', de toutes les sections planes faites dans un cylindre quelconque sont sur une même droite parallèle aux arêtes.
Sa CO0BS DE xCcahique.
EnGn on peut ea déduire que le volume d'un cylindre Fie- .'(3, quelconque EFCD est ^al à
l'aire d'une section droite, multipliée par la distance GG" des ceu très de grari tédesdeuxbases.
Eu effet, soient Vt le volume ABCD, V, le volante ABEF, et y le volume EFCD. En désignant par V l'aire de la section
droite AB, on aura
CBKTRE DB GRAVITÉ DU CÔNE
97. Soit OIL un cône quelconque i base plane IL et posons OH = A. Soient OP = x, OP' = x -f- dxy les dîs- Fig. 4i. tances au point O de deux sec-
tions planes, infiniment voisines et parallèles à la base.
Nommons u Taire de la section il et b celle de la base IL. On peut considérer la tranche illW comme un cylindre ayant pour base u et pour hauteur dx. Ce volume sera donc u dXf ou -77- dx à cause de
Tégalît^
Par suite, on aura pour le volume du cône
ou
Appelons maintenant Xi la distance du centre de gravité du cône à un plan parallèle à IL mené par le sommet. Le centre de gravité de la tranche infiniment mince iW V k ce même plan est x, en négligeant des quantités infini-
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ment petites. On aura donc, en prenant les moments par rapport à ce même plan,
V JT, = 1 xudx •= l Jo Jo
^bx^dx
d'où
bh> bh'
D'aillcars le centre de gravité du cône est sur la droite Og, menée du sommet O au centre de gravité de la base IL, puisque les centres de gravité de toutes les tranches sont sur cette droite; par conséquent le centre de grauité d'un cône à base quelconque est sur la droite qui va du sommet au centre de gratdté de la base et aux trois quaits de cette droite à partir du sommet.
98. Eu appliquant ce théorème à la pyramide triangulaire, on démontre aisément que le centre de gravité d'une telle pyramide est le même que celui de quatre poids égaux appliqués à ses sommets, et, par suite, que la distance du centre de gravité à un plan quelconque est le quart de la somme des distances des quatre sommets a ce plan.
CBr^TIlE DE GRAVITÉ DU SECTEUR SPHÊRIQUE.
On peut concevoir le secteur sphérique engendré
par la révolution du secteur circulaire BOA autour de OA, comme décomposé en une infinité de pyramides triangulaires équivalentes, dont les bases se* raient les éléments triangulaires infiniment petits de la zone, base du secteur sphérique.
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Or les centres de gravité de toutes ces pyramidee se troti-
Tcront uniformément distribués sur la zone décrite par la
révolution de A'B', arc dont le rayon OB' = -? OB. Donc
le centre de gravité du secteur sphérique coïncidera avec le centre de gravité de cette zone» Ce point sera donc le point G situé à égale distance de A' et de D', D' étant le point où la corde de l'arc B'A'C rencontre OA.
Si Yôn désigne par r le rayon de la sphère et par a Tangle AOB, on aura
OD = 7 OD = 7 rcosa,
OA' = ^r;
donc
oiy
ou bien
Soit CDC'D une surface plane comprise entre
deux courbes CD, CD' et deux droites parallèles CCJy DD'.
Supposons que celle aire tourne autour d'une droite Ox, située dans son plan et perpendiculaire à CC^ Considérons la bande infiniment mince MNM'N' limitée aux deux courbes CD et CD' et aux deux parallèles infiniment voisines PM
Stuem. — Mée., I. 5
Fig.
mm
ïf
JE
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et QN. Soient
Le volume engendré par MM'NN' peut être regardé comme la différence de deux cylindres ayant pour hauteur commune dxj et pour bases les cercles décrits par les droites PM et PM' : ce volume sera donc
et si V est le volume total, on aura, en posant OA = a, OB = J,
Maintenant x étant Tabscisse du centre de gravité du volume engendré par MM'NM', le moment de ce volâmes par rapport à un plan perpendiculaire à Ox, mené par le point O, sera itx {jr* — y*) dx. Donc si Xi est Tabscisse du centre de gravité que Ton cherche, on aura
égalité qui fera connaître Xf .
CORPS DONT LE CENTRE DE GRAVITÉ s'oBTIENT PAR VVE
SEULE IMTÉGRATIOn.
1(M. On peut obtenir par une seule intégration le Fi0. 47. centre de gravité d'un corps
lorsqu'il est décomposable en éléments infiniment petits, ayant leurs centres de gravité en ligne droite.
Considérons, par exemple, un segment d'ellipsoïde compris entre deux plans parallèles AL et BM.
Menons par le centre O de l'ellipsoïde un plan zOy-y
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parallèle à ces deux plans ; soient Ojr^ Oz deux diamè* très conjugués de la section ainsi obtenue, et Ox le diamètre conjugué à ce plan diamétral. Le diamètre Ox passera par les centres de gravité de toutes les sections parallèles à zOjTj puisque ces centres de gravité sont les centres de toutes ces ellipses.
Or aaj ai, ac étant les longueurs des trois diamètres conjugués, Téquation de Pellipsoïde sera
On peut concevoir le segment ALBM comme formé d'une infinité de tranches infiniment petites, limitées par des plans parallèles à zOy. Soit PRP'R' une de ces tranches, telle que OP = x, OP' = x -f- dx. Le volume de cette tranche différera infiniment peu de celui d'un cylindre qui, ayant Tellipse PR pour base, aurait pour hauteur la distance entre PR et PR'i Or l'équation de Tellipse PR est
et par suite son aire est
Tzbcl i I sînG,
0 étant Tangle zOjr. D'un autre côté, >. désignant Tangle que le diamètre Ox fait avec le plan diamétral zOj^j dxsinl est Pépaisseur de la tranche; le volume de cette tranche sera donc
rcbc sinBsin'k ( i î dr.
Par suite, x = a, a: ={3 étant les équations des plans AL, BM, le volume V du segment sera
ir^csinGsînX r^
Vrrz J {a'^x')da:,
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ce qui donne, en intégrant, 7r^csÎD9sîn>
3fl'
(p — a) (3û»-- a'— ap — f').
Maintenant le centre de gravité G du segment ALBM est sur le diamètre Ox, et comme l'abscisse du centre de gravité de la tranche infiniment petite difiere infiniment peu de a:,
6rsinGsinX. , ,. .
^ _ JûS — x'jXM
sera le moment de celte tranche par rapport au plan et à la direction Ox. D'un autre côté, si OG = Y Xi sera le moment du segment. On aura donc
zOjr
fr^csinOsinX P^, , .. .
\xt = — J {a^ — x')xdx
ou
ir6csin0sin> ,-. •»# , , «.x
d*où, en divisant par V,
"" 4(3fl»— a« — ap— P')
On doit remarquer que Xi ne dépend ni des diamètres ai et 2c^ ni des angles 9 et X, en sorte que cette formule donne immédiatement Tabscisse du centre de gravité d'un segment sphérique dont le rayon est a et dont a et p sont les distances des bases au centre de la sphère.
CENTRE DE GRAVITÉ DVK CORPS QUELCOUTQUE*
102. Supposons le corps rapporté à trois axes rectangulaires Ox, O^, Oz. Si l'on mène une infinité de plans parallèles au plan xOyy on partagera le solide en une
septiI:m« leçon. 6g
infinité de tranches dont les bases seront parallèles à ce plan; eu menant des plans parallèles au plan zOXf on
décomposera chaque tranche en une infinité de petits filets prismatiques ayant toutes leurs arêtes perpendiculaires au plan zOj"^ et enfin au moyen de plans pa- "y rallèles au plan jsO/, cha-
cun de ces filets se trouvera partagé en une infinité de parallélipipèdes infiniment petits dans toutes leurs dimensions.
Soient M(x,j^, z) et M! {x -{- Jœ, jr -i- dy^ z-^dz) deux sommets opposés d^un de ces parallélipipèdes infiniment petits. Son volume sera dxdjrdz, et par conséquent, si Y est le volume du solide tout entier, on aura
(i) \= C Ç Cdxdydz.
Si le corps est homogène, cette intégrale triple pourra être considérée comme représentant le poids du corps. Si le corps n*est pas homogène, le poids de Félément MM^ sera représenté par pdxdydz et le poids du solide entier P par la formule
(a) V=Ç Ç Ç^dxdydi
p désignant la densité du corps au point {x^y^ z). On suppose que p est une fonction continue des coordonnées, fonction qui peut être considérée comme ayant sensible-* ment la même valeur dans toute Tétendue d'un élément mfiniment petit.
Voici maintenant comment on devra effectuer l'intégration indiquée. L'équation de la surface du corps ionne, en général, pour un système de valeurs de x et de ^, deux valeurs de z : soienif(Xyj') la plus petite, et F (Xj y) la plus grande de ces valeurs. On commencera
tZf
par chercher Tintégrale
en regardant x eiy comme des constantes.
Imaginons maintenant que, de Tëquation de la trace sur le plan des jy d'un cylindre parallèle à Oz et circonscrit à la surface du corps, on tire 1
la première étant la plus petite et la seconde la plus grande des valeurs de y qui correspondent à une valeur attribuée à x. En regardant x comme une constante^ on cherchera Tintégralc définie
Enfin
étant les équations de deux plans parallèles au plan zOjy Fun mené par le point le plus rapproché, l'autre par le point le plus éloigné de ce plan sur la surface du solide, on aura
(3) V=zf drj dj j pdz.
103. Pour trouver maintenant le centre de gravité (xi,/i, ^i)du solide, observons que xpdS^ypdSy zpdW seront les moments du parallélipipède MM' par rapport aux plans coordonnés , en regardant or, jr, z comme les coordonnées du centre de gravité de ce parallélipipède. On aura donc, d'après le théorème des moments,
(4) l^^'^jjj^^"^^'
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Si le corps ëtail homogène, le facteur constant p pourrai t
sortir dû signe d'intégraUon et, en remplaçant - par V, on aurait
(5) / Vr.
Les limites de ces intégrales sont les mêmes que pour Vint^rale qui représente le volume
cooas DE MiCUriQUE.
HUITIÈME LEÇON
A DES COORDONNÉES POLAIRES
Coordonnées polaires. — Poids et Tolume d^un corps rapporté à des coordonnées polaires. — Coordonnées polaires du centre de (gravite. — Limites des intégrales qui entrent dans les formules précédentes. — Application.
Fijj. 49.
COORDONNÉES POLAIHES.
104. Soient z = MP, j = PQ, x = OQ les coordonnées rectangulaires d*un point M. Ce point peut être déterminé par sa distance OM = r à un point fixe O, par l'angle MOx = 9 que fait le rayon vecteur OM avec Taxe fixe Ox, enfin par Tangle M QP = t^ que le plan MOx fait avec le plan fixe xO^. Les quantités r, ô, ^
sont dites lés coordonnées polaires du point M.
On voit que les coordonnées polaires déterminent le point M par Tintersection de trois surfaces, savoir une sphère décrite du point ^O comme centre avec r pour rayon : un cône de révolution dont O x est Taxe et dont la génératrice fait avec Taxe un angle 6\ enfin un plan passant par Ox et faisant un angle t^ avec le plan xOy.
105. Les formules propres à passer des coordonnées rectangulaires x, /, z aux coordonnées polaires r, 0, '^ se tirent immédiatement de la considération des triangles MOQ et MPQ, qui donnent
a: = rcos8, jr = r5in8cosT!>, z = rsinOsinj/.
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406. Inversement, pour passer du second système au premier, on aura les formules
ces 6:::==
y jr' H- ^*-t- «'
POmS ET VOLUME DES COUPS KÀPPOUTÉS
À DES cooedokhées polaires.
107. Soit M (r, d, ^) un point pris dans le corps considéré. Décrivons dans le pian MOx et du point O
comme centre deux arcs de cercle MI et LK, avec les rayons OM = r et OL = r -f- Ar, terminés à la droite OK telle que LOK = AO.
Si Ton imagine que le quadrilatère plan I&ILK tourne autour de Ox d'un angle Atf^ et vienne en l'M'L'K', nous obtiendrons un petit solide MK'que nous prendrons pour l'élément du volume total. D'après le théorème de Guldin (90), MK' aura pour mesure Taire IMLK multipliée par l'arc de cercle que décrit le centre de gravité G de cette aire. Or
IMLK = OKL — OMI = i (r -f Ar)»A0 — - / »A0, OU bien
ndLK=(r 4-- ArlArAÔ.
D'un autre côté, si u est la perpendiculaire GH abaissée du point G sur l'axe Ox, Tare décrit par le point G sera égal à u^^. Mais le point G étant compris dans Tinté-
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rieur da quadrilatère IKLM, peut devenir aussi voisin que Ton voudra du point M en prenant A0 et A(p asse? petits. Par conséquent, GH différera peu de la perpendiculaire MQ = r sin Q abaissée du point M sur Taxe Ox : on aura donc
(i) aizrrsinô H- a,
a désignant une quantité qui tend vers o en même temps que A r et Ad; et par suite
(2) ZkV= (r sinô -4- a) f r -t- - ^r\ ÂrAOÂ^.
Mais si Ton appelle p la densité du solide au point M, p -{- S sera la densité moyenne de l'élément de volume AV, S devenant nul à la limite. En appelant AP le poids de cet élément, on aura donc
AP = (p -^ 6) AV et par suite
(3) AP = (p H- 6) (rsine H- a) ( r -f- - ArJ ArAOA^}».
De là on conclut, en désignant par y un infiniment petit,
P= ïp^»sinôA^AÔA^|; + 27ArAÔA>p.
Or, si Ton suppose les accroissements Ar, Ad, A(jf de plus en plus petits, on a
lirnSvArAGA^» = 0, Um2p^*sînôArAÔA^|;rr: / / 1 pr^sinBilrdBd^.
(4) P= j j jpr's\n9drdQ(i^,
relation que Ton aurait pu obtenir plus rapidement pai la méthode des infiniment petits.
Quand le corps est homogène, p est une constante qu'on peut faire sortir du signe d^intégration, et sL Ton observe
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que - est égal an volume V du corps, on aura
mQfird&d^,
COOKDOraÉBS POLllEES DU CBJfTEB DB GRAVITÉ d'uS COEPS.
108. En posant dV = pr^sinOdrdOdt^y un raisonnement analogue à celui que nous venons de faire nous donnera, pour les moments du solide par rapport aux trois plans coordonnés, les intégrales
///'"'' //>"'' fff''''
et comme ces moments sont aussi égaux à Po?], P^i, Pzi, on aura finalement, pour déterminer les coordonnées rectangulairjss du centre de gravité solide, les formules suivantes :
smB€lrd9d^,
Pjt, = i I I pr^sinQcosBdrdBd'^f (6) ) Pxt= f f h r* sîn> 0 cos^^ drdB d^,
Pz, = I I j pr^ sin^ 9 sin^ drdBd^»
On obtiendrait ensuite les coordonnées polaires pi^Oi^^i^ du centre de gravité à l'aide des formules du n** 106.
LIMITES DES I^'TÉG RALES PRÉCÉDEJNTES.
109. Quant aux limites de ces intégrales, il faut distinguer deux cas, suivant que Torigine des coordonnées est dans le corps ou hors du corps.
Dans le premier cas, i^ on intégrera d*abord par rapport à r en regardant d, tp» dOj d^ comme des constantes,
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depuis r=:o jusqu'à r=f{0,^)y Féquation polaire de la surface du corps résolue par rapport à r étant
On aura ainsi le poids et le centre de gravité d*une pyramide infiniment petite ayant son sommet au point O, et dont les cjuatre arêtes seraient les droites OL, OK, OL', OK', qui correspondent aux angles d et ^'^
2^ On intégrera ensuite par rapport à 9, en regardant fjf et d^ comme des constantes, depuis d = o jusqu^à 0 = ir, ce qui donnera le poids et le centre de gravité d'une tranche infiniment mince comprise entre deux plans infiniment voisins passant par Ox et correspondant à un angle ^.
3® Ejifin, on aura le résultat définitif en intégrant les quatre expressions trouvées par rapport à ^ entre les limites ({/ = o et (j/ = 27r. D'après cela, la formule qui donne P pourra s'écrire
I d^ f slnBdB f pr^dr.
0 Jo Jo
Si le point O est extérieur, on intégrera d'abord
par rapporta r, entre les limites
Fig. 5i.
en supposant que Téquation de la surface, résolue par rapport à r, donne pour cette variable les deux valeurs
r=:OA=/(Ô,^), r = 0B = F(e,4,).
Soient maintenant 6' et 6'^ les angles que les tangentes menées par le point O à la courbe d'intersection de la surface et du plan MOx font avec l'aie Ox. On intégrera par rapport à 9 depuis 6' jusqu'à 6^. Enfin, on intégrera par rapport à <p depuis tfi = a jusqu'à 4^ = |3, ot et 0
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étant les valears de t^ correspondant à deux plans menés par Oxy et tangents k la surface.
Si Taxe Ox passait par rintërieur du corps solide, il faudrait intégrer par rapport à4^dei{/=o à (pr=:air.
Enfin, dans tous les cas, on pourrait changer Tordre des intégrations; mais les limites des intégrales ne seraient plus les mêmes.
APPLICATION
IH. Nous allons appliquer les formules précédentes à la recherche du centre de gravité d'un corps homogène, terminé par deux surfaces sphériques concentriques de rayons a et & et par la surface d'un cône droit ayant son sommet au centre commun des deux sphères.
Prenons pour origine ce centre et pour axe des x Taxe dac6ne. Le centre de gravité sera évidemment situé sur cette droite. Nous n^aurons donc que la seule coordonnée X| k déterminer au moyen des formules
Or, on a
' d^ j siner/0 / r'dr, o Jo J a
Jnl'R /»« r*h
\ d^ j sinBcosOdQ I r^dr.
o Jo Ja
sinôrfô =3 1—. cosa = 2sin'-a,j
doûc
(S) Vzi=^(^»~fl3)sin»-a.
^8 coulis DE XÉCARIQUE.
On aura ensuite
sinÔcosô = - / sin20^d= -sin'a; 0 ^Jo ^
Vx, = Trsin'a
et, en divisant (4) par (3),
3 b^ — a^ sîn'a
ou
sin' - oc
Si a = G et a = 90^, on trouve
Ainsi, le centre de gravité d'une demi-sphère est situé à une distance du centre égale aux trois huitièmes du rayon, comme on le trouverait par la formule du n^99.
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NEUVIÈME LEÇON
ATTRACTION DES œRPS.
Loi de l'attFtctioD. — Attraction d^une couche sphérique. — Attraction de deux sphères. — Formules générales. — Réduction des intégrales générales à une seule. — Propriétés de U fonction Y.
LOI DE l'aTTRÂCTIOIV,
112. Toa5 les corps de la nature s'attirent mutnellenieDt, et Tintensilé de Taitraction pour deux corps est proportionnelle aux masses ou quantités de matière de ces corps et en raison inverse du carré de leur distance.
Pour éclaircir cet énoncé, supposons que deux corps de dimensions et de formes quelconques, ayant chacun une masse égale à Tunité, s'attirent mutuellement, et concevons que cette attraction ne varie ni en grandeur ni en direction dans toute Tétendue de ces deux corps , en sorte qu'elle soit la même entre deux points matériels a et & de ces deux corps que celle qui aurait lieu entre ces deux points s'ils étaient placés à Tunité de distance Vnn de Tautre. Appelons^ l'attraction totale exercée par l'un de ces deux corps sur l'autre. La loi énoncée plus haut signifie que si deux points matériels ont des masses fx et yJ et sont placés à une distance u l'un de l'autre, l'attraction
exercée par l'un d'eux sur l'autre sera mesurée par ^^ ■
ATTRACTION d'uNB COUCHE SPHÉRIQUE.
113. Considérons une couche homogène comprise entre deux sphëre^oncentriques dont les rayons soient & et c, et cherchons à déterminer l'attraction exercée par
8o COURS DB MÉCANIQUE.
la couche sur un point matériel K extérieur à cette couche.
Fig. 5a.
Soit M un point matériel de la couche; nommons |x' sa masse et r, 9f ^ ses coordonnées polaires, en prenant le point O pour pôle, pour axe polaire la droite Oo: qui passe par le point K, et enfin pour pian fixe le plan xOy. Posons en outre
0K = «, MK=:«.
En nommant d\ Télément de volume de la couche, on a (107)
et par conséquent, si p est la densité de la substance dont la couche est formée, on a
L'attraction exercée par le point matériel M sur le point K aura pour expression (112)
c'est-â<dirc
/fip r* sin ^drdùd'^
114. Les attractions exercées par tous les points de la couche sphérique sur le point K sont des forces appliquées en ce point, et dont la résultante doit être dirigée suivant KO, car tout est symétrique autour de cette droite. Il suffira donc d^évaluer la somme des composantes partielles dirigées suivant KO. Or, la composante suivant KO de l'attraction muUielle des points M et. K est
cosMRO =
/jifi' fl ' 4- «' — r*
2 au
BsvTffeifE Lzçoir. Si
ou, en remplaçant fx' par sa valeur,
flS -1- ||« /-J
/upr^slnBdrdùd^ ; :
mais on a
tt»=:«*-+-r» — atfrcosO,
d'où
udu=zarsinQdù,
Donc y expression ci-dessus peut s'écrire
/ft^rdrdud'^ / ifi^—r^X 7,a} \ «* /
115. Pour intégrer cette expression, on remarquera d*abord que ^ n'y entre que par sa différentielle, car u et r sont indépendants de ^. En intégrant par rapport à ^^ depuis zéro jnsqu^à air, on aura donc
Intégrant par rapport à u, on aura d'abord pour l'intégrale indéfinie
Maintenant si le point K est situé entre le centre
Fig. 53. et la couche spfaérique, comme
la distance
Il = ^r^ 4- fl' — aarcosO
doit être positive et que les limites de B sont zéro et tt, les
limitei correspondantes de u seront r — a et r -H a* mais
Il résulte de là qu'en multipliant par ^^\^ — et inté- Snaui. — jfAr., I. 6
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grant par rapport à r, on aura une constante pour Tintegrale indéfinie, et par suite zéro pour l'intégrale définie. On a donc ce théorème :
La résultante des attractions de tous les points maté' riels d^une couche sphérique homogène sur un point matériel placé dans son intérieur est nulle,
\ 17. En second lieu, si le point K est situé à Textérieur de la couche, après avoir intégré par rapport à <p, fl faudra intégrer par rapport àudeii = a — r k u^= a-h r, valeurs extrêmes de u : or
par suite, en intégrant entre les limites 6 et c Texpres- SI on ^ ^"^ ar, on aura
On peut simplifier ce résultat, en observant que si m est la masse de la couche sphérique, p étant sa densité
et ^ t: (c' — i') son volume, on a
d'où résulte que l'attraction exercée sur le point est
De là ce théorème :
L^attraction exercée par une couche sphérique homo^ gène sur un point matériel extérieur à cette couche est égale à celle qu! éprouy^erait ce point si -toute la masse de la couche était réunie à son centre.
' 1 18. Les résultats trouvés (416 et 117) s'étendent au
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cas d*un corps oompose de couches sphériques et conoen- Fig. 54. triques dont la densité varie
de Tune à l'aulre suivant une loi quelconque, mais de telle sorte que cette densité reste constante dans toute rétendue d'une même couche.
En effet, si le point K est dans Tintérieur du corps, la résultante des actions de chaque couche élémentaire étant nulle, l'attraction totale est bien nulle aussi.
En second lieu, si le point est à l'extérieur du corps, chaque couche élémentaire agissant comme si toute sa masse était concentrée en son centre, l'attraction du corps tout entier sur ce même point sera la même que si la masse totale était réunie au centre.
i 19. Si le point K fait partie de la masse attirante, on
concevra celle-ci partagée en deux couches spbériques
Fig. 55 concentriques au moyen d'une
sphère de même centre passant par ce point. L'attraction totale exercée sur le point par la couche extérieure sera nulle et le point sera seulement attiré par la seconde couche, comme si toute la masse de celle-ci était réunie au centre.
120. Quand le rayon intérieur de la couche sphérique est nul, c'est-à-dire dans le cas de la sphère, les résultats précédents subsistent encore. En supposant la sphère ho-
mogene, p est la partie de sa masse qui agit sur le
point considéré et l'attraction a pour valeur- ir^ppa;
ainsi r attraction d^une sphère sur un point intérieur est proportionnelle à la distance du point attiré au centre*
Au contraire, si le point attiré est extérieur à la
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sphère, Tattraction exercée sur ce point sera récipro» quement proportionnelle au carré de sa distance an
centre et aura pour mesure ^ f^fy^p -^ * Du reste la corn-
paraîson des expressions ^ Tf/pp ~ et ^ itffipa fait voir
que l'attraction a sa plus grande valeur quand a=zcy c'est-i-dire quand le point est à la surface de la sphère et que cette attraction est nulle pour a = o ainsi que pour a = 00 , ce qu'il était facile de reconnaître à priori.
▲TT&ACTlOlf nE nBUX SPHàlUSS.
122. Soient deux sphères de rayons a et 6 et dont les centres soient à une distance c Tun de l'autre.
Tous les points matériels de la première sphère attirent une molécule de la seconde comme s'ils étaient réunis an centre de la première. On peut donc remplacer celle-ci
par un point matériel de masse ~ rpa*. L'attraction exercée par la seconde sphère sur ce point matériel étant la même que si la masse ^ np' b* de celle-ci était réunie à son
centre, il en résoltc que l'attraction mutuelle des deux sphères sera égale à
l6 n^pp'a^b*
Ainsi deux sphères homogènes (ou composées de couches homogènes dont la densité varie d'une couche à Tautre) s'attirent comme deux molécules de même masse placées k leurs centres respectifs.
FORMULES GÉNÉRALES
123. L'attraction exercée par un point M (x, y^ z) ie masse dm sur un point O (a, 6, y) dont la masse est jx
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est égale i
[ndm
et les composantes de cette attraction élémentaire, parallèles aux axes de coordonnées, sdnt
■ ■ ant . ■■ «/If f " afn •
en regardant ces composantes comme positives quand elles tendent à diminuer les coordonnées du point attiré.
Pour avoir les composantes A, B, C de l'attraction totale exercée par tous les points do corps attirant, il faudra int^rer les expressions précédentes dans toute retendue de ce corps. On aura ainsi
124. Pour rendre l'intégration plus facile, transportons Torigine au point attiré et désignons par gy A, l les angles que la droite OM fait avec les axes de coordonnées. On a
COSi2r= > cosA=:- f cos^= -•
Prenons en même temps des coordonnées polaires u, &, c^ liées aux angles g^ A, / par les formules
cos^rncosOy (a) { cosA = $în9cos>!i,
cos^=:siD96in4»
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[ce qu*on voit en faisant u ou r = i (105)]. D'ailleurs on a
dm zzzpWdu sinO dB d-^.
On aura donc
A = — /fil j j pcosgdttsm^d^d'^^ 8 = — /{aI j I pco$hduûnBdBd'^f C = — /f*/ I I pcoskdusin^dBd'^.
Si le point O est intérieur, il faut intégrer par rapport à u depuis ii = o jusqu'à ii = R, R désignant le rayon ▼ecteur terminé à la surface du corps \ par rapport à 9, depuis 0 = o jusqu'à 0 = ir ; par rapport à ^^ depuis ^ = o jusqu'à ^ = aTT.
EÉDUCTION DES INTiCEÀLES GÉKÉBALES ▲ UHE SEULE.
1S5. Les intégrales comprises dans les formules (i) peuvent être ramenées à la seule intégrale triple
étendue à toute la masse du corps.
En effet, puisque
on aura
dV^
da
dV dy
x)dm
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par suite (123)
'^^ df
Ainsi tout le calcul se réduit à la détermination de la fonction V.
PllOPRIÉTÉS DE UL FONCTION Yfc
lâ6. Si le point attiré est extérieur, la difTérentîelle
dm
— ne devient pas infinie dans les limites de Tintera-
tion. On peut donc appliquer les régies de la différentialion ^us le signe à Tintégrale définie ^
et Ton en tirera
d'\ , dt^'^
dy'
Mais à cause de
-fff^
J3- rf2_ //?_
« // tl
tt = v'(a-x)'-i-(6-r)= + (7 - =)'
on a
dl
du
</«' tf'
ft
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On conclut de cette dernière égalité
Le second membre de Téquation (a) est donc nul, et Ton a
dot}
dî} €/y»
127. Si le point attiré est intérieur, on part des for< mules (6) du n^ 125; en les différentiant on a
d^\ d^V d^__J__(àJ^ dlà dC da} "^ dV "^ d-i^ "" /^\daL "^ dt ^ df
ou, en vertu des formules (3) du n° 124,
d^\ d^\ d^y doL^ ^ dV ^
df '=-J'^j jje'^^^S^^^^dud^d^ "Tm \ \ j p cos h s\n9 du d 9 d'^
Si Ton effectue les diflférentiations en appliquant les r^Ies relatives au cas où les limites d*int^ration sont variables, on trouve
rf'V d*y £»y
da} "*" d^^ ■*" dy^
-fff^
sm^ du dBd^
dû
cos^
rfp\
1 j ptsin9d9d^lco%g^
dK
doL
COftA
COSA-r— If
dK\ dy)
pt et R désignant les valeurs de /» et de u à la surface. On
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a d'ailleurs
dp ^ dû .dp do
COSg-ji- -f-COS^-r^ -hCOSX-r^ =-7"»
aa dZ dy du
i/a ^dia ,dii
dx ao dj
Par conséquent
d^\ d^y d'y rrr.^....dù^
— I j ^tsin^dBd'^.
Maïs si Ton désigne par pi la densité du corps au point O, on a
I 1 js\nBdBd^'^du=z2K I [pi-- pi)9mBdB
= — 4^^?» + / / P» sinô ^^ ^'t 5
donc
COmS DE XÊCiHIQOB.
DIXIÈME LEÇON
Proposons-nous de trouver raltraction de Tellipsoïde
sur un point intérieur (œ, o, y).
Pour avoir la valeur de R, il faut faire
l X a -^ u cosgf
l y €4-acos/i,
\ z — 7-4- ttcosXy
dans Téquation (i), ce qui donne
pti} -+- iiqu=z/f
en posant
l cos*/?" oos^A cos*X*
1 acos/? 6rosA 7COS/*
On tire de Téquation (3)
— qzhyjq' H- pt
Uz=
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CtMDHie p et /sont positives, on a deux valeurs de ii. Tune
pontive, qui est — ^-^ ^> lautre négative, qu il
fiut rejeter, car le rayon vecteur est une quantité positive, sa direction étant déterminée par les angles g^ A, Ar, qui peuvent être aigus ou obtus. On prend donc
et Ton a, en intégrant par rapport à u la première des fermules (3) du n^ 124 et en omettant le facteur con-
A=— I I Rcos^sin9</9</4' ou
(4) ^= / /^~V^ cos^smO rfO d^, et de même
(5) B =JC9-\/9' + Pi cosAsinOrferf^,
(6) C = jÇllulEE^ C08* $in 9 rfô rf^.
429. On peut sapprïmèr le radical ^q* ■+- pi dans ces formules. Par exemple, la partie
Ùlj±£icosgsinBd9d^, P
qui entre dans la formule (4)9 est nulle, car si Ton considère un élément de l'intégrale double correspondant à une certaine direction (&, ^) du rayon vecteur, puis l'élément correspondant à la direction opposée (tt — 6, Tt-h^)^ coBg OU cos9 changera de signe sans changer de valeur en passant du premier élément au second; il en sera de même de sin^^ et cos<{'; quant à sin0, il ne changera pas,
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de sorte que les deux éléments, étant égaux et de signes contraires, se détruisent. La valeur de A se réduit donc à
cosg mBdBd^f
ou, en remplaçant q par sa valeur (128),
cos^cosA'
^Hf
sin0c/9l/^{>.
130. En prenant deux éléments pour lesquels 0 ait deux valeurs supplémentaires tandis que ^ sera le même, ou, ce qui revient au même, deux éléments qui répondent à des valeurs suppléolentaires de g et aux mêmes valeurs de h et de A:, on voit que les deux dernières intégrales sont composées de parties qui se détruisent deux à deux, et A se réduit à la première intégrale. Une simplification analogue aura lieu dans les valeurs de B et de C. On aura donc
A= — j / -— î^sinOrfôrf^,
OU, en remplaçant p, cosg^, cos/i, cosA par leurs valeurs (124),
A«r' cos*© sîn 0 dB r/^ ^c»cos' 0 -4- fl*c*cos*4' sin* 9 -H fl'6*sin*ij» siii'O *
(8) K^^CC ^'r»sîn»0cos»4.rfM-fr
1 J J ^'c'cos'0-i-/i»c»cos>>^sin»0-4-<i»^»sin»4»siii»«^
g'^^sin'O sin'^rfO </>}»
c*cos*0 -♦- flVcos*^ sin*9 -f-a*6'sin'4» sin*#'
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GOHftéQUEIlCBS DES FORMULES PEÉCÉDEBTES.
131 . Avant d^ effectuer les intégrations, on pent déduire de ces formules plusieurs conséquences.
I® Tous les points situés dans un même plan perpen* à'colaire k un axe sont également attirés dans le sens de cetaxe, et les composantes de l'attraction sont proportionnelles aux distances du point attiré aux trois plans principaux de Tellipsoïde. Par conséquent, cette attraction mte parallèle a une même direction pour tous les points sitnés sur une ligne droite passant par le centre, et elle est proportionnelle à la distance du point attiré au centre.
2® On a
— =i jsiû9d9d^=z^lg
et
dA dh dC .
cas particulier de la formule (7)) n^ 127, •
d*V d^y r/»V d^'^dF'^df^'^^''^"
3® Les valeurs des composantes A, B, C ne renferment que les rapports des axes de rellipsoïde; elles restent donc les mêmes quand ces trois axes varient proportionnellement, c*est-à-dire deviennent na^ nb^ ne* Donc une couche homogène comprise entre deux surfaces ellipsoïdales concentriques, semblables et semblablement plaojes (homo thé tiques), n'a aucune action sur uu point placé dans Tespace vide intérieur, et par conséquent Tactûm d*un ellipsoïde sur un point de sa propre masse se réduit à celle de la partie de ce corps qui est terminée par une surface concentrique et semblable à la sienne et passant par le point donné.
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SUITE DE L*IIfTÉ6KATION DES FORMULES DAlTS LE CAS
DE l'ellipsoïde.
132. Comme la fonction sous les signes i i dans les formules (8),
_ r r &»c'cos«QsinO</Q</4>
J J 6*c*cos*0 -H a^c* cos*+ $in*0 -h i^b^sin^^ sin'ô'
'^ J j b^c^ co^B -h a»c>cos'4» siVO -f- aH^ sîn'4»"5n*Ô*
r r a»^»sin»Qsin'4>rfO</4>
J J b^c* cos*9 -f- û'c» cos*4» sin'O + a^b^ sin'^i sin*
a la même valeur pour deux valeurs de 9 supplémentaires et pour des valeurs de ^ telles que (f, it — f , ^ + fi
air — f , il suffira d'intégrer par rapport à 0 de zéro à ~
puis de doubler le résultat; et par rapport a t{/, de zéro
à -en quadruplant le résultat. Occupons-nous d'abord
de la valeur de A. En mettant les limites en évidence, on
aura
A=:6b*é»a I cos»05ÎnO£/O
,^ ^ c*cos*ô H- a'c» cos*4» sin'O -4- a^ b^sior^ sio^O
Posant
tang + = /,
d'où
d^ = -f SÎn'>I» = ; y COS'jf = -»
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ont
dt
— ir __ 2
"" be v'(6*cos*« -h a»sin'0) (c'oos'ô -4- a»sin»ô) i cause de la formule
donc
- râ ^<;cos'OsinO</0
J^ V(à»cos"Ô4-«*sm"0)(c»cos»0 + a'8m»0)
Sans nouveau calcul on déduira B et C de A par de simples permutations. On aura donc
éccos'OsinO^^O
cos*0 -ha^sin»0)(c*cos^G H-a'sin'O)
_ , ^ r^ rttfcos'OsinOrfÔ
Jo v(«*cos'0 H- à'sin'O) (c'cos'
ô-l-à'sin'9)
a^cos'OsinOr/0
V^(fl«cos'9-f-c^sin'0) (*»cos»0 -h c'sin^ôj
Ces composantes, ëtant positives, tendent à rapprocher le point O du centre de rellipsoïde. Elles ne renferment qae les rapports des axes, de sorte qu'en remplaçant a, bj c par fia, nb^ ne elles restent les mêmes. Ainsi t ellipsoïde étant augmenté d^une partie comprise entre
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sa surface et une surface semblable, V action de la couche ajoutée sur le point intérieur est nulle (131, 3°).
Si l'ellipsoïde est peu dîfléreni d'une sphère, en
sorte que les quantités — et — ou X' et )/* soient
très-petites, on développera A [formule (lo)] en série convergente. Posons à cet effet
SmiM. — Méc, I.
= I — P, tt»4- P,a^ — P,a«-4-. . .,
on aura
COUBS DE UÉCiHIQVE.
Pî=
vvs
et il en résultera
3Ma/i I ^ I ^ I ^ \
Des suites semblables exprimeront B et C»
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SUITE DE L'ATTRACTION DES ELLIPSOÏDES
Réduction anx fonctions elliptiques des composante de Fattraetion. — Cu d*an ellipsoïde de révolution. — Théorème de Newton.— Cas d'un point extérieur. — Théorème d'Wory.
lÉOUCTIOIf AUX FOlfCTIOnS ELLIPTIQUES DES COMPOSANTES
DE l'attraotiou.
137. On peut exprimer généralement A, B, C par des fonctions elliptiques de première et de deuxième espèce.
En supposant a<^b <^Cy d'où X <^ 1', on pose dans les valeurs de A, B, C (133)
X'tfziztaDgç, c>=:i — — , tangT = V = i^— ^,
cl Ton trouve
Ma r^ iang'^^dff
i Jo (ï— <?'S1
_ 3M7 r"^ sin^ ffdtf
o V—- sin»ç)'
Or, on a
Si Ton remplace dans celte formule ^i — e*sin*cp par "7== L9 on trouve
rf j ^,
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en intégrant, il vient alors
En posant, conformément à Fusagc,
on a de même
on a ensuite
d sinocosçp
fcos'(p — sin*y) (i — e^ sin*<p) -h c^ sin-y cos'y __ -
(i—ir'sin'ç)'' COS-? — sin'9 -f- <?*sin'<pfi — cos*?)
(i — ^sin'ç)'
cos^y
fi — <?*Wîn*y
^i-e^sin'ç (,-^sin'ç)^ En intégrant, on trouve alors
— r*)sin*ç (i— e»sin»f)»
sin^cosf é^ — i
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c*e8t-à-dire
I SID^COS
Les formules (i) deviennent alors
A=3Ma(c' — û')"^(^^ — a»)-' rA(c»— û»)"^— e1,
^. (c'— a»)^(c»— 6»)-»(A»— rt«)--'E— |^(A»— a^)~'l»
et dans ces équations il faut sous-entendre, devant les signes E et F, le symbole
CAS OU l'ellipsoïde est de révolution.
138. Si rellipsoïde est de révolution autour de son petit axe 2rt, ou a £ = c, /' = i. La formule (133)
__ 3Ma /" n' du
dc>iciit
3Ma r' f/M//
et donne
W) A=: -^r7(X — arctongX);
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et comme en général
on aura pour c
fi
3Mg r ' u'du
On trouve^ en efiectuant Tintégration,
(4) B = — rr: ( a'c tong> i •
Pour avoir la valeur de C, on remarquera que les for^ mules (i3) du n^ 134 donnent, en faisant 7/= X,
on aura donc
(5) c = ^ (arc tangX ^\ .
Les composantes B et C étant entre elles comme les composantes S et y du point attiré, leur résultante A' sera dirigée suivant la perpendiculaire à abaissée de ce point sur Taxe de révolution et aura pour valeur
A' = :- 1 arc tancX r- 1 •
139. Si X est petit, on développe suivant les puissances de cette quantité, et Ton a
Ma/ 3„ \
Dans le cas de la sphère X = o, la résultante est
— ? =:= ^Tia, en supposant le point placé sur Taxe des x. (i^ 3
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141. Si Fellipsoïde était de révolution autour de Taxe a£, en supposant c = a et 6 ^ a, on aurait X' = o, et des calculs analogues aux précédents donneraient
A _ C _ 3M r' u^da
THÉORÈME DE HEWTOIV.
142. On peut démontrer synihétiqucment ce théorème de Newton qa^une couche homogène d^iine épaisseur i/uelconque compnse entre deux sur/aces ellipsoïdales semblables et semblablcment placées ri exerce aucune action sur un point intérieur.
Concevons un cône infiniment étroit ayant son sommet au point attiré G. Il intercepte dans la couche deux portions de volumes 1^, u^ qu'on peut décomposer en tranches ou troncs de cônes par des plans perpendiculaires à Tarête gq\ La masse de la tranche m/i, située à la distance Om = u du point O, est pu du, o étant la section mn \ mais or =r a)u*, en nommant tù la section faite dans le cône à une distance du point O égale à yunité. L'attraction de cette tranche sur le point O est
/pp — ^ ou /^iptidu.
En intégrant par rapport à u depuis u = Op jusqu'à u = O^, p et 0) étant des constantes, on voit que Faction
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de tf est égale à /jwpw (O^ — Op) onfyLptùpq. De mftme, Paetion de if^ est ffiptù p^ q' . Ces deux forces agissent en sens contraires et se détruisent, car p(} = p'fj'y puisque dans deux ellipsoïdes semblables les cordes parallèles à une même direction ont leurs milieux sur un même plan diamétral. Donc les actions exercées sur le point O par les divers éléments de la couche peuvent se décomposer en actions deux à deux égales et contraires; donc elles se détruisent.
143. Ce théorème est vrai pour une couche infiniment mince, et par conséquent pour une couche d^épaisseur finie telle , qu^on puisse la considérer comme composée de couches infiniment minces, comprises entre des surfaces ellipsoïdales concentriques, semblables et semblablement placées , la densité ne variant que d'une couche à une autre.
Si le point O était extérieur, les deux actions exercées par les portions if et i^' seraient encore égales, mais elles s^ ajouteraient,
CAS dVm poiht extérieur, théorème d^ivort.
En conservant les mêmes notations, on a
A = — I I j cosgdusinBdBd^.
Ici on doit intégrer depuis u = R jusqu'à u = 'R\ R et R désignant les distances du point attiré aux deux points où la droite déterminée par les angles 6 et ({^ rencontre la surface de Tellipsoïde. On a donc
A = r j(K' — R) cosô sÎD Ô rfô r/^, ou bien (128)
Jq^ -f- pi
- cosBsmBdBd'^.
P Il faudrait intégrer cette expression entre les limites qui
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correspondent à R' — R = o, c'est à-dîre pour toutes les directions qui tombent dans Fintérieur du cône circonscrit. Mais on ramène ce cas à celui du point intérieur par le théorème d'Ivory.
145. Concevons deux ellipsoïdes ayant leurs axes a, iy cet a\ h\ c' dirigés suivant les trois mêmes axes rectangulaires. On appelle points correspondants deux points dont les coordonnées sont proportionnelles aux demi-axes auxquels elles sont parallèles, c'est-à-dire que [^tyy *) et (x\ y\ z') étant deux points correspondants, on aura
Si Tun de ces points est sur la surface du premier ellipsoïde, l'autre sera évidemment sur la surface du second.
Supposons, en outre, que les sections principales de ces deux ellipsoïdes aient les mêmes foyers, c'est-à-dire que
Si Von prend sur les deux ellipsoïdes deux points
quelconques m{x^y^ z)^ |x(a, S, y) et leurs correspondants m'[x\y^ z'), /x'(a', 6', y'), les distances [im et (i^m^ sont égales.
En effet, on a
=(:--')'-(rH"-çH'-{"-^-')'--
io6 ou bien
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Mais ce dernier facteur est nul, puisque l'on a
Ji
donc
fiHI
ft'iw',
146. Appelons toujours A^ B^ G' les composantes de Tattraction du premier ellipsoïde sur le point fx. On a, en faisant abstraction du facteur yfjtp,
On a, en regardant x comme seule variable, d'où
tidu =z — (a — x) dx ,
donc si l'on désigne par R et r les valeurs de n qui correspondent aux limites de Finlégrale, c^est-à-dirc aux deux points où la surface de rellipsoïde est rencontrée par une même parallèle à Taxe des x, on aura
^=m^-ih'"-
Considérons maintenant l'attraction que le second ellipsoïde exerce sur le point jix' correspondant de fx, et nommons A', B', C ses composantes, on aura
Hli^-i)''''-
Mais r = fjim, r' = (x'm'; donc (145) r' =^r ', de mêmCi R' :^- R. D'ailleurs, df =jdj, dz' = ''^dz. Donc
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OU
oc
On aura de même
ae ' ab
Done V attraction d'un ellipsoïde sur un point extérieur fx est ramenée à l'attraction d'un ellipsoïde homofocal sur le point /*' correspondant.
Ce théorème subsiste quelle que soit la loi d^attraction.
147. Pour faire usage de ce théorème, il faut calculer les valeurs des demi-axes a', b\ c' du second ellipsoïde, connaissant ceux du premier et les coordonnées a, 6, y du point fx. On a
or
-t--rr— r=i.
doù
Celte équation donne une valeur positive pour a", et nne seule, car a'^ ^=: o rend le premier membre plus grand que l'unité et a'* = oo le rend moindre que l'unité. D'ailleurs ce premier membre décroit d'une manière connue quand a' varie depnis zéro jusqu'à l'iniini : il ne peut donc passer qu'une seule fois par la valeur de i . Le demi-axe a' étant déterminé, on aura les deux autres par les équations
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DYNAMIQUE
PREMIÈRE PARTIE
DOUZIÈME LEÇON
NOTIONS PRÉLIMINAraES SUR LE MOUVEMENT
Définitions. — MûUTcmcnt uniforme. — De Tincrlie. — Vitesse dans le
mouvement varié.
DÉFIKITIONS.
148, La dynamique a pour objet l'étude des lois du mouvement des corps. On considère, dans cette partie de la Mécanique, une quantité dont on n'a pas eu à s'occuper en statique, le temps. L^dée du temps, comme celle de Tespace, est une idée simple, qu'où ne définit pas; mais il est nécessaire de définir Tégalité des temps.
Deux intervalles de temps sont égaux, quand deux corps identiques, placés dans les mêmes circonstances, parcourent des espaces égaux dans ces deux intervalles de temps, quelle que soit la loi de leur mouvement commun. C'est ce qui aurait lieu, par exemple, si Ton abandonnait le même corps ou deux corps identiques, partant d'un même point, à l'action de la pesanteur à deux époques différentes : le point de départ étant le même, ils emploieraient le même temps à parcourir le même espace. De même encore, si Ton suppose deux globules pesants et identiques, suspendus aux extrémités de deux fils pareils et de même longueur, dont l'autre extrémité est fixe, et qu'à deux époques différentes ces deux pendules soient également écartés de la verticale, la durée de la première
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oscillation sera la même pour Tun et pour Fautre. La nodon d'une suite d'intervalles de temps ^aux conduit k celle du rapport commensurable ou incommensurable de deux temps quelconques. L'unité de temps gënéralement adoptée est la seconde. Nous n'avons pas à la définir ici.
mouvemeut ukiforme.
149. Le mouvement le plus simple que puisse prendre un point matériel est celui dans lequel ce point décrit une ligne droite, sur laquelle il parcourt des espaces égaux dans des temps égaux. Ce mouvement est dit uniforme et sert de terme de comparaison à tous les autres mouvements. On appelle mouvement varié tout mouvement qui n'est pas uniforme.
Quand un point M se meut en ligne droite, Tes
Fig. 59. pace parcouru par ce point,
o B M X ou plus généralement sa dis-
tance x à un point fixe O pris sur cette droite, est une fonction du temps t écoulé depuis une époque convenue, en sorte qu'on a
cette équation est ce qu'on appelle V équation du mouvement.
151. Un mouvement uniforme diffère d'un autre mouvement uniforme par la grandeur de l'espace constant que le mobile parcourt dans l'unité de temps. Cet espace est ce qu'on nomme la vitesse du mobile. Si donc l'on désigne par s l'espace parcouru dans le temps t et par a l'espace parcouru dans Tunité de temps, on aura
s s =zat ou - = rt.
On Toit par là que Ton peut encore définir la vitesse, le rapport de l'espace parcouru au temps employé à le parcourir.
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Si I on rapporte la position du mobile à un point O fixe
pris sur la droite parcourue et que Ton désigne par b sa
distance OB à cette origine, à Torigine du temps, il est
clair qu'on aura
jc = s -4- b
ou
(i) x = at-\'b.
C'est Téquation la plus générale du mouvement uniforme. Pour un autre point M' on aurait
Ces deux équations serviront à résoudre toutes les questions qui concernent les positions relatives des deux points mobiles, à des époijues quelconques.
152. L'équation du mouvement uniforme suppose qu'on ait adopté deux unités, Tunité de longueur et Tunité de temps. Le nombre qui exprime la vitesse dépend de chacune d'elles; mais le rapport des vitesses dans deux mouvements uniformes reste invariable quand on change ces unités. En effet, si l'unité de temps devient n fois plus grande, les vitesses qui étaient auparavant exprimées par a et a' le seront maintenant par na et na' :
or — ; = -;• De même, si l'unité de longueur devient na a ^ -
p fois plus grande, les vitesses auront pour expressions
nouvelles - et — 9 et leur rapport ne sera pas changé.
En général, le nombre qui exprime la vitesse varie avec l'unité de longueur. Il est d'autant moindre qne cette unité est plus grande. Ce nombre varie aussi dans le même rapport que l'unité de temps.
DE l'inertie.
1S3. Il est évident que si un point matériel est en re» pDS| il ne peut se mettre en mouvement de lui-même et
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sans une cause extérieure, car il n'y a pas de raison pour que ce point se meuve de lui-même dans un certain sens plutôt que dans un autre. En outre, si un point matériel a été mis en mouvement par des causes quelconques (que nous appelons des ybrc^^) et qu'ensuite il ne soit plus sollicité par aucune force, il devra se mouvoir suivant une certaine ligne droite, en conservant toujours la même vitesse, c'est-à-dire en parcourant sur cette ligne droite des espaces égaux en temps égaux. On voit bien d'abord que le point se mouvra en ligne droite, car il n'y a pas de raison pour qu'il s'écarte de la direction de son mouvement à F instant où les forces ont cessé d'agir. Il n^est pas aussi facile d'admettre que sa vitesse restera la même ou que son mouvement sera uniforme, car il n'y aurait rien d'absurde à supposer que son mouvement se ralentisse peu à peu et cesse entièrement au bout d'un certain temps. Mais on observe qu'un corps, soumis à une impulsion et abandonné ensuite à lui-même, possède pendant un certain temps un mouvement sensiblement rectiligne et uniforme, et qui dure d'autant plus longtemps que les obstacles et les résistances qui s'opposent à ce mouvement sont moindres. Tel est, par exemple, un corps solide qui reçoit une impulsion sur un plan fixe horizontal très-poli, sur lequel il repose par une face plane et qui n'éprouve que peu de frottement. On est donc conduit à admettre que s'il était possible qu'un point matériel, après avoir été mis en mouvement par des causes quelconques, ne fût plus sollicité par aucune force et ne rencontrât aucun obstacle, son mouvement serait rectiligne et uniforme.
154. Ces propriétés constituent ce qu'on appelle l'mertie de la matière.
L'inertie de la matière consiste donc en ce que tout point matériel en repos reste en repos, tant qu'aucune cause extérieure n'agit sur lui, et s'il a été mis en mou-
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vcment et qu'ensuite aucune force ne lui soit appliquée, son mouvement est naturellement reciîligne et uniforme. Le mot inertie ne signifie pas que la matière soit înca* pable d'agir, car, au contraire, la plupart des forces dont nous observons les eflcts proviennent des actions que les molécules matérielles exercent les unes sur les autres, de sorte qu'un point matériel peut trouver dans un autre, mais jamais en lui-même, la cause de son mouvement.
VITESSE DAnS LE MOUVEMENT VARIÉ.
155. Il résulte de ce qui précède que tout point matériel doué d'un mouvement varié rectiligne ou d'un mouvement curviligne doit être sollicité par une ou plusieurs forces, sans quoi son mouvement serait uniforme. Comme l'espace parcouru par le mobile n'est pas toujours le même dans des temps égaux, la définition que nous avons donnée de la vitesse n'aurait pas de sens dans ce cas. Pour concevoir ce qu'on entend alors par vitesse, imaginons que la cause ou force qui produit le mouvement cesse d'agir à un instant déterminé : le point continuera à se mouvoir dans la direction d'une certaine droite et son mouvement sur cette droite sera uniforme. On appelle vitesse d'un mobile au bout du temps f, la vitesse du mouvement uniforme qui succéderait au mouvement varié si, à cet instant, la ibrce motrice cessait d'agir.
156. Quand le mouvement n'est pas uniforme et rectiligne, la vitesse varie à chaque instant et d'une manière continue, soif en grandeur, soit en direction. En efTet, l'observalion prouve qu'il n'existe pas de force qui puisse, dans un instant indivisible, changer brusquement la gran* deur ou la direction de la vitesse d'un corps ou imprimer subitement une vitesse finie à un corps en repos.
On a pendant longtemps distingué deux espèces de forces : les forces continues, comme la pesanteur, agissant sans interruption sur le mobile pendant un temps fini, et
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lesjbrces instantanées qu'on supposait capables d'imprimer subitement à un corps en repos une vitesse finie ou de cbanger instantanément la vitesse ou la direction d*un corps en mouvement^ mais par l'observation attentive des pbénomènes on reconnaît que ces dernières forces n'existent pas dans la nature, et qu'une force ne peut changer d'une manière sensible la grandeur et la direction de la vitesse qu'en agissant pendant un certain temps qui est quelquefois assez court pour n'être pas appréciable. On s'accorde aujourd'hui à n'admettre que des forces continues.
157. Soir M un point matériel qui se meut, d'un mouvement varié, sur une droite Ox. Appelons x la dis- ¥Iq. Go. tance OM de ce mobile à
o M M' un point quelconque de la
** direction Ox, et « le temps
compte à partir d'une époque quelconque, temps au bout duquel le mobile est en M-, soit i^ la vitesse inconnue qu'il possède à cet instant. Nous allons faire voir que
On peut d'abord démontrer ce théorème par la considération des infiniment petits. En efict, supposons le mobile arrivé en M au bout du temps t. Pendant l'intervalle de temps infiniment petit dt qui succède au temps f, le mobile parcoiu"t l'espace infiniment petit MM'= /7x, et sa vitesse varie infiniment peu (1S6), de sorte qu'on peut regarder le mouvement du mobile de M en M' comme uniforme. On a donc
ax=:vat ou c» =: --— .
de
158. On peut établir rigoureusement cette formule par la méthode des limites. Supposons qu'après le temps t le mobile parcoure pendant l'intervalle de temps At
Stcbii. — Âléc; I. 8
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l'espace MM' = Ax. On pourra toujours prendre le temps At assez court pour que, pendant ce temps-lâ, la vitesse du mobile soit continuellement croissante ou décroissante. Supposons-la croissante : v étant la vitesse du mobile au point M, désignons par t^' sa vitesse quand il arrive au point M^ L'espace Ax parcouru par le mobile pendant le temps £kt doit être évidemment plus grand que Tespace t^At qu'il parcourrait s'il se mouvait uniformément pendant le temps At avec la vitesse u qu'il a au commencement de ce temps, puisque i^ est sa plus petite vitesse pendant le temps At. Ensuite Ax doit être plus petit que l'espace i*' At que parcourrait le mobile s'il se trouvait avoir la vitesse constante u' qu'il a au bout du temps At et qui est sa plus grande vitesse. On a donc
d'où
^ Ar ^
Si At tend vers zéro, i^' se rapproche indéfiniment de u qui ne change pas ; — se rapproche donc aussi indéfiniment de (^, de sorte que Ton a
àT flx p -=. liai — = — - •
A/ di
lo9. Jusqu'ici nous n'avons pas considéré le sens du mouvement. Or le point peut se mouvoir dans le sens Mx ou dans le sens contraire. Mais dans l'un et l'autre cas la formule
dx
donnera la vitesse du mobile, pourvu que l'on convieune de regarder comme positive la vitesse du mobile lorsqu^il va dans le sens des abscisses positives, et de la regarder
comme négative dans le cas contraire*, car le rapport —
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est positif dans le premier cas, négatif dans le second, et
il en est de même de sa limite --- •
di
La relation v=. — montre que si
est Téquation du mouvement, on aura
Si Téquation du mouvement était de la forme on aurait
dt
dx
i61. Réciproquement, si Ton donne Téquation
une simple inl^ration donnera l'équation du mouvement rcctilignc du mobile, savoir :
= lo{t)dt-\'C.
On déterminera la constante c en exprimant que le mobile a une position donnée à uue éix>que donnée.
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TREIZIÈME LEgON.
Soit un point matériel M qui se meul sur une
Fig. 6 1 . droi te O X de telle sorte que
■ — sa vitesse •/ croisse propor-
o A «i * .• Il
tionneliement au temps f, à partir du moment où le mobile était en un point donné A. Soit g Faccroissement constant de la vitesse pour chaque unité de temps. Le point O étant pris pour origine, soient OA =2» Tabscisse du mobile à Tépoque initiale, et 0M=: x son abscisse après le temps t. En appelant a la vitesse du mobile au point A, on aura
(i) v = a-^gt
OU
dx=.adt -f gtdt;
on a donc, en intégrant,
Or pour t = o, on doit avoir a: .-=: i • donc c = i , et l'équation du mouvement est
(2) j:= b -h ût-i-^^^
Le mouvement représenté par cette équation est dit uniformément varié ou accéléré»
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163. Si Ton place le poiut O en A, c'est-à-aire si Ton compte les espaces à partir du point où se trouvait le mobile à Torlgine du temps ^ si de plus on suppose a = o, on aura
• P = gtj x=- —
Ces deux équations sont celles qui lient Tespace, la TÎtesse et le temps dans la chute des corps pesants qui tombent dans le vide. L'observation donne à Paris g z=. 9^,80896 en prenant la seconde pour unité de temps. Il eu résulte que tout corps pesant parcourt dans le vide, dans la première seconde de sa chute, \g ou 4™9 9o448.
PRIHCIPE DES MOUVEMENTS RELATIFS
164. Il existe une relation entre l'intensité de la force qui sollicite un point matériel et la variation de vitesse que cette force produit. Cette relation se déduit d'un principe qu'il ne paraît pas possible de démontrer à Taide du seul raisonnement, mais auquel on a été conduit par une multitude d^observations et d'expériences, principe qui est vérifié par Taccord constant des conséquences qui s'en déduisent avec les phénomènes observés. Ce principe consiste en ce que si des points matériels M, N, P... se
meuvent dans V espace sui\^ant
des droites parallèles, avec une
vitesse constante ou variable,
mais qui soit la même pour tous
" à chaque instant, de sorte quils
paraissent ne pas se déplacer les uns par rapport aux
autres, si Vun des points, M par exemple, vient à être
sollicité par une certaine force, le mouvement relatif du
point M à regard des autres points sera le même que le
^ous^ement absolu qu aurait ce point M si le mouvement
commun n^ existait pas et que le point M partant du repos
fit encore sollicité par la même force.
Fig.
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C'est ainsi que sur un bateau transporté d'un mouve«> ment rectiligne et uniforme, les mouvements relatifs que nous imprimons aux corps transportés avec nous sont les mêmes que si le bateau était en repos.
Mais cette loi de la nature ne peut être soumise à au* cune expérience directe et rigoureuse. Elle est vérifiée par Taccord des conséquences qu'on en tire avec les faits observés, surtofat en Astronomie.
165. Il résulte d^abord de ce principe que si un point matériel animé d'une vitesse acquise vient à être sollicité par une force dirigée dans le sens même de son mouvement, cette force lui communiquera, après un temps quelconque, un accroissement de vitesse précisément égal à la vitesse qu'elle lui imprimerait s'il partait de l'état de repos.
En effet, soit un point matériel M se mouvant unifor** mément sur une ligne droite avec une vitesse t*. Dans un temps quelconque 0, succédant au temps £, il parcourra un espace (^9 si aucune force n'agit sur lui. Mais suppo-^ sons que, pendant le temps d, il vienne à être sollicité par une force P dans le sens de son mouvement. Désignons par I l'espace que celle force ferait parcourir au point M s'il partait du repos, et par u la vitesse qu'elle lui im-
primerait au bout du temps d, vitesse égale à — (158).
Alors le point M, animé de sa vitesse acquise i^et sollicité en outre par la force V, parcourra pendant le temps 9 un espace égal à (^9 + (• Car si l'on considère d'autres points sur la même droite Ox ou en dehors, se mouvant uniformément avec la vitesse i^, chacun d'eux parcourra dans le temps 9 l'espace uO. Or, en vertu du principe des mouvements relatifs (164), le point M, auquel seul est appliquée la force P, doit, au bout du temps 0, précéder les autres points dans le sens du mouvement d'une quantité égale i Pespace ( que la force lui ferait parcourir s'il était d'abord
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en repos. Le point M parcourra donc l'espace i^O-f-Ç dans le temps 9, et sa vitesse sera
dO </ô
Ainsi la vitesse i* se trouve augmentée par Taction de la force P de la quantité u, c'est-à-dire de la vitesse que la force P imprimerait^ après le temps 9, au mobile pris d'abord à l'état de repos.
On voit de même que si le point mobile, animé d'une vitesse i/, est sollicité par la force P en sens contraire de son mouvement, sa vitesse diminuera de la même quantité u et deviendra i/ — u au bout du temps 9. Ainsi le cbangement de vitesse produit par une force qui vient solliciter un point en mouvement est indépendant de la vitesse précédemment acquise.
EFFET D^UNE FORCE CONSTANTE SUR UN POINT MATÉRIEL
166. Supposons maintenant qu'une force P, d'intenûlé constante, agisse d'une manière continue sur un mobile. Il résulte de ce qui précède qu'elle devra augmenter on diminuer sa vitesse de quantités égales en temps égaux. En effet, soit u la variation de vitesse produite par cette force dans un premier intervalle de temps 9, i' 4- r« sera au bout de ce temps la vitesse du mobile. Mais au bout d'un second intervalle de temps égal à 9, sa vitesse devra ^tre •/-Hiz-f-M ou u-^ 2u\ par la même raison, au bout d'im troisième intervalle de temps 9, sa vitesse est i^ 4- 3 ix, et ainsi de suite. •
Soit a la vitesse que possède le point mobile à l'instant où la force commence à agir sur lui , et soit g la vitesse que la force imprimerait à ce point au bout de l'unité de temps, s'il était d'abord en repos. Alors le mobile, au bout du temps r, aura la vitesse a-h gt ou a — gt, suivant que la force constante agira dans le sens de la vitesse
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initiale a ou en sens contraire. Le mouvement du point est donc uniformément varié (162).
COMPÀRAISOIf DES FORCES, D APRÈS LES MOUVEMENTS QU^ELLES IMPRIMENT AU MÊME POINT MATÉRIEL.
167. Nous n'avons considéré qu'une seule force agissant sur le point M. Supposons maintenant que ce mobile, déjà animé de la vitesse v^ vienne au bout du temps t à être sollicité dans le même sens pendant le temps 0, par deux forces P et P' qui, en agissant séparément, feraient parcourir à ce point, pris à Fétat de repos, des espaces Ç et \' pendant le temps 9 et lui imprimeraient des vitesses
dl , d^
d^ (IB
Imaginons que de la position M partent a la fois deux points matériels animés tous deux de la vitesse t^, mais l'un étant soumis simplement à Faction de la force P et Tautre à l'action simultanée des forces P et P'. Le premier parcourra dans le temps Q l'espace i^9 -h Ç, et, d'après le principe (164), le second aura sur le premier une avance de |'. De là il suit que f^0 -f- Ç -f- Ç' est l'espace parcouru par le point matériel M qui , déjà animé de la vitesse f/, est sollicité pendant le temps 0 par les deux forces P et P^ Donc au bout de ce temps sa vitesse sera
di^ rfÇ'
c-h-— -T---T- ou p + tf-f-a.
aO tiO
Ainsi le changement de vitesse produit sur un mobile par l'action simultanée de deux forces est indépendant de la vitesse acquise et est égal à la somme des vitesses qu aurait eues séparément le mobile si, pris à l'état de repos, il avait été tour à tour soumis à faction de cha^ cune des forces P ef P'.
On verrait de même que si les forces P et P^ agissaient
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en sens contraire, le changemeni de vitesse dans le temps 6 serait égal à u — u\
i68. Cela posé, il est facile de démontrer que deux forces d'intensités constantes sont entre elles comme les changements de vitesses qù! elles peui^ent produire séparément pendant le même temps sur un même point matérieL
En effet, supposons qu'une force /agisse pendant un temps 6 sur un mobile dont la vitesse acquise est f/. Elle fera subir à ce mobile un accroissement de vitesse h. Soit V la variation de vitesse qu'éprouverait le point par l'action séparée d'une autre forcée 5 sifeif agissent simultanément, le changement de vitesse sera k-i-V (167). Donc si y =y^ on aura k -{- k' = 2k, Ainsi une force a/* produira un changement de vitesse égal à ak'^de même, une force 3/* produira un changement de vitesse égal à 3^, et en général une force /i/* produira un changement de vitesse égal à nk.
Soient maintenant P et P' deux forces d'intensité constante, et soient u et u^ les changements de vitesse qu'elles produisent sur un même mobile pendant un temps 0. Je dis qu'on aura
En effet, si les forces P et P' sont entre elles dans un rapport commensurable, soit /leur commune mesure et soit
n et n' étant deux nombres entiers, de sorte que l'on ait
Si k est le changement de vitesse que produirait la force / dans les circonstances déjà spécifiées, on aura
uz=.nk^ u'zrzn'kj
d'où
u n donc
L — ÎL
Si les forces P et P' n'ont pas entre elles un rapport commensurable, je dis que Tégalité précédente aura encore lieu.
En eiTety divisons la force P en n forces égales kf^àz sorte que
en désignant par h la vitesse que produirait la force f^
on aura
£c r= nk,
Siy est contenu n' fois dans P', on aura
Donc \es rapports ^r- et — tombent entre — et >
**^ P rt n n
et, comme ces derniers peuvent différer d'aussi peu qu'on
voudra en prenant n sufGsamment grand, on en conclut
que
Ainsi des forces d* intensités constantes sont entre elles comme les changements de vitesses quelles font subir à un même point matériel^ quand elles agissent séparément sur lui, pendant le même temps
Ce fait est confirmé par Texpérience
1^ On sait que la pesanteur n'a pas la même intensité en différentes régions de la terre, et le poids d'un même corps varie d'un lieu à Tautre, dans le rapport des intensités de cette force. Or, l'expérience montre que ce rap«
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port est prœisëment le même que celui des vitesses acq[aises par un même corps tombant, en ces différents endroits, pendant le même temps.
Q? Soit P le poids d*un corps tombant le long d'un
plan incliné, qui fait avec Thorizon un angle a. Soit P' la
Fig. G3. composante de ce poids parallèle
au plan incliné : on a
P'^Psina.
Or, en appelant u la vitesse acquise par le corps tombant librement, et u' celle qu'il acquiert en descendant sur le plan incliné, Texpérience montre que
Donc on a bien
tt =ttsma.
DE l'accélérât ion.
170. Supposons qu'une force d'intensité variable sollicite un point matériel M suivant une certaine droite Ox. Fig. 64. Soient OM = x tii* \sl vi-
^ M M' tesse que possède le point
^ "^ matériel au point M, au
bout du temps t compté à partir d'une époque quelconque. A ce moment la force présente une certaine intensité P, et, si elle agissait constamment avec cette intensité, elle ferait éprouver à la vitesse, pendant Tunité de temps, une certaine variation ^ . Cette quantité (f est ce qu'on nomme V accélération, et nous allons démontrer que l'on a
En effet, soit Af un intervalle de temps assez petit pour que Fintensité de la force soit constamment croissante ou
décroissante, lorsque le point ira de M en M^ Ici, pour fixer les idées, nous la supposerons croissante. Soient f et Ç(' les accélérations qui correspondent aux points M et M'; v' et »^ + A»^ les vitesses du mobile en ces deux points. Si la force conservait pendant le temps Az une intensité égale à celle qu'elle a en M, (f^t serait l'accroissement de vitesse du mobile sous Taclion de cette force au bout du temps A t. De même cp' Af serait la vitesse acquise pendant le même temps, si la force avait la môme intensité qu'en M', dans cet intervalle. On aura donc
ou
oAr<; Ap<?'A^,
Donc, comme lim 9' = 9, on a
9 = Iim — -- -:-
Af
dt
171. Autrement : l'espace Ax parcouru pendant le temps Af est évidemment compris entre les espaces qui auraient été parcourus si la force avait eu constamment, pendant cet intervalle de temps, ou sa plus petite, ou sa plus grande intensité. On aura donc, si At = 0
Aj:<p&-^- -V 0'-
Or
dx Id^x \ 0^
Ax = -- 0 -H — \- a )
dt \dt^ 1 1.2
ou
\ di^ j 1.2
donc — - 4- a est toujours compris entre cf et cj»', et par
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suite
iVIais —- = i/; donc
dt '
du
i72. Quant au sens du mouvement, Faccélération 9 sera positive ou négative selon que la force P tirera dans le sens des x positifs ou dans le sens contraire; car dans le premier cas la force augmentera la vitesse et dans le second cas elle la diminuera. On aura donc dans le premier cas -r > o, dans le second t <! o. dt^ dt ^^
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QUATORZIÈME LEÇON
DE LÀ MASSE DES œRPS.
Masse d^un point matériel. — Masse d'un corps. — Relation entre las forées, les masses et les vitesses. — De la quantité de monvonaeni. — Force motrice. — Force accélératrice. — Relations entre le j^ida et la masse. — Des unités employées en Mécanique.
MASSE DES POINTS MATÉRIELS
173. Jusqu^à présent nous n'avons considéré que des forces appliquées à un seul et même point matériel. Nous allons maintenant examiner ce qui se passe quand des forces agissent sur des corps de grandeur finie. Mais quelques remarques sont utiles auparavant»
Concevons qu'un corps soit placé sur un plan horizon* tal et qu^l n'y soit retenu par aucun frottement. Si Ton veut faire glisser ce corps sur le plan, il faut exercer un effort quelconque. Pour expliquer cet effort, on doit observer que si Ton agit sur un corps pour le mettre en mouvement, une réaction en sens inverse s'exerce contre Fagent ou Torgane qui donne le mouvement, et cette réaction est la cause de la sensation que nous éprouvons. En général un corps ne peut agir sur un autre sans éprouver de la part de cet autre une réaction ^ale et contraire.
i74. De ce qu'il faut des efforts plus ou moins considérables pour donner le même mouvement à des corps différents, on doit conclure que ces corps ne contiennent pas des quantités égales de matière. On est ainsi conduit a la notion de la niasse des corps.
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On dit que deux points matériels ont des masses
égales, quand deux forces égales, appliquées pendant le
FIg. 05. même temps à ces deux peints,
n ^ leur donnent le même rnowe»
ment.
II fant remarquer que cette dëfinition ne suppose nullement que les deux points matériels soient formés de la même substance. Quant à réalité des forces, on doit l'entendre comme en statique. Ainsi deni forces sont ^ales si , en les supposant appliquées verticalement aux deux plateaux d'une balance, elles se font équilibre.
i75. Si l'on conçoit une multitude de points matériels ayant des masses égales et qu'on réunisse plusieurs de ces poiats en un seul, on formera des molécules dont les masses auront entre elles des rapports quelconques.
MASSE DES CORPS
176. Soient A, B, C, D des points matériels de même masse. Des forces égales et parallèles appliquées à ces Fig. 66. points, pendant le même temps,
^^^.^''->..^^^ leur feront parcourir des droites
aN^ ^^^^h égales et parallèles aTec une
c vitesse commune, laquelle, du
feste, sera généralement variable. Il suit de là que le mouvement ne sera pas troublé si ces points sont liés entre eux par des droites rigides et invariables. On forme ^si un corps solide, lequel d'ailleurs peut être quelconque. D'un autre côté, les forces ^ales et parallèles, appliquées à ces différents points, peuvent être remplacées par leur résultante qui est parallèle aux forcés considérées, égale à leur somme et passe toujours par le même point, quelle que soit d'ailleurs la direction cornimine de ces forces. Ce point est dit le centre de masse
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du corps. Donc, quand un corps de figure invariable est sollicité par une force qui passe par le centre de masse, tous ses points décrïi^ent des droites parallèles et égales, dans le même temps , car cette force pourrait être décomposée en autant de forces parallèles et égales appliquées aux différents points, égaux en masse, qui composent ce corps.
Au contraire, le mouvement n'aurait plus lieu de cette manière si la direction de la force ne passait pas par le centre de masse. Il y aurait alors pour chaque point tout à la fois un mouvement de translation dans Tespace et lin mouvement de rotation autour du centre de masse.
Cela posé, les masses de deux corps sont égales, lorsqu^en appliquant des forces égales à leur centre de masse tous les points de ces corps décnuent des droites parallèles avec la même ^vitesse. Les masses m et m' de deux corps sont dans le rapport àen k n' lorsqu'on peut les partager Fun en n parties, l'autre en n' parties ayant la même masse fx. On aura dans ce cas
m = nyi^ m' zn n'\i..
RELATION ENTRE LES FORCES, LES MASSES ET LES VITESSES
177. U suit de là que si des forces constantes P et V appliquées aux masses m et m' leur impriment la même vitesse u^ elles seront entre elles comme ces masses.
Soit -7 le rapport des masses, en sorte que Ton ait
en appelant rs la force qui communiquerait à la masse fx la vitesse u dans le temps f, on a
car la force P par exemple équivaut à n forces ^ales à I7 appliquées aux n molécules (i qui forment la masse m :
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par smte
Od étendra sans peine celte propriété aux masses dont le rapport serait incommensurable.
178. Supposons que deux forces d'intensité constante P et P'y appliquées à deux corps quelconques dont les masses sont m et m'y leur fassent acquérir des vitesses u et u' au bout d'un même temps t. Je dis qu'on aura
p mu
Appelons en effet Q la force qui dans le temps t donnerait la vitesse u au corps dont la masse est m'. On aura
d où l'on déduit
P mu
DB LÀ QUANTITÉ OE MOUVEMBJNT
179. Le produit mu de la masse d'un corps m par la vitesse u commune à tous ses points est ce qu'on apptdle la quantité de mouv^ement du corps. Ainsi la proportion
P mu
P' m' tf '
(*) Car, en désignant par ^ et;/ les forces qui imprimeraient à une i&olécule /i de la masse m' les Titesses respectives u et u\ on a
Donc la somme des forces q appliquées à touti.-s les molécules du corps m' ^t à la somme des forces p' comme 0 ef^t à r;', c'cst-à-dirc
Stcbh. — iléc.f I. g
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peut s*ënoncer en disant que les intensif es de deux forces appliquées à deux corps quelconques, à leurs centres de masse y sont proportionnelles aux quantités de moiiwement quelles donnent à ces deux corps, d*où il suit qu*on peut prendre pour mesure de Tintensité d^une force P la quantité de mouvement mu qu'elle communique à une masse m dans un temps déterminé, par exemple dans l'unité de temps. On prend donc
mais si Ton choisit arbitrairement Tunité de longueur, Tunité de force et Tunité de temps, on est obligé de prendre pour unité de masse la masse d^un corps qui, sollicité par Tunité de force, acquerrait dans Tunilé de temps une vitesse égale à Tunité de longueur.
FOACE MOTRICE. — FORCE ACCÂLÉRÀTRICE.
180. La formule P = mu donne la mesure de Tintensite d'une force constante : mais elle s'étend aux forces dont l'intensité est variable avec le temps. Supposons en effet qu'une force appliquée au centre de masse d'un corps dont la masse est m, ait, à Tinstant considéré, une intensité P. Soît (f la vitesse que celte force ferait acquérir au mobile au bout de Tunité de temps, si pendant ce temps elle conservait une intensité constante égale à P. On aura
alors
Mais 9 étant Taccélération du mobile au bout du temps f, on a
Donc à chaque insUnt l'intensité de la force P, que l'on appelle force motrice, est donnée par la relation
di
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18i . Si ToQ désigne par p la force qui donne la même accélération f à Tunité de masse, on a
Ainsi le nombre p, qui représente la force motrice de Funîté de masse, est le même qâe celui qui exprime l'accélération <f , en sorte qu'il est permis de les substituer Fnn à l'autre. La force motrice qui produit le monvement de l'unité de masse est dite la force accélératrice du mobile, et la quantité 9 est nommée indifféremment V accélération ou la force accélératrice.
RELATION ENTRE LE POIDS ET LA MASSE
182. L'observation prouve que deux corps pesants, quelles que soient leur substance et leur forme, acquièrent la même vitesse, au bout du même temps, quand ils tombent dans le vide. Ce fait n'était pas connu avant Galilée, et l'on croyait que la pesanteur agissait avec une intensité variable sur les corps de différente nature. Mais Galilée démontra ce fait par l'expérience, et fit voir que si les choses ne semblaient pas se passer ainsi dans la nature, la cause en était due à la résistance de l'air, milieu dans lequel s'opère la chute du corps.
Il résulte de ce fait que les poids de deux corps sont proportionnels à leurs masses : car les poids étant des forces constantes, on a
P mn
F' "liT^'^
et, puisque dans ce cas n = a' = gy on aura
Le nombre qui exprime le poids d'un corps en représente aussi la masse, si Ton prend pour unité de masse la masse d'un corps dont le poids est égal à l'unité. Mais
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nous verrons bientôt qu'on adopte une autre convention.
Il est utile de remarquer que Tégalité des masses de deux corps hétérogènes ne pouvait pas se conclure de ce seul fait que ces corps ont des poids égaux. Il fallait savoir en outre que ces corps acquièrent la même vitesse après être tombés pendant le même temps.
Il résulte de la proportionnalité des poids aux masses que le centre de masse d'un corps n'est autre cbose que son centre de gravité.
DES UNITÉS EMPLOYÉES EM MÉCANIQUE
183. On peut maintenant fixer les différentes unités que l'on doit employer dans l'étude des propriétés de la pesanteur. On prend ordinairement pour unité de temps la seconde, pour celle de longueur le mètre. L'unité de force est le gramme ou le kilogramme : le gramme est le poids d'un centimètre cube d^eau distillée à son maximum de densité. Soit g la vitesse acquise par un corps pesant au bout d'une seconde; à Paris, ou a g = 9^,80896. Il reste encore à fixer l'unité de masse qui n'est plus arbitraire. Or, si dans la relation
on fait P = g^. on a m = I : on doit donc prendre pour unité de masse la masse du poids
poids qui peut servir de mesure à l'intensité de la pesanteur.
i84. L'intensité de la pesanteur ou le poids d'un corps varie à la surface de la terre, et la vitesse que la pesanteur imprime au corps, au bout d'une seconde, varie dans le même rapport. La relation P=:mg fait voir
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que le nombre -9 qui exprime la masse, reste le méme^ en quelque endroit qu'on le détermine.
i8S. Soient V le volume d*un corps supposé homogène et D sa densité ou sa masse sous l'unité de volume. En appelant m la masse de tout le corpsy on aura
on, à cause de P = mg^
P = VDg,
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QUINZIÈME LEÇON
M0UVEME1«T VERTICAL DES CORPS PESANTS DANS LE VIDE
186. Quand un corps, sollicité par une force P, constante ou variable > parcourt une certaine droite, son mouvement est représenté par les équations
^ dt lit
(f désignant Taccélération et i^ la vitesse; on déduit de ces formules* en prenant t pour variable indépendante,
^ di^ ^ '
On retrouve aisément, au moyen de ces équations, les lois du mouvement uniformément varié. Ainsi, en appelant g Taccélcration due à la pesanteur, on a
dv f ou j = s.
d'où
(i) ç=za-hgty
a représentant la vitesse possédée par le mobile à Ton-
dx dt
dx
gine du temps. On déduit ensuite de i^ = — Féquation
b étant Tabscisse du mobile à Forigine du temps.
QUTZfZlàlfE LEÇON. l3S
187. Si l'on compte les espaces et le temps k partir du point ou la vitesse est nulle, on a
(3) ç=.gi, x=Ç.
L^élimination de t entre ces deux équations donne la relation
(4) P ==: \^g^9 d'où X == y
entre la yitesse et l'espace parcouru- On appelle ^^gx
h vitesse due à la hauteur x* et — est dite la hauteur
due à la wtesse v,
188. Supposons maintenant qu'un corps soit lancé de bas en haut suivant la verticale. La force constante agissant en sens inverse du mouvement, on devra poser
si Ion compte de bas en haut les abscisses positives* On tire de là
(5) ç^a—gt
et, par suite,
Si l'on compte les espaces à partir du point où se trouve le mobile à l'origine du temps, on a & = o ce
(6) x-^at —
gt'
En appelant 0 le temps au bout duquel le mobile cesse ^ monter, et h la hauteur a laquelle il s'élève, on a
« — 5^0 = 0, d'où
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Arrivé a cette hauteur, le corps commence à descendre et, revenu an point de départ, sa vitesse redevient égale à m
vitesse initiale: car, en faisant x =^ — dans la formule (4)9 on trouve i^=:a, mais elle est de sens contraire*
mocvemeut d'un corps fesaitt sur vu plan irclihé.
Soit G le centre de gravité d'un corps pesant
placé sur un plan incliné : la Fig.67. ^ j^ .,
composante de son poids, parallèle à la longueur AB du plan incliné, tendra seule k faire descendre le corps. En appelant a l'angle BAC de ce plan avec rbo*
rizon, g^sina sera Faccélération du mobile, et Ton aura^
pour déterminer son mouvement,
du
^ = ^sm«.
Ainsi, le mouvemeut du inobile sera le même que celui qui aurait lieu suivant la verticale si Tintensité de la pesanteur, au lieu d'être gj était g sina. On aura donc, en changeant g en ^sina dans les formules (3) et (4) du nO 187,
(i> 9z=gt\nat, 2 x = .5 ,
(3) f*= 2^0? sina.
190. Si x' représente la longueur AB du plan incliné et h sa hauteur BC, on aura, pour x =: x\
p* = 2gx' sin a ou «^ = ^gh.
Donc la vitesse acquise par un mobile qui a parcomru toute la longueur BA du plan incline est égale à celh qu^il aurait acquise en tombant de la hauteur BC.
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Soit ÂBD une circonférence dont le diamètre ÂD
est veriical. Supposons qu^un corps descende le long de la corde AB, et cherchons le temps qu'il mettra i parcourir cette corde.
Menons BC perpendiculaire k AD : soient AB = x^ AD = a,
ABC := ADB = «• En appliquant au triangle ABC les
formules du plan incliné (189), on aura
x = -^l*sina;
mais on a
AB = AD.siD» ou x = asinay donc
on
d'où Ton conclut que fc temps employé par le corps pour descendre le long de AB est le même, quelle que soit cette corde, et quil est égal au temps que le corps emphierait à descendre de la hauteur AD.
DéTERMllîATlON DE LA CONSTAUTE g,
i92. Le plan incliné rend la chute d'un corps moins ^pide sans changer la loi de son mouvement. En prenant Tangle a suf6samment petit, il devient possible d'observer le temps que met le corps k descendre d'une Qauteur donnée, et par suite d'en conclure la quantité g ^ui représente Tintensité de la pesanteur.
Il existe d'autres moyens d'arriver au même résultat.
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193* Soit G' an corps placé sur un plan nonzontal AB
Fig. 6g.
et tiré par un fil horizontal dont la direction passe par le centre de masse. Supposons que ce fil, enroulé autour d^une poulie p»
soit entraîné suivant la verticale par le poids d'un corps G sollicité librement par la pesanteur.
Soient m et m' les masses des corps G et G^ La force accélératrice du mobile G étant g, et la force motrice du corps G se répartissant sur la masse 171 + m', la force
accélératrice de tout le système sera — ; • Le mouve-
ment suivra donc les mêmes lois que celui d*un corps entièrement libre, mais pourra être ralenti autant que l'on voudra, en prenant m' assez grand par rapport à m.
La machine d'Atwood ofïre un troisième moyen
tw
Réduite k Tétat le plus simple»
elle se compose d'une poulie verticale P, mobile autour d\m axe horizontal et sur la goi^e de laquelle s'enroule tm fil portant k ses extrémités deux corps pesants G et G'.
Soient m et m' les masses des corps G et G^ La force motrice de G étant mg^ et m' g étant celle de G', si Ton ' suppose m '^ m\ le système sera entraîné par une force motrice égale à mg — m^g ou (m — m') g. Mais comme cette force sollicite une masse m 4- m\ la force accélératrice du système ou la force motrice rapportée à Tunilé de masse sera
On pourra donc au moyen de cet appareil ralentir autant qu'on le voudra le mouvement du système.
QviNzikm x.sçoir.
iSp
anjTB d'uv cokps pesaht dahs uh milieu qui résiste
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19S. Supposons que le corps qui tombe soit symétrique amour d^un aie vertical. Le poids du corps est me force dirigée suivant cet axe, et il en est de même de la résultante R des résistances partielles qu'oppose l'air à la chute du corps, aux différents points de sa surface; Il force R agit en sens contraire de la pesanteur. Soient m la masse du corps et G son centre de gravité
ou de masse, situé nécessaire^ ment sur Ox. La force motrice du corps due a la pesanteur étant mg, mg — R sera la force motrice réelle et — ou /?
sera la force accélératrice.
L'observation prouve que la
résistance R, lorsque le mouveloent du corps n'est ni très-lent, ni très-rapide, peut ^ r^ardée comme proportionnelle à la densité du BÛliea et au carré de la vitesse du mobile. On peut donc poicr •
(i) a=flp(;»,
P désignant la densité de Tair, u la vitesse du corps et a on coefficient que Ton peut déterminer pour le corps Pttant considéré par une expérience, et qui ne dépend nidep ni de i^. Par conséquent la force accélératrice du
mobile
sera g —
aptf*
196. Si le corps est une sphère, en appelant D sa ^*^té, r son rayon, on aura
/7i = |irr>D,
d'où
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D'ailleurs on trouve par l'observaiion que la résistance (lu fluide est proporliouiiclic à la surface de la splière on û de son rayonj on peut donc poser a ^ ir', ei
-Tir.
Enfin, pour !a même sphère et pour le même i y, p, D, r étant des constantes, on peut poser
eiili
La constauiQ h dét
iguc la vitesse que devrait avoir le ; la résistance de l'air fût précisëmenl .rps.
" Il corps concentrée
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Si l'on déierm'ne la constante par la condition que la vitesse soit nulle pour t = o, on a c = o, et Tëquation devient
Onen tire
d'oA
9=zk
Pour déduire de là Tespace en fonction du temps
« dx
remplaçons 9 par —9 nous aurons
dx = k
EL -£î
i&ais le numérateur de cette fraction est la diflerenlielle du dénominateur, à un facteur constant près. Donc on tura en^intégrant
/et frt\
Inconstante étant déterminée par la condition que Ton *it i la fois x = o et f = o.
l4a COilKS DE MECANIQUE.
199. Enfin on peut trouver une relation entre Feiptoe parcouru et la vitesse. On a (n^ 186)
çdv :=i tfdx.
Ici la force accélératrice 9 est égale kg — ~^. On a donc
pdp
OU
dx=z — X
En intégrant et déterminant la constante par la condi* tiou que Ton ait a: =: o, lorsque i^ = o, on a
ag A^ — p*
200. Quand on suppose t très-grand, e petit, et, en n^lîgeant ce terme^ on a
^ est très-
Ainsi, au bout d'un temps très-long, le mouvement devient sensiblement uniforme, et la force accélératrice
(^z=z g — ^ ^5^ sensiblement nulle, car elle devient nulle
pour u=zk»Cc fait se conçoit sans peine, car le poids dn corps est une force constante, et la résistance de Tair une force variable qui augmente avec la vitesse du mobile el qui finit par faire, à très-peu près, équilibre au poids da corps. Mais on n'a 1^ = A: que pour r = 00 , en sorte que le mouvement tend à devenir uniforme^ mais ne Test jamais rigoureusement.
De la valeur
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on conclut que le carré de la vitesse du mouTement uniforme vers lequel tend le mouvement varié est proportionnel à la densité du corps et au rayon de la sphère, et en raison inverse de la densité du milieu résistant. Ce fait est confirmé par Texpérience.
Le temps au bout duquel le mouvement devient sensiblement uniforme est d'autant plus grand que la valeur de k est plus grande. Car, pour que Ton ait
il faut que Ton ait
CAS PÂRTrCULIER OU LA BÂSISTAHCB DV VILltSIS
DEVIENT HULLE.
201. Nous avons vu que la résistance du milieu avait pour expression
U snit de U qu*en faisant A = oo , on a R = o. Cetlc hypothèse doit donc faire retrouver les lois de la chute des corps pesants dans le vide. Mais comme les formules ae présentent alors sous une forme indéterminée, nous
allons remplacer dans ces équations e^ et e ^ par leur développement en séries convergentes. Or on a
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d'où Ton déduit
Substituant ce résultat dans Téquation
et faisant les réductions, on trouve pour A = oo
Maintenant Téquation
* = îli\e"^-He"'^j (198)
devient par la substitution
Si Ton développe 1 ( H- ^-jj -4- . . . | en série, on aara
a étant la somme des termes qui s'évanouissent pour Ar = 00 • Donc à cette limite on a
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SEIZIÈME LEÇON
SUITE 0U MOUVEMENT DBS G0RP6 PESANTS
Monrement d'an corps pesant laneé de bas en haut — > MoQTement d'un corps pesant dans nn miliea qui résiste comme la vitesse. — Chute d'an corps dans le TÎde en ayant égard k la Tariation d'intensité de la pesanteur. — Cas particulier d*an corps placé à une petite distanorda la surface terrestre.
MOUVEMENT d'uN CORPS PESANT LANCÉ DE BAS EN HAUT*
202. Supposons maintenant que le corps considéré ait un mouvement vertical, mais de bas en haut, dans le milieu résistant. En conservant les mêmes notations,
sera la force motrice du mobile, et sa force accélératrice
sera
puisque la pesanteur et la résistance du milieu sollicitent le corps en sens inverse de son mouvement. On a donc ici
fi0 R
di ^ nr
et si l'ou
pose
encore
R gv^
il vient
gdt Atùf k k^ -h •'»
Intégrant et déterminant la constantC| par la condition que pour £ = o ou ait i/ = a, a étant la vitesse initiale
Stc»m. — If^c, I. 10
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du mobile, on a
(3) ^=:arctang-7 — arctaDg-r-
A' Al a*
203. Cette équation donne le temps en fonction explicite de la vitesse. Pour en déduire la vitesse en fonction
du temps, posons
arc tang j =/?, arc tang ^ = y»
on aura
d'où
et
lang/?--tongîj tang7=
I -h tang/? tang
sin Ç
Remplaçant tang^ par ~ et tang y par ? on trouve
. cosf
si et
a cos- A- sîn y
a sin %- -t- X- CCS ^ k k
204. Pour obtenir x ou l'espace parcouru au bout du temps ty on observera que le numérateur de v multiplié par dt est, n un facteur. constant près, la différentielle du dénominateur. Donc, si Ton intègre et qu'on détermine la constante par la condition que Ton ait simultanément X == o et f = o, ce qui revient à placer Vorigiiic des abscisses au point de départ du mobile, on a
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205. Quand on veut exprimer x en fonction de v<, on fait usage de la formule
çdvz=z ffda:^
qni devient, en remplaçant cp par sa valeur (202),
on
Intégrant et déterminant la constante, de manière que l'on ait à la fois j: = o et i^ = a, on a
206. Il y a un instant où le corps cesse de monter* Si 9 est le temps de rascension et h la hauteur la plus grande à laquelle parvient le mobile, on aura, en faisant 1^ = o dans les formules (4) ^t (6),
lang^ = T» dou ô = ~arclangj
nzzz — I -
Parvenu à cette hauteur, le mobile commence à descendre, et si Ton appelle a la vitesse qu'il possède lorsqu'il est revenu au point de départ, on aura, en faisant x = A, if=a' dans la formule (8) du n° 199,
ou
On a donc
2g k^ 2g X'2— rt'2
lO.
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d'où Ton tire
ak
Cette formule fait voir que a' est toujours moindre que a*
307. Pour déterminer le temps 6' de la chute du corps, on remplacera, dans la formule (5) du n^ 197,
V par a! et t par 6', d'où Ton déduira
u/*±4 = £,v^fE
et si Ton nomme T le temps total que le mobile met à revenir à sa position initiale, on aura
ou
^' f . n .Ja^^k'-^a\ ■ T = -(««'Ung^ + iy _ j.
Les quantités a et ^ sont supposées connues; le temps T peut être obtenu par Texpérieuce : cette derrière relation peut donc servir à déterminer la constante k pour un mobile donné.
MOUVEMENT D Ulf COUPS PESÀI9T DANS UN MILIEU QUI BÉSISTB
COMME LA VITESSE
208. Quand le mobile possède une très-petite vitesse, on peut regarder la résistance du milieu comme proportionnelle à cette vitesse. Si le corps descend, il faudra
poser
dv gv
gdi
dv
ou
Intégrant et déterminant la constante par la condition
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qu^on ait à la fois < = o, f' = o, on a d'où
Multipliant par dt et intégrant,
la constante étant dëlerminée par la condition que x=zo pour f = o.
VOUVEMEIIT d'un CORPS DÉKCÉ DE PBSÂirTBUE DÀV8 UN 1UL1EU QUI KÉSISTE COMME LA BACIlfE GAULÉE PB LA VITESSE.
909. Ce cas est intéressant, parce qne le mobile finit par s'arrêter et que cette circonstance répond à une solution particulière de Féquation différentielle.
La résistance du milieu, seule force qui sollicite le mo« bile, agissant en sens inverse du mouvement, on aura
Comme Tunité de vitesse est arbitraire, on peut la choisir de telle sorte que a = a. Alors Véquation précédente revient à
(a) dt= =.
I&(%rant et supposant i^ = a pour ^ = o, on aura
OQ
^ cette équation on déduit
-ï ^TT:^l!SnZ f = 0 pOW
ur nui 3. ' i.uLiM.ulr cd ii::ilt:. fL DUE «^opoor
1 if> viiuiiuâ'jij 14s t :^.:à^ -:a.>ii-7-tiTiiii»r car I* etx ...'■. m - ;■ ri î-: ■:?: rd .s';. .; Tir . ^ ; . qod qtK
t: i . !£ Il s:iiS;a pKrtîcolîfte
•tsi. 4 ■!!: jii-.c ;
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distance initiale du point M, enfin AM=::r Tespace parcouru dans le temps t.
L'accélération (f au point M sera donnée par la pro- * portion
On aura donc
Si Ion multiplie de part et d'autre par adx^ on aura
^dxd^x ^gr*dx
ou
dKv
gr'
DonC) en intégrant et déterminant la constante par la condition que la vitesse initiale soit nulle, on aura
212. Cette formule fait voir que la vitesse augmente avec Xf ce qu'on pouvait prévoir. Si Ton fait
X = AB z= a =zr = h^ il vient
comme on a r<^â, on voit que la vitesse du mobile en arrivant a la surface de la terre est moindre que la vitesse quMl aurait en tombant de la même hauteur h,' si la pesanteur était partout la même qu'à la surface : conséquence évidente.
213. Pour a:=:a, on a (^=00 • Donc, si toute la masse du globe était réunie à son centre, la vitesse acquise par le mobile arrivant au centre serait infinie*
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d^où l'on tire, en int^rant et supposant x=:o pour
310. La formule (3) fait voir que si t augmente en restant moindre que ^, f' diminue, et que 1^ = 0 pour
f = ^a ^ on a en même temps x = ^ * Ainsi le mobile
s arrêtera après avoir parcouru un espace » et comme
la force accélëratricc est nulle en ce moment, le oorps restera indéfini meut en repos. Cependant les formules (3) et (4) ne conduisent pas à cette conséquence; car i^ et jr
varient pour f^^. Mais, si Ton remonte à l'équation (i), on voit qu'elle est satisfaite par (^ = o, quel que soit d'ailleurs t. Cette solution particulière s'applique
aux cas où f ^ ^; mais elle ne peut s'appliquer au cas ou
t<^ yju^ car au moment du départ la vitesse du mobile
est a et non o. Ainsi, quand on a £ <^ ^, on doit appliquer les formules (3) et (4)9 et la solution particulière
quand on a />^*
CHUTE d'uh coeps dans le vide eu atàkt égaed
▲ hk VAEIATIOM DE LA PESÀMTEUR.
211. Soit M un point matériel pesant tombant dans le ^* 73* vide et placé d'abord à une asseï
grande distance de la surface de la terre. Dans ce cas Tintentité de la pesanteur ne doit pas être regardée comme constante, car cette intensité varie en raisoQ inverse du carré de la distance du point matériel au centre de la terre. Soient OB = r le rayon de la terre, g riutensilé de la pesanteur a la surface, AO = a la
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distance initiale du point M, enfin AM = x Pespace parcouru dans le temps t.
L'accélération f au point M sera donnée par la proportion
On aura donc
g (a — xf
Si Ion multiplie de part et d'autre par a dx, on aura
^dxd^x ^gr^dx
df* ~"(a — 0?)»
ou
rfl -7-) =É?r r 21
DonC) en intégrant et déterminant la constante par la condition que la vitesse initiale soit nulle, on aura
212. Cette formule fait voir que la vitesse augmente avec Xj ce qu'on pouvait prévoir. Si Ton fait
x=:AB=a=r = /i,
il vient
comme on a r<^a, on voit que la vitesse du mobile en arrivant â la surface de la terre est moindre que la vitesse quMl aurait en tombant de la même bauteur Â,-si la pesanteur était partout la même qu'à la surface : conséquence évidente.
213. Pour a: =5 a, on a (^=oo • Donc, si toute la masse du globe était réunie à son centre, la vitesse acquise par le mobile arrivant au centre serait infinie.
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IX — X
or
dx
^ax — x'
— adx
^<ix — x*
= ^^ax— x*,
1 , « — 2.r - aa arc ces 9
donc
a arc cos •
On n'ajoute pas de constante, parce qu'on doit avoir a: = 0 pour t=: o.
21S. Cette relation entre l'espace et le temps peut Fig. 73. être représentée par une
courbe. Menons Kj per»
pendiculaire à AO, et OD "^ parallèle à Ky. Imagi- D nous qu'une ci rconférence ayant AO pour diamètre roule sur OD, le point A de cette circonférence engen* drera une cycloïde AND, dont Féquation difTërentiellei
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par rapport aux axes Oj- et Ox, sera
dr = dxU
(a — x)dx
Or le second membre est égal à Kl -^—dv^ on aura donc
et par conséquent
Le temps employé par le mobile à parcourir Tespace AM est donc proportionnel à l'ordonnée correspondante de la cycloïde.
<:A8 PÀETICULIEE n'uN CORPS PLACÉ A UNE PETITE OISTAlICE
nS LA SURFACE TERBESTRE.
216* Les formules que nous venons de trouver doivent devenir celles du mouvement uniformément accéléré <iuai]d on suppose la distance AB très-petite par rapport tu rayon terrestre.
En effet, soit [Jig* 72, p. i5o)
AB = A, d'où
on a, formule (a), n^'Sll,
Comme A et x sont des quantités très-petites par rapport
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à Vy on peut négliger h — Xy qui est ajouté à r, et remplacer a par r, ce qui donne
Maintenant dans la formule (3) (214) on peut remplacer
-fl arceos
par
-^ a arc sin ( — ^ax — x* j 5
maïs - et par suite - ^ax — x* ou 2 i/- f i ) étant
très-petit, on. peut remplacer Tare par son sinus et à la
place de -a arc sin I - ^ax — x*) écrire ^
Par la même raison, négligeant x* devant ax et remplaçant a par r, la formule (3) devient
fax — X*.
OU
Ht'
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DIX-SEPTIÈME LEÇON
DU MOUVEBŒNT REGTIUGNB DES POINTS ATTIRES OU REPOUSSÉS PAR DES CENTRES FIXES.
[ontement de denx points qui s'attirent en raison inrerte du carré deé distances. — Mourement d*un point attiré par un centre fixe en raison «lirecte de la distance. — Mouvement d*un point repoussé par un centre fixe en raison directe de la distance.
BKODVElfElfT DE DEUX POlIfTS MÂTÉfilELS QUI S, ATTIRENT Elf RAISON INVERSE DU CARRÉ DES DISTANCES.
217. On i>eut ramener au problème précédent (211) le mouvement de deux points matériels qui s^attirent en ■"^^iaon directe des masses et en raison inverse du carré de 1a distance.
Les équations du mouvement de ces deux points, en appelant m et ni! leurs masses, x et x' leurs distances a une origine prise sur la droite qu'ils parcom^ent et u leur distance au bout du temps f , seront
(f^x fmm' d^a! fmm'
tn —, — =r 9 m
dv "" u^ dt^ "^ u" '
^^ a donc
<l'où Ton déduit
m -— r -4- m' — -— = o, de di^ '
mx -h m' j/
7— =zat-\-bj
^t-à-dire que le centre de gravité des deux masses se ^^t uniformément. On a ensuite
d^x ^ d^x^ __ /{m -h m') di» "dF '" ï?
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ou^ à cause de x^ — a: = i/,
Donc l'un des points se meut par rapport à Fautre comme s*!l ëtait attiré par une masse égale à (m + "»') placée en. un centre fixe. On déterminera donc u en fonction de tt comme dans le problème précédent, puis on aura les vai— leurs de x et de x' par les équations
mx-^m'.t^ m -f- m
mouvemeut D'un poiht attiré eu kaisou dieectb
DE LA DISTANCE
218. Considérons un point matériel placé d'abord atv2 p. / point A où sa vitesse est nall^
et attiré par un centre fixeO, en raison directe de sa distance A ce dernier point, que nous prers' drons pour origine. Comme 1^ force attractive tend k diminua' Tabscisse variable x du point mobile, on a Téquation
n* étant la mesure de rattraciion exercée sur Tunité d^ masse du corps à Tunité de distance. Multiplions de [>air*t et d'autre par adxy nous aurons
!X(ixd^.r
dt'
= — an^xdx.
d'où, en intégrant,
dx' di^
dr
la constante étant déterminée par la condition que — <^ 1^ soit nulle pour x = a.
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Omime la vitesse du mobile est iiégali?e quand il va dans le sens ÂO, on a
ndtr=^
Int^rant et déterminant la constante par la condition cpiel'on ait à la fois e = o, J? = a^ ce qui la rend nulle,
nt = arc cos — a
OU
(3) jr = a cos/zr;
«tensoite
Si9. Lorsque le point mobile arrive en O, ou a
d'où
ar = o et nt= ->
tr
Parvenu à ce point, sa vitesse est égale à — na. Le mobile ^^passe donc le point O et continue sa route en vertu de sa altesse acquise. Pour déterminer le point A' où il s'arrô-
mm
^^a, faisons i^ =: o, il en résulte nt = t:, d'où t = - et
P*p suite X = — a- 'Ainsi OA' = OA.
Arrivé en A' où il n'a plus de vitesse, le mobile se ^^uve placé par rapport au point O, comme il l'était ^<^ A. Il sera donc attiré avec une vitesse croissante de A' J^isqu'au point O où sa vitesse sera noy puis continuera ^^ route en vertu de sa vitesse acquise jusqu'en A, pour ^Tenir de nouveau en O, et ainsi de suite.
Ainsi le mobile fera une infinité d'oscillations toutes
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égales entre elles et de même durée, de A en A' et de A' en A.
220. On peut, comme dans le cas précédent (215), représenter par une construction géométrique la relation qui existe entre Tespace et le temps. Sur AA' (fig^ 74? n^ 218) comme diamètre décrivons une demi-circonférence. Soit OM = or, et menons MN perpendiculaire & AA'. Le triangle rectangle ONM donne
AN xz=za ces — :
nais
X = a cos/zf,
AN=/y/îf.
Ainsi — représentera le temps que le mobile emploie ft aller du point M au point A.
MOUVEMENT D^UN POINT REPOUSSÉ PAR UN CENTRE FIXE EN RAISON DIRECTE DE LA DISTANCE.
221. Examinons maintenant le cas d*un point matériel repoussé par un centre fixe O, en raison directe de la distance.
Supposons qu'à Torigine du temps le point matériel
Fig. 75. placé à une distance OA=:a
o A X du centre fixe soit animé
d'une vitesse dirigée vers le point O et représentée par
— nh,
La force accélératrice, positive pUisque la répulsion tend à augmenter Tabscisse du point M, étant représentée par 71* or, on aura
{\^ • zz: /ï'x.
d'où Ton déduit, en multipliant par ^dx et int^ant^
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duc
Mais, pour « = o, on a — ou j' = — nb^ x = a; donc d^où, en éliminant la constante,
On en déduit
on
Oéi prend le signe — , parce que la vitesse est d'abord n^ative. En inférant de nouveau et ayant ^ard aux circonstances initiales, on aura
1 r = — iJ/
OU
On tire facilement de cette équation
(4) ax = (a -f- b)e-^''\- (a — ^)c«'.
222. Examinons maintenant quelques cas particuliers. La formule
montre que la vitesse ne peut jamais être nulle, si Ton a b* }> A*. Dans ce cas le mobile atteindra Torigine lorsqu'on aura
valeur positive, puisqu'on a ^b^ — a' <^ a -f- />. Sa vitesse
étant alors — n yjb^ — a', le mobile dépassera le point O, et il est clair qu'il se mouvra indéfiniment vers la gauche.
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Les quantités p^ q^ r sont nommées les composâmes fie la vitesse du mobile sur ces axes. On démontre facilement que ces formules conviennent à tous les cas, pourvu que l'on considère /?, </, r comme positives ou négatives suivant que les projections du point M se meuvent dans le sens positif de Taxe ou en sens contraire.
324. Lorsqu*on donnera le mouvement du point M, c'est-à-dire les valeurs de i^, a, (3, y, les équations
«'cosar:^/;, (^cosp = <7, vcosy-^r
feront connaître les composantes^, ^, r. Réciproquement ces composantes étant connues, on en déduira v^ a^ |3, y par les formules
(3) C0Sar=— 5 COsB=:-> COS7 =- - •
Si l'on mène par le point O une droite représentant en grandeur et en direction la vitesse du mobile, on voit que les composantes de cette vitesse seront représentées en grandeur et en direction par les arêtes d'un parallélipipède dont la vitesse du mobile serait la diagonale.
225. Soient A, b^ c les coordonnées du point A où se trouve le mobile à l'origine des temps, et soient x, j^ z celles du point M où il se trouve au bout du temps r, le mouvement sera complètement représenté par les trois équations
l j: = a -hpt,
( zz=c -h rt.
En effet, on a
OM r^OA'^-A'M' Mais
OM' =x, OA' = «, A' M' = pt ;
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On démontrerait de la même manière les deux autres formules.
On aurait des formules semblables en prenant des axes obliques.
226. On a vu que la projection sur un axe quelconque d'un point qui se meut d'un mouvement uniforme et rectilignc se meut elle-même d'un mouvement uniforme. Réciproquement, si les projections d'un point M sur trois axes Ox, Oy^ Oz se meuvent avec des ^vitesses constantes p^ q^ r^ le moui^ement du point M sera lui" même rectiligne et uniforme. En effet, soit A le point où se trouve le mobile quand f = o; les projections de la droite AM sur les axes étant pt^ gi^ rty on a
de sorte que la distance AM est proportionnelle au temps. En outre, si Ton appelle a, j3, y les angles que la droite AM fait avec les axes, on a
pe qt ri
co5.=.— , cosp = — , COSï=^
ou.
COSa = t
v/yy' -f- 7' -f- r»
{^) \ cosp
yjp^ -h 7^ -H r'
cosy = —
*^ïic la droite AM conserve une direction constante-, et ^^Oime sa longueur varie proportionnellement au temps, ^ (mouvement est bien rectiligne et uniforme.
COUK8 DB MÉCANIQUE.
DE LA VITESSE DANS LE MOUVEMENT CURVILIGNE
227. Soit M(jr, ^^ z) un point qui décrit dans Tes- Fig. 77. pace une ligne courbe CMD.
Ce point doit être constamment sollicité par une force dont la direction change a chaque instant. Si au bout /' du temps t cette force cessait
d^agir, le mobile prendrait , suivant une certaine droite MT, un mouvement uni- (orme, et c^est la vitesse de ce mouvement uniforme que nous sommes convenus d*appeler la vitesse du mobile au point M (155).
La projection M' du point M sur Taxe Ox se meut d*un mouvement quelconque, qui deviendrait aussi uniforme si la force qui sollicite le point M cessait d^agir.
228. Le mouvement du point M est déterminé par trois équations
au moyen desquelles on peut obtenir la vitesse du mobile en fonction du temps. Pour le démontrer, nousdistingue- I ons deux cas.
En premier lieu, si la force P qui sollicite le mobile est ronsiantc d^intensité et de direction, la projection deMK sur Taxe des x sera
vMcosa H Ar*cos>,
a désignant 1 angle que la direction de la vitesse fait avec Taxe des x, et / Tangle que la force P fait avec ce même a\e. On aura donc
Sx I P
~^-- rrrPCOSaH — IfCOSX,
At 2 m '
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et, en passant à la l'imite,
(i) ---=f»cosa.
dt
Si les axes étaient obliques, on aurait, en décomposant la vitesse \f en trois autres, p, q^ r, et la force P en trois forces X, Y, Z, suivant les axes,
» X , ,, ^ dx Ax=zpAt-i A^S clou --=/>.
Ainsi les composantes de la vitesse suivant les axes s'obtiendront en prenant les vitesses des projections sur ces axes, et Ton aura, dans le cas des axes rectangulaires,
/ X 'i^ dr ^ dz
(a) =rt»C0Sa, zirPCOsB, --rm»C0S7,
^ ' de ' (U ^ dt '*
d'où
Ion
dédi
Liira
d'où
dj'
-^dy
» -h dz^
ds^
dt^'
ds dt'
en désignant par s la longueur d'un arc comptée sur la trajectoire à partir d'un point 6xe. Cette formule con- Tiendrait encore si les axes étaient obliques.
29D. Quand la force qui agit sur le mobile est variable, on a, en désignant par fx un infiniment petit,
dr At^ fd^x \
(4) Ax=-A.-H-^_-H^).
La molécule va de M en K, comme un point qui aurait au bout du temps t la vitesse v^ suivant la tangente MT et qui serait sollicité par une force d^intensitéetde direC' tien constante, dont les composantes seraient
di^ ' ilr^ ^ at^ '^
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Celle force diffère infîniment peu de P, si Af est trèspetil^ car si i on imagine une autre molécule soumise â une force constante P'et arrivant en K, on a
A/' F a m On déduit de (4)
lim — ou — r^ c» cosa .
dt itt
Les formules sont donc les mêmes que dans le cas où la force est constante.
Dans tous les cas on a
dx
dt dx ds cosa =: — =-—:—-, V dt dt
OU
,^, dx „ ''j ^^
(5) cosa rrr -— • COSB r:^ --♦ COS7 =r ---:
ds ^ ds ds
donc la vitesse est dirigée suivant la tangente MT.
230. Ces formules peuvent encore être obtenues pur la méthode des iniiuimcnt petits. Pendant le temps întiniment petit dt^ le mobile parcourt sur sa trajectoire un espace infiniment petit ds. On peut considérer son mouvement comme rectiligne et uniforme pendant le tempt dt^ puisque la vitesse ne varie qu* in fi ni meut peu en grandeur et en direction. On aura donc
ds = vdtj d'où «' - - -7- •
dt
D'ailleurs la direction de la vitesse est celle de Télément ds ou de la tangente au point M.
AES FORCES QUI PRODUISEM^ Vf* MOUVEMENT DONHé.
231. Considérons maintenant la force qui produit le mouvement d'un point matériel dont la masse est m.
Soit V la vit(*sse du mobile au bout du temps r, lorsqu'il
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arrÎTe au point M de la trajectoire AMB. Supposons que Fig. 78. Ja force motrice qui sollicite
continuellement ce mobile conserve une intensité constante P et une direction constante parallèle à MP, pendant un certain intervalle de temps d, qui succède au temps t. Si le point M était en repos au commencement du temps 6^ la force constante P lui ferait parcourir dans le temps B un espace MI égal à
— ç6*, (f étant Taccélération due a la force P ou la vitesse
que cette force communiquerait à la masse m après Tunité de temps. D'un autre côté, si la force P cessait tout à coup â*agir. au bout du temps t, le mobile suivrait la direction de la tangente MT et parcourrait sur cette direction l'espace MH =-:: m9, pendant le temps 6. avec la vitesse constante ^. Maintenant concevons deux points matériels arrivant en même temps au point M et animés tous deux de la vitesse i^ suivant la tangente MT, Tun d'eux étant sollicité en outre , pendant le temps d, par la force constante P. Il résulte du principe général sur les mouvements relatifs, dont nous avons déjà fait usage, que ce point se déplacera par rappiort à Tautrc, comme si les deux points eussent d'abord été eu repos. Le point mobile animé de la vitesse (^ en M et sollicité par la force constante P arrivera donc, au bout du temps 6, en un point K qu*on déterminera en menant par le point H la droite HK parallèle et égale à MI.
La courbe MK décrite ainsi est une parabole^ car on a
d'où résulte
IK»= — MI
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équation d'une parabole, si l'on considère MI cl IR comme les coordonnées du point M par rapport aux axes MP et MT.
232. Pendant que le mobile parcourt Tare de parabole MK, sa projection sur Ox parcourt Tespace M'K'égal à M' H' -H H'K', c'est-à-dire à la somme des projections des droites MH et HK. Or on a
M' H' = MH cosa = PÔ cosa = —0,
at
H' K' = HK cos). m - «. 0> cosX =: - - ô» co$\,
en appelant X l'angle que la direction constante de la force P fait avec Taxe des x. On a donc
ae m 2.
D'un auire côté, l'espace M'K' étant l'accroissement que prend la variable x, qui est une certaine fonction de t^ quand t prend raccroîssement d, on a, par la formule de ïaylor,
|x désignant une quantité qui tend vers zérO) avec 0. En égalant ces deux valeurs de M'K', supprimant le
terme commun -^0» et divisant ensuite par le facteur
ô' commun — > on aura
Si 6 diminue jusqu'à zéro, [l tend vers zéro; mais les autres quantités indépendantes de B ne changent pas. On aura donc, en passant à la limite,
= — cos A,
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m —- — r= P cos^.
a jr
Ainsi y dans le cas où la force est constante, m — r— a une
valeur constante égale à P cosX, c'est-à-dire à la projection de la force sur l'aice des .r.
233. Quand Tintensiié et la direction de la force motrice varient à chaque instant, on a encore la formule
di
- 1=: P cos)i.
en désignant par P Tiniensité de cette force à Tinstant considéré, et par X Pangle qu'elle fait à cet instant avec Taxe des x.
En effet, pendant le temps B qui succède au temps t^ le mobile parcourt une portion MK de sa trajectoire (qui n'est plus une parabole), dont la projection sur Taxe des X est
dt \ fit^ * / 2
Désignons par P' la plus grande intensité de la force motrice qui sollicite le point M pendant le temps 9 et par // le pluspeiit angle que fait la direction variable de celte force avec Taxe des x. Si le mobile arrivé en M avec la vitesse i^ était sollicité par une force constante P' et faisant toujours avec Taxe des x l'angle //, ce mobile serait transporté, après le temps 0, en un point L au delà du plan KK' parallèle au plan zOj mené parle point K. En d'autres termes, Tespace M'L' parcouru par sa projection sur l'axe Ox serait plus grand que Tespace M'K'
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parcouru par la projection du mobile qui décrit réeUft* ment la courbe MK. On a donc
ou
dx ^ Id^x \0» ^rir^ P' ^, ô»
dt \ €//' ^ ] 1 dt m 2
Si la force motrice agissait sur le mobile, animé au point M de la vitesse y^ avec sa plus faible intensité P'^ et sous une inclinaison constante V égale au plus grand angle qu'elle fasse pendant le temps 6 avec l'axe des x, le mobile m arriverait en un point N situé en deçà du plan KK', eu sorte que l'espace M'N' décrit par sa projection sur Ox serait moindre que M'R'. On aurait donc
ou
dx dî
Id^x \ 0» dx ^ V" ,„ ^
Des deux inégalités précédentes on déduit
— cos V > "TTT -^ f* > — ^®'^ »
m al* m
Qt en passant à la limite
dt^ m
OU, en posant P cosX = X,
Le même raisonnement s^applique aux autres axes : oara aura donc, en désignant par Y et Z les composantes d^ la force P suivant les axes des j^ et des z.
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Ces formules montrent que les projections du point mobile sur chaque aice se meuvent comme des points matériels de même masse sollicités uniquement par la com|>osante de la force motrice suivant cet axe. Elles ne supposent pas les axes rectangulaires.
234. Si X, Y, Z, au lieu de représenter les composantes de la force motrice, représeniaienl celles de la force accélératrice, on aurait plus simplement
, ^ ^— A. f — 7— — I • — : — — £*• dt* ' dO ' dr
â35. Si Ton connaît la courbe décrite par un mobile et la loi de son mouvement, c'est-à-dire si les coordonnées x^ jy z sont données en fonction du temps par les trois équations
une première différcntiation feia connaître les composantes de la vitesse parailèlci aux axes
dx dy dz ai dt di
et une seconde différcntiation fera connaître les composantes de la force accélératrice, savoir ;
d^x d\r d^z T/r»' IF' dY»"'
et, par suite, les composantes do la force motrice.
236. Ordinaircm<*nt on doit résoudre le problème inverse, c'est-à-dire (|ue la force motrice est donnée à chaque instant de grandeur et de direction. Alors X, Y, Z sont des fonctions connues de £, et Ton a, pour connaître complètement le mouvement du mobile, à intégrer trois équations simultanées.
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POIKT ASSUJETTI A SE MOUVOIR SUR VNE COURBE DOITITÊB
237. Considérons un point assujetti k se mouvoir sur une ligne courbe donnée AMB et sollicité par la force P.
La courbe donnée ou le lien qui force le point tnalériei à rester sur cette courbe exerce sur lui une certaine action qu'on ap« pelle la résistance fie la courbe, et le point exerce sur la courbe une réaction ou pi*ession égale et contraire. On peut donc faire abstraction de la courbe donnée et considérer le point mobile comme libre, pourvu qu'on joigne à la force donnée P une force N de grandeur inconnue qui représentera la résistance de la courbe.
Cette action ou résistance de la courbe peut être décomposée en deux forces, Tune dirigée suivant la tangente à la courbe, en sens contraire du mouvement, qu'on appelle \e frottement, l'autre perpendiculair»^ à la tangente ou normale à la courbe. S'il n'y a pas de frottement, Taction N de la courbe sur le mobile est alors dirigée suivant une normale. Eu admettant cette hypothèse et désignant par ).. ^, v les angles que la direction de la force normale N fait avec les axes rectangulaires.
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les équations du mouvement du point matériel seront
(ii* \i) { m— =:^Y -f-NcosfA,
m —r— =:: Z -f- N COSv.
LMntensité de la force N n'est pas connue à priori, et quant à sa direction, on sait seulement qu^elIe est perpendiculaire à la tangeuie; on aura donc
(a) cos\ iix -:- cosf* f/r 4- cosv dz = o,
relation à laquelle il faudra joindre la suivante ;
(3) COS*X H- COS^ -f- COS'v r^z | ,
238. Si le point matériel est assujetti à demeurer sur nne surface donnée
il décrira sur cette surface une certaine courbe inconnue. L'action ou la résistance N que la surface exerce a chaque instant sur le point matériel, égale et contraire à la pression que ce point exerce sur la surface, est dirigée suivant la normale à la surface, s*il n'y a pas de frottement : le point se meut alors comme un point libre qui serait sollicité h la fois par les forces P et N, dont les composantes *^raienl X, Y, Z, N cosi, etc., cl Ton a encore les équations (i).
On a d'ailleurs
COS^ --^ h -.- > COSa r-^ h -^-t COSv m /t -il-, dr dy dz
^^ posant, pour abréger,
^jm-^ihm
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A a le double signe parce qu'on ne sait pas dans quel sent agît la force N qui est dirigée suivant la normale i It surface.
MOUVEMEKT DES PROJECTILES DANS LB VIDS.
Soit A le point de départ d*un point matériel
pesant, lancé avec une vitesse a dans la direction AI.
Fig. 8i. Prenons deux axes , Tun Aj
vertical et dirigé en sens inverse de la pesanteur, Tantre horizontal Ax, mené dans le plan IA7^ Comme le mobile n'est sollicité, pendant tout soo mouvement, que par la pesanteur, il doit se mouvoir dans le plan lAjr^ car il n'y a pas de raison pour qu'il s'écarte d'un côté de ce plan plutôt que d'un autre. Les équations différentielles da mouvement se réduiront donc, dans ce cas^ aux deux suivantes :
dy
L'intégration de la première équation donne
dt
La constante C est égale à la composante horizontale de
la vitesse, c'est-à-dire à a cosa, a étant l'angle lAx : on
a donc
djt
di
■=: a COS OL,
La seconde équation du mouvement donne
— =a5in* — gt,
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en déterminant la coostanie par la condition que Ton ait
-j- = a sina pour f = o.
Intégrant de nouveau les équations (3) et (4)) et ayant égard à la condition z = o, ^ = o pour f =r= o, on aura enfin
(5) jc = ///cosa,
(6) J :=• atfÀHT. — 2— .
La première montre que la projection du point mobile sur l*axe Ox se meut d'un mouvement uniforme dont la TÎtesse est acosa. La projection sur Taxe Oj* se meut d^on mouvement uniformément retardé, comme ferait un mobile lancé de bas en haut avec une vitesse initiale égale à a sina.
241. En ajoutant les équations (3) et (4) élevées au carré, on trouve ^
i»* = û' — a ^^r sina H- ^*/' ou
(7) p^mrt' — 257.
242. Pour connaître la courbe que décrit le mobile, il faut éliminer t entre les équations (5) et (6), et Ton aura
Y = x ranga ; »
** 2a'cos'a
00, si Ton pose, pour simplifier, a* = ag/t,
(8) y =^^ langa — T-r •
^^tte trajectoire est donc une parabole^ dont Vaxe est
^43. Pour déterminer la position du sommet C, met- ^"^s Téquation (8) sous la forme
4Acos'«7 ^i^hx%\vk(x.co%oL'^x^=:Of
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OU, eu complétant le carré et transposant, (jr — ?>h sinarosa)=r : ^h cos*a (// sîn'a
Donc si Ton pose
Asin'a — r = /',
jr — 2/p sina COSa r— j/,
Téquation de la parsibolc prend la forme
^''= /^hcosoLX^
et la courbe se trouve rapportée à son axe de 6gufe
comme axe des ordonnées et a la tangente au sommet
comme axe des abscisses. Les coordonnées du sommet
sont donc
AErr= 2^ sina COSa,
ECr^^sin'jt. •
Si dans Téquation (8) on fait j^ = o, on obtient
ce qui fait connaître le point B où le projectile rencontre
de nouveau Thorizonrale Âx. La longueur ÂB est ce
qu^on appelle VampUinde du jet. Elle est double de
l'abscisse du sommet, et c'est ce qui devait être, puisque
la parabole est symétrique par rapport à son axe CE.
On peut écrire
AB = a^sin^a :
il en résulte que Y amplitude du jet a sa plus grande valeur, quand sin aa = i, c'est-à-dire quand a = 45®i la vitesse initiale restant la même.
215/ Proposons-nous de trouver sous quel angle il faut lancer un projectile du point A , pour qu'il atteigne un point donné (X, Y). Ici l'inconnue est langa, et si 1*00 pose
langa ~_-tf, d où = i -f- a',
° cos'a
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réi{aation (8) devient, en y remplaçant tangor, Xj j par II, X, Y,
d^où Ton tire
Donc si l'on a
on aura deux valeurs réelles de u, toutes deux positives dans le cas ou X est ]> o, et par conséquent le projectile pourra être lancé dans deux directions difTérentes pour atteindre le point M. Si Ton a
il n'exhte plus qu'une seule direction donnée nar la formule
tanga=— ,
et enfin le problème est impossible quand on a
4/i»— 4AY — X»<o
La courbe dont Téquation est
4/** — ^hy — j:* = o on
est une parabole L'HL [jig. 81, n® 239), dont l'axe est
dirigé suivant Aj^, et dont le sommet H est situé à la
hauteur AH == h. Les résultats précédents peuvent s^énon-
<^ ainsi : Quand le point que l'on veut atteindre est
"*Ua l'intérieur de cette parabole, le mobile peut être
'*Océ suivant deux directions difTérentes^ il n'y a plus
fulmine seule direction convenable, si le point est sur
^ parabole même; enfin quand ce point est hors de la
^Urbe, le problème n'est plus possible.
Stubm. — Jf^ir., I. «a
Fig. 8a.
Si, laissant rinlensité de la vitesse initiale con
stante, on fait varier sa di* rection , on obtiendra une infinité de paraboles ACB, AC'B', .... Toutes ces paraboles ont pour directrice commune Thorizontale HL menée à la hauteur AH = A.
En effet, soit
jr = jrtanga —
4^ ces' a
Tune des paraboles ACB dont C est le sommet : on a
CE = Asin»a,
et 4Acos'a étant le paramètre, Acos'a est la dislance do sommet à la directrice, et par suite h sm^a-h h cos'a = h est la distance de la directrice, qui est horizontale, à l'axe Ax,
HL étant la directrice de Tune quelconque des paraboles, si F en est le foyer, on a AF = AH. Donc les foyers de toutes les paraboles sont sur une circonférence décrite du point A comme centre avec AH = A pour rayon. On trouvera facilement que les sommets C et C sont sar une ellipse.
Représentons par
r équation
^ — xttH-
de Tune quelconque des paraboles. Une autre de ces courbes aura pour équation
/(x,jr, u -h Aw)=o.
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Si M {Xjj') est un point commun à ces deux courbes, on donc à la fois
fi^yfj ") = 0, /(^jX9 « 4-Att) = 0,
d''oà Ton déduit
Ai«
Si maintenant on suppose Au = o, on a, pour dëter* nainer le point d'intersection de deux paraboles infinixxieDt voisines, les équations
ou
xn —
L'élimination de u entre ces deux équations donnera
pour l'équation du lieu des points M, c'est-à-dire pour ' enveloppe de toutes les paraboles.
Or cette équation est précisément celle que nous avons prouvée pour la parabole HLM, lieu des points que le pro- J^tîle ne peut atteindre que dans une seule direction. Ce
^'ésultat pouvait être prévu, car Téquation — = o ex-
P**îme que pour un système quelconque de valeurs attri- *^^ëes à X et j^, u considérée comme inconnue a deux 'Valeurs égales.
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VINGTIÈME LEÇON
DES œMPOSANTES DE LA FORCE MOTRICE.
Décomposition de la force motrice en force tangentielle et force oeatrlpète. — Ces d^un point assujetti à décrire une courbe donnée. — Forée centrifuge. — Cas d'un point assujetti à demeurer sur une surface donnée. — Méthode d^Huyghens. — Application au mouTement de rotation de la terre.
DÉCOMPOSITION DE LA FORCE MOTRICE EK FORCE TAKGENTIELLE ET FORCE CEKTRIPÈTE.
Soit M un point entièrement libre dans Tespace
et sollicité par plusieurs forces dont la résultante est P.
Fig. 83. On sait que si X désigne la com-
c\ /b posante de cette force parallèle
à Ta^e des x, on a
mais si a est Tangle que la tangente à la trajectoire fait avec Taxe des or, et ^^ la vitesse, on a
d'où
d^jK d(vQosoL] dp </cosa
dt* dt lit dl
or
dcosoi dt
dx dx
ds ds p
dt ds p *
X étant Tangle que fait avec l'axe des x la droite qui va du point M au centre du cercle osculateur à la courbe en
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ce point, et p le rayon du cercle osculateur : donc
(2) X = /w — cosa H ces A.
al p
Cette équation exprime que la projection de la force P sur un axe quelconque est égale à la somme des projections sur cet axe : i^ d'une force m —-9 dirigée suivant
la tangente à la courbe; 2" d'une force — » dirigée suî-
Tant la normale qui passe par le centre de courbure. Donc P est la résultante de ces deux dernières forces.
Ainsi, dans le mouvement d'un point en ligne courbe, la force motrice P se décompose à chaque instant eu deux forces : Tune, dirigée suivant la tangente, est nommée la force tangentielle ; Tautre, dirigée suivant le rayon de courbure, se nomme la force centripète. En désignant la première par T, la deuxième par Q, on aura donc
C'est cette dernière force qui produit la courbure de la trajectoire en écartant le mobile de la tangente.
Il résulte de là que le plan qui passe par la force motrice et par la tangente est le plan osculateur au point M, puisqu^il renferme le centre de courbure.
250. Quand le point matériel est sollicité par plusieurs forces dont P est la résuliante, on peut décomposer chacune des premières forces en deux autres dirigées Tune suivant la tangente et Tautre perpendiculairement à cette tangente, et par conséquent dans le plan normal à la courbe. Les forces tangentielles se composeront en une seule T, égale à leur somme algébrique, et les forces normales se composeront aussi en une seule Q, nécessairement dirigée suivant le centre de courbure. Il résulte de
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là que 81 une des forces appliquées au point M est normale à la trajectoire, elle ne donnera pas de composante suivant la tangente et n'entrera pas dans la valeur de
m y : en d^autres termes, elle n'influera pas sur l'accé-
léralion du mobile. De même une force dirigée suivant la tangente à la trajectoire n'aura aucune influence sur
la valeur de — 9 et par suite ne tendra pas à changer la
direction du mobile.
FORCE CENTRIFUGE
251. Supposons en premier lieu qu^un point M ijig» 83, p. 180), qui n*est actuellement sollicité par aucune force et qui ne se meut qu^en vertu de sa vitesse acquise, soit assujetti à demeurer sur la courbe AMB. Sou mouvement doit être celui d'un point libre sollicite par une certaine force N qui représente la résistance de la courbe, action égale et contraire à celle qu'exerce le mobile sur la courbe. En supposant qu'il n'y ait pas de frottement, cette résistance est normale à la courbe, et par conséquent elle n'a pas de composante tangentielle. Donc on a
m— - = o, d*où p = ii, ai
a étant la vitesse initiale. Ainsi la vitesse est constante,
et comme de l'équation 1/ ou — = a on déduit 5 = 0!,
le mobile parcourt sur la trajectoire des espaces égaux en temps égaux. La force normale N doit alors être dirigée suivant le rayon de courbure MK, et Ton a
P La pression exercée par le mobile M sur la conrbe on
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sur le lien qui l'oblige à parcourir cette courbe est égale et contraire à la résistance N de la courbe et par consé-
mv^
qaent son expression est Cette force, égale et con-
P traire à la force centripète, est ce qu'on appelle la ybrce
ctnlrijuge.
252. Supposons en second lieu que le point M soit Fig. 84. sollicité par une certaine force
motrice P. On peut faire abstraction de la courbe, si Ton joint à la force P une certaine force N, normale à la courbe, force égalé et contraire à la pression que le point M exerce sur elle. Décomposons la force P en deux autres T et Q, la première dirige suivant la tangente, et la seconde située dans le plan Donnai de la courbe. Soit F la résultante des deux forces Q et N, situées toutes les deux dans le plan normal. La feree F agira suivant le rayon de courbure (251 ) , et l'on tara
ai p
^ force F, dirigée suivant le rayon du cercle osculateur ®^ (}ui agit à chaque instant pour empêcher le mobile de 'farter de la courbe suivant la tangente, est \sl force ^^nin'pète. Une force F', égale et contraire i la forcé F, H^i la détruit à chaque instant, est appelée lai force cen^ ^'^fkige, La force N étant égale et contraire à la pression ^Xercée à chaque instant par le mobile sur la courbe, cette Pression s'obtiendra en cherchant la résultante des deux *Orce8 Q et F' qui font équilibre à la force N. On aura
F:Q = sinQMN:sinFMN, ^ qui donne la position de MN.
Dans le cas général, la force centrifuge en chaque
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point est proportionnelle au carré de la vitesse da mobile et en raison inverse du rayon de courbure de la coorbe en ce point.
Si la force motrice était normale à la courbe, ou aurait
T = o , ou /Il — = o ;
par suite
p = constante :
le mouvement serait uniforme.
Si la force motrice était dirigée suivant la tangente a la courbe, on aurait Q = o. Alors la force N se confondrait en grandeur et en direction avec la force centripète F, et la pression exercée sur la courbe par le mobile avec la force centrifuge F'.
MOUVEMENT D^UN POINT SUR UNE SURFACE
â54. Supposons que le mobile soit assujetti à rester sur une surface donnée, et soit AMB [Jig> 84^ p* (83) là courbe qu'il y décrit. On peut faire abstraction de la sur* face, pourvu que l'on joigne à la force motrice P du mobile, k l'instant considéré, une force N, nécessairement normale à la surface, égale et contraire à la pression que le mobile exerce sur elle. Décomposons encore la force P en deux autres T et Q, Tune tangente et Tautre nor* niale à la trajectoire AMB. Les deux forces Q et N nor* maies à la trajectoire se composent en une seule F dirigée suivant le rayon du cercle osculateur de la trajectoire aa point M, et Ton a
dv ^ mv^ „ ai ù
on aura aussi
F:Qrr:sinQMN:sinFMN,
ce qui détermine la position de MF ou du plan osculateur quand on connaît v^ p, Q et Tangle QMN.
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On aura encore dans ce cas la pression exercée par le poinl mobile sar la surface, eu cherchant la résultante égale et contraire à N, de la force Q et d'une force F', égale et contraire à F.
Si la force motrice était nulle, on aurait
-—~z=io. d où p = constante, /
et N serait à la fois la mesure de la force centripète et de la force centrifuge.
Si la force P était dirigée suivant la tangente à la trajectoire, on aurait
La résistance de la surface serait la force centripète. Dans ce cas, MN se confondant avec MF, le plan osculateur PMF contient la normale N à la surface. Alors la courbe qae décrit le mobile est telle, que tous ses plans osculaleurs sont normaux à la surface. Cette propriété appartient, comme on sait, à la ligne la plus courte tracée sur la surface entre deux points. On peut donc dire que dans ce cas la trajectoire est la ligne la plus courte que Ton puisse tracer sur la surface entre deux quelconques de ses points.
AUTRE MARIÈHK o'ODTENiTl LES RÉSULTATS PRÉCÉDENTS.
Huygbens trouve à peu près de la manière sui
vante les composantes de la force motrice. Le mobile arrivant au point M de sa trajectoire, au bout du temps /, décomposons la force motrice P en deux forces T et Q : Tune dirigée suivant la tangente MT, et Tau ire perpendiculaire à cette tangente. Dans le temps infiniment petit
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dt^ le mobile parcourt Tare MN = ds. Si Ton considère la force motrice P comme constante en grandeur et en direction pendant le temps infiniment petit dt^ Tëlément MN ou ds peut être considéré comme situé dans le plan PMT qui passe par la tangente MT au point M et par la direction de la force P. C'est donc le plan osculateur de la trajectoire, et la direction de la force Q passe par le centre de courbure K. Pendant que le mobile parcourt Tare MN, sa projection sur la droite MK parcourt l'espace MH, projection de MN, en se mouvant conune un point de même masse qui, n'ayant pas de vitesse initiale suivant MG, serait sollicité par la composante de la force P parallèle à MK, composante qui conserve pendant le temps dt la valeur Q qu*elle a au point M. On aura donc
Décrivons dans le plan PMT le cercle osculatear au point M, qui touche la tangente MT en M et passe par le point N infiniment voisin du point M : le carré de la corde MN est égal au diamètre multiplié par la projection MH de MN sur le diamètre MK. On a donc
ou
Me =
_ MN 2MK
MH =
en substituant Tare infiniment petit ds à sa corde MN et désignant par p le rayon de courbure MK. En égalant les valeurs (i) et (2) de MH, on aura
1 Q ,, ds^
- — ^/» rz: — 9 2 m 2p
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Pendant que le mobile parcourt l'arc MN, la projection lor la tangente MT se meut comme un point de masse m sollicité par la force constante T; on a donc
_ divcosa)
dt
s d^gnant Tangle que la vitesse variable t^ du mobile lor Tare MN fait avec MX. En efiectuant la diffërentia-
ÔOII,
dv . doL
T = m -r cosa — ntp sm a -r- • dt di
Mail an point M Tangle a est nul, ce qui donne pour ce point
Ces considérations s'étendraient au cas d'un point assu* jetti i se mouvoir sur une courbe ou sur une surface.
Quand un corps solide tourne uniformément
Fig. 86. autour d'un axe fixe ÂB, chaque
A I point M de ce corps possède une
- — force centrifuge particulière F,
qui pour runiié de masse est
égale k -i u étant la vitesse du P *i point M et p le rayon KM du
cercle qu'il décrit. En appelant T le temps d'une révolu-
^ entière, on a
,= ^P. d'où F = ^.
l88 COURS DE MÉCANIQVB.
Les forces centrifuges des didérents points sont donc pro* portionnelles à leur distance à Taxe.
258. Ces remarques sont applicables à la terre. Outre son mouvement de translation dans Tespace, elle a un mouvement de rotation autour d'un axe passant par son centre.
Comme la force cenlrifuge tend à éloigner tous les corps de Taxe de rotation de la terre, elle doit modiGer Tintensitë de la pesanteur à la surface du globe. Pour
apprécier son influence, coosidérous d'abord un point M situé sur Téquateur. Appelons G l*intensilé de l'attraction de la terre sur Tunité de masse au point M| force dirigée suivant MO; F h force centrifuge du point M, rapportée à Tunité de masse, force dirigée suivant MF, prolongement de CM; enfin g le poids apparent de Tunité de masse ou la pression sur Tappui qui soutient la masse m. On aura g = G — F« Si l'on appelle p le rayon terrestre et T le temps que la terre emoloie à faire une révolution, on a (257)
donc on aura
Pour se faire une idée plus exacte de la diminution que la force centrifuge fait subir au poids du corps, observons que la circonférence d'un grand cercle de la terre est égale à 40000000 de mètres. L'observation donne pour^ très-sensiblement la même valeur dans les différents lieux de la terre.* En prenant la valeur g = 9", 808969 a Paris,
on mra k pea près
d^où
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f ^ère donc très-peu de G, et l'on a i peu près
Donc la pesanteur â Tëquateur est diminuée d*environ
la aSp* partie. D'ailleurs la formule F = -=— ^ fait voir
que si le mouvement de rotation devenait 17 fois plus npide, la force F deviendrait 17' ou 389 fois plus grande, et alors la pesanteur serait à peu près nulle à Téquatenr.
£9. Supposons maintenant le point M placé sur un Fiff. 88. certain parallèle dont le rayon
MK = /. Soient X = MOC la latitude du point M, G Tintensité de la pesanteur en ce point, J l'intensité, rapportée à T uni té de masse, de la force centrifuge dirigée suivant Mf, On a
d'ailleurs
^= G — /cos>;
J npa
et a cause de r = p cos X,
^ 4^'ûCOS^
donc
/cos). = - — — =- ros'/.,
bi
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à peu près; donc enfin
n ( CO%n\
A Téquateur cosA=i, ^r=G(i g- j ; au pôle
cosi = o, g' = G.
L'attraclîon de la terre sur l'unitë de masse des corps placés à sa surface doit encore subir une correction qui est due à ce que la terre n^est pas parfaitement sphërique et homogène. En tenant compte dje sa forme réelle, on trouve que g est donné par la formule
^ / rosn\
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VINGT ET UNIÈME LEÇON
D'UN POINT MATÉRIEL
IKIérratielle de U force vive. — Formes diverses deXdx-^ Y4x -+■ t,dg,
— Définition da travail. — Relation entre le travail et la force vive. —
Conséqoences du principe des forces vives. — Cas où il y a frottement
cm résistance d*un milieu. — Cas où le mobile est sollicité par des forces
. dirigées vers des centres fixes.
DIFFÉRENTIELLE DE LÀ FORCE VIVE
260. P désignant la force motrice qui sollicite un mobile M et X, Y, Z ses composantes, on a
On tire de ces trois équations
»( -^^ j ==2(xw:r-hy/<rH-zr/5].
Mais la quantité entre parenthèses dans le premier membre est égale à ^ . ^* ; on a donc
(2) d.mf^=::i{Tidx-\-Ydy -^Idz),
S61. Cette équation subsiste, lorsque le point mobile est assujetti & rester sur une courbe ou sur une surface .donnée. En effet, si N est la force qui représente la rcsis- Unce de la courbe ou de la surface, on a
d\T m zr: X -h N COSX,
d\r di*
cosp,
cosv,
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/, iij V étant les angles que la normale suivant laquelle la force N est dirigée fait avec les axes. On tire de ces équations
dmv^ = 2(X€ix -hYdf -hZdz)
aN (cosXdlr 4- cosyidjr -f- cosvr/s);
mais puisque N est normale à la trajectoire, la dernière parenthèse est nulle. Cette équation se réduit donc à Téquation (a).
262. La quantité mi^*, ou le produit de la masse d'un mobile par le carré de sa vitesse, est ce qu'on appelle la force viv^c du mobile. On a dans tous les cas
d- mv^zsn Xdx -4- Ydj- -f- Zrfs,
X, Y, Z étant les composantes de la force motrice.
AUTRES FORMES DE Hdx -hY djT -hXdz.
263. Soit 0) Tangle PMT que la force motrice P fait Fig. 89. avec la tangente. On
Xdx Y dy Z d%
COSW = — -f- — — -f- — — •
^ ds F ds ^ ds d'où Ton lire (i) Hdx-hYdf -hZdz=zVcMmd£j^
Si Ton décompose la force P en une force tangentieile "^ et une force normale Q, on a T ==: Pcoso). Donc
(2) XrAr H- Yd/ -4- Zdi = Ids.
Eniin, si Ton appelle dp la projection MI de T^^i^ MH = ds sur la direction de la force motrice, on a
et par suite (3)
coswdjk -11 dpj
Xdx H- Ydj -h Zdz — Vdp.
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Aiofti l'expresaioD ILdx -hY djr -h Zdz est égale : i° au produit de la force motrice P multipliée par Télément de la trajectoire et par le cosinus de Tangle que cette foixe (ait avec la tangente; a^ au produit de Télément de Tare multiplié par la force motrice estimée suivant la tangente ; 3^ au produit de cette force motrice multipliée par la projection de Télément de Tare sur sa direction.
DÉFIM1I3M DU TRAVAIL.
264. Le produit Tffs que i^on obtient en multipliant la composante tangeniielle de la force P par Télément de Tare parcouru dans l'instant dt se nomme travail élémentaire ou élément de trayait de cette force. L'élément de travail est considéré comme positif lorsque la force tangentielle agit dans le sens du mouvement, et comme négatif dans le cas contraire, ou, ce qui revient au même, suivant que Tangle &> est aigu ou obtus. Le signe du travail élémentaire sera donné par Texpression fcos(ùds, en considérant P et ds comme positifs.
Si Ton considère Pcosco^/j comme le produit de P par cos&)//5, on peut dire encore que le travail élémentaire ^t égal au produit de la force par la projection de Téléitient du chemin parcouru sur la direction de cette force.
On nomme travail total d'une force P pour un
chemin déterminé ÂB Tintégrale / Tds, prise entre les
*^ttiites qui correspondent aux extrémités de Tare par- ^^uru. Les forces normales à la trajectoire n'ayant au- ^^ne influence sur la composante tangentielle, n'influent P^s sur le travail total.
Stcu. — Uée,, I. i3
Pour donner un exemple de travail total, considérons un poids P descendant sous Faction de la pesanteur, soit librement, soit en demeurant sur une courbe quelconque : on aura P^5cosGd = Pdz^ en appelant dz la projection
de Tare ds sur la verticale. Le travail total sera jPds
ou P^, lorsque le mobile sera descendu de la hauteur ver» ticale z. Ce travail serait — Pz si le mobile montait d« la hauteur z.
RELATION ERTRB LE TRAVAIL ET LA FORCE VIVE
267. Si dans Téqualion (2) du n° 260 on remplace Xdx -f- Ydj -{"Zdz par Tds^ on aura
(i) dmp* = 7iTfis,
d'où
Si k est la vitesse lorsque s =5©, on aura C = thA', et par suite
(me* — mX^) = 2 / Tds.
Ainsi l'accroissement de force vive du mobile, lorsqu'il passe d'une position à une autre, est égal au double do travail de la force motrice.
268. Si la force P est la résultante de plusieurs forces Pj, Ps,. . ., dont les composantes tangentielles sont T^ ^ Tt, Tj,.. ., on aura
îTds^z JT^tis-h /Tjrfr-h....
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On aura donc
(i) OTP» — - mit» .- 3 ( /t,€&-4- /T,//#-h. .. j.
Donc, 81 Ton appelle forces mouv^antes celles qui font on angle aigu avec la tangente, Qi forces résistantes celles qui font un angle obtus et dont l'efTet est de reteuir le mobile dans son mouvement sur la courbe, on pourra dire que :
JO accroissement de force viv^e d'un mobile, lorsqu*il passe iVune position à une autre^ est égal au double de V excès du traitai/ des forces mourantes sur le travail des forces résistantes.
Ce principe est ce que Ton nomme le principe des forces vives ou de la transmission du travail, pour le cas d*un simple point matériel. Nous retendrons plus tard au cas d^un nombre quelconque de points.
CORSÉQUENCES DU PRTMCIPE DBS FORCES VIVES.
Quand le mobile n'est sollicité par aucune force
OU qu'il Test seulement par des forces toujours normales
à la trajectoire, on a T = o, et par suite v=z]ç. Ainsi le
mouvement est uniforme, ce qu'on a déjà trouvé par une
autre méthode.
270. Supposons que X/ir-f- Yéi^H- Zrfz soit la différentielle exacte d'une fonction f(x^ /, z) de trois coordonnées x, j", z considérées comme des variables indépendantes, ce qui exige que Ton ait
dx dy dz
U résulte des lois de la différentiation que x, /, z étant i*^ardées comme des fonctions quelconques du temps, on ^Ura
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Par conséquent, l'équation des forces vives se réduira à
/wo>=:C-f-2/(x,j, z);
et si I*on désigne par a, 6, c les coordonnées du mobile, lorsque u = k^ on aura
n résulte de là que I^accroissctncnt de force vive, lorsque le mobile passe de la position (a, 6, c) à la position (x, y^ z), ne dépend pas de la trajectoire dans Tintervalle, ni du temps qui s'est écoulé entre les deux positions extrêmes, mais seulement des coordonnées de ces deux positions.
Plus généralement, si Ton imagine les deux surfaces
et que le mobile rencontre la première au point (a, £, c) avec une vitesse Ar, et la seconde au point (x, j^, z) avec la vitesse v^ on aura
(4) mv^ ^ mP -" 7.G — 2C".
L'accroissement de force vive est donc constant et indé» pendant de la forme de la trajectoire entre les deux surfaces, des points où cette courbe rencontre ces deux surfaces et du temps qui s^est écoulé.
On trouve un résultat de ce genre dans le mouvement d'un mobile sollicité seulement par la pesanteur. Si Too prend Taxe des z vertical et dirigé dans le sens de la pesanteur, on aura X = o, Y = o, Z r= mg^ et par cooséqueut
Ici /(Xjjr, z)z=zmgz : par suite les deux surfacei / (x, j-, z) = C',/(x, jr, z) = C" seront deux pUni horizontaux, et Taccroissement de force vive, quand oa
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passera de Tun à l^autre, sera indépendant de la trajectoire Aâ^ (fig. 90).
Dans le cas général , Téquation
représentera une infinité de surfaces différentes, passant
par les divers points de la trajectoire AMB. Nous allons démontrer que si LMU est Tune de ces surfaces, la force motrice P au point M lui est normale.
En effet, la normale à la surface LMU au point M fait avec les
>xes des angles dont les cosinus sont proportionnels à
^f df df . . ,1 .
^î — » — ; or ces quantités sont elles-mêmes proportionnelles à X, Y, Z, on aux cosinus des angles que la force P fait avec les axes. Donc la force motrice est nor- «ûale à la surface LMU.
C'est ce que Ton vérifie dans l'exemple précédent où les surfaces analogues ^ f[jc^y^ z) = C sont des plans liorizontaux perpendiculaires à la force motrice qui agit vivant la verticale.
Si la surface y* (x,j^, z) = C offrait une résistance indéfinie, et si le point mobile se trouvait placé sur cette ^rface sans vitesse acquise, il y demeurerait en repos, puisque la force motrice serait normale en ce point à la surface. C'est ce qui arriverait pour un point matériel placé sans vitesse sur un plan horizontal.
CAS ou IL Y A UI9E RÉSISTANCE.
373. Quand un mobile éprouve un frottement ou se meut u^Qsun milieu résistant, TexpressiouX^ir -+- Yf/^-+-Z//z uest plus une différentielle exacte. En effet, s'il y a ''^tCement, cette force s'exerce suivant la tangente à la
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trajectoire et en sens inverse du mouyement du mobile^ elle est proportionnelle à la pression normale N du mobile sur la courbe qu'il décrit. Le frottement est donc représenté par — y*N,/* étant un coefficient constint. Ses composantes seront
et rezpression
sera la partie de ILdx -^Ydj -h Zidz provenant da frottement. Or la pression N est inconnue au point considéré et ne dépend pas uniquement de Parc parcouru. On ne peut donc pas dire que — f^ds^ et par suite que Xrfr H- Y<f^H- Zrf-2, soit, dans ce cas, la différentielle exacte d*une fonction de Xyj^ z,
S74. Quand le mobile se meut dans un milieu résistant, la résistance de ce milieu est une certaine fonction/ (i') de la vitesse, et la partie de cette force qui entre dsns Xdjc -f- Ydy H- Zdz est, par un calcul analogue k celui que nous venons de faire, — f(^) ds. Or la vitesse i^, et par suite y^(»^), ne dépendent pas des dilTërenti elles de j:, j^ z, et par conséquent — f{^) ds n'est pas une différentielle exacte, non plus que Xdx-hYdj-'h Zdz.
Dans ce cas, si le point se meut sur une courbe connue, il faudra prendre Téquation
m -7- ~ T ou m ~-^,- — T,
T désignant la composante de la force motrice (y compris les résistances) suivant la tangente. Au moyen des équations de la courbe on pourra exprimer T en fonction de i, et alors la détermination du mouvement sera ramenëe à Tintégration d'une équation différentielle du second ordre, tandis que si ILdx H- Ydy + Zdz était une diflié-
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rentielle exacte, on n'aurait à intégrer qu'une équation diflTérentielle do premier ordre.
CA.S ou LE MOBILR EST SOLLICITÉ PÀH DES FORCES DIRIGÉES
VERS DES CENTRES FIXES
275. Il est un cas important dans lequel Texpression X f/x-^ Ydy-hZdz est toujours une différentielle exacte, c'est celui où un point matériel est sollicité par des forces dirigées vers des centres fîxes et dont les intensités sont des fonctions des distances du mobile a ces différents centres. Supposons qu'une force dirigée vers le centre fixe K (e,/, g) repousse un point M {x^jr^ z)^ avec une
Fîg. 91.
énergie R, fonction seulement de la distance MK = r. Les composantes de la force R étant
^fJZ^.RZJzA.^Lnl
partie de Xdx-^Ydy -{-Zdz provenant de cette force sera
^[(x ^ e) dx -h (jr —f) dy -^ (« — ^)ife] ^^ Rrfr, puisque l'on a
rd/ = (x^e)dx -h [jr — /) djr -h (% — g) dz.
*^onc R étant une fonction de r, et par conséquent de •''•> j^, j2, il en sera de même de R Jr.
Si la force était attractive, le même calcul donnerait ^ R Jr pour le terme provenant de cette force dans X.«/x-f- Y//^4- Zdz.
Donc si le mobile est sollicité par un certain nombre ^^ forces R, R', R", . . . , dirigées à chaque instant vers d^« centres fixes K, K', K", . . . , on aura
dmv' =1 2 (±:Rdr ztR' dr\ . .),
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et chaque terme du second membre étant une difTérentielle exacte, il en sera de même de leur somme.
La même conséquence aura lieu si Tun des centres s'éloigne à Tinfini, c'est-à-dire si la force correspondante est perpendiculaire â un plan donné et fonction de la distance du point à ce plan.
276. Il est une autre manière de faire voir que la partie de Hdx-hYdy -hZdz provenant de la force R ou la
quantité de travail élémentaire de celte force est Rrfr. En effet, si le point mobile décrit dans Tinstant rit l'espace infiniment petit MN = ds^ dont la projection sur la direction de la force R soit MH, on aura MH = dr, en négligeant un in6nimcnt petit du second ordre. Car si Ton décrit du point K comme centre, avec un rayon égal à KN ou r-r-dr, Tare Nl^ on a MI = dr^ et l'on voit que le rapport de MH à MI ayant pour limite Tunité, la quantité de travail de la force R sera R X MH ou Rdr en substituant MI à MH.
YIKGT*DEUXrÊME LEÇOII.
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Lorsqu^uii point pesant se meut sur une courbe
donnée AMA', la seule force qui le sollicite est la pesanteur, dont Tintensité constante est désignée par g. Le travail de cette force est mgZj et le principe des forces vives donne immédiatement
*^ supposant que i^ =z k pour z = OH = h.
Supposons k =■ o, c*est-à-dirc que le mobile parte du P^iot A sans vitesse acquise, ré({uaiion deviendra
Si le mobile est en M, on aura
HP=rz — /<, p'=2^HP:
<lonc la vitesse acquise par le mobile au point M sera la ''^èine que s'il était tombé librement de la hauteur HP.
Si B est le point le plus bas de la courbe, le mobile *^ra la plus grande vitesse en ce point. Parvenu là, il ^titinuera sa route en vertu de la vitesse acquise, et
aoa COURS db mécanique.
s^élevant sur la partie BC avec un vitesse décroissante, comme le montre la formule (2), il s^arrètera au point A', pour lequel z = h. Mais aussitôt, sollicité par la pesanteur, il descendra de nouveau sur la courbe pour iPeyenir au point A, et ainsi de suite ^ c'est-à-dire qu'il parcourra continuellement le même arc ABA', tantA dans un sens, tantôt dans un autre.
278. Le temps employé par le mobile pour parcourir Tare AM est le même, soit qu'il descende, soit qu'il monte, car si Ton considère un élément rectiligne ds de cet arc, comme la vitesse du mobile est la même en valeur absolue, quand il est placé à la même hauteur, le temps employé pour parcourir le petit plan incliué ds sera aussi le môme, soit que le mobile descende, soit qu'il monte.
CAS ou LE MOBILE A U:«E VITESSE IMTIAl^E.
279. Si au point A, pour lequel 2 = A, le mobile a une vitesse /r, on a
(l) v^ - k' -^-o.^iz — h).
La vitesse du mobile va en croissant avec z et est la plus grande possible au point B. Le mobile se meut ensuite sur l'arc BCO et s'y élève plus haut que le point A'.
Prenons pour origine des coordonnées le point O le |>lus élevé de la courbe, ^^ous aurons trois cas a examiner.
Premier cas : k* <^agh, — Dans ce cas la vitesse dn mobile au point A est moindre que celle qu*il acquerrait en tombant verticalement de la hauteur OH =_= /i. Le mobile s'élèvera jusqu'à un point C plus haut que A' et qui sera déterminé par l'équation
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iraleur positive. EIn ce point C la vitesse sera nulle; le joaobile s*arrètera pour revenir sur l'arc CBC jusqu'au point C situé à la même hauteur. que C. De C il reviendra en C, et ainsi de suite; de sorte qu'il fera une infinité d'oscillations isoclirones.
Deuxième ans : k > \[^gh, — La vitesse du mobile ne sera jamais nulle, car on aura
équation dont le second membre est composé de deux quantités positives. Le mobile reviendra au point O avec
la vitesse ^À* — a gh^ dépassera ce point et parcourra la courbe une infinité de fois, toujours dans le même sens.
Troisième cas : h ^:^ ^Jigli. — On aura ^ = o pour •^ :=? o ; le mobile ne s'arrêtera qu'au point O, mais il lui faudra un temps infini pour arriver à ce point. En effet, ^1 désignant par s l'arc ON, on a
as
^ étant Tangle que la normale au point N fait avec la verticale et p le rayon de courbure en ce point, on a
(Is cosv
(is p
Soii a une
constante,
telle que COSV
^^ aura
* ou
dx I ds a
dz ds
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Par conséquent Tëquation (a) donne rinëgalité
d'où, en intégrant,
OU enfin «
d'où Ton conclut que t augmente indéfiniment quand 5 tend vers z(to.
PENDULE. ÉQUATION DU MOUVEMENT
280. On appelle pendule un corps solide pesant qui peut osciller autour d*un axe horizontal. Pour simplifier la théorie du pendule, on a considéré le cas idéal d'un point matériel suspendu à rexlrémité d'une lige ou d'un fil inextensible et sans masse et dont Tautre extrémité est fixe. C'est ce qu'on nomme un pendule simple.
On voit d'abord que la pesanteur ne peut faire parcourir à ce pendule écarté de la verticale qu*un arc de cercle situé dans un plan vertical.
Plaçons l'origine des coordonnées au point de suspension O : prenons l'axe des z vertical et dirigé dans le sens de la pesanteur. Soit k la vitesse du point matériel alors que la direction du fil fait avec la verticale un angle AOz = a. L'équation du mouvement sera
h étant le z du point A , ou bien
■£ = ±.^ik^A--xg(i — h].
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Si l'on compte les arcs parcourus sur la courbe à partir du point A, s croit avec £, quand le mobile se meut dans le sens ABA^ et il faut alors prendre le signe +• On prendra le signe — dans le cas contraire.
Supposons le mobile arrivé en M. Soient OM = a le rayon du cercle, MOB = 6 , on a
' = «(« — ©), et par suite
(is:= — adQi
donc
adB I ■
niais OP = z =:a cosO, OH = h= a cosa^ donc Téqualion du mouvement sera
adB
(3) dt=-
^/•' -+■ ikga (cosô — cosa)
CAS OU l'équatioiv pect s'iutégrer.
On peut intégrer Téquation (3) dans le cas où
(l) A*= 2^a{i-f-cosa).
^^tte égalité a lieu lorsque la vitesse du mobile au point A ^si celle qu'il acquiert en descendant sans vitesse initiale du point C le plus baut du cercle; car dans cette hypo-
^^se le carré de la vitesse du mobile, parvenu au point A,
c»l ag'CH. Or
CH = CO -*- OH = û + acosa;
^^ a donc alors
^> = a^ga (i -k- cosa).
^ expiation (3) se réduit à
^2^/l(l-|-COSÔ)
ao6 ou
Posons
sin
0 = ax,
d'où
et par conséquent
rfjr
sinxcosu;
- ci I tangx.
On aura donc, en intégrant,
l tangx 4- C,
ou bien
mais on doit avoir 9 = a pour 2 = o, ce qui détermine la constante C. On aura donc déGnitivemeut
tang
Telle est la formule qui donne le temps que le mobile emploie à parcourir Tare AM, dans Thypothèse où il serait parti du point C, sans vitesse initiale. Si Ton fait 0 = o, on a
c*est le temps quiD met le mobile à parcourir Tare AB.
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Si Ton veut avoir le temps que le mobile met à revenir au point C, il faut faire 9 = — ::, ce qui donne < = x . Ainsi il faut un temps inCni au mobile pour remonter jusqu'au point C
Comme la formule (i) dt
^k^ -h ^ga (cosô — cosa)
n^est pas intégrable dans tous les cas, il est nécessaire de restreindre un peu la généralité du problème en cherchant seulement la loi du mouvement quand le pendule eflectne de très- petites oscillations de part et diantre de la verticale Oz. En premier lieu on ne diminuera pas la généralité du problème en supposant nulle la vilcsse du mobile au point A; car si elle n'était pas nulle en ce point, il suffirait d'augmenter Tangle a d'une certaine quantité pour avoir le point où cette vitesse est nulle, et c'est ce point que Ton prendrait pour le point A. Si donc on fait Ar = o, la formule (i) se réduira à
(2) dt= — k/^
\ S ^7. cosô — a cosa
Remplaçons maintenant cosS et cosa par leurs développements eu séries, et comme les angles a et 9 sont trèspetits, négligeons les puissances de ces quantités à partir de la quatrième. Il vient alors
et
COSO=I y COSa=:I 9
2 cosO — a cosa = a' — 6*
ao8 couns de mécamque,
d^où, en intégrant,
«irc cos -• a
Nous n'ajoutons pas de consiante, parce qu^on doit avoir 6 = a pour t = o»
La formule (3) donne
(4) ô = «cos^/y/îj,
expression de Tare décrit pendant le temps t.
283. Pour avoir la durée T de la première oscillation (et Ton sait déjà que les oscillations sont isochrones, quelle que soit leur amplitude), il faut faire dans Téquar lion (3) 0= — a, d'où il résulte
T = i/- arccos( — i).
Lorsque nous avons supposé que Téquation (3) donnait simultanément f = o, 6 = a, nous avons admis tacite» ment que nous choisissions o pour Tare dont le cosinus est Punité. Or, pendant la première oscillation , quand Tangled varie d'une manière continue de 9 =:x à d= — a, le temps t croit d'une manière continue, ce qui exige
que arc cos ~ croisse aussi d'une manière continue ; mais
au départ cet arc est o : donc, à la fin de d'oscillation , on ne peut le prendre égal à 3?:, a Stt,..., arcs qui ont tous — I pour cosinus, mais k tt. On a par conséquent
Ce résultat fait voir que le temps de Toscillation ne dépend pas de a, et par conséquent que la durée d'une oscillation est indépendante de son amplitude, pourra que celle-ci soit très-petite.
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Le temps d*une demi -oscillation se trouve en faisant
ô=o dans la formule (3), on obtient - i/- ou - T, résultat facile à prévoir.
384. Les résultats précédents s'étendent aux oscillatioiis d*un point pesant, écarté très-peu de la verticale et
. assujetti à se mouvoir sur une
courbe dont le plan osculateur au point le plus bas B est vertical. En effet, le cercle osculateur au point 6 se confondant avec la courbe, dans une étendue très- petite, le mouvement aura lieu, de part et d'autre du point B, comme sur le cercle osculateur de la courbe en ce point. Dès lors la durée commune de
chaque oscillation sera f^ \/^y p étant le rayon du cercle ^^«ciilateur au point B.
â85. Si le plan osculateur de la courbe au point B le
plus bas faisait un angle i avec le plan horizontal ZV,
Fig. 96. il faudrait décomposer le poids
P en deux forces, Tune normale au plan ZU et qui serait détruite par la résistance de ce plan, l'autre Q = g'sinf, située dans ce plan et qui seule ferait mouvoir le mobile, force ^ ailleurs constante en grandeur et en direction. On aura ^Onc le temps d^une oscillation en substituant, dans la
forinule T = tt t/-» p k a et g sini k gy ce qui donne
386. Il est difficile dans la pratique d'apprécier la Stcrm. — ifec, I. i4
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durëe irxacte d*une seule oscillation; alors on compte h nombre n dos oscillations pendant un temps t, et Ton i
=^='Vl
On en tire
C'est par cette formule que Ton trouve l'intensité de M pesanteur en différents lieux de la terre.
La formule
0 O = «cos(^/y^|j,
devient, à cause de T = ir i/
$ = acosir -5
d'où
'de
ira . t -— sin» -■• T T
On conclut de là :
1° Que d et — restent les mêmes lorsqu^on augmenta
f de aT, c'est-à-dire que la position du mobile et sa vitesse redeviennent les mêmes après la durée d'une double oscillation ;
2^ Que si Ton augmente f de T, 9 et — changent de
signe en conservant leur valeur absolue. Ainsi ^ à des intervalles de temps qui diffèrent d'une oscillation, le pendule fait des angles égaux avec OB, mais de côtés différents, et ses vitesses, dans ces positions, sont égales et de signes contraires.
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AUTRE MÉTHODE
L Nous allons donner la théorie du pendule par une méthode qui pourra s'appliquer au cas où cet appareil Fig. 98. est sollicité par une force quel-
conque ou lorsqu'il éprouve la résistance d'nn milieu.
Les mêmes notations (280) étant conservées, soit m la masse du point mobile. L'action de la pesanteur peut se décomposer ^^ deux autres : une force normale détruite par la résista t^ce du point fixe et une force tangeutielle. Cette der-
oière, représentée en général par m-jy a, pour valeur
dt
'^^ sin d. On a donc (O
dp -=^smO.
I^osons ÂM = 5, on aura
adO 'dT
fi^ __ _ d'B dt'^'^^lîF'^
3ia coons de mécaniqub.
réquation du mouvement sera donc
aet'B . .
r= fi' sin 9
h - smO = o.
dr a
ou encore
Multiplions par arfô et intégrons, il vient
( — ; — 2^sinÔ-hC = o; mais on doit avoir en même temps
donc
donc (3)
C = 2 -- cos a ;
irrzr»
V 2 ces ô — 2 cos a
équation déjà obtenue, et dans laquelle on doit prend^"^ le signe — ou le signe -H, selon que le mobile se meLB t dans le sens ABA' ou dans le sens opposé.
Pour obtenir la durée d'une oscillation, nous change '^ rons de variable. Soient
x=i — cosO, 6=1 — cosa
on en déduit
dB =
dx
\/ax — x'
, 2C0S^ — 2COSa:Tza(6 — x),
et par conséquent, en prenant le signe — dans la formide (3),
,4) * = -Vi
(«T^Py/T-i
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mais le temps T d'une oscillation étant le double da temps que le mobile emploie à parvenir au point le pljis bas, on aura, puisque les valeurs de x qui correspondent «iu[ positions A et B sont h et o^
ou
=sf\L
sjbx— X* i/ I — -
dx
bx-^xi
*^^ posant
* x^dx
^bx — j?*
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on pourra écrire
T^./f ^ _^iA.^ i_^A,^ i^^A.^ \
290. On sait, par la théorie des intégrales binômes, que toutes les intégrales définies Ai, A|,..., se ramènent à Ao' Cette réduction peut se faire directement de la manière suivante. On a
d,a^-^\^bx — jc^=i[n — \)a^-^dxslbx — x''\-
2^bx — jr*
(2/1 — 1) bx*^^ fix — ^nx^dx 1 ^bx — X*
donc
• /-; / » t -^ ' dx x^dx
a.aa:*~' ^bx — x^^zi^nn — \)b — un ■ ~
^ bx — x^ d*où, en intégrant entre les limites o et 6,
V^x — or»
0= (2/1 — i)^ A«_, — 2/iAj,,
donc
An —" A^^x»
On aura de même
Ait— I — — _ , _ 77~ "«—s» A<|«7 ■ _ , _ ^^ — Aj|_i^, • • • y
2(/l-lJ
et par suite
II sufBt donc de déterminer Ao ou
r^ dx
Ja Jbx — X*
• Or
/dx kJbx —
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OU
sj bx — x^
b — ax arc co$ — 7—- 9 o
donc on aura
* dx
y' bx — X* Par conséquent
At = 7r, A| = — ^w, Aj = — 7^^> Aj = 7— ^©'ir,...,
et par suite
Telle est la formule qui donne la durée d'une oscillation pour une amplitude quelconque.
291. Quand Tamplitude est très-petite, J = i — cosa peut être négligé, et l'on retrouve la formule approchée
=Vi
Si, remplaçant 6 par i — cosa ou 1 ^-7 4-...,
on négligeait dans Texpression les puissances de a supérieures à la seconde, on trouverait
Ainsi la durée de Toscillatiou dépend de l'amplitude et augmente avec cette quantité.
PENDULE CYCLOÏDAL.
2S)2. Considérons le mouvement d'un point pesant sur une cyloïde CBC renversée, située dans un plan vertical et dont Taxe BD est vertical. .
ai6 corns de hécàmique.
PrenoDs pour axes de coordonnées l'axe Bx et la tangente B/ au sommet B. Soit A le point de départ du mobile
où nous supposerons sa vitesse Dullef et soit M{Xf jr) sa position à une époque quelconque t.
^' Soit a le diamètre BD du cercle générateur. Les composantes de la force accélératrice étant
Féquation générale du mouvement
(l) d*f^z= — igdx^
d*où
Si BH = A, on doit avoir i' = o pour x = hj d'où o = C — lÀgh : donc
Soit maintenant BM = 5, on a 5*= 4^^^ = 2&x en appelant b le rayon de courbure BK = aBD de la cydoïde au point B. Il en résulte
s = ^7,bx et
ds=. ^n
Comme dans la première oscillation ^ = — ^r on en déduit, à cause de v = ^2 g (h — x),
a V g uhx^
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Intégrant et déterminant la constante par la condition que l'on ait à la fois f = o et a: = A, il vient
- arc cos
(4) ' = ïV.— " k
293. Le temps que le mobile emploie à descendre de A en B s'obtient en faisant j: = o dans cette formule. En appelant T la durée d'une oscillation, on aura
- T = - I / - arc cos ( — i) ,
On obtiendrait encore ce résultat en faisant x-=^h dans la formule (4) et en prenant ir^ pour arc cos (i).
Ainsi, dans la cycloïde, la durée des oscillations est rigoureusement indépendante de leur amplitude, et différents mobiles, partis au même instant, sans vitesse initialcf de divers points de cette courbe, atteindraient au même instant le point le plus bas. Le temps d'une oscillation est ^ i/-î c'est la 'durée des oscillations très-petites du pendule simple dont la longueur est &, rayon de courbure de la cycloïde au point B, ce qui s'accorde avec cequon a dit des petites oscillations d'un point pesant sur une courbe quelconque.
294. On pourrait imaginer un pendule dans lequel les oscillations s'effectueraient toujours dans le même temps, iQalgré l'inégalité de leurs amplitudes. Construisons la développée de la cycloïde, composée des deux moitiés l^C et KC d'une cycloïde égale à la première. Supposons qu'un point pesant soit attaché à l'extrémité d'un fil ué par son autre extrémité au point K. Si le mobile, dans ^e de ses positions, se trouve sur la cyloïde CBC, comme 'efil, abandonné à lui- môme, restera toujours tangent à
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CKCS soQ extrémité M décrira la cycloïde CBC'. Toutes les oscillations devront s'effectuer dans un même temps
égal à TT iy -^ mais ce moyen, proposé par Huyghens, a
été abandonné, parce qu'il n'offre aucime précision dans la pratique.
TÂUTOCIIBOKE.
On appelle lautochrone toute ligne courbe sur
laquelle un point pesant abandonne sans vitesse initiale
d'un point quelconque de cette
courbe parvient dans le même
'i^ -"^ temps au point le plus bas. La
cycloïde est donc une courbe tautocbrone (293). Nous allons faire voir que c*est la seule courbe tautocbrone dans le vide.
Si Ton appelle t' le temps nécessaire pour décrire AB,
on a
/»* iis
(l) t'\/2g-= I '-;^:^=dXy
et il s'agit de déterminer s en fonction de x, de manière
que la valeur de t* ^2 g" soit indépendante de h.
Supposons 5 développée en série suivant les puissances ascendantes de x :
(2) s = A x" -4- Bx^ -h Cx^ H- . . . .
Comme 5 et x ont leur origine au point B, et qu'on a 5 = 0 pour j: = o, il faut que tous les exposants soient positifs et qu'aucun ne soit o. Le plus petit a doit être
moindre que l'imité; car en B on a — = o ^^ ^ = °^ ' Substituant la valeur de s dans (i), on aura
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et, en faisant x = huj
Jo V/i-« 13)
Cette quantité doit être indépendante de A : il faut donc
que le plus petit exposant de A ou a soit nul, puis-
que s'il était positif on aurait T = o pour A = o, et s*il était négatif on aurait T = oo pour la même hypothèse. Les autres termes doivent disparaître; donc
et par suite
OQ
L'équation s = A^x appartient à une cycloïde. Donc U cycloïde est la seule courbe tautochrone dans le vide
29S. Autrement, si dans 1 équation (i)
* ds
, r^ ds
on pose
on aura
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Cette expression devra être indépendante de h. Posooi X =. hu^ il en résulte
' ff'[hu)(huy'-^du
__/•%' {fin ] hflu _ r ' y'(/<M)(Att)'— <
ou bien
'KA-^rr:
ii'-«(i — «)■
en posant
Donc
Or --TT doit èire nul . II faut donc que ^'(hu) ou ^'{x) =^ o;
car autrement on pourrait prendre h assez petit pour que de x=o k x = /i, ^'(.r) fût toujours de même signe, et alors Tintégrale, ayant tous ses éléments de même signe> ne serait pas nulle. On a donc
d'où
Donc
ou
i^'(x)=:0 ou 4'(*) = C,
y(jr) = x= aC^Jp
szîz ^^aXf
équation d'une cycloïde.
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peudulb dans un milieu RÉSISTÀKT.
207. En désignant par R la résistance du milieu, Te- <|uatiou du mouvement sera
Comme il s^agit de petites vitesses, nous supposerons la résistance proportionnelle à la vitesse, et nous poserons
k k dt*
On a 5 = a (a — 6) : donc
k di
' En remplaçant dans Téquation (i) -— par — ^;r7'
nn6 par 0 el R par la valeur précédente, on aura à intégrer Téquation du second ordre
' €Ù* k di a
On a une solution paiticulière de cette équation eu prenant
/" étant une racine de Téquaiion
(3) r'-f-Tr4-^— o.
On a donc
«0, enpo8ant7=y/i-^
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La solution générale de Téqualion (2) sera donc
=:[ccos(/yy/f)4-c'sin(/yY/f)]. »^
dt
On déterminera c et c' par les conditions 9 = a, -— = o,
pour f = o, d ou c = a, c= — ; — et r » '2X7
^=-Vf('-ï^)-'"('Vf)''"-
Â la iin de chaque oscillation, --- = o, ce qui donne
dt
et
TT /a = 7Vi'
Les oscillations sont isochrones comme dans le vide, et leur durée est augmentée dans le rapport de x à y. Faisant l = nT, on a Tamplitude de la n'*"" oscillation,
donc les amplitudes successives forment une progression
— ÎLHÊ géométrique décroissante dont la raison est p-=e ^y^ .
298. Lorsque le mouvement a lieu sur une cycloïde, toutes les oscillations se fout rigoureusement dans le même temps, en sorte que cette courbe est encore tautochrone dans un milieu qui résiste proportionnellement i la vitesse.
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En effet Inéquation du mouvement
dç d.r gv
, . , ds dx $
devient, en remplaçant v par — 5; ®^ 7" P*'^ ■"'
du . ^ "^^ _^g ,_^
dr k di a
Cette équation, analogue â Téquation (2) obtenue approximativement au n^ 297, donnera pour T une valeur indépendante de 5«
aa4
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FORCES CENTRALES. PRIKCIPK DES AIRES
Fig. 101.
Soit M un point mobile sollicité à chaque instant
par une force dont la direc* tion passe constamment par un même point O. Lescom* posantes de la force accélé* ratrice, par rapport k trois axes rectangulaires menés par le point O, seront proportionnelles aux coordonnées du point M. On anra donc
OU bien
di'
xd^
yd^
dt
zd^
Tr/'
dt
yd^
zd^
dt
équations dont chacune est une conséquence des àtm.
TIKGT QVÂTBikME LEÇON. ai5
autres. En les intégrant et désignant par c, c\ c" trois constantes arbitraires, on aura
Ixdx — ydxzrz cdt^ zdx — xdz z=z cdtf ydz — zdf ^=z c^ dt.
Les constantes c, c\ c" se détermineront quand on connaîtra la position initiale et la vitesse initiale du mobile, en grandeur et en direction, cVst-à-dire les valeurs ini- . , - dx dy dz
ualesdex,jr,z, -,-,-.
300. Si Ton ajoute les équations après les avoir respectivement multipliées par z^jr^ Xy on a
(3) or=«-+-e'j-f-c^«,
équation d'un plan passant par Torigine des coordonnées. Ainsi la trajectoire est une courbe plane. En efTet, on voit bien à priori que le point mobile ne doit pas sortir du plm mené par le rayon vecteur initial et par la direction de la vitesse initiale.
Interprétons maintenant les équations (q). SoitOP = r la projection du rayon vecteur OM sur le plan des xy^ et wii POx = 9j on aura
tance =-»
d'où, en différentiant par rapport à ^,
dB xdy — ydx xdy — ydx ces' 0 x^ r' ces* Ô
d'où Ton lire
r^dB =z xdj' — ydx»
Mais si l'on appelle X Taire BOP parcourue par la pro- J^tion du rayon vecteur, pendant le temps f , on a
d\=^r*dQi
aa6 couns de mécanique.
donc
fi\ = '-(xdjr — /^J?) ou d\=z —cdif
d'où l'on lire
Il n'y a pas de constante à ajouter : car A étant la projet'- (îon de Paire pendant le temps t^ on doit avoir X = o pour f = o.
On conclut de là que le secteur engendré par le mouvement de la projection du rayon vecteur sur un plan quelconque est proportionnel au temps. La constante c est le double du secteur parcouru, pendant Tunité de temps, par la projection du rayon vecteur sur le plan des xy. On aura des résultats analogues pour les deux autres axes. On aura donc
(5) \ = ^ci, V = -c'^, \'' = ^e''t,
y et V désignant des quantités qui se définissent de Ism même manière que X. Si l'on projette le rayon vecteiftK~ sur le plan même de la courbe, on en conclut que l'aire engendrée par le rayon vecteur lui-même est propoi*'-* tionnelle au temps.
301 . Réciproquement, si la trajectoire d'un point mo' bile est plane et telle, que les aires engendrées parle rayons vecteur, partant de l'origine des coordonnées, soient prO' portionnelles aux temps, la force motrice passera coni" stamment par l'origine des coordonnées. En effet, dati^ cette hypothèse, le secteur OÂM est proportionnel av temps; par suite il en est de même de sa projection X, iis<' le plan des xy. Donc, en appelant c le double de l'air^ parcourue par la projection du rayon vecteur sur le p1a<^
des (x, jr) pendant l'unité de temps, on a X = -cl. C^^
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donc
xdy — y (fjo : -■ c fii.
DifTérentiant cette équation par rapport à t, considérée ^ comme variable indépendante, on en déduit
d'x fi\r
on a de même
dr _ r//»
JC Y
Oo conclut de là que les composantes de la force motrice
parallèles aux axes, savoir : m —-^j m -^- et m -— -, en
appelant ni la masse du point mobile, sont proportionnelles aux coordonnées de son point d'application. Par consé(pient, le parallélipipède dont les coordonnées x, £^ z sont les trois côtés contigus est semblable à celui qui a pour côtés les composantes de la force motrice, d^où il suit que la diagonale du second, suivant laquelle est dirigée la force motrice, coïncide en direction avec la diagonale du premier, qui aboutit en O. Donc la force motrice passera constamment par ce dernier point.
Prenons pour [)ôle le point O, par lequel
passe constamment la direction de la force motrice, et pour axe polaire, une droite quelconque O jr, située dans le plan de la courbe. Soient OM = r et MOx= d. En appelant ds la différentielle de Parc de la trajec-
ds^
toire, terminé au point M, on sait que i'* = — ; or, quelle
que soit la variable indcpendante, ds* .^ dt^ -h- r* d9^ \ donc
303. On a souvent besoin de connaitre les composâmes de la vitesse au point M, suivant OM et suivant une perpendiculaire k OM. Or, si Jest l'angle OMT formé par OM avec la tangente MT à la trajectoire, f^cos9 et i^sin^ sont les deux composantes. On a
d'ailleurs
Donc
^ dr rd9
cosa = -T- » sm d = -r- :
iis ds
ds
^ dr . . rd^
dt di
304. Considérons la force accélératrice R qui agît suivant MO. Supposons-la attractive; si elle était répulsive» il suffirait de changer R en — R, dans ce qui va suivre.
Alors R- et R- seront les composantes de R parallèles
aux deux axes rectangulaires Ox et Oy et, comme elles agissent dans le sens des x et des^ négatifs, ou aura
dp
r dO
En ajoutant ces deux équations respectivement multi* pliées par^ et par x, on a, comme plus liaut.
xd^jr — yd^x d?
On en déduit
xdy — jrdx=zcdif
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et comme xtly — ydx = r^dB (300), il vient
(4) r^dO=cdt.
Si Ton multiplie respectivement par 2dx et aJ/ les deux équations (3) et qu'on les ajoute membre à membre, il vient
dxd^x -f- làrd^Y ^ xd.r. -^-ydr ,, •" = - aR
Or
ffs^ dx^ -f- f/>^
d'où résulte
2dcd^x 4- idyd^y
Donc
305, On peut obtenir une expression dt» la vitesse, qui ne Goutienne ni f, ni ses différentielles. On a
dr^ -f- r»</0> P»— .
D'ailleurs l'équation (4) donne di^ = — p-* Substituant cette valeur dans Téquation précédente, il vient
tir^^r*d9^
r*dQ^
ouenGn
Donc, si on connaît la nature de la trajectoire, on pourra,
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au moyen de cette formule, calculer la vitesse en un point quelconque.
306. Quant aux composantes de la vitesse suivant OM et suivant une perpendiculaire a cette droite, il est facile d'eu avoir des expressions indépendantes du temps. En
effet, si dans les équations (2) on remplace dt par 9
on a
^ cdr , - crdB
pcoso = • , -^1 psind= — —
ou
crfi
(n) pcosSz^z — - , (»sin^ = -»
^ ' dB r
On tire de la dernière
p étant la longueur de la perpendiculaire OT r= rsinâj abaissée du point O sur la tangente MT, d'où Ton conclut que la vitesse en un point de la courbe est en raison inverse de la perpendiculaire abaissée du point O sur la tangente à la trajectoire ^ au point considé/^.
EXPRESSION DE LÀ FORCE ACCÉLÉBÀTRICK EN FOKCTIOV DBS COORDOlfNÉES DU POIlfT MOBILE.
Repreuons Téquation
(i) '-'ZKdr = dv».
DiiTérenlions Téquation (6) du n** 305 et, comme t n'entre plus dans cette équation, prenons Q au lieu de / pour variable iudépendaule, nous aurons
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Portant celte expression de dif* dans Téquation (5) di^siz — aRrfr, il en résulte
on
Ainsi, quand on connaîtra la trajectoire, on aura la force motrice en un point quelconque de la courbe. Réciproquement, quand on connaîtra la loi suivant laquelle varie la force R, Téquation (2) pourra servira déterminer la trajectoire.
LOIS DK KEPLER.
308. Les lois du mouvement des planètes ont été deduitesde l'observation par Kepler. Elles sont au nombre de (rois :
I** Les trajectoires rie toutes les planètes sont des courbes planes^ et pour chacune d'elles Voire engen^ drce par le rayon vecteur parti du soleil et aboutissant à la planète est proporiionnelle au temps,
a® Ces courbes sont des ellipses dont l'un des foyers est au soleil,
y^ Les carres des temps employés par les différentes planètes pour accomplir une de leurs réx^olutions sont entre eux comme les cubes des grands axes de ces ellipses.
Ces lois se rapportent au centre de gravité de chaque planète, ainsi qu'à celui du soleil.
CONSÉQUENCES DES LOIS DE KEPLER
309. Il résulte de la première loi que la, force motnce qui sollicite une planète est constamment dirigée vers
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le centre du soleil, et comme la irajcclolre elliplique tourue toujours sa concavité vers le soleil, il faut en con* dure que cette force est attractwe^ puisqu'elle éloigne à chaque instant la planète de la tangente k son orbite en tendant à la rapprocher du soleil.
310. Au moyen de la seconde loi, nous allons déterminer la loi suivant laquelle varie Tintensité de cette force avec les diverses positions de la planète sur son orbite. Soit O la position du soleil dont le centre de gravité
est un foyer de Teilipse. Soient 01 l'axe polaire, AA' = aa le grand axe de celte ellipse, Tangle AOI = «i), Soient OM=r, MOI = B les coordonnées polaires de la position actuelle de la planète
L'équation polaire de l'ellipse est
r 2ecos(ô — •>) = 2[l -+-tfCOS(G — w)j
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par sa valeur — • > lîrce de Téquaiion de la courbes
il vienti en divisant haut et bas par i — e',
E-Y^ differentîant, on en déduit
2c* dr dtr = •
Os» on a obtenu réquation
d^oà résulte
D » 2c» dr — TkKdr ==
il »a
or:
posant
rt ^ I — t^)
Ainsi la force R ^5^ e/i raison inverse du carré de la ^^^tance du centre de grauîtê de la planète à celui du ^^^^eil. Le calcul donne R > o, ce qui montre bien que la *c>^ce motrice est attractive, comme on Tavait déjà vit.
311. On peut encore trouver la valeur de R de ia ma- *^^^re suivante. On a
I I -f- ^ ros (0 — w ) r a [\ — c*)
^ OÙ résulte
\ r I — ccos(e — fu)
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Par conséquent, â cause de Téquation (a), n° 307, on t
_ r' Tu- <-cos(ô — w) rros(ô — w^l "^ ^^ L ôYi — e^) /i(i— <f») J
ou simplement
rt (i — «r^j /•* r'
312. Si r= I , on a R = |:x. Nous allons démontrer que cette quantité /ji, qui représente la force accélératrice rapportée à Tunité de dislance, est la même pour toutes les planètes. La constante c représente, pour une orbite quelconque, le double de l'espace parcouru par le rayon vecteur, dans l'unité de temps. Donc, si Ton appelle T le temps de la révolution complète de la planète considérée, on a
— cTr--r Toh ^
b étant le demi petit axe de Tellipse; on tire de là
- fT:^ rrt' y I — r'; donc
2Tr/i* ^l — ^'
d'où enfin
Or, d'après la troisième loi de Kepler, le quotient — est
le nirmc pour toutes les planètes; donc [k est constant, ce qui démontre le théorème énoncé.
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VINGT-CINQUIÈME LEÇON
SUITE DU MOUVEBŒNT DES PLANÈTES
IIoiiTeineDld*un point attiré par un centre fixe en raison inrerte du carré de la diaUnce. — Cas d'une orbite elliptique. — Cas d'une orbite circulaire on presque circulaire. — Cas d'une orbite parabolique.
MOUVEMENT l> VU POINT ATTIRÉ PAR UN CENTRE FIXE EN RAISON INVERSE DU CARRÉ DE LÀ DISTANCE.
313. Supposons toute la masse d'une planète réunie à son centre de gravité, et cherchons le mouvement que
prendra ce point, sollicité h chaque instant par une force dont la direction passe constamment par un point fixe O, et dont Tinlensité varie en raison inverse du carré de la distance OM = r.
En premier lieu, la trajectoire est plane et située dans le plan qui passe par le point fixe et par la direction de la vitesse initiale. Prenons le point O pour pôle et Ox pour axe polaire, et soient /* et 6 les coordonnées du point M, au bout du temps t : on aura, par le principe des aires,
(i) r^dBz=cdt.
Or (303)
r^dO rdO . ^
en appelant (^ la vitesse du mobile et i i*angle que forme
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le rayon vecteur avec la tangente à la trajectoire. Donc
(2) c = f X rsin J.
Ainsi on peut dire que la constante c, qui représentait déjà le double du secteur engendré parle rayou vecteur, pendant Tunité de temps, la trajectoire étant supposée connue, sera pour nous, dans la question actuelle, le produit de la vitesse du mobile par la perpendiculaire abaissée du point fixe sur la tangente, à un instant quelconque, par exemple à Torigine du temps.
Soit maînienant R la force accélératrice à T instant que Ton considère. On a
(3) cfp» = --2Rrfr,
et comme ici B = -^9 en appelant (a la force accélératrice
à Tunité de distance, il vient
^ Tifidr
et, par suite, en intégrant,
(4) ,.= 2ii-A.
La valeur de la constante arbitraire b se déterminerait
en cherchant la valeur de — — *'*, k une époque qa< I—
conque du mouvement, par exemple à Torigine du tcmp^« D'ailleurs, puisque
inéquation différeniielle de la trajectoire est
hM)]-'-^--
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Pour intégrer plus facilemeul, posons - = z
d*oà résulte ,
zd cdz
On voit que — devanl êln; <^ o ou ]^ o, suivant que r
croit ou décroit lorsque 6 augmente, il faudra prendre au numérateur le signe — ou le signe -^ , suivant que le premier ou le second cas aura lieu. Si donc nous supposons que r croisse en même temps que 6, on aura
— cdz — c^dz
dO =
^ — 6-4-2ps — c*z^ ^^»— ^c' — (r^i — p)^
ou bien
— r^dz
On a toujours fx* — 6c* }> o, sans quoi — serait ima-
ginaire
pour
toutes les valeurs possibles de 0. Donc si Ton
pose
>f^^bc' ^'
il vient
=:du, dOz= ^-:
d*oà, en intégrant et appelant co un angle constant, on a
enfin
0 = « + arccos^ ou
(7) cosfO — ft))= IfL*
Quoique celte formule ait été établie dans Thypo»
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ibèse où /* et 0 croissent simultanément , elle convient également, alors même que /* diminue lorsque 0 croit.
En effet, lorsque ce dernier cas a lieu, — doit être plus
gi*and que o*, donc il en est de même de -^: car, à cause
, , c^dz j . , dg dz
de aq = •-; 7=^ aq et dz, et par suite :7^ et — > sont
toujours de même signe. Or Téquation q = cos (0 — co),
dç dé
da
donnant '-:i=^ — sî» (^ — «), fait voir qu'en prenant la
formule 0 — w = arccos^/, -^-i et par suite — > changent
de signe en s^évanouissanl lorsque 0 — co devient ^al â un multiple quelconque de tt, ce qui correspond aux positions du mobile où 2, et par suite r, est un maximum ou un minimum.
315. En remplaçant z par -9 dans l'équation (7), îl vient, pour Téquation de la irajectoirei
I-f- 1/ I -cos(Ô — w
On voit que cette courbe est toujours une section conique, car Tëquation générale d'une section conique, rapportée à un foyer et â un axe polaire, faisant un angle o) avec Taxe qui passe par ce foyer; est
rrzr
1 4- tfcos(0 — w)
La courbe est une ellipse, si e<^ i; une parabole, si e =r 1 , et une hyperbole, si e ^ 1 . Par conséquent, en se
rappelant que b est égal à la valeur initiale de — — 1^,
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on voit que, si à une époque quelconque du mouvement on a
p'-^.—^î la courbe est une ellipse;
:^z= —^y elle est une para!)o!e;
p*^ — î-, elle est une hyperbole.
^iiiai Tespèce de la courbe dépend uniquement de la indeurde la vitesse à l'origine du temps, mais nullenotent de sa direction, en sorte que différents mobiles, l&i:icés successivement du même point de Tespace, avec d^a vitesses égales, mais de directions différentes, parcourraient tous des courbes de même espèce.
CAS ou LA COORBE EST UHE ELLIPSE.
316. En appelant sa le grand axe et e Texcentricité, l^^uation de l'ellipse est
I -h e cos ( ô — w ) I^^lentifiant avec Téquatiou (8) du n^ 315, on a
■^rmules qui déterminent les éléments de Tellipse, en 'Oociîon des données du problème.
3i7. Il reste encore à déterminer t^, r et S en fonction ^^ temps f, afin d& connaître la vitesse et la position du **^^bîle à une époque donnée. On a d'abord (313)
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d'où, à cause de
dr
on a
dr^-i-r'dQ^ 2a , _- = _L — ^.
En éliminant ^d entre cette équation et l'équation f^dO = ciit^ il vienl
HZ rdr
dt =
OU
dtz=
^ — ^/' -4- 2f*r — r* rdr
^ — br^ -+- 2^r — c*
m supposant d* abord que r croisse avec t. En remplaçanl i par - et c* par fxa (i — e*j, cctle différentielle peut se mettre sous la forme
rdr
Si AMB est Tellipse parcourue, le mobile est le plus
près du point O, pôle et foyer de l'ellipse, i Textré-
Fig. io5. limité A du grand aie nommé
périhélie de la planète, et il est le plus loin de O, à l'autre extrémité B, qu'on appelle aphélie de la planète. Par conséquent le rayon vecteur r varie de OA=rt(i — e)àOB = a(i-f-e).
Il est donc permis, pour la commodité de Pint^rtlion, d'introduire une variable auxiliaire k, telle que
On en tire
rnra (i — ^ cosii].
dr=zaeÂuudttf
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et réquation (4) devient
rz dt =z[i — e cos u ) du
(S} ndtr=[\ — ecosii)dn^
en posant, pour abréger,
£v^ intégrant, on a Téquation
{7) nt=zu — <rsin».
il n'y a pas de constanie à ajouter, &i Ton compte le temps à partir du moment où la planète est à son périhélie; car alors r=a(i — e), et par conséquent cosu=:i, d'où u z=:z o en même temps que f = o.
318. Pourconstruirerangleauxiliaire//, surBA comme diamètre décrivons une circonférence de cercle. Soient M la position actuelle du mobile et C le centre de Tellipse. Prolongeons l'ordonnée MF jusqu'au point K où elle rencontre la circonférence. Je dis que Tangle KCA = u. £rii effet, on a, en vertu d'une propriété connue des rayons vecteurs de l'ellipse,
''=a— .eXCP=:û--<rXrt cosKCA = a{i — « cosRCA) j
is (8) r = a{i — ecosu),
d^où
cos KCA = cos/i et KCA =: u.
^'^Dgle 11 est appelé Vanomalie excentrique de la pla- ^ète, tandis que l'angle MOA = 6 — «se nomme Vano^ '^^^lie vraie. On pourrait maintenant éliminer ri entre '®a équations (7), (S)*, mais il vaut mieux conserver ces ^eux équations avec la variable auxiliaire u. En donnant
à celte variable toutes les valeurs possibles, on en déduira ensuite les valeurs correspondantes de r et de t.
319. On peut trouver une équation entre Panomalie vraie et ranomalie excentrique. On a
r=a(i — ecosn) = i j-—^ i
^ ' I H-<?cos(ô— w)'
d'où résulte
I -I- tfCOS(0 — w
(l — €')[l — cos(6 — »)] I -f-rcos(0 — m)
En divisant ces deux équations Tune par Tautre, on ob* tient
tang' i /x = ^^ tang» ^ (^ - «) ou
tang - (G ~ «) = y/ — — lang - u.
320. La durée T de la révolution entière de la planète se déduit de la formule //t = m — esinu, en y faisant M = ûTT, ce qui donne
ou
^iv-
en remplaçant n par — —• On en déduit, pour la valeur
de la force accélératrice, à Tunité de distance, commune à toutes les planètes
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Il est bon d'obsenrer que l^excentricitë de toutes les orbites planétaires est très-petite, car pour la planète
Mars, dont Texcentricité est la plus grande, on a e =:^*
cis d'uhe orbite circulaire ou presque circulaire.
321. La théorie indique que Tellipse peut se réduire à Ran cercle. Dans ce cas e = o, r=r a et le carré de la
îi liesse v*=^ devient constant. Eln même temps, la force
tcoélératrice
r* n* fl* a
pi
est aussi constante et égale à la force centripète -•
322. Quand le nombre e est très-petit, on peut détern&iner approximativement Fanomalle excentrique u, le fayon vecteur /* et ranomalie vraie 6 — co^ en fonction du temps t. De l'équation
ou déduit
u:=int-\- esin (nt H-^sinu)
OU
tf = /?r-^ tfsiD/7/cos(^sinM) + ^sin(tfsiDtf) cosn^.
'^'ïa in tenant, comme e est supposé très-peiit, convenons "^ ne conserver, dans ce qui va suivre, aucun terme qui ^^tilîendrait c à une puissance supérieure à la première. -^lors on devra simplement prendre i pour ces (esin u)^ ^ ^xxïu pour sin(esinii), et négliger esin(esinii). L'é- 4^ation précédente devient
(■) 1/ r= /f / -h tf sin «r.
^ti remplaçant u par cette valeur dans Téquation ^ •==a(i — ecosu) et négligeant, comme ci -dessus, les
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puissances de e supérieures à la première, on obtient de môtne
rrr:/î(| — e COS rtt).
Enfin, pour avoir la relaiion entre B et t, on part de Téqualion r^dO =zcdt. On a
et
1 4-tf cos(ô — w)
= na* ^ I — e*
I -f-rco9(ô — w
c'est: à-dire
rz=z a{i — <î')[i — tf cos(0 — w) -htf'cos*(0 — w) — -. ..]
OU siujpleoient
r=za[i — ^ros(0 — »)],
en négligeant les puissances de e, supérieures à la première. On en déduit au moyen de la même simplification
et par suite, à cause de
on a
r^dO r= cdt ■-= nn^ y] i — e^€lt.
[l — 2tf COS^O — w)j^Ô :— /!<//,
d'où Ton lire, en intégrant,
6 — tù:=int-\-7.cs\n\B — w ).
Enfin si Ton remplace sin (d — o)) par
sin[/f/ -h atfsin(0 — »)]= sin/i/cos[2r$in(0 -— «)]
-f-cos/î/sin[2r sin^ô — «)],
il vieilli en développant et négligeant comme précédem-
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ment les termes qui conlienneut eu facteur une puissance de e supérieure à la première.
équations (i), (2) et (3) sont celles auxquelles on voulait parvenir.
323. Quand e = o, la formule (2) donne r= <i et faît ▼oîr que la trajectoire est un cercle. En même temps, lécjuation (3) montre que Tanglo 0 augmente proportionnellement au temps ^ donc la vitesse est constante, comme on Tavaitdéjà conclu d'aulros formules.
D'après cela, AMA' étant l'orbite d'une planète, décri- Tig. 106. yoiis du point O comme centre,
avec un rayon arbitraire Oa^
une circonférence de cercle.
Imaginons maintenant qu^un
mobile quelconque m se meuve
sur cette circonférence avec une
vitesse constante, de telle sorte
que ce mobile et la planète se trouvent au même in-
'^anten a et en A sur le grand axe de Tellipse, et qu'ils
^^oomplissent tous deux une révolution entière dans le
''^^me temps. La formule Q — w = n/ -j- 2e sinn^ fait
'^oîrque, dans la première moitié da mouvement, c'est-
*"^ire de A en A', le rayon vecteur OM précédera Om
^^ que l'inverse aura lieu dans la seconde période du
">^c:iuvement
CAS n'u^K PARABOLE.
I -hcos(ô
d'une parabole rapportée à son foyer et à une droite faisant un angle (ù avec Taxe de la parabole, on voit qoele demi-paramètre de la trajectoire parabolique est
Pour avoir la position du mobile sur la parabole, a un instant déterminé, reprenons Téquation r*//ô =zcftf.
Remplaçons -y le rayon vecteur r par — ~ r et
la constante c par ^P(JLj il vient alors
COS(0 — w) = 2C0S'i|i
et
I roS*r|; [l -f- COS(0 — ta)]' 2 COb'^j; 2 COS'-^
fiO
T fi^
= -(i -:- tang'^{()r/.iang^.
Par conséquent
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et
fa) /=^ riangi(0-w)-T-^tang^^(0~«j|a V|ji L ^ ^ 2 J
Il n'y a pas de constante h ajouter, si i^on compte le temps k partir du moment où le mobile est au sommet de la pa rabole.
Les formules (i) et (^2) qui déterminent la trajectoire el la position du mobile à une époque assignée, sont appliquées au mouvement des comètes dont les orbites sont de» ellipses très-allongées qu'on peut regarder, sans erreur sensible^ comme des paraboles.
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VINGT-SIXIÈME LEÇON
ATTRACTION UNIVERSELLE ET MASSE DES PLANÈTES
Lois de l'attraction universelle. — Vérification de la loi de rattfsetioo. — Mouvement absolu et relatif de deux corps qui s'attirent. — Maïaa des planètes accompagnées de satellites. ~ Masse de la terre. — Haaae des planètes dépourvues de satellites.
LOIS DE l'attraction UNIVERSELLE.
325. Il résulte des lois de Kepler que toutes les planètes sont constamment sollicitées par une force qui passe â chaque instant par le centre du soleil et qui varie, pour chaque planète, en raison inverse du carré de la distance de son centre de gravité à celui du soleil. Quand une planète a des satellites, les mouvements de ces corps, tels qu'on pourrait les observer de cette planète, sont encore assujettis aux lois de Kepler. Ils doivent donc être attirés par la planète autour de laquelle ils tournent, par une force passant constamment par le centre de celle-ci et variant en raison inverse du carré de la distance du centre de gravité du satellite a celui de la planète. Les satellites sont aussi attirés par le soleil*, mais comme leur distance à la planète est très-petite par rapport à celle de la planète au soleil, la force accélératrice résultant de Tattraction du soleil sur un satellite peut être regardée comme identique avec celle qui résulte de rattraction du soleil sur la planète, et, par conséquent, cette dernière force n'altère pas le mouvement relatif du satellite autour de la planète.
Réciproquement, les planètes attirent le soleiL
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Eln effet, pour toutes les forces que nous voyons a^r à la surface de la terre, TactioD produite est toujours accompagnée d'une réaction égale et contraire. Ainsi, un aimant fixe jouit de la propriété d'attirer un morceau de fer doux, parfaitement libre ^ réciproquement, si le fer est fixe et Taimant libre, il viendra s'appliquer sur le fer. L'expérience prouve que ces deux attractions dirigées en sens inverses sont égales, car si Taimant et le morceau de fer doux étaient unis entre eux par une tige rigide et inextensible, le système ne prendrait aucun mouvement dans Tespace. On a d^ailleurs un très-grand nombre d'exemples de ce fait, de sorte qu'en étendant, par analogie, cette loi aux mouvements des corps célestes, on en conclut que les planètes, étant attirées par le soleil, celui-ci, réciproquement, est attiré par elles suivant la même loi .
327. Cette attraction réciproque est proportionnelle à la masse de cbacun des deux corps qui s'attirent. Il résulte, en effet, de la troisième Igi de Kepler, que, si deux planètes étaient placées, sans vitesse initiale, à la même distance du centre du soleil, elles parcourraient, en ligne droite, des espaces égaux pendant le même temps. On GOQclat de là que les forces motrices des planètes sont proportionnelles à leurs masses. Par conséquent, si on suppose la masse d'une planète partagée en une infinité de molécules égales en masse, toutes ces molécules seront •^tirées vers le soleil, par des forces que l'on pourra '^'c^arder comme égales et parallèles, en raison des petites ^i^nensions de la planète, comparées à la distance qui ^^|>are cette dernière du soleil. Réciproquement, les mo- '^^<^mles du soleil, égales en masse, sont attirées, suivant la '^^^me loi, par celles des planètes, et Ton est ainsi conduit ^ cette loi générale de la nature : Deux molécules maté' ^"*W/ff5 quelconques s'attirtnty en raison directe de hurs ^^^4isses et en raison inverse du carré de leur distance.
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En admeitant ce principe, si Ton appelle /* Tattraction réciproque de deux molécules matérielles, placées à
l'unité de distance Tune de l'autre, sera rattractiou
qu*excrceront Tune sur Tautre deux molécules matérielles ayant des masses m et m! et dont la distance est r.
Il suit de là que Texprcssion — ^ — pourra aussi être appliquée à Tattraction exercée par le soleil sur une planète et réciproquement : d'abord, parce que les dimensions de chacun de ces corps étant très-petites, par rapport à la distance qui les sépare, une molécule de la planète et une du soleil peuvent toujours être regardées comme placées aux extrémités de droites égales et parallèles; et ensuite parce que le soleil et une planète quelccnque peuvent être avec une approximation suffisante considérés comme formés de couches sphériques homogènes, ce qui fait que l'attraction totale exercée par uii de ces corps sur l'autre est la même que si la masse de chaque corps était réunie a son centre de gr^^'ité.
VÉRIFICATION OE LA LOI DE l'atTRACTIOH
328. La pesanteur des corps, à la surface de la terre, doit être regardée comme un cas particulier de la gravitation universelle, puisqu'elle résulte de Tattraction exercée par toute la masse du globe sur les différents points matériels d'un corps quelconque. De plus on remarque que le poid^^ d'un corps dépend de sa position et de sa masse, maiaai nullement de sa nature^ propriété commune à la pesan— — teur et à l'attraction universelle.
Quand un corps pesant s'éloigne de plus en pins di:=centre O de la terre, au delà de sa surface, l'attraction dtf^ la terre sur ce corps doit diminuer en raison inverse dc^ carré de la distance du centre O' de ce corps au centre de la terre. Si le point O' est le centre de la lune.
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exemple, la pesanteur diminuée dans le rapport du carré
de la distance 00' au carré de OA devra être la force mo-
Fig. 107. trice de noire satellite, k chaque
instant. Admettons, pour plus de simplicité, que Torbite lunaire soit une circonférence de cercle. Dans cette hypothèse, on doi t regarder la vitesse de la lune comme constante. Il faut donc que la force centrifuge de la lune soit précisément égale à
la pesanteur diminuée dans le rapport de OA = r' à
OO' r-rp'. Dans ce calcul approximatif, on a pzzzSor, Appelons F la force centrifuge de F uni té de masse de la
lune. On aura F = -^^/> T éfanl le temps qu'elle met
k faire une révolution autour de la terre. Par conséquent,
^i:^X,6or i?.ojrX27rr 12071 X 40 000 000"*^
d^ailleurs,
Donc en6n
^11 , . , , r^ . 1 20 TtX 40000 000
Calculant par lof'aritlimes le coetncient 7^ Z,^ î
on trouve, en s*arrêtant aux centièmes, qu'il est égal k 9» 81, c'est-à-dire à très-peu prés égal à g. On peut donc
écrire
F = -f- ou F : o' — r« : p^
ce c]u il «^agissait de vérifier.
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MOUVEMENT ABSOLU ET RELATIF DE DEUX COEPS
QUI s'attirent.
329. Il résulte du principe de l'attraction ou graTitation universelle, que si M et m sont les masses respectives du soleil et d'une planète, r la distance de leurs centres de gravité, et f le coefficient de l'attraction universelle,
— — est la mesure de l'attraction qu'un de ces deux
corps exerce sur l'autre. Par suite, abstraction faite de
toute auire cause, '^—r et — - sont respectivement les
forces accélératrices de la planète et du soleil, et, a elles sont en raison inverse des niasses de ces deux corps^ on en conclut que, s'ils n'avaient aucune vitesse initiale, ils viendraient se réunir sur la droite qui joint leurs centres au centre de gravité du système de ces deux corps, lequel point partage cette droite en deux parties réciproquement proportiounelles à leurs masses. Pour le faire voir plus clairement, appelons S et 5 les espaces rectilignes parcourus par le soleil et par la planète, jusqu'à leur point de rencontre. On aura
„//'S /Mm d\K /Mm
iii^ r' de' r*
d'où résulte
^d^S du
M -7-7- =r m --- • dt^ dt*
Par suite
,, dS df
BI --- = w — , tU di
et enfin
RIS =: ms.
11 n\ a pas do constante a ajouter, car on suppose que '^
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le soleil et la planilc partent vn mêoie temps, sans vitesse iuiliale. De l'équation MS = ms^ on déduit
S: sz-m iM,
ce qui démontre la proposition énoncée.
330. Si Ton veut obtenir le mouvement relatif d*une planète autour dn soleil, c'est-à-dire le mouvement apparent de cette plaoète pour un observateur placé k la surface du soleil, il faudra supposer appliquée au centre de gravité du soleil une force égale et contraire k celle qui le fait mouvoir dans l'espace, afin de pouvoir le considérer comme 6xe; mais, en même temps, afin de ne pas altérer le mouvement de la planète par rapport au soleil, il faudra aussi regarder une force égale et parallèle a cette dernière comme appliquée au centre de gravité de la planète. Par (onséquent, ce dernier point sera constamment sollicité par une force dirigée veVs le centre du soleil , et égale à
fi
on à
en appelant fi le coefficient /* (M -f* m) constant pour toutes les positions de la planète. Ce fait est encore une conséquence du calcul, comme nous allons l'établir. Supposons les masses du soleil et de la planète con*
centrées à leurs centres de gravité, M (r, , j, , «,) et m (XjjTy z) ces deux points étant rapportés à trois axes rectangulaires quelconques, mais fixes dans Tespace. Le point M décrira dans son mouvement une certaine courbe AMB, et le point m une courbe amb» Menons maintenant par le point M, à
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riusiant considéré, trois axes rcciaugulaires parallèles à Oxj Oj' et Ozy et supposons que le point M, dans son mouvement , emporte ces axes parallèlement & eazmèmes avec lui« Appelons Ç, iQ et (^ les coordonnées va* riables du point M, par rapport à ces axes dont la position varie à chaque instant.
En concevant que le point M et par suite les axes qui passent par ce point soient fixes, ^ , y} et ^ se rapporteront à la trajectoire apparente du point m. Or on a d^abord
A l'aide de ces équations, si l'on connaît le mouvement absolu de M et le mouvement relatif de m, ou a le mouvement absolu de m, et vice versa ^ si Ton counatt les mouvements absolus de M et de m, ou aura le mouvement relatif de m autour de M.
Afin de bien concevoir ce mouvement apparent de la planète, imaginons que d'un point fixe K de Tespace on mène des droites Km] , Km\ , . . . , égales et parallèles aux droites Mm, M'm\, . ., qui joignent les positions simultanées successives des points M et m, sur les courbes que ces deux points décrivent. Il est clair que m,, m'i,..., seront les positions apparentes de m, telles qa'on les observerait du point fixe M, si M était eu K et que m^ m\ sera la courbe apparente que décrira le point m.
331 Revenons maintenant aux équations (t) pour en déduire la vitesse de m sur la trajectoire apparente. £a les difléreutiant, on a
dx iU
dx, di
dt "^ dr
dr
dy, dn dt ilt
iit
dzy dX, dt "^ dt '
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iix dr à% y, rfr, djt dtt . „
—-: -T ei -- dune pari, --- . -r- et --- de 1 autre,
di di de ' ' dt de de '
sont les composantes parallèles aux axes des vitesses des
points M et m, à rinstant considéré sur les courbes AMB
et anibj —r^ -jr^^ "-r ^^^^ aussi les composantes parallèles aux axes de la vitesse du point m sur la irajec* toire apparente. Donc celte dernière vitesse pourra être déterminée par ses composantes, au moyen des équations (a), lorsque les mouvements absolus des points IVI Cl m seront connus. On peut aussi Tobtenir par la construction suivante.
Soient MA et mB des droites, représentant en grandeur et en direction les vitesses absolues des points M et nt
à rinstant en question. Menons la droite mC, égale et pa* rallèle à MA , mais dirigée en sens contraire. Je dis que la diagonale ml) du parallélogramme mBDC représentera la vitesse apparente en gran* deur et en direction. En eflet, projetons les trois points ni^ D, B en m', d* et b' sur Taxe Ox. La projection m' d' de mD est égale a la somme algébrique des projections des deux autres côtés, eu supposant qu'on parcoure le triangle mBD dans le sens mBD, et regardant comme pt>siiives les projections allant de O vers x et comme ''^gatives celles qui vont dans le sens opposé. Or
m 0 =^ -—-y à d =z — — de de
Doa<
d.r djCt d Ç
de de ~ de
I Jl **"' .•-.! ^^^^
^Viit de là que, sur un axe quelconque, wD a même
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projection que la vitesse apparente : donc niD représente cette vitesse en grandeur et en direction.
En diiTérenliant les équations (a) par rapport k t^ on a
(Par d^x^ , c/'H
(W dO dC"
^ ' » dt* dt' di*^
d^z d'^Zy d^X.
dt* dv dO
A l'aide de ces équations, on démontre comme précédemment que si les forces accélératrices des points M et m sont représentées en grandeur et en direction par MA et par mB, et si l'on mène mC égale et parallèle à M^, mais dirigc'c en sens contraire, la force accélératrice, répondant au mouvement apparent, et qui a pour com-
posantes -— » -— j -— > sera representce, vx\ grandeur et
en direction, par la diagonale mD du parallélogramme /nBDC.
Réciproquement, si Ton connaissait le mouvement absolu du point M et le mouvement apparent de m, on verrait aisément que la droite mF étant égale et parallèle à MA, la diagonale mB du parallélogramme mFBD représenterait en grandeur et en direction la vitesse ou It force accélératrice du mouvement absolu du point m.
33S. Le centre de gravité du soleil et celui d'une jJanète sont sollicités par des forces motrices appli(|uëes en sens contraires, suivant la droite qui unit ces deux
points, et égales chacune a — ^ — i en appelant, comme précédemment, M et m les masses du soleil et de la planète. Donc et — - seront leurs forces accélératrices* cl il
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rcsultc (le la conslruction géométrique (331 ) que
> . /M /(M-f-zn)
sera, à chaque instant, la force accélératrice qui produirait le mouvement apparent de la planète autour du soleil supposé lîxe. Ou voit que cette force
en posant
varie en raison inverse du carré de la distance. Par conséquent, ia trajectoira apparente de la planète est une section conique et par suite une ellipse, puisqu'elle ne 8* éloigne jamais indéHninient du soleil.
Nous avons obtenu la formule
f* — -fi" '
a étant le demi grand axe de cette ellipse, et T la durée d^une révolution entière. Par conséquent
La masse m variant d une planète à l'autre, on voit que
— n'est réellement pas constant pour toutes les planètes.
Toutefois, comme l'observation démontre que la troisième loi de Kepler est extrêmement approchée, on doit en conclure que m est très-petit par rapport â M, ou que les masses des planètes sont très-petites, comparées à celle du soleil. En effet, la masse de Jupiter, qui est la
plus considérable de toutes les planètes, n'est pas
* ^ ' *^ lOOO
de celle du soleil»
Snaa. — Alée,^ I. l^
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Le mouvement elliptique n'est pas non plus ri|(Ourcusemcnt celui des planètes autour du soleil. Toutes les planètes, en vertu de Tattraction universelle, agissant les unes sur les autres, il en résulte des perturbations dans leurs mouvements apparents, tels qu'on les avait calculés d'abord, en ne tenant pas compte de Tinfluence de ces astres les uns sur les autres. Cependant, comme les masses des planètes sont extrêmement petites relativement à celle du soleil, et comme elles sont toujours placées à des distances considérables les unes des autres^ il en résulte que le mouvement elliptique n'en est troublé que d'une manière très-faible et souvent insensible* Le calcul de ces variations fait, en grande partie, Tobjet de la mécanique céleste.
La formule
peut servir à calculer les masses des planètes qui sont accompagnées de satellites. En effet, soient M, m et m! les masses respectives du soleil, de la planète et du satellite de cette dernière; soient a le demi grand axe de l'orbite de la planète dans son mouvement relatif autour du soleil, et T la durée d'une révolution complète; et soient a' et T' les données analogues, répondant au mouvement apparent du satellite autour de la planète. On aura
tL_ =r/(M -h m), 2__ ^f(^rn H- m').
Divisant ces deux équations Tune par l'autre, il vient
M-+- m"" rt»*r''
Les masses des satellites étant extrêmement petites p^'
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rapport k celle de la planète, excepte la masse de la lune comparée à celle de la terre, on peut négliger m' devant m, et pour la même raison m devant M; d'où
résulte enfin
ma'' T^
M ""^' in'
formule qui peut servira calculer le rapport de la masse
de la planète à celle du soleil. Cette méthode donne — tt- '^ 1007
pour le rapport de la masse de Jupiter a celle du soleil;
mais on a trouvé plus tard que ce nombre était un pet^
trop grand et devait être changé en
MÀSSB DE LÀ TEliaE.
335. La méthode qui vient d'être exposée ne peut pas servir k déterminer la masse de la terre, comparée à celle du soleil. Voici comment on peut résoudre ce problème.
Soit m la masse de la terre. Si elle était parfaitement
sphérique, en appelant r son rayon, —^ serait l'attraction
totale qu'elle exercerait sur l'unité de masse d'un corps placé i sa surface. Or, comme elle a la forme d'un sphéroïde différant très-peu d'une sphère, quoique cette attraction ne soit pas la même en tous les points de la sur- ^^ce, il existe un certain parallèle sur lequel l'attraction
C^arestre a précisément pour mesure— p» et il résulte du
^^lIcuI de l'attraction des sphéroïdes que pour ce parallèle
^2^*X=^9 en appelant X sa latitude. L'observation dé-
outre d'ailleurs que la pesanteur sur ce parallèle a pour (ure ^ = 9", 79386. De plus la composante verticale ^^ la force centrifuge a pour mesure sur le même parai-
cos' X 2 I tme fraction — rrr = 0 -<r- de la gravité. Il faut ajoa-
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ter cette composantes g^ ce qui donne pour ratlraciioD du sphéroïde terrestre sur Tunité de masse d^un corps placé sur ce parallèle, G = 9"*, 8 1 645. Or on a
d^où Ton tire, en négligeant m vis-à-vis de M,
M _ 4jr]^ _
en appelant M la masse du soleil, a le demi grand axe de Vorbite apparent de la terre autour du soleil et T le nom* bre de secondes contenu dans une année. En substituant dans cette dernière formule
et
on trouve
T=rr 86400" X 365, 2563...,
pour le rapport de la masse du soleil à celle de la terre.
336. On conclut de là le rapport de la densité moyenne du soleil à celle de la terre. En eflet^ le volume du soleil est 1 33 1000 fois celui de la terre. Si donc on divise le rapport de leurs masses, ou 354092, par le rapport de
leurs volumes, ou 1 33 1000, le quotient, environ -79
le rapport de la densité moyennedu soleil à celle de la terre»
337. Ou peut déduire, de ce qui précède, rattractîoiH que la masse du soleil exerce sur Tunilé de masse d*uia corps placé à sa surface, ou la pesanteur à la surface dc=
soleil. Elle est exprimée par ---^9 M étant la niasse et RliM rayon du soleil. Or G = -^-^t G étant Tattraction de I^
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terre sur Tunité de niasse d*un corps h sa surface, m la masse de la terre et r son rayon. Donc, en négligeant la force centrifuge, qui est faible à la surface du soleil,
G ~j — est la pesanteur à la surface du soleil. Si dans cette
expression on remplace -- par et — par 354592, on
trouve que la pesanteur à la surface du soleil est à peu près 29 X G, c'est-à-dire environ 29 fois plus considérable qu'a la surface de la terre. Ainsi un corps à la surface du soleil parcourrait, dans la première seconde de sa cbute, environ 29X 4"'9 99 ou de i4o à i45 mètres.
MASSE n*UIfE PLAMÈTE DÉPOURVUE DE SATELLITES.
338. Ayant déterminé la masse de la terre, il devient possible de déterminer celle d'une planète quelconque, même dépourvue de satellites. En conservant les mêmes notations (334r), on a pour la planète en Question
Or on a pour la terre
ce qui permet dVli miner/*, et de là résulte
Remplaçant — par 354592, on tire de cette équation — t ou le rapport de la masse de la planète à celle de la terre.
DB8 FORCES APPLIQUÉES A UN MÊME POINT
i . DénNiTiONS. — On appelle corps ou matière tout ce qui affecte no6 sens d'une manière quelconque.
2. On appelle jorce toute cause qui met un corps en mouvement oa qui tend à le mouvoir.
3. Un point ou un système de points sollicité par plusieurs forces est en équilibre, quand ce point ou ce système est dans le même étal de repos ou de mouvement que si ces forces n'existaient pas.
4. 5. Comparaison dbs forcrs. — Deux forces sont éf^lcs quand, appliquées au même point, suivant la même direction et en sens contraires, elles se font équilibre.
6. Le point d'application d'une force peut être transporté en un point quelconque de sa direction , pourvu que ce dernier point soit iié au premier d'une manière invariable.
7. RÉSULTANTE DE PLUSIEURS FORGES. — Qusnd unc force unique f^ut faire équilibre à un système de forces, une force R égale et ^^utraJre à la première force est dite la réstdtante du système de forces.
^. Un système de forces ne peut avoir deux résultantes.
d« Composition des forces dirigées suivant la même drofte. — ^iiasieurs forces, appliquées suivant la même droite, se composent ^^ une seule , égale à l'excès de la somme de celles qui tirent dans m sens, sur la somme de celles qui tirent dans Tautre sens, et ^tte résultante agit dans le sens des forces qui composent la plus
Er3AdA anmmA
10, 1i, i2. RÈGLE DU PARALLÉLOGRAMME DES FORGES. — S! deui
Fig. I. forces P et Q sont représentées ca
grandeur et en direction par les deox côtés contigus ÂB et AC du parallélogramme ABCD, la résultante R de ces deux forces sera représentée par la diagonale AD de ce parallélogramme.
COMPOSmON DE PLUSIEURS FORCES CONCOURANTES. — La ré
suUanle R des forces P, P', P*, P^ appliquées au même point Â, est la droite AN qui ferme le contour polygonal ABLBfN , dont les côtés successifs sont parallèles à la direction des forces données et proportionnels à leurs intensités.
Hg. 5.
i^. Si le contour se ferme de lui-même, les forces données se font équilibre, et réciproquement.
i5. Quand les forces se réduisent à trois, non situées dans un même plan, leur résultante R est représentée par la diagonale du parallélipipède construit bur les droites qui représentent ces forces.
16. Réciproquement , une force AG = R peut se décomposer en trois autres dirigées suivant les arêtes d*un parallélipipède.
i7, 18. Relations entre une force et ses composantes suivant TROIS AXES rectangulaires. X, Y, Z étant trois forces appliquées au point A et dirigées suivant trois axes rectangulaires, si a, h y c représentent les angles que leur résultante R fait avec ces axes, on a les formules
X = Rcos«, Y = Rcos6, Z = Rcosc,
v/xm^Tm^'
v/x^PrTT»' z
cos« =
cos^ =
DEUXIÈME LEÇON-
SUITE DE LÀ COMPOSITION DES FORCES CONCOURAlfTES.
19. GaIjCUL WÊ la RéSULTAffTB D*UN 9V01IBRB QUELCONQUE DE fORCES APFUQUÉES A UN MÊME POINT. P, P', P', . . . SOIlt deS forceS
appliquées à on même point; a, p, 7, a', ^\ 7', • • -, ^^ angles que leurs directions font avec trois axes rectangulaires ; R leur résultante; tf, bj e, les angles que cette résultante fait avec les mêmes axes; X, Y, Z les composantes de R parallèles aux axes : on a
X = P OOSK -f- P'cosa'-4- P'cosa^'-h. . . , y =PC08f H-P'^s^'-hP^cos^'-f-..., Z = Pcos'/ 4-P'co8v'h-P'cos7''-4-...,
R = /X^-hY*-hZ», X Y Z
COSfl = rr> COS^=^) COSC = ^•
fO. On a encore R»= P'4.p''4-p«^_. . .-haPP'co8(P, P')-h aPP'cosiP, P") -^- • -.
2i. Lorsqu'on décompose une force P en deux autres, Tune dirigée suivant un axe, l'autre située dans un plan perpendiculaire à cet axe, la première représente ce qu'on appelle la force P estimée nivant cet axe.
La résultante de plusieurs forces, estimée suivant un axe quelconque, est égale à la somme de ces forces estimées suivant le même axe.
22, 23. CoNDrrioNS d'équilibre de plusieurs porces concou- MifTEs. — Pour que les forces P, P', P*. . . . appliquées à un poiiît entièrement libre se fassent équilibre, il faut que Ton ait (notations
PC0Sa-|-P'C08a'-f-P''c0Sa''-h... = O,
P cosf -4-P'cosf ' 4- P'cosf^-h . . . -= o, P CO87 + P'cos/ -+- P'cos7' -+-...= o.
^ ^ 28. Équilibre d'un point assujetti a se mouvoir sur une *J*^Ac« ou SUE UNE COURBE DONNÉE. — Pour que Ics forces P, ^ ^^1 • . . appliquées à un point qui est assujetti à demeurer sur ^ «^rtace
soient en équilibre, on doit avoir (notations du o* 19)
dx djr "Sz
29, 30. Quand le point A est assujetti à demeurer sur une courbe, on a pour seule condition d'équilibre
Xdx 4- Ydx 4- 2dz = o.
TROISIEME LEÇON
COMPOSITION ET ÉQUILIBRE DBS FORGES PARA^LLÈLES
31. Composition de deux forces parallèles. Couple. — La résultante R de deux forces parallèles P et Q leur est parallèle ; si
Fig. 12. l'on appelle C son point
d'application, on a
R = P4-Q ou
suivant que les forc^ données agissent daiu»
le même sens ou en sens contraires. On a dans les deux cas
bc~ca~ab'
32, 33. Un couple est l'ensemble de deux forces égales, parallèie» et de sens contraires, mais non directement opposées. Un couple n'a pas de résultante.
34. Composition d'un nombre quelconque de forces pabau^ lèles. — La résultante de plusieurs forces parallèles est égaie ^ l'excès de la somme des forces qui agissent dans un sens , sor 1^ somme des forces qui agissent dans le sens contraire , et agit dio^ le sens de la plus grande.
35. Un système de plusieurs forces parallèles peut se réduire ^ un couple.
36. Centre des forces parallèles. ~ Si Ton change siinuUH^ nément les directions ot les intensités do toutes les forces, de tiA^
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nière que, passant toujours par les mêmes points d'application, elles conservent les mêmes rapports de grandeur et leur parallélisme, la résultante de toutes œs forces passera toujours par le même point. Ce point est appelé le centre des forces parallèles.
37 à 42. TflioRÈMB des moments. — Le moment d'une force par rapport à un plan est le produit de Tintensité de cette force par la distance du point d'application de la force au plan.
Le moment de la résultante d'un nombre quelconque de forces parallèles, par rapport à un plan, est égal à la somme algébrique des moments des composantes par rapport à ce plan.
i3 à 46. Calcul des coordonnées du centre de plusieurs FORGES PARALLÈLES. P, P', ?',... désignant des forces parallèles, X, y^ 3, x\ y^ «',... les coordonnées do leurs points d*application> R leur résultante et «r, , 7, , z, , les coordonnées du point d application de cette dernière force :
Rx, ---z Vx -r- PV -h P'x" 4- . . . , Rjr, = Pr -4- Py -+- P"/ -H . • . »
Rz, =PzH-P'z'-hPV-f-
47 à 49. Ëquiubre des forces parallèles. — Si Ton prend Taxe
des z parallèle à la direction des forces, on aura, dans le cas de
réquilibre,
Px4-PV-f-Fx''-f-...= o,
Pr4-py-hP'y4-...=V).
ou. (juand le point 0 est fixe, les conditions d'équilibre se réduisait à deux :
Vjc -f- P'x' + P'x* 4- . . . = o ,
Pr -h Py-f-P"/'-*-- •• = <>•
QUATRIÈME LEÇON, nu centre de grayité.
2M. Notions sur la pesanteur. — On appelle pesanteur ou gramté la force qui sollicite tous les corps vers la surface de la terre; cette force agit suivant la verticale. Toutes les verticales d'un même liaa peuvent être regardées comme parallèles.
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5:2. Poids. — Le poiiis d un corps Chl la résullnnto do toii'c- .es actions de la pcsanleur sur les diverses molécules de ce corps. Le œntre de ces forces, considérées coaune parallèles, est le centre de gravité du corps.
53. Cbntbb db gravité. — Le centre de gravité d'un corps peat s'obtenir expérimentalement en suspendant le corpt à un fil diM deux positions différentes.
84. Poids spécifique. — DEXsrré. — Le poids spécifique a, dTan corps homogène, est le poids do ce corps sous Tunité de volnme. P étant le poids du corps et V le volume, on a
P = oV.
55. La densité moyenne d'un corps est le rapport du poids de ce
y corps à son volume ou -r^- La densité d'un corps en un point M
est la limite vers laquelle tend la densité moyenne d'un volume de matière pris autour du point M quand ce volume tend vers zéro.
56. Centre de gravfté d'un assemblage de corps. /?, p\ //%.*•
étant des poids appliqués en des points (x, ^, 3), (x\ y, «M, . . -, P la somme de tous ces poids, et x,, f^^ z, les coordonnées do centre de gravité, on a
Vx — px -f- p'x' -h // X* -h . . . , Pz, =/?i -^ p' z' -Jt- p" z' -f-
57. La somme des moments des poids par rapport à tcut plan passant par le centre de gravité de leur système est égale à zéro.
58 à 62. Propriétés du centre de gravité.
63. Centre de GR,\vrré des lignes. — Le centre de gravité d'one ligne ou d*une surface est le (entre d'une infinité de forces parai' lèles appliquées à leurs différents points.
Une ligne ou une surface sont homogènes, lorsque des portion^ égales de cette ligne ou de cette surface ont des résultantes égaler ou des poids égaux.
64 à 66. Le centre de gravité (x,, ^„ s,) d'une ligne hom(^*D9 est donné par les formules
Ix^ = / XÉ&, ly^ = j fiisy Iz^ =3 / zds.
BAC
BC=-c, on a
69, 70, 7i. Centres de gravité de la ctcloïde et de la parabole.
72, 73. Centre de gravité des surfaces. X étant l'aire de la surface; posant
dz dz , , ,
dz'
dy
on a
74, 75. Centre de gravité des figures planes. — Quand la suriMe est plane, on a, en posant OA — a, OB == 6, appelant y et /' les ordonnées des courbes CD et CD', I Fig. a8. r^
^^1 = J Cr-r ')«»**.
76. Applications. Triangle. — Le centre de gravité d*un triangle est sur une médiane, aux deux tiers de cette ligne à partir du soounet.
SIXIÈME LEÇON- CENTRE DE GRAVITÉ DES SURFACES ( SUITE
83, 84. Centre de gravité des surfaces de RévoLUTiorf. S sar- Fig. 33. face engendrée par CD, jr, - OG,
D CM ^ y.
= 27r Irtis,
, =r HIC I JC/fÙ.
Sx
85. Zone spbérique. — Le centre de gravité d'une zone sphërique est sur le diamètre perpendiculaire aux deux bases et à épie distance de ces bases.
86, 87. Zone ctcloïdale.
88, 89. Théorèmes de Guldin. — La surface engendrée par la révolution d'une courbe plane a pour mesui-e la longueur de la courbe multipliée par Tare de cercle que décrit le centre de gra?ilé de l'arc de courbe.
90, 91 , 92. Le volume engendré par la révolution d'une aire plan^ est égal à Taire génératrice multipliée par l'arc de cercle que décrit le centre de gravité de cette aire.
93. Si une surface plane se transporte dans l'espace de telle sortf qu'un de ses points restant toujours sur une courbe, son plan demeure constamment normal à cette courbe, le solide engendré par le mouvement de cette surface aura pour mesure Taire génératrice multipliée par la courbe que décrit son centre de gravité.
94 i 96. Volume du cylindre. Le volume d'un cylindre quelconque est égal à Taire d'une section droite multipliée par la distance des centres de gravité des deux bases.
SEPTIEME LEÇON
CElfTBB DB GRAVITÉ DBS YOLUHBS.
97, 98. Côrns. — Le centre de gravité du cône est sur la droite qui joint le sommet au centre de gravité de la base et aux trois quarts de cette droite à -partir du sommet.
Secteub 8ph6biql'E. BOA = a, OA = r, Kg
OG = 7 /• cos' - a.
iOO. Solides de aévoLunoN.
PM=^, PM'=:/, V volume, (•^1» 7i) centre de gravité;
v = 7ry (r'-r'*)'^.
A P Q b Ji
Vx,=7rr (j=-y»)xW:r.
KM. Corps DONT LBCBTfRB de CRAvrré s'obtient par une sbulb DiTÉGBATiON. — Lorsqu'un corps est décomposable en tranches panllèles ayant leurs centres de gravité en ligne droite, on peut en général trouver le centre de gravité de cec^rpspar une seule intégration.
102, 103. Centre de gravite d'un corps quelconque. V volume, P poids, p densité, (a?„/„ «J centre de gravité :
aj^
HUrriÈxME LEÇON.
YOLUHF. ET CEXTRE DE GRAVITÉ DBS CORPS RAPPORTÉS A I>1
Coordonnées polaires
Fig. 49-
MOx = 0, MQP = ^.
tt X
iOS, 106. Formules pour passer coordonnées rectangulaires à des coordonnées polaires, et réciproquemeiB.^ :
X— rcosO, j=^ ^sinOcos^^, z^ rsinOsin^'.
r ---r. ^x^-^-jr^-r 3^ tang^^ = -, cosô = -====. i07 à iii. Volume, poids, centre de gravité d'un corps mM\
PORTÉ A DES coordonnée^ POLAIRES.
Px,
Pz.
: C f Cpr^àinQdrdBfi^, : I I I pr*&m^cosBdrdBd^, : C C Cpr^sm^Ocos^drdBd^, : f C Cpr*s\n^0sin^drdBd4f.
NEUVIÈME LEÇON
ATTRACTION DBS CORPS.
ii2. Loi de l'attraction, fi et fi' étant les masses de deux inol^ cules, u leur distance, / un coefficient constant : rattracUon iP^
tuelle de ces deux molécules est représentée par iJ^»
113 à ii6. ÀTTRAcnoN DES SPHÈRES. — L'attractIon d*ane couche ^hérique homogène sur un point matériel placé dans son intérieur est nulle.
117. L'attraction d'une couche sphérique homogène sur un point extérieur est la même que si toute la masse de la couche était réunie à son centre.
418, 419. Les résultats précédents 8*étendent au cas d'une enceinte composée de couches sphériques dont la densité varie de Tune à Tautre, mais reste la même dans toute l'étendue d'une même couche.
420, 121. L'attraction exercée par une sphère sur un point intérieur est proportionnelle à la distance de ce point au centre. — Si le point est extérieur, l'attraction est la même que si toute la masse de la sphère était réunie à son centre.
122. Deux sphères s'attirent comme si la masse de chacune était réunie à son centre.
423, 424. Formules céNéRÂ LES. A, B, C composantes de l'attraction exercée sur un point 0(a, <), 7) dont la masse est fi par uo corps quelconque dont l'élément de masse est dm.
Fig. 56.
tf est la distance OM.
4fô. RÉDUCTION DES INTÉGRALES A UNE SEULE. — Si l'OD pOSe
on a
426, 127. Propriétés de la fonction Y. — Si le point attiré est eoLtérieur, on a
^ ^ rf^ _ do^ "^ d&^ df '" ®' Stoui. — Mie.^ \. 18
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si le point attiré est intérieur,
p^ étant la densité du corps attirant au point où est placée la cule attirée.
DIXIEME LEÇON
ATTRACTION d'uN ELLIPSOÏDE SUE UN POIITT IITTÉEIBUE.
428 à 436. Foemules eelatives a l'ellipsoïde.
ONZIEME LEÇON
SUITE DE l'atteactiou des ellipsoïdes.
437 à 141. RÉDUCTION aux fonctions elliptiques des
SANTES DE l' ATTRACTION.
442, 143, 144. Démonstration synthétique de ce théorème Newton : Une couche fiomogène d^une épaisseur quelconque coi prise entre deux surfaces ellipsoïdales semblables et semblahlem^^'^ placées n'exerce aucune action sur un [Mint intérieur.
145. Théorème d'Ivort. — Deux ellipsoïdes ayant leurs ax« a, by c et n\ b\ c' dirigés suivant les trois mêmes axes rectang'ft^ ^ laires et leurs sections principales décrites des mômes foyers, appelle \iO\nis correspondants deux points dont les coordonnées proportionnelles aux demi-axes auxquels elles sont parallèles.
Si Tun de ces points est sur la surface du premier ellipsoïde '^ l'autre sera évidemment sur la surface du second.
Si l'on prend sur les deux ellipsoïdes deux points queiconqiM^^-^ Fig. 58.' nt (x, 7, z) , fx (a, 6, 7) ei lee^^^
correspondants ni' (x\ ^, »' ) *
J* '/ (*'» ^'1 7')» ^^^ distances f*
et ii'fn\ sont égales.
146. Appelons A, B, C composantes de Tattraction premier ellipsoïde sur le point f* Nommons A', B', C les composantes de ratlraclion que le soca**^
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ellipsoïde eierce Ftfr le point fi' correspondant de p, on aur^
oc fie ab
Donc V attraction d'un ellipsoïde sur un point extérieur p est ramenée à l'attraction d'un ellipsoïde Itomofocal sur le point yJ cor^ respondaïU.
Ce théorème subsiste quelle que soit ia loi d attraction.
147. Pour faire usage de ce théorème, il faut calculer les valeurs des demi-axes a\ b\ c' du second ellipsoïde, connaissant ceux du premier et les coordonnées a, 6, 7, du point fx. On a
Cette équation donne une valeur positive pour a'- et une seule. Le demi-axe a! étant déterminé , on aura les deux autres par les équations
DOUZIÈME LEÇON
IfOTIOIfS PRÉLIMINAIRES SUR LB MOUVEMENT.
i48. DéFiNiTioNS. — La dynamique a pour objet Tétude des lois ^^ mouvement des corps. On considère, dans cette partie de le ^^canique, une quantité dont on n'a pas eu à s'occuper en sta- ^ique, le temps. L'idée du temps est une idée simple, qu'on ne déduit pas.
I^ux intervalles de temps sont égaux , quand deux corps identiques, placés dans les mêmes circonstances, parcourent des espaces égaui ^Os ces deux intervalles de temps, quelle que soit la loi de leui ^nouvement commun. J^ notion d'une suite d'intervalles de temps ^^Ux conduit à celle du rapport commensurable ou incommensu- ^Me de deux temps quelconques. L'unité de temps généralement ^^optée est la seconde,
i49. Mouvement uniforme. — Le mouvement le plus simple que l^^s«e prendre un point matériel est celui dans lequel ce point dé- ^^'U une ligne droite, sur laquelle il parcourt des espaces égaux ^^^8 des temps égaux. Ce mouvement est dit uniforme. On appelle '^Ouveuient varié tout mouvement qui n'est pas uniforme.
2j6 TABLE AKALYTIQUE
ISO. Qaand un point M se meut en ligne drt>ite, l'espace par- Yig, 50. couru par ce point , ou plus
généralement sa distance r k
2 5 5 £ un point fixe 0 pris sur cetta
droite, est une fonction du temps / écoulé depuis une époque convenue , en sorte qu'on a
cette équation est ce qu*on appelle Yéquation du mouvement,
i5i. La vitesse d'un mouvement uniforme est Tespace conslanft que le mobile parcourt dans Funité de temps.
On peut encore définir la vitesse, le rapport de l'espace parcou au temps employé à le parcourir.
Si Ton rapporte la position du mobile à un point 0 fixe pris su la droite parcourue et que Ton désigne par b sa distance OB à
origine ,
X = nt -^ b
sera Téquation la plus générale du mouvement uniforme.
152. L'équation du mouvement uniforme suppose qu'on ait adopE.^ deux unités, l'unité de longueur et l'unité de temps. Le nombre exprime la vitesse dépend de chacune d'elles.
153. De l'inertie. — Un point matériel en repos ne peut mettre en mouvement de lui-même et sans une cause extérieui Si un point matériel a été mis en mouvement par des cau:»e8 quel^ conques, et qu'ensuite il ne soit plus sollicité par aucune force, il devra se mouvoir suivant une certaine ligne droite, en conservai toujours la même vitesse, c'est-à-dire en parcourant sur cette lî( droite des espaces égaux en temps égaux.
i5i. Ces propriétés constituent ce qu'on appelle Vinertie de U^ matière.
Le mot inertie ne signifie pas que la matière soit incapable d'agir-
455. Vitesse dans le mouvement varié. — On appelle vitesse d'un mobile au bout du temps /, la vitesse du mouvement unifonxi^ qui succéderait au mouvement varié si , à cet instant, la force no-* trice cessait d'agir.
156. Quand un mouvement n'est pas uniforme et rectiligne, 1^ vitesse varie à chaque instant et d'une manière continue soit grandeur, soit en direction. Il n'existe pas de force qui puisse, un instant indivisible, changer brusquement la grandeur ou la dire^' tion de la vitesse d'un corps ou imprimer subitement une vil finie à un corps en repos.
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IST? à 159. Soit M un point matériel qui se meut, d*un mouvement varié, sur une droite Ox. Appelons x la distance OM de œ PI ^ mobile à un point quelconque
de la direction 0 x, et / le temps
j;— • • — ' ^ compté à partir d'une époque
quelconque, temps au bout du* ^e1 le mobile est en M ; soit c^ la vitesse inconnue qu*il possMe à ^et instant. La formule
<iODDe la vitesse du mobile, pourvu que Ton convienne de regarder <!omme positive la vitesse du mobile lorsqu'il va dans le sens des abscisses positives, et de la regarder comme négative dans le cas oooiraire.
leo. Si
ost l'équation du mouvement, on aura
Si réquatioD du mouvement était de la forme
OD aurait
Ti?
dx 161. Réciproquement, si Ton donne Téqnation
^*i aura
= Jff{t)dt-^C.
TREIZIÈME LEÇON
DE L*ACCÉLÉRAT10If.
169L Du MOUVEMENT UNIFORUÉUEM VARIÉ. — Solt uu point ma-
tériel M qui se meut sur une ^^' ^'' droite Ox de telle sorte que sa
2 ]j 5 i" vitesse v croisse proportionnel-
lement au temps /, à partir du ^Ornent où le mobile était en un point donné A. Soit g Taccroisse-
a^S TADLE ANALYTIQUE
ment constant de ta vitesse pour chaque unité de temps. Soient 0A=^ b Tabscisse du mobile à l'époque initiale, OM = x son al après le temps /, a sa vitesse au point A, on aura
ç = a -h gtj X = ù-^ai-\-
Le mouvement représenté par celte équation est dit unifonnémen t
varié ou accéléré.
163. Si Ton place le point 0 en A ; si de plus on suppose a = on aura
U--=gt, X = '---..
i64. Principe des mouvements relatifs. — Si des points tén'eis M, N, P... se meiwent dans l'espace suii^nt des draii
parallèles, avec une vitesse constante ou riable, mais qui soit la même pour tous chaque instant , eie sorte qu'ils paraissent pas se déplacer les uns par rapport autres, si Vun des points^ M par exempT^ vient à être sollicité par une certaine fi le mouvement relatif du point M à Péganl des autres points sertr ^ même que le mouvement absolu qu^ aurait ce point M si le mou^^'^^ ment commun n'existait pas et que le point M partant du repos f^ii encore sollicité par la même force.
Cette loi de la naluro est vérifiée par Taccord des conséquence^ qu'on en tire avec les faits observés, surtout en astronomie
i65. U résulte de ce principe que si un point matériel ani d'une vitesse acquise vient à être sollicilé par une force diri| dans le sens même de son mouvemonl ou en sens contraire, ottt^ force lui communiquera, après un temps quelconque, un accroisse^ ment ou une diminution de vitesse précisémrnt égal à la viies^^ qu'elle lui imprimerait s'il parlait de lYtiU de repos.
Effet d'une force constante sur un point MATéRiBL
Une force P, d'intensité constante, i^pissant d'une manière conlin**^ sur un mobile, animé d'une rorloino vitesse, dans la direction éo ^^ force, lui imprime un mouvement uniformément varié.
167. Comparaison des forces. — Le changement de vitesse duit sur un mobile par P action simultanée de deux forces qui agis: dans la direction du mouvement dcjh imprimé au mobile, est l pendant de la vitesse acquise et est égal à la somme des vite qu* aurait eues séparément le mobile si, pris à F état de repos, '* avait été tour a tour soumis h l'action de chacune des forces Pet ^ '
DES MATIÈRES. ^IQ
168. Deux forces fPintensités constantes sont entre elles comme changements de vitesses qiCelles peuvent prodmre séparément pendant le même temps sur un même point matériel,
i69. Ce fait est confirmé par l'expérience.
470, M\, De l'accélération. — Une force d'inlonsilé variable sollicite un point matériel M suivant une certaine droite Ox, Soient
Fig. 64. OM = jr et f^ la vitesse 'que
M M' possède le point matériel au
point M, au bout du temps
A ce moment la force présente une certaine intensité P, et si elle ag;i88ait constamment avec cette intensité, elle ferait éprouver à la vitesse, pendant l'unité de temps, une certaine variation f. Cette Cfuantité f est ce qti'on nomme Vficrélération^ et l'on a
dv
i72. L'accélération 7 sera positive ou négative selon que la force P tirera dans le sens des x positifs ou dans le sens contraire.
QUATORZIEME LEÇON
DE L4 MASSE DES CORPS
473. Masse des points matériels. — Si Ton agit sur un corps pour le mettre en mouvement, une réaction en sens inverse s'exerce contre l'agent ou l'organe qui donne le mouvement, et cette réacbOQ est la cause de la sensation que nous éprouvons. En général ^ corps ne peut agir sur un autre sans éprouver de la part de cet *ûtre une réaction égale et contraire.
^74. De ce qu'il faut des efforts p! us ou moins considérables pour entier le même mouvement à des corps différents, on doit conclure fl^e ces corps ne contiennent pas des quantités égales de matière.
On dit que deux points matériels ont des masses égales^ quand forces égales, appliquées pendant le même temps à ces deux f^^^ts, leur donnent le même mouvement,
175. Si l'on conçoit une multitude dépeints matériels ayant des **^88es égales et qu'on réunisse plusieurs de ces points en un seul, ^^ formera des molécules dont les masses auront entre elles des 'apports quelconques.
176. Masse des corps. — Des forces égales et parallèles, appli-
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quées à différents points de même masse, peuvent être remplacées par leur résultante qui est parallèle aux forces considérées, égale à leur somme et passe toujours par le même point, quelle que soit d'ailleurs la direction commune de ces forces. Ce point est dit ^ centre de masse du corps. Quand un corps de figure invariable est sollicité par une force qui passe par le centre de masse ^ tous ses points décrivent des droites parallèles et égales ^ dans le même tempm»
Les masses de deux corps sont egalesy lorsque en appUquamt forces égales à leur centre de masse tous les points de ces corps crivent des droites parallèles avec la même vitesse. Les masses n» et m' de deux corps sont dans le rapport de /i à /i' lorsqu'on peoC les partager Tun en n parties, Taulre en n' parties ayant la masse \l,
i77. Relation entre les forces, les masses et les
— Si des forces constantes V et ?' appliquées aux masses m et leur impriment la même vitesse u, elles seront entre elles ces masses.
478. Supposons que deux forces d'intensité constante P et P 9
appliquées à deux corps quelconques dont les masses sont m et fvt%
leur fassent acquérir des vitesses u et u'au bout d'un même temps ^-
On aura
P _ mu
i79. De la quantité de mouvement. — Le produit mu de la masse d*an corps m par la vitesse u commune à tous ses pointa est ce qu'on appelle la quantité de mouvement du corps.
Les intensités de deux forces appliquées à deux corps qiu:lco/H ques, à leurs centres de masse, sont proportionnelles aux qu iniités de mouvement qu'elles donnent à ces deux corps ^ On peut prendre pour mesure de Fintensité d'une force P la quantité de meure* ment mu qu'elle communique à une masse m dans un temps débe^* niinéy par exemple dans l'unité de temps. On a
P = mu,
en prenant pour unité de masse la masse d'un corps qui, soUicî^ })ar Tunité de force, acquerrait dans l'unité de temps une vites^ égale à l'unité de longueur.
iSO. Force motrice. — Force accélératrice. — Supposons qu'iiii^ force appliquée au centre de masse d'un corps dont le masse est f^9 ait, à l'instant considéré, une intensité P. Soit f la vitesse ffOfi cette force ferait acquérir au mobile . u bout de l'unité de temps, ^ pendant ce temps elle conservait une intensité constante égale à P*
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La force P, appelée force motrice^ est donnée par la relation
p = mtb = m-p* ai
i81 . Le nombre p^ qui représente la force motrice de l'unité de S est le même que celui qui exprime raccélération 7. La force motrice qui produit le mouvement de l'unité de masse est dite la force accélératrice du mobile, et la quantité <f est nommée indifféremment Vaccéiération ou id force nccclérain'ce.
i82. Relation entre le poids et la masse. — L'obsen-ation prouve que deux corps pesans, quelles que soient leur substance et leur forme, acquièrent la même vitesse, au bout du même temps, quand ils tombent dans le vide. Si les choses ne semblent pas se passer ainsi dans la nature, la cause en est due à la résistance de l'air, milieu dans lequel s*opère la chute du corps.
11 résulte de ce fait que les poids de deux corps sont proportion^ nels à leurs masses.
Le centre de masse d'un corps n'est autre chose que son centre de gravité.
i83. Des urrrrés emplotébs en mécanique. — On prend ordinairement pour unité de temps la seconde, pour celle de lon^^ueur le mètre. L'unité de force est le gramme ou le kilogramme : le gramme est le poids de i centimètre cube d'eau distillée à son maximum de densité.
On doit prendre pour unité de masse la masse du poids g***, 80896.
p i84. Le nombre -7 qui exprime la masse d'un corps, reste le
même, en quelque endroit qu'on le détermine.
i8.*i. Soient V le volume d*un corps supposé homogène et D sa densité ou sa masse sous 1 unité de volume. £n appelant m la masse de tout le corps, on aura
QUINZIEME LEÇON
mouvement des corps pesants.
i86. Mouvement vertical des corps pesants dans lb vide. En appelant^ l'accélération due à la (lesanteur, on a
qSq table analytique
a représentant la vitesse possédée par le mobile à l'origiiie da temps, et
b étant Tabscisse du mobile à l'origine du temps.
i87. Si l'on compte les espaces et le temps à partir du point où la vitesse est nulle, on a
-}Jigx, x =
On appelle /agx la vitesse due à la hauteur x, et — est dite If hauteur due à la vitesse v,
188. Quand un corps est lancé de bas en haut suivant la Terti-
cale, on a
i^=a-gt,
et si Ton comple les espaces à partir du point oi^ se trouve le itth bile à l'origine du temps,
x — at — ^—»
En appelant 0 le temps au bout duquel le mobile cesse de monler, et h la hauteur à laquelle il s'élève, on a
Quand le corps est revenu au point do dt^part, sa vitesse redevient égale à sa vitesse initiale, mais elle est de sens contraire.
189, 190. Mouvement d'un corps pesant sur un plan iNCLni.
— Soit G le centre de gravité d'un corps pesant, placé sur un plan
p. g^ incliné. En cippohint a l'angle BAC de
co plan avec l'horizon, on aura
I» =z ^sina./,
/^sina.r' •À
v^ — a^jrsina.
La vitesse acquise par un mobile qui a parcouru toute la longueur BA du plan incliné est égale à celle qu^il aurait acquise en tombant de la liauteur BC.
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i9l. Soit ÂBD une circonférence dont le diamètre AD est vertical. Le temps employé par un corps pour descemlre le long fie k^ est le même y quelle que soit cette corde ^ et égal au temps que le corps emploie^ mit à descendre de la hauteur AD.
192 à i94. DéTBRMINATION DE L\ CONSTANTE g \ MACHINE d'AjWOOD.
i95. Crutb d*un CORPS pesant PANS un milieu qui résiste comme LB CABBÉ DE LA vrTESSE. ~ SupposoHS que le corps qui tombe soit symétrique autour d'un axe vertical. Soit R la résultante des résistances partielles qu*oppose Tair à la chute du corps, aux différents points de sa surface; la résistance R, lorsque le mouvement du corps n*est ni très-lent, ni très-rapide, peut être regardée comme proportionnelle à la densité du milieu et au carré de la vitesse du mobile. On peut donc poser
p désignant la densité de Tair, u la vitesse du corps et a un coefficient que Ton peut déterminer pour le corps pesant considéré par nue expérience.
i96. Si le corps est une sphère, rn appelant D sa densité, r son rayon, on aura
R _ 3^ P^__ JP^ '
m ~~ /^n Dr Dr
Enfin, pour la même sphère et pour le même milieu, 7, p, D, r étant des constantes, on peut poser
Dr P ., , R ^'
— = — , doù — = ^.
7P ff '" ^
La constante X* désigne la vitesse que devrait avoir le mobile pour qne la résistance de Tair fût précisément égale au poids du corps;
Relation entre l'espace parcouru et la vitesso
200. Quand on suppose t très-grand, le mouvement devient sensiblement uniforme.
Le carré de la vitesse du mouvement uniforme vers lequel tend le mouvement varié est proportionnel à la densité du corps et au rayon de la sphère, et en raison inverse de la densité du milieu résistant
Le temps au bout duquel le -mouvement devient seosibleaient uniforme est d'autant plus grand que la valeur de k est plus grande.
201. Cas partiguuer ou la hésistancb du miueu devient nulul — Cette hypothèse fait retrouver les lois de la chute des oorpe pesants dans le vide.
SEIZIEME LEÇON
SUITE DU EOUYEMENT DES CORPS FESAHTE.
202. Mouvement d'un coeps pesant lancé de bas en haut. — En conservant les mêmes notations, a étant la vitesse initiale du mobile, on a
V = arc tang 7 — arc tang j-
Espace parcouru au bout du temps i
x= — 1 ( 7sin2--f.cos^V 203i. Expression de x en fonction de 9 :
206. n y a un instant où le corps cesse de monter. Si G est \s temps de Tascension et h la hauteur la plus grande à laquelle vient le mobile, on aura
0 = -arc tang 71 ^= — l — 73—n ^ k %s k'
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Parveno ft cette hauteur, le mobile commence à desrendre, et si ]*on appelle d la vitesse qu'il possède lorsqu'il est revenu au point de départ, on aura
, ak
Le temps 0' de la chute du corps est
et s ron nomme T le temps total que le mobile met à revenir é sa posilion initiale, on aura
• T = - 1 arc tang j -4- 1 , j •
208. MouvBMBNT d'un cohps pesant dans un miubu qui lÉsnn ooMMB LA vrrsssK. — Quand le mobile possède une très-petite vitesse, on peut regarder la résistance du milieu comme proportionnelle à cette vitesse. Si le corps descend, on a
209. Mouvement d'un corps dénué de pesanteur dans un mueu qui résiste comme la racine carrée de la vntessb. —
La résistance du milieu, seule force qui sollicite le mobile, étant a y^, onaura
210. Le mobile s'arrêtera après avoir parcouru un aspace — ^ %
pois le corps restera indéfiniment en repos. L'équation différentielle admet une solution particulière qui s'applique aux cas où / > \la,
Chute d'un corps dans le vide en ayant égard a la va
Fig» 7^* RIATION DE LA PESANTEUR. — Soit M
^ un point matériel pesant tombant dans
» le vide et placé d'abord à une assez
B grande distance de la surface de la
terre. Soient OB = r le rayon de la ^^ ) terre, g l'intensité de la pesanteur à la
surface, AO = a la dis'.ance initiale du
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point M, enfin AM = x l'espace parcouru dans le tempe /; on tmt
'kS^
AB = A
il vient
à la surface de la terre, elle est moindre que la vitesse qu'aurait le mobile en tombant de la môme hauteur h^ si la p^nteur était partout la même qu'à la surface.
213, 214, 215. Pour j: = a, on a p = qo . Donc si toute la masse du globe était réunie à son centre, la vitesse acquise par le œolule arrivant au centre serait infinie.
La relation entre Tespace et le temps est
/ = V^flrx — «* 4- - « arc cos
a — ax
216. Cas particulibr d'un corps placé a une psrrrs DiSTAiict DE LA SURFACE TERRESTRE. — Les formules quo nous venons de trouver deviennent celles du mouvement uniformément accéléré.
DIX-SEPTIÈME LEÇON
DU MOUVEMENT RBGTILIGNB DES POINTS ATTIRÉS OU RBPOUSStS
par dbs centres fixes.
217. Mouvement de deux points matériels qui s'attirent en RAISON INVERSE DU CARRÉ DES DISTANCES. — Le Centre do gravîté des deux masses se meu^ uniformément.
L'un des points se meut par rapport à Tautre comme s*il était attiré par une masse égale à (//i + m') placée en un centre fixe.
Mouvement d'un point attiré en raison directe de u
Fig. 74. distance. — Considérons un point ma-
tériel placé d abord au point A où si vitesse est nulle et attiré par un centre fixe 0, en raison directe de sa distance à ce dernier point, que nous prendrons pour origine, /i' étant 11 mesure de rattraclioii exercée sur l'unité de mai^o du corps i
Funilô de distance , on a
Lorsque le point mobile arrive en 0, on a
'jLtt
Le mobile fera une infmité d'oscillations toutes é;;ales entre elles et de même durée, de A en A' et de A' en A.
220. Sur AA' comme diamètre décrivons une demi-circonférence.
AN Menons MN perpendiculaire à AA'. — représentera le temps que
le mobile emploie à aller du point M au point A.
22i. Mouvement d*un point repoussé par un centre fixe en BAisoN DIRECTE DE LA DISTANCE. — Supposons qu*à Torigine du
temps le point matériel placé '^' ^ ' à une distance OA = « soit
^ A jr Q^|„,^ d'une vitesse dirigée
vers le point 0 et représentée par — nb. On a
Projection d'un mouvement rectiligne et uniforme sur
UN AXE. — La projection du mobile sur un axe quelconque se meut
d'un mouvement uniforme^ mais dont la vitesse p est liée à la w-
tesse V par la formule
p -- t'COSa.
Les vitesses p, q^ r des projections sur les trois axes sont Dominées les composantes de la vitesse du mobile sur ces axes.
224. Lorsqu'on donnera le mouvement du point M, c'est-à-dire les valeurs de c, a/^, 7, les équations
p cosa -- p, if cosp ~ q^ V C0S7 ~ r feront connaître les composantes/?, <//r. Réciproquement ces com-
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posantes étant connues, on en déduira p, a, p, 7 par les fimmilei
C0Sa=<-, C08p=-^j C087 = -*
Si l'on mène par le point 0 une droite représentant en grandear et en direction la vitesse du mobile, les composantes de cette vitesse seront représentées en grandeur et en direction par les arêtes d*un parallélipipède dont la vitesse du mobile serait la diagonale.
225. Soient a, 6, c les coordonnées du point A où se trouve le mobile à l'origine des temps, et soient x, y^ z celles du point If où il se trouve au bout du temps /, le mouvement sera complètement représenté par les trois équations
x — a-^-pty x^b + qty z=C'{-rt.
226. Si les projections d'un point M sur trois axes Ox, Ojr, 0%, se meuvent avec des vitesses constantes p^ q^ r, le mouvement dm point M sera lui-même rectiligne et unijorme.
Db la vrrEssB dans lb mouvement curvilignb. — Soit
M (x,7, z) un point qui décrit dans l'espace une ligne courbe CMD. Si au bout du temps t la force qui le sollicite cessait d'agir, le mobile prendrait, suivant une certaine droite HT, un mouvement uniforme dont la vitesse est la vitesse du mobile au point M.
228. Le mouvement du point M est déterminé par trois équations
au moyen desquelles on peut obtenir la vitesse du mobile en fonc»
tion du temps.
Les composantes de la vitesse suivant les axes s*obtiendnmi en prenant les vitesses des projections sur ces axes, et Ton aura, daos le cas des axes rectangulaires ,
dx dr a dz
^^(^COSa, ^y^-^ï'COSP, ;7;=<'COS7,'
dt
dt
ds
'-^dt^
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en désignant par s la longueur d'un arc comptée sur la trajectoire à partir d'un point fixe. Celte dernière formule conviendrait encore ai les axes étaient obliques.
2^9, 230. Quand la force qui agit sur le mobile est variable , les formules précédentes subsistent.
231, 232, 233. Dfs forces qui pboddisbnt un mouvement ]>ON:tB. — La force qui produit le mouvement d'un point matériel dont la ma<^se est m, étant représentée par P, et ses composantes par X, Y, Z, on a
Ces formuU^s montrent que les projections du point mobile sur chaque axe se gieuvent comme des points matériels de même masse ^ sollicités uniquement par la composante de la force motrice suivant cet axe. Elles ne supposent pas les axes rectangulaires.
234. Si X, Y, Zj-epréscntaient les composantes de la force accélératrice, on aurait plus simplement
^^^ -Y ^!lZ- V ^*' - 7 'dF"^' di' "^^ iu' ~^'
235. Si les coordonntîcs x, ^, z sont données en fonction du teoips, deux différentiations feront connaître les composantes de la vitesse et celles de la force accélér.itricc.
236. Ordinairement on doit résoudre le problème inverse : X, Y, Z sont des fonctions connues de /, et il faut, pour connaître le mouvement du mobile, intégrer trois équations simultanées.
DIX-NEUVIEME LEÇON
SUITE d'un MOUVEMEM CURVILIGNE d'uN POINT MATÉRIEL.
237. Point assujetti a se mouvoir sur une courre donnée. — pj gjj Considérons un point assujetti à se
mouvoir sur une ligne courbe donnée AMB et sollicité par la force P. La courbe donnée^ ou le lien qui force le point matériel à rester sur cette courbe exerce sur lui une rertciinc» action (ju'on êppclle la rrstKtdncr de 1 1 courbe y ot lo point exerce sur la courbe aue réaction ou pression é^julo et conlr*:ire.
&Trnt.- Véc, I. 19
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Cette action ou cette résistance de la courbe peut être déoûm» posée en deux forces, l'une dirigée suivant la tangente à la oourbe, en sens contraire du mouvement, qu'on appelle le frottement^ Tautre perpendiculaire à la tangente ou normale à la courbe. S*il n'y a pu de frottement, raclion N de la courbe sur le mobile est alors dirigée suivant une normale. En désignant par >, ^^ v les angles que la direction de la force normale N fait avec les axes rectangulaires, les équations du mouvement du point matériel seront
en
rn
dt'
= X -4- N C08>, = Y -hNcosp, = Z + N cosv.
238. Si le point matériel est assujetti à demeurer sur une surface donnée, on aura les mêmes équations, N désignant la résistance de la surface.
239. Mouvement DES projectiles dans lb vide. —Soit A le point de départ d'un point matériel pesant, lancé avec une vitesse a dans
Fig. 83. là direction AI. Prenons deux axes,
l'un A r vertical et dirigé en sens inverse de la pesanteur, fautre horizontal Ax, mené dans le plan lA/.
Les équations différentielles du mouvement se réduiront aux suivantes :
dt
L'intégration donne
j: = £/rcosa, y
fl/sma— îî— •
La projection du point mobile sur l'axe Ox se meut d'un raouv< ment uniforme dont la vitesse estr/cosa. La projection sur l'axe Ojf»^ se meut d'un mouvement uniformément relardé, comme ferait ur» mobile lancé de bas en haut avec une vitesse initiale égale à asinx -
2 il. On trouve
p' = rt' — 2/57.
212. La courbe que décrit le mobile a pour équation, si Ton pos9« pour simplifier, ft^ = a^/i,
r = artanga— --7 r--
•^ ° 4/icos'a
Cette trajectoire est une parabole, dont l^axe est veriicaL
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Les coordonnées du sommet sont
A£ = a/ism9ecos2, EC = /isin'a.
2U. On a
AB = 4Asin2C0S2.
la longueur ABest ce qu^ on a^peWeVa/npli tude du jet, L amplitude au ^etasajAus grande valeur quand a = 45 degrés ^ la vitesse ini" fiftéc restant la même.
\, L'angle a sous lequel il faut lancer un projectile du point A, pomjKM' qu'il atteigne un point donné (X, Y), est donné par la formule
lang« = î^±:^V^4/*'-4/»Y-X\
Si l.*on a
le i;>rojectile pourra être lancé dans deux directions différentes pour atteindre le point M. Si Ton a
il ^^* existe plus qu'une seule direction donnée, et enGn le problème es^ impossible quand on a
^^-46, 247. La courbe dont Féquation est
fs^ -une parabole L'HL, dont Taxe est dirigé suivant Ar, et dont le ^^^'ïr^met H est situé à la hauteur AH = //. Quand le point que l'on ^^ Vt t atteindre est dans Tintérieur de celte parabole, le mobile peut ^^*"^3 lancé suivant deux directions différentes; il n'y a plus qu'une ^^-ale direction convenable, si le point est tiur la parabole même; ®^ïïn quand ce point est hors de la courbe, le problème n'est plus PC^^^ible.
148. L*enveloppe de toutes les paraboles du numéro précédent est ^ X^rabole HLM, lieu des points que le projectile ne peut atteindre ^^^ dans une seule direction.
VINGTIEME LEÇON
DBS COMPOSANTES DE LA FORCE HOTRICE.
349. DécoNPOsmoN de la force uotrice en force tangentielle ET PoBCB centripète. — Dans le mouvement d'un point en ligne
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courbe f la force motrice se décompose à chaque instant en dem forces : l'une, dirigée suivant la tangente, est nommée la force tangenticUe; Tautre, dirigée suivant le rayon de courbure, se nomme la force centripète. En désignant la première par T, la deuxième par Q, on aura
mdv ta
mir
Le plan qui passe par la force motrice et par la tangente est le plan osculateur au point M.
250. Quand le point matériel est sollicité par plusieurs forces dont P est la résultante, on peut décomposer chacune des premières forces en doux autres dirigées Tune suivant la tangente et Tautre perpendiculairement à cette tangente. Une force normale à la trajectoire n'influera pas sur raccélcralion du mobile. Une force dirigée suivant la tangente ne tendra pas à changer la direction du mobile.
251. Point assujetti a se mouvoir sur une courbe donnée. Force centrifuge. — Un point M qui n'cit actuellement sollicité par aucune force et qui ne se meut qu'en vertu de sa vitesse acquise, étant assujetti à demeurer sur la courbe ÂMB, parcourt sur la trajectoire des espaces égaux en temps égaux.
La pression exercée par le mobile M sur la courbe ou sur le lien
qui l'oblige à parcourir cette courbe, est égale à — • Cette force,
P égale et contraire à la force centripète, est ce qu'on appelle \di force
centrifuge.
25i. Supposons en second lieu que le point M soit sollicité par Fig. 84. une certiiine force motrice P. Soit N
uno force égale et contraire à la pression que le point M exerce sur la courbe. Décomposons la force P en deux autres T et Q, la première dirigéo suivant la tangente, et la seconde située dans le plan normal de la courbe. Soit F la résullanle des deux forces 0
et N, situées toutes les deux dans le plan normal. La force F agira
suivant le rayon do courbure, et l'on aura
La force F, dirigée suivant le rayon du cercle osculateur et qui agit à chaque instiint pour empocher h» mobile de s'écarter de la courbe
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suivant la tangente, est la force centripète, La force F^, égale ot CQOtraire à la force F, est égale à la force centrifuge.
VS^. Si la force motrice était normale à la courbe, le mouvement scr Ai uniforme.
Si la force motrice était dirigée suivant la tangente à la courbe, la force N se confondrait uvec la force centripète et la preséion exercée sur la courbe par le mobile avec la force centrifuge F'.
254. Mouvement d'un point sur une subfagb. — Soit AMB (fg- H) la courbe que le mobile décrit. On peut faire abstracMon de la surface, pourvu que l'( n joip;ne à la force motrice P une force N^ égale et contraire à la pression que le mobile exerce sur la surface. Décomposons encore la force P en deux autres T et Q, l'une tangente et Tautre normale à la trajectoire AMB. Les deux forces Q et N normales à la trajectoire se composent en une seule F diripi^e saivant le rayon du cercle osculateur de la trajectoire au point M,
et l'en a
(h _ mi»* _ //i--=T, — ^F;
Ht ù '
on aura aussi
F:Q=sinQMN;sinFMN,
ce qui détermine la position de MF ou du plan osculateur quand on connaît p, p, Q et Tangle QMN.
On a la pression exercée par le point mobile sur la surface, en cherchant la résultante égale et contraire à N, de la force Q et d*une force F', égale et contraire à F.
2S5. Si la force motrice était nulle, on aurait v ^. constante, et N serait à la fois la mesure de la force centripète et de la force centrifuge.
Si la force P était dirigée suivant la tangente à la trajectoire, la résistance de la surface serait la force centripète. Dans ce cas, le plan osculateur contient la normale à la surface, et la trajectoire est la ligne la plus courte que Ton puisse tracer sur la surface entre deux quelconques de ses points.
i56. Autre manière d'obtenir les résultats précédents. — Huyghens trouve les composantes de la force motrice en considérant cette force comme constante pendant un temps infiniment petit, et le mouvement comme s'efTeciuant sur le cercle osculateur.
^7. Remarques sur la force centrifuge. — Quand un corps sohde tourne uniformément autour d*un axe Gxe, chaque point de
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ce corps possède une force centriruge particulière F. £n appelant T le temps d*iine révolutioo entière et p le rayon du cercle, on a
r =/iî „.3 ■ •
Les forces centrifoges des différents points sont donc proportionnelles à leur distanoe à Taxe.
258, 259. Application a la terre.
VINGT ET UNIÈME LEÇON
DES FORGES YIVES ET DU TRAVAIL DAH8 LB MOUYXMKRT
d'un POIMT MATÊRIBL*.
260, 261. Différentielle de la force vive. P désignant la
force motrice qui sollicite un mobile M et X, Y, Z ses composantes,
on a
dmv* =^ 2(Xrir-hYrf7H-Zrf2).
262. La quantité mtf^ ou le produit de la masse d'un mobile par le carré de sa vitesse est ce qu'on appelle la force vive du mobile.
Autres formes de ILdjo-^Ydy-^Zdz. — Soit w Tangle
PMT que la force motrice P fait avec la tangente. On a
Xdlr 4- Yrfr-f Zdz = P cosw di.
Si Ton décompose la force P en une force tangenliello T et une force normale Q, on a
Fie- 89*
Enûn , si Ton appelle dp la projection MI de Tare Mil = ctr sur la direction de la force motrice, on a
Xdx -h Ydf -r Zdz = ?dp.
264. DépiNmoN du travail. — Le produit Tds que l'on obtient en multipliant la composante tangentielle de la force P par Télément de 1 arc parcouru dans l'instant dt se nomme travail élémemimn ou élément de travail de cette force. L'élément de travail est considéré comme positif lorsque la force tangentielle agit dans le sens du mouvement, et comme négatif dans le cas contraire, ou, ce qnl
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revient an même, suivant que Tangle «> est aigu ou obtus. Le sig;ne du travail élémentaire sera donné par Texpreâsion Pcosw/2r, en considérant P et /£r comme |X)!(itifs.
Le tra\'ail élémentaire est égal au produit de la force par la projection de l'élément du chemin parcouru sur la direction de celte force.
2GS. Le travail élémentaire de Id résultante de plusieurs forces est égal à la somme algébrique des travaux élémentaires de ces forces.
266. On nomme tmi-nil total d'une force P pour un chemin déterminé ÂB rintégralo / Tr^', prise entre les limites qui correspondent aux extrémités de Tare parcouru. Les forces normales à la trajectoire n'influent pas sur le travail total.
267. ReLiVTion entre le travail et la force vive. — L'accroissement de force vive d'un mobile, lorscju'il passe d'une position à une autre, est égal au double du travail do la force motrice.
268. Si la force P est la résultante de plusieurs forces P, , P,, . . • , dont les composantes langentielles sont T, , T,, T,, . . . , on aura
On appelle forces mouvantes celles qui font un angle aigu avec la tangente, et forces résistantes celles i\\x\ font un angle obtus et dont l'effet est de retenir le mobile dans son mouvement sur la courbe.
L'accroissement de force vive d'un mobile y lorsf/n il passe d'une position à une autre, est égal au double de r excès du travail des forces mouvantes sur le travail des forces résistantes.
269. Conséquences du principe des forces vives. — Quand le mobile n'est sollicité par aucune force ou qu'il ^c^t seulement par des forces toujours normales à la trajectoire, le mouvement est uniforme.
270. Lorsque XdLr -h Yr/^ + Zr/c est la diflérentielle exacte d'une fonction /(x, j, z) de trois coordonnées x,^-, z considérées comme des variables indépendantes, l'accroissement de force vive, lorsque le mobile passe de la position (/i, 6, c) à la position (x, j, 2), ne dépend pas de la trajectoire dans l'intervalle, ni du temps qui s'est écôolé entre les deux positions extrêmes, mais seulement des coordonnées de ces deux positions.
27i. Plus généralement, si l'on imagine les deux surfaces
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et que le mobile rencontre la première au point (a, b, c) et la se* conde au point (x, y^ z), Faccroissement de force vive est constant et indépendant de la forme de la trajectoire entre lee deux surfltoeiu des points où cette courbe rencontre ces deux surfaces et du temps qui s'est écoulé.
On trouve un résultat de ce genre dans le mouvement d*un mobile sollicité seulement par la pesanteur.
Fig. 90. 272. L'équation
représente une infinité de snrfaces différentes, passant par les divers points de la trajectoire AMB. Si LMU est Tune de ces surfiaces, la force motrice P au point M lui est normale.
273. Cas ou il y a une résistance. — Quand un mobile épn»u\o un frottement ou se meut dans un milieu résistant, ^expres^ion Xdr -i- Ydf r Zdz n'est plus une différentielle exacte.
274. Dans ce cas> si le point se meut sur une courbe connue, il faudra prendre l'équation
dt» -, d^x -,
///-- = T ou m —7— = T, di di^ '
T désignant la composante de la force motrice (y compris les résistances) suivant la tangente. Au moyen des équations de la courbe on pourra exprimer T en fonction de .r , et alors la détermination du mouvement sera ramenée à Tintégralion d'une équation différentielle du second ordre, tandis que si Xdx 4- Ydf -h 2,dz était une différentielle exacte, on n'aurait à intégrer qu'une équation différentielle du premier ordre.
GÉES VERS DES CENTRES FIXES
L'expression Xdc -h Ydy ~h Zdz est toujours une différentielle exacte, quand un point matériel est sollicité par des forces dirigées vers des centres fixes et dont les intensités sont des fonctions des distances du mobile à ces différents centres. Supposoi
qQ*une torce dirigée vers le centre fixe K (^,/, g) repousse un point
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M (j?, y y s), avec une énergie R, fonclion seulement de la distance IIK = r. La partie de Xdlr+ Y^+Zd!s provenant de cette force sera Rr^.
Si le mobile est sollicité par un certain nombre de forces R , R', R', . . . , dirigées à chaque instant vers des centres fixes K, K', K', . . . , OD aura
dmv^z= 2(±Rr/rdzRVrdi...),
et chaque terme du second membre étant une différentielle exacte, il en sera de même de leur somme.
La môme conséquence aura li^u si Tun des centres s'éloigne à l'infini, c'est-à-dire, si la force correspondante est perpendiculiiire & un plan donné et fonction de la distance du point à ce ph n.
VINGT-DEUXIÈME LEÇON
MOUVXMiiKT d'un POINT PESANT SLR UNE COURRE.
PENDULE SIMPLE
f77. Mouvement d'un point pesant sur une courbe. — Lorsqu'un point pesant se meut sur une courbe donnée ÀMA', si le mobile part du point A sans vitesse, la vitesse acquise par le mobile au point M sera la même que s'il était tombé librement de la hauteur HP.
Si B est le point le plus bas de fa courbe, le mobile aura la plus grande vitesse en ce point. Parvenu là, il continuera sa route en vertu de la vitesse acquise, et s élevant sur la partie BC avec une vitesse décroissante, il s'arrêtera au point A', pour lequel s = ^. Mais aussitôt, sollicité par la pesan eur, il descendra de nouveau sur la courbe pour revenir iiu point A , et il parcourra continuellement le même arc ABA', tai.tôt dans un sens, tantôt dans un autre.
278. Le temps employé par le mobile pour parcourir l'arc AM est le même, soit qu'il descende, soit qu'il monte. Les oscillations du mobile sont isochrones.
279. Cas ou le mobile a une vitesse iNrriALE. — Si au point A, pour lequel z = ^, le mobile a une vitesse X-, le mobile s'élève sur Tare BCO plus haut que le point A'.
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rrenuM> pour uri_L:iii(3 lU'> roonlonnri'S le point 0 le plus elt'\éii'. la courbe. Nous aurons trois cas à examiner.
Premier cas: k < v/a^/i. — Le mobile s'élèvera jusqu'à un point C plus haut que A' et qui sera déterminé par réquation
En ce point C la vitesse sera nulle; le mobile s'arrêtera pour revenir sur Tare CBC jusqu'au point G' situé à la môme hauteur que C et il fera une infinité d'oscillations isochrones.
Deuxième cas : k > y/'xgii. — Le mobile reviendra au point
avec la vitesse ^P — 2^/1, dépassera ce point et parcourra la couri une infinité de fois, toujours dans le môme sens.
Troisième cas : k = \/'igfi. — Le mobile ne s'arrêtera qu'a point 0, mais il lui faudra un temps infini pour arriver à ce point
280. Pendule. — Équation du uouvement. — On appelle pen dule un corps solide pesant qui peut osciller autour d'un axe horL
zontal. Un point matériel suspendu l'extrémité d'une tige ou d'un fil i tensible et sans masse et dent Tant extrémité est fixe , forme un simple.
Plaçons l'origine des coordonnées a ~ point de suspension 0 : prenons l'ax.
des z vertical et dirigé dans le de la pesanteur. Soit AOz = a. L'équation du mouvement sera
ael^
dt^"
//' -h 2ga (cos 0 — cos a)
28i. Cas ou l'équation peut s'intégrer. — On peut intégre-' réquation précédente dans le cas où la vitesse du mobile au poict est celle qu'il acquiert en desceudant sans vitesse initiale du point le plus haut du cercle.
L'équation se réduit à
afiB
dt=:^
^Aga{i~i'C06ii)
Onr.
-^tang(j-5)
formiile qui donne le temps que le mobile emploie à parooorir l'arc AM, dans Thypothèse où il serait parti du point C, sans ri* lease iniUale.
Il fiuii un temps infini au mobile pour remonter jusqu'au point €.
%. Cas DBS PETITES OSCILLATIONS. — En supposant nulle la vitesse du mobUe au point A, la formule (280) se réduit à
V s v^cosô — acosa & négligeant la quatrième puissance de 0 et de a, on trouve
arc cos->
. La durée T de la première oscillation est
dl^ est indépendante de son amplitude, pourvu que celle-ci soit ►-- petite.
Les résultats précédents s*étendont aux oscillations d'un Fig. 95. point pesant, écarté très-peu de la
verticale et assujetti à se mouvoir sur une courbe dont le plan oscillateur au ^ point le plus bas B est vertical. La
dux'^ commune de chaque oscillation sera n 4 /^, p étant le rayon ^^ œrcle osculateur au point B.
Fig. 96.
285. Si le pian osculateur de la courbe au point B le plus bas fait un angle / avec le plan horizontal ZV, on aura le temps d'une oscillation par la formule
fr
/ n Y g sin /
^86. Pour apprécier la durée exacte d*une oscillation, on compte *^ nombre n des oscillations pendant un temps t, et l'on a
^S7. La position du mobile et sa vitesse redeviennent les mômes
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après la durée d'une double oecillation. A des intervalles de temps qui diffèrent d*une oscillation, le pendule fait des angles égaux avec la verticale du point de suspension, mais de côtés différents, et ses vitesses, dans ces positions, sont égales et de signes contraires.
VINGT-TROISIÈME LEÇON
SUHB DB LA THÉORIB DU PENDULB SIMPLB*
288. Autre méthode. — Les mêmes notations étant consenécs, on a
:- "h- SmÔ - G,
di
V 5" 1/2 ros
Soient on on déduit
V^irosô — icosa x=i — cosô, ^--1— cosa;
dx
289 à 291 . DÉvBtoppBiiErrr en série.
292, 293. PB.VDULB CTCLOÏDAL. — Soit A le point de départ
mibile où nous supposerons sa vitesse nulle, et soit M (x,/)
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position à une époque quelconque /. Soit a le diamètre BD du cercle générateur. En appelant b le rayon de courbure BK = a BD de la cycloïde au point B, on a
I fh 2 .r — // / = - i / - arc C08 ; — >
VI
La durée des oscillations est rigoureusement indépendante ùc leur amplitude, et diflérents mobiles, partis au môme instant, sans vitesse initiale, de divers points de cette courbe, atteindraient au même instant le point le plus b^..^.
294. Construisons la développée de la cycloïde, composée des deux moitiés KG et KC d'une cycloïiie égale à la première. Supposons qu'un point pesant soit attaché à l'extrémité d'un ûl lié par son autre extrémité au point K. Si le mobile, dans une de ses positions, se trouve sur la cycloïde CBC', ce point décrira la cycloïde CBC Toutes les oscillations devront s'effectuer dans un môme temps
é.^l à ir
295, 29(i. TAUTOcnnoNE. — On appelle ttiutochmne toute ligne courbe sur laquelle un point pesant abandonné sans vitesse initiale d'un point quelconque de cette courbe parvient dans le mAme temps ao point le plus bas. La cycloïde est la seule courbe tautochronc dans le vide.
297. Pbxdulb dans tm milieu résistant. — En désignant par R la résistance du milieu, l'équation du mouvement sera
-^ = gs\nO- R, n _ Çî! _ ^ ^'-^
En posant 7 = i/ « — 77,» on aura
Les oscillations sont isochrones comme dans le vide, et leor dorée est augmentée dans le rapport de i à 7. Les amplitudes sucoesiifn forment une progression géométrique décroissante.
298. Lorsque le mouvement a lieu sur une cycloïde, toutes les oscillations se font rigoureusement dans le même temps, et cette courbe est encore isochrone dans un milieu qui résiste proportionnellement à la vitesse.
VINGT-QUATRIÈME LEÇON
DBS FORGES CENTRALES ET DU ttOUVEMSNT DES PLAMÈTES.
299, 300. Forces centrales. — Principe des aires. — Soit U un point mobile sollicité à chaque instant par une force dont la direction passe constamment par un môme point. La trajectoire est une courbe plane.
Le secteur engendré pftr le moupenwnt de la projection du nytm vecteur sur un plan quelconque est proportionnel au temps.
301. Réciproquement, si la trajectoire d*un point mobile est plane et telle, que les aires engendrées par le rayon vecteur pl^ tant de Torigine des coordonnées soient proportionnelles aux temps, la force motrice passera constamment par l'origine des coordonnées.
Expression de la vitesse indépendante du temps
Fig. 103.
Vr^ d(i* J
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306. Expressions indépendantes du temps des composantes de la ntesse suivant OM et suivant une perpendiculaire à celte droite :
i'COS^= Tir i'sin^^-'
La vitesse en un point de la courbe est en raison inverse de la œrpendiculaire abaissée du point 0 sur la tangente à la trajec- Xoère^ au point considéré,
307. Expression de la force agcéléiiatrigb en fonction des ooordonnées du point mobile.
308. Lois de Kepler. — i® Les trajectoires de toutes les plunèîes sont des courbes planes, et pour chacune d'elles raire engendrée par le rayon vecteur parti du soleil et aboutissant à la planète est proportionnelle au temps,
a* Ces courbes sont des ellipses dont l'un des foyers est au soleil, 3* Zées carrés des temps employés par les différentes planètes
pour accomplir une de leurs révolutions sont entre eux comme les
cubes des grands axes de ces ellipses.
Ces lois se rapportent au centre de gravité de chaque planète,
BÎnsi qu'à celui du soleil.
309. Conséquences des lois de Kepler. — La force motrice pti sollicite une planète est constamment dirigée vers le centre du toleil; cette force est attractive,
ii
La force R est en raison inverse du carré de la distance du centre ie gravité de la planète à celui du soleil. 2 /? est le grand axe de Tellipse; e Texcentricité.
La constante c représente le double de Tespace parcouru par le rayon vecteur, dans l'unité de temps.
312. Si l'on appelle T le temps de la révolution complète de la planète considérée, on a
La force accélératrice rapportée à Tunité de distance est la même pour toutes les planètes.
TABLK ANALYTIQUE
VINGT-CINQUIEME LEÇON
SUITE DU HOUTEMENT DES PLANÈTES
313, 314. Mouvement d*un point attiré par un centre nu EN RAISON inverse DU CARRÉ DE LA DISTANCE. ~ La trajecloir.' ost plane et située dans le plan qui passe par le point Gxe el par la direction de la vitesse initiale.
La constante c représentant le produit de la vitesse du mobile par la perpendiculaire abaissée du point fixe sur la tangente, à l'ori-
gine du temps, el b la valeur de - - — c^', à Torigine du temps, on a
Équation de la trajectoire
-hi/l--j^COS(0~a>)
Ln courbe est une ellipse, une parabole ou une hyperbole, suivant qu'à une époque quelconque du mouvement on a
au r
au
au
Différents mobiles^ lancés successivement du même point de \^ pare, avec des vitesses égales, mais do directions différentes, |)ircourraient tous des courbes de môme espèce.
;UG. Cas où la courbe est une ellipse. — En appelant a o^ i'rand axe et e rexcentricitc. on a
I" bc' fi
au .
C'A posa
sait // = — \.-ï
on a
nt = u — csinr/.
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On compte le temps à partir du moment où la planète est à son périhélie.
Sur BÂ comme diamètre décrivons une circonférence de
cercle. Soient M la position actuelle du mobile et C le centre de Tellipse.
Prolongeons l'ordonnée MP jusqu'au point K où elle rencontre la circonférence. L'angle KCA = u. L'angle u est appelé Vano/naiic excentrique de la planète, tandis que l'angle MOA — 0 ~ u se nomme Vanomalie vraie,
3i9. Équation entre l'anomalie vraie et l'anomalie excentrique:
tang ^ (Ô - 0)) - \J\--^ t«"g ^ "•
Durée de la révolution entière de la planète
'à.ttay/ft 1 = — — — = — •
Force accélératrice, à Tunité de distance, commune à toutes les planètes :
Il est bon d'observer que l'excentricité de toutes les orbites planétaires est très -petite, car pour la planète Mars, dont l'excentricité
est la plus grande, on a e — g- •
321. Cas d'une orbite circulaire ou presque cirgulaibe. — L'ellipse peut se réduire à un cercle. Dans ce cas, le carré de la vitesse est constant. La force accélératrice est aussi constante et égale à la force centripèlo.
32?. Quand le nombre e est très-petit, on peut déterminer approximativement l'anomalie excentrique w, le rayon vecteur r et l'anomalie vraie 0 — u, en fonction du temps t. On a, en négligeant le carré de l'excentricité,
u= fit -\-e sin /?/, r = a(\ — e cos nt ) , 6 — fc) = /?/ -1- a tf sin ///.
323. AMÂ' étant Torbite d'une planète, décrivons du point 0 comme centre, avec un rayon arbitraire Oa, une circonférence de cercle. Imaginons maintenant qu'un mobile quelconque m se meuve
Sti'BM. — -»V^c., I. 20
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sur cette circonférence avec une vitesse constante, de telle sorte que ce mobile et la planète se trouvent au même instant eo « el en A sur le grand axe de l*ellipse, et qu ils accomplissent tousdeoi une révolution entière dans le môme temps. Dans la première nxntié du mouvement de A en A', le rayon vecteur OM précédera Om, et rinverse aura lieu dans la seconde période du mouvement simnltaaé de ces deux corps dans Tespace.
Cas d*unb parabole
^y/ii
^[tangi(9-«) + itang^I(G-«)]
VINGT-SIXIÈME LEÇON
ATTRACTION UNIVERSELLE ET ttASSE DES PLANATES.
325. Lois de l'attraction universelle. — Toutes les plaièlei sont constamment sollicitées par une force qui passe à chM|iie instant par le centre du soleil et qui varie, pour chaque pimèie, en raison inverse du carré de la distance de son centre de graYÎté à celui du soleil. Les satellites d'une planète sont attirés par une force passant constamment par le centre de celle-ci et variant en nîsoa inverse du carré de la distance du centre de gravité du satellite à celui de la planète.
Vérification de la
Fig. 107.
LOI DE l'attraction. — 0' étant le centre de la lune et 0 celui de la terre, la pesanteur diminuée dans le rapport du carré de la distance 00' au carré de OA est la force motrice de notre satellite, à chaque instant
329. Mouvement absolu et rblatip de deux corps qui s'attirent. — Si le soleil et une planète n'avaient aucnne vitesse initiale, ils viendraient se réunir sur la droite qui joint leofi
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centres aa centre de gravité du système de ces deux corps, lequel point partage cetle droite en deux parties réciproquenoent proportionnelles à leurs masses.
330, 'J3i . Si Ton veut obtenir le mouvement apparent d'une plnnète pour un observateur placé à la surface du soleil, il faudra supposer appliquée au centre de gravité du soleil une force égale et contraire à celle qui le fait mouvoir dans Tespace; en même temps il faudra aussi regarder une force égale et ptrallèle comme appliquée au centre de gravité de la planète.
332. Si il et jvr sont les masses du soleil et de la planète et r leur dirtaoce, la force aci*élératrice qui produirait le mouvement apparent de la planète autour du soleil supposé 6xe est ^ — ^ • • La
trajectoire apjMrente île la planète est luie section conit/ucy et par mite une ellipse.
333. Le rapport sr| n'est réellement pas constant pour toutes les
planètes. Toutefois, comme l'observation démontre que la troisième loi de Kepler est extrêmement approchée, on doit en conclure que les masses des planètes sont très-petites, comparées à celle du so- >il. La masse de Jupiter, la plus considérable de toutes les planètes,
n'est pas de celle du soleil.
' looo
Le mouvement elliptique n'est pas non plus rigoureusement celui des planètes autour du soleil.
334. IIassbs DBS planètbs accompagnées db satellites. ~ Soient M, m et m' les masses respectives du soleil, de la planète et da satellite de cette dernière; soient a le demi grand axe de l'orbite de la planète dans son mouvement relatif autour du soleil, et T la durée d'une révolution complète; et soient al et T' les données analogues, répondant au mouvement apparent du satellite autour de le planète. On aura
M -H /A» ~'ï? r"'* On i)eut négliger m' devant m, et m devant M; d'où résulte
formule qui peut servir à calculer le rapport de la masse de la planète à celle du soleil.
335. Masse db la tebre. — Soit //i la masse de la terre. 11 existe
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sur cette circonférence avec une vitesse constante, de telle sorte que ce mobile et la planète se trouvent au même instant en « et en A sur le grand axe de l*ellipse, et qu'ils accomplissent tous deux une révolution entière dans le même temps. Dans la première moitié du mouvement de A en A', le rayon vecteur OM précédera Om, et Tin verse aura lieu dans la seconde période du mouvement simulttné de ces deux corps dans l'espace.
ATTRACTION UNIVERSELLE ET MASSE DES PLANÈTES
325. Lois de l'attraction universelle. — Toutes les sont constamment sollicitées par une force qui passe à chaque 10* stant par le centre du soleil et qui varie, pour chaque plmète, em raison inverse du carré de la distance de son centre de gravité à celui du soleil. Les satellites d'une planète sont attirés par une fore» passant constamment par le centre de celle-ci et variant en nîsoa inverse du carré de la distance du centre de gravité du satellite à celui de la planète.
Mouvement absolu et rblati
DE deux corps qui S ATTIRENT. — Si
soleil et une planète n'avaient aucui vitesse initiale, ils viendraient se i-éunir sur la droite qui joint leai
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eentrcs aa centre de gravité du système de ces deux corps, lequel point partage oetle droite en deux parties réciproquement proportionndles à leurs masses.
330, 331 . Si Ton veut obtenir le mouvement apparent d*une plnnète pour un observateur placé à la surfiace du soleil, il faudra su|:poeer appliquée au centre de gravité du soleil une force égale et contraire à celle qui le fait mouvoir dans Tespace; en même temps il fiiudra aussi regarder une force égale et parallèle comme appliquée au centre de gravité de la planète.
33S. Si M et «r sont les masses du soleil et de la planète et r leur iJMfiece» la force accélératrice qui produirait le mouvement apparent de la planète autour du soleil supposé fixe est ^ — .^ -• La
irajecUûre appareiUe (le la planète est une section conir/itey et par suite une ellipse.
333. Le rapport =;^ n'est réellement pas constant pour toutes les
pUnètes. Toutefois, comme Tobservation démontre que la troisième loi de Kepler est extrêmement approchée, on doit en conclure que les massée des planètes sont très-petites, comparées à celle du so- Vil. La masse de Jupiter, la plus considérable de toutes les planètes,
n'est pas de celle du soleil.
■ lOOO
Le mouvement elliptique n*est pas non plus rigoureusement celui te planètes autour du soleil.
334. Masses obs planètes accompagnées ob satellites. — Soient M, m et m' les masses respectives du soleil, de la planète vi ^0 satellite de cette dernière; soient a le demi grand axe de Tor- ^le de la planète dans son mouvement relatif autour du soleil, et T ^ durée d*une révolution complète ; et soient al et T' les données analogues, répondant au mouvement apparent du satellite autour de ■^ planète. On aura
m -h ///' __ ft'^ T'
lA + m ~ ?" F'* ^** peut négliger m' devant /w, et m devant M; d'où résulte
^rikiole qui peut servir à calculer le rapport de la masse de la pL> ^^^ à celle du soleil.
335* Masse ob la tebrb. — Soit m la masse de la terre. Il existe
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un certain parallèle sur lequel rattraction terrestre a pour mman
•fm
'—T' De plus la composante verticale de la force centrifuge a pour
COS
mesure sur le môme parallèle une fraction — - — = - -—- de la gravite. Il faut ajouter cette composante à g^ d*où
en appelant M la masse du soleil, a le demi grand axe de TorbiU" apparente de la terre autotir du soleil, T le nombre de secondes contenu dans une année, et G Tattraction du sphéroïde terrestre sur Tunité de masse d*un corps placé sur le parallèle considéré.
336, 337. On conclut de là le rapport de la densité moyenne dv soleil à celle de la terre et la pesanteur à la surface du soleil.
Masse d'une planète dépourvue de satelijtbs. — On a
1 * \hi m /
On tire de celte équation — •» ou le rapport de la masse de la planète à celle do la tern;.
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TRANSFORMATION ET œMPOSITION DES œUPLES.
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TBAKSLATXOli d'uH COLPLE DA^S UN PLAZI PARALLÈLE
AU SIEM
339. On appelle couple l'ensemble de deux forces égales, parallèles et de sens contraires, agissant aux extrëuiîtés d^une droite. On sait qu'un couple ne peut pas être tenu en équilibre par une simple force (33).
Le bras de levier d'un couple est la perpendiculaire commune menée entre les directions des forces. On nomme moment d'un couple le produit de Tune de ses forces par le bras de levier.
Stobii. — Mée,^ II. I
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340. Un couple peut être transporté parallèlement h lui-même dans son plan ou dans tout plan parallèle tt touillé comme on voudra dans ce plan sans que son action sur le cotps auquel il est appliqué soit changée, poun^u quon suppose le noui^eau bras de levier myariahlement Jixé au premier.
En effet, soient (P, — P) le couple propose et AB son
bras de levier. Soit CD une droite égale et parallèle
Fig. III. à ÂB. Appliquons perpen-
.P" diculai rement à CD, aui ^ points C et D, les forces P", P» — P', P', — P'', égales et parallèles â P. L*état do système ne sera pas changé par Tintroduction de ces nouvelles forces . Or les forces P et P' se composent eo une seule 2P, parallèle à leur direction et appliquée au point O, milieu de la diagonale AD. Les forces — P, — P' ont de même pour résuhante une force — aP appliquée au point O et qui détruit la force a P. Il ne reste donc que les deux forces P'', — P^, c'est-à-dire le couple (P, — P) transporté parallèlemcut à luimême.
Soit ensuite un couple (P, — P) dont AB est le
F>6- "2- bras de levier, et soit CD une
droite égale à AB, située dans le plan des forces. Supposons que les deux droites AB et CD se coupent au point O en deux partîtes égales.
Appliquons aux deux points C et D, pcrpendioulaîremeni à CD, quatre forces égales à P et parallèles, savoir: P', P'', — P', — P". Les deux forces P et P' se composent en une seule R dirigée suivant le prolongement de la bissectrice de l'angle AFC, c'est-à-dire suivant OF, car les
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deux triangles rectangles OFA ei OFC ont même hypoténuse et deux côtés égaux OA, OC. De même les deux forcés — P et — P' ont une résultante — R égale et di-* vectement opposée à R. Les deux forces R, -»-- R, se détruisant, il reste le couple (P'', — P^) qui n'est autre chose que le couple (P, — P) que Ton aurait fait tourner dacisaon plan et-d'un angle quelconque autour du milieu de son bras de levier.
De ces deux propositions réunies on conclut le tliéor^Kne énoncé (340).
i&^l'ivaleuce des couples qui ont le même moment.
242. Un couple peut être remplacé par un autre C€>€4ple, de bras de levier différent, poun^u que leurs u^€>nients soient égaux.
£n effet, soit le couple (P, — P) dont le bras de levier ^Sl AB. Appliquons sur BC, comme bras de levier, deux Fig. ii3. couples (Q,—Q),(Q', ^Q'),
-Q égsux el contraires, ce qui ne change pas Tétat du système.
3 c Les forces — P et — Q', ap-
pliquées au même point, ont '^ une résultante — (P-+-QO' L^*5 deux forces P et Q', parallèles et de même sens, ont **»ie résultante P H- Q', qui passera par le point B, si '"on a
Q' AB
^^ qui détruira la force — (P-H Q') appliquée an même J^C^inl. Il ne restera donc que le couple (Q, — Q) appli-^ ÏVié au bras de levier BC el de même moment que le *^^^np[e proposé, car Tégaliu' (i) donne
'^ ; PX AB — QxBC.
343. Il n'y a donc fi considérer dans un couple que la r^<:^siiiou de son plan, son momeni.ct le sens suivant lequel
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il tend à faire tourner son plan. Pour connaître le sens d^un couple, il faiu supposer fixe le milieu du bras de levier et examiner dans quel sens chaque force tend à faire tourner ce bras de levier dans son plan. U ne faat pas confondre cette rotation fictive avec celle du corps auquel le couple est supposé appliqué, car en général le corps ne tournerait pas autour d'une droite perpendiculaire au plan du couple, menée par le milieu du bras de levier.
COMPOSITION DES COUPLES SITl ÉS DANS VS K&MB PLA9 OU DANS DES PLANS PAKALLÈLES.
344. Deux couples situés Hans un même plan ou dan^ des plans parallèles se composent en un seul, situé elanm^ un plan parallèle à celai des couples proposés, et don-^ le moment est rgal à la somme ou à la diffh'ence de^ moments des couples composants, suivant quils tenden £ à faire tourner leur plan dans le même sens ou en sen^ contraires >
Soient, en effet, (P, — P) et (Q, — Q) ces deux cou — pies, et p, q leurs bras de levier. Nous pouvons les rem-' placer par deux autres couples (P', — P'), (Q', — Q') • appliqués sur un même bras de levier d et situés dans usa plan parallèle aux plans des couples composants, pourvaB que l'on ait
Ces deux couples, ayant même bras de levier, se composen & évidemment en un seul [P'-+- Q', — (P'-H </)] s'ilsson»de même sens et [P' — Q', — (P' — Q')] s'ils sont d« sens contraires. Dans le premier cas, le moment du couple résultant sera
(P' -h q')d = V'd -^(^d = Pp-\^ Q^, et; dans le second cas,
ce qui démontre le théorème énoncé.
VI.*VGT-SEPTlkltE LEÇON
345. On conclut de là que ries couples en nombrf. quelconque, situés dans un même plan on dans des plans parallèles y se composent en un seul situé dans un plan parallèle à ceux des couples proposés, et dont le niament est égal à la somme algébrique des moments de ces derniers^ en regarda ni comme positifs les moments des couples qui tendent à faire tourner leur plan dans un certain sens, et comme négatifs les moments des couples qui tendent a faire tourner leur plan dans le sens oppose.
346. D'où résulte qu'un couple peut être décomposé d'une infinité de manières en autant de couples que Ton voudra, situés dans des plans parallèles; car on peut pi"X5ndre â volonté les moments de tous ces couples, à l'exctîption d'un seul.
QUELCONQUES
347. Considérons maiutcnant deux couples situés dans deux plans lAH, KAH, qui font un angle quelconque.
On peut d'abord remplacer ces deux couples respective tuent par deux autres équivali.nis, (P, — P), (Q, — Q),
avant un même bras de levier AH, pris sur l'intersection des deux plans.
Les forces P et Q, représentées par les droites AB et AC, se composent en une seule R représentée par AD, diagonale du parallélogramme ABCD. De même les forces — P et Q donnent une résultante évidemment égale et parallèlr ^ la première, mai s de sens contraire. Donc lesdeux couples ^ ï^, — P), (Q, — Q) se composent en un seul (R, — R).
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Les moments des trois couples sont
PXAH, QXAH, RXAO.
Ils sontdonè entre eux comme les forces P, Q, R et peuvent être reprësenfés par les droites AB, AC, AD. De \h le théorème suivant :
Si Von mène dans les plans des deux couples don^tèm deux droites AB, AC, perpendiculaires à Vinlersectiorm. de ces plans et propoHionnel les aux moments de ce.S' couples, la diagonale AD du parallélogramme ABCI^^ construit sur ces deux droites, représentera en grandes w le moment du couple résultant^ dont le plan passera pœr cette diagonale et par V intersection AH.
ÀUTBE MANIÈBE DE PRÉSRNTBK L\ COMPOSITION DES COUPLES- SAS. On peut présenter sous une autre forme les llu'orèmes relatifs à la composition des couples'. Soit (P, — P )
un couple (|neloonr|ue dont 1« bras de levier AB est p. Par un point O pris à volonté sur le bras de levier soit merée une droite OL, perpendiculaire an plan du couple, et dont la grandeur i^présente le moment Vp du couple. Supposons cell^ droite dirigée d'un côté de ce plan tel, qu^un observaleur placé sur celte perpendiculaire, les pieds sur I^ plan et l'œil au point L, verrait tourner ce plan dans un sens convenu, par exemple de sa gauche vers sa droite^- La direction et la longueur de OL déterminent com plétement le sens et la grandeur du couple (P, — P)- Nous appellerons celte droite le moment linéaiœ dti couple.
' 349. La considération dn moment linéaire rend 1^' énoncés relatifs à la composition des couples entièrement
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semblables à ceux qui se rapportent à la composition des forces.
D'abord on voit aisément que le moment linéaire du couple résultant de plusieurs couples situés dans des pUins parallèles est égal à la somme algébrique des moments linéaires des couples composants.
350. Considérons maînlenant deux couples dont les plans forment un angle (Jig* 114? P* S). Menons dans le plan ABDC, perpendiculaire à AH, la droite AL perpendiculaire et égale à AB. Si la droite AL est dirigée •dans un sens tel, qu^un observateur placé sur AL voie le' couple (P, — P) entraîner son plan de la gauche vers la droite, cette ligne sera le moment linéaire du couple (P, — P). Menons ensuite dans le plan ABDC les deux di^îies AG = AD et AM = AC faisant avec AL des angles respectivement égaux aux angles BÂD et BAC : AG sera
^ la fois perpendiculaire aux lignes AC, AH et par suite •u plan DAH du couple (R, — R) : par la même raison AM sera perpendiculaire au plan CAH du couple (Q, — Q). En outre, si Ton imagine que ces plans DAH, CAH tournent autour de AH jusqu'à ce qu'ils soient f^battus sur le plan BAH , les perpendiculaires à ces ^oîs plans coïncideront et seront dirigées dans le même *Os. Ces trois perpendiculaires sont donc les moments linéaires des trois couples. Or la Ggure ALGM est un Parallélogramme égal au parallélogramme ABCD. Car en plaçant AL sur AB, AG tombera sur AD et AM sur AC. *^Onc deux couples situés dans des plans différents se ^^^Tiposent en un seul dont le moment linéaire est la ^^^^gonale du parallélogramme qui a pour côtés les ^<^ments bncaires des deux couples composants.
351. Ainsi les coyples se composent comme des forces T^î seraient représentées en grandeur et en direction par l^Urs moments linéaires, et qui passeraient par un même Point, puisqu^on peut transporter les plans des couples
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parallèleineiit à cux-nieines, de iiiaiiièie (|ue leurs pl.iii^ passent par un même point. Par conséquent, le moment linéaire de la résultante d'un nombre quelconque de couples sera représenté par le dernier c6téd*un polygonedont les autres côtés seraient égaux et parallèles au moments linéaires des couples composants; trois conpl se composeront en un seul dont le moment linéaire la diagonale du parallélipipède construit sur les moment linéaires des couples composants, etc. Ces théorèm conduiront à Texpression analytique de la résultante d' , nombre quelconque de couples dont les moments linéai seraient rapportés a trois axes rectangulaires quelconqu
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VINGT-HUITIÈME LEÇON
COMPOSITION ET ÉQUIUBRE DES FORCES APPUQUÊES A UN SYSTÈME INVARIABLE
Rûdueiiun des forces appliquées à un système inTariable. — Équilibre d*an système de forces parallèles situées dans un même plan. — CoraposItioD et équilibre d'un système de forces situées dans un même plan. — Équations générales de l'équilibre.
EÉDIJCTIOlf DES FORCES APPLIQUÉES À UM SYSTÈME
IMVARIABLE.
Considérons un corps solide invariable, auquel
sont appliquées en différents points A, B, C, . . . .
les forces P,P^P^.... Appliquons au point O, pris à volonté dans \c. corps ou lié invariablement avec lui, des forces égales et contraires deux k deux et égales n^spectivement à F, F', P^, .... L'introduction de ces nouvelles forces ne change pas Tétat du système, mnis elle permet de réduire Tensemble des forces à une force unique et à un couple. En effet, ou peut d'abord composer toutes les forces P, P^, P^, . • . , appliquées au point O, en une seule R et ensuite Fig. 1 17. réduire à un seul couple tous les
'-« couples (P,— F), (PS — F'),
( F^, — F'') , etc. Par conséquent, toutes les forces appliquées à un corps solide peuvent se réflaire à une force wiique R, réitJiante des forces P, F', F'% . . . , transportées pa-
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rallèlenwnt à elles-mêmes en un point arbitraire O et à un couple unique (S, — S).
On doit remarquer que la grandeur, la direction et le sens de la résultante R ne changent pas avec le point 0; mais le moment et la position du couple résultant changent avec ce point.
303. Comme une force ne peut pas faire équilibre à an couple, il faut, pour quHl y ait équilibre, que la force R et le couple (S, — S) soient nuls séparément^ en d'autres termes, quand un système de forces est en équilibre, les forces transportées parallèlement à elles-mêmes en un point quelconque se font équilibre autour de ce point, et les couples résultant de la translation de ces forces doivent aussi se faire équilibre. Ces conditions sont d'ailleurs suffisantes.
Si le système admet une résultante unique, une
force R' égale et contraire à
jj, jj, cette résultante devra faire
'—s équilibre à la force R et au couple (S, — S). Appliquons donc au point O deux forces R', — R'. Il doit y avoir équilibre entre les deux couples (R', — R'), (S, — S) et les deux forces R et R'. Or ces deux dernières, devant nécessairement se détruire, doivent èire égales et directement opposées. Donc, en supprimant les forces R' et — R' qu'on avait appliquées au point O, on voit que la force R appliquée en O et la force R' appliquée en H forment un couple qui fait équilibre au couple (S, — S). Donc les plans de ces deux couples sont parallèles, et par conséquent la force R est parallèle au plan du couple résultant.
Cette condition est d'ailleurs suffisante, car, si elle est remplie, on pourra toujours, dans un plan parallèle au plan du couple (S, — S), placer une force (R' = R), de
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telle sorte que le couple (R, — R) détruise le couple (S, — S). Alors la force R' faisant équilibre à la force R et ^u couple (S, — S), une force égale et directement opposée à R' sera la résultante du système.
3^. Nous avons vu qu'un nombre quelconque de forces appliquées à un syslènieinvariablé dans l'espace se réduisait à une force R et à un couple (S, — S) qui ne sont pas en général situés dans des plans parallèles. En transpor* tant le couple (S, — S) parallèlement à luimôme jusqu'à ce que Tune des forces, — S, passe par un point O de la force R, les forces — S et R se composent en une seule T, non située dans le plun du couple (S, — S), si la force R <*lle-mème n'3r est pas contenue* Ainsi, un nombre quelconque dé forces appliquées à un système inv^ariable peuuent se ré* duire à deux forces S et X qui sont, en général, dans des plans différents, et dont r une passe par un point Oy ^^tîèrement arbitraire. Cette réduction peut s'opérer ^Uneinfînîlé de manières, même sans déplacer le poîntO, **^ît en faisant tourner le couple autour du point O, soit ®^ changeant ce couple en un autre de même moment.
^XlILIBRB d'un système DE FORCES PARALLÈLES SITIJÉES
DANS VU MÊME PLAN
356. Par un point O du plan des forces P, P', P", ... ; fîg. ,20. menons une droite x'Ox
perpendiculaire à là dîrec-^ tioD commune de ces forces.
Appliquons au point O des forces égales et directement opposées, d'ailleurs égales et parallèles respectivement àP,P',P",....Onn'aura 1>I\M qu*à considérer les forces P, P', P", . . . , appliquées
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au point O, cl les (•oui)k's (P, — P), (P\ — P') La
résultante des forces appliquées en O devant être nulle, on aura
en considérant comme positives les forces qui tirent daDi un sens, et comme négatives celles qui tirent dans le sens opposé.
357. Ensuite le moment du couple résultant de tout les couples (P, — P) (P', — P') , . . . devant être nul, on aura, en nommant o:, x\ x'^ ... les bras de leviers des couples composants,
(2) Px-^- P'jr'-f-P^x''...=:o.
Cette égalité auia lieu en regardant lea forces P, P, P'', . . . comme positives ou négatives, suivant leur sens, et les bras de levier comme positifs ou négatiCi, suivant qu^ils seront situés d'un côté ou de Tautre du point 0. En discutant les quatre cas qui peuvent se présenter relativement au sens de chaque force et à la position de son point d'application, on verra que chacun des produits Px, P^x/,. . . prend de lui-même le signe qui convient au moment qu'il représente.
358. Si les forces données ne se font pas équilibre, elles se rédui ron t à une force R et à un couple (S, — S) , lesqueb auront une résultante unique ; car R et (S, — S) sont dans un même plan. En effets en introduisant une force — R, égale et parallèle à R, appliquée à un point dont Xt ^era Tabscisse» il y aura équilibre, si Ton pose
Rjr, = Px-h P'x'-:
Puisque d'ailleurs
Rrr p-l-p'-i-p'. :-...,
on aura donc
Px-- P'.r' -h P'.i/' 4-. ..
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Ces formules détenninent la grandeur et la position delà résultante du système, laquelle est cigale et directemeot opposée k la force — R qui lui fait équilibre.
3^9. Si la force R était nulle, le système se réduirait ftu couple (S, — S), qui ne pourrait pas être tenu en équilibre par une simple force. Dans ce cas seulement il n*y aaraît pas de résultante unique.
COlfFOSITIOU ET ÉQUILIBBB D*Ulf STSTEMB DE FOBCBS
SITUÉES DkVS un IciMB PLAN.
>. Soient P, P', P*, . . . , les forces données; d'un
point quelconque O, pris dans leur plan, abaissons sur leurs directions les perpendiculaires OA, OB, OC, .... et regardons A. B, C, . . . comme les points d'application des forces correspondantes. Transportons toutes ces forces parallèlement k elleso^vnes au point O. Elles auront une certaine résul- ^^^te Ry et les couples provenant de cette translation se conriposeront en un seul dont le moment G sera donné par '* formule
P> J^'... . désignant les bras de levier OA, OB, . . .; on ^^ vient en outre de prendre positivement les moments ^^^ couples qui tendent à faire tourner leur plan dans un ^^tain sens et négativement ceux des couples qui agissent ^tis le sens contraire.
361. Dans le cas de l'équilibre, G doit être nul. On ^^ra donc
(ï) P/H- P>' -t- PV -I- . . = o.
^Osuite la résultante R devant être nulle, si X, Y,
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X\ \\.., désignera les composâmes des ibiccs suivauL deux ftxes pris dans le plau^ On aura
(3) Y-t^T'-hY*'-f-... = o.
On appelle moment d* une force par rapport à unpoinlC^ le produit de celte force par sa distance au point em question.
On convient de regarder le moment d'une force comm positif ou négatif, suivant *que celle force tend à fai tourner la perpendiculaire abaissée du point Gxe sur s^ direction dans le sens direct ou dans le sens réirograde. En adoptant cette définition, on voit que ;
I ^ La somme des moments des forces par rapport à urM point quelconque de teur plan doit être nulle; a® le^ sommes des composantes suivant deux axes quelconques doiifent être nulles séparément.
362. On peut écrire Téquation (i) sous une autre forme, d'après laquelle les moments prennent d*euxmêmes les signes qui leur conviennent.
Soit P Tune quelconque des forces données. Avant de
la transporter au point O, décomposons-la en deux forces X et Y, parallèles aux axes. \a translation des forces X et Y au pointOdonnera naissanceàdeux couples (X, — X), (Y, — Y),el en appelant B Tangle des axes, et X, > les coordonnées du point A, les moments de ces deux couples sont Xj^sinô, Yxsin0. Pour un observiteur placé sur la perpendiculaire menée par le point 0 au plan xOj^ le couple (X, — X) tendrait à faire tourner son plan de gauche à droite, et le couple (Y, — Y) Je droite à gauche, en supposant les forces dirigées suivant 1rs parties positives des axes. Il faut donc désigner leun
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moments par Xy sinô et par — Yx sind. On reconnaîtra ensuite aisément que si une force ou Tune des coordonnées change de signe, le couple changera de sens, et par ec^iiséquent son moment prendra de lui-même le signe cc^uvenable. En opérant de même sur p^, p'\ . . . , Téqualion (i), après la suppression du facteur commun, prenla forme
303. Si les forces données ne se font pas équilibre, ^lles se réduiront à une force R et à un couple (S, — S) li auront une résultante unique, si R n'est pas nul, puisle cette force et ce couple sont dans le même plan. Une force R' = — R égale et contraire à la force cherlée devant former avecR un couplequi détruise (S, — S), appelant r le bras de levier du couple (R, *~ R), ^*ii aura
cl* OÙ Ton déduira /*. La force R sera donc connue en grandeur et en direction.
Pour obtenir la direction suivant laquelle agit la résultante unique — R', soient Xx, jti les coordonnées d'un point quelconque de celte droite, et Xi, Yi les composantes de la force R parallèles aux axes. Il y aura équilibre dans le système après rinlroductîon de la force — R ou. Ce qui revient au même, des forces — X,, ■ — Yf On doit donc avoir
- X.r. -i-Yx, 4- Xj- Yx-:- X>'- . . .=:o,
ou en posant
G=rX7- Yx X>'- Y'x'-n...j On aura
(5) — X,j, -I- Ya:, -f- G = o,
équation de la droite cbercliée.
COVBS DE MÉCAMIQUB.
Fig. 133.
ÉQtJÀTIOIlS GÉrr^^RÀLES DE L*éQUILIBKB.
Considérons mainienanl un système queloompie
de forces P, P^P'^,... appliquées à des points A, A', A'^^ . . . liés entre eux d*une manière invariable. Décomposons la force F en trois autres X, Y, Z parallèles à trois axes rectangulaires Ox, Oj-^ Oz. Soient jr = AB, jr = OC, z = OD, les coordon* nées du point A.
Appliquons aux pointa D et O des forces égales et parallèles à X, mais deux à deux de sens contraires. Il en résulte une force X appliquée en O et deux couples (X. — X) appliqués sur BD et OD; le premiercouple peut être transporté parallèlement à lui^ même dans le plan xOy. Il reste une force X appliquée au point O et un couple (X, — X), ayant OD pour bras de levier et situé dans le plan zOx, En opérant de la même manière sur les composantes Y, Z, X', Y', Z', . . . , on ramènera le système proposé à plusieurs forces dirigées suivant les axes et à un certain nombre de couples situés dans les plans coordonnés. En appelant ^, JT, Z» les résultantes des forces dirigées suivant les axes et L, M, N les moments résultants obtenus en composant les couples situés dans chacun des plans coordonnés.
on aura
L =Z; — Y5-l-ZS'-rs'-l-..., M=:X£— Z.r-f.X'c' — Z'^-h .., .N =Y:r-X/H-Y'x' — X'^'H-...,
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365. Quand il y a équilibre, la résultante de tontes les forces dirigées suivant le même axe doit être nulle, es, le couple résultant de tous les couples situés dans le voL^me plan coordonné doit être aussi nul. Donc les six équations suivantes
iimront lieu dans le cas d'un système de forme invariable.
366. On peut mettre ces équations sous une autre forme, en y introduisant les intensités des forces P, P', P^, . . . , et les angles «, ^, y, a\ (3', y', . . . , que leiirs directions font avec les axes. Les composantes S, Y, Z, X'y . . ., sont alors représentées pour la grandeur et pour le signe par Pcosa,^ PcosjS, Pcosy, P^cosa', ... On aura donc, au lieu des équations qui précèdent,
(i) Pcosa -+- Fcosa'-h. .. = o,
(a) Pcos^ H- Fcosp' -t- . . = o,
(3) Pcos7 >f- P'cosy + . - . = o.
(4> P(rcos7 — z cosp) 4- P'(/cos7' — «'cos?') -h . . . = o, {Sy P(scosa — JCCOSy) -hP'(i'co$a' — ar'cosy') -f- . . . = o, (6> P(«cosp— /cosa)H-P'(jp'co8p'— ycosa')-*-. . . = o.
367. Au lieu de décomposer la force P en trois autres 9 Y, Z, parallèles aux axes rectangulaires, on peut la Fig. 134. décomposer en deux forces seu-
lement, une force Z parallèle à Taxe Oz et une force Q située dans le plan A6FC perpendiculaire à Oz. Abaissons du point F où ce plan coupe Taxe Oz, FH =z q perpendiculaire à la direction de cette force. La lon- ^^oéur q est la plus courte distance de l'axe Oz à la
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droite AH et aussi à la direction de la force P, pnisqne Oz est parallèle au plan PAQ. G>mme la force Q est la résultante des deux forces X et Y situées dans ce même plan, son moment est égal à la somme algébrique de lenn noments par rapport au point F. On a donc
Pour la force P', on trouverait de même
L'équation N zz.-, o prend alors la forme
Qy ^- Q*^' -4- Q*'^" -4- . . .= o.
On aurait des équations de môme forme relatives aui deux autres axes.
On appelle moment d^une force par rapport à un axe le produit de la projection de cette force sur un plan perpendiculaire à Taxe multipliée par la plus courie distance entre cet axe et celle projection. On peut donc dire que si un système de forces appliquées à un corps solide est en équilibre, la somme des moments desjbrccs^ par rapport à trois axes rectangulaires menés par un même point, doit être nulle pour chacun de ces axes.
Les six équations
jr = o, r=o, 7 = 0, L=o, M=:o, N=o
sont vériGées dans Tétat d'équilibre d'un système quelconque de forces, lors même que ses diOéreuts points ne seraient pas liés les uns aux autres d'une manière invariable^ comme par exemple si un point était lié à un autre par un cordon inextensible. Dans ce cas, les équations d'équilibre sont toujours vérifiées (*)'^ car si Ton
(*) On doit cependant apporter certaines restrictiona à cette ■■■eiUun, comme noua le Terrona plua loin, loraque nous parlerona du moaiemtot des syatèmes dont lea liaiaona tarient atec le temps.
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•olidifie le système, c'est-à-dire si Ton ûte les différents points de manière que leurs distances mutuelles restent invariables, Téquilibre ne sera pas troublé et par conséquent les forces immédiatement appliquées k ce corps satisferont aux six équations. Mais ces conditions ne seront plus suffisantes pour assurer l'équilibre, et il faudra y joindre de nouvelles équations qui dépendront du mode de liaison des différentes parties du système.
aO COURS DE MéCAiriQUSi
VINGT-NEUVIÈME LEÇON
SUriE DE LÀ œMPOSrnON et de L'ÉQUIUBRB de FOfRCBS APPUQUÊES À UN SYSTÈBfB DE FORME mYARUBtE.
€■• d*QDe réBultante anique. — Cas d'un point fixe. — Cm d*nn axe 0X6. — Équilibre d\in corps qui repote sur un plan fixe par un on plntieait points.
CAS D^UMS RÉSULTANTE UNIQUE
360. Quand il y a une résultante unique, on sait que le résultante R des forces transportées parallàlemmt i elles-mêmes au point O doit être parallèle au plan du couple résultant, dont nous avons désigné le moment par G. Les cosinus des angles que la résultante R fait avec les axes sont
et les cosinus des angles que le momcnf linéaire du couple résultant fait avec ces mêmes axes sont
Il suffit évidemment d'exprimer que la force R et la direction du moment linéaire sont perpendiculaires entre elles, ce qui donne
(i) ^L-4-rM-hZN=o.
Cette équation exprime que les forces se réduisent i une force unique pourvu que Xj JT, Z ne soient pas nulles à la fois, sans quoi le système se réduirait à un couple, et il n'y aurait pas de résultante unique.
370. On peut encore arriver à ce résultat d'une antre manière et déterminer en même temps la position de la
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droite soiTant laijuelle agit la résulunte. Introduisons uoe force R] ^ale et directement opposée à la rësul* tante, le système sera en équilibre. Par conséquent, si Xi, T|, Zi sont les composantes de Ri et Xi, jr,, Zi^ les coordonnées d'un point quelconque de sa direction^ on aura
(a) X-HX, = o, r-4-Y| = o, Z-fZ,=:o
et ensuite
IZtXt — T,«, -4-L =o, X| Si — Z, «I -f- M = o, Yiori — X|/i -4- N =: O.
Les trois premières équations donnent
X| Sn — jir j Y| SS — X j Z| S= — Zm
On retrouve ainsi ce résultat connu que la résultante unique des forces proposées est égale et parallèle à la force R et qu'elle agit dans le même sens.
On a ensuite les équations (3) pour déterminer Xi, /i, Zi. Mais on voit à priori que Ton ne trouvera pas de valeurs déterminées pour ces trois inconnues, car, s'il y a une résultante, on doit pouvoir transporter son point d'application en un point quelconque de sa direction. Ces trois équations doivent donc se réduire à deux et k une équation de condition. En effet, à cause de X| = — -Y, Y| = — r, Zi = — Z, on peut écrire ces é<|uations ainsi :
Irx, — Zji + L =o, Zxi— T», 4-M=:o, XjTi— Txt-h N = 0.
Puis, si on les ajoute membre a membre, après les avoir multipliées respectivement par X, JT, Z, on aura
JTL-f- rM-f-ZN=:o, équation déjà obtenue. Si elle est vérifiée, deux des trois
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équations (4) seront les équations de la droite siÛTam laquelle agit la résultante.
CAS d'un point FIXB.
371. Soit O le point fixe. En y transportant toutes les forces, on obtiendra une résultante R et un couple (S, — S). La résultante est détruite par la Gxitë du point. Quant au couple (S, — S), il doit être nul : car, en transportant le couple parallèlement à lui*nième jusqu'à ce que la force S vienne passer par le point fixe, cette force S serait détruite et la force —S aurait tout son effet. Donc le moment du couple (S, — S) est nul et la pression qu'éprouve le point fixe est égale k la résultante de toutes les forces transportées parallèlement à ellesmêmes en ce point.
372. On peut encore obtenir ces conditions «en introduisant la résistance Ri du point fixe. Soient X^ Tf, 2^1 les composantes de la force Bi : puisqu'il y a équilibre, on aura
X'hlLt=o. rH-Y, = o, Z-hZ,=:o.
L'introduction de la force Ri ne donnant aucun nooveau terme dans les expressions L, M, N, on aura
Les trois premières équations déterminent Xi, T|, Z| et font voir que la résistance Ri est égale et directement opposée à R. Les trois autres sont les équations de condition et expriment que le couple résultant (S, — S) est nul.
CAS n'uN AXE FIXE.
373. Supposons qu'il y ait dans le système un axe fixe, ou, ce qui revient au même, deux points fixes O et H. Prenons pour axe des «, la droite OH, et pour axes desx et des j*, deux droites passant par le point O.
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La résnltante des forces transportées parallàlement à eUe^-mémes au point O est détruite, puisque ce point est
fixe. Quant aux couples résultant de cette translation et situés dans les plans zOx elzOjr* ils sont détruits par la résistant de Taxe Oz, car on peut faire tourner chacun d'eux jusqu'à ce que les deux forces qui le composent soient perpendiculaires à Taxe fixe qui les détruit toutes. Il ne reste donc plus que le couple N situé dans le plan xOjTj qui doit être nul ; sans quoi, en le transportant jusqu'à ce qu'une de ses forces passe par le point O, celle-ci serait détruite et Tautre ferait tourner le système autour de Taxe O^. La seule condition d'équilibre est donc
On peut l'énoncer en disant que la somme des moments des forces par rapport à Vaxejixe doit être nulle.
374. Si le corps peut glisser le long de l'axe, par exemple, s'il est traversé par une tige fixe et inflexible, les composantes X, JTet les couples L, M soot détruits par la résistance de l'axe, mais la force Z ne l'est pas. On a alors deux équations d'équilibre
875. Nous ayons établi, pour conditions d'équilibre, dans le cas d'un point fixe, les équations
donc, pour qu'un nombre quelconque de forces appliquées i un corps solide soit en équilibre autour d'un point fixe, il faut et il suffit qu'elles le soient autour de trois axes passant par le point fixe.
On peut encore traiter la question en introdui
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sant les résistances des points fixes. Si les points O et H devenaient libres, on rétablirait l'équilibre en appliquant en ces points des forces convenables R| et Rf Soit 0H=: A. Appelons X], T|, Z], X|, Tt, Zt les composantes parallèles aux axes des forces Rf et Rf Les équations d'équilibre seront alors
La dernière équation est la seule condition d*éqnilibre déjà trouvée. Quanl aux cinq autres, elles feront connaître les résistances des points O et H on les pressions qu'ils supportent. On en tire
Ces équations déterminent X|, X|, Tt et Tt, mais elles ne donnent que la somme Zi + Z| des composantes parallèles à l'axe des z, ce qui doit être; car, s'il y a équilibre, les deux forces Zi et Z| qui agissent suivant la même droite, peuvent être appliquées au même point O, et l'on peut partager leur somme en deux parties quelconques appliquées aux points O et H.
ÉQUILIBRE d'un CORPS QUI REPOSE SUR UlT PLAll FIXE.
377. Supposons un corps pressé contre un plan en un de ses points par une force, passant par ce point et normale au plan \ ce corps sera en équilibre, car il n'j a pas de raison pour qu'il se meuve dans une direction plutôt que dans une autre.
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Si la force, au lieu d'être normale au plan, lui était oUique, on pourrait la décomposer en deux autres, Tune normale et Tautre située dans le plan. La première ne ferait qu'appuyer le corps sur le plan et la seconde aurait tout son effet pour le déplacer. Ainsi la condition néceS" soMFe et suffisante pour V équilibre est que la force qui passe par le point de contact soit normale au plan. La même conséquence s'appliquerait au plan tangent, si le corps était pressé contre une surface courbe par une force qui passerait par le point de contact.
378. Supposons maintenant qu'un corps M| sollicité par plusieurs forces P, P^, P^, . . . , repose par un de ses
Fig. 125. points Â sur un plan IL ou sur
une surface dont IL serait le plan tangent au point A. ConccYons qu'il y ait équilibre. Si l'on 6tait le plan, le point A se mouvrait dans une certaine direction, et en appliquant suivant cette direction une force déterminée, on rétablirait l'équilibre. Cette force peut donc remplacer la résistance du plan, et elle doit être égale, pnisquMl y a équilibre, à la résultante des forces P, P', P^, .... Donc il faut que celles-ci aient une résultante unique, normale au plan et passant par le point d appui.
379. On est conduit â une conséquence analogue, quand le corps M repose par différents points A, B, C,...
Fig. ,3^. sur plusieurs plans ou sur-
faces fixes, comme par exemple une table supportée par trois pieds. Si Tou ôtait le plan p, l'équilibre serait en général détruit, mais on le rétablirait en appliquant au point A une force convenable dans la direction que ce point prendrait immé-
%. ia8.
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diatement. Cette force peut donc remplacer la résistance du plan p \ de même deux autres forces applîcpiées aux points B et C peuvent tenir lieuses résistances des plans p' et p". Si l'on joint ces deux dernières aux forces données P, P^, P^. . • et qu'on regarde le corps M oomme appuyé seulement sur le plan p par le point A, la résultante de toutes les forces passe par le point A et est normale au plan p.\ par conséquent la résistance de ce plan lui est elle-même normale. Le même raisonnement s'applique aux résistances des plans p' et p".
380. Voyons ce que deviennent les équations d'éqnilibre dans le cas d'un corps pressé contre un plan xOjr ou
contre une surface dont JcOj^ serait le plan tangent au point 0.
Prenons ce plan pour celui des xy et le point O pour origine. La résistance du plan équivalant à une force normale Zi, nous aurons d'abord
jr=o, r=o, Z-«-Z,=:o;
et comme Zi n'introduit évidemment aucun terme dans les équations des moments, on aura
Ces trois équations expriment que le système des forces se réduit à une force unique, et les deux premières que cette force unique est normale au plan et passe par le point O. Quant a l'équation Z -h Z, = o, elle indique que la résultante est la pression supportée par le plan. Il faut, en outre, que la résultante appuie le corps sur le plan, c'est-à-dire qu'elle soit négative. On devra donc joindre aux cinq équations d'équilibre l'inégalité
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381. Imaginons maintenant que le corps repose sur le plan xOjr par deux points O et H. Prenons OH pour
Fig. 119. axe des x. Remplaçons la résis-
tancedu plan fixe par deux forces x^ normales Zi, Z|. Puisqu^il y a
équilibre, la résultante Z| + Z« •^ de ces deux forces, laquelle a son point d^application entre Oet H, doit être égale et contraire à la résultante de toutes les forces données. Il faut donc que celle-ci soit normale au plan et qu'elle ait son point d'application entre O et H.
En posant OH = A, les six équations d'équilibre
donnent
^=0, r=o, zh-z, -^z,=o,
L=ro, M— Z,A = o, N = o.
Quatre de ces équations expriment les conditions que doÎTent remplir les forces données; les deux autres font connaître les inconnues et donnent
382. Si le corps repose sur le plan xOjr par un nom- ^' '^« bre quelconque de points d'appui A (xi,ji), B (x„ j,), C, D, • . . , la résistance du plan en ces divers points équivaudra à
^ des forces normales Z^ , Z| , Zs, . . . qui y seraient appliquées ; il faut ô ^ donc qu'il y ait une résultante
unique et tombant dans Tintérieur du polygone ABCDÂ . Dans ce cas, les équations générales se réduisent à
X=so, Fr=o, Z-i-Z, -h Zj -♦-... = 0, L -+- Z,/, -h Z,/, H- . . . = o, M — Z| JTi — ZtjXj — . . . == o,
N=rO.
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Or a donc lealement trois équations d'équilibre X= o, i'= o. N = o. Les trois autres équations font aHUuln les pressions do plan aux points d'appui. On voit qac s'il T a trois points d'appui, tes pressions Z,, Zi, Z|«rontdetcnnÎDées; mais ai le corps repose aarlepIanxOr jor pins de trots points, le nombre des înconnacs ■a^ pnncn te noBbn des équations et le problème sera ind^
Ea vèkbiè dans chaque cas particulier In presàon av «^■«■n 4es points d'appui sera déterminée; mais cette !■< niiin me pourra pas être calculée par l'analyse prératNBie: smlemcot, ce qne l'on dnt conclure des (bt- Wiles qne nous venons de démontrer, c'est qu'il j ann «i^ùhbre si elles ont lieu, et réciproquement ellea «Mt ■KOMsaires pour l'eqnilibre.
Observons enfin qu'il n'existe pas dans la nature it owp» paifaitement solide et qne les forces Z,,Z|,... dép««dn>ut généralement de la consti tation du corps donui- V^iaoi qu'il en soit, il est ntile d'étudier le cas hypolliéli^o du solide parfait, parcuque les conditions d'éqù- UtMv des corps naturels se ramènent à celles des solitlM [urfails.
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TRENTIÈME LEÇON
ÉQUnJBBB DES FORCES APPUQUÉES A DES œilDONS.
équilibre des forces appliquées à des cordons qnt passent par nn même point. — Cas où Vnne des cordes passe dans un anneau. «-> Équilibra da polygone Amicnlaire. — Cas où les forces sont appliquées à dee anneaui. — Cas où plusieurs cordons sont attachés au même sommet.
ÉQUILIBIS DBS FORCBS APPLIQUÉES ▲ DBS COUDONS QUI PASSENT PAR UN MÊME POINT.
383. Soient P et Q deux forces qui agissent aux extrëmités d*ane corde supposée flexible et inextensible. Si ces forces se font équilibre^ la corde doit être tendue en ligne droite, et ces forces doivent être égales et contraires \ car m ces deux forces n*avaient pas la même direction que le cordon, rien ne les empêcherait de le faire tourner, et si, étant dans la même direction, elles n'étaient pas é^es et contraires elles feraient avancer la corde dans sa direction. La valeur commune des deux forces est ce qu'on appelle la tension du fil.
384. Si trois forces P, Q, R^ agissent sur un point A, par Tintermédiaire de trois cordons qui se réunissent en
Fig. i3i. ce point, et si elles se font équi-
libre, Tune quelconque de ces forces devra être égale et directement opposée à la résultante des deux autres; d'où Ton conclut que ces trois cordons sont dans un même plan, et que chaque force peut être représentée en grandeur par le sinus de Tangle formé par les directions des deux autres.
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On a donc seulement trois équations d'équilibre X= o, jr= o, N &= o. Les trois autres équations font ooniulttv les pressions du plan aux points d^appui. On voit que s'il y a trois points d'appui, les pressions Zj» Zt, Z| teront déterminées; mais si le corps repose sur leplanxOj par plus de trois points, le nombre des inconnues surpassera le nombre des équations et le problème sera indéterminé.
Elu réalité dans chaque cas particulier la pression sur chacun des points d'appui sera déterminée; mais cette pression ne pourra pas être calculée par l'analyse précédente; seulement, ce que l'on doit conclure des formules que nous Tenons de démontrer, c'est qu'il y aura équilibi*e si elles ont lieu, et réciproquement ellfis sont nécessaires pour l'équilibre.
Observons enfin qu'il n'existe pas dans la nature de corps parfaitement solide et que les forces 2^, Zt 9. • • dépendront généralement de la constitution du corps d<mné. Quoi qu'il en soit, il est utile d'étudier le cas hypothétique du solide parfait, parce que les conditions d'équilibre des corps naturels se ramènent à celles des solides parfaits.
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TRENTIÈME LEÇON
ËQUIUBBE DES FORCES APPUQUÉES A DES œUDONS.
Équilibre des forces appliquées à des cordons qal passent par vn même point. — Cas où Tone des cordes passe dans un anneau. —> Équilibre dn polygone ftiniculalre. — Cas où les forces sont appliquées à des anneaui. — Cas où plusieurs cordons sont attachés au même sommet.
ÉQUILIBaB VIES FORCBS APPLIQUÉES ▲ DBS COUDONS QUI PASSENT PAR UN MÊME POINT.
383. Soient P et Q deux forces qui agissent aux extrémités d'une corde supposée flexible et inextensible. Si ces forces se font équilibre^ la corde doit être tendue en ligne droite, et ces forces doivent être égales et contraires ; car n ces deux forces n^avaient pas la même direction que le cordon, rien ne les empêcherait de le faire tourner, et siy étant dans la même direction, elles n'étaient pas é^es et contraires elles feraient avancer la corde dans sa direction. La valeur commune des deux forces est ce qu'on appelle la tension dujil.
384. Si trois forces P, Q, R^ agissent sur un point Â, par Tintermédiaire de trois cordons qui se réunissent en
Fig. i3i. ce point, et si elles se font équi-
yv libre, Tune quelconque de ces
^\^ c forces devra être égale et direc-
tement opposée à la résultante des deux autres^ d'où Ton conclut que ces trois cordons sont dans un même plan, et que chaque force peut être repré- ■entée en grandeur par le sinus de Tangle formé par les des deux autres.
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mets B, C, D, E sont appli(jiu'es des forces quelconques P, P^ P'^ P'^', agissant par l' intermédiaire de cordons qui se réunissent en ces points. Il est inutile de supposer plus de trois cordons réunis au même sommet; car d l'on avait^ an sommet B, un autre cordon sollicité par une force Q, on pourrait composer cette foroe avec la. première et ne considérer que la résultante des deux forces P et Q.
390. Dans V état d* équilibre, chaque cordon, telqu» CD, iloit être tiré par deux forces égales et contraires qu^on peut supposer appliquées à ses deux extrémités^ En effet, si Ton coupait le cordon CD au point I, Fëqui— libre serait détruit et chacun des deux points C et D se— rait entraîné dans une certaine direction. Les deux forces qui solliciteraient ces deux points étant actuellement détruites par la liaison que le cordon établit entre eux, sont nécessairement contraires et dirigées suivant le prolongement du cordon CD, Chacune de ces forces représente la tension du cordon.
391. Ce principe conduit aux conditions d'équilibre du polygone funiculaire.
La force P et la force H, dont on peut supposer le point d'application transporté de A en B^ ont une résultante X dirigée suivant le prolongement du cordon CB. E^ effet, puisqu'il y a équilibre, il ne sera pas troublé, si l'on suppose le point C fixe, et on voit bien alors qneX doit avoir la direction BC. La force X mesure en même temps la tension du cordon BC ; car puisqu'il y a équilibre, celui-ci doit être tiré en C par une force ^le et contraire à X. En transportant X au point C, on voit de même que la résultante T des deux forces X et P'est dirigée suivant le prolongement de CD et mesure la tension de ce cordon. Cette tension T est donc la résultaui^ des forces H, P, P' transportées parallèlement à elles* mêmes au point C. En continuant ainsi, on verra qo^
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la tension V du dernier cordon s'obtient en composant
les forces H, P, P^ P', P'^^ transportées parallèlement k
elles-mêmes au point E, et comme il y a équilibre, cette
/brce V est égale et directement contraire à la dernièie
force R.
Ainsi toutes les forces immédiatement appliquées au f^^fygone funiculaire f transportées parallèlement à elles» rr^^mes en un point quelconque, se font équilibre autour c£^ ce, point, et la tension de chaque cordon est la ri" s m^ hante de toutes les forces qui agissent d*un même côté d^ ce cordon.
392. On peut arriver k ce résultat d'une autre mari i 4re, en supposant le polygone solidifié de telle sorte que l^s droites qui joignent les points consécutifs ne puissent p^s changer de longueur. Il en résulte d'abord que toutes I^^s forces transportées parallèlement à elles-mêmes en tmvi point doivent s*y faire équilibre. Ensuite l'équilibre r»e devant pas être troublé, si, en supprimant la partie DEC, on applique au point D, suivant le prolongencacnt CD, une force égale à la tension Y de ce cordon, il r^aut que la force Y et toutes celles qui agissent sur la pstrtie conservée ABCD, se détruisent. La tension du cordon CDestdonc égale à la résultante des forces H, P, P^, comme on l'a vu par l'autre méthode.
393. En supposant connue la figure du polygone en équilibre, on peut déterminer le rapport de deux forces ^^ de'deui[ tensions quelconques. En effet, comme chaque sommet doit être séparément en équilibre sous l'action ues forces et des tensions qui y sont appliquées^ on a
sinABC
H sinPBC P "" sinABC '
X sinFCD
P' sinBCD '
^^^însi de suite.
Storm. " Méc,^ U.
&mABP
sinBCD sinBCP''
sont égales, d'où résulte que H = K. Toutes les forces peuvent alors s'exprimer au moyen de la tension U et des angles 6, C, . . • du polygone par les formules
P=: aHcos-B, P'= aHcos-C,.. ..
399. SI Ton se donnait la figure du polygone, on connaîtrait par là en grandeur et en direction les forces qu'il faudrait appliquer k chaque sommet pour le tenir en équilibre. Ces forces prises en sens contraire seraient les pressions exercées sur les points 6, C, D,. . . s'ils devenaient des points fixes sur lesquels passerait la corde ABC. • .F.
400. Supposons que les cordes extrêmes AB, EF soient dans un même plan. Soit I le point de rencontre
Fig. i34. de leurs directions, et soit U
une force égale et contraire à la résultante de H et de K. D'après un principe connu (391), U est la résultante des forces P, P', P', P*'^ Par conséquent, pour avoir la tension des cordons extrêmes, il suffit de décomposer suivant leurs directions la résultante de toutes les forces transportées
parallèlement à elles-mêmes au point de rencontre de
ces cordons.
401 . Si toutes ces forces sont parallèles, si elles représentent des poids, par exemple, tout le polygone est compris dans un même plan vertical. Pour exprimer que toutes les forces transportées parallèlement à ellesmêmes en un point se font équilibre, il suffira de deuic équations. Si Ton prend deux axes dans le plan de» forces, l'un horizontal, Tauire vertical, et si a et fr, e et^
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«ont les aagles formés avec ces axes par les cordons en-
irèmes, on aura
Ecosa ■+■ Rcos« = o,
Hcos& -hKcos/-HPw-f-F-f-P''H-...=oj
la première équation euprîme que les composantes horizontales des tensions H et K sont égales et contraires.
CAS ou IL Y ▲ PLUSIEURS CORDOlfS ▲ UN MÊME SOMMET
DU rOLTGOIVE*
402. Nous aTons supposé qu'il n'y avait que trois forces appliquées a un même sommet du polygone. Quand Qn nombre quelconque de cordons, sollicités par des forces, ^ réunissent en un même point, il faut, pour requière, que Tuné quelconque d^entre elles soit ^ale et di- '^co^ement contraire à la résultante de toutes les autres. Fig. j35. Si l'on fixe un point sur chacun
des cordons, excepté sur un seul AP, on peut se proposer de trouver les pressions que la force P exerce sur les points fixes. S'il n'y a que trois cordons, non si- ^^m dans le même plan, la question se résoudra en dé» ^ixiposant la force P en trois autres agissant suivant les prolongements des cordons. S'il y a plus de trois cor* ^^tts, le problème devient indéterminé, puisqu'on peut ^^^c^mposer la force P d'une infinité de manières en ^'^utres forces dirigées suivant ces cordons. Cette in- <^^t«rmination est analogue à celle que Ton rencontre T^^nd on cherche les pressions exercées par un corps ^<^tre un plan sur lequel ce corps repose par plus de trois
AA
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DIRECTION DE LÀ TENSION DANS UN FIL EN ÉQUILIBRE
403. Soit AMB un fil flexible, d'une très-petite sear, atuchë par ses extrémités à deux points fixes A et B,
et dont tous les points sont sollicites par de très-petites forces.
Soit M un point quelconque de ce fil. Les deux parties AM, MB exercent Tune sur l'autre, dans l'état d'équilibre, des actions moléculaires égales et contraires. On ne connaît pas la nature de ces actions, mais on admet que tooles celles qui proviennent de AM agissant sur MB, te réduisent à une force unique T appliquée au point M, et de même que la partie MB exerce sur AM une action qui se réduit à une force ^ale et contraire à T. La valeur commune de ces deux forces est ce qu'on appelle la ten- Si'on du fil au point M. On pourra donc, si Téquilibie existe, supprimer la partie AM, pourvu qu'on applique au point M une force égale a T.
404. En considérant le fil comme la limite d'un polygone funiculaire dont les côtés deviennent infiniment petits, on est conduit à admettre que la tension s'exerce suivant la tangente au point M à la courbe que forme
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le JiL Mais on peut démontrer directement ce principe de la manière suivante :
Fixons un point M^ voisin de M, sur le fil et solidifions la partie intermédiaire MM^; l'équilibre ne sera pas troublé. Mais alors, d'après les conditions d'équilibre d'un système dans lequel se trouve un point fixe, les couples qui résultent de la translation au point M' de la force T et des forces qui agissent sur tous les points matériels du fil compris entre M et M\ doivent se détruire. Comme ces forces ne sont pas nécessairement dans un même plan, le moment du couple (T, — T) est moindre que la somme des moments des couples provenant de la translation des autres forces ou au plus égal à cette somme.
Si l'on abaisse la perpendiculaire M' H sur la direction de la force T, et si l'on désigne par 0 l'angle M'MH, le moment du couple (T, — T) est
T.M'H=T.MM'sinô.
Soient fi la masse d'un point compris entre M et M' et P la force appliquée à ce point, rapportée à Tunîté de masse; ftP sera la force motrice appliquée à ce point. Le moment du couple (/xP, — fxP) est plus petit que fxP.fxM' et à fortiori que fxP.MM'.
La somme des moments de tous les couples analogues est donc moindre que MM'.Ps2/i, P, désignant la plus grande valeur de la force P dans toute la portion MM' du fil et S (A la somme des masses des molécules qui composent cette portion du fil.
On a donc
T.MM'sinô<P,.MM'2a,
d'où
La tension T a une valeur finie, car elle doit faire
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équilibre aux forces qui sollicitent la partie BM, Comme Tinégalité précédente a lieu quelque petit que soit Parc MM', on voit que si le point M' se rapprocha indéfiniment du point M, sind et par conséquent 0 deviendra plus petit que toute quantité donnée. Mais à la limite la corde MM' devient la tangente en M à la courbe; donc c*est suivant la tangente qu'agit la tension T.
ÉQUILIBRE D*Ulf FIL SOLLICITÉ PAR DE PETITES FORCES.
405. Cherchons maintenant les conditions d'équilibre d'un fil AMB, fixé â ses deux extrémités A (a, by c) et B (a', b\ c) et dont tous les points sont sollicités par depe-
Flg. 137. tiies forces. Soient M (x,y, z)
et M ' (j: -H d[r , j -H rf^, JB -*- rfa) deux points infiniment rapprochés sur le fil. Soit MM' = ^. Si T et T' sont les tensions du fil aux points M et MM'arc MM' doit être en équilibre sous Faction de T, de T' et des forces qui sollicitent les points compris entre M et M'. Cet équilibre a encore Heu, si Ton suppose Tare MM' solidifié. Donc les forces doivent être telles, qu'en les transportant parallèlement à elles-mêmes en un point elles se fassent équilibre.
406. Soient e le produit de la section normale par It densité au point M, P la force qui agit en ce point, et X, Y) Z ses composantes parallèles à trois aies Ox, OjTj Oz, L'arc MM' étant infiniment petit, on peot considérer e, X, Y, Z comme constants pour tous les points de MM'. Or T agissant dans le sens M' M, ses composantes seront
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Les composantes de T' seronl égales à celles de T, prises en sens contraire et augmentées de leurs différentielles,
-I-4Î)' ^ï-^(^i> 'È^'i'ty
D'ailleurs en considérant MM' comme un petit cylindre,
Xtd>, YiiiSf ZtiiSf
sont les sommes des composantes des forces qui agissent sur les points de Tare MM'. On a donc
(0 )^(tS)-^^'^' = ^
-h Zids = o.
Dans la question qui nous occupe il n'y a qu^me seule variable indépendante^ supposons que ce soit x. Les équations (i) serviront i déterminer j^, z, et Tinconnue auxiliaire T en fonction de x. Ces équations sont nécessaires et suffisantes, et nous allons vérifier, après leur int^ration, que si elles ont lieu, toutes les forces qui agissent sur le fil, en y comprenant les tensions K et K', aux extrémités A et B de ce fil, satisferont aux six équa* tions générales de Téquilibre.
INTÉGRATION DES ÉQUA.TIOKS (l).
407* Intégrons d'abord la première des équations (i) par rapport à 5, entre les limites qui correspondent aux extrémité du fil, dont la longueur est /, on aura
Soient e^ff g'i ^\J\ s! ^^^ angles que les tangentes à
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Ja courbe aux points A et B font avec les axes, et K, H les forces qui proviennent de la fixité des points A, B, forces égales et directement opposées aux tensions des éléments 'extrêmes du fil. Cette équation devient
(3) Kcostf -+-K'cos^ H-
/ Xf^ = o;
elle signifie que la somme algébrique des composantes parallèles à l'axe Ox, de toutes les forces qui agissent sur le fil, est nulle. En intégrant les deux autres équations du système (i), on arriverait i la même conclusion, par rapport aux deux autres axes. Ainsi les trois premières équations de Téquilibre (365) sont satisfaites,
408. On peut aussi retrouver les équations des moments. Multiplions les deux premières équations (i) par y et x^ et retranchons la première de la seconde. Il en résulte
Or
par conséquent, en intégrant entre o et /, on aura K (flcos/ — 6co8ff ) -{- K' [a'cosf — 6'cose')
-f- f {Yx--\j)gds = o
Jo
Cette équation signifie que la somme des moments de toutes les forces qui agissent sur le fil, par rapport à Vaxe Ojs, est nulle. On obtiendrait de même les équalions des moments par rapport aux deux autres axes.
La même chose peut se dire d^une partie quelconque du fil, pourvu qu'on joigne aux forces qui sollicitent tous ses points, deux forces appliquées tangentiellement a ses extrémités et équivalentes aux tensions que cette partie éprouverait de la part du reste du fil.
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La première des équations (i) peut être mise sous
la forme
dx dx
dT — -hTéf — -f-Xfc/j = o.
ds ds
Soient a, |3, y les angles que la tangente au point M fait avec les axes et X, /i, v les angles que le rayon de courbure p fait avec les mêmes axes : on a
dx .dx dscosl
— z=z cosa, d— = -,
ds ds p '
les équations (i) peuvent donc s'écrire comme il suit :
Tds dTcosa H cosX -f- Xtds = o,
Tds (4) { dTcosp H cosf* -}- Ytds = o,
Tds dTcosy H cosv -+- Zids = o.
Sous cette forme elles expriment qu'il y a équilibre entre la force dT dirigée suivant la tangente, la force
Tdi
dirigée suivant le rayon de courbure et la force
motrice P£ ^5 de Félément de masse. D'où Ton conclut que le plan osculateur à la courbe est déterminé par la tangente et par la direction de la force P.
IS
^9 ^. En observant que
cos'a 4- cos'P -+- cos'y = i, cosa cos\ + cosp cosfi •+■ cosy cosv z=z o,
^*^ ^Ura
dT 4- • (Xdx ■+- Ydy -f- Zdz) =o,
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d*où
(5) rfT = — • (XcLc -h Ydjr -f. Zdz).
La différentielle de la tension se trouve ainsi exprimée en fonction des composantes de la force qui agit au point considéré.
41 1. Si la densité et l'épaisseur ne changent pas dans toute rétendue du fil, alors e est constant; si Ton suppose en outre que
soit la différentielle exacte d'une fonction de x, jj 2, — /(XyjTj z)j alors on aura
et pour un autre point x'^y\ z\
d'où
Ainsi quand €{lLdx -hYdj -hZdz) est une diffc* rentielle exacte, V accroissement de tension, quand on passe d^un point à un autre, est indépendant de la figure du fil, puisqu'il est indépendant de la relation qui existe entre x, y et z.
Un pareil cas se présente lorsque toutes les forces
X T Z qui sollicitent le fil lui sont normales. Puisque û*» p' p
sont les cosinus des angles que la force fait avec les axes,
on a
a dx Y «^ 5.î^ —
p ûïï *^T ST "^ p Ts'^^
mdx -f-yrf/-+-Z£/» = o,
On a donc
dT = o, d'où T = C,
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c'est-Ji-dire que la tension est constante. Dans ce cas, les équations (4) deviennent
— cosX = — Xt,
T (7) {~cos|i=— Yc,
— cosv = — Zc;
P élevant au carré et ajoutant, on aura
et comme
il en résulte ou
T=Pp.,
Comme la tension est constante, on voit que la force motrice esi en raison inverse du rayon de courbure. Soient a', ^', y' les angles que la force P fait avec les
axes : ou a
T X = Pcosa' = — cosa',
Y=:PC0SS'=: — COSS',
Z -- P ces 7' =: — COS7'.
En substituant ces valeurs dans les équations (7), on a (9) cosa' := cos^, cosp' ■= cosf*, C0S7' = cosv,
d'où l'on -conclut que la force P est dirigée suivant le prolongement du rayon de courbure du fil au point M.
413. Ces circonstances sont réalisées lorsqu'un fil est tendu sur une surface S par deux forces qui le tirent à
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ses extrémités, car Téquilibre étant sujq[K>&é exister, k résistance de la surface en ses différents points éqnivaut à de petites forces normales à cette surface, et par conséquent au (il. La tension du fil doit donc être la même en tous ses points, et par conséquent les forces qui le tirent à ses extrémités doivent élre égales entre elles et k cette tension. Eu outre, le plan osculateur du fil est en chaque point normal à la surface fixe, d où il résulte que cejil traverse sur la surface la ligne la plus courte entre deux Quelconques de ses points.
COURBE FORMÉE PAR LE FIL
414. Pour avoir la courbe formée par le fil, il faut éliminer T entre les équations (i). On peut à cet effet commencer par intégrer ces équations, ce qui donne
d'où Ton déduit
(Lt djr dz
A-i- jXtds B-^- JYtdt C-{- fzids
415. Mais si Ton veut arriver à des équations purement différentielles, on commencera par éliminer flT entre les équations (i) mises sous cette forme :
dx dx
Tr/ T- 4- rfT — -4- X «<i> = o,
T:d^^dT^'hYids = o, ds ds
' dz dz
Td— -hdT — 'i-Ztds = o; ds ds
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9» obtient aÏDsi
l'où
ds \ds ds ds ds J
1%dz — Zdr rw^/d^ j^ dx dz\ d^ - ' =^ {ds '^ ds - di '' Hp
dx d -— — dy d — Xdy-^Ydx _ dr -^ ds
Xdz — Zdr , .d.v , .dz
dzd dxd -—
ds dx
Dn a d*ailleurs
c) r/T = — I (X^ 4- Y^r -^ Zrfz),
On substituera dans cette équation la valeur de T irée d'une des équations (a), et l'on aura une équation contenant les différentielles dej^ considérée comme fonction de X jusqu'au troisième ordre et celles de z jusqu'au leuxième. L'équation [h) ne les contient qu'au deuxième leulement. L^intégration de ces équations introduira donc cinq constantes arbitraires, que Ton déterminera en exprimant que la courbe passe par deux points donnés et (]n'elle a une longueur donnée.
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TRENTE-DEUXIÈME LEÇON
CHAINETTE. - COURBE DES PONTS SUSPENDUS
Équation différentielle de la cbatnette. — Équation de la diatnette fo termes finis. — Propriétés de la chaînette. — Détermination de la !«&• sien en un point quelconque de la chatnette. — Remarque sur le oeotre de grarité de cette courbe. — Courbe des ponts suspendus. — Yaleor de la tension. — Autre méthode — Constructign de la courbe.
ÉQXTÀTIOM DlFFÉilElfTIBI.LB DB LÀ CHÀIHETTB.
416. La courbe ABC, formée par un iil pesant et homogène, suspendu à deux points fixes A et C, a reçu le nom de chatnette.
Celle courbe est contCDae dans le plan vertical passant par les points A et C; car si une portion de cette courbe était bon de ce plan, en la supposant solidiUée, et fixant les poiuis où elle rencontre le plan, elle tournerait autour de la droite qui joint ces points, à cause de la pesanteur de ses molécules. Prenons ce plan verlical pour plan de xj et traçons deux axes rectangulaires Ox et O/, le premier horizontal et le second vertical et dirigé de bas en haut. Le système des équatious (i), n"" 406, se réduit à
rf/l^] H- 1X^5 = 0,
417. Ou peut mettre ces équations sous une forme plus simple. En premier lieu on a X = o. Ensuite le fil éUDt supoosé homogène, si xs est le poids de Tunité de Ion*
-htYdszzzo.
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gneiiTt uds sera le poids d'un élément ds^ On aura donc êYfls z=ztdsjet les deux équations se réduisent à
418. La première équation donne T— = const. Appelons ah la tension au point le plus bas de la courbe, tension qui s'exerce horizontalement. On aura
T— — o/i, doù T = Br//-— .
fis ax
Portant cette valeur dans la seconde équation, on a
Telle est Yéqunlion différentielle de la chaînette. Il 8*agit maintenant de Tintégrcr.
ÉQUAT101V DE LA CHAINETTE EM TERMES FINIS
/ dy^ dr
A\9^ En remplaçant as par éiri/ 1-4- ~» puis -~
par Pj il vient
/i dp (l) dx=: 1_^,
Il faudrait ajouter une constante^ mais on peut supposer cette constante nulle, si Ton prend pour axe des j" '^ verticale qui passe par le point le plus bas de la coti rbe, sans du reste fixer Torigine; car, dans cette hy-
dr P^l-lièse, on doit avoir x = o pour ~- = o,
Storx. ~~ Méc, II. 4
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4S0. On tire de Téquation (a)
djc^ ' dx
iijc* dx
ajoutant et retranchant successivement ces (équations l'une de r autre, on a
dx
Ces deux équations s'intègrent immédiatement. La première doune
et la seconde, en remplaçant le radical 4 /
il- —-\ (4) s^L\e'>'-e *j.
tiy''
ds
^ P*'" di'
Il n'y a pas de constante à ajouter dans ces deux intégrales, si Ton prend pour origine sur la verticale qui passe par le point B, un point tel que OB = ft, et si en outre on convient de compter les arcs à partir du point B.
D'après son équation
=M.vr^).
la chaînette est symétrique par rapport à Taxe des j*.
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En comparant les équations difTéreutipUea avec celles qui résultent de leur intégration, ou trouve
dx
(3) foù
En voîci rinterprëtatïon géométrique :
La première signifie qu'en chaque point M de la chaînette, la projection MK de l'ordonnée de la coui^be sur la normale MN est constante et égale à /i. Eu effet ,
sj
MK = j^ cos PMK =- ,
L'équation (3) exprime que la projection MI de l'ordonnée sur la tangente MT est égale à Parc 6M, compté à partir du point le plus bas de la courbe. Eu effet
MI = IPtangT=:A^Î
dx
mais -f- = y : donc dx h
MI
Enfin Téquation (4)9 conséquence des deux autres, signifie que la longueur désignée par A, Tare MB et Tordonnée y forment un triangle rectangle dont l'ordonnée est l'hypoténuse.
422. On peut obtenir les formules précédentes d'une lUanière un peu différente. Reprenons l'équation (418)
dsz=hd
C^Ue donne d'abord l'équation (3). En y remplaçant as
Sa
parrfxy/i^rg,
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on a
(7) d'où
dx^ dx
, dr . djr .
-^ dx dx
dr
d'où, en intégrant,
(8) r = Ay/
dx^ dx
Un verra comme précédemment qu'il n'y a pas de consiaales à ajouter à ces valeurs.
423. La courbe, lieu des points I tels que MI = arcBM, est une développante de la chaînette. La droite IP est tangente à cette courbe au point I, et la longueur IP de celte tangente comprise entre le point I et Taxe des x est
constante et égale h li.
i24. Le rayon de courbure de la chaînette est égal à la normale MN, mais dirigé en sens contraire. En effet, l'équation
donne
(dx^ dx
dx
donc* si p désigne le rayon de courbure, on a
dx^
Maïs réqnation donne
Donc enfin
mais
donc
[lo) p = MN.
D^ail leurs ce rayon de courbure est en sens inverse de la norni.tle MN: en efTrt, on sait qu*îl est toujours dans la concavité de la courbe; mais celle-ci tourne sa convexité vers Taxe des x, puisque son équation ^ant
ds z=z hd-^t cl s croissant en même temps que x, la dérivée seconde -j-~ est toujours positive.
On a vu (418) que T= ciA — -, donc, puisque
, th K = A -7-1 on a
eue
Ainsi la tension de la chaînette en chaque point est }D report tonnelle à V ordonnée de ce point. Au point le plus bas, pour lequeljr = A, on trouve T=:ctA, comme >n devait s'y attendre.
426. On peut encore obtenir la tension au moyen de a formule générale
</T = — t{Xdx -f- Ydy 4- Zdz).
Ici on a
donc doù
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Xs=0| Z = o, tT = 9;
dl = fadx.
TzsaX'
On n'ajoute pas de constante, parce que l'on doit avoir T = u/i pour j' = h.
CONSTEUCTION DE LA CHAINETTE.
427. Menons (Jig. i4i) P* •'^9) la verticale CE et les horizontales AE et CG qui rencontrent Taxe des j eùD et G. Posons
AD = /, DE = ^, OB = A, BD=:/. aj b ei l sont connues, et il s'agii de déterminer X', k', h
On a d'abord une première relaUon en exprimant que la somme des arcs BA et BC est égale à /. Or de
BA=-(^-r^), Bc=-(/-rï^)j
on tire
par conséquent
On a une autre équation en calculant les ordonnées do points A et C et égalant leur différence à b :
TAtltn-OBOXltolE LBÇOir. 55
On pent remplacer ces deux équatioos par^Ws deQX sui*
vantes :
qui , muliipliées membre à. membre et observant que Ar -f- Al' = II, donnent
d'où
428. Cette équation ne contient que la seule inconnue A. Pour la résoudre, posons — =6, ^/' — 6'= o/i, d'où
et en développant le numérateur en série,
Observons que Ton a /i >^ t , car
or pour 0 = o le premier membre de l'équation (5) est nul, et il est infini pour d = oo . D'ailleurs il croit avec 0 d\ine manière continue. Il existe donc toujours une valeur de 0, et une seule, qui rend le premier membre égal k n — i .
429. Si / est peu supérieur à la corde AC, n — i et par suite 0 est une quantité très-petite. On peut donc
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avec ane grande approximatioo, poser
d'où
e = ^girrô=y/6(i^-,)'.
on aura ensuite h au moyen de la formule A = — -
L'équaliou
à cause de Ar + ^' = a devient
d'où l'on tirera h. Enfin on aura h* par Téquation
et Ton obtiendra la quatrième inconnue y* au moyen de Téquation évidente
431 . Si les deux points A cl C sont à la même hauteur^ on a 6 = o et les formules se simplifient. On a 9\ot^
i = Â'=-> puiscjue la courbe est symétrique par rap-
port à B/.
mBMÀEQUB SUE LE CBRTEE OE GEAVITÉ UB LA CHAlHBlTf-
432. Le calcul des variations apprend que de toutes le) coui'bes d*une longueur donnée, tracées sur un pla0 entre deux points donnés et qui tournent autour d*Oft
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axe ntoé dans ce plan, la chaînette est celle qui engendre faire minîmnm. Il résulte de là que, de toutet lea courbes qui remplissent les mêmes conditions, la chaînette est celle dont le centre de gravité est le plus voisin de cet axe, ou le plus bas si celui-ci est horizontal; car la surface engendrée ayant pour mesure, d'après le théorème de Guldin, la longueur de Tare multipliée par la circonférence que décrit le centre de gravité de cet arc, on voit que cette circonférence sera la plus petite possible dans le cas de la surface de révolution minimum.
COURBB OES PONTS SCJSPEKDUS.
Soit un Gl homogène ABC, suspendu a deux
points fixes A et C, et dont les éléments sont sollicités par des forces verticales proporliouneiles aux projections de ces éléments sur une horizontale Bx.
La courbe affectée par ce fil est celle que forme la chaîne d'un pont suspendu lorsqu'on néglige le poids dn la chaiiic elle-mèmr.
11 est clair d*abord que la courbe foruiée par cette chaîne est dans le plan vertical mené par AC. Traçons dans ce plan deux axes, Tuu vertical, Tauire horizontal. Eu appelant T la tension au point M, et a la force totale qui sollicite une portion de la chaîne dont la projection horizontale est égale à Tunité de longueur, on a par les formules générales (406)
Si Ton appelle uh la tension de la courbe en son point le plus bas, on a, en intégrant la première équation,
an
SS . COWS DB MéCâHfQinS*
On Toit d^i que la composante horizontale de la tetuion ^t conaunte. Portant cette valeur de T dan» la aecondc équation « on aura .
d'où
dr ^ hd^z=dx,
dx
dx
Il i/y a pas de constante à ajouter^ si Ton convient
prendre pour origine le point le plus bas de la cour
dy car alors on doit avoir — = o pour jc = o. En int^ra.
cette éqaaiioD , Ton a
On n'ajoute pas de constante, parce qu'on doit avoir simultanément x =? o, ^ == o.
On voit que la courbe est une parabole dont Taxe est vertical et dont le sommet est au point B.
La tension T se détermine au moyen de la relation
T = fah
ds dx
L'équation
donne
ds dx
quenl
par consé-
Ainsi la tension, égale à xsh pour x = o, augmente avec X.
TftlHTIS-nEUXIBaUE lEÇOW
AUTRE MAirifellB d'obTBUIE LES RÉSULTATS PRÉCéOEXITS.
Fig. i4i.
435. Od peut arriver sans intégration aux résultats précédents. Soit ABC ]a courbe cherchée. Prenons poifr
axes ta tangente BX au point le plus bas et la droite Bj^ perpendiculaire à ÉX.
Soient M mt point quelconque de la courbe, T la tension en ce point, H la tension au point B. En supposant la partie BM solidifiée, il doit y avoir équilibre entre T, H «t toutes 1rs forces qui' sollicitent les éléments compris entre les points B et M. Ces dernières ont une résultante Q dont la direction rencontre BP en son milieu I. En effet, si l'on partage Tare BM en un très-grand nombre d'éléments ayant des projections égales, la force qui sollicite chaque élément pourra éire considérée comme ayant son point d'application au milieu de la projection corresjpondante. Leur résultante Q doit donc passer par le milieu I de BP. Cette force devant faire équilibre aux tensions H et T, il faut que la tangente MT prolongée passe au poiut I. En outre les trois forces H, T, Q se faisant équilibre, on doit avoir
IK
Or la force Q étant proportionnelle k j:, on peut poser
Q =r btj:,
en désignant par a la force totale qui tire une portion de la corde dont la projection est égale à Tunité. Soit aussi
comme précédemment a A = H : comme IP = -: IK = j^,
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la proportion précédente peut s'écrire
d*oà
2hx == X* i la courbe est donc une parabole.
436. On obciendrait, d'une manière analogue, la tension au point M. On a, en effet,
BD=:/, AD =2 A, DE=:X
et la tension /i.
De Téquation de la courbe
on déduit îmiuédiaieineut
d'où
%hf=k% !lh(/—b)=:l'*
2hb = A*— k''=z (A H- ifc') (X- — A') = a (ifr — A'),
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i cause de k -h k' =^ a. On a donc d'où
a bh >, A bh
la % a
438. Il faut maintenant exprimer que la longueur de la courbe ABC est égale â /. Or on a
d où Ton lire facilement
en déterminant la constante par la condition que Ton ait 5 = o pour x = o.
En faisant tour à tour dans cette formule x = fc, x = A' et ajoutant les résultats, on aura
+ A» I [k' + v^AM-A-'») — 2^» I /i.
Les valeurs de A* et de V étant substituées, on aura une équation transcendante d*une forme très - compliquée. Cette équation se simplifie, quand les points Â et C sont
à la même hauteur : alors 6 = o, Ar=:A'=-et Ton a
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TRENTE-TROISIÈME LEgON-
PRINCIPE DES VITESSES VIRTUELLES
Définition de U vitesse TÎrtuelle. — Définition du moment TÎrlaél. — Énoncé généra] du principe des vitesses virtuelles. — Démonstrttiot de ce principe dans le cas d'un point matériel, — de deux points nilériels dont la distance est invariable, — dans le cas général d'un sysIéiM à liaisons complètes.
DÉFINITION DE LA VITESSE VIRTUELLE
439. Soient A, A', A'^ . . . , des points malcriels quelconques soumis à de certaines conditions, comme d^ètre assujettis à rester sur des courbes ou des surfaces donuées ou à se trouver à des distances invariables les uns des autres.
Supposons tout le système transporté de la position quMl occupe dans une position infiniment voisine qui satisfasse à toutes les conditions données. Ou appelle vitesse virtuelle ou déplacement virtuel de Tun quelconque de ces points la droite infiniment petite Ka qui joint sa première position à la seconde. Le mot virtuel indique que le mouvement attribué au système est seulement possible, mais il n*a pas réellement lieu, et Ton n'a pas à considérer les forces qui seraient capables d*opërer ce mouvement.
DÉFINITION DU MOMENT VIRTUEL
440. Supposons maintenant qu'on applique aux points matériels A, A', A'\ . . . des forces P, P', P", ... et désignons par p^ p'f p'\ ... les projections des déplacements virtuels Aâ, A'a', . . . , sur les directions de ces forces. Si AC = p est Tune de ces projections, on convient de regarder p comme positive ou négative, selou qu'elle est
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dîngée k partir du point A dans le même sens que la
force P ou en sens contraire, ou, ce qui revient au même,
PI- ,f^ selonqueTanglePAd formé
par la direction de la force avec celle du déplacement est aigu ou obtus. On appelle moment virtuel (*) de /a force P le produit de la valeur' absolue de cette force par la projection p du déplacement virtuel A a de son point d* application. Le moment virluel Pp a donc le même signe que p» Il est nul si la droite A a est perpendiculaire à la direction de la force P
On peut donner une autre forme à ce moment
On a
P/*r=: PX Afl XcosPAa = PcosPA/2 X Ao;
mais si Ton- désigne par T la composante de la force P suivant le déplacement Aa, on a T =: PcosPAa; donc
P/? = TX A<i.
Ainsi le moment vinuel est égal au produit du déplacement virtuel tnultiplié par la composante de la force suiifant la direction du déplacemefit ,
On voit que le moment ^firtuel d'uuc force et la quantité de traifail élémentaire ont la même expressiou; mais la première quantité ne suppose aucun mouvement du système dû aux forces qui le sollicitent actuellement.
ÉNORCé DU PRinCfPE DES VITESSES VIRTUELLES.
442. Si des forces en nombre quelconque se font équilibre sur un système de points matériels assujettis à des conditions données, la somme des moments virtuels est
(*) Cette quantité s'appelle aussi trMutil virtuel de le force P.
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nulle pour tout déplacement viituel compatible aum les conditions données^ et réciproquement, il y aun équilibre si la somme des moments virtuels est nulle pour fous les mouvements possibles du système.
Ainsi la condition nécessaire et suffisante pour Téquilibre est que Ton ait
Nous démontrerons d'abord ce principe pour le cas d'un point unique et pour celui de deux points liés par uoe droite de longueur invariable.
ÉQUILIBRE n'uN POINT MATERIEL.
443. Soit R ]a résultante d'un nombre quelconque de forces P, P', P"-. . - appliquées à un même point A et
soit A a une droite quelconque finie on infiniment petite menée par le point A. Ap};elons r, p, p\ p"^ ... les projections de Afl sur K, P, P', P", . . . , ces quantités étant ailéctées de signes diaprés les conventions fiites plus haut, je dis que /e moment virtuel de la résultante est égal à la somme des moments virtuels des composantes.
En effet, si ly «, a', a'',. . . désignent les angles que les forces R, P, P', . - . font avec Aa, on a
R cosX = P cosa 4- P' cosflt' 4- P" cosa" -4- . . . .
Soit Aa = (7, on aura
R <r cosX = P a cosa -f- P' <? cosa' -t- P^ er casa" ... ;
mais
c cos\ = /*, a cosa = y» , a cosa' =: p' ;
donc on aura
44i. II résulte de là que si les forces P, P', P^ se font
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équilibre et ai le point A est libre dans Tespace, on aura pour tout déplacement du point A, puisque R = o,
Vp -h Vp' -h ^^p"-^.. . = o,
ce qui démontre le principe des vitesses virtuelles dans le cas particulier d*un seul point matériel entièrement libre dans Tespace.
445. Ce principe se vérifîe aussi facilement quand le point A est assujetti à demeurer sur une surface donnée
S. Tout déplacement infiniment petit A a de ce point s'effectue alors dans le plan tangent à la surface. Il en lésulte que pour réquilibre du point A il faut et il suffit que la résultante R soit normale à la surface, et qu^on ait par conséquent R ou Rr = o, ou
Même démonstration si le point A était assujetti à se
trouver sur une courbe donnée.
Si Von applique aux extrémités d^une rfro/te
rigide et inflexihle AB deux forces égales et contraires dùi" gées suii^ant cette droite , leurs moments virtuels seront égaux et de signes contraires.
Supposons que le mouvement virtuel amène AB en ab : menons la droite* AF parallèle et égale kab. La figure AF ba étant un 'parallélogramme, les projections AC et HD de A a et Fb sont égales et dirigées
Srinui. — Atée., U. 5
66 COOBS DE MÉCAMIQCI.
dans le même sens, en allant de A vers C, pais de H vers D. Or il suffit évidemment de faire voir que le rapport des projections AC = </, BD = Çt , tend vers ToDité, lorsque les points a et & se rapprochent de A et de B, en se mouvant sur des courbes quelconques AL et BH, ei qu*en outre ces deux projections, en devenant infinimeDl petites, sont dirigées dans le même sens, Toiie de A ven C, Pautre de B vers D.
Maintenant on a
fi^ BF
D'un autre côté lim--— n'est pas infinie, à moins q«
AG
Aa ne soit perpendiculaire à AB. En effet, BFetAC
sont deux grandeurs indépendantes Tune de Tantre,
puisque pour transporter AB en afr, on peut d^abordftirt
tourner cette droite autour du point A, puis la transport
ter parallèlement à elle-même en ab. On conçoit alon
que le rapport des droites BF et AC doit tendre en géoé»
rai vers une limite finie qui dépend de la nature de
courbes AL et BM.
HB Le rapport ~— ^ donc pour limite o. Il s^nsoit qi»
le rapport
BD _ BC _
tend Ters Tunilé ei que BD est dirigé dans leaeiif HD oa AC. Ainsi les projections infiniment petites qi eiq sont ^ales et dirigées dans le même sens. D'ailleurs les forces Q et Q] sont égales cl contraires. Donc leurs moments sont égaux et de signes contraires, et Ton a
447. La même chose peut se démontrer par le calcul. Soient X, y, 2; x', y'^ z\ les coordonnées rectangulaires des points A et B. Ces points peuvent être regardés comme assujettis à se mouvoir le long de deux courbes arbitraires AL et BM, avec la condition que Ton ait toujours
l désignant la longueur de AB. On aura donc, puisque/ est une constante,
(a/ — x) . r' — Y *' — 2 \ ^ Idx H- ^—j ^ dy H ~dz
= —^d^ + ^-^dy' ^ —j^dz\
Soient ds = Ka^ ds' ==Bb les éléments des courbes AL, BM correspondant à une position infiniment voisine de la droite AB. La relation précédente peut se mettre sous la forme
/j/ — X elx y' — T dy z' — z dz\ \ / li "* ? d^ "^ T~ ds)
- '^^ ^~7~ ds' "" ~7~ d^ ^ ~r d^'j ' oiais on a
x' — X dx y' — Y dy z' — % dz
cosBAa = h =- -- ^ ,
/ ds i ds i ds
, x' — X dx* r' — y dv' z' — z dz
pourvu que ds et ds' soient positifs, condition qui peut
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toujours être remplie en prenant convenablement les origines de ces arcs. On a donc
ds cosBA a = ds' cos ID b OU
d'ailleurs les forces Q et Qi sont égales et de sens contraires . donc la somme de leurs moments virtuels est nulle.
DÉMOIVSTRATIOlf DU PKI!«C1PE DBS VrrESSBS VIRTUELLES OAIfS LB CAS d'un SYSTÈME A LUISOUS COMPLÈTES.
448. Soient A {x,y, z), M (x',j', z'), A"(x V', z"),„. un nombre quelconque n de points assujettis à des conditions données. Ces conditions seront ordinairement exprimées par un certain nombre d'équations entre les coordonnées de ces points. Le nombre des équations doit d^ailleurs être moindre que 3n, sans quoi chaque point aurait une position fixe et resterait en repos quelles que fussent les forces appliquées an système; mais il peut être égal à 3/i — i. Dans ce cas, où le système <*st dit à liaisons complètes, tous les points sont assujettis à demeurer sur des courbes données AL, A'L',. . ., et ie déplacement de Tun des points entraine celui de tous les autres. En eflel, en éliminant x\y% z'y x", y'\ z'\ etc., on tirera des équations données les valeurs de j^ et de z en fonction de x, savoir :
et CCS équations représenteront une courbe AL, sur laquelle le point A (x, /, z) sera obligé de demeurer. On
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▼erra de la même manière queles autres points ne peuvent se mouvoir que sur des courbes déterminées. En outre, toutes les variables moins une, jr, pouvant s'exprimer en fonction de ceUe-ci, quand on connaîtra la position de Fnn des points, A par exemple, celles de tous les autres seront déterminées : les déplacements infiniment petits qu'on peut faire subir aux points du système ont donc avec l'un d'eux des relations qui résultent des 3n — i équations données.
449. Chaque point peut se mouvoir sur la courbe dans deux sens contraires, ce qui donne lieu à deux moments virtuels égaux et de signes contraires. C'est d'ailleurs ce qu'on peut voir par le calcul. Soit
une des 3/i — i équations de condition. On peut la ditlérentier en y regardant une seule des variables comme indépendante, ce qui donne
or df dz dz
On aurait en tout 3n — i équations semblables. Or si dies sont satisfaites par de certaines valeurs de ^x, ijr^ is, dx'n . . . , elles le sont évidemment aussi par les } mêmes valeurs prises avec des signes contraires, d'où \ résulte pour chaque point deux déplacements égaux et * iirigés en sens contraires.
450. Supposons qu'on applique aux points A, A', A'^, . . . , des forces P, P', F', . . . , telles, qu'il y ait équilibre. Nous pouvons ne considérer qu'une seule force en chaque point, puisque, s*il y en avait plusieurs, la somme de leurs moments virtuels serait égale au moment virtuel de leur résultante. Prenons sur une surface quelconque un point B qui soit lié avec les points A et A' par denx droites rigides AB, A'B, mobiles autour du point
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B. Appliquons en A et B, suivant AB, deux forces Qy*-Q égales et contraires, puis en A et B, suivant A'B, den forces Q\ — Q' égales et contraires. L*écat du sptfaoM ne sera pas changé.
Quand le point B se déplace infiniment peu, il est obligé de se mouvoir sur une courbe déterminée, car il doit être sur uue surface donnée et rester à des distança également données des points A et A'. Cela posé, appelons toujours p, p\ p^^ . . . , les projections positives on négatives des vitesses virtuelles des points d'application, A, A', A'', etc. Désignons par Q/f le moment virtuel de la force Q appliquée au point A, et par QY celui de la force Q' appliquée au point A'. L'intensité de Q' étant arbitraire, on peut en disposer de manière que les forces P' et Q' appliquées au point A' tiennent ce point en équilibre sur la courbe A'L^ Il est nécessaire et suffisant, pour cela, que la somme de leurs moments virtuels soit nulle (446) ou que Ton ait
P>'-hQ'7' = o.
On peut alors supprimer P' et Q' appliquées en A'. On
peut aussi disposer de Tintensité de la force Q, desortf
que les deux forces — Q, — Q' tiennent le point B en
équilibre sur la courbe où il est obligé de demeurer, ce
qui exige, puisque les moments virtuels de ces deux forcfs
sont, d'après le lemme précédent, — Q(j et — Q'^S q*
Ton ait
delà et de Téquation précédente on déduit
qq = ^P'.
Ainsi Tétat du système ne sera pas changé si Ton supprime la force P' appliquée au point A', pourvu qœ ]*ob applique au point A une force Q dont le moment virtad soit ^al a celui de la force P'.
TREHTB-TROISlklCB LBÇOV. Jl
On pourra de même supprimer les forces appliquées aux autres points A^, A^, . . . , pourvu qu'on applique au point A des forces dont les moments soient égaux à
On n'aura donc plus que des forces appliquées au point A. Donc, pour que le système soit en équilibre, il faut et il suffit que ces forces se fassent équilibre et par consé* quent que la somme de leurs moments soit nulle. On aura donc
vp -h p>' -f- vy -.- . . . = o.
S*iln'y a pas équilibre, les forces appliquées au
point Adonneront une résultante R qui ne sera ni nulle ni
Fig. i47« normale à la courbe A a et qui
par conséquent aura un moment virtuel Rr plus grand ou plus petit que zéro, selon qu'elle tendra à faire mouvoir le point A dans le sens A a ou dans le sens contraire, c'est-i-dire selon qu*elle fera avec A a un angle aigu ou un angle obtus* Or
donc selon que la somme ZPp sera positive ou négative, les forces teodent à mouvoir le système dans le sens Aa oa dans le sens contraire. Et si ie mouvement A a est empêché, il faut et il suffit, pour qu'il y ait équilibre, que ZP/; soit nulle ou négative.
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TRENTE-QUATRIÈME LEÇON
SUITE DU PRINCIPE DES VITESSES VIRTUELLES
Démooslration du principe dans le cas d'un système à liaisons incomplètes. — Cas où les liaisons sont exprimées par des inégalités. ~ Aslif forme de l'équation des vitesses rirtuelles. — Usa(;e de cette éqastiN pour trouver les conditions d*équilibre.
SYSTÊMB A LIAISONS INCOMPLETES.
452. Nous allons maialenanl étendre le principe des vitesses virtuelles à un système à liaisons incomplètes, ou dans lequel les coordonnées des points sont liées entre elles par un nombre i d'équations, / étant <^Zn — i .
Je dis dabord que s'il y a équilibre, la somme des moments virtuels est nulle. Considérons en effet Ton quelconque des déplacements compatibles avec les liaisons du système. On peut établir de nouvelles liaisons au nombre de 3/t — i — /, telles, que le déplacement virtuel en question devienne le seul possible. Mais alors les forces qui agissent sur tous ces points dont le système est devenu à liaisons complètes, se faisant encore équilibre, la somme de leurs moments virtuels doit être égale î zéro. Celte somme est donc nulle pour tout mouvement virtuel compatible avec les conditions du système.
453. Réciproquement, quand la somme des moments virtuels est nulle, Téquilibrc existe. Eu eflet, si lesfo^ ces appliquées au système pouvaient le mettre en monvement, tous les points éprouveraient simultanémeot des déplacements très-petits pendant un -temps très-oooit* On pourrait, sans changer ce mouvement, établir de nouvelles conditions qui rendraient le système 1 liaiiooi
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complètef, et qui empêcheraient tout le mouvement virtuel différent de celui qu'on suppose avoir lieu. On aurait donc un système à liaisons complètes, dans lequel la somme des moments virtuels serait nulle et qui ne serait pas vn équilibre.
Le théorème des vitesses virtuelles se trouve donc étendu à un système quelconque.
LIÂISOnS QUI s'eXPRIMEI«T PAR DES INÉGALITÉS.
454. Quand les liaisons qui existent entre les dillérents points d*ua système sont exprimées par des équations, chacun d'eux peut éprouver deux déplacements égaux et de sens contraires. Mais dans certains systèmes il n'en est pas ainsi.
Par exemple, concevons un point A placé sur une surface fixe S, dans Tiulcrieur de laquelle il lui est impossi- Fig. i48. ble de pénétrer, c'est-à-dire qu'il
peut se mouvoir d'un côté du plan tangent, mais non de l'autre. Il est clair que sMl se meut dans le plan tangent, il pourra toujours se déplacer dans deux sens opposés A^i et A a'; mais pour tout autre mouvement son déplacement sera possible dans un sens et impossible dans l'autre.
455. Les conditions de cette espèce sont ordinairement exprimées par des inégalités. Par exemple, si un point est posé sur nn plan fixe et ne peut se déplacer que d'un côté de ce plan, en prenant celui-ci pour plan des xy et prenant Taxe des z dans le sens de son mouvement possible, on aura pour ce point 2^0, et il faudra exprimer que la variation de z est nulle ou positive, c'est-àdire poser l'inégalité
De plus on exprimera qu'un point ne peut pénétrer
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dans Tintérieur d'une sphère fixe dont le centre serait i l'origine des coordonnées, au moyen de la relation
R étant le rayon de la sphère, el si le point est actuellement posé sur la surface sphérique, on aura en le ' déplaçant
xSjc -^jr^X -*• z^» Jo.
456. Si le système A, A\ A",. . ., est assujetti & des conditions de ce genre, le principe des vitesses virtuelles subit une modification. Il suffit alors, pour Téquilibre, que la somme des moments virtuels des forces soit nulle ou négative pour chaque mouvement virtuel de cette espèce. Si le système est à liaisons complètes, cela résulte de ce que nous avons dit plus haut (457) dans le cas où le mouvement du point A est empêché dans un certain sens* Si le système est à liaisons incomplètes, le théorème se démontre en introduisant un certain nombre de conditions telles, que le système devienne à liaisons complètes.
AUTRE FORME UE l'ÉQUATION DES VITESSES VIRTUELLES.
LVquatiou
peut se mettre sous une forme plus commode. Soient ^*f' '49- X, Y, Z les composantes pa-
rallèles aux axes de la force P appliquée en A. Désignons par ^x, ijr^ dz les variations des coordonnées de ce point pour un déplacemt^nt virtuel A a, compatible avec Tétat du système, de sorte que les coordonnées du point a soient x -f- ÎJC, y -f- dy^ « -f- d «.
Le moment virtuel de la force P étant égal à la «omme
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des moments virtuels de ses composantes, on a
P/? z= \$x -h y ^j 4- Z^s; on a de même
py = x'^y H- Y'*/ -H Z'^»',
et ainsi de suite. En substituant ces valeurs dans Tëqualion (i), elle devient
(2) l{\Sx -h. YSx -h Z9z) = o.
CONDITIONS d'équilibre D^UH SYSTÈME.
458. Voici maintenant comment on déduit du principe général des vi tesses virtuelles les conditions d'équilibre d'un système donné. Supposons que les liaisons qui existent entre les divers points du système soient exprimées par les équations
Ces équations devant être satisfaites par les nouvelles coordonnées des points, après un déplacement infiniment petit compatible avec Tétat du système, on aura
dL ^ dL ^ dL ^ dL ^ , dx^'-^ dy^^-^ dJ'^dx'^'-^
i/M ^ dyi ^ i/M ^ d^ ^ ,
dx tiy '^ dz daf
. . = Oy
-— Jx H — Jr -+- -7- d« -4- -7-7 6x -h , . . = o,
dx djr dz dx'
Pour bien comprendre ces équations, il faut concevoir qu^aux i équations données on ail ajouté 3/i — 1 — i équations nouvelles, telles, que le déplacement considéré devienne le seul possible. Alors toutes les variables moins une deviennent fonctions de celles-ci, et on peut, sous ce point de vue. différentier les équations (1). D^ailleurs on ne diminue pas ainsi la généralité de la question, puisque le déplacement particulier que Ton considère
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peut être Tun quelconque de ceux qui sont compatibles avec l'état du système.
459. Les équations (2) au nombre de z contiennent in variations îx, djr^ î s, ... pi y en a 3 w — / qui sont arbitraires, et les autres, au nombre de i\ dépendent de celleslà. Si on porte les valeurs des dernières dans Téquation
(3) y (Xêx -f- Tf ^j -f- Zêz) = o,
celle-ci contiendra seulement 3/i — i termes multipliés chacun par l'une des 3/f — 1 variations arbitraires, et comme la relation (3) doit être vérifiée quelles que soient ces variations, il faudra égaler â zéro leurs 3/i — « coefficients. On aura ainsi in — /' équations qui, joîutcs aux équations ( 1), donneront 3/z équations nécessaires et suffisantes pour Téquilibre, entre les composantes des forces et les coordonnées de leurs points d'application.
460- L'élimination de i variations au moyen du système (2) peutscfaireparlamétlioJedcs multiplicateurs. Multiplions la première par X, la seconde par (x, etc., et ajoutons-les membre à membre avec Téqualion (3). Déterminons les quantités X, jijl, . . . qui sont au nombre de / par la condition que les coefficients de 1 variations soient nuls et égalons à zéro les 3/ï — /autres coefficients. Koiis aurons les 3/i équations suivantes ;
^ ^ ilL dM rfJV
€i,r dx dx
,, , rfL rfM f/i\
dx ^ dy djr
(4) \ r, ^dL dVL dV
dt ^ dz d%
^, ^i/L dVL rfN
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46f • Réciproquement, si ces équations ont Ken, je dit que les forces se font équilibre; car, en multipliant ces équations respectivement par dx, ày^ âz^ ix'f. et ajoutant, on retrouve Téquation
/^ ^ £/L dM \ ^
qui se réduit k Téquation (3), en ayant égard aux relations (a) : or l'équation (3) exprime que la somme des moments virtuels est nulle.
462. Les équations (4) conduisent k une conséquence remarquable. On voit quVIles resteront les mêmes et que Téquilibre actuel du système subsistera si Ton supprime la condition L = o, à laquelle le système devait satisfaire dans tous ses déplacements, pourvu qu^ou joigne aux forces primitives de nouvelles forces, savoir une force appliquée en A et dont les composantes parallèles aux axes seraient
^ dL . dh . r/L
^^' ^dP' ^^7'
une force appliquée en A' et dont les composantes seraient
dh dL dh
et ainsi de suite. La liaison exprimée par Téquation L = o produit donc ces forces.
L*intensité de la force qu'il faut appliquer au point Â, par exemple, est égale à
/(dhy (dLy /dLy
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et sa direction est celle de la normale à la surface représentée par Téquation
quand on y regarde x, j^, z comme seules variables, puisque les cosinus des angles que la normale fait avec les
, . dL dL dh axes sont proportionnels a -7-» -r-j -r— * * dx dy dz
Les conditions M = o,N = o, etc., peuvent de même être supprimées, pourvu que Ton applique à tous les points du système des forces convenables. Ces forces auxiliaires, qui peuvent tenir lieu des liaisons qui existent entre tous les points, sont celles qui produisent les tensions et les pressions dans les liaisons du système.
Enfin, si Ton supprime toutes les liaisons, ce qui rend tous les points libres, on voit que les forces P, P'» . . . appliquées à ces points libres sont détruites par les forces
dfA
.dh
dM
dh
dM
dz
^ dz'
dz
K)int A,
.dh
'da^'"'
dh
dVi
dN
dy
^dh
rfN
^dzf'
^dz^'
dl''
appliquées au point A', ainsi de suite.
SUR LES DIVERS MOUVEMENTS WRTUELS d'uR SYSTÈME.
463. Un mouvement viriuel quelconque se compose de 3/2 — I mouvements virtuels particuliers et distincts.
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Soient iiX, dtjr^ iiZ^ i\X' , ... les variations des coordonnées des points pour un premier mouvement; itX^ ^tjj dfl<« ^tx\ • - • pour un second mouvement. Enfin, k étant égal a 3/i — /, soient dtX^ Skjr^ i^z^d^x' ^. . . les variations des coordonnées pour un A'^"^ mouvement. On a les équations
dh ^ dh ^ dh ^ dL ^ j dx djr dz dx
(i) {^M. d9& ^ dM^ dM ._,
aje djr dt dx
auxquelles on satisfera de la manière la plus générale, en supposant
^X = a, ^, X -f- flj ^a X -f- ûj ^, X -f- . . . -h ûi ^i X ,
^y =,a^^,y -\- a, ^^y 4- «i ^%r -I- . . . -f • «i ^ir , (2 ) \ Sz = tf I ^, « -f- a, ^a « -f- «» ^4 » -+- . . . -4- fl* ^i » ,
^1 9 ^S9 • • «Y ^ft étant des indéterminées au nombre de A ou de in — i. En eiïet ces valeurs satisferont aux équations (i); ensuite parmi les 3 A variations, il y en a A auxquelles on peut donner des valeurs tout a fait arbitraires. En déterminant convenablement les A facteurs /3i , at , . . . , aji, ces variations restant au nombre de / se trouvent déterminées par les formules (a) de manière à satisfaire à toutes les équations (i). Donc, etc.
Il faut toutefois qu'il n'y ail pas de relations linéaires entre 5iX, d^j'y ... de la forme
biôiX H- 6, ^2 X -h . . . -^ bk^kx = Oy
^1 0,^ -h ^, ^î/ -h . . . -h ^* Sty = o,
^, ^, x' H- b-i 5j .r' H- . , . -i- bi d^ .r' =: o,
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c*est-à-dire qa*aucua des déterminants provenant du système
^1^^ ^%y% ^%*f OiX , . . . ,
ne soit égal à zéro.
464. Ainsi comme application la plus simple, pour Téqui libre d^ un point libre il faut et il suffit que la somme des moments virtuels soit nulle pour trois déplacements virtuels quelconques du point, et Ton choisit les trois déplacements virtuels parallèles aux axes. Tout autre déplacement virtuel est compose de ces trois-là.
Pour un point situé sur une surface donnée, deux déplacements particuliers suffisent, et sur une courbe un seul déplacement est possible.
465. En général soient L = o, M =r o , . . . les équations de condition. On prendra 3« — /quantités 0,^,9,... fonctions dex,^, z, x',... etdoni les variations seront toutes arbitraires. L'équation des vitesses virtuelles deviendra
et comme ^L, dM, . . . sont nulles et que dtjp, â^^ sont arbitraires, on aura
TRKIITZ-GI>QUIËME LEÇOS.
TRENTE-CINQUIÈME LEÇON
APPLICATIONS DU PRINCIPE DES VITESSES VIRTUELLES
Équilibre d^an tyttème iiiTariable. — Cas où le système est géoé pir quelque obstade. — Équilibre du polygone funiculaire. — Propriété de Téquilibre.
ÉQUILIBRE DVV SOLIDE IffVlRIABLE.
466. Od peut déduire du principe des vitesses virtuelles les conditions d'équilibre d'un système solide, formé de n points matériels liés entre eux d'une manière invariable. Cherchons d*abord le nombre de ces conditions. Trois points étant pris au hasard dans le corps, pour exprimer que leurs distances mutuelles ne changent pas, il faut trois équations. Il en faut ensuite 3 (n — 3) ou 3/i — g autres pour exprimer que les n — 3 autres points restent à des dislances invariables des trois premiers. Ainsi les liaisons du système établissent 3/i — g + 3 ou 3/i — 6 équations entre les coordonnées de tous ces points. Comme on doit avoir en tout 3 n équations pour déterminer les coordonnées des n points du système, il y aura donc six équations d'équilibre.
On pourrait obtenir ces équations en appliquant
la méthode générale; mais il est plus simple d'imprimer au système six mouvements virtuels arbitraires et indépendants les uns des autres, de telle sorte que les relations qui en résulteront entre les forces, ne pou-
Stcrx. — àlée,, II. 6
Fig. i5o.
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Tant se déduire les unes des autres, seront précisément les six équations d'équilibre.
Le déplacement le plus simple consistera k faire mouvoir le Qorps parallèlement à Tun des axes, Ox par exemple, de telle sorte que tous ses points décrivent de petites droites A a, A!a'^ toutes égales. Alors ijr^ izj âj \ iz\ - . . , sont nuls et dx = Sx^ = Sx", ....
Dans ce cas Féquation générale
(ï) V (Xèx -h Y^j^ + Z9z) = o
devient, en supprimant le facteur commim ixj
on aura de même
468. On obtiendra les trois autres équations d'équilibre en faisant tourner le corps successivement autour des trois axes. Supposons d'abord que la cotation sVffeetue autour de Os. Le point A décrira un élément Aa d*une circonférence LAH de rayon AC ^:=: r et parallèle au plan xOy» Soit Tangle AGI = ot>. On a d'abord dz = o, puis à cause de
jr = rcosw, /==rsin»,
on a, la rotation étant mesurée par Tangle do),
^Jî = — r sin w ^«, Sjr =zr cos w Jw ou bien
Donc
- X^x 4- Y Sx ^T- ZSz = (Yx — Xx) *«»
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et de même
X' *y -4- Y' Sx' -h Z' Sz' = (Tx' - X>') ^w.
On a donc, en substituant ces valeurs dans TëQuation (i) el supprimant le facteur constant dta^
(5) ^ (Yx - Xjr) = o,
et de même
(6) ^(Z/-Yz) = o,
(7) V(Xz— Z4?)=0.
69. On peut déduire du principe des vitesses virtuelles les équations des moments sous leur seconde forme (367).
Décomposons la force P (Jig. i5o, p. 81) en deux autres. Tune Z parallèle a O2, Tautre Q située dans le plan du cercle lÂH parallèle au plan xOjr. Imprimons au corps un mouvement de rotation, de manière que le point A décrive un petit arc de cercle A a dont le rayon AC est perpendiculaire à Oz. Abaissons CD r= g perpendiculaire sur la direction de la force Q et imaginons celle-ci transportée au point D. La force P est remplacée par les deux forces Z et Q. Or le moment virtuel de Z est nul, puisque Télément A a est perpendiculaire à cette force. Quant au moment virtuel de la force Q appliquée au point D, c'est le produit de celte force par q ^ot). On a donc, en appelant Vp le moment virtuel de la force P,
Vp = Qy S<ù.
On aura de même pour les autres forces
et Téquation d'équilibre (5) devient
Elle exprime, comme nous Tavoiis vu, que la somme de$ moments des forces par rapport à Taxe O^ est nullr.
AUTRE MANIERE d'obTENIR LES COUDITIOVS D*ÉQU1LIBIB
D^UK SYSTÈME SOLIDE.
470. Concevons les points du corps rapportés à un nouveau système d^axes rectangulaires. Les coordonnées (x^j\ z) d*un point seront liées aux nouvelles coordon* nées i>ar les équations
et Ton aura entre les constantes a,a\,,. les équations de condition
rt»
ab
Oj
IC
ÙC
Le système étant solide, si Ton conçoit que les axes des ^19^1^ ^1 9 ^n lassent partie, un déplacement quelconque du système changera la position de ces axes, aussi bien que x^jr, Zy mais ne changera pas Xt , ji , -^t • Donc
ISx -'Sa -{'Xiêa -k-yiSb -f- «, àc , 5jr — ^ -f- jPj ^a' -H J^i Sb' -4- », Sc\ Sz^Sf -^x.Sa" •^y^Sb''-\- z, Se",
Supposons qu*avant le déplacement les axes des X| ^y^ , «i, coïncident avec les axes des x, j , z^ alors ou aura
X = X| y y ^=zjrtf zz=,Zif
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et par conséquent
O -r-- I , A r-rr O, C = O9
^fl =0, 9b' =:^o, Se*' = o (*),
et les équations de condition (3) donneront, par la différentiation,
êb'^9a'=zOj èe-hèa'' = Of ^c' -f. ^^'^ = o.
Posons
Sa' =: - ^6 = ^», ^tf = — 9fl''=: (îiP, ^r ::zi — Se' = 0>,
on aura
Sx = ^a — yS» -h *^\[>,
^^ = ^ -h X J» — zS<f^ Sz =zSy — xS^ — J^f ;
et en substituant dans Téquation générale
\ (X^x-h Y^^-r-Z^«) = o, il vient
Sa\x -4- Sî\y -i- Sy\z -r- JwV (Yx — Xj^)
Les variations da, dS^. . , étant arbitraires, cette équation ne peut avoir lieu que si les coefficients de ces variations sont nuls -, on retrouve ainsi les conditions exprimées plus haut (467, 468).
ÉQUILIBRE n'vif SYSTÈME SOLIDE GÊNÉ PAR VU OBSTACLE.
471. Si le système renferme un point fixe O, on prendra ce point pour origine des coordonnées et on exprimera, au moyen de trois équations, que les distances
(*) Ce* dernières équations peuvent s'obtenir en différentiant les formnlei (3 ) et en introdaisant les hypothèses a = i, « = 0, ...
mutuelles des points A, A' et O sout constantes; puis par 3 (n — 2) équations que les distances des n — 2 autres points à A, A' et O restent invariables, ce qui fait en tout 3/1 — 6-f-3ou3/i — 3 équations de condition entre les coordonnées des points du système. Donc il j aura, dans ce cas, seulement 3 équations d'équilibre entre les forces. On obtiendra ces trois équations en fai* sant tourner le système successivement autour des trois> axes. Il est évident d'ailleurs qu^à cause de la fixité dim point O, il est impossible de faire mouvoir le corps pa — ralièlement à un axe comme lorsqu'il était libre.
472. S'il y a deux points fixes O et H, ou, ce qui re — vient au même, un axe fixe OH, on prendra cette lign^ pour axe des z. On exprimera, par deux équations, qu^ les distances du point A aux points O et H sont invariables et, par 3 [n — i ) équations, que les distances des n — c autres points aux points O, A, H sont également invm— riables, ce qui fait en tout 3n — 3-4-2 ou 3/i — 1 relations entre les coordonnées des différents points du corps. Ainsi le système est à liaisons complètes; et, en eflet, un seul déplacement est possible, c'est un mouvement de rotation autour de Taxe OH . C'est par ce déplacement virtuel qu'on parviendra è la seule équation d'équilibre à laquelle les forces appliquées au corps doivent satisfaire (373).
ÉQUILIBRE nu POLTGOIIB FOHICULAiaE.
473. Soient A, A', A'^, . . . , A ^'*~ *\ /i points onispâr Fig. i5i. des cordes formant uo
polygone de n — i c^tè dont les sommets sont tirés par n forces P, P, K..., P<—*>. Il faut d'abord exprimer que les longueurs des côtés sont données et égales a /, A
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', . • • 9 en désignant par x, j^, r, x\ y\ «',.,. les coordonnées des points A, A', . . . par rapport & trois axes K*^ctangalaires, on aura les n — i équations
/'- V'(ar^~a/)»-^(y-/)»-t-(»*'-*'j' = 0.
En différentiant ces équations, on aura
t n <^- 2 équations analogues. A ces/» — i équations \\ faudra joindre la suivante
2(X«x -h Xiy 4- Za») = o.
474. En employant pour l^élimination des n variamions la méthode générale des multiplicateurs et en faisant usage des mêmes notations, on obtient les 5 n équations
x'-hX— ^^^ hf* — p — =0,:
88 C0U18 OB MÉC41IIQVB.
et
X'H-ft — p h» p =
On aperçoit facilement la loi diaprés laquelle ces équations sont formées. En éliminant entre elles les n — x indéterminées X, fx, v,. . . , ou aura 3n — [n — 1) on a/1 + I conditions d'équilibre.
475. Les quantités auxiliaires X, fx, v,... ne sont autre chose que les tensions des divers cordons, en
supposant ces quantités positives. En effet X -^ — $
^ y X — - — sont les composantes parallèles aux
axes d'une force égale à X, agissant suivant AÂ'de A vers A'. Or les relations (i) font voir qne cette force X et la force P, appliquées au point A, se détruisent. Ainsi l mesure la tension du cordon AA'. On retrouve en même temps (e résultat connu (389) que la force P est dirigée suivant le prolongement de A A' lorsque le polygone est en équilibre.
Les équations (2), outre les composantes de P, contiennent celles d'une force égale et directement contraire à X, c'est-à-dire agissant au point A\ suivant AA' de A' vers A. Les mêmes équations renferment les valeurs des composantes parallèles aux axes, d'une force égale À fA et dirigée suivant A' A'' de A' vers A'^ si la quantité fi est positive. Ces trois forces se font donc équilibre au point A^ Ainsi fx mesure la tension du coi^ don A^A''. On verrait de même que v est la tension du cordon KI'I^'\ et ainsi de suite.
TRBlTTB-CrilQVlkME LEÇON. 89
476. U est facile de prouver que la tension d'un cordon quelconque est la résultante des forces qui agissent d'un même côté de celui-ci, transportées parallèlement à elles-mêmes en un point de sa direction. Ce qui précède le démontre pour le premier cordon. Pour le second, il suffit d^ajouter deux à deux les équations (i) et (2) : ou a ainsi
X'-hf* — ^ï — =0, y" — y'
z' -4-iMt ^ T' =0.
^^ i^nlte de li que les forces P, P' et la tension jui du cor- ^^ A'A^, cette deroière agissant de A' vers A'', se font ^T^libf e. Donc une force égale et contraire â fA qui me- ^re aussi la tension du cordon A' A'' est la résultante des '^t'ces P et P'. On verrait ensuite, en ajoutant trois i ^is les équations (i), (a), (3), que la tension du cordon vivant est la résultante des forces P, P' transportées ^u A^ et de la force P'', et ainsi de suite.
477. Si X, fA, y,... n'étaient pas toutes positives, le po- Ijgone funiculaire ne serait pas en équilibre; car si /x, par exemple, était négative, les points A' et A^' seraient tirés par deux forces égaies et contraires qui tendraient i les rapprocher. Cependant l'équilibre aurait encore lieu si les cordons étaient remplacés par des droites rigides, car on a exprimé que les distances AA^ A' A', . . . doivent être constantjBS.
sua UNE PROPRIÉTÉ DE L^ÉQUILIBRE.
478. La formule des vitesses virtuelles conduit à une remarque importante.
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Supposons que le premier membre de TéquatiOD
soit la variation exacte d'une fonction de x^Xy z^x^, y' y z\. . .^ considërëes soit comme des variables indépendantes, soit comme des variables liées entre elles par les équations L = o, M =: o, etc., on aura
y (X^jr -h Y*7 -i- ZSz) =z S/{x,x, », x', /, «*, . . .).
Il faut et il suffît pour cela que X, T, Z, X^, . . . soient lesdétivées partielles de la fonction y*, par rapp<m i x^jTy z^x'y.,.. Alors pour la position d'équilibre et sen* lement pour celle-là, là valeur correspondaute de It fonction /(x,^, Zj. , .) est un maximum ou un minimum, si toutefois cette fonction est susceptible d^nn maximum ou d'un minimum ; car pour toute autre pnâtion du système, sa variation est différente de xëro. On démontre que l'équilibre est toujours stable quand le maximum existe; cela veut dire que si Ton écarte on peu le corps de sa position d'équilibre, il tend k y revenir ec atteint cette position après un temps plus ou moins long. Si le minimum a lieu, l'équilibre peut être insubie, auquel cas le corps un peu dérangé de sa position d'équilibre n'y revient plus.
L'expression
est une variation exacte quand les forces motrices sont dirigées vers des centres Gxes et fonctions des disunces de leurs points d'application aux centres. Supposons, pour simpliâer, qu'il n'y ail qu'un seul centre K (a, é,c); soit R (X, Y, Z) l'intensité de la force qui agit au pmnt Â(x,^, 2) suivant AK; supposons-la attractive et soit
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AK. =- /*. On aura
GU bien
i cause de
(x — ii)> -f- (r — ^)' -i- {* — c)» = r\
On trouTerait -F Rd'r, si la force était répulsive. De même en désignant par R' (X', Y', Z'J , R'^ (X^ Y'', Z^) , . . . les forces attractives ou répulsives qui agissent aux points A'j A" y . , . situés aux distances r^, r'\. . . du centre fixe, on aura
Cette fonction est unediflTérentielle exacte, si, comme on le suppose, R est une fonction de r, R' une fonction de r', etc.
480. Si les forces R, R^ R^', . . . supposées attractives ont pour expressions
fi étant un coefficient constant, le second membre sera la différentielle exacte de
Ainsi, dans ce cas, la fonction
est un maximum ou un minimum quand il y a équilibre.
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481. Le premier membre de Téquation générale det vitesses virtuelles est encore une diiTérentielle exacte, quand les forces considérées proviennent des actions mutuelles des points du système et qu'elles sont simplement fonctions des distances mutuelles des pointa qui agissent les uns sur les autres.
Soit en effet R la force avec laquelle deux points A(x^jr. z) et A'{x\j'\ z') agissent Fun sur Tautre. La force qui tire A vers Â' a pour composantes parallèles aux axes
et les composantes de la force égale i R qui tire A' vers A
sont
ces forces introduisent donc dans 2 (X<ïx -H T ^/ -i- Ut] un groupe de termes
~ R ^^(^x' - ^x) - R^^^(a/ -. ^r; - R^-— ?(*«'-- Jî) ou — R <ïr, à cause de Téquation
H = (x — x')» H- {y —yy-^ {* — »' )'.
Il en résulte que
V (X^x -+-y^7 -h Z^s) == —V Rir.
Or d'après l'hypothèse \ R(}r est une différentielle
exacte.
S'il n'y avait que deux points et qu'ils fussent assujettis à demeurer i une distance constante l'un de l'antre, on aurait Jr-.= o et qrRJr=o. Par conséquent li somme des moments virtuels de deux forces égales et contraires agissant suivant A A' est nulle; c'est le lemme dont on a fait usage au n^ 446.
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Considérons encore un système de points pesants
Soient p^p'^ p^^i • • • leurs poids et supposons qu'il n*y ait
pas d'autres forces que la pesanteur. Si nous prenons
Taxe des z Tertical ou dirigé dans le sens de celte force,
Téquation des moments Tirtuels se réduit à
ptïz -T-p'èz' -}-... = o :
on a donc
è{pz-^p'z! -\' [/'ff' -^ , ..) = o.
Soient P la somme de ces poids et Zx le z du centre de gravité du système, on a
pz-^-p'z' -i- p^z" -^ .,.^=z VZx
et
ou
Ainsi, dans la position d'équilibre le centre de gravité est le plus haut ou le plus bas possible. C'est ce qu on avait déjà remarqué i propos de la chaiuette.
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PRINOPE DE D'ALEMBERT.
Démonstration dn prineipo de d'Alemberi. — Remurqne sur ce prineipe. — Éqaation générale du moQTement d*un tyilème. — GooaéqMneai de cette éqaation.
DéMOnSTRATIO» DU PaïKCIPE DE d'aLEMBEET.
483. Le mouvement d'un système de 'points assajetUs à des conditions quelconques et soumis è des forces qndconques se détermine au moyen d'un principe très général que Ton doit à d'Alembert. Mais avant de le démontrer, nous allons rappeler la définition générale de Téquilibre.
On dit que des forces appliquées a un point ou à on système de points se font équilibre, quand Tétat de celui* ci n'est nullement changé par leur suppression. Cette définition ne suppose pas le système en repos. Il peut être en mouvement, et alors on dit que les forces se font équilibre quand, en les ôtant, ou ne modifie pas le mouvement du système.
484. Considérons un système de points en mouvement M, M', M", ... ; soient m, m', m% . . . leurs masses et P, P', P", ... les forces qui les sollicitent. Ces points sont assujettis à certaines conditions, ordinairement exprimées par des équations entre leurs coordonnées.
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Considérons en particulier un de ces points, par exem- Pj jjjj plelepointMquiestsol-
p, licite par la force P. Le / ^ mouvement de ce point ''^v^'^''^y<^^~' "'est pas le même que /^ s'il était libre. Soit Q la 1 force qu'il faudrait lui
appliquer, s*il était libre, pour lui donner le mouvement qu'il a réellement. Les composantes de la force Q parallèles
iPx d}y d}z
dt^ dt* dt*
aux axes
lont des fonctions du temps connues ou inconnues, mais déterminées. Soient de même Q', Q^', ... les forces qp'il faudrait appliquer aux points M', M'^ . . . , s^ls étaient libres, pour leur conserver le mouvement qu'ils ont dans le système. On voit que si Ton substitue les forces Q, Q', Q", . . . aux forces P, P', P'', . . . , tous les points prendront le même mouvement qu'auparavant, sans que les mêmes conditions analytiques cessent d'être remplies; car, puisque leur mouvement est le même dans les deux cas, les équations de conditions seront encore satisfaites. Ainsi, au système des points assujettis aux conditions données et sollicités par les forces P, P', P^v9 on pourra substituer le système des points assujettis aux mêmes conditions et sollicités par les forces Q, Q^,
485. Cela posé, le système étant sollicité par les forces P, P', P^, • . . , on ne modifiera point son mouvement, si Ton applique respectivement aux points M, M', M'', . . . les forces égales et directement opposées Q, — Q, Q'j ^ Q%. . ., qui se font équilibre deux à deux. On
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vient de voir que, sans qu'on ait à changer lesliaisontda système, les forces Q, Q', Q'\... produisent le mouvement effectif. DonclesforcesP,F,F, . . . ,^Q^—Q^, — Q»,... se font équilibre, puisque le mouvement n'est pas changé parleur suppression. On arrive donc ainsi au principe qui porte le nom de d*Alembert, savoir que les forces motrices d'un système font à chaque instant équilibre à des forces égales et contraires aux forces qui prodmraient son mouvement effectif si tous ses points deve^ naient libres.
On peut présenter le principe de d'Alembert sous
une autre forme, utile dans quelques cas. Décomposons la
Fig. i53. f^*"^® ^ appliquée au point M en
deux, dont Tune soit la force désignée par Q, et Tantre une force que nous appellerons R.
Nommons de même Q', R\ Q', ""^Z^" " R^', ... les composantes ana-
logues des autres forces P, P', . . .
On peut remplacer les forces P^ F', P^', . . . par les forces
Q, R, Q', R', Mais alors on voit que les forces
R, R^ R^,. . . doivent se faire équilibre, puisque les composantes Q, Q', Q''. • • • donnent le même mouvement que les forces P, P', P'', .... Ces forces sont dites les forces perdues. Quant aux composantes Q, Q^Q',..*, on pourrait les appeler ybrc^s effectiv^es^ puisqu'elles ont sur le système le même effet que les forces motrices P, P', P^', .... On peut donc dire qu'à chaque instant les forces perdues se font équilibre.
Cet énoncé revient au précédent; car chaque force B est la résultante des forces P et — Q. Dire que les forces R se font équilibre, revient donc à dire que leurs compo» santés P, — Q, P', — Q', ... se font équilibre.
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487. s est bon d'observer qu'on ponrrait remplacer d'une infinité de manières les forces données par d^antres susceptibles d'imprimer le même mouvement au système, non plus libre, mais assujetti aux conditions données. En effet, supposons que des forces R, R', R^, ... se fassent équilibre. On pourra déeemposer chaque force P en deux forces R et Q. Comme les forces R se détruisent, il ne restera que les forces Q qui produiront le même mouvement que les forces P. Il en résulte que le système P, P', P'^, . . . et celui des forces — Q, — Q', — Q". . . , égales et opposées aux forces Q détinies en dernier lieu, se font équilibre. Mais cette conséquence est peu utile dans les applications, parce qu'on n'a pas l'expression analy* tique des nouvelles forces.
éQUATIOH GÊlIÉaALE DU MOUVEMENT d'd9 SYSTÈME.
488. En vertu du principe de d'Alembert, toutes les questions de mouvement se trouvent ramenées a des questions d'équilibre. Voici comment on s'en servira pour obtenir les équations du mouvement d'un système dans lequel les points sont assujettis à certaines conditions.
Soient
/équations de condition, exprimant les liaisons du système. Ces équations contiendront en général, outre les coordonnées des différents points, le temps £, de sorte que les conditions peuvent varier avec le temps.
Soit P la force appliquée au point M, dont la masse est m. Nommons X, Y, Z ses composantes parallèles à trois axes rectangulaires ; celles de la force que nous avons appelée — Q sont égales à
^m—, -m—, -^-âê'
Stoem. — Ife'c, II. 7
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Les deux forces P et — Q peuvent donc être remplacées par trois forces parallèles aux axes et qui ont pour expression
d^ dt*
On aura des expressions analogues pour les antres points M', M'',.... Comme les forces P, — Q, P\ — Q',..., se font équilibre, il faut que la somme de leurs momeots virtuels soit nulle, c'est-à-dire que Ton ait
Sx"
ou, par une notation plus abrégée,
di* d
Cette équation est vérifiée à chaque instant. Ainsi à une époque quelconque le premier membre est nul, en ayant égard aux équations (i), et 5x, dy, î«, Jx', Jy',, .. représentant les variations qui résultent de ces équations pour les coordonnées des divers points du système. Il ne faut pas confondre ces variations, qui sont les projections sur les axes des déplacements virtuels des points du système, avec les difTérentîelles dx^ dy^ dz^ dx\ ... qui sont les accroissements infiniment petits des coor-
TKBUTE-SIXlkMS LEÇOIT. 99
données dans le mouvement efTeciif et pendant Tintervalle de temps ^< (*).
COHSÉQUENCVS DE l'ÉQUATIOV GÉJféRÀLE.
Voyons maintenant comment au moyen de la relation
on obtiendra, dans chaque cas, les équations du mouvement. Les conditions
devant être satisfaites par le système dans sa position actuelle et dans celle qui correspond à un déplacement quelconque, il faudra difTérentier les équations (2) par rapport à x^jr^ z, x^ . . . , sans faire varier le temps. On aura ainsi entre les variations Sx, iy^ îz, îx',....
(*} Les déplaeements ^x, ^r,... MtUfont aaz équations ^L = o, ^11 = Oy. . . , e*eftt-à-Kiire
tandis que Ton a
rfL^ <fL^ JL_,
-r- dt -i- -- dx -T —- dy ~\- . . . =0,
dt dx djr '
On ne pourra donc pas prendre en général J x = dx^ on ne pourra le
dL dVL
faire que 8i-^ = o, — =0,..., c'est-à-dire que si les liaisons L = 0,
M = Oy . . . sont indépendantes du temps.
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les I équations suivantes :
rfL, dh^ dh. dh^ ,
dM^ rfM. dM^ dllL^ , (3) \'d^^^-^'dP^^-^-d^^''^d^^''^"^''^
dV . rfN ^ dm ^ dJi ^ ,
—- dx-h -^ J/ -f- -7- d« H- T^ox-h . . . =0,
dx djr dz dx'
Si n est le nombre des points du système, il j aura donc 3/1 — I variations arbitraires et i variations fonclioos de celles-là déterminées par les î équations précédentes. On portera les valeurs de ces i variations dans réquation (1), et égalant à o les coefficients des 3/i — 1 variations restantes, on aura 3n — î équations difFérenUelles entre le temps, les forces et les coordonnées des points du ^stème. En y joignant les i relations (a), on aura 3is équations pour déterminer les 3/i variables x, y^ ZyX\y\z\..,<t en fonction du temps f . Il restera à int^rer ces équations pour connaître la position de chaque point du sjsièoie i une époque quelconque du mouvement.
490. On peut, comme on Ta fait dans une autre occasion (460), employer la méthode des multiplicateurs. Eo multipliant les équations (3) par des coefficients indéterminés i, ji, Vy . . . , les ajoutant avec Téquation (i), pois égalant à o les coefficients des 3 /i^ variations, on a les 3 n équations suivantes :
d^x ^ dh dM JN
£//» dx '^ dx dx '
d^X ^ ^^L dM dn
di^ dx ^ df djr
(4) { d^z ^ ,dl, dU dm
""IF^^-^^-d^-^^li^'l^
,d^af ^, ,dL dM ^ i/N
'''liF^^-^^d^'-^^ZP^'d^
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L*ëHminatioQ des / indéterminées X, fx, v, . • . entre ces kjtiatîons donnera 3n — /équations : en y joignant les f équations (a), on aura 3n équations pour déterminer les valeurs des in coordonnées x^jr^ z, x\ . . . en fonction du temps.
491. Les facteurs X, fi, v» . • . représentent les forces perdues et font connaître les tensions et pressions qui i*exercent dans les liens physiques du système. Pour le bien comprendre, décomposons, comme nous l'avons fait plus Iiaut (486), la force P dans les deux forces — Q et R,
et opérons la même décomposition pour les forces P^P^
On sait que si Ton supprime les forces R, R', R'^^ ... « chaque point conservera encore son mouvement. On sait, déplus, que sous l'action des forces Q,Q^Q'^ . . . chaque point aurait encore le même mouvement, quand bien même il deviendrait entièrement libre; de sorte que les points assujettis aux liaisons données se meuvent alors sans exercer aucune action les uns sur les autres^ et par conséquent les liens physiques du système n^épronvent ni tensions ni pressions lorsqu'on a supprimé les composantes R,R'» ....
Si Ton rétablit ces composantes, elles se font équilibre è Taide des liaisons du système, et le mouvement demeure le même. On voit donc que ces dernières forces produisent seules les tensions et pressions dans les liens du système. Par conséquent, lorsqu'on connaîtra R, R^ R^, . . . , on pourra déterminer les actions que les liaisons produisent sur les points du système, et par suite les tensions et pressions que les liens éprouvent, comme on Ta vu, dans un système de points assujettis à des conditions quelconques et soumis à des forces données qui se font équilibre.
402. On a d'ailleurs les expressions des forces perdues R,R', R^,.... Les composantes do R, parallèles jiux axes.
sont
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celles de R' sont
Or les équations (4) donnent
d^x /, rfL r/M rfN
d^y /, rfL rfM rfN
rfr* V rfr HT rfr
rf>z /, rfL rfM rfN ^ "rf.'- i'rfs-^'^rf. -^^rfs-^
,rf>j/ /, rfL rfM rfN ^ '"rfr«= (^rfx-^'^rfr'-^^rf^-^-
expressions dans lesquelles il faut remplacer X, fi, v, ... par leurs valeurs déterminées au moyen des é(iuations (4)«
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TRENTE-SEPTIÈME LEÇON
DE D'ALEMBERT
Dm forces instantanées on percussions* — Extension du principe de d'AIembert anx forces instantanées. — Manière d'appliquer ce principe. — MouTement de deax points matériels unis par nn fil et reposant sor deux plans inclinés. — Antre manière de traiter ee problème. *- Cas où il y a des percussions.
DES FORCES IlfSTABTANéES.
403. L*obscrvation montre qu^il n'y a pas de force capable de produire, dans un instant indivisible, un changement fini, soit en grandeur, soit en direction, dans la vitesse d'un corps quelconque. Mais il existe des forces ijtr.'ii i\p]iMe insfnntanées et qu'on désigne aussi sous le nom de percussions ou impulsions qui, agissant avec une très-grande intensité, pendant un temps extrêmement court et presque toujours inappréciable, communiquent à un corps, dans cet intervalle de temps, une vitesse finie qui peut même être considérable.
Supposons tm corps ou point matériel sollicité par une
pareille force P suivant une droite Ox. L'équation de
son mouvement est
fn étant la masse de ce corps. Si Ton intègre cette éqna^^
lion à partir de t r::^ o jusqu'à t = d, 0 étant un intervalle
^ ^einps très-petit, comme une fraction de seconde, on a,
^i ^ est la vitesse du corps au bout du temps 0, la vitesse
to4 CODRS DE XÉCANIQUB.
initiale étant nulle,
mu = j Vdt.
Au delà du temps 0» la force P cesse d'agir, et par conséquent le mobile conserve sa vitesse acquise u. Mais alon la quantité de mouvement mii, possédée par le corps et
égale à 1 V dt^ peut avoir et aura une valeur finie, Jo
pourvu que l'intensité de la force P soit très-grande pendant la durée très-petite de 0.
494. Quand la direction de la force P est variable pendant le temps 0, on a les trois équations
X, Y, Z étant les composantes de la force motrice à chaque instant On aura au bout du temps 0 ;
^^ Jo
di'^Jo
w ^ = I Zdi.
Si Ton assimile la quantité de mouvement mu a une force dirigée suivant la tangente à la trajectoire, m —y m ~,
dz
m -j- seront les composantes de cette force fictive. C'est
pourquoi on les appelle les composantes de la quantité de mouvement. Les équations précédentes donnent lei expressions de ces composantes en fonction des compo* santés de la percussion*
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BXTBBSIO* DU P&XJICIPB DB D^ÀLBKBBmT AUX IOBGB8
DB PERCUSSION
495. Le principe de d'Alembert s^applîque aux forces de percussion, en remplaçant ces forces par les quantités de mouvement qu^elIes sont capables de produire. Reprenons la formule générale
Considérons le système depuis le temps t^ jusqu'au temps fo + 0, pendant lequel la percussion agit. Cet intervalle éunt très-court) on peut regarder les variations dx, âjr^ 8zy ix\. . ., comme constantes pendant toute sa durée. Eln effet, si ces points sont liés entre eux par i équations de condition ,
(2) L = o, M=ro, N = o,..., les variations sont assujetties aux 1 relations
dL . dL ^ dh ^ dis ^_,
dM. dU ^ dM^ dM ^ ,
(3) ^ <ir dy '^ iU dxf
d^ . dJH . dlH . ^N . ,
elx dy dz dxf
Or, pendant le temps très-court d, les points du système n'éprouvent que des déplacements insensibles, de sorte qu'on peut regarder leurs coordonnées x^y^ 2, x\y^ z'f...j comme constantes, d'où il suit que les valeurs de âxj djTj . . . , restent aussi constantes.
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406. Cela posé, multiplions l'équation (i) par dt et r^ardant Sx, iy, . . . , comme des constantes, intégrou par rapport i t, entre les limites f» et fo -i- 0- On aan
les lettres allêctées de l'indice o désignant les vateun relatives à l'époque /g, et les lettres sans indice les valeiui relatives à l'époque t^ -h 9.
Voyons maintenant ce que signifie cette équation. Lt force P dont les composantes X, T, Z sont appliqnén pendant le temps d à la masse m, communiquerait an pmU matériel, s'il était libre, une quantité de mouTement mni
dont les composantes sont (494) | Xi/t, I \dl^ jZdL
, (U dy dz , , ,
Les termes m —-< m -^i m — sont Iw composantes de u
dt lù lie ^
quantité de mouvement mi' qi
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forces ordinaires, telles que la pesanteur, qui n'ont pas une intensité très-grande.
L'équation (4) se simpliGe lorsque le système
p.ndu„po..A.o„™^,™^.™t,";^
disparaissent, et l'on peut dire qu'zZ y a équilibre entre les quantités de inouv^ement que les forces donneraient aux divers points du système s^ils étaient libres et celles qui ont lieu fffectii^cment^ et auec lesquelles ce système commence à se mouvoir, au bout du temps 0, ces der-nières étant prises en sens contraire.
MÀaCHB A SUITRB POUR APPLIQUER LB PBIlfCIPB OB n'ALBMBElT DANS LB CAS DBS PBRCUSSIOHS.
498. Pour appliquer le principe de d' Alembert, étendu au cas des percussions, il faut suivre la marche indiquée au n^ 490. Des équations
dL dx
dh
dz
dM dx
dM dy
dM
dz
ou peut déduire les valeurs de i variations et les porter dans Téquation
lU
\di -h m —- — m -— \^x dt dt )
puis on égalera a o les coefficients des 3/t — i variations
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restantes. Mais îl vaut mieux employer la méthode des multiplicateurs. On a, par ce dernier procédé^ en appelant X, fx, V, . • • , I coefficients indéterminés, les 3r équations suivantes :
dt ^ J dx ^
(3 / df dy. Ar^ dh dU
dt dt j 4r 4r
Dans celles-ci jXdt^ /Ycfe, IZdt sont les composantes de la quaniité de mouvement que la force P se* rait capable de communiquer dans le temps S au point m sMl était libre, laquelle est connue par Texpérience. On
remplacera de même jXfdty JY'dt^ fZ'^,...,par
leurs valeurs. On a ensuite 3n — / équations provenant de l'élimination de X, fi, v,. . . , entre les 3/i équations précédentes.
D*un autre côté, si Ton difTérentie par capport au temps les équations de condition, on aura i équatiou, telles que
dt '^ d^ dt '^ dx dt'^ dz dt"^ dif dt "^ ®'
d'où Ton tire i équations, telles que
dx
Idx _ rfx,\ ^L Idy^ _ dyA _ \dt 1t) dr\dt dt)'^ ®'
, I /» . ^L dL»
en regardant comme constantes les fonctions -j-j -r-*"*»
qui ne varient pas sensiblement pendant la ti'ès-courte durée de la percussion. On a donc en tout in équations
j^. • 1 o • ^'^ dy dz rfj/
pour déterminer les o/i inconnues -r? -r-» -7-» ——*...♦ *^ dt dt dt dt
c'est-i-dire les composantes de la vitesse de chaque point.
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SUR DEUX PLANS IRCLIUÉS
489. Deux corps pesants m et m' dont les masses sont m et m' sont placés sur deux plans inclinés AC, A'C\
. et unis par un fil passant
sur une poulie située au sommet des deux plans.
Les deux parties du fil sont respectivement parallèles k ces deux plans et passent par les centres de gravité des deux corps. Quelle est la loi du mouvement de cet assemblage?
On peut supposer que chacune des masses soit réunie à son centre de gravité. Soient Gm = ar,Cffi'=sa/; nommons a et aMes angles CAA', CA'A, et / la longueur totale du fil.
En n^ligeant les frottements, la force motrice du point m, dans la direction de son mouvement, est m^sina, et celle qui donnerait à ce point supposé libre
le mouvement qu'il a réellement est ^--tj-* D'après le
d*x principe de d'Alembert, la force mgsina — m — - doit
faire équilibre à la force analogue m'gsiua' — '^''znr^
qui serait appliquée au point wl et tirerait ce dernier en sens inverse. On a donc
(1) /n^^8ina--^j = /ii'^g'8ina'-.^j.
On peut éliminer x' au moyen de la relation
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se font équilibre, on aura, en vertu de ce principe,
mais d'ailleurs, à cause de or + x' = /, on a
Éliminant le rapport j-p entre ces deux équations, on a comme plus haut
^^sina - ^^ - m'(^sina' - ^) = o.
Si Ton employait la méthode des multiplicateurs pour cette élimination, il serait bien facile de montrer que k coefficient X que Ton emploierait n'est autre que la tension T du fil. En effet, multipliant Téquation (6) par — 1 et ajoutant à Féquation (5), on aura
et; en égalant séparément i zéro les coefficients de âx el
de ix'y
m'^^sîn«'~^)=X.
Ces équations ne diffèrent des équations (i) et (a) qu'en ce que T est remplacé par X. Ainsi X est bien U tension désignée plus haut (500) par T.
502. Le problème que nous venons de traiter doaoe la théorie complète de la machine d'Atwood, en posiot a=z a' =: 90^, ce qui réduit les formules (3) et (4) ^^
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^499, et (4) du n® 500, aux suivantes :
gini — /?/M
m -t- tn
CAS OU IL T A DES PERCISSIOHS
SS03. Nous avons supposé que Ton connaissait les vissées initiales des deux masses. Concevons maintenant ii.e celles-ci soienl mises en mouvement par des percusions et déterminons, dans cette hypothèse, leurs vitesses uitîales. Soient a et a les vitesses que ces percussions ^primeraient aux masses m et m^si chacune d'elles était tbre, et désignons par c la vitesse effective du point m ^pt*és la percussion. La vitesse initiale du point m' sera — o^ car, à cause de x -h x' = /, on a
eh' dx
1Û "^^ 'di'
D'après le principe de d^Âlembert étendu aux quantités le mouvement finies, il doit y avoir équilibre entre les pxantités de mouvement que les percussions communilUeraient aux deux points s'ils étaient libres et celles t^Cc lesquelles ils commenceraient à se mouvoir, ces '^t^ières étant prises en sens contraire. On aura donc
ma — m' a' m -t- m*
Snnui. — Méc.^ il. 8
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TRENTE-HUITIÈME LEÇON
SUITE DES ÀPPUGATIONS DU PRINQPE DE D'ALBMBERT
MouTement de plasieurs corps liés par des cordons. — Autre tolutioa. — M ouYement d'une chaîne sur deux plans inclinés. — MouTemeBl de deux points dont la distance est inTariable et assujetiia à deux courbes données
MOUVEMEITT DE COEPS LIÉS PAE DBS COEDOJTS.
Wf
Proposons-nous de trouver ia loi do mouyemeoi
d'un système de corps dont les masses sont m* m\ m'\ et qui, liés entre eux par des fils ou des cordons, sont mobiles sur un plan horizontal. Nous supposerons que la force
motrice est le poids d^un corps dont la masse est fi et qui
tire le dernier cordon.
A un instant quelconque, tous les points du système
ont une même vitesse v. Donc //* —•> m' — i m" — » u-r
dt dt dt ' à
représentent les forces qui seraient capables de donner a
ces masses, si elles étaient libres, leur mouvement e£EBC-
tif. D'ailleurs y^g est la force motrice du système, ei
cette force doit faire équilibre aux précédentes prises en
sens contraire. L'équation du mouvement est donc
di^
di>
dv
v-S-v-T.-'"-^.-"' :z'-'» zii=o.
dt
dt
dt
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OU plus simplement
dv__ft£
dt M '
en posant
Ainsi le mouvement est uniformément accélère, et la force accélératrice est à g comme la masse fx du poids moteur est à celle de tout le système.
505. Si l'on voulait tenir compte du frottement, il faudrait supposer appliquée à chaque masse une force qui lui fui proportionnelle et dirigée en sens contraire du mouvement. Le mouvement serait encore uniformément accéléré.
AUTRE SOLUTION
506. On peut encore résoudre ce problème sans faire usage du principe de d^Alembert. Soient T, T^ T''' les tensions des trois fils. La tension T'., par exemple, est égale à Tune quelconque des deux forces égales et contraires qu'il faudrait appliquer aux points m^ et nt^' pour remplacer le fil qui les unit, s'il venait à ôtre supprimé. Or on a évidemment
du
dt
,dp
m' -■ dt
m" — =1 dt
, ^rtf
dv
ces équations
, on
dv _
di "
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U est ensuite facile d'obtenir les valeurs des tensioDS. On a
M On voit donc qu'on a
et cela doit être, car la tension T^ met en mouvement trois masses, tandis que V n'en fait mouvoir que deux et T qu'une seule.
Dans ce qui précède on a négligé la masse des cordons. Si l'on en tenait compte, la tension serait variable dans l'étendue d'un même cordon.
MOlIVEME^T d'une CHAllfE SUE DEUX PL41XS IISCLIBÉS.
507. Soit BCiy une chaîne pesante homogène qui repose sur deux plans inclinés disposés comme dans li fig. i54» p. 109, et faisant avec Thorizon des angles CAA'= ay CA'A = a'. Soient / la longueur de la chaîne. p la masse de l'unité de longueur. Posons x=BC, x' ^ i^C, en sorte que l'on ait
(1) x-|-wr'=r/.
Considérons une molécule n prise sur la portion CB. Les forces qui la sollicitent sont la force motrice ngsinoL^ et
la force effective m----« Toutes les forces motrices des
molécules de la partie CB et leurs forces eflfectives prises en sens contraire se composent en une seule
^•"'« - -sjr ; 2(«
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OU bien
(y,ina-^)
De même la différence entre les forces efiectives et les forces motrices de la partie CBf sera
fj/^^sina-^-^j.
On aura donc, d'après le principe de d'Alembert,
(a) x(^Mna- '-^) =y (^,i„.'_ :^)
d'où, en éléminant x* k Taide de Téquation x + x' = /,
d^jr fsina + HÎna') . ,
Telle Cit Téquation du mouYcment.
808. Pour intégrer cette équation, posons, afin de simplifier,
Téqualion (3) devient
r/»^ / /sina' \
--- — /iM X ;: ;; = O,
di^ \ Sina + siiia'/
OU bien
en posant
/sina'
sina -f- sina' ~
Il8 COURS DE MÉCANIQUE.
L'équation (5) a pour intégrale
on aura donc (7)
/sina'
siDs + sina'
Â et 6 étant deux constantes. Pour les déterminer, on
peut supposer connues la position et la vitesse initiale
dx du point B. Si pour t = o on a CB = x^ et — = l'i, on
aura
/sina'
sine + SIDa
Au bout d'un certain temps facile à déterminer, tonte la chaîne se trouve sur le même plan. Le mouvemeot change alors de nature et devient uniformément accéléré.
509. La condition nécessaire et suffisante pour que la chaîne reste en repos est que Ton ait
dx
En effet, en remontant à la valeur de u ou de -r^ on
reconnaît que Ton doit avoir
Atf"'— Btf-"' = o,
quel que soit t^ ou, en multipliant par e'"',
Or cette équation ne peut pas avoir lieu pour tontes les valeurs de f , à moins que Ton n'ait en même temps A ==0, B = o. Dans ce cas on a
r=:CB=:
x'=CB'=:r
Isina
sm a 4- sm a'
Isina sina -h sioa'
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et par conséquent
CB _ sina'
CB' sina'
Cette équation exprime que la droite BB' est liorizontale, ce que Ton pouvait prévoir.
510. On peut encore trouver Téquatiou de ce mouvement en s'appuyant sur le principe des vitesses virtuelles» Ainsi les forces
px^^sina- -^j, px'^^sina'- — j,
étant respectivement appliqués aux points B et B' dans la direction du mouvement que ces points peuvent prendre, il faut, pour Téquilibre, que Ton ait
pxlgnnct ^j Sx-^px'lgslna' — '-^j ia/ z=:
D'ailleurs dx' = — dx, puisque a: +x'= /. Substituant — âxk cîx',on arrive à Téquaiion précédemment obtenue*
]UOUVEMENT DE DEUX POIKTS ASSUJETTIS A DEMEUBEA SUR DEUX COURBES DONNÉES ET DONT LA DISTANCE EST INVARIABLE.
511. Voici un problème propre à bien faire comprendre Tusage des fonctions X, u, v,..., introduites dans les équations du mouvement pour opérer une élimination.
Soient m et n/ deux points matériels sollicités par Fig. i56. deux forces P et P', constantes
"r ou variables. Ces deux points sont assujettis à rester à une distance constante mm' = l Tun de r autre et à demeurer séparément sur deux courbes données 7/1 A et m'A'. On suppose, pour plus de simplicité,
laO COURS DE MÉCANIQUE.
les forces et les courbes comprises dans un même plia xOy.
Prenons, dans ce plan, des axes rectangulaires Ox, Oj. Soient X, Y, X', Y' les composantes., parallèles i ces axes, des forces P et P'. D'après le principe de d'Alembert et en conservant les notations habituellies, Téquation du mouvement sera
df
Soient
les équations des courbes m A et m' S!. On aura les trois équations de condition
Le système est, comme on voie, â liaisons compléta. Ces premières équations donnent
df ^ df ^
X^x^^af)
Multiplions les équations (4) par trois facteurs indéto^ minés \ X',fÀ, puis ajoutons-les avec l'équation (i). Égalons ensuite à zéro les coefficients de îx, àj^ îx', d/»
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COQS aurons
dt^ dr' ^ l
</r» dy l
"* dc-- • d/
Ces équations font voir que les points m et iri' se mou- ▼raient comme des points libres, si Ton appliquait au point m deux nouvelles forces dont les composantes parallèles aux axes fussent égales respectiven^nt à
df df x^x' y-r\ et au point m' deux forces dont les composantes fussent
dx"' dy
df df
^^ ^^ ^^ ^^ ^^^^ '^^ composantes d'une force égale i
li/f^l -h (^) ®^ normale i la courbe m A. Cette
force est égale et contraire à la pression que supporte la courbe m A dans le mouvement du point m.
Pareillement f* - — j-^ » (i- — — — sont les composantes
d*une force dirigée suivant mm' et dont Tintensité est fx.
Les mêmes remarques s'appliquent au point m'.
Les deux forces égales et contraires dirigées suivant mm' expriment les actions que les deux points m, m' exercent Tun sur Tauire par le moyen du lien mm' : chacune de ces forces est égale â la tension ou pression qu'éprouve ce lien.
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On éliminera X, 7/, fji, /ji' en multipliant les équations (5) par dx^ dy^ dx\ dj\ les ajoutant et en tyint égard aux équations (3), il viendra
m — TT- dx-^ m — rr dy -h m —j^ dx' -f- m —j^ df
dt^ '^ • ' dfi "-^ €ie
= Hdx ^- Ydy -f- X'd^ 4- Y'dy' ,
équation qui revient à remplacer dans Téquatioii (i) i^t ^Ji ^x'i àj' par dx^ dy^ dx'^ dy'.
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TRENTE-NEUVIÈME LEÇON
MOMENTS D'INERTIE
Définitions. — Moments dMnertie d*uii parallélipipède rectangle. — Ellipsoïde. — Solides de réTolution. — Relation entro les moments d'inertie d'on corps par rapport à des axes parallèles, — par rapport à des axes qui passent par le même point.
DÉF1IIITI0N8.
S12. On appelle moment d^ inertie (Tun point matériel par rapport i un axe le produit de la masse de ce point par le carré de sa distance à Taxe.
î!13. Le moment d'inertie d'un système de points matériels dont la forme est invariable, par rapport à un axe, est la somme des moments d'inertie de tous ces points par rapport à cet axe. Ainsi m^ m\ m!\ . . . , étant les masses des molécules et r, r', /•'', . . . , leurs distances respectives à l'axe, le moment d'inertie du système sera
Nous le désignerons ordinairement par Yémr'^,
514. Les points matériels qui composent un corps n'y sont pas répandus d'une manière continue : on sait, au contraire, qu'ils sont séparés entre eux^par des espaces vides qu'on appelle des pores. Cependant on peut dans chaque cas obtenir le moment d'inertie, en supposant la masse distribuée d'une manière continue dans le corps. Cela revient â prendre, au lieu de Smr^y Tintégrale définie de r^dm^ pour toute l'étendue du corps, et, comme on l'a vu eu Statique à Toceasion des
1^4 COUKS DE 1IÉCAKIQ13B.
centres de gravité des corps solides, les résultats de ces deux hypothèses diifèrent très- peu, pourvu que les pont soient extrêmement petits relativement au volume detoot le corps. Il suffira donc de décomposer le corps en une infinité d'éléments infiniment petits; on prendra le moment d'inertie d*un élément quelconque, et Ton anri celui du corps par des intégrations.
Fig. 157.
MOMENTS d'inertie d'uN PABALI^ÉLIPIPÈDE RECTÂNGLB.
515. Soit AE un parallélipîpède rectangle, et proposons-nous do trouver ses moments par rapport aux trois
arêtes contiguës OA, OB, OC.
Soit m (x, ^, z) un point qni*lconque de ce solide. L'élctiK*nt qui correspond à ce point est un parallélipipède mm' infiainient petit dont le volume est dx dydz et la m^i^sQ pdidjdz^ p étant la densité de ce corps que nous supposons constante dans toute son étendue. La distance du point m k l'axe O2 est ^.r*-r^r*. Donc le moment d'inertie de cet élément par rapport a Oz est
(x^'r-r^)pdxffxdz, et, par suite, le moment du parai lélipipèJe est
p J j f (^'^X')dxdydz.
Cette intégrale triple doit s^étendre à toutes les yaleors positives de x, jr, z respectivement plus petites que a, i, c ou que les longueurs OA , OB, OC des arêtes da parallélipipide.
Comme z n^entre que par sa différentielle sous le signe d'intégration, il parait plus simple de commencer 1 inté-
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grer par rapport à cette variable entre les limites o et c, ce qui donne
On intâgre ensuite par rapport 1 / depuis j = o jusqu'à y = b et enfin par rapport à x, de x = o à x = a. On trouve ainsi
pour le moment d'inertie du parallëlipipède. En appelant M la masse du corps, on a M = pabc. L'expression pré-
oédente sera donc -r- (a'+ &*)• La même chose se dira
des autres axes, en sorte que les moments d'inertie du parallëlipipède par rapport aux axes Ox, OjTj Os son
Si Ton suppose on aura
el Ton voit que, des trois moments d*inertie, le plus grand correspond à la plus petite arête et le plus petit à la plus grande.
ellipsoïde homogèbe.
Soit
Téquation d'un ellipsoide rapporté 1 ses diamètres principaux : le premier membre sera moindre que i pour tont point intérieur, et plus grand que i pour tout poln' extérieur.
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Soit p la densité da solide. Ou verra, comme dans l'exemple précédent, que le moment d'inertie par rapport à Taxe Oz est égal à
P fff{x^'^x')dxdjrdz.
intégrale triple qui doit s'étendre à toutes les valeurs de x^j^ z^ telles que Ton ait
\-' — «■ — -cT I.
517. En supposant dUbord a: et j^ constants, il faut intégrer par rapport à z depuis la valeur
-V'-ë-ïi
jasqu^à
Ces valeurs doivent être réelles. On aura pour résultat
^'?ff(''-^^') v/ ' - 5 - S''*''-^'
ou bien
ne
Ces deux intégrales s'étendent à toutes les valeurs dex et dej", telles que Ton ait
I x' y' parce que le radical i/ i ^ — -r- doit être réel
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En posant
on voit que
Maïs I ^r* — j* 4r ^*^ <%ale à la moitié de Taire du cercle dont le rayon est r. c'est-à-dire à — ou
A-\A^FI
afra*6
On obtiendrait de même
en changeant 2» en a et a en &• Donc si Ton désigne par C le moment d'inertie de l'ellipsoïde par rapport à Taxe des z, on aura
ia8
ou, en posant
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^npabe
M étant la masse de Tellipsoïcle,
On aura de la même manière les moments dMnerlie pir rapport aax autres axes Ox et Ojr. Ainsi, en résumé, M étant la masse de Tellipsoïde et A, B, C désignant ses moments d'inertie par rapport aux axes Ox, Ojr^ Oz, on aura
Si Ton fait
on trouvera
az= b = c = r^
ou
8irpr" "T5~"
^K)ur le moment d^inertie d^une sphère par rapport i no diamètre quelconque.
Si le rayon de la sphère augmente de dr^ son momeol
d'inertie s*accroit de sa différentielle ^ itpr^dr^ qui est
par conséquent le moment dMnertie de la couche infiniment mince comprise entre les deux surfaces sphériqnes concentriques dont les rayons sont r et r 4- dr. On conclut de là que
tXV'*=5j'-<*-- )
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est le moment d'inertie, relativementà un diamètre quelconque, d'une couche spliérique dont les rayons intérieur et extérieur sont a et b, et dans laquelle la densité p, supposée U même pour tous les points situés à une même distance du centre, est variable avec cette distance.
SOL m ES DE BÉVOLDTIOH.
520. On peut connaître, par une seule int^ration, le moment d'inertie d'un solide de révoliition, par rapport i sou axe.
Soient CD la courbe mAîdienoeet Ox l'axe de révolu-
Fig. (58.
tion. Prenons cette droite pour axe des x, et pour axe deaj^- ime perpendiculaire Oj}' située dans le plan du méridien.
Soient MP et M'P' deux ordonnées infiniment voisines, et NKK'N' UD rectangle compris entre ces deux ordonnées: si
I on pose on aura
et le volume du solide engendré par la révolution de rectangle sera
Donc le moment d'inertie de ce solide seca
^Tif udud-xu' ou ^Kft^etudxf et celui du solide engendré par PMM'F'
an I au'dudx.
c'est-à-dire- ^7* c^'j et enfin le moment d'inertie du vo- Snwi. — itic.. Il 9
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•T origine des coordon- ' Vç^ •'*r axe pour axe
''*<^ • des xz le
N^'^'^'i^ 'Mes.
%^%..^'*'>r. '>•>. ' ^înt quel-
^*. ^'''i^ '^. du système,
'^ j de ce point :
R ses distances
J'* — 2 éMT 4- fl%
— aflo: H-fl'.
.= «ir* — 2017147 -h IWfl'.
^uations analogues pour tous les points jnc en les ajoutant et désignant par M la p8| on a
= > mr^ — ^a\ mx -f- Ma'.
y iiiR*=\ mr^—%a\
it)e des coordonnées étant le centre de gravité du Xa
\ mx = o .
&c enfin
V iwR' = > mr» -h Mfl'.
le moment dUnertic d'un système de points port à un axe quelconque est égal à celui de ce
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lume engendré par la révolution de Taire ÂCDB sera
en désignant par a et h les abscisses OÂ et OB des extrémités de la courbe CD.
521 . Cherchons, par exemple, le moment d'inertie du segment sphérique. Il suffira de supposer que la courbe CD est le cercle qui a pour équation
Si Ton porte cette valeur dans l'expression on aura l'intégrale
- irp I (2rx — x^ydx.
^ Jq
On trouve, en eiTectuant Tinlégration,
expression qui donne — ^ pour le moment d'inertie de la sphère entière, en faisant b=z^r.
AELÀTIOlf EUTAB LES XOMEITTS n'iNEaTHI PAR lUPPOBT
À DEUX AXES PARALLÈLES
522. Étant donné le moment d'inertie d'un corps solide par rapport à un axe qui passe par son centre de gravité, il est facile d'avoir son moment d'inertie par rapport à un autre axe parallèle au premier.
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Prenons le centre de gravît^ pour ori^ne dea coordonnées, le premier ixe pour axe des X, et pour plan des xs le pUo des deux axes parallèles.
Soit a leur plus courte disUnce OA.
Considérons un point quiconque M(j;,^, z) an système, et soit m la masse de ce point :
nommons r et R ses disuncet MH,MKiO<etÂ AB.Oaa
OU, à cause dex* -Hj'' =/•*,
R' = r'— aax + o'.
Par suite (i) mR'^ntf* — aamx + wa*.
On aurait des équations analogues pour tous lei points du système. Donc en les ajoutant et désignant par M la masse du corps, on a
\ iiiR'^> mr* — a«\ ma:-i~ M«'.
L'origine des coordonnées éunt le ceatre de gravité du corps, on a
On a donc enfin
Ainsi le moment d'inertie d'un système de points par rapport à un axe quelconque est égal à celui de ce
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système par rapport à un axe parallèle à celui-^i mené par le centre de gravité^ augmenté du produit de la masse du corps par le carré de la distance des deux axes.
On conclut de là que le moment d^ inertie d*un corps par rapport à un axe qui passe par son centre de gra* uité est moindre que pour tout autre axe parallèle à celui-ci; que ce moment est le même pour tous les axes parallèles et également éloignés du centre de gravité^ etqu'i/ augmente à mesure que l'axe s^ éloigne de ce point.
Si l'on représente \ mr* par MA*, Téquation précédente peut s'écrire
(4) y/ifR»=:M(X»-|.û').
RELATIO?! ENTRE LES MOMENTS D INERTIE PAR RAPPORT A DIFFÉRENTS AXES QUI PASSENT PAR LE MEME POINT.
523. Soient 01 un axe quelconque et Ox, Oj^ Oz trois Fig. i6o. axes rectangulaires. Désignons
par m la masse d'un point quel* conque M(x,j^, z). Abaissons MH perpendiculaire sur 01 et posons
On a (i) r' = tt» — (iicosMOH)'; '
or a, 6, y étant les angles que 01 fait avec Ox, Oj^ Or, ou a
iicosMOH = xcosa -f-^cosS -f-»coS7.
D'ailleurs
ml
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Par conséquent
(2) r* = «» -hx* -*-«' — (xcosa 4-/ cosC -f- sooS7)S
que Ton peut écrire ainsi :
.^. j r* = (x»-f-jr»-f.8»)(co8»a4-co$'«-f-co8»7)
j — (xcosa -+-j^cos6 -f- *co8 7)%
à cause de
cos*a H- cos* 6 -4- cos* y = i .
Eu développant Téquation (3), on a
^ j r»= tr*-f-»*)c08*a-f- (a:»-f-»»)co$«6 H- («> -f-j«) cos»7 I — 2jrz cos6 co$7 — 2x1 cosa COS7 — 2x/co8a cos6.
Multiplions cette équation par m et ajoutons tontes les équations analogues relatives aux autres points du système : nous aurons, en désignant par fx le moment dHnertie de tout le système par rapport à Taxe 01,
p= cos'a\ m{jr* •+- z*) -f- cos'SX m{x* -h »•)
(5) \ -hcos*7\ /w(jr*-f-7*) — 2COs6cos7\ mj» — 2cosacos7\ iwjr» — 2cosacos6\ mxjr»
Les coefficients des cosinus dans le second membre sont des valeurs indépendantes de la direction de Taxe 01. Posons
A =^/iî(r» -f- »'), D=:^mxz ,
(6) / B=:Vm(ar'-^-«»), E^V/iix», C=y//i(x» --/»), F— V//IX7.
l34 COURS DE utcAniqvE.
A, B, C sont les moments d'inertie du systime par
rapport aux axes de coordonnées. La valeur de (l
devient
( ^ = Acos'a + B cos'6 + G cos'7
( — aDcos6cos7 — 2£cosaco87 — sFcosa c€||iS.
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QUARANTIÈME LEÇON
SOTTE DES MOlfENTS DINERTIE. — ROTATION AUTOUR
D'UN AXE
Elllptorde central. — Axes principaaz. ^ Relation entre les axes principaax relatifs à différente points. ~ Lieu des points dont les moments principaux sont égaux. — Rotation d'un corpe autour d'un axe fixe.
ELLIPSOÏDE CEUTEAL.
S24. On peat représenter par la construction géométrique suivante la relation qui existe entre les moments dlnerde piis par rapport à différents axes concourants.
Sur la droite 01 [J^g* i6o, p. iSs) prenons 'une longueur ON = — = • Sur une autre droite OF prenons égale-
ment une longueur ON' == -=9 /l' étant le moment d'i-
nertie du système par rapport à OF. Concevons qu*on ait fait la même construction pour toutes les droites menées par le point O. Quand on connaîtra le lieu des points N, M', • • • > on aura le moment d'inertie par rapport a tout axe donné en élevant au carré Finverse de la'porlion de cet axe compris entre le point O et le lieu des points N. Soient X, Y, Z les coordonnées du point N. On a
c'est-à-dire
CDSarrrXy^, COSS^Y^^, COS7 = Z ^.
Portant ces valeurs dans Téquation (7) du n^ 523 et
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supprimant le facteur commun (Xy on a
(i) AX» -h BT»-+- CZ» — 2DYZ — aEXZ — 2FXY= o-
Or ce lien géométrique est un ellipsoïde puisqne cette équation représente une surface du second degré ayant le centre pour origine et que le rayon vecteur mené
par le centre et égal à --= est toujours réel et fini^ car la
Vf*
quantité /x = \ mr* est finie et positive.
AXES PRIirCIPÀUX.
525. On peut choisir les axes coordonnés tels, que les rectangles de l'équation (i) disparaissent, en les prenant dirigés suivant les axes principaux de l'ellipsoïde. On a dans ce cas, d'après les valeurs de D, E, F (523),
\ mjrzz=io, N morz = o, \ mxx = o.
Ces trois axes sont appelés les axes principaux tTinertie du système relatifs au point O, et les moments d'inertie correspondants sont dits moments principaux.
526. Le système des axes principaux est unique, a moins que l'ellipsoïde ne soit de révolution ou n^ait deni de ses axes égaux. Dans ce cas l'axe de révolution et deu diamètres perpendiculaires entre eux et à cet axe forment un système d'axes principaux. Il y en a alors une inSuité. On en trouve encore un nombre infini si les trcns axes principaux de l'ellipsoïde sont égaux entre eux. Dans ce cas l'ellipsoïde devient une sphère; on a A = B = C,e( trois diamètres quelconques perpendiculaires entre eux
sont des axes principaux, pour lesquelsN mjz^y mxs^ \ mxy ou D, E, F sont toujours nulles. De plus, les
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moments d^inerde par rapport à ces axes soat ëgaax. Cest ce qu'on peut yérifier en faisant dans la valeur générale de fjL (523) l'hypothèse actuelle :
D = o, E=:o, F = o, A=B = Cjj
ce qui donne
ft = A (G06*a -f- 008*6 -f- cos'y) = A.
Ainsi la valeur de fi est indépendante des angles a, 6, 7, c'est-à-dire de la direction 01.
Revenons au cas où A, B, C sont différents entre
eux. On a
{A == A cos'a — B co5*6 H- C cos'7,
ou, a cause de cos*a = 1 — cos* 6 — cos* 7,
fi = A — (A — B)'cos>6 — (A — C) cos*7.
Donc si Ton suppose
on aura
On a de même
f* = C H- (A — C)cos'a 4- (B — C) cos'S,
fi>C.
Ainsi A est le plus grand et C le plus petit de tous les moments d'inertie relatifs aux divers axes qui passent par le point O. En d'autres termes, le moment d'inertie le plus grand correspond au plus petit axe de Tellipsoïde, et le plus petit correspond au plus grand. Cela résulte d'ailleurs de la forme connue de Tellipsoïde et de ce que le moment d'inertie correspondant à un axe est en raison inverse de la racine carrée du diamètre correspondant.
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528. On peut prendre des axes coordonnés tek, qie deux des rectangles disparaissent dans Tëquation de Vélipsoïde et qu*elle prenne la forme
AX» 4- BY» -t- CZ» — 2FXY = i.
L'axe des z est alors un axe de rellipsoïde et par conséquent Tun des axes principaux du corps relatifs au point O. L'axe des x et Taxe des jr sont dans le plan perpendiculaire à O^, qui contient les deux autres axes principaui du corps, avec lesquels ils coïncideront quand la trobième
somme \ mxy sera nulle en même temps que les deux autres \ nryz^ \ mxz.
RELiLTIO» ENTRE LES AXES PRIHClPlUX ABLATIFS
A DIFFÉRENTS POINTS
529. Les axes principaux relatifs à un point quel' conque (Tun corps sont parallèles aux axes principaux relatifs au centre de gravité de ce corps lorsque la droite qui joint le premier point au second est un axe principal relatif au second.
Soient O le centre de gravité d'un système de points et Ox, OjTj Oz les axes principaux relatifs à ce point. Par un point O' de l'axe Oz menons O' x\ O'j' parallèles a Ox et à Oj. Je dis que O' z, O' x\ O'y' sont les axn principaux du système relatifs au point O'.
Soit M un point du système ayant Xjjy z pour coordonnées par rapport aux axes Ox, Ojr^ Oz^ etx'jjr\ s' par rapport aux axes O' x', O'jr'j O' z\ Puisque les premiers axes Ox, O^, Oz sont des axes principaux par rapport au centre de gravité, on a
\ mxz=zOy \ 01X3 = o, \ nutx^=o. Mais, si Ton suppose le point O' situé sur l'axe des j i
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une distance h du point O, on a
donc on a d'abord
N mx* y' =1 \ mxx' = o;
ensoite
MaîsN myz est nul par hypothèse et\ my également, puisque le point O est le centre de gravité du système : donc \ mj' z' est nul, et O' y est un axe principal relativement à O'. On démontrerait de même que O^ x' est an axe principal relatif au même point.
POIBTS POUR LESQUELS LES MOMENTS PRINCIPAUX u'iNERTIB
d'un CORPS SONT ÉGAUX.
S30. Problème. — Quel est le point d*un corps pour lequel les trois moments principaux et par suite tous les moments relatifs à des axes quelconques passant parce point sont égaux entre eux?
Prenons pour axes coordonnés Ox, 0^, Oz^ les trois axes principaux relatifs au centre de gravité du système donné. Soient a, 6, y les coordonnées d'un point O'remplissant la condition exigée. Alors trois axes rectangulaires quelconques ayant le point 0' pour origine seront des axes principaux du système; Donc si Ton prend trois axes O'x^, O^y, O' z' parallèles aux premiers, on aura
\ my' «' = o, \ mx* «' = o, \ mx'y' = o; maïs on a
l40 COUES DE MÉCINIQUB.
et, puisque les axes primitifs sont des axes prindpaiiXi \ mjrz = o, \ mxz = o, \ mxx = o,
Tëquation \ mx'y = o revient à
ou bien
\ mxy — <5 \ mx — a \ my -h «^ \ m = o. Mais \ mxy^ \ mx, \ m^ sont nulles; donc
a6 = Oy
ei Ton trouverait de même
Il résulte de là que deux des trois inconnues a, 6, 7 doivent être nulles. Supposons que ce soient 6 et 7. Alors le point O' est sur Taxe Ox.
S3I . Jusqu'à présent nous avons exprimé que les axei principaux relatifs au point O' sont parallèles aux axes Ox, Ojr^ Qz.W faut exprimer que les moments correspondants aux nouveaux axes sont égaux. Or, d'après os théorème démontré (522), ces moments sont
A, B-f-Ma», C-I-Ma>;
on doit donc avoir
A = B-f-Ma» = C-4-Ma»;
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et ensuite
« = dzy/
ce qui exige que Ton ait A^ B. Il faut que Tellipsoïde relatif au point O soit de révolution autour de son petit ixe, actuellement dirigé suivant Taxe des x et auquel se rapporte le moment A. Il existe alors deux points O' et 0| , symétriques par rapport au point O et situés à une
listance de ce point égale à l/
M S32. Prenons pour exemple Tellipsoïdey
fl» 0^ c*
[)n a VU (518) que, M étant la masse de cet ellipsoïde, les moments par rapport aux axes sont
A=iM(6»+c»), B==iM(a»-hc'), C = ^ M (a» 4- 6').
Dr le centre de Tellipsoïde est son centre de gravité et ict axes sont les axes principaux d'inertie; car on a évilemment pour ce point
\ mxx = Oy \ mxzzzzoj \ mjrz = o.
Supposons a<^bj alors A^B, et pour qu'il existe un point O', il faut qu'on ait B=:C, c'est-à-dire b = c. Donc l'ellipsoïde doit être de révolution autour de l'axe OA. U y aura donc deux points répondant à laques-
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et, par conséquent,
dtA
ifir'
Cette équation détermine la vitesse angnlaire i une époque quelconque. C'est Téquation du mouvement. On en déduit que si les forces motrices sont nulles, on t
--- = o ou 0) = constante. Le mouvement est donc nmdt
forme.
Il est encore uniforme quand les forces se font équilibre autour de Taxe; car on a dans ce cas\ Q^ = o,
et comme \ rrir^ n*est pas nulle, on aura — = o , et la vitesse angulaire o) sera constante.
QOA1lA^TB KT UNIEME LEÇON.
QUARANTE ET UNIÈME LEÇON
MOUVEMENT DE ROTATION AUTOUR D'UN AXE (suite).
Gat où le corps est mis en mcayement par des percussions. -« Calcnl dea pereossions exercées sur l*axe fixe. — Cas où Taxe n'éprouye aucune pereussion. — Condition ponr qu'il n*y ait de percnstion qu*en an point de Taxe.
CAS OU LE CORPS EST MIS EN MOUVEBfEUT PlU DES
PERCUSSIONS
Fig. 163.
535. Supposons que tous les points du système soient mis en mouvement par des percussions simultanées. Décomposons chaque force intantanée P en deux : Tune Z, pa* rallèle à Taxe Oz et qui est détruite par la résistance de cet axe; l'autre Q, située dans le plan M m M', perpendiculaire à cet axe. Soit (^ la vitesse que cette dernière composante qu'il suffit de considérer serait capable d'imprimer au point m s'il était libre : mt^sera la quantité de mouvement correspondante. Si (ù est la vitesse de rotation du système, la quantité de mouvement effective du point m situé à une distance r de l'axe est mrcd. Donc si l'on appelle q la perpendiculaire KL abaissée du point K sur la direction de la force Q, on aura, en exprimant qu'il y a équilibre entre les quantités de mouvement imprimées et les quantités de Ukouvement effectives, celles-ci étant prises en sens
Stcrm. — Méc, II. ÏO
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contraire :
\ nipy — w N iwr' = o,
d'où
^mr-
536. Supposons que toutes les vitesses ^j u\ t^''^..., communiquées à différents points du système par des percussions, soient égales et parallèles, et désignons parfilt somme des masses des points qui reçoivent directement cette vitesse commune (^, que les liaisons du système les empêchent de prendre réellement. Appelons /*la distanoe du centre de gravité de la masse /x à un plan passant ptr Taxe et parallèle à la direction des vitesses. On a, d'après les propriétés connues du centre de gravité,
mpq = p \ mq = Pf*y»
et la formule (i) devient
Remarquons que jx peut n'être pas la masse totale du système ; mais > mr^ est son moment d'inertie total.
Si le système est un corps solide continu, il faut remplacer Nmr' par Tintégrale / r^dm prise dans tonte rétendue du corps.
La formule [i) convient à un corps solide C
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mobile autour d'un axe fixe Oz^ choque par un autre corps Ci qui après le choc reste attaché en €« au premier et dont tous les points sont animés de vitesses égales et parallèles. Il faut alors supposer que fi est la masse du corps Cl, i^ sa TJtesse,y*la distance de son centre de gravité k un plan passant par Taxe et parallèle à la direction
de la vitesse if : enfin que \ mr* est le moment d'inertie
Fig. ,63. du système invariable formé
par les corps C et Cf U est r c, j évident que cela revient à Jy^ imprimer aux points de la partie Ct du système (G, Cs) des percussions capables de donner i tous les points de cette masse [i des vitesses égales et parallèles k i^.
ClT
S38. Si le corps C est choqué simultanément par plu* sieurs masses jx, fx', fji'^ . . . , animées de vitesses différentes et qui lui demeurent attachées après tous ces chocs, on aura
mr-
\ jxf^ indiquant la somme de toutes les quantités analogues à fxi^et relatives aux niasses |x, fx', u"^ ....
La formule (i) peut se déduire de Téquation
Jq?
lO.
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de la même manière qu'on étend le principe de d^Aleni— bert aux quantités de mouvement finies. U suffit de-floip— poser que la force Q qui agit perpendiculairement à Vi est une percussion. Le temps 0 de son action étant court, il est permis de supposer que q reste constant pen.-^ dant cet intervalle de temps. Alors^ si l'on intègre l'éqn^..^ tion précédente depuis f = o jusqu'à £ = 0| on obtient
or on a
donc
2^mpq
mr^
540. Si le système, au lieu d'éprouver des percussions simultanées, reçoit une suite de chocs se succédant k des époques quelconques, la vitesse angulaire sera toujours donnée par la formule
_fip/-l-f*^TH ,
Jmr^
car, après un premier cboc, le mouvement est le même que si le choc avait lieu à cet instant-là^ le corps étint en repos ^ par conséquent on peut supposer que le corps reçoive le premier choc et le second au même insuot pour déterminer la vitesse angulaire après la seconde percussion^ et il en sera de même pour de nouvelles pe^ eussions.
QUAftABTB ET UNIÈME LEÇOH.
Fig. 164.
CALCUL DES PERCUSSIONS EXERCÉES SUE l'aXB FIXE.
541. Supposons que le corps soit mis en mouvement par une force instantanée qui imprimerait une vitesse V 1 une certaine masse fx au centre de gravité de laquelle elle serait appliquée. Cette force instantanée ou percussion a pour mesure la quantité de mouvement fxY. Prenons toujours Taxe fixe pour axe des Zj at pour plan des
xjr le plan perpendiculaire à Taxe fixe mené par le point du corps auquel est appliquée la force instantanée. Nous désignerons par a et 6 les coordonnées de ce point d'application.
On sait que les quantités de mouvement imprimées auxdifféren ts points doivent faire équilibre aux quantités de mouvementeffectives, prises en sens contraire, et cet équilibre doit avoir lieu en vertu de la fixité de Taxe. On peut rendre cet axe immobile en fixant deux de ses points pris à volonté. Prenons le point O, origine des coordonnées, et un antre point H quelconque sur Oz. En supposant que ces points cessent d'être fixes, on pourra détruire les percussions exercées sur Taxe et maintenir cet axe en repos, en appliquant aux deux points O et H deux forces instantanées R| et Rt d'intensités et de directions convenables.* Si Ton introduit ces deux forces, qui représentent la résistance des points, Téquilibre aura encore lieu en regardant le corps comme entièrement libre. Il faut donc appliquer à ce système de forces les conditions d'équilibre connues d'un corps entièrement libre.
Soient Xy Y, Z les composantes de la quantité de mouvement fJLY, et Xi, Y], Zi celles de la résistance du point O; X|, Yt, Z| celles de la résistance du point H; enfin
cou as DE MÉGANIQVB.
dx dy dz • « • * i
^"27' ^^a'* "'^'^^ composantes de la quantité de
mouvement effective pour le point m : soit OH = A. On aura d'abord les trois équations
X, -hX, = o
et les équations des moments
Y.A-Z6H-Jm(^*-4) =
XÔ— Ya+
ZTVdi-'
54S. On peut transformer ces équations. En remirquant d'abord que z est constante, puisque chaque poiat décrit un cercle parallèle au plan des jrr, on a
dz
dt
Déplus, en désignant par 9 Tangle que mK fait avec nue parallèle à Taxe des x menée par le point R, on a
ar = rcosO, ^=rsin0,
d'où Ton déduit
dx dy
puisque — n'est autre chose que la vitesse angulaire».
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(Hi aura donc
dy S^
jTi et jTf désignant les coordonnées du centre de gravité da corps entier, et M la masse totale du système. D'après cela, les équations d'équilibre deviennent
(4) T — «Mx, H- y, -f. Y, = o,
(5) Z4-Z, -+-Za=o;
(6) Yih — Z6 — » V nur^ == o,
(7) Za — XaA — «>\ mxz = Of
(8) X€ — Y« -h »\ mr' = o.
La dernière, équation, ne contenant pas les composantes des résistances aux points O et H, sera Téquation du mou- Tement, c'est-à-dire qu'elle déterminera la vitesse angulaire CA. On en tire
Ta — X6
et cette valeur de tù s'accorde avec la formule
en désignant par i^ la projection de la vitesse Y sur un plan perpendiculaire à Taxe. En effet jii^est le moment par rapport à l'axe Oz de la percussion appliquée au corps, au point du plan xOj qui a pour coordonnées
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a, 6, et Ton sait que ce moment est aussi représeoté pir
543. Les équations (6) et (7) déterminent Xt et Yf Les équations (3) et (4) feront ensuite connaître Xi et Tf L'équation (5) donnera là somme Zi -4*-Zs. On se peut pas . déterminer séparément Zi et Zt, parce qoe ces deux forces agissent suivant la même droite Oz et se composent en une seule égale à leur somme. Si Ton fiit varier la distance hj les équations (6) et (7) montrent queXt et Y| varient en raison inverse de h,
CONDITIONS POUR QUE L*AXE n'ÉPROUVB AUCUNE PERCUSSION. CENTRE DE PERCUSSION.
544. Proposons -nous maintenant de chercher les conditions qui doivent être remplies pour que l'axe n'éproare aucune percussion. Il faut pour cela que les composantes des résistances soient toutes nulles. Si Ton introduit ces hypothèses dans les cinq premières équations (542), elles deviennent
(i) X4-wMj, = 0,
(2) Y — mMx, r=o,
mjrz =0,
L'équation Z = o exprime que la percussion appliquée à la masse jtA doit agir dans un plan perpendiculaire à Taxe. Les deux dernières expriment que Oz doit ètrt Tun des axes principaux d'inertie relatifs au point O.
545. Pour interpréter les équations (i) et (2), faisons passer le plan des xz par le centre de gravité de tont k
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corps ; alors on a
7, = o, ar, = GI = a,
et les deux première! conditîoiis deviennent
X = O9 Y=»Ma,
La première indique que la percussion se réduit k sa composante Y, puisque Ton a dc^jà Z = o, c'est-à-dire que la percussion doit être perpendiculaire au plan zOG qui passe par l'axe et par le centre de gravité du corps. La seconde va nous donner la valeur de f^ c^est-i-dire la plus courte dislance de cette force à l'axe; car on a
et l'équation Y = a>Ma devient d'où
Ma
Soit MA* le moment d'inertie par rapport à un axe mené par le centre de gravité G du corps et parallèle A Oa : on a
et, par conséquent.
S46. En résumé, on a les trois conditions suivantes pour qne l'axe n'éprouve aucune percussion :
x^ La directio4 de la percussion doit être perpendicn-
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laire au plan qui passe par Taxe fixe et par le centre et gravité du corps.
2^ Cet axe doit être un des axes principaux pour le point où il rencontre le plan qui lui est perpendiculaire et qui contient la force instantanée •
3^ Enfin la distance de cette force i Taxe doit être
A' égale k a-^ «a étant la distance du centre de grafité
du corps à Taxe et Mk* le moment dHnertie du corps relativement à un axe mené par ce centre de gravité parallèlement à Taxe fixe.
547. On appelle centre de percussion le point auquel la percussion doit être appliquée dans le plan passant par l'axe et le centre de gravité pour qu'il n'y ait pas d'effort
exercé sur l'axe fixe : la distance du centre de percussion
à l'axe fixe est a H •
Si l'axe passait par le centre de gravité, il éprouverait toujours une percussion. En effet, pour qu'il n'y ait pas d'efibrt exercé sur l'axe, la percussion appliquée au corpi doit être égale à tùMa (545). Elle doit donc être nulle si a est nulle, c'est-i-dire si l'axe passe par le centre de gravité du corps : mais aIorsy*= oo . Le centre de percussion serait donc à l'infini.
548. Réciproquement, si le corps est en mouvemrat autour de l'axe, on pourra l'arrêter brusquement saus qu'il existe aucune percussion contre l'axe en appliquant au* centre de percussion une force instantanée égales «Ma, perpendiculaire au plan mené par l'axe et par le centre de gravité du corps.
coNoiTion POUR qu'il h'y ait ue percussion qu'eu ub
POIHT DE l'axe.
549. Si ce point est le point H, il faut que Xj, Y|, Zi« composantes de la quantité de mouvement due à la force
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appliquée au point O, soient nulles, ce qui donne, en supposant j^i = o, Xt = a,
X, = — X, Y,:::^ — Y -ha>M<i, Z, = — Z :
puis,
et si Z = o,
Ya — Xg_ f*p/
wE wD
Mû — Y X
en posant
I)=i\mjrz, E— V
mxz.
L'équation de condition est donc
DYH-EX=«>Mfl.
Si en même temps D et E sont nulles, c*est-&-dire si Os est un axe principal dMnertie pour le point O, on a A= o et la percussion est appliquée au point O.
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QUARANTE-DEUXIÈME LEÇON
ROTATION D'UN œRPS AUTOUR D'UN AXE (suitb).
Rotation d*aii corpft sollicité par des forées quelconques. — Pressions sur Taxe. — Cas où il n'y a pas de forces motrices. — Ctfs où les foreei motrices se réduisent à un couple dans un plan perpendiculaire à l'axe. — Moutement da treuil.
ROTATION d'un CORPS SOLLICITÉ PAR DES FORCES
QUELCONQUES
550. Nous allons dëterminer le mouvement d'un corps assujetti Â tourner autour d'un axe fiie et sollicité par des forces motrices quelconques, qui agissent d'une manière continue. Nous calculerons ensuite les pressions exercées sur Taxe à chaque instant, pressions qu'il faut bien distinguer des percussions initiales.
Soient {fig* 164) p* i49) ^9 ^9 '^ ^^ composantes de la force motrice P du point m {x,y^ z)^ qui décrit autour de Taxe Oz le cercle MmM'. Les composantes de la force effective du ïnème point prise en sens contraire sont
dt" dt^ dt^
D'après le principe de d'Alembert, ces forces et les forces analogues pour les autres points du corps doivent se faire équilibre au moyen de Taxe, ce qui exige que la somme de leurs moments par rapport à celui-ci soit nulle. On s donc pour équation du mouvement
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on
Celte équation contient les coordonnées Y«riablfe$ avec le temps, de tous les points du corps. On peut la simpli*fier et n'avoir plus qu'une seule variable, jfbnction de té iy en effet, mK = r et mKM = 9. On a
j: = rcosO, ^ = rsin0,
d^où Ton déduit (542)
dx dr
donc
dy dx , ^ .
d^où, en différenliant,
d^Y d*x di»
dt' -^ d^ dt
Par suite, l'équation (i) devient
ou bien, en faisant passer hors du signe \ le facteur —, qui est le même à chaque instant pour tous les points,
^ mr.
équation qui s'accorde avec celle qu'on a déjà trouvée (534), puisque
COURS DB MÉCAiriQUB.
PRESSIONS SUR L AXE
551 . On pourra considérer le corps comme entièrement libre, pourvu qu'on applique â deux points qudconques O et H, pris sur l'axe, deux forces Ri(Xi, T|,Zt) et Ri (Xi, Ts,Zs), égales et contraires aux pressions exercées sur ces deux points à chaque instant dumouvemenl. On aura donc, en posant OH = A, les six équations
-4-X,-hXi = o,
552. On simplifie ces équations en y introduisant les dérivées de od. D'abord z étant une constante, on a
dz
IF
On a ensuite
dx
dy
dF='-^''' di^'"''^
db»
dy
— y-, w ~- ou —
•^ dt dt dO
dvk
-^dF
xoi'
d^y dtù dx
di^ 'f* ^ w/
dt
dt
d^y df»
di^ dt -^
Si Ton porte ces valeurs dans les six équations qui pré-
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cèdent, on aura, en désignant par (:t:i, j^i, Zi) les coordonnées da centre de gravité du système et par M sa masse,
> X -f- — Mj,-h »»Mx, H- X, -h X, = o,
> Y -h -^Mx,-i-(^Mj^,4-y, -f-T, = o,
\ Z -i-Z,-hZ,=:0,
\ (Z^ — Y«) -+- -^ \mxz -f- **' /^'wr» — Y,^ = o,
\ (Xz -— Zx) H- -7- ^ '»/» — *>'^ ''**« -*- Xi A r::= o,
553. De ces six équations, la dernière ne contient pas les composantes des résistances Ri etR|. C'est Féquation du mouvement déjà trouvée.
Quand on saura intégrer cette équation , les équations 4* et 5' du système (3) feront connaître Xs et T,, dont les valeurs sont, comme on voit, en raison inverse de A. La raison en est que X^ h elY^h sont les moments des couples qui résulteraient de la translation, au point O, des composantes Xs et Yt de la force Rf. Or ces moments doivent être indépendants de la position du point H, puisque chacun de ces couples doit détruire d'autres couples qui en sont eux-mêmes indépendants. Les composantes Xj et Y, étant connues, on aura Xj et Y^ par les deux premières équations du système, et la suivante donnera Z| + Z^ sans déterminer en particulier aucune de ces composantes. En effet, comme on Fa vu ailleurs, au lieu d'appliquer les deux forces Zi et Zj aux deux points O et H, il revient au même d'appliquer la force unique Zj -+- Z, au point O.
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CAS OU IL n'y ▲ PAS DB FORCES 1COTBICB8.
554. Dans le cas eu il n*y a pas de forces motriees, X, Y, Z sont nulles pour tous les points du corps, et Té-
quation (a) du n^ 550 donne — = o, ^ t ot> = const., ce
que Ton sait déjà. Le système (3) se réduit alors à
A| ^ — -7- > mxz y T, = -Ç^mrs, Xi = -7- > 'wx» — «** Mjr,y
Y, = ^ Zj'"'^* "" ^'^y Z, -+-Z, = o.
Cette dernière équation montre que les résistances Ri et Rt se réduisent à deux forces perpendiculaires à Taxe, puisque leurs composantes parallèles à cet axe donnent une somme nulle.
Il est aisé de voir que les résistances Ri et Rt font équilibre aux forces centrifuges de tous les points dn corps qui agissent sur Taxe perpendiculairement i sa direction. La force tangentielle est nulle pour chaque point. D'après les formules (i), les résistances sont proportionnelles au carré de la vitesse constante o).
555. Le point H n'éprouve aucune pression si XiCt Y| sont nulles, et pour cela il faut et il suffit qu'on ait les deux conditions
(2) \ mxz=zo, \ mj«=ro,
c'est-à-dire que l'axe 0« soit un des axes principaux relatifs au point O. Donc, si un corps retenu par un seul
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point fixe commence à tourner autour d^un des axes principaux relatifs à ce point^ il continuera à tourner uniformément autour de cet axe comme s^il étak fixe. Le système (i) donne encore
X, = — w*Mx,, Yi = — w'Mji :
donc
R, .= ft>'Ma,
a étant la distance du centre de gravité à Taxe. On a de plus
ce qui fait voir que la force Ri ou la pression sur le point O est dirigée dans le plan 2OG qui passe par Taxe Or et par le centre de gravité G. C'est ce qu'on trouverait aussi en prenant ce plan pour le plan zOx à l'instant que l'on considère.
556. Il peut se faire que le point O ne supporte aucune pression. Alors Taxe n'en éprouve aucune. Il faut et il suflBt pour cela que Xi et Yi soient nulles, et par conséquent que Xi eljx soient nulles. Ainsi le centre de gravité doit être sur l'axe de rotation, et alors le mouvement ayant commencé autour de cet axe, supposé fixe, continuera uniformément autour du même axe lorsqu'on le rendra entièrement libre. L'axe de rotation est alors un axe principal pour tous les points de sa direction.
CAS ou LES FORCES MOTRICES SE RÉDUISEHT A UN COUPLE.
557. Les conséquences précédentes subsistent quand les forces motrices se réduisent à un couple situé dans un plan perpendiculaire à l'axe. On a dans ce cas
y (Zj- — Yz) = o , V {Hz — Zx) = o. Stukm. — Méc., II. 1 1
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Pour que le point H n*éprouve aucune pression, îl faut que Ton ait X, = o, ¥, = 0, Zs = o. Les équaUoos 4"" et 5* du système (3), n^' 551, donnent
En éliminant entre ces deux éciuations — » on a wM f \ mxzj -^ [/ "^xA \=o
ou
\ mxz = o , \ myz = o«
Ainsi l'axe de rotation doit être un des trois axes principaux d'inertie relatifs au point O. Alors les trois premières équations du système (3) feront connaître les composaates Xi, Yi, Zi de la pression exercée siur le point O, pression perpendiculaire à Taxe, car Zi = 0. Si à une époque quelconque cet axe cesse d'être fixe et que le corps soit seulement retenu par le point O, il continuera à tourner uniformément autour du même axe.
558. Pour que le point 0 ne soit pas pressé, il hxA que Xi, Yi, Zi soient nulles. Alors les deux premières équations du système (3) , n^ 552, donnent
d^ dû»
ri -^ 4- »*^i =0, "■ •*' w7 "^ ••^« == ^f
d'où, en éliminant -7-9
' dt
on a donc
*i = o> ri = o
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et le centre de gravité est sur Taxe 0«, qni est un des axes principaux pour ce point, et par suite pour tous les points de cet axe. Donc si un corps commence à tourner autour de Vun des axes principaux qui se rapportent à son centre de gravité et qud soit sollicité constamment par un couple situé dans un plan perpendiculaire à cet axe, son mouvement se continuera sans altération, lors même que cet axe serait entièrement libre.
On voit que le système jouit des mêmes propriétés que dans le cas où il n'y a pas de forces motrices.
559. Si O^ n'était pas l'un des axes principaux relatifs au point O, ce point étant seul fixé, la pression au point H ne serait jamais nulle, et le corps ne continuerait pas à tourner autour de Oz. On voit par là qu'un corps retenu par un point fixe O et sollicité par un couple ne tend pas à tourner autour d'une perpendiculaire Oz au plan de ce couple, à moins que cette perpendiculaire ne soit l'un des axes principaux relatifs au point O.
HOUVEMEIfT DU TREUIL.
560. Considérons un treuil sollicité par le poids de deux masses m et m' agissant au moyen de cordes, la
Fie. i65. première sur la roue OC, la seconde sur le cylindre OC'. Nous tiendrons compte de la masse du treuil; mais nous négligerons le poids des cordes et le frottement des tourillons sur les coussinets. Soient x et 3cf les distances des centres de gravité des masses m et m' aux points C et C.
D'après le principe de d'Alembert, nous devrons regarder deux forces respectivement égales à mi g '\
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ni [g -jY' ) » comme appliquées en m et en m sm-
Yant la verticale et tirant de haut en bas. Ce sont lef forces perdues relatives à ces deux points.
Considérons une molécule du treuil, de masse p, à mK distance rde Paxe. Si co est à Tépoque actuelle la vitesse angulaire du système, la force effective du point fi se
compose de sa force tangentielle fxr — et de sa force 'centripète jxHci) qu^il faut prendra toutes deux en sens contraire. Mais la force centripète perpendiculaire à Taxe fixe est détruite par la résistance de cet axe. Le poids do treuil est aussi détruit, parce que son centre de gravité se trouve sur Taxe fixe^ a cause de la symétrie du treiûl autour de son axe.
Donc, si nous faisons OC = c, OC'=c', et si nous exprimons que la somme des moments par rapport à Taxe des forces motrices du système et des forces effecti?» prises en sens contraires est nulle, nous aurons, d^apris le sens suivant lequel les forces tendent a faire mouvoir leurs points d'application,
5B1 • Les dérivées des deux variables x et x' peuvent être exprimées au moyen de la vitesse angulaire. En effet, d'après le sens du mouvement, la vitesse du point m est égale à celle du point C; mais la vitesse du point m' est égale et de sens contraire à celle du point C^ On aura donc
dt ^ dt *
et, par suite,
'dF'~'^'dt^ 'dF'^'^ It
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Désignons par MA* le moment d'inertie du treuil par rapport à Taxe, M étant la masse du treuil. L'écpation du mouvement (i) deviendra
(a) «c(^-.^)_mv(ff + C^)-^M*'=o,
d^où Ton tire
"ST ~" MX» 4- me» -4- m'e'*^ d*où Ton déduit, en supposant la vitesse initiale nulle ,
^^ ** MA>-+- me» -f /»'<:'»*
La vitesse est donc proportionnelle an temps, et le mouvement est uniformément accéléré. L'accélération est k la pesanteur comme me — m'c' est k MA* -h me* -f- m' c'*.
Si Ton avait me = m'e', la vitesse angulaire serait uulle et le corps resterait en repos. En effet, c'est la condition pour que les poids m et m' se fassent équilibre. S'il y avait une vitesse initiale, le mouvement serait uniforme.
562. Les tensions des cordons ne sont autre chose que les forces perdues. Appelons-les T et T', nous aurons
Remplaçons — par sa valeur tirée de Péquation (a),
puis introduisons à la place des masses m, m' et M les poids correspondants que nous désignerons parp , p' et P.
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Nous aurons
pc{pc—p'</)
p'c^ipc-^p'c^)
^A^-hpc^-hp'c^
Si le système tourne dans le sens indique par la figure, on a ^c >• p'c'^ puisque a> est plus grand que zéro. On a dans ce cas T <[ ;?, T' ^ p\ Ces teusions sont constantes pendant le mouvement.
563. La pression totale xs exercée sur Taxe du treuil résulte des forces qui se font équilibre autour de lui en j comprenant le poids du treuil. Les forces centrifuges des points du treuil se détruisent mutuellement et ne pressent pas l'axe à cause de la symétrie. On a donc
ou
(pe^p'e'Y
CT=:P-f/>-f-/?' —
Pk^-hpf-^p'c'^
564. On peut déterminer le mouvement du treuil sans recourir au principe de d'Alembert, mais en introduisant les tensions T et T^ Il sufGt d'éliminer T et T' entre lo équations (4) et la suivante :
dtù
^m*.=5;qç
ou
^ MX' = Te — TV, de '
donnée par la théorie du mouvement de rotation autooi d'un axe fixe. On retombe ainsi sur l'équation (2).
QUÀVàlTTE-TROISlkHE LEÇON.
QUARANTE-TROISIÈME LEÇON
PESDULB COMPOSÉ. — ÉQUATION DU MOUVEMENT
565. On nomme pendule composé un corps qui peut tourner autour d'un axe fixe horizontal.
Prenons Taxe fixe Oz pour axe des z ; pour axe des x fia. 166. "°® horizontale Ox perpendiculaire
à Oz, et pour axe des j une verticale Oj dirigée dans le sens de la pesanteur. L'équation du mouvement sera (550)
(0 èS'"^'=S^"^'-''^^'
X, T, Z désignant les composantes de la force motrice d'un point m (x, j^, z). On a donc
X = o, Y = mgj Z = Oj
et 9 par suite,
\(Yx^'%.y)z=zgSm^ = g^^
if
M étant la masse du corps et Xx Tune des coordon< nées du centre de gravité G.
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Abaissons GÂ perpendicalaire sur Oz, menons la Yerticale AD et abaissons sur cette droite la perpendiculaire GD. Soit Gi la position initiale de G, c*est-à-dire sa position pour t = o. Posons GA := a^ DAG = 0% DAGi = a;
on a
X, = GD=r asinO.
Par conséquent
\ (Yx — X^) = gMx, == gMa sinO.
D'ailleurs a> = — —9 et si Ton appelle MA* le moment
d'inertie du corps par rapport à un axe passant par le point G et parallèle a O2, on a
Vmr» = M(û»-hX»}.
Substituant ces valeurs dans l'équation (i)y on aura
d*B ga
^ ' dt^ «» H- A»
Cette équation détermine 9 ou le mouvement angulaire du centre de gravité en fonction du temps. Pour l'intégrer on la multiplie par !xdOj et l'on trouve
12 étant la vitesse angulaire initiale.
PEUrnULE COMPOSÉ KAMENÉ AU FER DU LE SIMPLE.
566. Au lieu d'intégrer l'équation (a), il est préférable de comparer le mouvement du corps pesant à celui d'un oendule simple. Si le corps se réduisait k un point maté» riel pesant lié à un axe par une droite rigide dont on né-
QUÀIIANTB-TBOISIÈME LEÇON. 169
glige la massé et de longueur /, Téqualion du mouvement serait
qui se déduit de Téquation
en faisant X> = o, a = /. Supposons la longueur / déterminée par Féquation
go __g
Alors le pendule composé ou plutôt la droite AG et le pendule simple auront le même mouvement angulaire,
pourvu que les valeurs initiales de 0 et de — soient les
mêmes pour ces deux corps. Ainsi, lorsqu'un corps tourne autour d'un axe fixe et horizontal) on peut toujours assigner la longueur d^un pendule simple dont le mouvement soit le même que celui du corps, quelle que soit d'ailleurs Tamplitude des oscillations. Si celles-ci sont très-petites, la durée d'une oscillation sera donnée par la formule
=Vi
qui pourra servir à déterminer g: à l'aide du pendule composé, connaissant seulement la distance du centre de gravité du corps à Taxe de suspension et le moment d'inertie du corps par rapport à un axe parallèle à l'axe de suspension mené par le centre de gravité.
lyo
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AXB D OSCILLAT lOir.
867. Si dans le plan pensant par ttuce et par le centre de grainté du pendule on mène une droite IBI' paraUUe
à cet axe et à une distance de celui-ci égale à I, chaque peint de cette droite se moui^ra comme s'il ne faisait pas partie du corps et quUl fût simplement lié à Taxe par une droite rigide et sans niasse.
Cette propriété résulte immédiatement de Tidentitéda mouvement du pendule composé et d'un pendule simple dont la longueur est /. Il n'en est pas de même des autres points du corps plus rapprochés et plus éloignés de Taxe. Ces derniers oscillent plus vite et les premiers oscillent plus lentement que s'ils n'étaient pas liés aux aotrei points du corps.
La droite IBI' est nommée Vaxe d'* oscillation du corps, correspondant à Taxe de suspension Oz. Le point B de cette droite situé sur la droite AG perpendiculaire i Taxe de rotation se nomme centre d'oscillation. On Tobtient
en prolongeant ÂG d'une longueur égale â — 9
568. Les axes d'oscillation et de suspension sont réciproqueSj c'est-à-dire que si Ton faisait osciller le corps autourden',raxe de suspension primitif Oz deviendrait Taxe d'oscillation. En eOet, les distances du centre de gravité à l'axe de suspension et à l'axe d'oscillation don* nent un produit égal à Ar*. Donc si Ton prend cette dernière ligne droite pour axe fixe, la première deviendra l'axe d'oscillation. La longueur du pendule simple, qui fait ses oscillations dans le même temps, sera la mèine qu'auparavant et son mouvement sera le même.
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569. D'après ce principe, ëunt donné Taxe de suspension d*an corps, on peut trouver, par Texpérience, l'axe d'oscillation correspondant. 11 faut, pour cela, mesurer la durée des petites oscillations d'abord autour du premier, puis autour de dîflérents autres axes parallèles, jusqu'à ce que le temps de ces oscillations soit de nouveau le même. La distance des deux axes de suspension sera la longueur désignée par / et fera connaître l'axe d'oscillation relatif au premier axe de suspension.
570. Il y a une infinité d^axes autour desquels les petites oscillations sont de même durée.
D'abord la valeur de / et la durée des oscillations sont les mêmes pour tous les axes de suspension parallèles entre eux et situés k égale distance du centre de^gravité, puisque A et a sont les mêmes pour tous ces axes.
EInsuite, nommons A, 6, C les trois moments d'inertie principaux relatifs au centre de gravité G, et appelons «, 6, y les angles que Oz fait avec les axes principaux du point G. Le moment d'inertie par rapporta GH, droite parallèle a O^, éunt représenté par MA', on a
M A* = A cos*a 4- B cos*6 -+- C cos*7 ,
et par conséquent
A cos*a -f- B cos*6 -h C cos^v Izzza -\ Î-.
On peut faire varier a, a, 6, y de manière que / reste constante. Il y a donc une infinité d'axes autour desquels la durée des petites oscillations est la même.
AXE UE LA PLUS COURTE OSCILLATION
571. On peut se proposer de trouver l'axe autour duquel la durée d'une oscillation est la plus courte ou pour
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lequel la longueur /est la plus petite. Supposons que Ton
ait
On sait que la plus petite valeur de
A cos*a 4- B cos*6 -f- C cos'y
est A. Il faut donc faire d'abord
d'où
Ua
Il en résulte que Taxe de suspension est perpendiculaire à l'axe du plus petit moment d'inertie relatif aa centre de gravité. Ensuite, pour obtenir le minimum de /,
di
il faut égaler à zéro — » ce qui donne
da
di
On a un minimum, parce qu'en faisant varier a, — ne
s'évanouit qu'une seule fois en passant du négatif au positif.
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QUARANTE-QUATRIÈME LEÇON
PENDDLE CONIQUE. — ÉQUATIONS DU MOUVEMENT
572. Considérons le mouvement d*un point matériel m assujetti à se mouvoir sur la surface d'une sphère dont le centre est au point O, et dont le rayon est /. Le point m peut être simplement posé sur la surface sphériqae, ou bien placé a Textrémité d'un (il ou d'une tige dont Tautre extrémité fixe est au point O. En désignant par N la résistance de la surface ou la tension du fil ou de la tige, et Taxe des z étant pris dans le sens de la pesanteur, les équations du mouvement sont
, d'jn N« d^r Nr dH N«
On regarde N comme positive lorsqu'elle agit dans le senB mO ou qu'elle empêche le point m de s'éloigner du centre O, et comme négative lorsqu'elle agit sur le prolongement de mO, ou qu'elle empêche le point m de s'éloigner du centre O. On a l'équation.
pour exprimer que le point m reste à une distance constante / du point O.
573. On arriverait aux mêmes équations (i) parla méthode générale de Lagrange, qui donne
avec la relation
déduite de l'équation de condition (a). Écrivant
et ajoutant cette équation multipliée par X avec (3), on aura
équations qui ne diffèrent des équations (i) qu'en ce que X remplace N. On voit que X est la tension du fil oa
\x \y \z Faction du fil sur m, puisque — j -r-» -r» sont les composantes d'une force égale à X, dirigée suivant mO, si À est positive.
CAS ou LE POIHT PESANT RESTE DANS UN PLAN
HORIZONTAL
574. Examinons d'abord le cas particulier où le point pesant m reste dans un plan horizontal. Il décrit alors on cercle intersection de ce plan et de la surface sphérique (a)^ ou bien la tige décrit un cane droit dont Taie estO^. On a
en appelant r la distance du point à Taxe O^; r est k rayon du cercle.
QUARAJITB-QUAT&IÈUE LEÇON. 1^5
La troisième des équations (i) donne
valeur constante. On tire des deux premières
— — h y (2xiix -h v^r) = <>•
ou
puisque
^ __ iix^ ^ dr^ -h dz\_ dx^-^dy^
^ "" dï^ ~ dt^ *
à cause de ^ = o , et que Téquation
donne
ixdx 4- '^ydy = o.
La vitesse i^ est donc constante et le mouvement circulaire est uniforme. Cela résulte aussi de l'équation
d^r dKr
di* -^ dt
qui donne
dy dx
ou
'-z-'-ïi='^-
d'où Ton tire une valeur de ^ proportionnelle au temps, ^ étant l'angle que fait le plan zOm avec le plan zQy.
U faut encore une équation. On a
xd^x-^yd^r N far» 4-7»)
dO l
Or en dilTérentiant l'équation
xdx -^ydy=iOi
on a
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xd^x -h yd^y dx* -}- djr^
Don
dfi dO
ou
en remplaçant N par sa valeur — • Ou à donc
De plus.
et aussi
- = -r- = NsinO, ri
-= j^é' tango.
0 désignant l'angle que la droite Om fait avec la verticale Oz.
On voit que la force centripète - est la résultante des deux forces N et g. La durée de la révolution est
27rr ^ /k = 2iri/-
576. On peut obtenir ces résultats d*une autre manière. Le point m se meut comme un point libre qui serait
di>
sollicité par la force tangentielle -7- et par la force centrifuge f= - • D'après le principe de d' Alembert, ces forces
(*) En effet, on tire des premières équations (1)
Si — + — =0..
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prises en sens contraire, et le poids de la molécule doivent donner une résultante qui sera détruite par la résistance de la surface sphérique ou du fil. Alors la force tangentielle perpendiculaire au plan mOz doit être nulle, ce qui donne la vitesse y constante. En outre, on doit avoir
d'où
comme plus haut.
ihtégratiou des équations du houvement.
Il faut intégrer les équations
dt^
Wr
d^z dt^
et comme on a déjà la relation
il suflSt de trouver deux autres équations entre x^y^ «, t et la valeur de N.
On trouve d'abord la force vive oui^* par Téquation
!xdxd^x -h idrd^Y 4- ^dzd^z
~^^ 2gdz = o,
qui donne
p* = igz ■+- constante = 2g{z — s,) -h pJ, Stubm. — 3/<?c., II. «2
on (3) en posant
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p; = ag'^f
On a ensuite
xd}y—yd^
l'où
xdy — ydx
Élevant an carré cette équation et l'ajoutant à la sm vante aussi élevée au carré
xdjc -f- ydy ~dt
zdz ~dî
on a
(x»-hy
Remplaçant x' -i-^' par /' — z* et
dx^ -^ dr' dî^
ou
dz^
M« dz*
i'* — — par ag (z — ^o -I- A©) — m^ ^^ obtient
df
d*où
zn^g{z-z.^h.)^(n^z^)^ = z^^
dt'
dt^
es
i-^=±)/2g(l' - z^ji^z-z.-r-h.}-' es
OU
dt=:
±ldz
U faut avoir la valeur de C. L^équation (4) vient à
iU
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OU
en appelant r la distance du point m à l'axe Os et^p l'angle que le plan zOm fait avec le plan zOx. On peut écrire
Or r-j- est la vitesse de la projection horizontale du point
m estimée suivant la perpendiculaire au rayon vecteur /\ ou la projection de la vitesse v du point m sur la perpendiculaire au plan mOz, de sorte que r •—- =i^cose, e
étant Tangle que fait la direction de la vitesse y avec cette perpendiculaire (car rdi( est la projection du petit chemin ds sur cette perpendiculaire). On a donc
(6 ) C = To fo COS Cfl.
580. La constante C est nulle, si l'angle So est droit, si To = o, ou si ^0 = o; alors le pendule oscille dans un plan vertical.
En substituant dans la formule (5) la valeur de C'^
C^ = r\ v\ cos' Ko = 2grAo r\ ces' t» =t= ^g'^ol /' — «J ) cos* ta,
on a
±ldz (7) ^' = T
v/2^V^(r-z')(«-«,-f-^.)-(/^-zJ)/i.cos»f,
MAXIMUM ET MINIMUM DE LA VALEUR DE Z
581. Si Ton égale à zéro le polynâme sous le radical, on aura la plus grande ou la plus petite valeur de z quand t varie. Cette équation,
(i) (/» — z»)(z — «,-+- A,) — (/* — 2;)A,cos'i, = o,
ta.
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étant du troisième degré, a au moins une racine réelle. Mais, par la nature du problème, z ne peut avoir un maximum sans avoir un minimum et vice t;er54. Donc les trois racines doivent être réelles. En effet, si dans ce polynôme on attribue à z les valeurs
on trouve
GO
d'où Ton voit qu'il y a trois valeurs réelles de z qui réduisent à zéro ce polynôme : une première a comprise entre / et z^, une seconde b comprise entre z^ et Zo — A, et une troisième négative — c entre — /et — oo , de telle sorte que c est ]> /• Ainsi Ton a en décomposant le premier membre en facteurs
(/' — *») (z — «, -+- h.) - (/' — z\ ) A.cos'c. = (a — z) [z — ^)(3 4-c),
d'où, en développant et comparant,
(fl -+- h)c — ah = /',
Il ôcr=:(/» — 34)^.cos»j, -+-/*(«.— ht).
On tire de la seconde équation
puis de la première
li — a^-^b'-- ab
et de la troisième
(''.-«J)/'.COS'lo =
quakiutb-quathièmb leçon. i8i
Par suite réquation (7), n^SSO, devient
(a) dt'^
La variable z restera comprise entre a et by comme sa valeur initiale z^^ car si Ton supposait que z devînt ^ a
ou <C &, la valeur de ^ deviendrait imaginaire. Ainsi a
sera la valeur maximum de z et & sa valeur minimum. Si d^abord on prend z = i, quand t croîtra, z croîtra depuis h jusqu'à a, et deviendra égale à a au bout d*un temps t' égal à Tintégraie de la valeur dt prise depuis « = & jusqu'à z = a. Ensuite, après ce temps t\ z décroîtra en allant de a à i dans un intervalle de temps égal à t' . Puis z croîtra de nouveau de & à a dans un nouvel intervalle de temps égal à i\ et ainsi de suite. De
^^ sorte que z est une fonction périodique de t, dont la pë-
' riode estât'.
EXPaESSION DU TEMPS EMPLOYÉ A PARCOURIR UN ARC DE
LA TRAJECTOIRE
58S. Puisque z doit toujours être comprise entre h et a, nous pouvons poser
""? = sl'jz:
ou
« r= fl cos'y -h h sîn'f ;
de là résulte
dz'=i — 2 (a — ^) sin^ cosf é/fy a — z = (a — h) sin'^, s — h=z[a — b) cos'fy
d'oùy abstraction faite du signe,
=: 2af •
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Si Ton porte cette valear dans l'équation (2), n^ 58i, on a
I alei^
dt =
ab
OU
En remplaçant z par
a cot?ff -f- h sin*^, ou « — (a — b) sin*f ,
on trouve
aab -+- a*)
OU bien
^(/» H- :tab -+- û») cos'y -+-(/* -h 2<î6 -h 6*) sin't
583. Le temps pour aller d'un point z = 6 k un autre point z = a s'obtiendra en intégrant cette formule entre les limites S et a. Le temps nécessaire pour aller du point le plus haut au point le plus bas ou du point le plus bas au point le plus haut est
en posant
Si Ton développe -,^:=t= par la formule du bi-
^^ y I — 7'sin*y *
nôme, si Ton remplace ensuite les puissances de sinoi
QUAEÂIITB-QUÀT1IIÈMB LEÇON. l83
qui entrent dans le développement par leurs valeurs en fonction des cosinus des multiples def , on trouve en int^ grant
584. On peut avoir des valeurs entre lesquelles ce temps est compris en reprenant la formule (i)
Comme z est comprise entre a et &, on a
dt<tyj
a(a-hô) dif
g yfi^^b) ^ H- /» -t- ab
d'où
^2 V^(/>-h2flA-+-^»)'
COOaS DB MÉCiHIQVB.
QUARANTE-CINQUIÈME LEgON.
PENDULE CONIQUE (suite). - MOUVEMENT D'UNE TIGE PESANTE.
Calcul de Vaogle ^. — Valeur de la tension. — Cas où le pendule t*éeafte peu de la Terticale. — MouTement d'une tige pesante toamant aatoer d*un de ses points qui est fixe.
CALCUL DE LkVGhEfp.
L'angle <p est donné par Téquation
idz
qu'on peut écrire
Idz
ou bien, à cause de -j- = - ( t h ; j t
dz
^(a — *)(« — 6)V^(fl-f-6)»-h/»4.û^
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ce qui donne, en remplaçant z par acos'f + isin*f
(/ — rt) cos'^ -4- ( / — 6) sin*f J V(/* -+- ^ab -f- a}) co$*^ -h (/* -4- aa^ -4- ^»)8in*5»
de sorte que <p est la somme de deux intégrales elliptiques de troisième espèce.
586. L'angle dièdre 7 compris entre les deux positions extrêmes du point m est donné par Pintégra-
tion de Téqualion précédente entre les limites o et -•
Je dis que cet angle est plus grand que -• Remarquons que z variant de 6 à a, ou cp de - à o, le polynôme
(/* -f- aai 4- û*) cos^f + (/• -f- ^ab + i*) sin*cp varie depuis /'-f- a ai H- A* jusqu'à /'-f- aai -h a*. On a donc
dy 1
■*"(/ — fl) cos'f -f- (/ — *) sin»f J *
(/ -f- II) cos*f -h (/ -f- ^) sîn'f
Or
— a) cos'f H- (/ — b) sin'f J
: — v-r- = — = are tang 1 i / — tango )•
Donc on aura
i86 ou
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et Ton aura de même
2 v^/2-h2ii6 4-^*
ou bien
/*-+- 2<rA -i-rt'
TT. /oin-^iiab -4- 2 v/(/»— a»)fP— A»)
/'-h aa^-h 6'
et enfin
rï»
~fl»)(/' —
On voit donc que Y est plus grand que —
TENSION DU FIL
587. Il reste à déterminer la tension N da fil ou la résistance de la surface.
En multipliant les équations
dt^
do
d^z dl^
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respectivement par x^j^ z, et ajoutant, on a
— hN/-g'» = o.
Or réqaation
xdx -^-ydjr 4- zdz = o
donne
xd^x -h Yd^Y -^ zd^z éLc» 4- dy^ + dz^
dt* dt*
Donc
(2) N = '1±IL = ^ (3j - az. -4- aA.).
Tant que z est positive ou que le pendule se trouve au-dessous du plan horizontal mené par le centre O, la
valeur de N, — T"^» ^^t positive, c'est-i-dire que cette
force est dirigée de m vers O. Si le pendole s'élève audessus de ce plan, z deviendra négative et il pourra arriver que V* -H gz ou g(iz — azo-f-aAo) devienne aussi négative. Dans ce cas, le point fait Teffort N pour s^approcher du centre, et la force N tend à contracter la tige.
S88. On peut vérifier la formule (a). Les forces N et g donnent pour résultante la force effective du point m,
qui peut se décomposer en une force tangentielle T = y >
et une force centripète — • Donc ces deux dernières,
P prises en sens contraire, doivent faire équilibre aux
forces N et g. Ainsi la somme des projections de toutes ces forces sur un axe quelconque doit être nulle. En les projetant sur Om, la projection de T est nulle, puisque T est perpendiculaire à Om\ la projection de g
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est — Y*, celle de la force centrifuge est
On a donc
— Çou— -•
ou
M=!:^±iî.
CAS or LE VElfDULE S* ÉCARTE PEU DE LA VERTICALE.
Si le pendule s'ëcarte peu de la verticale, on a
Il et I/o étant très-peti(s, ainsi que h^.
On a donc à peu près N = g^, et les deux premières équations du mouvement deviennent
df
dt*
Elles donnent, en désignant par a et 6 des constantes, ou, si Ton pose p = i/y>
ar = acoSfil| /=SsiDfir;
d*où Ton déduit
La projection horizontale de la courbe décrite est donc
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une ellipse. On a
(3) tang^f = - tangfAi.
La durée de la demi-révolution est - ou
- _ ir i /- > c'est-
i-dire égale à celle d*un pendule de même longueur qui oscillerait dans un plan vertical.
590. La projection du pendule sur nn plan horizontal décrira encore à très-peu près une ellipse si Tangle que le pendule fait avec la verticale varie très-peu , ou en d* autres termes si les valeurs a et 6 entre lesquelles z reste comprise (581), diflèrent peu Tune de Pautre; car alors N sera à peu près constante. En effet, si z restait égale à
la constante at, 1 équation — H — g = o donnerait
N = ^ • On conçoit que si z diffère peu de Ar, la valeur
al
de N sera à peu près constante et égale à —-• Mais on peut le voir de la manière suivante : on a
on a trouvé
^. — «• = TTTk
donc
gl 2/* — 2a* — 2^' — ^ab\
" = 7V^'+ JTé j
g[ ^n ^ 3a'-|-3^'— <»'— ^'-hî/ï*
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et, en négligeant z — a, z — 6, (a — i)*,
De là résulte
IF
f. = o, ^-^fr = o.
Ces équations ont la même forme que les équations (i). On en conclut que la projection horizontale du pendule décrit une ellipse et que la durée de la demi-réTolutiim
est TT i/-» valeur moindre que ir l/--
MOUVEMENT D UNE TIGE PESANTE TOURHÀHT ÀHTOUE d'dN DE SES POINTS QUI EST FIXE.
591 . En désignant par x\ y\ z' les coordonnées d'un point quelconque m de la tige, considérée comme une ligne droite pesante, on a par le principe de d'Alembert
sr
mg
fit*
Prenons sur la tige un point L dont la distance au point fixe O soit / et soient a:, j^ z ses coordonnées. Eln désignant par u la distance O///, on a
tu
et l'équation (i) devient
dH
dt'
dt
do
gl\mu
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en posant
mu = M/i, \ ma»= M(a»-h Â*),
a étant la distance du point O au centre de gravité de la tige pesante, M la masse et MA' le moment d'inertie de cette tige par rapport à ce même centre de gravité. On a la condition
qui donne
En multipliant cette équation par X et ajoutant Téqua* tien (3), on trouve
592. S'il n'y a qu'un seul point pesant p sur la ligne droite, à la distance /, on aN mu^ = fx/*, \ ma = pi/ et
Les équations (6) se réduisent à celles-ci , si Ton sup-
k^ pose l=a-\ Ainsi la tige pesante se meut comme
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le pendule simple, dont la longueur est Z = a H — -Le
point L est le centre d'oscillation. Ce point se meut comme un point libre sollicité par la pesanteur g et par une force accélératrice donc les composantes sont — Xx, — 1^, — Xz. Cette force est dirigée vers le point 0
et son intensité est 1 ^x*+j^*-f- z* ou XL C'est la tension désignée par N. On a N = X/. Il ne faut pas croire que la tension soit constante dans toute Téteudue de la
tige.
Toutes les forces perdues, telles que — m
g — I se font équilibre autour du pobt
fixeO ou sont détruites parla résistance de ce point. Ainsi, quoiqu'elles soient appliquées aux différents points de la tige et non en un seul point, elles ont une résultante unique passant par le point O. C'est la pression exercée snr le point O, égale et contraire à la résistance de ce point. En désignant cette pression par P et ses composantes par X, Y, Z, chacune d'elles est égale à la somme des composantes des forces perdues, comme si toutes ces forces étaient transportées au point O, d'après le principe connu que des forces en équilibre sur un corps solide se font encore équilibre si elles sont transportées en un même point. On a donc
ou (591)
^ ma fi^.r Ma d^x
"" ""^ T 'dF'^ T IF^
OU, en vertu de la première équation (6),
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ensuite, par des transformations analogues,
Y=—'kx, z=: — Xz-f-Mg'-y-.
594. La pression P sur le point O n^est pas dirigée suivant la tige. Elle est la résultante de deux forces, Tune dirigée suivant la tige et égale à MaA, Tautre verticale et
^ale à M g: — - — , c'est-à-dire à la composante qu'on
obtient en décomposant le poids Mg^ de la tige en deux forces verticales appliquées au point Gxe O, et au centre d^oscillation L.
595. Si le centre de gravité de la tige coïncidait avec le point fixe, ou aurait a = o, /= 90 , et le mouvement de la tige ne serait plus celui d'un pendule simple de longueur /. Mais dans ce cas le poids de la tige étant détruit constamment par le point fixe, la tige doit rester dans le plan qui passe par sa position initiale et par la direction de la percussion, et tourner dans ce plan avec
vitesse constante « = ~7--
596. On arriverait encore aux équations du mouvement en exprimant que les forces perdues se font équilibre autour du point fixe, ou bien par la formule générale de la dynamique. Dans ce dernier cas, on prendrait pour mouvements virtuels : i^ le mouvement effectif^ Q? un mouvement de rotation autour de Taxe des z.
Storh. — Jf^c, U. i3
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QUARANTE-SIXIÈME LEÇON
PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DU MOUVEMENT. -^ MOUVEMENT
DU CENTRE DE GRAVITÉ
AamarqueB sur les systèmes de points qui peuTent se mouvoir ooBUBftdsi corps solides. — MouTemeDt du centre de gravité. — Vitesse initiils du centre de graTité d'un système mis en mooTement par des sions. — Conservation du mouTement du oestre de graTÎté.
remauques sur les systèmes de points qui peuyebt se mouvoir comme des corps solides.
897. Considérons un système de points matériels m, m'y wi", ^. . , sollicités rcspeclivement p» des forces P, P'y P'\ . . . , dimt les composantes parallèles aux axes sont X, Yy Z; X', Y'^ Z';.... En vertu du principe de d' A leinbert, si Ton applique au point m des forces parallèles
aux trois axes et égales respectivement à X — m -— ?
Y — m -JY» Z — m — > et aux autres points des forces
analogues, toutes ces forces doivent se faire équilibre an mojen des liaisons du système. Les conditions de cet équilibre sont comprises dans Téquation générale des vitesses' virtuelles; mais on peut parvenir à des propriétés importantes, sans qu'il soit nécessaire d^exprimer toutes ces conditions.
Ainsi Téquilibre existant entre les forces mentionnées, dans le système dont nous étudions le mouvement, il subsistera encore si Ton introduit entre les différents points de nouvelles liaisons telles que Ton voudra, pourvu qu'elles ne soient pas incompatibles avec les conditions
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donaéea ; on peut supposer, par exemple, que les distances des différent» points du système devienaeBt invariabiea^ si le&liaisMiaaont telles, que les points puissent se déplacer saoas que leurs distances changent. Il en résulte qiàe les forces doivent satisCaiie aux six équalions d'équilibre d'un systeiBe solide, pourvu toutefois qu'après la solidification il n'y ait aucun point fixe ni aucun point assujetti à demeurer soit sur une courbe, soit sur une surface fixe. En lai San t cette restriction, les troi» premières équations d'équilibre donnent
ou bien
598. Pour que le système puisse se déplacer comme un corps solide, c'est-à-dire sans que les distances de ses points varient, il faut et il suffit que chaque équation de condition se réduise à une relation entre les distances de aes différents points. En effet, soit
Lr-i: o
une équation qui doit toujours exister entre les coordonnées x^y, z^ x'. . . et dont le premier membre L est une fonction y* de « et de a:, ^, 2, x', ... . Désignons par p^q^Vy... les 3/1 — 6 dislances des différents points qui doivent rester constantes. On a
p =z y^(x' - X)» -+- (/ — jr/ 4. (i' — 2)«,
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On peut réduire à six le nombre des coordonnées qui n'aient plus entre elles aucune relation donnée et prendre, par exemple, x,^, z, x'^y' et x" pour ces coordonnées arbitraires et indépendantes. On aura toutes les autres en fonction de celles-là et des quantités p^q^.... Donc chaque équation de condition telle que L = o sera réduite à la forme
L =^APf ^> '•'.••• » '»r> «I ^\ y > ^ ) = o.
Pour un déplacement virtuel quelconque, p, 9, r,. .. restent constants, t ne variant pas, et par conséquent, puisque Téquation L = o doit être satisfaite, quelles que soient a:,^, z, x\y\ x"y ces quantités ne doivent pas entrer dans/*. Donc, en éliminant de Téquation L=o, 3/1 — 6 coordonnées à Taide des équations (a), les six autres doivent disparaître en même temps, et Téquation L = o doit se réduire à une simple relation entre les distances p, ^, r, . . . , ce quHl fallait démontrer.
599. On ferait le même raisonnement en exprimant les Zn coordonnées en fonction des distances p, q^ r,.,., et de six autres quantités qui fixeraient la position arbitraire du système par rapport aux axes fixes : par exemple, les coordonnées a, 6, 7 de Torigine d'un système d'axes O'x', O'y'^O'z' liés au corps solide, et les trois angles cp, ({/, 6, qui déterminent la position de ce nouveau système d'axes par rapport au système des axes Ox, O^, Or, fixes dans l'espace. L'équation L = o prendrait la forme
/(Pt 7» '•»•••>«> ^> 7> î> +> ® ) = o-
Or a^ 6, y, f , (f/, d n'y doivent pas entrer, puisque cette équation doit avoir lieu, quelles que soient les valeun qu'on leur attribue. Donc L se réduit k une fonction de p, 9, r, . . . .
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Reprenons les équations
qui ont lieu dans le mouvement de tout corps solide libre ou de tout système qui peut se mouvoir comme un corps solide. Soient X|,^i, z^ les coordonnées du centre degra- ^ vite et M la masse totale du système. On a toujours
Mx, =\/ifx, Mji=\wix, Mz, =\mz
et, par suite,
dxi V^ Hx
-s=Zà''-si
Si Ton suppose un point matériel toujours placé au centre de gravité du système, ces formules feront connaître sa vitesse à une époque quelconque, lorsqu^on connaîtra celles de tous les points du système.
En diflerentiant de nouveau les équations (a) et en ayant égard aux équations (i), on trouve
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De là résulte le théorème suivant :
Le centre de gratuité de tout système Uhre se meut comme si les masses de tous les points matériels^ éùment réunies et que les forces motrices y fussent transportées parallèlement à elles-mêmes.
601 . Si Ton connaît le mouvement de chaque point du système, celui du centrede gravité sera également connu à un instant quelconque, au moyennes formules
sans qu'on jit besoin -de recourir au théorènie précédeit; mais celui-ci estprtnoipalem^it uitile pour déterminer k mouvement du centre de gravité, lorsqu'on ne connaît pas ceux de tous les points du corps. Toutefois il faut connaître l'état initial du système afin d'avoir la position et la vitesse initiales du centre de gravité.
VITESSE IKITIÀLE DU CEHTILS DE ORÀVITÉ d'uN STSTJOn MIS EN MOUVEMENT PAR DES FORCES IITSTÀNTÀIIÉES.
602. On peut supposer que le système d'abord en repos soit mis en mouvement par des percussions. Déterminons, dans cette hypothèse, la vitesse initiale que doit prendre le centre de gravité.
Remarquons & cet effet que si 9 est le temps pendani lequel agissent les percussions, Féquation
donne
Or, soient a^b^c les composantes de la vitesse que It percussion P (X, Y, Z), appliquée au point m, lui donne-
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rail s'il était libre. On sait qne
par conséquent
La mène formule aura lieu pour les autres axes. On a donc, en ayant égard aux équations (a)^ n^599,
formules qui donnent les composantes -^9 -^9 -^ de
la vitesse avec laquelle le centre de gravilé doit commencer à se mouvoir. On voit que cette vitesse est celle que prendrait un point ayant la masse M, placé au centre de gravité et qui serait sollicité par toutes les forces instantanées du système transportées parallèlement à elles-mêmes en ce point. En considérant comme autant de forces les quantités de mouvement que ces percussions imprimeraient à des masses libres, on concevra ces forces transportées parallèlement à elles-mêmes au centre de gravité, et Ton prendra leur résultante. La vitesse initiale du centre de gravité sera dirigée suivant cette résultante et égale à la valeur numérique de la même résultante divisée par la masse M.
CONSERVATION DU MOUVEMENT DU CENTRE DE GRAVrTÉ.
Revenons maintenant aux équations
Supposons que parmi les forces appliquées au système il y en ait qui proviennent d^ actions mutuelles entre des points.
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Celles-ci seront égales deux à deux, puisque si dem points agissent Tun sur l'autre, la réaction est toujours égale et directement opposée à Faction. Elles ne donnent donc aucun terme dans les seconds membres des équations (i), et par suite elles n'ont aucune influence sur le mouvement du centre de gravité. C'est ce qui a Heu dans le choc de deux corps par exemple. Quand ils sont assex rapprochés Tun de l'autre, leurs molécules agissent réciproquement les unes sur les autres, mais le mouvement du centre de gravité du système en est indépendant et est seulement déterminé par les forces extérieures. Il en est de même encore quand un corps solide en mouvement renfermant un gaz se trouve brisé par une explosion : les actions réciproques des molécules gazeuses et de celles (la corps solide ne modifient point le mouvement du centre de gravité de leur système.
604. Quand toutes les forces motrices transportées parallèlement à elles-mêmes en un point quelconque s'y font équilibre, on a
(a) Vx^ro, yY = o/ yz=o:
les équations du mouvement du centre de gravité se simplifient et deviennent
dr -°'
d'où l'on tire
(4) rf, ->
dy,
Ut -"'
c, c', c" étant des constantes. Le mouvement du centre de gravitéest donc rectiligne et uniforme. C'est ce qui arrive en particulier quand toutes les forces qui agissent sur le système proviennent d'actions mutuelles qui agissent
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entre ses différents points. Ce cas se présente, par exemple, dans notre système solaire. A cause du grand éloignement des étoiles, les forces motrices se réduisent à des actions réciproques des molécules, et dès lors le mouvement du centre de gravité de tout le système est rectiligne et uniforme.
Cette loi est connue sous le nom àe principe de la consen^tUion du mouvement du centre de gravité.
605. On peut présenter cette loi sous une autre forme. A cause des équations ( 2 ) on a
^ dt* * ^ dt^ ^ dt
d*où il suit que\ m -^» \ m -^î / ''^ y" ^^' ^®® ^*'
leurs constantes quel que soit t : c'est-à-dire que la somme des quantités de mouvement des masses du système, estimées parallèlement à un axe quelconque, est constante. Et si Ton considère les quantités de mouvement de toutes les molécules comme des forces et qu'on les transporte parallèlement à elles-mêmes en un même points elles donnent une résultante de grandeur et de direction constante. Le centre de gravité se meut suivant une ligne droite parallèle à cette résultante et avec une vitesse égale a cette résultante divisée par la masse totale du système.
aoa
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QUARANTE-SEPTIÈME LEÇON
PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DU MOUVEMENT RELâTITES
D W SYSTEME
606. Considérons toujours tm ensendrfe de points mitëriels qui peuvent se déplacer comme un système solide. Les forces perdues
doivent satisfaire wn trois équatioi» d'éqnilibre d'en système solide, qui expriment que les sommes des moments des forces par rapport aux trois axes sont nulles : on a donc
2[(v-„^:).-(x-„ef).]=.
et des équations analogues pour les deux autres axes. On pourra mettre ces équations sous cette forme
dt
)----.^(Yx-Xj-),
Nous «vans 4lit qu'en sapposant le tystème solidifié, il medennt y «voir aveuii point fixe ou assujetti i demeorer sur me iigae ou suriace fixe. Touiefois les ë^purtiom (i) et leurs eonséquenees subsistent s'il y a dans le système ma poim fixe, pourvu qu'il soit pris pour origine des coordonnées, parce que la condition 4l*équîlilire du systàme sdidilié est dans ce cas que la somme des Moments des forces, par rapport à trois axes passant par le point fixe, soit nulle pour chacun des axes.
Les sommesN (Yx — Xj'),..., qui forment les
seconds membres desëquatieos (i), sont nulles lorsqu'en supposant le système solidifié, les forces qui le sollicitent se font équilibre, ou bien encore lorsqu'elles se réduisent k une force unique passant par l'origine des coordonnées. Dans ces deux cas on trouve, en intégrant les équa* tions (i),
Les valeurs des constantes o, c\ c" se déterminent d'après les positions et les vitesses initiales des points du système. Il résulte des À|uaiions (a) que la somme des moments des quantités de mouvement des masses du système par rapport à chacun des axes coordonnés, et, par conséquent, par rapport à une ligne droite quelconque est constante.
608. Donc si, à un instant quelconque, on considère comme des forces les quantités de mouvement qui animent les difiërents points du système, qu'on les com-
âo4 COURS DE ICÉCÀlfIQUB.
pose comme si elles étaient appliquées à un corps solide, et quW les réduise k trois forces dirigées suivant les axes et à trois couples parallèles aux plans coordonnés, on trouvera toujours la même résultante et le même couple résultant par rapport à une même origine. Le
moment de ce couple résultant est A: = ^c* -H c'* -f- c*'* , et son plan, perpendiculaire à la droite qui fait avec les
e^ c' c axes des augles ayant pour cosinus -t) -t' y a poor
équation
c"x -h c'y -h cz = o*
PRINCIPE DES AIRES
Fig. 168.
609. Les équations (2) peuvent être envisagées sons un autre point de vue.
Pendant que le point M(x^jry z) décrit sa trajet .
toire MA, la projection OP, de son rayon vecteur OM sur le plan xOy, décrit pendant le temps t une aire BOP ou X dont la difiérentielle est
rfX = - (xdx — jrdje).
La première des équations (a) donne
d*où, en intégrant.
dl 1 dt 2 '
/If A = — cr.
Il n'y a pas de constante à ajouter, parce que X doit être
QUARAHTE-SEPTIÈME LEÇON. )05
nulle pour t = o. En désignant par X' et TJ' les aires décrites par les projections du rayon vecteur sur les autres plans coordonnés, on aura de même
Chacune des constantes c, c\ c" représente le double de la somme des aires décrites dans Tunité de temps, par la projection de chaque rayon vecteur sur Tun des plans coordonnés. De là résulte ce théorème :
Quand les forces motrices appliquées à un système se font équilibre en supposant le système solidifié, ou bien quand toutes ces forces ont une résultante unique passant par Vorigine des coordonnées^ la somme des aires décrites par les projections du rayon vecteur sur chacun des plans coordonnés multipliées respectivement parles masses des points correspondants est proportion» nelle au temps. C'est ce qu^on appelle le principe de la consen^ation des aires.
610. Cette loi a lieu en particulier quand les forces motrices du système se réduisent à des actions mutuelles entre ses différents points ou à des forces constamment dirigées vers un même point fixe, pourvu qu'on prenne celui-ci pour Torigine des coordonnées. En effet, lorsqu'on suppose le système solidifié, toutes ces forces se détruisent. Si Ton suppose le soleil fixe, toutes les forces motrices des planètes se réduisent à des forces dirigées vers le centre du soleil et à des attractions ou à des répulsions mutuelles qui se détruisent deux a deux. Le principe des aires doit donc être vérifié par rapport i tout plan mené par le centre du soleil.
Le principe de la conservation des aires subsistera s*il survient dans le système considéré des chocs ou des explosions qui proviennent touiours d'actions mutuelles entre les molécules.
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DU PRIHGIPE DES AIRES DAKS LE MOVinBlCBirr RSULTIPi
611. Jusqu' ici nous avons supposé Torigine des coordonnées fixe dans Tespace. Prenons maintenant ponr origine un point mobile avec le système. Soit Oi ce point. Désignons pair Xi^jTtyXi ses coordcmniées par rapport à un système fixe Oxy O/, Oz. Soit m on poist ayint pour coordonnées x^jTj x dans Pancien système et (^ n, ^ diu le nouveau composé de trois axes O^Xi, Otjrt^ OfX, parallèles aux anciens et mobiles avec le point O] . On «va
Remplaçons x, j", z par ces valeurs dans les écpations (i) du n^ 606, sans toutefois faire cette substitution dans
Â^' "SF' rfP^* ^* première devient
Ici nous sommes obligés de supposer qu'il n*y a dans le système aucun point fixe. Alors on a, en verta des trois premières équations du système solidifié (597),
L'équation (a) se simplifie et devient
Remplaçons maintenant-^ et •— par leurs râleurs dé-
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(luîtes des équations (i). Nous aurons
612. On aurait deux autres écjuations analogues. On voit que, pour qu'elles deviennent semblables aux équations (i) du n^ 606^ il faut et il suffit que
"^Z 'wÇ -j-^ \ mn et les deux autres quantités
analogues soient nulles. C'est ce qui peut être £ût de difTérentes manières.
On y parvient d'abord en prenant pour origine mobile le centre de gravité du système, car alors \ m^,
\ mr], \ m^ sont nulle». On a dans œ cas les trois équations
Ces termes disparaissent encore et Von retombe sur les éqnalions précédentes si l'on prend pour origine mobile un point qui ait dans l'espace un mouvement rectUigne et
.^ 1 d'^Xx d^Yy d^z^ I,
uniforme, car alors —rr^ '-tt'> -tt ^^^^ nulles.
«Z' dt^ €U'
Elnûn il existe une dernière manière, mais beaucoup moins utile, de parvenir au même résultat : c'est de dé* terminer le mouvement du point Oi d'après les condi-
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lions
r/'ar, d^yx d^ z,
dO dt^ dt^
\ m\ zJ^^ aJ^^
Ces équations signifient que la force accélëratrice da point Oi, ou celle qu'il faudrait lui appliquer k chaque instant pour lui donner le mouvement qu'il a réellement, doit être constamment dirigée vers le centre de gravité
du système, puisque \ mj, \ m»}, \ mÇ sont proportionnelles aux coordonnées mobiles du centre de gravité
613. Si l'origine des coordonnées mobiles est choisie de l'une de ces trois manières, on aura, par rapport aux aies dont l'origine est mobile, des propriétés semblables i celles qu^on a trouvées pour des axes fixes, puisque les équations (5) ont la même forme que les équations (i) da n^ 606. D'abord si les forces se font équilibre, en supposant le système solidifié, ou si elles se réduisent & une seule passant par l'origine mobile, les seconds membres des équations (5) sont nuls et on en conclut encore que la somme des aires décrites par les projections des rayons vecteurs sur un des plans coordonnés, multipliées par les masses des points correspondants, croit toujours proportionnellement au temps ou est constante dans des temps égaux. Ainsi le principe de la conservation des aires est vérifié relativement à ce plan mobile. Dans notre système planétaire, par exemple, on peut prendre pour origine des coordonnées son centre de gravité : car, en supposantque les étoiles n'agissent pas sur le système, le niouvemeot de ce point est rectiligne et uniforme (ÔO^). Da reste les forces motrices de ce système se réduisent à des actions mutuelles entre ses différents points, en sorte qu'il véri-
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fie le principe des aires relativement i un planqaelcouque passant par son centre de gravité.
FLAN DU MIXIIIUH DBS IIRIS.
614, Considérons toujours un système de pointa en
mouvement pour lequel le principe des aires a lieu, en
Pic. ifig. prenantpourorig;îneun
point O Gxe ou mobile
suivant les conditions
établies précédemment,
et proposons -nous de
trouver un plan te), que
la somme des produits
des masses par les aires
que décrivent les projections de leurs rayons vecteurs sur
ce plan soit un maximum.
Le rayon vecteur Om du point m décrit une surface conique dont l'élément mOn est dans le plan tangent. Soit du cet élément et appelons a, 6, y tes angles que la perpendiculaire OD à son plan fait avec les axes coordonnés Or, Oy, Oz. Désignons par u l'aire décrite par ^ projection du rayon vecteur 0/n sur un plan quelconque P, perpendiculaire à une droite qui fait avec les axes les angles A, B, C. En appelant B l'angle DOE, on l'angle que le plan de l'aire da fait avec le plan de projection P, on a
puisque dra est la projection de da sur le plan P.
D'ailleurs les projections de da sur les plans xOy, xOz, yOz sont dX, dW, dW, et l'on a
tty^^dacoia, di.'^ decoiS, rfi ^dacoty
et
cosfl = cosacosA + cosScosB -i- COS7COSC. Smu. - Jffc., 11. l4
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En multipliant cette dernière par da et ayant équations précédentes, on aura
aux
dùà = dV'cosA -h rfVcosB -+- dX cosC,
d'où
w = X"cos A -h VcosB -+- \ cosC; par conséquent
\ Ww=i:C0SAN otX"-t-COSB\ /7lV-f-COsCN Hfl.
Mais on sait que (609)
donc on a
/ww = (c'^cosA -t- c'cosB -f- ccosC) -
Dans cette équation, le coefficient de t est constint, le plan P étant donné.
Posons
On peut écrire
y 17/w = I -j cos A H- -r cosB -}- -r cosC J - /.
Il est permis de regarder -t' T' 7 comme étant les cosinus des angles formés par une certaine droite OF avec les axes coordonnés, droite dont la direction est indépen* danie de la position du plan P. Par conséquent, si nous concevons un plan tt perpendiculaire à OF, la position de ce plan ne dépend pas non plus de celle du plan P. Or f étant Tangle EOF ou Tangle des plans P et ir, oo i
cosf = ~ cos A -4- j cosB -H -r cosCy
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par suite
(3) \ ffi(d=z - ktcos(f.
Ainsi la somme des aires décrites sur le plan P, multipliées respectiyement par les masses des points correspon*
dants, est égale au produit de - ht par le cosinus de l'angle
des deux plans P et tt.
Comme la quantité k ne dépend pas de la position du
plan P, Téquation (3) montre que la quantité \ mco est
maximum lorsque f est égal k 90^, c'est-à-dire lorsque le plan de projection P coïncide avec le plan ?:. On a alors
(4) y ww = - ^■^.
// existe donc un planjixe tel, que la somme des aires décrites pendant un temps quelconque par les projections des rayons vecteurs des points mobiles sur ce plan, multipliées par leurs masses, est plus grande que pour tout autre plan de projection. Ce plan est toujours le même, quel que soit le temps écoulé. On Tappelle pour ces deux raisons plan du maximum des aires ou plan invariable. Son équation est
c" X -f- (/y -f- cz = o
et la somme \ mtù relative à un autre plan de projection
se déduit de celle qui se rapporte au plan tt, en la multipliant par le cosinus de Tangle des deux plans.
Ce plan est le même que celui du couple résultant des quantités de mouvement du système solidifié, qui a été déterminé précédemment (602).
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QUARANTE-HUITIÈME LEÇON
PRINCIPE DBS FORCES VIVES
615. Considérons un système de points m, m', m^, . . ., sollicités par des forces P, P', P^', . • . , dont nous désignerons lescotnposanles parallèles à trois axes rectangulaires par X| T, Z, X', Y', Z', . . . . En combinant le principe de d'Alembcrt avec celui des vitesses virtuelles on obtient Féquation
Les liaisons du système étant exprimées par un certain nombre d^équations
qui doivent être satisfaites, à une époque quelconque, par les coordonnées des points du système et par ces coordonnées après un déplacement virtuel, il en résulte (489) que les variations des coordonnées sont assujetties i satisfaire aux équations suivantes, dans lesquelles le temps est
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supposé consUDt :
(7) / ^W. dyi ^ dM ^ ^M ^ ,
''d^^-'^lij'^'^-dl''-^d7^^-^'- = ^^
D'un autre côté, dans le mouvement effectif du système, les coordonnées des points devant satisfaire aux équations de condition (2), on a, en différenliant celles-ci par rapport à f, variable indépendante,
dL , dJ. dL ^ dh ^ dh , ,
dt dx dy dz dxf
(4) ^rfM . /fM^ ^M ^ dVi ^ dVL ^ , dt dx dy -^ dz dx/
On a déjà expliqué la distinction essentielle qui existe entre les variations dx, hy^ iz^ qui répondent à un déplacement virtuel du point M, et les différentielles dx^ dj^ dz^ qui se rapportent au déplacement réel que prend ce point, dans le mouvement général du système. Supposons que les équations de condition ne renferment pas le temps explicitement. Alors les dérivées partielles
—t -^? • • • j étant nulles, les équations (3) et (4) montrent qu'on pourra faire
Ainsi, parmi tous les déplacements virtuels, compatibles avec les liaisons du système, il sera permis de choisir celui qui se rapporte au mouvement réel de chaque point. Alors Téquation (i) deviendra
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(5) \m ^^^ \(Xi/x-i-Yrfr-i-Zrf5)=o.
Mais à cause de
dx^ -4- flîr' + dz"
O^ZrZ ; y
di'
on a
1 , dxd^.v -h drd^r -hdzd^z
-rf(^'r= — y
2 di^
d'où résulte
(6) d\ mi>'rr=2\(XdT-hYdx'hI'dz),
ou, en appelant dp la projection du chemin parcouru par le point M sur la direction de la force P,
(7) dy mp^=z2y "Pdp.
Donc la différentielle de la somme des forces TÎTesde tous les points du système est double de la somme àa quantités de travail élémentaire des forces motrices.
616. Si Ton intègre Téquation (6), entre les limites /o et t, on aura, en désignant par 1^0 1a vitesse initiale da point M ,
Y/wp'— >'/»«';=2 r SiXdx-^Ydj-^Zdz).
Donc dans tout système dont les liaisons sont indépendantes du temps j F accroissement de la somme des forces visses de tous les points, pendant un temps quelconqiÊe, est égal au double de la somme des travaux de toutes les forces pendant le même temps.
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Ainsi la différence des deux sommes de forces vives à deux époques quelconques ne dépend que des coordonnées des points mobiles à ces deux époques et nullement de leurs liaisons ni des chemins qu'ils ont suivis pour passer d'une position à une autre.
AUTRE DÉMONSTRATION
617. La force P, qui agit sur le point M, peut être décomposée en deux forces, la force tangentielle m — et la
force centripète — 9 p étant le rayon de courbure de la
trajectoire au point M. Des forces égales et contraires à ces deux dernières forces étant jointes à la force motrice P, il doit y avoir équilibre et par suite la somme de tous les moments virtuels doit être nulle.
On démontrerait, comme précédemment, que si les liaisons du système ne dépendent pas explicitement du temps, on peut prendre pour le déplacement virtuel de chaque point son déplacement réel ds. Soit dp la projection de ds sur la force P : le moment virtuel de cette force est Vdp : celui de la force tangentielle, prise en sens contraire, est
dt dt '
celui d'une force égale et contraire à la force centripète est nul. On a donc
\ '9 dp — \ /itpc/p = 0,
OU
(7) d\ mp^=: !tS Vdp^
d*où Ton déduit encore Téquation (8).
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CONSÉQUEMCES DU PRINCIPE DES FORCES VIVES
6t8. Quand il n'y a pas de forces motrices appliquées au système ou si les forces se font équilibre k chaque instant, on a
Pc^ = o,
et Téquation (y) donne
mif* =: const.
Ainsi, dafis un système, assujetti à des conditiom quelconques, mais qui ne dépendent pas explicitement du temps, s^il ny a pas de forces motrices ou si fa forces motrices se font continuellement équilibre, la somme des forces vivres reste constante.
Ce principe est connu sous le nom de principe de h conservation des forces vives. Observons que dans les systèmes où il a Heu, les points n'étant souoois a aucone force motrice, leurs vitesses ne varient qu^en raison de leurs liaisons et de l'obligation de se mouvoir sur des surfaces ou sur des courbes Gxes.
Supposons que la fonction
y(X^4-Yrfr + ZA)
soit la dlfiférentielle exacte d'une fonction des variables x^ y^ Zy x\. . . , considérées comme indépendantes on comme liées entre elles par les équations L = o, M = o,... Soit
(i) ^\(Xda:H'Ydx-hZdz)z=d/{x,y, s, *',. . .).
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On aura, en intégrant Téquation
(2) dSmt^ = iSpLdx -f- Ydx -+- Zdz)
par rapport au temps,
(3) ^nïf^ = c -f-/(x,7, », ^',r', . • •)•
Pour déterminer la constante C, désignons par i^o 1^ vitesse d'un point quelconque M, et par x^^j^^ ^o, ses coordonnées à une époque quelconque to. On aura
(4) \'w»'Î = Ch-/(x.,j.,s„...), et, par suite,
(5) T^'WP» — N mj';=/(jr,j^,»,x',...)— /(J^.jr-t^-» ••%
Donc lorsque le système passe d* une position à une autre, r accroissement de la somme des forces vivres ne dépend que des coordonnées des points dans ces deux posi" lions. Pour évaluer cet accroissement, on n'a besoin de connaître ni les liaisons des points dans cet intervalle, ni les chemins qu'ils ont suivis, ni le temps qu'ils ont mis à les parcourir.
620. L'équation (5) montre que si les points mobiles occupent la même position k deux époques différentes t et ^09 la somme des forces vives aura la même valeur à ces deux époques. On aura dans ce cas
\ wp' — \ nip] = o ,
pourvu que, les coordonnées des points reprenant les mêmes valeurs, la fonction y(x,j^, ^yX'^ . . .) reprenne aussi la même valeur. C'est ce qui pourrait ne pas avoir
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lieu. Par exemple» si dans *
(JLdv -hYdx -hZdz)
jc(Iy ' Y dx
ion a une partie telle que — '— — —^ — auî est la dîfférentielie d'un arc d, dont la tangente est -> si le point m re-
vient à la position qu'il a déjà occupée en tournant toujours dans le même sens autour d'un axe, quelle que soit la courbe décrite, l'angle 0 aura augmenté de aTr, de sorte que la fonction/* dans laquelle entre d n'aura pas repris sa valeur primitive.
621 • L'expression \ (Xdx-f-Yrf^-i-Zrfz) est la différentielle exacte d'une fonction de jr,j^, z,:r', . . . quand les forces motrices sont constamment dirigées vers des centres fixes, et qu'elles sont fonctions des distances de leurs points d'application aux centres. Cela arrive aussi quand les forces proviennent d'attractions ou de répulsions mutuelles entre les points du système, actions dont les intensités sont fonctions des distances des points entre lesquels elles s'exercent.
L'expressionN (X^ -^Ydj -H Zrf«) n'est pas
une différentielle exacte dans le cas où les points du système éprouvent des frottements ou la résistance d'on milieu. Cela tient à ce que les frottements et les résistances sont des forces qui dépendent, les premières de la pression de chaque point contre les surfaces frottantes, les autres de la vitesse de chaque point. Dans ce dernier cas on a, pour le point M,
Hdx -h Ydy -4- Zdz = — /(p) ds.
Or la vitesse ne dépendant pas uniquement de la position du point ni de celle des autres points du •yBlèiiie,/(i') ds
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ne peut pas être la différentielle exacte d'une fonction de x^y^ Zjx', . . . , La même conclusion s'applique au cas des frottements. Dans ces deux cas il y a perte de force vive, et cette perte dépend d'éléments autres que les coordonnées des points du système dans les deux positions considérées.
COMPLETES
623. Quand un système de n points est h liaisons complètes, il y a 3 n — i équations de condition : un seul mouvement virtuel est possible à chaque instant, et il est le même que le déplacement réel du système. Dans ce cas, Téquation des forces vives suffit pour déterminer le mouvement de chaque point, car en y joignant celles qui expriment les liaisons du système, on a 3 n équations pour connaître les expressions des 3 n variables x^jr^ z, ^^y y ... en fonction du temps. Il faut alors exprimer toutes les variables en fonction d'une seule 0 convenablement choisie.
Considérons, par exemple, le mouvement d'un corps solide autour d'un axe Oz, ce qui constitue un système à liaisons complètes. On aura, en conservant les notations habituelles,
(i) d\mi^ = î Y(X^ -H Ydf -4- Zdz).
Or on a
p=r«, \ /wp':=\ /If /•'»* = «*\ mr',
puisque la vitesse angulaire est la même à chaque instant pour tous les pointa du système. D'ailleurs
dx dj dz
iU '' * di ^ dt ^
2ao
dODC
(a) \(Xdr -+. Ydf -f. Zdz) = «y ( Yx — Xr)rf^ Substituant dans Fcquaiion (i), on a
ou bien
\ /wr»-^ = 26)\ (Ta:— X7),
équation déjà obtenue (534).
L'équation du mouvement du pendule composé
établie comme conséquence de la théorie des mouvements
Fij. 170. de rotation, peut être déduite
0 X de Téquation (i).
En conservant les mêmes notations (565), on a
d\ ntp^ rzzdita^y mr* j
et
\(Xdj: -h Ydf -}- Zdz) =\nigdji
donc, en substituant,
1/ f «' \ iwr» j := 2 \ mgdjr
et en intégrant
w»\ mr^ = :ig\ my -4- C = ^f Mj, + C,
M étant la masse totale du pendule et ^1 ou AD \y do centre de gravité. Oira d'ailleurs
y^ =acos9
QUÀRANTB-HUITIÈME LEÇON. 321
ymr'=M{a>4-X»).
Par conséquent
w' = -^ TT -*- C.
Pour déterminer la constante C, désignons par 12 la vitesse angulaire initiale, correspondant à 0 = «• On a, dans ce cas,
w'rzrû:» -f- , ^^,, (COSG— COSa),
OU
--— = ft' -H ^ ^ ^^ cosG — cosa).
équation déjà obtenue (565) et qui représente le mouvement du centre de gravité.
DES FORCES VIVES DANS LE MOUVEMENT RELATIF
625. L'équation des forces vives s'applique au mouvement relatif d'un système quelconque par rapport à son centre de gravité, pourvu que dans ce système il n'existe aucun point fixe, ni aucun point assujetti à rester sur une courbe ou sur une surface fixe.
Soient Gxi, G/i, G^i, trois axes parallèles à trois axes fixes Ox, O^, Oz et menés par le centre de gravité G(xi,/i,Zi) à une époque quelconque. Désignons par Ç, n, Ç les coordonnées d'un point quelconque M (x,j^, z) par rapport à ces axes mobiles. On aura
Nommons v la vitesse du point M, et cû sa vitesse relative, c*est-à-dirc sa vitesse apparente pour un observateur placé en G et qui serait entraîné avec les axes mobiles. Soit enfin v^ la vitesse du point G.
On a
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dt'
d'où, à cause des équations (i),
P'zrr
dx\ -+- dy] -\- dz] dV -4- dn^ -h d^^
dt
de
ou
\dt dt~^ dt dt dt dt) » \dt dt dt dt dt dt)
Multiplions par m les deux membres de cette équation et ajoutons toutes les équations analogues relatives aux autres points du système. Si Ton observe que
~~ ^^ ^^ dt 2L ^f €it Zd ^ ~~ ^'
puisque l'origine G étant le centre de gravité, on a \ m^ = o, . . . , et par suite \ m — ^ = o, . . . , l'équition résultante se réduit à
ou
en désignant par M la masse totale du système.
Ainsi (et cette conséquence s'applique à un système quelconque lors même qu'il ne serait pas entièremeDt libre dans Tespace), la somme des forces "vives des points dans leur mou\^ment absolu est égale, à chaque insttmi, à la même somme considérée dans le mouvement relatif autour du centre de gravité, augmentée du protluit de la
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masse totale du système multipliée par le carré de la "vitesse du centre de gravai té,
626. Revenons à l'hypothèse primitive, en vertu de laquelle on suppose le système entièrement libre. Substituant à\ m(^' la valeur précédente dans Téquation
on a
dMv
(5) l =:2y(X^a:. -i-Yrfr, -+-Zrf«.)
Or de
M-—' dt
on tire
iy(X//Ç-f-Yrfii-f-Z^Ç).
id'^Xxdxx -4- %d'^r\dyx'¥ T^d-Zydz^ M H ï
OU
donc l'équation (5) se réduit à
^/Vntw'nzay (XrfÇ-f-yrf», -f-Z/fÇ).
Cette équation exprime que, dans le mouvement relatif d'un système absolument libre, autour de son centre de gravité, la difTérentielle de la somme des forces vives des points du système est égale au double de la somme des quantités de travail apparent des forces motrices.
QUARANTE-NEUVIÈME LEÇON
DU CHOC DES CORPS
Choc direct de deux corpi sphériques. — Moarement du ceotre de gnvité. Choc de deux corps dépourrui d'élasticité. — Choc de deux corps parfaitement élastiques. — Vitesse des centres de gravité après le choc — Examen de quelques cas particuliers. — Moufemeot du centre de gravité. — Principe de la moindre action.
DU CHOC DIRECT DE DEUX CORPS SPHÉRIQUES
627. Considérons deux sphères, dont les centres se meuvent sur une même droite Oo:, dans le même sens ou en sens contraires, et dont tous les points décriveDt des parallèles à cette droite*
Supposons, pour fixer les idées, que les deux corps se meuvent dans le même sens. Pendant le choc ils se compriment mutuellement et leur forme sphérique est un peu altérée. Pour le bien concevoir, il faut considérer chacun de ces deux corps comme un système de points matériels, de figure variable à cause des actions mutuelles que les molécules des deux corps exercent les unes sur les autres. La détermination du mouvement de chaque molécule serait un problème fort difficile, mais on peut obtenir le mouvement du centre de gravité de chacun de ces deux corps diaprés le principe qui détermine le mouvement du centre de gravité d*un système. Il résulte de ce principe et de celui de Tégalilc entre Taction et la réaction, qu'il faut, pendant la durée du choc, supposer appliquées aux deux centres de gravité des forces égales et contraires, dirigées suivant Oj: et qui sont les résultantes de toutes les actions moléculaires. Mais ici il faut distinguer deux cas.
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628. Si les deux corps sont mouSy c^esl-à-dire dépourvus d'élasticité, après s'ôtre comprimés jusqu'à un certain degré, ils cessent d'agir l'un sur l'autre à l'instant où les vitesses sont devenues égales, et ils continuent à se mouvoir en restant juxtaposés avec une vitesse commune et conservant la forme que la compression leur a donnée.
629. S'ils sont élastiques, ils tendent, au moment où la compression cesse, à reprendre leur forme primitive aussitôt que la vitesse est devenue la même, et de là naissent de nouvelles pressions qui tendent à séparer les deux corps. Si ces pressions sont égales en intensité à celles qui ont lieu dans la première partie du choc et que les deux corps quand ils se séparent soient dans le même état qu'au moment où le choc a commencé, on dit qu'ils sont parfaitement élastiques. Ils ne sont qu'imparfaitement élastiques si les pressions sont moindres dans la seconde période que dans la première.
HOVVEHENT DES CENTRES DE GBAVITÉ.
630. Occupons-nous maintenant de déterminer le mouvement des deux centres de gravité. Soient OC = .r et
Fig. ,71. OC' = j:',0 étant un point fixe
pris arbitrairement sur Ox.
Soit, à une époque quelconque du choc, R la valeur des deux pressions égales et contraires appliquées aux centres des deux sphères et qui résultent des actions mutuelles de leurs molécules. En vertu du principe relatif au mouvement du centre de gravité (600)^ m et m' étant les masses des deux sphères, on aura
STfnll. — iir<fc., u. i5
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On en conclut d'abord
à'ck
m-r- -^ m —- = const.
di dt
Donc, si l'on appelle (^ et (^' les vitesses des deux corps, au commencement même du clioc, on aura
«f H- «iV = const..
et, par suite.
dx ,dj/
^ ' dt dt
Cette équation exprime que la somme des quantités de mouvement reste constante pendant toute la durée da choc.
CHOC DE DEUX CORPS DÉPOURVUS o'ÉLASTICrri.
631 . Supposons maintenant que les corps soient mous et désignons par u la vitesse commune avec laquelle ces deux corps réunis en un seul se mouvront après le choc. On aura, d'après la formule (a),
d'où
mp 4- ni'v' m -\- m!
On voit que si avant le choc les deux corps allaient dans le même sens, après le choc le sens du mouvcmeot commun sera le même. S'ils allaient en sens contraire, U vitesse commune après le choc sera celle delà sphère qui avait la plus grande quantité de mouvement. En particulier si les deux corps, allant à la rencontrer Tun de Tautre, avaient des quantités de mouvement ^ales, le choc les réduirait au repos.
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ÉQUATlon DES FORCES TIYBS.
On a, pendant toute la durée du choc
d^où l'on tire, comme précédemment,
^ ^ (U dt
Poup déterminer les viiesscs des deux centres de gravité après le choc, il faut une autre équation. En ajoutant les équations (1) respectivement multipliées par ^dx et %dx'^ et intégrant le résultat, on trouve
r désignant la distance des deux centres de gravité.
Pour déterminer la constante C, comptons le temps à partir du commencement du choc et faisons commencer l'intégrale à cette valeur initiale du temps ^ il en résulte
et
(4) '^ (^)'-^''*' (^y:==m.' + mV'-.2jR^.
Cette équation exprime que la somme des forces vives à une époque quelconque est égale à cette somme prise au commencement du choc, plus le double de l'intégrale de R Jr, prise à partir de la même époque. Dans la première période du choc la somme des forces vives est toujours moindre qu'avant le choc, parce que, la distance des centres diminuant, on a dr<^o^ et les éléments de l'intégrale 1 Kdr sont constamment négatifs. Dans la seconde
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période, la distance des centres augmente et les éléments de l'intégrale sont toujours positifs. Mais comme R a des valeurs moindres que dans la première période. Tinté-
grale i Kdr^ prise pendant toute la durée du choc, est
négative. La somme des forces vives est donc toujours moindre qu'avant le choc, seulement la différence va en diminuant dans la seconde période.
Proposons -nous de déterminer les vitesses
dx djf
V= — 5 V'= — des deux centres de gravité après le
cnoc. On a les équations (630, 633)
(i) mV-4- /w'V =r mp -+- /w'/,
(2) iwV'-h /ii'V'*r= mp'4- /»lV^
On peut les mettre sous la forme
d'où Ton tire, en divisant,
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On a donc deux équations du premier degré (i) et (3) qui donnent
(m — m') p -h 2in'p'
ajnp-f-f/y*' — m)p'
/If H- m'
On tire de ces formules diverses conséquences
Soit u la vitesse commune aux deux centres de gravité, an moment où la compression est la plus grande. On a (631)
iwp -4- iwV
mais
__ î3i(/wp-|- m'p')
donc
y=z:iu — p.
On trouvera de même
Donc la vitesse de chaque corps au milieu du choc est la moyenne arithmétique entre sa vitesse avant le choc et sa vitesse après le choc.
L'équation
V — Vr=p — p'
fait voir encore que la vitesse relative avec laquelle le centre de gravité C s^éloigne de G après le choc est égale à celle avec laquelle il s'en approchait à l'instant où le choc a eu lieu.
EXAMEN DE QUELQUES CAS PAKTICULlEnS.
636. 3î 1g corps C est en repos au moment où C vient le rencontrer, (^' = o, et si les deux corps sont mous, la
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vitesse après le choc est (631 )
ni'^m'
On ne peut avoir u =r o que si la masse m' est infiniment grande par rapport à la masse m. C'est ce qui arrive pour les corps mous tombant à la surface de la terre.
637. II n'en est plus de même si les corps sont parfaitement élastiques. Dans ce cas, les formules (4)t n^ 634, donnent
m -h m' m -f- ni
Si m est infiniment grande par rapport à m, on a
Vr^— p, V't o.
Ainsi le corps choqué demeure en repos, tandis que Taulre est réfléchi en sens contraire avec une vitesse égale à celle avec laquelle il est venu rencontrer le premier.
CVst ce qui arrive lorsqu'une sphère élastique pesaDtf tombe d'une certaine hauteur sur un plan fixe horixonlal qui est lui-même élastique. Elle doit remonter, par Ii réaction du plan fixe, jusqu\î son point de départ.
638. Quand les deux masses m et m' sont égales, si les deux corps sont mous, leur vitesse commune après le choc sera
c'est-à-dire la moyenne entre les vitesses des deux corps avant le choc.
Si les deux corps sont parfaitement élastiques, ils ne feront qu'échanger leur vitesse, car en faisant m=r: fti les formules (4)> n^ 634, donnent
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Donc, si Tun des corps était en repos, Tantre restera immobile après le choc et lui transmettra sa vitesse, car si i'' =z o, on aura V = o, V'= %f.
C'est ce qui arrive qnand une bille C vient en choquer
une autre C^ La même chose aurait lieu si un nombre
Fig. 173. quelconque de billes égales
C, C, Q'" en repos et parfaitement élastiques étaient choquées par une bille élastiqueC et de même masse, suivant la droite qui passe par leurs centres. On verra facilement que toutes les billes, excepté la dernière, resteront en repos et que la bille C*' seule se déplacera avec la vitesse même qu'avait la première au moment du choc. Toutes ces conséquences sont vérifiées par rexpérience.
TnÉORÈUE OE CARirOT.
639. La somme des forces vives ne change pas par TeQet du choc quand les corps sont parfaitement élastiques : c'est ce que montre Téquation du n^ 633. Mais lorsqu'ils sont mous, elle diminue et la différence est égale k la somme des forces vives dues aux vitesses acquises ou perdues par les deux corps. En edet, cette différence exprimée par mi^*4- mV* — {m-{- m!) u* est égale à
mp*-f- mV»-4- (m -1- m')u^ — ^[m -^ m')u.u =:mv^-\- iiî'f''-f-(m -f- m'ja' — 2(mp-f- m'v') m,
en remplaçant {m + m') u par mi^ -h mV. On a donc en réduisant
mv*-\- m' 9"^ — (m -f- m') tt'= /w(p — w)*-f- m' (a — «/)%
équation qui démontre le principe énoncé.
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On peut encore mettre cette perte de force vive sons
mm*
la forme ; (m — i^')', en remplaçant dans le deuxième
membre de l'expression u par sa yaleur.
MOUVEMENT DU CENTRE DE GRAVITÉ COMMUN
640. D'après un principe général déjà démontré (603), le mouvement du centre de gravité commun du système des deux masses m et w! ne doit pas être altéré pendant le choc. C'est ce qu'il est facile de vérifier dans le cas actuel. En effet, Xx étant l'abscisse du centre de gravité, on a
(//i -t- /w') j-, =r mx -t- m* x' y
dx'
ou
et
. ilxy dx ,
(m -t- m') -— = w -— -h /»! , ^ ' dt dt dt
m -t- m) — ;- = mp 4- m v dt
dt m -f- m'
Ainsi la vitesse du centre de gravité reste constante avant, pendant et après le choc.
PRINCIPE DE LA MOINDRE ACTION
641 . Dans le mouvement d'un système de corps pour lequel le principe des forces vives a lieu, si l'on multiplie la vitesse de chaque point du système par sa masse et pir l'élément de sa trajectoire, et qu'on intègre la somme de ces produits depuis une position donnée du système jusqu'à une autre position aussi donnée, la valeur de cctic
intégrale / \ mi^ds est généralement un minimum.
Nous disons généralement, parce qu'il y a exception dans
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quelques cas particuliers, mais on démontre que dans tous les cas sa variation est nulle*
Supposons que Ton ait, en conservant les notations du n«615,
C=\ mk^ — ^[Oj bj Cj a' . . ,).
Ona
S jm»€is= f^y mvds=z j \ m9pds-\- j \ mvids^
Or
\ m99ds-=:\ mvSpdt == — dg\ ^y,
mais
donc
\mêvds=€it\{liSx'{-Y8j'\-Z9z).
On a ensuite
ou bien
Donc on aura
-i'"Hs+*-^''i-^**''S)
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Mais les deuT points extrêmes étant fixes et donnes, ix^ Sy^ d s, . . . • , sont nulles aux deux limites. Donc on a bien
^ I \ mpds= Of
ce qu'il fallait démontrer.
Quand les points mobiles ne sont soumis à ancoDe force, on a
et par suite
et comme l'intégrale I mu^dt = f mi^ds est un minimum,
il en résulte que t — f o ou le temps du trajet est aussi un minimum.
ccir<{VAiiTiiEm ttiçoa.
CINQUANTIÈME LEÇON
D'UN POINT FIXE
Formules relatÎYes an déplacement d^un corps solide. — Axe instantané de rotation. — Détermination de Ta rltesse. — Somme des forces Tires. — Moments daa qaanlltéa do movvement.— Relations entra laa cosliMa a, h, c, et les composantes de la Titesse. — Valeurs de p, ij, r en fonction des angles ^, ^ , 0.
Fig. 173.
FORMULES RELATIVES AU DÉPLACEMENT D*Uir CORPS SOLIDE*
642. ConsidéroDS d'abord en lui-même et indépendamment des forces qui le produisent le mouvement de rotation d'un corps solide autour d*un point fixe O.
Soient Ox, 0/,Oz, trois axes fixes dans Tespace et Oj:i,*Oj^i5 Oti, trois axes liés au corps et tournant avec lui autour du point O..
On a les formules
X=za' xy -f. h' y, -t- c' «„
Les cosinus a, &, c, a\ . • • sont les mêmes à chaque instant pour tous les points du corps, mais varient pendant le mouvement : ce sont des fonctions du temps. Les axes
(*) La plus grande partie de cette Leçon a été publiée par M. Sturm dans les NouvelUt Amnales de MathénuHiijuet, t. X (i85i}, p. 4'9*
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étant rectangulaires, on a les relations connues
Ia» -1- o'» -f- a"» == I , ab -^ a'b' -h a^ ù'= o^ b^^b'^-\- b''^=i, ac -^afc' -^arc^zizo^ c» -^ c'* -f- c''» = I , ôc -f- 6V -♦- ft''c^=o,
qui en entraînent d^autres équivalentes ,
(3) û'-f- 6«+ C»=:l, flfl' + 6^'-4-Cc'=0,. . . .
643. Les composantes de la vitesse v du point m parallèles aux axes fixes, ou les projections de cette vitesse sur les axes, sont
dx dt
da lit
-t-ri
db
dt
de di'
dt
da'
dt
db' dt
de'
dz
dt
da" dt
db'' dt
de' dt
Comme les axes fixes sont arbitraires, il nous est permis de supposer que leur position soit celle qu'occupe le système mobile des axes Oxi , Ojti , O Zi , au bout du temps f,
position dont ce dernier système s'écartera après le temps f .
4 • djc dy dz • • i
Alors—; ~-ï — deviennent les composantes Ui, Vt, w„
de la vitesse u parallèles aux axesOxi, Oy\^ Ozi, au bout
du temps t, pourvu qu'on prenne les valeurs de — > —>•••>
dans cette hypothèse. Or les relations (a) donnent, quels que soient les axes fixes,
ada -^ a' du! -\- a" da" =: o , bdb-hb'db'-hh^db^^Oj cdc -h c'de' -4- c''dc' = o,
tidb -h a'db' + a'db" -h bda -h b' da' -f- b" du" = o, adc -^ a' de' -f- a" de" -4- cda -f- e^ da' -f- e" da'''= o, bde -t- b'dc' 4- b"dc" -h cdb -f- e'db' -4- e" db" = o.
Si Ton suppose que ces axes fixes coïncident avecOxi,
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Ojij Ozij au bout du temps /, on a alors
a =r. l y 6=0, c=o, a' z= Oj ^'=1, (/ ::= Oy a'^=zOj ^"=rO, 6^=1^
et les équations qui précèdent deviennent
da =Oj db ^ da' = o, db' =r: o , de ■+- da" = o , dc"= o, dc'-^ db''=i o.
On aurait les mêmes résultats en différentiant les équations (3)»
Posons
db" dtf
de da'
da' db
dt dt P'
dt dt ^»
dt- ■57-'"'
nous aurons
(5 ) a, = qzt — rri > «'i = rx^ — pzi , «•, = ;>r, — y^,.
Ces quantités p, Çj r déterminent le déplacement après le temps dt des axes Oxi , Oj^i, O^i , liés au corps, car leurs directions nouvelles après le temps dt que nous désignerons par Ox', Oy^ Oz\ font avec celles qu'ils ont aubout da temps t et qu'on vient de prendre pour axes fixes, les angles qui ont pour cosinus a + da^ b + db^ . . . , en faisant
a = i, da = Oy b=:Oy db =: — rdtj.,.f
c'est-à-dire qu'on a
cosXtOa/=za -f-£/o = i,
cosXjOj^ =:db •= — rdi,
cosx,0 z' = de = qdtf
cosjiOx' = da' = «//, (6) {cosj,Oj' — j,
"cos/|0 z' zrzdd = — pdlf
coszi Oa/ = da" =1 — qdtj
cosz, Oy' = db''z=ipdtj
COSStO»' =!•
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644. Si Ton reprend des axes fixes quelconques Ox, Ojy Oz, les lignes Ox, et Oy feront avec eux des angles ayant pour cosinus a, a', a'', et J H- db,l/-^ db\ i'^-t- r/A'; on aura
cosx, oy = — /t3&= « (^ -h <^^) -h «'(^' ^ i/^') -h «"(^"-f-rf*"),
ou
( 7 ) ^rdtz.- adb H- o' db' -h a^if^'^,
et aussi
rdt -- cos/jOj:' — (<i -h <3^^) 4- b' [a' -+- ^«') 4- ^"(rt* -f <fc'),
(8) rdt =bda-^ b'da' 4- b"da\
On aura de même les expressions de pdt et de qdt pour des axes fixes quelconques.
AXE I^STÀltTANÉ.
B45. Les points du corps dont la vitesse est nulle à Tépoque t^ se trouvent sur une droite donnée par les équations
^s. — '7i = o, rr, —/?«,= o, /?/, — ^a:, = o, ou
ti —Zi — ^.
Cette droite passe par le point fixe et fait avec les axes des angles dont les cosinus sont
V'A'' 4- v' -h r» Vy4-^'4-/^ V'^*4-^»4-H
Le corps tourne donc autour de cette droite pendant k ' temps infiniment petit dt. Mais la position de cet axe
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dans rintérieur du corps change d^un instant à un autre, c'est pourquoi on Tappelle F axe instantané de rotation. Les lieux des axes instantanés dans le eorps et dans l'espace sont deux surfaces coniques ayant pour sommet le point fixe O. Elles se touchent à Tépoque t suivant la droite qui est Taxe instantané actuel, et après le temps dt suivant une autre droite infiniment voisine, qui a décrit un angle infiniment petit du second ordre, pour devenir le nouvel axe instantané; de sorte que le mouvement du corps n'est autre que celui du premier cône attaché au corps, roulant sans glisser sur la surface de l'autre cône fixe dans l'espace.
046. Soit OI Taxe instantané, au bout du temps t : il fait avec les axes de Xi, j^i, Zi des angles dont les cosinus sont
COSlO^r, = .
COSlOj^i =
y/py
)lp'
OU
cosIOz, =
COSlOx, = -y COSlOj, =:-j COSlOZi = -> 6> b> OJ
en posant
On voit par ces formules que l'axe instantané peut être représenté par la diagonale d'un parallélipipède dont les arêtes dirigées suivant les axes fixes sont p, ^, r.
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On a, par rapport aux axes fixes,
ces 10 J? = a cosIOjti -f- h cosIOji -4- c cosIOsi,
ou bleu
cosIOx= f^±*i±f:.
Ou aura de même
cosIOj= -^ 5
cosIO z = — i— î- — 1
Donc, quand p^ q^ r seront constants, les numëratenrs seront indépendants du temps. C'est ce qu'on vérifiera plus loin (656).
DÉTERMIITATIOlf DE LA. VITESSE f^.
648. Pour avoir la projection de la vitesse u sur Taxe Oxi, il faut faire la somme des projections de ses compo-
dx dy dz . ,
santés -r» -7-' 7- sur cet axe, ce qui donnera
dt di de
dx ^ dy „dz
gi ^ a' — -^ a'' — 9
dt dt dt
ou, d'après les valeurs de —5 -^5 — (643
On trouvera de même rx^ — p^i, pjx — qx^^ pour les deux autres projections. Ainsi les quantités qz^ — 771* rxi — pzx , -pyx — qxx , qui sont nulles pour tous les points situés sur Taxe instantané (645), expriment pour un autre point quelconque m les composantes de la vitesse parallèles aux axes Oxi, Oj^,, Oz|.
Les valeurs de p^ q^ r sont indépendantes de la position des axes fixes Ox, O/, Or, puisque les projectioi»
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delà vitesse u sur les axes Oxi, O^i, Oti, qui sont çzi — 0^1 9 • • • 9 ne dépendent pas de la position des axes Gxes.
Des équations
dx , dy _ dz
on tire
/ dx — = rt [qz, — ry,) + b (rx^ — pz,) -h c(py^-^ qx,)^
(2) / _ =«'(^2,— rri) H- h'[rx,^pz,) + d [py, — qx,)^ On a, en outre,
= {p' 4- ^' + r') {^î + r î + «î ) - {p^i ^- yr. -^ '•^O'
= O/w'w' — O m* «'ces' 10 /w,
à cause de
cosIO/w = ^ - 4- ^-i^ 4 -'
De là on tire
p = 0) . 0/71 sin 10 /M,
ou
|D étant la perpendiculaire abaissée du point m sur PaxeOI. Ainsi 0) est la vitesse angulaire ou de rotation.
6o0. On peut encore obtenir la vitesse de rotation, en cherchant la vitesse absolue d'un point particulier et la
SrvtH. — Mée., II. l6
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divisant par la distance de ce point à Taxe instantané. Si Ton choisit le point situé sur Taxe des z^ à Tunité de distance de Torigine, on a Xi rT= o, ^, = o, Z| = i : alors les composantes de sa vitesse sont
II, — ^, p, = — /?, «?, r= o, d'où résulte
La distance de ce point à Taxe instantané est
sinlOz, r:= ^i — cosUOzi
;?' 4- <7^ 4- /■* y(^» -I- ga 4- r'
Eîn divisant (/ par cette distance, on a bien la vitesse
angulaire ou de rotation égale à ^p' -h y' -h r* ou «, cl comme p = cocosIOxi, ^=: wcosIO;^!, r = cocos 10 Z|, on voit que les quantités p, q^ r, données par les formules — pdt = bdc -hVdc'-h h" dc\ . . . (644) , ne dépendent pas de la position des axes des x^jr^ z, mais seulement de celle des axes des Xi^yi^ z^.
La vitesse co ou ^p* 4- 9* H- / * peut n*ètre pas constante quoique Taxe de rotation soit invariable; elle peut aussi être constante, si Taxe de rotation est variable.
651 . On vérifie que la direction de la vitesse 9 est per> pendiculaire au plan lOm. Car u fait avec les axes des ^i) /i) ^i <l6s angles dont les cosinus sont
qzx —rYx ^ rx, — pzt py, — ^x^
et Taxe instantané des angles dont les cosinus sont cosa'=-» cos6'r=:-5 cus7' = -5
M W ttft
et Ton a bien
cosacosa'-r-cos€oos6' + coS7COS7' = 0.
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On appelle p, q^ r, les composantes de la vitesse angulaire de rotation o) suivant les axes rectangulaires Ox„qxi, Ozf
SOMME DES FORCES VIVES
652. La somme des forces vives de tous les points du corps est
ou
(i) V iwp» = kp^ -h By' -h Cr»,
A, B, C désignant les moments. d'inertie du corps par rapport aux axes Ox, Oy^ Oz. D*un autre côté (649)
(a) \ /wp'zzzo*' \ mf-,
Or\ m p* est le moment d'inertie du corps par rapport
â l'axe instantané; on a donc, en désignant par a A le diamètre correspondant de Tellipsoïde central,
(3) 2'"'"=ii'
c'est-à-dire que la somme des forces vives est égale au carré de la vitesse angulaire divisé par le carré du demidiamètre de Fellipsoïde central qui coïncide avec l'axe instantané.
MOMENTS DES QUANTITÉS DE MOUVEMENT
653. Prenons les moments par rapport aux axes Oxi, Oj'i, Ozi de la quantité de mouvement mt^ du point m, comme si c'était une force (qu'on remplacerait, dans la théorie des couples, par une force égale et parallèle appliquée à l'origine et un couple).
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Le moment de mv^ par rapport à Oxf est
ou
La somme des moments de tous les points du corps par rapport à Taxe O Xi est donc
Cette somme se réduit à Ap, en supposant que les axes 0x1,0/1, O^i soient les axes d'inertie principaux du corps pour le point O. Ainsi, en nommant A, B, C les trois moments d'inertie principaux du corps pour le point O, A/?, B^, Cr sont les sommes des moments des quantités de mouvement des points du corps par rapport aux axes principaux.
Dans la théorie des couples , ces moments sont ceux de trois couples agissant dans les trois plans coordonnés XiOjTi , .... Ils donnent un couple résultant dont le moment
G = ^A* p*H- B*^* -h C* r* : la perpendiculaire i son plan fait avec les axes Oxi, Oj^i, Oz] des angles qui ontpoor
cosinus TT-' -TT» TT* M. Poinsot a remarqué que ce plan
est le plan, diamétral conjugué au diamètre de Tellipsoïde central
qui est dirigé suivant l'axe instantané
En effet, soient x\y\ z' les coordonnées par rapport aux axes Ox,, Oj^i, O^i du point N où Taxe instantané rencontre rdlipsoïde central : on a
et aussi, puisque le point N est sur Tellipsoïde,
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Le plan taDgent en ce point N a pour équation
le plan diamétral conjugué à ON a pour équation ou
Apx ■+■ Bqjr -I- Crz zj=: o.
La perpendiculaire à ce plan diamétral fait avec les axes Oxj, O/i, Ozi des angles dont les cosinus sont
•^> -p- j -jpr • Donc ce plan est celui du couple résultant.
654. Si l'on prend des axes fixes quelconques, on aura la somme des moments des quantités de mouvement par rapport à Taxe Ox d*après les lois connues de la composition des moments ou des couples^ en multipliant les moments Ap^ B^, Cr relatifs aux axes Oxi, O^i, Oz^ par les cosinus a, &, c des angles que Ox fait avec ces
axes et ajoutant, c'est-à-dire que
\ m[« ^ — x-^\ = Apa' + 'Bqù' + Crc', ^« (* g - 7 ^) = Apa'-t- 87^"+ Crc"
HELÂTIONS BlfTllE LES COSINUS a, by.,. ET LES COHPOSAJfTES
DE LA. VITESSE
655. n existe entre les cosinus a, 5 . . . , et p, ^, r des relations utiles. En comparant les formules
dlr da do de //»•«»
— = fl [qz, — r/, ) 4- ^ {r,r,-^pz^) -f- e {/?/, — qx^) (6W),
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et les autres formules analogues, on obtient
da ,
'^"'-b'r c'y, dt *'
da' dt
db
db' dt
^^-aq bp,
diT
(2) {-jr = <Y? — «'•i -37 =
—- z=za''q-Vf,
On y arrive encore en multipliant par a^h^ c^ puis pir a', i', c', . . . les équations (643, 644)
fl</a -\- a'da' -f- ri^é/a" = o, bda -\- b'da'-h b'^da" — rdt, eda -{-</ da' -{- c" da" — — qdi^
et de même pour dh^ dV^ dV^ ....
On déduit des équations (a
pda H- qdb -f- r^/c =:r o, pda' -4- y^/6' -t- r£/c' n_ o , pda" -^ qdb" -^ rdc^ zzz o,
formules qui servent à vérifier Tinvariabilitë de l'expres* sion ap'\-bq + cr quand PjÇy r sont des constantes.
Les diflérentielles da^ db, de sont les projections sur lei axes Oxi, Oj^i, Ozi, du déplacement du point prissv l'axe Ox à Tunité de distance de l'origine. Ce déplacement a pour valeur yjda^ 4- db^ H- dc^ . En remplaçant da^ dhy de par leurs valeurs tirées des équations (a), ob aura
ou
dt ^[br — cqy-\-[cp — ar)* -h (aq — bp)\
dt sj{a^ -\-b^ -\- c') [p^ -f- ç» 4- r») — [ap -f- Ay 4- cr)\ = at ^«» — »^ cosUOx = fla<£rsinIOx.
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La direction de ce déplacement est perpendiculaire au plan lOx, car les formules (a) donnent
ada -\- bdb H- edc = o , -da -\-- db '\ — £fc=:o,
OA oa b>
équations qui expriment que la direction du déplacement est perpendiculaire aux droites Ox et 01.
VALEURS DE p, ^, TEIf FONCTION DES ANGLES ({^, f et 6.
657. La position du corps par rapport aux axes fixes Fig. i^f. dépend des angles
LO X, = ç,
OL étant la trace du plan XiOj^, sur le plan xOy.
Supposons que L^ x^y^ z, Xj , . . . , soient les intersections des droites OL,
O j:^ • . . , avec une sphère de rayon égal a l'unité : on a,
dans les triangles spkériques LxXf, Lx/i,
I cosxOx, T^a z= — cosô sin^* sin ^ -+- cos^* cosç j { cosxO^i z= b z=z — cosG sin>p co5<p — cos^* sinç.
Changeant tf' en ^ + 90^, on a
cosj^Ox, z=r a' = cosô cos'j» sinç -f- sin^* cosç, ( cosjrOj'i —- b' = cosO cos^* cosy — sin 4* sin ^ .
Le triangle sphérique Lxzi, en observant que T angle xL^i = 90** — 6, donne cosxOzi et cosj'Ozt ou
(3) c = sin 0 sin \|;, c'rrr — sinOcos>{;. Enfin le triangle luzx^ donne
(4) û'^^sinôsiny, ^"msinôcosy, c" = cosô.
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Substituons les valeurs de a, 6, • . . en fonction de<^, (f , 0 et leurs dilTérentielles dans les équations
f pdt = ^ bdc ^ b' dt/ ^ b'' dc^ ,
(5) 1 qdt= adc^d d(^ -^a" dtfj
\ rdtz= bda ^ b' da' -h b" da" .
Les valeurs de c, c\ c" ne contenant pas cp, celles de pdt et 9£Î£ ne contiendront pas d<^. Et comme les valeurs de b, V, b" se déduisent de celles de a, a\ cP^ en augmentant ç d'un angle droit, la valeur de — pdt se dédmra de même de celle de qdt. On aura, réductions faites,
Ipdt = sîn^ sin8c/>{f -+- cos^ </G, qdt = cos9SmBd-^ — sinff dO^ rdt = é/«p 4- cosÔ d-^ .
^ n'entre pas dans ces formules, parce que ^ ou LOx étant compté à partir d'un axe arbitraire Ox, les valeurs de p, ^, r ne doivent pas changer quand on augmente cet angle d'une quantité constante.
658. On peut arriver encore à ces formules par la théorie de la composition des rotations [*) en vertu de laquelle la projection de la résultante de plusieurs rotations sur un axe est égale à la somme des projections des rotations composantes, chaque rotation étant représentée par une longueur prise sur son axe et proportionnelle • sa grandeur. Il en résulte que la rotation tùdt du corps autour de Taxe instantané équivaut aux trois rotations successives pdt^ qdt^ rdt autour des axes Oxi, Oj^i, Ozx,
(*) Cette composition, analogue à celle des forces, repose sur le thé^ rème suivant : 5/, par deux causes quelconques, un corps tend k la fois ' prendre deux rotations représentées par les deux côtés d'an parallékh grammcy le corps prendra une rotation unique représentée par la diago»*le de ce parallélogramme. Voir PoiifSOT, Théorie nouvelle de la rotatioa da corps. Journal de M. Liouville, t. XVI (i85i), p. 9. {Voir la Note III placM à la fin du Tolume*}
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et aussi aux trois rotations successives du corps autour des lignes O 2, OL et O^i, indiquées par les dilTérentielIes dtp, dO et d(f. En outre pdt étant la projection sur Taxe Oxi de la rotation fùdt, on a
pdt-=i <^0cosLOx, •f-</>j^cos2 0j:, H- d^co^ZxOxi = cosf ^0 4- sinGsin^ ^/^'y ensuite
gdt= rfôcosLOj, ■+- d^coszOjTi ■+- dtfCOSZiOxt = — sin^ Jd + sindcosf €/i{i; enûn
rdi = dB cosLOzx -+ d^coszOzi 4- ^«pcosZiOzi
Doy. Keciproquemeiit on peut trouver — - > "^ ®^ "tt
eu fonction de p^ q, r. Les rotations dO, d^, d(f se font autour des axes OL, Oz, Ozf.
D*abord la somme des projections de ces rotations sur OL est do : on a donc
dQ =z pdtcosLOJc^ -h gdtcosLOxi ■+■ rdicosLOii,
d'où
dB
on trouvera ensuite
sinô -y- = /)Sinç -f- 7COS99
sinô -~ = rsinG — psmtfCOsB — ^cosycosO.
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CINQUANTE ET UNIÈME LEÇON
ROTATION D'UN CORPS SOLIDE AUTOUR D'UN POINT FIXE (suite). — MOUVEMENT D'UN œRPS SOLIDE LIBRE.
Équations du mouvement. — Cas où il n*y a pas de forces motrices. — Plan invariable. — Mouvement de l'ellipsoïde central. — Lien des ixcs instantanés dans le corps. — Lieu des axes des couples résultants. — Mouvement d*un corps solide entièrement libre.
ÉQUATIONS DU MOUVEMENT
660. Supposons maintenant que des forces motriœs données agissent sur le corps solide. Désignons par X, Y,Z les composantes parallèles à des axes fixes de la force appliquée à la molécule m qui a pour coordonnées x, y^ z. D'après le principe de d'Alembert, les forces perdues
X — /71-— 5-*«> doivent se faire équilibre autour du
point fixe O : il faut et il suffit pour cela que la somme de leurs moments, par rapport à chacun des axes fixes^ soit égale à zéro, ce qui donne les trois équations
en désignant par L, M^ N les sommes de moments des forces motrices par rapport aux axes fixes. La première des équations peut s'écrire ainsi :
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Mais on a trouvé plus haut (654)
Donc on a
— {Apa -f- Bqb -f- Cre) = L,
^ ' dt dt dt *^ dt ^ dt dt
Faisons coïncider les axes fixes avec les axes principaux du corps OXf, Oj^i, Oz], pris dans la position qu'ils occupent au bout du temps t. Nous aurons alors
da dh de
" •' *=°' '=°' ;rf?=°' ■rf?^-'' Â=^'
en même temps il faut remplacer L ou \ m (Zj^ — Yz)
par la somme des moments des forces données par rapport à l'axe Oxxy que nous désignerons par Li. L'équation (a) devient
(3) A^-|-(C-B)yr=L.,
et les deux autres équations (i) donnent de même
Ce sont les formules d'Euler : Li, Mf, Ni, désignent les moments des forces motrices par rapport aux axes principaux du corps à l'époque f .
661 . On les obtient encore de la manière suivante. D'après la composition des moments ou des couples
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analogue à celle des forces^ la somme Ap des moments des quantités de mouvement par rapport à Taxe Oxi est ^ale à la somme des moments par rapport aux axes fixes multiplies par les cosinus a, a\ a^ des angles que Oxi fait avec ces axes fixes. Ainsi Ton a
et, en difierentiant,
dp \\ [ dH d^x\ , V / ^'-^ '''A
ou diaprés les équations (i)
*l=«>-«'«-"'''*IS"(-l-4)
da
'\y [ dx dz\ dn"X^ ( dr dx\
Si Ton fait coïncider les axes fixes avec les axes Oxi» Oj^i, Ozi, au bout du temps f, cette équation deviendra
dp
ou
A-^=L, + rBy — yCr,
car, dans celte coïncidence, on a
da
da'
da'
a = i, a=o, a" = Oy — = o, "^ = ^ It^^*^'
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L devient Li et les sommes des moments des quantités de
mouvement
deviennent celles qui se rapportent aux axes Oxi,Oj^i, Ozi, c*est-à-dire Ap, B^, Cr (663).
CAS OU IL VY A PAS DE FORCES MOTRICES
662. On intègre facilement les équations d*Euler quand il n*y a pas de forces motrices ou qu^elles se font équilibre autour du point fixe. On a
A^-*-(C-B)yr=o,
(1) {Bj4-(A-C)/.r=o,
Multipliant par p^ q^ r et ajoutant
Apdp -f- Bqdq -4- Crdr=Oj
d'où
(2) Ap^-\-Bq*-hCr^=iàj
h désignant une quantité positive, puisque A, B, C sont positives. Cette équation s^obtiendrait encore en exprimant que la force vive est constante, diaprés le principe général sur lé mouvement des systèmes où il n*y a pas de forces motrices.
663. Multiplions les équations (i) par Ap, B^, Cr, ajoutons et intégrons. On aura
G étant le moment du couple résultant, on en conclut que ce moment est constant.
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Ces deux équations donnent
, G' — B/i-h(B — C^Cr»
G^ — A/*-i-(A — C)Cr>
B(B — A) En substituant les valeurs de p et de ^ dans Tëquation
on en tire
(5) rf/ =
C~H-lB-A)/>y = o,
C\/ABr/r
V[G» — BAh-(B— C)Cr][AA — G»-+-(C — A)Cr»]
équation dont l'intégrale dépend des fonctions elliptiques, mais qu'on peut obtenir sous forme finie si deux des moments d'inertie A, 6, C sont égaux ou si G* est égal à Pune des quantités A A, 6 A, C&.
A~B)(A-C)(B-C) ABC
Les trois équations
A;?*4-By»-f-Cr» = *, AV* 4- B»y» -h CV» = G-, donnent
i' _ /G' — (B+Q/iH-BCoi»
_ /g» — (A+C)A->-AC»>' l-y {B-A)(B-C)
f _ . /G'— (A -l-B) A 4- AB"»"' V-y (C-A){C-B)
rÙ=z
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Substituant dans Téqualion (6), il vient
ABCfti^u
V(B-|-Cj/< — G'— BC«V(A-hC)A--G'— AC«V(A-f-B)/i— C'—AB»»*
équation compliquée, dont Tin tégrale donnerait Ck> en fonction de t.
PLAN INVÀEIÀBLE.
665. L^équation (3) exprime que le couple résultant des quantités de mouvement a un moment constant^ le plan de ce couple doit être invariable, et par conséquent les couples situés dans les plans fixes sont constants. C'est ce qu'on peut vérifier. En effet, on doit avoir
^;„^x^-j^gj = consUnte,
et deux équations semblables, ou (654)
kpa' -f- Bç*' -f- C/r' = /', kpa +B^& -^C/r =/.
Ces trois équations peuvent se déduire des équations (i), n^ 662, en les multipliant par a, &, c, a\ h\ c',. . . et intégrant. Elles ne sont pas distinctes, car en ajoutant leurs carrés on trouve
AV-+-B»^»-f-CV» ou G' = /' -4- /" -I- Z""».
666. La perpendiculaire au plan du couple résultant des quantités de mouvement est fixe dans Tespace, car elle fait avec les axes fixes des angles dont les cosinus sont
TT' TT» TT* Elle fait avec les axes des Xi, Vi, z^ des angles
1 I • -Ap B7 Cr ,, ^ .
dont les cosinus sont -^r > ->, 5 -tt» et 1 on connaît alors
la position de ces axes par les valeurs de p, q^ r.
L'axe instantané 01 fait avec les axes O Xi, O/i
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MOUYEMEHT DE l'eLLIPSOÏUB CENTRAL.
670. Le plan tangent à Tellipsoïde central au pâle instantané a pour équation, par rapport aux axes Oxi,
ou
Apx -h hqx ■+■ Crz = — -
La longueur de la perpendiculaire abaissée de rorigine O sur ce plan tangent est
V/A^x'» + B'7'« ^ C^z'^ ^ AV'4-BV-hC?^'
quantité constante. Donc le plan tangent à Pellipsoîde central au pôle de rotation est fixe dans l'espace. C'est an plan parallèle à celui des quantités de mouvement.
L'ellipsoïde, dont le centre est fixe, roule sans glisser sur ce plan fixe, et la vitesse angulaire de rotation est proportionnelle au rayon qui va du centre au pôle instantané sur la surface de l'ellipsoïde.
Il ne fait que rouler sans glisser; car, comme son mouvement consiste à tourner pendant un instant sur le diamètre, Tellipsoïde amène au bout de cet instant un nouveau point de sa surface en contact avec ce plan, et œ nouveau point, qui devient le pôle de la rotation pour l'instant suivant, reste à son tour immobile pendant cft instant, et ainsi de suite, de sorte qu^ aucun de ces pointi par lesquels l'ellipsoïde vient se mettre en contact avec le plan, ne peut jamais glisser sur ce même plan.
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La courbe décrite sur la surface de Tellipsoïde par le pôle instantané de rotation [x'^y', z') est appelée poloïde,
V'AV
»-hB^i7»4-C^/^
V^Ax''
-hBV
d'où
cône du deuxième degré, qui est le lieu des axes instantanés dans le corps.
Ce cône se réduit a un plan ou devient imaginaire quand G* est égal â Tun des produits AA, BA, CA. Il devient un cône droit à base circulaire quand deux des coefficients du cône sont égaux.
LIEU DES AXES DU COUPLE RÊSULTAlfT.
672. L'axe du couple résultant G des quantités de mouvement étant immobile, traverse le corps en mouvement suivant une suite de droites qui forment un autre
cône.
On a, pour un point quelconque pris sur cet axe OG,
à une distance ^^
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Sabstîtnant les valeurs de Ap, hq, Cr, dans le* éqna- Uoiis(3)et(3) (662,663), il vient
C — AA „, G' — BA
c'est l'équation du cône décrit dans le corps par l'axe £« OG.
673. Pour que ce c6ne et le précédent ne soient pu imaginairesjilfaut que les quantités G* — A A, G' — BA, G' — Ch ne soient pas toutes trois de même sîgoe. Dooc, en supposant A >> B ^ C, il faut que l'on ait
G^ — Ai <o, C — Ch Z> o.
Selon que la quantité G' — B/i sera négative ou posidie, ces deux cônes seront coupés snivanl des ellipses pjt tout planpcrpen(litnlaii(! à l'ase du plus |>etit momeDl
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constants. On a donc
dp -=2 Oy dg =z o, dr =fo^ ce qui donne
(B — A)pq=o, (C— B)7r = o, (A — C)/7r=o,
d'où
p = Oj q = Oy r = n.
MOUVEMEUT D^UHr CORPS SOLIUE ENTIEREMENT LIBRE.
675. Le mouvement d^un corps solide libre, sollicité par des forces données, sera connu quand on pourra déterminer le mouvement absolu d'un de ses points et le mouvement relatif de tout autre point du corps autour de celui-là. Si G est le point particulier du corps dont on considère le mouvement absolu, il faudra concevoir qu'il emporte avec lui, dans son mouvement, trois axes Gx^ Gy, Gz^ constamment parallèles à eux-mêmes, par rapport auxquels on cbcrclicra le mouvement de chaque point M du corps. Si Ton a seulement pour but de décomposer le mouvement du point M en d'autres plus simples et plus faciles à concevoir, on pourra, comme cela a été dit, choisir à volonté le point dont on considère le mouvement de translation. Mais, dans l'application, il est avantageux de prendre le centre de gravité. En effet, d'après le principe de la conservation du mouvement du centre de gravité, il suffit de connaître les forces motrices du système et sa masse, pour déterminer le mouvement de ce point, et de plus^ quand ce corps est mis en mouvement par des percussions, il suffit, pour déterminer la vitesse initiale du centre de gravité, d'y transporter les quantités de mouvement qui mesurent les percussions et de les composer comme des forces : la résultante est la quantité de mouvement initiale du centre de gravité.
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Enfio, an autre avantage consiste eu ce qne, tous /'aeeûn fies forces motrices le mouvement tîe rotation autour dt centre de gravité est le même que si ce point était Jue. C'est ce que bous allons prouver.
676. Soient ^, ïi, ^ les coordonnées du point M pu rapport aux axes mobiles Gx, Gy, Gx et désignons pir X, Y, Z les composantes de la force motrice appliquée en ce point. On a, d'après le principe des aîres,
-îï)=E<^"-''"-
Or on aurai[ précisément les mêmes équations si le ce de gravité était tîxe. Par conséquent, si ces équationi iq'fisenl pour déterminerle mouvement, il doit cire te m pour le corps dont le ci'nirL' de gravité serait fixe et poW le miimc corps dont ii; contre de gravité serait mobile Soient en ell'et GA, Giî, (iC trois axes reclaiigulaif»
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677. Mous allons donner une démonstration synthétique de cette proposition. Désignons par cp la force ac-
^*"- *'?^- célératrice du centre de gravité
G, force qui a pour composantes parallèles aux axes fixes
^ HF' "5^' IIF' "^" •^" ^'
_ étant les coordonnées du point G par rapport à trois axes fixes OX, OY, OZ. La résultante de toutes les forces motrices des points du corps transportées au centre de gravité G, parallèlement à elles-mêmes, est Mcf, M étant la masse du corps (600). Or, pour avoir le mouvement relatif du point M par rapport au point G, il suffit de considérer ce dernier point comme fixe et de soumettre à chaque instant le point M à Taction simultanée de sa force effective Q et d'une autre force égale à mcp, parallèle à la force accélératrice cp du point G, mais agissant en sens contraire. Or les forces telles que m(f étant parallèles entre elles et proportionnelles aux masses des molécules, se composent en une seule Mcp qui passe par le centre de gravité et se trouve détruite continuellement, puisque c'est autour du point G rendu fixe que le corps tourne actuellement. Il reste alors, comme forces propres à faire mouvoir le solide, les forces effectives, qui, d'après le principe de d'Alcmbert, peuvent être remplacées par les forces motrices données P, P', P^',..., puisque les unes comme les autres font à chaque instant équilibre aux forces effectives prises en sens contraire. Il suit de là que le corps tourne autour du centre de gravité comme si ce point était fixe, en supposant le corps soumis dans les deux cas aux mêmes forces motrices, sans en ajouter de nouvelles.
678. On n^arriverait pas k la même conclusion si Ton considérait le mouvement relatif antour d'un point
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(Quelconque C, aulre que le centre de graTilé. r? 4lut alors la force accélératrice Ju point C, toutes les Kntt5 parallèles et de sens contraire, telles que ni-i, qoll faudrait appliquer aux autres points, pour kvoir k mouvcnicnt relatif autour du point C suppo&é Ëk, k coiuposeroot en une seule M :> appliquée au point G, a sorte qu'il faudrait joindre cette résultante aux força motrices données pour avoir le nii>uveinent relatif aaion du point C. En général les fones X, Y, Z dépendentiia coordonnées :r, ^, z ou de la position des poînis JoUtriels, co sorte que le niouvenieni du centre de gratilêa celui des parties du corps autour de ce centre dépeadeiil l'un de l'autre. Mais quand les forces X, Y, Z, comme li pesanteur, ne dépendent pas de la position du mobilt on peut déterminer séparément le niuuvemeat du cenW de graïité et celui du syslème.
MOUVEMEBT 1
ELLIPSOÏD
679. Prenons pour exemple un ellipsoïde pesant. Snp posons que ce corps reçoive une impulsion dirigécdaiulf plan d'une de ses secttous principales AGB. Après tri»
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cules du corps, se réduisant à une force unique appliquée au centre de gravité, n'auront aucune influence sur le mouvement de rotation autour de ce point, qui sera dû uniquement a la percussion initiale et sera le même que si le centre de gravité était fixe. Or la percussion agissant dans le plan AGB perpendiculaire a Taxe GC, qui est un des trois axes d'inertie principaux relatifs au point G, le corps devra tourner indéfiniment autour de Taxe GG comme sMl était fixe, et son mouvement sera . uniforme. Si Ton appelle a> la vitesse de rotation autour de GG Qlf la distance de la percussion à cet axe, on aura
mr^
\ mr* étant le moment d'inertie du corps par rapport
i GA. En appelant 2 a, 26, 2 c les axes de Tellipsoïde, on a
ujr' = 9
ainsi
co
On peut encore écrire, en remplaçant (i^ par Mt^i,
ÇA
formule qui fait connaître le rapport de la vitesse angulaire à la vitesse initiale du centre de gravité.
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CINQUANTE-DEUXIÈME LEÇON
MOUVEMENT DUNE CORDE VIBRANTE
Équations générales du monvement. — Cas des petites Tîbrations. — Vibrations transversales. — Vibrations longitudinales.
Fi(j. 176.
681. Soît une corde homogène parfaitement flexiUe, élastique et un peu extensible, d'une épaisseur constante
et tpès-petite, leodue suivant sa loBgueur par une fom équivalente à on poids donné u d attachée par ses extrémités aux points fixes A et B. On néglige son poids par rapport à o, et par conséquent elle forme une ligne droite ANB dans son état d'équilibre. Supposons qu'on Técarte un peu de la position d'équilibre ANB et qu'en même temps on imprime à tous ces points de petites vitesses. Alors elle vibrera autour de la droite AB, et il s'agit de déterminer la position et la vitesse de chacun de ses points à no instant quelconque.
Soit AMB la courbe plane ou à double courbure que forme la corde à une époque quelconque. Prenons trois axes rectangulaires Ax, Ay^ Az ; un point quelconque qui se trouve d'abord en N sur la droite AB viendra, la bout du temps ty occuper une autre position M voisio^ de la première. Posons
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Les coordonnées du point qui est en N dans la position d'é(]uilibre sont .r, o, o et dans le mouvement, x -h ii, j^ z. Ces déplacements des points de la corde étant trèspetits, M, y, z ont toujours des valeurs très-petites qui sont fonctions du temps t et de x, et la question consiste à trouver leurs expressions en fonction de ces deux variables indépendantes.
Désignons par els la longueur de la portion de corde infiniment petite MM' qui correspond à Téiément INN' = dx dans Tétat de repos. On établit une relation très-simple entre ds et dx, en exprimant que NN' et MM' ont la même masse. Soit e le produit de la section normale de la corde par sa densité au point M, dans la position AMB.
eds est la masse.de MM' et celle de NN' est—, dx. en dé-
signant par p le poids de la corde et par / sa longueur primitive A6. On a donc
(l) sds= ^.dx»
Appliquons maintenant le principe de d'Alembert. Les composantes de la force accélératrice du point M sont
dT^ ' 'dt^' W*' ^" ~dF' 'dF^ "dp'
puisque x est indépendante du temps t. Si nous appelons Xy Y, Z les composantes de la force accélératrice du point M9 ou de la force motrice rapportée à Tunité de masse, celle de la force perdue pour Télément- e ds sont
Ces forces devant à chaque instant se faire équilibre, on a, d'après les formules qui expriment les conditions d'équilibre d*un fil soumis à l'action de forces quelconques (405) et en appelant T la tension au point M
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(c'est-à-dire raction des deux parties AM et MB)^
Si Ton néglige les forces X, T, Z, ainsi que la pesanteur, ces équations deviennent, en remplaçant fir
par ~ d/x.
d(x'Jr u)
ds
dy^ ds
I gl dO '
\ ^j/ gl dt'
CAS DES PETITES VIBRATIONS
682. Les équations (2) sout réductibles à la forme linéaire et intégrables quand on suppose les vibrations trèspetiles. La longueur de NN' étant dx dans la position d'équilibre, elle est devenue ds quand cet élément occupe la position MM' : sa tension est u dans le premier cas et T dans le second. Or rexpérience montre que rallongement d'un fil bomogène et d'une épaisseur constante est proportionnel à Taccroissement de tension, quand cet accroissement est faible, et sa longueur primitive. Donc ç étant un coedGcient constant pour la même corde, on 1
ds — dx
dx
Comme la corde n'exécute que des vibrations trèspetites et que les tangentes à la courbe AMB font do
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angles très-petits avec la droite AB, les quantités -^^ —' sont à peu près nulles, et Téquation
donne alors
ds=. dx -\- du^ La formule (i) devient donc , (a) ^-" = «5^-
On remarquera d'ailleurs que rallongement ds — dx ou du qu'a éprouvé la partie dx du fil est une petite
fraction de dx^ de sorte que le rapport — est toujours
, . Tx ffx d(ar-\-u) T^v,, , ,
Ires-petit. Donc — comme — ^^ — - — ^ diflere très*peu de
l'unité et, dans la première des équations (2) du n^ 681,
-^ dfx-h u) - 1 * »rr» • j du
€t± peut être remplace par a 1 , puis par a, g— 9
. à cause de Téqualion (a).
Celte équation devient donc, en posant, pour abréger,
^ la quantité constante — = a'.
OL
di* dx
^ 683. Pour le mieux voir, on peut écrire la première ^_ équation (2) du n° 681 ainsi :
dx -f- du d
dT fdx -f- dn\ ds p d^ u
€tx\ ë/i / iSr ~~gidi^*
dx -i-du
^^ dx -^ du ,.^, , j ,, . - ^ d^
Or -, dillere tres-pcu de 1 unité et ; est
Sa ds ^ dx
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négligeable, car en difierentiant l'équation
^)V(l)'Hê)'=-.
dx + dii dy
ce qui donne dy , dt
- du môme ordre de petite
684. On transformera d'une manière analogue li autres équations (3). On a
car -j^estsensiblementégalàl'imité. Ainsi on peol
dreT-;-aulieudeT-i- ou {n-+-o -— 1^, ou enfin Jar dt \ ' dx J dx
dt^ dx^
df' dx^
dr dx^
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qu*on a les trois équations
pour déterminer u^ y et z en fonction de x et de t. Les variables ii,j^, z étant séparées dans ces équations, on en conclut que les mouvements des points de la corde parallèlement aux axes seront indépendants et coexisteront sans s'influencer mutuellement. Pour une valeur arbitraire de X la première équation, par exemple, donnant une valeur de u en fonction du temps, les deux autres sont satisfaites en supposant j^ et z nulles; alors chaque point de la corde a un mouvement vibratoire sur Taxe AB dont il ne s'écarte pas.
685. Les vibrations qui se font suivant AB sont dites longitudinales et celles qui sont parallèles à Ay et A r sont appelées transversales. Ces dernières seraient les mêmes parallèlement à Ajr et A z si les valeurs initiales de z et
de — étaient les mêmes que celles de^ et de -^ • D'ailleurs
les équations (4) étant de même forme, il suffit d'intégrer nne d'elles.
L'équation
^ ' dt' dx^
a pour intégrale générale
(2) y — r^[x-\-at)-^^[x'-at)y
xf eX^ étant deux fonctions arbitraires qu'il s'agit de déterminer. Pour cela il faut connaître à l'origine du temps la courbe formée par la corde et la composante de la vitesse de chaque point parallèle à Taxe des j^.
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Soit donc pour t = o,
Introduisant cette hypothèse dans Téquation précédente et dans sa dérivée par rapport à f, on aura
De cette dernière on tire
Intégrant cette équation par rapport à x et posant, pour abréger,
il vient
lf/,(x)dx = F{x),
ç(x) — 4.(x) = F(x)-hC.
Des équations (4) et (7) on déduit
Substituant x -hatk x dans cp (x) etx — at dans y (x), puis faisant la somme des deux fonctions, on aura la valeur de ) , où C n'entrera pas.
687. Mais il faut remarquer que par les deux dernières équations les fonctions cj et \^ ne sont connues, comme f(x) et F(j:), que pour des valeurs de la variable x comprises entre zéro et l] or on a besoin de les connaître au delà de ces limites, car x devant être remplacée par X -h at et x — af , ces nouvelles variables pourront
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dépasser les valeurs zéro et /, puisque le temps t peut croître indéfiniment. Pour déterminer les fonctions f et ({f au delà de ces limites, nous allons exprimer que les points A et B sont immobiles.
Pour le point A on aura, quel que soit tj
f (at) -h ^( — at) = o.
Posant at = ^, cette condition devient '(9) ?W-*->!'(-Ç) = o,
Pour le point B on aura aussi, à un instant quelconque, (lo) ç(/H-;)+^(/_-Ç)=o.
? (C) ^^ ^ (C) ^^^^ connues pour les valeurs de Ç comprises entre zéro et /.
La dernière condition donne
4* (/ — ^) est connue pour les valeurs de Ç comprises entre zéro et /, puisque / — ^ se trouve alors comprise entre les mêmes limites. Donc ^(^-h^) sera aussi connue pour les mêmes valeurs de Ç, Par conséquent, si Ton pose
? (CO sera connue pour les valeurs de Ç' comprises entre /et 2I, Mais cette fonction étant déjà connue pour les valeurs de ^' entre zéro et /, le sera donc pour toutes cdles comprises entre zéro et il,
688. Si dans la condition (9) on remplace ^ par / -H ^, elle devient
MaiA
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GS9. L'auire fonction ^ est donni
elle e»t périodique, comme la prenù^re, e aussi 2/. En effet, l'équalion précédente d
d'où, puisque <f(a/+ ^) =Y(f) ^—<^{^
■M- ^) =♦(-='- cjij
En posant — a / — f :^ Ç', on a doac H
690. 11 résulte de cette discussion que, J de 2/ ou ( de —1 l'ordonnée _j' reprend la
de même que la vitesse -=-■ H en est de
de -r- Donc la coidc fait uue suite de vil
égales et isochrones doui la durée est — ■
Dans le vide et en supposant les
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sans toutefois altérer sensiblement leur isochronisme. Ce dernier fait, analogue à ce qui a lieu dans le pendule simple 9 peut être démontré par un nouveau calcul, et Texpérience vient le confirmer.
692. Si Ton désigne par T la durée d'une vibration de la corde et par n le nombre des vibrations dans Tunilé de temps, on a
IVIais
d*OÙ
pi
La corde, dans son mouvement, communique ses vibrations à Tair, qui en fait alors le même nombre dans le même temps. Le son produit a pour mesure n : il est d'autant plus élevé que la corde fait un plus grand nombre de vibrations dans un temps donné. Ce nombre est indépendant de T amplitude des vibrations et de la figure initiale de la corde ûu de son mode d'ébranlement.
Pour une même corde, ce nombre est proportionnel à la racine carrée de la tension zs *, pour des cordes d'une même matière et d'une même épaisseur, p étant proportionnel à /, les nombres de vibrations sont en raison inverse des longueurs. Enfin pour des cordes de même longueur et également tendues, n est en raison inverse des racines carrées de leurs poids. L'expérience a confirmé ces lois.
NOEUDS DE VIBRATION
693. Il y a des cas où la corda, en raison de son état initial, se partage, pour ainsi dire, spontanément en
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un certain nombre de parties égales vibrant à Tunissoii et dont les points de séparation, appelés nœuds, restent immobiles pendant la durée du mouvement. Alors le sqq s'élève proportionnellement au nombre de ces parties. Nous allons en donner un exemple. Reprenons Téquatioii
— ri = a* — ^
Les dimensions et la tension de la corde étant donnés, on peut disposer de sa figure et de la vitesse initiale de chacun de ses points, de telle sorte que son mouvement soit représenté par une équation de la forme j = dX, 6 étant une fonction de t et X une fonction de x seulement. En effet, pour que Téquation (i) soit vérifiée, il faut que Ton ait
X dx-
a^ 0 dt^
Comme le premier membre est fonction de x seulement et le second de f, Tégalité ne peut avoir lieu qu'autant que les deux membres se réduisent à une même constante — Â*. On aura donc
dx"
Comme on ne veut qu'une intégrale particulière, prenons
(4) X = sinXx.
La fonction B se déterminera ensuite par Téquation
d'où l'on tire
dt'
6 = G cos0^/ + C ûnakt ,
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et, par suite,
'•>. ^ = 8inA:x{Ccos£i^f -f- C'sinflX/).
En faisant t = Oy nous aurons pour la figiure initiale de là corde
(6) ^ = C sin X\r
et nous pouvons faire que la vitesse initiale soit nulle, en supposant nulle la constante C^ Le mouvement de la corde est alors représenté par Téquation
{ 7 ) jr z=CsmA'x ces aÂt.
II faut encore exprimer que les points A et B restent toujours fixes. Or pour a: = o, on a bien j^ = o, quel que «oit f ; mais si Ton veut que j^ = o, quel que soit f, pour jc r=: /, il faut faire W= mir, m étant un nombre entier
quelconque ; on en déduit k == --- > et le mouvement de
la corde est représenté par Féquation
-^* _, . frnzx Muitt
(o) jr = Csm — — ces — - — •
Ainsi la corde ayant, sans vitesse initiale, la forme
de la courbe r = C sin — -— > si on l'abandonne à elle-
même, elle effectuera une suite indéfinie de vibrations isochrones dont la loi est donnée par Téquation (8).
694. On sait quej^ doit être une fonction périodique du temps. En effet, ici, j^ reprend la même valeur quand t
croit de • Ainsi dans cet exemple y et ^ sont les
ma ^ ^ dx
1 a/ mêmes quand le temps augmente de la période ? et
le nombre de vibrations effectuées dans Tunité de temps
sera m —p c'est-à-dire m fois celui qui correspond au
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son le plus grave de la corde, déterminé par la théorie générale.
695. Nous allons démontrer que dans i^e cas la corde se partage spontanément en m parties ^ales qui vibrent comme si elles étaient séparées, de sorte qu'il y aun m — I noeuds de vibrations. En effet, on obtiendra tous les points qui resteront immobiles pendant toute la dmée du mouvement en posant
. ntrejc i ,
sm = 0 ou x= — /,
I étant un nombre entier quelconque plus petit que ai. On en conclut que j" est nulle pour les yaleurs de x
l il m — I
o, — J — î***? — — / , i. mm m
quel que soit f.
On pourrait, sans considérer un exemple particulier, choisir les fonctions /(x) et/l(x) telles, que 9 (^) et ^[^) redeviennent les mêmes, non-seulement lorsque ( croît de 2/, mais encore lorsque cette variable croit d*ua
sous-multiplc quelconque — de a/. On en conclurait
comme ci-dessus l'existence de m — i nœuds de vibration.
VIBRATIOirS LONGITUDINALES.
Le mouvement longitudinal est donné par Téquation
rf'tt d^u
dt' dx'
tout à fait semblable à Téqualion
\'^) di* dx^
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Il en résulte que si l'on désigne par n' le nombre des vibrations longitudinales effectuées dans l'unité de temps, on a
et comme a = a /Cfî^ il vient
on aura donc
Or - est une quantité très-petite. En effet, d'après l'équation (6) T-o = ,-^— ,
q est l'accroissement de tension qu'il faudrait donner & la corde pour doubler sa longueur ou la longueur de cbaque élément, puisqu^en faisant ds = !kdx on aurait T = fj + 7. La constante q est donc beaucoup plus grande
que 17, d'où il suit que le rapport —, est très-petit : par
conséquent des deux sons les plus graves rendus par une même corde, celui qui correspond aux vibrations longitudinales est de beaucoup le plus aigu.
697, On a encore la formule
/ étant la longueur de la corde dont la tension est 17 et 1 l'allongement ou Taugmentation de la longueur que produit un accroissement de tension égal à cr. C'est ce que
aSo COURS de mAcakiqck.
Ton déduit de l'équation (6) en faisant T = sa e observant que les allongements X et dt — dxAei gaeurs t et dx sont proportionnels à ces longnenn a donc
et comme X est tr&s-petil par rapport à /, on voit « que le rappoi't — est aussi très-petit.
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ËQUIUBRE DUNE MASSE FLUIDE
Notions préliminaires. — Pression d^un liquide sur une paroi. — Égalité de pression en tous sens. — Équilibre d'un fluide incompressible. — Équations générales de l'équilibre d*une masse fluide.
nOTIONS PRÉLIMINAIRES.
698. L'hydrostatique a pour objet les lois de l'équilibre des fluides. Un fluide doit être considéré comme un assemblage, en apparence continu, de molécules matérielles qui cèdent au moindre eflbrt tendant à les séparer les unes des autres.
Les fluides que la nature nous présente approchent plus ou moins de cet état de fluidité parfaite. Il existe ordinairement entre les molécules de ces substances une certaine adhérence qu'on appelle viscosité. L'hypothèse d*une mobilité parfaite pourrait conduire à des résultats peu conformes à l'expérience dans le cas d'un fluide eu mouvement : mais si l'on excepte quelques liquides où la viscosité est considérable, les lois de l'équilibre auxquelles nous parviendrons en supposant les molécules parfaitement mobiles et sans aucune cohésion, s'appliqueront sans erreur sensible aux fluides naturels.
699. On distingue deux sortes de fluides, les liquides et les gaz ou fluides aériformes. Les liquides ne se com-
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priment que sods des pressions irès-cotksîdénbles et mu appelés souvent pour cette raison fluides incomçraùhles. \jtsjluidet aériformes^ qui se divîseot en gu permanents et en vapenn, sont compressibles etdooés, dus certaines limites, d'une grande élasticité : c'est poaiqM on les nomme aussi ^ui'^^ élaitùfues.
PBESsiOH n'en liquide kok ohb pakoi.
700. Quand un fluide contenu dans un vase onfcn ou fermé de toutes parts est en équilibre sous l'action Je forces quelconques, il eKeire une pression sur clia^ portion des parois du vase qui le rciifenue. Cette p(» sion peut varier d'un point à un autre. Pour la définir* la mesurer avec précision, on considère un point M deli surface du vase et une portion ïnQninient petite «de cette surface comprenant ce point. Le fluide exerce sur cette petite surface u certaines actions dont la résultinlt peut être représentée par pw, si l'on imagine une tin plane cgiilo à l'unité de surface et dont tous les élément égaux n ùi supportent la même pression que u. La qaïalîté^ est ce qu'on nomme la pression au point M. En d'aulres normes, la iiressiori au imint M sera la limi"
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l'un sur Tautre que des actions normales quand leurs surfaces n^ont aucune adhérence ni frottement.
Cette notion s'applique à une portion intérieure d'un fluide, car Féquilibre ne serait pas troublé si Ton supposait une portion quelconque du fluide solidifiée. On peut donc, en un point quelconque de l'intérieur, supposer une paroi plane solide, et il y aura sur chaque élément de cette surface une pression toujours perpendiculaire à son plan. U y a égalité de pression en tous sens pour un même point, c'est-à-dire que si Ton considère une surface infiniment petite co passant par un point M pris à volonté dans le fluide, la pression exercée par le fluide sur chaque face de Télément co sera toujours la même, quelle que soit la position que l'on donne, à l'élément o), en le fai~ sant tourner autour du point M.
Pour démontrer ce principe, faisons passer par le point M deux plans quelconques; prenons sur leur intersection une longueur MN trèspetite, et menons dans ces plans perpendiculairement à leur intersection les quatre droites MI, NK, Ml', :NK' égales à la longueur MN. Il s^agit de démontrer l'égalité des pressions p et p' rapportées à l'unité de surface que le fluide exerce sur les surfaces planes égales MIKN, MFK'N.
La masse fluide contenue dans le prisme droit MIFNKK' sera encore en éqoilibre si on la suppose solidifiée. Les i pressions que le fluide extérieur exerce contre les cinq faces de ce prisme, perpendiculairement à ces faces, font équilibre aux forces (analogues a la pesanteur) qui sollicitent toutes les molécules intérieures. Donc la somme de leurs composantes parallèles i un axe quelconque est nulle.
Menons par le point M un axe ML parallèle à la droite II'. Le fluide exerce sur les deux surfaces planes MIKN
a84 COURS DE MÉCANIQUE.
etMl'K'N, que nous désignerons par a> et ta' et qui sont égales, des pressions po) et p^tù' dont les composantes soi* vaut Taxe ML sont ptù cosa eip't»' cosa'; a et a' désignant les angles que les normales à ces deux plans on aux droites MI, MF, font avec ML. Ces angles sont suppléments l'un de l'autre. Les pressions normales aux autres faces MU', NKK' et IKK'l' ont leurs directions perpendiculaires à ML et par conséquent ne donnent pas de composantes suivant cette droite. Quant aux forces qui agissent sur les molécules intérieures, nous désignerons par X la somme de leurs composantes parallèles à ML.
La somme de toutes ces composantes devant être nulle,
on a
p 6» cosa -H />' »' COSa' 4- X = o
ou
(P — />') cosa H = O,
à cause de
« — w', cosa — cosa'
Si la longueur MN diminue indéfiniment, a> décroît comme le carré de MN et X décroît à très- peu près comme le volume du prisme ou proportionnellement aa
cube deMN. Donc— tend vers zéro; d'ailleurs cosa est
constant. Donc p et />' tendent vers régalité quand les
surfaces égales o) et w' tendent vers zéro. D'ailleurs cosa
est constant; les valeurs de p et de p' tendent vers des
limites déterminées qui, d'après l'équation, doivent être
égales', de sorte qu'on a p =p\ quand les surfaces ^ales
o), 0)' deviennent infiniment petites.
ÉQUILIBRE d'un FLUIDE IMCOMPRESSIBLE.
702. Supposons un liquide incompressible contenu dans un vase polyédrique ABCDE. Plusieurs parois sont
CINQUANTE-TROISIEME LEÇON. ^85
percées d'ouvertures «, «', a'',..., sur lesquelles sont
ajoutés de petits cylindres ayant leurs arôtes perpendi-
Fig. 179. culaires à ces parois. Si Ton
imagine jdes pistons qui peuvent se mouvoir dans rintérieur de ces cylindres, les forces P, P', P",...
nécessaires pour les maintenir, quand il y a équilibre, sont égales aux pressions exercées par le liquide contre leurs bases. Nous nous proposons de vérifier, dans cet état d'équilibre, le principe des vitesses virtuelles.
Concevons que l'on fasse mouvoir simultanément tous les pistons; soient A, h'^ hl\, . ., les espaces qu'ils parcourent, ces espaces étant regardés comme positifs ou négatifs, selon que les pistons entrent dans le vase ou en sortent. Le liquide étant supposé incompressible, tous ces déplacements virtuels sont liés entre eux par l'équation
ah H- a' h' -f- a" W -+-... = o.
Multiplions cette équation par la pression p exercée contre les parois et rapportée à l'unité de surface; en observant qu'on a
V = paj V'=zpa\ P" = )5rt%...,
il viendra
ce qui est l'équation des vitesses virtuelles dans cet exemple particulier.
On pourrait étendre ce principe au cas où il y aurait des forces motrices agissant sur les molécules du liquide, mais la démonstration est compliquée et il vaut mieux chercher directement les équations générales de l'équilibre des fluides, comme nous allons le faire.
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ÉQUILIBRE d'une MASSE FLUIDE.
703. Soient Ot, Oy, Oz trois axes rectangulaires, ce ^»e- '^« dernier étant vertical ci
p- dirigé dans le sens de la pesanteur. Nous faisons cette hypothèse, paître que nous appliquerons nos formules principalement aux fluides pesants. En deux points infiniment voisins m {x,jr, i) et e (x-h dx^ y -f- dy^ z -^dz) construisons' on partilélipipède en menant par ces deux points six plans parallèles deux à deux aux trois plans coordonnés. Soient f la densité du fluide au point m et P la force mouice rapportée à Tunité de masse, qui sollicite chaque moléciile de ce parallélipipède infiniment petit. Si dm est h masse de celui-ci et X, Y, Z les composantes de la force P, ILdniy Y dm, Tjdm seront les composantes de la force motrice. Enfin désignons par p la pression rapportée i Tunité de surface qui s'exerce au point m et qui est Ii même tout autour de ce point.
Si Ton suppose solidifié le fluide contenu dans le petit parallélipipède, Téquilibre ne sera pas troublé. Il faudra donc que les composantes des forces parallèles aux trois axes se détruisent entre elles. Ces forces se composent des forces motrices Xrfm, Y dm^ Z dm et des pressions exercées par le fluide environnant sur les six faces du parai* lélipipède. Considérons d'abord les pressions qui s'exercent verlicalemeut sur les faces mabg et cdef'^ elles agis* sent en sens contraire. La première est égale à pdxdjr, la
seconde klp-\- -y- dz\ dxdj'y leur résultante parallèle i
Oz est égale à r dxdydz ou à Ç- dm. On a donc
^ dz "^ p a»
^ dm -h Zdm = o
p dz
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On aurait deux autres équations analogues à celle-là; on a donc
Ainsi les dérivées partielles de la fonction p sont égales à /sX, pY^ joZ. La différentielle totale de la pression est donc
(2) dp:=^[lLdx^'Ydx-JrZdz).
Telle est la formule qui donne l'accroissement de pression lorsqu'on passe du point (x^rt z) au point infiniment voisin {x-\- dx^ y-{- dy, z^dz). Comme p doit être imc fonction de x^y^ Zy le second membre de Téquation précédente doit être une différentielle exacte et, par conséquent, s'il y a équilibre, on a nécessairement
d{pX)^d{pY)^ d{pX)^d(pZ)^ d(pY)^d{pZ) djr dx dz dx dz df
L'expression p (Xcfx -4- Yrf^ -+- T^dz) étant alors la différentielle exacte d'une certaine fonction^ (x, j^, -z), on a
C étant une constante qui sera déterminée quand on connaîtra la pression ;?o en un point particulier (xo,j"o» ^o)» Il faudra en outre que, si l'on imagine une courbe fermée passant par un point m (x^j^ z) la fonction y*(x,j^, z) reprenne la même valeur lorsqu'on reviendra au point m, puisqu'on doit retrouver la même pression.
704. S'il n'y a pas de force qui sollicite les molécules intérieures, la pression sera constante dans toute la masse du tluide, de sorte qu'une pression extérieure exercée sur une partie du fluide adjacente a une paroi du vase doit se transmettre avec la même intensité sur des éléments de
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surface équivalents dans toute la niasse et sur toutes les parois.
705. On appelle surface de nweau une surface dont tons les points éprouvent la même pression. La formule (4) montre qu'elles sont toutes comprises dans l'équation
a étant une constante. Si l'on fait varier cette quantité d'une manière continue, on obtient une infinité de surfaces. Une couche de niveau est la niasse du fluide comprise entre deux surfaces de niveau. L^équation f{x^y,z) = a montre que deux surfaces de niveau ne peuvent pas se couper.
706. La force motrice est normale à la surface de nivein en chacun de ses points. En eflet, soit P cette force, oa a, en tout point de cette surface,
d'où, en divisant par Pds^ ds étant un petit arc tracé sur la surface,
équation qui montre bien que la force P est perpendiculaire à tout clément de courbe tracé sur la surface et passant par le point m.
707. Si la pression est nulle ou constante en tous les points de la surface libre d'un fluide, celle-cî est une surface de niveau. Dans un liquide il peut se faire qu*il ny ait pas dépressions extérieures. Il n'en est plus de même dans les fluides élastiques. Ils ne peuvent avoir de surface libre, ou sur laquelle la pression soit nulle^ parce que la pression est liée à la densité par Téqualion ^=i's. h étant une constante dont la valeur dépend de la température, en sorte que pour qu'il n'y eut pas de pressioo dans une partie de la masse, il faudrait qu'il n*y eût pu
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de matière en cet endroit : c'est ce qui explique la nécessité de maintenir les gaz dans des vases fermés de toutes parts.
7U8. Reprenons Téquation
dp = p{X€Lr -f- Ydx -f- Zdz).
Supposons que Hdx -f- Yd)^ -+- Zdz soit la différentielle exacte d'une fonction ç (x, jTj z)jce qui arriverait, par exemple, si les forces motrices provenaient d actions mutuelles entre les différents points de la masse fluide ou si ces forces étaient constamment dirigées vers des centres fixes. On a dans ce cas
(5) dp7=:pd^.
Il résulte de là que p est une fonction de (f comme on Ta vu dans le calcul intégral ; il en est de même de p et par conséquent p est fonction de p. Donc en tous les points d^une surface do niveau la densité est constante, puisque la pression est constante.
709. Dans les fluides élastiques on peut déterminer d'une manière générale p et p en fonction de f • On a, dans ce cas, p = kp'^ le coefficient k dépend de la température : si celle-ci est constante dans toute l'étendue de la masse, k est une quantité constante. Alors, à cause de dp =z pdc^y on a
dp I
d'où, en intégrant,
p Ce'',
et' ensuite
Si la température n'est pas la même dans toute la masse fluide, Téquation (6) fait voir que k est une fonction de f
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ainsi que p, et par conséquent la densité et la température doivent être constantes pour tous les points d'une surface de niveau, mais variable d'une surface àTautre. On aura
fi? p c Çi^
Considérons, par exemple, Tatmosphère qui enveloppe la terre et faisons abstraction du mouvement de rotation de celle-ci. La force motrice d'une molécule m de l'atmosphère est une force toujours dirigée vers le centre de la terre et la même à égale distance du centre. On condot de là qu'il ne peut y avoir équilibre, si la température n'est pas la même à la même distance du centre, et que les surfaces de niveau doivent être des sphères ayant leur centre au centre de la terre, puisqu'elles doivent être normales en chaque point à la direction de la force motrice.
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CINQUANTE-QUATRIÈME LEÇON
DANS LES FLUIDES
Figure permanente d'un fluide tournant autour d'un axe. — Pression d'un liquide sur le fond d'un vase qui le renrerme. — Équilibre de plusieurs liquides contenus dans le même vase. — Vases communiquants. — Principe d'Archimède.
FIGURE PERMANENTE d'uN FLUIDE TOURNANT AUTOUR
d'un axe.
710. Supposons un fluide pesant, contenu dans un yase de forme quelconque, tournant d'un mouvement uniforme autour d*un axe verticdl Oz. Au bout d'un certain temps la masse fluide prend une figure permanente d'équilibre qu'il s'agit de déterminer. Soient X, Y, Z les composantes de la force accélératrice P d'un point quelconque m, La molécule m décrit une circon* férence de cercle autour de Taxe Oz, et sa force effective est la force centripète mroi)*, «étant la vitesse angulaire et r le rayon du cercle. D'après le principe de d' Alembert, il y aura constamment équilibre entre les forces motrices . et les forces centrifuges de toutes les molécules du fluide, c*est-à-dire que ces forces ne troubleront pas le mouvement commun de rotation uniforme en déplaçant les molécules les unes par rapport aux autres. Donc en appliquant à l'état d'équilibre actuel l'équation (a) du n^ 703 et observant que les composantes de la force centrifuge sont /nxw', mytù^ et o, on a
Or, si les forces motrices se réduisent à la pesanteur, on a
»S^ COVBS DE HÉCAIttQOS. .
X = o, Y = o, Z = — ^, et il Tienl
d'où, en înlégrant et représentant la consunle par gpC,
En donnant à p des valeurs constantes, on aura diScrentes surfaces de niveau. Leur équaiion peut a^éciîre
Elle représente un paraboloïde de i évolution dont la pirabole méridienne a pour équation dans le plan des zx
Cette parabole ne change pas de grandeur avec p, mais la positiondeson sommet surl'axedc rotation est variableavK p, car il est à un distance de l'origine égale à C — ~
71 1 , Les surfaces de niveau sont donc toujours des panboloïdes, quelle que soii la fornicdu vase, et celle de la surface supérieure qui termine le fluide. Dans tous les cas on déterminera la constante C en exprimant que le volume du liquide est donné. Supposons, par exemple, qM le liquide soit contenu dans un vase cylindrique «nm pour base sur le plan xOy le cercle dont le rayon est a et quei soit la hauteur de la partie du cylindre occupée par leliquideavant le mouvement. Son volume est na*6.Sa^ posons en outre que la surface libre supporte simplennl la pression atmosphérique constante représentée par s. Elle sera alors une surface de niveau. Il est facile d'évaluer le volume correspondant du liquide terminé par celU surface de niveau en le décomposant eu tranches cjtin-
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driques ayant Taxe des z pour axe. On aura donc en remplaçant z par sa valeur déduite de (a),
on aura une équation qui fera connaître C. On trouve ainsi
PRESSION d'un liquide SUR LE FOND DU VASE
QUI LE RENFERME
712. Considérons maintenant un liquide pesant et incompressible, soumis seulement à l'action de la pesanteur. En prenant les mêmes axes que dans le cas général, on a
d'où
d étant une constante. On voit que la pression varie seulement avec z et qu'elle croit proportionnellement à la profondeur. Les surfaces de niveau sont donc des plans horizontaux. Si l'on fait z = o, on a p = C7 : donc cette
• bonstante représente la pression qui s'exerce sur la sur-
• face libre, c'est-à-dire ordinairement la pression atmo- . tphérique. En joignant à celle-ci gpz^ on a la valeur de la ^ pression à la profondeur z\ mais, pour simplifier, nous V omettrons la pression atmosphérique, qu'il faudra rétaf blir à la fin du calcul pour donner aux résultats toute ^ leur exactitude. Ainsi nous poserons simplement
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Oq conclut de cette formule que si b est rûre de U base supposée horizontale et A la hauteur du liquide, la pression totale P que supporte cette base est
P = gfH.
On voit qu'elle est égale, quelle que soit ta forme du vaar, au poids d'un cylindre de liquide dont la base est & et U hauteur h, en sorte qu'elle peut être plus grande on [Ju petite que le poids total du liquide.
713. Supposons maintenant qu'on ait deux liquidei contenus dans le même vase et qu'ils ne se mélangeât pas.
Leur surface de séparation sera nécessairement un plis horizontal. En eflet, on sait que les surfaces de nivean doivent être des plans horizontaux et que dans toute leu étendue la densité doit être la même, ce qui n'aurait pu lieu si un même plan horizontal pouvait rencontrer ta deux liquides. Soient b la base, h la hauteur et p h densité de ]a première couche reposant sur le fond di vase; b', h', p' les quantités analogues relatives à ta féconde couche. La pression sur l'uuité de surface de h' ta gp'h'. Celte pression se transmet à travers la secotxle couche de liquide et s'ajoute à la pression gph que celtt couche eserce sur chaque unité de surface de sa base. Donc la pression exercée sur le fond du vase sm g(j>'/j'H- ph)b, c'est-à-dire égale au poids d'une ceioutt cylindrique, dont la base serait b, qui contiendrait ou hauteur h du liquide inférieur et une hauteur V ia liquide supérieur.
On aurait un théorème analogue pour un nombretjiKfconque de liquides contenus dans un même vase et môM pour un liquide dont la densité varierait d'une lauàètt continue avec la hauteur 2-, cela résulte d'ailleurs ieU formule dp ^ gpdz, intégrée entre des limites com^ nables.
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VASES COMMUNIQUANTS.
Considérons d^abord un seul liquide contenu dans
deux vases communiquants. Menons à la surface du tuyau
de communication T deux plans tangents horizontaux;
F'ifr. i8i au-dessous du plan inférieur
rr' le liquide de chaque vase sera dans les mêmes conditions que si ce vase existait seul. La pression sera la même sur chaque plan horizontal compris entre le plan rr' et le plan tangent supérieur ss\ mais elle variera d'un plan à Tautre. Au-dessus du plan ss'j le liquide devra s'élever au même niveau A6, CD dans les deux vases : car s'il s'élevait dans l'un d'eux à une hauteur différente en aS, l'équilibre devrait subsister en appliquant sur CD une paroi fixe qui n'éprouverait aucune picssion (abstraction faite de la pression- atmosphérique). Mais le liquide contenu dans la colonne ABaS exercerait sur AB, à cause de sa pesanteur, une certaine pression, qui se transmettrait jusqu'à CD, de sorte que cette paroi (indépendamment de la pression atmosphérique) éprouverait une certaine pression, ce qui est contraire à l'hypothèse.
Concevons maintenant que l'on verse sur AB et CD, qui sont dans un même plan horizontal, deux liquides différents qui s'élèvent jusqu'à A'B' et CD'. Il faudra pour l'équilibre qu'ils exercent des pressions égales sur Funité de surface de AB et de CD, de sorte que si pi et p' sont les densités de ces deux liquides et Ai et h^ leurs hauteurs, on aura
ou
c'est-à-dire que les hauteurs auxquelles ces deux liquides
Fij. i8a.
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s'élèvent dans les deux vases sont en raispn inverse de leurs densités.
On verrait de la même manière que si ron ajoutait on nombre quelconque de liquides dans les denx vases, il faudrait que la somme des produits de leurs densités par les hauteurs de leurs tranches fut la même de part et d'autre.
PRESSION d'un liquide SUR UNE PAROI PLANE.
715. Soient A6 une paroi plane, placée comme on voudra dans le liquide , ci> Taire d'un élément de la surface AB
et z la distance de Qi> au niveau supérieur NN\ La près* si on que supporte o» est gpztûy en faisant abstraction de la pression atmosphérique.
Les pressions exercées par le fluide sur tous les cléments o) étant normales aa même plan AB, ont une résultante égale à leur somme
gp\ z(ù et normale au plan AB. En désignant par b
Taire de la paroi AB et par Zi la distance de son centre de
gravité au planNN', on a\ zrj) = bz^. Donc la pression
totale sur la paroi AB est égale à gpbz^^ c'est-à-dire égale au poids d'un cylindre de liquide qui aurait une base égale à la surface de la paroi et une hauteur égale à U distance du centre de gravité de cette paroi au niveau supérieur du liquide.
Le point d'application de la résultante des pressions exercées sur la surface AB est appelé centre de pression. Il coïncide avec le centre de gravité si le plan AB est horizontal; il est au-dessous du centre de gravité quand le plan est incliné, parce que les pressions exercées sur les éléments o) augmentent en intensité avec la profondeur
CISfQUAlfTE-QUATRIÈME LEÇON. ^97
de ces éléments. Un exemple va montrer comment on peut déterminer le centre de pression.
Supposons que la paroi immergée ait la forme
d'un trapèze dont les côtés parallèles A6, CD soient ho-
Fig. i83. rizontaux. Le centre de pression
doit évidemment se trouver sur la droite GH qui joint les milieux de ces deux côtés. Décomposons ce trapèze en une infinité d'éléments tels que EFE'F' par des droites parallèles à AB. Désignons EF par u et par u la perpendiculaire MN abaissée du point M sur AB. On a EFF'E' = i^du et la pression supportée par cet élément est g pzy^du. En nommant Ui la disunce du centre de pression I à AB et h la hauteur du trapèze, on déterminera ti| par Téquation
«I / gpzpdu= 1 gpzpudu «/ o */ o
OU
Zffdu = j wudu.
o Jq
Il faut maintenant exprimer z et i^ en fonction de u. Or si Ton désigne par a Tangle que le plan du trapèze fait avec un plan horizontal et par c la distance du côté AB à la surface du liquide, prise pour plan des xj^ on a, en projetant MN sur la verticale élevée par le point M,
(a) zz=zc -^ Msina.
D'ailleurs, menons BK parallèle à AC et prolongeons £F et CD jusqu'en L et en K^ les triangles semblables BDK, BFL donnent, en posant AB = a, CD = b^
2Q8 cours de MÉCiiiriQUB*
(3) C'nrflH 7— "•
Substituant les valeurs précédentes de j? et de i' dans Féquation (1) et intégrant, on en tire
- 2/<r(tf -f- 2^) -h A'(a -h 3fl^)sina
(4 ; «*• — ~67(fl -f- à) H- 2h{a -+- 2 A)8ina
Si le côté AB est à fleur d'eau, on a c = o et
Ut "^ *
2(fl -h ib) Quand le trapèze est horizontal, on a
sina = o, 1/, = -— 7—-,
et le centre de pression coïncide avec le centre de gravité.
718. Quand la surface plongée dans le liquide est courbe, la pression totale qu^elle supporte n'est pas la somme des pressions exercées sur ses éléments, parce que celles-ci ne sont pas parallèles. En général ces pressions n'ont pas de résultante unique et se réduisent à deux forces non situées dans le même plan ou à une force et un couple.
PRI^XIPE n'ARCniMÈDE.
719. Quand un corps pesant est plongé dans un /ïçuidcj les pressions exercées sur sa surface ont une rfsultante unique,^ égale au poids du liquide déplacé et appliquée au centre de grav>ité de cette partie du fluide , supposée solidifiée.
Supposons d'abord que le corps soit entièrement plongé dans le fluide et considérons un élément quelconque *à de sa surface. Soit^ la pression, rapportée à Tunité de surface, exercée en ce point : ^oi> est la pression supportée
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par rëlément a>. Désignons par X, /x, v les angles que la Fig. 184. normale fait avec trois axes
rectangulaires. Les composantes de p Cl) suivant ces axes sont ptù cosX, ptù cos/x, p(ù cosy, ou pa^ pb^ pc, en appelant a, &, c les projections de Télément oi> sur les trois plans coordonnés.
Or toutes les composantes telles que pa se détruisent deux à deux. En eflet, le petit cylindre «a prolongé découpe sur le côté opposé de la surface un petit élément Cl)' dont la projection sur le plan^Oz est égale k a. La pression sur w', rapportée à Tunité de surface, estp, parce que oi> et (ù' sont à la même profondeur. Donc la composante de la pression totale p(M>' exercée sur o)' et parallèle à Ox est égale à pa, et comme elle agit en sens contraire de celle qui s'exerce sur o), elle la détruit. On verrait de même que toutes les composantes parallèles à Ojr de toutes les pressions se détruisent deux à deux. Il ne reste donc plus à considérer que les composantes verticales.
Le petit cylindre vertical dont la base est oi> découpe sur la partie supérieure de la surface un autre élément Ui dont la projection sur le plan xOjr est c. Donc si pi est la pression en a)|, rapportée à l'unité de surface, le petit cylindre eo coi est soumis à une pression verticale s'exerçant de bas en baut et égale à (p — Pt) c, et comme P=^ Spz-^X3^ CT étant une constante, on aura
en appelant p la densité du fluide supposée constante, Zi le z de réiémenl a)|, /la longueur du petit filet cylindrique compris entre gd et (ùt. Cette pression équivaut donc au poids du fluide dont ce petit filet tient la place. En décomposant le corps en filets verticaux infiniment
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minces, chaque ûlet est pressé de bas en hani par une semblable force, et Ton conclut de là que toutes les pressions exercées sur le corps se composent en une seule force verticale agissant en sens contraire de la pesanteur, égale au poids du fluide dont le corps tient la place et appliquée au centre de gravité de cette masse fluide. La résultante de toutes ces pressions se nomme la poussée du fluide.
720. Le principe d'Ârchimède subsiste quand le corps n'est plongé qu'en partie dans le fluide. On verrait d'abord,
comme précédemment, que les pressions horizontales se détruisent; puis, si le cylindre vertical co'oi)'| a une partie en dehors du fluide, les composantes verticales des pressions exercées en w' et co', seront p'= {gp z-\-n)cctnc^de sorte qu'en prenan t leur dilTércnce, la parlie commune disparaîtra et la pression sera égale au poids d'un volume de liquide égal à la partie du cylindre plongée dans le liquide.
721 . Le théorème d'Archimède a encore lieu quand la densité p n'est pas la même à toutes les profondeurs, car les pressions horizontales se détruisant, la pression verticale supportée par le cylindre o) (m>i serait
en observant qu'on a toujours
gpdz
cr
a étant la valeur de z pour laquelle on a ^ = ci. Or 1 gpcdz est le poids du fluide déplacé.
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722. Le principe d'Archimède peut encore se démontrer de la manière suivante : Séparons par la pensée, dans un fluide en équilibre, une partie quelconque de sa masse. Elle est en équilibre et le sera encore si nous la supposons solidifiée. Mais alors toutes les pressions exercées contre sa surface par le fluide environnant doivent se réduire à une seule égale, et directement contraire à son poids. Il est clair que ces pressions auront encore la même résultante, si Ton substitue à cette masse de fluide solidifiée un corps solide quelconque de même forme : ce qui démontre le principe énoncé.
723. Quand le poids d'un corps est égal au poids d'un égal volume du fluide dans lequel il plonge, ce corps reste en équilibre à toutes les profondeurs, pourvu que son centre de gravité et celui du volume du fluide déplacé soient sur la même verticale. Le corps descend au fond du vase ou remonte à la surface selon que son poids est supérieur ou inférieur à celui du fluide déplacé. Dans ce dernier cas, le corps doit être en partie au-dessus du niveau supérieur, et l'équilibre ne s'établit que lorsque le poids du liquide déplacé est égal au poids du corps.
724. Quand on pèse un corps dans un fluide, on n'obtient pas son véritable poids, mais seulement l'excès de ce poids sur celui du fluide déplacé. Si P est le poids du corps et P' celui d'un égal volume de liquide, D la densité vraie, p la densité apparente, on a
d'où
DP'
725. Le principe d'Archimède subsiste et sa démons* tration est la même dans le cas où l'on considère un fluide contenu dans un vase : on en conclut que la résultante
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des pressions d'un fluide sur les parois du vase qui le contieut est égale au poids du fluide. II faut bien distinguer celte pression de celle que supporte la paroi boriionulc inférieure, ijui peut £tre plus grande ou pins petite qne le poids du tluide. Si l'on fait une ouverture à Vimeda parois latérales, la pression n'ayant plus lieu sur la portion de la paroi qu'on a enlevée, celle qui s'exerce sor b paroi opposée ne sera plus détruite, et le vase sera dû en mouvement en sens contraire de 1^ écoulement da liquide. C'est là le principe des différentes macfaines diies à réatlion.
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CINQUANTE-CINQUIÈME LEÇON
ÉQUILIBRE DES CORPS FLOTTANTS
726. Délerminer la position d'équilibre d'un corps solide plongé en partie dans un liquide, revient à couper ce corps par un plan en deux segments, dans un rapport déterminé, de telle sorte que le centre de gravité du corps et celui d^un des deux segments soient sur une même perpendiculaire au plan sécant. Nous allons résoudre ce problème pour un prisme triangulaire droit dont nous supposerons les arêtes horizontales.
Une section ABC perpendiculaire aux arêtes étant
faite dans le prisme, le niveau du liquide devra partager le triangle par une droite DE en deux segments CDE, ADEB tels, que Ton ait
Fig. i8G.
CDE_
r étant le rapport de la densité du prisme à celle du liquide. Il faudra en outre que les centres de gravité G et H de ces deux triangles soient sur une même perpendiculaire à DE. Soient
CA=/7, CB=6, AB = c, CK = ^, CD=:j:, CE=/,
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xety sont les deux inconnues qu'il s'agit de dé Or on a
surfCAB zzz-ab sinC. surf CDE = ^ jrr sinC»
d'où
(i) xx:=irab.
D'un autre côté, GH est perpendiculaire à DE ainsi que FK qui lui est parallèle, et comme DF = FE, il s^ensait qu'on a KD = KE. Réciproquement, si KD = KE, la droite KF et par suite GH sera perpendiculaire à DE. Or si Ton nomme a et ë les angles ACK et BCK, on a
KD =j:'-i-/i2 — 2/urcosa, KE =^=4- A' — 2/p>^co$6; donc, puisque KD = KE,
(2) x^ — 2Aa:cosa=/^ — ^hy co%Z.
En éliminant y entre les équations (i) et ( a), on trouve
(3) x^ — 2/icosa..r^ + nrhab cos6..r — r^a^ ù^ =zo.
Cette équation, dont le dernier terme est négatif, a au moins deux racines réelles, Tune positive, l'autre négative. Cette dernière doit être rejetée, puisque la ligne DE doit ôtre comprise dans l'intérieur du triangle ABC. D'après la règle de Descartes, si les angles a et o sont .11gus et si l'équation (3) a toutes ses racines réelles, elle aura trois racines positives et une racine négative. Celleci est inadmissible^ et l'on rejettera de même comme étrangère à la question une racine qui surpasserait a oa qui donnerait pour y une valeur plus grande que t. Il y a donc au plus trois positions d'équilibre pour lesquelles le sommet seul est plongé dans le liquide.
727. Le problème précédent revient à mener par un point donné K une normale à une hyperbole ayant pour
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asymptotes CA et CB. En effet, si Ton mène dans Tanglc ACB difTércntes droites, telles que DE, formant des triangles DCE équivalents entre eux, le milieu de chaque droite DE se trouve sur une hyperbole ayant CA et CB pour asymptotes, et cette courbe est tangente à DE. La droite KF étant perpendiculaire à DE, la question revient à mener par le point K une normale à celte hyperbole. On sait qu'on peut en général en mener quatre, dont Tune aboutit à la branche située dans Tangle opposé à Tangle ACB.
Quand le triangle ABC est isocèle, on a
a=:ùj a = 6, /iCOSa=. — , h^ z=. a^ 7-»
d*où
h cosa =z ■ — -z .
Les équations (i) et (2) deviennent
.rj' ra^y x^ —
2rt
On y
satisfait d'abord en
faisant
jrz^asfr,
valeur admissible à cause de r <^ 1 . On obtient une autre solution en résolvant les équations
xr = ra} , X -f- r = 9
qui donnent, si Ton suppose x ^y^
16 ra*
Stcrm. - Méc., IL ao
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Comme x doit être moindre que a, oa doil aToir
4û2__çj_^ ^(4 a» — c») — i6ni* < 4 a» ou
i6ii* — 8fl'c* — i6f»* <o, d'où Ton tîre
Il faut en outre que x et j^ soient réelles et par conséquent que Ton ait
OU
Si ces deux conditions sont remplies, la solution précédente sera admissible.
729. Le cas où deux sommets A et B du triangle sont immergés, se ramène au cas où un seul plonge dans le liquide. En effet, si Ton a [Jig» iS6, p. 3o3)
ABDE_
on aura
CDE
ÂBC= — '"'
et si les centres de gravité du quadrilatère ABDE et àa triangle ABC sont sur une même verticale, il en sert de même de ceux de ABC et de CDE. Il suffit donc, en conservant les mêmes notations, de changer r en i — r. La deux inconnues CD = x, CE =j se déterminent aa moyen des équations
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STABILILÉ d'uW CORPS FLOTTAVT.
Un corps solide étant plongé dans un liquide, le
centre de gravité G de ce corps et celui H de la partie
Fig. 187. immergée doivent être sur une
même verticale perpendiculaire au plan de flottaison ABCD.
Supposons que l'on écarte un peu le corps de sa position d^é-quilibre et que tous ses points reçoivent de petites vitesses. Soil A'B' CD' la section faite dans le corps par le nouveau plan de flottaison, le premier étant venu en ABCD.
Par le centre de gravité I de la section ABCD menons un plan AB''CD^ parallèle au plan horizontal A'B'C'D' et qui coupe ABCD suivant la droite AIC. Désignons par e l'angle des deux plans ABCD, AB^ CD^ et par f la distance du point I au plan A'B'C'D', cette distance étant positive ou négative suivant que le point I est situé audessous ou au-dessus du niveau du liquide.
Pour résoudre la question de stabilité, nous ferons usage du principe des forces vives. Un clément de masse dm du corps flottant est sollicité par son poids ^//m, force Terticale. La partie du corps plongée dans le liquide est soumise, en outre, à la poussée, qui équivaut au poids du liquide déplacé, et qui agit verticalement au centre de gravité du liquide dont le corps occu^ie la place, en sens contraire de la pesanteur. La poussée du liquide peut donc être remplacée par de petites forces verticales, en appliquant à chaque élément de masse dm situé au-dessous du niveau une force égale et contraire au poids du Tolume d^eau dont cet élément de masse tient la place. Cette dernière force est gpdvf^ en appelant dv le volume occupé par Télémeot dm et p la densité du fluide. La ré-
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5ultante de toutes ces petites forces est la même que celle des pressions exercées par le fluide sur la surface immergée du corps flottant. Ainsi, pour chaque point matériel dm de ce corps, les composantes X, T, Z de la force motrice sont
X = o, Y = o, Zr=gdm ou gfim — gpàR^
selon que la molécule dm est au-dessus ou au-dessous du
niveau du fluide. Donc on a 9 - q étant la somme des
quantités de travail des forces motrices dans le temps
écoulé t,
^ =:; 2 l dz\ gdm — 2 / dz\ gpdà^
ou
(i) ff=:tg\zdm'- 2gp\zdv^
la première somme > zdm comprenant toute la masse
du corps et la seconde seulement la partie plongée. On a donc, d'après le principe des forces vives et u désignant la vitesse de la molécule dm^
(2) \u''dm=:C-h2.lg\zdm — gp\ zdvy
Or \ zdm = Mzi, M étant la masse du corps et x^ le z
de son centre de gravité G. D'ailleurs M = Vp, V étant le volume de la partie immergée, quand le corps est en équilibre. On a donc
(3) \ zdm=zMzx^=\pZi,
Il faut maintenant calculer \ zdv^. Partageons cette somme en deux parties, Tune relative à la partie ABCDL
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du volume V limiiéc à la section A6CD et l'autre à la partie comprise entre ABCD et A'B'C'D'. La première est égale à Vje', z* étant le z du centre de gravité H de la masse totale du fluide. En désignant par h la seconde, on a
(4) \u}dm — C -+- 25^Vp (s, — «') — -x^^k.
Or soit GH = a. Si l'on projette cette droite sur la verticale du point G, on voit que z^ — z' = qi a cos9, suivant que H est au-dessus ou au-dessous de G. Il faut maintenant calculer h.
Considérons, à cet effet, un élément de surface d\ en un point m, sur la section ABCD, et projetons-le, par un petit cylindre vertical TnTn\ sur le plan de flottaison A'B'C'D'. Sa projection est dX cosd. Pour calculer dk ou
la partie às\ zâxf relative a ce petit cylindre, décomposons-le en une infinité d'éléments par des plans horizontaux. On aura pour l'un d'entre eux
dv = dzd\ cosO , zdv = tdzdX cosO.
Donc, en posant mm' =^,
dÂ- :.- I zdzdl cosQ =^ dlcosB.
On peut exprimer y en fonction de p et de 0. En effet, abaissons mn = /perpendiculaire sur Ac. Si l'on projette mn sur mm\ on a mm' ouj = ^ -f- /sin9, / étant positive ou négative suivant que mn est au-dessous ou audessus de AC. Donc
rfA = i (Ç -f- / sinôV c/X cosô
OU
dA = -C'cosO</X -h Çsinô cosB.ldl H — sin*9cos9./'^).. a a
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On aura donc
à=- Ç^cosoV i/X-l-Çsin «cosdV /<<X+ ism^OcosoV/* A,
expressions où toutes les sommes s'étendent k toas ks éléments de la section ABCD. Soient b l'aire Â6CD etfi le moment d'inertie de cette section par rapport a AK. On a
y c/X = b, Sjdl =o, ^i*^ = ft. Donc
Substituant dans l'équation (4)i on a
lf%\ ( ^ "'^'w = C:^ 2g'Vpacosô — ^p6(*cos0 ( — g'pttsin'ô cosô -+- c.
Nous ajoutons e, parce que dans le calcul de k doss avons pris, au lieu du volume ABCD A'B' CD', celui d'un cylindre vertical ayant pour base ABCD et limité au plan A'B'C'D' : de sorte que e est un infiniment petit (h troisième ordre au moins.
Maintenant 9 et Ç étant des quantités très-petites, oo
peut négliger 6* et Ç', et remplacer cosô par i » sin^
par 9. En désignant par c la constante Czpag^pa, Téquation (5) devient
(6) Su^dm =zc^ gpb^' ~ gp (f^qp V«) 0»
On détermine c d'après l'état du corps flottant à rorigînf du mouvement. On suppose connues les valeurs iiiî* tiales de^et de d, ainsi que les vitesses initiales de tous les points du corps. Comme toutes ces quantités peavcol
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être prises aussi petites que l'on yeut, il en résulte que la constante c peut être supposée aussi petite qu'on voudra.
731. Pour déduire de Téquation (a) les conditions de stabilité de l'équilibre du corps flottant, il faut distinguer deux cas.
En premier lieu, si le centre de gravité G du corps est au-dessous de celui du fluide déplacé H, Téquilibre est toujours stable. En effet, l'équation (a) est alors
II» d>ii = i? — ^pftp — ^p (pi -f- Va)0« -I- •,
La valeur de c qu'on détermine d'après les valeurs initiales de (x, ^, 0, qu'on suppose très-petites, est positive et très-petite. Les quantités ^ elB ne peuvent pas croître assez pour que la somme gpb^* -h gp (pi +Va)d* devienne plus grande que 2c; car si cette somme devenait égale i ac, la quantité € étant au moins du troisième ordre, le second membre de l'équation précédente serait négatif et
on auraitN ii*rfm<^o, ce qui est absurde. Il en résulte
que dans le mouvement du système on a toujours
On pourrait démontrer de la même manière qu*on a
te
S'p(fi^-Va)
l'étant un nombre quelconque plus grand que l'unité.
Donc, comme c est une quantité positive très-petite et aussi petite que l'on veut, les valeurs des variables ^ elB resteront toujours très-petites et par conséquent le coi*ps s'éloignera fort peu de sa position d'équilibre.
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732. Quand le point G est au-dessous du point H, l'équation (a) est
La valeur de c reste positive si l'on a f* > Va, a l'origine du temps. Si (x ou le moment d'inertie de l'aire ABCD par rapport à la droite AIC reste plus grand que \ak toute époque, on verra comme précédemment que G et ^ resteront toujours extrêmement petites et l'équilibre sera stable. Il faudra dans ce cas que le moment d'inertie de la section ABCD, par rapport à une droite quelconque passant par son centre de gravité I, soit plus grand que Va, parce que dans le déplacement infiniment petit du corps l'intersection des plans ABCD et AB^CD^ peut prendre toutes les positions possibles autour du point I* Donc il faut et il suffit que Va soit moindre que le plus petit moment d'inertie de la section ABCD, par rapport à toutes les droites qu'on peut y mener par le point I. La ligne qui correspond à ce moment d'inertie minimum est ordinairement connue. Par exemple, dans un vaisseau, c'est la droite qui va de la proue à la poupe. C'est par rapport à cette ligne qu'il faut calculer le moment d'inertie de la section, et s'il est plus grand que Va, l'équilibre sera stable. Si fx devenait moindre que Va^ l'équation (2) ne ferait rieu connaître relativement à la stabilité de l'équilibre, parce que le second membre n'étant pas nécessairement négatif à une époque quelconque, on ne tombe pas sur la conséquence absurde que la somme des forcrt vives devienne négative, en supposant que p et 0 croissent indéfiniment.
DU MÉTACENTRE.
733. Soit s un corps solide flottant. Lorsqu'il est en équilibre, on sait que son centre de gravité G et celui H
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du volume de liquide déplacé sont sur une même perpendiculaire au plan de flottaison ABCD. Supposons que ce Fig. i8S. corps soit symétrique parrap-
port à un plan vertical BLD| lequel contient alors la droite KGH. Imaginons qu^on dérange un peu ce solide de sa position d'équilibre, tout en maintenant vertical le plan BDG. Ce plan contiendra donc toujours le centre de gravité de la masse fluide déplacée. Soit à un instant quelconque A'B'C'D' la section de niveau. Le centre de gravité du fluide déplacé A'B'C'D'L est un certain point H' et le corps peut être regardé comme se mouvant par l'action de deux forces : son poids P appliqué à son centre de gravité G et la poussée du fluide qui s'exerce en sens inverse suivant H'M. Le point M où la verticale H'M rencontre la droite KGH est ce qu'on appelle le métacentre. Pour avoir le mouvement du centre de gravité, il faut (600) supposer toute la masse du corps réunie en ce point et y supposer appliquées les deux forces verticales dont nous venons de parler. Elles se réduiront à une seule égale à leur différence. Si le volume de liquide déplacé est toujours égal à celui que le corps déplace dans sa position d'équilibre, ces deux forces sont égales et contraires, et alors le point G devra rester immobile, pourvu que le corps n'ait pas reçu de vitesse initiale. On aura ensuite le mouvement de rotation autour du centre de gravité en le supposant fixé, ce qui détruira le poids du corps, et la poussée du fluide appliquée en M le fera tourner autour d'un axe horizontal passant par G et perpendiculaire an plan de symétrie BLD. Mais ici il faut distinguer plusieurs cas.
Si dans ce mouvement le métacentre reste toujours an-dessus du point G, sur la droite HGK, la poussée du fluide tendra constamment à ramener cette droite dans
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la position verticale qui répond à Téquilibre da corps. Donc cet équilibre est stable.
Si, au contraire, le métacentre est constamment audessous du centre de gravité, la poussée du flaide tendra i éloigner la droite KGH de la verticale, et Téquilibre du corps sera instable.
Enfin, si le métacentre peut être, tantôt au-dessus, tantôt au-dessous du centre de gravité, la considération seule du métacentre ne fait plus rien connaître relativement à la stabilité de Téquilibre du corps flottant.
BE LA MEST7RE DES BAUTETTRS IPAIl LE BlROVàTmE.
734. La hauteur de la colonne de mercure dans le baromètre indique la pression exercée par Taîr atmosphérique dans le lieu où Ton observe. Cette pression dioiinue quand on s*élève verticalement. Il faut chercher la loi de sa variation en fonction de la hauteur verticale à laquelle on s'élève.
La pression ou force élastique de Tair dépend de sa densité et de sa température, en vertu de la loi de Mariotte et de celle de Gay-Lussac. Si Tair et différents gaz, soumis à une pression constante et la même pour tous, sont placés dans une enceinte dont la température varie, l'observation prouve que tous ces fluides se dilatent également pour des augmentations égales de température, indiquées par les degrés du thermomètre à mercure. La dilatation de Tair qui correspond à chaque degré du thermomètre centigrade est de o,oo366. Elle est à peu près la même pour tous les gaz, ainsi que pour les vapeurs.
Soient u la force élastique de Tair et D sa densité à la température zéro : la pression restant la même, soit D'ia densité de Tair à la température de 6 degrés. La masse d^air à la température zéro contenue dans l'unité de volume, étant portée à la température 0, occupera un volume ^al
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à i + <x0, en désignant par a le coefficient de dilatation o,oo366 pour chaque degré d'accroissement de la tempe* rature. Les densités étant en raison inverse des volumes qu'occupe la même masse, on aura
I -+-aÔ
Supposons ensuite qu^on fasse varier la pression sans changer la température 9. En désignant par p la nouvelle pression et par p la densité correspondante, on aura, d'à près la loi de Mariotte,
En remplaçant D^ par sa valeur et faisant |l r= A, on aura la formule
(3) />=Ap(i-f-aO).
On pourrait déterminer h en substituant dans cette formule les valeurs de p^petO obtenues par l'expérience directe; mais il vaut mieux laisser k indéterminé dans les calculs qui suivent.
Nous avons dit que le coefficient de a^ dans la valeur de Pj est à peu près o,oo366 \ mais comme la quantité de vapeur contenue dans Tair augmente avec la température et que la vapeur a une densité moindre que Tair sous une même pression, la densité de Tair mélangé de vapeur, quand la température s'élève, la pression a restant la même, doit diminuer un peu plus que ne l'indiquerait la formule précédente. Pour avoir égard à cette circonstance, on augmente le coefficient a, et Ton prend a = 0,004.
735. Cela posé, nous pouvons établir l'équation d'équilibre de la masse atmosphérique qui s'étend au-dessus delà surface de la terre. En désignant par z la hauteur d'un point quelconque de l'atmosphère au-<lessns de la surface
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terrestre, par p la pression, par p la densité de Tair et par g' Tintensitë de la pesanteur en ce point) on aura Tëquation
(4) dp^i-'if^dz,
déduite de l'équalion
dpz=z^ (Hdx -h Ydy -f- Zdz) (703).
On a égard dans cette formule à la variation de la pesanteur ; mais on oblige comme insensibles Tacùon de la force centrifuge qu'il faudrait combiner avec Tattraction de la terre, ainsi que l'attraction de la masse d*air ou de terre comprise entre la portion plane et borizontale de la terre qu'on prend pour plan des xy et la surface de niveau passant par le point que Ton considère à la hauteur z. On a alors
g étant l'intensité de la pesanteur à la surface de la terre où z = o, et r le rayon terrestre.
En mettant les valeurs de g' et de jd= — ^— - dans
Téquation (4)9 elle devient
Comme on ne connait pas 9 en fonction de z, on est obligé de donner à 6 une valeur constante égale à la moyenne ou demi-somme des températures de Tair aux deux stations extrêmes où. Ton se place à des hauteurs différentes. On trouve alors, en intégrant,
Pour déterminer la constante C, soit a la pression a la
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Station inférieure où Ton a 2 = o. On aura
d'où
X(l 4-ae) r '
jCT_ gr z _ g
p X- (I -h aÔ) r -f- « X- (I -f- aO) z
Le logarithme indiqué est pris dans le système népérien. Pour passer aux logarithmes ordinaires, on multiplie par le module M = 0,434^94^9 et Ton a
(8) log? = — ^î^ '—.
P X- ( I -f- aô ) z
736. Le rapport - peut s'exdrimer au moyen des hauteurs du mercure dans le baromètre, correspondant aux pressions u et p. Soit h la hauteur de la colonne baromé» trique pour la station dont la hauteur verticale est 2, et soit T la température du mercure, qui peut être difTérente de celle de Tair ambiant. Soient h^ et To la hauteur et la température du mercure h la station inférieure. En désignant par m et mola densité du mercure aux températures T et T, , on a
d'où
or on a
a g nia K "p" g' m A'
fr=^^ = (-;)••
Le mercure se dilatant de ^^^ de son volume a o degré
pour chaque degré d'accroissement de sa température,
devient i -+- ^^^ à la température T et 1+ t^tt • '*
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température T«. Les densités correspondjtntes étant raison inyerse de ces volumes, on aura
ou, a très-peu près,
On aura donc
ou
ET / «\' h.
en posant, pour abréger,
ll=zh(
TV-T 555o
H est dite la hauteur corrigée; c'est celle qu^aurait la colonne barométrique si la température du mercure à la station supérieure était la môme qu'à la station inférieure.
737. En remplaçant ~ par cette valeur dans la formule (8), elle devient
et Toii en tire
(lo) s =
(, + ,9) (,+ i^ [^|og^« H-alog (i-»- ;U
CINQUANTE-CINQUIÈME LEÇON. 3l9
LMntensité ^de la pesanteur à la station inférieure varie avec la latitude. Si Ton désigne par X la latitude de la station, et par G la pesanteur à Paris, dont la latitude est de 48^* 5o' i4^ on a
et
G(i — Oy002588cosa>]
^~" I — 0,002588 cos 2(48* 5o' i^^^y La formule (10) devient
en posant
1 — 0,002688 COS2X \ r)
^' [ I — o ,002588 cos 2 (48« 58' 1 4^^)].
MG
On pourrait calculer le nombre a d'après les valeurs connues de Ar, m et G-, mais il vaut mieux le regarder comme inconnu et le déterminer par Téquation même où Ton substituerait à la place de z une ou plusieurs hauteurs mesurées par les procédés trigonométriques. On a
trouvé ainsi
738. On peut calculer z par la formule qui précède, en négligeant d'abord dans le second membre la quantité-»
qui est très-petite. On a ainsi une première valeur approchée de z i
On aura une seconde valeur plus rapprochée Zt, en substituant cette première valeur Z| à la place de z dans le
second membre. On pourrait continuer ainsi ces approximations successives ; mais on s'arrête ordinairement à la seconde valeur.
Lorsque z n*est pas très-grande, on néglige entièrement
-dans la formule; mais alors il faut augmenter le nombre a, M. Ramond a conclu d'un grand nombre d*observations faites dans le midi de la France, a= i SSpS, et il a adopté pour les latitudes peu différentes de 4 3*^ 1^ formule très-simple
s— 18393(1-+- o,oo4d)log'r|-
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HYDRODYNAMIQUE.
CINQUANTE-SIXIÈME LEÇON
MOUVEMENT DES FLUIDES
Équations générale du mouTemeDt des (laides. — Mouvement dans und hypothèse particulière. — Mouvement permanent d*nn fluide.
ÉQUATIOnS GÉNÉRALES DU MOUVEMENT.
739. Les équations d'équilibre des fluides sont fondées sur la propriété qu'ils ont de transmettre également en tous sens les pressions appliquées à leur surface, et sur celle d'exercer sur chaque élément de surface autour d'un point quelconque de leur masse, en vertu des actions moléculaires, une pression égale en tous sens et normale à Télément de surface qui le supporte. Certains faits semblent indiquer que cette dernière propriété n'a pas toujours lieu quand le fluide est en mouvement, c'està-dire que la pression peut n'être pas normale à l'élément sur lequel elle s'exerce, ni être la même dans toutes les directions autour d'un même point. Cependant on peut admettre que cette propriété des fluides a encore lieu, quand le mouvement n'est pas très-rapide, les expériences s' accordant assez bien avec les résultats qu'on déduit de cette hypothèse.
Quand on veut déterminer le mouvement d'un système de points dans l'espace, on se propose ordinairement de trouver des équations qui servent à exprimer les coor-
Stobu. — Méc.^ U. 21
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données de chaque point en fonction du temps. Mais, au lieu de suivre dans son mouvement une seule et même molécule, il est plus avantageux de déterminer la vitesse de la molécule fluide qui, au bout d'un temps quelconque, passe par un point pris à volonté dans Tespace occupé par le fluide, ainsi que la pression et la densité du flaide en ce même point, qui reste fixe. Soient x, j^, z les coordonnéffs d^un point m ; fx la masse de la molécule fluide qui se trouve au point m après le temps f. Désignons par X, Y, Z les composantes, rapportées à Puni té de masse, de la force. qui agit sur la molécule /a. Les composantes de la force motrice seront Xjx, Tjx, Zfx. Il faudra cinq équations pour déterminer les composantes ii, v^ w de la vitesse du point, sa pression p et sa densité p.
740. Le principe de d'Alembert fournit d^abord trois équations. Soient u^ dt^ \f*di^ w'dl les accroissements de M, P'. w^ lorsque le temps t augmente de dt. Les composantes de la force perdue sont (X — "') F> (Y — ^')h
(Z — w') a, et celles de la force effective -^ — ? -~ -^ -^-• ^ ' '^ dx p dy p di ^
Donc, diaprés les équations d'équilibre des fluides, on aiu«
Pour obtenir m', i^\ w\ on doit différentier li, i', u*, en regardant x, y^ z comme des fonctions de t^ dont les accroissements sont udt^ vdt^ wdt, en sorte que dx = udt^ etc. On aura donc
, du du du du
tt' =: \- u — -f- c -— -f- cr — ,
dt dx dy tiz
. . . . dv dv dv dv
^ ' * dt dx dy cU
dof dw dw div
«/ = -; \- u -^ hc hw 1
dt dx dy <U
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et, par conséquent,
p dx at dx djf dz
.«» , ^ dp „ dv dv dv dv
3 ;--f-=Y— — — tt- — P-3 — cv— ,
^ p « r a^ dx djr dz
l dp _ div dw dw dw
p dz dt dx dy dz
741 . Il reste encore à trouver deux équations d'équilibre ou une seule si p est constante. Nous trouverons cette équation en exprimant que le fluide est continu.
Concevons dans Tespace occupé par le fluide un petit parallélipipède nie [fig* i8o, p. 286). Â chaque instant une partie du fluide sort de ce volume, et une autre y entre. La masse du fluide contenue dans ce parallélipipède, pdxdydz^au temps t, devient ip ^^ -f] dxdy dz au temps t + dt. ^accroissement de masse est donc -^ dt dx (fy dz. En vertu du mouvement il passe par la face dj dz une tranche fluide pudtdjdz. Il passe par la face opposée une masse (pw- .— \ dtdjrdz. L'excès de la quantité qui entre sur celle qui sort est donc ^— dxdy dz dty en supposant p u constant dans toute
l'étendue de la face mabg et de sa parallèle. Or cette supposition'est permise, car si Ton considère deux points h et h pris sur les faces ind et ae, la différence des valeurs de p u en ces deux points surpasse la différence des valeurs de pu aux points m et a d'une quantité infiniment petite par rapport à elle-même. On obtiendrait des expressions analogues pour les quantités de fluide acquises par les autres faces. En exprimant que l'accroissement total de la
masse est égal à --p dxdydz et divisant par dx dy dz dt^
ai.
on aura donc
^^' dt dx df €lz
Celle équation est conuue sous le nom adéquation de continuité.
lia. Si la densité du fluide est constante, ce qui anÎTe pour les liquides homogènes et incompressibles, Téquation précédente devient
du d» dvp
dx df dz
Elle suffit avec les équations (3) pour déterminer toutes les inconnues eu fonction de x^y^ z, t,
743. Si le fluide est incompressible, mais non homogène, la densité de chaque molécule est variable dans le cours de son mouvement; mais elle varie à chaque instant avec le temps dans un point déterminé et fixe m. La den*» site p au point m sera donc une fonclion des coordonnées de ce point el du temps; mais on peut considérer momentanément X, y^ z comme représentant les coordonnées d'une même molécule dans son mouvement. Ces coordonnées deviennent fonction de f, et leurs dérivées par rapport à celle dernière variable sont respectivement w, v^ tv. En différenliant la valeur de p sous ce point de vue, on aura donc
(5) -/- -^-^u-\~-^v-\--Pw — o.
^ ' dt dx dy dz
En venu de cette relation, Téquation (4) revient aux deux suivantes :
,^v dp du dp do
^ ' dt dx dy dz '
, y. du dç di\'
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qui, jointes aux équations (3), serviront à déterminer les cinq inconnues u, i^, w, p^ p en fonction de x, y y Zj t.
744. Dans le cas d'un fluide élastique et compressible, comme Tair, on aura encore cinq équations en joignant aux équations (3) et (4) la relation pzzzhp qui existe entre la pression et la densité, le coefticient k ne dépendant que de la température de la masse gazeuse.
745. Ces équations suffisent pour déterminer le mouvement si le fluide est indéfini et si Ton connaît son état initial, c'est-à-dire les valeurs de u, t^, w, p^ p en fonction de x, jTy z et pour f = o. Mais si le fluide est terminé, il faut y joindre des conditions particulières. On suppose que les molécules en contact avec une paroi fixe ou mobile y restent indéfiniment et que les molécules qui appartiennent à la surface libre ne cessent jamais d'en faire partie. Soxl f[tj x^ y j z) =zo Féquation d'une surface sur laquelle un point du fluide doit toujours demeurer. On a
f[t -h ilty je -h lidty y -{- vdiy z -h ^vdt) = O,
équation qui exprime que la molécule sera encore sur cette surface au bout du temps t + df, et qui donne
df df df df
de dx dy dz
df
Si la paroi est fixe, ~ disparait, et Téquation se réduisant à
^/ àf ^f -f.a-f--f-«'-t--fri'=:o
dx dy dz
montre que la vitesse du point est à chaque instant dirigée suivant une tangente à la surface.
11 reste à considérer la surface libre du liquide, ordinairement soumise à une pression xs qui est la même pour tous les points, mais qui peut varier avec le temps. On
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aura pour cette surface p — o =: o, d*où
dp dp dp dp du
dt dx dy dz di
équation qui détermine C7.
746. On a considéré jusquMci x^y^ z conune étant les coordonnées d^un point déterminé pris à volonté dans Tespace occupé par la masse fluide. Si Ton veut obtenir le mouvement d'une molécule particulière, ses coordonnées x^ /, z cesseront d'être des variables indépendantes. Elles dépendent du temps, et pour les connaître il faudra int^rer les équations simultanées,
dr. dr dz
après y avoir remplacé u, p, w par leurs valeurs générales en fonction de a:, j^, z obtenues comme on Ta dit précédemment. Les valeurs de x^jy z renfermeront comme constantes arbitraires les coordonnées initiales de la molécule.
Lorsque u, v^ w sont telles, que Ton ait
udx -h vdf -+- wdz =: dffy ILdx 4- Ydy 4- Z r/z = é/V,
on a (740)
1 dp _^dV ^ </»<p __ ^ ^ _ ^ J^_ _ f[? <^> p dx tix dxdt dx dx* djr dxdy dz dxdz
I dp dV d^ff d(f d^^ dff d*rf d^ d^f
p dy dy dydt dx dxdy dy dy^ dz dydz
1 dp _^dS d^ff d<f d^ff __ dff d^f dff d^f
p dz dz dzdt dx dzdx dy dy dt dz dz*
d'où, en multipliant par dx, dy^ dz et ajoutant, on a
?=— 4-j^[(S)"-fê)--(èy]-
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Les difTérentielles sont prises par rapport k x^y^ z sans faire varier t.
Si le fluide est homogène, on a
et, eu intégrant Téquation précédente,
V — S-j[fê)'-(g)'-(S)']
Il faut y joindre Téquation
€it ^ djC df dx '
qui devient, pour un fluide incompressible,
rf'9 rf*^ é/'^
PARTICULIÈRE
748. Quand un liquide homogène est renfermé dans un vase et s'écoule par un orifice horizontal pratiqué au fond du vase, Texpérience montre que les molécules situées dans une même tranche horizontale à un certain instant, y restent constamment tant qu'elles ne sont pas très-voisines de Torifice : en d^autres termes, les tranches horizontales infiniment minces se remplacent successivement en demeurant parallèles à elles-mêmes. On peut négliger les vitesses horizontales, lorsque les sections varient peu dans toute l'étendue du vase et que leurs dimensions sont très-petites par rapport à la hauteur. Il n*y a plus alors que deux inconnues, la vitesse verticale d'une tranche et la pression, à déterminer en fonction de la distance de la tranche à un plan horizontal et du temps.
3a8 COURS Dfi MÉCÀHIQUB
Prenons Taxe des x verlîcal et dans le sens de la pesanteur. En conservant les notations du n^ 739, nous aoiuis
X = ff,
dp
L équation -^ = p (X — vl) (740) devienora
dx
( dit du\
et les deux autres équations (x) du n® 74U se réduiront a
dp dr
dx dz
car on a
On exprimera bien simplement Thypothèse du parallélisme des tranches en égalant la quantité de liquide qui passe par une tranche quelconque à celle qui sort par Torifice pendant le temps dt. Soient &) la section de la tranche à la hauteur x, Q, Taire de rorifice et U la vitesse des molécules à cet oriGce. Les quantités de liquide qui passent par les aires ci) et fl pendant le temps dt sont (ùudtelQVdt: ou doit donc avoir
nu
Les vitesses u et U se rapportent au même temps t. Uest une fonction de t seulement, u une fonction de x et de t. Eliminant u entre (i) et (2), on a
dr.
I Ci dU n»u* </»\
et, en intégrant par rapport a x,
dV rdx n»U'
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C est une quantité indépendante de Xj mais qui peut être une fonction de t.
Soient P la pression constante exercée sur la surface supérieure du liquide et Pla pression à ToriGce. On aura P = P^ si tout Tappareil est dans le même milieu. Soient h la distance du niveau au plan des xy et l la dislance du niveau à rorifice. On aura p = V pour a: = A, d'où
en appelant O la section du vase à la hauteur du niveau, et par suite
Pour X = A -f- / on a p = P, Cl) =: n, et si Ton pose
Ah-/
h il vient
Mais ici nous développerons deux cas, suivant que le niveau du liquide sera constant ou variable.
NIVEAU CONSTAKT.
On tire de l'équation
di =
imilfflJ
en posant
g = «', aff(/ + *) = *'.
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En in tarant Téquation (7), on a
— !^ ' /X -t- aU\ ^77 c\ifr — auy
Si Ton suppose les vitesses nulles pour £ = 0, on aura c = I, et Téquation résolue par rapport k U devient
U étant déterminée, on connaîtra u par réquation u = et p par Téquation (5).
750. La valeur de U montre qu'après un certain temps, d'autant plus court que II est plus petit, cette quantité sera
sensiblement constante et égale à - ou à 4 /— — ^^-— :
u et p convergent vers des limites correspondantes. Si Ton néglige le carré de —9 la limite de la vitesse
sera yj^g[i -+- J) ou ^2g/ quand î sera nul, c^ est-à-dire si la pression extérieure est la même à ToriGce et au niveali du liquide. Cette vitesse est donc la même que celle qu'acquerrait un corps pesant en tombant dans le vide d'une hauteur égale à celle du liquide daiis le vase. Ce résultat constitue ce qu'on appelle le principe de Torricelli.
Quand la vitesse U est devenue constante, on a
et l'équation (5) se réduit à
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or, dans Tétat d^équilibre, la pression serait égale i P-hg'p(x — h) : elle est donc moindre, dans Tétat de mouvement, pour les sections telles que Ton ait ot><^ O, c^est-à-dire pour celles dont Taire est moindre que la surface libre du liquide. Elle est au contraire plus grande pour les sections dont les aires sont plus grandes que O.
752. Le volume V du liquide qui est sorti du vase au bout du temps t s^obtient en intégrant QVdt entre les limites o et t. On aura
Au bout d*un certain temps, on pourra négliger la seconde exponentielle, et Ton aura sensiblement, en mettant pour A sa valeur sj^g(i-^à) >
Le premier terme du second membre est le volume qui serait sorti si la vitesse avait été dès l'origine égale à sa limite.
HIVEAU VARIABLE.
753. Dans ce cas m et O sont des fonctions connues de h par Téquation
a désignant la distance constante de rorifice à l'origine des X. U faudra exprimer que la quantité de liquide écoulée dans un intervalle de temps dt est égale au volume compris entre les deux niveaux correspondants «u
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commencement et à la fin de cet inter?alle. On a ainsi réquadon
dh nU
dt O L*équation (6) devient, en remplaçant / par a — /i,
g(a 4- ^ — /i = ma -— . -t- - ûU' ~ 1 .
^^ ' dt 'IL \œ o^J
En éliminant dt entre ces deux équations et posant U' = ^gZy on aura
dz 0 l i I \ O , .
dh m\œ 07 iwll»^ ^ '
équation linéaire qu'on sait intégrer. Lorsque z sera connu en fonction de A, on connaîtra U et par suite f • Li quantité de liquide écoulée se déterminera en calculant le volume du vase compris entre le niveau initial et le niveau variable.
754. Si l'orifice H est très-petit, Téquation (6) se réduit à
ce qui donne pour U la vitesse limite que nous avons trouvée pour £ = 00 . La vitesse que doune rexpérience est moindre que celle calculée par cette formule, dans le rapport de 0,62 à i, rapport à peu près constant.
MOUVEMENT PERMANENT d'uN LIQUinB.
755. Il peut arriver qu'un liquide soit animé d'un mouvement permanent, c'est-à-dire tel, qu'en un point quelconque la pression soit toujours la mènie et que la vitesse de chaque molécule qui passe par ce point soit aussi constante en grandeur et en direction^ d'où il siût que des molécules qui à d('S époques dilférentes occupent une incme position parcourent la même trajectoire d'une manière identique.
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Le principe de d'Alembert fournit les trois équations
qui expriment que les forces perdues se font équilibre dans la masse fluide; p désigne la pression en un point quelconque m, dont les coordonnées x^j^ z sont considérées comme des variables indépendantes. La molécule fluide \i. qui passe par ce point m, au bout du temps f , a aussi pour coordonnées x^ y^ z à cette époque 5 et si Ton suit cette molécule dans son mouvement, ses coordonnées deviennent des fonctions du temps et prennent après le temps dt qui succède au temps t des accroissements qu^on désigne par dx^ dy^ dz. Les compo-
d^x d*Y d^z santés de la force effective sont-r—j —7^» — » x, y* ^
de' de* di' -^
étant, comme nous le disons, fonctions de t pour la molécule mobile que Ton considère, ce que nous supposerons toujours dans ce qui va suivre.
En multipliant les trois équations (i) respectivement par dx^ dj-y dz^ on obtient
/v , ^r . r, , V (dxd^x -^ djrd^x-^dzd'z) dp = p (Xdx -h Ydj' -f- Zdz) — p i ^— i
ou
(2) dp =1 p (Xdx H- Ydj -irZdz) — ^ </p'
V est la vitesse de la molécule [k à Tépoque t où elle passe au point m, et dp est Taccroissement de la pression quand on passe du point m au point où arrive cette molécule après le temps dt^ la pression en un même noint étant toujours indépendante du temps.
756. Cette ëqnation peut s^appliqaer i un liquide pesant, dont le niveau est entretenu à une hauteur constante et qui s^écoule hors du vase qui le contient par un orifice pratiqué à sa partie inférieure. On a pour le mouvement d'une molécule quelconque, en prenant Taxe des z vertical et dirigé dans le sens de la pesanteur,
(3) dp=:gpdz pdv^.
Eu intégrant entre deux points quelconques de la trajectoire dont les distances au plan des x^' soient Zo et Zy il vient
(4) P—Po — gp(z — z,) — ^p{p^ — vl),
po e^ ^0 étant la pression et la vitesse au premier point, p Ci u au second.
757. Supposons que la surface supérieure du liquide soit plane et soumise en tous ses points à une pression égale et constante P^. Si nous faisons dans Téquation (3) Zq rrr o, Po = P07 Ic premier dcs deux points que l'on considère sera pris à la surface supérieure du liquide, et l'on aura
Je
Si le vase est percé d^un petit orifice à la partie inférieure à une distance h au-dessous du niveau supérieur, on peut admettre que tous les points qui passent par cet oriCcc ont la môme vitesse v^ en sorte que pour a: = /« il nV ait qu'une valeur de v. En désignant par P la pression extérieure qui s'exerce à l'orifice, on aura
ou
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en posant P^ — P = gpk^ h devant être positive ou négative suivant que P est plus petite ou plus grande que Po.
On voit que la vitesse i^^ doit être la même pour toutes les molécules situées à la surface supérieure du liquide.
Soient 0) l'aire de rorifîce et A l'aire de la section du vase par le plan du niveau supérieur : on a
car la quantité de liquide qui sort du vase par Torifice &) pendant le temps dt et qui a pour expression (à^vdt, la direction de la vitesse t^ étant sensiblement verticale, est égale à une tranche de liquide située à la partie supérieure ayant pour base Taire A et pour hauteur v^dt^ la vitesse v^ étant aussi verticale.
On a donc
et
d*où
/■}.<: [Il H-^l
ÉQUATION DU MOUVEMENT
759. Dans Fétat naturel d'équilibre d*an gaz, sa force élastique cr est égale à gmh^ g étant la pesanteur, m la densité du mercure et h la hauteur de la colonne de mercure qui fait équilibre à la pression de ce gaz.
Nous supposons que les molécules du fluide en repos qui sont dans un même plan perpendiculaire aux arêtes du tuyau, se déplacent d'un mouvement commun parallèlement aux arêtes.
Soient X et X -h dx les distances à un point fixe de deux plans infiniment voisins, M, M', perpendiculaires
Fig. 189. ^^^ arêtes, qui com-
prennent entre eux
une tranche dont la ^ masse est padx^ en désignant par p la densité du gaz en repos et par a la section transversale du tuyau. Après le temps f , celle tranche s'est transportée en KIN'^ nous désignerons paru le déplacement MN des molécules qui étaient d'abord dans le plan M; u sera une fonction des deux variables X (il t qu'il faudra déterminer. L'épaisseur de la tranche MM' est dxy et celle de la tranche NN' est tfx 4- du ou
dx
comme ces tranches contiennent la
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même masse de gaz, les forces élastiques du gaz en M et en N doivent, d'après la loi de Mariolte, êire en raison inverse des volumes des deux tranches, et par conséquent de leurs épaisseurs, ce qui donne, en appelant p la force élastique ou la pression du gaz en N rapportée a Tunité de surface.
p dx
ou
o dx '\' du fiu
en négligeant le carré de la dilatation — qui est très-
petite.
La pression sur la face N de la tranche NN' étant ap
ou ac7 f I — — j j on aura la pression ap' sur l'autre face
en changeant x en x-^- dx dans Texpression de ap^ ce qui donne
/ du d^ Il \
OLP rrracTlI -— dx \ •
' \ d,r dx' )
d^u La différence de ces deux pressions au --^ dx est la
force motrice de la masse de gaz comprise dans la tranche NN^ masse égale à padx. En divisant la force motrice par la masse, ou aura pour Texpression de la force accélératrice
ij d*u
Si la tranche n'était pas considérée comme solide, cette force accélératrice serait celle du centre de gravité de cette tranche NN', en y supposant toute la masse réunie. Or on peut dire que ce centre se meut comme la base N dont il est infiniment voisin.
Stcrm. — niée, H. 22
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Si la tranche est sollicitée encore par une force accélératrice étrangère, on aara ponr force accélératrice
H- X , qu il faudra égaler a -^^ ou simple-
^ dx' ' -7 T- o ^,
ment a -^^ puisque x ne varie pas avec t.
On a donc pour le mouvement d^une tranche Téquation
d^u 'dF
d^u djF
et, s'il n'y a pas de force étrangère,
d^u o d^tt
dt^ p dx*
ou
d^u ^^d^ti dt' ^ €ia?>'
en posant
, BT gmh a* — - •
CAS DU TUTÀU INDÉFIM DAlfS LES DEUX SEXS.
L'intégrale de l'équation (i) est
On déterminera les fonctions 9 et ^ si l'on connaît le déplacement initial u pour £ = o de chaque tranche a
partir de sa position d'équilibre et sa vitesse initiale -j^
qui seront des fonctions données de x. Mais, au lieu du déplacement u pour t = o, nous supposerons donnée la
dilatation initiale — pour t = o« Ainsi Ton doit avoir
IX
pour t = o
dn -, X dn - # »
_../(.) et ^-/.(x).
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Or la formule (a) donne
^ — «[<f'(x -i- «0 - Y{x — at)].
En faisant < = o, on aura et consëquemment
761 . Supposons que la partie primitivement ébranlée s'étende de x = o k x = l seulement. Alors les fonctions
Fie. .90. -^^'^ «/.(x), et
par conséquent aussi
nulles pour toutes les valeurs de x non comprises entre o et /.
Considérons d'abord un point situé au delà de Tébranlement initial OL du côté des x positives. Son x étant plus grande que /, x -i-at sera à fortiori plus grande que /, t étant positif^ on aura par conséquent
et
-^ -= - a^' (x -^ at), et pour que ces valeurs ^^ jZ^^'^ ^^ soient pas nulles,
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il faut que x — at soit comprise entre o et I, ou qii'<m ait x^ût et x<^at + l^ c'est-à-dîre qu'au bout du temps t il n'y a de mouvement au delà de OL que dans une portion CD du tuyau d'une longueur ^ale à /. Cette portion, qu'on appelle onde, est constituée d'une manière invariable qui ne dépend que de la fonction ^'. Elle s'éloigne indéfiniment de OL avec une vitesse constante a] il ne faut pas confondre ce déplacement de Fonde avec le mouvement d'une molécule qui ne dure que pendant le temps-; car il résulte de x — at'^o et <^/ qu'une même molécule ne commence à se mouvoir qu'après un temps égal à et ne revient au repos qu'a-
gi
près un temps égal à -
Pour une tranche quelconque de cette onde, il y a on rapport constant a entre la vitesse et la dilatation^ car on a la relation
du
du
dt
dx
Pour les points à gauche de l'origine O, x étant
négative, on a
'^' [^ — at) zzizo
et
d"- ,t .du
d'ailleurs (i^'^x-^at) est nulle quand x n'est pas comprise entre — at el — at-\- L
Le mouvement se propage donc aussi vers les x négatives par une onde CD' dont la nature dépend de la fonction <f' et qui se transporte à gauche du point O avec une vitesse uniforme égale à a.
Une même molécule est en mouvement pendant un
intervalle de temps égal à -? depuis t^ jusqu'à
CINQUÂNTE-SEPTlèME LEÇON. 34 I
t <C ' Dans chaque tranche on a la relation
du du
lû ""* dx'
Quant aux points situés entre O et L, — et
dépendent d'abord des deux fonctions ^'[x-r-at) et ^'{x — ai). Ces deux fonctions s'annulent dès que t
surpasse -9 de sorte qu'après ce temps -la toute la
partie OL reste en repos, et il y a deux ondes qui s'en éloignent à droite et à gauche, comme nous l'avons dit. Le mouvement se propagerait par une seule de ces deux ondes, si Tébranlement initial était tel, qu'on eût, dans la partie OL, cp^(x) = o ou ([i'(x)=:o, ce qui, d'après les formules (4)9 revient à supposer la relation
du du du du
-T- = — «-T- ou --=:fl-— pour t =:0,
dt €Lx dt dx ^
764. Si l'ébranlement initial avait lieu dans plusieurs parties du tuyau séparées par des intervalles en repos, il suffirait de supposer les fonctions <f^(x) el ^' [x) nulles dans ces intervalles pour rentrer dans le cas qui précède d'un ébranlement limité; chaque partie ébranlée doit donner naissance à deux ondes qui s'en vont à droite et à gauche avec la vitesse uniforme a.
TUYAU FERMÉ À UNE EXTRÉMITÉ ET IITDÉFINI
DÀlfS un SENS.
765. En prenant pour origine des x l'extrémité fermée, on aura la condidu
V n' o L K tion ^=0 pour x = o,
quel que soit t. Les fonctions 9 [x) et ^ (x) ne sont données que pour les valeurs de x positives.
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La condition — = o pour a: = o donnera, qael que
soit t (positif ou négatif si l'on veut que les états antérieurs à i^origine du temps soient représentés aussi bien que ceux qui suivent),
ou, en désignant par z une variable quelconque, poûtive ou négative,
Cette équation détermine les fonctions <f' et f^' pour 1« valeurs négatives de la variable, ces fonctions étant données pour les valeurs positives.
Les valeurs (3) de — et de — ainsi détemdnées pov
des valeurs quelconques de a: et de £ sont les mêmes que si le tuyau, n^ëtant pas fermé en O, s'étendait indéfiniment dans les deux sens, l'état initial étant choisi du côté où Ton prolonge le tuyau de la manière qui vient d*ètre indiquée.
Dans cette hypothèse, en changeant a: en — x dans les formules (4), on aura, pour la dilatation et la ritesse de la tranche qui répond à l'abscisse — x, en ayant égard à la relation (5),
= f (x - at) -4- ^'(^ -f- at) r= {^^y
Ainsi dans deux sections à égales distances de Torigine O, la dilatation est la même et les vitesses sont ^tles et de signes contraires.
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Il suffit que cette propriété ait lieu a Torigine du temps pour qu'elle ait lieu à une époque quelconque; car pour qu'elle ait lieu quand t = o, on retrouve la condition
766. Si Tébranlement initial est renfermé dans un espace limité KL entre les abscisses Ar et ^ H- /, il donnera naissance à deux ondes animées des vitesses a et — a, ei, d'après ce qui précède, il y aura deux ondes symétriques de celles-ci, s'écartant à droite et à gauche de l'intervalle Y%1\! symétrique de KL.
Celles qui s'éloignent de l'origine O n'éprouveront aucune altération. Quant aux deux autres, elles arriveront en même temps en O, et, continuant leur route, elles se composeront en se pénétrant^ de sorte que les valeurs
^ du du . . , j
de — et --T- en un même point commun aux deux ondes
seront les sommes des valeurs qu'elles ont dans chaque onde; puis ces deux ondes, après s'être traversées et séparées, continueront leur marche sans altération.
On voit, diaprés leur symétrie, querefiet produit dans le tuyau réel est le même que si les diverses tranches de Tonde, qui s'apprpche du plan fixe O, se repliaient sur elles-mêmes en conservant la même densité et prenant une vitesse égale en sens contraire. Après que toutes ces tranches seront arrivées en O, on aura une onde se dirigeant du côté des x positives, et qui ne sera autre chose que la première renversée, comme on vient de le dire. C'est en cela que consiste la réflexion du mouvement sur un plan fixe.
GAZEUX DE DENSITÉ CONSTANTE
767. On admet que la force élastique du gaz à l'ouverture O du tuyau est la même que celle du gaz extérieiir
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en repos, et par consécjuent la dilatation — est nulle
pour a: = o, a cause aep = CTli —i»
Il en résulte, quel que soit I,
ff'{at)'^'^*[—at):=zo
En supposant le tuyau et le fluide prolongés indéBniment à gauche de O, on aura, d'après les formales (5) et (6), pour la tranche dont Tabscisse est — or,
=^a[-^'{x-at)^ff'[x-\- at)] = {^]'
Ainsi, dans deux sections également distantes de rorigine, les vitesses sont égales et de même signe, et les dilatations égales et de signes contraires.
Il suit de là que si Tébranlement initial n^a lieu que dans une étendue limitée, il y aura dans le tuyau réel une onde s*éloignant indéfiniment de Torigine, et dans le tuyau prolongé indéfiniment, deux autres ondes marchant vers Forigine, se pénétrant et se traversant sans s'altérer, de sorte que dans le tuyau réel à un instant quelconque se trouvera Tonde qui se dirigeait d'abord vers Torigine et qui s'y réfléchit ensuite de manière à former une nouvelle onde dirigée en sens contraire ; les vitesses dans les différentes sections sont les mêmes et de même sens que quand Tonde s'approchait de l'origine, tandis que la dilatation change de signe.
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C'est en cela que consiste la réflexion du mouvement sur un milieu de densité constante.
TUTÀU FEBMÉ À SES DEUX EXTRÉMITéS»'
768. L^état du fluide dans ce tuyau fermé est toujours représenté par les formules (3) en supposant le tuyau et le fluide prolongés indéfiniment dans les deux sens. Mais ici il faut déterminer, pour les valeurs quelconques de la variable x, les deux fonctions cp (x) et ip (x), qui ne sont connues que pour les valeurs de x comprises entre o et l^ l étant la longueur du tuyau fermé.
11 faut exprimer que la vitesse — est nulle pour x = o
et pour X = /, quel que soit tj ce qui donne, en faisant
On connaît ^' [l — z), z étant entre o et l\ donc on connaît aussi f'(/-{- z). Ainsi <f^(z) est connue pour les valeurs de z plus petites que a/.
En changeant zenl-\- z dans la seconde équation, elle donne
et comme on a aussi
il s^ensuit
La fonction f ' [z) reprend donc la même valeur, quand la variable z augmente de ni. Il en est de même de 4»' ( — z), car la formule
ç'(z) = f(-.z) dohne
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n suit de la périodicité des fonctions cp' et ^ que la dilatation et la vitesse redeviennent les mêmes en on même point du tuyau à des époques distantes les unes des autres
d'un intervalle T =: — •
769. On peut encore établir ce fait en considérant que l'ébranlement initial donne naissance à deux ondes qui marchent en sens inverse et vont successivement se réfléchir aux deux extrémités suivant les lois qui ont été expliquées précédemment.
Après avoir subi deux réflexions et parcouru des chemins égaux à deux fois la longueur du tuyau, elles vieilli/ nent, au bout d'un intervalle de temps égal à — ? reproduire, en se composant, l'état initial; et cet effet se répétera de nouveau indéfiniment.
TUYAU LIMITÉ OUVERT A SES DEUX EXTRÉMITÉS
770. On doit avoir, quel que soit /, — = o pour x — o et x = /, ce qui donne, quel que soit z,
9' (5) et <|/' (z) sont données pour les valeurs de z comprises entre o et /. Donc cp' (/ H- z) est connue pour ces mêmes valeurs, d'après la deuxième équation. El par conséquent 9^(2) est connue depuis z = o jusqu'à 3 = 2/. En changeant z enz -\- l^ cette deuxième équation donne
et comme on a aussi
il en résulte
et de même
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L'état du tuyau est donc encore périodique et redcTient
le même après chaque intervalle de temps égal à — 9
conclusion qu'on peut déduire aussi de la réflexion des ondes.
TUYAU LIMITÉ OUVERT À USIE EXTRÉMITÉ ET FERMÉ
À L^ÀUTRE.
771 . On doit avoir, quel que soit r, — = o pour a: = o, et — = o pour X = /•, ce qui donne
quel que soit z.
Ces équations déterminent les fonctions <f' (z) etip' [z) pour toutes les valeurs positives et négatives de z^ quand on les connaît pour les valeurs positives plus petites que /.
La seconde équation donne
et la première
Donc
de sorte que la fonction ^'{z) change de signe quand la variable augmente de a/ : par conséquent si z augmente de 4^9 1a fonction reprendra sa première valeur ^ car on aura
La fonction ^' [z) aura la même période 4^9 puisque
Ainsi Tétat du tuyau ne redevient le même qu'après un intervalle de temps égal à ^«
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On arriverait à la même conclusion en considérant \t mouvement des deux ondes qui proviennent de Tébranlement initial, leurs réflexions successives aux deux extrémités du tuyau et leur retour aux parties primitivement ébranlées, après avoir parcouru des chemins égaux à 4/
dans un temps égal a -^*
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UÉMOIRB (*) SUB QUELQUES PROPOSITIONS DB MECANIQUE
BATiONNELLE.
Le théorème de Carnot sur la perte de force vive quia lieu dans un système dont certaines parties dénuées d'élasticité changent brusquement de vitesse en se choquant, a été étendu par quelques auteurs à tous les changements brusques de vitesse produits par des causes quelconques. La démonstration de Carnot n'étant pas fondée sur la considération des actions mutuelles développées entre les molécules dans le choc, semblait se prêter à cette extension de son principe. Mais, après un examen plus approfondi, plusieurs géomètres ont été conduits à juger cette démonstration de Carnot insuffisante, et à restreindre considérablement la généralité de son théorème. On savait déjà qu'il n^avait pas lieu dans le choc des corps élastiques : on a cru devoir le borner au cas des changements brusques de vitesse dus au choc proprement dit entre des corps dépourvus d'élasticité, en observant que pour ce cas même il ne donne qu'une partie de la perte de force vive du système, quand il y a frottement entre les corps en contact : qu'il faut d'ailleurs que les vitesses des points en contact dans le sens delà normale commune aux surfaces des deux corps qui se touchent soient les
(*) On n*a pas trouve de rédaction suivie de ce Mémoire dans les papiers de M. Stnrm, mais seulement des parties détachées, eouTertes de ratures. On a réuni ici tous cet fragments, en s'aida nt, pour lea coordonner et les compléter, de l'analyse du Mémoire donnée par l'Auteur dans les Comptes rendus des séances de l^ Académie des Sciences, t. XI II, p. 10^6
35o HOTE I.
mêmes à la fin du choc, et qu^enfin les condidons on liaisons géométriques auxquelles les points du système sont assujettis ne doivent pas changer de nature avec le temps. M. Poisson a remarqué qu'une explosion ou une production subite de forces qui séparerait brusquement des corps d*abord en contact, doit toujours donner lieu a une augmentation de forces vives dont Texpression est analogue à celle de la perte dans le théorème de Camot.
S'il est certain que ce théorème ne peut pas s'appliquer à tous les changements très-rapides de vitesse, quelles qu'en soient les causes, il ne doit pas cependant être limité exclusivement au cas du choc des corps non élastiques. Le présent Mémoire a pour objet principal defidre voir quMl a lieu dans d'autres circonstances qu'il est utile de connaître.
Considérons un système de points matériels en mouvement, sollicités par des forces quelconques et assujettis des liaisons exprimées par des équations entre leurs coor données, qui ne renferment pas le temps explicitement Soient/7?, m', m'', . . . , les masses de ces points; x, >*, z les coordonnées du point m au bout du temps t ^ x', r\ z' celles du point m'; etc. : ces coordonnées se rapportant! trois axes rectangulaires fixes dans Tespace. Désignons par u la vitesse du point m au bout du temps f , et par a, by c les composantes de cette vitesse parallèles aux axes fixes desXïj", z\ soient de .même v^' la vitesse du point m' et a'f b'^ c' ses composantes, et ainsi de suite. Enfin soient
L::riO, M = O, N
les équations qui ont lieu à chaque instant, pendant le temps t, entre les coordonnées x,j^, r, x', . . . , des points du système, sans contenir le temps explicitement.
Imaginons maintenant qu'à un instant donné, au bout d'un temps ^, on établisse entre les points du système de nouvelles liaisons exprimées par les équations
Li = o, Mi = o, Ni = o,...,
NOTE I
et parmi lesquelles pourraient se trouver comprises les
liaisons
L = o, Mr=o, N = o,...,
qui avaient lieu précédemment ou seulement quelquesunes d'entre elles.
Â rinstant où Ton assujettit le système à ces nouvelles conditions, la vitesse de chaque point du système changera brusquement soit en grandeur, soit eu direction. Désignons par Ui la nouvelle vitesse que prendra le point m qui avait auparavant la vitesse t^y et parai,i|,C| les composantes de Ui, Il résulte du principe de d'Alembert qu'à rinstant où commence le nouvel état du système^ les quantités de mouvement telles (|ue mi/| que prennent les différents points étant considérées comme des forces et prises en sens contraire, doivent faire équilibre aux quantités de mouvement mi/ que ces points possédaient auparavant : de sorte qu'on a l'équation
( h) \m [(a — a,) ^or -4- (^ — *,) ^r 4- (<? — Ct)Sz] z=z o,
en désignant par Sx^ Sjr, $Zy dx', . . . , les projections sur les axes des déplacements virtuels des points m, m', ... , compatibles avec les liaisons nouvelles
Ainsi l'on peut donner à ^x, ây, . . . toutes les valeurs qui satisfont aux équations simultanées
dx dy dz dx '
^ ' ^ — -^ojTH- --r-^y '\- -r-^z-h- -rj^x' -4- ... — o,
dx dy dz dx'
En differentiant les mêmes équations Lj = o, Mi = o, . . •
• « dx dy dz
par rapport au temps t, puis remplaçant — • ^» 2? * * "
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parleurs valeurs actuelles ai, ii, C] , . . . , on aura
(X) l dM, , dM, . ^dM, ^ du, ,
dx dy dz djif * '
Au moyen des équations (i) on éliminera de l'équation (A) une partie des variations ix^ iy, , . . ^ puis oa égalera à zéro les quantités multipliées par chacune des variations restantes. Les équations qu'on obtiendra, jointes aux équations connues (Xr), fourniront la valeiir des 3n inconnues <ii, ii^Cf». . ., qui n*y entrent que sous forme linéaire. On peut aussi combiner l'équation (h) avec les équations (£ ) par les équations
dLt rfM,
djr '^ djr '
dont le nombre est triple du nombre n des points m, m\ .... Ces équations et celles qui précèdent (A) donneront les valeurs des in inconnues a, , £|, ^i» • • • » et ai outre celles des facteurs X, jix, . . . qui font connaître les percussions que les liens du système éprouvent par k changement brusque des vitesses.
Les équations de condition
L, =^0, M, rr=o, N, =o,...
étant par hypoihèse indépendantes du temps, on voit que le mouvement efTeclif du système pendant l'instant dt qui succède au temps t est Fun des mouvements virtuels que les liaisons données lui permettent de prendre. Eo effet, les équations (i) sont vérifiées si Ton prend Jx,
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dy^ $z^> . • proportionnelles aux composantes ai, i|, C|, a^i, . . . des vitesses réelles. On peut donc remplacer dans Tëquation générale dx^ djr, iz^. . • parai, ii, C| On a ainsi Téquation
qa'*on peut mettre sous la forme
==ym(a;4-AÎ4-cî)-f-yifi[(û--a.)>4-(^--.30'H-(^-^.)'];
et comme a — at, b — ii, c — Ci sont les composantes de la vitesse perdue par le point m, quand on décompose sa vitesse u en i^i et lii, cette formule devient
\ mv^ = \ iiii»f H- \ mn].
Elle signifie que si les liaisons d^un système de points en moui^ement sont changées à un instant donné j la somme des forces vives acquises avant cet instant surpasse celle quia lieu immédiatement après, d*une quantité égale à la somme des forces vives correspondant aux vitesses perdues dans le passage du premier état du jrystème au second (*).
Quoique la formule précédente soit semblable a celle du théorème de Carnot sur la perte de force vive dans le choc des corps dénués d'élasticité, les deux propositions reposent sur des considérations assez différentes pour être distinguées Tune de Tautre. Les conséquences suivantes feront mieux ressortir cette différence.
(*) Co théorème a été démontré par M. Duhamel dans une Note présentée à l'Académie des Science* en i833 et imprimée en i835 dans le tome XV du Journal de l'École Polytechnique»
D'autres démonstrations ont été données en i843 par M. Combes dans la lithographie de ses Leçons de Mécanique faites à l*Éco]e des Mines» et par M. Bertrand» .dans les Conyritfjreiuittf de Tannée i856(t. XLIil, p. 1 108). Sturm. — A/éc. II. o
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Rien n'empêche de supposer qu'à rinstant même oè l'on ëtabKt les liaisons L, = o, Mi =: o, . . • , le système soit mis en mouvement par des percussions, c*est-a-dire par des forces d'une très-grande intensité agissant pendant un temps inappréciable sur les différents points m, m'y . . . , et capables de leur imprimer, s^ils étaient libres^ les vitesses i/, (/, . . .^ qui se changent en v^tt ^^9* • • p^ TefTet des liaisons L| = o, Mi = o,.... Chaque yitesse v se décomposant en i^i et Ui, on aura toujours
\ mv' = y mp^ H- \ mu\.
Considérons de nouveau un système de points en mouvement 9 m, m',..., assujettis à des liaisons L=o, M = o V • indépendantes du temps ^ supposons qn^â un instant donné pour lequel ces points ont les vitesses t^j i^,.** on établisse de nouvelles liaisons exprimées par les équations Li = o. Ml = o,..., et parmi lesquelles se trouvent comprises toutes les anciennes liaisons. Appelons^, la vitesse que prendra le point m, qui avait auparavant la vitesse i^. En décomposant cette vitesse 1^ en i^i et u^ on a trouvé
mu ou
V Twt;' — V wp; =\m[{a — atY-h (b — ^,)'-4- (e — c,]'-]
Ou déduit immédiatement des propositions qui précèdent quelques propriétés de mouvement déjà connues, qu'on avait démontrées par des calculs plus ou moins simples. Par exemple, si Ton considère un corps solide en mouvement autour d'un point fixe, la somme des fon^ vives de tous les points de ce corps à une époque quelconque (le son mouvement est toujours plus grande que celle qu'on obliendrait si, en conservant à ehaquc molécule sa vilesse actuelle, on fixait un point quelconque ùo
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ce corps situe hors de cet aice instantané ou, en d'autres termes, si Ton forçait le corps à tourner autour d*UD axe différent de son axe instantané. Il en est de même pour un mouvement initial. Si un corps solide retenu par un point fixe est mis en mouvement par des percussions, l'axe instantané autour duquel il commencera i tourner sera, parmi tous les axes passant par le point fixe qu'on peut imaginer dans le corps, celui pour lequel la somme des forces vives initiales est un maximum, c'est-à-dire que cette somme sera plus grande que celle que produiraient les mêmes percussions, si l'on assujettissait le corps à tourner autour d'un axe dillérent de Vaxe spontané, Euler et Lagrangc avaient dit que la somme des forces vives du corps tournant autour de son axe spontané, devait être un maximum ou un minimum. M. Delaunay a prouvé, par l'application de la méthode générale des maxima et minima, que cette force vive est toujours un maximum. Au reste, on obtient aisément celte proposition et une autre encore plus précise parla considération de la surface que M. Poinsot a nommée V ellipsoïde central.
Le principe général donne de même, sans aucun calcul, cet autre théorème dû à M. Coriolis.
La somme des forces vives d'un système de points matériels à une époque quelconque de son mouvement est égale à la somme des forces vives que prendraient ces points, si, étant animés de leurs vitesses actuelles, ils venaient à former à cet instant un système de figure invariable assujetti aux mêmes conditions qu'auparavant, plus la somme des forces vives qu'auraient ces points en vertu des seules vitesses relatives par lesquelles ils s'écartent des positions qu'ils occuperaient dans le système solidifié.
La somme des forces vives dans le mouvement que prendrait le syslèiiie s'il venait à être solidifié dans Fétat où il se trouve à un instant quelconque, et que M. Coriolis appelle son monv^ement moyen pour cet instant, peutelle-
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mèrae se décomposer en deux parties dont Fane est U force vive qu^aurait la masse totale da système animée de la vitesse du centre de gravité , et dont Tantre est la somme des forces vives qu*auraient les molécules dans le mouvement relatif ou apparent du système solidifié autour du centre de gravité considéré comme fixe.
Soit un système de points matériels en mouvement assujettis à des liaisons quelconques qui peurent ici oon* tenir le temps explicitement (*). Considérons ce système a un instant donné et supposons qu'a cet instant et pour cette même position du système, on lui donne un autre mouvement quelconque différent du mouvement réd, mais toutefois compatible avec les liaisons données. Cet autre mouvement sera, si Ton veut, purement fictif. Oa pourra décomposer la vitesse u de chaque point m dans le premier mouvement en deux vitesses, dont Tune i^i soit la vitesse de ce point dans le second mouvement, Taulre composante co sera la vitesse /^erJiie ou relatwe avec laquelk le point devrait s'écarter de la position qu'il occuperait dans le mouvement fictif (après T iust an tJr) pour arriver à celle qu'il occupe dans le mouvement rcel : le produit fùdt de cette vitesse perdue ou relative par Télément da temps peut être appelé le déplacement relatif du point m, ydt étant le déplacement réel, et v^ dt le déplacement fictif.
Cela posé, la demi-somme des forces vives - \ mo)' co^
respondantes aux vitesses relatives o), prendra dans chaque instant dt un accroissement égal à la somme des quantités
(*) Dans un système de liaisons L = o, M = o, N =::. o,. . ., fonction du temps» on peut toujours supposer qu'une seule renferme < explicitement, en éliminant t entre elle et les autres. Mais Téquation des força vives devient
(A n'est pas le même que si l'on confarrait toutes les liaisons fonctioBsdi temps.) (Ao(e de M, Simnm,)
SOTS I
de travail élémentaire P(i)^t cos(P,a>)9 dues aux forces extérieures P qui agissent sur les points du système et à leurs déplacements relatifs, plus les quantités de travail Qtùdtcos (Q, (ù) qu'on obtient en considérant les forcesQ égales et contraires à celles qui donneraient à chaque point supposé libre et d^abord animé de la vitesse fictive i^j, le mouvement fictif qu*on a supposé, et multipliant ces nouvelles forces Q par les mêmes déplacements relatifs (ùdt projetés sur les directions des forces : en sorte qu'on a, pour un temps quelconque,
\ mtà!* — \ mwj
= 2/ \ Pcos«rf/cos(P, ft>)4-2 I \ Q«rf/cos(Q, »),
o»o étant la valeur initiale de tù k Torigine du temps.
Pour démontrer ce théorème (^), nommons a, 6, 7 les composantes delà vitesse o), ai, 6|, Ci, celles delà vitesse fictive, Qy by c celles de la vitesse réelle, et X, T, Z celles de la force motrice P. En conservant les notationa déjà employées, on a
OU, à cause de a = a, -i- a, t = ij -t- 6, . . . ,
( ^(X*x -f. Yiy + Z8z) -^m [(^' -4- g) ix
Mais Téquation de condition L = o donne
dL dh dL , dL dh ,
de lix djr dz dx
(*) Ce théorème a été aussi démontré par M. Combea (Covrj de Uiea^ tdque prqfeité k VÈeoU des Mines). Dans Vexemplaire qa'il possédait, M. Sturm ayait ajouté en marge ta démonstration, que nous reproduisons id.
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dx dr T
puisque,— = a, — = 6, . . . , et
di
di
dh dL dh , dh dh .
puisque les vitesses ^i, 61, . . . , sont compatibles avec les liaisons du système a l'époque t.
Donc, en retranchant les deux équations précédentes, on aura
djj , . dla ,. - .
dx
ou
rfL d\. ^
i<r dy
Donc on peut prendre pour vitesses virtaelles adi^ 6dty . • • , c'est-à-dire faire
Sx =2 ctdij 9jr = 6A, . . . , etFéquation (/) devient
Le second membre est égal à- €2\ mo)* et les composantes
de la force O étant — O — r » — 0 -r ' — Q-r-' la fofmule précédente revient à
d\ ntor.z^y Po)rfrcos(P,«)-H2\ Q6>r//cos(Qy •»},
ce qui démontre le théorème énoncé.
On peut encore supposer dans cette formule que les forces Q soient des forces égales et contraires à colles qui seraient capables de produire le mouvement fictif a l'aide
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des liaisons données ; car on aurait, diaprés le principe de d'Alembert,
sans avoir
dûx
m -— = Q cos(Q, x) . . . .
Autrement, On a les deux équations
en appelant Xi, Y|, Z^ les composantes des forces — Q qui donneraient aux points le mouvement fictif. De là
ou
Mais on peut prendre ix = a dtj iy = Sdt, . . . ,
Cette proposition comprend le beau théorème que M. Coriolis a donné pour l'extension du principe des forces vives ou de la transmission du travail aux mouvements relatifs en vertu desquels les points d'un système animés de leurs vitesses acquises à chaque instant s'écarteraient des positions infiniment voisines qu'ils prendraient dans le système solidifié. M. Coriolis a fait des applications importantes de son théorème : il en a donné
(*) Application. — Prendre le mouYement d*ane planète pour le mou- ▼ement réel et le mouYement elliptique pour le mouTement fictif.
(Nou Je M. Sturm.)
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un autre analogue pour estimer la force vive dans le mouvement fictif) et qui peut aussi être généralisé^ comme Texprime la formule suivante :
€i\ mp] =2 VP^t^Z/cosCP, P|) — a\^Q»rffcos(Q,»),
qui suppose, toutefois, les liaisons indépendantes da temps. Dans cette hypothèse, en ajoutant les valeurs pré-.
cédentes de d\ mu* et de d\ mu]^ on retroave Téqua-
tion ordinaire des forces vives.
Dans la démonstration de ces formules, on obserfe qu'en décomposant le mouvement réel de chaque pointai un mouvement fictif quelconque satisfaisant à tontes ks conditions du système, et en un mouvement relatif, ce dernier peut toujours être pris pour un mouvement virtuel quelconque compatible avec toutes les liaisons don* nées, quand bien même elles dépendraient du temps explicitement. Cette remarque suffit pour déduire de k formule générale de dynamique toutes les équations da mouvement relatif du système, en supposant connu le mouvement fictif à chaque instant.
Note sur le théorème de la page 353. — La vitesse da point m ne peut varier d'une manière continue depuis v jusqu'à 1^1 pendant le temps 9 si les nouvelles liaisons L = o, M = o^... sont indépendantes du temps ^ car pour t = o on a
dL iih ^
(I) IrfM ^d^l
puisque les vitesses i^ sont incompatibles avec les liaisons L = o, M = o,. . ., ovidh = o, rfM = o, . . . .
Mais dans Tinstant suivant t^, la vitesse devient v^ et
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doit être compatible avec L s=: o, M = o, . • . , puisque, ces liaisons doivent par hypothèse subsister depuis ts= o jusqu'à t = d et au delà . On a donc pour t = t'
(a) -T-a' -i- -r-fc -t-... = 0.
dx dy
Mais, dans les formules (i) et (a), 3-» "j- ' " * ^^^ *^^"
siblement les mêmes valeurs, puisque les points ne sont pas sensiblement déplacés. D'ailleurs la vitesse variant d'une manière continue, v' diffère infiniment peu de i^,
a' de £1, 2»'de 2»etc'dec. Donc -r- «4- -r- i-4-... diffère
dx dy
infiniment peu de -7-a'4- -7- i'-t-..., c'est-à-dire de '- dx dy
zéro, ce qui est faux, puisque les vitesses initiales a, i, c sont arbitraires, et que par conséquent ;7— ^ -h "T" ^ "*~ • • •
fIX €mX
peut avoir une valeur quelconque différente de zéro. Mais il n*y a plus aucune absurdité si l'on suppose que les liaisons L = o, M = o, . . . contiennent le temps pendant le temps 0 et deviennent ensuite indépendantes du temps ; car la liaison L = o peut être exprimée par ç(x, /, z, x',. . .) = f ou ^[t)^^[t) éunt très-petit pendant le temps 9 et nul après ce temps, tandis que 4^ (t) a une valeur finie qui s'évanouit après 9. En supposant, par exemple,
L = X» H- jr» -4- 2» — ^« 4- 2/ — ^ — 0 = o,
on aura pour un temps quelconque (depuis zéro jusqu'à 6)
djj dh dx dli dy dt dx dt dy dt
d*où, pour « = o,
dh dJj dL .
di
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Ici '-^ = a — ~> et pour t"=io<ma-r-=a. Les rt-
dl.
di
leurs de x, jr, z et celles de —, — > • • • ne varient pu
sensiblement pendant l'intervalle de temps 0. Mais-r-
décroit depuis a jusqn^à zéro et au delà de 9 reste nul, puisque L ne contient plus t.
Pour t ^ 0, on a
dh di
dt
On a pour un temps t quelconque
dlr dy
dVL ^ dM ^
et comme -r-y -r-»*** restent sensiblement constants.
Jx, dy, $z sont constants pendant le temps 6 et les mêmes qu'à la fin du temps 0. On peut donc prendre ix = ai dt^ dy =■ b^ dt^ . . . , puisqu'on a ainsi
dla dh _
-— rt| -;- -— 6, -f- . . . = o, dx djr
à cause de — = o, c'est-à-dire prendre pour déplace-
ment virtuel pendant tout le temps 9 le déplacement réel qui a lieu à la fin de ce temps quand L est devenu indépendant du temps. Or on a, en faisant abstraction des forces extérieures.
> m -— - Jx -4- . . , 1 = o.
Intégrant, en supposant dr, ^yy* constants depuis
VOTE
/ = o jti5qu'à t = 6,
OU
m[(at — fl)^x 4-.. .] = o.
Il est permis de prendre ix = Oi dt, Sj-^ bfdt^...i alors
m [(a, — a)fl| -H. ..]=:o (*).
Férification , méthode inverse. — Appliquons au point m, supposé libre et animé de la vitesse initiale v
pour f = o, les forces X -r— ? X -t-? • • • ? u -j- , . . • - On a *^ ' dx dy ^ dx
d^x rfL €/W
dt^ dx ^ dx
Supposons que pour un temps tj entre zéro et 0, x^y^ z restent a peu près constants, ainsi que —5 "TI'"*'
quoique L contienne t. En intégrant Téquation précédente, on aura
m (ai — rt) = -— I >rf^ -!-_-- f t*£//H-....
Supposons ~ dx-r- — îy-r-...= o: îo:, dj\^ . . . resteront constants. On aura
m (<ii — a) ai -h ...:== O.
(*) Cette équation est la première de la page 333. On en déduit comme plus haut le théorème énoncé. La démonstration précédente arait été indiquée par M. Sturm à M. l'abbé JnUieo. Voir Problimesde Méeaniiimê rationnelle, Paris, i855, t. II, p. a55.
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Autrement et plus brièvement on a
Intégrant, on a, puisque ixj djr^ 9z^ . . • ne varient pas avec le temps,
et entre les limites zéro et 0
MOUVEMENT DE LA TERRE
(Leçon Cftite par U. Storm à la Faculté des ScIeDoet, eo Jain xssi.) f)
Soient X, T, Z les coordonnées^ rapportées à trois axes TïQ, ïQ!. rectangulaires fixes, de Tex-
trémiié M du pendule : le point M est sollicité par deia forces dont l'une est la ré- ~^ sultante des attractions des _ diverses parties de la terre, ^ tandis que Fautre provient de l'attraction du soleil et des autres corps célestes. Nommons geif ces deux forces rapportées à 1-unité de masse et désignons par g^ g ^ g ,
fv ^^T' fz '®"^* composantes parallèles aux axes. En appelant cïX, 5 Y, 3Z les variations des coordonnées X, Y, Z
(*) Nous devons à robli^^eance de M. Puiseux la rédaction de cette Leçon, sur laquelle nous n'arons trouTc, dans 1^ papiers de M. Sturs, que des Notes incomplètes.
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qui résultent d'un déplacement virtuel quelconque du point M, on aura Téquation
(^-ff,-/z)*Z = o.
Appelons a, |3, y les coordonnées du centre de gravité G de la terre et x^jy z celles du point M par rapport à trois axeé parallèles aux axes fixes menés par le centre de gravité. On aura
et si l'on observeque les composantes y^, ^ , . . . , peuvent
aussi bien être représentées par^^^, g^^ . . . , on remplacera Téquation précédente par celle-ci
\d^'^'dô'^^''-^'r-^\j^^
Mais si Ton admet, comme nous le ferons, que la forceysoit la même en grandeur et en direction pour tous les points de la terre, et si Ton nomme fx la masse d'un point de celle-ci et M sa masse entière, les principes généraux de la dynamique nous donneront Téquation
On aura de même
'dF~-'^' 'dF-'-^"
Par suite Téquation établie ci-dessus deyicndra ainsi le mouvement du pendule sera le même que si, le
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centre de gravite étant immobile, le point M n'était soa* mis qu'à Tattraction de la terre.
Supposons que Taxe Gz passant par le centre de gravité soit Taxe de rotation de la terre (*). Soit P le point de suspension du pendule PM; abaissons du point P sur l'axe la perpendiculaire PK que nous désignerons par r;
appelons n la vitesse angulaire de rotation de la terre et comptons le temps t à partir du moment où la droite PK se trouvait dans le plan Gjrz \ les coordonnées du point P relativement à l'origine G seront
Fig. ig3.
y = rcosntf
A' désignant une constante. Si Ton prend la seconde sidérale pour unité de temps, le nombre n est ëgal à
ou environ — — -*, on voit que c'est une petite fraction.
Regardons maintenant le point P comme rorigine de trois nouveaux axes de coordonnées PjCj, P^'i, Pr, que nous supposerons emportés avec la terre. Nommons û, i.r les cosinus des angles que Gx fait avec ces nouveaux axes, a\ i', c' ceux des angles que fait Gjr^ et a", i', c ceux des angles que fait avec les mêmes axes le prolongement Gz* c]e Gz, On aura
xz= rsïnnt -h ax^ -f- bji -f-rz,, y : rcosnt -]- a'x, -f- b^ fx H- c's,, :; --,: k — [a^x, -:- b\Y, -:- c"zy).
r.a quantité g^ Sx -^ gj^jr-h g^ oz exprimant If niL>-
(' ) Ll ijut; les z positives soient diri«;écs ver» le pOle boréal j admoii-^n» (î(î plus (l'ie la rotation se fasse de Gj vers Gz,
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ment virtuel de la force g^ conserve la même valeur quels que soient les axes des coordonnées-, l'équation
peut donc s'écrire
Mais on a
dt
j-Sz=g:,J.Tt-{-g^JXt'^g*i^2i'
Fig. 194.
9x:= aSxi -h bSxi "^ cdzt.
D'un autre côté, menons par le point P les droites
PC, Pyj, PS respectivement parallèles à Gx, Gy, Gz^ et dans le plan PÇy] perpendiculaire à Gzy menons PE perpendiculaire à la droite KPF, dans le sens de la rotation.
Les angles des droites PE, PF avec Pxi, Pj^i, Pz^ ne varieront pas avec le temps, et Pangle FPy; étant égal à nt, on aura (*)
n z=z cosx, PC = cos/ir cosEPx, -;- sin/ircosFPx, , b nr cosj, PC = cos/^r cosEPj, -i- sin/7/cosFPj, , c -z ccsz, PC --= cos/ircosEPs, -- sin/ircosFPz, ,
a' -- cosj:,Pïï =1:: — sin/i/cosEPjïr, -h cosfrrcosFPx,. b' ■-:: cosj.Ptj -— — sln/if cosEPj, -h cos/îrcosFPj,, r' r- coss,P>3 --" — sin/i/cosEPz, -4- cos/ircosFPsi:
a"^ h'\ c' sont indépendants du temps.
C) La première de ces équations, par exemple, s'obtient en prenant
sur r^ une 1oii{;ucuréga1cà Tunité; en la projetant sur ox^, on a a; mais
on i^out nu si projeter, au lieu de P^, ses composantes suivant PE et PF.
Ce qui donne
008 nt cos £P x^ + sin nt cosFP x^ .
30$ .aoxB u.
On cofidat de ces fonaules
et
d^ di
:=ina'
= — na
— di
dy di
-7- = nb\ -y = m^f
= -nbs --?r= —
de
d^ di
L*éqnation
nous donne par suite
iix dxx . dY\ <fi| . ,. .
clir di di di ''
d'x . . d*Xi , rf*r,
i/r- ift» di^
rf>s.
IS
aita'--i-+- aiiA'^-t- awc'^— «•«w, — ««ir — «le £tt <2^ 1^ ■''
,d*Xt , ,^s,
rf^^
On aura pareillement
—rr = — /iVcos/f^ 4- a' -r-- •+ di^ di^
di di di i ji
et de plus
dH _ d'*.
df» df'
di*
Observons maintenant que les coordonnées Xijji, du point mobile M doivent vérifier réqualion
/ désignant la longueur du pendule : il en résulte
— 0 j:, -h Y Jj^, -4- - Jz, =
Ajoutons cette équation multipliée par un facteur
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détermine X à réquation
et remplaçons 5x, ij^ iz^ ---^> —^^ -— par les valeurs qu'on vient de trouver. Nous aurons
d^x, jd^yx , d^Zs , /^i , ,,^<r, . ,dzy
a— rT--f-t'— ri--f-<?— ; h^na -, — \-7.nb' hawr — -
dO dt^ df" dt dt dt
— n^axx — n}hyx — n^cz^ — /?'rsin/ï^]
\ dr dO dt^ dt dt dt
— n^a'xx — /i* b'jTx — /i Vz, — n^roosnt ] >^{a'Sxx-hb'Sjx-hc'ezx)
Nous pouvons maintenant dans cette équation égaler séparément à zéro les coefficients de âxi^ dj^i, âzt, et si nous avons égard aux relations connues
rt' -h a'^ -f- û""* :~ l ,
c2 H- c" -h c*'' — I , ^c4-6'c'-f-ft"c" = o,
flC -i- ûV -f- «"c" rr= O,
ab-^a'b'-^a'^b" ==0, bc' — c^' — a", ca' — a(/z= b\ ab' — baf = c^,
et aussi aux formules
a sîn/i/ -f- a! cos/tf =r cosFPar, , b %\VLnt -h 6' cos/i/ = cosFPji , c mnt + c^ oottA^ = cotFPsi , Stdbh. — Méc, II. a4
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nous trouverons
h î/MT — iino" /l'Xi
dt^ dt dt
-h n'arma" X, + h" ifx -+- c"z,) — /l'rcosFPx. -h -^ — ^.. = 0,
dO dt dt
-*- /i> ^'^ (a' *, -î- ô'r , -}- c*^z, ) — /i» rcosFPr, -^ 7"" — 5>, = 0,
—^ 4- a/16" -j-î — 'irwr -^ — «»«, £^/< dt dt
\^ H- ii'c' [aTx, 4- 6 Vi + ^'^ «1) — tVcosFPxi -{- -^ — ^.^ = 0.
Ces équations ne différent de celles du mouvement d'uD
point libre que par les termes -j^> — ^. —^ qui pris en
signes contraires expriment les composantes parallèles aux axes PoTi, P) 1, Pzi d'une force X dirigée dans le sens MP suivant le ûl qui supporte le point M. La tension de ce fil est donc égale à X.
Il est aisé de reconnaître que dans les trois équations du mouvement obtenues tout à l'heure les termes en n', pris en signes contraires, représentent les composantes de la force centrifuge du point M due à la vitesse de rotation n. En eflet, soit I la projection du point M sur Taxe de rotation G« ; le quadrilatère PMIK. projeté sur l'axe PXi nous donnera
KP cosFPx, 4- PM cosMP.ri
NOTE II
et par suite
/ï'MIcos(IM,j:,) = /iVcosFPx, + /l'x, — n}ar{a!'x, 4- h" y, \ <:"z,).
Or le premier membre est la composante suivant Vx^ de la force centrifuge du point M due à la vitesse de rotation n : les termes
- n^x, -r n'a"[a''x, 4- h" y, -H c^z,) — /iVcosFPa:,,
d'^x qui se trouvent dans l'équation en —-r-^ expriment donc
cette même composante prise en signe contraire.
Appelons f la force centrifuge pour le point M et f'x'if^xt y». ®^ \-To\% composantes parallèlement aux axes Po?!, Pj'i, P^i ; nos trois équations pourront s'écrire
d^Xy \x, ,,dy, dzy
__ + --- r^nc -- -:- 2«« - -/„ - ^„ r^o.
Les quantités/;, -r- ^Tx.» /j^, -H srj^p /.. + gr., sont les composantes de la pesanteur apparente au point M, c'està-dire de la résultante de l'attraction de la terre et de la force centrifuge. Désignons-les par p^^ , p^^ , ;?,, , et les trois équations précédentes deviendront
rf'x, . \x, dy, dt,
fPzi >«, _„ dxi ^ dy.
Jusqu'à présent nous n'avons pas déterminé les direc«
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lions des axes des x^^ y^^ Zi : supposons maintenint qa*on fasse coïncider Taxe des Zi avec la position d'équilibre Pm du pendule (^). Les équations précédentes doivent être vërîGécs lorsqu'on suppose le pendule cd repos dans cette position ; si Ton observe qu^alors on t Xi = o, j^j = o, Zi = o, et si l'on appelle P la valeur correspondante de 2, on aura pour le pendule en équi»
libre
Pr^=Oj Pj,=o, p,, = P.
On voit par là que la tension P du fil dans la position d'équilibre se confond avec la pesanteur apparente p m point m. Si maintenant on néglige les variations que cette pesanteur apparente éprouve en grandeur et en direction dans l'étendue des excursions du pendule, on pourra dans les équations du mouvement remplacer p^^^ par zéro, Pj^ par zéro et p., par p : elles deviendront, à ce d^ié d'approximation ,
d^jTx Ixt dxx ,„ dz, dt^ l dt dt
dt^ l dt dt
- ; -j- — ^ -h inb"^ — ina" -^ dt^ l dt dt
La pesanteur apparente est, comme on Ta dit, la résultante de l'attraction de la terre et de la force centrifuge. Si Ton regarde la première force comme constante en grandeur et en direction dans Téiendue des eicur^ sions du pendule (et en eflet, ignorant la constitution
C*) ffoia. On doit remarquer que la direction Pm du pendule es équilibre est colle de la verticale ou delà {>eflanteur apparente aa point pi, mais qu*elle est généralement difTérente de la direction de la TertieaVai point de suspension P. L'écart de ces deux Terticales explique la dériition entre Test et le sud qu'on obaerTe dani la chata des corpa qni tombent d'une grande hautear.
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intérieure de la terre, nous ne savons pas apprécier les variations que cette force éprouve) ; mais qu^on veuille tenir compte des variations qu'éprouve la force centrifuge dans les mêmes limites, on pourra encore regarder 6'i'i Sjt^ 8*1 comme ayant toujours les mêmes valeurs que dans la position d'équilibre, mais cela ne sera plus permis
Pour nous débarrasser des quantités gj,^j g^^^ g,^^ écrivons que les équations du mouvement, telles que nous les avons obtenues d'abord, sont vérifiées lorsqu'on y suppose i ^i> J^i» ^i les valeurs constantes jri = o, ^^1 = 0, Zi = l. Il nous viendra
n^a" €^l — /iVcosFPjr, — ^,^ =: o,
ri^h" €"1 — ri'rco%Y^:f, _gy — o,
p — ;,2/ 4- ri'c^'^l — rî^r cosFPc, — g,^ = o.
Tirons de là les valeurs de gx^^gj^'ig%^^ et regardons-les comme convenant à une position quelconque du point M : alors nous pourrons les substituer dans les équations du mouvement, et elles deviendront
-^} + -pî -f- o^nc" -~î — inb" --^ dt* l dt dt
— 2 TIC h 2/ia — T-
dr^ l de dt
— n^x, 4- nH'' [a^'x, H- b'^y^ -|- c^z, — l)] — o,
dl* l dt dt
«. n^ (s, — /)-+. n'c" [a^xx -h ô'>. -h c^'( *i — / )] - P = o.
En négligeant les termes en n', on retrouverait les équations qu'on a obtenues tout à Pheure en négligeant les variations de la force centrifuge.
Concevons le plan passant par la position d* équilibre
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Pm du pendule et par une parallèle à Taxe de rotation de la terre ; c'est ce qu'on appelle le plan du méridien pour le point m. Prenons Taxe des x^ perpendiculaire a ce plan, on aura a" = o, et si Ton fait
h" = COS7, c^ = «in 7»
Tangle y sera la latitude du point m. Les équations précédentes deviendront, en supprimant les indices des lettres x, jTj z^
d^x \x dy d%
— ; h-r-i-2/isin7-7- — aiioos7 -T" H" dcs termes en «' = 0,
dO l ' dt ' dt
de
.^^^^nsmy-
des termes en n^ = 0,
d*z \z dx
-r-r -+- -T P + 2/1 COS7 --- + des termes en «'=0,
dt^ l dt
et en négligeant les termes en ra' ou les variations de h force centrifuge,
d^x \x . dy dz
— — - + -— H- 2/ism7 — 2/1COS7-— = o,
dO l ' dt ' dt
d^r "ky , dx
d^z \z ^ dx
Bornons-nous à ces dernières équations; si la terre était immobile, de sorte qu^on eût /z = o, elles se réduiraient à
d^x \x d^r ly d^z \z
rLJz O
dt' ' l ' dt^ l ' dt^ t
Admettons de plus que le pendule s'écarte peu de sa position d'équilibre, et regardons x ci y comine de trèspetites quantités du premier ordre; en vertu de l'équalion
z ne différera de / que de quantités du second ordre, et en
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les négligeant la troisième des équations ci-dessus nous donnera }. == P ; par suite les deux autres deviendront
do l ^ dO l
Ne supposons plus maintenant /? = o, mais regardons n comme une petite fraction; nous allons montrer qu'on a encore deux équations semblables aux précédentes, mais par rapport à des axes qui tourneraient uniformément autour de la verticale Pm du point m. En effet, la troisième équation du mouvement nous donne
dx > = P — 2/1 COS7 — \
portons cette valeur dans les deux autres et négligeons-y les termes du second ordre ; elles deviendront
d'^x P.r . dr
— 1 — - -r- 2/1 smv --- n=: o,
dt^ l ' dt '
d^x Vy , dx
-h -^ 2/isin7 -— = o.
dt' l ' dt
Imaginons maintenant dans le plan Pj^^i^'i deux droites rectangulaires mobiles P^, Py] tournant autour du point P avec la vitesse angulaire constante n siny t:= X: : si nous appelons Ç, rj, z les coordonnées de l'extrémité du pendule par rapport aux axes PC, Ptj, P>z, nous aurons
X -^ Ç cos ki — 7ï sin Xf , jr r^zJ^sinÂt -^m cos Xf
et en substituant ces valeurs dans les équations précédentes, puis supprimant les termes qui contiennent le produit de n' ou de A' par des quantités du premier ordre, il viendra
/^'Ç PÇ\ , fd^n P>î\ . ,,
fd'lç, PÇ\ . , fd^n Pii\
d'où
IIOTE
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équations pareilles à celles qu'on avait trouvées dans la supposition de la terre immobile. Ainsi en supposant Tamplitude des oscillations très-petite, la projection horizontale de rextrémité du pendule se mouvra sensiblement par rapport aux axes mobiles P^, P>7 comme elle le ferait par rapport aux axes Pxi, Vjx si la terre était en repos. Si donc chaque oscillation est à peu près plane, le plan dans lequel elle paraîtra s'accomplir tournera autour de la verticale avec la vitesse angulaire nsîny.
SUR LA COUPOSITION DES ROTATIONS
Considérons un solide animé d'un mouvement de rotation aulour d'un axe fixe 01, soit o) sa vitesse angulaire. Poinsot a proposé de représenter géométriquement cette rotation à l'aide d'une droite placée sur OI et égale à ci). Il donne à cette droite une direction telle, qu'un observateur ayant ses pieds à l'origine et sa tôle à rextrémité verra le mouvement s'effectuer dans le même sens que les aiguilles d'une montre.
Ceci posé, nous allons démontrer que si un solide est animé successivement de plusieurs mouvements de rotation O), w', 0)". . . effectués dans des temps égaux rff autour d'axes concourant au même point, on pourra l'amener de sa position initiale à sa position finale à Taide d'une rotation unique ft, égale en grandeur et en direction à la résultante des droites qui représentent w, o)', o) '',... et effectuée pendant le même temps dt.
Il suffit évidemment de démontrer le théorème pour le cas de deux rotations, la généralisation se fera sans difficulté.
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Soient 01, OF les axes des rotations concourants ci), a>',
et soit M un point du solide situé dans le plan lOI'; en venu de la rotation a> effectuée autour de 01, le point M va décrire un arc MM' égal kptùdt^ p désignant la distance du point M a Taxe OI; en vertu do la rotation effectuée autour de OI', il décrira un arc M'M" égal à p'tù'dt^ p' désignant la distance du point M à 01'; si le point M est à Tintérieur de l'angle lOI', les arcs ptùdt, p'uï'dt seront parcourus en sens inverse, en sorte que Tare total sera, en négligeant les infiniment petits du second ordre,
{/7« — p't»i')dt\
le point M, comme on voit, reviendra dans sa position primitive si Ton a
Cette formule exprime que le point M se trouve sur la diagonale du parallélogramme construit sur o) = 01 et 0)' = 01', tous les points de cette diagonale reviennent donc à leur position primitive, le mouvement total se réduit donc à une rotation autour de la diagonale en question; il reste à prouver que cette rotation est en grandeur la résultante de o) et o)'; prenons le point M sur 01, sa vitesse se réduit à p'o)', puisque dans la première rotation il reste immobile : en divisant p'a)' par q^ distance de 01 à la diagonale ON du parallélogramme construit sur 01
et or, on aura la vitesse angulaire A = — ci>' du mouvement résultant ou
a)w'sin(6>, w') w'sin(w, w') 6>sîn(6>, ON) sin(wyON)
Ce qui démontre le théorème que nous voulions établir.
DAPÏS LE SECOND VOLUME DU COURS DE MÉCANIQUE
VINOT-SEPTIÈME LEÇON
transformation et composition des couples.
339. Taanslation d'un couple dans un plan parallèle au iiEN. — Le bras de levier d'un couple est la perpendiculaire commune menée entre les directions des forces. On nomme moment d'un couple le produit de l'une de ses forces par le bras de levier.
340^ 341 . Un couple peut être transporté parallèlement à lui~ même dans son plan ou dans tout plan parallèle et tourné comme on voudra dans ce plan sans que son action sur le corps auquel il est appliqué soit changée, pourvu qt^on suppose le nouveau bras de levier invariablement fixé au premier,
342. Équivalence des couples qui ont le même moment. — Un couple peut être remplacé par un autre couple^ de bras de levier différent, pourvu que leurs moments soient égaux.
343. Pour connaître le sens d'un couple, il faut supposer fixé le milieu du bras de levier et examiner dans quel sens chaque force tend à faire tourner ce bras de levier dans son plan. Il ne faut pas confondre cette rotation fictive avec celle du corps auquel le couple est supposé appliqué.
34i. CoMPOsmoN des couples situés dans un même plan ou DANS des plans PARALLÈLES. — Deux couples situés dans un même plan ou dans des plans parallèles se composent en un seuly situé dans un plan parallèle à celui des couples proposés, et dont le mo^ ment est égala la somme ou à la différence des moments des couples
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composants, suivant qu*Us tendent à faire tourner leur plan àam le même sens ou en sens contraires.
345> 346. Des couples en nombre quelconque , situés dans un même plan ou dans des plans parallèles, se composent en un seul situé dans un plan parallèle à ceux des couples proposés, et dont le moment est égal à la somme algébrique des moments de ces der^ niers,
Composition des couples situas dans des plans quvloor
Fig. 114.
QUES. — Si l'on mène dans les plans des deux couples donnés deux droites AB, AC, perpendiculaites à V intersection de ces plans et proportionnelles aux moments de ces couples, la diagonale AD du paralléh' gramme AHCD, construit sar ces deux droites, représentem en grandeur le moment du couple résultant, dont le plan passera par cette diagonale et par l'intersection AH.
348. Autre manière de présenter la composition des couples. — Par un point 0 pris à volonté sur le bras de levier soit menée
Fig. II 5. une droite OL, perpendiculaire an plan
du couple (P, — P), et dont la grandeur représente le moment du couple, cette droite étant dirigée d'un côté de ce plan tel, qu'un observateur placé sur cette perpendiculaire, les pieds sur le plan et Toeil au point L, verrait tourner ce plan dans un sens convenu» par exemple de sa gauche vers sa droite. Nous appellerons cette droite le moment linéaire da couple.
349. Le moment linéaire du couple résultant de plusieurs couples situés dans des plans parallèles est égal à la somme idgébrique des moments linéaires des couples composants,
350. Deux couples situés dans des plans différents se composent en un seul dont le moment linéaire est la diagonale du parallékhgramme qui a pour côtés les moments linéaires des deux coupla composants.
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351. Les couples se composent comme des forces qui seraient représentées en grandeur et en direction par leurs moments linéaires, et qui passeraient par un même point.
VINGT-HUITIÈME LEÇON
COMPOSITION ET ÉQUILIBRE DES FORCES APPLIQUÉES A UN SYSTÈME
INTARIABLB.
352. RÉDUCTION DES FORCES APPLIQUÉES A UN SYSTÈME INVA- RIABLE. — Toutes les forces appliquées à un corps solide peuvent se réduire à une force unique R, résultante des forces transportées parallèlement à elles-mêmes en un point arbitraire 0 et à un couple w/M^tt^r (S, — S).
353. Quand un système de forces est en équilibre, les forces transportées parallèlement à elles-mêmes en un point quelconque se font équilibre autour de ce point, et les couples résultant de la translation de ces forces doivent aussi se faire équilibre. Ces conditions sont d'ailleurs suffisantes.
354. Si le système admet une résultante unique, la force R est parallèle au plan du couple résultant. Cette condition est suffisante.
355. Un nombre quelconque de forces appliquées à un système invariable peuvent se réduire à deux forces S etT qui sont, en général, dans des plans différents, et dont rune passe par un point 0, entièrement arbitraire. Cette réduction peut ^opérer d'une infmité de manières.
356. Réciproquement, deux forces T et S, non situées dans le même plan, peuvent toujours se ramener à une force et à un couple.
ÉQUILIBRE DUN SYSTÈME DE FORCES PARALLÈLES SITUÉES
DANS UN MÊME PLAN. — En nommaut P, P', P*,... les forces
données, x, x\ x^, . . . leurs distances à un axe des y qui leur est
parallèle, on a
Vx H- PV-h P''x'' + . . . - o.
358. Si les forces données ne se font pas équilibre, elles auront une résultante unique R, appliquée à un point dontx^ seraTabscisse :
R=P + P' H- ?•+...; — P'y+PVH-P*x''-f-...
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359. Si la force R était nulle, le système se réduirait à im couple.
360, 361. Composition et équilibre d'un ststèmb de pobcbs SITUÉES DANS UN MÊUB PLAN. — V" La somme des moments des forces par rapport à un point quelconque de leur plan doit être nulle; 2° les sommes des composantes, suivant deujc axes quelconques, doivent être nulles séparément.
362, 363. Si les forces données ne se font pas équilibre, elles se réduiront à une force R et à un couple (S, — S) qui auront une résultante unique, si R n'est pas nul. On aura
R-P+z^'^-z^'-r ..., Rr^^P/^-i-Py-f-
Pour obtenir la direction suivant laquelle agit la résultante unique, soient x^^ jr^ les coordonnées d'un point quelconque de cette droite, etXj, T^ les composantes de la force R parallèles aux axes; en posant
on aura
364. Équations générales de l'équilibre. — Soit un système quel- Fir. 123. conque de forces P', P*,. . . appliquées
à des points A ( x, j, 3 ) , A' ( j:', y, z' \ A" (r", j", z"),. . . liés entre eui d'une manière invariable. Décomposons la force P en trois autres X, Y, Z parallèles à trois axes rectangulaires.
On ramène le système proposé à plusieurs forces dirigées suivant les aies et à un certain nombre de couplw (X, — X), (Y, — Y), situés dans les plans coordonnés. En appelant -V, F, Z, les résultantes des forces dirigées suivant les axes et L, M, N les moments résultants obtenus en composant les couples situés dans chacun des plans coordonnés, on aura
X - X-fX'4-X'4-..., r--=Y + Y'-f- Y" -+-..., Z --^ Z-+-Z'-j-Z"+...,
L - zr - Y2 4- zy -^ YV
M-Xz-Zx-i-X'z'-ZV-h..., N^Yx-X^+YV — Xy-h....
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365, 366. Quand il y a équilibre, on a
ou bien, en introduisant les intensités des forces P, P', P", . . . , et les angles a, p, 7, a', P', 7',. . ., que leurs directions font avec les
axes,
Pcosa-;- P'cosa'-f . . .— o,
Pcosp-hP'cosP'-4 o,
Pcos7-hP'cos7'--.. .-= o,
et
P (f COS7 — z cosp) -H P' (y COS7' — 5' cosp') — . . . o,
P(2C0Sa — arC0S7) 4- ?' (z' COSa' — x'c087')-i . . . : o, P(xCOSp--yCOSa) -l-P'(x'C0Sp'— j'cosa') -}-.. . = 0.
367. On appelle moment d'une force par rapport à un axe le produit do la projection de cette force sur un plan perpendiculaire à Taxe multipliée par la plus courte distance entre cet axe et cette projection. Si un système de forces appliquées à un corps solide est en équilibre^ la somme des moments desforceSy par rapport à trois axes rectungulaires menés par un même point, doit être nulle pour chacun de ces axes,
Les six équations
jr = o, Y = o, Z--o^ L — o, M = o, N — o,
sont vérifiées dans Tétat d'équilibre d'un système quelconque de forces. Mais ces conditions ne sont plus suffisantes pour assurer l'équilibre, et il faut y joindre de nouvelles équations qui dépendent du mode de liaison des différentes parties du système.
VINGT-NEUVIEME LEÇON
SUITE DE LA GOMPOSITION ET DE l'ÉQUILIBBE DE FORGES APPLIQUÉES A UN SYSTÈME DE FORME IICTARIABLE.
369. Cas d'une résultante unique. — Quand il y a une résultante unique, on a
Cette équation exprime que les forces se réduisent à une force unique pourvu que Â", Y, Z ne soient pas nulles à la fois^ sans quoi le système se réduirait à un couple, et il n'y aurait pas de résultante unique.
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370. La droite suivant laquelle agit la résultante est représentée par deux des équalions suivantes :
Yz — Zx-^L — o,
371, 372. Cas d'un point fixe. — La pression qu'éprouve le point fixe est égale à la résultante de toutes les forces transportées parallèlement à elles-mêmes en ce point. Les conditions d'équilibre
sont
Cas d'un axb fixe
Fig. 135.
JE
Quand il y a un axe fixe Os, oo, ce qui revient au même, deox points 0 et H, la seule conditioa d'équilibre est
La somme îles moments des forces par rapport à Vaxe fixe èÀl
être nulle.
374. Si le corps peut glisser le long de l'axe, on a deux équations d'équilibre
375, 376. Pour qu'un nombre quelconque de forces appliqiiées à un corps solide soit en équilibre autour d'un point fixe, il faut et il suffit qu'elles le soient autour de trois axes passant par le point fixe.
377, 378, Équilibre d'un corps qui repose sur un plan fiix. — Si un corps M repose par un de ses points sur un plan, il faut que les forces P, P\ P", . . . aient une résultante unique, normale au plan et passant par le point d'appui.
379. On est conduit à une conséquence analogue, quand le corps M repose par différents points sur plusieurs plans ou surfaces ûies.
380. Les équations d'équilibre dans le cas d'un corps pressé contre un plan xOj sont
On devra y joindre l'inégalité
38i. Si le corps repose sur le plan xOjpar deux points, les Fig. 139. équations d'équilibre sont
Zi
Si le corps repose sur le plan xOf par un nombre quel
Fig. i3o.
conque de points d*appui A (^,,7",), B(j:,, /,), C, D, etc., la résistance du plan en ces divers points équivaudra à des forces normales Z,, Z^, Zj,... qui y seraient appliquées; il faut qu'il y ait une résultante unique et tombant dans Fintérieur du polygone ABCDÂ.
Les équations générales se réduisent à
TRENTIÈME LEÇON
équilibre des forges appliquées a dbs cordons.
383. Equilibre des forces appliquées a des cordons qui passent PAR UN MÊME POINT. — Soiout P et Q doux forces qui agissent aux extrémités d'une corde supposée flexible et inextensible. Si ces forces se font équilibre, la corde doit être tendue en ligne droite, et ces forces doivent être égales et contraires. La valeur commune des deux forces est ce qu'on appelle la tension du fd^
384. Si trois forces P^ Q, R, agissent sur un point A^ par Fin-
Fig. i3i. termédiaire de trois cordons qui se
réunissent en ce point, et si elles se font équilibre, ces trois cordons sont dans un même plan, et chaque force peut être représentée en grandeur par le sinus de Tangle formé par les directions des deux autres.
385. Supposons qu'on fixe un point ^ du cordon AP. La pression
Stoah. — Mie, II. aS
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que supporte le point B est égale et contraire à la résultante des forces Q et R. Si l'on fixe à la fois un point B du cordon ÂP et on point C du cordon ÂQ, la pression que supporte le point C sera égale et contraire à Q.
386^ 387. Cas ou l'une des cordes peut glisser dapts vk èX'
Fig. i3a.
NEAu. — Si les deux forces P et Q sont appliquées aux extrémités d'une corde PAQ, qm passe dans un anneau retem par une troisième force R, P = Q est la condition nécessaire et sufiEisante pour qu il y ait équilibre.
Si l'on désigne par a l'angle BÂG, on a
R = aPcos -c:.
A représente également la pression supportée par le point A,
quand on fixe l'anneau.
389. Équilibre du polygone funiculaire. — Soit un polygone luniculaire ABGDEF. Le premier et le dernier cardon, AB et EF. sont sollicités par des forces H et K dirigées nécessairement sui-
Fig. i33.
vT^/' -f
vn'
réunis au môme sommet.
vant les prolongements de ce? cordons, sans quoi il n'y aurait pas équilibre. Aux différents sommets B, C, D, E sont appliquées des forces quelconques P, P\ P", P"", agissant par l'intermédiaire de cordons qui se réanisscnt en ces points. II est inutile de supposer plus de trois cordous
390. Dans Vétat d'équilihrey chaque cordon^ tel que CD, doit être tiré par deux forces égales et contraires qiHon peut supposer appliquées à ses deux extrémités.
391 à 397. Ce principe conduit aux conditions d'équilibre du polygone funiculaire.
Toutes les forces immédiatement appliquées au i>olygnne funiculaire, transportées parallèlement à elles-mêmes en un point qtifl^
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conque, se font équilibre autour de ce point, et la tension de chaque cordon est la résultante de toutes les forces qui agissent d^un même côté de ce cordon.
Réciproquement, si les forces sont telles y que, transportées parallèlement à elles-mêmes en un point quelconque y elles sy fassent équilibre^ il X aura toujours une figure d'équilibre,
398. Cas ou il t a des anneaux. — Si tous les sommets portent des anneaux, les tensions de tous les cordons sont égales, d'où résulte
P^aHcos^B, P'-^aHcosic,
399. Si Ton se donnait la figure du polygone^ on connaîtrait par là en grandeur et en direction les forces qu'il faudrait appliquer à chaque sommet pour le tenir en équilibre.
400. 401 . Supposons que les cordes extrêmes ÂB, EF soient dans un même plan. Pour avoir la tension des cordons extrêmes, il suiRt de décomposer suivant leurs directions la résultante de toutes les forces transportées parallèlement à elles-mêmes au point de rencontre de ces cordons.
402. Cas ou il t a plusieurs cordons a un même sommet du POLYGONE. — Il faut, pour l'équilibre, que l'une quelconque des forces qui sollicitent les cordons soit égale et directement contraire à la résultante de toutes les autres. Si l'on fixe un point sur chacun des cordons, excepté sur un seul, les pressions que la force P exerce sur les points fixes, s'il n'y a que trois cordons, non situés dans le même plan, s'obtiendront en décomposant la force P en trois autres agissant suivant les prolongements des cordons. S'il y a plus de trois cordons, le problème devient indéterminé.
TRENTE ET UNIÈME LEÇON
ÉQUILIBRE d'un FIL FLEXIBLE.
403. Direction de la tension dans un wl en équiubre. — Soit AMB un fil flexible, d'une très-petite épaisseur, attaché par ses extrémités à deux points fixes A et B, et dont tous les points sont sollicités par de très-petites forces.
Soit M un point quelconque de œ fil. Les deux parties AM, MB exercent Tune sur l'autre, dans Fétat d'équilibre, des actions mo-
léculaires égales et contraires. Oa admet que toutes les forces qui proviennent de AM agissant sar MB, se .j. réduisent à une force unique T appliquée au point M , et de même que la partie MB exerce sur ÂM une action qui se réduit à une force égale et contraire à T. La valeur commune de ces deux forces est ce qu^oo appelle ia tension du fil au point M.
404. La tension s'exerce siiivant la tangente €tu point M à iSs courbe que forme le fil.
Soient
ÉQUILIBRE d'un FIL SOLUCTTÉ PÀE DB PETITES POECES
c le produit de la section normale par la densité au point M,
Fîg. 137.
P la force qui agit en ce point, X, Y, Z ses composantes parallèles i trois axes Ox, O^, Os, et T h
tension. Les équations de Féquilibre sont :
-+- Zcrff =r O.
407. Intégration des équations (1). — Soient ^, /, ^; e\f, § les angles que les tangentes à la courbe aux points A et B font avec les axes : on a
K cos^r + K'cosff'+ / Xtds= o;
la somme algébrique des composantes parallèles à rajce Ox, de toutes les forces qui agissent sur le fil, est nulle.
On déduit des mêmes équations
K(flC08/— ^C08tf)-f K'(fl'cos/'
b'cose*)
'Xx)tds = o;
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la somme des moments de toutes les forces qui agissent sur le JU, par rapport à O2, est nulle»
409. Soient a, p,y les angles que la tangente au point M fait avec les axes et >. pi, v les angles que le rayon de courbure p fait avec les mêmes axes : les équations (i) peuvent s'écrire
Tdt
dl cosa H '- cos > 4- Xcd[f = o,
Ids r/TcospH cospi + Tfdlf =.- 0,
Tds €/TcoS7-f COSv -JrZids = 0.
Le plan osculateur à la courbe contient la force P.
4i0. Valeur de la texsion. — On a
dT=r ^t[Jidx-\'Ydx-\'Zdz).
4H. Quand i[\dx -{-Hdx -{-Zdz) est une différentielle exacte, l'accroissement de tension, quand on passe ttun point à un autre, est indépendant de la figure dufiL
412. Lorsque toutes les forces qui sollicitent le fil lui sont normales, la force motrice est en raison inverse du rayon de courburt et dirigée suivant le prolongement de ce rajon.
413. Lorsqu'un fil est tendu sur une surface S par deux forces qui le tirent à ses extrémités m et m\ ce fil trace sur la surface la ligne la plus courte entre deux quelconques de ses points,
Courbe formée par le fil. — Cette courbe est donnée par
les équations
dx dy dz
A-h fxtds B+Tyi^j C-hfZtds
415. On obtient encore les équations de la courbe en éliminant T entre les équations
iis ~~ \ds ds ds ds j
h — Zdx __ _, /dz ,^ ___^j ^\ ils "~ \ds ds ds ds J .
dT=r —tiXdx-^Ydf-^Zdz).
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TRENTE-DEUXIEME LEÇON-
CHAÎNETTE. — GOUEBE DES PORTS SUSPBHDCS.
Équation différentielle de la chaInette. — I^ combe
ÂBC, formée par un fil pesant et homogène, suspendu à deux
Fiff* i38. points fixes Â et C, a reçu le nom
de chaînette.
Cette courbe est contenue dass le plan vertical passant par les points A et C. Prenons ce plan i^v 1^ / vertical pour plan des j:?^ et tra-
çons deux axes rectangulaires Ox et O7, le premier horizontal et le second vertical et dirigé de bai en haut.
il 7. Le fil étant supposé homogène, si o est le poids de runité de longueur, on aura
dx\
JC
418. Appelons rsh la tension au point le plus bas de la courbe, tension qui s'exerce horizontalement. On aura
. ds , 1 -.(^y un -7- ) ils =^ hd-^' dx dx
419, 420. Équation de la cHAÎNErrE en termes finis. — 03 prend pour axe des / la verticale qui passe par le point B le plu^ bas de la courbe et pour origine un point tel que OB ~ h :
421, 422. Propriétés de la chaînette. -- La chaînette est symétrique par rapport à Taxe des y, La projection MK de Vor- Fig. 139. donnée de la courbe sur la ncr-
^ maie MN est constante et fe'o
à //. La projection Ml do 1 or
donnée sur la tanj^onte MT e^t égale à l'arc BM, compté à partir du point le plus bas de U courbe. La longueur désignée par/*, Tare MB et l'ordonnée/ forment un triangle rectangle dont Tordonnée est rhypoténuse.
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423. La courbe, lieu des points I tels que MI = arc BM , est une développante de la chainette. La droite IP est tangente à cette courbe au point I, et la longueur IP de cette tangente comprise entre le point I et l'axe des x est constante et égale à A.
424. Le rayon de courbure de la chainette est égal à la normale MN, mais dirigé en sens contraire,
De la tension en un point de la chaînette
La tension de la chaînette en chaque point est proportionnelle a Vordonnée de ce point.
427 à 431 . Construction de la chaInette. — Menons la verticale CE et les horizontales ÂE et CG qui rencontrent l'axe des/ en D et G (fig, i38). Posons
AE = fl, CE = ô, ABC = /, k\) = k, DE = X', OB = /i, BD = /.
On a pour déterminer les inconnues h, k^ X-', / les équations suivantes :
432. Remarque sur le centre de gravité de la chaînette. — De toutes les courbes d'une longueur donnée^ tracées sur un plan entre deux points donnés, la chaînette est celle dont le centre de gravité est le plus bas.
433 à 438. Courbe des ponts suspendus. — La courbe formée par la chaîne est une parabole verticale. En appelant T la tension au point x, /, 2, o la force totale qui sollicite une portion de la chaîne dont la projection horizontale est égale à Tunité de longueur^ ch la tension au point le plus bas, on a
TRENTE-TROISIÈBffi LEÇO>
PRINCIPE DBS VITESSES TllTOBLLBS.
439. DÉnif moN de la vitesse virtuelle. — Soient A, A', A', . . . , des points matériels quelconques soumis à de certaines conditions. Le système étant transporté dans une position inBniroent voisine qui satisfasse à toutes les conditions données, on appelle vitesx virtuelle ou déplacement virtuel de l'un quelconque de ces points la droite infiniment petite qui joint sa première position à la seconde.
DÂFiNiTiON DU MOMENT VIRTUEL. — On appelle mome/U
virtuel de la force P k prodiut de la videur Asolue ile cette force par la projection p du dépiact* ment virtuel de son point d* application.
44i. On a, si T est la composante de la force P suivant le déplacement Aa,
P;? = T X Afl.
Ainsi le moment virtuel est égal au produit du déplacement virtuel multiplié par la composate de la force suivant la direction da déplacement .
Le moment virtuel d'une force et la quantité de travail élémentaire ont la même expression; mais la première quantité ne suppose aunm mouvement du système dû aux forces qui le sollicitent actuellement
442. Énoncé du principe des vitesses virtuelles. — Si des forces en nombre quelconque se font équilibre sur un système de points matériels assujettis à des conditions données, la somme des moments virtuels est nulle pour tout déplacement virtuel compatible avec les conditions données , et réciproquement, il y aura équilibre si la somme des moments virtuels est nulle pour tous les mouvements possibles du système.
démonstbation du principe pour un point libre
445. démonstration du principe pour un point assujeth a demeurer sur une courbe ou sur une surface donnée.
446. 447. Équilibre de deux points matériels unis par une DROITE RIGIDE. — Démoostratioii du principe pour deux points invariablement liés Tun à l'autre.
448. DÉMONSTRATION DU PRINCIPE DES VITESSES VIRTUELLES DANS LE CAS D*UN SYSTÈME A LIAISONS COMPLÈTES. — Soleut A(x, ^^ z),
A'(x',y,z'), A'(x-,jr',z'),...
un nombre quelconque n de points assujettis à des conditions données exprimées par un certain nombre d 'équations entre les coordonnées de ces points. Le nombre des équations doit être moindre que Six, mais il peut être égal à 3/z— i.
Dans ce cas, où le système est dit à liaisons complètes, tous les points sont assujettis à demeurer sur des courbes données, et le déplacement de l'un des points entraîne celui de tous les autres.
449. Chaque point peut se mouvoir sur la courbe dans deux sens contraires, ce qui donne lieu à deux moments virtuels égaux et de signes contraires.
iSO, 45i . Le principe des vitesses virtuelles est démontré dans le cas des systèmes à liaisons complètes.
TRENTE-QUATRIÈME LEÇON
SUITE DU PRINCIPE DES VITESSES VIRTUELLES
452, 453. Système a liaisons incomplètes. — Démonstration du principe des vitesses virtuelles dans le cas général.
454 à 456. Liaisons qui s'expriment par des inégalités. — Quand les liaisons qui existent enire les diiïérenls points d'un système sont exprimées par des inégalités, il suffit, pour l'équilibre, que la somme des moments virtuels des forces soit nulle ou négative.
394 table ahâlttiqt7b
âothb forme de l'équation des vitbssbs yietijbllbs
Soient X, Y, Z les composantes parallèles aux axes de la force P; ^x, ^fy ^z les variations des coordonnées du point A pour un déplacement virtuel compatible avec Véiat du système ; le moment virtuel de la force P est
et l'équation des vitesses virtuelles devient
Fîg. 1
2 (X^x -r Yo> -h ^^z) = o.
458, 459. CoNDrriONS o'équiubre d'un système. Les liaisons qui
existent entre les divers points du système étant exprimées par les
équations
on aura
— QX
dU
dL dr
dU
dL dz
OX
dx'
dM
dx ' ' dr ''^ ' dz dx
Ces équations au nombre de / contiennent 3/i variations ox, o», Sz,,. . ; il y en a 3/î — i qui sont arbitraires, et les autre?, ao nombre de / , dépendent de celles-là. Si on porte les valeurs des dernières dans Téquation
y (Xd"x4-y^j-f-Z^z)
celle-ci contiendra seulement 3/i — i termes multipliés chacun par Tune des B/i — / variations arbitraires, dont il faudra égaler à zértles 3/î — / coeflQcients. On aura ainsi 3/2 — i équations qui, jointes aux équations (i), donneront 3/? équations nécessaires et suffisantes pour réquilibre.
460. L'élimination de / variations au moyen du système ( 2 ) p^ot se faire par la méthode des multiplicateurs. Nous aurons les 3«
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équations suivantes :
^ -rfL , dM , rfN ,
^+^rfF'*"'*"5^"^'^"^- ••=•*•
„ - rfL . rfM . rfN
^ + ^^+'*rfF + "'-S-^--- = *'
Y, , .rfL^ rfM^ rfN^ ^-^^rf? + '*rfP + -^^+--^*»-
461^ 462. Réciproquement, si ces équations ont lieu, les forces se font équilibre, quand on y regarde x, 7, z comme seules variables.
Los conditions L = o, M = o, N = o, . . ., peuvent être supprimées pourvu que Ton applique au point Â les forces
.dL ^ dx'
^dx^
dL
^dr'
dM
.dL ^dz'
^ dz'
rfN 'rfz'-
au point A' les forces
. dL
^dx''
dVi ^dx''
rfN dx''
dL
'dy'
. dL
^ dz'' et ainsi de suite.
^ dz''
rfN ' dz' '
463, 464. Sur les divers MOUVEMEim virtuels d'un ststIuib.
— Un mouvement virtuel quelconque se compose de Zn — i mouvements virtuels particuliers et distincts.
465. En général, soient L =: o, M = o,.. . les équations de condition. On prendra 3/2 — i quantités ?,+,©,.. . fonctions de x, 7, z^ x',..., et dont les variations seront toutes arbitraires. L'équatien des vitesses virtuelles deviendra
^^ -f- "k'^ -^ edO -J-. . . - o;
on aura
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TRENTE-ONQUIÈME LEÇON.
APPLICATIONS DU PRINCIPE DBS VITESSES YIRTUBLLIS.
466. Équilibre d*un solide invariable. — Les condilions d'équilibre d'un système solide, formé de n points matériels liés entre eux d*une manière invariable, sont au nombre de six.
467. On obtiennes trois premières équations d^équilibre, en donnant au corps trois mouvements de translation parallèles aux axes.
468. On obtient les trois autres équations d'équilibre en Cnsut tourner le corps successivement autour des trois axes, ce qui don»
2(Y*~X/) = o, 2(Zr-Y2) = o, \^(Xz — Zx) = o.
469. On peut déduire du principe des vitesses virtuelles les équations des moments sous leur seconde forme
So,
470. Autre manière d'obtenir les conditions d'équiubre d'h SYSTÈME solide. — L'équatioD générale
peut être mise sous la forme
Les variations ^a, (îS, . . . , étant arbitraires, cette équation ne pwt avoir lieu que si les coefficients de ces variations sont nuls; on retrouve ainsi les conditions exprimées plus haut (467, 468).
471 . Équilibre d'un système solide gâné par un obstaclb. — Si le système renferme un point fixe, il y aura seulement trcê équations d'équilibre entre les forces.
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472. S*il y a deux points fixes, ou, ce qui revient au même, un axe fixe, il n*y aura qu'une seule équation d'équilibre.
473 à 477. Équiubee du poltgonb funicuuubb.
478. Sur une PROPRiéré de l'équiubrb. — Lorsque le premier membre de l'équation
V (X^jr-f YSx-h2,$z)=o
est la variation exacte d'une fonction /(x, jr, a. . .) de x, 7-, z, x', x\ 2', . . . , considérées, soit comme des variables indépendantes, soit comme des variables liées entre elles par les équations L = o, M = o ; alors pour la position d'équilibre, et seulement pour cellelà, la valeur correspondante de la fonction /(x, j, z,...) est un maximum ou un minimum, si toutefois cette fonction est susceptible d'un maximum ou d'un minimum. L'équilibre est toujours stable quand le maximum existe.
L'expression \^(X^x-f- Y ^^+Z^z) est une variation
exacte quand les forces motrices R, R', R', . . . sont dirigées vers des centres fixes et fonctions des distances de leurs points d'application aux centres.
480. Si les forces R, R', R%... supposées attractives ont pour expressions
la fonction
est un maximum ou un minimum quand il y a équilibre.
48i . Le premier membre de l'équation générale des vitesses virtuelles est encore une différentielle exacte, quand les forces considérées proviennent des actions mutuelles des points du système, et qu'elles sont simplement fonctions des distances mutuelles des points qui agissent les uns sur les autres.
482. Dans l'équilibre d'un système de points pesants, sollicités uniquement par leurs poids, le centre de gravité est le plus haut ou le plus bas possible.
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TRENTE-SIXIÈME LEÇON
PRINCIPE DB D'ALEnBRT.
4^ à 485. DÉMONSTRATION DU PRINCIPE DB D'ALBMBBRT. — LtS
forces motrices d'un système font à chaque instant équiUhre à des forces égales et contraires aux forces gui produirmeni son moufe' ment effectif, si tous ses points devenaient libres,
486. Remarques sdr le principe de d'albmbert. — On peut présenter le principe de d'Alembert sous une autre forme, utile dans quelques cas. Chaque force étant décomposée en deux, Ym nommée force effective et qui produirait le mouvement du point, s'il était entièrement libre, et l'autre qu'on nomme force perdae, on peut dire qu'à chaque instant les forces perdues se font équilibre.
487. On pourrait remplacer d'une in6nité de manières les forces données par d'autres susceptibles d'imprimer le même mouYement au système, non plus libre, mais assujetti aux conditions données,
488. Équation générale du mouvement d'un système. — SoitP la force appliquée au point M, dont la masse est m. Nommons X. Y, Z ses composantes parallèles à trois axes rectangulaires; on a
489 à 492. Conséquences de l'équation générale. — Les conditions
devant être satisfaites par le système, on aura
dh ^ dL ^ dL ^ dL ^ .
djc dy dz dx '
dx df dz dx'
Si n est le nombre de points du système, il y aura 3/? - 1 varia-
lions arbitraires^ et i variations fonctions de celles-là déterminées par les i équations précédentes. On portera les valeurs de ces i variations dans l'équation (i), et égalant à o les coefficients des Su — i variations restantes, on aura 3/2 — / équations différentielles entre le temps, les forces et les coordonnées des points du système. £n y joignant les i relations (2], on aura 3/z équatious pour déterminer les 3/ï variables x, j, z, x', j', z', . . . en fonction du temps /. Il restera à intégrer ces équations. On peut aussi employer la méthode des multiplicateurs.
TRENTE-SEPTIEME LEÇON
EXTENSION BT APPLICATIONS DU PRINCIPE DE d'aLEMDERT.
493, 494. Des forces instantanées ou percussions. — On appelle ainsi les forces qui agissent pendant un temps très-court avec une grande intensité.
495 à 497. E^ctension du principe de d'âleueert aux forges DE PERCUSSION. — Lo pHncipo de d'Âlembert s'applique aux forces de percussion, en remplaçant ces forces par les quantités de mouvement qu'elles sont capables de produire. Considérons le système depuis le temps /« jusqu'au temps fg-f- 0, pendant lequel la percussion agit. On aura
dt dt ' -^
les lettres affectées de Tindice o désignant les valeurs relatives à l'époque t^^ et les lettres sans indice les valeurs relatives à l'époque
Cette équation exprime qu'//^- a équilibre entre les quantités de mouvement que les percussions communiqueraient aux différents jx)ints s'ils étaient libres, les quantités de mouvement qn ils possèdent au moment où les percussions commencent à agir et celles qu^ils ont après leur action, ces tiernières étant prises en sens contraires. On néglige pendant le temps ô les forces ordinaires, telles que la pesanteur, qui n'ont pas une intensité très-grande.
400 TABLE ANAXTTIQUE
Lorsque le système part du repos, H y a équilibre entre iesqaoh tîtés de mouvement que les forces donneraient aux divers points ék système s'ils étaient libres et celles qui ont iieu effectivement y et avec lesquelles ce système commence à se wnouooiry au IwU tk temps 9 y ces dernières étant prises en sens contraire.
498. Marche a suivre pour appliquer le principe dbi#'âlsi- BERT DAMS LE CAS DES PERCUSSIONS. — Pour appliquer le principe de d'AIembert, étendu au cas dès percussions, il faut sui\Te U marche indiquée au n** 490.
499 à S03. Mouvement de deux corps liés par cn hl r
PLACéS SUR DEUX PLANS INCLINÉS.
TRENTE-HUITIEME LEÇON
SUITE DES APPLICATIONS DU PRINCIPE DE d'aLEHBERT.
S04 à 506. Mouvement de corps liés par des cordons. 507 à 510. Mouvement d'une chaîne sur deux plans lncunês. 511. Mouvement de deux points assujettis a demeurer sa
deux courbes DONNÉF.S ET DONT LA DISTANCE EST INVARIABLE,
TRENTE-NEUVIÈME LEÇON
MOMENTS D INERTIE
512. DÉFINITIONS. — On appelle moment dUnertie d*itn point matériel par rapport à un axe le produit de la masse de ce poini par le carré de sa distance à Taxe.
513. Le moment d'inertie d'un système de points matériels dent la forme est invariable, par rapport à un axe, est la somme d?> moments d'inertie de tous ces points par rapport à cet axe.
514. Les points matériels qui composent un corps n'y sont pa? répandus d'une manière continue : on sait, au contraire, qu'ik sont séparés entre eux par des espaces vides qu*on appelle des pores. Cependant on peut, dans chaque cas, obtenir le moment d'inertie, en supposant la masse distribuée d'une DoaDière coniini» dans le corps.
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SIS. H01fE.NlS d'iHEBTIB d'DN PABALLfcUPIPiDB KBCTiKGLB. —
En appelant H la masse da corps, et a, b, e les longueurs de ses arêtes, les monients d'inertie du paralléllpipëde par rapport aux axes 0:t, 0/, Oi sont
Le plus grand correepood à la plus petite srète ot le plus petit à la pins grande.
516 à S18. Ellipsoïde homogèkb. — Soit
l'équation d'un ellipsoïde rapporté à ses diamètres principaux. M étant la masse de l'ellipsoïde et A, B, C désignant ses moments d'inerUo par rapport aux axes O.r, 0/, Oz, on aura
S19. ■ "° ■ est le moment d'inertie d'une ^ibère par rapport à UD diamètre quelconque.
est le moment d'inertie, relativement à un diamètre quelconque, d'une couche sphérique dont les rayons intérieur et extérieur sont a et b, et dans laquelle la densité p, supposée la même pour tous les points situés à une même distance du centre, est variable avec cette dislance.
SSO. Soudes de këvouttion. — Soient CD la courbe méridienne Fig. i5S. et 0:t: l'axe de révolu^on. Le mo-
ment d'inertie du volume engendré par la révolution de l'aire ACDBsera
en désignant par a et i les abscisses OAet OB des extrémités de
S2i. Le momeat d'inertie du segment 8|Aérique est
t>22. Relation
ENTRE LE
Fig. 1S9.
LES MOMENTS D'INBBTIB PAB BAIVOBT A DEUX AXES PABALLÀLES. — Soit
0 le centre de gravité, a égiie à la plus courte distance OA des deux droites O3 et ÂB; m ^ale à la masse dupointM;MH = r, MK = R.Ona
Le moment d'inertie dun système de poinis par rapport à « axe quelconque est égal à celui de ce système par rapport àunmxe parallèle à celui-ci mené par le centre de gravtté, augmenté du prth duit de la masse du corps par le carré de la distance des deux axes.
Le moment dUnertie d*un corps par rapport à un axe qui poste par son centre de gratuité, est moindre que pour tout autre axe pe^ rallèle à celui-ci; ce moment est le même pour tous les axes paroilèles et également éloignés du centre de gravité , et il augmente à mesure que l'axe s'éloigne de ce point.
Relation entre les moments d'inertie par R.tppoBT a
F'C- ï^O- différents axes qui PASSE.Vr PAI
V, LE MÊME POINT. — Soît 01 UR aif
quelconque. Abaissons MH perpendiculaire sur 01. Soient a, 6, y les angles que 01 fait avec Ox, 0/, Oz, |x le moment d'inertie de tout le système par rapport à Taxe (M.
Posons
k^"^m{f^L% 0=2/11^3, B = V m (x'-f- z% E ^2 mxz.
on a
f* = A cos'a 4- B cos'6 -f- C cos'y
— aDcosScosy — aEcosacosy — aFcosacos€.
DES XATlÈmES. 4o3
QUARANTIÈME LEÇON
SUITE DES MOMENTS D'HIEETIE. — ROTATION AUTOUR d'uN AXE.
524. Ellipsoïde central. — Sur la droite 01 [fig. i6o) prenons une longueur ON = -p* Si l'on a fait la même construction pour
toutes les droites menées par le point 0, le lieu des points N a pour équation
AX'-h BY'-h CZ>- aDYZ - aEXZ — aFXY = o.
C'est un ellipsoïde ayant le centre pour origine.
525. Axes principaux. •— Quand les axes coordonnés sont dirigés suivant les axes principaux de l'ellipsoïde, on a
^^mjrz — o, ^^mxz=zo^ V 111x^=0.
Ces trois axes sont appelés les axes principanx d'inertie du sy»tème^ et les moments d'inertie correspondants sont dits moments principaux.
526. 527. Le système des axes principaux est unique, à moins que l'ellipsoïde ne soit de révolution. Dans ce cas, l'axe de révolution et deux diamètres perpendiculaires entre eux et à cet axe ftmnent un système d'axes principaux. Si l'ellipsoïde devient une sphère, trois diamètres quelconques perpendiculaires entre eux sont des axes principaux, et les moments d'inertie par rapport à ces axes sont égaux. Le moment d'inertie le plus grand correspond au plus petit axe de l'ellipsoïde, et le plus petit correspond au plus grand.
52S. On peut prendre des axes coordonnés tels, qne deux des
rectangles disparaissent dans l'équation de l'ellipsoïde et qu'elle
prenne la forme
AX*4- BP-4- CP— aFXY = i.
L*axe des z est alors l'un des axes principaux du corps relatifs au point 0.
529. Relation entre les axes principaux relatifs a différents POINTS. — L£S axes pHneipaux relatifs à un point quel' conque d'un corps sont parallèles aux axes principaux relatifs au centre de gravité de ce corps lorsque la droite qui joint le premier point au second est un axe principal relatif au second.
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530, 531. Points pour lesquels les mombnts prinopiux vi- NERTiB d'un corps SONT ÉGAUX. — Quaod l'ellipsoïde relatif a point 0, centre de gravité du corps, est de révolution autour de son petit axe, il existe sur cet axe deux points symétriques pv rapport au point 0 et situés à nne distance de ce point éffki
■^ — ) qui répondent à la question.
532« Prenons pour exemple Tellipsoïde
L'ellipsoïde doit être de révolution autour de son petit axe. n y aura deux points répondant à la question , situés sur le plus petit
axe à des distances du point 0 égales à dz • / —
533. Mouvement de rotation d'un stotème solide AurorR on AXE FIXE. — La vitesse des points situés à une distance de Taxe égale à l'unité est ce qu'on appelle \2l vitesse angulaire ou de roU-
tion du système. Nous la désignerons par w. La vitesse -7- dim
point quelconque à une distance r de l'axe est représentée par /*«.
53i. Un mouvement do rotation est dit uniforme quand la vitesse de rotation est constante. Ce mouvement a lieu lorsque les pciats du système ne sont sollicités par aucune force motrice ou par des forces motrices qui se font équilibre autour de l'axe fixe.
QUARANTE ET UNIÈftlE LEÇON.
MOUVEMENT DE ROTATION AUTOUR d'uN AXB ( SUITE ).
535. Cas ou le corps est mis en mouvement par des percussions. — Décomposons chaque force instantanée P en deux : Z, parallèle à l'axe O2; Q, située dans un plan perpendiculaire à cei axe. Soit v la vitesse que cette dernière composante serait capable d'imprimer au point m s'il était libre; « la vitesse de rotation da système ; 7 la plus courte distance de Taxe et de la force Q ; on «n
mr*
536, 537. Si toutes les vitesses (», v>\ «^^ . . . , sont égales et parallèles; désignons par ^ la somme des masses des points qui reçoivent directement cette vitesse commune v. Appelons / la distance du centre de gravité de la masse fA à un plan passant par l'axe et parallèle à la direction des vitesses. On a
mr'
Cette formule convient à un corps solide C mobile autour d'un axe fixe O2, choqué par un autre corps G^ qui après le choc reste attaché en G, au premier et dont tous les points sont animés de vitesses égales et parallèles.
• 538, 539. Si le corps est choqué simultanément par plusieurs masses /x, fx', fx', . . . , animées de vitesses différentes et qui lui demeurent attachées après tous ces chocs, on aura
tù =
Sf/
540. Si le système, au lieu d'éprouver des percussions simultanées, reçoit une suite de chocs se succédant à des époques quelconques, la vitesse angulaire sera toujours donnée par la formule précédente.
541 à 543. Calcul des percussions exercées sur l'axe fixe.
— Supposons que le corps soit mis en mouvement par une force instantanée qui imprimerait une vitesse V à une certaine masse fx
Fiff. 164.
au centre de gravité de laquelle elle serait appliquée. Cette force instantanée ou percussion a pour mesure la quantité de mouvement V/x.
Soient X, Y, Z les composantes do la quantité de mouvement /xV, et X,, Yp Z( celles de la résistance du point 0 ; x!,. Y,, Z, celles de la résistance du
. . wT fi d^ ^y ^^* pomt H; enfin OT -^, '"'S' "^ 'di
l3S composantes de la quantité de mouvement effective pour le point m : soit OH = A. On aura, x^ et Xt désignant les coordonnées
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du centre de grarîté du corps entier,
X 4- wM/", + Xj -^ X, = o,
YjA — Zp — •i^iiïxz = o, — XjA + Za — 6> \^mjrz — o,
Xp — Ya -1- û> ^ mr* ~ o.
Ces équations déterminent X, et Y,, X, et Y, et la sosime Z^-rZ^ sans déterminer séparément Z^ et Z,.
544 à 516. GoifomoNS pour qub l'axb n'épmouYB aucuns mcosBiON. — Centre de PE&cnssioN. — i* la direction de la po^ cussion doit être perpendiculaire au plsm qui passe par L'axe fin et par le centre de gravité du corps.
a® Ce plan doit être un des axée principaux pour le point oà il rencontre le plan qui lui est perpendiculaire et qui contient la force instantanée.
S"" Enfin la distance de cette force à Taxe doit être égale à a -f -«
a étant la distance du centre de gravité du corps à Taxe et Mi' te moment d'inertie du corps relativement à un axe mené par ce ceatie de gravité parallèlement à Taxe fixe.
547. On appelle centre de percussion le point auquel la peroBsion doit être appliquée dans le plan passant par Taxe et le ceotiv de gravité pour qu'il n'y ait pas d'effort exercé sur l'axe fixe : b
distance du centre de percussion à l'axe fixe est a >{ •
Si Taxe passait par le centre de gravité, il éprouverait toujours une percussion.
548. Réciproquement, si le corps est en mouvement autour dp Taxe, on pourra Tarrétcr brusquement sans qu'il existe aucune per cussion contre l'axe en appliquant au centre de percussion une fc^rce instantanée égale à &)Ma, perpendiculaire au plan mené parlais et par le centre de gravité du corps.
549. Condition poub qu'il n'y Arr de percussion qu'en cn podt DE l'axe. — Si ce point est le point H, et si Z = o, en posant
I^ = 2'"-^*' E = 2flw:*,
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l'équation de condition est
DY4-BX = «Mfl.
Si Oz est un axe principal d'inertie pour le point 0, la percussion est appliquée au point 0.
QUARANTE-DEUXIÈME LEÇON
ROTATION d'un CORPS AUTOUR d'uN AXl (SUITB).
5ÎM). Rotation d'un corps sollicité par dbs forces quelconques. — Soient X, Y, Z les composantes de la force motrice P du point m(XyX^ ^)t ^^ ^
551 à 553. Pressions sur l'axe. — On applique à deux points quelconques 0 et H, pris sur raxe, deux forces U, (X,, Y,, Z^) et R,(X„ Y,, Z,,), égales et contraires aux pres«ons exercées sur ces deux points à chaque instant du mouvement. On aura, en posant OH = h, en désignant par {Jc^yXn ^i) ^^ centre de gravité du système et par M sa masse,
X + ^ Mr , 4- «» M X, 4- X, 4- X, = o , Y-^Mx.4-««Mj^.4-Y,-|-Y, =o.
2 (Xz-Zx) + 52 '"•^ "^'•* 2 '^•+'^* = **'
554. Cas ou il n'y a pas de forces motrices. — Les résistances R, et R, se réduisent à deux forces perpendiculaires à Taxe, et font équilibre aux forces centrifuges de tous les points du corps qui agissent sur Taxe perpendiculairement à sa direction. La force tangentielle est nulle pour chaque point. Les résistances sont proportionnelles au carré de la vitesse constante «».
4o8 TÀBLB ANÀLTTIQUB
555. Si un corps retenu par un seul point JExe eommenee à <Mrner autour d*un des axes principaux relatifs à ce points U cauti' nuera à tourner uniformément autour de cet axe comme s'ii était fixe.
La pression sur le point 0 est dirigée dans le plan qui passe par Taxe et par le centre de gravité.
556. Pour que le point 0 ne supporte aucune pression, il faute! il suffit que le centre de gravité soit sur Taxe de rotation, et alors le mouvement ayant commencé autour de cet axe, supposé fixe, continuera uniformément autour du même axe lorsqu'on le rendra eotièrement libre.
557. 558. Cas ou les forges motrices se nénuiSBifr a us COUPLE. — Les conséquences précédentes subsistent quand les forces motrices se réduisent à un couple situé dans un plan perpendiculaire à l'axe.
559. Un corps retenu par un point fixe 0 et sollicité par on couple ne tend pas à tourner autour d'une perpendiculaire O2 aa plan de ce couple, à moins que cette perpendiculaire ne soit Ton des axes principaux relatifs au point 0.
560 à 563. Mouvement du treuil.
QUARANTE-TROISIÈME LEÇON
pendule composé.
Pendule composé. ■— Équation du mouvement. — On
nomme pendule composé un corps qui peut tourner autour d'un
axe fixe horizontal.
Prenons l'axe fixe Oz pour axe des z; pour axe des x une horizontale Ox perpendiculaire à Or, et pour axe des x une verticale Ojr dirigée dans le sens de la pesanteur. M étant la masse totale du corps et G le centre de gravité, abaissons GA perpendiculaire sur Os, nienons la verticale AD et abaissons sur cette droite la perpendiculaire GD. Soit G, U position initiale de G, Mk^ le moment d'inertie par rapport à un axe passant par
le point G et parallèle à Oz. Posons GA = a, DAG = 9, DAG, = a;
on a
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et l'on troaye
a étant la vitesse angulaire initiale.
566. Pendule composé bamené au pendule simple. — Supposons la longueur / déterminée par Téquation
/= aA •
Alors le pendule composé ou plutôt la droite ÂG et le pendule simple de longueur / auront le même mouvement angulaire, pourvu que les
valeurs initiales de ^ soient les mêmes.
Axe n'osaLLATiON. — Si dans le plan passant par Vaxe et
par le centre de gravité du pendide on mène une droite \Si' parallèle à cet axe et à une distance de celui-ci égale à I, chaque point de cette droite se mouvra comme s*il ne faisait pas partie du corps et qiCil fût simplement lié à Vaxe par une droite rigide et sans masse*
La droite IBF est nommée Vaxe d'oscillation du corps, correspondant à Taxe de suspension O2. Le point B de celte droite, situé sur la droite AG perpendiculaire à Taxe de rotation, se nonune centre d'oscillation. On Tobtient en pro-
longeant AG d'une longueur égale à — •
568. Les axes d'oscillation et de suspension sont réciproques ^ c'est-à-dire que si Ton faisait osciller le corps autour de H', Taxe de suspension primitif O2 deviendrait Taxe d'oscillation.
569. Étant donné Taxe de suspension d'un corps, on peut trouver, par rexpérience. Taxe d'oscillation correspondant.
570. Hf a une infinité d'axes autour desquels les petites oscillations sont de même durée.
571. Axe de la plus courte oscillation. — L'axe de suspension est perpendiculaire à l'axe du plus petit moment d'inertie A relatif au centre de gravité. On a __
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QUARANTE-QUATRIÈME LEÇON
PENDULS GOHIQUB*
SnS, 573. Pbndulb conique. — Êquatioi<is du Monvusicr. -
Un point matériel m est assujetti à se rnooroir sur la surface d'nna fphère dont le centre est au point 0, et dont le rayon est /. En déflgnant par N la résistance de la surface, et Taxe des z étant pré dans le sens de la pesanteur, les équations du mouvement sont
S74 à 576. Cas on le point pesant reste dans un plan noai- XDMTAL. — Le point décrit un cercle, intersection de ce plan et de lasorlaoe sphérique.
La vitesse p est constante et le mouvement circulaire est uniforme.
xd^x-^-rd^Y . dx^-^dr^
5^— " + — rfF— = '»•
Ona
La durée de la révolution est égale à ïtt 4 /-• 877 à 580. Intégration des équations du mouvement. — On a
±ldz
t étant Tangle que fait la direction de la vitesse v avec la perpendiculaire au plan mOz, on a
C* = rj v\ cos'ej = igh^ r\ cos'e, = a^^,(r — z\ ) cos*»^,
±:ldz
dt =
Maximum et minimum de la valeur de z. — L'équation
a trois racines réelles : une première a comprise entre / et 3,, ucfl seconde b comprise entre z^ et z — hy et une troisième négative — c
entre — / ot — qo . La variable z restera comprise entre a sa valeur maximum et 6 sa valeur minimum.
582 à S84. Expression du temps emploté a pargoueubl un arc
DE LA TRAJBGTOIRB.
QUARANTE-CINQUIÈME LEÇON
PERDULB CONIQUE ( SUITE). — MOUVBHKNT d'uNE TIGB PESANTE.
^S5, 586. Calcul de l'angle "f** 587y 588. Tension du fil. — On a
589. Cas ou le pendule 8*écarte peu de la verticale. — On a à peu prte N = ^ : en posant
La projection horizontale de la courbe décrite est une ellipse dont les axes sont ^% et it6.
La durée de la demi-révolution est ^ \/-) c'est-à-dire égale à
celle d'un pendule de même longueur qui oscillerait dans un plan vertical.
590. La projection du pendule sur un plan horizontal décrira encore à très-peu près une ellipse si Tangleque le pendule fait avec la verticale varie très-peu.
La durée de la demi-révolution est n 4 /- ) valeur moindre que
591 à 505. Mouvement d'une tige pesante tournant autour d'un de ses points qui est fixe.
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QUARANTE^IXIÈME LEÇON.
PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DU MOUTBHBIIT. — ■OUTCMEirr
DU CENTRE DE GRÀYITÉ
r>97. Remarques sur les systèmes de points qui psuyent si MOUVOIR COMME DES CORPS SOLIDES. — GoDSidéroiis un système de points matériels m^ m', m", . . . , sollicités respectivement par des forces P, F, P',. . ., dont les composantes parallèles aux axes sont X, Y, Z; X', Y', Z';. . . . Si les liaisons sont telles, que les points puissent se déplacer sans que leurs distances changent, on aura
S98, 399. Polir que le système puisse se déplacer comme un corps solide, c*est-à-dire sans que les distances de ses points virient, il faut et il suffit que chaque équation de condition se réduise à une relation entre les distances de ses différents points.
600, 601. Mouvement du centre de gravité. — Le ceiure de gravité de tout système libre se meut comme si les masses de tous les points matériels y étaient réunies et que les forces motrices y fussent transportées parallèlement à elles-mêmes.
602. Vitesse initiale du centre de gravité d*un système mis en mouvement par des forces instantanées. — Cette vitesse est celle que prendrait un point ayant la masse M , placé au centre de gravité et qui serait sollicité par toutes les forces instantanées du système transportées parallèlement à elles-mêmes en ce point.
603, 604. Conservation du mouvement du centre de cRAvrrÉ. — Quand toutes les forces motrices transportées parallèlement à elles-mêmes en un point quelconque s*y font équilibre , le mouvement du centre de gravité est rectiligne et uniforme.
605. Si l'on considère les quantités de mouvement de toutes les molécules comme des forces et qu'on les transporte parallèlement à elles-mêmes en un même point, elles donnent une résultante de grandeur et de direction constante. Le centre de gravité se meut suivant une ligne droite parallèle à cette résultante et avec une vitesse égale à cette résultante divisée par la masse totale du système.
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QUARANTE-SEPTIÈME LEÇON
PBOPRIÉTÉS GtNÉRiXSS DU MOUVEMENT RELATIVES AUX AIRES.
606. Relations entée les quantités de mouvement d'un système. — • Dans un ensemble de points matériels qui peuvent se déplacer comme un système solide, on a
Ces équations subsistent s*il y a dans le système un point fixe, pourvu qu'il soit pris pour origine des coordonnées.
607. Lorsqu'en supposant le système solidifié, les forces qui le sollicitent so font équilibre, ou bien encore lorsqu'elles se réduisent à une force unique passant par Torigine des coordonnées, la somme des^ moments défi quantités de mouvement des masses du système par rapport à une ligne droite quelconque est constante.
608. Si Ton considère comme des forces les quantités de mouvement qui animent les différents points du systènae, qu'on les compose comme si elles étaient appliquées à un corps solide, on trouvera toujours la même résultante et le môme couple résultant par rapport à une môme origine. Le moment de ce couple résultant est
A = ^c*-f-c'^-4-c% et son plan, perpendiculaire à la droite qui fait
c' c' c avec les axes des angles ayant pour cosinus j' t> 7) ^ pour
équation
c'x -f- c'x-hcz = o,
c, c', c" étant les sommes des quantités de mouvement par rapport aux axes des z^y^ x.
609. Principe des aires. — Quand les forces motrices appU" guées à un sjrsième se font équilibre en supposant le système soli" difiéy ou bien quand toutes ces forces ont une résidtante unique passant par l'origine des coordonnées, la somme des aires décrites par les projections du rayon vecteur sur chacun des pUms coordon^ nés multipliées respectivement par les masses des points correspond dants est proportionnelle au temps. C'est ce qu'on appelle le principe de la conservation des aires.
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610. Celle loi a lieu en particulier quand les forces motrices do système se réduisent à des actions mutuelles entre ses diflérenis points ou à des forces constamment dirigées vers un même poiiil fixe, pourvu qu'on prenne celui-ci pour Torigine des coordonné».
611, 612. Du PRINCIPE DES AiaÉS DANS LE HOUVEHENT mSURIP.
— Prenons pour origine un point mobile avec le système O,. Désignons par x^y Xii ^1 ^8 coordonnées par rapport à un 83rstèa» fixe Ox, Oj, Oz. Soit m un point ayant pour coordonnées ', j, s dans l'ancien système et S, v, C dans le nouveau ocxnposé de trois axes 0^x^^ O^XtJ 0^z^ parallèles aux anciens et mobiles avec le point 0^. On aura
si 0, est le centre de gravité, ou si Ton prend pour orig;ine mobfle un point qui ait dans Tespace un mouvement rectiligne et uniforme, enfin si la force accélératrice du point 0, est constamment diri^ vers le centre de gravité du système.
613. Si l'origine des coordonnées mobiles est choisie de l'une de ces trois manières, on aura, par rapport aux axes dont rorigine est mobile, des propriétés semblables à celles qu'on a trouvées pour des axes fixes.
614. Plan du maximum des aires. — Dans Un système de points en mouvement pour lequel le principe des aires a lieu, en prenant pour origine un point fixe ou mobile suivant les conditions établies précédemment, // existe un pian Jixe tel, que la somme des aires décrites pendant un temps quelconque par les projections des rayom vecteurs des points mobiles sur ce plan, multipliées par leurs masseSy est plus grande que pour tout autre plan de projection. Ce plan est toujours le même , quel que soit le temps écoulé. On l'appelle pkut du maximum des aires ou plan invariable. Son équation est
et la somme\^ mw relative à un autre plan de projection se dédmt
de celle qui se rapporte au plan tt, en la multipliant par le de Fangle des deux plans.
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Ce plan est le même que celui du couple résultant des quantités de mouvement du syslème solidifié (602).
QUARANTE-HUITIÈME LEÇON
DES FORCES VITES DANS LB MOUVEMENT p'UN SYSTÈME.
615 à 617. Principe des forces vives. — Dans tout système dont les liaisons sont indépendantes du temps, [accroissement de Ut somme des forces vives de tous les points y pendant un temps quH» conque, est égal au double de la somme des travaux de toutes les forces pendant le même temps»
618. Conséquences du principe des forces vives. ~ Dans un système , assujetti à des conditions quelconques, mais qui ne dépeth' dent pas explicitement du temps, s'il r^y a pas de forces motrices ou si les forces motrices se font continuellement équilibre ^ la somme des forces vives reste constante.
Ce principe est connu sous le nom de principe de la conservatkm des forces vives,
619. Si la fonction V(Xri:r + Yrfr-f-Zf/3) est la différentielle
exacte d'une fonction/ des variables x, y^ z, x',. • ., considérée» comme indépendantes ou comme liées entre elles par les équations L = o, M = o, . . . , lorsque le système passe d'une position à une autre, V accroissement de la somme des forces vives ne dépend que des coordonnées des pçints dans ces deux positions,
620. Si les points mobiles occupent la même position k deux époques différentes t et r,, la somme des forces vives aura la mdme valeur à ces deux époques, pourvu que, les coordonnées des points reprenant les mêmes valeurs, la fonction f(x^y^ z^ ^t***) reprenne aussi la même valeur.
621. L'expression^ (Xdx -+■ Ydy -+- Zdz) est une différentielle
exacte quand les forces motrices sont constamment dirigées vers des centres fixes , et qu'elles sont fonctions des distances de leurs points d'application aux centres. Cela arrive aussi quand les forces proviennent d'attractions ou de répulsions mutuelles entre les p(mits du système, actions dont les intensités sont fonctions des des points entre lesquels elles s'exercent.
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Uexpression^ (Xdx 4- Yrfr •+• Zth) n*esl pas une difB
rentîelle exacte dans le cas où les points du système éproayent des frottements ou la résistance d'un milieu.
623. Des foegbs vives dans un ststèmb a UAisosœ complètes. — • Quand un système de n points est à liaisons complètes, réquatkm des forces vives suffit pour déterminer le mouvement de chaque point. Exemples : pendule composé, mouvement d'un corps solide autour d'un axe.
625. Des foecbs vives dans le mouvement relatif. — Dms un système quelconque, iors même qt^il ne serait pas entièrement libre clans V espace, la somme des forces vives des points dans kv mouvement absolu est égale, à chaque instant, à la mène somme considérée dans le mouvement relatif autour du centre de grofité, augmentée du produit de la masse totale du sxstême multipliée par le carré de la vitesse du centre de gravité,
626. Dans le mouvement relatif d'un système absoloment libre, autour de son centre de gravité, la différentielle de la somme des forces vives des points du système est égale au double de la somme des quantités de travail apparent des forces motrices.
QUARANTE-NEUVIEME LEÇON
Du CHOC DIRECT DE DEUX CORPS SPOÉRIQUES. — ConSÎd
rons deux sphères , dont les centres se meuvent sur une même droite Ox^ dans le même sens ou en sens contraires, et dont tous les points décrivent des parallèles à cette droite.
628. Si les deux corps sont mous, c'est-à-dire dépourvus d'ëîâsticité, après s'être comprimés jusqu'à un certain degré, ils cc>senl d'agir l'un sur l'autre à l'instant où les vitesses sont de^-enues égales, et ils continuent à se mouvoir en restant juxtaposés avec une vitesse commune et conservant la forme que la compression leur a donnée.
629. S'ils sont élastiques, ils tendent, au moment où la compression cesse, à reprendre leur forme primitive aussitôt que la vitesse est devenue la môme, et de là naissent de nouvelles pressions qui tendent à séparer les deux corps. Si ces pressions sont ^ales en
Fig. 171.
intensité à celles qui ont lieu dans la première partie du choc et que les deux corps quand ils se séparent soient dans le même état qu'au moment où le choc a commencé, on dit qu'ils sont parfaite' ment élastiques,
Mouvement des centbes de cRAvrré. — Soient OC = x
OC = j:* ; R la valeur des deux pressions égales et contraires appliquées aux centres des deux sphères et qui résultent des actions mutuelles de leurs molécules, m et m* les masses des deux sphères. On aura
dx ,flx' , , ,
m —r -t-ni -7- =mv-r- m v\ dt dt
Cette équation exprime que la somme des quantités de mouvement reste constante pendant toute la durée du choc.
CUOG DE DEUX CORPS DÉPOURVUS D^ÉLASTICITE. — DéSÎgnODS
par u la vitesse commune avec laquelle ces deux corps réunis en un seul se mouvront après le choc. On aura
mp -4- m'v* m -t- m'
Si avant le choc les deux corps allaient dans le môme sens, après le choc le sens du mouvement commun sera le môme. S'ils allaient en sens contraire, la vitesse commune après le choc sera celle de la sphère qui avait la plus grande quantité de mouvement. En particulier, si les deux corps, allant à la rencontre l'un de l'autre, avaient des quantités de mouvement égales, le choc les réduirait au repos.
632. Équation des forces vives. — On a, pendant toute la durée du choc,
Cette équation e!cprime que la somme des forces vives à une époque quelconque est égalQ à cette somme prise au commencement du choc, plus le double de Tintégrale de Rc/r, prise à partir de la même époque.
633, 63i. Choc de deux corps parfaitement élastiques. — On a
Stoui. — Mée.^ II. ^7
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Vitesses des deux centres de gravité après le choc :
-., a nw -\-(m' — m)(f^ Y = ï •
635. Soit u la vitesse commune aux deux centres de gravité, an moment où la compression est la plus grande. On a
V = aa — f, V — ai* — •»'.
La vitesse de chaque corps au milieu du choc est la moyenne arithmétique entre sa vitesse avant le choc et sa vitesse après le choc.
La vitesse relative avec laquelle le centre de gravité G s'âcigne de C après le choc est égale à celle avec laquelle il s'en approchait à l'instant où le choc a eu lieu.
Si les corps sont parfaitement élastiques
m -r ffi' ni -^ m'
Si m' est infiniment grande par rapport à /n, le coips choqué demeure en repos^ tandis que Tautre est réfléchi en sens contraire avec une vitesse égale à celle avec laquelle il est venu rencontrer ic premier.
638. Quand les deux masses m et m' sont égales, si les deux corps sont mous,
Si les deux corps sont parfaitement élastiques, ils ne feront qu'échanger eur vitesse.
Si l'un des corps était en repos, Tautre restera immobile après le choc et lui transmettra sa vitesse.
639. Théorème de Carnot. — La somme des forces >'ives dc change pas par l'effet du choc quand les corps sont parfaitement élastiques. Mais lorsqu'ils sont mous, elle diminue et la différena
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est égale à la somme des forces vives dues aux vitesses acquises ou perdues par les deux corps :
mv'-^ m'v'^' — (/w 4- m') a' = /w (p — ii)= 4- /w' (tt — v'Y.
On peut encore mettre cette perte de force vive sous la forme mm' ,
640. Mouvement du centeb de ORAvrrÉ commun. — La vitesse du centre de gravité commun reste constante avant, pendant et après le choc.
64i. Principe de la moindbe action. — Dans le mouvement d'un système de corps pour lequel le principe des forces vives a lieu, si Ton multiplie la vitesse de chaque point du système par sa masse et par l'élément de sa trajectoire, et qu*on intègre la somme de ces produits depuis une position donnée du système jusqu'à une
autre position aussi donnée, la valeur de cette intégrale / ^mods
est généralement un minimum.
Quand les points mobiles ne sont soumis à aucune force, on a
Le temps du trajet est un minimum.
CINQUANTIÈME LEÇON
SUE LA ROTATION d'UH CORPS SOLIDE AUTOUR D'UN POINT HXB.
G42. Formules relatives au déplacement d*un corps solide.
Fi{;. 173.
— Soient Ox, 0^, O2 trois axes fixes dans Tespace et Ox,, 0/p Oz, trois axes liés au corps et tournant avec lui autour du point 0. On a les formules
X z^-a X, -;- b Xi-hc z, ,
z-= a' x^ -i- b" Xi n-c''z^,
Les axes étant rectangulaires,
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on a les relations connues
ac -h a^c' + o^c' = o ,
rt'4-^'-4-c» =1, aa* -{- bb* '\' ce' =o,....
643. Composantes de la vitesse 9 du point m parallèles aux axes fixes :
dx ^ _i_ db de
'di^'^'dt'^^'di'^^'di'
da'
db'
dt~ ' dt ■^•^' dl
dz
dà
db'
':j: — ^i'zjr "^^1 "wT"^ 'i :7r
dt
dt
dt
dt.
Si la position des axes est celle qu'occupe le système mobile des axes Ox,, Oj„ Os,, au bout du temps /, et si tf„ v^^ o^, sont les composantes de la vitesse v parallèles aux axes Ox^, 07-,, Oz,, et posant
Î^__*L'- ^-_^-^ dc^_db
dt dt ^* r/r ■ dt "■ '''
nous aurons
644. Si Ton reprend des axes fixes quelconques O j:, O7, Oc, od aura
643. Axe instantané. — Les points du corps dont la vitesse est nulle à répoque r, se trouvent sur une droite donnée par Téqua-
tion
On rappelle l^axe instantané de rotation. Les lieux des axes instantanés dans le corps et dans Tespace sont deux surfaces coniques ayant pour sommet le point fixe 0. Le mouvement du corps n'est autre que celui du premier cône attaché au corps, roulant san» glisser sur la surface de Tautre cône fixe dans Tespace.
646. Soit 01 Taxe instantané, au bout du temps / : on a cosIO^c, = ^, cosIOj, = ^> cosIOa» = -,
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en posant
«' = jy' 4- ^* 4- r\
647. Quand les rapports ^9 2 seront constants^ l'axe de rotation
restera fixe dans le corps et par conséquent aussi dans Tespace. On a, par rapport aux axes fixes,
cosIOx = — j
cosIO^-
eu
COSiOz = — ^
ea
648. DÂTBRMiNATiON DE LA vrTBSSE V. — Los quantités qz^ — ry^^ rx^ — pz^y py^ — q^^i qui sont nulles pour tous les points situés sur l'axe instantané, expriment pour un autre point quelconque m les composantes de la vitesse parallèles aux axes Oxp 0/,, Oz,.
Les valeurs de /?, ^, r, sont indépendantes de la position des axes fixes Ox, Oy, Oz.
649 à 65i. On a
— = a (qz^ - rrj 4- 6 [rx, - /?z, ) -h c (/?/, -« qx,),
dr
dt
p étant la perpendiculaire abaissée du point m sur Taxe 01. Ainsi «» est la vitesse angulaire ou de rotation.
652. Somme des foeges vives. — La somme des forces vives de tous les points du corps est
2 mv" = kp' 4- B^y= 4- Cr',
Â, B, C désignant les moments d'inertie du corps par rapport aux axes Oj:, Oy^ Oz.
La somme des forces vives est égale au carré de la vitesse angulaire divisé par le carré du diamètre de Tellipsoïde central qui coïncide avec Taxe instantané*
653. Moments des quantités de mouvement. — En nommant Â, B, G les trois moments d'inertie principaux du corps pour le
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point 0, kp^ B^, Cr sont les sommes des moments des quantités de mouvement des points du corps par rapport aux axes prîndpaiix.
654, Sommes des moments des quantités de mouvement par rapport à trois axes fixes :
^/n (z § - X ^) = kpa» 4- Bçft'-H Crc'.
655. Relatioivs BNTaB les cosinus a, 6, . . . et les coxFosàiras
DB LA VrrESSB.
■^=br-cq,
da' ,, , ^ = ft'r - c'ç,
^=Vr-<rq,
db
de .
— -aq-bp,
On a
pela -r qdb -h rdc — o , /?^fo' H- 7^^' -f- nf/c^ ^ o, pd(f-\- qdh'-^- rdc" -- o.
657, 658. Valeurs de ^, q^ r en fonction des angles ^, ^ et i.
LOx =- ^^, LOx, =r <p, zOz, = 9 , « — — COS0 sin-^ siny + cos>|* cos^, ^ — — COS0 sin^j/cosY — cosij/ sin ^, a'-- CCS 9 cosaI* sinf -i- sin^^ cos<p, b' -- cosQ cosif cos^ — sin^j/ sin y.
c = sinôsim}», c' — — cos^J/sinO, (f --. sinô sinç», 6' = sinOcosf, c' = cosO,
pde — sinç sinO*/^!' 4- cosy^/O, 7<f/ = cosf sin6rf^J; — - sin^z/O, rA= rff -^cosOrf^^.
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On a
dB
smB -^ =p sinf -4- ^ cosy ,
sin6-~ = rsinO — psin^cosO — ^cosf cosO.
ONQUANTE ET UNIÈME LEÇON
ROTATION d'un CORPS SOLIDE AUTOUR d'uN POINT FIXE ( SUITE}. — MOUTEMENT c'UN CORPS SOLIDE LIBRE.
660, 661. ÉQUATIONS DU MOUVEMENT. — Faisant coïncider les axes fixes avec les axes principaox du corps 0^^ , 0/^, , Os, , pris dans la position qu'ils occupent au bout du temps t, on a
Aj + {C-B)îr:=L.,
cg-;-(B-A),»7=N,.
formules d'Euler : L,, M,, N,, moments des forces motrices par rapport aux axes principaux du corps à Tépoque t.
662 à 664. Cas ou il n'y a pas de forges motrices.
A/7^-f.B7'4-CH = /i.
Cette équation exprime que la force vive est constante.
Ay 4- B'<y» + CV = G%
±: C \/Aèdr dt =
y/[G' — B/i -h (B - C) Cr] [Ah - 0=» + (C — A) Cr'J
ABC&>£^a>
v/(B4-C)/i-G'— BCwV(A-|-C)A-G'— AC»V(A-i-B)A— G^-AB»»
665. Plan ip(variable. — Le couple résultant des quantités de mouvement a un moment constant.
666, 667. La perpendiculaire au plan du couple résultant des
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quantités de mouvement est fixe dans l'espace :
»cos(10,G)= -^^^ ^ =g,
quantité constante qui représente la composante de la vitesse angtilaire autour de Taxe fixe du couple résultant des quantités de mouvement.
668. Le plan du couple résultant G étant pris pour plan des jn, on aura
sinôsinç = --^) sin9cosf = -r^j cosO = -r^i
669. La vitesse angulaire est proportionnelle au demi-diamètre qui va du centre au pôle instantané de rotation.
670. Mouvement de l'ellipsoïde central. — Le plan tangeot à Tellipsoïde central au pôle de rotation est fixe dans Tespace. Cest un plan parallèle à celui des quantités de mouvement.
L'ellipsoïde, dont le centre est fixe, roule sans glisser sur ce plan fixe et la vitesse angulaire de rotation est proportionnelle au rayon qui va du centre au pôle instantané sur la surface de rcllipsoïde.
La courbe décrile sur la surface de l'ellipsoïde par le pôle instantané de rotation est appelée poloïde.
671. Lieu des axes instantanés dans le coups. — Il a pour équation
A (G^ - kh)x'^ 4- B (G* - B//)/' -h C (G' — Ch ) z" = o.
Lieu des axes du couple résultant. — On a
G'-^A// G^-B/i . G^ - CJi .,, .
équation du cône décrit dans le corps par l'axe fixe OG.
674. Les axes principaux relatifs au point 0 sont les seuls q^\ puissent rester immobiles avec un mouvement de rotation uniforme.
G75 à 678. Mouvement d'un corps solide entièrement libre. — Le mouvement d'un corps solide libre, sollicité par des fora'5 données, sera connu quand on pourra déterminer le mouvemoci absolu d'un de ses points et le mouvement relatif de tout auln» point du corps autour de celui-là. On pourra choisir à volonté ie
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point dont on conndère le mouvement de translation. Mais , dans 1 application, il est avantageux de prendre le centre de gravité.
Sous r action des forces motrices le mouvement de rotation autour du centre de gravité est le même que si ce point était fixe.
679, 680. Mouvement d'un blupsoïde.
CINQUANTE-DEUXIÈME LEÇON
MOUVEMENT d'uNE CORDE VIBRANTE.
681. Équations du mouv'ement. — Soit c le produit de la section
Fîg. 176.
normale de la corde par sa densité au point M, dans la position AMB, p le poids de la corde, / sa longueur primitive ÂB, T la tension au point M , o le poids tenseur : si Ton néglige les forces motrices^ on a
d.lT
(x-f-tf)"] _ ^
ds
— dx.
gl dt
X est Tabscisse primitive, z-hu l'abscisse pendant ce mouvement.
682 à 685. Cas des petites vibrations. — g étant on eoefficient constant pour la même corde, on a
_ du
et, en posant — = a', — = «%
d^u _ d*u dt' ^ (ix''
dt'^^ dx'^
d^z dt'
fTz dx'
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Les moarements des points de la corde parallèlement aux aies asroui indépendants et coexisteront sans s'influencer mntoeUenait
686 à 688. ViBEànoNS tbansversalbs. — L'ôqoation
a pour intégrale générale
7 = ç (x -4- af ) -H + (x — û/).
Soit pour r = 0,
Posant, pour abréger,
ona
?W = ^l/W-î-FW-4-C],
La fonction ^(2;) est périodique et a pour période ^l, Oxame od connaît cette fonction pour toutes les valeurs de la variable comprises entre zéro et il^ elle sera connue pour toutes les valeurs de ^ positives ou négatives.
689, 690. L'autre fonction -^ est périodique, comme la première,
et sa période est aussi 2/.
La corde fait une suite de vibrations toutes égales et isoch^otte^
2/ dont la durée est — •
69i . La résistance de l'air et la communication d'une partie du mouvement do la corde à ses deux points extrêmes A et B diminuent graduellement l'amplitude des vibrations et finissent par les anéantir, sans toutefois altérer sensiblement leur isochronisme.
692. Si l'on désigne par T la durée d'une vibration de la corde et par n le nombre des vibrations dans Tunilé de temps, on a
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Pour une même corde, le nombre n est proportionnel à la racine carrée de la tension 9 ; pour des cordes d'une môme matière et d'une même épaisseur, les nombres de vibrations sont en raison inverse des longueurs. BnGn pour des cordes de même longueur et également tendues, n est en raison inverse des racines carrées de leurs poids. L'expérience a confirmé ces lois.
693. NoBUDS DB VIBRATION. — 11 y a dos cas OÙ la corde, en raison de son état initial, se partage, pour ainsi dire, spontanément en un certain nombre de parties égales vibrant à l'unisson et dont les points de séparation, appelés nœuds^ restent immobiles pendant la durée du mouvement. Alors le son s'élève proportionnellement au nombre de ces parties.
La corde ayant, sans vitesse initiale^ la forme de la courbe
7 -- C sin —7— ) si on l'abandonne à elle-même, elle effectuera une suite indéfinie de vibrations isochrones.
694. Le nombre de vibrations effectuées dans l'unité de temps sera m —i c'est4-dire m fois celui qui correspond au son le plus grave de la corde, déterminé par la théorie générale.
695. Dans ce cas la corde se partage spontanément en m parties égales qui vibrent comme si elles étaient séparées, de sorte qu'il y aura m — i nœuds de vibrations.
696. 697. ViBBATioifS LONcrnJDiNALBS. — Si l'on désigne par n' le nombre des vibrations longitudinales effectuées dans l'unité de temps, on a
"'^îy/g' J = v/1
De deux sons les plus graves rendus par une même corde, celui qui correspond aux vibrations longitudinales est de beaucoup le plus aigu.
CINQUANTE-TROISIÈME LEÇON
ÉQUILIBRE d'une MASSE FLUIDE.
698. Notions pRiLiMiNAiBBS. — L'hydrostatique a pour objet les lois de l'équilibre des fluides. Un fluide doit être considéré comme un assemblage, en apparence continu, de molécules matérielles qui cèdent au moindre effort tendant à les séparer les unes des autres.
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L'hypothèse d'une mobilité parfiaite pourrait conduire à des résoltats peu conformes à l'expérience dans le cas d'an fluide en mouvement : mais si Ton excepte quelques liquides où la viscosité est considérable, les lois de l'équilibre auxquelles nous parviendrons en supposant les molécules parfaitement mobiles et sans aucune cohésion, s'appliqueront sans erreur sensible aux fluides naturds.
699. On distingue deux sortes de fluides, les liquides et les gaz ou fluides aériformes.
700. Pression d'un liquide sur une paroi. — La pre^ion aa point M est la limite du rapport de la pression exercée sur Télément u qui comprend le point M à l'aire u, quand cette aire &» tend vers zéro en comprenant toujours le point M.
701. Égauté de PREâsioN EN TOUS SENS. — On admet comme un résultat de l'expérience ou comme une conséquence de la distribution uniforme des molécules des fluides , que la direction de la pression est toujours perpendiculaire à l'élément de surface w sur lequel elle s'exerce.
Si , en un point quelconque de l'intérieur, on suppose une paroi plane solide, il y aura sur chaque élément de cette suîface une pression toujours perpendiculaire à son plan. H y a égalité de pression en tous sens pour un même point, c'est-à-dire que si Ton considère une surface infiniment petite o passant par un point M pris à volonté dans le fluide, la pression exercée par lo fluide sur chaque face de Télément » sera toujours la même, quelle que soit la position que Ton donne à Télément w, en le faisant tourner autour du point M.
Équilibre d'un fluide incompressible. — Supposons un
Fig. 179. liquide incompressible contenu
dans un vase polyédrique ABCDE.
Plusieurs parois sont percées d'ouvertures « , a\ «",..., sur lesquelles sont ajoutés de petits cylindres ayant leurs arêtes perpendiculaires à ces parois. Si Ton imagine des pistons qui peuvent
se mouvoir dans Tintérieur de ces cylindres, les forces P, P', p-
nécessaires pour les maintenir, quand il y a équilibre, sont égales aux pressions exercées par le liquide contre leurs bases. Concevons que Ton fasse mouvoir simultanément tous les pistons;
soient //, h\ /*", les espaces qu'ils parcourent, ces es(>ac«s étant
regardés comme positifs ou négatifs, selon que les pistons entrent
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dans le vase ou en sortent. On a
PA-}-FA'-fP'//4.... =o,
Fig. 180.
ce qui est l'équation des vitesses virtuelles dans cet exemple particulier.
Équiubbb d'une masse fluide quelconque. — Soient p la
densité du fluide au point m et P la force motrice rapportée à Tunité de masse, qui sollicite la molécule m de co parallélipipède infiniment petit; X, Y, Z les composantes de la force P ; p la pression rapportée à Tunité de surface qui s'exerce au point m et qui est la même tout autour de ce point. On a
^ - oX il -
P^. È-PZ.
et
dp = p(Xdx-hYdx -L Zdz),
fijo^) ^ djpY) djpX) ^ d{pZ) d{pY) _ djpZ) dy dx ^ dz " dx ^ dz ~ dy '*
P=f(^,jr, z)-i-C.
C est une constante qui sera déterminée quand on connattra la prèssion/?, en un point particulier (x^^Xtt^ -o)-
70i. S'il n'y a pas de force qui sollicite les molécules intérieures, la pression sera constante dans toute la masse du fluide, de sorte qu'une pression extérieure exercée sur une partie du fluide adjacente à une paroi du vase doit se transmettre avec la même intensité sur des éléments de surface équivalents dans toute la masse et sur toutes les parois.
705. On appelle surface de niveau une surface dont tous les points éprouvent la même pression. Elles sont toutes comprises dans réquation
/Kr. a) = fl.
Une couche de niveau est la masse du fluide comprise entre deux surfaces de niveau. Deux surfaces de niveau no peuvent pas se couper.
706. La force motrice est normale à la surface du niveau en chacun de ses points.
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707. Si la pression est nulle ou constante en tous les points de la surface libre d*un fluide, celle-ci est une sur&ce de niveau.
708. Si X</r+Y£(r + Z^z est la différentielle exacte d^ime fonction ffi^^fy z), en tous les points d'une surface de niveau k densité est constante.
709. Dans les fluides élastiques, si la température est constante dans toute retendue de la masse, on a
Si la température n'est pas la même dans toute la masse, on aura
Dans Tatmosphère qui enveloppe la terre, il ne peut y avmr équilibre, si la température n*est pas la même à la même distance du centre, et les surfaces de niveau doivent être des sphères ayant leur centre au centre de la terre.
CINQUANTE-QUATRIÈME LEÇON
ÉQUILIBRE DES FLUIDES ET DES CORPS PLONGÉS DANS LES FLUIDES
7i0. Figure permanente d'un fluide autour d'un axe. — Un
fluide pesant, contenu dans un vase de forme quelconque, tourne d'un mouvement uniforme autour d'un axe vertical Os. Soient w la vitesse angulaire et p la pression, en donnant à p des valeurs constantes, on aura difl'érentes surfaces de niveau. Leur équation
représente un paraboloïdc de révolution.
7ii. On déterminera la constante C en exprimant que le volume du liquide est donné. Supposons que lo liquide soit contenu (.lans un vase cylindrique ayant pour base sur le plan xO^'le cercle don; le rayon est a, que b soit la hauteur de la partie du cylindre occupée par le liquide avant le mouvement, et que la surface hbrv supporte la pression atmosphérique constante représentée j>ar o. On aura
or
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PhBSSION D*UN UQUIDB sur le fond du vase qui le EKIf
FEEME. — Si & est Taire de la base supposée horizontale et h la hauteur du liquide, la pression totale P que supporte cette base est
713. Supposons qu'on ait deux liquides contenus dans le même vase et qu'ils ne se mélangent pas.
Leur surface de séparation sera nécessairement un plan horizontal. Soient h la base, h la hauteur, et p la densité de la première couche reposant sur le fond du vase ; b', h\ p' les quantités analogues relatives à la seconde couche. La pression exercée sur le fond du vase sera g{p'h'-\-ph)bf c'est-à-dire égale au poids d'une colonne cylindrique, dont la base serait 6, qui contiendrait une hauteur h du liquide inférieur et une hauteur h' du liquide supérieur.
Théorème analogue pour un nombre quelconque de liquides contenus dans un même vase et pour un liquide dont la densité varierait d'une manière continue avec la hauteur.
714. Vases coMMumQUANTS. — Les hauteurs auxquelles deux liquides s'élèvent dans deux vases communiquants sont en raison inverse de leurs densités.
Si l'on ajoutait un nombre quelconque de liquides dans les deux V9ses, il faudrait que la somme des produits de leurs densités par les hauteurs de leurs tranches fût la même de part et d'autre.
715. Pression d'un liquide sur une paroi plane. — La pression totale est égale au poids d'un cylindre de liquide qui aurait une base égale à la surface de la paroi et une hauteur égale à la distance du centre de gravité do cette paroi au niveau supérieur du liquide.
Le point d'application de la résultante des pressions exercées sur la surface AB est appelé centre de pression.
716 à 718. Supposons que la paroi immergée ait la forme d'un
P2 ,33^ trapèze dont les côtés parallèles AB,
o CD soient horizontaux. Le centre de
pression est sur la droite GH qui joint les milieux de ces deux côtés. En nommant u^ la distance du centre de pression I à AB, h la hauteur du trapèze, a l'angle que le plan du trapèze fait avec un plan horizontal, c la distance de AB à la surface du liquide, en posant AB = a, CD = 6, EF = p, MN ~ tt, on a
_ ^hc(a-\- ib)-r'k*(a'h 3flè)8ina •"" 6c(â + ^) + 2A(a + 26)ains
s NG B
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Quand le trapèze est horizontal, le centre de pression coïncide avec le centre de gravité.
719 à 723. Principe d'Arghimèdb. — Quand un corps pnan est plongé dans un liquide^ les pressions exercées sur sa suif ace ont une résultante unique, égaie au poids du liquide déplacé et appliquée au centre de gravité de cette partie du fliddcy supposée soUdifiéc,
Le principe d'Archimède subsiste quand le corps n'est plo&gé qu'en partie dans le fluide, ou quand la densité p n'est pas la même à toutes les profondeurs.
724. Quand on pèse un corps dans un fluide, si P est le poidsdQ corps et V celui d'un égal volume de liquide, D et p les densités Traie et apparente, on a
DP'
725. Le principe d'Archimède subsiste dans le cas où Ton considère un fluide contenu dans un vase. Si l'on fait une ouverture à l'une des parois latérales, le vase sera mis en mouvement en sas contraire de l'écoulement du liquide. C'est là le principe des dii§> rentes machines dites à réaction.
Fig. i86.
CINQUANTE-CINQUIÈME LEÇON
CORPS FLOTTANTS. — MESURE DES OAUTEURS PAR LE BAROlftlU.
726 à 728. Équilibre des corps flottants.— Une section ABC perpendiculaire aux arêtes étant faite dans le prisme, DE éUint le
niveau du liquide, soient
CDE_ ABC
r étant le rapport de la densité du prisme à celle du liquide,
CA = a, CB = ^, AB=:r, CK=Â, CD = j:, CE-^r,
on a
xy = rab.
Si l'on nomme a et 6 les angles ACR et BGK, on a
a:'— î/^xcosa = ^'— a^j'cosê, x^ — a^cosa.j:'-f-ar^ôcos6.jr— r*c^b'^ — o.
Il y a au plus trois positions d'équilibre pour lesquelles le sommet seul est plongé dans le liquide.
Le problème précédent revient à mener par un point donné K une normale à une hyperbole ayant pour asymptotes CA et CB.
729. L« cas où deux sommets A et B du triangle sont immergés, se ramène au cas où un seul plonge dans le liquide.
730. Stabilité d*on coaps flottant. — Un corps solide étant Fig. 187. plongé dans un liquide, soit G le centre
de gravité do ce corps, et H celui de la partie immergée. Supposons que Ton écarte un peu le corps de sa position d*équilibre et que tous ses points ro^ îoivent de petites vitesses. Soit A'B'C'D' la section faite dans le corps par le nouveau plan de flottaison, le premier étant venu en ABCD.
Par le centre de gravité I de la section ABCD menons un plan AB'CD', parallèle au plan horizontal A'B'C'D' et qui coupe ABCD suivant la droite AIC. Posons 0 égal à l'angle des doux plans ABCD, ABTD*, Ç égal à la distance du point I au plan A'B'C'D', p égal à la densité du fluide, u égal à la vitesse de la molécule dm^ V égal au volume de la partie immergée quand le corps est en équilibre; GH — a; t égal à un iuQniment petit du troisième ordre au moins. On a
La constante c peut être supposée aussi petite qu'on voudra.
73i. Si le centre de gravité G du corps est au-dessous do celui du fluide déplacé H, l'équilibre est toujours stable.
732. Quand le point G est au-dessus du point H, si fi ou le moment d'inertie de l'aire ABCD par rapport à la droite AIC reste plus grand que \a à toute époque, l'équilibre sera stable. Il faut et il suflit que Va soit moindre que le plus petit moment d'inertie do la section ABCD, par rapport à toutes les droites qu'on peut y mener par le point I. Si p devenait moindre que V«, on no peut rien affirmer relativement à la stabilité de l'équilibre.
733. Du MÉTACBNTRB. — SoitSuucorps solide flottant. Lorsqu'il est en équilibre, son centre de gravité G et celui U du volume du liquide déplacé sont sur une même perpendiculaire au plan de flot*
SiTRs:. — BJéc, U. 28
taison ABCD. Supposons que ce corps soit symétrique par rapport à un plan vertical BLD, lequel contient alors la droite KGH. Ima-
Fig. i88.
ginons qu'on dérange un peu ce solide de sa posiUon d'équilibre, tout en maintenant vertical le plan BDG.
Ce plan contiendra toujours le centre de gravité de la masse fluide délacée. Le centre de gravité du fluide déplacé A'B'C'D'L est un certain point U'. Le point M où la verticale H'M rencontre la droite KGH est ce qu'on appelle le métacentre.
Si le métacentre reste toujours au-dessus du point G, sur la
droite HGK^ l'équilibre est stable.
Si, au contraire, le métacentre est constamment au-dessous du
centre de gravité, l'équilibre du corps sera instable. Enfin, si le métacentre peut être^ tantôt au-dessus, tantôt an-
dessous du centre de gravité, la considération seule du métacentre
ne fait plus rien connaître relativement à la stabilité de l'équilibre
du corps flottant.
73 i. De la mesure des uauteurs par le baromètre. — Soient «r la force élastique de l'air, et D sa densité à la température zéro; p la pression, p la densité de l'air à la température 0; en désigr^mi par a le coefficient de dilatation o,oo366 pour chaque degré d'ac-
croissement de la température, et faisant rr = X-, on aura
La densité do Tair mélangé de vapeur, quand la température s'élève, la pression tj restant la même, doit diminuer un peu plus que no l'indiquerait la formule précédente. Pour avoir égard à cette circonstance, on augmente le coefficient a, et l'on prend a = 0,004.
735. En désignant par z la hauteur d'un point quelconque de l'atmosphère au-dessus de la surface terrestre, M = 0,434-^946 on a
Ioî: - -
p k \l-\- ix}J)
736. Soit h la hauteur de la colonne barométrique pour la station dont la hauteur verticale est 2, et soii T la température du mercure, qui peut être différente de celle de Tair ambiant. Soient
h^ et T^ la hauteur et la température du mercure à la station inférieure, r le rayon terrestre, on a
-p = V^-r) rf' en posant, pour abréger,
H est dite la hauteur corrigée; c'est celle qu'aurait la colonne barométrique si la température du mercure à la station supérieure était la même qu'à la station inférieure.
737, 738. Si Ton désigne par \ la latitude de la station, et par G la pesanteur à Paris, dont la latitude est de 48*'5o'i4', on a
" ' = ■ - i'.r5ffi'.> {'- -:) h^ -. » log (,+ î)],
en posant
a = rr^T [l — 0, 002588 C0S2 (48" 5o'i4')].
On calcule le nombre a par l'équation mémo où Ton substitue à la place de z une ou plusieurs hauteurs mesurées par les procédés trigonométriques. On a trouvé ainsi
Lorsque z n'est pas très-grande, on néglige entièrement - dans
la formule; mais alors il faut augmenter le nombre a. M. Ramond a conclu d'un grand nombre d'observations faites dans le midi de la France, a = 18893, et il a adopté pour les latitudes peu différentes de 45"* la formule très-simple
s = 18393 (i -4- 0,0040) log tJ*
aNQUANTE-SIXIEME LEÇON.
MOUVEMENT DES FLUIDES
739. Équations générales du mouvement. — Les équations d'équilibre des fluides sont fondées sur la propriété qu'ils ont de transmettre également en tous sens les pressions appliquées à leur
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surface, et sur celle d*exercer sur chaque élément de sarface autour d'un point quelconque de leur masse, en vertu des actions moléculaires, une pression égale en tous sens et normale à Télément de surface qui le supporte. Cette dernière propriété n'a pas toujours lieu quand le fluide est en mouvement; mais on peut l'admettre quand le mouvement n*est pas très-rapide.
Soient x, jr, z les coordonnées d*un point m; fila, masse de la molécule fluide qui se trouve au points après le temps / ; X, T, Z les composantes, rapportées à Tunité de masse, de la force qui agit sur la molécule fi ; u, c, tv les composantes de la vitesse du point, p sa pression et p sa densité.
Équation de continuité
do dpu dov dp IV dt dx dy dz
742. Si la densité du fluide est constante, Téquation précédente
devient
du €lv dw _
dx dy dz
743. Si le fluide est incompressible, mais non homogène, Téquation de continuité revient aux deux suivantes :
dû dp dp dp
du dv da'
(ix dy dz
7i4. Dans le cas d'un fluide élastique et compressible, on aura encore la relation p ^ ^p^ le coefficient A- ne dépendant que de la température de la masse gazeuse.
715. On suppose que les molécules en contact avec une paroi fixe ou mobile y restent indéfiniment et que les molécules qui appartiennent à la surface libre ne cessent jamais d'en faire partie.
DES MÀTlkRBS. 4^7
Soit f (t, X, y, z) = o réqDation d'une surface sur laquelle no point du fluide doit toujours demeurer. On a
fif df ^ df ^ df dt (Ix dy dz
Si la paroi est Gxe,
df , df ^ df (Le djr dz
La vitesse du point est à chaque instant dirigée suivant une tan* gcnto à la surface.
La surface libre du liquide étant soumise à une pression a qui est la môme pour tous les points, mais qui peut varier avec le temps> on aura
dp dp dp dp du
dt dx dy dz dt
746. Si Ton veut obtenir le mouvement d'une molécule particulière, ses coordonnées x^y^ z cesseront d'être des variables .indépendantes. Pour les connaître, il faudra intégrer les équations simultanées
dv dy dz
dt ^ dt ^ dt
Lorsque u, v^ w sont telles, que l'on ait
udx -h vdy -h wflfe = rf(p,
on a
Les difTérentielles sont prises par rapport i x, Xt^ sans faire varier /.
Si le fluide est homogène, on a
--=s-i[(S)^-fê)'H(â)"}
Il faut y joindre l'équation
., /iâ) , ^i^j) /(p S) ^
di '" dx ' dy '^ az "■ '
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qui devient, pour un fluide incompressible, 748 à 754. Mouvement d'on fluide dans une htpotbêsb m-
TICULIÈRE.
755. Mouvement permanent d'un liquide. — En un point quelconque la pression est toujours la même et la vitesse de diaque molécule qui passe par ce point est constante en grandeur et es direction ; des molécules qui à des époques différentes occupent une même position parcourent la même trajectoire d'une manière identique. On a
dp = ^[Jidx + Ydx-^Zdz)- Idp*.
p est la vitesse de la molécule fi à Tépoque t où elle passe au point nty et dp est Taccroissement de la pression quand on passe du point m au point où arrive cette molécule après le temps de.
756. Pour un liquide pesant dont le niveau est entretenu à ose hauteur constante et qui s*écoulo hors du vase qui le contient par un orifice pratiqué à sa partie inférieure, on a, en prenant Taxe des z vertical et dirigé dans le sens de la pesanteur,
p^ et Pq étant la pression et la vitesse au premier point, /? et p au second.
757. Supposons que la surface supérieure du liquide soit plane
et soumise en tous ses points à une pression égale et constanlfP,.
En désignant par P la pression extérieure qui s'exerce à roriâct*.
on aura
ç»-çl = ig (h + A),
en posant P, -- P = ^pX-.
Soit (0 Taire de l'orifice et A Taire de la section du vase par le plan du niveau supérieur : on a
758. Si le rapport -- est très-petit, et si la pression est sensible-
ment la même à la partie supérieure du liquide et à Torifice, on a
en négligeant L
aNQUANTE-SEPTIÈME LEÇON.
VIBRATIONS PES GAZ PANS LES TUYAUX CYLINDRIQUES
759. ÉouATioN DD MOUVEMENT. — Dans rétat naturel d'équilibre d'un gaz, sa force élastique tr est égale à gmà, g étant la pesanteur, m la densité du mercure et h la hauteur de la colonne de mercure qui fait équilibre à la prcssien de ce gaz.
Nous supposons que les molécules du fluide en repos qui sont dans un mémo plan perpendiculaire aux arêtes du tuyau, se déplacent d'un mouvement commun parallèlement aux arêtes. Nous désignerons par i/ le déplacement MN des molécules qui ï._ Q^ étaient d'abord dans le
plan M; par p la force élastique ou la pression du gaz en N rapportée à
Tunilé de surface, par p la densité du gaz.
Le mouvement d'une tranche, s'il n'y a pas de force étrangère, sera donné par l'équation
en posant
760. Cas du tuyau indéhni dans les deux sens. — L'équation du mouvement est
En supposant pour / = o,
on aura
dx ' ^ ' dt
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