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PRÉFACE
Le Cours de Mécanique, professé par Stnrm à la Sorbonne cl à l'Ecole Polytechnique, a été publié par E. Prouhet d'après les Notes trouvées dans les papiers de Sturm et les feuilles lilhog;rapbiées distribuées aux élèves de l'École. La clarté et la simplicité de ce Cours lui ont valu un constant et légitime succès auprès des personnes qui abordent l'étude de la Mécanique rationnelle, cl l'on n'y peut regretter que l'absence de certaines questions qui sont maintenant entrées dans l'enseignement et viennent d'être introduites dans le programme de la Licence es Sciences malbématiques. Aussi M. Gauihier-VilIars a-t-il voulu que celle nouvelle édition fût conforme aux précédentes; mais en même temps il m'a confié le soin de la compléter. La rédaction d'une seule Leçon, la cinquantième, a été cbangée, parce qu'il était lacile, sans nuire à sa liaison avec le reste du texte, d'y donner les propriétés générales du mouvement des solides invariables considéré au point de vue de la Cinématique, avec des applications à quelques mécanismes.
XII FBBFACB.
Les éditions précédentes contenaient trois Notes : le& deux premièi'es, rédigées l'une par E. Prouhet, l'autre par M. Puiseux, ont été conservées ; la troisième, rendue inutile par les modifications apportées à la cinquantième Leçon, a été remplacée par l'exposé de la théorie générale des mouvements relatifs. Une quatrième Note renferme les additions les plus importantes : j'y donne une méthode très-simple pour obtenir les équations de Lagrange, et je montre par plusieurs exemples avec quelle facilité ces équations permettent de résoudre la plupart des problèmes de Dynamique ; puis j'établis les équations canoniques et le théorème de Jacobi qui permet souvent d'en obtenir les intégrales générales. Cette nouvelle édition contient ainsi toutes les matières de la Licence, sauf quelques questions de Mécanique appliquée qui ne se seraient rattachées que de loin aux Leçons de Sturm. Enfin, comme on ne saurait bien posséder les Lhéories de la Mécanique rationnelle sans en avoir fait des applications, nous avons donné les énoncés de près de trois cents problèmes empruntés au Recueil du P. JuUien et à celui que j'ai publié moi-même : les lecteurs studieux y trouveront un nombre suffisant d'exercices sur les difTérentes parties du Cours.
A. DX Saiiix-Oekuaik,
AYERTISSEMENT
DE LA PREMIÈRE ÉDITION
Le Cours de Mécanique que nous publions est la reproduction des Leçons faites par M. Sturm à l'École Polytechnique et à la Sorbonne. Il est composé d'après les feuilles autographiées de l'École, améliorées à l'aide des notes et des cahiers de M. Sturm. L'ordre suivi dans l'exposition des matières est celui de l'ancien Programme . Peu de temps avant sa mort, M. Sturm s'est expliqué fort nettement sur les raisons qui le portaient à séparer la théorie de l'équilibre de celle du mouvement.
u Jusqu'à nos jours, disait-il, on a divisé la Mécanique en deux parties distinctes, la Statique et la Dynamique. La première emprunte à l'expérience la notion du point matériel et celle de la force, et avec ces deux, seuls principes elle s'achève comme une science purement géométrique.
» La Dynamique se distingue de la Statique par l'introduction de plusieurs notions nouvelles, tout à fait
\n AVBRTISSBUENT.
étrangères h la Statique, telles que le monvement, la masse, le temps. Dans l'ordre naturel, où l'on passe du simple au composé, on doit donc commencer par la Statique. Mais nous avons changé tout cela, ou plutôt on a changé tout cela.
» I^es conditions d'équilibre sont indépendantes des idées de temps et de mouvement.
» Il ne faut pas dire que le théorème des vitesses virtuelles est le principe de la Statique : il n'en est que le résumé. Le véritable principe est le théorème de la composition des forces, n
En PhOUBET.
DES FORCES APPLIQUÉES A UN MÊME POINT
DMnitions. — Comparaiaoo des rorces. — BéaulUDle de pliiBieura forea. — Camposition dca forcea diriges suivant U même droits. — Ré^h dit parallélogramme des forcei. — Campoaîlion de plueleun Torcei concoaranlea. — Belalioas eatre une Sorce et ses compoaaDl«i suivant ttoii aie* recta Dgnl aires,
DÉriWITIOHS. FORCE. ÉQniLIBItE.
1 . On appelle corps ou matière toui ce qui affecte nos •ens d'une manière quelconque.
Les corps son le cm posés de points matériels ou à! atomes de dimensions insensibles.
Un corps peut être en repos ou en mouvement. IVoos ne pouvons observer que des mouvements relatifs : toutefois on conçoit le repos et le mouvement absolus.
â. On appelle force toute cause qui met un corps en mouvement ou qui tend à le mouvoir. *
3. Quand un point ou un système de points liés entre eux, sollicité par un système de forces, se trouve dans le Stdhi. — Mie., I. I
3 CODK3 DE MÉCAHIQDS.
même eut de repos ou de mouvement que si ces forces n'existaient pas, on dil que ce point ou le système de ces points est en éqmlibre. On voit qu'il n'est pas nécessaire pour cela que le système soit en repos : toutefois c'est à ce dernier cas que celte déiînilion s'attache le plus ordinairement.
coup ARA ISO» DES FOKCES,
4. Trois choses sont à considérer dans une force : son point d^ application, sa direction et son intentitè.
5. On dit que deux forces sont égales quand, appliquées Â un même point, suivant la même direction et en sens contraires, elles se font équilibre.
Si une force P' peut remplacer deux, trois, quatre, etc., forces égales à P, appliquées i un même point et dans le même sens, on dira que la force P' est égale à sP, à 3 P, .... De la notion d'une force multiple d'une autre, on s'élèvera à la notion de deux forces dans an rapport quelconque.
6. On démontre aisément, d'après les considérations précédentes, que le point d^ application d" une force peut être transporté en un point quelconque de sa direction,
' pourvu que ce dernier point soit lié au premier d'une manière invariable.
SÉSITLTAHTB DE PLUSIEURS FOKCES.
7. Quand une force unique peut faire équilibre à un nombre quelconque de forces appliquées k un système de points liés entre eux d'une manière inrariable, on peut remplacer toutes ces forces par une seule force R égale et opposée à la première. La force R est dite la résultante des forces qu'elle remplace, qui en sont nommées les composantes,
8. Un système de forces ne peut pas toujours être remplacé par une seule force; mais quand cela a lieu, il
fREMIEBB LEÇON. 3
n'existe qn'ane résultante. En effet, si le mèlne système admettaii deux résultâmes R et R', une force égale à R, appliquée suivant la même directioD et en sens coniraîre, devraîifaire équilibre à la force R', ce qui est impossible si R' n'a pas la même grandeur que R, la même directiou et le même sens.
COMPOSITION DES FORCES UIRICÉES SUIVANT LA MÊME DROITR
9. Si un certain nombre de forces sont appliquées suivant ta même ligne droite, elles se composent en une seule, égale à l'excès de la somme d^e celles qui tirent dans un sens, sur la somme de celles qui tirent dans l'autre sens, et cette résultante agit dans le sens des forces qui. composent la plus grande somme. En d'autres termes, la grandeur et le sens de la résultante sont donnés par la somme algébrique des forces, en regardant comme positives celles qui tirent dans un sens, et comme négatives celles qui tirent dans le sens opposé.
Si deux forces P e( Q sont représentées en gran
deur et en direction parles deux ''*' '■ cotés contigus AB et AC du pa~
rallélogramme ABCI), la résultante R de ces deux forces sera représentée en grandeur et en direction par la diagonale AD de ce parallélogramme, en sorte que les composantes et la résultante peuvent être représentées par les trois côtés du triangle ABD.
Pour démontrer ce théorème, nous commencerons par faire voir que la résultante est dirigée suivant la diagonale AD, en nous appuyant sur le lemme suivant : Soit on losange ABCD, de forme invariable : appliquons
4 cocus DE MËCANIQOE.
aux pointa A et C quatre forces égales dirigées suivant les
côtés AB, AD, CB, CD. On peut regarder comme évident
Fij. a. que les forces égales appliquées
j g en A donnent une résultante di-
^ 7 rigée suivant la bissectrice AC
/ ,/ de l'angle BAD, et que les forces
i> « appliquéesen Cdonneniuneré-
sultante égale et directement opposée à la première. Le
système reste donc en équilibre sous l'action des quatre
forces.
11. Cela posé, soil_/" une commune mesure aux forces P et Q, et admettons, pour fixer les idées, que l'on ait
partageons AR en quatre parties égales et AC en trois parties égales entre elles et par con- II séquent égales aux premières.
f !r'f~:Qj^ Menons EH, FI, GK parallèles *r'pnJ^ à AC, et MS, LN parallèles à AB.
fZJi—ll—ll^l Nous ne troublerons pas l'état
du système en appliquant aux sommets L ei E, M et F, C et G, H et B, I et N, K et S des losanges LE, MF, CG, HB, IN, KS, et suivant les côtés de ces losanges, des forces égales ïf. Mais les forces égales et contraires appliquées aux extrémités des droites HE, IF, KG, MS, LN se détruisent. Donc il ne reste que quatre forces égales à y dirigées suivant CD, et trois forces égales ày dirigées suivant BD, Les quatre premières se composent en une seule égale à P, que l'on peut supposer appliquée au point D, et de même les trois autres donnent une résultante égale à Q et appliquée au même point D. 11 résulte de là que le système des denx forces P et Q appliquées en A peut être remplacé par deux forces P et Q appliquées au point D. Donc la résultante passe par le point D; mais elle passe déjà par le point A : donc elle est dirigée suivant AD. c. q. f. d.
PREHltRE lEÇOM. 5
Nous avons supposé que les forces P et Q étaient com mensurables entre elles; si elles étaient incommensurables, en employant un mode de raisonnement bien connu, on ferait voir que dans ce cas la résultante est encore dirigée suivant la diagonale AD.
i2. Après avoir trouvé la direction de la résultante, il reste à montrer que sa grandeur est représentée par la longueur de la diagonale AD.
Imaginons une force AE égale à ]b résultante inconnue et dirigée suivant le pro-
Fig.4.
longement de la diagonale AD. Cette force fera équilibre aux forces P et Q. Par t la résultante des
conséquen
forces P et AE sera dirigée dans le prolongement AF de la droite AC. Or, d'après le numéro précédent, cette direction doit être celle de la diagonale du parallélogramme AEFB. Donc les deux triangles AËF, DAC seront égaux comme ayant un côté égal adjacent à deux angles égaux, savoir : EF = CD, puisque EF = AB = CD; les angles AFE et ACD égaux comme atiernes-iaternes; les anglus AEF et ADC égaux par la même raison. Donc AE^ AD. Donc la diagonale représente bien l'intensité delà résultante.
Fie- 5.
COMPOSITION DE PLUSIEURS FORCES
13. En partant du théorème (40), il est facile d'obtenir la résultante d'un nombre quelconque de forces appliquées en un même point. En effet, supposons qu'un certain nombre de forces P, P', P", P'", appliquées au point A, soient représentées en grandeur et en direction par
6 COURS UK MÉCANIQUE.
les droites AB, ÂC, AD, AE. Les deux forces P et P' auront une résultante r représentée par la diagonale AL du parallélogramme ABLC. De même la diagonale AM du parallélogramme ALMD représentera la résultante r'des forces r et P", ou la résultante des forces P, P' et P". Enfin, la diagonale AN représentera la résultante R de r* et de P"', c'est-à-dire la résultante des forces P, P', P" etP".
En réduisant la construction à sa partie essentielle, on ' voit que, si l'on décrit un contour polygonal dont les côtés successifs soient parallèles à la direction des forces P, P', P", . . . , et proportionnels à leur intensité, la droite qui fermera le contour représentera en grandeur et en direction la résultante cherchée.
14. Si le contour se ferme de lui-même, les forces P, P', P", . . . , se feront équilibre, et réciproquemeni.
Considérous en particulier le cas de trois forces
p. g X, Y, Z, représentées par les
trois c6tés contigus AB, AC, AD du parallélipipède A6CDG. Il résulte de la construction pré- - cédente que la résultante R de ces trois forces est représentée par la diagonale AG de ce parallélipipède.
16. Réciproquement, on peut toujours décomposer une force R, dirigée suivant AG, et appliquée au point A, en trois autres dirigées suivant trois droites quelconques kx, hjr, Az partant du point A et non situées daus un même plan; car, si l'on mène par le point G trois plans parallèles aux plans xy, xz^yz, on formera un parallélipipède, et AG = R sera la résullantc des trois forces X, Y, Z, représentées par les arêtes AB, AC, AD.
RELATIOHS EHTKE UNE FOKCE ET SES COMPOSANTES SOIYAnT TROIS AXES KECTAMCtTLAIRES.
17. Dans le cas où les composantes so^t perpendiculaires entre elles, les lignes AB, AC, AD sont les projections orthogonales de AG sur les trois axes hx, Aj, Az; donc si l'on désigne par a, b, c les angles que la résultante fait avec les axes, on aura
(i) X=Rcosa, Y = RcosA, Z=Rcosc.
Ces relations font connaître immédiatement les composantes X, Y, Z, quand R, a, b, c sont connus. Si, au contraire, les forces X, Y, Z sont données, on pourra en déduire K, a, b, c. En eifet, en élevant au carré les équations (i) et les ajoutant, on aura
R' = X' + T'4-Z', à cause de
cos'fl -i-cos't -|-cos'c = i.
n en résulte
18. Les formules (i) sont générales, pourvu que, regardant comme positives les forces qui tirent le point A dans le sens des coordonnées positives, et par suite comme négatives celles qui tirent dans le sens contraire, on prenne pour a, &, c les angles que fait la direction de la résultante avec les parties positives des axes Ax, Âj, Az.
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Pour s'en convaincre, il suffit d'examiner, par esemple, Tie. 1. le cas OÙ X et Y étant positives,
Z serait négative. On voit, en construisant le parallélipîpède ABCD, que la résultante R fait avec Ax el Aj des angles atgus ei avec A z un angle obtus j on a donc
C0Sil>-O, cosfr^-o, COSC<0,
-xt
-Z = Kcoi{>-.).
Mais cette dernière égalité revient à Z = R cosc.
Ainsi les formules (i) sont encore applicables dans ce
DEUXlfcUB I.BÇOR.
DEUXIÈME LEÇON
SOTTE DE LA œMPOSlTION DES FORCES œNCOUBANTES.
Calcnl de la résultante d'nn nonibre quelcoDqae de Torces appliqnéea en uamème point. — Gond i lion» d'équilibre de plusieurs forces conconranles. — Équilibre d'uu point assujetti k demeurer lur une sartafe.
CALCUL DE LA nÉSDLTÂIJTE DtJN NOHBKB QDfXCONQDE DE FORCES APPLIQUÉES Bit DM MÊME POINT.
19. On ramène au cas de trois forces rectangulaires la composition d'un nombre quelconque de forces appliquées en un même point Â.
En effet, menons par ce point trois axes rectangulaires quelconques Âx, Aj, A^. Soient a, j3, 7; a', (5', 7'. . ■ ., les angles que les directions des forces P, P', P", . ■ ■ font avec les axes Ax, Aj^, Az.
Si l'on décompose la force P en trois autres dirigées suivant les axes, ces composantes seront représentées, quant à la grandeur et au signe, par
Pcosa, Pcosp, PC0S7.
Des expressions analogues représenterontles composantes des forces P', P", . ... En désignant par X, Y, Z les résultantes des forces dirigées suivant les axes, on aura
iX— f cosa+ l"cosa'+ P"cosa"H , y= PcosPh- P'cosp'-t- P'cosp'H-. . ., Z = P COSï -i- P' cos/ -r- p" COS7" +
La question est donc ramenée à la composition de trois forces appliquées à angle droit en un même poiut. En appelant R la grandeur de la résultante, et a, b, c les
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angles qu'elle fait avec les axes, ou aara (17)
cobA^ —1 cosi; =: —
ft R
20. L'inteasité de la résultante ne dépend pas du choix des axes ou des angles «,|3, y; a', p', 7',. . . : il doit donc être possible de l'exprimer indépendammenl de ces quantités.
En effet, élevons au carré les équations (i) et ajoutons-les. En observant que l'on a
X' + Y'-HZ' = R', coCb 4-cos'P -i-cos'7 =1,
C0S'a'-l-C0S*p'-+-COS'7':=l,
+ aPP' (cosacosa' + cos^cos^' -I- cosycosy' )-!-....
Mais si l'on désigne par (P, P') l'angle que font entre elles les directions des forces P et P', on a
cosa cosoi' -1- cos^cosp' + COS7 cosy' = cos(P, P'). Par conséqueul, on a
j -HaPP'coï(P, P') ■+-2PP"cos(P, P")-i-...,
formule où la grandeur de la résultante est exprimée en fonction des intensités des forces et des angles qu'elles font entre elles.
Si l'on considère R, P| P', . . . comme les côtés d'un polygone, cette équation donnera la valeur d'un côté en fonction des autres côtés et des angles que ces côtés font entre eux. Il en résulte ce théorème : he caiTé d'un côté d'un polygone est égal à la somme des carrés des autres côtés, plus deux fois la somme des produits de ces der-
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niers côtés pris deux à deux et multipliés par le cosinttx de V angle <jiiih forment.
21. Au lieu Ae décomposer, comme nous venons de le faire, la force P en troia forces dirigées suivant les trois axes Ax, A^, Az, on peut la décomposer ea deux forces agissant, l'une suivant k.x, et l'autre dans un plan z Aj^ perpendiculaire à Ax. La composante suivant Ax est représentée en grandeur et eu signe par Pcosix. On dit alors que P cosa représente la force P estimée suivant la direction Âx. Sous ce point de vue, les équations (i) donnent lieu au théorème suivant :
La résultante de plusieurs forces, estimée suivant un axe gitelconque, est égale à la somme de ces forces estimées suivant le même axe,
CODDITIOMS d'équilibre DE PLUSIEURS FORCES CONCOUEAMTES.
22. Pour que plusieurs forces appliquées à un même point se fassent équilibre, il faut que leur résultante soît nulle. Or, en conservant les mêmes notations que dans la question précédente, on a
R = VX-'-h Y' -HZ' On devra donc avoir
X = o, Y = o, 2 = 0, c'est-à-dire
iPcoso: 4- P" co»a' + P'cosa"-H ,.=0, Pcosfl -h P'cosp'-i-P''cosp' ■■-,.. r=o.
P C0S7 ■+■ P' C0S7' -I- P" C0S7" -1- ... ^= (1, et réciproquement, si ces conditions sont remplies, il y aura équilibre, puisque la résultante sera nulle.
23. Il est aisé de vérifier que, si ces conditions sont remplies, l'un» quelconque des forces sera égale ei oppo- •ée à la résultante de toutes les autres.
la CODUS de XÉCATItQVE.
En eSet, désignons par R' la résultante des forces P', P", P'", . . . , et par a', i', c' les angles que cette résultante fait avec les axes; nous aurons
/ R' COSd' := P' COSa' -t- P" COSa' + . . ,
(■ï) I R'cosi'^ P'cosp'-t-P"cosp" + . . .,
( R'cose':=P'cos7'-i-P"cos7"-l-
La comparaison de ces équations el des équations (i) donne
IPcosa = — R'cosa', Pcosp^-a'cosp', P C0S7 =^ — R' C0S7'; d'où l'on tire, en élevant au carré et ajoutant membre à membre,
P' — R'» ou P =. a', el, par suite,
ou bien
- cosfr', cosy:^ -
d'où l'on conclut que la force P est bien égale et directement opposée à la résultante R' des forces P', P", P"',
ÉQUILIBRE D UN POINT &SSTIIETTI A SE MOUVOIR SUR UNE SUHFÂCE
24. Nous avons supposé jusqu'à présentquelepoint A, à part l'action des forces P, P', P", . . . , était parfaitement libre dans l'espace. Les conditions d'équilibre ne seraient plus les mêmes si le point était assujetti à demeurer sur une surface ou sur une courbe donnée.
FîB- 8. Dans le premier cas , si le
point A est sollicité par une force K normale a la surface considérée, il devra être en repos. Car il ne pourrait commencer à s'éloigner de sa position que sui-
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vani la direction d'une des laDgenles à la surface au point A, et comme toutes les tangentes foat un angte droit avec la direction AN de la force, il n'y a pas de raison pour que le mouvement naisse dans un sens plutôt que dans un autre; donc le point A restera en repos.
Au contraire, si le point A est sollicité par une force S, dont la direction ne soit pas normale à la surface, il ne restera pas en équilibre. En effet, on peut décomposer la force S en deux autres, l'une dirigée suivant la noimsle AN à la surface, l'autre suivant l'une des tangentes AT à celte surface, savoir celle qui est à l'intersection du plan tangent et du plan SAN. La première force ne fera que presser le point sur la surface ; mais la seconde aura tout sou effet, et dès lors le point A glissera sur la surface.
Ainsi, la condition nécessaire et suffisante pour qu un point A , placé sur une sur/ace et sollicité par des forces quelconques P, P', P", . . . , reste en équilibre^ est que ces forces aient une résultante R normale à la surface.
25. Pour exprimer cette condition par l'analyse, pre- ^_ nons trois axes rectangulaires
quelconques Ox, Oy, Oz. Appelons «, (3, -/; a\ P', y';..., les angles que font les forces P, P', P", . , . avec les axes. Il y libre si nous introdui-
y^ t ' sons une force N égale et direc-
* tement opposée à R. Donc si ?.,
fx, V désignent les angles que la force N (dirigée suivant AI
ou AI') fait avec les axes, nous aurons
- P cosoL + P' cosa' -!
l-Pcosp + P'cosp'4
- Pcos-/ + P' cos7'h
Ces trois équations peuvent être mises sous u
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plus simple. En effet, soit réauatîon de la surface-, on aura
(3) cosl
Il faut laisser le double signe, parce que la force inconnue N peut tirer de Â vers I on de Â vers I'. Si l'on pose, pour abréger.
on a
(4) cosl =
v/(l)'-il)'-i)'
De plus, si X, Y, Z désignent les sommes alg^riques desforcesP, P', P",.,., estimées suivant les axes Ox, 0/,
Oz, on a
X — P cosa 4 P' cosa' -1- .
T= Pcosp + P'cosp'-I- .
Z = P CO87 + P' COS7' H
(1) deviennent donc
BV| + X = 0.
dz
Comme N
est un
inconnue auxiliai
re,on
trQjivera les
conditions d'équilibre cberchées en éliminant ^J ou NV entre ces équations, ce qui donne
dx djr dt
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On énoDce ce résultat en disant que les sommes des força estimées suivant trois axes doivent être proportionnelles respectivement aux dérivées partielles du premier membre de l'équation de la surface, rapportées au point d^ application.
26. Si les équations (6) sont vérifiées, il y aura équilibre, et il sera facile de conoaitre le sens suivant lequel agit la résultante des forces P, P', P", . . ■ , car on a
ce qui montre que V est de signe contraire à l'un quelconque de ces quotients. Quant à N, qui est la pression exercée sur la surface par les forces données, elle sera ' représentée par l'un des trois quotients
dx dy dz
' 27. Les deux équations de condition, trouvées plus haut, auraient pu être établies plus rapidement, en observant que les cosinus des angles que fait la résultante des forces P, P', P", - - - avec les axes sont proportionnels à
X, Y, Z, et que les cosinus des angles que fait la normale AN avec tes mêmes axes sont proportionnels à
dx dy dz On exprimera que ces deux directions coïncident, en écrivant que leurs cosinus sont proportionnels, c'est-à-dire que
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28. Si, donnant seulement les directions et les intensités des forces P, P', P", . . . , on ne fixait pas la position du point A sur la surface, il faudrait joindie, aux deux équations d'équilibre, l'équation de la surface
ce qui déterminerait complètement les coordonnées du point A.
ÉQUILIBIIB d'uK point
SDH UNE COURBE
29. Supposons maintenant que le point d'application des forces P, P', P", ■ . . soit assujetti à demeurer sur une courbe Gxe LM.
On fera voir, comme dans le cas précédent, que la conpjij j^ dition nécessaire et suffisante
pour que l'équilibre ait lieu, est que la résultante R de toutes ces forces soit perpendiculaire à la tangente AT à la courbe, c'està-dire située dans le plan normal mené par le point A. Or, en appelant a, b, c les angles que la résultante fait avec les axes, on a
D'ailleurs, x,^, z étant les coordonnées du point A, et ds la différentielle de l'arc de courbe, la tangente AT fait avec les axes des angles dont les cosinus sont-
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donc, comme l'angle RAT est droit, on aura
coïRAT — o ou
(a) Xfir + Ydj' + Z A =i o;
t'est la seule condition d'équilibre dans le cas actuel.
Si le point A n'était pas dound d'avance, on aurait pour le déterminer l'équation (a) et les équations de la courbe.
30. Quand le point A est donné, on peut choisir la tangente AT pour l'uu des axes, l'axe des x par exemple, et alors, en décomposant chaque force en deux autres, l'une dirigée suivant la tangente AT, et l'autre siluée dans le plan normal, on voit que la seule condition d'équilibre sera (3) X = o,
puisque les forces normales à la courbe ne peuvent produire aucun effet. C'est ce que donne encore l'équation générale, car dans ce cas on a
et l'équation (a) se réduit à
StvIUI. — M(!t., 1.
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TROISIÈME LEÇON
COMPOSITION ET ËQDIUBRB DES FORCES PARALLËLES.
Compoeition de deux tonxê parallèlea. — Coaple. — CompositioD d'an nombre quelconque de forces parallèlea. — Centre des Torcea parallèlea. — Théorème des moments. — Calcul des coordonnëea du centre dea forces parallèles. — Équilibre des forces parallèles.
COUPOSITlOn DE DEUX FORCES PARALLÈLES. — COUPLE.
31. On sait que, si deux forces P et Q, parallèles et Fis.it. dirigées dans le même sens^
P sont appliquées respectivement
/ à deux points A et B liés inva-
riablement entre eux, elles ont «ne résultante R égale à leur " somme P + Q, dirigée dans le
même sens et appliquée en un point C de ÂB tel, que l'on ait
P _Q _^ BC ~ LA ~ Ati
Quand les deux forces agissent en sens contraires, la
Ke-tï- résullanteR est égale à leurdij-
p férence P— Q si l'on a P>Q,
r.^__K I tii'fi dans le même sens que la
/ 7 ^ force P, et sa direction rencon-
'ii / tre le prolongement de AB en
/ un point C, situé du côté du
'^ point A et tel, que l'on ait encore
bc^ca'^ab'
Ainsi, dans tous tes cas, deux forces parallèles et leur résultante, ou, ce qui revient au même, trois força
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parallèles qm se font éqmlibre sont proportionnelles chacune à la distance des points d'application des deux autres.
3â. Dans le cas de deux forces de sens coatraîres, on aura
P-Q, BC
Si Q = P, on a R := o et BC = co . Ainsi, le sjstème de deux forces parallèles, égales et de sens contraires, qui n^agissent pas suivant la même droite, n^a pas de résultante. Un pareil sysième se nomme un couple.
33. On peut démontrer directement qu'un couple n'a pas de résultante. En effet, supposons quelecouple (P,Q) ait une résultante R. En faisant pivoter le couple en même temps que la force R autour du milieu O du braa du levier AB , on anâène la force P à prendre la place de Q et VIC0 'Vend; Raura pris la position R'. Mais dans cette nouvelle position on aura le même couple qu'auparavant. Il en résulte que ce couple aurait deux résultantes différentes R et R', ce qui est impossible (8). Donc un couple ne peut pas élre remplacé par une force unique.
COVFOSmOIl d'un sombre QOELCONQ17E DE FORCES PARALLÈLES.
34. Soient p, P'jP", ■ . • plusieurs forces parallèles appliquées i des points A, A', A", . . . liés entre eux d'une manière fixe et invariable, et supposons d'abord que toutes ces forces tirent dans le même sens. !« point d'application G de leur résultante s'obtiendra en composant les deux premières forces, puis la résultante des deux premières avec la troisième, et ainsi de suite. La résultante
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des forces P, P', P", - . . seri^ évidemmenL parallèle à ces forces et égale à leur somme.
Admettons, en second lieu, qu'un cenaia nombre de forces P, P', P", par exemple, [R, agissent dans un sens, et les au-
<> ^ 1 très P™, P" dans le sens con-
traire. On composera d'abord |b les forces P, P', P" en une seule
R, = P + P' 4- P", appliquée au point D; puis les forces P*" et P'^ en une seule R, = P^-h P'% appliquée au point E et parallèle à R,. Alors, si la force R,, par exemple, est plus grande que R,, la résulianie totale sera nne force
appliquée en un point O déterminé par la proportion
35. Si l'on avait R* = R| et si le point E n'était pas sur la direction de Ri, le système des forces proposées se réduirait à un couple.
CENTRE DES FORCES PAKALLÈLES
36. Le point d'application de la résultante d'un système de forces parallèles ne dépend que des rapports de grandeur qu'ont ces forces entre elles et de la figure formée par leurs points d'applicaiîon, d'où résulte ce théorème ; St l'on change simultanément les directions et les intensités de toutes les forces, de manière que, passant toujours par les mêmes points d'application, elles conservent les mêmes rapports de grandeur et leur parallélisme, la résultante de toutes ces forces passera toujours par le même point.
Ce point est appi:lé le centre des forces parallèles.
TROISTEMB LEÇDK.
THÉORÈME DES IfOUENTS.
tK-
37. Occupons-nous maintenanl de déterminer par le calcul la position du centre des forces parallèles.
Considérons en premier lieu deux forces P et P' tirant Fig. iS. dans le même sens. Soient Âet A'
leurs points d'application, et C celui de leur résultanle P -H P'.
Prenons trois ases rectangulaires, et soient
AB = z, A'B' = z', CF =«,.
^ï " MenonsHCH'parallèleàBB'.
Les deux triangles CAH, CA'H' donnent
d'où l'on tire
(a) (P+P')î, r=Pî-+.P'ï'.
L'expression Pz,oule produit de la forcePmultiplîée par la distance de son point d'application au plan xOjr, comptée sur une direction parallèle à Oz, est ce quon appelle le moment de la force P par rapport à ce plan et à cette direction. Le plus ordinairement cette direction est perpendiculaire au plan xOj : dans tous les cas, l'équation (3) montre que le moment de la résuliante de deux forces parallèles par rapport à un plan est égala la somme des moments de ces forces par rapport à ce plan.
38. De là on conclut aisénientque si l'on a un nombre quelconque de forces P, P', P", . . . parallèles et de même sens, appliquées en des points A, A', A", . . . situés d'un
ioyGoQgle
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même c6té du plan xOy^ on aura
(3) R., = Pï+P'»'+P"*' + ...,
K étant la résultante et Zf, s, z', s', . . . les distances an
plan xOy, comptées parallèlebient à l'axe des z, des
points d'application des forces.
Considérons maintenant le cas de deux forces P
Fig. i6.
et P' parallèles et de sens contraires. Soient A, A' et C les points d'application des deux forces et de leur résultante. Po-
Menons CHH' parallèle à BEf, nous aurons
On dédnit de U
-PV.
Par conséquent, le moment de la résultante àe tteiix forces qui agissent en sens contraires est égal à la différence des moments de ces forces.
40. Enflu, considérons plusieurs forces, dont les mies, Fi,,. ,,, P, P', P", tirent dans un sens,
eties autres, P"*, P", tirent dans le sens opposé.
La composition des forces P, P', P" donnera une résultante
R, = P + P'-4-P' appliquée an point D, et l'on
ioïGoogle •
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La composilioa des forces P"' et P" donnera une résultante
appliquée en E, et l'on aura
(2) R,.Ea=P''«"-l-P"î".
Donc, si R esi la résultante de toutes les forces, G son point d'application, et si l'on pose GK = £,, on aura, en supposant R, |> R,,
Ra.= R,.DI = R,.EH, ou bien
41 . On voit que ces deux équations rentrent dans les suivantes :
'^' ( Ra, = p8 4- P'a'4'P"î"-|-P a -l-P"z",
pourvu que, regardant comme positives les forces qui agissent dans un sens, on regarde comme négatives celles qui agissent dans le sens contraire. Â l'aide de cette convention, on peut dire, en général, que le moment de la résultante de plusieurs forces parallèles par rapport à un plan est égal à la somme algébrique des moments de ■ ces forces.
4â. Nous avons supposé jusqu'à présent que les points d'application des forces étaient situés du même c6té du plan xOy; mais cette restriction n'est pas nécessaire, et le théorème des moments a toujours lien eu regardant les
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quantités désignées par 2, 2', z'\ . . .,z, comme positives pour despotnts situés d'uncertain côté du plan, et comme négatives pour des points situés du côté opposé.
En effet, les points A, A', A", . . . , auxquels sont appliquées les forces considérées, étant situés d'une manière ) quelconque, menons le plan
x^Qfy parallèle à xOj et à une distance 00' = A assez grande X pour que tous les points A, A',
t; A". . . . soient au-dessus du plan
y / x'O'y'. Alors si Z, Z', Z", . . . ,
" Z, désignent les distances, comp-
tées parallèlement à Oz, des points d'application, au plan x'Oy^ on aura
RZ, = PZ -l-P'Z'-f.p"Z"-!-.. -î
mais, à cause de It ;= ï' + F -H P" -I- . . - , on a
donc, en retranchant membre à membre,
R(Z,— A)^P{Z — h}-f-P{Z'—A) + P^(Z''~iy-^-.,..
Mais on sait qu'en ayant égard aux signes des coordonnées, on a toujours
donc on aura, dans tous les cas.
CALCUL DES COOKDONNÉES DU CENTRE DE TLUSIEUBS ponces FIRILLÈLES.
43. Si l'on applique le théorème des moments à trois plans coordonnés, on aura, pour déterminer la grandeur de la résultante R d'un système de forces parallèles, et
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les coordonnées Xi,^,, Xi de son point d'application, les
quatre équations
IR*, =Px + V'x' + P''x" -r- . . ., B j-i — Pj -I- py + P V + • ■ ■ ) Ri, =Pï -l-P'i' + P"i" +
Quand les coordonnées sont obliques, on peut remplacer les x,y, z par les perpendiculaires abaissées des divers points sur les plans j'Oz, xOz, xOj; car cela revient à muliiplier chacune des équalious (a) par le siaus de l'angle que fait l'axe correspondant avec le plan des deux autres axes.
44. Si le plan xOjr était mené par le centre des forces parallèles, on aurait z, = o, et par suite Rzi, ou (3) Pî + P'i' + P''i" -(-... = o.
Donc la somme algébrique des moments d'un système de forces parallèles, par rapport à tout plan qui passe par le centre de ces forces, est nulle. Et réciproquement, si la somme algébritjue des moments d'un système de forces parallèles, par rapport à un plan, est nulle, ce plan contient le centre de ces forces, car de
Pï+P'e'4-P"z"-)-. . . = on déduit R z, -= o, et, par suite, z, z= o.
4o. Si le système des forces proposées se réduisait à un couple, on aurait R = o et
Ainsi, dans ce cas, il n'y a pas de résultante, comme on lésait déjà.
46. On peut encore déduire des formules ce fait, d'ailleurs évident parla construction géométrique, que si tous lea voints d'application sout dans un même plan, le ccn-
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tre des forces sera dans ce plan. En effet, si l'on prend ce plan pour plaa des xy^ on aura z ^ o, z' = o, . . . , et la troisième des formules (a) donnera Zj = o. On verra de même que si tous les poinls A, A', A", . . . sont sur une ligne droite, le centre des forces parallèles sera sur cette ligne.
ÉQUILIBRE DES FOItCES PAKILLÈLES.
47. La condition nécessaire et suffisante pour que plusieurs forces parallèles P, P', , P", , . . se fassent équilibre, est
*' T*' I que l'une d'elles, P par esem-
■ 11» !'■ * pIC) soit égale et direclemenl op-
posée à la résultante R' de toutes p '" les autres. Pour exprimer cette
Y couditiou par l'analyse, prenons
^ / trois ases, dont l'un OZ soit pa-
rallèle à la direction des forces.
La force P et la force R' se faisant équilibre, on doit
R'r^-P ou P + R' = OÎ
mais
Donc une première condition d' équilibre est quo l'on ait
Il faut, en outre, que les directions des forces P et R' coïncident, par conséquent que Vx et ly de leurs points d'application soient les mêmes. Or, si a et |3 sont les coordonnées du point K, où est appliquée la force R', on doit avoir (43)
R'p = py+PV'' -+-■■■•
Mais Duisque « = x, |3 = j', R' = — P, il en résulte
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ces deux nouvelles équations d'équilibre
(2) Vx-i-V'^-^V^-^.. =0,
(3) Vx ■+■ PV+ PV-i- . =0.
4S. Réciproquement, si les condilipiis (i), (s) et (3) sont remplies, la force P sera égale ei directeoient opposée à la résuliante R' des autres forces, et il y aura équilibre.
49. Ainsi les conditions nécessaires et suffisantes poor qu'il y ait équilibre sont données par les trois équations
(4) ( Px+PV-l-P'^'H-- .^-o,
f Pj--i-P'/ +?"/' + .-- = ".
On les énonce ordinairement en disant que la somme algébrique des forces doit être nulle, et que la somme algébrique des moments des forces, par rapport à deux plans parallèles à leur direction, doit être nulle pour chacun de ces daux plans.
îtO. Quand le système renferme un point fixe O, les forces proposées ne peuvent pas, dans le cas de l'équilibre, se réduire à un couple. En elfet, si l'équilibre existe, le point O éprouve une certaine pression, déterminée de grandeur, de direction et de sens. Par conséquent, si l'on remplaçait la fixité du point O par une force L égale et directement opposée à cette pression, il devrait y avoir encore équilibre; donc un couple et une force unique se détruiraient, ce qui est absurde.
Il résulte de là que, dans le cas d'un point fixe, les forces doivent avoir une résultante unique, dont la direction passe par le point fixe,' sans quoi cette furce et la force L ne pourraient se faire équilibre. Cette condition est d'ailleurs suffisante.
Or, si l'on prend le point fixe pour origine et l'axe
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des z parallèle à la direclioa des forces, la résultante des forces devaut être dirigée suivant cet axe, ses moments, par rapport aux plans zOx et zOjr, devront être nuls, et par conséquent on aura
( Pj -(- vy + p"j-" -h . . . = o.
Dans ce cas les conditions d'équilibre se réduisent à deux.
Si le point fixe était le centre des forces parallèles, ces conditions seraient remplies d'elles-mêmes. Par conséquent l'équilibre existe dans un système de forces parallèles quand on fixe le centre de ces forces, ce qui est d'ailleurs évident
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QUATRIÈME LEÇON
DD CENTRE DE GRAVITÉ
Notiona lur 1s peesnleur. — Poidl. — Centre de erarilc. — Po Ida spécifique. — Densité. — CsDlre de gravité d'un asiemblage de poida. — Propriélcs du centre de grïTité. — Centre de gravité des ligoea.
notions SUR Lt PBSlNTBrit.
^i . Oq appelle pesanteur ou gravité la force qui sollicite tous les corps vers la surface de la terre. Elle s'exerce sur chaque particule matérielle, suivant une direction perpendii^ulaîre à la surface de la terre, ou plutôt à la surface des eaux tranquilles. Cette direction est appelée verticale.
Comme les corps que nous considérons ont toujours des dimensions très-peiîtes relativemeat au rayon terrestre, il est permis de regarder les verticales menées des diilérents points d'un même corps comme parallèles entre elles.
L'intensité de la pesanteur varie avec la latitude et avec ta hauteur du corps \ mais on peut, sans erreur appréciable, supposer cette intensité constante aux divers points d'un même corps.
POIDS. CERTEE DE GBÂVITË.
5â. La force de la gravité ne s'exerce pas seulement sur les mole'cules situées à la surface d'un corps; elle sollicite également toutes ses particules, puisqu'il faut le même effort pour soutenir un corps que pour soutenir lesdiQerenles parties dans lesquelles on le décompose.
Un corps pesant peut donc être considéré comme un assemhlage de points matériels liés entre eux d'une ma-
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nière invariable et sollicités par de petites forces parallèles, puisqu'elles agissent toutes dans la verticale, et de même sens. La résultante de lotîtes ces forces est appelée le poieis du corps, et leur centre est dit le centre de gravàé du corps.
53. La direction du poids du corps passera toujours par le centre de gravité, quelle que soit la position du corps, et le corps demeurera eu équilibre, si l'on fixe le centre de gravité.
De là résulte un moyen de déterminer par l'expérience le centre de gravité d'un corps. Car si l'on suspend le corps à un point fixe, par un fil flexible, la direction de ce fil, quand l'éijuilibre est établi, doit passer par le centre de gravité. Donc, si l'on suspend le corps dans deux positions différentes, son centre de gravité sera déteroiiné par l'intersection des deux directions du ûl.
POIDS SPÉCIFIQUE. DENSITÉ
5-1. Quand la matière d'un corps est homogène, des volumes égaux de ce corps ont des poids égaux; en d'autres termes, le poids est proportionnel au volume.
Si l'on compare entre eux deus corps bomogèncs, formés de substances différentes, les poids de cbacun d'eux, BOUS le même volume, sont différents.
Oa appelle pesanteur spécifique d'un corps le poids de l'unité de volume de ce corps. Si 17 désigne ce poids, P le poids du corps et fie volume, on aura donc
P=DC
On prend pour unité de poids le poids de i centimètre cube d'eau distillée, à son maximum de densité, c'est-àdire à la température de ^",1.. Le poids d'un corps varie avec le lieu où il est placé; mais, comme les poids de tous les corps varient dans le même rapport, le poids d*uu corps quelconque exprimé eu grammes est le même partout.
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55. Quand un corps n'est pas homogène, on nomnif densité moyenne le rapport du poids de ce corps à son volume. On appelle densité, en un point M de ce corps, la limite vers laquelle tend la densité moyenne d'un volume de matière tout autour du point M, quand ce volume tend vers zéro. La densité d'un corps non homogène est ordinairement une fonction continue des coordonnées de ses différents points.
CENTRE UE GKAVITË d'uN ASSEMBLAGE UE COItPS.
56. Quand on connaît les poids et les centres de gravité de plusieurs corps liés entre eux d'une manière invariable, on peut trouver le centre de gravité de leur ensemble, soit par la composition successive des poids de ces corps, soit par le théorème des moments.
Soient A (j^tj", i), A'(x', y', z'), A" [x", y",x"),,.. les centres de gravité de différents corps, dont les poids sont p, p', p",.... Nommons P le poids total et x,, y„ z, les coordonnées du centre de gravi té du système ; on a (4^j ) Ci) v=j--i-p'+p''-i-...,
IPx, =:p3- -hp'-x' ■+- p" x" -J- , . , Pî, ^ps Jrp'^^^-z"-'.-..., équations qui font connaître P, Xi^ jt et Zi-
Quand les corps sont homogènes, on peut, dans les égalités précédentes, substituer les volumes aux poids correspondants.
57. Si l'un des plans coordonnés, par exemple le plan des xyy contient le centre de gravité, alors 2, =o, et l'on a
c'est-à-dire que la somme des moments des poids, par rapport à tout plan passant par le centre de gravité du système, est égale à zéro.
COi:itS DE MÉCANIQUE.
pnOPRIËTÉS DU CEKTItZ I
^. Soient A(x,y,z), \'(x',y,z'), A''(x'',j'',z''),... les centres de gravité de plusieurs corps dont les poids sont lespeclivemeiit p, p', p",..., et O le centre de graxdlé du système de ces poids-, posons OK = r,OK=r\OS!'=r",...:
si l'on applique suit'ant OA, OA', OA", . . . fies forces pr, p'r\ p'r",, ■ ■ , ces forces referont équilibre.
Ed elTet, menons par le point O trois axes rectangulaires. Puisque le plan iO_7' passe parle centre de gravité, on aura (57)
(i) px + p'af-\-p"^A-.. . = a.
Or on a
st, a', a", . . . ôiant les angles que OA, OA', OA", . . . font avec l'axe des x; donc
(2) prcoia. + ]^ r' cosa' + p" r" cosa' + . . .= 0.
Mais^rcoscc, p'r'cosa', p'r" coset",. . . sont les composantes des forces /T, p'r',.. . estimées suivant l'axe Oj:. Donc, comme la sotnme algébrique de ces composantes est nulle, quelle que soit la direction de cet axe, les forces pr, p'r', .... appliquées suivant OA, OA', . . . , se font équilibre (22).
59. On conclut de là que, si les poids appliqués en A. A', A", . . . sont égaux, des forces appliquées au point O et représentées par les droites OA, OA', OA",. . . se font équilibre.
60. Réciproquement, si des forces appliquées en un même point O, et représentées, en grandeur et endirec-
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tion, parOA =r,OA' = r\ 0A" = r",..., se font équilibre, des corps ayant tous des poids égaux à p, et leurs centres de gravité aux points Â, A', A",. . . , Jbrmeront un système dont le centre de gravité sera au point O.
Ed effet, puisque les forces se font équilibre, on a
(i) /■Cw« + r'coSa'-(-/-"coSa"-i-. . . = o;
par suite
{a) prcosa -h pr' cota' -i- pr" cota' -r . . . = 0,
OU bien
px -\-p:^ -\-p3^-^ . . .^=o.
Mais si P désigne le poids du système, et Xt, yi, x, les coordonnées du centre de gravité, le premier membre de la dernière équation est égal à Pxi. Donc
On démontrerait de même que l'on a
donc le point O est le centre de gravité du système.
Soient A {x^y, z), A' [x',y', z'}, A" [x",y'', z
Pj ji les centres de gravité de divers
j ■po\àsp,p',p",...,^xG{x^,y^,t^)
*'• ^ le centre de graïité du système,
g. les axes étant menés paru» point
ol ^ quelconque. Posons
y^ ' Ok — r. OA' = r',
" OA'^r",..., 0G = ^..
On a, comme nous l'avons vu (56) ,
IPa:, =px-i- // j:* -^ p" x' -+-... .
Pj, =:px ^p'y-^f/'f' -r-..., Ps, =pi +p'»' +p'z" H-. . . .
Stdhm. — Jf^c, I. 3
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Élerant ces trois équatiuns au carre et «joutant, on « P'/-; ^ p'r' -t- p"r" A- p"'r"-t- . . .
AA
et ainsi Donc
de suite.
Fr; =
+ ^y{r>+r"-AA'')
ou bien
pv; =
= (pr' + ;j'r" -f yr"' +
-pp'AÂ'-pp'^"'-
P'p-îrÂ-'-
ou, àcau8edeP = /7-j-;j'+;j''H-...
1 P'r; = P(pr' + /r"
I /Y^ flA p/> AA ....
Cette formule donne ]a distance o du centre de gravita à un point quelconque O, en fonction des distances des points A, A', A",. . . au point O, et des distances mutuelles de ces points. On pourra donc déterminer la position du ceutre de gravité G, en calculant par cette formule sa distance à trois points donnes.
De la dernière formule on tire
p^+//i-'' -H //■"'-+-... ~Prl-i.l(pp''ÂÂ''+pp''Zr"'+..) .
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Quand le point O se déplace, le terme PrJ varie seul dans le second membre ; on en conclut que l'expression
/ir' + /.'7-"-t-^"r"'-^...
atteint sa plus petite valeur quand r-, = o, c'est-à-dire quand le poiiil O coïncide avec le centre de gravité du système, et que cette expression a la même valeur pour tous les points de la surface d'une spbère, ayant le point G pour centre.
CEHTKE DE GKAVITÉ DES LIGNES.
63. Les lignes et le^ surfaces que l'on considère eu géométrie n'ont aucun poids ; mais on peut supposer que ces figures soient chaînées d'une multitude de points matériels pesants, ou, ce qui revient au même, que tous leurs points géomélriques soient sollicités par de petites forces parallèles. Le centre de ces forces sera, par définition, lecenire de gravité de la ligne ou de la surface considérée.
Une ligne est homogène quand des parties de cette ligne égales en longueur sont sollicitées par des résistantes égales ou des poids égaux. De même, une surface sera homogène lorsque des portions égales de celte surface atuont des poids égaux.
64. Pour trouver le centre de gravité d'une ligne homogène CD, il suffit d'exprimer que le moment du poids de celte ligne, par rapport à trois plans quelconques, est égal à la somme des moments des poids des éléments linéaires qui composent celte ligne, par rapport aux mêmes plans.
FiQ. M. Soient CMD ^ / la longueur
de l'arc entier, M (x, y, z) un point quelconque de cette ligne, ei posons
CM = j, MM' = i*.
On a d'abord, entre des limites
convenables,
Le moment de l'ëlément MM' = As, par rapport aa plan xy, est Aî(r-f-a), a devenant nul en même temps que As. En effet, on peut supposer que le point M'(:r -t- Ax, y ■+- Ay, z + Az) soit assez rapproché du point M pour que l'arc MM' soit entièrement compris entre deux plans parallèles à xOj, menés par les points M et M'; par suite, le z du centre de gravité de ce petit arc sera compris entre z et z -t- Az. On pourra donc le représenter par z -^ a, et étant moindre que Az.
Donc, si l'on désigne par x^^yi^, z, les coordonnées du point G, centre de gravité de CD, on aura
(i) /i, =:2»Aï+2ai,t,
de quelque manière que la courbe soit partagée. Cette équation a donc encore lieu quand les éléments analogues à MM' sont iniiniment petits et leur nombre infini. Mais on sait que
limSa&i = o, limZzAj =; lïrf.ij donc
(2) fe, = \t.ds.
On opérera de la même manière par rapport aux plans xOzet yOz, de telle sorte que les coordonnées du point G seront déterminées par les trois formules
(3) te, =: \xds, ix, = Çjdi, tz, = /erfj,
ces trois intégrales étant prises entre des limites qui correspondent aux extrémités C et D de l'arc proposé.
65. Si la courbe est plane, on peut prendre son plaa pour celui des xy, et alors z, = o. On n'a donc plus
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beioÎD qne des formules
(4) ix, — f^ ds, /y, = jxdt.
66. On peut encore parvenir aux formules (3) en consîdërant la ligne CD comme la limite d'une ligne polygonale et hom(^Qe qui lui aérait inscrite.
Eu effet, on peut admettre comme évident que le centre de gravité d'une droite homogène est au milieu de sa longueur. Le moment de la droite MM', par rapport an plan xOy, sera donc
LIGNE DROITE
67. Comme exemple de ce qui précède, cherchons le centre de gravité d'un segment de droite.
Appelant a, 6, c les coordonnées du point C\a,^,y\es angles que la droite fait avec les axes, et CM = 5 la longueur comprise sur la droite entre le point C et un point quelconque M (x,^, z) de celte droite : il est facile de voir que celle-ci est déterminée par les trois équations X = a -h Jcosa, y ::^ b + JCOS6, » = r -I- tcosy.
Or, en appelant l la longueur CD du segment, on a d'abord
/*, = 1 xdt = I ads ~h I sdicaii.
Cette intégrale indéfinie est
fc| =:as H — cosa.
Nous ne mettons pas de constante, parce que le moment Ixi doit être nul pour s = o. Cette intégrale devant
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£tre prise de J = o à ^ = /, on a
-Icmet;
z, =^c -{ — Icosy,
Le centre de gravita G, ainsi déterminé, est le milieu de CD : car les équations (i), eu y faisant s ^ -î donnent, pour les coordonnées du point milieu dç CD,
«=^<n-i/co»a,
r=.b-i--lemt.
ARC OE CEKCLE.
. Le centre de gravité de l'arc de cercle BAC est évidemment situé sur la droite OA, qui passe par le centre du cercle et par le milieu de l'arc.
Prenons donc OA pour axe des X, et une perpendiculaire O^ pour axe des^.
Posons
Ok = a, BAC=:'. AM =
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On a
« = OP = o cosMOP = a coï -i donc
( i) ix, --- j xds = j acot — cU,
I aeot-iit = a'iia — hC, J a a '
Or
donc
, a aa 2(1
Donc si l'on désigne par c la corde BC, on aura (») *. = 7-
Ainsi, la disfnnce OG /iw centre de gravité de Varc au centre du cercle est une quatrième proportionnelle à Farc, à sa corde et au rayon.
. L'équation différentielle de la cycloïde rappor- Fig. 35. tée aux axes Kx et
A.y est, comme on
sait [Cours fyse. 248)
fjna.
dx^
a étant le diamètre du cercle générateur. Pour déterminer le centre de gravité de l'arc CM, compté à partir du sommet, prenons pour ase des j" la tangente au sommet, et pour sxe des x' la perpendiculaire Cx'. Posons
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Oui
d'où'
dx = -dy', Jr = -,u.
et, en Eupprimant les accents,
Soit CM = /. On aura
dx\fâ
c'est-à-dire
L'abscisse X| se calculera par la formule
Jo Jo ^
donc
On a ensiûte
/..^Pa^aJ^I
et, en intégrant par parties,
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Or, pour X = o, ou a ^, = o, donc
d'où, en divisant par / = a \Jâx ,
(5) y.^ = y + ^{[a-xy-^].
70. Si l'on veut avoir le centre de gravité de l'arc CA, on fera, dans les formules précédentes,
et l'on aura (6)
l'équation d'une parabole rapportée à son axe et à la tangente au sommet; soit / la longueur de l'arc ÂM, et nommons encore ar,,^i les coordonnées du centre de gravité de cet arc. On a (Cours d'Analyse, 408)
et les coordonnées du centre de gravité de l'arc AM se détermineront par les formules
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Cherchons d'abord Iji. Puisque
on a
Or, pour _y = o, on a
/=:o et ly,=o; donc
et enfin
d'où Ton déduira jt en divisant les deux membres par /, dont la Tsleur est connue.
Pour obtenir :ri, on partira de l'éqnatioa
En achevant l'int^ration iadiquéc, on arrivera à la formule
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CENTBE SB GEAVITÊ DES SURFACES.
72. Soient M (x,/, z), M'(x-i- Ax,y-hAy, z-i-ùs) Fig. 17. deux points voisins pris sur une
" surface rapportée à trois axes
rectangulaires ; soit cd l'élément de surface MmM'm' intercepté entre quatre plans, parallèles deux à deux aux plans zOx et
Quand les accroissemenis Ax et 4/sont inÛDimeal petits,&] devient i/xdy ^n-p*-H(/*, p et désienant les dérivées partielles — et — -; on aura donc
où X représente une quantité qui devient nulle à la limite. Le z du rentre de gravité de MmM'm' peut être représenté par z -i- S, 6 devenant nul en même temps que ^x et &y, car ce point est compris entre deux plans parallèles au plan des xj- menés par le point le plus haut et par te point le plus bas de l'élément MmM'm'. Dès lors le moment de l'élément par rapport au plan 3^0^ est
I ^l -1- ;)'-!- 7' A j; A/ -F 7 Aa; ij-, y élant une quantité qui s'évanouit avec ^:i; et ùy, Sî l'on décompose de la même manière toute la surface considérée, eu appelant X l'aire de cette snrface et Xt, Yd ^t les coordonnées de son cenire de gravité, on aura
(a)' Is, = lit }/i-i-p'-]- ij' lxAj-+ ïl7A*i/.
Or, puisque cette équation subsiste, quels que soient Ax et Ay, elle sera encore vraie quand ces accroisse-
CIHQUIEHB LEÇOK.
ments seront in6niment petits. Mais alors
clone enfÎQ
(3) Ur-
limïï^i^ij- =0,
-ff-^
-p'+q'dxdy
EnopérantdecetteiDanîèreparrapport aux trois plans coordonnés, on auraj pour déterminer les inconnues x,, ji, z,, les équations
ù tenant la place de ^
9* dx dy. On a d'ailleurs
73. Quant aux limites de ces diverses intégrales, elles sont faciles à assigaer. Si
sont les valeurs de y correspondant à deux points qui, SOT la projection du contour de la surface sur le plan xj , ont le même x, il faudra intégrer d'abord par rapport à y, en considérant x comme une constante, depuis ^ = (f [x) jusqu'à y = ^ (x). On intégrera ensuite par rapport à x, depuis x = a jusqu'à x = ^, en supposant que
soient les équations des plans menés parallèlement au plan des zy^ par les points extrêmes du contour, a ëiaat moindre que b.
CEKTKB DE GRAVITÉ DES FIGIlnBS fL&HES.
74. Les formules (4) se simpHnent lorsque la surface est plane. Si l'on prend ]e plan de cette figure pour plan des xy, on aura
et les formules (4) et (5) se réduisent aux suivantes :
1*. = f fxdtdy, lj.= j l ydxdy.
75. C'est ce que l'on peut d'ailleurs trouver directeo ment. En effet, soient jr et y'
p les ordonnées des courbes CD
et CD*, correspondant à une même abscisse, et posons OA=a, OB==ô.
On a d'abord
Maintenant si , par les points infiniment voisins M(a:,j') et W {x -\- dx, y ->r dy) pris sur la surface, on mène HH' et KK' parallèles à l'axe O^, on formera une tranche HKH'K' qui différera infiniment peu du rectangle HH'I'I obtenu en menant HI et H'I' parallèles àOx.
Le centre de gravité g de cette tranche est infiniment voisin du centre de gravité du rectangle, et par suite du milieu de HH'. On peut donc, en négligeant des quantités
infiniment petites, prendre x et -
- pour les coor-
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données du cenlre de gravité de la tranche HKK'H'; or celte tranche a pour mesure (y — y') dx. Donc son moment par rapport à O^est [y — y')xdx, et son moment par rapport à Ox est - [y* — y'*) dx, ce qui donne
formules qui reviennent à celles qu'on a trouvées plus haut (74).
Cette démonstration pourrait être rendue tout à fait rigoureuse par la méthode des limites.
ÂPPLICÀTIO^S. TKIANCLB.
76. Prenons deux axes rectangulaires Ax, hy, passant par le sommet A, et dont l'un Kx soit perpendiculaire au côté BC. Soit AD = A. Nommons Xi et y, les coordonnées du centre de gravité Gj et X la surface ABC. Soient (i) x = mx, x' = in'x
les équations des droites AB et AC. On aura
Fis- 19.
cl*où l'on conclut
JM
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Or le point F, milieu de BC, a pour coordona^cs
donc le centre de gravité du triangln ABC est sur la ligne médiane AF et aux ■= de cette ligne à partir du sommet.
PÀUBOLB.
T7. Soit (î) x' — 2px
l'équation de la parabole rapportée à son axe et h la tao- Fie. ia. geate au sommet. Proposons-
nous de trouver le centre de gravité du segment OAD. Comme la courbe dont l'ordonnée élait désignée par j''dans le cas général se confond avec l'ase des x, on ajr' =: o, et les formules générales {7) et (8) du n' 73 se réduisent à
On aura donc
1*,^/ ^3p.a^ dx^i-gX'^apx,
Far conséquent
CtnqviEHE LCÇOS.
R CIUCULAIHK.
78. Le point cherché est sur la droite AO, r|ui passa Vif. 3i. par le milieu de l'arc 6C et qui
partage le secteur en deux parties symétriques. Il ne reste dout pIusqu'àtrouverladistanceOG.
Imaginons que l'on ait inscrit dans l'arc BC une ligne polygonale régulière, et que l'on ait joint les sommets au centre. On aura un secteur polygonal compose de triangles égaux, et dont le centre de gravité coïncidera avec le centre de gravité d'une ligne polygonale régulière inscrite dans l'arc B'C décrit d'un rayon OA' égal
à -^OA. Ce résultat, indépendant du nombre des divisions de l'arc BC, conviendra encore lorsqu'on passera à la limite; d'où résulte que le point cherché G sera le centre de gravité de l'arc B'A'C. Soient OA = a, BC = c, BAC = /,
Oi'.R'C ^ 3 OG =- = »
ou bien
De là il est aisé de conclure le centre de graTité du segment BAC, puisqu'on connaît ceux du secteur OBAC • t du inangle BOC.
Prenons pour axe des ^ la tangente au sommet, et
pour axe des x la perpeudicutairc CD. .Soient x =^ CP,
SniM — Mie, I. 4
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r= MP les coordonnées d'un point M de la courbe,
x„Xi celles du centre de gra-
^'^' ^'' TÏtë G du segment MCP, et a le
diamètre du cercle générateur.
L'équation de la courbe est
(i) dï = dx
^ et les formules à employer pour l déterminer Xi et_y, sont
Cl, en remplaçant dy par sa valeur,
l^-rj-— 1 rfj'v/ax — a:'.
Mais si l'on appelle V Vaïre du segment CNF du cercle eénérateur, on a
V= I dx'Jax — x'i donc
ce qu'on pouvait d'ailleurs poser immédiatement (Cours d'analyse, 403).
Le calcul de yr^ est un peu plus compliqué. Ou a
or
= - 1 ^ (« - .) s/^j:3P -f- 1 J{« _ ..)Virfr
dx
2, \fc
+lfi'-'h
d'où Von lire, ea désignant par c une constante,
Si l'on fait x = o, ona^/^o, / jydjr = o, et, par suite, c = j7 a'. On a donc enfin
82. Si l'on veut avoir le centre de gravita de la deiniejcloïde ACD, il faudra faire, dans les formules trouvées,
SIXIÈME I.EÇON.
SIXIEME LEÇON
CENTRE DE GRAVITÉ DES SURFACES, (Suite.)
Centre de graTÏté àe* lurfices de rifoluilon. — Centre de griivilé d'une lone Bphérique, — d'une lona cjcloîdalo. ~ Tbéorèmei da Gnldin. — Tolnme du cjliDdra.
CENTRE DE GRilVTTË DES SURFACES DE ItiVOLOTIOH .
Consid^ronsla surface engendrée par la révolution
d'une combe plane CD, tour-
riB-33. ,f n . .
nant autour d un axe Ox situe
dans son plan. Prenons cette droite pour axe des abscisses et pour axe des ordonnées une perpendiculaire à Ox située dans le plan de la courbe.
Le centre de gravite de la surface est évidemment sur Ox. On n'a donc qu'à déterminer son abscisse OG = x,. Soient M (x^y) et M'(x+ tix, j -i-dy) deux points infiniment voisins pris sur la courbe. On peut regarder la surface engendrée par la révolution de l'arc infiniment petit MM' = ds comme celle d'un tronc de cône dont l'aire est alors :tity d$; donc sî S est la surface engendrée par CD, on aura
(I) s = 2^Jrds.
D'ailleurs le moment de l'élément de surface dS, par rapport à un plan zOy perpendiculaire à Ox, est aitxydt) car x est l'abscisse du centre de gravité de
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l'élément k nn infiDÏment petit prèsj le moment de la surface totale est Sxt ■ (lonc
ryds.
Fli. 34.
84. Si l'arc CD toornait autour de l'axe de«_j', en nommant G' le centre de gravité de la surface ainsi engendrée, on aurait
S'xOG' = 2x [icyds.
Mais on a
SX0G = 2ir
S' X OG' = S X OG, relation qui fera trouver l'une des quatre quantités S, S', OG, OG', quand on connaîtra les trois autres.
CEHTRB DB GRlVlTt d'uNB ZOnS SPHÉRIQDB.
8!S. Soit CD un arc de cercle qui, en tournant autour T\%.%i. de Oj:, engendre la zone dont
on veut avoir le centre de gra> vite. Posons
OB = b, OE =
nous aurons
Sx, = 2ir/ a3-rfï=:2ir/ Rj;<te = jrR (6'— a') :
donc
Ainsi, /e centre de gravité d'une zone sphèrique est sur le diamètre perpendiculaire aux deux bases et à égale distance de ces bases.
CEirmK DK CnlVITÉ o'dITE 7.0KE CYCLOÏDALE.
86. En prenant les axes comme au n° 69, l'équation Fie. 36. ^^ '^ cycloïde sera
d'où
dt.
:=: 2/ \x — 2 I dx\'a — X,'
Si l'on veut obtenir l'aire engendrée par l'arc CM, on aura S = o pour ar = o. On a donc
56 coons cB uécasiqde.
doDC
S*, = 2ir v'â ij^dx; mais
En cfiectuant ces dernières intégrations et déiermînant la constante arbitraire par la condition que Sxt soit nul pour a" = o, on aura
d'où l'on déduira x, ,
87. Si l'on veut avoir le centre de gravité de la surface engendrée par la demi-cjcloïde, il faudra faire
ce qui donnera
SIXIEME LEÇON
THÉORÈMES oe GULOtH.
88. Soient CD une courbe plane, / sa longueur et FiB. 3^. Si'^u.Xi) son cenlre de gravité;
D f/s étant la différentielle de cet
Maintenant, si S est l'aire de la surface engendrée par la révolution de CD autour de Ox, on a
d'où l'on conclut ce llicorème :
ifl surface engendrée par la révolution d'une courhe plane autour d'un axe situé dans son plan, a pour mesure la longueur de la courbe multipliée par la circonférence que décrit son centre de gravité.
89. Si la courbe, au lieu d'accomplir une révolution culière, ne lournaît tjued'un angle d. en appelant S' l'aiie engendice, On aurait
Or ^jt est l'arc dOcrîi par le point g : on peut donc
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dire anssî que : La surface engendrée par une courba plane tournant' d'un angle quelconque autour d'une droite située dans son plan est égale à la longueur de la courbe multipliée par Varc que décrit son centre de gravité.
90. Soit CC'D'D nne surface plane comprise entre deux courbes CD, CD', et deux droites CA, DB perpendiculaires AOxjsoienlG {x,,y,] le centre de gravi lé de cette surface, et "k son aire; on aura
FÎB. 38.
-i-y>^'-j{y'-y')dx.
les équations des deux courbes CD, CD' étant
Soit V le volume engendré par la révolution de l'aire X autour de l'axe Oj: situé dans son plan, on a
Ainsi, le volume engendré par la révolution d^une cure plane autour d'un axe situé dans son plan est égal a l'aire de la surface généraince, multipliée par la cirférence que décrit son centre de gravité.
9i. Si l'aire n'accomplissait pas une révolutioit entière, le volume engendré serait ^ga] à l'aire X multipliée par l'arc de cercle que décrit le centre de gravité de l'aire.
. Par exemple,
1 cercle de rayon a, tournant
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auioar d'nn axe situé à une distance CH = k de son Fig^Sg. centre, nons aurons
et, par suite,
S = 4n'flA, V = air'a'A.
Si une ellipse dont les axes sont aa et ai tourne au- Fij. 40. (Qup (J'un axe, situe dans son
plan i une distance h de son centre, on aura
93. Le théorème de Guldin relatif aux Toltunes est susceptible d'extension.
Si une surface plane se transpoite dans V espace de telie sorte qu'un de ses points restant toujours sur une
„. , courbe quelconque IK, son plan
demeure constamment normal à cette courbe, le solide exgendré par le mouvement de cette surface aura pour mesure Paire de la surface, multipliée par la courbe que décrit son centre de gravité.
En effet, soient MO et M'O deux droites inCniment voisines suivant lesquelles le plan de la surface mobile rencontre successivement le plan osculateur de la courbe IK au point M. Les deux plans qui auront ces droites pour trace étant normaux à la courbe, se couperont sur nnedroite projetée en O et perpendiculaire au plan osculatenrMM'Ode la courbe au point M. Celte droite est l'axe da cercle osculateur et O en est le rentre. Donc, quand la surface génératrice passera de la position qui corresponJ
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à OM, k celle qui correspond à OM', elle pourra èlre supposée tourner autour de l'arc projeta en O. Dès lors le volume du solide engendré par ce déplacement infiniment petit aura pour mesure l'aire de la surface mobile, multipliée par le petit arc de cercle que décrit le centre. de gravité de cette surface. La même chose peut se dire de chaque élément de volume ainsi formé ; on voit donc bien que le volume total sera égal à l'aire génératrice multipliée par la courbe que décrit le centre de gravité.
On remarquera que le plan de la surface mobile reste toujours langent 3» la surface développable formée par les intersections successives des plans noi-maus à la couibc directrice.
VOLUME DU CYLINDRE
94. Soit A6CD un cylindre dont la section droite est Fig. ^a. AB, coupé par un plan CD in-
cliné k ses arêtes. Soient ï.' l'aire de la base AB, et z, la distance du renire de gravité de la base supérieure à la base inférieure.
Je dis que le volume du cylindre ABCD est égal à Vx,.
En effet, soient Ox, Of, Oz trois axes rectangulaires, dont deux, Ox, Oy, soient dans le plan de AB. En désignant par > l'aire CD et jwr w l'aire d'un de ses éléments infiniment petits, on aura (72)
Soient 9 l'angle des deux plans AB et CD, et m' la projection de (0 sur le plan AB, on aura
»' = ucose, l'^icosfl. En multipliant l'égalité (i) par le facteur cosd, on aur.i
SIXIÈME LEÇOir.
^'Ih
Or, z étant la bailleur du centre de gravite de l'élcinenL ta, zt^' est le volume du cylindre infîniinent petit
wû>', et dès lor» I l zta' est le volume du cylindre entier
ABCD. On a donc
Ce qu'il fallait démontrer.
95, Le centre de gravité G' de la section droite AB est la projection du ceotre de gravité G sur le plan de la section droite.
Eu effet, soient Xi,yt, Zy les coordonnées du point G, et x',, ^'|, o CL-Hes du point G'. On a
-Ih '-i>-
d'où l'on déduit, ea multipliant par le facteur couslant cosd,
OD aurait de même
donc
ce qui démontre la proposition énoncée.
96. De là résulte que les centres de gravité G, G', G", lie toutes les sections planes faites dans un cyliudre quelconque sont sur une même droite parallèle aux aiéies.
)3 COTIKB SE MécmiQVE.
Enfin on peut en déduire que le volume d'un cylindre Fig. 43. quelconque EFCD est égal à
l'aire d'une section droite, multipliée par la distance GG" des cen t res de gravi té des deux bases.
En effet, soient V, le volume ABCD, V, le volume ABEF, et V le volume EFCD. En désignant par V l'aire de la section
droite AB, on aura
= VG'G",
ou bien
= V,-V,=i'(GG'-G'G'')
SEPTIËHE LEÇON.
SEPTIÈME LEÇON
CENTRE DE GRAVITÉ DES VOLUMES
Centre de gn^lté du cdiie. — Centre de griTlté du aecleuc «pbériqae. — Centre de grarité des lolidei de rJTolution. — Corps dont la centre de graiité l'ubtlent par une seule inUgratîoD. — Volume et centre de gravité d'uD corpi quelconque.
97. Soit OIL un c6ne quelconque à base plane IL et posons OH = k. Soient OP = x, OP' ^x-h dx, les dis- Tig. 44. tances au point O de deux sec-
tions planes, inËDÎment voisines et parallèles à la base.
Nommons u l'aire de la section il et b celle de la base IL. Ou peut considérer la tranche ill'i' comme un cylindre ayant pour base u et pour hauteur dx. Ce volume sera donc u dx, ou -77- dx à cause de l'égalité
Par suite, on aura pour le volume du c6nc
Appelons maintenant Xi la distance du centre de gravité du cône à un plan parallèle à IL mené par le sommet. Le centrede gravité delà trancbeiiiSnimeutniincei/i'^'à ce même plan est x, en négligeant des quantités infini-
ment petites. On aura donc, en prenant les moments par rapport à ce même plan.
d'où
D'ailleurs le centre de gravité du cône est sur la droite Og, menée du sommet O au centre de gravité de la base IL, puisque les centres de gravité de toutes les tranches sont sur cette droite^ par couséquent le centre lie gravité d'un cône à base quelconque est sur la droite qui va du sommet au centre de gravité de la base et aux trois quarts de cette droite à partir du sommet.
98. Eu appliquant ce théorème à la pyramide triangulaire, on démontre aisément que le ceutre de gravité d'une telle pyramide est le même que celui de quatre poids égaux appliqués à ses sommets, et, par suite, que la distance du centre de gravité à un plan quelconque est le quart de la somme des distances des quatre sommets à ce plan.
CBHTDS OB GKÀ¥(t£ DU SECTEDK SPHÉHIQUE.
On peut concevoir le secteur sphérique engendré
Pl„^5_ par la révolution du secteur
B circulaire BOA autour de OÂ,
comme décomposé en une inûnité de pyramides triangulaires équivalentes, dont les bases se- '^ raient les éléments triangulaires
nt petits de la zone, base du secteur sphéiique.
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Or les centres de gravité de toutes ces pyramides se (louyeront uDiformément distribués sur ]a zone décrite par la
révolution de A'B', arc dont le rajon OB' ^ j OB. Donc
le centre de gravité du secteur spLérique coïncidera avec le centre de gravité de cette zone. Ce point sera donc le point G situé à égale distance de A' et de D', D' étant le point où la corde de l'arc B'A'C rencontre OA.
Si l'on désigne par r le rayon de la sphère et par a t'angle AOB, on aui a
x'-fH-cosn),
OG:^ y rcos' -a.
Ainsi on obtiendra le point G en projetant le point A' sur la bissectrice de l'angle AOB, et en projetant celte projection sur CD.
CEHTBB DE GRAVITÉ DES SOLIDES DE SËVOLUTIOH
100. Soit CDCiy une sui-face plane comprise entre ï'c- 46. deux courbes CD, C D' et deux
droites parallèles CC, DD'.
Supposons que celte aire tourne autour d'une droite Ox, située dans son plan et perpendiculaire à ce. Considérons la bande infiniment mince MNM'N' limilée aux deux courbes CD et eu et aux deux parallèles iuQuiment voisines FM
SiBUI.— J/rfc., I. 5
et QN. Soient
PQ = i&, PM =
Le volume engendré par MM'NN' peut être regardé comme la difTérence de deux cylindres ayant pour hauteur commune dx^ et pour bases les cercles decrils par les droites PM et PM' : ce volume sera donc
et si V est le volume total, on aura, en posant OA =^ a, (i) V^^r (j*-/>}<£r.
Maintenant x étant l'abscisse du centre de gravité du volume engendré par MlVl'IVr^', le moment de ce volume, par rapport à un plan perpendiculaire à Ox, mené par le point O, sera itx [y* — _y") dx. Donc si x, est l'abscisse du centre de gravîlé que l'on cherche, on aura
(2) V*,=^,r r {y'-3")xdx,
égalité qui fera connaître x,.
CORPS nOKi I.E centhe de gravité s'obtibht pau uhb
SEULE IMTÉOSATIOn.
On peut obtenir par une seule intégration le
Fis. 17-
centre de gravité d'un corps lorsqu'il est décomposable en élémenls infiniment petits, ayant leurs centres de gravité en ligne droite.
Considérons, par exemple, un segment d'ellipsoïde compris entre deux plans parallèles AL et BM.
!Menons par le centra O de l'ellipsoïde un plan z O/,
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parallèle à ces deux plans ; soient O^, Ox deux diamètres conjugués de la section ainsi obtenue, el 0;r le diamélre conjugué à ce plan diamétral. Le diamètre Ox passera paL- les centres de gravité de toutes les sections parallèles à zOj; puisque ces centres de gravité sont les cenKes de toutes ces ellipses.
Or aa, 3&, 2C étant les longueurs des trois diamètres conjugués, l'équation de l'ellipsoïde sera
On peut concevoir le segment ÂLBM comme forme d'une infinité de tranches infiniment petites, limitées par des plans parallèles à zOj. Soit PRP'R' une de ces tranches, telle que DP =; x, OP' := x -H dx. Le volume de cette tranche différera infiniment peu de celui d'un cylindre qui, ayant l'ellipse PK pour base, aurait pour hauteur la distance entre PR et PR'. Or l'équation de l'ellipse PR est
et par suite son aire est
6 étant l'angle zOj, D'un autre côté, X désignant l'angle que le diamètre Ox fait avec le plan diamétral zO_^, dxsiiiX est l'épaisseur de la tranche; le volume de cette tranclie sera donc
ff 6c sin e sin X f i -\ dx.
Par suite, x = ee, x = ^ étant les équations des plans AL, BM, le volume V du segment sera
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te qui donne, en ititégranl,
.j^i v=î^:iiiii^(P-.)(3..-..-.p-p.).
Maintenant le centre de gravité G du segment ÂLBM est sur le diamètre Ox, et comme l'abscisse du cenirede gravité de la tranche infiniment petite dilïère iuGuiment . ^>cu du X,
fiçsinesln\
sera le moment de celte trancbe par rapport au plan zOy Kl à la direction Ox. D'un autre côté, si OG ^ Xi, VX| sera le moment du segment. On aura doue
_ itftcsin&sinl r^.
-x')xdz
d'oii, en divisant par V,
4(3«'-,'_ap-p'J
On doit remarquer que x, ne dépend ni des diamètres Q.b et ac, ni des angles 6 et X, en sorte que cette formule donne immédiatement l'abscisse du centre de gravité d'un segment sphérïque dont le rayon est a et dont « et ^ sont les distances des bases au centre de la spVière.
CENTRE DE GBiVITË d"»JM CORPS QeELCOBQVE.
102. Supposons le corps rapporlé à trois axes rectangulaires Ox, Oj, Oz. Si l'on mène une Infinité de plans parallèles au plan xOy, on partagera le sotide eu une
; LEÇotf. 6g
infinité de tranclies dont les hases seront parallèles à ce planj eu menaDt des plans parallèles au plan zOx, on F'E- 48. décomposera chaque Iran-
clie en une infinité de peti is filets prismatiques ayant toutes leurs arêtes perpendiculaires au plan zOy, et y^ enfin au moyen de plans pa-
*> rallèles au plan zOy, cha-
cnn de ces filets se trouvera partagé en une infinité de parallélipipèdes infiniment petits dans toutes leurs dimensions.
Soient M(xyj; z) et M' {x + dx, j -i- dy, z ■\- dz) deux sommets opposés d"un de ces paralUlipipèJes infiniment petits. Son volume sera dxdjrdz, et par conséquent, si V est le volume du solide tout entier, on aura
(i) y=j.JJd^dxdz.
Si le corps est homogène, cette intégrale triple pourra 6lre coniîdérée comme représentant le poids du coi-ps. Si le corps n'est pas homogène, le poids de l'élément MM' sera représenté par pdxdydz et le poids du solide entier P par la formule
(2) r=ffjpdrdxd^,
p désignant la densité du corps au point {x,y, z). On suppose que p est une fonction continue des coordonnées, fonction qui peut être considéiée comme ayant sensiblement la même valeur dans toute l'éteudue d'un élément infiniment petit.
Voici maintenant comment on devra efTectucr l'intégration indiquée. L'équation de la surface du corps donne, en général, pour un système de valeurs de X et de y, deux valeurs de z : soienty(j-,_7') la plus petite, et F {x,j') la plus grande de ces valeurs. On <
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par chercher l'intégrale
en regardant X ct_y comme des constantes.
Imaginons maintenant que, de l'équation de la trace sur le plan des xy d'un cylindre parallèle à Oz et circonscrit à la surface au corps, on tire
U première étant là plus petite et la seconde la plus grande des valeurs de y qui correspondent à une valeur attribuée à x. En regardant x comme une constaote, on cherchera l'intégrale définie
/ rfr / P'fe.
Enfin
étant les équations de deux plans parallèles au plan zO^, l'un mené par le point le plus rapproché, l'autre par le point le plus éloigné de ce plan sur la surface du solide, on aura
(3) P= d^ d^l prf*.
103, Pour trouver maintenant le centre de gravité (x,,y„ Zi)du solide, ohservons que xptiV,ypd\, spd\ seront les moments du parallélipipède MM' par rapport aus plans coordonnés, en regardant x^ y, z comme les coordonnées du centre de gravité de ce parallélipipède. On aura donc, d'après le théorème des moments,
-IIP
ffdV,
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Si le corps était bomogèoe, le facteur constant p pourrait sortir du signe d'intégration et, en remplaçant ~ par V» on aurait
Les limites de ces intégrales sont les mêmes que pour l'intégrale qui représente le volume
cocus DE HâClNlQUE.
HUITIÈME LEÇON
VOLUME ET CENTRE DE GRAVITÉ DES CORPS RAPPORTÉS A DES COORDONNÉES POLAIRES.
Coordonnées polaire!. — Poids el lolurae d'un corps rapporté k des coordoTinéï* polaires. — Coordonnées polalrea du centre de griiitë. — Limiles des intégrales qui entreul dan* le* forniules préc«deuU». — Application.
COORDOMNÉES POL&IBE3.
i04. Soient « = MP, j = PQ, x = OQ les coordonnces rectangulaires d'un point M. Ce point peut être dé- Fig. -Î9. lerminé par sa distance OM = r
x| ' k un point fixe O, par l'angle
MOx = 9 que fait le rayon vecteur OM avec l'axe fixe Ox, enfia par l'angle MQP ^ i^ que le plan MOx fail avec le plan * fixe xOy. Les quantités r, 6, i^
sont dites les coordonnées polaires du point M.
On voit que les coordonnées polaires déterminent le point M par l'iniersection de trois surfaces, savoir une sphère décrite du point O comme cenire avec r pour rayon : un cône de révolution dont Ox est l'axe et dont la génératrice fait avec l'axe un angle B ; enfin un plan passant par Ox et faisant un angle <^ avec le plan xOy.
lOo. Les formules propres à passer des coordonnées rectangulaires x, y, z aux coordonnées polaires r, 9, ^ se tirent Immédiatement de la considération des triangles MOQ et MPQ, qui donnent
I3:=:rcosfl, jr^rsinflcosi, z = rsiDesini{<.
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106. InTcrsement, pour passer du second système au premier, on aura les formules
langui = w» fl =
Fig. 5o.
POIDS ET VOLUME DES CORPS SÂPPOBTÉS A DES COOBDONNÉES tOLlIKES.
107. Soit M (r, 6, i^) im point pris dans le corps considéré. Décrivons dans le plan MOx et du point O comme centre deux arcs de cercle MI et LK, avec les rayons OM = r et OL = r -H ûr, terminés à la droite OK telle que LOK = AÔ.
Si l'on imagine que le quadrilaière plan IMLK tourne autour de Ox d'un angle Aij' et lOus obtiendrons un petit solide IVIK' que nous prendrons pour l'élément du volume total. D'après le théorème de Guldin (90), MK' aura pour mesure l'aire IMLK multipliée par l'arc de cercle que décrit le centre de gravité G de cette aire. Or
vienne en l'M'L'K', i
IMLK =: OKL — OMI = ou bien
ÏMLK = (r
-(r-Hir)'i
D'nn autre côté, si u est la perpendiculaire GH abaissée du point G sur l'axe Oj:, l'arc décrit par le point G sera égal à nAi|'. Mais le point G étant compris dans l'inté-
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rieur du quadrilatère IKLM, peut devenir aussi voisin que l'on voudra du point M en prenant A9 et Aifi asse? petits. Par conséquent, GH différera peu de la perpendiculaire MQ = r sin 6 abaissée du point M sur l'axe Ox : on aura donc (i.) B = rsine + a,
a désignant une quantité qui tend vers o en même temps que Ar et Ad; et par suite
(a) 4V= (/■sine + a)(r-»-i iAirieiiI-.
Mais si l'on appelle p la densité du solide au point M, P+-S sera la densité moyenne de l'élément de volume AV, S devenant nul à la limite. Eu appelant AP le poids de cet élément, on aura donc
iP=(p + e)Ay
et par suite
(3) aP = (p + e)(r8inB + «)fr-t--A/-J AriflA^.
De là on conclut, en désignant par y un inGniment petit,
Pz^ïpr'sineiT-Aei^i +Zy\r^6\^.
Or, si l'on suppose les accroissements Ar, A9, Ai]! de plus en plus petits, on a
liin£7ArAeAi|'^o,
lini£pr'sin9ArAeA4i= / / l pr'sinOdrdi/H^:.
Donc
(4) P= r r/pr'sine<frrfflrf^,
relation que l'on aurait pu obtenir plus rapidement par la méthode des infiniment petits.
Quand ie corps est homogène, p est une constante qu'on peut faire sortir du signe d'intégration, et 6i l'on observe
: LEÇON. ^a
que - est égal au volume V du corps, on aura
(5) y= f C frH\aBdrd9d^.
COORDOnnÉES polaires du centre de GEITITÉ n'vTI COKTS.
108. En posant dV = pr* sioO dr de d'il, un raisonnement analogue à celui que nous venons de faire nous donnera, pour les momenis du solide par rapport aux trois plans coordonnés, les intégrales
ffl-"- fif'""- fff""'
et comme ces moments sont aussi égauji à Par,, P/i, Pz,, on aura finalement, pour déterminer les coordonnées rectangulaires du centre de gravité solide, les formules suivantes :
(4) P= j Ç jpr'sioSdrdSd^,
t Vx,=z j I jpr'5inecosBdrd6d^,
(6) } Pj,= j f jpr>iin'SC0i^ilrd6d^,
f Pz, = j j jpr'sm'6%\n^ drdSd^.
On obtiendrait ensuite les coordonnées polaires p,, Oi,<i'tt du centre de gravité à l'aide des formules du n** 106.
LIMITES DES IMTÉGRALES PRÉCÉDENTES
)09. Quant aux limites de ces intégrales, il faut distinguer deux cas, suivant que l'origine des coordonnées est dans le corps ou hors du corps.
Dans le premier cas, i" on intégrera d'abord par rapport à r en regardant 9, ^, dS, rfi/' connue '^f» constantes,
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depuis r = ojusqn'à r=y"(0, ij-), l'équation polaire de la surface du corps résolue par rapport à r étant
On aura ainsi le poids et le centre de gravité d'une pyramide inSniment petite ayant sou sommet au point O, ci dont )es quatre arêtes seraient les droites OL, OK, OL', OK', qui correspondent aux angles d et ^.
•i" On intégrera ensuite par rapport à 9, en regardant ij< et f/if comme des constantes, depuis 6 =3 o jusqu'à S = n, cequi donnera le poidsetleccnlredegraTÎté d'une tranche infiniment mince comprise entre dcus plans infmiment voisins passant par Ox et correspondant à un angle ^.
3° EnGn, on aura le résultat déSnitif en intégrant les quatre expressions trouvées par rapport à if entre les limites 1^ = o et i/i = îti. D'après cela, la formule qui donne P pourra s'écrire
HO. Si le point O est extérieur, on intégrera d'abord, Hs Si. par rapport à r, entre les limites
en supposant que l'équation de la surface, résolue par rapport
/ ^ à r, donne pour cette variable
^ les deux valeurs
r= OA =/(B, 4), r = OB = F (fl, ^,).
Soient maintenant 0' et 6" k-s angles que les tangentes menées par le point O à la courbe d'intersection de la surface et da plan MOx font avec l'axe Ox. On intégrera par rap[)Ort à d depuis ô' jusqu'à W. Enfin, on intégrera par rapport à ^ depuis '^•=a jusqu'à i|i = (3, a et p
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étant les valeurs de ^ correspondant à deux plans menés , par Ox, et taugents à la surface.
Si l'axe Oj: passait par liolérieur du corps solide, il faudrait intégrer par rapport à i|idei}'=^o à i|i = aji.
Enfin, dans tous les cas, on pourrait changer l'ordre de3 intégrations; mais les tioiites des intégrales ne seraient plus les mêmes.
111. Nous allons appliquer les formules précédentes à là lecherche du centre de gravité d'un corps honiogèoe, terminé par deux surfaces sphérîqucs concentriques de rayons a et i ei par la surface d'uu cône droit ayant son sommet au centre commun des deux sphères.
Prenons pour origine ce centre et pour axe des x l'axe du cône. Le centre de gravité *cra évidemment situé sur cette droite. Nous n'aurons donc que la seule coordonnée Xf à déterminer au moyen des tbrinules
(i) ^= r '''''/ ^'"^de C r'dr,
a:, = / (/-]./ sin9cos9(/0 / r'dr,
/ sinerffl — 1— cosa= asin'-o,
donc
Or, on a
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Ou aura ensuite
Xsinecose^- / tiD2e<;e = -sin'a:
donc
(4) Vj. = irsin'«— 71 ^, et, en dl visant (4) par (3),
3 b' — af sin'oi
' 16 6* — a* ~. ï stQ' - a.
ou
(5) ^' = 4F^r^^'=°^â"- Si fl := o et « ^ 90", on trouve
Ainsi, le centre de gravité d'une demi-sphère est situé à unu dislance du centre égale aux trois buitièuies du rayou, comme on le trouverait par la formule du u° 99.
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ATTRACTION DES CORPS
Loi de 1'sttraetion. — Attraction d'une coucbe sphérique. — Attraction de deux ephèrea. — Formules générales. — Réducliou des inlégrales géDétales a ane seule. — Propriéléa de la ronelion V,
H2. Tous les corps de la nalure s'attireni mutuellement, et l'intensité de l'attraction pour deux corps est proportionnelle aux masses oit quantités de matière de ces corps et en raison inverse du can-è de leur distance.
Pour éclaircir cet énoncé, supposons que deux corps de dimensions et de formes quelconques, ayant chacun uce masse égale k l'unité, s'attirent mutuellement, et concevons que cette attraction ne varie nï eu grandeur ni en direction dans toute l'étendue de ces deux corps, en sorte qu'elle soit la niême entre deux points matériels n et Â de ces deux corps que celle qui aurait lieu entre ces AvMt points s'ils étaient placés à l'miilé de distance l'un de l'autre. Appclonsy l'attraction totale exercée par l'un de ces deux corps sur l'autre. La loi énoncée plus haut signifie que si dt-ux points matériels ont des masses p et ^' et sont placés à une distance n l'un (le l'autre, l'attraction
exercée par l'un d'eux sur l'autre sora mesurée par ■ ' -•
ATTRACTION d'vNG COUCHE SFBÉRIQUB.
113. Considérons une couche homogène comprise entre deux sphères concentriques dont les rayons soient b et c, et cherchons à déterminer l'aitraciion exercée par
8o COUKS DE HËCANIQDE.
la couche sur un poinl matt-ricl K exl^rîeur à cetu
Soit M un point nialériel de la couclie ; nommons fi' sa masse et r, 9, i^i ses coordonnées polaires, en prenant le point O pour pôle, pour axe polaire la droite Ox qui passe par le point K, et enfin pour plan Cxe le plan xOy. Posons en outre
En nommant dV réiément de volume de la coucbe, on a (107)
et par conséi]uent, si p est la densité de la substance dont la couche est formce, ou a
L'attraction exercée par le point matéiiel M sur le poiu t K aura pour expression (112)
/npr'iin9rtrd9d^
114. Les attractions exercées par tous les points de la couche sphérique sur le point K sont des forces appliquées en ce point, et dont la rcsuhanle doit être dirigée suivant KO, car tout est symétrique autour de cette droite. Il suffira donc d'évaluer la somme des composantes partielles dirigées suivant KO. Or, la composante suivant KO de l'attraction mutuelle des points M el K est
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OU, en remplaçanl n' par sa valeur,
mais OD a
u'^a^+r^ — aarcosS,
d'où
Donc l'expressioD ci-dessus peut s'écrire y^fip rdrdit di/ [ «^ — /-'V
IIS. Pour intégrer cette espression, on remarquera d'abord que i|i n'y entre que par sa di0ércntielle, car » et r sont indépendants de <^. Eu intégrant par rapport à if, depuis zéro Jusqu'à 2Tt, on aura donc
'-^Hi'
Iiilcgrant par rapport à u, on aura d'abord pour l'intégrale indéGnie
110. Maintenant si le point K est situé entre le centre Fig. 53. et la couche sphérique, comme
doit être positive et que les limites de 9 sont zéro et ir, les limites correspondantes de u serout r — a et r-r^a- maïs
XI résulte de là qu'en multipliant par —~, — et inté'
SîïM — Mér.\. 6
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grant par rapport à r, on aura une coustanle pour l'intégrale indélinie, el par suite zéro pour l'intégrale déûnîe. On a donc ce théorème :
La résultante des attractions de tous les points matériels d'une couche sphérique homogène sur un point matériel placé dans son intérieur est nulle.
1 17. En second lieu, si le point K est situé à l'extérieur de la couche, après avoir iniégré par rapport à ij<, il faudra intégrer par rapport àudeu = a — rà u = a-\-r, valeurs extrêmes de u : or
par suite, en intégrant entre les limites & et c l'eipression "" ''^ - - dry on aura
On peut simplifier ce résultat, en observant que si m est la masse de la couche sphérique, p étant sa densité
et ^ n (c' — b*) son volume, on a
d'où résulte que l'attraction exercée sur le point est
De là ce théorème :
Vattraction exercée par une couche sphérique homogène sur un point matériel extérieur à cette couche est égale à celle qu'épi-ouyerait ce point si toute ta masse de ta couche était réunie à son centre,
Les résultaw trouvés {116 et 117) s'étendent au
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cas d'un corps composé de couclies sphériques et conccn- Fig. 54. ~ triques dont la densité varie
de l'une à l'autre suivant une loi quelconque, mais de telle sorte que cette densité reste constante dans toute retendue d'une même couclie.
En effet, si le point K est dans l'intérieur du corps, la résultante des actions de chaque coucte élémentaire étant nulle, l'attraction totale est bien nulle aussi.
En second lieu, si le point est à l'estérieur du corps, chaque coucbe élémentaire agissant comme si toute sa masse était concentrée en son centre, l'attraction du corps tout entier sur ce même point sera la même que si la masse totale était réunie au centre.
1 19. Si le point K fait partie de la masse attirante, on
1 celie-ei partagée en deux couches sphén'ques
concentriques au moyen d'une
sphère de même centre passant
par ce point. L'attraction totale
exercée
le
poin
pai
la
couche extérieure sera nulle et le point sera seulement attiré
parla seconde couche, comme si toute la masse de celle-ci
était réunie au centre.
120. Quand le rayon intérieur de la couche sphérique est nul, c'est-à-dire dans le cas de la sphère, les résultats précédents subsistent encore. En supposant la sphère homogène, — r— p est la partie de sa niasse qui apit sur le point considéré et l'attraction a pour valeur ^ îr^fijoa;
ainsi l^ attraction d' une sphère sur un point intérieur est proportionnelle à la distance du point attiré au centre,
Au contraire, si le point attiré est extérieur à la
ioyGpOgle
sphère, l'attraction exercée sur ce point sera réciproquement proportionnelle au carre de sa distance au
que l'attraciion a sa plus grande valeur quand a = c, c'est-à-dire quand le point est à la surface de la sphère cl que cette attraction est nulle pour a = o ainsi que poor tt^^<*i ,ce qu'il ^tait facile de reconnaïtie à priori.
ATIBICTION de deux SPBÈit£S.
122. Soient deux sphères de rayons a et £ et dont les centres soient k une dislance c l'un de l'autre.
Tous les points matériels de la première sphère attirent une molécule de la seconde comme s'ils étaient réunis au centre de la première. On peut donc remplacer celle-ci
par un point matériel de masse ^ r.pa'. L'attraction exercée par la seconde sphère sur ce point matériel étant la
centre, il en résulte que l'attraction mutuelle des deux sphères sera égale à
Ainsi deux sphères homogènes (ou composées de couches homogènes dont la densité varie d'une couche à l'autre) s'attirent comme deux molécules de même masse placées à leurs centres respectiTs.
FORMDLES GÉKÉnlLES.
i23. L'atlractiou exercée par un point M (x, y, z) de masse dm sur un point O (a, €, y) dont la masse est fi
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est égale à
etlescomposantesdecetteaitraction ëlémen taire, parallèles aux axes de coordonnées, sont
Ml--) .,
en regardant ces composantes comme positives quand elles tendent à diminuer les coordonnées du point attiré.
Pour avoir les composantes A, B, C de ratiractîon totale exercée par tous les points du corps attirant, il faudra intégrer les expressions précédentes dans toute l'étendue de ce corps. On aura ainsi
124. Pour rendre l'intégration plus facile, transportons l'origine au point attiré et désignons par g, h, l les angles que la droite OM fait avec tes axes de coordonnées. On a
Prenons en même temps des coordonnées polaires u, Cf, i^ liées aux angles g, h, l par les formules
I cosg'^cose,
j cosA = sinecos>|<,
( ces A ^^sinSsin^
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[ce qa'oD voit «n faisant u ou r = i (105)]. D'ailleurs on a
dm = paMasm9rf9(/^'-
On aura donc
I A:^— /ftl / I fciyigdttsin9d%d^,
(3) I B = — /[» r rrpcosArfMsinederfiJ-,
I C = — /(i Ç Ç ÇfcoihdutÀaididif.
Si le point O est intérieur, il faut intégrer par rapport à u depuis u = o jusqu'à u ^ R, R désignant le rayon vecteur terminé à la surface du corps ; par rapport à 9, depuis 6= ojusqu'àd= n; par rapport à ^, depuis^ =: o jusqu'à iji = an.
KÉDVCTIOir DES INTÉGRALES GÉnËRALES 1 UIIE SEULE.
123. Les intégrales comprises dans les formules (i) peuvent être ramenées à la seule intégrale triple
étendue à toute la masse du corps.
En effet, puisque
on aura
1 ■'i" JJJ i^ '
SEUVIEUE LEÇON.
par suite (123)
Ainsi tout le calcul se réduit à la déteriDinatîon de la fonction V.
PnOPItlËTÉS DE LA FONCTIOM V.
1^. Si le point attiré est extérieur, la difTérentielle — ne devient pas inGnie dans les limites de l'intégration. On peut donc appliquer les règles de la différentiation sous le signe à l'intégrale définie
et l'on en tirera . rf'V
Mais H cause de
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Od conclut de cette dernière égalité
att' fl6' d-f
Le second membre de réquation (a) est donc nul, et 'on a
l'oi
rf'V rf'V rf'V _
127. Si le point attiré est intérieur, on part des formules (6) du n" 123; en les différentiant on a
d^V d'V d'Y i_(^ !lB dC\
OU, en vertu des formules (3) du u" i24,
d^y d^\ ~d^ "*" If
d'V d'V d'V d rrr . ^^ _,^ ^,
=: — I I I pcosgiiaidudBd-y
coiksinO du d 9 d^
Si l'on eflectue les difTérentiations en appliquant les règles relatives au cas où les limites d'intégration sont variables, on trouve
d'V d'V rf'V a a' ab' a-/'
JJf,sin»J.^t(co.f^ + co.*l
pt et R désignant les valeurs de p et de u à la surface. On
HEDTIEUE LEfOIl.
a d'aillenrs
fosA-^
Par couséi^ueiit
d'V rf'V d'y C C C- . ,. ..dp ,
— Ç jp,iiDBd9d^.
Mais si Ton désigne par pi la dcosité du corps au point O, on a ,
I / /sinflderf']' -~rf« = 2rc / (p, — pi) MnBiifl
r= — 4»fpi+ 1 /p,siD9d6t/J' !
<f'V rf>V d'V
COURS DE IféCiHIQm.
DIXIÈME LEÇON
Proposons-nous de trouver l'attraction de l'ellipsoïde
sur un point intérieur (a, S, y).
Pour avoir la valeur de R, il faut faire
ix = ai -I- u cmg, j- = e + «cosA, s =1 -^ ucoii, dans l'équation (i), ce qui donne (3) /.tt= + 27« = /,
CD posant
On tire de l'équation (3)
DIXIÈME LCÇOH. 9I
Comme pet /soDt positives, on a deux valeurs de u, l'une
positive, qui est — — —t l'autre négative, qu'il
faut rejeler, car le rayon vecteur est une quantité posîlive, sa direction étant déterminée par les angles g, h, h, qui peuvent être aigus ou obius. On prend donc
et l'on a, en intégrant par rapport à u la première des formules (3) du n" 124 et en omettant le facteur conslant/fxp,
A——/ / Rcosgsînflrferfi|i ou
et àe même
(5) B= ( I ?-V?-^>" CT,;,,|„ajjjj,^
^ff^
129, On peut supprimer le radical \Jq* -\- pi dans ces formules. Par escmple, la partie
_ ros^sinSf^Si/'l',
qui entre dans la formule (4), est nulle, car si l'on considère un élément de l'intégrale double correspondant n une certaine direciiou (5, tjj) du rayon vecteur, puis l'élément correspondant à la direction opposée {n — 0, Jt + if )> cosg- ou eos9 changera de signe sans changer de valeur en passant du premier élément au second; il en sera de même de siniji et cosiji ; quaut.à sind, il ne changera pas,
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de sorle que les deux éléments, élant égaux et de signes contraires, se détruisent. La valeur de A se réduit doue k
-in-
— cosfi'sinSf/6 d^, P
oti, eu remplaçant q par sa valeur (138),
A^~ rr-^^sin9rf9rf4 + J rr^^î^^^wnerferf* /'cosjfcosA' .
'^ir-
-^oidid^.
130. En prenant deux éléments pour lesquels 9 ait deux valeurs supplémentaires tandis que iji sera le même, OU, ce qui revient au même, deux éléments qui répondent à des valeurs supplémentaires de g et aux mêmes valeurs de A et de A, on voit que les deux dernières intégrâtes sont composées de parties qui se détruisent deux à deux, et A se réduit à la première intégrale. Une simplification analogue aura lieu dans les valeurs de B et de C. On aura donc
^fP
— ^sinedflrfJ-, P
(•j) i B = Vf / f^^^ûaidid^,
InidÛd^,
iff^'
ou, en remplaçant pj cos^, cosA, cosk par leurs valeurs {tït),
fe'c'cos'9 sin 6 d% d^
a'c'cos'4sin'e-ha'6'sin'i['sin'0 r'c'sin'flros'i!'(/flrfî<
'c'cos'9+a'c'cos''I>sia'fl4-(i'A'sin=^sio'9
COHSâQVENCBS DES FORMULES PRÉCÉDEHTES.
I3i . Avant d'eflectuer les intégrations, on peut déduire de ces formules plusieurs conséquences.
i" Tous les points situés dans un même plan perpendiculaire à un ase sont également attirés dans le sens de cet axe, et les composantes de l'attraction sont proportionnelles aux distances du point attiré aux trois plans principaux de l'ellipsoïde. Par conséquent, cette attraction reste parallèle à une même direction pour tous les points situés sur une ligne droite passant par le centre, et elle est proportionnelle à ladistance du point attiré au centre.
a" On a
sin idBd-^^ ^it
dk dB ^_ ,
cas particulier de la formule (7), n" 127, rf'V d'V rf'V
3" Les valeurs des composantes A, B, C ne renferment que les rapports des aiies de rdlipsoïde-, elles restent donc les mêmes quand ces trois axes varient proportionnellement, c'est-à-dire deviennent na, nh^ ne. Donc une couche homogène comprise entre deux surfaces ellipsoïdales concentriques, semblables et semblablemenl placées (homoihéiiques), n'a aucune action sur un point placé dans l'espace vide iniéiieur, et par conséquent l'action d'un ellipsoïde sur un point de sa propre masse se réduit à celle de la partie de ce corps qui est terminée par une surface concentrique et semblable à la sienne et passant par le point donné.
g4 COURS DE HÉCAniQUE.
3CITE DE L'inTÉGRATION DES FOKMDLES DIKS LE CAS DE l'ellipsoïde.
132. Comme la fonction sons les signes / / da^is les' formules (8),
_ I* r 6'c'cos'fl sin e rfe rf^. ____^
'~''J J *'c'cos'9 + fl'c'cos'^sin'e -*- a'è'sin'^sin'fl' J J tVcos'9-l-fl'c"cos'^sin'e-l-«U'siD'4.siD'B'
J J ï'C cos'S ■+- a= C cos' + ain' e 4- «' i' sin' ^ sîu'ë '
a la même valeur pour deux valeurs de S supplémentaires et pour des valeurs de i^ telles que y, îc — <f, n + tf,
37t — f, il suffira d'intégrer par rapport à d de zéro à-
puis de doubler le résultat^ et par rapport à iJj, de zéro
à -en quadruplant le résultat. Occupons-nous d'abord
de la valeur de A. En mettant les limites en évidence, on aura
SsinSi/S
di,
b'c'coi
9 4-.ï"c'cos'>l<sin
sin
-|.sin'e
Posant
tangi^-^
di
cos'| =
DIXtï:HE LECOIT.
c>[t'cos'0 -t-a»sin'fl}-t^'6'(c'cos'9 + <i'sin=e)*'
be <^{ b'coi'O ■+■ a'sin'a) (e'cos'9 + a'sin'e) i cause de la formule
donc
rti'c
Sans nouveau calcul on déduira B ei C de A par de simples permulat'ious. On aura donc
, , - bccoi'SsinidS
A=:4jr.-
^/(i'cos»e + a' sin'e)(c'ci.s'e+ a'sin'e).
(n\ J , . r* ncTOS'OsinflrfS
19) B = 4»ie / —
1 Jo v('''C"ï'8 + *'sin'e) (c'cos'fl + i'sin'â)
rtAcos'esinSi^e
<i/{a'cos'9 + c'sin'fl) (i'cos'fl + c'sin'e)
Ces composantes, étant positives, tendent à rapprocher le point du centre de l'ellipsoïde. Elles ne renferment que les rapports des axes, de sorte qu'en remplaçant a, b, c par rta, nb, ne elles restent les mêmes. Ainsi l'ellipsoïde étant augmenté d'une parue comprise entre
gC COURS DE MËCàSIQUE.
sa surface et une surface semblable, l'action de la couche ajoutée sur le point intérieur est nulle (131, 3"),
Faisant Gosâ =1 u, OQ a
Ac /•' a' fia
A := 4 jra — / ,■■■■■- - ■ ■■■■- -^ rrr »
En permutant a et ^, on a de même
B = 4jrS^ /"
puis, faisant f =
Cl pour C , en posant v =
"' Jo (I +)■"«')' /m^
sant
DIXIÈME lEÇON.
I 3MS rfiF
3) y-^?~-dï'
L^3M,«vr
FOlUtULES DE J4C0DI.
13S. lacobi fail
«-— ! — , d'oïl du---
ndt
ce qui lui donne les formules plus symétriques
1 " "1 H)^(FWW^)
CAS OU I.' ELLIPSOÏDE EST FED DIFFÉREKT d'dhE SPHkHE.
SUITE DE L'ATTRACTION DES ELLIPSOÏDES
Réduction »ax fonctions elliptiques des composantes de l'atlrsclion. — Cas d"une11ipsoîdedaréïolution. — Théorème de tiewton.— Cas d'un point extérieur. — Théorème d'trory.
aÉDUCTION AUX FOHCTIOffS ELLIPTIQDES DES COUFOSAUTES DE l'attraction,
137. On peut exprimer généralemciu A, B, C par des fonctions elliptiques de première ei de deuxième espèce.
En supposant o <; i <^ c, d'où X <^ X', on pose dans les valeurs de A, B,C {133)
1' le— a' A'o=:laDg!|., c" = , _ —, tangT = Vi=l/ ;— ,
et l'on trouve
3Ma Ç tang'T>(/o ) 3Me /•'' si'n'frfy
— taniîT VI - e'sin'i- ^ — - V"— C sm'<f — -^=,=â=^' Si l'on remplace dans cette formule ^'i — e'sin'm par
- tangT ^1 — Csin'ç = yT— ^sïïï^+{i — c') ■
— '«-'bT V • — "^ "'" ¥ — V' — «^ ="" T^i' — ■■ / ^=
ta^'-S'T
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en intégrant, il vient alois
Jv-.—
sîn^
En posant, con
ormément i
l'usage,
YçV'-'^si
n-çi
1 — e'sin'?
on a de même
EKf]];
Jv-.-
-e^sin
on a ensuite
d sinipcosip
d<t ^/i~e'sin>
(cns',-si
— c'si
n'.p)-l-e'sm
'çcos'ç.
cos'ii — sin
'sin'^.
I-COS
sb'î!"
^OS'ç
sin'o
v'.-«Hin
in'#
— ir'i — e'sin
En intégrant, on trouve alors
sinipcostp
vT^Jîii
(' — ^) ^/i — c'sin'y Les formules (i) deviemient alors
B= SMêj — (c'— <ï')"^(c'— ê'j-'F
C = 3Slv(F-E)[c'-<,')''(c'-é')-';
et daDs ces équations il faut sous- en tendre, devant les signes E et F, le symbole
EST DE BÉVOLVTIO».
Iu8. Si l'ellipsoïde est de révolution autour de son petit axe sa, on à b = c, X'=: X. La formule (133)
devient
3Hi r' a'rf«
et donne
(3) A=^(i_a,olan8l);
en général
on aura pour c^b
Od trouve, en elTectuant rinlégration,
Pour avoir la valeur de C, on remarquera que les formules (i3} dun" !34donneni, en faisaat X'= X, C B
on aura donc
Dans le cas de la sphère )■ = o, la résultante est
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141. Si l'ellipsoïde éiait de révolution autour de Taxe ut, en supposant c =a et i]>a, on aurait X'=o, et des calculs analogues aux précédeals donneraient
THÉOaÈME CE
142, On peut démontrer synlliéiîqnement ce lliéorètne de Newton qu'une couche homogène d'une épaisseur (juelcoTUjue comprise entre deux surfaces ellipsoïdales semblables et semblablement placées n'exerce aucune action sur un point intérieur.
Concevons un c6ne infiniment étroit ayant son som-
FiE- 57.
met au point attiré O. Il intercepte dans la couche deux portions de volumes V, v' qu'on peut décomposiT en tranches ou troncs de cônes par des plans perpen- "* diculaires à l'arèle qq'. La
masse de la tranche mn, située à la distance Om ^ u du jMjint O, est ptjdu, a étant la section inn ; mais a = wu*, en nommant w la section faite dans le cône à une distance «lu point égale à l'unité. L'attraction de celle tranche sur le point Oest
En intégrant par rapport à u depuis u = Op jusqu'à = Oq, p et co étant des constantes, on voit que l'action
to4 COtlItS DE MÉCANIQUE.
de V est égale k f^fiia[Oq — Op) oufnpfùpq. De mënie, l'action de v'estf[if>(i)p'q'..Ces deux forces agissent en sens contraires et se détruisent, car pg =ffq', puis<^ue dans deux ellipsoïdes semblables les cordes parallèles à une même direction ont leurs milieux sur un même plan diamétral. Donc les actions exercées sur le point O par les divers éléraenis de la roucbe peuvent se décomposer en actions deUx à deux égales et contraires; donc elles se détruisent.
i43. Ce théorème est vrai pour une couche infiniment mince, et par conséquent pour une couche d'épaisseur Snie telle, qu'on puisse la considérer comme composée de couches inliniment minces, comprises entre des surfaces ellipsoïdales concentriques, semblables et semblablement placées , la densité ne variant que d'une couche à une autre.
Si le point O était extérieur, les deux actions exercées par les portions v et v' seraient encore égales, mais elles s'ajoutei'aient.
Cils d'uK point EXTËRIEUK. THÉOBkHE d'iVOUT.
En conservant les mêmes notations, on a
coig daiXnd d^ di/.
Ici on doit intégrer depuis « = R jusqu'à u:=R', R et R' désignant les distances du point attiré aux deux points où la droite déterminée par les angles S et if rencontre la surface de l'ellipsoïde. On a donc
/ (R' — R)cos9sînarf9rf|, ou bien (<23)
A=.JJ>SiïZ'co,.sÈ„.rf»,/t.
li faudrait intégrer cette expression entre les limites qui
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correspondent à R' — Il = o, c'est à-dire pour toutes les directions qui tombent dans riniérieur du cône circonscrit. Mais on ramène ce cas à celui du point intérieur par le iLéorème d'Ivory.
1-45. Concevons deux ellipsoïdes ayant leurs axes a, b, c et a', b', c' dirigés suivant les trois mêmes axes rectangulaires. On appelle poinu correspondants deux points dont les coordonnées sont proportionnelles aux demi-axes auxquels elles sont parallèles, c'est-à-dire que (x,^, a) et ^x',y', z') étant deux points correspondants, on aura
Si l'un de ces points est sur la surface du premier ellipsoïde, l'autre sera évidemment sur la surface du second.
Supposons, en outre, que les sections principales de ces deux ellipsoïdes aient les mêmes foyers, c'est-à-dire que fl' — fl'' = i' — J" = c' — c".
Si l'on prend sur les deux ellipsoïdes deux points Fi|j.58. quelconques ni(ar,_y, z),
f*(a, ê, y) et lews correspondants m'[x\y, z'), fi'{a', 6', y'), les distances fin» et f/.'m' sont égales.
En effet, on a
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OU bien
Mais ce dernier facicur est nul , puisque l'on a
donc
lim = fi'm'.
146. Appelons toujours A', B', C les composantes de l'altraciion du premier ellipsoïde sur le point [i. On a, en faisant abstraction du facteur /^(ji^o,
^fff'^
On a, en regardant x comme seule variable
^ U(lu-r= — (a — x)dx,
d'où
donc si l'on désigne par R et r les valeurs de u qui correspondent aux limites de l'inlégrale, c'est-à-dire aux deux points où la surface de rdlipsoïde est rencontrée par une même parallèle à l'axe des x, ou aura
Considérons maintenant l'attraction que le second ellip- soïde exerce sur le point f*' correspondant de jj., et nommons A', B', C ses composantes, on aura
Mais r^=iim, r' = f/'m'; donc (fi3) r' = r : de même, R' = R. D'ailleurs, tfy' = ^ tfy, dz' = ^ dz. Donc
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On aura de même
Donc Vattraction d'un ellipsoïde sur un point extérieur (i est ramenée à l'attraction d'un ellipsoïde homofocal sur le point ;j.' correspondant.
Ce théorème subsiste quelle que soit la loi d'attraction.
m. Pour faire usage de ce tliéorème, il faut calculer les valeurs des demi-axes a', b', c' du second ellipsoïde, connaissant ceux du premier et les coordonnées <x, S, y du point ^. On a
Celte ëquatîon donne une valeur positive pour a", et une seule, car a" =; o rendle premier membre plus grand que l'unité et a" ^ oo le rend moindre que l'unité. D'ailleurs ce premier membre décroît d'une manière conliuue quand a' varie depuis zéro jusqu'à l'infini : il ne peut donc passer qu'une seule fois par la valeur de i . Le demi-axe a' étant déterminé, on aura les deux autres par les équations
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PREMIÈRE PARTIE
DOUZIÈME LEÇON
NOTIONS PRÉLIllINAlRES SUR LE MOUVEMENT
D^finiliom. — MuuTeincnl unirorme. — De l'iaerlie, — Vitesse dans le
DÉPIHITIOas.
148. La dynamique a pour objet Télude des lois du moavement des corps. On considère, dans cette partie de la Mécanique, une quantité dont on n'a pas eu à s'occuper en statique, le temps. L'idée du temps, comme celle de l'espace, est une idée simple, qu'où ne définit pas; mais il est nécessaire de déûtiir l'égalilé des temps.
Deux intervalles de temps sont égaux, quand deux corps identiques, placés dans les mêmes circonstances, parcourent des espaces égaux dans ces deux intervalles de temps, quelle que soil la loi de leur mouvement commun. C'est ce qui aurait lieu, par exemple, si l'on abandonnait le même corps ou deux corps identiques, partant d'un même point, a l'action de la pesanteur à deux époques dîfTércntes : le poiut de départ étant le même, ils emploieraient le même temps à parcourir le même espace. De même encore, si Ton suppose deux globules pesants et identiques, suspendus aux extrémités de deux lils pareils et de même longueur, dont l'autre extrémité est fixe, et qu'à deux époques différcnles ces deux pendules soient égalemem écartés de la verticale, la durée de la première
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oscillation sera la même pour l'un et pour l'autre. La no- Uon d'une suite d'inlervdlles de temps égaux conduit à celle du rapport commcnsurablc ou incommensurable de deux temps quelconques. L'unité de temps généralement adoptée est la seconde. Nous n'avons pas à la définir ici.
MOUTEMEHT UNIFOIIME.
149. Le mouvement le pins simple que puisse prendre un point matériel est celui dans lequel ce point décrit unelignedi'oile, sur laquelle il parcourt des espaces égaux dans des temps égaux. Ce mouvement est dit unifoitne et sert de terme de comparaison à tous les autres mouvements. On appelle mouvement varié tout mouvement qui n'est pas uniforme.
Quand un point M se meut en ligne droite, l'es
Fig. 59. paceparcourupar cepoint,
o B M I ou plus généralement sa distance :e à un point fixe O pris sur cette droite, est une fonction du temps t écoulé depuis une époque convenue, en sorte qu'on a
cette équation est ce qu'on appelle Yéquation du mouvement.
IM. Un mouvement uniforme diffère d'un autre mouvement uniforme par la grandeur de l'espace constant que le mobile parcourt dans l'unîié de temps. Cet espace est ce qu'on nomme la ■vitesse du mobile. Ht donc l'on désigne par s l'espace parcouru dans le temps t et par a l'espace parcouru dans l'unité de temps, on aura
On voit par là que l'on peut encore définir la vitesse, le rapport de l'espace parcouru au temps employé à le par-
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Si l'on rapporte la posiiion du mobile à un poiut O fixe pria sur la droite parcourue et que l'on désigne par b sa distance OB à cette origine, à l'origine du temps, il est clair qu'on aura
(1) x=^at + b.
C'est l'équation la plus générale du mourement uniforme. Pour un autre point M' on aurait
Ces deux éqaations serviront à résoudre touti;s les questions qui concernent les positions relatives des deux points mobiles, à des épot^ues quelconques.
15â. L'équation du mouvement uniforme suppose qu'on ait adopté deux unités, l'unité de longueur et l'unité de temps. Le nombre qui exprime la vitesse dépend de cbaciine d'elles ; mais le rapport des vitesses dans deux mouvements uniformes reste invariable quand on change ces unités. En effet-, si l'unité de temps devient n fois plus grande, les vitesses qui étaient auparavant exprimées par d et a' le seront maintenant par na et /la':
or — ; = — - De même, si l'unité de longueur devient ' p fois plus grande, les vitesses auront pour expressions nouvelles - et — > et leur rapport ne sera pas changé.
Eu général, le nombre qui exprime la vitesse varie avec l'unité de longueur. Il est d'autant moindre que celte unité est plus grande. Ce nombre varie aussi dans le même rapport que l'unité de temps,
DE l'ikestib.
153. Il est évident que si un point matériel est en repos, il ne peut se mettre en mouvement de lui-même et
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sans une cause extérieure, car il n'y a pas de raison pour que ce point se meuve de lui-même daus un certain sens plutôt que dans un autre. En outre, si un point matériel a été mis en mouvement par des causes quelconques (que nous appelons da forces) et qu'ensuite il ne soit plus sollicité par aucune force, il devra se mouvoir suivant une certaine ligne droite, en conservant toujours la même vitesse, c'est-à-dire en parcourant sur cette ligne droite des espaces égaus en temps égaux. On voit bien d'abord que le point se mouvra en ligne droite, car il n'y a pas de raison pour qu'il s'écarte de la direction de son mouvement à l'instant où les forces ont cessé d'agir. 11 n'est pas aussi facile d'admc'.tre que sa vitesse restera la même ou que son mouvement sera uniforme, car il n'y aurait rien d'absurde à supposer que son mouvement se ralentisse peu à peu et cesse entièrement au bout d'un certain temps. Mais on observe qu'un corps, soumis à une impulsion et abandonné ensuite à lui-même, possèJu pendant un certain temps un mouvement sensiblement rectiligne et uniforme, et qui dure d'autant plus longtemps que les obstacles et les résistances qui s'opposent à ce mouvement sont moindres. Tel est, par exemple, un corps solide qui reçoit une impulsion sur un plan fixe horizontal très-poli, sur lequel il repose par une face plane et qui n'éprouve que peu de frottement. On est donc conduit à admettre que s'il était possible qu'un point matériel, après avoir été mis en mouvement par des causes quelconques, ne fût plus sollicité par aucune force et ne rencontiât aucun obstacle, son mouvement serait rectiligne et uniforme.
ISl. Ces propriétés consti tuent ce qu'on appelle l'i/iertie de la malièie.
I.'inertic de la matière consiste donc en ce que tout point matériel en repos reste en repos, tant qu'aucune cause extérieure n'agit sur lui, cl s'il a été mis en niuo-
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veinent et qu'ensuite aucune force ne lui soil appliquée, son mouvement est naturellement rectilïgne et uniforme. Le mot inertie ne signifie pas que la matière soit incapable d'agir, car, au contraire, la plupart des forces dont nous observons les effets proviennent des actions que les molécules matérielles exercent les unes sur les autres, de sorte qu'un point matériel peut trouver dans un autre, mais jamais en lui-même, la cause de son mouvement.
VITESSE DIHS LE MOUVEMENT TiRl£.
15a. II résulte de ce qui précède que tout point matériel doué d'un mouvement varié rectilïgne ou d'un mouvement curviligne doit être sollicité par une ou plusieurs forces, sans quoi son mouvement serait uniforme. Comme l'espace parcouru par le mobile n'est pas toujours le même dans des temps égaux, la déSnition que nous avons donnée de la vitesse n'aurait pas de sens dans ce cas. Pour concevoir ce qu'on entend alors par vitesse, imaginous que la cause ou force qui produit le mouvement cesse d'agir à un instant déterminé : le point continuera à se mouvoir dans la direction d'une certaine droite et son mouvement sur cette droite sera uniforme. On appelle vitesse d'un mobile au bout du temps f, la vitesse du mouvement uniforme qui succéderait au mouvement varié si, à cet instanl, la force motrice cessait d'agir.
i56. Quand le mouvement n'est pas uniforme et rectilïgne, la vitesse varie à chaque instant et d'une manière continue, soii en grandeur, soît en direction. En effet, l'observation prouve qu'il n'existe pas de force qui puisse, dans un instant indivisible, changer brusquement la grandeur ou la direction de la vitesse d'un corps ou imprimer subitement une vitesse finie à un corps en repos.
On a pendant longtemps distingué deux espèces de forces : iesjbrces continues, comme la pesanteur, agissant sans iuterruplion sur le mobile pendant un temps fini, et
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les forces instantanées qu'on supposai! capables d'imprimer subitement à un corps en repos une viiesse linie ou Je ctianger ins (an tan émeut la vitesse ou la direction d'un corps en mouvemeul-, mais par l'observation attentive des phénomènes on reconnaît que ces dernières forces n'existent pas dans la nature, et qu'une force ne peut changer d'une manière sensible la grandeur et la direction de la vitesse qu'en agissant pendant un certain temps qui est quelquefois assez court pour n'être pas appréciable. On s'accorde aujourd'hui à n'admettre que des forces continues.
157. Soit M un point matériel qui se meut, d'un mouvement varié, sur une droite Ox. Appelons x la dis- Fie. 60. tance OM de ce mobile à
o M M' un point quelconque de la
** * direction 0:c, et ( le temps
compte à partir d'une époque quelconque, temps au bout duquel le mobile est en M; soit v la vitesse inconnue qu'il possède à cet instant. Nous allons faire voir que
On peut d'abord démontier ce théorème par la considéra^ tiou des infiniment petits. En ellet, supposons le mobile arrivé en M au bout du temps t. Pendant l'intervalle de temps înCuiment petit dt qui succède au temps t, le mobile parcourt l'espace infiniment petit MM'^ dx, et sa vitesse varie înfinimenl peu (156), de sorte qu'on peut regarder le mouvement du mobile de IVl en M' comme uniforme. On a donc
158. On peut établir rigoureusement celle formule par la méthode des limites. Supposons qu'après le temps ( le mobile parcoure pendant l'intervalle de temps A(
StuBu. — liée., L 8
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l'espace MM' = Ax. On pourra toujours prendre le temps At assez court pour que, pendant ce temps-là, la vitesse du mobile soit continuellement croissante ou décroissante. Supposons-la croissante : v étant la vitesse du mobile au point M, désignons par v' sa vitesse quand il arrive au point M'. L'espace ûx parcouru par le mobile pendant le temps At doit être évidemment plus grand que l'espace vAt qu'il parcourrait s'il se mouvait uniformément pendant le temps Ac avec la vitesse c qu'il a au commencement de ce temps, puisque i^ est sa plus petite vitesse pendant le temps At, Ensuite Ax doit être plus petit que l'espace f' At que parcourrait le mobile s'il se trouvait avoir la vitesse constante (^ qu'il a au bout du temps At et qui est sa plus grande vitesse.
On a donc
d'où
Si At tend vers zéro, v' se rapproche indéfiniment de v qui ne change pas ; — se rapproche donc aussi indéfiniment de y, de sorte que Ton a
A^ de
159. Jusqu'ici nous n* avons pas considéré le sens du mouvement. Or le point peut se mouvoir dans le sens Ma: ou dans le sens contraire. Mais dans l'un et l'autre cas la formule
donnera la vitesse du mobile, pourvu que l'on convienne de regarder comme positive la vitesse du mobile lorsqu'il va dans le sens des abscisses positives, et de la regarder comme négative dans le cas contraire; car le rapport ■—
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est positif dans le premier cas, négatif dans le second, et il en est de même de sa limite — ■
. 160. La Yelatiou v:= — montre que si est l'équation du mouvement, on aura Si l'équation du mouvement était de la forme
on aurait
__ rft
dx 161. Réciproquement, si l'on donne l'équation
une simple intégration donnera l'équation du mouvement recliligiie du mobile, savoir :
On déterminera la constante c en exprimant que le mobile a une position donnée à une époque donnée.
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DE L'ACCÉLÉRATION
)u raouïemont uniformémanl varié. — Principe dei mauvements reUtilS.
CoTDpnraiaon des fortas d'après 1«s mouYcmen ta qu'elles impriroeat
gui points motériels. — Do l'accéléra lion daiu un mouTement re«liiigne quelconque.
DU MOIJVEMEBT DMIFORMÉMEHT VAItlÉ.
102. Soit un point matériel M qui se meut sur une fig. 61. droite Ox de telle sorte que
, , . sa vitesse v croisse proportionnellement au temps t, h partir du moment où le mobile était en un point donné A. Soit g l'accroissement constant de la vitesse pour chaque unité de temps. Le point O étant pris pour origine, soient OA ^è l'abscisse du mobile à l'époque initiale, et OIVI = .r son abscisse après le temps t. Eu appelant a la vitesse du mobile au point A, on aura (1) v=^a-\-gt
ou
dx^adi •*■ gt dt;
on a donc, en intégrant,
Or pour ( = 0, on doit avoir j: = 4; donc l'équation du mouvement est
Le mouvement représenté par cette équation est dit miforinémeitl vaiié oa accéléré.
TREIZIEME LEÇON. II y
163. Si l'on place le point O en A, c'est-à-aire si l'on compte les espaces à partir du point où se trouvait le mobile à l'origine du temps ; si de plus on suppose = 0, on aura
Ces deux équations sont celles qui lient l'espace, la vitesse et le temps dans la cliute des corps pesants qui tombent dans le vide. L'observation donne à Paris g ^9", 80896 en prenant la seconde pour unité de temps. Il eu résulte que tout corps pesant parcourt dans le vide, dans la première seconde de sa cbute, jg ou 4'°)9o448*
PIIINCI1>E DES ICOVTBHBNTS KELAT1F9.
164. Il existe une relation entre l'intensité de la force qui sollicite un point matériel et la variation de vitesse quecette force produit. Cette relation se déduit d'un principe qu'il ne parait pas possible de démontrer à l'aide du seul raisonnement, mais auquel on a élé conduit par une multitude d'observations et d'expériences, principe qui i^st vérifié par l'accord constant des conséquences qui s'en déduisent avec les phénomènes observés. Ce principe consiste en ce que si des points matériels M, N, P... je
Fig. 61. meuvent dans V espace suivant
a des droites parallèles, avec une
^ vitesse constante ou variable,
X<* mais qui sait la même pour tous
** à chaque instant, de sorte qu'ils
paraissent ne pas se déplacer les uns par rapport aux autres, si l'un des points, M par exemple, vient à éH-e sollicité par une certaine force, le mouvement relatif du point M à l'égard des autres points sera le même que le mouvement absolu qu'aurait ce point M si le mouvement commun n'existait pas et que le point M parlant du repos fût encore sollicité par la même force.
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C'est ainsi que sur un bateau transporte d'un mouvement rec(iligne et uniforme, les mouvements relatifs que nous imprimons aux corps transportés avec nous sont les mêmes que si le bateau était en repos.
Mais celle loi de ta nature ne peut être soumise à aucune eitpérience directe et rigoureuse. Elle est vérifiée pat l'accord des conséquences qu'on en tire avec les faiis observés, surtout en Astronomie.
16S. 11 résulte d'abord de ce principe que si un point maténel animé d'une vitesse acquise vient à être sollicité par une force dirigée dans le sens même de son mouvement, cette force lui communiquera, après un temps quelconque, un accroissement de vitesse précisément égal à la vitesse qu'elle lui imprimerait s'il pariait de l'état de repos.
En effet, soit un point matériel M se mouvant uniformément sur une ligne droite avec une vitesse v. Dans un temps quelconque B, succédant aa temps t, il parconrra un espace v6 si aucune force n'agit sur lui. Mais supposons que, pendant le temps 0, il vienne à être sollicité par nne force P dans le sens de son mouvement. Désignons par I l'espace que celle force ferait parcourir an point Rf s'il parlait du repos, et par u la vitesse qu'elle lui int-
Alors le point M, animéde sa vitesse acquise i^et solliciié en outre par la force P, parcourra pendant le temps 6 un espace égal à f 9 + J. Car si l'on considère d'autres points ■ sur la même droite Ox ou en dehors, se mouvant uni for tnément avec la vitesse y, chacun d'eux parcourra dans le temps d l'espace («9. Or, en vertu du principe des mouvements relatifs (i6i), le point M, auquel seul est appliquée la force P, doit, au bout du temps 0, précéder les autres points dans le sens du mouvement d'une quantité égale l'i l'espace ^ que la force lui ferait parcourir s'il était d'abord
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en repos. Le point M parcourra donc l'espace cfl-H^ dans le temps 3, et sa vitesse sera
Ainsi la vitesse v se trouve augmentée par l'action de la force P de la quantité u, c'est-à-dire de la vitesse que la force P imprimerait, après le temps 9, au mobile pria d'abord à l'état de repos.
On voit de même que si le point mobile, auimé d'une vitesse v, est scUiciLe par la force P en sens contraire de son mouvement, sa vitesse diminuera de la même quantité u et deviendra c — u au bout dti temps 0, Ainsi le changement de vitesse produit par une force qui vient solliciter un point en mouvement est indépendant de la vitesse précédemment acquise.
EFFET o'uflE FORCE CONSTANTE SOR W FOIHT MATÉRIEL.
166. Supposons maintenant qu'une force P, d'intensité constante, agisse d'une manière continue sur un mobile. Il résulte de ce qui précède qu'elle devra augmenter on diminuer sa vitesse dequantités égales en temps égaux. En effet, soit u la variation de vitesse produite par cette force dans un premier intervalle de temps d, f -H u sera au bout de ce temps la vitesse du mobile. Mais au bout d'un second intervalle de temps égal à 9, sa vitesse devra être v-\-u-i-u ou c-t-au; par la même raison, au bout d'un troisième intervalle de temps ô, sa vitesse est v + iu, et ainsi de suite.
Soit a la vitesse que possède le point mobile à l'instant où la force commence à agir sur lui, et soit g la vitesse que la force imprimerait à ce point au bout de l'unité de temps, s'il était d'abord en repos. Alors le mobile, an ■ bout du temps/, aura la vin'sse a-i- gt ou a — gt, suivant que la force constanic agira dans le sens de la vitesse
lia conns de hécaniqcb.
initiale a ou en sens contraire. Le mouvement du point
est donc uniformément varié (162),
COMPARAISON DES FORGES, d' APRÈS LES MOUVEMENTS qu'elles IMFBlHKtJT ATI MÊME POINT MATÉRIEL.
167. Nous n'avons considéré qu'une seule force agissant sur le point M. Supposons maintenant que ce mobile, déjà animé de la vitesse c, vienne au bout du temps ( à être sollicité dans le même sens pendant le temps 6, par deux forces P et P' qui, en agissant séparément, feraient parcourir à ce point, pris à l'étal de repos, des espaces Ç et l' pendant le temps et lui imprimeraient des vitesses
Imaginons que de la position M partent à la fois deux points matériels animés tons deux de la vitesse v, mais l'un étant soumis simplement à l'action de la force P et l'autre à l'action simultanée des forces P et F'. Le premier parcourra dans le temps 6 l'espace vQ h- ^, et, d'après le principe (164), le second aura sur le premier une avance de ^'. De là il suit que f6-h^-¥-^' est l'espace parcouru par le point matériel M qui, déjà animé de la vitesse c, est sollicité pendant le temps ô par les deux forces P Cl P'. Donc au bout de ce temps sa vitesse sera dl d^ ,
Ainsi le changement de vitesse produit sur un mobile par l'action simultanée de deux forces est indépendant de la vitesse acquise et est égal à la somme dos vitesses qu'aurait eues séparément le mobile si, pris à l'état de repos, il avait été tour à tour soumis à l'action de chacune des forces P et P'.
On verrait de même que si les forces P etP' agissaien:
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en sens contraire, le changemeni de vitesse dans le temps 9 serait ëgai à u — u'.
168. Cela posé, il est facile de dômoiilrer que deux forces d'intensités constantes sont entre elles comme les changements de vitesses quelles peuvent produire séparément pendant le même temps sur un même point matériel.
En effet, supposons qu'une force/ agisse pendant un temps 6 sur un mobile dont la vitesse acquise est f. Elle fera subir à ce mobile un accroissement de vitesse A. Soit k' la variation de vitesse qu'éprouverait le point pai' l'action séparée d'une autre forcey'; si y et/' agissent simultanément, le changement de vitesse sera A + A' (167). Donc si y =/, on aura ft + A' = aA. Ainsi une force 2/ produira un changement de vitesse égal à ifa, de même, une force 3/ produira un changement de vitesse égal à ' 3A, et en général une force n/ produira un changement de vitesse égal à nk.
Soient maintenant P et P' deux forces d'intensité constante, et soient u et u' les changements de vitesse qu'elles produisent sur un même mobile pendant un temps 6. Je dis qu'on aura
En effet, si les forces P et P' sont entre elles dans un rapport commensurable, soît/îeur commune mesure et
P = «/, P' =.«'/, n et n' étant deux nombres entiers, de sorte que l'on ait
Si A est le changement de vitesse que produirait la force/
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d'où
Si les forces P et P' n'ont pas entre elles un rapport commetisurable, je dis que l'égalité précédente aura encore lieu.
En effet, divisons la force P en n forces égales kf, de sorte que
en désignant par k la vitesse que produirait la force f, on aura
a = nk.
Si/est contenu n' fois dans P', on aura
_ , P' a' , n' n/+\ Uonc les rapports — et — tombent entre — et ^
et, comme ces derniers peuvent différer d'aussi peu qu'on voudra en prenant n suffisamment grand, oa eu conclut que
Ainsi des forces d'intensités constantes sont entre elles comnw les changements de vitesses qiC elles font subir à un même point matériel, quand elles agissent séparément sur lui, pendant le m^me temps
Ce faitest confirmé par l'expérience
i" On sait que la pesauleur n'a pas la même intensité en différentes régions de la terre, et le poids d'un raème corps varie d'un lieu à l'autre, dans le rapport des intensités de cette force. Or, l'espérieiice montre que ce rap-
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poi't est précisément le même que celui des vitesses acquises par un même corps tombant, en ces dilTéreuls endroits, pendant le même temps.
a" Soit P le poids d'un corps tombant le long d'un plan incliné, qui fait avec l'horizon un angle a. Soil P' la fi,_ g3^ composante de ce poids parallèle
au plao incliné : on a
P' = Psin«.
Or, en appelant u ta vitesse acquise par le corps tombant libre-
metii, et u' celle qu'il acquiert en descendant sur le plan
incliné, l'expérience montre que
DE l'ACCÉLÉBATIOM.
170. Supposons qu'une force d'intensité variable sollicite un point matériel M suivant une certaine droite Ox. Fig. 64. Soient OM = j; et f la vî-
, M M' tesse que possède le point
" ^ matériel au point M, au
bout du temps t compté à partir d'une époque quelconque. A ce moment la force présente une certaine intensité P. et, si elle agissait constamment avec cette intensité, elle ferait éprouver à la vitesse, pendant l'unité de temps, une certaine variation y. Celte quantité y est ce qu'on nomme V accélération, et nous allons démontrer que l'on a
Eneflet, soit A< un intervalle de temps asse? pem pour que l'intensité de la force soit constamment croissante ou
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décroissante, lorsque le point ira de M en M'. Ici, pour fîser lo5 idées, nous la supposerons croissante. Soient <f et cf' les accélérations qui correspondent ans points M et M'; v et *• -+- Av les vitesses du mobile en ces deux points. Si la force conservait pendant le temps At une intensité égale à celle qu'elle a en M, f At serait l'accroissement de vitesse du mobile sous l'action de cette force au bout du temps A f . De même <f ' A ( serait la vitesse acquise pendant le même temps, si la force avait la même intensité qu'en M', dans cet intervalle. On aura donc
ou
Donc, comme lîm 9' ^ ^ , en a
iTi. Autrement : l'espace Ax parcouru pendant le temps Af est évidemment compris entre les espaces qui auraient été parcourus si la force avait eu constamment, pendant cet intervalle de temps, ou sa plus petite, ou sa plus grande intensité. On aura donc, si Ai ^0
Aj;>i'9-|--çe»,
\dl' f 1.2
OU
donc-
~(x est loujours compris entre cf et cf , et par
TREIZIEME LiùÇOH
Mais — = i"; donc
172. Quant au sens du mouvement, l'accélération if sera positive ou négative selon que la force P tirera dans le sens des x positifs ou dans le sens contraire; car dans le premier cas la force augmentera la vitesse et dans le second cas elle ta diminuera. On aura donc dans le pre-
mier cas -r > o, dans le second ~ < o.
QUATORZIÈME LEÇON
DE LA MASSE DES CORPS
MalM d'un point malériel. — MaiES d'uD corps. — Relation entre les
forces, les masses cl L's litEsses. — De la quantité de mouveuieot.
Force motrice, — Force accélératrice. — Helalioni entre le poids et la eutiM. — Dei uoiliw employées en Mécooique.
UiSSB DES POrmcS XiTÉKIBU.
173, Jusijn'à présent nous n'avons considéré que des forces appliquées à un seul et même point matériel. Nous allons maintenant ejEatniner ce qui se passe quand des forces agissent sur des corps de grandeur Cuie. Mais quelques remarques sont utiles auparavant.
Concevons qu'un corps soit placé sur un plan liorizonlal et qu'il n'y soit retenu par aucun frottement. Sï l'on veut faire glisser ce corps sur le plan, il faut exercer ua cSbrt quelconque. Pour expliquer cet eifort, on doit observer que si l'on agil sur un corps pour le mettre eu mouvement, une réaction en sens inverse s'exerce contre l'agent ou l'organe qui donne le mouvement, et celte réaction est la cause de la sensation que nous éprouvons. En géuéial un corps ne peut agir sur uu auirc sans éprouver de la part de cet autre une réaction égale ei contraire.
174, De ce qu'il faut des efforts plus ou moins considérables pour donner le même mouvement à des corps différenls, on doit conclure que ces corps ne conlienueiit pas des quantités égales de matière. On est ainsi conduit à la notion de la masse des corps.
QUATORZIEME LEÇOK. 12^
On du que deux points macérieh ont des masses égales, quand deux forces égales, appliquées pendant le Rg. 65. même temps à ces deux points,
leur donnent le même mouvement.
Il faut remarquer que ceiie définition ne suppose nullement que les deux poinu matériels soient formés de la même substance. Quant à l'égalité des forces, on doit l'entendre comme en sutique. Ainsi deux forces sont égales si , en les supposant appliquées verticalement axa. deux plateaux d'une balance , «lies se font équilibre.
175. Si l'on conçoit une multitude de points matériels a^ant des masses égales et qu'on réunisse plusieurs de ces points en un setil , on formera des molécules dont les masses auront entre elles des rapporta quelconques.
IU5SE 0£fi coufs
176. Soient A, B, C, D des points matériels de mâme masse. Des forces égales et parallèles appliquées à ces
Fig. 66. points, pendant le même temps,
leur feront parcourir des droites ^ales et parallèles avec une vitesse commune, laquelle, du reste, sera généralemenl variable, Il suit de là que le mouvement ne sera pas troublé si ces points sont liés entre eux par des droites rigides et invariables. On forme ainsi un corps solide, lequel d'ailleurs peut être quelconque. D'un autre cAté, les forces égales ei parallèles, appliquées A ces différents poinu, peuvent être remplacées par leur résultante qui est parallèle aux forces considérées, égale à leur somme et passe toujours par le même point, quelle que soit d'ailleurs la direction commune de ces forces. Ce \fi\iil est dit le centre de masse
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du corps. Donc, quand un corps de figure /iwariable est sollicité par une force qui passe par le centre de masse, tous ses points décrivent des droites parallèles et égales, dans le même temps, car celte force pourrait être décomposée CD autant de forces parallèles et égales appliquées aux différents points, égaux en masse, qui cornposent ce corps.
Au coiilraire, le mouvement n'aurait plus lieu de cette manière si la direction de la force ne passait pas par le centre de niasse. Il y aurait alors pour chaque point tout à la fois un mouvement de translation dans l'espace et un mouvement de roiaiion autour du centre de masse.
Cela posé, les masses de deux corps sont égales, lorsqu'en appliquant des forces égales à leur centre de masse tous les points de ces corps dêciivent des droites parallèles avec la même vitesse. Les masses m et m' de deux corps sont dans le rapport de n à n' lorsqu'on peut les partager l'un en n parties, l'autre cii n' pat tics ayant la même masse fA. Ou aura dans ce cas
RELATION £NTBE LES FORCES, LES HISSES ET LES VITESSES
177. Il suit de là que si des forces constantes P et P' appliquées aux masses m et m' leur impriment la même vitesse w, elles seront entre elles comme ces masses.
Soit -; le rapport des masses, en sorte que l'on ait
eu appelant a la force qui communiquerait à la masse [à la vitesse u dans le temps t, on a
car la force P par exemple équivaut à n forces égales à o appliquées aux n molécules p qui forment la niasse m :
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par suite
P _ n^_ ffi P'~ n' ~ m''
On étendra sans peine celte propriété aux niasses dont le rapport sérail incommensurable.
178. Supposons que deux forces d'intensité constanle P et P', appliquées à deux corps quelconques dont les masses sont m et m', leur fassent acquérir des vitesses u et m' au bout d'un même temps I. Je dis qu'on aura
Appelons en effet Q U force qui dans le temps ( donnerait la vitesse u au corps dont la masse est m' . On aura
d'où l'on déduit
DE LJt QDAKTITÉ DE HOUVEUBHT.
179. Le produit mu. de la masse d'un corps m par la vitesse u commune à tous ses points est ce qu'on apptdio U quantité de mouvement du corps.- Ainsi la pioportion
Stumi. — si4c., I.
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peut s'énoncer en disant que les intensités de deux forces appliquées à deux corps quelconques, à leurs centres de masse, sont proportionnelles aux quantités de mouvement qu'elles donnent à ces deux oorps, d'où il suit qu'on peut prendre pour mesure de l'intensité d'uue force P la quantité de mouvement mu qu'elle communique à une masse m dans un temps déterminé, par exemple dans l'unité de temps. On prend donc V = mu;
mais si l'on choisit arbitrairement l'unité de longueur, l'unité de force et l'unité de temps, on est obligé de prendre pour unité de masse la masse d'un corps qui, sollicité par l'unité de force, acquerrait dans l'unité de temps une vitesse égale à l'unité de longueur.
FOBCE MOTRICE. FOBCE ACCÉLÉRATRICE.
JdO. La formule P ^ mu donne la mesure de l'intensité d'une force constante : mais elle s'étend aux forces dont l'intensité est variable avec le temps. Supposons en effet qu'une force appliquée au centre de masse d'un cdrps dont la masse est m, ait, à l'instant considéré, une intensité P. Soil (f la vitesse que celle force ferait acquérir au mobile au bout de l'unité de temps, si pendant re temps elle conservait une intensité constante égale à P. On aura alors
Maïs y éiani l'accélération du mobile au bout du temps t.
Donc à chaque instant l'intensité de la force P, que l'oa appelle ybive motrice, est donnée par la relation
QUiTOUZIÈME IRÇOK. l3l
i81 . Si l'on désigne par p la force qui donne la même accélération (f à l'unité de masse, ou a
Ainsi le nombre p, qui représente la force motrice de l'unité de masse, est le même que celui qui exprime l'ac' célératîon (f, en sorte qu'il est permis de les substituer l'un à l'autre. La force motrice qui produit le mouvement de l'unité de masse est dite la force accélératrice du mobile, et la quantité <f est nommée indifféremment V accéiération ou la force accélératrice.
RELATION ENTRE LE POIDS ET LA MASSE
182, L'observation prouve que deux corps pesants, quelles que soient leur substance et leur forme, acquièrent la même vitesse, au bout du même temps, quand ils tombent dans li, vide. Ce fait n'était pas connu avant Galilée, et l'on croyait que la pesanteur agissait avec une iiUensité variable sur les corps de différente nature. Maïs Galilée démontra ce fait par l'expérience, et fit voir que si les clioscs ne semblaient pas se passer ainsi dans la nature, la cause en était due à la résistance de l'air, milieu dans lequel s'opère la cbute du corps.
Il résulte de ce fait que les pçïds de deux corps sont proportionnels à leurs masses : car les poids étant des forces conslanles, on a
cl, puisque dans ce cas n = u' = g, on aura
Le nombre qnî exprime le poids d'un corps en représente aussi ia masse, si l'on prend pour unité de masse la masse d'un corps dont le poids est égal à l'unité. Mais
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nous verrons bientôt qu'on adopte une au tion.
Il est utile de remarquer que l'égalité des masses ilc deux corps héiérogèncs ne pouvait pas se conclure de ce seul fait que ces corps ont des poids égaux. Il falUît savoir en outre que ces corps acquièrent la même vilesse après être tombés pendant te même temps.
Il résulte de la proportiouDalité des poids aux niasses que le centre de masse d'un corps n'est autre chose que son centre de gravilé.
DES UNITÉS EMPLOYÉES EH VÉCi»IQUE
183. On peut maintenant fixer les différentes unités que l'on doit employer dans l'étude des propriétés de la pesanteur. On prend ordinairement pour unité de temps la seconde, pour celle de longueur le mètre. L'unité de force est le gramme ou le kilogramme : le gramme est le poids d'uu centimètre cube d'eau distillée à son maximum de densiié. Soit g la vitesse acquise par un corps pesant au bout d'une seconde; à Paris, on a g' = y^jSuSyô. 11 reste encore à iîxer l'unité de masse qui n'est plus arbiiiaire. Or, si dans la relation
on fait P = §■, on a m = 1 : on doit donc prendre pour unité de masse la masse du poids
poids qui peut servir de mesure à l'intensité de la pesan-
184. L'intensité de la pesanteur ou le poids d'un corps varie à la surface de la terre, et la vitesse que la pesanteur imprime au corps, au bout d'une seconde, varie dans le même rapport. La relation V:=ing fait voir
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que le nombre -, qui exprime la masse, reste le même,
c-n quelque endroit qu'on le détermine.
185. Soient V le volume d'un corps supposé homogène et D sa densité oo sa masse sous l'unilé do voîume. En appelant m la masse de tout le corps, on aura
nt = VD, ou, à cause de P = mg,
MOUVEMENT DES CORPS PESANTS
Mouvcmeol rerlleal dw corps pesant) dm» le vide. — Houvement d'nn corps pesant sur un plan incliné. — Détermination de la constante g. — Cliute d'un corpi dans un milieu qni résiste louimo le carré de la vitesse. — Cas particulier où la résistance devient nulle.
MOVVEUEHT VEHTICAl. DES COKIS PESAHTS DAB9 LE VIDE.
186, Quand un corps, sollicité par une force P, constante ou variable, parcotirt une certaine droite, sou mouvement est représenté par les équations
<{i désignant l'accélération et f la vitesse-, on déduit de ces formules, en prenant t pour variable indépendante,
On retrouve aisément, au moyen de ces équations, les lois du mouvement uniforniémcat varié. Ainsi, en appelant g l'accélération due à la pesanteur, on a
(0 »^a-f-gt,
a représentant la vitesse possédée par le mobile à l'orl'
gine du temps. On déduit ensuite de c^ — l'équation
b étant l'abscisse du mobile à l'origine du temps.
QUIItZlkUE LEÇOn. i3S
187. Si l'on compte les espaces et le temps à partit da point où la vitesse est nulle, on a
L'élimination de ( entre ces deux équations donne la relation
entre la vitesse et l'espace' parcouru- On appelle ij^gx la vitesse due à la hauteur x, et — est dite la hauteur duo à la vitesse v.
188. Supposons maintenant (ju'un corps soit lancé de bas en haut suivant la verticale. La force constante agissant en sens inverse du mouvement, on devra poser
si l'on compte de bas en haut les 'abscisses positives. On tire de là
(5) , = »-ei
et, par suite,
Si l'on compte les espaces à partir du point où se trouve le mobile à l'origine du temps, on a & := o ec \
En appelant S le temps au bout duquel le mobile cesse de monter, et h la hauteur à laquelle il s'élève, on a
d'où
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Arrivé a cette hauteur, le corps commence à descendre et, revenu au point de départ, sa vitesse redevient ^gale à sa vitesse initiale; car, en faisant * = — ^^^^ '^ ^°^' mule (4), on trouve »'=a, mais elle est de sens contraire.
MOtlTEUENT d'un CORPS PESABT SXIB BM PLAS ISCLIKÉ.
189. Soit G le centre de gravité d'un corps pesant, placé sur un plan incliné : la ''' '' composante de son poids, pa-
rallèle à la longueur AB du plan incliné, tendra seule à faire descendre le corps. En appelant a l'angle BACde ce plan avec riiorizon, ^sina: sera l'accélération du mobile, et l'on aura, pour déterminer son mouvement,
Ainsi, le mouvement du mobile sera le même que celui qui aurait lieu suivant la verticale si l'intensité de la pesanteur, au lieu d'être g, était g sïna. On aura donc, en changeant g en ^sinoc dans les formules (3) et (4) du n" 187, (.) > = g.\n.t,
(3) «■'=2^xsio«.
190. Si x' représente la longueur AB du plan incliné et k sa hauteur BC, on auraj pour x = x', <■' = 2gx' sina ou i^=2gh.
Donc la vitesse acquise par un mobile qui a parcouru toute la longueur BA du plan incliné est égale à celle , qu'il aurait acquise en tombant de la Hauteur BC.
QCISZIÉMB LEÇON. iS^
191. Soit ABD une circonférence dont le diamètre AD est vertical. Supposons qu'un corps descende le long de la corde AB, et cherchons le temps qu'il mettra h parcourir cette corde.
Menons BC perpendiculaire à AD: soient AB = a:, AD = a,
ABC= ADB=:«. En appliquant au triangle ABC les
formules du plan incliné (189), on aura
x = -gt' itna;
. « mais CD a
AB^AD.sinx ou x^aiîna,
donc
d'où l'on conclat que le temps employé par le corps pour descendre le long de AB est le même, quelle que soii cette corde, et çuil est égal au temps que le coips emploierait à descendre de la hauteur AD.
DËTERHINATIO» DE LA CONSTANTE g.
192. Le plan incliné rend la cliutc d'un corps moins rapide sans changer la loi de son mouvement. En prenant l'angle et sufâsamment petit, il devient possible d'observer le temps que met le corps à descendre d'une hauteur donnée, et par suite d'en conclure la quantité g qui représente l'intensité dt; la pesanteur.
11 existe d'autres moyens d'arriver au même résultai.
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i93. Soit 0' un corps placé sur un plan nonzontal AB et tiré par un SI honzonial dont la direction passe par le centre de masse. Supposons qne ce fil, enroulé autour d'une poulie p, soit entraîné suivant la verticale par le poids d'un corps G sollicité librement par la pesanteur.
Soient m et m' les masses des corps G et G'. La force acrélérairice du mobile G étant g^ et la force motrice du corps G se répartissant sur la masse iTt-+-m', la force accélératrice de tout le système sera ^^ — -,• Le mouvement suivra donc les mêmes lois que celui d'un corps entièrement libre, mais pourra être ralenti autant que l'on voudra, en prenant m' assez grand par rapport à m.
La machine d'Alwood offre un troisième moyen
Fie- 70.
Réduite h l'état le plus simple, elle se compose d'une poulie verticale P, mobile autour d'un axe Korizontal et sur la gorge de laquelle s'enroule un fil portant à ses extrémités deux corps pe- " sants G et G'.
Soient m et m' les masses des corps G et G'. La force motrice de G étant mg, et m' g étant celle de G', si l'on suppose m > m', le système sera entraîné par une force motrice égale à mg — m' g ou (m — m') g. Mais comme cette force sollicite une masse m ■+■ m', la force accélératrice du système ou la force motrice rapportée à l'anité de masse sera
On pourra donc an moyen de cet appareil ralentir autant qu'on le voudra le mouvement du système.
QCIIiZtEME LEÇON. iSp
CHUTE d'u» corps PESANT DANS CN MTLIEU QVI HESISTE COMME LE CAnnË DE LA VITESSE.
■ 193, Supposons que le corps qui tombe soît symétrique autour d'un axe vertical. Le poids du corps est une Force dirigée suivant cet axe, et il en est de même de la résullanle R des résistances partielles qu'oppose l'air à la chute du corps, aux différents poiuts de sa surface; la force R agit en sens contraire de la pesanteur.
Soient m la masse du corps et G sou centre de gravité pj ou de masse, silué né.cessairement sur Ox. La force motrice du corps due à la pesanteur étant "'g> '"S — -^ ^^""^ '* force mo- , ,, mg — R R trice réelle et — ^ on g
sera la force accélératrice.
L'observation prouve que la
résistance R, lorsque le mouvement du corps n'est ni très-lent, ni très-rapide, peut être regardée comme proportionnelle à la densité du milieu et au carré de la vitesse du mobile. On peut donc poser {.) R = «p.',
p désignant la densité de l'air, f la vitesse du corps et a un coefficient que l'on peut déterminer pour le corps pesant considéré par une CTpérience, et qui ne dépend ni de p ni de c. Par conséquent la force accélératrice du
mobile sera g ^ .
196. Si le corps est une sphère, en appelant D sa densité, rsoD rayon, on aura
l4û COURS DE MÉCAKtQtJE.
D'ailleurs on trouve par l'observation que la résistance (In fluide est proportionnelle à la surface de la sphère on au carré de son rayon j on peut donc poser a = br*^ et l'on a
m ~^ 47t Dr'^ Dr "
Enfin, pour la même sphère et pour le même milieu, 7, p, D, r étant des constantes, on peut poser
et il vient enfin
La constante h désigne la vitesse que devrait avoir le mobile pour que la résistance de l'air fût précisément égale au poids du corps.
197. En supposant toute la masse du corps concentrée à son centre de gravité G, le mouvement de ce point, et par suite celui de tout le corps sera déterminé par l'équation
de là on tire
ce que l'on peut écrire ainsi :
En. intégrant de part et d'autre, on aura donc
QUINZIÈME LEÇOn. l4l
Si l'on déierm ne la consiante par la coudiiioa que la vitesse soit nulle pour f = o, on a c = o, et réqualion devient
On en tire
uu enfin, en divisant les deux Icrmes par c^ ,
Pour déduire de là l'espace eu louctîon du temps
II, remplaçons v pai- — > nous aurons
mais le numérateur de celte fraction est la différentielle du dénominateur, à un facteur constant près. Doue on aura en intégrant
la constante étant déterminée par la condition que l'on ait à la fois x = o cl t ^ o.
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199. Enfin on peut trouver une relation entre l'espaci parcouru et la vitesse. On a (n" 186)
i/dv =: ^d-x.
Ici la force accélératrice ç est t^ale à ^ — —. On a don(
En intégrant et déterminant la constante par la condition que l'on ait x ^ o, lorsque f = o, on a
200. Quand ou suppose t très-grand, e * est trèspetit, et, en négligeant ce terme, on a
Ainsi, an bout d'un temps très-long, le mouvement devient sensiblement uniforme, et la force accélératrice
<^ =■ g 77 ^*' sensiblement nulle, car elle devient nulle
pour c ^= A. Ce fait se conçoit sans peine, car le poids du corps est nne force constante, et la résistance de l'air une force variable qui augmente avec la vîlesse du mobile et qui finit par faire, à très-peu près, équilibre au poids du corps. Mais on n'a f = h que pour / ^ oo , en sorte que le mouvement tend à devenir uniforme, mais ne l'est jamais rigoureusement De la valeur
QUINZIÈME LEÇON. l43
on conclut que le carré de la vitesse du mouvemem uniforme vers lequel tend le mouvement varié est proportionnel à la densité du corps et au rayon de la sphère, et en raison inverse de la densité du milieu résistant. Ce fait est confirmé par l'expérience.
Le temps au bout duquel le mouvement devient seusîblemenl uniforme est d'autant plus grand que la valeur de A' est plus grande. Car, pour que l'oa ait
il faut que l'on ait
CAS PARTICULIER OU LA RÉSISTAKCE DU MILIEU DEVIEHT MULLE
201 . rious avons vu que la résistance du milieu avait pour expression
Il suit de là qu'en faisant ft^ec, on a R^o. Celte hypothèse doit donc faire retrouver les lois de la chute des corps pesants dans le vîde. Mais comme les formules se piésenteut alors sous une forme indéterminée, nous
SL —€L tillons remplacer dans ces équations e et e par leur
développement en séries conver-genies. Or on a
fr S' fi''' ?'''
l44 COURS DE IfÉCAMQOK.
d'où l'on déduit
SubstituaQt ce résultat dans l'équation
et faisant les réductions, on trouve pour A =: co Maintenant l'équation
devient par la substitution
Si l'on développe 1 1 i-H ^-yj- -+-...} en série, on aura
a étant la somme des termes qui s'évanouissent pour /• := 00 . Donc à cette limite on a
SEIZIÈME LEÇOK> l45
SEIZIÈME LEÇON
SllTE DU MOUVEMENT DES CORPS PESANTS.
HoQTenieiit d'un corps peaaal lancé de bas en haut. — MoaTcment d'un corpi p*9aDt dam qd milieu qui résiste comme la Titease. — Chute d'un corps dans le vide en ayant égard k la variatiou d'ialensité de ta pesaDteur. — Cas particulier d'un corps placé ï une petite distance de la lurrace terrestre.
HOUVEUENT d'uN CORPS PESANT LANCÉ DE BAS EM HAUT.
202. Supposons maintenant que le corps considéré ait un mouvement vertical, mais de bas en haut, dans le milieu résistant. En conservant les mêmes notations. — mg — R
sera la force motrice du mobile, et sa force accélératrice sera
puisque la pesanteur et la résisiancc du milieu sollicitent le corps en sens inverse de son mouvement. On a donc ici
et si l'on pose encore
il vient
gdt i- de
Intégrant et déterminant la constante, par la condîtîon
que pour t = o on ait v ^ a, <i étant la vitesse initiale
STtaa.— iléc, 1. lO
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du mobile, on a
(3) y = arctang j — arcung--
203. Celte équaiioii donne le temps eri fonction explicite de la vitesse. Pour en déduire ta vitesse en fonction du temps, posons
arc lang -r =p, arc tang j = ?t ou aura
et
Remplaçant tangy par ^ et tang j pai
Xcos^
20i. Pour obtenir x ou l'espace parcouru au bout du temps t, on observera que le numérateui* de v multiplié par dt est, à un facteur constant près, la difTérentielle du dénominateur. Donc, si l'on intègre et qu'on détermine la constante par la condition que l'on ait simultanément j: = o ei t = o, ce qui revient à placer l'origine des abscisses au point de départ du mobile, on a
„ea-,..t'\.
SEIZIÈME LBÇOS. 1^7
205, Quand on veut exprimer x en fonction de c, on fait usage de la formule
qui devient, en remplaçant (f par sa valeur (202),
oa
-iqrTT = =?''■-■
Intégrant et déterminant la constante, de manière que l'on ait à la fois x:=o et v=z a, on a
206. II y a un insianl où le corps cesse de monter. Si 6 est le temps de î'ascension et h la hauteur la plus grande à laquelle parvient le mobile, on aura, en faisant f=o dans les formules (4) et (6),
langÇ^^, d'où e^^arctanej
Parvenu à cette hauteur, le mobile commence à descendre, et si l'on appelle a' la vitesse qu'il possède lorsqu'il est revenu au point de départ, on aura, en faisant x = h, v=^a' dans la formule (8) du n° 199,
On a donc
d'oà l'on tire
Celte formule fait voir que a'est toujours moindre que a. 207. Pour déterminer le temps 6' de la chute du corps, on remplacera, dans la formule (5) du n° 197,
cpar a' etï par 9
et si l'on nomme T le temps lolal que le mobile met à revenir à sa position initiale, on aura T = e + 9'
arc taug t + 1 -
Les quantités o et g' sont supposées connues ; le temps T peut être obtenu par l'expérience : cette dernière relation peut donc servir à déterminer la constante A pour un mobile donné.
MOUVEMENT D OH CORPS PESANT DANSCH MILIEU QCI DÉSISTE COMME LA VITESSE.
208. Quand le mobile possède une très-petile vitesse, on peut regarder la résistance du milieu comme proportionnelle à cette vitesse. Si le corps descend, il faudra poser
dt~^ k ou (.\ gdt_J^
Intégrant et déterminant la constante par la condition
SEIZIEME LEÇon.
qu'on ait à la fols f = o, c = o, on a
d'où
Multipliant par dt et intégrant,
..-?(,-rî).
la constante étant déterminée par la condition qne x = o pour t ^ o.
HOUVEMEHT d'uN COBPS DÉNUÉ DE PESANTEITK DAHS UN MILIEU QDI DÉSISTE COMME LA KACINE CARDÉE DE LA VITESSE.
209. Ce cas est intéressant, parce qne le mobile (iuit par s'arrêter et que celte circonstance répond à une solution particulière de l'équation dilTérentielIe.
La résistance du milieu, seule force qui sollicite te mobile, agissant en sens inverse du mouvement, on aura
Comme l'unité de vitesse est arbitraire, on peut la choisir de telle sorte que a^a. Alors l'équation précédente revient à
Intégram et supposant v=ia pour ï ^ o, on aura
on
De cette équation on déduit
<ir = {^/a — iftit.
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d'où l'on lire, en intégrant et supposant x^o pour
210. La formule (3) fait voir que si t augmente en restant moindre que ^, c diminue, et que i' = o pour
I = ^ ; on a en même temps x = — = — Ainsi le mobile
la force accéléralrice est nulle en ce moment, le corps restera iudéûniment en repos. Cependant les formules (3) et (4) ne conduisent pas à celte conséquence; car c ctx varient pour f^y/a. Mais, si l'on remonte à l'équalion (i), on voit qu'elle est satisfaite par f =: o, que! que soit d'ailleurs t. Celte solmion particulière s'applique aux cas oàt^ija; maïs elle ne peut s'appliquer au cas où l<^ \Jay car au moment du départ la vitesse du mobile est a et non o. Ainsi, quand on a f <^ \/a, on doit appliquer les formules (3) et (4)i et la solution particulière quand on a i^\f^-
CHVTE n'uN CORPS Di»S LE VIDE EN ATAKT ÉGAItD [ DE Ll PESANTEOR.
Soit M un point matériel pesant tombant dans le
Fis- T'- vide et placé d'abord à une assez
grande distance de la surface de
la terre. Dans ce cas l'intensité
de la pesanteur ne doit pas être
regardée comme constante, car
cette intensité varie en raison
inverse du carré de la distance du point matériel au
centre de la terre. Soient OB = r le rayon de la terre,
g l'intensilé de la pesanteur à la surface, AO = a la
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distance initiale du poinl M, enfin AM = ar l'espace parcouru dans le temps t.
L'accélération f au point M sera donnée par la proportion
On aura donc
Si l'on multiplie de part et d'autre par a tJx, on aura
zdxd'x iftr''dx
^^ ~ {a —xj'
Donc, en intégrant et déterminant la constante par la condition que la vitesse initiale soit nulle, on aura
212. Cette formule fait voir que la vitesse augmente avec œ, ce qu'on pouvait prévoir. Si l'on fait
F=v'2SA y/î;
comme on a r<^a, on voit que la vitesse du mobile eu arrivant à la surface de la terre est moindre que la vitesse qu'il aurait en tombant de la même bauteur h, si la pesanteur était partout la même qu'à la surface : conséquence évidente.
213. Pour x=a, on a i'=ao ■ Donc, si toute la masse du globe était réunie à son centre, la vitesse acquise par le mobile arrivant au centre serait infinie.
iSa COUftS DB MÉCAiriQDZ.
Si l'on remplace v par ^ dans l'équation
on donne aux radicaux le signe -4-, parce que )a vitesse -r doit être positive. Pour intégrer on écrira
, (-0 — 3-|i/i —adx
donc
On n'ajoote pas de constante, parce qu'on doit avoir j: = o pour 1 = 0.
âJ5. Cette relation entre t'espace et te temps peut Fie. 7^- ^tre représentée par une V. courbe. Menons Ay perpendiculaire à AO, ei OD parallèle à Aj'. Imaginons qu'une circonférence ayant ÂO pour diamètre roule sur OD, te point A de celte circonférence engendrera une cyctoïde AND, dont Tëquation différenlietle.
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par rapport aux axes Oy et Ox, sera
OU
Or le second membre est égal à W ^^ (/( ; on aura donc
a et par conséquent
^='\/? «" •=7\fïi-
Le temps employé par le mobile à parcourir Pespace AM est donc proportionnel à l'ordoonée correspondante de la . cycloïde.
CAS PARTlCULICn d'dN COBFS PLACÉ A tlHE PETITE DISTAHCB DE LA SURFACE TEnitESTBE.
âlti. Les formules que nous venons de trouver doivent devenir celles du mouvement uniformément accéléré quand on suppose la distance AB très-petite par rapport au rayon terrestre.
En effel, soit {Jig. 72, p. i5o} AB = A,
on a, formule (2). n" 2(1,
Comme h et x sont des quantités très-petites par rappoit
l54 COURS DE MËCAMQOE.
à r, on pent négliger k — x, qui est ajouté à r, et remplacer a par r, ce qui donne
Maintenant dans la formule (3) (214) on peut remplacer
— a arcsin i -Ja- 2 \a^
mais - Cl par suite - ijax — x^ ou a W - ( i ] éiant
très-petit, on peut remplacer l'arc par son sinus ci A la
place de -a arcsin ( - \Jax — x' ] écrire ^/ax — x^. Par la même raison, négligeant x* devant ax et r plaçant a par r, la fornciule (3) devient
DIX- SEPTIÈME LEÇON
DIX-SEPTIÈME LEÇON
DU MOUVEMENT RECTIUGNE DES POINTS ATTIRÉS OU REPOUSSÉS PAR DÉS CENTRES FIXES.
DUTeinent de deux points qui s'.'itlirent en raison inverse du carré d distances. — Mouiement d'un point attiré par \>a centre iiic en raiai directe de la distance. — HoUTement d'un point repousaé par un cent llie en raison directe de la distance.
HODTBMEHT DE DEUX POINTS MÀTÉHIELS QUI s'ATttREST EH RAISOK IHVERSE DU CAKHÉ DES DISTANCES.
217. On peut ramener au problème précédent (211) le mouvement de deux points matériels qui s'attirent en raison directe des masses et en raison inverse du carré de la distance.
Les équations du mouvement de ces deux points, en appelant m et m' leurs masses, x et x' leurs distances à une origine prise sur la droite qu'ils parcourent et u leur distance au bout du temps l, seront
rf'.r _ /n,w' , d'à' _ fmm\
d'où l'on déduit
c'est-à-dire que le centre de gravité des deux masses se meut uniformément. On a ensuite
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011, à cause de x' — x= u,
d'à _ _ f{m + m-) dt «»
Donc l'un des points se meut par rapport à Tautre o s'il était attiré par une masse égale à ( r» + m') placée en un centre fixe. On dëlcrminera donc u en fonction de t comme dans le problème précédent, puis on aura les valeurs de X et de x' par les équations
MOnVEMEMT d'hH POINT ATTIRÉ EM RIISOK DIEECTE
218. Considérons un point malériel placé d'abord an c. , point A où sa vitesse est nulle
et attiré par un centre nseU, en raison directe de sa distance à ce dernier point, que nous prendrons pour origine. Comme la force attractive tend à diminuer l'abscisse variable x du point mobile, on a l'équation
n' étant la mesure de l'attraction exercée sur l'unité de masse du corps à l'unité de distance. Multiplions de part et d'autre par ^dx, nous aurons
d'où, en intégrant,
la constante étant déterminée par la condition que -^ ou V soit nulle pour x^a.
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Comme la vitesse du mobile est négative quand il va dans le sens AO, on a
ou
dr
Intégrant et déterminant la constante pai la condition que Ton ait à la fois t=o,x^a,ce qui la rend nulle on a
(3) x:=at:Oinli et ensuite
(4) p = — nusinw.
âl9. Lorsque le point mobile arrive en O, ou a x^o et nt= -}
Parvenu à ce point, sa vitesse est égale à — na. Le mobile dépassedonciepointO et continue sa route en vertu de sa vitesse acquise. Pour déterminer le point A' où il s'arrêtera, faisons v=o, il en résulte nt = r, d'où r = - et parsuite j:= — a. Ainsi 0A'= OA.
Arrivé en A' où il n'a plus de vitesse, le mobile se trouve placé par rapport au point O, comme il l'était en A. Il sera donc attiré avec une vitesse croissante de A' jusqu^BU point O où sa vitesse sera na, puis cODlinuera sa route en vertu de sa vitesse acquise jusqu'en A, pour revenir de nouveau en O, et ainsi de suite.
Ainsi le mobile fera une infinité d'oscillations toutes
vgales entre elles et de même durée, de A en A' et de A' en A.
220. On peut, comme dans le cas précédent (2)5), représenter par une construction géométrique la relation qui existe entre l'espace et le temps. Sur AA' [Jîg- 74: n" 218) comme diamètre décrivons une demi -circonférence. Soit OM = x, et menons MN perpendiculaire a AA'. Le triangle rectangle ONftI donne
Ainsi — représentera le temps que le mobile emploie A aller du point M au point A.
IW POIHT BEPOCSSÉ PAR UH CEKTKB FIXE EN EAISON DIEEGTE DE 1
221. Examinons maintenant le cas d'un point matériel repoussé par un centre ûxe O, en raison directe de la distance.
Supposons qu'à l'origine du temps le point matériel
Fie. 75. placé àunedistaiiceOA^o
u Â I du centre fixe soit animé
d'une vitesse dirigée vers le point O et représentée par
~nb.
La force accélératrice, positive puisque la répulsion tend a augmenter l'abscisse du point M, étant représentée par rt'x, on aura
d'où l'on déduit, en multipliant par ^dx et intégrant,
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Mais, pour (=0, on a — oaLV= — «6, x = a; donc d'où, en éliminant la constante,
On prend te signe — , parce que la vitesse est d'abord négative. En intégrant de nouveau et ayant égard aux circonstances initiales, on aura
On tire facilement de cette équation
(4) 2x = (aA-b)e-'+ {a—b)^'.
2ffî. Examinons^main tenant quelques cas particuliers. La formule
montre que la vitesse ne peuijamais êire nulle, si l'on a t' > fl'. Daus ce cas le mobile atteindra l'origine lorsqu'on aura
valeur positive, puisqu'on a v^' — a*<^a + b. Sa vitesse étant alors — n •ijb* — a', le mobile dépassera le point O, et il est clair qu'il se mouvra indéfiniment vers la gauche.
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Si l'on a ft <; a, la vitesse sera nulle 'lorsque l'on aura
ee qui correspond à un point placé entre O et A, et cette circonstance arrivera à une époque donnée par
Il est clair qu'arrivé au point B le mobile, repotissé par l'action du centre £xe, commencera k se mouvoir vers la droite, et sa vitesse sera positive. 11 faudra donc, à partir de cet instant, prendre la formule
Dans ce cas le mobile ne passera jamais par le point O, car la formule
donne pour x=o
valeur imaginaire,
En6n si l'on a b =: a, les formules se simplifient, et l'on a
La première montre que Ton a f = o pour j: = o; mais la seconde ou la troisième donnant pour x = o, t = oo , ou voit que le mobile approchera contiuuellement du point O, mais n'y arrivera jamais.
itizecyGOOglC
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DIX-HUITIÈME LEÇON
DU MOUVEMENT CDRVILIGNE ET DES FORCES QUI LE PRODUISENT
■rojeetion d'un monTement recliliene et uaifornie sur un aie. — De I ïileue dam le mouTement cuniligne. — Da 1> force qui prodail u int curviligne donné.
PEOJECTtOI) n UN HOUVEHENT EECTILIGIIE ET UKIFORME SDR UN AXE.
223. Si M est la position occupée par le mobile au Fip. jô. l>oui du temps t, sur la droite
AB, et f sa vitesse supposée constante, on aura
AU = i't.
Soit 0:i; un axe quelconqui^ avec lequel ÂM fait un angle a, et soit A'M' la projection de AM sur Ox ; on aura
A'M' = AlIcosa:=«cosa, ou bien
A'W = vcosat.
Donc la projection du mobile sur un axe quelconque se meut d'un mouvement uniforme, dont la vitesse p est liée à la vitesse v par la formule
Si l'on projette de la même manière le point mobile sur deux autres axes, Oy, Oz, faisant avec AM des angles 0, y, les vitesses p, ç,rdes projections sur les trois axes seront données par les formules (l) p = 9CO%a, qr=vçoi^, r^^vcosy.
Stdm. — J/rfc, 1. '*
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Les quantités ;>, q, rsout nomniées les composantes delà vitesse du mobile sur ces axes. On démontre facilement ({ue ces formules conviennent à tous les cas, pourvu qne l'on considère p, 9, r comme positives ou négatives suivant que les projections du point M se meuvent dans le sens positif de l'axe ou en sens contraire.
Sâi. Lorsqu'on donnera le mouvement du point M, c'est-à-dire les valeurs de v, a, p, y, les équations
feront connaître les composantes /7, q, r. Réciproquement ces composantes étant connues, on en déduira v, a, p, y par les formules
(3) cosn=^, cosp= ?, cos7 = --
Si l'on mène par le point O une droite représentant en grandeur et en direction la vitesse du mobile, on voit que les composantes de cette vitesse seront représentées en grandeur et en direction par les arêtes d'un parallélipipède dont la vitesse du mobile serait la diagonale.
225. Soient a, b, c les coordonnées du point A où se trouve le mobile à l'origine des temps, et soient x, j, z celles du point M où il se trouve au bout du temps t, le mouvement sera complètement représenté par les trois équations
( t — e-^rt.
Eu dTet, on a
OM' = OA' + A'M'i A'iaïs
<m' = x, Qk' = a, A'M' = /rf;
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donc
On démontrerait de la même manière tes deux autres formules.
On aurait des formules semblables en prenant des axes obliques.
ââ6. On a vu que la projection sur un axe quelconque d'un point qui se meut d'un mouvement uniforme et rectiligne se meut elle-même d'un mouvement uniforme. Réciproquement, si les projections d'un point M sur trois axes Ox, Oy, Oz se meuvent avec des vitesses, constantes p, q, r, le mouvement du point M sera luimême rectiligne et uniforme. En effet, soïl A le point où se trouve le mobile quand {=: o; les projections de la droite AM sur les axes étant pt, gi, rt, on a
AM =: / sjp' -\- q' -\- r';
de sorte que la distance AM est proportionnelle au temps. En outre, si l'on appelle a, ^, y les angles que la droite AM fait avec les ases, on a
cos^ =
[ cos-/ -
yfp^-
Donc la droite AM conserve une direction constante; et comme sa longueur varie proportionnellement au temps, le mouvement est bien rectiligne et uniforme.
COURS DE MÉCiNIQVE.
DE LA VITESSE DAB9 LE HOUVEMEHT C
2S7. Soît M(x, y, z) un point qui décrîL dans l'es- Fig. 77. pace nne ligne courbe CMD.
Ce point doit être constamment aoUicité par une force dont la direction change à chaque instant. Si au bout du temps t cette force cessait '' d'agir, le mobile prendrait,
suivant une certaine droite MT, un mouvement uniforme, et c'est la vitesse de ce mouvement uniforme que nous sommes convenus d'appeler la uiiesie du mobile au point M (155).
La projection M' du point M sur l'axe Ox se meut d'un mouvement quelconque, qui deviendrait aussi uniforme si la force qui sollicite le point M cessait d'agir.
228. Le mouvement du point M est déterminé par trois équations ,
au moyen desquelles on peut obtenir la vitesse du mobile en fonction du temps. Pour le démontrer, nous distinguerons deux cas.
Eu premier lieu, si la forcePqui sollicite le mobile est constante d'intensité et de direction, la projection deMK sur l'axe des x sera
et désignant l'angle que la direction de la vitesse fait avec l'ase des x, et > l'angle que la force F fait avec ce même aiLe. On aura donc
Ax 1 P
— ■ = ccos«H atcosl,
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et, en passant k ta limite,
Si les axes étaient obliques, on aurait, en décomposant la vitesse v en trois autres, p, q, r, et la force F eu trois forces X, Y, Z, suivant les axes,
1 X „ , àx
Ax = pi.t -\ i(', doù ~r=p.
Ainsi les composantes de la vitesse stiivant les axes s^ obtiendront en prenant les vitesses des projections sur ces axes, et l'on aura, dans le cas des axes rectangulaires,
, . dx dr „ rf*
(a) -— nécrosa, -— :=i'cosS, -r-:r;ccos7,
^ ' dt ^ dt '^' dt "
d'où l'on déduira
d'où
en désignant par s la longueur d'un arc comptée sur la trajectoire à partir d'un point fixe. Cette formule conviendrait encore si les axes étaient obliques,
229, Quand la force qui agit sur le mobile est variable, on a, en désignant par fi. un inâniment petit,
La molécule va de M en K, comme un point qui aurait au bout du temps I la vitesse f suivant la tangente MT et qui serait sollicité par une force d'intensité et de direction constante, dont les composantes seraient
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Celle force diffère infînîment peu de P, si A* est trèspetitj car si l'on imagine une autre molécule soumise à une force constante P' et arrivant en K, on a
On déduit de (4)
Les formules sont donc les mêmes que dans le cas où la force est constante.
Dans tous les cas on a
di dx fts
(5) c»a = -, co.p = ^, «., = -;
donc la vitesse est dirigée suivant la tangente MT.
230. Ces formules peuvent encore être obtenues par la méthode des inGniment petits. Pendant le temps infiniment petit dty le mobile parcourt sur sa trajectoire un espace infiniment petit ds. On peut considérer son mouvement comme rectiligne et uniforme pendant le temps dt, puisque la vitesse ne varie qu'infiniment peu en grandeur et en direction. On aura donc
ds = edt, d ou c ^ -- ■ ' dt
D'ailleurs la direction de la vitesse est celle de l'élément ds ou de la tangente au point M.
DES FOBCES Qri PBODUISEUT vu MOUTEHEIfT DOBIfé.
231. Considérons maintenant la force qui produit le mouvement d'un point matériel dont la masse est m.
Soit f là vitesse du mobile au bout du temps f, lorsqu'il
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arrive au point M de la trajectoire AM13. Supposons que la force motrice qui sollicite continuellement ce mobile conserve une intensité constante P et une direction constante parallèle à MP, pendant an certain intervalle de / " temps 9, qui succède au temps
y t. Si le point M était en repos
au commencement du temps 9, la force constante P lui ferait parcourir dans le temps b un espace IVII égal à -f 6*, cp étant l'accélération due à ta force P ou la vitesse que cette force communiquerait à la masse m. après l'unité de temps. D'un autre côté, si la force P cessait tout à coup d'agir, au bout du temps t, le mobile suivrait la direction de la tangente Ml' et parcourrait sur cette direction l'espace MH = fS, pendant le temps 0, avec la vitesse consUnte V. Maintenant concevons deux points matériels arrivant en même temps au point M et animés tous deux de la vitesse v suivant la tangente MT, l'un d'eux étant sollicité eu outre, pendant le temps 0, par la force constante P. Il résulte du principe général sur les mouvements relatifs, dont nous avons déjà fait usage, que ca point se déplacera par rapport à l'autre, comme si les deux points eussent d'abord été en repos. Le point mobile animé de la vitesse v en M et sollicité par la force constante P arrivera donc, au bout du temps (?, en un point K qu'on déterminera en menant par le point H la droite HK. parallèle et égale à MI.
La courbe MK décrite ainsi est une parabole ; car on a
MH = IK.=
MI
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Citation d'uue parabole, si l'on considère. MI et IR comme les coorilonnées du point M par rapport aux axes MP et MT.
232. Pendant que le mobile parcourt l'arc de paraboli; MK, sa projection sur Ox parcourt l'espace M'K' égal à M'H' ■+- H'K.', c'est-à-dire à la somme des projections des droites MH et HK. Or on a
M'H' = MHco8a = pecos« = ^e,
H'K' = UKcosl=-ïfi'cosl = - -fl>co»l,
en appelant ï. l'angle que la direction constante de la force P fait avec l'axe des x. On a donc
rfi: P 6'
M'K' = -r-e-i--co»l —
de m 2
D'un autre côté, l'espace M'K' étant l'accroissement qne prend la variable Xy qui est une ceruine fonction de t, quand t preud l'accroissement 6^ ou a, par la formule de Taylor,
(* désignant nne quantité qui tend vers zéro, avec 9.
En égalant ces deux valeurs de M'K', supprimant le terme commun -pO» et divisant ensuite par le facteur
Si 6 diminue jusqu'à zéro, fi tend vers zéro; mais les autres quantités indépendantes de Q ne cbangent pas. Oi. aura donc, en passaut à la limite,
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Ainsi, dans le cas où la force est constante, m —r- a une
valeur cODstante égale à P cosl, c'esl-à-dire à la projection <1e la force sur l'axe des x.
233. Qiiand l'intensiié et la direction de la force motrice varient à chaque instant, on a encore la formule
m — — = P cosi,
en désignant par P l'iulensiié de cette force à l'instant considéré, et par X l'angle qu'elle fait à cet instant avec l'axe des x.
En effet, pendant le temps 6 qui succède an temps t, lo mobile parcourt une portion MK. de sa trajectoire (qui n'est plus une parabole), dont la projection sur l'axe des X est
Désignons par P' la plus grande intensitéde la force molie. 7g. tricequi sollicite le pointM
pendant le temps 8 et par /' le plus petit angle que fait la direction variable de cette force avec l'axe des x. Si le mobile arrivé en M avec la vitesse l'était sollicité par une force constante P' et faisant toujours avec l'axe des x l'angle V, ce mobile serait transjmrté, après le temps $, en un point L au delà du plan K.K' parallèle au plan zOy mené par le point K. En d'autres termes, l'espace M'L' parcouru par sa projection sur l'axe Ox serait plus grand que l'espace M'K'
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parcouru par la projection du mobile qui décrit réellement la courbe MK. On a donc
ou
a --9 4. +a)- <_e + _cosl'-.
Si la force motrice agissait sur le mobile, animé au point M de la vitesse v, avec sa plus faible intensité P' et sous une incHuaison constante X" égale au plus grand angle qu'elle fasse pendant le temps Q avec l'axe des x, le mobile m arriverait en un point N situé en deçà du plan KK', en sorle que l'espace M'N' décrit par sa projection sur Ox serait moindre que M'K'. On aurait donc
Des deux inégalités précédentes on déduit — COSl' > ^ -(. (1 > _ cosi', et en passant à la limite
ou, en posant P cosi = X,
Le même raisonnement s'applique aux autres axes ; on aura donc, en désignant par Y et Z les composantes de la force P suivant les axes des^ et des z,
^ ' dl' ' dt' ' dfi
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Ces formules montrent que les projections du poiot mobile sur chaque sze se meuvent comme des points matériels de même masse sollicités uniquement par la composante de la force motrice suivant cet aie. Elles ne supposent pas les axes rectangulaires.
231, Si X, Y, Z, au lieu de représenter les composantes de la force motrice, représentaient celles de la force accélératrice, on aurait plus simplement
dF-*' rf^-^' rfF-^'
S35. Si l'on connaît ta courbe décrite par un mobile et la loi de son mouvement, c'est-à-dire si les coordonnées X, j; z sont données en fonction du temps par les trois équations
une première difî'érentialion fera connaître les composantes de la vitesse parallèles aux axes
lïî* dt' (/( '
et une seconde différentiation fera connaître les composantes de la force accélératrice, savoir :
d'r ,l\r rf'ï dfi ' dt' ' di' '
et, par suite, les composantes de la force motrice.
236. Ordinairement on doit résoudre le problème inverse, c'est-à-dire c]ue la force motrice est donnée à chaque instant de grandeur et de direction. Alors X, Y, Z sont des fonctions connues de t, et l'on a, pour connaître complètement le mouvement du mobile, à intégrer trois équations simultanées.
1^9 COURS DE HÉCAHIQU&.
DIX-NEUVIÈME LEÇON
SUITE DU MOUVEMENT CURVILIGNE D'UN POINT MATÉRIEL
HautenCDt d'un point aaïujetli à as moaroir sur une courbe ou lur une inrraM donnée. — Houiement de* projectilei d*n« le TÎde.
rOIHT ISSOJETTI A SE HOUVOIH SVK VUE COURBE DOHltÉE.
S37. Considérons uu point assujetti à se n une ligne courbe donnée ÂMB et sollîcîté par la force P. Fig. 80. ^^ courbe donnée ou le lien qui
force le point matériel à rester sur cette courbe exerce sur lui une certaine action qu'on appelle la résistance de la courbe, et le point exerce sur la courbe une réaction ou pression égale et contraire. On peut donc faire abstraction de la courbe donnée et considérer le point mobile comme libre, pourvu qu'on joigne à la force donnée P une force N de grandeur inconnue qui représentera la résistance de la courbe.
Celle action ou résistance de la courbe peut être décomposée en deux forces, l'une dirigée suivant la tangente à la courbe, en sens contraire du mouvement, qu'on appelle \e frottement, l'autre perpendiculaire à la tangente ou normale à la courbe. S'il n'y a pas de frottement, l'action ]V de la courbe sur le mobile est alors dirigée suivant une normale. Eu admettant cette bypotbèse ei désignant par X, p, v les angles que la direction de la force normale N fait avec les azea rectangulaires'
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les équations du mouvement du poiut Diatériel seront ^ = X-I-Ncos)l,
L'intensité de la force N n'est pas connue à priori, et quanta sa direction, on sait seulement qu'elle est perpendiculaire à la tangente; on aura donc {2) cosirfj: + cosfi(/j--i-cosïrf3 = o,
relation à laquelle il faudra joindre la suivante :
(3) cos'i -i-cos'{* -hcos'ï^i.
238. Si le point matériel est assujetti à demeurer sur une surface donnée
il décrira sur cette surface une certaine courbe inconnue. L*actiou ou la résistance N que la surface exerce à chaque instant sur le point matériel, égale et contraire à la pression que ce point exerce sur la surface, est dirigée suivant la normale à la surface, s'il n'y a pas de frottement : le point se meut alors comme un point libre qui serait sollicité à la fois par les forces P et N, dont les composantes seraient X, Y, Z, IVcosX, etc., et l'on a encore les équations (i).
On a d'ailleurs
coi,X = *f, co., = »^. **:.
en pOBaot, pour abréger,
V(9'-(i)'-(iy
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A a le double signe parce qu'on ne eait pas dans quel sens agit la force N qui est dirigée suivant la normale à la surface.
KOVVEMEKT DES PK0IECT1LE3 DIHS LE VIDE.
S39. Soit A le point de d<5part d'un point matériel pesant, lancé avec une vitesse a dans la direction AI. Prenons deux axes , l'un Ajr vertical et dirigé en sens inverse de la pesanteur, l'autre horizontal Ax, mené dans le plan lA^j'. Comme le mobile n'est sollicité, pendant tout son mouvement, que par la pesanteur, il doit se mouvoir dans le plan lA^, car il n'y a pas de raison pour qu'il s'écarle d'un c6té de ce plan plutôt que d'un autre. Les équations différentielles du mouvement se réduiront donc, dans ce cas, aux deux sui-
Fis- 8..
tT"
L'int^ration de la première équation donne
La consUnte C est égale à la composante horizontale de la vitesse, c'est-à-dire à a cosa, a éunt l'angle lAx : on a donc
La seconde équation du mouvement doni
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en déterminant la constante par la condition que l'on ait — = a sina pour ( ^ o.
Intégrant de nouveau les équations (3) et (4), et ayant égard à la condition z ^ o, j' ^ o pour ï ^ o, on aura enBn -
(5) x^atcosa,
(6) j- = «nn.-e.'.
La première montre que la projection du point mobile sur l'axe Ox se meut d'un mouvement uniforme dont la vitesse est acosa. La projection sur l'axe Oy se meut d'un mouvement uniformément retardé, comme ferait un mobile lancé de bas en haut avec une vitesse initiale égale à a sinec.
241. En ajoutant les équations (3) et (4) élevées an carré, on trouve
v'=a' — nagt&iasfhg't' ou
(7) v' = «' — igr,
242. Pour connaître la courbe que décrit le mobile, i) faut éliminer t entre tes équations (5) et (6), et l'on aura
ou, fii l'on pose, pour simplifier, a* ^ 3 gh ,
(8) ■^ = ''^'S"~4ÂW^'
Cette trajectoire est donc une parabole^ dont l'axe est vertical.
243. Pour déterminer la position du sommet C, mettons l'équation (8) sous la forme
4AcoS'a/ — 4*^*il'{tC0Sa-(-i'^0,
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OU, en GoinpIétaDt le carré et Iransposant,
[x — 2Asinacoss()' = 4''cos'ri{Asin'a — j)- Donc si l'on pose
l'équation de la parabole prend la forme
(g) £'*■=. ^h cosax',
et la courbe se trouve rapportée à son axe de figure comme axe des ordonnées et k la tangente au sommet comme a^c des abscisses, Les coordonnées du sommet sont donc
AE^ aAsinet rosa,
EC=:Asin'a.
Si dans l'étjuation (S) on lait ^ = o, on obtient
ce qui fait connaître le point B où le projectile rencontre de nouveau l'horizontale Ax. La longueur ÂB esl ce. qu'on appelle Yamplitude du jet. Elle est double de l'abscisse du sommet, et c'est ce qui devait être, puisque la parabole est symétrique par rapport à son ase CE. On peut écrire
AB^aAsinaa :
il en résulte que Vamplilude du jet a sa plus grande valeur, quand sinaa = i, c'est-à-dire quand a ^ ^5°, la vitesse initiale restant ta même.
24i5. Proposons-nous de trouver sons quel angle il faut lancer un projectile du point A, pour qu'il atteigne un point donné (X, Y). Ici l'inconnue est tang«, et si l'on pose
taDga = tt, d'oi — ^ =: 1 + «»,
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J'équatîon (8) devient, en y remplaçant tauga, x^ y " par «, X, Y,
44 ' d'où l'on tire
Donc si l'on a
on aura deux valeurs r^eiles de li, toutes deux posilives dans le cas où X est > o, et par conséquent le projectile pourra être lancé dans deux directions différenlcs pour aiieindre le point M. Si l'on a
4A= — 4AY— X' = o,
il ii'esîstc plus qu'une seule direction donnée par la formule
tang.^-,
et enGn le problème est impossible quand on a
4/*'— 4ftT — X'<o 2tC. La coujbe dont l'ét^uation est
ou
est une parabole L'HL {fig. 81, n" 239), dont Taxe est dirigé suivant Ky^ et dont le sommet H est situé à la hauteur AH = h. Les résultats précédents peuvent s'énoncer ainsi ; Quand le point que l'on veut atteindre est dans l'intéiieur de cette parabole, le mobile peut être lancé suivant deux directions dilTéreiites ; il n'y a plus qu'une seule direction convenable, si le point est sur la parabole mèmej enfin quand ce poiut est bors de la courbe, le problème h' est plus possible.
SiUBU.— Mie, I. ^2
I^S COUBS DR MÉCANIQUE.
247. Si, laissant l'iniensilé de la vitesse initiale con- Pig. 81. stante, ou fait varier sa direction , on obtiendra une infinité de paraboles ACB, AC'B' Toutes ces paraboles ont pour directrice commune l'horizontale HL menée à la hauteur AH = h.
En effet, soit
" 4 A cos'a
l'une des paraboles ACB dont C est le sommet : on a
CE = A8in'a,
et4Acos'a étant le paramètre, ftcos'a est la distance du sommet à la directnce, et par suite h sin'« + h cos*« = h est la distance de la directrice, qui est horizontale, à l'axe kx.
HL étant la directrice de l'une quelconque des paraboles, si F en est le foyer, on s AF = AH. Donc les foyers de toutes les paraboles sont sur une circonférence décrite du point A comme centre avec AH = h pour rayon. Oit trouvera facilement que les sommets C et C sont sur une ellipse.
âtô. Représentons par
l'équation
de l'une quelconque des paraboles. Une autre de ces courbes aura pour équation
dix-heutièhe leço». ijq
Si M {x,y) est un point commun à ces deux courbes, on aura donc k la fois
d'où l'on délnit
Si maintenant on suppose Au = o, on a , pour ^^terminer Je point d'iutcrsecttou de deux paraboles infiniment voisines, les équations
L' élimination de » entre ces deux équations donnera
pour l'équation du lieu des points M, c'esi-à-dîre pour l'enveloppe de toutes les paraLoles.
Or cetie équation est précisément celle que nous avons trouvée pour la parabole HLM, lieu des points que le pro* jectîle ne peut atteindre que dans une seule direction. Ce
jirîme que pour un système quelconque de valeurs atirjliuées À X et j-, u considérée comme inconnue a deux valeurs égales.
COVnS DE MÊCAIIIQUB.
VINGTIEME LEÇON
DES COMPOSANTES DE LA FORCE MOTRICE
D^compiMitton de la force fnolrJFe en rorce Ungenllelle et fore pèle. — Cas d'un puinl aasuiriti à décrire une courbe donnée, cenlvifuçe, — Cas d'un poinl aesujelli à demeurer sur une surfi née. — Méthode d'Huyaheiia. — Apiilicatîon ait moiiïemenl de de la (erre.
DÉCUMPOSITIOIf DE LA FOncB ^
TAKGEHT1EI.LË ET FORCE CEKTIllPÈTE.
249. Soit M un point eiiiièrcment libre dans Tespacc :i sollicité par plusieurs forces dont la résuliaiite est P. Fig, 8^. On sait que si X désigne la com-
posante de celle force parallèle à l'axe des j~, on a
mais si a est l'angle que la tangente à la trajectoire fait aïec l'axe des x, et y la vitesse, on a
X élant l'angle que fait avec l'axe des x la droite qui va du point M au centre du cercle osculateiir à la couibe eo
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ce point, el p le rayon du cercle osculaieur : donc
(a) X=roi^coa«-f- — cosl.
Ceitê éciuation exprime que la projection de la force P sur un axe quelconque est égale à la somme des projections sur cet axe : i° d'une force m—i dirigée suivant (Il "
la tangente à la courbe; 2" d'une force — ^j dirigée suivant la norniale qui passe par le centre de courbure. Donc P est la résultante de ces deux dernières forces.
Ainsi, dans le mouvement d'un point en ligne courbe, la force motrice P se décompose à chaque instant en deux forces : l'une, dirigée suivant la tangente, est nommée la force tangentieJle; l'autre, dirigée suivant le rayon de courbure, se nomme la force centripète. En désignant la première par T, la deuxième par Q, on aura donc
C'est celte dernière force qui produit la courbure de la trajectoire en écartant le mobile de la tangente.
Il résulte de là que le plan qui passe par la force motrice el par la tangente est le plan osculateur au point M, puisqu'il renferme le centre de courbure.
S50. Quand le point matériel est sollicité par plusieurs forces dont P est la résultante, on peut décomposer chacune des premières forces en deux autres dirigées l'une suivant la tangente el l'autre perpendiculairement à celte tangente, el par conséquent dans le plan normal à la courbe. Les forces tan^entîeltes se. composeront en une seule T, égale à leur somme algébrique, et les forces normales se composeront aussi en une seule Q, nécessairement dirigée suivant le centre de courbure. 11 résulte de
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là que si une des forces appliquées au point M est normale à la trajectoire, elle ne donnera pas de composante suivant la tangente et n'entrera pas dans U valeur de
dv m y : en d'autres termes, elle n'înQucra pas sur l'accélération du mobile. De même une force dirigée suivant la tangente à la trajectoire n'aura aucune influence sur la valeur de — i et par suite ne tendra pas à changer U direction du mobile.
POINT ASSUJETTI A SE MOUVOIR Sm USB COUItBE DOHKÉE. FORCE CEMTBIFL-GE.
Sol. Supposons en premier Heu qu'un point M (jîg- 83, p. iSo), qui n'est actuellement sollicité par aucune force et qui ne se meut qu'en verUi de sa vitesse acquise, soit assujetti à demeurer sur la courbe AMB. Son mouvement doit être celui d'un point libre sotliciié par une certaine force N qui représente la résistance de la courbe, action égale et contraire à celle qu'exerce le mobile sur la courbe. En supposant qu'il n'y ait pas de frottement, cette résistance est normale à l.i courbe, et par conséquent elle n'a pas de composante langeotielle. Donc on a
a étant la vitesse initiale. Ainsi la vitesse est constante, et comme de l'équation t' ou — = a on déduit s = at, le mobile parcourt sur la trajectoire des espaces égaux en temps égaux. La force normale N doit alors être dirigée suivant le rayon de courbure MK, et l'on a
r La pression exercée par le mobile M sur la courbe ou
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sur le lien qui l'oblige à parcourir cette courbe est égale et contraire à la résistance N de la courbe et par conséquent son expression est- — Cette force, égale et contraire à la force centripète, est ce qu'on appelle \a force cenlnj'uge.
2a2, SupposoDS en second lieu que le point M soit Fig. 8,^. sollicité par une certaine force
motrice P. On peut faire ahstraction de la courbe, si l'on joint à la force Pune certaine force M, normale à la conrbc, force égale et contraire à la pressiou que le point M exerce sur elle. Décomposons la force P en deux autres T et Q, la première dirigée suivant la tangente, et la seconde située dans le plan normal de la courbe. Soit F la résultante des deux forces Q et M, situées toutes les deux dans le plan normal. La force F agira suivant le rayon de courbure (251 ) , et l'on aura
dp ^ mo' „ m -r = T, — = F.
dt f
La force F, dirigée suivant le rayon du cercle osculateur et qui agit à chaque instant pour empêcher le mobile de s'écarter de la courbe suivant la tangente, est la force ceniripèie. Une force F', égale et contraire à la force F, qui la détruit à chaque instant, est appelée la force cvntriftige. La force N étant égale et contraire à la pression esercée à chaque instant par le mobile sur la courbe, cette pression s'obtiendra en cherchant ta résultante des deux forces Q et F' qui font équilibre à la force N. On aura
F:Q = sinQMN:sinFMM, ce qui donne la position de MN.
Dans le cas général, la force centrifuge en chaque
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point est proportionnelle au carré de la vitesse da mobile (tt en raison inverse du rayon de courbure de la courbe en ce point.
Si la force motrice ^tait normale à la courbe, on aurait
par suite \
V =:: constante :
le mouvement serait uniforme.
Si la force motrice était dirigée suivant la tangente à la courbe, on aurait Q = o. Alors la force N se confondrait en grandeur et en direction avec la force centripète F, et la pression exercée sur la courbe par le mobile avec la force centrifuge F'.
MOUVEMENT DVJI POINT SUR DHE SURFACE.
â34. Supposons que le mobile soit assujetti à rester sur une surface donnée, et soit AMlt {_fig. 84. p- <83) la courbe qu'il y décrit. On peut faire abstraction de la sui^ face, pourvu que l'on joigne à la force motrice P du mobile, à l'insiatit considéré, une force N, nécessairement normale à la surface, égale et contraire à la pression que le mobile eserce sur elle. Décomposons encore la force P en deux autres T et Q, l'une tangente et l'autre normale à la trajectoire ÂMB. Les deux forces Q et N normales à la trajectoire se composent en une seule F dirigée suivant le rayon du cercle osculateur de la (ra'>ecioLre au [ijint M, et l'on a
on aura aussi
F:Q = sinQMN:sinFMN, ce qui détermine la position de MF ou du plan osculateur quand on connaît v, p, Q et l'angle QMJV,
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On aura encore dans ce cas la pression esercée par le poinl mobile sur la surface, en cherchant la résultante égale et contraire à N, de la force Q et d'une force F', égale et contraire à F.
Si la force motrice était nulle, on aurait
et N serait à la fois la mesure de la force centripète et de la force centrifuge.
Si la force P était dirigée suivant la tangente à la trajectoire, on aurait
La résistance de ïa surface serait la force centripète. Dans ce cas, MN se confondant avec MF, le plan osculateur PMF contient la normale N à la surface. Alors la courbe que décrit le mobile est telle, que tous ses plans osculateurs sont normaux à la surface. Cette propriété appartient, comme on sait, à la ligne la plus courte tracée sur la surface entre deux poinls. On peut donc dire que dans ce cas la trajectoire est la ligne la plus courte que Von puisse tracer sur la surface enlie deux quelconques de ses points.
AUTRE MANIERE d'obTEKIH LES RÉSULTATS PRÉCÉDENTS.
236. Huygbens trouve à peu prés de la manière sui- Fie 85. vanlelescomposantesdelaforce
motrice. Le mobile arrivant au point M de sa trajectoire, au bout du temps f , décomposons la force motrice P en deux forces T et Q : l'une dirigée suivant la tangente MT, et l'antre perpendiculaire à cette tangente. Dans le temps infiniment petit
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dt, le mobile parcourt l'arc MN r= ds. Si l'on considère la force motrice P comme constante en grandeur et en direction pendant le temps infiniment petit dt, l'élément MN ou ds peut être considéré comme situé dans le plan PMT qui passe par la tangente MT au point M et par la direction de la force P. C'est donc le plan osculateur de la trajecloire, et la direction de la force Q passt: par le centre de courbure K.. Pendant que le mobile parcourt l'arc MN, sa projection sur la droite MK parcourt l'espace MH, projection de MN, en se mouvant comme un point de même masse qui, n'ayant pas de vitesse initiale suivant MG, serait sollicité par la composante de la force P parallèle à MK, composante qui conserve pendant le temps dt la valeur Q qu'elle a au point M. Oa aura donc
Décrivons dans le plan PMT le cercle osculateur au point M, qui touche la tangente MT eu M et passe par le point N infiniment voisin du point M : le carré dé la corde MN est égal au diamètre multiplié par la projection MH de MN sur le diamètre MK. On a donc
en substituant l'arc infiniment petit ds à sa corde MN et désignant par p le rayon de courbure MK.
En égalant les valeurs (.) et (a) de MH, on aura
1 O «fc'
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Pendant que Je mobile parcourt l'arc MN,la projection sur la tangente MT se meut comme un point de masse m sollicité par la force constante T; on a donc
a désignant l'angle que la vitesse variable v du mobile sur l'arc MN fait avec MT. En eflectuaut la différeiitiation,
Mais au point M l'angle a est nul, ce qui donne pour ce point
Ces considérations s'étendraient au cas d'un point as; jctti à se mouvoir sur une courbe ou sur une surface.
L LA FOUCE CENTRIFUGE.
257. Quand un corps solide tourne uniformément autour d'un axe fixe AB, chaque point M de ce corps possède une force centrifuge particulière F, qui pour l'unité de masse est
égale à
V étant \.
vitesse du
point M et p le rayon KM du cercle qu'il décrit. En appelant T le temps d'une révolution entière, on a
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].es forces centrifuges dés dillérents points sont donc proportîonnelles à leur distance à l'axe.
2o8. Ces remarques sont applicables à la terre. Outre son mouvement de translation dans l'espace, elle a un mouvemenl de rotation autour d'un axe passant par son centre)
Gomme la force centrifuge tend à éloigner tous les corps de l'axe de rotation de la terre, elle doit modifier l'inteuBÏté de la pesanteur à la surface du globe. Ponr PIg, 87. apprécier son influence, consi-
déronsd'abord un point M situé surl'équaieur. AppelonsGTinlensiié de l'attraction de la terre sur l'unité de masse au point M, force dirigée suivant MO; F la force centrifuge du point M, rapportée à l'uuîié de masse, force dirigée suivant MF, prolongement de OM; enfin g le poids apparent de l'uniié de masse ou la pression sur l'appui qui soutient la masse m. On aura g = G — F. Si l'on appelle p le rayon terrestre et T le temps que la terre emploie à faire une révolution, on a (257)
me on aura
. = o-fci.
Pour se faire une idée plus exacte de la diminution que la force centrifuge fait subir au poids du corps, observons que la circonférence d'un grand cercle de la terre est égale à 4" 000 000 de mètres. L'observation donne pour g très-sensiblement la même valeur dans les différents lieux de la terre. En prenant la valeur g =: ^"jfioSgô, à Paris,
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g diffère donc très-peu de G, et l'on a à peu près
Donc ta pesanteur à Téqualeur est diminuée d'enviioii sa 389* partie. D'ailleurs la formule F = 3^-^ fait voir que si le mouvement de roiaiiou devenait 17 fois pins rapide, la force F deviendrait 17* ou aSp fois plus grande, et alors la pesanteur serait à peu près nulle à l'équateur.
2o9. Supposons maintenant le point M placé sur un Fig. 88. certain parallèle dont le rayon
MKr:;/-. Soient 1= MOC la latitude du point M, G l'iiilensité de la pesanteur en ce point, J l'îniensité, rapportée à ruoilé de masse, de la forée centrifuge dirigée suivant Mf. On a
d'ailleurs
cos).;
et à cause
dei- =
= pcoa).,
oa
donc
/co
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à peu près; donc enfin
A j'équatenr cosA=i, g = Gfi 5-); au pôle
cosX=: o, g' = G.
L'attraclion di^ la terre sur l'unité de masse des corps placés à sa surface doit encore subir une correction qui cat due à ce que la terre n'est pas parfaitement sphérique et homogène. En tenant compte de sa forme réelle, on trouve que g est donné par la formule
VIKGT ET UKIEUX LIÇO».
VINGT ET UNIÈME LEÇON
S FORŒS VIVES ET DU TRAVAIL DANS LE MOUVEMENT DUN POINT MATÉRIEL
Diilorenlielle delà farce vive. ~ Formes diverses de X ifi -+- Y 4r + 7 </i. — DéfinilEun dii travail. — Rdatian enlre le travail et la farce vive. — Conséquences du principe des Torcea Tiv ou résistance d'un milieu. — Cas où le m dirigées vors des centres llxes.
DIFyÉREBTIELLG DE LA FORCE VITE.
260. P désignant la force motrice qui sollicite un mobile M et X, Y, Z ses composantes, on a
^ ' dt' ' dt' di'
On tire de ces trois équations
ml — — l=:a(Xrfj:+Trfr + Zrfï).
Mais ]a quantité entre parenthèses dans le premier membre est égale à d.v^^ on a donc .
(2) d.mp^=^{Xdr + Ydf-+-Zdz).
261. Cette équ a lion subsisti^ lorsque le point mobile est assujetti à rester sur nne courbe ou sur une surface donnée. En effet, si N estla force qui représente la résistance de la courbe ou de la suifacc, on à
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X, fi, V étant les angles que la normale suivant laquelle la force N est dirigée fait avec les axes. Oa tire de ces équations
dm»* = 2(Xdi -I- Ydx + Zrfi)
-i-2H(cosi^ +cosfrf)'-l-cosï(/z;;
mais puisque N est normale à la trajectoire, la dernière parenthèse est nulle. Cette équation se réduit doue à l'équation (3).
262. La quantité mv*, ou le produit de la masse d'un mobile par le carré de sa vitesse, est ce qu'on appelle la force vive du mobile. On a dans tous les cas
(4) d- mv' = XJj: + Ydy ■+- ZJ:,
X, Y, Z étaut les coDiposantes de la force motrice.
AOTKBS FOKUES DE "^dx -^"ï dj -^-Zdz.
2G3. Soit ta l'angle PMT que la force motrice P fait Fie. Sg. avec la tangente. On
cosu =
X rfr
P dt
Y dr
Z rfa
d'où
'ou
ire
XrfjT
-^Ydj +Zdz =
Ptoss
Si l'on décompose la force P en une force tangentielle T et une force normale Q, on a T = P cosw. Donc (2) S-dx -i-Ydy -\- Zdt = lds.
Entin, si l'on appelle dp la projection MI de l'arc MH = ds sur la direction de la force motrice, on a
et par suite
KQiatds = dp
Xdx+Ydy + Zdz
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Ainsi l'expression Xiir + Yf/jr -+• Zrfz est égale : i" au produit de la force motrice P multipliée par réiémcnl de la trajectoire et par le cosinus de l'angle que cette force fait av<'C la tangente; a" au produit de l'élémenl de l'arc multiplié par la force motrice estimée suivant la tangente; Z° au produit de cette force motrice multipliée par la projection de l'élément de l'arc sur sa direction.
DÉFINITION DU TU&TAIL
264. Le produit Tds que l'on obtient en multipliant la composante tangenlielle de la force P par l'élément de l'arc parcouru dans l'instant dt se nomme travail è.lémentaire ou élément de travail de cette force. L'élément de travail est considéré comme positif lorsque la force tangenlielle agit dans le «ens du mouvement, et comme négatif dans le cas contraire, ou, ce qui revient au même, suivant que l'angle ot est aigu ou obtus. Le signe du travail élémentaire sera donné par l'expression PcosMrfj, en considérant P et (fo comme positifs.
Si l'on considère PcosMf/j comme le produit de P par co&ads, on peut dire encore que le travail élémentaire est égal au produit de la force par la projection de l'élément du chemin parcouru sur la direction de celle force.
263. Dans tous les cas, la projection d'une résultante sur une droite étant égale à la somme des projections de ses composantes, on voit que le travail élémentaire de la résultante de plusieurs forces est égal à la somme algébrique des travaux élémentaires de ces dernières forces.
266. On nomme travail total d'une force P pour un chemin déterminé AB l'intégrale JTds, piise entre les limites qui correspondent aux extrémités de l'arc parcouru. Les forces normales à la trajectoire n'ayant aucune influence sur la composante tangenlielle, n'influent pas sur le travail total.
SniM. — Hic., 1. l3
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Pour donner un exemple de travail total, considérons un poids P descendant sous l'action de la pesanteur, soit librement, soit en demeurant sur une courbe quelconque : on aura Pdscos(ù= Pdz, en appelant dz la projeclion
de l'arc dt sur la verticale. Le travail total sera jPdz
ou Pz, lorsque le mobile sera desrendu de la hauteur verticale z. Ce travail serait — Pz si le mobile montait de la hauteur z.
BELATIOM EKTIIE LE TmvAlt. ET LA FORCE VIVE.
267. Si dans l'équation (2] du n" 260 on remplace \da: -i- Y dy -\- Zidz par Tds, on aura
(i) dmv'^zldi,
d'où
(a) mP' = C-h:i f'-Ids.
Si h est la vitesse lorsque s = s^, on aura C = mA', et par suite
Ainsi l'accroissement de force vive du mobile, lorsqu'il passe d'une position à une autre, est égal au double du travail de la force motrice.
268. Si la force P est la résultante de pigsicurs forces P,, P„ . . .'. dont les composantes langentielles sont T,, T„ T),.. ., on aura
Ç'ïds= fl^(h+ JTids-t
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On aura donc (t) m,>'~niÂ* = it{ l'%d^+ JT,rls-i-...y
Donc, si Ton appelle forces mouvantes celles qui font un angle aigu avec la langcnli;, ci forces résistantes celles qui font un angle obtus et dont l'elTet est de retenir le mobile dans son mouvement sur la courbe, on pourra dire que :
Vaccroitsement de force vive d'un mobile, lorsqu'il passe d'une position à une autre, est égal au double de l'excès du travail des forces mouvantes sur le travail des forces résistantes.
Ce principe est ce que l'on nomme le principe des forces vives ou de la transmission du travail, pour le cas d'nn simple point matériel. Nous Télendrons plus tard au cas d'un nombre quelconque de points.
coNSÉQXjencEs du prikcipe des forces vives.
269. Quand le mobile n'est sollicite par aucune force ou qu'il l'est seulement par des forces toujours normales H la trajectoire, on a T := o, et par suite v^fc. Ainsi le mouvement est uDÎforine, ce qu'on a déjà trouvé par une aulre méthode.
270. Supposons que \dx -^Ydj -i-Zdz soit la différentielle exacte d'une fonction f{x, y, z) de trois coordonnées x^ y, z considérées comme des variables indépendantes, ce qui exige que l'on ait
Il résulte des lois de la difTérentiation que x, y, z étant regardées comme des fondions quelconques du temps, on aura
Xrfj: + Y <// -+- Z <fe = T A = (//{j, j-, z).
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Par conséquent, l'équation de^ forces vires se réduira à
et «i ]'oD désigne par a, b, c les coordonnées du mobile, lorsque f = k, on aura
Il résulte de là que l'accroissement de force vive, lorsque le mobile passe de la position {a, h, c) à la position (Xyy, 2),ne<iépendpas delà trajectoire dans l'intervalle, ni du temps qui s'est écoulé entre les deux positions extrêmes, mais seulement des coordonnées de ces deux positons.
Plus généralement, si l'on imagine les deux surfaces
(3) /(ar,J,z)=.C', /(:r,j.,,) = C,
et que le mobile rencontre la première au point {a, b, c) avec une vitesse k, et la seconde au point {x, j, z) arec la vitesse u, on aura
(4) mv' — mi' = aC — aC".
L'accroissement de force vive est donc constant et indépendant de la forme de la trajectoire entre les deux surfaces, des points où cette courbe rencontre ces deux surfaces et du temps qui s'est écoulé.
On trouve un résultat de ce genre dans le mouvement d'un mobile sollicité seulement par la pesanteur. Sî l'on prend l'axe des z vertical et dirigé dans le sens de la pesanteur, on aura X =^ o, Y =^ o, Z = mg, et par conséquent
doiv*^^ 2mgdz.
Ici /[Xyjr, z)^mgz : par suite les deux surfaces f{x,y, z) =C',f(x,j, z) = C" seront-deux pians horizontaux, et l'accroissement de force vive, quand on
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passera de l'un à l'autre, sera indépendant de la trajectoire A A' ijig. 90).
Dans le cas général , l'équation
rcpréseniera une infinité de surfaces diderentes, passant Fig. 90. par les divers points de la tra-
\v jectoire AMB. Nous allons dé-
montrer que si LMU est l'une de ces surfaces, la force motrice P au point M lut est normale.
En effet, la normale à la surface LMU au point M fait avec les axes des angles dont les cosinus sont proportionnels à
àf df df . . „ .
j-î -r-1 — ; or ces quantités sont eUes-mêmes proportionnelles à X, T, Z, DU aux cosinus des angles que la force P fait avec les axes. Donc la force motrice est normale à la surface LMU.
C'est ce que l'on vérifie dans l'exemple pirëcédent où les surfaces analogues ày{x,_j', z) ^C sont des plans horizontaus perpendiculaires à la force motrice qui agit suivant la verticale.
Si la surface y (j:, ^, ^) ^ C oiTrait une résistance indéfinie, et si le point mobile se trouvait placé sur cette surface sans vitesse acquise, il y demeurerait en repos, puisque la force motrice serait normale en ce point à la surface. C'est ce qui arriverait pour un point matériel placé sans vitesse sur un plan horizontal.
CiS ou IL T 1 V5E RÉaiSTiUCE.
273. Quand unmobile éprouve un frottementou se meut dans un milieu résistant, l'expression ^dx -^^ dy -\-%dz n'est plus une diâ'érentîelle exacte. En effet, s'il y a frottement, cette force s'exerce suivant la tangente- à la
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trajcrloîre et en sens inverse du moiivemcnl du mobile; elle esi proportionnelle à la pression normale N du mobile sur la courbe qu'il décrit. Le froiiement est donc represonlé par — f^fj" étant nu cocfficieut coDStant. Ses composantes seront
et l*-exprcs3ion
sera la partie de %.ifx A- Y dy -\~ 2.dz provenant du frottement. Or la pression iV est inconnue au potnt considéré et ne dépend pas uniquement de l'arc parcouru. On ne peut donc pas dire que — fl^df, et par suite que 'S.dx-i-Y'fy-i-Zdz, soit, dans ce cas, la dilïérenlielle eSacte d'une fonction de x,^, z.
m. Quand le mobile se meut dans un milieu résistant, la résistance de ce milieu est une certaine foncliony (i-) de la vitesse, et la partie de cetie force qui entre dsns \dx ■+- Ydj -+- Zdz est, par un calcul analogue à celui que nous venons de fuire, — /{f) ds. Or la vitesse v, et par suite_/"(f), ne dépendent pas des dirréieniielles de x^ y, z, et par conséquent — J^{y) ds n'est pas une différentielle exacte, non plus qiieXrfx-i- Ydjr-^Zdx.
Dans ce cas, si le point se ment sur une courbe connue, il faudra prendre l'équation
m-j—l ou m—-=1,
T désignant la composante de la force motrice (j compris les résislatices) suivant la tangente. Au moyen dos équations de la courbe on pourra exprimer T en fonction de f, et alors la détermination du mouvement sera ramenée à l'intégration d'une équation difféi-enlielle du second ordre, tandis que si X(/x -H Ydj 4- T^dt était une diflé-
VIITGT ÏT UHitMB LEÇOM. 199
reniielle exacle, on n'aurait à iut^rer qu'une éqiialion ' dilTërenticlIe du prumier ordre.
CAS on LB MOBILE EST SOLLICITÉ FAR DES lOBCES DIRIGÉES VEBS DES CENTRES FIXES.
275. Il est un cas imponaat dans lequel l'espressiou X(/x+Y/^ + Z(fi est toujours une diflerenlielle exacte, c'est celui où un point matériel est sollicité par des forces dirigées vers des centres fîxes et dont les intensités sont des fonctions des dislances du mobile à ces dilTérents centres. Supposons qu'une force dirigée vers îe centre fixe K {e,/, g) repousse un point M (x,^, z), avec une |.j._ -, éncrgieRjfonctionseulemcutde
la distance MK = r. Les composantes de la force K étant -Z. n '-g u
partie de Xeix-]-'i(fy -+-Zdz provenant de cette force sera
oa^dr, puisque l'on a
Donc R étant une fonction de r, et par conséquent de X,y, 2, il en sera de même de Rdr.
Si la force était attraciive, le même calcul donnerait — Rdr pour le terme provenant de cette force dans Xc/x-i-Ydj-+-Zdz.
Donc si le mobile est sollicité par un certain nombre de forces R, R', R",. . ., dirigées à chaque ïustant ver» des centres fixes K, K', K", . . . , on aura
VLdr—R'dr'.. .),
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et chaque terme du second membre étant une difiercntiellc exacte, il en sera de m^me de leur somme.
La même conséquence aura lieu si l'un des centres s'éloigne à riufini, c'est-à-dire si la force correspoudaDtc est perpendiculaire à un plan donné et Ibnclion de la distance du point k ce plan.
276. Ilest une autre manière de faire voir que la parue de X(ii:4- Y^-l-Zrfi. provenant de la force R ou la
Fig. gi.
quantité de travail élémentaire de celte force est Rrfr. En efFel, si le point mobile décrit dam l'instant dt l'espace infiniment petit MN " ds, dont la projection sur la direction de la force R soit MH, on aura MH = dr, en négligeant un infiniment petit du second ordre. Car si l'on décrit du point K comme centre, avec un rayon égal à KN ou r-i-dr, l'arc NI, on a MI := dr, et l'on voit que le rapport de MH à MI ayant pour limite l'unité, la quantité de travail de la force R sera R X MH ou ^.dr en substituant MI à MH.
VINGT -DEUXrÈME LEÇOn.
VINGT-DEUXIÈME LEÇON
MOUVEMENT D'UN POINT PESANT SUR UNE a)URBE.
PENDULE SIMPLE
HoDTemcnt d'un point psjani sur une courbe. — Cas où il y a une vites initiale. — Pendule. — Équation du mouvement. — Cas oii celte équ. tion peut s'inléerot. — Cas des petites oacillalion».
HOUVEUEHT O VS POINT
SDK UHE COITSIBE.
277. Lorsqu'un point pesant se meut sur une courbe donnée AMA', la seule force
Fig. 93.
qui le
pesa
leur, dont l'intensité con^Unte est désignée par g. Le travail de celle force est mgz, et le principe des forces vives donne immédiatement
en supposant que f^^k pour z = OH = h.
Supposons A = o, c'est-à-dire que le mobile parte du point A sans vitesse acquise, Téquation deviendra
Si ie mobile est en M, on aura
DP^i
s mobile au point M sera la
donc la vitesse acquise par l
même que s'il était tombé librement de la banlenr HP.
Si B est le point le plus bas de la courbe, le mobile aura la plus grande vitesse en ce point. Parvenu là, il continuera sa route en vertu de la vitesse acquise, et
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s'élevant sur la partie BC avec un vitesse décroissante, comme le montre la formule (a), il s'ari-étera au point A', pour lequel z = h. Mais aussitôt, sollîcilé par la pesanteur, il descendra de nouveau sur la courbe pour revenir au point A, et ainsi de suite; c'est-à-dire qu'il parcourra coniinuellemeiii le même arc ABÂ', tani6t dans un sens, tantôt dans un autre.
278. Le temps employé par le mobile pour parcourir l'arc AM est le môme, soit qu'il descende, soit qu'il monte, car si l'eu considère un élémeni rectiligne ds de cet arc, comme la vitesse du mobile est la même en valeur absolue, quand il est placé à la même bautcur, le temps employé pour parcourir le petit plan incliné ds sera aussi le mâme, soit que le mobile descende, soit qu'il monte.
CAS ou LE HOBILE A UNE VITESSE IBITIALE.
279. Si au point A, pour lequel s = h, le mobile a une vitesse X:, on a
(!) ^=A'4-ae(«-A).
La vitesse du mobile va eu croissant avec z et est la plus grande possible au point B. Le mobile se meut ensuite sur l'arc BCO et s'y élève plus haut que le point A'.
Prenons pour origine des coordonnées le point O le plus élevé de la courbe. Nous aurons trois cas à examiner.
Premier cas ; A* <[ a^A- — Dans ce cas la vitesse du mobile au point A est moindre que celle qu'il acquerrait en tombant verlicalemcnt de la hauteur OH;=/i. Le mobile s'élèvera jusqu'à un point C plus haut que A' et qui sera déterminé par l'équation
= Ql — k-
affA-
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valeur positive. En ce point C la vitesse sera nulle-, le mobile s'arrêtera pour revenir sur l'arc CBC jusqu'au point C situé à la même hauteur que C. Ue C il reviendra en C, et ainsi de suite; de sorte qu'il fera une infinité d'oscillations isochrones.
Deuxième cas : k > ^a gh. — La vitesse du mobile ne sera jamais nulle, car on aura
équation dont le second membre est composé de deux quantités positives. Le mobile reviendra au point O avec la vitesse <Jk* — a gA> dépassera ce point et parcourra la courbe une infinité de fois, toujours dans le même sens.
Troisième cas : k = y/^gh. — On aura z = o pour c ^ o ; le mobile ne s'arrêtera qu'au point O, mais il lu! faudra un temps infini pour arriver à ce point. En efTet, en désignant par s l'arc ON, on a
V étant l'angle que la normale au point N fait avec la verticale el p le rayon de courbure en ce point, on a
Soit a une constante, telle que
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Par coDséqueni l'équation {3) doune l'inégalité
d'où, en intégram,
OU enCo
d'où l'on conclut que t augmente indéfiniment quand s tend vers zéro.
PEUDULB. ÉQUATION DU HOVVEMENT.
280. On appelle pendule un corps solide pesant qui peutosciller autour d'un axe horizoutal. Four simplifier la théorie du pendule, on a considéré le cas idéal d'un point matériel suspendu à l'extrémité d'une tige ou d'un fil inextensible et sans masse et dont l'autre extrémité est âze. C'est ce qu'on nomme un pendule simple.
On voit d'abord que la pesanteur ne peut faire parcourir à ce pendule écarté de la verticale qu'un arc de cercle situé dans un plan vertical.
Plaçons l'origine des coordonnées au point de suspension O : prenons l'axe des z vertical et dirigé dans le sens de la pesanteur. Sôît k la vitesse du point matériel alors que la direction du fil fait avec la verticale un angle AOz = a. L'équa* tion du mouvement sera
FI
h étant le 2 du point A ,
a bien
mah
iOP =
z=<.cos8,
OH
cosa;
tion
du moavement sera
ad 9
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Si l'on compte les arcs parcourus sur la courbe à partir du point A, s croit avec t, quaud le mobile se meut dans le sens ABA', et il faut alors prendre le signe +. On prendra le signe — dans le cas contraire.
Supposons te mobile arrivé en M. Soient OM ;= a le rayon du cercle, MOB =;= 9, on a
et par suite donc
donc l'équa-
^/' -I- 2ga (cosS — cos«)
CAS ou l'équation peut s'ihtëgkek.
On peut intégrer l'équation (3) dans le cas où l'on a
(l) A'=z 2g'(ï{H-C0SB).
Cette égalité a lieu lorsque la vitesse du mobile au point A est celte qu'il acquiert en descendant sans vitesse initiale du point C le plus haut du cercle; car dans cette liypothèse le carré de la vitesse du mobile, parvenu au point A, esl3^CH. Or
CH = CO + OH = a + a eos a ;
on a donc alors
i' ^ :iga (i + cosa).
L'équation (3) se réduit à
ad6 (a) dl = — -=
\2ga (i + cob9)
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on
Posons
V gsin^rosj:
et par conséqaent
On aura donc, en intégrant,
(= l/-ltangjr + C, OU bien
mais ou doit avoir = i% pour t = o, ce qui détermine la cQuslante C. On aura donc déiînîtiv émeut
Telle est la formule qui donne le temps que le mobile emploie à parcourir l'arc AM, dans i'hypotbèse où il serait parti du point C, sans vitesse initiale. Si l'on fait = o , on a
c'est le temps que met le mobile à parcourir l'arc ÂB.
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Si l'on veut avoir le temps que le mobile met à revenir au point C, il faut faire 6 ^ — it, ce qui donne t = x. Ainsi il faut un temps infini au Diobîle pour remonter jusqu'au point C.
CAS DES PETITES OSCILLAT! OMS.
Comme la formule
n'est pas intégrable dans tous les cas, il est nécessaire de restreindre un peu !a généralilé du prohlème en cliercliant seulement la loi du mouvement quand le pendule eiïectue de très- petites oscillations de part et d'autre de la verticale Or. Eu premier lieu on ne diminuera pas la généralité du problème en supposant nulle la vitesse du mobile au point A-, car si elle n'était pas nulle en ce point, il suffirait d'augmenter l'angle a d'une certaine quantité pour avoir le point où cette vitesse est nulle, et c'est ce point que l'on prendrait pour le point A. Si donc on fait A = o, la formule (i) se réduira à
V S'\/2cose-2cosa
Remplaçons maintenant cosQ et cosa par leurs développements eu séries, et comme les angles « et S sont trèspeiits, nrfjligeons les puissances de ces quantités à partir de la quatrième. Il vient alors
d'où
2C0Se — 2C03«== a
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d'où, en intégrant,
Nous n'ajoutons pas de conslanle, parce qu*on doit avoir 6 = a pour t = o.
La formule (3) donne
(41 l = acos(<y/i),
expression de Tare décrit pendant ïe temps t.
283. Pour avoir la durée T de la première oscillation (et l'on sait déjà que les oscillations sont isochrones, quelle que soit leur amplitude], il faut faire dans l'équation (3) fl ^ ^ a, d'où il résulte
VÎ
Lorsque nous avons supposé que l'équation (3) donnait simultanément t^^o, G=ix, nous avons admis tacitement que nous choisissions o pour l'arc dont le cosinus est l'unité. Or, pendant la première oscillation, quand l'angle B varie d'une manière continue ded^ctàS^ — a, le temps t croit d'uue manière continue, ce qui exige
que aie ces — croisse aussi d'une manière continue ; mais
au départ cet arc est o : donc, à ta fin de l'oscillation , on ne peut le prendre égal à 3k, à 5ir, — , arcs qui ont tous — I pour cosinus, mais à ic. On a par conséquent
Ce résultat fait voir que le temps de l' oscillation ne dépend pas de a, et par conséquent que la durée d'une oscillation est indépendante de son amplitude, pourvu que celle-ci soit très-petite.
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Le temps d'une deoii-oscilUtion se trouve en faisant
$:=0 dans la formule (5), on obtient - t /- ou - T,
résultat facile à prévoir.
28i. Les résultats précédents s'étendent aux oscillations d'un point pesant, écarté très-peu de la verticale et assujetti à se mouvoir sur une courbe dont le plan Dscuiateur """"■ -^ au point le plus bas B est ver-
tical. Eu effet, le cercle osculateur au point B se confondant avec )a courbe, dans une étendue très-petite, le mouvement aura lieu, de part et d'autre du point B, comme sur le cercle osculaleur de la courbe en ce point. Dès lors la durée commune de
chaque oscillation sera r \/-7 p étant le rayon du cercle
osculateur au point B.
S85. Si le plan osculaleur de la courbe au point B le plus bas faisait un angle i avec le plan horizontal ZV, Fig. fl6. il faudrait décomposer le poids
P en deux forces, l'une normale au plan ZU et qui serait détruite par la résistance de ce plan , l'autre Q = ^ sini , située dans ce plan et qui seule ferait mouvoir le mobile, force d'ailleurs constante en grandeur et eu direction. On aura donc le temps d'une oscillation eu substituant, dans la
formule T^nt/— j^àaet ^sini à g', ce qui donne
V ffsmf
286, Il est difficile dans la pratique d'apprécier la Sturm. — if^c, 1. i4
La formule
devient, à cause
deT = ,y/^,
Oo conclut de U :
1° Que Ô et --7- restent les mêmes lorsqu'on augmente
t de aT, c'est-à-dire que la position du mobile et sa vitesse redeviennent les mêmes après la durée d'une double oscillation;
a" Que si l'on augmente ( de T, 6 et — changent de signe en conservant leur valeur absolue. Ainsi, à des intervalles de temps qui difrèrent d'une oscillation, le pendule fait des angles égaux avec OB, mais de côtes difTérents, et ses vitesses, dans ces positions, sont égales et de signes contraires.
TIMCT -TROISrfeME 1
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SDITE DE LA MÉTHODE DU PENDULE SIMPLE
Aatre mélhode. — Développement en série de la durée d'une oscilla lion. Pendule cjcloldal. — Ttiulochroiie dans le viiie. — Pendule ilmpli) dans un millen resisUnl.
AUTRE baÉTBODE.
288. Noas allons donner la théorie du pendule par une méthode qui pourra s'appliquer au cas où cet appareil Pig. g8. eut sollicité par une force quel-
conque ou lorsqu'il éprouve la résistance d'nn milieu.
Les mêmes notations (280) diant conservées, soit m la masse du point moLile. L'action de la pesanteur peut se décomposer en deux autres : une force normale détruite par la résistance du point fixe et une force tangentielle. Ciiiie dernière, représentée en général par m—, a pour valeur mg sin6. On a donc
Posons ÂM = s, on aura
rff -
913 COunS DE KÉCKSIQVE.
l'équalion du mouvement sera donc
ou encore
^ ' df a
Multiplions par ^dO et initîgioiis, il vient
mais on doit avoir en même temps
donc (3)
équation déjà obtenue, et dans laquelle on doit prendre le signe — ou le signe +, selon que le mobile se meut dans le sens ABA' ou dans le sens opposé.
Pour obtenir la durée d'une oscillation, nous cliangt!rous de variable. Soient
* = I — cos S, on en déduit
et par conséquent, en prenant le signe — dans la formule (3),
,4) * = -îv1
'Si-x-i/i-
TlSCT-TBOISlfeME LEÇON. itZ
mais le temps T d'une oscillation étant le double du temps (jue le mobile emploie à parvenir au pointle plus Las, on aura, puisque les valeurs de x qui correspondent aux positions Â et B sont b eto.
-Vîi:-
DÉT£L0PPBueKT ES SÉKIB .
289. L'intégrale précédente ne pouyant pas s'exprimer sous forme Unie à l'aide de fonctions algébriques, circulaires ou exponentielles, nous allons la développer en série. On a d'abord
série convergente, puisque x représenUnt i — cosS est moindre que a.
Par conséquent, on aura
En posant
\ibx~;r>
ai4 COtinS DE MÉCAHIQOB.
on pourra écrire
fk l I A, 1.3 A. 1.5.3 A, \
290. On sait, par la théorie des intégrales binômes, que toutes les îiilégrales définies Â,, Ai...., se ramènent à ^<i. Cette rédaction peut se faii-e directement de la manière suivante. On a
^=^. ./ÎTITTÏ-. ^--(ft-2^)^
d.3?-^^ibx—^ =
( 2 n — 1 ) i.r«-' rfjr — 2 n*" dlj
donc
-'dx ixrdx
yjbx — x' ^bx — x»
d'où, en intégrant entre les limites o et &,
0= (2n — i)6A,_,— iflA,, donc
On aura de même et par suite
Il suffit donc de déterminer A<, ou / --■ ■ ■
J„ \Jbx — jc'
tingt-thoisièmb leçoh.
= =ian:cos — 7—*,
donc on aura
' rfj7
v/tx - X.
Par conséquent
i.=,.' *,=ii
et par suite
Telle est ta formule qui donne la durëe d'une oscillation pour une amplitude quelconque.
291. Quand l'amplitude est très-petile, S:=i — cosa peut être négligé, et l'on retrouve la formule approchée
Si, remplaçant & par i — cosa ou 1 =—7 +...,
' ir • ir 2 i.a.3.4
on négligeait dans l'expression les puissances de a supérieures à la seconde, on trouverait
Ainsi la durée de l'oscillation dépend de l'amplitude et augmente avec cette quantité.
PEI«DULE CYCLOÏDAL.
292. Considérons le mouvement d'un point pesant sur unecjcIoïdeCBC renversée, située dans un plan vertical et dont Taxe BD est vertical.
Fig. 99.
H6 COCItS DE MÉCANIQtlE.
Prenons pour axes de coordonnées l'ase Bx et la tangente tt/au sommet B. Soit Â le point de départ du mobile où nous suppose ronssa vitesse nulle, et soit M[x, J-) sa position à une époque quelconque t.
7*^ Soit a le diamèire BD du cercle générateur. Le5 composantes de la force accélératrice étant X = -~g, T = o, Z-o, l'équation générale du mouvement (i) rf»J = — igdi,
d'où
Si BH = A, on doit avoir o = C — ngh : donc
Soit maintenant BM = j, on a s^^ ^ax^nhx en appelant b le rayon de courbure BK = 3 BD de la cycloïde au point B. Il en résulte
pour X •=: A , d'où
eb = ^
av'^
Comme dans la première oscillation f = — — 1 on en déduit, à cause de c = ^3g{A— x),
t /é rfjr
"2 Vi./ÂF^^'
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Intégrant et déterminant U constante par la condition que Ton ait à la fois t^ o etx==h,i\ vient
,4, ,=iy^.„„.îf^.
293, Le temps que le mobile emploie à descendre de A en B s'obtient en faisant :r= o dans celte formule. En appelant T la durée d'une oscillation, on aura
- arccos( — i), d'oà (5, T=Vi
On obtiendrait encore ce résultat en faisant x^= h dans la formule (4) et en prenant 27r pour are cos (i).
Ainsi, dans la cycloïde, la durée des oscillations est rigoureusement indépendante de leur amplitude, et différents mobiles, partis au même instant, sans vitesse initiale, de divers points de cette courbe, atteindraient au même instant le point le plus bas. Le temps d'une oscillation est ^t/'i c'est la durée des oscillations très-petites du pendule sïmplt; dont la longueur est b, rayon de courbure de la cycloïde au point 6, ce qui -s'accorde avec ce qu'on a dit des petites oscillations d'un point pesant sur une courbe quelconque.
294. On pourrait imaginer un pendule dans lequel les oscillations s'effectueraient toujours dans le même temps, malgré Tinégalité de leurs amplitudes. Construisons la développée de la cyclmde, composée des deux moitiés KC et KG' d'une cycloïdc égale à ta première. Supposons qu'un point pesant soit attaclié à l'extrémité d'un lîl lié par son autre extrémité au point K. Si le mobile, dans une de ses positions, se trouve surlacyloïdeCBC, comme le fil, abandonné à lui-même, restera toujours tangent à
9l8 COCBS DE HtCANIQUE.
CKC, son exlrémité M décrira la cycloïde CBC. Toutes les oscillalioDS devront s'effectuer dans ud même temps
égal k ic i/~i mais c^ moyen, proposé par Huyghens, a
ëlé abandonné, parce qu'il n'offre aucune précision dans la pratique.
On appelle tautochrone toute ligne courbe sur
laquelle un point pesant abandonné sans vitesse initiale
d'un point quelconque de celle
courbe parvient dans le même
V~ -^ temps au point le plus bas. La
cycloïde est donc une courbe uniocbrone (293). Kous allons faire voir que c'est la seule courbe tautocbroiie dans le vide.
Si l'on appelle t' le temps nécessaire pour décrire AB,
et il s'agit de déterminer s en fonction de x, de manière que la valeur de ï' ^/a^ soît indépendante de h.
Supposons * développée en série suivant les puissances ascendantes de x ;
(2) * = A^"-i-Bx^-i-Cx''-f....'
.Comme s ex x ont leur origine au point B, et qu'on a j = o pour a: = o, il faut que tous les exposants soient positifs et qu'aucun ne soit o. Le plus petit a doit être
moindre que l'imité; car en B on a -r- = o ou -7- = 00 . ^ ' ds dx
Substituant la valeur de s dans (1), on aura
ï'^2g^A« / - — rfr+Rg
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et, en faisant X = hu.
Cette quantité doit être indépendante de A : il faut donc que le plus petit exposant de A ou ec soit nul, puisque s'il était positif on aurait T = o pour A := o, et s'il était négatif on aurait T== oo pour la même hypothèse. Les autres termes doivent disparaître; donc
et par suite
-, = i'yl-'
L'éqoalion s= A\fx appartient à une cycloïde. Donc la cycloïde est la seule courbe tautochrone dans le vide.
Autrement,
, si dans l'équation (i)
on pose
S30 COCUS DE HÉCinIQIIE.
on aura
Cette exprfissîon devra être indépendante de h. Posom X =■ hu, il en résulte
ou bien
» -C\it,\ *'
en posant
Donc
Or-jT- doit élre nul. IlfautdoQcqae<{''(Au) oai|''(j:) = oî
car autrement ou pourrait prendre h assez petit pour que de x = o à x= A, if''(''^) fût toujours de même signe, et alors l'intégrale, ayant tous ses éléments de même signe, lie serait pas nulle. Ou a donc
fW = o
ou
Donc
ou
= >^^âx,
équation
d'une cycloïde.
TINGT-TROISlkHB LEÇON. 221
PENDULE DANS UN MILIEU HÉSISTAKT
297. En iJésignaDl par K U i-ésistaQce du milieu, Yé~ (|aation du mouvemeril sera
Comme il s'agit de petites vitesses, nous supposerons la résisUnce proporliounelle à la vites», et nous poserons
Eu remplaçant dans l'équatiou (i) — - par — "'tt*
sinS par d et R par la valeur précédente, ou aura à iutégrer l'équatiou du second ordie
d<- i di a
On ai nant
me solution particulière de celte équation en pre-
r étani
t une racine de l'équation
On a .
lonc
ou, en
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La solution générale de t' équation (3) sera donc
.= [„o.(„y^)+.sin(„y^)]rS.
On déterminera c ei c' par les conditions 9 = a, — = o, pour ( = o, d'où c = a, c' = — ~- et
•="K" \/«) ■*■ iî''»("-V^)]'"'^'
A la fin de chaque oscillation, — = o, ce qui donne et
Les oscillations sont isochrones comme dans 1c vide, et leur durée est augmentée dans le rapport de i à 7. Faisant t ^ rT, on a l'amplitude delà n'"°' oscillation,
donc les amplitudes successives forment une progression
géométrique décroissante dont la raison est p = e "i"* . 29S. Lorsque le mouvement a lieu sur une cycloïde, toutes les osciltalions se fout rigoureusement dans le même temps, en sorte que cette courbe est encore tautoclirone dans un milieu qui résiste proportioaneUement à la vitesse.
VIDGT-TnOISIÈMB l.<eQON.
En effet l'équation du mouvement
devient, eu remplaçant v par T, ^^ "T" P*"" "'
Cette équation, analogue à l'équation (3) obtenue approximativement au n" 297, donnera pour T une valeur indépendante de s.
COURS DE MÉciniçue.
VINGT-QUATRIÈME LEÇON
DES FORCES CENTRALES ET DU MOUVEMENT DES PLANÈTES
Forées centrale!. — Principe des air coordonnées polaires. — Eipressioi
composanles. — Lois de Kepler. —
FORCES CENTRAI.es. PRINCIPE DES AIRES.
299. Soit M un point mobile sollicité à chaque instant par une force dont la direction passe constamment par un mêoiepointO. Les composantes de la force accélératrice, par rapport à trois axes rectangulaires menés pat- le point 0, seront proportionnelles aux coordonnées du point M. On aura donc
rij. roi
xd
yd'^
dt
irf'
xd':
yd
id^y
équations dont chacune est une conséquence des deux
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antres. En les intégrant et désignant par c, c', c" tioîs constantes arbitraires, on aura
tdx — xdt:=t^dt,
yàz — zdy z=^dt.
Les constantes c,c', c" se détermineront quand on connaîtra la position initiale et la vitesse initiale du mobile, en grandeur et en direction, c'est-à-dire les valeurs ini- . , , dx dr dz
tiales de x, y, z, -—, ~, — - ' -" ^ dt di dt
300. Si l'on ajoute les équations après les avoir respectivement multipliées par z,y, x, on a (3) K> = ez + c-y + c'x,
équation d'un plan passant par l'origine des coordonnées. Ainsi la trajectoire est une courbe plane. En effet, on voit bien à priori que le point mobile ne doit pas sortir du plan mené par le rayon vecteur initial et par la direction de la vitesse initiale.
Interprétons maintenant les équations (2). SoilOP = r la projection du rayon vecteur OIVI sur le plan des xy^, et soit PO a; ^ fi, on aura
tang B — - 1
d'où, en différentiant par rapport à t,
rfe xdf — j-rfiT xdy — ydx
d'où l'on lire
r^d^ =: xdj' — X dx.
Mais si l'on appelle X l'aire BOP parcourue par la projevtîoD du rayon vecteur, pendant le temps l, on a
aSd COCftS DE XteAniQDB.
doDC
d\:=- [xd^ — ydi] ou d\= ~edt, d'où l'on lire (4) > = !«.
Il n'y a pas de constante à ajouter : car "k étant la projection de l'aire pendaut le temps t, on doit avoir X = o pour I = o .
On conclut de là que le secteur engendré par le mouvement de la pj-ojeclion du rayon vecteur sur un plan quelconque est proportionnel au temps. La constante c est le double du secteur parcouru, pendant l'unité de temps, par la projection du rajoa vecteur sur le plan des xy. On aura des résultats analogues pour les deux antres axes. On aura donc
/5) \ = -ct, •k' = -c'i, i'^i.c"ï,
X' et Jt" désignant des quantités qui se définissent de la même manière que X. Si l'on projette le rayon vecteur sur le plan même de la courbe, on eu conclut que l'aire «Dgendrée par le rayon vecteur lui-même est proportionnelle au temps.
301 . Réciproquement, si la trajectoire d'un point mobile est plane et telle, que les aires engendrées par le rayon vecteur, partant de l'origine des coordonnées, soient proportionnelles aux temps, la force motrice passera constamment par l'origine des coordonnées. En effet, dans cette hypotbèse, le secteur OAM est proportionnel au temps; par suite il en est de même de sa projection X, sur le plan des xy. Donc, en appelant c le double de l'aire parcourue par la projection du rayon vecteur sur le plan ' des (x, /) pendant l'unité de temps, on a X = -et. Or
(il = -/-'de = i(j;rfj- — j-dlr).
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Diflfëren liant cette équation par rapport à t, considérée comme variable indépendaDte, on en dédtiit
On conclut de là que les composantes de la force motrice
parallèles aux axes, savoir ; m — — , m -r^ et m -7- i en "^ ' di' dfi di'
appelant m la masse du. point mobile, sont proportionnelles aux coordonnées de son point d'application. Par conséquent, le parallélîpipède dont les coordonnées X, Xy z sont les trois côtés conttgus est semblable à celui qui a pour c6tés les composantes de la force motrice, d'où il suit que la diagonale du second, suivant laquelle est dirigée la force motrice, coïncide en direclionavcc la diagonale du premier, qui aboutit en O. Donc ta force motrice passera constamment par ce dernier point.
EXPRESSION DB LA VITESSE EN COOKOOHHÉES FOLllRES.
302. Prenons pour pôle le point O, par lequel Fig. 101. passe constamment la directioo
àe la force motrice, et pour axe polaire, une droite quelconque Ox, située dans le plan de la courbe. Soient OM = r et M03:=9. Enappelanl ds la différentielle de l'arc de la trajectoire, terminé au point M, on sait que v^= ^jor, quelle
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que «oit la variable indépendante, di* =: dC -\- r* dû' \
donc
/ . ^ (//■' + rVfl'
303. On a souvent besoinde connaître les composantes delà vitesse au point M, suivant OM et suivant une perpendiculaire à OM. Or, si (3 est l'angle GMT formé par OMavec la tangente MT à la trajectoire, l'cosîet csînJ sont les deux composantes. On a
axS
d'ailleurs
Donc
CI
30i. Considérons la force accélératrice R qui agit suivantMO. Supposons-la attraciive; si elle était répulsive, il suffirait de changer R en — R, dans ce qui Va suivre.
AlorsR-etR- seront les composantes de R parallèles
aux deux axes rectangulaires Ox et Oy et, comme elles agissent dans le sens des x et des_^ négatifs, ou aura
^ ' dl' r dl' r
En ajoutant ces deux équations respectivement multipliées par_7' et par x, on a, comme plus haut,
de'
On en déduit
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et comme Xifj — yeix = r*dB (300), il vient
(4) r>d6=edl.
Si i'oD multiplie respect! vemeat par idx et ^dy les deux équations (3) et qu'on les ajoute membre à membre, il vient
zdxd'x + 2 dyd'y
di'
Or
d'où résulte
rdr = j!dx+ydy, d
Donc
j.dxd'x ■+■ "idyd^y
305. On pent obtenir une expression de la vitesse, qui ne contienne ni t, ni ses diflerentieltea. On a
cette valeur dans l'équation précédente, il vient
ouenGn
■bM]
Donc, si on connaît la nature de la trajectoire, on pourra.
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au moyen de cette formule, calculer la vitesse en un point quelconque.
306. Quant aux composantes de la vitesse suivant OM et suivant une perpendiculaire à cette droite, il est facile d'en avoir des expressions indépendantes du temps. En
efîet, si dans les équadons (j) on remplace dt^ax •
on a
, cdr . , crrfS
<>C015=: T-i PSinJ;^— -— T
r'd9 r'di
On tire de la dernière (8) ,= î,
p étant la lobguear de la perpendiculaire OT ^ rsîniï, abaissée du point O sur la tangente MT, d'où l'on conclut que f[i-vt{fiJ5« en un point du la courbe est en raison inverse de la perpendiculaire abaissée du point O sur la tangente à la trajectoire, au point considéré.
EXPRESSIOH DE LA FORCE ÂCCÉLÏBiTBICE EH FOHCTIOH DBS COORDOlfNËES DU POINT UOBILB.
307, Reprenons l'équation (305) (l) —2Rdr = di'>.
DilTérentions l'équation (6) du n" 30S et, comme ( n'entre plus dans cette équation, prenons 9 au lien de ( pour variable indépendante, nous aurons
vingt-qoathième leço». ï3i
Portant cette expression de dv^ dans l'équaiioa (5) dv*= — 3B<ir, il en résulte
Ainsi, quand on connaîtra la trajectoire, on anra la force motrice en un point quelconque de la courbe. Réciproquement, quand on connaîtra la loi suivant laquelle varie la force R, l'équation (a) pourra servira déterminer la trajectoire.
LOIS UE KEPLER
308. Les lois du mouvement des planètes ont été déduites de l'observation par Kepler. Elles sont au nombre de trois :
i" Les trajectoires de toutes les planètes sont des courbes planes, et pour chacune d'elles l'aire engendrée par le rajon vecteur parti du soleil et aboutissant à la planète est proportionnelle au temps.
2° Ces courbes sont des ellipses dont l'un des fyyers est au soleil.
3" Les carrés des temps employés par les différentes planètes pour accomplir une de leurs révolutions sont entre eux comme les cubes des grands axes de ces ellipses.
Ces lois se rapportent au centre de gravité de cbaque planète, ainsi qu'à celui du soleil.
COHSÉQOBNCES UES LOIS DE xtPLEB.
309. Il résulte de la première loi que \a force motrice qui sollicite une planète est constamment dirigée vers
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te centre du soleil, et comine la trajectoire elliptique tourne toujours sa concavité vers lu solei], il faut en coudure que cette force est attractive, puisqu'elle éloigne à chaque instant la planète de la tangeute à sou orbite en tendant à la rapprocher du soleil.
310. Au moyeu de fa seconde loi, nous allons déterniinerla loi suivant laquelle varie l'intensité de celte force atec les diverses positions de la planète sur son orbiie. Soit O la position du soleil dont le centre de gravité FîB. io3. ^*' "" foyer de l'ellipse. Soient
OI t'axe polaire, ÂA'^aa le grand axe de celte ellipse, l'angle AOI = u. Soient OM = r, MOI = 9 les coordonnées polaires de la position actuelle de la planète
L'équation polaire de l'ellipse est
ys{i~«
en appelant e l'excentricité ou le rapport de la distance focale au grand axe; ondéduitdelà
_ _„in(a-.)
Par conséquent, en subslhuanl dans la formule (305)
-wai
Remplaçant dans le numérateur i par a — i , puis a-i- a*cos( fl — ») = 2[n- «cos(e — »)]
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par sa valeur ■ > tirée de l'équation de la courbe,
il vient, en divisant haut et bas par i — ?',
£a dilTér en liant
on en déduit
dr
Or on a obtenu I
équation
— 2Rrf/- =
dv'
do
Li résulle
et
VU posant
Ainsi Ja force R ejt e« raison inverse du carré de la distance du centre de gravité de la planète à celai du soleil. Le calcul donne R > o, ce qui montre bien que la force motrice est attractive, comme on l'avait déjà vu.
311. On peu t encore iiouver la valeur de R de la manière suivante. On a
d'où résulte
_-.co.(l
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Par conséquent, à cause de ré<juatîo» (a), n° 307, on a
mplement
3i% Si r= I, on a R = p. Nous allons démontrer que cette quantité fi, qui représente la force accélératrice rapportée à l'unité de distance, est la même pour toutes les plauètes. La constante c représente, pour une orbite quelconque, le double de l'espace parcouru par le rayon vecteur, dans l'unité de temps. Donc, si l'on appelle T le ' temps de la révolution complète de la planète considérée, on a
h étant le demi petit axe de l'ellipse ; on tire de là
_4^rM*0^-^,
Or, d'après la troisième loi de Kepler, le quotient — est le même pour toutes les planètes ^ donc fi est constant, ce qui démontre le théorème énoncé.
VINGT-CINQUIÈME LEÇON
SOTTE DD MOUVEMENT DES PLANÈTES
HoaTemenl d'un point attiré par un centre Qxe en raison inverse di de la distance. — Cas d'une orbite elliptique. — Cas d'une orbi eulaiie ou presque circulaire. — Cas d'une orbite parabolique.
MOUTEMEST D UW POIBT ATTIRÉ PAR UN CEMTBE FIXE B» TtAISOlf IHVEBSE RIT CABBÉ DE LA DISTAHCE.
313. Supposons toute la masse d'une planète réunie à son centre de gravité, et cherchons le mouvement que prendra ce point, sollicité à chaque instant par une force dont la direction passe constamment par un point fixe O, et dont l'intensité varie en raison inverse du carré de la distance OM = r.
En premier lieu, la trajectoire est plane et située dans le plan qui passe par le point fixe et par la direction de la vitesse initiale. Prenons le point O pour pôle et Oj:pour axe polaire, et soient retS les coordonnées du point M, au bout du temps t : on aura, par le principe des aires ,
(i) r'dO=:cdf.
Or (303)
en appelant w la vitesse du mobile et d l'angle que forme
Fie. 104.
a3Ô COURS DE MÉCIHIQUE,
le rayon vecteur avec la langenEe à la irajectoire. Donc
{2) ^ = .XrsinJ.
Ainsi OQ peut dire que la constante c, qui représentait déjà le double du secteur engendré par le rayon vecteur, pendant l'unité âc temps, la trajectoire étant supposée connue, sera pour nous, dans la question actuelle, le produit de la vitessedumobileparla perpendiculaire abaissée du point Gxe sur la tangente, a un instant quelconque, par exemple à l'origine du temps.
Soit mainlenanl R la force accélératrice à l'îostant que l'on considère. On a
(3) */*'' = — aR<fr,
et comme ici R = -~t en appelant ft la force accélératrice à l'unité de distance, il vient
et, par suite, en intégrant,
La valeur de la constante arbitraire b se déterminerait en cherchant la valeur de — — i*', à une époque quelconque du monvemeni, par exemple à l'origine du temps. D'ailleurs, puisque
-WâT
l'équation différentielle de la trajectoire est
4^(ffll-
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Pour intégrer plus facilement, posons d'où résulte
lj— b -\- 3f[S — c'a'
On voit que -j- devant être <| o ou > o, suivant que r
croit ou décroît lorsque B augmente, il faudra prendre au numérateur le signe — ou le signe -i- , suivant que le premier ou le second cas aura lieu. Si donc nous supposons que r croisse en même temps que @, on aura
de =
\j—b-\- 2ftï — c't" v'p' — *C — (<r"z — (< )' OU bien
dO=:-
On a toujours fi' — ic' |> o, sans quoi -r- serait imaginaire pour toutes les valeurs possibles de 6, Donc si l'on pose
il vient
c'dz ^^ — rfj _
^ft' — ic* ^l — q'
d'où, en intégrant et appelant u un angle constant, on a enfin
cos(e — u) =
Quoique cette formule ait été établie dans Hiypo-
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ihése où r et S croissent siDiultanétnenl, elle convient également, alors uième que r dioiioue lorsque d croit.
En effet, lorsque ce dernier cas a lien, -j- doit être plus
grand que o; donc il en est de mèiue de -^\ car, à cause
, , c'dz , , . drj dt
de dq = , 1 dq et as, et par suite -77 et -7-, sont
^ ^_ èc- d6 d9
toujours de même signe. Or l'équation g ^ cos {S — tu) , donnant j? ^ — sin (9 — w), fait voir qu'en prenant la
formule 9 — m = arc cos 1^, —, et par suite—) changent de signe en s' évanouissant lorsque $ — <>) devient égal à un multiple quelconque de jt, ce qui correspond au\ positions du mobile où s, et par suite r, est un maximum ou un minimum.
315. En remplaçant z par -, dans l'équation (y), il vient, pour l'équation de la trajectoire,
On voit que cette courbe est toujours une section conique, car l'équation générale d'une section conique, rapportée à nn foyer et à un ase polaire, faisant un angle (o avec l'axe qui passe par ce fojer, est
•-■ + .co.(«-.)
La courbe est une elli[»e, si s<^ 1; une parabole, si c ^ 1, et une hyperbole, si e >• 1. Par conséquent, en se
rappelant que b est égal à la valeur initiale de — — v*.
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on voit que, si à une époque quelconque du mouvement on a
f*<C — t la courbe est aae ellipse;
1^:=—, elle est une parabole;
p'^- — , elle est une hyperbole.
Ainsi l'espèce de la courbe dépend uniquement de la grandeur de la vitesse à l'origine du temps, mais nullement de sa direction, en sorte que différents mobiles, lancés successivement du même point de l'espace, avec des vitesses égales, mais de directions différentes, parcourraient tous des courbes de même espèce.
CAS ou 1.1 COU&BË EST UNE ELLIPSE.
316. En appelant aa le grand axe et e l'escen tri cité, l'équation de l'ellipse est
1 + e cos [ e — w ) Identifiant avec l'équation (8) du n" 315, on a
formules qui déterminent les éléments de l'ellipse, en fonction des données du problème.
317. II reste encore à déterminer r, ret en fonction du temps t, afin de connaître la vitesse et la position du mobile à une époque donnée. On a d'abord (313)
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d'où, à cause de
dr' + r'dB' •" = — AT— ' on a
tir'-hr^tlB' 2(t ,
En élimiDant dd entre cette équation et l'équation i*dQ= cdt, il vient
^ — t»' -»- 2ftr'
r<lr
en supposant d'abord que r croisse avec t. En remplaçant b par - et c' par (*« (i — e'), cette différentielle peut se mettre sous la forme
rdr
Wi'f'
Si AMG est l'ellipse parcourue, le mobile est le plus près du point O, p6le et foyer de l'ellipse, à l'extrémité A du grand axe nommé périhélie de la planète, et il est le plus loin de O, à l'autre extrémité B, qu'on appelle aphélie de la planèle. Par conséquent le rayon vecteur r varie de OA = a(i — e}àOB = a(n-e).
Il est donc permis, pour la commodité de l'intégration, d'introduire une variable auxiliaire u, telle que
On en tiro
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eti'équalion (4) devient
— — = A^{i — eco&u) dit ou
(6) ntfr— (i — ecos«)da,
eu posant, pour abréger,
En inté(;rant, on a l'équatioa
(j) nt^^w — eûau.
il n'y a pas de conslanie à ajouter, si l'on compte le temps à partir du moment où la planète est à son périhëlie; car alors r = a(i — e), et par conséquent cosk=i, d'où u= o en même temps que t= o.
318. Pourconslruirerangleauxiliairea, surBA comme diamètre décrivons uoe circonférence de cercle. Soient M la position actuelle du mobile et C le centre de l'ellipse. Prolongeons l'ordonnée MP jusqu'au point K où elle rencontre la circonférence. Je dis que l'angle KCA = u. V.a. effet, on a, en vertu d'une propriété connue des layons vecteurs de l'ellipse,
r — o — fiXCP=a — exfl cosKCA = a{i — e cosKCA) ;
mais
(8) r-=ia[i — £cosu),
d'où
cosK,CA = casu et KCA = u.
L'angle u est appelé Vanomalie excentrique de la planète, tandis que l'angle MOA =; 9 — w se nomme Vanomalie vraie. On pourrait maintenant éliminer u entre les équations (7), (8); mais il vaut mieux conserver ces deux équations avec )a variable auxiliaire u. En donnant SivKM. — j/«., 1, 16
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à cette variable toutes les valeurs possibles, on en d^uira ensuite les valeurs correspondantes de r et de t.
319. On peut trouver nne équation entre l'anomalie vraie et l'anomalie excentrique. On a
d'où résalte
ecostt^i —
(-eco»(9 — «}'
-l-ecoï(fl — w) I -t-.?coa(8 — •»}
fi->-^)t.+cos{fl-»)]
'-^'='>"'- .+,cos(9-»)
En divisant ces denx ^uations l'une par l'antre, on obtient
^^—-tang'-fS-*)
tsDg - (fl — 6>) = ^ y-— taog - B.
320. La dur^ T de la révolution entière de la planète se déduit de la formule nt^u — eùnu, en y faisant u = an, ce qui donne
„ 2irn ifâ
en remplaçant n par— ^. On en déluît, pour la valeur
de la force accélératrice, à t'nnité de distance, commune à toutes les planètes
i*=-TÎ-
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Il est Imn d'observer qv.e rexcentricité de tontes les orbites planétaires est très-petite, car pour la planète
Mars, dont l'excentricité est la plus grande, on a e^^-
CIS d'uHE OMITB CmCDLitEtE OD FRESQUE CIBCTILAIRE.
321. La théorie indique que l'ellipse peut se réduire à un cercle. Dans ce cas e ^ o, r=: a et le carré de la
vitesse v*=~ devient constant. En même temps, la force
accélératrice
est aussi constante et égale à la force centripète -•
3ââ. Quand le nombre e est t-rès-petit, on peut déterminer approximalivement l'anomalie excentrique u, le rayon vecteur r et l'anomalie vraie B- — u, en fonction du temps t. De l'équation
K r= i7f -I- itsin(»/ + tf sin»)
ou
u^=nt+ esin/trcos(e«iiii) -f- ff sin(esiDti] cosnf.
Maintenant, comme e est supposé très-petit, convenons de ne conserver, dans cet|ui va suivre, aucun terme qui contiendrait e k une puissance supérieure à la première. Alors on devra simplement prendre i pour ces {«sin u), esinu pour sin(esiDu), et négliger «sin(esinu), L'équaùon précédente devient (il a =int -^^ eûant.
En remplaçant » par cette valeur dans l'éqnaiion r = a(i — ecosu) et négligeant, comme ci>dessu8, les
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puissances de e supérieures à la première, on oblient de
infime
(a) rc=fl(i — ecosnï).
Enfin, pour avoir la relation entre S et t, on pan de l'équation r*d$ :=cdt. On a
i4-ccos(B — «) ' ' i4-ccos(9-u)
c'est-à-dire
/■= a(i — e") [i — e eos(e — m) -h e'cos'(9 — «) J
ou simplemenl
en négligeant les puissances de e, supérieures à la première. On en déduit au moyen de la mèai,e simplification
r'di = a'[i — ae eostO — ")](/B et par suite, à cause de
r'd6 = ceh = na' tj i — e'dl, on a
[i — 2ecos(e — «)]de =ndt,
d'où l'on Ure, en intégrant,
Enfin si l'on remplace sin (9 — ■ 0) par
Nn[n( + aeùn (e — »)] = sin/rt cos[2« 8in{ 6 — " )]
-1- cos/i( sin[ae 8in(e — m)],
il vient, en développant et négligeant comme précédem-
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ment les termes qui contiennent en facteur une puissance de e supérieure à la première,
(3) 8 — n = nt+ résinât.
Les équations (i), (3) et(3} sont celles auxquelles on voulait parvenir.
323. Quand e= o, la formule (a) donne r= a et fait voir que la trajectoire est un cercle. En même temps, l'équation (3) montre que l'angle $ augmente proportionnellement au tempsj donc la vitesse est constante, comme on l'avait déjà conclu d'auircs formules.
D'après cela, AMA' étant l'orbite d'une planète, décri- Fig. 106. vous du point O comme centre,
avec un rayon arbitraire On, une circonférence de cercle.
Imaginons maintenant qu'un mobile quelconque m se meuve sur celte circonférence avec une vi lesse constante, de telle sorte que ce mobile et la planète se trouvent au même instant en a et en A sur le grand axe de l'ellipse, et qu'ils accomplissent tous deux une révolution entière dans le même temps. La formule 8 — » = nï -+- ae sinn/ fait voir que, dans la première moitié du mouvement, c eslà-dire de A en A', le rayon vecteur OM précédera Om et que l'inverse aura lieu dans la seconde période du mouvement
CAS o'uKE PABADOLE. ■
La courbe
coi{e — it)-
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devient une parabole si & =: o, et son équation preod lafonoe
H-cos{e — 6.) En la comparant à l' équation générale
d'une parabole rapportée à son fojer et A une droite faisant un angle c» avec l'axe de la parabole, on voit que lé demi-paramètre de la trajectoire parabolique est
Pour avoir la position du mobile sur la parabole, k un instant déterminé, reprenons l'équation r*d6 =cdl.
Remplaçons -y le rayon vecteur rpar ~~ ^ et
la constante o par ^p(iy il vient alors
^f. li-i-cos(e~«)]-
Afin d'intégrer, posons B — u = aip; il en résulte
1 4-COS(e — u)i^ 3C0S'i^
et
ffijl __ I COS'i|.
li-+cos(fl — u^ acos'-l- acus'^i Par conséquent
« fi
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et
Il n'y a pas de constante à ajouter, si l'on compte le temps à partir du moment où le mobile est au sommet de la parabole.
Les formules (i) et (a) qui déterminent la trajectoire et la position du mobile à une époijue assignée, sont appliquées au mouvement des comètes dont les orbites sont des ellipses très-allongées qu'on peut regarder, sans erreur sensible, comme des paraboles.
CODUS DE UÊCiiriQCE.
VINGT-SIXIÈME LEÇON
ATTRACTION UNIVERSELLE ET MASSE DES PLANÈTES
Loi» de l'nttnietion nnirerselle, — Vérificalion de In loi de l'atlracDon. — MouTement absolu et relatif de deux corp> qui s'attirent. — Hasie de« planèles accompagnées de aalellitea. — Hasie de la terre. — Hbhs
des planètes dépourrues de aatelUles.
lois DE I. ATTHÂCTCOS
325. Il résulte des loisdeKëplerque toutes les planètes sont constamment sollicitées par une force qui passe à chaque instant par le centre du soleil et qui varie, pour cliaque plauètc, en raison inverse du carré de la distance de son centre de gravi lé à celui du soleil. Quand une planète a des satellites, les mouvements de ces corps, tels qn'on pourrait les observer de cette planète, sont encore' assujettis aus lois de Kepler. Ils doivent doue être attirés par la planète aulour de laquelle ils tournent, par une force passant conslaiument par le centre de celle-ci et variant en raison inverse du carré de la distance du centre de gravilé du satellite à celui de la planète. Les saielliles sont aussi attires parle soldl; mais comme leur distance à la planète est très-petite par rapport à celle delà planète au soleil, la force accélératrice résultant de t'attracilon du soleil sur un satellite peut être regardée comme identique avec celle qui résulte de l'altraciion du soleil sur la planète, et, par conséquent, cettedernière force n'altère pas le mouvement relatif du satellite autour de la planète.
Réciproquement, les planètes attirent le soleil
VIHOT-SIXtklIE LEÇOH. a>f9
En efîet, pour toutes les forces (]ue nous voyons agira la surface de la terre, Taction produite est toujours accompagnée d'une réaction égale et contraire. Ainsi, un aimant fixe jouît de la propriété d'attirer un morceau de fer doux, parfaitement libre; réciproquement, si le fer est 6xe et Taimant libre, il viendra s'appliquer sur le fer. L'expérience prouve que ces deux attractions dirigées en sens inverses sont égales, car si l'aimani et le morceau de fer doux étaient unis entre eux par une tige rigide et inextensible, le système ne prendrait aucun mouvement dans l'espace. On a d'ailleurs un très-grand nombre d'exemples de ce fait, de sorte qu'en étendant, par analogie, cette toi aux mouvements des corps célestes, on en conclut que les planètes, étant attirées par le soleil, celui-ci, réciproquement, est attiré par elles suivant la même loi.
327, Cette attraction réciproque est proportionnelle à la masse de cbacun des deux corps qui s'attirent. Il résulte, en elfet, de la troisième loi de Kepler, que, si deux planètes étaient placées, sans vitesse initiale, à la même distance du centre du soleil, elles parcourraient, en ligne droite, des espaces égaux pendant le même temps. On conclu! de là que les forces motrices des planètes sont proportionnelles à leurs niasses. Par conséquent, si on suppose la masse d'une planète partagée en une infinité de molécules égales en masse, toutes ces molécules seront attirées vers le soleil, par des forces que l'on pourra regarder comme égales et parallèles, en raison des petites dimensions «le la planète, comparées à la distance qui sépare cette dernière du soleil. Réciproquement, les molécules du soleil, égales en masse, sont attirées, suivant la même loi, par celles des planètes, et l'on est ainsi conduit à celle loi générale de la nature : Deux molécules matérielles quelconques s'attirent, en raison directe de leurs masses et en raison inverse du carré de leur distance.
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En admeitant ce principe, si l'on appelle y l'attraction réciproque de deux molécules matérielles, placées â
l'unité de dislance l'une de l'autre, — -j— sera l' attraction
qu'exerceront l'une sur l'autre deux molécules matérielles ayant des masses m et m' et dont la distance est r.
Il suit de là que l'expression — - — pourra aussi être appliquée à l'attraction exercée par le soleil sur une planète et réciproquement : d'abord, parce que les dimensions de chacun de ces corps étant très-petites, par rapport à la distance qui les sépare, une molécule de la planète et une du soleil peuvent toujours être regardées comme placées aux extrémités de droites égales et parallèles; et ensuite parce que le soleil et une planète quelconque peuvent être avec une approximation sufûsante considérés comme formés de coucbes spbériques homogènes, ce qui fait que l'attraction totale exercée par un de ces corps sur l'autre est la même que si la masse de chaque corps était réunie à son centre de gravité.
VÉRIFICATION Oe LA LOI OB l'ATTR ACTION
328. La pesanteur des corps, à la surface de la terre, doit être regardée comme un cas particulier de la gravitation universelle, puisqu'elle résulte de l'attraction exercée par toute la masse du globe sur les différents points matériels d'un corps quelconque. De plus on remarque que le poids d'un corps dépend de sa postlion et de sa masse, mais nullement de sa nature, propriété commune à la pesanteur et à l'attraction universelle.
Quand un corps pesant s'éloigne de plus en plus du centre O de la terre, au delà de sa surface, l'attraction de la terre sur ce corps doit diminuer en raison inverse du carré de la distance du centre O' de ce corps au centre de la terre. Si le point O' est le centre de la lune, par
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exemple, la pesanteur diminuée dans le rapport du carré de la distance OCX au carré de O A devra être la force mo- Fîg. 107. triée de notre satellite, à chaque
instant. Admettons, pour plus de simplicité, que l'orbite lunaire soit une circonférence de cercle. Dans cette hypothèse, on doit regarder la vitesse de la lune comme constante. Il faut donc que la force centrifuge de la lune soit précisément égale à la pesanteur diminuée dans le rapport de OA =r' à OO' = p*. Dans ce calcul approximatif, on a p=:6or. Appelons F la force centrifuge de l'uuité de masse de la
lune. On aura F = ^-^> T étant le temps qu'elle met à faire une révolution autour de ta terre. Par conséquent ,
4'r'X60f _ |gOirX2Trr _ I20w X 4° 000000"* .
d'ailleurs,
Donc enfin
_ y _ t?offX 40000000 *^-(t>oJ-^ (39343)'
Calculant parlogarithmeslecoefScient ",- g,,., «
on trouve, en a'arrétant aux centièmes, qu'il est égal à 9i8i, c'est-à-dire à très-peu près égal kg. On peut donc écrire
ce qu'il s'agissait de vérifier.
COURS DE UëCÀNlQrE.
IfOUVEMENT IBSOLU ET RELATIF DE DEUX COUPS QUI s'ATTIBEKT,
329. Il résulte du principe de l'attraction ou gravïtation universelle, que si M et m sont les masses respectives du soleil et d'une planète, r la distance de leurs centres de gravité, et /* le coefficient de l'attraction universelle,
— ~ est la mesure de l'attraction qu'un de ces deux
corps exerce sur l'autre. Par suite, abstraction faite de
toute auire cause, - — t
forces accélératrices de la planète et du soleil, et, comme elles sont en raison inverse des masses de ces deui corps, on en conclut que, s'ils n'avaienl aucune vitesse initiale, ils viendraient se réunir sur la droite qui joint leurs centres au centre de gravité du système de ces deux corps, lequel point partage celte droite en deux parties réciproquement proportionnelles à leurs masses. Pour le faire voir plus clairement, appelons S et J les espaces rectilignes parcourus par le soleil et par la planète, jusqu'à leur point de rencontre. On aura
iit' ~^ r' ' de /■' ' d'où résulte
iU lit
et enfin
MS = m>.
Il n'y a pas de constante à ajouter, car on suppose que
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te soleil «t la planète partent eo même temps, saiis vitesse initiale. De l'équation MS = nw, on déduit
ce qui démontre la proposition énoncée.
330. Si l'on veut obtenir le mouvement relatif d'une planète autour du soleil, c'est-à-dire le mouvement apparent de cette planète pour un observateur placé à la surface du soleil, il faudra supposer appliquée au centre de gravité du soleil une force égale et contraire à celle qui le fait mouvoir dans l'espace, afin de pouvoir le considérer comme fixe; mais, en même temps, afin de ne pas altérer le mouvement de la planète par rapport au soleil, il faudra aussi regarder une force égale et parallèle a celte dernière comme appliquée au centre de gravité de la planète. Par conséquent, ce dernier point seia constamment sollicité par une force dirigée vers le centre du soleil , et égale à
fVL^fm
en appelant ft le coefSoient ^(M + m) constant pour toutes les positions de la planète. Ce fait est encore une conséquence du calcul , comme nous allons l'établir. Supposons les masses du soleil et de la planète concentrées à leurs centres de gravité, M (x,, yi, z,) et m {x,jr, z) ces deux points étant rapportés à trois a\es rectangulaires quelconques, mais fixes dans l'espace. Le point M décrira dans son mouvement une certaiue courbe AMB, et le point m une courbe amb. Menons maintenant par le point M, h
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l'insunt considéré, trois axes rec langui aires parallèles à Ox, Oy et 0^, et supposons que le point M, dam son mouvement, emporte ces axes parallèlement à euxmêmes avec lui. Appelons ^, fi el ^ les coordonnées variables du point M, par rapport à ces axes dont la position varie à chaque instant.
En concevant que le point M et par suite les axes qui passent par ce point soient fixes, ^ , ïi et f se rapporteront à la trajectoire apparente du point m. Or on a d'abord (i) x = x,+i, j- = /, + fl, a = ï, -j- Ç.
A l'aide de ces équations, sî l'on connaît le mouvement absolu de M et le mouvement relatif de m, on a le mouvement absolu de m, et vice vend, si l'on connaît les mouvements absolus de M et de m, on aura le mouvement relatif de m autour de M.
Afin de bien concevoir ce mouvement apparent de la planète, imaginons que d'un point fixe K de l'espace on mène des droites Km,, Km',,. . ., égales et parallèles aux droites Mm, M'm', ..., qui joignent les positions simultanées successives des points M et m, sur les courbes que ces deux points décrivent. Il est clair que m,, Tn'i,..., seront les positions apparentes de m, telles qu'on les observerait du point fixe M, si M était en K et que trti m\ sera la courbe apparente que décrira le point m,
331 Revenons maintenant aux équations (i) pour en déduire la vitesse de m sur la trajectoire apparente. En les différen liant, on a
1 de ~ ~dt "^ m^
] dy dy, di,
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dx dy rfz (/jr, dy^ dz. , „
j: '■;:;:*' t: dune pan, — -, -^ « — _ de l'auire,
dt dt dt '^ ^ de dt dt '
3ont les composantes parallèles aux axes des vitesses des
points M et m, à l'instant considéré sur les courbes AMB
et amb, —, -^ et — sont aussi les composantes parallèles aux axes de la vitesse du point m sur la trajectoire apparente. Donc cette dernière vitesse pourra être déterminée par ses composantes, au moyen des équations (2], lorsque les mouvements absolus des points M et TTi seront connus. On peut aussi l'ottenir par la construction suivante.
Soient MA et niB des droites, représentant en grandeur et en direction les vitesses absolues des points M et m fi- ,og. à l'instant en question. Me-
„ nons la droite mC, égaleet pa-
rallèle à MA , mais dirigée en sens contraire. Je dis que la diagonale mD du parallélogramme niBDC représentera la vitesse apparente en grandeur et en direction. En eiTet, projetons les trois points m, D, B en m', d' et b' sur l'axe Oj:. La projection m'd' de mD est égale à la somme algébrique des projections des deux autres càtés, en supposant qu'on parcoure le triangle mBD dans le sens /nBD, et regardant comme positives les projections allant de O vers x et comme négatives celles qui vont dans le sens opposé. Or
, , , dx ,1 dx,
Il suit de là que, sur un axe quelconque, mD a mime
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projection que la vitesse apparente : donc mD représente
cette vitesse en grandeur et en direction.
tin dilTereniiaiit les équations ( 2) par rapport à e, on a
A l'aide de ces équations, on démontre comme précédemment que si les forces accélératrices des points M et m sont représentées en grandeur et en direction par MA et par/nB, et si l'on mène niC égale et parallèle à MA, mais dirigée en sens contraire, la force accélératrice, répondant au mouvement apparent, et qui a pour com-
rf'5 rf'n </'& , , ,
posantes -— > ——> — — j sera représentée, en grandeur et
en direction, p»r la diagonale mD du parallélogramme mBDC.
B.éciproquemeut , si l'on connaissait le mouvement absolu du point M et le mouvement apparent de m, on verrait aisément que la droite mF étant égale et parallèle à Mâ, la diagonale m6 du parallélogramme mFBD représenterait en grandeur et en direction la vitesse ou la force accélératrice du mouvement absolu du point m.
332. Le centre de gravité du soleil et celui d'une planète sont sollicités par des forces motrices appliquées en sens contraires, suivant la droite qui unit ces deux
cédemment, M et m les masses du soleil et de la planète. Donc — j- et — — seront leurs forces accélératrices, et il
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résulte de la construction géométrique (331 ) que
sera, à chaque instant, la force accélératrice qui produirait le mourement apparent de la planète autour du soleil supposé fixe. On voit que cette force
en posant
varie en raison inverse du carré de la distance. Par conséquent, la trajectoire apparente de la planète est une section conique et par suite une ellipse, puisqu'elle ne s'éloigne jamais indéSniment du soleil.
Nous avons obtenu la formule
a étant le demi grand ase de cette ellipse, et T la durée d'une révolution entière. Par conséquent
La masse m variant d'une planète à l'autre, on voit que
— n'est réellemeut pas constant pour toutes les planètes.
Toutefois, comme l'observation démontre que la troisième loi de Kepler est estrêmement approchée, on doit en conclure que m est irès-petit par rapport à M, ou que les masses des planèles sont très-petites, comparées à celle du soleil. En effet, la masse de Jupiter, qui est la
plus considérable de celle du soleil.
Stcbm. — MéC; I.
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Le mouvement elliptique n'est pas non plus rigoureusement celui des planètes autour du soleil. Toutes les planètes, en verlu de l'attraction uoirerselle, agissant les unes sur les autres, il en résulte des perturbations dans leurs mouvements apparents, tels qu'on les avait calculés d'abord, en ne tenant pas compte de l'iniluence de ces asires les uns sur les autres. Cependant, comme les masses des planètes sont extrêmement peliles relativement à celle du soleil, et comme elles sont toujours placées à des distances considérables les unes des autres, il en résulte que le mouvement elliptique n'en est troublé que d'une manière très-faible et souvent insensible. Le calcul de ces variations fait, en grande partie, l'objet de la mécanique céleste,
MASSES DES PLiKÈTGS ICCOUPÀGKÉES DE SATELLITES.
La formule
peut servir à calculer les masses des planètes qui sont accompagnées de satellites. En effet, soient M, m et m' les masses respectives du soleil, de la planète et du satellite de cette dernière; soient a te demi grand axe de l'orbite de la planète dans son mouvement relatif autour du soleil, et T la durée d'une révolution complète; et soient a' et T' les données analogues, répondant au mouvement apparent du satellite autour de la planète. On aura
Divisant ces deux équations l'une par l'autre, il vient
s des saielliies étant extrêmement petites par
VINGT'SIXifeME ttÇOS. i$g
rapport à celle de la planète, excepté la masse de ta lune comparée à celle de la terre, on peut négliger m' devant m, et pour la même raison m devant M: d'où
¥ant m, et pour la même raison résulte enfin
formule qui peut servir à calculer le rapport de la masse
de la planète à celle du soleil. Cette méthode donne — ^r- * 1067
pour le rapport de la masse de Jupiter à celle du soleil ;
mais on a trouvé plus tard que ce nombre était un peu
trop grand et devait être changé en
MAS SB DE Ll TBR&K.
335. La méthode qui vient d'êire exposée ne pent pas servir à déterminer la masse de la terre, comparée à celle du soleil. Voici comment on peut résoudre ce problème.
Soit m la masse de la terre. Si elle était parfaitement
totale qu'elle exercerait sur l'unité de masse d'un corps placé à sa surface. Or, comme elle a la forme d'un sphéroïde différant très-peu d'une sphère, quoique cette attraction ne soit pas la même en tous les points de la surface, il existe un certain parallèle sur lequel l'attraction
terrestre a précisément pour mesure— ;-! et il résulte du calcul de l'attraction des sphéroïdes que pour ce parallèle sin*>=:xt «n appelant X sa latitude. L'observation démontre d'ailleurs que la pesanteur sur ce parallèle a pour mesure g= 9°, 79386. De plus la composante verticale de la force centrifuge a pour mesure sur le même parallèle une fraction— 77— = -5-5- de la gravité. II faut ajou-
a6o coxrns de tttckvïqvz.
ter celte composante à g, ce qui donne pour l'attraction du sphéroïde terrestre sur l'uiiitê de masse d'un corps placé sur ce parallèle, G=;y"',8i645. Or on a
d'où l'on tire, en Degligeanl m vis-à-vis de M,
M _ 4ir'a' _ m~Gr'T ''
en appelant M la masse du soleil , a le demi grand axe de l'orbite apparent de la terre autour du soleil et T le nombre de secondes contenu dans une année. En substituant dans cette dernière formule
= 23984'et
T= 86400" X 365, a563..., on trouve
pour le rapport de ta niasse du soleil à celle de la terre.
336. On conclut de là le rapport de la densité moyenne du soleil à celle de la terre. En eSet, le volume du soleil est i33u)oo fois celui de la terre. Si donc on divise le rapport de leurs masses, ou 354^9^, par le rapport de leurs volumes, ou i33iooo, le quotient, environ -t> sera le rapport de la densité moyennedu soleil à celle delà terre.
337. On peut déduire, de ce qui précède, l'attraction que la masse du soleil exerce sur l'unité de masse d'un corps placé k sa surface, ou la pesanteur à la surface du
I G étant l'attraction de la
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terre sur l'unité de masse d'un corps à sa surface, m la masse de la terre et rsoD rayon. Donc, en négligeant la force centrifuge, qui est faible à la surface du soleil,
G — —est la pesanteur à la surface du soleil. Si dans cette
expression on remplace ^ par el — par ZSiSga, on
trooTC que la pesanteur à la surface du soleil est à peu près 29 X G, c'est-à-dire environ 29 fois plus considérable qu'à la surface de la terre. Ainsi un corps à la surface du soleil parcourrait, dans la première seconde de sa chute, environ 39x4") 9) ou de 14» à i45 mètres.
IIASSB D UNE PLANETE DÉPOURVUE DE SATELLITES
338. Ayant déterminé la masse de la terre, il devient possible de déterminer celle d'une planète quelconque, même dépourvue de satellites. En conservant les mêmes notaiioQs (334), on a pour la planète en Question '
Or on a pour la terre
ce qui permet d'éliminer/, et de là résulte
Remplaçant — par 354593, on tire de cette équation — t ou te rapport de la masse de la planète à celle de la terre.
DANS LE PREMIER VOLUME DU COURS DE HËCAMIQUE
PREMIÈRE LEÇON
DE9 FORCES APPLIQUÉES A UN MfiKB POINT.
i, DÉFINITIONS. — Od appelle corps ou maciére tout ce qui affecte
' nos sens d'une maniëre quelcouque.
2. On appelle /oTOfi toute cause qui met an corps eu mouvement ou qui tend h le mouvoir.
3. Un point ou un système de pointa sollicité par plusieurs forces est en équilibre, quand ce point ou ce système est dans le mime étal de repos ou de mouvement que si ces forces n'existaient pas.
4. S. CoKPAHAisoN DKS POBCES. — Doux forces sont égales quand, appliquées au même point, suivant la même direction et en sens contraires, elles se font équilibre.
6. Le point d'application d'une force peut être transporté en un point quelconque de sa direction, pourvu que ce dernier point soit lié au premier d'une manière invariable.
7. RÉSULTANTE DE PLUSIEURS FORCES. — Quand une force unique peut faire équilibre à un système de forces, une force R égale et contraire à la première force est dite la résuitanie du système de forces.
Un système de forces ne peut avoir deux résultantes
9. CouposmoN DES fobcbs dirigées suivant la même droits. — Plusieurs forces, appliquées suivant la même droite, se composent en une seule, égale è l'excès de la somme de celles qui tirent dans un sens, sur la somme de celles qui tirent dans l'autre sens, et cette résultante agit dans le sens des forces qui composent la plus
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10, 11, 12. Sèglb pu PiHALLBLOGBAMHE PES FORCES. — Si deux forces P et Q sont représentées en grandeur et en direction par les deux côtés contigus ÂB et AC du parallélogramme ABCD, la résultante R de c«s deux forces sera représentée par la diagonale AD de ce parallélogramme.
COHPOSmON DE PLUSIEURS FOBCES C0?tC0DRA.TTSS. — Ij ré
Fia- S- _ sulunle R des forces P, P', P", P",
appliquées au même point A, est la droite AN qui ferme le contour polygonal ABLHN, dont les côtés successifs sont parallèles à la direction des forces données et proportiounelg i leurs intensités.
14. Si le contour se ferme de lui-même, les forces données se font équilibre , et réciproquement.
15. Quand les forces se réduisent i trois, non situées dans un même plan, leur résultante B est représentée par la diagonale du parallélipipëde construit sur les droites qui représentent ces forces.
16. Réciproquement, une force AG = R peut se décomposer en trois autres dirigées suivant les arêtes d'un paraHélipipède.
17. 18. Rblatiors entre une force et ses composantes suivant TBOiS AXES BBCTANsruiRKS. X, Y, Z étant trois forces appliquées au point A et dirigées suivant trois aies rectangulaires, si a, b, c représentent les angles que leur résultante R fait avec ces aies, on a les formules
X = Rco3ii, Y = Rcosfi, Z = Rcosc,
COSû = -====.
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DEUXIÈME LEÇON
suite db la coxposition des forces gokcodbantbs.-
19. Calcul dk la résultante d'un nokbbb odblconqdb de POKCBS APPLiQuâss A UN NfiHE POINT. P, P', P', . . . Eont des forces appliquées k un loème point; a, p, y, a\ ^', 7', . . . , les angles que leurs directions lonl avec trois axes rectangulaires ; R leur résultante; a, 6, e, les angles que cette résultante fait avec les mêmes axes; X, Y, Z les composantes de R parallèles aux axes ; on a
X = P COSa ■+- P'cosa' + P»COBâ" + . . . , y =PC0BP4-P'cosP' + P'c0S^'-r-..., z =PC0S7 -i-P'COS7'-+-P*COB7"-T-.-.,
■ C0SO=^) COSi = |rj COSC = ïJ-
20. On a cDcore R'=P'+p"+P"+...4-aPP'cos(P,P')-(-aPP"co8(P,P') + ....
21. Lorsqu'on décompose une force P en deux autres, l'une dirigée suivant un axe, l'autre située dans un plan perpendiculaire à cet ase, la première représente ce qu'on appelle la force- P estimée suivant cet axe.
La résultante de plusieurs forces, estimée suivant un axe quelconque, est égale à la somme de ces forcée estimées suivant le même axe.
33, 23. Conditions d'équilibre db plusieurs forces goncog- BAKTEs. — Pour que les forces P, P*, P", . . . appliquées à un point entièrement libre se fassent équilibre, il faut que l'on ait (notations du n° 19}
PcOSa + P'cOSa'+P'cOSa' -<-... = O, Pc0SP + P'C08p'+P"C0Sf"-T-... =0, PcOSï + P'COB7' + P'COS7' + ... =0,
U à 38. Ëquilibre d'un poikt asscietti a sb nouvDib sdb CNB * SCRFACE ou SUR UNE COURBE DONNÉE. -~ Pour que les forcos p, P', p", . . . appliquées à un point qui est assujetti à demeurer sur une surface
•l66 TÀBLB ÀMALTTIQCB
soient en équilibre, on doit avoir (notatioDS du D* 19)
dx dy "Si
29, 30. Quand le point A est assujetti à demeurer sur une courbe, on a pour seule condition d'équilibre
-X.dx + Ydx■^-Zdz = o.
TROISIEME LEÇON
COMPOSITION ET SQUILIBBE DES FORGES PARALLÈLES. 31. CoHPOSITION DB DEUX FORGES PARALLÈLES. CoUPLE. — U
rësullante R de deux forces parallàles P et Q leur est parallèle; si Fig. II. Fig. 11. l'on appelle C son point
^ c B /l d'application, on a
hQ
/ suivant que les forces
''' données agissent dans
le même sens ou en sens contraires. On a dans les deux cas
bc~ca~ab'
32, 33. Ud couple est l'ensemble de deux forces égales, parallèles et de sens contraires, mab non directement opposées. Un couple n'a pas de résultante.
34. CoHPOsmoN d'cn nombre quelconque de fobces parallèles. — La résultante de plusieurs forces parallèles est égale à l'excès de la somme des forces qui agissent dans un sens, sur la somme des forces qui agissent dans le sens contraire, et agit dans le sens de la plus grande.
35. Un système de plusieurs forces parallèles peut se réduire à un couple.
36. Centre des forges parallèles. — Si l'on change simultanément les directions et les intensités de toutes les forces, de ma-
DES MATIÈRES
nière que, passant toujours par les mêmes points d'application, elles conservent les mêmes rapports de grandeur et leur parallélisme, la résultante de toutes ces forces passera toujours par le même poinl. Ce poinl est appelé le centre des forc^ parallèles.
37 à 42. THÉoHàHB DES moments. — Le moment d'une force par rapport â un plan est le produit de l'intensité de cette force par la distance du point d'application de la force au plan.
Le moment do la résultante d'un nombre quelconque de forces parallèles, par rapport à un plau, est égal à la somme algébrique des moments des composantes par rapport à ce plan.
43 à 46. Calccl des coordonnées du centre de pldsibdrs FoncBS PARALLÈLES. P, P', P*,... désignant des forces parallèles, X, X, z, x', y, î', , . . les coordonnées de leurs pointe d'application) R leur résultante et x,,y,, a, , les coordonnées du point d'application de cette dernière force :
R = P + p' + p'-(-..., Rj:, ^= Pj!+P'.c'+I^x'+. ,.,
Rr, = Pr+ py-f- ^f-^- ■ .
R«, =Pî + P'a' + PV+....
47 à 49. Ëqdilirbb des forces PAnALLâi.BS. — Si l'on prend l'axe des s parallèle à la direction des forces, on aura, dans le cas do l'équilibre,
P-|-P'+P''4-...= o, Pa; + PV+P'r' + ... = o, P/ + Py+PV+- — o- SO. Quand le point est fixe, les conditions d'équilibre se rédoieent à deux :
Pjr + PV+ P'a^+ . . . = b,
Pr+py+-P'j'+...= o. .
QUATRIE-ME LEÇON.
DU CENTRE DE GRAVITS
SI . Notions scr la pesanteur. — On appelle pesanteur ou graviié la force qui sollicite tous les corps vers la surface de la terre; cette force agit suivant la verticale. Toutes les verticales d'uD même lieu peuvent être regardées comme parallèles.
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Si. Poids. — Le poids d'un corps est la résultante de toutes les actions de la pesanlear sur les diverses molécules de 'ce corps. Le centre de ces forces, considérées comme parallèles, est le centre de gravité du corps.
83. Centiib db gravité. — Le centre de gravité d'un corps peut s'obtenir expérimentalement en suspendant le corps à un fil dans deux positions différentes.
54. Poids spÉciFions. — Dessité. — Le poids spécifique o, d'un corps homogène, est le poids de ce corps sous l'unité de volume. P étant le poids du corps et V le volume, on a
P = BrV.
55. La densité moyenne d'un corps est le rapport du poids de ce corps à son volume ou -p-- La densité d'un corps en un point H est la limite vers laquelle tend la densité moyenne d'an volume de matière pris autour du point H quand ce volume tend vers zéro.
56. Centhe de GRAvrrâ d'itn assemblage de coups, p, p', p'.... étant des poids appliqués en des points {x, ^, i), {x',y, z'), — P la somme de tous ces poids , et ^r, , /, , a, les coordonnées du centre de gravité, on a
Px^ — px -rp'x' + p"x' + . . . ,
Pr, ■■^py-^p'y+p'y-^--,
Pz, =pz -i- p' z' -\- p' z' +....
57. La somme des moments des poids par rapport à tout plan passant par le centre de gravité de leur système est égale à zéro.
S8 à 62. Pbopriètés ou centre de GHAvrrâ.
63. Cbktrb db GBAvrrË des eigties. — Le centre de gravité d'une ligne ou d'une surface est le centre d'une infinité de forces parai' lèles appliquées à leurs différonts points.
Une ligne ou une surface sont homogènes, lorsque des portions égales de cette ligne ou de cette sur^ce ont des résultantes égales ou des poids é^aux.
64 à 66. Le centre de gravité (x,, y„ s,) d'une ligne homogène est donné par les formules
CINQUIÈME LEÇON
CENTRB DB GRAVITE DES LIGNES ET DBS StlRPlCES.
67. Ugnb DitotTB. — Le ceatre de gravita d'une ligne droite est >u milieu de sa longueur.
fie- A- 68. Abc de cbbclb. — Posant
BAC
69, 70, 71. Cektrbs de gravité de ia ctcloïdb et db la parabole.
72, 73. Centre de gravité dbs sdbfacbs. )k étant Taire de ta surface ; posant
on a
H, IS. CBNTnB DE GRAVITÉ DES ncDREs PLANES. — Quand la sur- Tace est plane, on a, en posant OA=d, OB = b, appelant^et/' les ordonnées des courbes CD et CD',
Eig. 38. />*
I "t. " . lj;,= i {j-—y')xax,
y")dx.
76. Applications. Trungle. — Lecentre de gravité d'un triangle est sur une médiane, ans deux tiers de cette ligne à partir du sommet.
Secteub cibcitlaire
_ 2 rnyon x cnrde ' ~ 3 ' arc
79 à 83. Ctclo'i'db.
SIXIEME LEÇON
CtNTBB SB GBAVITË DES SURFACES (SDITE).
1, S4. Centre db cbavité des surfaces de RâvoLUTiOH. S survie- 33- face engendrée par CD, j, =0G,
S = ait jxds,
S;r, = air Csyâs.
85. ZoNB sPBÉitiQirE. — Le centre de . gravité d'une zone sphériqué est sur le diamètre perpendiculaire aux deux bases et à égale distance de ces bases.
86, 87. Zone crcLOÏDAtE.
■ 88, 89. TaÈonàMBs de Gduhh. — La surface engendrée par la révolution d'une courbe plane a pour mesure la longueur de la courbe multipliée par lare de cercle que décrit le centre de gravité de l'arc de courbe.
90, 91, 92. Le volunw engendré par la révolution d'une aire plane est ^al à l'aire génératrice multipliée par l'arc de cercle que décrit le centre de gravité do cette aire.
93. Si une surface plane se transporte dans l'espace de telle sorte qu'un de ses points restant toujours sur une courbe, son plan demeure constamment normal à cette courbe, le solide engendré par le mouvement de cette surface aura pour mesure l'aire génératrice multipliée par la courbe que décrit son centre de gravité.
94 à 96. VoLUHE DU cylindre. Le volume d'un cylindre quelconque est égal à l'aire d'une section droite multipliée par la distance des centres de gravité des deux bases.
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SEPTIÈME LEÇON
CEHTBB SB GRAVITÉ DES TOLtMES.
97, 98. CÔRE. — Le centre de gravîlé du cône est sur la droite qui joint te sommet au centre de gravilé de la base et aux trois quarts de celte droite à partir du sommet.
Solides de fiévoLtinoN
PM=^, PW =y, y volume, (■I,, Xi) centre de gravité;
y^,='f 0"-r):rrf^.
101. Corps dont le centhb de GBAVni s'obtient par due seule INTÉGRATION. — Lorsqu'un corps est décomposable en trancbes parallèles ayant leurs centres de gravilé en ligne droite, on peut en général trouver le centre de gravité de cecorpspar une seule intégration.
103, 103. Centre de gravité d'un corps qublconoue. V volume, P poids, p densité, {x„y„ z,) centre de gravilé :
3^2 TABLE IBÂLYTIQUB
HUITIÈME LEÇON
ÏOLniB BT CBirrtE de GHATITÉ DBS CORPS UttOKttS A DES
Coordonnées
P0LAIBE3.
Fig. 49.
fm = r,
105, 106. Formules pou coordonnées rectangulaire
r passer des s à des coor-
donuées polaires, et réciproquement :
i-coafl, j-=»-BinflC08i|', 8=rsine8iDi|'.
r= ^:r'+jr'+x', taDg4i =
'v/P+Jî+P
107 à 111. Volume, poids, cbnthe de GHAvni d'uh cobfs a
tOKtà À DBS GOOBDONhÂbS POLAIRES.
V= f f fr'BinOdrdSd^,
P= Ç Ç Çpr's\n9drd6d^, pj:,= j f jpr'smBcOB^drdQd^, P}-^= I I jfir^&io'icoi^drdid^, Pï, = j f lpr'sia.'9sin^drdQdii.
NEUVIEME LEÇON
ATTSACTIOII DES COBPS.
112. Loi de L'ATntAcnoN. fi et fi' étant les masses de deux molécules, a leur distance, / un coefficient constant : l'attraction mutuelle de <XB deux molécules est r^résentée par ^^■
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113àll6. AiTBACTiOH DES 3PHÈHE?. — L'attruction d'une couche , epbérique homogène sur un poiot matériel placé dans son intérieur est nulle.
117. L'attraction d'une couche sphérique homogène sur nn point extérieur est la même que si toute la masse de la couche était réunie à son centre.
118, 119. Les résultats précédents s'étendent au cas d'une enceinte composée de couches sphériques dont la densité varie de l'une à l'autre, mais reste la même dans toute l'étendue d'une même couche.
120, 121. L'attraction exercée par une sphère sur un point inlérieur est proportionnelle k la dislaiice de ce point au contre. — Si le point est extérieur, l'attraction e^t la même que si loute la masse de la sphère était réunie à son centre.
193. Deux sphères s'attirent comme si la masse de chacune était réunie à son centre.
1Î3, 124. FoBHULES GÉNÉRALES. A, B, C composantes de l'attraction exercée sur un point 0(a, S, y] dont la masse est (i par un corps quelconque dont l'élément de masse est dm.
u est la distance OM.
RÉDUCTION DES INTÉGRALES A UNE SECLE. -— Si l'on pOS
on a
126, 127. PitoPHiÉnËs de la fonction V. — Si le point attiré est extérieur, on a
rf'V f/'V d'V da'~^ dS''^ d-j' ~°'' Stdbh. — Hic., l. I**
3^4 TIBLB ANALYTIQUE
si le point attiré est inléiiear,
rf'V , rf'V rf'V
da" rie' d^ "^
f, tXttA la denàlé du corps attirant au point où est placée la molécule attirée.
DIXIÈME LEÇON
irniACTION b'CK ellipsoïde sur oh point inTÉRlEUB.
428 à 136. FoBMOLES beutivss a l'ellipsoïde.
ONZIEME LEÇON
SUITE DE L'ATTRACTtOn DES BLLIPSOTSBS.
137 A 141. RinncnoN aux PONcno:«s elliphoubs des comkh gaktbs db l'attraction.
143, 143, 144. Démonstration synthétique de ce théorème de Newlon : Une couche homogène d'une épaisseur quelconque comprise entre deux surfaces ellipsoïdales semblables et semblablement placées n'exerce aucune action sur un point intérieur,
14S. Théobèhe dIvort. — Deux ellipsoïdes ayant leurs aies a, b, c et a', b', c' dirigés suivant les trois mêmes axes rectangulaires et leurs sections principales décrites des mêmes foyers, on appelle points correspondants deux points dent les coordonnées sont proportionnelles aux demi-axes auxquels elles sont parallèles.
Si l'un de ces points est sur la surface du premier ellipsoïde, l'autre sera évidemment sur la surface du second.
Si l'on prend sur les deux elUpsmdes deux points quelconques Fis- 58. m (x, j-, z) , /x (a, 6, y) et leurs
correspondants m' (x', y, z') fi' (a', Ç, y'}, les distances (ira et y.'nt', sont égales.
Appelons A, B, C les
composantes de l'attraction du premier ellipsoïde sur le point ^.
Nommons A', B', C les composantes de l'attraction que le second
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ollipGoïde raerca but le point fx' correspondant de yt, on aura
bc ' ac ' ab
Donc raltraction d'un ellipsoïde sur un point exU'riear ft est
ramenée à l'attraction d'un elUpsoide homofacal sur le point (*' cor-
respondaut.
Ce Ibéorëme subsiste quelle que soit la loi d'attraction. 147. Pour Taire usage de ce théorème, il faut calculer les valeurs
des demi-axes a', b\ c' du second ellipsoïde, conuaitsant ceux du
premier et les coordonnées a, €,.7, du point fi. On a
Cette équation donne une valeur positive pour a" et une seule. Le demi-axe a" étant déterminé, on aura les deux autres par tes équations
DOUZIEME LEÇON
IfOTlONB PRELIMINAIRES SUR LS HOUVEVBNT.
148. DiptNmoNs. — La dynamique a pour objet l'étude des lois du mouvement des corps. On considère, dans celle partie de la Mécanique, une quantité dont on n'a pas eu à s'occuper en statique, le temps. L'idée du temps est une idée simple, qu'on ne défmit pas.
Deux intervalles de temps sont égaux, quand deux corps identiques, placés dans les mêmes circonstances, parcourant des espaces égaux dans ces deux intervalles de temps, queUe que soit la loi de leur mouvement commun. I.,a notion d'une suite d'intervalles do temps égaux conduit à celle du rapport coromensurable ou incommensurable de deux temps quelconques. L'unité de lemps généralement adoptée est la secomle.
149. MoDVEHENT CNiFORiiB. — Le mouvement le plus simple que puisse prendre un point matériel est celui dans lequel ce point décrit une ligne droite, sur laquelle il parcourt des espaces égaux dans des temps égaux. Ce mouvement est dit uniforme. On appelle mouvement varié tout mouvement qui n'est pas uniforme.
97^ TABLE ÂHILTTIQCE
Quand un point H se meut en ligne droite, l'espace par
[■j„_5g_ couru par ce point, ou plus
généralement sa dialance x à
2 5 ï î. un point fixe pria sur cette
droite, est une fonction du temps t écoulé depuis une époque convenue, en sorte qu'on a
cette équation est ce qu'on appelle Véquation du mouvement.
JSl. La vitesse d'an mouvement uniforme est l'espace consLanl que le mobile parcourt dans l'unité de temps.
On peut encore définir la vitesse, l0 rapport de l'espace parcouru au temps employé à le parcourir.
Si l'on rapporte la position du mobile à un point Gie pris sur la droite parcourue et que l'on désigne par £ sa dislance OB i cette origine ,
x = at + b
Bora l'équation la plus générale du mouvement uniforme.
1S3. L'équation du mouvement uniforme suppose qu'on ait adopté deus unités, l'unité de longueur et l'unité de temps. Le nombre qui eiprime la vitesse dépend de chacune d'elles.
153. Db l'inertie. — Un point matériel en repos ne peut so mettre eu mouvement de lui-même et sans une cause extérieure. Si un point matériel a été mis en mouvement par des causes quelconques, et qu'ensuite il ne soit plus sollicité par aucune force, il devra se mouvoir suivant une certaine ligne droite, en conservant toujours la même vitesse, c'est-à-dire en parcourant sur cette ligne droite des espaces égaus eu temps égaux.
151. Ces propriétés constituent ce qu'on appelle Vineriie de la matière.
Le mot inertie ne signiQe pas que la matière soit incapable d'agir.
155. ViTESSB DANS LE HoirvEMENT vARiâ. — On appelle vitesse d'un mobile au bout du temps t, la vitesse du mouvement uniforme qui succéderait au mouvement varié si , à cet instant, la force motrice cessait d'agir.
156. Quand un mouvement n'est pas uniforme et rectiligne, la vitesse varie à chaque instant et d'une manière continue soit en grandeur, soit en direction. 11 n'existe pas de force qui puisse, dans nn instant indivisible, changer brusquement la grandeur ou la direction de la vitesse d'un corps ou imprimer subitement une viteeso finie à un corps en repos.
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an à 1S9. Soit U UD point matériel qui se meut, d'un mouvement varié, sur une droite Qx, AppetoDS ^ la distance OU de ce pj gQ mobile à un point quelconque
de la direction 0^, et r le temps
^ — ■ — j- compté à partir d'une époque
quelconque, temps au bout duquel le mobile est en U; soit c la vitesse inconnue qu'il possède à cet instant. La formule
_(Jx "" dt lionne la vitesse du mobile, pourvu que l'on convienne de regarder comme positive la vitesse du mobile lorsqu'il va dans le sens des abscisses positives, et de la regarder comme négative dans le cas contraire, 160. Si
est l'équation du mouvement, on aura " =/'(')■ Si l'équation du mouvement était de la forme
f(x,t) = o, on aurait
Béciproquemenl, si l'on donne l'équation
TKEIZIÈME LEÇON.
DE l'jICCËLËIIàTIOH.
IGi. Dn MouvEUBNT vNiFOBHÉMENT VARIÉ. — Soit un poïnt matériel u qui se meut sur une droite Ox de telle sorte que sa r vitesse b croisse proportionnellement au l«mpB / , à partir du moment où le mobile était en un point donné A. Soit g V
Fie.6i.
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ment constant de la vitesse pour chiique unité de temps. Soient OA = i l'iibsciBBe du mobile à l'époque initiale, OH = x sob abscisse Bprte le temps f, a sa vitesse au point Â, on aura
f = a-\-gt, x = b + at + ^-
Le mouvement représenté par cette équation est dit unifonnémfnl vané ou accéléré.
163. Si l'on place le point en A j si de plus on suppose a =o, on aura
gt' " = ?'. * = ^'
16i. Pm.'TOIPB dis IfOUVElIBNTS kblatips. — S des potnls mn-
tériels H , N , P . . . se meuvent ^ans t'espace suivant des droites
Fip. 6i. parallèles, avec une vitesse constante on va-
g riable, mais qui soit la même pour tous n
chaque instant , de sorte qi^ils pumisient ne
pas se déplacer les ans par rapport mtx
l'un des points, U par exemple,
vient à être xMcité par une eertaine force,
te mouvement relatif du point M à f égard des autres points sera le
même que te mouvement absolu qiiaitrail ce point M si te matuf
ment commun n'existait pas et que le point M partant du repos fdi
encore soUicilé par ta même force.
Celte loi de la nature est vériBée par l'accord des conséquences qu'on en lire avec les Taits observés, surtout en astronomie
165. Il résulte de ce pj-incipe que ei un point malérid animé d'une vitesse acquise vient à être sollicité par une force dirigée dans le sens même de son mouvement on en sens contraire, celle force lui communiquera, après un temps quelconque, un accroissement ou une diminution de vitesse précisément ^al à la viiesse qu'elle lui imprimerait s'il parlait de l'état de repos.
166. Effet d'uhe force constante sur un point hatériel. — Une force P, d'iniensilé constante, Agissant d'une manière continue sur un mobile, animé d'une certaine vitesse, dans la direction de la force, lui imprime un mouvement uniformément varié.
167. CouPABAiSON DES FOBCES. — Le changement de vitesse produit sur un mobile par ftirtion simultanée de deux forces qui agissent dans ta direction da mouvement déjà imprimé au mobile, est indépendant de ta vitesse acquise et est égal à la somme des vitesses qu'aurait rues séfntrêment le mobile si, pris à Fétat de repos, il avait été tour à tour soumis à l'action de chacune des forces P et P,
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168. Deux forces tfrniensilét constantes sont entre elles comme les changements de vitesses ifu'eUet peuvent produire séparément pendant le même temps sur un même point matériel,
Ce fait est confirmé par l'expérience
170. 171. Dx L'icciLÉunoif. — Une force d'intensilé variaUe sollicite iiD point matériel U suivant une certaine droite Qx. Soient
Fig. 64. OM = X et c la viieaee qoe
M y possëds le point milériel au
o ' point M, au bont du lempa t.
A ce moment la force présente une certaine inlensil^ P, et si elle agissait constamment avec celte intensité, elle ferait éprouver à la vitesse, pendant l'unité de temps, une certaine variation r- Cette quantité ip est ce qu'on nomme Vuccélératioit, et l'on a
dv
172. L'accélération f sera positive ou négative selon que la force P tirera dans le sens des x positif ou dans le sens contraire.
QUATORZIEME LEÇON
M LA HISSE DES COBP
173. HA9BI iffis POINTS IUTÉUEL9. ~ SI l'on agit sur un corps pour le mettre en mouvement, une réaction en sens inverse s'exerce contre l'agent ou l'orgaue qui donne le mouvement, et cette réaction est la cause de la sensation que nous éprouvons. En général un corps ne peut agir aur un autre sans éprouver de la part de cet autre une réaction égale et contraire.
174. De ce qu'il faut des efforts plus ou moins considérables pour donner le même mouvement à des corps différents, on doit conclure que ces corps ne contiennent pas des quantités égales de matière.
On dit que deux points matériels ont des masses égales, quand deux farces égn/es, appliquées pendant le même temps à ces deux points, leur donnent le même mouvement.
175. Si l'on conçoit une muliitude de points matériels ayant des masses égaler et qu'on réunisse plusieurs de ces points en un seul, on formera des molëcnloa dont les masses auront entre elles des rapports quelconques.
176. Masse des corps. — Des twces égales et parallèles, aitpli-
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qVkées à di^ërênts points de même masse, peuvent dire remplacâes par leur résuilante qui esl parallèle aux forces considérées, égale à leur Eomme et passe toujours par le même point, quelle que Eoit d'ailleurs la direction commune de ces forces. Ce point est dit le rentre de ttiaste du corps. Quand un corps rie J!giire invariable est tiAUrité imr une force qui passe par le centre de masse, tous ses points (lécriKent des droites parallèles et égtdes, dans lemémç temps. Les masites de deux corps sont égales, lorsqiien appliquant des forces égales à leur centre de masse tous les points île ces corps décrivent des droites parallèles avec la mfme vitesse. Les masses m et m' (la deux corps sont dans le rapport de /r à n' lorsqu'on peut les partager l'un en n parties, l'aatre en n' parties ayant la même masse fi.
177. ReLATION ENTHE LES FORCES, LES MASSES ET LES VITESSES. — Si des forces constantes P et P' appliquées aux masses m et m' leur impriment la même vitesse u, elles seront entre elles comme
178. Supposons que deui forces d'inlensitâ constante P et P, appliquées i deux corps quelconques dont les masses sont m et m', leur fassent acquérir des vitesses a et u'au bout d'un même lempsf. On aura
179. Db la otiANTiTÉ ne houvbhent. — Le produit ma de la masse d'un corps m par la vitesse a commune à tous ses points est ce qu'on appelle la quantité de mouvement du corps.
Les intensités de deux forces appliquées à deux corps quelconques, à leurs centres de masse, sont proportionnelles au.c quantités de mouvement qu'elles donnent à ces deux corps. On peut prendre pour mesure de l'intensité d'une force P la quantité de mouvement mu qu'elle communique à une masse m dans un temps détermina par exemple dans l'unité de temps. On a
P s= mu, en prenant pour unité de masse la masse d'un corps qui, sollicité par l'unité de force, acquerrait dans l'unité de temps une vitesse ^ale à l'unité de longueur.
180. Force motbice. — Force accélératrice. — Supposonsqu'one force appliquée au centre de masse d'un corps dont le masi>e est m, ait, à l'instant considéré, une intensité P. Soit 7 la vitesse que cette force ferait acquérir au mobile su bout de l'unité de temps, si pendant ce temps elle conservait une intensité constante égale à P.
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La force P, appelée force motrice, est donoée par la relatioa
P = mï^,
di
181. Le nombre p, qui représenle la force motrice de l'unité de masse, est le même que celui qui exprime l'accélération f . La force motrice qui produit le mouvement de l'unité de masse est dite la force accélératrice du mobile, el la quantité ^ est nommés indilTé- Femmeot \' accélération qm la force nccéléralrice.
182. Relation entbe le poids et la massb. — L'observation prouve que deux corps pesants, quelles que soient leur substance et leur forme, acquièrent la même vitesse, au bout du même temps, qnand ils tombent dans le vide. Si les choses ne semblent f«s se passer ainsi dans ta nature, la cau^e en est due à la résistance de l'air, milieu dans lequel s'opère la chute du corps.
11 résulte de ce fait que /es poids de deux corps sont proportionlieU à leurs masses.
Le centre de masse d'un corps n'est autre chose que son centre de gravité.
183. Des tinnÊs BUPLOféEs bn HÈCANignE. — On prend ordinairement pour unité de temps la seconde, pour celle de longueur le mètre. L'unité de force est le gramme ou le kilogramme : le Liramme est le poidii de i ceatimëLre cube d'eau distillée k son maKimum de densité.
On doit prendre pour unité de masse la masse du poids 9'',8o8g6.
184. Le nombre -, qui esprime ta masse d'un corps, reste le même, en quelque endroit qu'on le détermine.
18^. Soient V le volume d'un corps supposé homogène et D sa densité ou sa masse sous l'unité de volume. En appelant m la masse de tout h corps, on aura
m = VD, P=VDg-.
QUINZIÈME LEÇON
UOUVEHEHT PES GO BPS PESANTS.
HOUVEMENT VERTICAL DES CORPS PESANTS DANS LE VIDE
En appelant g l'accélération due à la («sanlenr, ou a
9 = a^et,
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a représentant la vitesse possédée par le mobile à l'origiiie du temps, et
b étant l'abscisse du mobile à l'origine du temps.
187. Si l'on compte les espaces et te temps à partir du point ob la vitesse est nulle, on a
On appelle '/%gx la vitesse due à la hauteur x, et — est dite (a hauteur due à la vitesse a.
et si l'on fomple les espaces à partir du point où se trouve le ir bile à l'origine du temps.
En appelant Ole temps au boutduquelle mobilecessede monter, et h la hauteur à laquelle il s'élève, on a
Quand le corps est revenu au point de départ, sa vitesse redevient égale à sa vitesse initiale, mais elle est de sens contraire.
189, 190, Mouvement d'un cohps pesant sun un plan incuné. — Soit G le centre de gravité d'un cor()s pesant, placé sur un plan pj Q,_ incliné. En appelants l'angle BAC de
ce plan avec l'horizon, on aura ^ = g'sina.(,
La vitesse actjiàse par un mr^ile qui a parcouru toute la longueur BA du plan incliné est égale à celle qu'il aurait acquise en tombant de la hauteur liC.
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circonrérente dont le diamètre AD est vertical , ifl temps employé par un corps pour descendre le long de AB est te même, quelle que soit cette corde, et égal au temps que le corps emploiemit à descendre de la hauteur AD.
193 à 194. DâTERHINATION PB LA CONSTANTE g\ MACHIHB D'AtWOOD.
195. Chutb d'cncûkmpesanthanbdn milieu qui rbsistb coiwb LB CABRÉ DE LA VITESSE. — SupposoRs que le corps qui tombe soit symétrique autour d'un axe vertical. Soil R la résultante des résistances partielles qu'oppose l'sir à la chute du corps, aux diffêrents points de sa surface; la résistance R, lorsque le mouvomeot du corps n'est ni trës-tent, ni très-rapide, peut être regardée comme proportionnelle à la densité du milieu et au carré de la vitesse du mobile. On peut donc poser
f désignant la densité de l'air, v la vitesse du corps et a un coeffideqt que l'on peut déterminer pour le corps pesant considéré par une expérience.
196. Si le corps est une sphère, en appelant D sa densité, r son
Enfin, pour la même sphère et pour le même milieu, 7, p, D, r étant des constantes, on peut poser
-If g m f
La constante * désigne la vitesse que devrait avoir le mobile pour que la résistance de l'air fût précisément égale au poids du corps.
Relation entre l'espace parcouru et la vitesso
200. Quand on suppose ( tr^-grand, le mouvement devient sensiblement uniforme.
Le carré de la vitesse du mouvement uniforme vers lequel tend le mouvement varié est proportionnel à la densité du corps et au rayon de la sphère, et en raison inverse de la densité du milieu résistant.
Le temps au bout duquel le mouvement devient sensiblement uniforme est d'autant plus grand que la valeur de k est plus grande.
SOI . Cas particulied ou la bésistance du uiijeu devient nulle. — Cette hypothèse fait retrouver les lois de la chute des corps pesante dans le vide.
SEIZIEME LEÇON
SITITB DU HODVEMBNT DSS COBTS FEBAHTS.
Espreaston de x en fonction de v
206. Il y a un instant ofi le corps cesse de monter. Si 9 est la temps de l'ascension et h la hauteur la plus grande à laquelle parvient le mobile, on aura
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Parvenu â cette bauteur, le mobile commence & descendre, et si l'on appelle a' la vitesse qu'il possède lorsqu'il est revenu au point de départ, on aura
MouvBMBNT d'un cobps dénu6 db pesanteur dans un
HIUEU OUI HÉSISTE COHHB LA RACINB CARRER DB LA VITESSE. —
La résistance du milieu, seule force qui sollicite le mobile, élant a yf%,
210. Le mobile s'arrêtera après avoir parcouru un espace — ^i puis le corps restera iodéâniment en repos. L'équalion différentielle admet une solution particulière qui s'applique aux cas où (> t/â.
T ÉGARD A LA VA
BIATION DB LA PESANTEUR. — Solt H
un point matériel pesant tombant dans le vide et placé d'abord à une a^ez grande distance de la surface de la terre. Soient OB = r le rayon de la terre, g l'intensité de ta pesanteur à la EurTace, AO = a la dis'ance initiale du
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point M, et^ Atlt = -c l'espace parcouru duna le temps t; ou aura
212. La vitesse augmente avec x : si l'on pose AB = A, il vient
à la BurfBce de la terre, elle est moiniire que la vitesse qu'aurait le mobile en tombant de la même hauteur /i, si la pesanteur était partout la mâme qu'à la surface.
2t3, 214, 215. Pour x =^ a, on a c = œ . Donc si toul« la masse du globe était réunie à son centre, la vitesse acquise par le mobile arrivant au centre serait infinie.
La relation entre l'espace et le temps est
216. Cas pabticdubk d'cn cobps plaça a dnb petite distahce - DE LA suBFAGB TBaBESTRB. — Les formules que nous venons de trouver deviennent celles du mouvement uniformément accéléré.
DIX-SEPTIÈME leçon;
DU MOUVIHBHT RECTIU0NI DES POINT» ATTIbBS OD REPOnSSËS PAR DES CBNTBBB riIES.
MODVEMEnT d'un POINT ATTlai EN BAISON DIRECTE DE LA
fia- 74- DISTANCE. — Cwiâidérons nn point ma-
« tériel placé d'abord au point A où sa
y^ /\\ vitesse est nulle et attiré par un centre
/ / \ fixe 0, en raison direcle de sa dis-
L i_L- — 1 tance à ce dernier point, que nous
pieodrons pour origine, /i' étant la mesure de l'attiaction eiercée sur l'unité de masse du corps a
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l'unité de distance, on a
x= a<xant, c= — na&iani.
Lorsque le point mc^ile arrive en 0, on a
Le mobile fera une infinité d'oscillations toutes égales entra elles et de même durée, de A en A' et de A' en A.
220. Sur AA' comme diamètre décrivons une demi-ci rconTérence. HenoDB HN perpendiculaire à AA'. — représentwa le temps que le mobile emploie à aller du point M au point A.
221. Mouvement d'un point repoussé pab un centre fixe en RAISON DiKECTE DB LA DISTANCE, — Supposons qu'à l'Origine du
temps le poiat matériel placé
. ''' ^ . à une distance OA = a soit
^ Ai- animé d'unt vitesse dirigée
vers le point et représentée par — nb. Oo a
I. Cas particuliebs
DiX-HUITIÈME LEÇON.
DU aODTKMENT CUBVII.IGHE ET DES FORGES QUI LE PHOSDISEItT.
S23. Projection d'un kouvbment rbctilignb bt unifoehb suk UN AXE. — La projection du mobile sur un aire quelconque se meut d'un mouvement uniforme, mais dont la vitesse p est liée à ta vitesse p par la formule
Les vitesses p, ?, r des projections sur les trois aies sont nommées Isa composantes de la vitesse du mobile sur ces axes.
224. Lorsqu'on donnera le roouvemant du point M, c'est-à-dire les valeurs de c, «, ^, 7, les équations
cC08a = /', PC0Sp = r7, i'C08ï = 7-
feront connaître les composantes/], q, r. Réciproquement ces com-
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posantes élanl connues, on en déduira p, a, ^, 7 par les formules
-, cosp =
COS
Si l'on mène par le point une droite représentant en grandeur et en direction la vitesse du mobile, les composantes de celte vitesse seront représentées en grandeur et en direction par les arêtes d'un parallélipipède dont la vitesse du mobile serait la diagonale.
as. Soient a, b, c les coordonnées du point A où se trouve le mobile à l'origine des temps, et soient x,j; 2 celles du point M oli il se trouve au twut du temps i, le mouvement sera complètement représenté par les trois équations
226. Si les projections d'un point M sur Imis a-res Ox, 0^. 0«, S« meai'ent avec des vitesses constantes p, y, r, te mouvement da point M sera lui-même recliligne et unijormc,
1S1. De la 1
r CURVILIGNE. — Sojt H(.r,/, z) un point qui décrit dans l'espace une ligne courbe CMD. Si BU bout du temps t la force qui le sollicite cessait d'agir, le mobile prendrait, suivant une certaine droite MT, un mouvement uniforme dont y^ M H' !■ I la vitesse est /a uiVewerfa (Mï-
VyT bile au point M.
CÎ8. Le mouvement du point H est déterminé par trois équations ^=/('). x=t{t), ^ = + (0,
au moyen desquelles on peut obtenir la vitesse du mobile eu fonction du temps.
Les composantes de la vitesse siùfant les axes s'obliendronl en prenant les vitesses des projections sur ces axes, et l'on aura, daui le cas des aies rectangulaires,
DES UlTtEKES. 2S9
eu désignant par * la longueur d'un arc comptée sur la trajectoire à partir d'un point fixo. Cette deraière formule conviendrait encore si les axes étaient obliques.
229, S30. Quand ta force qui agit sur le mobile est variable , les formules précédentes subsistent.
331 , S32 , 233. Des forces qui phodcisent un mouvement DONNÉ. — La force qui produit le mouvenneot d'un point matériel dont la masse est m, étant représentée par P, et ses composantes par X, Y, Z, on a
"'"^-^' '"rfF-*' "'UF-^- Ces formules montrent que les projections du point mobile sur chaque axe se meuvent comme des points matériels de même masse sollicités uniquement par la composante de la force motrice suivant cet axe. Elles ne supposent pas les axes rectangulaires.
234. Si X, Y, Z représentaient les composantes de la force accélératrice, on aurait plus simplement
235. Si les coordonnées x, y, z sont données eu fonction du temps, deux dilférentiations feront connaître les composantes de la vitesse et celles de la force accélératrice.
236, Ordinairement on doit résoudre le problème inverse ; X, Y, Z sont des fonctions connues de t, et il faut, pour connaitre le mouvement du mobile, intégrer trois équations simultanées,
DIX-NEUVIEME LEÇON
SUITE d'un mouvement CURVILIGNE d'UN POINT HATËRIEI^
237. Point assdietii a se «ocvoir sur une coubbe donnée. — Fig. Bo. Considérons un point assujetti à se
mouvoir sur une ligne courbe donnée AMB et sollicité par la force P. La courtw donnée ou le lien qui force le point matériel à rester sur cette courbe exerce sur lui une certaine action qu'où appelle la résistance de ta courbe, et le point exerce sur la courbe une réaction ou pression égale et contraire.
STtfia.- me, 1. 19
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Celte actioQ ou celte résistance de la courbe peut être décomposée en deuï forces, l'une dirigée suivant la tangente à la courbe, en sens contraire du mouvement, qu'on appelle le frottement, l'autre perpendiculaire à la tangente ou normale à la courbe. S'il n'y a pas de frottement, l'action N de la courbe sur le mobile est alors dirigée suivant une normale. £n désignant par j^, f, v les angles que la direction de ta force norniale N fait avec les ases rectangulaires, les équations du mouvement du point matériel seront
m — =X+Ncosl,
„î^=Y+Nco8f.,
m -^ =; Z + N COSï.
238. Si le point matériel est assujetti à demeurer sur une sur* fac« donnée, on aura les mêmes équations, N désignant la ré^slance delà surface.
239. MonvEBENTDES PROJECTILES nAss LE VIDE. — Soit A lepoint de départ d'un point matériel pesant, lancé a'
Fig.a
a direction AI. Prenons deux aies, l'un A/ vertical et dirigé en sens inverse de la pesanteur, l'autre horizontal Kx, mené dans le plan \ky.
Les équations différenlielles du mouvement se réduiront aux suivantes :
I rfC ~ ' dt' ^'
2iO. L'intégration donne
si' x = aCcoiXf jr^a'Sina— i^-
La projection du point mobile sur l'axe Ox se meut d'un mouvement uniforme dont la vitesse estucosi. La projection sur l'axe O7 se meut d'un mouvement uniformément relai-dé, comme ferait un mobile lancé de bas en haut avec une vitesse initiale égale à a sin a. m. On trouve
2i2. La courbe que décrit le mobile a pour équation, si l'on pose, pour simplifier, d'^%gh,
Cette trajectoire est une parabole, dont t'axe est vertical.
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S43. Les coordonnées du sommet sont
AE = aAsinacosa, EC^Asin'a." SU. On a
AB = 4Asiazcos3.
La longueur àB est ce qu'on appelle X'ampUtude dajel. L'amplitude du jet a sa plus grande valeur quand a = 45 degrés, la vitesse initiale restant la même.
24S. L'angle a sous lequel il faut lancer un projecliledu poinl A,
pour qu'il allejgae un point donné (X, Y), est donné parla formule
langa=-^dz^v'4A'-4AY-X'.
Si l'on a
4/i'-4AY-X'>o,
le projectile pourra élre lancé dans deux directions différentes pour atteindre le point M. Si l'on a
4A'-4AY-X'=o, il n'existe plus qu'une seule direction donnée, et euBn le problème est impossible quand on a
4A'-4AY-X'<o.
246, 247. La courbe dont l'équation est
est une parabole L'HL, dont l'axe est dirigé suivant A^, et dont le sommet H est situé à la hauteur AH =h. Quand le point que l'on veut atteindre est dans l'intérieur de celte parabole, le mobile peut être lancé suivant deux directions différentes ; il n'y a plus qu'une seule direction convenable, si le point est sur la parabole mèpie; enfin quand ce point est hors de la courbe, le problème n'est plus possible.
218. L'enveloppe de toutes les paraboles du numéro précédent est la parabole HLM, lieu des pointe que le projectile ne peut atteindre que dans une seule direction.
VINGTIEME LEÇON
DES COllFOSAnTES DE tA FORCE BOTRICE.
249. DÉcoxPOsrnon de la force Hotbice en force tangbntielle; ET FORCE CENiBip^E. — Daos lo mouvement d'un point en ligue
agi TAGLE AMALTTIQDE
courbe, la force motrice se décompose à chaque instant en. deus forces : l'une, dirigée suivant la tangentR, est nommé* la force tangentielle; l'autre, dirigée suivant le rayon de courbure, se nomme la force centripète. &i désignant la première par T, la deuxième parQ, on aira
Le plan qui passe par la force motrice et par la tangente est le plan oscuiateur au point U.
250. Quand le point matériel est sollicité par plusieurs forces dont P est la résultante, on peut décomposer chacune des premières forces en dcun autres dirigées l'une suivant la tangente et l'autre perpendiculairement à celte tangente. Une force normale à la trajectoire n'inQuera pas sur l'accélération du mobile. Une force diri.^'ée suivant la tangente ne tendra pas à changer la direction du mobile.
251. Point assuj^ti a se kouvoib sdr vng codhbb DONNiB. FoRCB CENTfiiFUOG. — Un point M qui n'est actuellement sollicité par aucune force et qui ne se meut qu'en vertu de sa vitesse acquise, étant assujetti à demeurer sur la courbe ÂMB, parcourt sur la trajectoire des espaces égaux en temps égaux.
La pression exercée par le mobile M sur la courbe ou sur le lien
qui l'oblige à parcourir cette courbe, est égale à — ■ Cette force,
égale et contraire à la force centripète, est ce qu'on appelle \& force
centrifuge.
25â. Supposons en second lieu que le point M soit sollicité par Fin. 8j. une certaine force motrice P. Soit N
une force égale et contraire à la pression que le point M exerce sur la courbe. Décomposons la force P en deux autres T et Q, la première dirigée suivant la tangente, et la seconde située dansle pian normal delacourbe.
Soit F la résultante des deux forces Q
et N, situées toutes les deux dans le plan normal. La force F agira
suivant le rayon de courbure, et l'on aura
dt ' p
La force F, dirigée suivant le rayon duxercle osculateur et qui agit à chaque instant pour empêcher le mobile de s'écarter de la courbe
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suivant la langente, est la force centripète. La force F', ^ale et contraire à la force F, est égale à la/orcc centrifuge .
253, Si la force molrice était normale à la courbe, le mouvement serait uniforme.
Si la force motrice était dirigée suivant la tangente à la courbe, la force N se confondrait avec la force centripète et la pression exercée sur la xourbe par le mobile avec la force centrifuge F'.
Mouvement d'un point sur une sukfacs. — Soit AllB
[f^. 84) la courbe que le mobile décrit. On peut faire abstraction
de la surface, pourvu qne l'on joigne à la force motrice P une
force N, égale et contraire à la pression que le mobile exerce sur la
surface. Décomposons encore la force P en deux autres T et Q, l'une
tangente et l'autre normale à la trajectoire AMB. Les deux forces Q
et N normales à la trajectoire se composent en une seule F dirigée
suivant le rayon dn cercle osculaleur de la trajectoire au point U,
et l'on a
do ^ m<^ „ m-r==l, — =F; dt ' p
on aura aussi
F:Q=^nQMN:sinFMN,
ce qui détermine la position de MF ou du plan osculateur quand on connaît v, p, Q et l'angle QUN.
On a la pression exercée par le point mobile sur la surface, en cherchant la résultante égale et contraire à N, de la force Q et d'une force F', égale et contraire à F.
355. Si la force motrice était nulle, on aurait p = constante, et N serait à la fois la mesure de la force centripète et de la force centrifuge.
Si la force P était dirigée suivant la tangente à la trajectoire, la résistance de la surface serait la force centripète. Dans ce cas, le plan osculateur contient la normale à la surface, et la trajectoire. est la ligne la plus courte que L'on puisse tracer sur la surface entre deux quelconques de ses points.
Autre manière d'obtenir les résultats précédents
Huyghens trouve les composantes de ta force motrice en considérant celte force comme constante pendant un temps infiniment petit, et le mouvement comme s'effectuant sur le cercle osculateur.
237. Remarques sur la force centrifuge. — Quand un corps solide tourne uniformément autour d'un axe 6xe, chaque point de
itizecyGOOgle
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i e corps possède une force centrifuge particulière F. En appelant T le temps d'une révolution entière et p le rayon du cercle, on a
Les forces centrifuges des différents points si nelles à leur distance à l'axe. *
238, 259. Application a la terbb.
VINGT ET UNIÈME LEÇON
DES FORCES VITES ET DU TRAVAIL DANS LB HOUTEMENT d'un point HATfiHIEL.
260, 261. DiFFÉRE!<TiELLB DE LA FOBCE VIVE, P désignant la force motrice qui sollicite un mobile M et X, Y, Z ses composantes, on a
dmv' = a(X(iE + Yrfr+Z<fo).
262, La quantité me' ou le produit de la masse d'un mobile par te carré de sa vitesse est ce qu'on appelle la force vive du mobile.
Autres v Fie
s DE XfLc-i-Ydf-t-Zdt. — Soit m l'angle PMT que la force motrice P fait avec la tangente. On a
X(ir + Yrfr + Zrfa= FcoBwtù.
Si l'on décompose la force P en une force tangentielle T et une force normale Q, on a
Xde + Yrfy-^-Zdt^Tds.
Bn&D, si l'on appelle dp la projection Ml de l'arc MH = tit sur la direction de la force motrice, on a
S.dr-i-Yd^ + ldz = Pdp.
261. DÉFiNmoN DU travail. ^ Le produit Trfr que l'on obtient en multipliant la composanle tangentielle de la force P par l'élément de l'arc parcouru dans l'instant cil se nomme imeail élémentaire ou élément île travnil de celte force. L'élément de travail est considéré comme positif lorsque ia force Ungentielle agit dans le sens du mouvement, et comme négatif dans le cas contraire, ou, ce qui
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revient au même, suivant que l"angle a est aigu ou obtus. Le signe du travail élémentaire sera donné par l'expression Pcosurà, en considérant P et lù comme positifs.
Le travail élémentaire esl ^1 au produit de la force par ta projection de l'élément du chemin parcouru sur la direction de celte
26S. Le travail élémentaire de la résultaDle de plusieurs forces est égal âla somme algébrique des travaux élémentaires de ces forces.
26G. On nomme traptiil total d'une force P pour un chemin détermioé AB l'intégrale ilds, prise entre les limites qui correspondent aux extrémités de l'arc parcouru. Les forces normales à la trajectoire n'influent pas sur le travail total.
267. Relation bhtrb.i.b travail et la fobgb vivs. — L'accroissement de force vive d'un mobile, lorsqu'il passe d'une position à une autre, est égal au double du travail de la force motrice.
268. Si la force P est la résultante de plusieurs forces P,,P,',. .., dont les composantes tangeutielfes sont T,, T,, T,,.. ., on aura
On appelle forces mouvantes celles qui font un angle aigu avec la tangente, et forces résistanles œlles qui font un angle obtus et dont l'effet est de retenir le mobile dans son mouvement sur la courbe.
L'accroissement (le force vive d'un mobile, lorsqiCil passe d'une position à une autre, est égal ou double de l'excès du travail des forces moujvoAtes sur le traoail des forces résistantes.
269. Co?isÉQUENCBS DO PBinciPE DES Ponces vives. — Quand le mobile n'est sollicité par aucune force ou qu'il l'est seulement par des forces toujours normales à la trajectoire, le mouvement est uniforme.
270. Lorsque Xrfr -H Y(/r -I- Zrfi est la différentielle exacte d'une fonction /{j:,j', i) de trois coordonnées jt, j', î considérées comme des variables indépendantes, l'accroissement de force vive, lorsque le mobile passe de la position (o, b, c) à la position (x, y, a), ne dépend pas do la trajectoire dans l'intervalle, ni du temps qui s'est écoulé entre Ihs deux positions extrêmes, mais seulement des coordonnées de ces deux positions.
Plus généralement, si l'on imagine les deux surfaces
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et que le mobile rencontre la première au point [a, b, c) et la seconde au point [x, 7, z ) , l'accroissement de force vive est constant et indépendant de la forme de la trajectoire entre les denr surfaces, d^ pointa où cette courbe rencontre ces deux snrùtces et du temps qui s'eBt écoulé.
On trouve un résultat de ce genre dans le mouvement d'un mobile sollicité seulement par la pesanteur.
F'B- 90. 272. L'équation
représeiile une inSnité de surfaces différentes, passant par les divers points de la trajectoire AMB. Si LMU est Tune de ces * surlaces, la force motrice P an
point M lui est normale.
273. Cas ou 11. t a une bésistahce. — Quand un mobile éprouve im frottement ou se meut dans un milieu résbtant, l'expression Xf£r + Yi{r + Zi&n'e3t plus une différentielle exacte.
274. Dans ce cas, si le point se meut sur une courbe connue, il ùudra prendre l'équation
= T ou
T désignant la composante de la force motrice (f compris les résistances] suivant la tangente. Au moyen des équations de la courbe on pourra exprimer T en fonction de s, et alors la détermination du mouvement sera ramenée à l'intégration d'une équation différentielle du second ordre, tandis que si Xtir + Xdx + ldz était une différentielle exacte, on n'aurait à intégrer qu'une équation différentielle du premier ordre.
275, 276. Cas ou lb hodile est sollicité far des toeces dibi-
Fie- 91 ■
CÉES VERS DES CENTIIBS FIXES.
L'expression Xiii: + yrf/+Zt;z est y ' toujours une différentielle exacte, /'M quand un point matériel est sollicité
X par des forces dirigées vers des cen-
/x 1res fixes et dont les intensités sont des fonctions des distances du mobile à ces différents centres. Supposons le force dirigée vers le centre 8x0 K(e,f,g) repousse un point
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M {x, y, 3), Hvec une énergie B, fonction Eeulemenl de la distance MIÎ= r. La partie de X(ic+Y<fj- + Zrfa provenant de cette force sera Bi/r.
Si le mobile est sollicité par un certain nombre de forces R, R', B', . . . , dirigées à chaque instant vers des centres fixes K, K', K", , . . , on aura
rfmc' = a ( d; Rrfr ± RV/r i . . . ) .
el chaque terme du second membre étant une ditférentielle exacte, il en sera de mërne de leur somme.
La même conséquence aura Jieu si l'un des centres s'éloigne à l'infini, c'est-à-dire si la force correspondante est perpendiculaire à un plan donné et fonction de la distance du point à ce plan.
VINGT-DEUXIÈME LEÇON
«OnTFlEKT d'uK POINT FESiNT SUR UNE COURBE. PENDULE SIMPLE.
ÎT7. Mom-EXENT i)'uN POINT PESANT SUR DNB couHBE. — Lorsqu'un point pesant se meut sur une courbe donnée AMA', si le mo- Fig. g3. bile part du point A sans vitesse, la
o j vitesse acquise par ^le mobile au
/^ »/T\ ï*'"' ^ ^^^ '* même que s'il était
(.[ I j" tombé librement de la hauteur HP.
y H / "^ Si B est le point le plus bas de la
N~~"_P^i' courbe, le mobile aura la plus grande
^-'^1 vitesse en ce point. Parvenu là, il
|s continuera sa route en vertu de la
vitesse acquise, et s'élevant sur la partie BC avec une vitesse décroissante, il s'arrêtera au point A', pour lequel z = h. Mais aussitdt, sollicité par la pesanleur, il descendra de nouveau sur la courbe pour revenir au point A , et il parcourra continuellement le même arc ABA', tantét dans un sens, tantât dans un autre,
278. Le temps employé par le mobile pour parcourir l'arc AM est le même, soit qu'il descende, soit qu'il monte. Les oscillations du mobile sont isochrones.
270, Cas ou lb iioiitLB a u.tB vitesse initiale. — Si au point A, pour lequel z = A, le mobile a une vitesse k, le mobile s'élève sur t'arc BCO plus haut que le point Â',
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Prenons pour origine des coordonnées le point le pins .élevé de la courbe. Nous aurons trois cas à examiner.
Premier cas : k < V^ tfA- — Le mobile s'élèvera jusqu'à un point C plus haut que A' et qui sera déterminé par l'équation
oi=Mizii!.
£q ce point C la vitesse sera nulle; le mobile s'arrStora pour revenir sur l'arc CBC jusqu'au point C situé à la même hauteur que C, et ii fera une in&nité d'oscillations isochrones.
Deuxième cas : i> v/a^/i. — Le mobile reviendra au point avec ta vitesse \//;' — a^/(, dépassera ce point et parcourra la courbe une inflnité de foiS( toujours dans le même sens.
Troisième cas : k = yf%gli. ~ Le mobile ne s'arrêtera qu'au point 0, mais il lui faudra un temps infini pour arriver à ce point.
280. Pendule. — Équation du mouvement. — On appelle />cndule un corps solide pesant qui peut osciller autour d'un axe horizontal. Un point matériel suspendu à l'extrémité d'une tige ou d'un fil ineiteiisible et sans masse et dont l'autre extrémité est Ose, forme un pendide simple.
Plaçons l'origine des coordonnées an point de suspension : prenons l'axe des « vertical et dirigé dans le sens de la pesanteur. Soit AOs — «- L'équation du mouvement sera arffl
FiB.
dt =
v'A'-^agatcosfl — cosd)
281. Cas ou l'équation pe«t s'intégreb. — On peut intégrer l'équation précédente dans le cas où la vitesse du mobile au point A est celle qu'il acquiert en descendant sans vitesse initiale da point C le plus haut du cercle.
L'équation se réduit à
dt =
V':.,ï<ilH-COS&)
mzecDïGoOgk'
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formule, qui donne le temps que le mobile emploie à parcourir l'arc AM, dans l'hypothèse où il serait parti du point C, sans vitesse initiale.
U faut un temps infini au mobile pour remonter jusqu'au point C.
282. Cas des petites osciliations. — En supposant nulle la vitesse du mobile au point A, le formule (380) se réduit à
En négligeant la quatrième puissance de 9 et de a
La durée T de la première oscillation est
-vAi-
Elle est indépendante de son amplitude, pourvu que celle-ci soit
très- petite.
284. Les résultats précédents s'étendent aux oscillations d'un
Fig. 95. point posant, écarta très-peu de la
verticale et assujetti à se mouvoir sur
*"-- ^^ une courbe dont ie plan osculateur au
^ point le plus bas B est vertical. La
durée commune de chaque oscillation sera t t/t, p étant le rayon du cercle osculateur au point B.
rie- 06. 285. Si le plan Mculateur de la
^^ courbe au point B le plus tjas tait un
^-^ \ angle 1 avec le plan horizonlal ZV,
ï^V^ \\ on aura le temps d'une oscillation par
■és-Scj'"'^ la formule
Vrf.-
286. Pour apprécier la durée exacte d'une oscillation, on compte lenombre n des oscillations pendant un temps t, et l'on a
287. La position du mobile et sa vitesse redeviennent les mêmes
SUITE DE LA THÉOBIB DU PENDULE SIHFLE
. AuTitB NÂTHODB. ~ Les métnes notalions étant cooservécs,
d'9 g ■ ^ ■jjT + - sinfl =0,
Soient
on en déduit
a^ = i-cose, l>
fût
Pendule ctcloïdal. —
FiB-M
Soit A le point
de
départ du
mcbile où nous supposerons sa vitesse nulle, et soit M {x, y] sa
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posiUon i une époque quelconque i. Soit a le diamètre BD du cercîe générateur. En appelant b le rayon de courbure BK = aBD de la cycloïde au point B, on a
. 1 /b IX -h
; = - 4 / - arc cos ; — >
-Vf
La durée des oscillations esl rigoureusement indépendante de leur amplitude, et différents mobiles, partis au même instant, sans vitesse initiale, de divers poinls de cette courbe, atteindraient au même instant le point le plus bas.
294. Construisons la développée de la cycloïde, composée des deux moitiés KC et RC d'une cycloïde égale à la première. Supposons qu'un point pe&ant soit attaché à l'extrémité d'un Gl lié par son autre extrémité au point E. Si le mobile, dans une de ses positions, se trouve sur la cycloïde CBC', ce point décrira la cycloïde CBC. Toutes les oscillations devront s'effectuer dans un même temps
égala
'sJl-
295, 290. Tautochhone. — On appelle lautocArone toute ligne rourbe sur laquelle un point pesant abandonné sans vitesse initiale d'un point quelconque de cette courbe parvient dans le mSme temps au point le plus bas. 1^ cycloïde est la seule courbe lautochrone dans le vide.
297. Pendulb daks un HtLien bè^istant. — En désignant par B la résistance du milieu, l'équation du mouvement sera .
_gv_g ds
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Les oscillations sont isochrones comme dans le vide, et leur durée est augmenlée dans le rapport de i à 7. Les amplitudes successives Torment une progression géométrique décroissante.
398. Lorsque le mouvement a lieu sur une cycloïde, toutes les oscillations se font rigoureusement dans le même temps, et cette oourbe est encore isochrone dans un milieu qui résiste proportionnellement à la vitesse.
VINGT-QUATRIEME LEÇON
PBS FORCES CEniRlLBS ET DD VODTEMKST DES PLAKtTBS.
299,. 300. Forces centrales. — PRiNaPE des aires. — Soit U un point mobile sollicité à chaque instant par une force dont la direction passe constamment par no même point. La trajectoire est une courbe plane.
Le secteur engendré par le mouvement de la projection dti rayon vecteur sur un plan quelconque est proportionnel au temps.
301. Bëciproquement , si la trajectoire d'un point mobile est . plane et telle, que les aires engendrées par le rayon vecteur partant de l'origine des coordonnées soient proportionnelles aux temps, la force motrice passera constamment par l'origine des coordonnées.
Expression de la vitesse en coordonnées
I. Composantes de la vitesse au point M, suivant OU et sui- Fie. 101. ^^"^ ''"^ perpendiculaire a OM :
r'dB = cdt, rfi''=-aRrf/-.
30S. Expression de la vitesse indépendante du temps :
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306. Expressions indépendantes du temps des composantes de la vitesse suivant OM et suivant une perpendiculaire à celte droite :
cd-
vcos9 = — -Tj- csini =-■
La vitesse en un point de la enurbe est en raison inverse de la perpendiculaire abaissée du point sur la tangente à la trajectoire, au point considéré,
Expression de la force AQCÉiÉRATniCB en fonchon des
COOEDOKnÉES DU t>01NT MOBILE.
308. Lois de EÉpled. — i" Les trajectoires de toutes les planètes sont des courbes planes, et pour chacune d'elles l'aire engendrée par le r^on vecteur parti du soleil et aboutissant à la planète est proportionnelle au temps.
■k" Ces courbes sont des ellipses dont l'un des joyers est au soleil.
3° Les carrés des temps employés par les dijférentes planètes pour accomplir une de leurs révolutions sont entre eux comme les cubes des grands axes de ces ellipses.
Ces lois se rapportent au centre de gravité de chaque planète, ainsi qu'à celui du Eoleil.
309. Conséquences des lois de Kepler. ~ La force motrice qid sollicite une planète est constamment dirigée vers le centre du soleil; cette force est attractive.
La force B est en raison inverse du carré de la distance du centre de gravité de la planète à celui du soleil, a a est le grand axe de l'ellipse; e l'excentricité.
La constante c représente le double de l'espace parcouru par le rayon vecteur, dans l'unité de temps.
312. Si l'on appelle T le temps de la révolution complète de t« planète considérée, on a
La force accélératrice rapportée à l'unité de distance est la mémo pour toutes les planètes.
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VINGT-CINQUIÈME LEÇON
suitb du moctehent dbb planëtes,
313, 311. Mouvement d'un point attiré par un centre fixe EN RAISON INVERSE DU CARRÉ DE u DISTANCE. — La trajectoire est plane et située dans le plan qui passe par le point Gxe et par la direction de la vitesse initiale.
La constante c repré^ntant le produit de la vitesse du mobile par la perpendiculaire abaissée du point Gxesurla tangente, à l'origine du temps, et b la valeur de — — «', à l'origine du temps, on a
31S. Équation de la trajectoire :
La courbe est une ellipse, une parabole ou une byperbole, suivant qu'à une époque quelconque du mouvement on a
Différents mobiles, lancés successivement du même point de l'espace, avec des vitesses égales, mais de diroclions différentes, parcourraient tous des courbes de même espèce.
316. CIas où LA COURBE EST UNE ELLIPSE. — En appelant 2<i le grand axe et e l'excentricité, on a
...cGQOgIc
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On compte le temps à partir du moment où la planète est i son périhélie.
Sur BA comme diamètre décrivons une circonférence de
Fig. loS. cercle. Soient M la position actuelle
du mobile et C le centre de l'ellipse.
Prolongeons l'ordonnée MP jusqu'au point K où elle rencontre la circonférence. L'angle KCA = u. L'angle u est appelé l'anomalie excentri<iue de la planète, tandis que l'angle MO A = 8 — w se nomme Vatiomalie vraie.
319. Équation entre l'anomalie vraie et l'anomalie excentrique :
Durée de ta révolution entière de la planète
Force accélératrice, à l'unité de distance, commune à toutes les planètes :
Il est bon d'observer que l'excentricité de toutes les orbites planétaires est très-petite, car pour la planète Mars, dont l'excentricité est la plus grande, on a ? = g--
321. Cas d'v.-<e ohqite cihcclaibb ou presque urcolaire. — L'ellipse peut se réduire à un cercle. Dans ce cas, le carré de la vitesse est constant. Laforce accélératrice estaussi constante et égale à la force centripète.
32^. Quand le nombre e est très-petit, on peut déterminer approximativement l'anomalie excentrique u, le rayon vecteur r et l'anomalie vraie 9 — w, en fonction du temps (. On a, en négligeant le carré de l'excentricité,
« = nï + cEln/iï,
/■ = £i(i — ecosnf),
8 — w = n(-l-aeBin/«.
AUA' étant l'orbite d'une planète, décrivons du point
comme centre, avec un rayon arbitraiie Oa, une circonférence de
cercle. Imaginons maintenant qu'un mobile quelconque m se meuve
Stkrh. — Mie., l. ao
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sur cette circonférence avec une vitesse constante, de telle sorte que ce mobile et la planète se trouvent au même instant eh a et nn A sur le grand axe de l'ellipse, et qu'ils accomplissent tous deux une révolution entière dans le même temps. Dans la première moitié du mouvement de A en A', le rayon vecteur OM précédera Oui, et l'inverse aura lieu dans la seconde période du mouvement simuliané de ces deux corps dans l'espace.
32^. Cas d'une parabole.
f|[tans^(e-.)H->^^(e-
VINGT-SIXIEME LEÇON
attraction universelle et UASSE des PLANbTES.
325. Lois DE l'attraction universelle. — Toutes les planètes sont constamment sollicitées par une force qui passe à chaque instant par le centre du soleil et qui varie, pour chaque planète, en raison inverse du carré de la dislance de son centre de gravité à celui du soleil. Les satellites d'une planète sont attirés par une force passant constamment par le centre de celle-ci et variant en raison inverse du carré de la dislance du centre de gravité du satellite k celui de la planète.
3S6. Réciproquement, les planètes attirent le soleil.
, Vérification de la loi de l'attraction. ~ 0' étant le Fig, io^_ centre de la lune el celui de la terre,
la pesanteur diminuée dans le rapport du carré de la distance 00' au carré de OA est la force motrice de notre satellite, à chaque instant.
329. Mouvement absolu et relatif DE deux corps qui s'attirent. — Si le soleil et une planète n'avaient aucune nidale, ils viendraient se réunir sur la droite qui joint leurs
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centres au centre de gravilé du système de ces deux corps, lequel point partage cette droite en deux parties réciproquement proportionnelles à leurs masses.
330, 331 . Si l'on veut obtenir le mouvement apparent d'une planète pour un observateur placé à la surface du soleil, il faudra supposer appliquée au centre de gravité du soleil une force égale et contraire à celle qui le l'ait mouvoir dans l'espace; en même temps il faudra aussi regarder une force égale et parallèle comme appliquée au centre de gravité de la planète.
333. Si M et m sont les masses du soleil et de la planète et r leur distance, la force accélératrice qui produirait le mouvement apparent de la planète autour du soleil supposé lise est — — j— — • La trajectoire apparente de la planète est une section conique, et par suite une ellipse.
333. Le rapport =-, n'est réellement pas constant pour toutes les
planètes. Toutefois, comme l'observation démontre que la troisième loi de Kepler est extrêmement approchée, on doit en conclure que les masses des planèles sont très-petites, comparées à celle du soleil. La masse de Jupiter, la plus considérable de toutes les planètes,
n'est pas de celle du soleil.
Le mouvement elliptique n'est pas non plus rigoureusement celui des planètes autour du soleil.
33i. Masses des planètes accoupagnées de satellites. — Soient M, m et ni' les masses respectives du soleil, de la planêle et du satellite de cette dernière; soient u le demi grand axe de l'orbite de la planète dans son mouvement relatif autour du soleil, et T la durée d'une révolution complète; et soient a' et T les données analogues, répondant au mouvement apparent du satellite autour de la planète. On aura
On peut négliger m' devant m, et m devant M; d'où résulte
formule qui peut servir à calculer le rapport de la masse de la planète à celle du soleil.
333. Masse vë la teiuib. — Soit m la masse de la terre. Il exista
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un cerlain parallèle sur lequel l'attraction terrestre a pour mesure ^- De plus la composante verticale de la force centrifuge a pour
vite. Il faut ajouter cette composante à g, d'où
M _4^^_ m~Gr'V '■
.en appelant M la masse du soleil; a le demi grand axe de l'ortiite apparente de la terre autour du soleil, T le nombre de secondes contenu dans une année, et G l'attraction du sphéroïde terrestre sur l'uuilé de masse d'un corps placé sur le parallèle considéré.
336, 337. On conclut de là le rapport de la densité moyenne du soleil à celle de la terre et la pesanteur à la surface du soleil.
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STATIQUE (P Partie).
1. Position d'équilibre d'un point attiré vers des centres fixes par des forces proportionnelles à la distance. SG.
2. Position d'équilibre d'un point attiré vers les trois sommets d'un triangle par des forces constantes qui sont entre elles dans les mêmes rapports que les côtés du triangle opposés aux sommets dont elles émanent respectivement. SG.
3. Un fil ineslensible et sans poids est fixé à ses eitréoiités A, B et porte un petit anneau pesant C; un autre fil a aussi une extrémité fixée en A, passe dans l'anneau C et porte un poids à sa seconde extrémité, qui est libre : figura d'équilibre du système. PJ.
4. Position d'équilibre d'un point attiré vers des points fixes d'un plan par des forces inversement proportionnelles aux distances. En déduire la position d'équilibre d'un point pesant attiré vers deux points fixes égaux, ùtués sur une horizontale, tes attractions étant réciproques aux distances. SG.
5. Un fil sans masse est attaché à une de ses extrémités A; il porte un poids P, fixé sur lui è. une distance connue de A, puis il passe sur une poulie très mobile située k la même hauteur que A et porte à sa seconde extrémité libre un poidsQ : figure d'équilibre du système. SG.
6. Un fil qui passe sur une poulie très mobile porte à ses extrémités deux poids dont l'an est libre, l'autre repose sur un plan incliné poli : figure d'équilibre, tension du fil, charge du plan. PJ.
(') Les problèmes qui w trouvent dëveloppéi dan< le Recueil d'elercicH Je U.de Saint-Germain >ont saivisde l'indlialian SG., ceui qui 90nt ti:iil£» dant le Etecu'il Uu P. Jullien laut ddsii;aéi parles iallUIes PI,
3io tnoscis de pboblèmes.
7. UiL poids est Eissujetli à rester sur une ellipse polie dont un axo est vertical et exerce sur le poids une action répulsive horizontale, proportionnelle à la distance du point à l'axe; position d'équilibre, pression sur la courbe. SG.
8. Position d'équilibre d'un petit poids assujetti à rester sur une bélic« dont l'axe est vertical; un point de celaxe exerce sur le point mobile une répulsion réciproque au carré de la dislance. SG.
9. Position d'équilibre d'un point pesant placé sur un ellipsoïde dont un axe est vertical et dont le centre attire le point avec une inlensiié constante. SG.
10. Quand un point sollicité par des forces connues est placé sur une courbe ou une surface telle que le point y soit partout nu équilibre, on peut appeler ces lieux courbes ou surfacei de nioeau. Cela posé, on propose de déterminer : j" dans un plan vertical, une courbe de niveau pour un point pesant repoussé d'une verticale de ce plan par une force horizontale, proportionnelle à la distance du point à t'axe; a* sur une sphère, une courbe de niveau ponr un point pesant attiré vers l'extrémitâ d'un diamètre horizontal par une force réciproque au cube de la distance; V une surface de niveau pour un point pesant sollicité par une force constante qui passe par un point fixe. SG.
11. Deux points pesants sont posés sur deux plans inclinés dont l'inlerseclion est horizontale; ils soDt réunis par un fll qui passe sur une petite pouUe très mobile »tuée au-dessus de l'intersection: position du système quand il est près de glisser dans un sens ou dans l'autre. PJ.
12. Un point pesant repose sur un plan incliné dépoli : quelle est l'intensité delà force qu'on doit appliquer au point dans une direction quelconque donnée pour le faire glisser} Discussion. SG.
13. Un point pesant est placé sur une parabole dont l'axe est vertical, la convexité tournée vers le haut, et qui exerce un frottement dont ie coefficient est ? ; le point est attiré vers le foyer par
une force réciproque au carré de la dislance et qui serait égale au poids si le point était au sommet: quel est le point de la parabole où le glissement est près de se produire? SG.
14. Sur un paraboloïde :cy = ai, l'axe des s étant vertical, repose un point qui, outre son poids P, est sollicité par une force
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horizontale dont les projections sur i'ase des x et l'axe des y sont — 1 — ) et la surface du paraboloïde est dépolie: lieu des points oi^ le mobile est près de glisser dans le sens de la pesanteur. SG.
të. Plusieurs forces parallèles sont appliquées en dea-pointa donnés : montrer que, si l'un des points d'application se déplace suivant une certaine courbe, le centre des forces parallèles décrira une courbe homolhétique. Horloge magique. PJ.
16. Trois bomnies doivent porter une plaque homogène avant la forme d'un parallélogramme ABCD, A et C étant opposés ; un des hommes soutient la plaque par le sommet A : trouver sur CB et CD deux points tels que, si les deux aatree porteurs les soutiennent, les trois hommes seront également chargés. PJ.
17. Aux quatre sommets d'un tétraèdre on applique des forces parallèles et proportionnelles aux aires des faces opposées : point d'application de la résultante. SG.
18. Aux sommets d'un triangle ABC on applique trois forces parallèles respectivement égales : 1° à tangA, tangB, tangC; a" à
sinA sinB sinC . , , . ■
— ,, -T 1 — r; 7 > - — i r, ■ tfouvep Ic Centre des deux svs-
cosUcost cost.cosA cosAcosb ■'
tèmes de trois forces, le centre des six forces parallèles, et du résultat obtenu déduire que le centre du cercle circonscrit à ABC, le point de concours des hauteurs et celui des médianes sont en ligne droite. Applications de la Statique à la démonstration de théorèmes de Géométrie. SG.
19. Un vase hémisphérique très mince repose par sa partie convexe sur un plan horizontal et porte deux poids donnés aux extr^ mités de deux rayons perpendiculaires: position d'équilibre. SG.
20. Décomposer une force en troisforces parallèles appliquées en des points donnés. Où doit-on placer trois poids connus sur une circonférence pour que leur résultante soit appliquée au centre du cercle? SG.
21. Une table parfaitement rigideestporléeparplus de trois pieds qui reposent sur un plan horizontal indéformable : la table étant chargée d'un poids, déterminer les charges des dilTércnls pieds, en admettant que ceux-ci se raccourcissent de quantités très petites et proportionnelles à la charge qu'ils supportent. SG.
22. Le centre de gravité d'un polyèdre circonscrit à une sphère,
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le centre de gravité de la surface polyédrale et le centre de la sphère sont en ligne droite. PJ.
23. Centre de gravité d'un arc de sinusoïde, de l'arc qui forme une demi-boucle de la lemniscate de Bernoulli. PJ.
24. Centre de gravité d'un arc de cbaloette homogène, d'un arc decardioïde (/■■» a -t- a cos6), d'un arc d'hélice dont l'axe est l'aie des z et la densité représentée par e-"**. SG.
25. Déterminer une courbe plane passant par l'origine, de manière que la densité de l'arc soit représentée par nue fonction f(s), s étant la longueur de l'arc à partir de l'origine, et l'ordonnée du centre de gravité de cet arc entier s soit égale à ^(s)\ cas où /{,)-«,",,W-.^.- SG.
2S. Centre de gravité de l'aire comprise entre la cissoïde et son asymptote, de l'aire circonscrite par la courbe xy* = é'(a— -*), d'un secteur parabolique compris entre la courbe et deux rayons vecteurs issus du foyer, de l'aire comprise entre une branche de sinusoïde et l'aie des x. PJ.
27. Centre de gravité de l'aire comprise entre uq arc d'ellipse, le diamètre qui aboutit à une extrémité de l'arc et la corde conjuguée passant à l'autre eitrémité; en déduire le centre de gravité d'un segment parabolique. SG.
28. Centre de gravité d'une demi-boucle de ta lemniscate de Bernoulli. SG.
29. Déterminer une courbe plane telle que le centre de gravité de l'aire comprise entre la courbe, les aies et une ordonnée a: = h ait pour abscisse r ■ SG.
30. Établir la relation qui existe entre les aires de quatre triangles ayant pour bases les côtés d'un quadrilatère, et pour sommet commun le centre de gravité de i'aire du quadrilatère. SG.
31. Centre de gravité d'une zone de paraboloïde de révolution limitée par un plan perpendiculaire à l'axe, de la surface d'un hémisphère où la densité en chaque point est proportionnelle à sa distance à la base. PJ.
32. Considérons l'enveloppe de la surface représentée par l'équation
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a et ^ étant deux paramètres liés par une relation donnée : le volume compris entre cette surface, le plan xy et un cylindre parallèle à l'axe des s anra un centre de gravité dont l'ordonnée sera la moitié de celle qui correspond à l'aire interceptée par le cylindre dans ta surface, PJ.
33. Centre de gravité d'une surface sphérique quelconque, triangle sphérique, surface de Viviani. SG.
34. Centre de gravité de la portion de l'aire du paraboloïde 2ï = 1-i- comprise entre les plans des zx et des zy et le cylindre 4+^= i. SG.
35. Centre de gravité du volume engendré par l'aire comprise entre une parabole, son a^ie et une ordonnée porpendicubire, qu'on fait tourner autour de la tangente au sommet. PJ.
36. Centre de gravité du volume engendré par la révolution: ]' d'une boucle de strophoïde autour de son axe ; 2° d'un segment comprisentre une parabole et deux rayons vecteurs, autour de l'axe de la parabole. SG,
37. Centre de gravité du volume compris entre les parties positives des plans coordonnés rectangulaires et les surfaces de deux cylindres
l! + 4 = ', ^+-! = '- (sa-)
38. Volume et centre de gravité de l'espace compris entre le plan des xy, celui des xz, le cylindre x*-\'y^ — ax = et la sphère ^■*-f-j*-i-a' = (ï>; la courbe d'intersection est la courbe de Viviani. SG.
39. 11 existe un grand nombre de solides terminés par deux faces planes parallèles et tels que l'aire d'une section parallèle à ces plans s'exprime par une fonction du second degré de sa distance à l'unedes ^ces; soient A la hauteur, B, 6', pies aires des faces et de la section moyenne : le volume est
et le rapport des distances du centre de gravité à la face B et à la face B' est celui de B'+a^àB + ap. SG.
3i4 ÉnoncËs de problèmes.
40. Centre de gravité du volume compris entre le plan des z. sphère a:* -h 7* + a« = a» et le paraboioïde j;' -»-/'= a" —
41. Centre de graiité du volume compris entre les parties positives des plans coordonnés rectangulaires et le paraboloïdo
^z = c{^-a){y—b). (PJ.)
it. ÂttraclioD d'une droite homogène sur un point, l'attraction étant en raison inverse du carré de la distance. SG.
43. Attraction d'un ellipsoïde sur un point intérieur ou extérieur, l'attraction s'exerçant en raison inverse de la quatrième puis* sance de la dislance. SG.
44. Toutes les molécules d'un hémisphère homogène sont douées d'un pouvoir attractif suivant la loi newtonienne : en quel point de l'axe de symétrie doit-on placer un point soumis à l'attraction pour qu'il reste en équilibre? PJ.
45. Déterminer la forme d'un solide de volume donné, de manière qu'il exerce sur un point donné une attraction matimum, l'attraction étant suivant la loi newtonienne. PJ.
46. La loi d'attraction de Newton est la seule avec laquelle une couche sphérique homogène soit sans action sur un point intérieur.-
SG
47. Trouver toutes les lois d'attraction qui ne dépendent que de la distance et avec lesquelles une sphère attire un point extérieur, comme si la masse était concentrée au centre, PJ.
48. Action d'un anneau sur un autre situé dans le plan du premier et passant par son centre ; l'attraction est réciproque an cube de la distance. SG.
49. Calculer le potentiel d'nne masse sphérique indéfinie oii la densité est e-' à la dislance r du centre. SG.
30. Un point est en équilibre au centre d'un octaèdre régulier dont les sis sommets ont des masses égales, et attirent proportionnellement à la puissance n de la dislance : calculer l'attraction subie par le mobile quand on l'écarle très peu de sa position d'é^quilibre, et dire pour quelles valeurs de n l'équilibre est stable ou non.
SG
SI. Un ellipsoïde de révolution homi^ne, légèrement aplati.
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exerce sur un point de sa surface une attraction représentée par un terme constant et un terme proportionnel au carré du sinus de la latitude : application à la Terre. PJ.
m. Considérons un ellipsoïde dont les axes sont assez peu différents pour qu'on néglige les quatrièmes puissances de l'excentricité des sections principales, et une sphère concentrique et de mSme volume: les deux solides, supposés homogènes et de même densité, exercent la même attraction sur les points d'intersection de leurs surfaces. PJ.
DTRAHIQlICd" Partie).
(A partir do la Xll° Lefon de Sturin.)
83. Un mobile est attiré vers un centre fixe par une force proportionnelle à la puissance n"™' de la distance : trouver la valeur de ff, telle que le mobile partant d'une distance inlînie arrive à la distance c du centre d'attraction avec la même vitesse qu'il aurait à la
distance - s'il était parti sans vitesse de la distance c PJ.
S4. Un point matériel attiré vers les quatre sommets d'un carré par des forces qui ne dépendent que de la distance est éloigné à une petite distance du centre sur une diagonale : durée des petites oscillations qu'il exécute. PJ.
K5. Mouvement d'un point tiré du ropos par une force émanant d'un centre fixe et réciproque au cube de la distance : la loi du mouvement peut-elle toujours être représentée par la même intégrale? SG.
56. Mouvement d'un point qui reste sur la droite joignant deux centres d'attraction et qui est attiré vers chacun d'eux suivant laloi uewtonienne ; application à un corps qui se mouvrait entre la Terre et la Lune. SG.
57. Mouvement d'un point attiré proportionnellement à la distance par un centre d'action qui se déplace d'un mouvement rcctiligne et uniformément accéléré; le point étudié est d'abord en repos. PJ.
88. Deux points ont un mouvement uniformément varié suivant deux droites quelconques; minimum de leur dislance. PJ.
3l6 ÉNONCÉS DE FKOBLÈHIiS.
99. Une bille parraitement élastique tombe d'une hanteur connue sur un plan horizontal : calculer la bauteur â taquelle elle rebondit après avoir toucbé n fois le plan, en admettant que Vaîr offre une résistance au mouvemenl proportionnelle au carréde la vitesse. PJ.
60. Mouvement rectil igné d'un point matériel attiré vers un centre fixe en raison inverse du cube de la distance; le centre est entouré d'une atmosphère dont la densité varie en raison inverse du cube de ia distance au centre, et qui présente une résistance proportionnelle à sa dett»té et au carré de la vitesse. PJ.
61. Mouvement rectiligne d'un point attiré proportionnellement à la distance vers un centre d'action qui se meut uniformément dans un milieu homogène dont la résistance est proportionnelle au carré de la vitesse. PJ.
62. Mouvement vertical d'un point pesant, en supposant la réeistance de l'air proportionnelle au cube delà vitesse. SG.
63. Un mobile se meut dans tm milieu homogène résistant en proportion du carré de la vitesse : délenniuer suivant quelle loi il doit être attiré vers un point fixe pour qu'il l'atteigne dans un temps conslant, quelle que soit la distance d'où il part sans vitesse. SG.
64. Étant donnés deux axes rectangulaires, un mobile M situé d'abord sur OX se meut de telle sorte que son ordonnée ainsi que l'angle MOX croissent proportionnellement au temps : délerminer la trajectoire, la tangente et le rayon de courbure en chaque point.
SG
65. Un point parcourt avec une vitesse coustante i° une lemniscate de Bernoulli, i' une loxodrome sphérique : déterminer l'accélération et le rayon de courbure en chaque point de la trajectoire. SG.
66. Démontrer qu'un point attiré vers les deux foyers d'une hyperbole suivant la loi de Newton peut décrire celle courbe si on lui suppose au sommet une vitesse convenable : déterminer la loi du mouvement correspondant. SG.
67. Quand un point décrit une trajectoire plane sous l'action d'une force toujours dirigée vers le centre de courbure de la développée, l'aire comprise entre la trajectoire, un rayon de courbure fixe, un autre variable et l'arc correspondant de déi'cloppée croit proportiauDellemenl au temps. SG.
68. Si la parabole décrite par un point pesant dans le vide coupe
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une droite en deux points A et B, les vitesses du mobile en ces deas
points, estimées suivant une perpendiculaire à AB, sont égales et de eens conlraires. PJ.
69. Un point décrit une parabole soua l'action de deux forces; l'une, perpendicuiaire à l'aie, est proportionnelle à la distance du mobile à cet axe; l'autre est parallèle à l'axe, maïs on demande de trouver sa vaieur, ainsi que la loi du mouvement. PJ.
70. Une bille parfaitement élastique est lancée avec une vitesse connue d'un certain point d'un plan incliné sur lequel elle rebondit en faisant des angles d'incidence et de réflexion égaux : trouver la dislance du r^™" point de rencontre au point de départ. PJ.
71. Un point décrit une ellipse sous l'action d'une Torce parallèle au petit axe ; grandeur de la force et loi du mouvement. PJ.
72. Mouvement d'un point attiré vers une droite fixe par une force inversement proportionnelle au carré de ladislance; la vitesse initiale est parallèle à la droite. SG.
73. Mouvement dedeus points qui s'attirent proportionnellement à la dislance, et dont l'un est libre, l'autre obligé de rester sur une droite fîtte. Cas où la masse du point libre est triple de celle du second, les vitesses initiales étant nulles, et la droite fixe exerçant un frottement. SG.
74. Mouvement d'un point M attiré en raison directe de la distance vers un centre d'action qui parcourt un cercle avec une vitesse angulaires; M ne sort pas du plan du cercle. Cas où l'attraction est égale à la distance multipliée paru* et oii M est d'abord immobile au centre du cercle. SG.
73. Un corps pesant est soumis à l'action d'une force variable, mais toujours tangcntielie : déterminer la grandeur de cette force de manière que la vitesse soit constante ; courbe décrite par le mobile.
SG
76. Mouvement d'un point pesant sur un plan incliné dépoli; discussion. SG.
77. Un mobile décrit une ellipse sous l'action d'une force toujours dirigée vers un point fixe du plan : calculer la loi de cette force ; cas particuliers. SG.
TS. Un point décrit la podaire, lieu des projections du centre d'une conique sur ses tangentes, sous l'action d'une force dirigée vers le centre : exprimer la valeur de celte force en fonction du rayon vecteur ; rayon de courbure de ia podaire. SG,
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79. Un point se meut de manière que sa vitesse soit proportionnelle à ia puissance n"™ de son rayon vecteur et que la vitesse aréolaire de ce rayon soit constante : étudier le mouvement. SG.
80. Ud point décrit une parabole sous l'action d'une force qui passeconsLamment aupoint de rencontre de la directrice et de l'axe: valeur de cette force, loi du mouvement. PJ.
81. Un point décrit une parabole sous l'action d'une force dirigée vers le foyer; à un moment donné, la force attractive se trouve doublée : déterminer la nouvelle trajectoire. PJ.
82. Un point matériel posé sur un plan horizontal poli est attaché à UD point Gxe de ce plan par un fil 1res mince qui peut s'allonger légèrement et exerce alors une traction proportionnelle à l'allongement. Le fil étant d'abord rectiligne, mais sans tension, on imprime au point mobile une vitesse perpendiculaire au fil : étudier le mouvement résultant. PI,
83. Un point est attiré vers un centre fixe par une force proportionnelle à la distance : étudier le lieu formé par sa trajectoire quand, la vitesse initiale ayant une grandeur connue, on lui donne toutes les directions comprises dans un certain plan. 3G.
81. Mouvement d'un point sollicité par deux forces émanant d'un centreGxe; l'une, attractive, est proportionnelle à la distance, l'autre, répulsive, en raison inverse du cube de c«tte distance. Cas où à l'instant initial ces deux forces se détruisent et où la vitesse est perpendiculaire au rayon vecteur. SG.
85. Un mobile est attiré vers un centre fixe avec une intensité fonction de la distance : trouver quelle doit être la forme la plus générale de cotte fonction pour que la trajectoire soit toujours une courbe fermée, quelle que soit la direction de la vitesse initiale, dont la grandeur doitseulement rester entre certaines limites. SG.
86. Déterminer la constante de l'attraction universelle d'après le mouvement planétaire; mouvement parabolique des comètes : l'intervalle de temps mis par une comète pour passer d'une positionà une autre peut s'exprimer en fonction de la distance de ces deux positions et des rayons vecteurs correspondants [théorème de Lambert). SG.
87. Dans le mouvement elliptique ou hyperbolique déterminé par l'attraction du foyer, l'intervalle de temps mis par le mobile pour passer d'une position à une autre peut s'exprimer au moyen de la distance des deux positions, des deux rayons vecteurs et de l'axe focal de l'orbite, PJ.
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88. Dans le mouvement elliptique, calculer la plus grande équatioa du cenlre, et, réciproquement, développer l'excentricité en série suivant les puissances de cette équation. PJ.
89. Mouvement d'un point attiré vers un centre fiKe par deux forces réciproques, l'une au carré, l'autre au cube de la dislance;
' quand cette seconde force est petite, la trajectoire peut s'obtenir en faisant décrire au mobile une ellipse qui tournerait autour de son foyer. PJ.
90. Un point pesant se meut dans un milieu dont la résistance est proportionnelle à la densité et au carré de la vitesse*, la trajectoire est une circonférence : trouver la loi du mouvement et celle de la variation de la densité du milieu. PJ.
91. Mouvement d'un point M attiré vers un centre avec une force— j-, où r = OM; la distance initiale est a, la vitesse initiale — fait l'angle aigu a avec la droite MO; enfin le point est entouré d'un milieu non homogène ezergant une résistance égale à iipi... SO.
93. Un point attiré vers un centre fixe en raison directe de la „<Bm puissance de la distance se meut dans un miliciu dont la résistance est proportionnelle à la densité et au carré de ta vitesse : sachant que la trajectoire est une circonférence qui passe au point attirant, trouver la loi de la, densité et celle du mouvement. PJ.
93. On peut considérer des accélérations d'ordre supérieur telles que l'accélération du (n — i )"•" ordre ait pour projections sur les axes
di" ' 'dî^'' rf("' on propose de calculer les projections de ces suraccélérations sur la tangente à la trajectoire, la normale principale, l'axe du plan osculateur. SG.
94. Mouvement d'un point de masse i assujetti à rester sur l'intersection des deux surfaces z'= aox, 9,j->= i6jm, et sollicité par une force dont les composantes rectangulaires sont
le point est d'abord k l'origine et lancé vers le haut et en avant du plan des xz avec la vitesse ai: SG.
3aO ÉHONCÉS DE PltOBLÈlIES.
95. Un point obligé de realer sur une spirale logarilhmique est attiré verslepûle par une force réciproque au carré de la distance: loi du mouvement, co étant nul. PJ.
96. Deux points pesants réonis par une tigerigide et sans massa sont obligés de rester sur deux droites situées dans le même plan vertical : petites oscillations du système quand on l'écarté légèrement de sa position d'équilibre. FJ.
97. On donne une série de courbes homothé tiques, par exemple une série de cycloïdes ayant un point de rebroussement commun, où elles admettent une même tangente qui est verticale; sur chacune de ces courbes on laisse tomber sans vitesse initiale un poiut pesant â partir du point commun : lieu des positions des divers mobiles à une même époque (courbe synchrone). PJ.
98. On donne une ellipse dont le grand axe est vertical et un point pespnt placé dans son intérieur à une extrémité du petit axe : déterminer avec quelle vitesse on doit le lancer pour qu'après s'être détaché de 1 ellipse il décrive un arc parabolique passant au centre de l'ellipse. PJ.
99. Un point assujetti à parcourir une ellipse est attiré vers le centre par uae force proportionnelle i la distance et vers les deux foyers par des forces réciproques au carré de la distance : montrer que la pression exercée sur la courbe est réciproque au rayon de courbure ; examiner la valeur initiale de la vitesse qui rendrait la pression toujours nulle et interpréter les trois parties dont se compose le carré de cette vitesse. SG.
100. Un point non pesant, assujetti à rester sur une circonférence, est attiré vers un poiut de cette courbe par une force fonction de la distance : déterminer cette fonction de manière que la pression exercée sur le cercle soil constante ; nature du mouvement produit.
SG
101 . On donne dans un plan vertical une cycloïde à base horizontale, tournant sa convexité vers le bas et engendrée par un cercle de rayon a\ un fU sans masse, de longueur 6a, est fixé par un bout au point de rebroussement de la cycloïde et porte à son autre extrémité une petite masse à laquelle on donne une vitesse horizontale v'Sff" i mouvement du système, tension du fil. SG.
lOS. Deux masses pesantes se meuvent sur un cercle vertical de manière que leurs vitesses au point le plus bas soient égales : montrer que la corde qui joint les positions simultanées des deux pen-
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dules enveloppe un cercle; interprélation de l'int^rale de l'équation d'Etder donnée par Jacobi- Remarquer que, s'il existe un polygone inscrit i un cercle et circonscrit à un autre, ilen eii^ une ioGnité. SG.
103. Courbe sur laquelle il faut laisser glisser un point pesant pour qu'il descende de hauteurs égales dans des temps égaux; on donne la vitesse initiale, qu'on suppose dirigée verticalement. PJ.
104. Dn point pesant t-eçoît une vitesse horizontale connue et dirigée vers un point : quelle est la courbe sur laquelle gd doit l'obliger à rester pour que sa distance au point décroisse uniformément f PJ.
105. Sur quelle courbe doit-on faire mouvoir un point attiré vers un centre fixe proportionnellement à la distance pour que le rayon yectenr issu du centre attractif tourne uniformément T PJ.
106. Déterminer dans un plan vertical une courbe telle qu'un point pesant, obligé de la parcourir et lancé avec une vitesse a, exerce une pression proportionnelle à la /i"™ puissance de sa distance à l'horizontale située à la distance — au-dessus du point de départ. PJ.
107. Déterminer dans un plan vertical une courbe telle qu'un point pesant assujetti à la suivre exerce une pression proportioonelleàla composante normale du poids; cas d'intégrabilité. SG.
108. Déterminer dans un plan verlicai une courbe qui éprouve une pression constanle de la part d'un point pesant obligé de la suivre et animé d'abord d'une vitesse horizontale connue ; étudier complètement ta forme de la courbe. SG.
109. Trouver une courbe plane telle qu'un point obligé de la suivre, partant sans vitesse d'un point 0, mais attiré vers un centre connu proportionnelbment à la distance, arrive en un point quelconque M de la courbe dans le même temps que s'il s'était mû sur la droite OM. SG.
110. Déterminer sur une surface quelconque la courbe tautochrone pour un point sollicité par des forces connues : la composante langentielle de la force motrice doit être égale à la force qui produirait un mouvement rectiligne tautochrone. SG.
111. Déterminer dans un plan une courbe tautochrone pour un mobile attiré vers un point du plan en raison directe de la dislance ou en raison inverse de son carré. SG.
SlVM. _ V<c., 1. i<
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lis. Délenniner dans un pltD vertical une conrbe tantochrone pour un point pesant qui éprouve de la part du milieu ambiant une résistance proportionnelle au carré de la vitesse. S6.
113. Étant donnés deux axes rectangulaires, dtierroiner dans leur plan les courbes tautochrones pour un point attiré vers OX par une force égale i ky ; l'extrémité des arcs parcourus est l'origine- PJ.
114. Quand on considère un mobile qui doit rester dans un plan et qui est sollicité par une force dont les composantes sont les dérivées partielles d'une même fonctiou, on peut, sans l'emploi du calcul des variations, démontrer que dans la bracbistochrone la pression exercée sur la courbe est double de la composante normale de la force motrice. SO.
115. Déterminer la brachistocbrone ; i° pour un point pesant; 3'pourunpoiDtmobiledansnnplanet attiré vers undesespoinlf' en raison inverse du carré de la distance. SG,
116. Calculer l'amplitude et la durée des petites oscillations d'un pendule circulaire en supposant la résistance de l'air en raison du carré de la vitesse. PJ.
117. Calculer l'expression la plus générale de la force tangentielle dans le mouvement tautochrone. FJ.
118. Déterminer dans un plan vertical une courbe téllo qu'un point pesant obligé de la suivre et éprouvant une résistance proportionnelle au carré de sa vitesse, après avoir été lancé d'un point de la courbe avec une vitesse convenable, arrive en un point quelconque avec une vitesse égale à celle qu'il acquerrait en tombant, dans le même milieu, d'une hauteur égale à l'arc qui le sépare d'uD second point fixé sur la courbe. PJ.
119. On donne une cycloTde dépolie dont l'axe est vertical et la convexité tournée vers le baut : déterminer !e mouvement d'un point pesant posé sur celte courbe et ayant au sommet une vitesse donnée; point où le mobile s'arrête ou s'écbappe. 5G. .
120. Mouvement d'un point pesant sur une hélice dépolie tracée sur un cylindre de révolution à aie vertical; discuter les divers cas d'après la vitesse initiale. SG.
121. Mouvement d'un point pesant obligé de rester sur un cylindre droit à axe vertical et attiré vers un point fixe par une force proportionnelle à la distance. SG.
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123. Houvement d'un point non pesant assujetti A rester sur la surface d'un cône droit et attiré vers l'ase par une force qui lui est perpendiculaire et varie en raison directe de la distance du mobile à l'axe. Cas où !e demi-angle du cûne est de 3o degrés, SG.
123. Mouvement d'un point pesant sur un paraboloïde de révolution dont l'aie est vertical et la convexité tournée vers le bas; la différence d'azimut d'un maximum et du minimum qui le suit eat >-; théorème acalogue de M. Puiseux sur le pendub; loi des petites oscillations. Tautocbrone sur la surface. SG.
121. D'un point pris à volonté sur un méridien d'une surlace de révolution à axe vertical, on lance un point pesant suivant la tangente au parallèle avec'une vitesse qui est fonction connue des coordonnée du point de départ. Déterminer la surface de manière que le mobile assujetti à rester dans son intérieur décrive toujours un parallèle. PJ.
125. Trouver une surface passant par une courbe donnée, une hélice par exemple, et telle qu'un point pesant parcoure cette courbe quand on le pose sur la surface, en un point de la courbe, et qu'on lui imprime une vitesse convenable. PJ.
126. Déterminer toutes les surfaces telles qu'un point pesant abandonné sans vitesse en un quelconque de leurs points et obligé de rester sur la surface glisse toujours Je long d'une ligne de plus grande pente. SG.
127. Trouverl'équationet la forme des lignes géodésiques l'sur une surface de révolutbn, 3° sur un ellipsoïde : une ligne géodésique est la trajectoire d'un point qui n'est soumis à aucune force extérieure. SG.
128. Le mouvement relatif d'un point est identique au mouvement absolu qu'il prendrait si aux forces qui agissent réellement sur lui on ajoutait ^deux forces Qctives : la première égale et de sens contraire à celle qui produirait le mouvement d'un point égal au point donné, coïncidant avec lui â l'époque considérée, mais ne bougeant plus par rapport au système de comparaison; la seconde est égale au double produit de la vitesse relative par la vitesse de rotation du mouvement d'entraînement et par le sinus de l'angle de la vitesse relative et de l'axe de la rotation ; elle est perpendiculaire à ces deux droites et à gauche de la première par rapport à la seconde. SG.
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129. Un point pesant est asaujettt i te motivoir sar une courbe qui tanme autour d'une verticale avec une vitesse constante : déterminer la courbe de manière que le point se meuve suivant une loi donnée. PJ.'
130. Un point décrit une orbite connne sons faction d'une force émanant d'un centre fixe : quelle force faudrait-il adjoindre i la force donnée pour que, sans changer aui diverses époques la distance du mobile.au point 0, la vitesse angulaire de son rayon vecteur augmente seule dans une proportion constante et connue?
PJ.
131. Mouvement d'un point pesant assujetti à resUff sur niw droite qui tourne uniformément autour d'un axe vertical non sHné dans le même plan. PJ.
132. Même question en supposant l'axe de rotation horizontal.
133. One horizontale CÂ est liée invariablement A un axe vertical AB; à l'extrémité C s'articule une tige qui peut prendre toutes les directions dans le plan ABC, mais qui coupe AC et qui se termine par une boule très lourde ; forme d'équilibre quand le plan ABC tourne uniformément autour de Ait; condition pour que ce régulateur soit le plus sensible possible. S(3.
134. Mouvement d'un point pesant sur un plan incliné poli qui tourne uniformément autour d'un axe vertical. SG,
135. Un point attiré vers un centre par une force fonction de la distance se meut de manière à se trouver toujours sur une spirale logarithmique qui aurait son pâle en et tournerait alentour avec une vitesse angulaire constante dans ua plan horizontal : trouver la loi de la force et la nature de la trajectoire. SG.
136. Influence de la rotation de la Terre sur lo mouvement apparent des projectiles et sur le pendule ibérique. SG. PJ.
137. Mouvement d'un point posé sur un plan horizontal poli et attaché par une lige rigide et sans masse à un point qui parcourt uniformément un cercle du plan. PJ.
138. Oscillations d'un point pesant placé à l'intérieur d'un cylindre droit dont l'axe est dirigé suivant la tangente flu parallèle du lieu d'observation : on tient compte de la rotation do ta Terre.
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