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TRANSLATION D UN COUPLE DANS UN PLAN PARALLÈLE Au SIEN.
339. On appelle couple l'ensemble de deux forcés égales, parallèles et de sens contraires, agissant aux extrémités d'une droite. On sait qu'un couple ne peut pas être tenu en équilibre par une simple force (33).
Le hras <7e /ewer d'un couple est la perpendiculaire commune menée entre les directions des forces. On nomme moment d'un couple le produit de l'une de ses forces par le bras de levier.
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340. Un couple peut être transporté parallèlement à liii-niêine dans son plan ou dans tout plan parallèle et tourné comme on voudra dans ce plan sans que son action sur le corps auquel il est appliqué soit changée, pouri>u qu'on suppose le nouveau bras de levier invariablement Jixé au premier.
En effet, soient (P, — P) le couple proposé et AB son bras de levier. Soit CD une droite égale et parallèle
à AB. Appliquons perpendiculairement à CD, aux points C et D, les forces P'', — P', P', — P", égales et parallèles à P. L'état du système ne sera pas changé par rinlroduction de ces nouvelles forces. Or les forces P et P' se composent en une seule 2P, parallèle à leur direction et appliquée au point O, milieu de la diagonale AD. Les forces — P, — P' ont de même pour résultante une force — 2P appliquée au point O et qui détruit la force aP. Il ne reste donc que les deux forces P", — P", c'est-à-dire le couple (P, — P) transporté parallèlement à luimême.
341. Soit ensuite vin couple (P, ■ — P) dont AB est le bras de levier, et soit CD une droite égale à AB, située dans le plan des forces. Supposons que les deux droites AB et CD se coupent au point O en deux parties égales.
Appliquons aux deux points C et D, perpendiculairement à CD, quatre forces égales à P et parallèles, savoir: P', P", — P', — P". Les deux forces P et P' se composent en une seule R dirigée suivant le prolongement de la bissectrice de l'angle AFC, c'est-à-dire suivant OF, car les
deux triangles rectangles OFA et OFC ont môme liypolénuse et deux côtés égaux OA, OC. De même les deux forces — P et — P' ont une résultante — R égale et directement opposée à R. Les deux forces R, — R, se détruisant, il reste le couple (P", — P") qui n'est autre chose que le couple (P, — P) que l'on aurait fait tourner dans son plan et d'un angle quelconque autour du milieu de son bras de levier.-
De ces deux propositions réunies on conclut le théorème énoncé (340).
ÉQUIVALENCE DES COUPLES QUI ONT LE MEME MOMENT
342. Un couple peut être remplacé par un autre couple, de bras de levier dij[férent, poun^u que leurs moments soient égaux.
En effet, soit le couple (P, — P) dont le bras de levier est AB. Appliquons sur BC, comme bras de levier, deux
Fig. 1,3. couples {q,-q), (Q', - Q'),
_„ égaux et contraires, ce qui ne change pas l'état du système.
Les forces — P et — Q', appliquées au même point, ont une résultante — (Ph-Q').
Les deux forces P et Q', parallèles et de même sens, ont
une résullante P -}- Q', qui passera par le point B, si
l'on a
I \ P _ BC
^') q^-âb'
et qui détruira la force ■ — (P-t- Q') appliquée au même point. Il ne restera donc que le couple (Q, — Q) appliqué au bras dé levier BC et de même moment que le couple proposé, car l'égalité (i) donne
(a) PXAB = QXBC.
343. II n'y a donc à considérer dans un couple que la position de son plan, son moment et le sens suivant lequel
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il tend à faire tourner son plan. Pour connaître le sens d'un couple, il faut supposer fixe le milieu du bras de levier et examiner dans (|uel sens chaque force tend h faire tourner ce bras de levier dans son plan. Il ne faut pas confondre cette rotation fictive avec celle du corps auquel le couple est supposé appliqué, car en général le corps ne tournerait pas autour d'une droite perpendiculaire au plan du couple, menée par le milieu du bras de levier.
COMPOSITION DES COUPLES SITUÉS DANS UN MEME PLAN OU DANS DES PLANS PARALLELES.
344. Deux couples situés dans un même plan ou dans des plans parallèles se composent en un seul, situé dans uji plan parallèle à celui des couples proposés, et dont le moment est égal à la somme ou à la différence des moments des couples composants, suivant quils tendent à faire tourner leur plan dans le même sens ou en sens contraires.
Soient, en effet, (P, — P) et (Q, — Q) ces deux couples, et p, <7 leurs bras de levier. Nous pouvons les remplacer par deux autres couples (P', — P'), (Q', — Q'), appliqués sur un même bras de levier d et situés dans uu plan parallèle aux plans des couples composants, pourvu que l'on ait
V'd^Vp, q'd=Qq.
Ces deux couples, ayant même bras de levier, se composent évidemment en un seul [P'h-Q', — (P'-H Q')] s'ils sont de même sens et [P' — Q', — (P' — Q')] s'ils sont de sens contraires. Dans le premier cas, le moment du couple résultant sera
(P'_(_Q')^ — P'^4-QV = Py^ + Q7, et, dans le second cas,
ce qui démontre le théorème énoncé.
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345. On conclut de là que des couples en nombre quelconque^ situés dans un même plan ou dans des plans parallèles, se composent en un seul situé dans un plan parallèle à ceux des couples proposés, et dont le moment est égal à la somme algébrique des moments de ces derniers, en regardant comme positifs les moments des couples qui tendent à faire tourner leur plan dans un certain sens, et comme négatifs les moments des couples qui tendent à faire tourner leur plan dans le sens opposé.
346. D'où résulte qu'un couple peut être décomposé d'une infinité de manières en autant de couples que l'on voudra, situés dans des plans parallèles; car on peut prendre à volonté les moments de tous ces couples, à l'exception d'un seul.
COMPOSITION DES COUPLES SITUÉS DANS DES PLANS QUELCONQUES
347. Considérons maintenant deux couples situés dans deux plans lAH, KAH, qui font un angle quelconque.
On peut d'abord remplacer ces deux couples respectivement par deux autres équivalents, (P, — P), (Q, — Q),
ayant un même bras de levier AH, pris sur l'intersection des deux plans.
Les forces P et Q, représentées par les droites AB et AC, se composent en une seule R représentée par AD, diagonale du parallélogramme ABCD. De même les forces — P et — Q donnent une résultante évidemment égale et parallèle à la première,maisde sens contraire. Donc lesdeux couples (p, — P), (Q, — Q) se composent en un seul (R, — R).
Les moments des trois couples sont
PXAH, QXAH, RxAH.
Ils sont donc entre eux comme les forces P, Q, R et peuvent être représentés par les droites AB, AC, AD. De là le tliéorème suivant :
Si l'on mène dans les plans des deux couples donnés deux droites AB, AC, perpendiculaires à l'intersection de ces plans et proportionnelles aux moments de ces couples, la diagonale AD du parallélogramme ABCD, construit sur ces deux droites, représentera en grandeur le moment du couple résultant^ dont le plan passera par cette diagonale et par V intersection AH.
AUTRE MANIÈRE DE PRÉSENTER LA COMPOSITION DES COUPLES
348. On peut présenter sous une autre forme les théorèmes relatifs à la composition des couples. Soit (P, — P)
un couple quelconque dont le bras de levier AB est p. Par un point O pris à volonté sur le bras de levier soit menée une droite OL, perpendiculaire au plan du couple, et dont la grandeur représente le moment Vp du couple. Supposons cette droite dirigée d'un côté de ce plan tel, qu'un observateur placé sur cette perpendiculaire, les pieds sur le plan et l'œil au point L, verrait tourner ce plan dans un sens convenu, par exemple de sa gauche vers sa droite. La direction et la longueur de OL déterminent complètement le sens et la grandeur du couple (P, — P). Nous appellerons celte droite le moment linéaire du couple.
349. La considération du moment linéaire rend les énoncés relatifs à la composition des couples entièrement
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semblables à ceux qui se i apportent à la composition des forces.
D'abord on voit aisément que le moment linéaire du couple résultant de plusieurs couples situés dans des plans parallèles est égal à la somme algébrique des moments linéaires des couples composants .
350. Considérons maintenant deux couples dont les plans forment un angle {Jig. ii4î P- 5). Menons dans le plan ABDC, perpendiculaire à AH, la droite AL perpendiculaire et égale à AB. Si la droite AL est dirigée dans un sens tel, qu'un observateur placé sur AL voie le couple (P, — ■ P) entraîner son plan de la gauche vers la droite, cette ligne sera le moment linéaire du couple (P, — P). Menons ensuite dans le plan ABDC les deux droites AG ^^ AD et AM = AC faisant avec AL des angles respectivement égaux aux angles BAD et BAC : AG sera à la fois perpendiculaire aux lignes AC, AH et par suite au plan DAH du couple (R, — Pi) : par la même raison AM sera perpendiculaire au plan CAH du couple {Q, — Q). En outre, si l'on imagine que ces plans DAH, CAH tournent autour de AH jus([u'à ce qu'ils soient rabattus sur le plan BAH, les perpendiculaires à ces trois plans coïncideront et seront dirigées dans le même sens. Ces trois perpendiculaires sont donc les moments linéaires des trois couples. Or la figure ALGM est un parallélogramme égal au parallélogramme ABCD. Car en plaçant AL sur AB, AG tombera sur AD et AM sur AC. Donc deux couples situés dans des plans différents se composent en un seul dont le moment linéaire est la diagonale du parallélogramme qui a pour côtés les moments linéaires des deux couples composants.
351. Ainsi les couples se composent comme des forces qui seraient représentées en grandeur et en direction par leurs moments linéaires, et qui passeraient par un môme point, puisqu'on peut transporter les plans des couples
parallèlement à eux-mêmes, de manière que leurs plans passent par un môme point. Par conséquent, le moment linéaire de la résultante d'un nombre quelconque de couples sera représenté par le dernier côté d'un polygone dont les autres côtés seraient égaux et parallèles aux moments linéaires des couples composants; trois couples se composeront en un seul dont le moment linéaire sera la diagonale du parallélipipède construit sur les moments linéaires des couples composants, etc. Ces théorèmes conduiront à l'expression analytique de la résultante d'un nombre quelconque de couples dont les moments linéaires seraient rapportés à trois axes rectangulaires quelconques.
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C05IP0SITI0N ET ÉQUILIBRE DES FORCES APPLIQUÉES A UN SYSTÈME INVARIABLE.
Réduction des forces appliquées à un système invariable. — Equilibre d'un système de forces parallèles situées dans un même plan. — Composition et équilibre d'un système de forces situées dans un même plan. — Équations générales de l'équilibre.
UÉDUCTIOJV DES FORCES APPLIQUÉES A UN SYSTEME INVARIABLE
352. Considérons un corps solide invariable, auquel F»S- 'i6. sont appliquées en diffé-
rents points A, B, C, . . . , les forces P,P',P",.... Appliquons au point O, pris à volonté dans le corps ou lié invariablement avec lui, des forces égales et contraires deux à deux et égales respectivement à P, P', P", . . . . L'inlroduclion de ces nouvelles forces ne change pas l'état du système, mais elle permet de réduire l'ensemble des forces à une force unique et à un couple. En effet, on peut d'abord composer toutes les forces P, P', P", . . . , appliquées au point O, en une seule R et ensuite Fig. 117. réduire à un seul couple tous les
_ /-s couples (P, — P), (P', — P'),
{ P", — P") , etc. Par conséquent^ toutes les forces appliquées à lin corps solide peuvent se réduire à une force unique R, résultante des forces P, P', P", . . . , transportées pa-
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rallèlcment à elles-mêines en un point arbitraire O et à un couple unique (S, — S).
On doit remarquer que la grandeur, la direction et le sens de la résultante R ne changent pas avec le point O; mais le moment et la position du couple résultant chan gent avec ce point.
Comme une force ne peut pas faire équilibre à un
couple, il faut, pour qu'il y ait équilibre, que la force R
et le couple (S, — S) soient nuls séparément; en d'autres
termes, quand un système de forces est en équilibre, les
forces transportées parallèlement à elles-mêmes en un
point quelconque se font équilibre autour de ce point,
et les couples résultant de la translation de ces forces
doii^ent aussi se faire équilibre. Ces conditions sont
d'ailleurs suffisantes. 2.
3o4. Si le système admet une résultante unique, i une
force Pi' égale et contraire à cette résultante devra faire s équilibre à la force R et au couple (S, — S). Appliquons donc au point O deux forces R', — R'. Il doit y avoir équilibre entre les deux couples (R', — R'), (S, — S) et les deux forces R et R'. Or ces deux dernières, devant nécessairement se détruiie. doivent être égales et directement opposées. Donc, en supprimant les forces R' et — R' qu'on avait appliquées au point O, on voit que la force R appliquée en O et la force R.' appliquée en H forment un couple qui fait équilibre au couple (S, — -S). Donc les plans de ces deux \ couples sont parallèles, et par conséquent la force R est parallèle au plan du couple résultant.
Cetle condition est d'ailleurs suffisante, car, si elle est remplie, on pourra toujours, dans un plan parallèle au plan du couple (S, — S), placer une force (R' ~ R), de
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telle sorte que le couple (R, — R) détruise le couple (S, — S). Alors la force R' faisant équilibre à la force R et au couple (S, — S), une force égale et directement opposée à R.' sera la résultante du système.
355. Nous avons vu qu'un nombre quelconque de pj , forces appliquées à un syslèmeinvariable dans
l'espace se réduisait à une force R et à un couple (S, — ■ S) qui ne sont pas en général ^Q situés dans des plans parallèles. En transpor- ^ tant le couple (S, — S) parallèlement à lui-
même jusqu'à ce que l'une des forces, — S, passe par un point O de la force R, les forces — S et R se composent en une seule T, non située dans le plan du couple (S, — S), si la force R elle-même n'y est pas contenue. Ainsi, un nombre quelconque de forces appliquées à un système invariable peuvent se réduire à deux forces S et T qui sont, en général, dans des plans différents, et dont V une passe par un point O, entièrement arbitraire. Cette réduction peut s'opérer d'uneinfînilé de manières, même sans déplacer le pointO, soit en faisant touiner le couple autour du point O, soit en changeant ce couple en un autre de même moment.
ÉQUILIBRE d'un SYStIlME DE FORCES PARALLÈLES SITUÉES DANS UN MÊME PLAN.
Par un point O du plan des forces P, P', P
Fig. 120. menons une droite x'Ox
P" perpendiculaire à la direction communedc ces forces.
Appliquons au point O des r~F forces égales et directement opposées, d'ailleurs égales - p ^p ctpaiallèles respectivement
^-'"' à P,P',P". ...On n'aura
plus qu'à considérer les forces P, P', P' , - . . , appliquées
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au point O, et les couples (P, — P), (P', — P'), . . . . La résullanle des foixes appliquées en O devant être nulle, on aura (i) Ph-P' + P'' + ... = o,
en considérant comme positives les forces qui tirent dans un sens, et comme négatives celles qui tirent dans le sens opposé.
307. Ensuite le moment du couple résultant de tous les couples (P, — P) (P', — P') , . . . devant être nul, on aura, en nommant x, x\ x"^. . . les bras de leviers des couples composants,
(2} Vx-{-V'x' + V"x" . . .-^o.
Cette égalité aura lieu en regardant les forces P, P', P", . . . comme positives ou négatives, suivant leur sens, et les bras de levier comme positifs ou négatifs, suivant qu'ils seront situés d'un côté ou de l'autre du point O. En discutant les quatre cas qui peuvent se présenter relativement au sens de chaque force et à la position de son point d'application, on verra que chacun des produits P.r, P'x',. . . prend de lui-même le signe qui convient au moment qu'il représente.
308. Si les forces données ne se font pas équilibre, elles se réduiront à une force R et à un couple (S, — S), lesquels auront une résultante unique 5 car II et (S, — S) sont dans un même plan. En effet, en introduisant une force — R, égale et parallèle à R, appliquée à un point dont Xi sera l'abscisse, il y aura équilibre, si l'on pose
R^, = P^ + V' x' -\-. .,, Puisque d'ailleurs
R = P + P' + P" + . . . „ on aura donc
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Ces formules déterminent Ja grandeur et la position de la résultante du système, laquelle est égale et directement opposée à la force — R qui lui fait équilibre.
3S9. Si la force R ©tait nulle, le système se réduirait au couple (S, — S), qui ne pourrait pas être tenu en équilibre par une simple force. Dans ce cas seulement il n'y aurait pas de résultante unique.
COMPOSITION ET ÉQUILIBr.E d'uN SYSTEME DE FORCES SITUÉES DANS VN Mi£ME PLAN,
360. Soient P, P', P'', . . . , les forces données; d'un point quelconque O, pris dans leur plan, abaissons sur leurs directions les perpendiculaires OA, OB, OC, . . . , et regardons A, B, C, . . . comme les points d'application des forces correspondantes. Transportons toutes ces forces parallèlement à ellesmêmes au point O. Elles auront une certaine résultante R, et les couples provenant de cette translation se composeront en un seul dont le moment G sera donné par la formule
G = Pp-h py + . . . ,
p, ;>', . . . désignant les bras de levier OA, OB, ... ; on convient en outre de prendre positivement les moments des couples qui tendent à faire tourner leur plan dans un certain sens et négativement ceux des couples qui agissent dans le sens contraire.
361. Dans le cas de l'équilibre, G doit être nul. On aura donc
(l) P/5-|-P'// + PV + ---=0.
Ensuite la résultante R devant être nulle, si X, Y,
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X', Y',.-' désignent les composantes dos forces suivant deux axes pris dans le plan, on aura
(2) Xh-X' +X"-^ . =0,
(3) Yh- Y'-T- Y"-f ...:=o.
On appelle moment d'unefoicepar rapport à un point le produit de cette force par sa distance au point en question.
On convient de regarder le moment d'une force comme positif ou négatif, suivant que celte force tend à faire tourner la perpendiculaire abaissée du point fixe sur sa direction dans le sens direcl ou dans le sens rétrograde. En adoptant celte définition, on voit que :
1° Lasonime des moments des forces par rapport à un point quelconque de leur plan doit être nulle; 2° les sommes des composantes suivant deux axes quelconques doivent être nulles séparément.
362. On peut écrire l'équation (i) sous une autre forme, d'après laquelle les moments prennent d'euxmêmes les signes qui leur conviennent.
Soit P l'une quelconque des forces données. Avant de Fig. 122. la transporter au point O, dé-
yj / composons-la en deux forces X
et Y, parallèles aux axes. La
/A X translation des forces X et Y au
/ poinlOdonnera naissanceàdeux
— X 0/ i) X B x~ couples (X, — X), (Y, — Y), et
~y en appelant 0 l'angle des axes,
et x^j les coordonnées du point A, les moments de ces deux couples sont Xj'sin0, Yxsinô. Pour un observateur placé sur la perpendiculaire menée par le point O au plan xOy^ le couple (X, — X) tendrait à faire tourner son plan de gauche à droite, et le couple (Y, — Y) de droite à gauche, en supposant les forces dirigées suivant les parties positives des axes. Il faut donc désigner leurs
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momenis par Xy sin 9 et par — Y.r sinÔ. On reconnaîtra ensuite aisément que si une force ou l'une des coordoniie'es change de signe, le couple changera de sens, et par conséquent son moment prendra de lui-même le signe convenable. En opérant de même sur ^', p", . . . , l'équation (i), après la suppression du facteur commun, prendra la forme
(4 ) Xj - Y.r + X'j' — Y'^' -t- X" j" ^ Y".r" -{-... = o.
363. Si les forces données ne se font pas équilibre, elles se rédufront à une force R et à un couple (S, — S) qui auront une résultante unique, si R n'est pas nul, puisque celte force et ce couple sont dans le même plan.
Une force R' r::::^ — R égale et contraire à la force cherchée devant former avec R un couple qui détruise (S,— S), en appelant /' le bras de levier du couple (R, — R), on aura
d'où Ton déduira r. La force R sera donc connue en grandeur et en direction.
Pour obtenir la direction suivant laquelle agit la résultante unique — R', soient J^i,j)^i les coordonnées d'un point quelconque de celte droite, et Xj, Yj les composantes de la force R parallèles aux axes. Il y aura équilibre dans le système après l'introduction de la force — R ou, ce qui revient au même, des forces — X,, — Yj, On doit donc avoir
-X,r, +Yx, + X7- Y^-+-X'j'-.. .-^o,
ou en posant
G= Xj — Yo: H- X'j ' — Y'^' + . . . , on aura
équation de la droite cherchée.
lO
ÉQUATIONS GÉNÉRALES DE l'ÉQUILIBRE.
Considéi ons maintenant un système quelconque
de forces P, P', P'', . . . appliquées à des points A, A', A". . . . liés entre eux d'une manière invariable. Décomposons la force P en trois autres X, Y, Z parallèles à trois axes rectangulaires Ox, Oj, Oz. Soient x = AB, j = OC, z =: OD, les coordonnées du point A.
Appliquons aux points D et O des forces égales et parallèles à X, mais deux à deux de sens contraires. Il en résulte une force X appliquée en O et deux couples (X. — X) appliqués sur BD et OD; le premiercouple peut être transporté parallèlement à luimême dans leplan xOy. Il reste une force X appliquée au point O et un couple (X, — X), ayant OD pour bras de levier et situé dans le plan ^O.r. En opérant delà même manière sur les composantes Y, Z, X', Y', Z', . . . , on ramènera le système proposé à plusieurs forces dirigées suivant les axes et à un certain nombre de couples situés dans les plans coordonnés. En appelant X, J'jZ, les résultantes des forces dirigées suivant les axes et L, M, N les moments résultants obtenus en composant les couples situés dans chacun des plans coordonnés,
on aura
L = Zj — Yz 4- Z'j' —Y'z' + .
M = Xz — Z.r + X'z' — Z'x' + .
E = Y.r — Xj 4- Tx' — X'y -+- .
365. Quand il y a équilibre, la résultante de toutes les forces dirigées suivant le même axe doit être nulle, et le couple résultant de tous les couples situés dans le même plan coordonné doit être aussi nul. Donc les six équations suivantes
iX^o, r-^o, Z — o, ^''' ( L =o, M=o, N = o
auront lieu dans le cas d'un système de forme invariable.
366. On peut mettre ces équations sous une autre forme, en v introduisant les intensités des forces P. P', P", ... ; et les angles «, /3, y, a', ,6', y', . . ., que leurs directions font avec les axes. Les composantes X, Y, Z, X', . . . , sont alors représentées pour la grandeur et pour le signe par Pcosa, P cos|3, Pcosy, P'cosa', . .. On aura donc, au lieu des équations qui précèdent.
Pcosa H- P'cosa' -f- . . . = o, Pcosp -h P'cosp' H- . . ,= o, Pcosy -f- P'cosy' H- . . . = o.
(4) PfjCOSV — 3 ces ,8) H- P' (y COS7' — z' ces 6') ^- . . :-_!::: O,
(5) P(zcosa — xcos-/) H- P'(3'cosa' — x' cos'^/ ) ^ . .. j=^ o,
(6) P(j;cos[â — j cosa) + P'(j;'cosp' — j'cosa') + . . , jz: o.
367. Au lieu de décomposer la force P en trois autres X, Y, Z, parallèles aux axes rectangulaires, on peut la
décomposer en deux forces seulement, une force Z parallèle à l'axe O^ et une force Q située dans le plan ABFC perpendiculaire à O^. Abaissons du point F où ce plan coupe l'axe Oz, y/ FH = q perpendiculaire à la
direction de cette force. La longueur cf est la plus courte distance de l'axe Oz à la SiuaM. — Méc, II. a
l'ig. 124.
'■ Zl
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droite AH et aussi à la direction de la force P, puisque O^ est parallèle au plan PAQ. Comme la force Q est la résultante des deux forces X et Y situées dans ce même plan, son moment est égal à la somme algébrique de leurs moments par rapport au point F. On a donc
Pour la force P', on trouverait de même
qq'^Y'x' — mf.
L'équation jN = o prend alors la forme
On aurait des équations de même forme relatives aux deux autres axes.
On appelle moment d'une force par rapport à un axe le produit de la projection de cette force sur un plan perpendiculaire à l'axe multipliée par la plus courte distance entre cet axe et cette projection. On peut donc dire que si un système de forces appliquées à un corps solide est en équilibre, la somme des moments des forces, par j^apport à trois axes rectangulaires menés par un même point, doit être nulle pour chacun de ces axes.
Les six équations
sont vérifiées dans l'état d'équilibre d'un système quelconque de forces, lors même que ses différents points ne seraient pas liés les uns aux autres d'une manière invariable^ comme par exemple si un point était lié à un autre par un cordon inextensible. Dans ce cas, les équations d'équilibre sont toujours vérifiées [*)-j car si Ton
(*) On doit cependant apporter certaines restrictions à cette assertion, comme nous le verrons plus loin, lorsque nous parlerons du mouvement des systèmes dont les liaisons varient avec le temps.
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solidifie le système, c'est-à-dire si l'on fixe les différents points de manière que leurs distances mutuelles restent invariables, l'équilibre ne sera pas troublé et par conséquent les forces immédiatement appliquées à ce corps satisferont aux six équations. Mais ces conditions ne seront plus suffisantes pour assurer l'équilibre, et il faudra y joindre de nouvelles équations qui dépendront du mode de liaison des différentes parties du système.
YINGT-NEUYIÈME LEÇON.
SUITE DE LA COMPOSITION ET DE L'ÉQUILIBRE DE FORCES APPLIQUÉES A UN SYSTÈME DE FORME INVARIABLE.
Cas d'une résultante unique. — Cas d'un point fixe. — Cas d'un axe fixe. — Équilibre d'un corps qui repose sur un plan tixe par un ou plusieurs points.
CAS d'une résultante unique.
Quand il y a une résultante unique, on sait que
le résultante II des forces transportées parallèlement à
elles-mêmes au point O doit être parallèle au plan du
couple résultant, dont nous avons désigné le moment
par G. Les cosinus des angles que la résultante R fait
avec les axes sont
et les cosinus des angles que le mowe/z.^ linéaire du couple résultant fait avec ces mêmes axes sont
L IM N
Il suffit évidemment d'exprimer que la force R. et la direction du moment linéaire sont perpendiculaires entre elles, ce qui donne
(i) jrL4- FM-t- ZN = o.
Cette équation exprime que les forces se réduisent à une force unique pourvu que X, Y^ Z ne soient pas nulles à la fois, sans quoi le système se réduirait à un couple, et il n'y aurait pas de résultante unique.
370. On peut encore arriver à ce résultat d'une autre manière et déterminer en même temps la position de la
droile suivant laquelle agit la résultante. Introduisors une force R, égale et directement opposée à la résultante, le système sera en équilibre. Par conséquent, si Xj, Y,, Zj sont les composantes de Ri et .r, , y^^ Tj, les coordonnées d'un point quelcûojaue de sa direction, on aura ""^^---— -^^
(2) XH-X. = o, r + Y,=:o, Z-i-Z. = o
■ et ensuite
Les trois premières équations donnent
Js. I — — ^ y X 1 -^^ — T y Zjx — — i^ •
On retrouve ainsi ce résultat connu que la résultante unique des forces proposées est égale et parallèle à la force R et qu'elle agit dans le même sens.
On a ensuite les équations (3) pour déterminer x^^ Yi, Zi. Mais on voit à priori que l'on ne trouvera pas de valeurs déterminées pour ces trois inconnues, car, s'il y a une résultante, on doit pouvoir transporter son point d'application en un point quelconque de sa direction. Ces trois équations doivent donc se réduire à deux et à une équation de condition. En effet, à cause de Xi = — X, Yj =3 — J", Zi =r — Z, on peut écrire ces équations ainsi :
j Tz, — Zj, + L --^o,
(4) ■ < Zx, — Xz, -'r- M --0,
( Xj, — r jc, + K = o .
Puis, si on les ajoute membre à membre, après les avoir multipliées respectivement par X, JT, Z, on aura
XL+ YU +-ZN =o,
équation déjà obtenue. Si elle est vérifiée, deux des trois
équations (4) seront les équations de la droite suivant laquelle agit la résultante.
CAS d'un point fixe.
371 . Soit O le point fixe. En y transportant toutes les forces, on obtiendra une résultante R et un couple (S, — S). La résultante est détruite par la fixité du point. Quant au couple (S, — S), il doit être nul : car, en, transportant le couple parallèlement à lui-même jusqu'à ce que la force S vienne passer par le point fixe, cette force S serait détruite et la force — S aurait tout son effet. Donc le moment du couple (S, — S) est nul et la pression qu'éprouve le point fixe est égale à la résultante de toutes les forces transportées parallèlement à ellesmêmes en ce point.
372. On peut encore obtenir ces conditions en introduisant la résistance Rj du point fixe. Soient Xi, Yj, Zj les composantes de la force Ri : puisqu'il y a équilibre, on aura
L'introduction de la force Rj ne donnant aucun nouveau terme dans les expressions L, M, N, on aura
Lr=o, ]M = o, N = o.
Les trois premières équations déterminent Xj, Y,, Zj et font voir que la résistance Rj est égale et directement opposée à R. Les trois autres sont les équations de condition et expriment que le couple résultant (S, — S) est nul.
CAS d'un axe fixe.
373. Supposons qu'il y ait dans le système un axe fixe, ou, ce qui revient au même, deux points fixes O et H. Prenons pour axe des z, la droite OH, et pour axes des x et des y y deux droites passant par le point O.
La résultante des forces transportées parsllèlement à elleg-mêmes au point O est détruite, puisque ce point est ''•îT- 125. fixe. Quant aux couples résul-
tant de cette translation et situés dans les plans zO.x elzOy^ ils sont détruits par la résistance de l'axe O^, car on peut faire tourner chacun d'eux jusqu'à ce que les deux forces qui le composent soient perpendiculaires à l'axe fixe qui les détruit toutes. Il ne reste donc plus que le couple N situé dans le plan xOj, qui doit être nul; sans quoi, en le transportant jusqu'à ce qu'une de ses forces passe par le point O, celle-ci serait détruite et l'autre ferait tourner le système autour de Taxe Oz. La seule condition d'équilibre est donc
On peut l'énoncer en disant que la somme des moments des forces par rapport à V axe fixe doit être nulle.
374. Si le corps peut glisser le long de l'axe, par exemple, s'il est traversé par une tige fixe et inflexible, les composantes X., Y eX les couples L, M sont détruits par la résistance de l'axe, mais la force Z ne l'est pas. On a alors deux équations d'équilibre
375. Nous avons établi, pour conditions d'équilibre, dans le cas d'un point fixe, les équations
donc, pourqu'un nombre quelconque de forces appliquées à un corps solide soit en équilibre autour d'un point fixe, il faut et il suffit qu'elles le soient autour de trois axes passant par le point fixe.
On peut encore traiter la question en introdui
sant les résistances des points fixes. Si les points O et H devenaient libres, on rétablirait réquilibre en appliquant en ces points des forces convenables Ri et Rg. Soit OE = h. Appelons Xj, Yj, Zj, X,, Yj, Z^ les composantes parallèles aux axes des forces Rj et R2. Les équations d'équilibre seront alors
X+X, ^;-X2=0, y H- Y, -rY2=^-0,
La dernière équation est la seule condition d'équilibre déjà trouvée. Quanl aux cinq autres, elles feront connaître les résistances des points O et H ou les pressions qu'ils supportent. On en tire
Ces équations déterminent Xj, Xg, Y, etlg, mais elles ne donnent que la somme Zi -f- Z2 des composantes parallèles à l'axe des rr, ce qui doit être ; car, s'il y a équilibre, les deux forces Zi et Zg qui agissent suivant la même droite, peuvent être appliquées au même point O, et l'on peut partager leur somme en deux parties quelconques appliquées aux points O et H.
ÉQUILIBRE d'un COUPS QUI REPOSE SUR UN PLAN FIXE.
377. Supposons un corps pressé contre un plan en un de ses points par une force, passant par ce point et normale au plan; ce corps sera en équilibre, car il n'y a pas de raison pour qu'il se meuve dans une direction plutôt que dans une autre.
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Si la force, au lieu d'être normale au pîau, lui était oblique, on pourrait la décomposer en deux autres, Tune normale et l'autre située dans le plan. La première ne ferait qu'appuyer le corps sur le plan et la seconde aurait tout son effet pour le déplacer. Ainsi la condition nécessaire et suffisante pour V équilihi^e est que la force qui passe par le point de contact soit normale au plan. La même conséquence s'appliquerait au plan tangent, si le corps était pressé contre une surface courbe par une force qui passerait par le point de contact.
378. Supposons maintenant qu'un corps M, sollicité par plusieurs forces P, P', P'', . . . , repose par un de ses
Fig. ,26. points A sur un plan IL ou sur
une surface dont IL serait le plan langent au point A. Concevons qu'il y ait équilibre. Si l'on ôtait le plan, le point A se mouvrait dans une certaine direclion, et en appliquant suivant cette direction une force déterminée, on rétablirait l'équilibre. Cette force peut donc remplacer la résistance du plan, et elle doit être égale, puisqu'il y a équilibre, à la résultante des forces P, P', P", .... Donc il faut cfue celles-ci aient une résultante unique, normale au plan et passant par le point d'appui.
379. On est conduit à une conséquence analogue, quand le corps M repose par différents points A, B, C,...
sur plusieurs plans ou surfaces fixes, comme par exemple une table supportée par trois pieds. Si l'on ôtait le plan p, l'équilibre serait en général détruit, mais on le rétablirait en appliquant au point A une force convenable dans la direction que ce point prendrait immé-
Fig. 127.
diatement. Cette force peut donc remplacer la résistance du plan p ; de même deux autres forces appliquées aux points B et C peuvent tenir lieu des résistances des plans p et p .Si l'on joint ces deux dernières aux forces données P, P', P". . . et qu'on regarde le corps M comme appuyé seulement sur le plan p par le point A, la i^ésultante de toutes les forces passe par le point A et est normale au plan p ; par conséquent la résistance de ce plan lui est elle-même normale. Le même raisonnement s'applique aux résistances des plans p' et p".
380. Voyons ce que deviennent les équations d'équilibre dans le cas d'un corps pressé contre un plan xOy ou l?in^, ,28. contre une surface dont ^Oj^ se-
rait le plan tangent au point O.
Prenons ce plan pour celui des xy et le point O pour origine. La résistance du plan équivalant à une force normale Zj, nous aurons d'abord
X=o, r=r o, Z-i-Zi = o;
et comme Zj n'introduit évidemment aucun terme dans les équations des moments, on aura
Ces trois équations expriment que le système des forces se réduit à une force unique, et les deux premièi^es que cette force unique est normale au plan et passe par le point O. Quant à l'équation Z -|- Zj = o, elle indique que la résultante est la pression supportée par le plan. Il faut, en outre, qne la résultante appuie le corps sur le plan, c'est-à-dire qu'elle soit négative. On devra donc joindre aux cinq équations d'équilibre l'inégalité
381. Imaginons maintenant que le corps repose sur le plan xOj par deux points O et H. Prenons OH pour Fig. 129. axe des x. Remplaçons la lésis-
tance du plan fixe par deux forces normales Zj, Z^. Puisqu'il y a équilibre, la résultante Zi -{- Zg de ces deux forces, laquelle a son point d'application entre OetH, doit être égale et contraire à la résultante de toutes les forces données. Il faut donc que celle-ci soit normale au plan et c[u'elle ait son point d'application entre O et H.
En posant OH z= A, les six équations d'équilibre
donnent
X=o, Yz=o, Z -T Zi -4- Z2 = o,
Quatre de ces équations expriment les conditions que doivent remplir les forces données; les deux autres font connaître les inconnues et donnent
Si le corps repose sur le plan xOy par un nom
^'S- iSo. }jre quelconque de points d'ap-
^1 pui A (^1, Ji)î B (j?2, J2), G,
D, . . . , la résistance du plan en
ces divers points équivaudra à
^ des forces normales Zi,Z2,Z3,.,.
^. qui y seraient appliquées 5 il faut
i) donc qu'il y ait une résultante
unique et tombant dans l'intérieur du polygone ABCDA.
Dans ce cas, les équations générales se réduisent à
X=zo, r=o, Z + Z, -f-Z, ^-. . ,=:0,
M — Z, JT, — Z2JC2 — • ■ . ^-^ o, N = o.
Oq a donc seulement trois équations d'équilibre X := o, J^=o,N=:ro. Les trois autres équations font connaître les pressions du plan aux points d'appui. On voit que s'il y a trois points d'appui, les pressions Zj, Za, Z3 seront déterminées; mais si le corps repose sur le plan xOy par plus de trois points, le nombre des inconnues surpassera le nombre des équations et le problème sera indéterminé.
En Idéalité dans chaque cas particulier la pression sur chacun des points d'appui sera déterminée; mais cette pression ne pourra pas être calculée par l'analyse précédente; seulement, ce que Ton doit conclure des formules que nous venons de démontrer, c'est qu'il y aura équilibre si elles ont lieu, et réciproquement elles sont nécessaires pour l'équilibre.
Observons enfin qu'il n'existe pas dans la nature de corps parfaitement solide et que les forces Zj, Z2 ,. . . dépendront généralement de la constitution du corps donné. Quoi qu'il en soit, il est utiie d'étudier le cas hypothétique du solide parfait, parce que les conditions d'équilibre des corps naturels se ramènent à celles des solides parfaits.
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TRENTIÈJIE LEÇON.
ÉQUILIBRE DES FORCES APPLIQUÉES A DES CORDOKS
Équilibre des forces appliquées â des cordons qui passent par un même point. — Cas où l'une des cordes passe dans un anneau. — Equilibre du polygone funiculaire. — Cas où les forces sont appliquées à des anneaux. — Cas où plusieurs cordons sont attachés au même sommet.
ÉQUILIBRE DES FORCES APPLIQUÉES A DES CORDOKS QUI PASSENT PAR UN MEME POINT.
383. Soient P et Q deux forces qui agissent aux extréniilés d'une corde supposée flexible et inextensible. Si ces forces se font équilibre, la corde doit être tendue en ligne droite, et ces forces doivent être égales et contraires-, car si ces deux forces n'avaient pas la même direction que le cordon, rien ne les empêcherait de le faire tourner, et si, étant dans la même direction, elles n'étaient pas égales et contraires elles feraient avancer la corde dans sa direction. La valeur commune des deux forces est ce qu'on appelle la tension clujil,
384. Si trois forces P, Q, R, agissent sur un point A, par rintermédiaire de trois cordons qui se réunissent en
ce point, et si elles se font équilibre, l'une quelconque de ces forces devra être égale et directement opposée à la résultante des deux autres-, d'où l'on conclut que ces trois cordons sont dans un même plan, et que chaque force peut être représentée en grandeur par le sinus de l'angle formé par les directions des deux autres.
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385. Supposons qu'on fixe un point B du cordon AP. La force P devient alors inutile, et en la supprimant on ne troublera pas Féquilibre. La pression que supporte le point B, égale et directement contraire à la force P qu'il faudrait appliquer en ce point devenu libre, pour rétablir l'équilibre, est donc égale et contraire à la résultante des forces Q et R. Si l'on fixe à la fois un point B du cordon AP et un point C du cordon AQ, la pression que supporte le point C sera égale et contraire à Q.
CAS ou l'upje des cordes peut glisser dans un anneau.
386. Si les deux forces P et Q sont appliquées aux extrémités d'une corde PAQ, qui passe dans un anneau
Fig. i32. retenuparune troisième force R,
quand l'équilibre aura lieu, il nd sera pas détruit en supposant l'anneau fixe. Alors le cordon PAQ ayant la liberté de glisser dans cet anneau, si les forces P et Q sont égales entre elles, elles se font équilibre 5 si elles sont inégales, on peut décomposer la plus grande en deux parties : l'une égale à l'autre force et qui détruira celle-ci, l'autre égale à leur différence et qui fera mouvoir le cordon suivant sa direction, d'où l'on conclut que P = Q est la condition nécessaire et suffisante pour qu'il y ait équilibre quand l'anneau est fixe.
387. On peut encore démontrer ce résultat de la manière suivante : Si l'équilibre est établi, il ne sera pas troublé quand on fixera deux points B et G pris respectivement sur les cordons AP et AQ. Dans tous les mouvements que le point A peut prendre, la somme de ses distances aux deux points B et C demeure constante, de sorte que, dans tous ses déplacements, le point A reste sur un ellipsoïde de révolution. On peut donc supprimer
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le cordon BAC, pourvu qu'on regarde le point A comme assujetti à rester constamment sur cette surface. Mais alors, pour que ce point soit en équilibre, il faut que le cordon APi, suivant lequel est dirigée la force R, soit normal à la surface; et comme celle-ci est de révolution, la normale est dirigée dans le plan de la courbe méridienne suivant la bissectrice de l'angle PAQ ; mais la bissectrice est la direction de la résultante des forces P et Q. Donc
388. Si l'on représente ces deux forces par les droites égales AF, AG, prises sur leur direction, leur résultante sera représentée par la diagonale AD du losange AFDG. Or en désignant par a l'angle BAC, on a
AD = 2AF cos - a;
donc, puisque la force R doit être égale et directement opposée à celle résultante, on a
R= aPcos - a.
R représente également la pression supportée par le point A, quand on fixe l'anneau.
Considérons maintenant un polygone funiculaire
p. „, ou un syslèoiedepoiats. A,
B, C, D, E, F, liés entre eux par des cordons. Le premier et le dernier cordon, AB et EF, sont sollicités par des forces H et K dirigées nécessairement suivant les proîoiigemenis de ces cordons, sans quoi il n'y aurait pas équilibre. Aux diilérenls som-
mets B, C, D, E sont appliquées des forces quelconques P, P', P", P'", agissant par l'intermédiaire de cordons qui se réunissent en ces points. Il est inutile de supposer plus de trois cordons l'éuuis au même sommet; car si l'on avaitj au sommet B, un autre cordon sollicité parune foixe Q, on pourrait composer cette force avec la première et ne considérer que la résultante des deux forces P et Q.
390. Dans r état €1"" équilibre, chaque cordon, tel que CD, doit être tiré par deux forces égales et contraires qu on peut supposer appliquées à ses deux extrémités. En effet, si l'on coupait le cordon CD au point I, l'équilibre serait détruit et chacun des deux points C et D serait entraîné dans une certaine direction. Les deux forces qui solliciteraient ces deux points étant actuellement détruites par la liaison que le cordon établit entre eux, sont nécessairement contraires et dirigées suivant le prolongement du cordon CD. Cliacune de ces forces représente la tension du cordon.
391. Ce principe conduit aux conditions d'équilibre du polygone funiculaire.
La force P et la force H, dont on peut supposer le point d'application transporté de A en B, ont une résultante X dirigée suivant le prolongement du cordon CB. En effet, puisqu'il y a équilibre, il ne sera pas troublé, si l'on suppose le point C fixe, eton voit bien alors que X doit avoir la direction BC. La forc« X mesure en même temps la tension du cordon BC; car puisqu'il y a équilibre, celui-ci doit être tiré en C par une force égale et contraire à X. En transportant X au point C, on voit de même que la résultante Y des deux forces X et P'est dirigée suivant le prolongement de CD et mesure la tension de ce cordon. Cette tension Y est donc la résultante des forces H, P, P' transportées parallèlement à ellesmêmes au point C. En continuant ainsi, on verra que
la tension V du dernier cordon s'obtient en composant Jes forces H, P, P', P", P'" transportées parallèlement à elles-mêmes au point E, et comme il y a équilibre, cette force V est égale et directement contraire à la dernière force K.
Ainsi toutes les forces iinniédiatemcnt appliquées au polygone funiculaire, transportées par all'eleinent à ellesmêmes en un point quelconque, se font équilibre autow de ce jjoint, et la tension de chaque cordon est la résultante de toutes les forces qui agissent d'un même côté de ce cordon.
392. On peut arriver à ce résultat d'une autre manière, en supposant le polygone solidifié de telle sorte que les droites qui joignent les points consécutifs ne puissent pas changer de longueur. Il en résulte d'abord que toutes les forces transportées parallèlement à elles-mêmes en un point doivent s'y faire équilibre. Ensuite l'équilibre ne devant pas être troublé, si, en supprimant la parlie DEC, on applique au point D, suivant le prolongement CD, une force égale à la tension Y de ce cordon, il faut que la force Y et toutes celles qui agissent sur la partie conservée ABCD, se détruisent. La tension du cordon CD est donc égale à la résultante des forces H, P, P', comme on l'a vu par l'autre méthode.
393. En supposant connue la figure du polygone en équilibre, on peut déterminer le rapport de deux forces ou de deux tensions quelconques. En effet, comme chaque sommet doit être séparément en équilibre sous l'action des forces et des tensions qui y sont appliquées^ on a
sinPBC
sinABC
sinABC'
feinABP
sinP'CD
sinBGD
sinBCD '
sinBCP'
et ainsi de suite.
Sturm. — Méc,
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Si l'on veut avoir le rapport de deux forces ou tensions quelconcjues, on multipliera un cerlain nombre de ces proportions terme à terme.
394. Lorsque l'on connaît la grandeur et la direction des forces, les condilious d'éc[uilibre peuvent s'exprimer analytiquement par trois équations. Appelons rt, h, c-, e,/, g'i a, P, 75 a', ,6', y',. . . , les angles que font avec trois axes rectangulaires les directions des forces données H, K, P, P',. . . , on aura
/ II COSrt -f- K COS^ -^ P COSa -\- P' COSa' -i- ...:=: o,
( I ) ^ H cos /î» -i- K cos/ -r- p ces p -V P' cos p' + ■ '■ . = o, ( H cos c 4- K cosg' H- P C0S7 -T- P' C0S7' -~ . . . -— 0.
393. Réciproquement, si ces conditions sont remplies, c'est-à-dire si les forces sont telles , que, transportées parallèlement à elles-mêmes en un point quelconque^ elles s^j- fassent équilibre, il j aura toujours une figure (Véquilibre : en d'autres termes, on pourra toujours assigner au polygone dont les côtés sont donnés, une figure telle , r[u'il demeure en équilibre sous l'action de ces forces.
En effet, plaçons le premier côté AB du polygone dans la direction de la première force H. Dirigeons ensuite le second côté BC dans le prolongement de la résultante X des deux forces FI et P. Plaçons de même le côté suivant CD dans le prolongement de la résultante des forces X et P', ou, ce qui revient au même, des forces H, P, P' transportées parallèlement à elles-mêmes an point C, et ainsi de suite. 11 est évident, d'après cette construction, que les sommets B, C, D resteront en équilibre sous l'action des forces H, P, P', P''^ il en sera de même du dernier sommet E. En effet, il résulte de's équations (i) que le cordon EF a la direction de la force K et que celle-ci est égale et directement opposée à la résultante de toutes les forces H, P, P', P", P'".
396. Supposons fixées les extrémités A et F du polygone funiculaire,. dont la forme est donnée. On peut supprimer les forces H et K, sans détruire l'équilibre. Or, en supposant connues les forces P, P', P'', . . . , on peut se proposer de déterminer les pressions que supportent les points fixes A et F, pressions égales et contraires aux forces H et K.
Puisqu'on suppose connue la figure du polygone, on connaît les directions [a, h, c) ; (e, f^ g) de ces pressions. Leurs intensités s'obtiennent au moyen des deux proportions
H _ sinPBG K _^ sinDEP'" p"" sinABC' W'^ sinDEF '
397. Si la figure du polygone n'est pas donnée, on aura, pour détermine" les huit inconnues H, K, a, b, c, e,f, £•, d'abord les cinq équations
H cosa -i- K COS6' -r- P cosa -j-. . r= o, H cosô -r K. cosy-i P cosp H- . . . = o, H cosc -r K. cos^ -i- P COS7 -f- . . . = oj
cosV -h cos'é -+- cos^c =z r,
cos' e -J- cos^y + cos^g = i .
On obtiendra trois autres équations en exprimant que la différence des coordonnées de même nom des extrémités A et F du polygone est égale à la projection du polygone sur l'axe correspondant.
CAS ou IL Y A DES ANNEAUX
398. S'il y a au sommet B un anneau tiré par la force P^ et dans lequel passe le seul cordon ABC, on aura (386) H = X et la direction prolongée de la force P partagera l'angle ABC en deux parties égales. La même chose peut se dire de tous les anneaux, en sorte que si tous les sommets portent des anneaux, les tensions de tous les cordons
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sont égales, d'où résulte que H == K. Toutes les forces peuvent alors s'exprimer au moyen de la tension H et des angles B, C, . . . du polygone par les formules
P=2Hcos-B, P' = 2Hcos-C,. .
399. Si l'on se donnait la iigure du polygone , on connaîtrait par là en grandeur et en direction les forces qu'il faudrait appliquer à chaque sommet pour le tenir en équilibre. Ces forces prises en sens contraire seraient les pressions exercées sur les points B, C, D. . . . s'ils devenaient des points fixes sur lesquels passerait la corde ABC... F.
400. Supposons que les cordes extrêmes AB, EF soient dans un même plan. Soit I le point de rencontre
de leurs directions, et soit U une force égale et contraire à la résultante de H et de K. D'après un principe connu (391), U est la résultante des forces P, P', P'', P"'. Par conséquent, pour avoir la tension des cordons extrêmes, il suffit de décomposer suivant leurs directions la i^ésul tante de toutes les forces transportées
parallèlement à elles-mêmes au point de rencontre de
ces cordons.
401 . Si toutes ces forces sont parallèles, si elles représentent des poids, par exemple, tout le polygone est compris dans un même plan vertical. Pour exprimer que toutes les forces transportées parallèlement à ellesmêmes en un point se font équilibre, il suffira de deux équations. Si l'on prend deux axes dans le plan des forces, l'un horizontal, l'autre veriicaî, et si a elb, e et/
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sont les angles forine's avec ces axes par les cordons extrêmes, on aura
H cos« H- Kcose = o,
H cos ^ + K cos/ + P -t- P' -H P" H- . . . = G ;
la première équation exprime que les composantes horizontales des tensions H et K sont égales et contraires.
CAS ou IL Y A PLUSIEURS COUDONS A UN MEME SOMMET DU POLYGONE.
402. Nous avons supposé qu.'il n'y avait que trois forces appliquées à un même sommet du polygone. Quand un nombre quelconque de cordons, sollicités par des forces, se réunissent en un même point, il faut, pour l'équilibre, que l'une quelconque d'entre elles soit égale et directement contraire à la résultante de toutes les autres. fi„_ j35 Si l'on fixe un point sur chacun
des cordons, excepté sur un seul AP, on peut se proposer de trou- ^ ver les pressions que la force P
exerce sur les points fixes. S'il n'y a que trois cordons, non situés dans le même plan, la question se résoudra en décomposant la. force P en trois autres agissant suivant les prolongements des cordons. S'il y a plus de trois cordons, le problème devient indéterminé, puisqu'on peut décomposer la force P d'une infinité de manières en d'autres forces dirigées suivant ces cordons. Cette indétermination est analogue à celle que l'on rencontre quand on cherche les pressions exercées par un corps contre un plan sur lequel ce corps repose par plus de trois points.
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ÉQUILIBRE D'UN FIL FLEXIBLE
Direction de la tension dans un fil en équilibre. — Équations de Téquilibre d'un fil sollicité par de petites forces. — Intégration de ces équations. Valeur de la tension en chaque point du fil. — Forme aff"ectée
par le Cl.
diuection de la tension dans un fil en équilibre.
403. Soit AMB un fil flexible, d'une très-pelite épaisseur, attaché par ses extrémités à deux points fixes A et B,
et dont tous les points sont sollicités par de très-petites forces.
Soit M uu point quelconque v^ de ce fil. Les deux parties AM, MB exercent l'une sur l'autre, dans l'état d'équilibre, des ^actions moléculaires égales et contraires. On ne connaît pas la nature de ces actions, mais on admet que toutes celles qui proviennent de AM agissant sur MB, se réduisent à une force unique T appliquée au point M, et de même que la partie MB exerce sur AM une action qui se réduit à une force égale et contraire à T. La valeur commune de ces deux forces est ce qu'on appelle la tension du jil au point M. On pourra donc, si l'équilibre existe, supprimer la partie AM, pourvu qu'on applique au point M une force égale à T.
404. En considérant le fil comme la limite d'un polygone funiculaire dont les côtés deviennent infiniment petits, on est conduit à admettre que la tension s'exerce suivant la tangente au point M. à la courbe que forme
le fil. Mais on peut démontrer direcleraeiit ce principe de la manière suivante :
Fixons un point M', voisin de M, sur le fil et solidifions la" partie intermédiaire MM': l'équilibre ne sera pas troublé. Mais alors, d'après les conditions d'équilibre d'un système dans lequel se trouve un point fixe, les couples qui résultent de la translation au point M' de la force T et des forces qui agissent sur tous les points matériels du fil compris entre M et M', doivent se détruire. Comme ces forces ne sont pas nécessairement dans un même plan, le moment du couj)le (T, — T) est moindre que la somme des moments des couples provenant de la translation des autres forces ou au plus égal à celte somme.
Si Ton abaisse la perpendiculaire M'H sur la direction de la force T, et si Ion désigne par & l'angle M'MH, le moment du couple (T, — T) est
T.M'H:-^T.MM'sin9.
Soient p la masse d'un point compris entre M et M' et P la force appliquée à ce point, rapportée à l'unité de masse; }xV sera la force motrice appliquée à ce point. Le moment du couple (jy.P, — ^.V) est plus petit que p.P.p.M' et h fortiori que p.P.MM'.
La somme des moments de tous les couples analogues est donc moindre que MM'.PjSf/, Pj désignant la plus grande valeur de la force P dans toute la portion ]MM' du fil et Sa la somme des masses des molécules qui composent cette portion du fil.
On a donc
T. MM' sine <P,.MM'Sa,
d'où
sinô <^ ^ I{z.
La tension T a une valeur finie, car elle doit faire
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équilibre aux forces qui sollicitent la partie BM. Comme l'inégalité précédente a lieu quelque petit que soit l'arc MM', on voit que si le point M' se rapproche indéfiniment du point M, sin0 et par conséquent B deviendra plus petit que toute quantité donnée. Mais à la limite la corde MM' devient la tangente en M à la courbe; donc c'est suivant la tangente qu'agit la tension T.
ÉQUILIBRE D UIV FIL SOLLICITÉ PAR DE PETITES FORCES
40o. Cherchons maintenant les conditions d'équilibre d'un fil AMB, fixé à ses deux exliémités A («, h, c) et B {«', h' , c') et dont tous les points sont sollicités par de pel'io. iSy. tites forces. Soient M (.r, r, z)
et ^l' [x-^dx^j-[-ciy^z-T-dz) deux points infiniment rapprochés sur le fil. Soit MM' = ds. Si T et T' sont les tensions du fil aux points M et M', l'arc MM' doit être en équilibre sous l'action de T, de T' et des forces qui sollicitent les points compris entre M et M'. Cet équilibre a encore lieu, si Ton suppose l'arc MM' solidifié. Donc les forces doivent être telles, qu'en les transportant parallèlement à elles-mêmes en un point elles se fassent équilibre.
4-06. Soient e le produit de la section normale par la densité au point M, P la force qui agit en ce point, et X, Y, Z ses composantes parallèles à trois axes Ox, Oy, O z. L'arc MM' étant infiniment petit, on peut considérer e, X, Y, Z comme constants pour tous les points de MM'. Or T agissant dans le sens M' M, ses composantes seront
dx
dy
dz ds
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Les composantes de T' seronl égales à celles de T, prises en sens contraire et augmentées de leurs différentielles,
dx , /^ dx\ ^ dv j /^ dy\ ^ dz , /^ dz\
T^+r/T— , T--+r/T--, T — +r/IT ds \ ds j ' ds \ ds j ds \ ils j
D'ailleurs en considérant JMM' comme un petit cylindre,
Xî^i', Ytds, Xids,
sont les sommes des composantes des forces qui agissent sur les points de l'arc MM'. On a donc
/ / d.r\ dil — J -+ y,zds — 0,
(I) j./(ïg)H-Y.^. = o
I dii: ~\ -\- ZzdszrzzO.
Dans la question qui nous occupe il n'y a qu'une seule variable indépendante; supposons que ce soit x. Les équations (i) serviront à déterminer j', z, et l'inconnue auxiliaire T en fonction de x. Ces équations sont nécessaires et suffisantes, et nous allons vérifier, après leur intégration, que si elles ont lieu, toutes les forces qui agissent sur le fil, en y comprenant les tensions K et K', aux extrémités A et B de ce fil, satisferont aux six équations générales de l'équilibre.
IMTÉGUATION DES ÉQUATIOKS (l).
407. Intégrons d'abord la première des équations (i) par rapport à 5, entre les limites qui correspondent aux extrémités du fil, dont la longueur est /, on aura
Soient e, y, g 5 e', /', ^' les angles que les tangentes à
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la courbe aux points A etB font avec les axes, et K, I^les forces qui proviennent de la fixité des points A, B, forces égales et directement opposées aux tensions des éléments extrêmes du fil. Cette équation devient
(3) Kcose -f- K'cosc' H- j 'Xzds:=o;
elle signifie que la somme algébrique des composantes parallèles à l'axe Oo:, de toutes les forces qui agissent sur le /il, est nulle. En intégrant les deux autres équations du système (i), on arriverait à la même conclusion, par rapport aux deux autres axes. Ainsi les trois premières équations de l'équilibre (365) sont satisfaites.
408. On peut aussi retrouver les équations des moments. Multiplions les deux premières équations (i) par }' et x, et retranchons la première de la seconde. Il en résulte
Oi
xd ( T y- ) — yd (t — ]-\-[Yx — ^y']Bds
-i^D-.'-fTii^i-^-Tî-^-^:
par conséquent, en intégrant entre o et /, on aura K («cos/ — bcose) -I- K'' {a'cos,/' — b'cosc')
(Y.T ~ Xj) eds = o
Cette équation signifie que la somme des moments de toutes les forces qui agissent sur le fd, par rapport à Vaxe Oiî, est nulle. On obtiendrait de même les équations des moments par rapport aux deux autres axes.
La même chose peut se dire d'une partie quelconque du fil. pourvu qu'on joigne aux forces qui sollicitent tous ses points, deux forces appliquées îangentiellement à ses extrémités et équivalentes aux tensions que celte partie éprouverait de la part du reste du fil.
409. La premier^ des équations (i) peut être mise sous la forme
ds ds
Soient a, |3, }■ les angles que la tangente au point M faii avec les axes et X, f/, v les angles que le rayon de courbure p fait avec les mêmes axes : on a
dx dx dscosl
■— = cosa, «-7-= 5
ds ds p
les équations (i) peuvent donc s'écrire comme il suit :
Tds <3?Tcosa H cos^ -f- "Ksds = o,
Tdf
(4) / rfTcosB ■-{ cosp -i- Ysds — o,
aTcosY -1 cosv + Zsds -rr o.
Sous cette forme elles expriment qu'il y a équilibre entre la force dT dirigée suivant la tangente, la force
dirigée suivant le rayoïi de courbure et la force
motrice Peds de l'éiément de masse. D'où l'on conclut que le plan osculaleur à la courbe est déterminé par la tangente et par la direction de la force P.
Pour obtenir la tension, multiplions les équa
dx lions (4) respectivement par cosa, coSjS, cosy, ou —
dy dz _,
-T-5 — • HiU observant que
cos^a -h cos^p -\- cos'7 = I, ces a ces). -!- CCS [3 co^a 4-0057 cosv = o,
on aura
c?T + £ (X cfj7 + Ydj +Zdz)= o,
d'où ^
(5) ^T = — 2(Xrte-i- Y^j + Z^z).
La différentielle de la tension se trouve ainsi exprimée en fonction des composantes de la force qui agit au point considéré.
il 1. Si la densité et l'épaisseur ne changent pas dans toute l'étendue du fil, alors c est constant; si l'on suppose en outre que
£{'X.da: -}-Ydy-\- Zdz)
soit la différentielle exacte d'une fonction de x, j^ z^ — f[x,j, z)^ alors on aura
et pour un autre point x'^ y\ z',
T' = /(^-',j', z')+C, d'où
Ainsi quand e (Xt/x H- Y<5^ 4- Zt/z) est une diff'éreiiLielle exacte, V accroissement de tension, quand on passe d\in point à un autre, est indépendant de la figure du fil, puisqu'il est indépendant de la relation qui existe entre x, j et z.
Un pareil cas se présente lorsque toutes les forces
qui sollicitent le fil lui sont normales. Puisque 5- ? p ' -5-
sont les cosinus des angles que la force fait avec les axes,
on a
X ri^ Y ^ Z r/z _
OU
ILdx -^Xdy -\-Z dz = O.
On a donc
û?T ::^ G, d'où T = G,
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c'est-à-dire que la tension est constanie. Dans ce cas, les équations (4) deviennent
— ces), r^ — Xe, P
— COSv =:^ — Zsj
élevant au carré et ajoutant, on aura ï
et comme il en résulte
ou
pc
Comme la tension est constante, on voit que la force motrice est en raison inverse du rayon de courbure. Soient a', |3', y' les angles que la force P fait avec les
axes : ou a
T X = Pcosa = — cosa ,
Y =-PcosB' = — cosS',
ps
Z =Pcos7 = — COS7'.
En substituant ces valeurs dans les équations (y), on a
(g) cosa' ^— cosX, cosp' = cospo, cos7'==cosv,
d'où l'on conclut que la force P est dirigée suivant le prolongement du rayon de courbure du fil au point M.
413. Ces circonstances sont réalisées lorsqu'un fil est tendu sur une surface S par deux forces qui le tirent à
ses extrémités, car l'équilibre étant suppos>é exister, la résistance de la surface en ses différents points équivaut à de petites forces normales à cette surface, et par conséquent au fîl. La tension du fil doit donc être la même en tous ses points, et par conséquent les forces qui le tirent à ses extrémités doivent être égales entre elles et à cette tension. En outre, le plan osculateur du fil est en chaque point normal à la surface fixe, d'où il résulte que ce fil traverse sur la surface la ligne la plus courte entre deux quelconques de ses points.
COURBE FORMÉE PAR LE FIL
414. Pour avoir la courbe formée par le fil, il faut éliminer T entre les équations (i). On peut à cet effet commencer par intégrer ces équations, ce qui donne
ids,
— T ^ ds
ids,
ds,
où
l'on
déduit
dy
dz
AH- Xsds B+ Ysds C+ Zzds
415. Mais si l'on veut arriver à des équations purement différentielles, on commencera par éliminer dT entre les équations (i) mises sous celte forme :
dx dx
Td— -i-dT -~ -i-Xsds=:^o, ds ds
dr dy
Td~ -h dT ^ -i- Yeds=o, ds ds
^ , dz _ dz
Td -- ~h dT — -i- Zs ds = o:
ds ds
on obtient ainsi
d'où
Xr/j — Y d.r _ __^ / cjx ^^(^ _ clY_^^(lf\
cls \ds ds ds ds )
l^dz — Z d.x _ / dz du: dx dz
ds V ds ds ds ds
dr dx
dx d~ — dj d -—
X dr — Y dx _ d^ ■^ ds
l^dz — Zdx ^ ^ dx , jdz'
dz d , dxd — -
. ds dx
On a d'ailleurs
(c) d1 = — £ (Xr/j: 4- Y^/j + Z dz).
On substituera dans cette équation la valeur de T tirée d'une des équations («), et l'on aura une équation contenant les différentielles dej^ considérée comme fonction de X jusqu'au troisième ordre et celles de z jusqu'au deuxième. L'équation [h) ne les contient qu'au deuxième seulement. L'intégration de ces éqviations introduira donc cinq constantes arbitraires, que l'on déterminera en exprimant que la courbe passe par deux points donnés et qu'elle a une longueur donnée.
CHAINETTE. — COURBE DES PONTS SUSPENDUS
Equation différentielle de la chaînette. — Équation de la chainelte en termes finis. — Propriétés de la chaînette. — Détermination de la tension en lin point quelconque de la chaînette. — Remarque sur le centrede gravité de cette courbe. — Courbe des ponts suspendus. — Valeur de la tension. — Autre métliode — Construction de la courbe.
ÉQUATIOH DlFFÉKEJVïlELLE DE LA CHAINETTE.
416, La courbe ABC, formée par un lil pesant et lioniogène, suspendu à deux points fixes A et C, a reçu le nom de chaînette.
Cette courbe est contenue dans le plan vertical passant par les points A et C5 car si une portion de cette courbe était hors de ce plan, en la supposant solidifiée, et fixant les points où elle rencontre le plan, elle tournerait autour de la droite qui joint ces points, à cause de la pesanteur de ses molécules. Prenons ce plan vertical pour plan de xj et traçons deux axes rectangulaires Oxei O/, le premier horizontal et le second vertical et dirigé de bas en haut. Le système des équations (1), n° 406, se réduit à
Fig
dx ds
+ t^ch -^^ o.
as
-\-zY ds
417. On peut mettre ces équations sous une forme plus simple. En premier lieu on a X = o. Ensuite le fil étant supposé homogène, si xs est le poids de l'unité de Ion-
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gneur, zôcls sera le poids d'un élément ds. On aura donc eYds = zô ds, et les deux équations se réduisent à
418. La première équation donne T— =:const. Appelons cjA la tension au point le plus bas de la courbe, tension qui s'exerce horizontalement. On aura
r^ dx , ,, , ^ , ds
T — = ô:/i, doù T = jD-//
as dx
Portant cette valeur dans la seconde équation, on a
Telle est Véqualion différentielle de la chaînette. Il s'acrit maintenant de l'intéarer.
En remplaçant ds par dxkj i-f-*-— 5 puis
par /?, il vient
h dp
11 faudrait ajouter une constante-, mais on peut supposer celle constante nulle, si l'on prend pour axe desj" la verlicale qui passe par le point le plus bas de la courbe, sans du reste fixer l'origine; car, dans cette by-
potlièse, on doit avoir 0:^=0 pour -f- = o.
StlTiM. — Méc, II. 4
5o COURS DE MÉCANIQUE.
On lire de réquatioii
dy"- dy dx"^ dx
y dx"^ dx
ajoutant et retranchant successivement ces équations l'une de l'autre, on a
Ces deux équations s'intègrent immédiatement. La première donne
(3) j=l[er'+e ''
et la seconde, en remplaçant le radical
dy '' d.f
dx^ dx'
Il n'y a pas de constante à ajouter dans ces deux intégrales, si l'on prend pour origine sur la verticale qui passe par le point B, un point tel que OB = h, et si en outre on convient de compter les arcs à partir du point B.
PROPRIÉTÉS DE LA CHAINETTE
421. D'après son équation la chaînette est symétrique par rapport à l'axe des j'.
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En comparant les équations différentielles avec celles qui résultent de leur intégration, on trouve
ds (^) •^ = ^'^'
dy
d'où
En voici l'interprétation géométrique :
La première signifie qu'en chaque point M de la cliai-
Fig_ j3q, nette, la projection MK de
l'ordonnée de la courbe sur la
normale MN est constante et
égale à h. En effet,
MK=jcosPMK =
dy' dx-
L'équation (3) exprime que la projection MI de l'ordonnée sur la tangente MT est égale à l'arc BM, compté à partir du point le plus bas de la courbe. En effet
MI
dy
mais -^ = y : donc dx II
IP tangT = /i — :
dx
MI = s.
Enfin l'équation (4), conséquence des deux autres, signifie que la longueur désignée par A, l'arc MB et l'ordonnée j forment un triangle rectangle dont l'ordonnée est l'hypoténuse.
422. On peut obtenir les formules précédentes d'une manière un peu différente. Reprenons l'équation (418)
ds = hd%~ dx
Elle donne d'abord l'équation (3). En y remplaçant as
Sa couns ue mécanique.
par clx k/ I -h -—') on a
(7) dxsjid'où
dy ■=. -^ d.r. :
d'où, en intégrant,
dy- , dy dx- ax
d — dy dr
dx 1 ,ly2
dx' dx
On veiu^a comme précédemment qu'il n'y a pas de conslantes à ajouter à ces valeurs.
423. La courbe, lieu des points I tels que MI = arcBM, est une développante de la chaînette. La droite IP est tangente à cette courbe au point I, et la longueur IP de cette tangente comprise entre le point I et l'axe des x est constante et égale h. h.
424. Le l'ajon de cowhure de la chaînette est égal à la normale MN, mais dirigé en sens contraire. En effet, l'équation
dx^ dx
donne
dx'- h '
donc, si p désigne le rayon de courbure, on a
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Mais l'équation
donne
Jy2 yl
^ doc' A»
Donc enfin
MN
/ dy^
donc
(lo) P = MN.
D'ailleurs ce rayon de courbure est en sens inverse de la normale MN : en effet, on sait qu'il est toujours dans la concavité de la courbe; mais celle-ci tourne sa convexité vers l'axe des x, puisque son équation étant
ds = lid — 1 et s croissant en même temps que x, la dé-
, d^y' rivee seconde -— - est toujours positive.
On a vu (418) que T= csh — -^ donc, puisque
, ds r = «— -5 on a
(0 T = .Tjr
Ainsi la tension de la chaînette en chaque point est proportionnelle à V ordonnée de ce point. Au point le plus bas, pour lequelj^i= A, on trouve T=:rtjA, comme on devait s'y attendre.
426. On peut encore obtenir la tension au moyen de la formule générale
dT=~z {Xdx -t- Ydjr A- Zdz).
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Ici on a
X = o, Z = o, sY = CTj
donc
dT = zjdj ,
d'où -^
On n'ajoute pas de constante, parce que l'on doit avoir T = uA pour j' = h.
AD = /, DE = A', 0B = //, BD
a, b el l sont connues, et il s'agit de déterminer k, k', h
et/:
On a d'abord une première relation en exprimant que la somme des arcs BA et BC est égale à /. Or de
on tire
BA
par conséquent
On a une autre équation en calculant les ordonnées des points A et G et égalant leur différence à b :
(2) hz=-\e''-[-e ''~c'' — e '' ) .
On peut remplacer ces deux équations par les deux suivantes :
qui, multipliées membre à membre et observant que k -\~k' = a. donnent
d'où
428. Cette équation ne contient que la seule inconnue h. Pour la fésoudie, posons -—^9, \Jl'' — b- = an, d'où
et en développant le numérateur en série,
Observons aue l'on a « ^ i , car
y/p_ b' ^ sJaC — b'
or pour 9 = o le premier membre de l'équation (5) est nul, et il est infini pour 0 = co . D'ailleurs il croit avec Q d'une manière continue. 11 existe donc toujours une valeur de 0, et une seule, qui rend le premier membre
429. Si / est peu. supérieur à la corde AC, // — i et par suite B est une quantité très-pelite. On peut donc
avec une grande approximation, poser
d'où
e=.v/bi/e-i)--=\/6 v— 1 ,
on aura ensuite h au moyen de la formule /î =
L'équation
l + bzzzzhye^' — e"^'),
à cause de k-\- k' ==: a devient
d'où l'on tirera A". Enfin on aura A' par Féqualion
A-'=za— /.-,
• et l'on obtiendra la quatrième inconnue y au moyen de l'équation évidente
431. Si les deux points A et C sont à la même hauteur, on a Z> =: o et les formules se simplifient. On a alors
A' = A'=-5 puisque la courbe est symétrique par rapport à By.
REMARQUE SUR LE CENTRE DE GRAVITÉ DE LA CHAliSfETTE.
432. Le calcul des variations apprend que de toutes les courbes d'une longueur donnée, tracées sur un plan entre deux points donnés et qui tournent autour d'un
axe situé dans ce plan, la cliaînetle est celle qui engendre l'aire minimum. Il résulte de là que, de toutes les courbes qui remplissent les mêmes conditions, la chaînette est celle dont le centre de gravité est le plus voisin de cet axe, ou le plus bas si celui-ci est horizontal; car la surface engendrée ayant pour mesure, d'après le théorème de Guldin, la longueur de l'arc multipliée parla circonférence que décrit le centre de gravité de cet arc, ou voit que cette circonférence sera la plus petite possible daiîs le cas de la surface de révolution minimum.
COURBE DES POJN'TS SUSPENDUS
433. Soit un fil homogène ABC, suspendu à deux points fixes A et C, et dont les éléments sont sollicités par des forces verticales proportionnelles aux projections de ces éléments sur une horizontale Bx.
La courbe affectée par ce fil est celle que forme la chaîne d'un pont suspendu loisqu'oii néglige le poids de la chaîne elle-même.
Il est clair d'abord que la courbe formée par cette chaîne est dans le plan vertical mené par AC. Traçons dans ce plan deux axes, l'un verlical, l'autre horizontal. En appelant T la tension au point M, et cj la force totale qui sollicite une portion de la chaîne dont la projection horizontale est égale à l'unité de longueur, on a par les formules générales (406)
dx
ds
zsdx.
Si l'on appelle u/z la tension de la courbe en son point le plus bas, on a, en intégrant la première équation,
T — = ds ~
On voit déjà que la composante horizontale de la tension est constanie. Portant cette valeur de T dans la seconde équation , on aura
hd — = dx .
dx
d'où
dx
Il n'y a pas de constanie à ajouter, si l'on convient de prendre pour origine le point le plus bas de la courbe,
car alors on doit avoir ~ :=z o pour cr = o. En intégrant
cette équation , l'on a
(4) ihyz=x\
On n'ajoute pas de constante, parce qu'on doit avoir simultanément x = o, 7'- = o.
On voit que la courbe est une parabole dont l'axe est vertical et dont le sommet est au point B.
AUTRE MANIÈRE D OBTENIR LES RÉSULTATS PRÉCÉDENTS
43o. On peut arriver sans intégration aux résultats précédenls. Soit ABC la courbe cherchée. Prenons pour
axes la tangente BX au poini le plus bas et la droite Bj perpendiculaire à BX.
Soient M un point quelconque de la courbe, T la tension en ce point, H la tension au point B. En supposant la partie BM solidifiée, il doit y avoir équilibre entre T, H et toutes les forces qui sollicitent les éléments compris entix les points B et M. Ces dernières ont une résultante Q dont la direction rencontre BP en son milieu I. En effet, si l'on partage l'arc BM en un très -grand nombre d'éléments ayant des projections égales, la force qui sollicite chaque élément pourra être considérée comme ayant son point d'application au milieu de la projection correspondante. Leur résultante Q doit donc passer par le milieu I de BP. Cette force devant faire équilibre aux tensions H et T, il faut que la tangente M T prolongée passe au point I. En outre les trois forces H, T, Q se faisant équilibre, on doit avoir
IP ÏK
Or la force Q étant proportionnelle à x, on peut poser
en désignant par cr la force totale qui tire une portion de la corde dont la projection est égale à l'uni lé. Soit aussi
comme précédemment êô/i = O : comme IP = -; IK =jj
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la proporlion précédente peut s'écrire
zj h ?.
d'où
2 hy :=. x"^ %
la courbe est donc une parabole-
436. On obtiendrait, d'une manière analogue, la tension au point M. On a, en effet,
ou
d'où
ib = P— A'-= (/£ 4- A' j [/c — Â') = a (A
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*à cause de A -h k' = a. On a donc
d'où
438. Il faut maintenant exprimer que la longueur de la courbe ABC est égale à /. Or on a
, a hh
2 rt
/ dy^ I , , —
ds =z dx 4 / I + -j—^ :^= — (Ix \J h-
d'où Ton lire facilement
^ r= — r S^h- + X- + - 1 ( ;r -h \Il' -\- x-) \h,
en délerminant îa conslanle par la condition que l'on ait 5 =:= G pour x = o.
Eu faisant tour à tour dans cette formule x = Ji, x = A' et ajoutant les résultats, on aura
2 /il = /,■ s/h'-hÂ' + A-' ^//l'+A" H- h' 1 ( A- + v^F+7^) + /i' 1 (a-' + ^A-- + A-'=) — 2/i2 1 //.
Les valeurs de A et de A^ étant substituées, on aura une équation transcendante d'une forme très -compliquée. Cette équation se simplifie, quand les points A et C sont
à la même hauteur : alors b = o, k = h' == - et Ion a
/il = /, ^h- -i- A-= + A' 1
Q-2 couTlS de mécanique.
PRINCIPE DES VITESSES VIRTUELLES
Définition de la vitesse virtuelle. — Définition du moment virtuel. — Énoncé général du principe des vitesses virtuelles. — Démonstration de ce principe dans le cas d'un point matériel, — de deux points matériels dont la distance est invariable, — dans le cas général d'un système à liaisons complètes.
DÉFINITION DE LA VITESSE VIRTUELLE
439. Soient A, A', A", . . . , des points matériels quelconques soumis à de certaines conditions, comme d'être assujettis à rester sur des courbes ou des surfaces données ou à se trouver à des distances invariables les uns des autres.
Supposons tout le système transporté de la position qu'il occupe dans une position infiniment voisine qui satisfasse à toutes les conditions donnéjîs. On appelle 'Vitesse ^virtuelle ou déplacement virtuel de l'un quelconque de ces points la droite infiniment petite Aa qui ioint sa première position à la seconde. Le mot virtuel indique que le mouvement attribué au système est seulement possible, mais il n'a pas réellement lieu, et l'on n'a pas à considérer les forces qui seraient capables d'opérer ce mouvement.
DÉFINITION DU MOMENT VIKTUEL
440. Supposons maintenant qu'on applique aux points matériels A, AV A", . . . des forces P, P', P", ... et désignons par p, p', p", ... les projections des déplacements virtuels Aa, A'a\, . . j sur les directions de ces forces. Si AC = p est l'une de ces projections, on convient de regarder p comme positive ou négative, selon qu'elle est>
dirigée à partir du point A dans le même sens que la force P ou en sens contraire, ou, ce qui revient au même,
selon que l'angle PA a formé par la direction de la force avec celle du déplacement est aigu ou obtus. On appelle moment virtuel (*) de la force P le produit de la valeur absolue de celte force par la projection p du déplacement virtuel Ka de son point d'application. Le moment virtuel Vp a donc le même signe que p. Il est nul si la droite Ka est perpendiculaire à la direction de la force P
44'1. On peut donner une autre forme à ce moment.
On a
Vp^ PX Art X cosPArt = PcosPA<2 X Aa;
mais si l'on désigne par T la composante de la force P suivant le déplacement A«, on a T =: PcosPA^; donc
P;^— :TX Aa.
Ainsi le moment virtuel est égal au produit du déplacement virtuel multiplié par la composante de la force suivant la direction du déplacement.
On voit c[ue le moment virtuel dinne force et la quantité de travail élémentaire ont la même expression \ mais la premièie cjuantité ne suppose aucun mouvement du système dû aux forces qui le sollicitent actuellement.
ÉNONCÉ DU PRINCIPE DES VITESSES VIRTUELLES
442. Si des forces en nombre quelconque se font équilibre sur un' système de points matériels assujettis à des conditions données, la somme des moments virtuels est
(*) Cette quantité s'appelle aussi travail virtuel de la force P.
nulle pour tout déplacement 'virtuel compatible avec les conditions données, et réciproquement, il y aura équdihre si la somme des moments ^virtuels est nulle pour tous les mouvements possibles du système.
Ainsi la condition nécessaire et suffisante pour l'équilibre est que l'on ait
Vp + P'// 4- V"p" + . . . = G.
Nous démontrerons d'abord ce principe pour le cas d'un point unique et pour celui de deux points liés par une droite de longueur invariable.
ÉQUILIBRE d'un POIKT MATERIEL.
443. Soit R. la résultante d'un nombre quelconque de forces P, P', P''- • ^ - applifjuées à un même point A et
soit Art une droite quelconque finie ou infiniment petite menée par le point A. Appelons 7% p^ p', p", ... les projeclioi^s de A a sur R, P, P', P", . . , , ces quantités étant affectées de signes d'après les conventions faites plus baut, je dis que le moment virtuel de la résultante est égal à la somme des moments virtuels des composantes.
En effet, si 1, ce, a', a", . . . désignent les angles que les forces R, P, P', - . • font avec Aa, on a
R ces), = P cosa -h P' cosa' + P" cosa" -!-
Soit Aa = 0-, on aura
P.. 0- cos)v :-— P (7 cosa + P' cr cosa' -+■ P" a cosa" ... ;
mais
(7C0S). =/•, o-cosa=/.', o-cosa' =:/?'3
donc on aura
^r=zVp + V'p' -r ¥"p" +
Il résulte de là que si les forces P, P', P'' se font
équilibre et si le point A est libre dans l'espace, on aura pour tout déplacement du point A, puisque R =:^ o, Vp + P>' + P'>" -\-.. .=o,
ce qui démontre le principe des vitesses virtuelles dans le cas particulier d'un seul point matériel entièrement libre dans l'espace.
Âs^o. Ce principe se vérifie aussi facilement quand le point A est assujetti à demeurer sur une surface donnée
S. Tout déplacement infiniment petit Ka de ce point s'effectue alors dans le plan tangent à la surface. Il en résulte que pour l'équilibre du point A il faut et il suffit que la résultante R soit normale à la surface, et qu'on ait par conséquent R ou Rr= o, ou
Vp + V'p' + V"p" -f- . . . = o.
Même démonstration si le point A était assujetti à se trouver sur une courbe donnée.
Fig. 144.
ÉQUILIBRE DE DEUX POINTS MATÉRIELS UNIS PAR UNE DROITE RIGIDE
446. Si Von applique aux extrémités dhine droite rigide et injlexible AB deux forces égales et contraires dirigées suivant cette droite, leurs moments virtuels seront égaux et de signes contraires.
Supposons que le mouvtîment virtuel amène AB en ab : menons la droite AF parallèle et égale à a'b . La figure AF ba étant un parallélogramme, les projections AC et HD de A a et Fb sont égales et dirigées Sturm. — Méc, II. 5
dans le même sens, eu allant de A vers C, puis de H vers D. Or il suffit évidemment de faire voir que le rapport des projections AC = a, BD = (/i , tend vers l'unité, lorsque les points a et b se rapprochent de A et de B, en se mouvant sur des courbes quelconques AL et BM, et qu'en outre ces deux projections, en devenant infiniment petites, sont dirigées dans le même sens, l'une de A vers C, l'autre de B vers D.
Maintenant on a
HB _ HB BF _ HB BF HD ~ BF HD "" BF ÂC ■
mais dans le cercle décrit du point A comme centime, avec AB comme rayon, et qui passe par le point Fj on a
par conséquent Donc
BH
lim — -— = G.
BF
, , . BF D'un autre côté lim—— n'est pas infinie, à moins que
A a ne soit perpendiculaire à AB. En effet, BF et AC sont deux grandeurs indépendantes l'une de l'autre, puisque pour transporter AB en aby on peut d'abord faire tourner celte droite autour du point A, puis la transporter parallèlement à elle-même en ab. On conçoit alors que le rapport des droites BF et AC doit tendre en général vers une limite finie qui dépend de la nature des courbes AL et BM,
Le rapport Tj— a donc pour limite o. Il s'ensuit que
le rapport
BD _ BÇ _ 7, ÏÏD ~ÂC ~ "^
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tend vers l'unité et que BD est dirigé dans le sens HD ou AC. Ainsi les projections infiniment petites q^ et ç sont égales et dirigées dans le même sens. D'ailleurs les forces Q et Qi sont égales et contraires. Donc leurs moments sont égaux et de signes contraires, et Ton a
447. La même chose peut se démontrer par le calcul. Soient X, j, 2; x', j', z', les coordonnées rectangulaires des points A et B. Ces points peuvent être regardés comme assujettis à se mouvoir le long de deux courbes arbitraires AL et BM, avec la condition que l'on ait toujours
(^' ^^y^^y^^y h_. (z' - zy = r-,
/désignant la longueur de AB. On aura donc, puisque/ est une constante,
Soient ds =■ A<2, ds' = Bè les éléments des courbes AL, BM correspondant à une position infiniment voisine de la droite AB. La relation précédente peut se mettre sous la forme
/ x' — X dx
Y dy ds
z'-zdz\
' / ds]
dA'''~
■ X dx'
-ydy' z/-zdzf\
^ds\^ /
ds'~^
ds' l ds')
mais on a
— X dx
— y dy z' — z dz
l ds
l ds l ds'
— X dx'
— y dy' z' — z dz
l ds'
l ds' ' l ds'
pourvu que ds et ds' soient positifs^ condition qui peut
toujours être remplie en prenant convenablement les origines de ces arcs. On a donc
ds cosBA<2 =: ds' C0SÎB6 ou
d'ailleurs les forces Q et Qj sont égales et de sens contraires : donc la somme de leurs moments virtuels est nulle.
DEMONSTRATION DU PRINCIPE DES VITESSES VIRTUELLES DANS LE CAS d'uN SYSTÈME A LIAISONS COMPLÈTES.
41-8. Soient A (r,/, 2), A' (x',y, s'), K"{x",j\ z'%... un nombre quelconque n de points assujettis à des condi- Fig. i46. lions données. Ces condi-
tions seront ordinairement exprimées par un certain nombre d'équations entre les coordonnées de ces points. Le nombre des équations doit d'ailleurs êtie moindre que 3«, sans / quoi cliaque point aurait
une position fixe et reste
rait en repos quelles que fussent les forces appliquées au système 5 mais il peut être égal hdji — /. Dans ce cas. où le système est dit à liaisons complètes, tous les points sont assujettis à demeurer sur des courbes données AL, A'L', . . ., et le déplacement de l'un des points entraine celui de tous les autres. En effet, en éliminant oç' ^ j\ z\ x", y" ^ z" ^ etc.^ on tirera des équations données les valeurs de y et de z en fonction de x, savoir :
et ces équations représenteront une coui'be AL, sur laquelle le point A {x,y^ z) sera obligé de demeurer. On
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verra de la même manière que les autres points ne peuvent se mouvoir que sur des courbes déterminées. En outre, toutes les variables moins une, x, pouvant s'exprimer en fonction de celle-ci, quand on connaîtra la position de Tun des points, A par exemple, celles de tous les autres seront déterminées : les déplacements infiniment petits qu'on peut faire subir aux points du système ont donc avec l'un d'eux des relations qui résultent des 3/2 — i équations données.
449. Cbaf|ue point peut se mouvoir sur la courbe dans deux sens contraires, ce qui donne lieu à deux moments virtuels égaux et de signes contraires. C'est d'ailleurs ce qu'on peut voir par le calcul. Soit
une des 3/2 — i équations de condition. On peut la différentier en y regardant une seule des variables comme indépendante, ce qui donne
-^ Sx -h ~ §J -+- -^ Sz -^r ~ Sx' H- . . . = o. dx dy dz «?
On aurait en tout "an — i équations semblables. Or si elles sont satisfaites par de certaines valeurs de ^x, ây, 3z, ^x\ . . . , elles le sont évidemment aussi par les mêmes valeurs prises avec des signes contraires, d'où résulte pour cbaque point deux déplacements égaux et dirigés en sens contraires.
450. Supposons qu'on applique aux points A, A', A", . . . , des forces P, P', P'', . . . , telles, cju'il y ait écj^uilibre. Nous pouvons ne considérer qu'une seule force eu cbaque point, puisque, s\\ y en avait plusieurs, la somme de leurs moments virtuels serait égale au moment virtuel de leur résultante. Prenons sur une surface quelconque un point B qui soit lié avec les points A et A' par deux droites rigides AB, A'B, mobiles autour du point
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B. Appliquons en A et B, suivant AB, deux forces Q, — Q égales et contraires, puis en A' et B, suivant A'B, deux forces Q'. — Q' égales et contraires. L'état du système ne sera pas changé.
Quand le point B se déplace infiniment peu, il est obligé de se mouvoir sur une courbe déterminée, car il doit être sur uue surface donnée et rester à des distances également dorfnées des points A et A'. Cela posé, appelons toujours /?, /?', p'\. . . , les projections positives ou négatives des vitesses virtuelles des points d'application, A, A', A", etc. Désignons par Q^q le moment virtuel de la force Q appliquée au point A, et par Q^'g' celui de la force Q' appliquée au point A'. L'intensité de Q' étant arbitraire, on peut en disposer de manière que les forces P' et Q' appliquées au point A' tiennent ce point en équilibre sur la courbe A'L'. Il est nécessaire et suffisant, pour cela, que la somme de leurs moments virtuels soit nulle (446) ou que l'on ait
On peut alors supprimer P' et Q' appliquées en A'. On
peut aussi disposer de l'intensité de la force Q, de sorte
que les deux forces — Q5 "~~ Q' tiennent le point B en
équilibre sur la courbe où il est obligé de demeurer, ce
c[ui exige, puisque les moments virtuels de ces deux forces
sont, d'après le lemme précédent, -~ Qg et — Q'</', que
l'on ai t
Qy + Q'r/ = o;
de la et de l'équation précédente on déduit
Ainsi l'état du système ne sera pas changé si l'on suppiime la force P' appliquée au point A', pourvu que l'on applique au point A une force Q dont le moment virtuel soit égal à celui de la force P'.
On pourra de même supprimer les forces appliquées aux autres points A", A'", . . . , pourvu qu'on applique au point A des forces dont les moments soient égaux à P"p", V"'p"', ....
On n'aura donc plus que des forces appliquées au point A. Donc, pour que le système soit en équilibre, il faut et il suffit que ces forces se fassent équilibre et par conséquent que la somme de leurs moments soit nulle. On
aura donc
Pp -h F'p' + P"//' + . . . = G.
451. S'il n'y a pas équilibre, les forces appliquées au point A donneront une résultante R qui ne sera ni nulle ni Fig. 147. normale à la courbe A a et qui
par conséquent aura un moment virtuel Rr plus grand ou plus petit que zéro, selon qu'elle tendra à faire mouvoir le point A dans le sens A a ou dans le sens contraire, c'est-à-dire selon qu'elle fera avec A a un angle aigu ou un angle obtus.
Or
Rr=Pp-+- P'p' -h,. . .— iPp;
donc selon que la somme SPp sera positive ou négative, les forces tendent à mouvoir le système dans le sens Aa ou dans le sens contraire. Et si le mouvement A« est empêché, il faut et il suffît, pour qu'il y ait équilibre, que SPjt? soit nulle ou négative.
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SYSTEME A LIAISONS INCOMPLETES
452. Nous allons maintenant étendre le principe des vitesses virtuelles à un système à liaisons incomplètes, ou dans lequel les coordonnées des points sont liées entre elles par un nombre i d'équations, i étant <^ on — i.
Je dis d'abord que s'il y a équilibre, la somme des moments virtuels est nulle. Considérons en effet l'un quelconque des déplacements compatibles avec les liaisons du système. On peut établir de nouvelles liaisons au nombre de 3n — i — i, (elles, que le déplacement virtuel en question devienne le seul possible. Mais alors les forces qui agissent sur tous ces points dont le système est devenu à liaisons complètes, se faisant encore équilibre, la somme de leurs moments virtuels doit être égale à zéro. Cette somme est donc nulle pour lout mouvement virtuel compatible avec les conditions du système.
453. Réciproquement, quand la somme des moments virtuels est nulle, l'équilibre existe. En effet, si les forces appliquées au système pouvaient le mettre en mouvement, tous les points éprouveraient simultanément des déplacements très-petits pendant un temps très-court. On pourrait, sans changer ce mouvement, établir de nouvelles conditions qui rendraient le système à liaisons
complètes, et qui empêclieraient tout le mouvement virtuel différent de celui qu'on suppose avoir lieu. On aurait donc un système à liaisons complètes, dans lequel la somme des moments virtuels serait nulle et qui ne serait pas en équilibre.
Le théorème des vitesses virtuelles se trouve donc étendu à un système quelconque.
LIAISONS QUI s'expriment PAR DES INÉGALITÉS.
454. Quand les liaisons qui existent entre les différents points d'un système sont exprimées par des équations, chacun d'eux peut éprouver deux déplacements égaux et de sens contraires. Mais dans certains systèmes il n'en est pas ainsi.
Par exemple, concevons un point A placé sur une surface fixe S, dans l'intérieur de laquelle il lui est impossipjg j/j8. ble de pénétrer, c'est-à-dire qu'il
peut se mouvoir d'un côté du plan tangent, mais non de l'autre. Il est clair que s'il se meut dans le plan tangent, il pourra toujours se déplacer dans deux sens opposés Aa et A«'; mais pour tout autre mouvement son déplacement sera possible dans un sens et impossible dans l'autre.
455. Les conditions de cette espèce sont ordinairement exprimées par des inégalités. Par exemple, si un point est posé sur nn plan fixe et ne peut se déplacer que d'un côté de ce plan, en prenant celui-ci pour plan des XY et prenant l'axe des z dans le sens de son mouvement possible, on aura pour ce point ^>o, et il faudra exprimer que la variation de z est nulle ou positive, c'est-àdire poser l'inégalité
Déplus on exprimera qu'un point ne peut pénétrer
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dans l'intérieur d'une sphère fixe dont le centre serait à l'origine des coordonnées, au moyen de la relation
R étant le rayon de la sphère, et si le point est actuellement posé sur la surface sphérique, on aura en le déplaçant
x§x -+- ySj ■+ zSz^o.
456. Si le système A, A', A".. . . , est assujetti à des conditions de ce genre, le principe des vitesses virtuelles subit une modiiication. Il suffit alors, pour l'équilibre, que !a somme des moments virtuels des forces soit nulle ou négative pour chaque mouvement virtuel de cette espèce. Si le système est à liaisons complètes, cela i^ésulte de ce que nous avons dit plus haut (4o.f ) dans le cas ou le mouvement du point A est empêché dans un certain sens. Si le système est à liaisons incomplètes, le théorème se démontre en introduisant un certain nombre de conditions telles, que le système devienne à liaisons complètes.
AUTRE FORME DE l'ÉQUATION DES VITESSES VIRTUELLES.
L'équation
(i) Pp-h V'p' + V"p" + . . . = o
peut se mettre sous une forme plus commode. Soient ^'S- ^9- X, Y, Z les composantes pa-
rallèles aux axes de la force P appliquée en A. Désignons par ^x, àj, §z les variations des coordonnées de ce point pour un déplacement virtuel Aa, compatible avec l'état du système, de sorte que les coordonnées du point a soient x -\- dx, y + àj^ z -\-^ z.
Le moment virtuel de la force P étant égal à la somme
des moments virtuels de ses composantes , on a -''---*'^'^'^
Pp = X§x-hY8j -h ZSz; on a de même
et ainsi de suite. En substituant ces valeurs dans l'équation (i), elle devient
(2) l(Xox-i-YSx+Z3z) = o. y
CONDITIONS d'équilibre d'uN SYSTEME.
458. Voici maintenant comment on déduit du principe général des vitesses virtuelles les conditions d'équilibre d'un système donné. Supposons que les liaisons qui existent entre les divers points du système soient exprimées par les équations
Ces équations devant être satisfaites parles nouvelles coordonnées des points, après un déplacement infiniment petit compatible avec l'état du système, on aura
r/L , dL ^ dh ^ dL ^ ,
— (ix -I — or -\ — Sz -f- —-7 à.x -;- . . . = o,
ax dy dz dx
f/M , dm. , dm ^ dm. ^ ,
. -— Sx -i- -— §r -^ —Sz -;- -— Sx' --. . . — o,
(2) / dx dy dz dx
dN ^ r^N ^ d^ ^ '^N , ,•
-— Sx-^ —- Sy'+- --- Sz-i -Sx' -^. . -0,
dx dy dz dx
Pour bien comprendre ces équations, il faut concevoir qu'aux i équations données on ait ajouté 3 7/ — i — / équations nouvelles, telles, que le déplacement considéré devienne le seul possible. Alors toutes les variables moins une deviennent fonctions de celles-ci, et on peut, sous ce point de vue, différentier les équations (i). D'ailleurs on ne diminue pas ainsi la généralité de la question, puisque le déplacement particulier que l'on considère
y6 COURS DE MÉCANIQUE.
peut être l'un quelconque de ceux qui sont compatibles avec l'état du système.
459. Les équations (2) au nombre de ï" contiennent 3/2 variations §x, ôy, ^^, ... -, il y en a 3 w— / qui sont arbitraires, et les autres, au nombre de /, dépendent de celleslà. Si on porte les valeurs des dernières dans l'équation
(3) \{XSx-hY§j^Z§z). = o,
celle-ci contiendra seulement 3/? — i termes multipliés cbacun par l'une des 3n — i variations arbitraires, et comme la relation (3) doit être vérifiée quelles que soient ces variations, il faudra égaler à zéro leurs 3n — i coefOcients. On aura ainsi 3/i — z équations qui, jointes aux équations (i), donneront 37Z équations nécessaires et suffisantes pour l'équilibre, entre les composantes des forces et les coordonnées de leurs points d'application.
L'élimination de i variations au moyen du système (2) peut se faire par la méthode des multiplicateurs. Multiplions la première par 1, la seconde par /Lt, etc., et ajoutons-les membre à membre avec l'équation (3). Déterminons les quantités 1, ^,. . . qui sont au nombre de i par la condition que les coefficients de i variations soient nuls et égalons à zéro les 3?z — z'autres coefficients. Nous
aurons
les 3/z équations suivantes :
1 r/L dM dx dx
dx
1 ,, , dL dM 1 Y + X— +fz -^r- 1 dj dy
\ ^ . dL dM 1 dz dz
X -f- X — - -f- p _— ax' df
461 . Réciproquement, si ces équations ont lieu, je dis que les forces se font équilibre; car, en multipliant ces équations respectivement par §x, dj~, dz, èx' , ... et ajoutant, on retrouve l'équation
dL dM
d.v dx
Y + / — + p — - + . . . Uj- -f . . . = o,
dy dj
c[ui se réduit à l'équation (3), en ayant égard aux relations (2) : or l'équation (3) exprime que la somme des moments virtuels est nulle,
462. Les équations (4) conduisent à une conséquence remarquable. On voit qu'elles resteront les mêmes et que l'équilibre actuel du système subsistera si l'on supprime la condition L ==1 o, à laquelle le système devait satisfaire dans tous ses déplacements, pourvu qu'on joigne aux forces primitives de nouvelles forces, savoir une force appliquée en A et dont les composantes parallèles aux axes seraient
dh dh dL
dx dj- dz ^
une force appliquée en A' et dont les composantes seraient ,
dL dh dL
dx' dy' dz'
et ainsi de suite. La liaison exprimée par l'équation L = o produit donc ces forces.
L'intensité de la force qu'il faut appliquer au point A. par exemple, est égale à
dx)-'^\dy] "^ \d.
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et sa direction est celle de la normale à la surface représentée par l'équation
quand on y regarde x,y, z comme seules variables, puisque les cosinus des angles que la normale fait avec les
, , dYt dL, dL axes sont proportionnels a ~—i —-•, —p-
Les conditions M:=o,N = o, etc., peuvent de même être supprimées, pourvu que l'on applique à tous les points du système des forces convenables. Ces forces auxiliaires, qui peuvent tenir lieu des liaisons qui existent entre tous les points, sont celles qui produisent les tensions et les pressions dans les liaisons du système.
Enfin, si l'on supprime toutes les liaisons, ce qui rend tous les points libres, on voit que les forces P, P', . . . appliquées à ces points libres sont détruites par les forces
^ doc'
dy
dL
)oint A,
dL
dM
dL
dM
^ dz' '
appliquées au point A', ainsi de suite.
SUR LES DIVERS MOUVEMENTS VIRTUELS d" UIV SYSTÈME.
463. Un mouvement virtuel quelconque se compose de 3« — z jnouvements virtuels particuliers et distincts.
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Soient diX, dij^ è^z^dix' , . . . les variations des coordonnées des points pour un premier mouvement; d^o:, d^j, ^^z^^^x' , . . . pour un second mouvement. Enfin, k étant égal à 3« — z, soient J^x, ^kj^ cJ^^, àf,x' , ... les variations des coordonnées pour un A'^""* mouvement. On a les équations
dh . dL ^ dL ^ c?L „ ,
ax dy dz dx
(i) {du dm , du. du, , ,
-— dx + — - (Jj + -— dz -4- -p7 dJT -r . ■ . — O,
a.r a^ dz dx
auxquelles on satisfera de la manière la plus générale, en supposant
^ J7 z= «1 (î, .r -f- «2 <5'2 .r + «3 (îj a: -h . . . + a^ S;, x ,
«1 , «2 j • ■ • 1 «Â étant des indéterminées au nombre de A ou de Zn — i. En effet ces valeurs satisferont aux équations (i)', ensuite parmi les 3 A variations, il y en a A auxcjuelles on peut donner des valeurs tout à fait arbitraires. En déterminant convenablement les A facteurs «1, «2, . . . ,fl;r, ces variations restant au nombre de i se trouvent déterminées par les formules (a) de manière à satisfaire à toutes les équations (i). Donc, etc.
Il faut toutefois qu'il n'y ait pas de relations linéaires entre ^^x^ ^\y ■> • • • de la forme
h^ 5i X -\- bi §i X -h . -\- biiSi,x = o, è, (î, j -h b-, §,y -f- . . ., -:- bk SkX = o;
bi §i x' -H b^ Si x' -\- ...-{- b]; Sii x'= o,
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c'est-à-dire qu'aucun des déterminants provenant du système
Si a:, §,x, §1^, ^i-r', . . . , ^2 j:, ^2 r, SjZ, o-..r', . . . ,
^k^^, S^j, OkZ, hx' .
ne soit égal à zéro.
464. Ainsi comme application la plus simple, pour l'équilibre d'un point libre il faut et il suffit que la somme des moments virtuels soit nulle pour trois déplacements virtuels quelconques du point, et l'on choisit les trois déplacements virtuels parallèles aux axes. Tout autre déplacement virtuel est composé de ces trois-là.
Pour un point situé sur une surface donnée, deux déplacements particuliers suffisent, et sur une courbe un seul déplacement est possible.
465. En général soient L = o, M =: o , . . . les équations de condition. On prendra 3 « — / quanti tés o,(j;,0,. .. fonctions de x,y^ z, x\..- et dont les variations seront toutes arbitraires. L'équation des vitesses virtuelles deviendra
* (îw -4- Y ^i|/ + 0<^9 + . . • -t- >. (îL 4- p. (îM + . . . =: o ;
et comme JL, (?M, . . . sont nulles et que Joj, dà , . . sont arbitraires, on aura
Si
APPLICATIONS DU PRINCIPE DES VITESSES VIRTUELLES
Equilibre d'un système invariable. — Cas où le système est gêné par quelque obstacle. — Équilibre du polygone funiculaire. — Propriété de l'équilibre. '
ÉQUILIBRE d'un SOLIDE IKVAFaACLE,
466. Oii peut déduire du principe des vitesses virtuelles les conditions d'équilibre d'un système solide, formé de n points matériels liés entre eux d'une manière invariable. Cherchons d'abord le nombre de ces conditions. Trois points étant pris au hasard dans le corps, pour exprimer que leurs distances mutuelles ne changent pas, il faut trois équations. Il en faut ensuite 3 [n — 3) ou 3/z — o autres pour exprimer que les n — 3 autres points restent à des dislances invariables des trois premiers. Ainsi les liaisons du système établissent 3 /z — 9 + 3 ou 3/2 — 6 équations entre les coordonnées de tous ces points. Comme on doit avoir en tout 3 n équations pour déterminer les coordonnées des n points du système, il y aura donc six éqtaalions d'équilibre.
On pourrait obtenir ces équations en appliquant
la méthode générale^ mais il est plus simple d'imprimer au système six mouvements virtuels arbitraires et indépendants les uns des autres , de telle sorte que les relations qui en résulteront entre les forces, ne pou-
Stlt.j;. — Méc, II. 6
Fi". i5o.
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vant se déduire les unes des autres, seront précisément les six équations d'équilibre.
Le déplacement le plus simple consistera à faire mouvoir le corps parallèlement à l'un des axes, Ox par exemple, de telle sorte que tous ses points décrivent de petites droites Art, A' «', toutes égales. Alors ^j-, dz, âj\ dz'^. . . , sont nuls et dx = dx' =r^dx", ....
Dans ce cas l'équation générale
(i) \ {X3a:-^Y3r'hZ3z) = o
devient, en supprimant le facteur commun âx,
on aura de même
468. On obtiendra les trois autres équations d'équilibre en faisant tourner le corps successivement autour des trois axes. Supposons d'abord que la rotation s'effectue autour de Oz. Le point A décrira un élément Aa d'une circonférence lAH de i^ajon AC = /• et parallèle au plan xOy. Soit l'angle AGI = w. On a d'abord oz = o, puis à cause de
^=rcosc>3, j- = rsinw,
on a, la rotation étant mesurée par l'angle §(ù,
OU bien
^^ = — yS(û, Sj=^.tSw.
Donc
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et de même
X' Sx' + Y' §x' + Z' Sz' = [Y'x' — X'j') ^«.
On a donc, en substituant ces valeurs dans l'équation (i] et supprimant le facteur constant :Jco,
et de même
y (zj-Y.)=
(7) .2^(Xz-Z^) = o.
69. On peut déduire du principe des vitesses virtuelles les équations des moments sous leur seconde forme (367).
Décomposons la force P {fig. i5o, p. 8i) en deux autres, l'une Z parallèle à Oz, l'autre Q située dans le plan du cercle lAH parallèle au plan xOy. Imprimons au corps un mouvement de rotation, de manière que le point A décrive un petit arc de cercle ha dont le rayon AC est perpendiculaire à O^. Abaissons CD = q perpendiculaire sur la direction de la force Q et imaginons celle-ci transportée au point D. La force P est remplacée par les deux forces Z et Q. Or le moment virtuel de Z est nul, puisque l'élément A« est perpendiculaire à cette force. Quant au moment virtuel de la force Q appliquée au point D, c'est le produit de cette force par q dw. On a donc, en appelant Vp le moment virtuel de la force P,
On aura de même pour les autres forces
P'// = Q' </' 6^w, V"p" = q"(f ^w , . . . , et l'équation d'équilibre (5) devient
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Elle exprime, comme nous l'avons vu, que la somme des moments des forces par rapport à l'axe Oz est nulle.
AUTRE MANIÈRE d'oBTEWIR LES CONDITIONS DÉQUILIBUE d'cK SYSTÈME SOLIDE.
4'70. Concevons les points du corps rapportés à un nouveau système d'axes rectangulaires. Les coordonnées {x,j, z) d'un point seront liées aux nouvelles coordonnées par les équations
ix = a. -\- a .r, + Z> j, 4- c Z| , 2 = 7 + a" Xi -T- l>" Ji + c'''c, ;
et l'on aura entre les constantes a^a! , . . . les équations de condition
/ ab-{-a'b' + a"b" = o,
(3) ] ac -\-a'c' -\-a" c" =o, ( hc -\-b'c' +è"c"=o.
Le système étant solide, si l'on conçoit que les axes des Xi ,ji, Zi , en fassent partie, un déplacement quelconque du système changera la position de ces axes, aussi bien que x^j, z, mais ne changera pas 0:1,^1, Zx . Donc
1§x z=:§o!. -{- .T^ Sa ~hfi3b +z, (îf, ^2 = Sy -\~ X, Ba" H- j, S b" H- z,^c" .
Supposons qu'avant le déplacement les axes des Xi,jyi, ^i, coïncident avec les axes des x^y^ z^ alors on aura
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et par conséquent •
Sa =ro, Bb' =o, Sc"=zo (*),
et les équations de condition (3) donneront, par la différentialion,
§b + §a' = o, dc-^§a" = o, Se' -i-Sb'' = o.
Posons
Sa' = -3b = S0, Sc = —Sa''=S^\>, Sb"z= — 8c' = S<fy
on aura
Sx = Sa. — y Sa -h zS^ ,
S y :^ Se -h X Soi — ■ 2 5(J) ,
^z = ^7 — xS-h ■ — -jof; et en substituant dans l'équation générale
\ {XSx-i-YSy-hZSz) = o, il vient
<îayX4- S§\ Y -\- S-\ Z -\- So>\{Yx — liy) (5) I
-h s<f y (Zj — Yz) -h s-^ y (Xz — z.r) = o.
Les variations âa, âo, . . . étant arbitraires, cette équation ne peut avoir lieu que si les coeificienls de ces variations sont nuls; on retrouve ainsi les conditions exprimées plus haut (467, 468).
ÉQUILIBRE d'un SYSTEME SOLIDE GÊNÉ PAU UN OBSTACLE.
471. Si le système renferme un point fixe O, on prendra ce point pour origine des coordonnées et on exprimera, au moyen de trois équations, que les distances
(*) Ces dernières équations peuvent s'obtenir en différentiant les formules (2 ) et en introduisant les hypolhèses a = i, a = o,. . . .
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mutuelles des points A, A' et O sont constantes; puis par 3 [fi — 2) équations que les distances des n — 2 autres points à A, A' et O restent invariables, ce qui fait en tout '5n — 6 + 3 ou 3/2 — 3 équations de condition entre les coordonnées des points du système. Donc il y aura, dans ce cas, seulement 3 équations d'équilibre entre les forces. On obtiendra ces trois équations en faisant tourner le système successivement autour des trois axes. Il est évident d'ailleurs qu'à cause de la fixité du point O, il est impossible de faire mouvoir le corps parallèlement à un axe comme lorsqu'il était libre.
472. S'il y a deux points fixes O et H, ou, ce qui revient au même, un axe fixe OH, on prendra cette ligne pour axe des z. On exprimera, par deux équations, que les distances du point A aux points O et H sont invariables et, par 3 [ji — i) équations, que les distances des n — i autres points aux points O, A, H sont également invariables, ce qui fait en tout 3n — 3 -j- 2 ou 3/? ■ — i relations entre les coordonnées des différents points du corps. Ainsi le système est à liaisons complètes 5 et, en effet, un seul déplacement est possible, c'est un mouvement de rotation autour de l'axe OH. C'est par ce déplacement virtuel qu'on parviendra à la seule équation d'équilibre à laquelle les forces appliquées au corps doivent satisfaire (373).
Soient A, A', A", . . . , A ("~^^, n points unis par
Fig. i5i. des cordes formant un
polygone de 71 — i côtés dont les sommets sont tirés par n forces P, P', P",..., P("-^^ Il faut d'abord exprimer que les longueurs des côtés sont données et égales à /, /',
/'', ... 5 en désignant par x,j^ z, x\ j', z',. . . les coordonnées des points A, A', , . . par rapport à trois axes i^ectangulaires, on aura les n — i équations
-VK-
-yy^iz!
-zT-
■sj[^"-
-fY-^[z"
En différentiant ces équations, on aura
— ^ — §.x ^ Sx' + —~ Sy
^-=lI-§y'+tJIlISz-^'-^H'=0
eln — -2 équations analogues. A ces ;; — i équations il faudra joindre la suivante
2(X.îxH- Y(îr-f-Z^z) =0.
474. En employant pour -l'élimination des n variations la méthode générale des multiplicateurs et en faisant usage des mêmes notations, on obtient les 3 n équations
et
TII , J
On aperçoit facilement la loi d'après laquelle ces équations sont formées. Eu éliminant entre elles les n — i indéterminées X, f/., v,..., ou aura "in — [ii — i) ou Q.n-{~ I conditions d'équilibre.
475. Les quantités auxiliaires ^, |7., v,... ne sont autre chose que les tensions des divers cordons, en
supposant ces quantités positives. En effet X — - — ?
X- —•) X — - — sont les composantes parallèles aux
axes d'une force égale à X, agissant suivant AA' de A vers A'. Or les relations (i) font voir qne cette force X et la force P, appliquées au point A, se détruisent. Ainsi X mesure la tension du cordon AA'. On retrouve en même temps ce résultat connu (389) que la force P est dirigée suivant le prolongement de AA' lorsque le polygone est en équilibre.
Les équations (2), outre les composantes de P, contiennent celles d'une force égale et directement contraire à X, c'est-à-dire agissant au point A', suivant AA' de A' vers A. Les mêmes équations renferment les valeurs des composantes parallèles aux axes, d'une force égale à u et dirigée suivant A' A'' de A' vers A" si la quantité p. est positive. Ces trois forces se font donc équilibre au point A'. Ainsi a mesure la tension du cordon k'h!' . On verrait de même que v est la tension du cordon A" A'", et ainsj de suite.
476. H est facile de prouver que la tension d'un cordon quelconque est la re'sultante des forces qui agissent d'un même côté de celui-ci, transportées parallèlement à elles-mêmes en un point de sa direction. Ce qui précède le démontre pour le premier cordon. Pour le second, il suffit d'ajouter deux à deux les équations (i) et (2) : on a aiiîsi
y -f- Y' -F II
z" — z' Z-hZ' + ^y. — =0.
Il résulte de là que les forces P, P' et la tension /jt du cordon A' A", cette dernière agissant de A' vers A", se font équilibre. Donc une force égale et contraire à fx qui mesure aussi la tension du cordon A' A" est la résultante des forces P et P'. On verrait ensuite, en ajoutant trois à trois les équations (i), (2), (3), qne la tension du cordon suivant est la résultante des forces P, P' transportées en A" et de la force P", et ainsi de suite.
477. Si X, |7., V,... n'étaient pas toutes positives, le polygone funiculaire ne serait pas en équilibre; car si ^, par exemple, était négative, les points A' et A" seraient tirés par deux forces égales et contraires qui tendraient à les rapprocher. Cependant l'équilibre aurait encore lieu si les cordons étaient remplacés par des droites rigides, car on a exprimé que les distances AA'j A'A", . . . doivent être constantes.
SUR UNE pPtOPraÉTÉ DE l'équilibre.
478. La formule des vitesses virtuelles conduit à une remarque importante.
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Supposons que le premier membi^e de l'équation
\ {XSx + YSj + z§z) = o
soit la ;variation exacte d'une fonction de x, jr, ^, x'', y , ^', . . . , considérées soit comme des variables indépendantes, soit comme des variables liées entre elles par les équations L = o, M = o, etc., on aura
Il faut et il suffit pour cela que X, Y, Z, X', . . , soient les déiivées partielles de la fonction y, par rapport à x,y, z, x', .... Alors pour la position d'équilibre et seulement pour celle-là, la valeur correspondante de ia fonction f [x, y, z^. . .) est un maximum ou un minimum, si toutefois cette fonction est susceptible d'un maximum ou d'un minimum 5 car pour toute autre position du système, sa variation est différente de zéro. On démontre que l'équilibre est toujours stable quand le maximum existe-, cela veut dire que si l'on écarte un peu le corps de sa position d'équilibre, il tend à y revenir et atteint cette position après un temps plus ou moins long. Si le minimum a lieu, l'équilibre peut être instable, auquel cas le corps un peu dérangé de sa position d'équilibre n'y revient plus.
L'expression
est une variation exacte quand les forces motrices sont dirigées vers des centres fixes et fonctions des distances de leurs points d'application aux centres. Supposons, pour simplifier, qu'il n'y ait qu'un seul centre K («, ^,c); soit R (X, Y, Z) l'intensité de la force qui agit au point A[x,j;z) suivant AK.: supposons-la attractive et soit
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AK = 7-, On aura
Xo.r+Y^r + Z(îz = R ^;r4-R ^dV + R ■ ^s,
OU bien
à cause de
{:v — ay-^{y—by-\-{z-cyz=r\
On trouverait H- R^r, si la force était répulsive. De même en désignant par R' (X', Y', Z') , R" (X", Y'', 71') , . . . les forces attractives ou répulsives qui agissent aux points A', A",..., situés aux dislances r', r'\... du centre fixe, on aura
(X<î.r + Y^j + Zo^z) = — R^r — R' ^a'— R"^r"—
Cette fonction est une différentielle exacte, si, comme on le suppose, R est une fonction de r^ R' une fonction
de r', etc.
480. Si les forces R, R', R'', . . . supposées attractives ont pour expressions
[/. étant un coefficient constant, le second membre sera la différentielle exacte de
Ainsi, dans ce cas, la fonction
est un maximum ou un minimum quand il y a équilibre.
481. Le premier membre de l'équation générale des vitesses virtuelles est encore une différentielle exacte, quand les forces considérées proviennent des actions mutuelles des points du système et qu'elles sont simplement fonctions des distances mutuelles des points qui agissent les uns sur les autres.
Soit en effet R la force avec laquelle deux points A (x,jy, z) et A! [x\ j'^ z') agissent l'un sur l'autre. La force qui tire A vers A' a pour composantes parallèles aux axes
et les composantes de la force égale à E. qui tire A' vers A
sont
ces forces introduisent donc dans 2(XcJj: + YJ/H-Z;?^) un groupe de termes
ou — RJ/-, à cause de l'équation
Il en résulte que
\ {XSx -hYSj -h Z5z) = —Y R^r,
Or d'après l'hypothèse \ Rôr est une différentielle
exacte.
S'il n'y avait que deux points et qu'ils fussent assujettis à demeurer à une distance constante l'un de l'autre, on aurait dr--=: o et qzE.(^r=:o. Par conséquent la somme des moments virtuels de deux forces égales et contraires agissant suivant AA' est nulle 5 c'est le lemme dont on a fait usage au n*' 446.
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482. Considérons encore un système de points pesants. Soient Pip'i p"-i- ' ' leurs poids et supposons qu'il n'y ait pas d'autres forces que la pesanteur. Si nous prenons l'axe des z vertical ou dirigé dans le sens de cette force, l'équation des moments virtuels se réduit à
pdz + p'6z' -T- . . . =z o :
on a donc
d{pz +l/z' -h p"z" -[-... ] = o.
Soient P la somme de ces poids et z^ le z du centre de gravité du système, on a
pz+p'z' -+-p"z"-h...=Vz, et
ou
Sz, = o.
Ainsi, dans la position d'équilibre le centre de gravité est le plus haut ou le plus bas possible. C'est ce qu'on avait déjà remarqué à propos de la chaînette.
riK DE LA STATIQUE
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DÉMONSTRATION DU PRINCIPE DE D ALEMBERT
483. Le mouvement d'un système de points assujettis à des conditions quelconques et soumis à des forces quelconques se détermiae au moyen d'un principe très-général que l'on doit à d'Alembert. Mais avant de le démontrer, nous allons rappeler la définition générale de l'équilibre.
On dit que des forces appliquées à un point ou à un système de points se font équilibre, quand l'état de celuici n'est nullement changé par leur suppression. Cette définition ne suppose pas le système en repos. Il peut être en mouvement, et alors on dit que les forces se font équilibre quand, en les étant, on ne modifie pas le mouvement du système.
484'. Considérons un système de points en mouvement M, M', M'', ... -, soient jUj ni', m'', . . . leurs masses et P, P', P'^ . . . les forces qui les sollicitent. Ces points sont assujettis à certaines conditions, ordinairement exprimées par des équations entre leurs coordonnées.
aux axG3
Fig. i52.
TKEKÏE-SIXIÈME LEÇON. p5
Considérons en particulier un de ces points, par exemple le point M qui est sollicité par la force P. Le mouvement de ce point n'est pas le même que ^ s'il était libre. Soit Q la force qu'il faudrait lui appliquer, s'il étai t libre, pour lui donner le mouvement qu'il a réellement. Les composantes de la force Q parallèles
d^ X cP Y d- z
dt- cW dt^
sont des fonctions du temps connues ou inconnues, mais déterminées. Soient de même Q', Q'', • • • ^es forces qu'il faudrait appliquer aux points M', xM", . . . , s'ils étaient libres, pour leur conserver le mouvement qu'ils ont dans le système. On voit que si l'on substitue les forces Q, Q', Q", . . ". aux forces P, P', P'', . . . , tous les points prendront le même mouvement qu'auparavant, sans que les mêmes conditions analytiques cessent d'être remplies; car, puisque leur mouvement est le même dans les deux cas, les équations de conditions seront encore satisfaites. Ainsi, au système des points assujettis aux conditions données et sollicités par les forces P, P', P '',... , on pourra substituer le système des points assujettis aux mêmes conditions et sollicités par les forces Q, Q',
485. Cela posé, le système étant sollicité par les forces ?, P', P", . . . , ou ne modifiera point son mouvement, si l'on applique respectivement aux points M, M', M'', o . . les forces égales et directement opposées Q, — Q, Q', — Q', . . . , qui se font équilibre deux à deux. On
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vienl de voir que, sans qu'on ait à clianger les liaisons du système, les forces Q, Q', Q'',... produisent le mouvement
effectif. DonclesforcesP,F,P''', ... , — Q, — Q', — Q'V.. se font équilibre, puisque le mouvement n'est pas changé par leur suppression. On arrive donc ainsi au principe qui porte le nom de d'Alembert, savoir que les forcés motrices dhin système font à chaque instant équilibre à des forces égales et contraires aux forces qui produiraient son i7iouuement effectif si tous ses points devenaient libres.
REMARQUES SUR LE PRINCIPE DE d'aî.EMBERT.
486. On peut présenter le principe de d'Alembert sous une autre forme, utile dans quelques cas. Décomposons la Pi„_ ,53 force P appliquée au point M en
deux, dont l'une soit la force désignée par Q, et l'autre une force cjue nous appellerons R.
Nommons de même Q', R', Q", ~~'iy"^'^ " R'', . . . les composantes ana-
logues des autres forces P', P", . . .
On peut remplacer les forces V, P', P", . . . par les forces Q, R, Q', R', . . . . Mais alors on voit que les forces R, R.', R'',... doivent se faire équilibre, puisque les composantes Q_^ (^\ (^" . . . . donnent le même mouvement que les forces P, P', P", .... Ces forces sont dites \es forces perdues . Quant aux composantes Q_,Q_' ^Q_"^...^ on pourrait les appeler yb/'ce^ effectives, puisqu'elles ont sur le système le mêm(3 effet que les forces motrices
P, P', P", On peut donc dire qu'à chaque instant les
forces perdues se font équilibre.
Cet énoncé revient au précédent; car chaque force R est la résultante des forces P et — Q. Dire que les forces R se font équilibre, revient donc à dire que leurs composantes P, — Qî'P', — Q'v • . se font équilibre.
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487. Il est bon d'observer qu'on pourrait remplacer d'une infinité de manières les foi'ces données par d'autres susceptibles d'imprimer le même mouvement au sj^sièrae, non plus libre, mais assujetti aux conditions données. En eilet, supposons que des forces R, R', R", ... se fassent équilibre. On pourra décomposer chaque force P en deux forces R et Q. Comme les forces R se détruisent^ il ne restera que les forces Q qui produiront le même mouvement que les forces P. Il en résulte que le système P, P', P", ... et celui des forces — Q, — Q', — Q",..., égales et opposées aux forces Q définies en dernier lieu, se font équilibre. Mais cette conséquence est peu utile dans les applications, parce qu'on n'a pas l'expression analytique des nouvelles forces.
ÉQUATION GÉNÉRALE DU MOUVEMENT d'uN SYSTÎïME.
l. En vertu du principe de d'Alembert, toutes les questions de mouvement se trouvent ramenées à des questions d'équilibre. Voici comment on s'en servira pour obtenir les équations du mouvement d'un système dans lequel les points sont assujettis à certaines conditions. Soient
«équations de condition, exprimant les liaisons du système. Ces équations contiendront en général, outre les coordonnées des différents points, le temps t, de sorte que les conditions peuvent varier avec le temps.
Soit P la force appliquée au point M, dont la masse est m. Nommons X, Y, Z ses composantes parallèles à trois axes rectangulaires ; celles de la force que nous avons appelée — Q sont égales à
d':v ePr d'^z
di^ dl' dt^
Stubm. ~ 31éc., II. ^
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Les deux forces P et — Q peuvent donc être remplacées par trois forces parallèles aux axes et qui ont pour expression
rP.x X — m -—- 5 de
dy
de
On aura des expressions analogues pour les autres points M', M",.... Comme les forces P, — Q, P', ~ Q',..., se font équilibre, il faut que la somme de leurs moments virtuels soit nulle, c'est-à-dire que l'on ait
ou, par une notation plus abrégée,
Cette équation est vérifiée à chaque instant. Ainsi à une époque quelconque le premier membre est nul, en ayant égard aux équations (i), et dx, âj, §z, dx', §j' , . . . représentant les variations qui résultent de ces équations pour les coordonnées des divers points du système. îi ne faut pas confondre ces variations, qui sont les projections sur les axes des déplacements virtuels des points du s^'Sième, avec les différentielles dx, dy, dz, dx' , . . . qui sont les accroissements infiniment petits des coor-
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données dans le mouvement efleclif et pendant l'intervalle de temps dt [*).
COKSÉQUENCES DE l'ÉQUATION GÉMÉRALE,
Voyons maintenant comment au moyen de la relation
on obtiendra, dans chaque cas, les équations du mouvement. Les conditions
devant être satisfaites par le système dans sa position actuelle et dans celle qui correspond à un déplacement quelconque, il faudra diiTérentier les équations (2) par rapport à x^j^ z, x' , . . . , sans faire varier le temps. On aura ainsi entre les variations dx, dj-, §z, §x' , . . . ,
(*) Les déplacements Sx-, S}',.., satisfont aux équations (?L=o. ^ M = 0, ..., c'est-à-dire
dL ^ dL ,
dx dy
tandis que l'on a
dL ^ dL , rfL ,
di dx dy '
On ne pourra donc pas prendre en général èx^^dx, on ne pourra le
. ^L dm
faire que si — = 0, — = o, . . . , c'est-à-dire que si les liaisons L == o,
M = 0, . . . sont indépendantes du temps.
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les i équations suivantes :
dl. , r/L , dL , dL , ,
S.r ^ Sy-l- Sz + - -, Sx' + ...-„-= o,
dx dy dz d.i'
du ^ rfM , r/M, ,n\ ^ ,
[3) \7rJ-^-'--dy^^^^'''^d?^''-^---'''-''^
r/N ^ dN\ dN , ^/N , ,
-— (î,r H- ~— Sy -Ir- -— ÙZ-h -—: 3.1-' -{-... -z o,
dx dy dz dx
Si n est le nombre des points du système, il y aura donc 3 7i — i variations arbitraires et i variations fonctions de celles-là déterminées par les i équations précédentes. On portera les valeurs de ces / variations dans l'équation (i), et égalant à o les coefficients des 3« — i variations restantes, on aura Zn — i équations différentielles entre le temps, les forces et les coordonnées des points du système. En y joignant les i relations (a), on aura 3/i é([uations pour déterminer les Zn variables x, y, z, x',j', z' , ... ^ en fonction du temps t. Il restera à intégrer ces équations pour connaître la position de chaque point du système à une époque quelconque du mouvement.
490. On peut, comme on l'a fait dans une autre occasion (160), employer la méthode des multiplicateurs. En multipliant les équations (3) par des coefficients indéterminés X, p, V, . . . , les ajoutant avec Téquation (i), puis égalant à o les coefficients des dn variations, on a les 3 « équations suivantes :
"" dt^
, dh dU JN dx dx dx
dC'
,^ dl. dU r/N
= Y + X— -+ f.—- -hv— -
dy dy dy
(4) { d^z ^ clL dU dN
dt^ dz ^ dz dz
,^P^_ clL du r/N
dt^ dx' ' dx' dx'
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L'élimination des / indéterminées 1, u, v, . . . entre ces équations donnera 3/? — /équations : en y joignant les /équations (2), on aura 3 « équations pour déterminer les valeurs des 3« coordonnées x^j, z, x' , . . . en fonction du temps.
491. Les facteurs ^, /tx, v, . . . représentent les forces perdues et font connaître les tensions et pressioîis qui s'exercent dans les liens physiques du système. Pour le bien comprendre, décomposons, comme nous l'avons fait plus liaut (486), la force P dans les deux forces — Q et R,
et opérons la même décomposition pourles forces P', P",
On sait que si l'on supprime les forces R, R', R''', . . . , chaque point conservera encore son mouvement. On sait, déplus, que sous l'action des forces Q,Q',Q'', . . . chaque point aurait encore le même mouvement, quand bien même il deviendrait entièrement libre*, de sorte que les points assujettis aux liaisons données se meuvent alors sans exercer aucune action les itns sur les autres^, et par conséquent les liens physiques du système n'éprouvent ni tensions ni pressions lorsqu'on a supprimé les composantes R, R', . . . .
Si l'on rétablit ces composantes, elles se font équilibre à l'aide des liaisons du système, et le mouvement demeure le même. On voit donc que ces dernières forces produisent seules les tensions et pressions dans les liens du système. Par conséquent, lorsqu'on connaîtra R, R', R", ...» on pourra déterminer les actions que les liaisons produisent sur les points du système, et par suite les tensions et pressions que les liens éprouvent, comme on l'a vu, dans un système de points assujettis à des conditions quelconques et soumis à des forces données qui se font équilibre.
492, On a d'ailleurs les expressions des forces perdues R, R', R", — Les composantes de R, parallèles aux axes.
I02 COURS DE MÉGAKIQUE.
sont
d^x X — tn ——- ?
dl'
celles de R' sont
dt^
dW'
Or les équations (4) donnent
d'.T ( ^ dh dM dt^ \ dx dx
dx ]
d'y / dL dM dt' \ df ^ dy
dN \
d^z ( ^ dL dM df \ dz ^ dz
dz -^ ■')-'
d\x' 1 dL dM
"%. ■ — m • — — 1 A -t— IL
^ dL' \ dx ^ dx'
dx' ^■■■)
expressions dans lesquelles il faut remplacer ^, ^, v, . . . par leurs valeurs déterminées au moyen des équations (4).
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EXTENSION ET APPLICATIONS DU PRINCIPE DE D'ALEMBERT
Des forces instantanées ou percussions. — Extension du principe de d'Alembert aux forces instantanées. — Manière d'appliquer ce principe. — Mouvement de deux points matériels unis par un fil et reposant sur deux plans inclinés. — Autre manière de traiter ce problème. — Cas où il y a des percussions.
DES FORCES INSTANTANÉES
493. L'observation montre qu'il n'y a pas de force capable de produire, dans un instant indivisible, un cliangement fini, soit en grandeur, soit en direction, dans la vitesse d'un corps quelconque. Mais il existe des forces qu'on appelle ùistajitaTîées et qu'on désigne aussi sous le nom de percussions ou impulsions qui, agissant avec une très-grande intensité, pendant un temps extrêmement court et presque toujours inappréciable, communiquent à un corps, dans cet intervalle de temps, une vitesse finie qui peut même être considérable.
Supposons un corps ou point matériel sollicité par une pareille force P suivant une droite O^. L'équation de son mouvement est
dâ '
/72 étant la masse de ce corps. Si l'on intègre cette équation à partir de ^ =: o jusqu'à i = 0, 0 étant un intervalle de temps très-petit, comme une fraction de seconde, on a, si u est la vitesse du corps au bout du temps 0, la vitesse
initiale étant nulle.
Pdi.
Au delà du temps 6, la force P cesse d'agir, et par conséquent le mobile conserve sa vitesse acquise u. Mais alors la quantité de mouvement mu, possédée par le corps et
égale à I V dt, peut avoir et aura une valeur finie,
pourvu que l'intensité de la force Psoit très-grande pendant la durée très-petite de 6.
494. Quand la direction de la force P est variable pendant le temps 9, on a les trois équations
dl' dt- de
•>'fc t ^5^5^ étant les composantes de la force motrice à chaque instant. On aura au bout du temps 6 :
dx r^
m —- = I idt, '^^ Jo
m — = Zdt.
Si Ton assimile la quantité de mouvement mu à une force
,. . , . 1 ,1 • • dx dy
dirjffee suivant la tangente a la traiectoire, m -—•, m -^,
, m — seront les composantes de cette force fictive. C'est dt ^
pourquoi on les appelle les composantes de la quantité de mouvement. Les équations précédentes donnent les expressions de ces composantes en fonction dès composantes de la percussion.
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EXTENSION DU PRINCIPE DE d'alEMBEUT AUX FORCES DE PERCUSSION.
495. Le principe de d'Alemberl s'a|)plique aux forces de percussion, en remplaçant ces forces par les quantités de mouvement qu'elles sont capables de produire. Reprenons la formule générale
Considérons le système depuis le temps îq jusqu'au temps fo -h 0, pendant lequel la percussion agit. Cet intervalle étant très-court, on peut regarder les variations àx^ oj ,, ^z, ^x\. . ., comme constantes pendant toute sa durée. En effet, si ces points sont liés entre eux par i équations de condition,
les variations sont assujetties aux i relations
<'/L - ''^L ^ dlj ^ dlj ^ ,
--—Sx-^—--Sr-\ —§z -[-—-; Sx' -h. . . = 0,
dx dj dz dx
r/M ^ f/M , d\l ^ ^^iM . ,
;3) / dx dj ■^ dz dx' '
rfN , d^ ^ d^ ^ f/N ^ ,
— - ^JT + — - ^j 4- — - (îz + -— ^y + . . . = o,
dx dj dz dx
Or, pendant le temps très-court Q, les points du système n'éprouvent que des déplacements insensibles, de sorte qu'on peut regarder leurs coordonnées x, y, z, x\ j' , 5,..,, comme constantes, d'où il suit que les valeurs de dx, àj^. . ., restent aussi constantes.
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496. Cela posé, multiplions l'équation (i) par dt et regardant ^x, àj^. . ., comme des constantes, intégrons par rapport à f , entre les limites fo et /^o + 9. On aura
dx
■^dt-^ m—
dt
dt
XdtA-m'^^^' dt
dy
dt
Zdt-^m"^':
dt
dz
- m —dt
3jr
l r'^-^-^ , dzo dz\ , 1
les lettres affectées de l'indice o désignant les valeurs relatives à l'époque fg? et les lettres sans indice les valeurs relatives à l'époque to •+- 9.
Voyons maintenant ce que signifie cette équation. La force P dont les composantes X, Y, Z sont appliquées pendant le temps ô à la masse m, communiquerait au point matériel, s'il était libre, une quantité de mouvement jnu,
dont les composantes sont (494) iXJf, jYdt, j Zdt.
doo cly flz
Les termes m—--, m -^, ni — sont les composantes de la dt dt dt ^
quantité de mouvement m^ que le point m possède au
bout du temps fo + 9. De même la vitesse étant f^o pour
t = fg, les composantes de la quantité de mouvement im^^
cl X* Cl T* dz
de la masse m à l'époque t^ sont m—^-, m—-^-» ^7^ — ' Si
l'on convient de considérer les quantités de mouvement comme des forces, on voit que l'équation (4) exprime qu'i/ y a équilibre entre les quantités de mouvement que les percussions communiqueraient aux dijférents points s'ils étaient libres, les quantités de moui^ement qu^ils possèdent au moment où, les percussions commencent à agir et celles quils ont après leur action, ces dernières étant prises en sens contraire. Cet énoncé suppose toutefois qu'on néglige pendant le temps Q les
forces ordinaires, telles que la pesanteur, qui n'ont pas une intensité très- grande.
L'équation (4) se simplifie lorsque le système
., dx^ cly^ dzo ,dx\
part du repos. Alors "^-i-' ^^'T"' ^^'TjT'^ "^ ~^'°'°'
disparaissent, et l'on peut dire qu'i/y a équilibre entre les quantités de mou[^ement que les forces donneraient aux divers points du système s'ils étaient libres et celles qui ont lieu effectivement, et avec lesquelles ce système commence à se mouvoir, au bout du temps 0, ces dernières étant prises en sens contraire.
MARCHE A SUIVRE POUR APPLIQUER LE PRINCIPE DE d'alEMBERT dans LE CAS DES PERCUSSIONS.
498. Pour appliquer le principe de d'Alembert, étendu au cas des percussions, il faut suivre la marche indiquée
au n° 490. Des équations
/ dL ^ dL , dL .
dx dy dz
——§x-^ ■ — -Sy -\ — ^z H- . . . = o,
d.c dy dz
on peut déduire les valeurs de i variations et les porter dans l'équation
^ ( I ^dtA- in~— n/-^\§x
,r/r„ dfX ,
dt dt j ''
' dzo dz \
Tjdt ~\- m ■ — • — m -— o ;
puis on égalera à o les coefficients des 3 /i — i variations
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restantes. Mais il vaut mieux employer la métliode des multiplicateurs. On a, par ce dernier procédé, en appelant 1, [j., V, . . . , z coefficients indéterminés, les 3/2 équations suivantes :
d.v d.r„ r ^ ^ dL dU
m — m --- = iXdl -[-l— [- p. — !--
de dt / dx dx
(3) / dr df, r , clL dU
dt '" dt J ' " dy ' ^' dy ' ' ' ' ''
Dans celles-ci IXtlt, JYdt. jZdt sont les composantes de la quantité de mouvement que la force P serait capable de communiquer dans le temps 6 au point m s'il était libre, laquelle est connue par l'expérience. On
remplacera de même lH.' dt, jY' dt, Ï7J dt,. . . , par
leurs valeurs. On a ensuite Zn — / équations provenant de l'élimination de X, j/, v,. . . , entre les 3/z équations précédentes.
D'un autre côté, si l'on différentie par rapport au temps les équations de condition, on aura i équations, telles cjue
rfL f/L d.r: dh dy dh dz dh dx'
dt d.T dt dy dt dz dt dx dt
d'où l'on tire ï équations, telles que
d'L I dx dx^ \ dlj ! dy dy^
dx \ dt dt j dy \ dt dt '
en regardant comme constantes les ionctions -—-; —--■,•' ••!
^ dt dx
qui ne varient pas sensiblement pendant la très-courte
durée de la percussion. On a donc en tout S/z équations
-, . 1 o, • '^■^ dy dz dx'
pour déterminer les 0/z inconnues — -: -^; — 1 —--■)••••> ^ de dt dt dt
c'est-à-dire les composantes de la vitesse de chaque point.
Fis. '54-
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MOUVEMENT DE DEUX COUPS LIÉS PAR UN FIL ET PLACÉS SUR DEUX PLANS INCLINÉS.
499. Deux corps pesants m et m' dont les masses sont m et m' sont placés sur deux plans inclinés AC, A'C,
et unis par un fil passant sur une poulie située au sommet des deux plans.
Les deux parties du fil sont respectivement parallèles à ces deux plans et passent par les centres de gravité des deux corps. Quelle est la loi du mouvement de cet assemblage?
On peut supposer que chacune des masses soit réunie à son centre de gravité. Soient Cm = x, Qm' =. x'; nommons a et a' les angles CAA', CA'A, et / la longueur totale du fil.
En négligeant les frottements, la force motrice du point ///, dans la direction de son mouvement, est mg sh\y.^ et celle qui donnerait à ce point supposé libre
le mouvement qu'il a réellement est m-jY' D'après le principe de d'Alembert, la force mgûncx. — m — '- doit
faire équilibre à la force analogue m'gsinoc' — m' »
qui serait appliquée au point m' et tirerait ce dernier en sens inverse. On a donc
m\ ff sin a —
rP.z' - 1 = m' I ^ sina' -—
On peut éliminer x' au moyen de la relation •-'-'t- -fax- ,â
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on en tire d'abord
d.r' dx
de dt
Ainsi à chaque instant les vitesses des deux points sont égales et de sens contraires, ce qui était bien évident à priori. Il en résulte aussi
d'^x' _ d^'x df ~ ~ "^'
d'où l'on conclut, en substituant dans l'équation (i),
d'^ X (/Tzsina — w'sina')
( o I :zz: ^ - - •
Sans aller plus loin, on voit que la force accélératrice du point ni étant constante, son mouvement est uniformément accéléré. D'ailleurs on déduit de celte équation, par deux intégrations successives,
dx (msina — w'sina')
3) POU— - = g-^ , -t-\-c^
^ ' dt ^ m + m'
, , , ^[m sin a — m' sin a.'] f
les constantes c et c' étant les valeurs de >> et de x relatives à la position initiale du mobile m. Si l'on avait
m sin a = m' sin a',
on aurait
' t>^=c, X =^ et -\- e' ,
et le mouvement serait uniforme. Si en outre on avait c = o, on aurait v z= o ei x :=^ c'. Ainsi le corps resterait en repos, ce qui s'accorde bien avec les conditions connues de l'équilibre de deux corps placés comme dans l'exemple actuel.
Autre manière de traiter le problème précédent.
500. On peut dans cet exemple particulier se dispenser d'employer le principe de d'Alembert, en introduisant la tension T. On a
(i) w— =/w^sina— T,
(2) m -— — //z^o'sina — T, d'où, en éliminant la tension T,
(3) m{g^moL — -^\=m[gsmrj.—-^
Pour avoir la tension T, on tirera de cette équation, en
remplaçant — ; — par —-•,
^ " dt^ ^ dv
d'^ X g {m sin a — m' sin a') dt'^ m -\- m'
et, portant cette valeur dans l'équation (i),
g mm' (sin a -i- sin a' )
Ainsi la tension du fil est constante pendant toute la durée du mouvement.
Dans la détermination précédente, nous n'avons
pas fait usage du principe des vitesses virtuelles. On
arrive au même résultat en l'employant. Comme les deux
forces
/ . d\x\ I . , d\T'\ m g sm a. ;— h m [ g?,\na. —
se font équilibre, on aura, en vertu de ce principe,
(5) /«( o-sina — — j^x + m'f g-sina'— -^j,î^'=o;
mais d'ailleurs, à cause de x + x'= /, on a
Eliminant le rapport -^ entre ces deux équations, on a comme plus haut
,..^g^sina-^)-«'(,^sina'-l^) = o.
Si l'on employait la méthode des multiplicateurs pour cette élimination, il serait bien facile de montrer que le coefficient X que l'on emploierait n'est autre que la tension T du fil. En effet, multipliant l'équation (6) par — X et ajoutant à l'équation (5), on aura
['"(-"'^^°°'-^)-^]^^ + L' [s sin a' - ^^ - xj ^x' = o ,
et, en égalant séparément à zéro les coefficients de âx et de §x',
Ces équations ne diffèrent des équations (i) et (2) qu'en ce que T est remplacé par X. Ainsi X est bien la tension désignée plus haut (500) par T.
502. Le problème que nous venons de traiter donne la théorie complète de la machine d'Atwood, en posant a = a' = 90°, ce qui réduit les formules (3) et (4) du
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n° 499, et (4) du n° 500, aux suivantes :
(ru —
in-\-
-ni']
' mr/i
CAS OU IL Y A DES PERCUSSIONS
503. Nous avons supposé que l'on connaissait les vitesses initiales des deux masses. Concevons maintenant que celles-ci soient mises en mouvement par des percussions et déterminons, dans cette hypothèse, leurs vitesses initiales. Soient a et a' les vitesses que ces percussions imprimeraient aux masses m et m' si chacune d'elles était libre, et désignons par c la vitesse effective du point m après la percussion. La vitesse initiale du point m' sera — c j car, à cause de x -}- a:' := /, on a
dx' dx
dt dt
D'après le principe de d'Alembert étendu aux quantités de mouvement finies, il doit y avoir équilibre entre les quantités de mouvement que les percussions communiqueraient aux deux points s'ils étaient libres et celles avec lesquelles ils commenceraient à se mouvoir, ces dernières étant prises en sens contraire. On aura donc
d'où
Sturm. — Méc.^ II.
Il4 COURS T)E MÉCANIQUE.
Proposons-nous de trouver la loi du mouvemeat
p. rr d'un système de corps
dont les masses sont 7/2,
.lZHd3£B=II=?^ m', m", et qui, liés entre
eux par des fils ou des Ud cordons, sont mobiles sur un plan horizontal. Nous supposerons que la force motrice est le poids d'un corps dont la masse est ^ et cjui tire le dernier cordon.
A un instant quelconque, tous les points du système
ont une même vitesse p*. Donc m —•■> m —, m" —, a —
dt dt dt " dt
représentent les forces qui seraient capables de donner à ces masses, si elles étaient libres, leur mouvement effectif. D'ailleurs ^g- est la force motrice du système, et cette force doit faire équilibre aux précédentes prises en sens contraire. L'équation du mouvement est donc
r/i' dv do di'
■^^ ^ dt dt dt dt '
OU plus simplement
dif ^g
dt ~ ^'
en posant
Ainsi le mouvement est uniformément accéléré, et la force accélératrice est à g comme la niasse f/. du poids moteur est à celle de tout le système.
505. Si l'on voulait tenir compte du frottement, il faudrait supposer appliquée à chaque masse une force qui lui fût proportionnelle et dirigée en sens contraire du mouvement. Le mouvement serait encore uniformément accéléré.
AUTRE SOLUTION
506. On peut encore résoudre ce problème sans faire usage du principe de d'Alembert. Soient T, T', T" les tensions des trois fils. La tension T', par exemple, est égale à l'une quelconque des deux forces égales et contraires qu'il faudrait appliquer aux points m' et ni" pour remplacer le lil qui les unit, s'il venait à être supprimé. Or on a évidemment
di>
""dt=^^
dt-
dt
do
En ajoutant toutes ces équations, on a encore
dt M '
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Il est ensuite facile d'obtenir les valeurs des tensions. On a
RI
On voit donc qu'on a
et cela doit être, car la tension T" met en mouvement trois masses, tandis que T' n'en fait mouvoir que deux et T qu'une seule.
Dans ce qui précède on a négligé la masse des cordons. Si l'on en tenait compte, la tension serait variable dans l'étendue d'un même cordon.
MOUVEMEJNT d'uNE CHAINE SUR DEUX PLANS INCLINÉS.
507. Soit BCB' une chaîne pesante homogène qui repose sur deux plans inclinés disposés comme dans la fig. i54j p. 109, et faisant avec l'horizon des angles CAA'= a, CA'A = a'. Soient / la longueur de la chaîne. p la masse de l'unité de longueur. Posons x = BC, j:' = B'C, en sorte que l'on ait
Considérons une molécule p prise sur la portion CB. Les forces qui la sollicitent sont la force motrice y.gsina^ et
la force effective u—rr' Toutes les forces motrices des
molécules de la partie CB et leurs forces effectives prises en sens contraire se composent en une seule
ma
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OU bien
De même la différence entre les forces effectives et les forces motrices de la partie CB' sera
px' I fi-sina' —
On aura donc, d'après le principe de d'Alembert,
(2) ^/g-sina— -— j =j:'(g-sma — -^
d'où, en éléminant x' à l'aide de l'équation x -h x' = l,
d^.T fsina + sina') . ,
(3) 'dF ~ ^ } -■r + â'sma' = o.
Telle est l'équation du mouvement.
508. Pour intégrer cette équation, posons, afin de simplifier,
g-fsina + sina']
l'équation (3) devient
d^x [ Zsina'
dt' \ sin a H- siii a!
ou bien
en posant
,/,> /sina'
sin a -H SHi a'
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L'équation (5) a pour intégrale
on aura donc
l sin a'
f n) ^ =: -: -. ; + Ac"' + Be-"%
^'' sina + sma
A et B étant deux constantes. Pour les déterminer, on peut supposer connues la position et la vitesse initiale
du point B. Si pour t = o on a CB = x^ et — = p-q, on
aura
/sin a' . _
sma -+- sma
Au bout d'un certain temps facile à déterminer, toute la chaîne se trouve sur le nième plan. Le mouvement change alors de nature et devient uniformément accéléré.
509. La condition nécessaire et suffisante pour que la chaîne reste en repos est que Ton ait
dx En effet, en remontant à la valeur de p» ou de —-j on
reconnaît que l'on doit avoir
Ae"'— B <?-'' = o,
quel que soit f, ou, en multipliant par e~"',
Aff'"' = B.
Or cette équation ne peut pas avoir lieu pour toutes les
valeurs de £, à moins que l'on n'ait en même temps A = o,
B = o. Dans ce cas on a
/sin a'
r = GB = -. -. ,-,
Sin a + sm a
/sin a
.r'= CB'= -. -. — -,-,
sma -f- sma
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el par conséquent
CB _ sina' CB^ " sina '
Cette équation exprime que la droite BB' est liorizontaîe, ce que l'on pouvait prévoir.
510. On peut encore trouver Féqualion de ce mouvement en s'appuyant sur le principe des vitesses virtuelles. Ainsi les forces
étant respectivement appliqués aux points B et B' dans la direction du mouvement que ces points peuvent prendre, il faut, pour l'équilibre, que l'on ait
( ■ d'A - /{ • > dKx'\ . ,
p.v I g-sma — — — ox -h p.T' IgsmGt. j-;- j àx= o.
D'ailleurs dx' = — âx^ puisque .r + x'= /. Substituant — dxk dx',oii arrive à l'équation précédemment obtenue.
MOUVEMENT DE DEUX POINTS ASSUJETTIS A DEMEURER SUR DEUX COURBES DONNÉES ET DONT LA DISTANCS
EST INVAraABLE.
511. Voici un problème propre à bien faire comprendre l'usage des fonctions ^, [j., v,,.., introduites dans les équations du mouvement pour opérer une élimination.
Soient m et m' deux points matériels sollicités par ^is- ^^^- deux forces P et P', constantes
ou variables. Ces deux points sont assujettis à rester à une distance constante mm' = l l'un de l'autre et à demeurer séparément sur deux courbes données 772 A et 77z'A'. On suppose, pour plus de simplicité.
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les forces et les courbes comprises dans un même plan
Prenons, dans ce plan, des axes rectangulaires Ox, Oj. Soient X, Y, X', Y' les composantes, parallèles à ces axes, des forces P et P'. D'après le principe de d'AlemLert et en conservant les notations habituelles, Féqualion du mouvement sera
Soient
(2) f{x,jr) = o, <p(x, j)— o
les équations des courbes m A et m'A'. On aura les trois équations de condition
((^a:- .T'Y-{-{j—yy = i\
Le système est, comme on voit, à liaisons complètes» Ces premières équations donnent
dx dy
(4) |;^^x'4--^^/=0, *^' ' dx ay
Multiplions les équations (4) par trois facteurs indéterminés \ ^', /^, puis ajoutons-les avec l'équation (i)> Egalons ensuite à zéro les coefficients de ^x^ àj-, ^x', dj'f
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nous aurons
dt^
de-
d<!j do-'
df dr ^ l
\ di" dy
Ces équations font voir que les points m et m' se mouvraient comme des points libres, si Ton appliquait au point m deux nouvelles forces dont les composantes parallèles aux axes fussent égales respectivement à
df df x — x' y —y' .
et au point m! deux forces dont les composantes fussent
Or \— et X -r- sont les composantes d'une force éjraîe à
d.r dy ^
^1 / ( y- I -h ( -7- I et normale à la courbe mk. Cette
force est égale et contraire à la pression que supporte la couibe m A dans le mouvement du point m.
Pareillement /x — - — ? \x- — j- — sont les composantes
d'une force dirigée suivant mm' et dont l'intensité est //.
Les mêmes remarques s'appliquent au point m' .
Les deux forces égales et contraires dirigées suivant mm' expriment les actions que les deux points m, m exercent l'un sur l'autre par le moven du lien min' : cbacune de ces forces est égale à la tension ou pression qu'éprouve ce lien.
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On éliminera X, ?/, f^, y.' eu multipliant les équations (5) par dx^ dy, dx', dj' ^ les ajoutant et en ayant égard aux équations (3), il viendra
m —, — dx -h m — T — dr H- m dx -h m — ; — dr
di^ de- ^ de de ^'
= Xdx -h Ydf -(- X'dx' ^ Y'dj' ,
équation qui revient à remplacer dans l'équation (i) dx,, âj, èx', âj' par dx, dy^ dx' ^ dj'»
DÉFINITIONS
S12. On appelle moment cTinertie d'un point matériel par rapport à un axe le produit de la masse de ce point par le carré de sa distance à l'axe.
t>13. Le moment d'inertie d'un système de points matériels dont la forme est invariable, par rapport à un axe, est la somme des moments d'inertie de tous ces points par rapport à cet axe. Ainsi m, m', m", . . . , étant les masses des molécules et r, 7^', v"^ . . . , leurs distances respectives à l'axe, le moment d'inertie du système sera
jnr"^ 4- m' r' ' H- m" /'^ H- . . . .
Nous le désignerons ordinairement par 2m/'^.
5J4. Les points matériels qui composent un corps n'y sont pas répandus d'une manière continue : on sait, au contraire, qu'ils sont séparés entre eux par des espaces vides qu'on appelle àes pores. Cependant on peut dans chaque cas obtenir le moment d'inertie, en supposant la masse distribuée d'une manière continue dans le corps. Cela revient à prendre, au lieu de 2 /«/•', l'intégrale définie de r^dm, pour toute l'étendue du corps, et, comme on l'a vu en Statique à Foceasion des
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centres de gravité des corps solides, les résultats de ces deux hypothèses diffèrent très-peu, pourvu que les pores soient extrêmement petits relativement au volume de tout le corps. Il suffira donc de décomposer le corps en une infinité d'éléments infiniment petits; on prendra le moment d'inertie d'un élément quelconque, et l'on aura celui du corps par des intégrations.
Fi[j 157.
MOMENTS d'inertie d'un parAllélipipî;de rectangle.
515. Soit AE un parallélipipède rectangle, et proposons-nous de trouver ses moments par rapport aux trois
arêtes coniiguës OA, OB, OC.
Soit m [x, y, z) un point quelconque de ce solide. L'élément qui correspond à ce point est un parallélipipède jn77i' infiniment petit dont le volume est dx djdz et la masse pdxdydz^ ^ p étant la densité de ce corps que nous supposons constante dans toute son étendue. La distance du point m à l'axe Oz est sJx^-\-j^- Donc le moment d'inertie de cet élément par rapport h Oz est
(.r' 4- J' ^ ) p dx flj dz, et, par suite, le moment du parallélipipède est
p f j I {x'^+j'')dxdydz.
Celte intégrale triple doit s'étendre à toutes les valeurs positives de a:, j^ z respectivement plus petites que fl, h, c ou que les longueurs OA, OB, OC des arêtes du parallélipipède.
Comme z n'entre que par sa différentielle sous le signe d'intégration, il paraît plus simple de commencer à inté-
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grer par rapport à cette variable entre les limites o et c, ce qui donne
cp I j [x'^-\-j'^) dx djr.
On intègre ensuite par rapport à y depuisj^ = o jusqu'à ^ =: ^ et enfin par rapport à x, de x =^ o k x = a. Ou
trouve ainsi
abc , , ,
pour leraomentd'inertie du parallélipipède. En appelant M la masse du corps, on a M =^ pabc. L'expression précédente sera donc— [cr-i-b^). La même chose se dira
des autres axes, en sorte que les moments d'inertie du parallélipipède par rapport aux axes Ox, Oj", Oz sou
Si l'on suppose
on aura
et l'on voit que, des trois moments d'inertie, le plus grand correspond à la plus petite arèle et le plus petit à la plus grande.
ellipsoïde HOMOGENE.
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Soit p la densité du solide. On verra, comme dans l'exemple précédent, que le moment d'inertie par rapport à l'axe O^ est éeal à
? \ \ \ {^''-^X'')dxdydz,
intégrale triple qui doit s'étendre à toutes les valeurs de a:, j, z, telles que l'on ait
517, En supposant d'abord x et y constants, il faut intégrer par rapport à z depuis la valeur
jusqu'à
Ces valeurs doivent être réelles. On aura pour résultat
ou bien
Ces deux intégrales s'élendeut à toutes les valeurs de :i et de j', telles que l'on ait
parce que le radical ^ / i ^ — y^ doit être réel
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En posant
on voit que
Mais I y'/'^ — 'J^dy est égale à îa moitié de l'aire du
T.V ■Kb'
cercle dont le rayon est i\ c'est-à-dire à ■^— ou
fl^
Il reste à intégrer x^dx ( i -\ de a: = — a
à a; =: 4- a, car l'inégalité
donne
et, par conséquent, x doit être comprise entre — a et -h a. On aura ainsi
On obtiendrait de même
en changeant h en « et a en è. Donc si l'on désigne par G le moment d'inertie de l'ellipsoïde par rapport à l'axe des z^ on aura
_, L-rtûahc , ,
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OU, en posant
M étant la niasse de l'ellipsoïde,
On aura de la même manière les moments d'inertie par rapport aux autres axes Ox et Oy. Ainsi, en résumé, M étant la masse de l'ellipsoïde et A, B, C désignant ses moments d'inertie par rapport aux axes Ox, Oj", Oz, on aura
Si l'on fait
on trouvera
2M STvpr'
ou
pour le moment d'inertie d'une sphère par rapport à un diamètre quelconque.
Si le rayon de la sphère augmente de dr^ son moment
d'inertie s'accroît de sa dififérentielle - Tipr* Jr, qui est
par conséquent le moment d'inertie de la couche infiniment mince comprise entre les deux surfaces sphériques concentriques dont les rayons sont r etr-h dr. On conclut de là que
Sn
r pr'clr = ^tlb' — a')
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est le moment d'inertie, relativement à un diamètre quelconque, d'une couche sphérique dont les rayons intérieur et extérieur sont a et b, et dans laquelle la densité p, supposée la même pour tous les points situés à une même distance du centre, est variable avec celle distance.
SOLIDES DE RÉVOLUTION
520. On peut connaître, par une seule intégration, le moment d'inertie d'un solide de révolution, par rapport à son axe.
Soient CD la courbe méridienne et Ox l'axe de révolu- Fig. i58. tion. Prenons cette droite pour
axe des x, et pour axe des j' une perpendiculaire 0/ située dans le plan du méridien.
Soient MP et M'P' deux ordonnées infiniment voisines, et NKK'N' un rectangle compris entre ces deux ordonnées 5 si
l'on pose
on aura
PN = u, OP = X, NKK'N' =^«^x.
et le volume du solide engendré par la révolution de ce
rectangle sera
iTi: udu d.v.
Donc le moment d'inertie de ce solide sera
2 TTO u du dxu^ ou 'X'n^w'da dx, et celui du solide engendré par PMM'P'
'.Tï 1 pu^dudx.
c'est-à-dire - pj* dx^ et enfin le moment d'inertie du vo-
Stukm. — JJcc, IL
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lume engendré par la révolution de l'aire ACDB sei^a
2 Va
en désignant par a et b les abscisses OA et OB des extrémités de la courbe CD.
S21. Cherclions, par exemple, le moment d'inertie du segment sphérique. Il suffira de supposer que la courbe CD est le cercle qui a pour équation
jy^= 2 7'X X^.
Si l'on porte cette valeur dans l'expression
TTp i
-Tzp I fdx,
on aura l'intégrale
— Ttp I (arj;- — x'^)-dx.
On trouve, en effectuant l'intégration,
-T:pb^[~-\~'::r—rh]->
expression qui donne — ^— pour le moment a inertie de la sphère entière, en faisant h =. ir.
RELATION ENTRE LES MOMENTS D INERTIE PAR RAPPORT A DEUX AXES PARALLÈLES.
522. Étant donné le moment d'inertie d'un corps solide par rapport à un axe qui passe par son centre de gravité, il est facile d'avoir son moment d'inertie par rapport a un autre axe parallèle au premier. ,
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Prenons le centre de gravité pour origine des coordon- Fig. 159. nées, le premier axe pour axe
des >3, et pour plan des xz le plan des deux axes parallèles.
Soit a leur plus courte distance OA.
Considérons un point quelconque M {x,j, z) du système, et so\tm la masse de ce point :
nommons 7" et Pt ses distances MH, MK à O 2 et à AB. On a
R2 r= ( jT . — ,-7 )- 4- j^ = .r^ H- j' — lax + a',
ou, à cause de x^ -h y^ = r^,
lax -^ aP-.
Par suite
wR2i=: /«7'2 — lamx -)- ma}.
On aurait des équations analogues pour tous les points du système. Donc en les ajoutant et désignant par M la masse du corps, on a
m R- = > mr ^ ■ — 2a y mx H- M a^ .
L'origine des coordonnées étant le centre de gravité du corps, on a
(2) \ mx =: o.
On a donc enfin
(3) \ »^R' = Vwr2-j-Ma^
Ainsi le moment d'inertie d'un système de points par rapport à un axe quelconque est égal à celui de ce
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sjstème par rapport à un axe parallèle à celui-ci mené par le centre de gravité, augmenté du produit de la masse du corps par le carré de la distance des deux axes.
On conclut de là que le moment d''inertie d^un corps par rapport à un axe qui passe par son centre de gravité est moindre que pour tout autre axe parallèle à celui-ci ; que ce moment est le même pour tous les axes parallèles et également éloignés du centre de gravité, et qu'«7 augmente à mesure que l'axe s^ éloigne de ce point.
Si l'on représente \ mr"^ par MA^, l'équation précé-
denle peut s'écrire
mïl' = M(^--l- «=
RELATION ENTRE LES MOMENTS D INERTIE PAR RAPPORT A DIFFÉRENTS AXES QUI PASSENT PAR LE MEME POINT.
S23. Soient 01 un axe quelconque et Ox, Oj, Oz trois Fi[[. iGo. axes rectangulaires. Désignons
par m la masse d'un point quelconque M(x,j, z). Abaissons MH perpendiculaire sur 01 ûtposons
OM = u, MH = r.
On a
(i) r= = ?/- — (mcosMOH)';
or a, S, y étant les angles que Oî fait avec Ox, Oj,
D'ailleurs
^^cosMOH = ^cosa + jcosS -i- zoosy.
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Par conséquent
(2) r^ = ^--{-j^ -f-s^ — (.rcosa + jcosS + s 0087)^9
que ron peut écrire ainsi ;
( r' = (.r-+j-4-z') (cos'a + cos-S-f- 005^7) I — (xcosa + jcosS + ZCOS7)',
à cause de
cos= a -+- cos^ S + cos' y = I .
En développant Féqua tien (3), on a
( r'= {j^ + z-) cos'aH- (a:^-]-z') cos^g + (a;' -f-j*)cos^7 [ — 2.JZ cosS COS7 — 2XZC0Sa COS7 — 2.r/cosacos5.
Multiplions cette équation par m et ajoutons toutes les équations analogues relatives aux autres points du système : nous aurons, en désignant par fx le moment d'inertie de tout le système par rapport à Taxe 01,
>M. ï^" l ^ ^^ ^°^* ^' / '" ( J' + ^^ ) ~'~ ^^^^ ^'/ w ( -^^ H- -^) (5) ( -\- cos^y\ /n{x--{-f^) — 2COSSCOS7 \ mjs
I — 2 C03 a cos 7 \ m xz — 2 ces a cos S \ mxy .
Les coefficients des cosinus dans le second membre sont des valeurs indépendantes de la direction de l'axe 01. Posons
ikz=z\ m (j^ -1- z^), D = \ mjz , B = \ m (.r' -^ z''-), E :^^ \ mors , Ç.=z\ in[ x'^ -i- j^) , F =:; \ m xf .
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A, B; C sont les moments d'inertie du système par rapport aux axes de coordonnées. La valeur de [x devient
{ y. = A cos'a + B cos^g -^ C cos^Y (7) ]
( — 2DcosS COS7 — 2E cosa C0S7 — aFcosa cos6.
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ELLIPSOÏDE CENTRAL
S24. On peut représenler par la construclion géométrique suivante la relation qui existe entre les moments d'inertie pris par rapport à différents axes concourants.
Sur la droite 01 [fig. i6"o, p. iZi) prenons une lon-
erueur ON = — =• Sur une autre droite OF prenons égale-
ment une longueur ON' = -^=15 /ix' étant le moment d'i-
nertie du système par rapport à 01'. Concevons qu'on ait fait la même construction pour toutes les droites menées par le point O. Quand on connaîtra le lieu des points N, N', . . . 5 on aura le moment d'inertie par rapport à tout axe donné en élevant au carré l'inverse delà portion de cet axe compris entre le point O et le lieu des points N« Soient X, Y, Z les coordonnées du point N. On a
cos. = A, cosê=^^, ^^^^^ = 4' c'est-à-dire
COSa=:Xv/pi, COSS=YvVj COS7 := z V^ix.
Portant ces valeurs dans l'équation (7) du n" 523 et
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supprimant le facteur commun /:/, on a
( i) AX' 4- BY' + CZ= — 2DYZ — 2 EXZ — 2 FXY = oS
Or ce lieu géométrique est un ellipsoïde puisque cette équation représente une surface cki second degré ayant le centre pour origine et que le rayon vecteur mené
par le centre et égal à -^est toujours réel et fini-, car la quanthé fj. =^ \ mr'^ est finie et positive.
AXES PRINCIPAUX
52o. On peut choisir les axes coordonnés tels, que les rectangles de l'équation (i) disparaissent, en les prenant dirigés suivant les axes principaux de l'ellipsoïde. On a dans ce cas, d'après les valeurs de D, E, F (523),
myz=^o, ym.vzz=:o, ymj:j = o.
Ces trois axes sont appelés les axes principaux d'inertie du système relatifs au point O, et les moments d'inertie correspondants sont dits moments principaux.
526. Le système des axes principaux est unique, à moins que l'ellipsoïde ne soit de révolution ou n'ait deux de ses axes égaux. Dans ce cas l'axe de révolution et deux diamètres perpendiculaires entre eux et à cet axe forment un système d'axes principaux. Il y en a alors une infinité. On en trouve encore un nombre infini si les trois axes principaux de l'ellipsoïde sont égaux entre eux. Dans ce cas l'ellipsoïde devient une sphère j on a A = B = C, et trois diamètres quelconques perpendiculaires entre eux
sont des axes principaux, pour lesquels \ m.jZy\ mxz^ \ mxj ou D, E, F sont toujours nulles. De plus, les
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moments d'inertie par rapport à ces axes sont égaux. C'est ce qu'on peut vérifier en faisant dans la valeur générale de [;. (523) l'IiypolLèse actuelle :
ce qui donne
^ = A (ces' a -f- cos-g + cos'7) = A.
Ainsi la valeur de y. est indépendante des angles a, S, y, c'est-à-dire de la direction 01.
Revenons au cas où A, B, C sont différents entre
eux. On a
p=:Acos^a — B CCS- S -f- C ces- 7 5
ou, à cause de cos^ a= i — cos^ o — cos^ y,
p. = A — (A — B) cos-g — (A — C) cos-'2'.
Donc si l'on suppose
A > B > C, on aura
On a de même
f^ = G + (A — G)cos2a+ (B — C)cos'g, d'où
Ainsi A est le plus grand et C le plus petit de tous les moments d'inertie relatifs aux divers axes qui passent par !e point O. En d'autres termes, le moment d'inertie le plus grand correspond au plus petit axe de l'ellipsoïde, et le plus petit correspond au plus grand. Cela résulte d'ailleurs de la forme connue de l'ellipsoïde et de ce que le moment d'inertie correspondant à un axe est en raison inverse de la racine carrée du diamètre correspondant.
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S28. On peut prendre des axes coordonnés tels, que deux des rectangles disparaissent clans Féquation de l'ellipsoïde et qu'elle prenne la forme
AX- -f- BY^ -F- CZ^ — 2 FXY = I .
L'axe des z est alors un axe de l'ellipsoïde et par conséquent l'un des axes principaux du corps relatifs au point O. L'axe des x et l'axe des y sont dans le plan perpendiculaire à 0^5 c|ui contient les deux autres axes principaux du corps, aveclesquels ils coïncideront quand la troisième
somme \ mxj sera nulle en même temps que les deux autres \ myz^ \ mxz.
RELATION ENTRE LES AXES PRINCIPAUX RELATIFS A DIFFÉRENTS POINTS
L Les axes principaux relatifs à un point quelconque d'un corps sont parallèles aux axes principaux relatifs au centre de gravité de ce corps lorsque la droite qui joint le premier point au second est un axe principal relatif au second.
Soient OJe^enlre_de^^avité d'un système de points et Ojt, O^'', O^ les axes principaux relatifs à ce point. Par un point O' de l'axe Oz menons O' x' ^ O'j' parallèles à Ox et à Oj. Je dis que O' z, O' x' ^ O' j' sont les axes principaux du système relatifs au point O'.
Soit M un point du système ayant x,y^ z pour coordonnées par rapport aux axes Ox, Oj^, Oz, et x', j''', s par rapport aux axes O' x', O' j\ O' z' . Puisque les premiers axes Ox, Oj^, Oz sont des axes principaux par rapport au centre de gravité, on a
\ myz =: o , \ mxz = o, \ mxy = o.
Mais, si l'on suppose le point O'silué sur l'axe des z à
une distance h du point O, on a
donc on a d'abord
\ mx' j ' = \ mxy = o ; ensuite
Mais \ mjz est nul par hypothèse et \ mj également, puisque le point O est le centre de gravité du système : donc \ }?ij' z' est nul, et O' j' est un axe principal relativement à O'. On démontrerait de même que O' x' est un axe principal relatif au même point.
POINTS POUU LESQUELS LES MOMENTS PPaNGIPAUX d'iNERTIE-. r ^ . d'un coups SONT ÉGAUX. ^ ^>T . /o ^ \J9 X ^^ ,
PnoBLÈME. — Quel est le point d'un corps vour
lequel les trois moments principaux et_j)ar suite tous les fj-i- /V»( V "^^ moments^ relatifs à des axes quelconques passant parce ^-f |4| (M point sont égaux entre eux? ■ ' "^ "p — ^— r- " , • "^^ -i v.>-~.
Prenons pour axes coordonnés Ox,Oy, O^, les trois _4î^ "-——^ axes principaux relatifs au centre de gravité du système donné. Soient a, €, y les coordonnées d'un point ©'remplissant la condition exigée. Alors trois axes rectangulaires quelconques ayant le point O' pour origine seront des axes principaux du système. Donc si l'on prend trois axes O' x', O' j\ O' z' parallèles aux premiers, on aura
\ mj' z' :=: o, \ mx' z' i^ o, \ mx' y' =1= o j
mais on a
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et, puisque les axes primitifs sont des axes principaux.
mjz=o,
mxz = o ,
mxj = o.
Téqualion \ tux'j' = o revient à
ou bien
mxy — b y mx — a. y my -y olo y m =■ 0.
As^ ^^ ^mà
Mais y vixj^ \ /7f.T, y mj^ sont nulles j donc
«?=iO,
et l'on trouverait de même
Il résulte de là que deux des trois inconnues a, S, y doivent être nulles. Supposons que ce soient 6 ety. Alors le point O' est sur l'axe Ox.
531 . Jusqu'à présent nous avons exprimé que les axes principaux relatifs au point O' sont parallèles aux axes Ox, Ojy Oz. Il faut exprimer que les moments correspondants aux nouveaux axes sont égaux. Or, d'après un théorème démontré (522), ces moments sont
A, B-+-Ma% CH-Ma^;
on doit donc avoir
donc
Brr=C,
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et ensuite
Ai
ce qui exige que Ton ait A>>B. Il faut que l'ellipsoïde relatif au point O soit de révolution autour de son petit axe, actuellement dirigé suivant l'axe des x et auquel se rapporte le moment A. Il existe alors deux points O' et Oi , symétriques par rapport au point O et situés à une
distance de ce point égale à i/
Prenons pour exemple l'ellipsoïde
On a vu (518) que, M étant la masse de cet ellipsoïde,^ les moments par rapport aux axes sont
B = ;^ M {oT- -H c-
Or le centre de l'ellipsoïde est son centre de gravité et SCS axes sont les axes principaux d'inertie 5 car on a évidemment pour ce point
\ mTj^o, \ mxz = o, 7 n?fz^o.
Supposons a<^b, alors A^B, et pour qu'il existe un point O', il faut qu'on ait B=:C, c'est-à-dire b=:c. Donc l'ellipsoïde doit être de révolution autour de l'axe OA. Il y aura donc deux points répondant à la ques-
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tion, situés sur le plus petit axe et à des distances de
l'origine égales à ± 4 / -
Ces points seront en dedans ou en dehors de l'ellip-
soïde, suivant que l'on aura- — ^ — ^ar- ou b^a\J6. Ils seront aux extrémités du petit axe, si l'on a. b = a )J6.
MOUVEMENT DE UOTATION d'uN SYSTÈME SOLIDE AUTOUR
d'un axe fixe.
533. Dans un pareil mouvement, tous les points du système décrivent des arcs de cercles semblables, dont les rayons sont leurs distances à l'axe. Ces rayons décrivent autour de l'axe des angles égaux, dans un même temps. Tous les points situés à la même distance de l'axe ont à chaque instant la même vitesse, et celle des points situés à une distance égale à l'unité est ce qu'on appelle la uif.esse angulaire ou de rotation du système. Nous la désignerons par 0) : c'est généralement une fonction du temps. La
vitesse — d'un point quelconque est proportionnelle à sa
distance /' à l'axe, et par conséquent elle est représentée par rco. En effet, soient <:^5 et Je les arcs infiniment petits parcourus par le point considéré et par un autre point situé à l'unité de distance de l'axe 5 ces arcs étant semblables, on a
ds = rduf
et par suite
ds de
dt dt
534. Un mouvement de rotation est dit uniforme quand la vitesse de rotation est constante. Ce mouvement a lieu lorsque les points du système ne sont sollicités par aucune force motrice ou par des forces motrices qui se font équilibre autour de l'axe fixe.
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En effet, soit P la force motrice d'un point m, qui décrit autour de l'axe O^r un arc de cercle MmM' d'un rayon ¥s.j7i = j\ La force qu'il faudrait appliquer à ce point, s'il était libre, pour lui donner son mouvemenl effectif, c'est-à-dire pour lui faire parcourir l'arc Mj?iM', est la résultante de deux forces tielîe
l'une la force tangen-
dt
d<A m?- —-- ; dt
l'autre, la force centripète, dirigée suivant le rayon mlL :
ou mroi-.
Décomposons la force motrice P en deux autres, l'une Yia. i6i. Z, parallèle à l'axe Oz, et l'au-
tre Q-, située dans le plan du cercle MM', à une distance KL = q, de l'axe O^.
D'après le principe de d'Alembert, toutes les forces motrices du système font équilibre, à chaque instant, aux forces effectives prises en sens contraire. Mais, pour tous les points du corps, les composantes m/'W" et Z sont toujours détruites par la résistance de l'axe fixe. D'ailleurs les autres composantes étant dans des plans perpendiculaires à l'axe, il faut et il suffit c[ue la somme de leurs moments par rapport à celui-ci soit nulle, d'où résulte
ir,=L'^'''
ou, puisque — est le même pour tous les points du système.,
de
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et, par
conséquent,
'de
Cette équation détermine la vitesse angulaire à une époque quelconque. C'est l'équation du mouvement. On en déduit que si les forces motrices sont nulles, on a
— = o ou oû = constante. Le mouvement est donc unidt
forme.
Il est encore uniforme quand les forces se font équilibre autour de l'axe 5 car on a dans ce cas \ Q<J= o,
et comme \ jnr^ n'est pas nulle, on aura -— = o^ et la
vitesse angulaire w sera constante.
MOUVEMENT DE ROTATION AUTOUR D'UN AXE (suite).
Cas où le corps est mis en mouvement par des percussions. — Calcul des percussions exercées sur l'axe fixe. — Cas où l'axe n'éprouve aucuno percussion. — Condition pour qu'il n'y ait de percussion qu'en un point de l'axe.
Fiff. 162.
CAS OU LE COUPS EST MIS EN MOUVEMENT PAR DES PERCUSSIONS
535. Supposons que tous les points du système soient mis en mouvement par des percussions simultanées. Décomposons chaque force intantanée P en deux : l'une Z, parallèle à Taxe Oz et qui est détruite par la résistance de cet axe; l'autre Q, située dans le plan M m M', perpendiculaire à cet axe. Soit v la vitesse que celte dernière composante qu'il suffit de considérer serait capable d'imprimer au point m s'il était libre : 77iP'serala quantité de mouvement correspondante. Si (ù est la vitesse de rotation du système, la quantité de mouvement effective du point m situé à une distance r de l'axe est mrtx). Donc si l'on appelle (j la perpendiculaire KL abaissée du point K sur la dii^ection de la force Q, on aura, en exprimant qu'il y a équilibre entre les quantités de mouvement imprimées et les cjuantités de mouvement effectives, celles-ci étant prises en sens
Stuuji. — Bléc, II. It^
contraire:
y m vq — w \ mr ^ i= o ;
invq
536. Supposons que toutes les vitesses p, p»', v", . . , , communiquées à différents points du système par des percussions, soient égales et parallèles, et désignons par fz la somme des masses des points qui reçoivent directement cette vitesse commune t^, que les liaisons du système les empêchent de prendre réellement. Appelons y'ia distance du centre de gravité de la masse p. à un plan passant par l'axe et parallèle à la direction des vitesses. Ou a, d'après les propriétés connues du centre de gravité,
\ mvq = (' \ mq = ^^J-f^
et la formule (i) devient
Remarquons que ^ peut n'être pas la masse totale du système 5 mais \ mr^ est son moment d'inertie total.
Si le système est un corps solide continu, il faut remplacer \ mr^ par l'intégrale / r^dm prise dans toute rétendue du corps.
La formule (2) convient à un corps solide C
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mobile autour d'un axe fixe Oz^ choqué pai^ un autre corps Cl qui après le clioc reste attaché en C^ au premier et dont tous les points sont animés de vitesses égales et parallèles. Il faut alors supposer que [i est la masse du corps Cl, t' sa vitesse, /"la distance de son centre de gravité à un plan passant par Taxe et parallèle à la direction
de la vitesse i^ : enfin que \ mr"" est le moment d'inertie
du système invariable formé par les corps C et Ca- Il est évident que cela revient à imprimer aux points de la partie C.2 du système (G, Ca) des percussions capables de donner à tous les points de cette masse fx des vitesses égales et parallèles à s.'.
Fiçr. i63.
S38. Si le corps C est choqué simultanément par plusieurs masses [i^ f//, p.", . . . , animées de vitesses différentes et qui lui demeurent attachées après tous ces chocs, on aura
\ p.(^ indiquant la somme de toutes les quantités analogues à [J-vfei relatives aux masses p., p.', fx", ....
La formule (i) peut se déduire de l'équation (o
Qcj
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de la même manière qu'on étend le principe de d'Alembert aux quantités de mouvement finies. Il suffit de supposer que la force Q qui agit perpendiculairement à l'axe est une percussion. Le temps Q de son action étant trèscourt, il est permis de supposer que q reste constant pendant cet intervalle de temps. Alors^ si l'on intègre l'équa-. tlon précédente depuis ? = o jusqu'à ï = 0, on obtient
Qdt;
or on a
donc
Q dt = iiH'
mvq
540. Si le système, au lieu d'éprouver des percussions simultanées, reçoit une suite de chocs se succédant à des époques quelconques, la vitesse angulaire sera toujours donnée par la formule
car, après un premier clioc, le mouvement est le même que si le choc avait lieu à cet instant-là^ le corps étant en repos; par conséquent on peut supposer que le corps reçoive le premier choc et le second au même instant pour déterminer la vitesse angulaire après la seconde percussion, et il en sera de même pour de nouvelles percussions.
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CALCUL DES PERCUSSIONS EXERCEES SUR L AXE FIXE
o41. Supposons que le corps soit mis en mouvement par une force instantanée qui imprimerait vme vitesse V à une certaine masse i^. au centre de gravité de laquelle elle serait appliquée. Cette force instantanée ou percussion a pour mesure la quantité de mouvement p.V. Prenons toujours l'axe fixe pour axe des z, et pour plan des
Xf le plan perpendiculaire à l'axe fixe mené par le point du corps auquel est appliquée la force instantanée. Nous désignerons par a et S les coordonnées de ce point d'application.
On sait que les quantités de mouvement imprimées auxdifférents points doivent faire équilibre aux quantités de mouvement effectives, prises en sens contraire, et cet équilibre doit avoir lieu en vertu de la fixité de l'axe. On peut rendre cet axe immobile en fixant deux de ses points pris à volonté. Prenons le point O, origine des coordonnées, et un autre point H c[uelconque sur Oz. En supposant que ces points cessent d'être fixes, on pourra détruire les percussions exercées sur l'axe et maintenir cet axe en repos, en appliquant aux deux points O et H deux forces instantanées R^ et Rj d'intensités et de directions convenables. Si l'on introduit ces deux forces, qui représentent la résistance des points, l'équilibre aura encore lieu en regardant le corps comme entièrement libre. Il faut donc appliquer à ce système de forces les conditions d'équilibre connues d'un corps entièrement libre.
Soient X, Y, Z les composantes de la quantité de mouvement pV, et Xi, Yj, Zx celles de la résistance du point O, X2, Y2, Z2 celles de la résistance du point H; enfin
dy
dz
m—--! m-—-, 772 — les composantes de la quantilé de
dt de dt ^ '■
mouvement effective pour le point m : soil OH = h. On aura d'abord les trois équations
dx
le
dj^ dt
+ X, + X2 = Op
+ Y, -h Yj = G ;
/Li dt
et les énualioDS des moments
^ YJi — ZS-l
dj '•^ dt dt '
Zx —lL,h-\-^
XS — Ya +\ m [x
dz dt
' dx
dt dt
dz
542. On peut transformer ces équations. En remarquant d'abord que z est constante, puisque chaqoe point décrit un cercle parallèle au plan des xy^ on a
dz
dt
De plus, en désignant par 0 l'angle que 772 K fait avec une parallèle à l'axe des x menée par le point R, on a
.r = /'cos5, r = /'sinG<,
d'où l'on déduit
dx dt
jw.
dt
puisque —n'est autre chose que la vitesse angulaire fôo
dt
Oii aura donc
' dx m — = i lit
I dy ^ ( dt
Xi etyi désignant les coordonnées du centre de gravité du corps entier, et M la masse totale du système. D'après cela, les équations d'équilibre deviennent
X + w Mj, + X, H- X^ = G,
Y— wM^, H- Y, +Y2 =o,
Za — XJi~
niyz = o,
Ya H-
La dernière, équation, ne contenant pas les composantes des résistances aux points O et H, sera l'équation du mouvement, c'est-à-dire qu'elle déterminera la vitesse angulaire 0). On en tire
Ya — X6
ci cette valeur de co s'accorde avec la formule
eu désignant par v la projection de la vitesse V sur un plan perpejidicuiaire à l'axe. En effet ixujest le moment par rapport à l'axe Oz de la percussion appliquée au corps, au point du plan xOj qui a pour coordonnées
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a, s, et Ton sait que ce moment est aussi représenté par
Ya— Xg.
543. Les équations (6) et (7) déterminent X2 etla- Les équations (3) et (4) feront ensuite connaître Xi et Yj. L'équation (5) donnera la somme Zi -f-Za. On ne peut pas déterminer séparément Zi et Z^, parce que ces deux forces agissent suivant la même droite Oz et se composent en une seule égale à leur somme. Si l'on fait varier la distance /?, les équations (6) et (7) montrent queXa et Ya varient en raison inverse de h.
CONDITIONS POUR QUE l'axE k'ÉPROUVE AUCUNE PERCUSSION CENTRE DE PERCUSSION.
54i. Proposons-nous maintenant de chercher les conditions qui doivent être remplies pour que l'axe n'éprouve aucune percussion. Il faut pour cela que les composantes des résistances soient toutes nulles. Si l'on introduit ces hypothèses dans les cinq premières équations (542), elles deviennent
X + «Mj,
Y — wM.r,
> mxz
L'équation Z = o exprime que la percussion appliquée à la masse fA doit agir dans un plan perpendiculaire à l'axe. Les deux dernières expriment que Oz doit être l'un des axes principaux d'inertie relatifs au point O.
545. Pour interpréter les équations (i) et (2), faisons passer le plan des xz par le centre de gravité de tout le
OUARAKTE ET UNIÈME LEÇOIÏ. ï53
corps 5 alors on a
yi = O, ^1 :=: Gï :=: a,
et les deux premières conditions deviennent X = o, Y=wM«..
La première indique que la percussion se réduit à sa composante Y, puisque l'on a déjà Z = o, c'est-à-dire que la percussion doit être perpendiculaire au plan zQG qui passe par l'axe et par le centre de gravité du corps. La seconde va nous donner la valeur de /", c'est-à-dire la plus courte dislance de cette force à l'axe; car on a
et l'équation Y = wMa devient
pf = — ■ Ma
d'où
Ma
Soit MA^ le moment d'inertie par rapport à un axe mené par le centre de gravité G du corps et parallèle à
Oz : on a
et, par conséquent,
f=aA
546. En résumé, on a les trois conditions suivantes pour que l'axe n'éprouve aucune percussion :
2° La direction de la percussion doit être perpendicu-
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îaire au plan qui passe par l'axe fixe et par le centre de gravité du corps.
2° Cet axe doit être un des axes principaux pour le point où il rencontre le plan qui lui est perpendiculaire et qui contient la force instantanée.
3° Enfin la distance de cette force à l'axe doit être
égale à rt H -, a étant la distance du centre de gravité
du corps cà l'axe et MA"^ le moment d'inertie du corps relativement à un axe mené par ce centre de gravité parallèlement à l'axe fixe.
647. On appelle centre de percussion le point auquel la percussion doit être appliquée dans le plan passant par l'axe et le centre de gravité pour qu'il n'y ait pas d'effort exercé sur l'axe fixe : la distance du centre de percussion
à l'axe fixe est a -\ »
Si l'axe passait par le centre de gravité, il éprouverait toujours une percussion. En effet, pour qu'il n'y ait pas d'effort exercé sur l'axe, la percussion appliquée au corps doit être égale à o)Ma (54o). Elle doit donc être nulle si a est nulle, c'est-à-dire si l'axe passe par le centre de gravité du corps : maisalorsy= oo . Le centre de percussion serait donc à l'infini.
548. Réciproquement, si le corps est en mouvement autour de l'axe, on pourra l'arrêter brusquement sans qu'il existe aucune percussion contre l'axe en appliquant au centre de percussion une force instantanée égale à &)Ma, perpendiculaire au plan mené par l'axe et par le centre de gravité du corps.
CONDITION POUR Qu'iL w'y AIT DE VEUCUSSION Qu'eK VU POINT DE l'axe.
549. Si ce point est le point H, il faut que Xj, Yi, Zj, composantes de la quantité de mouvement due à la force
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appliquée au point O, soient nulles, ce qui donne, en supposant j'^i = 0,0:1 = «,
X, = — X, ¥2 = — Y+wMr?, Z2=— Z:
pui
Ya — XS p.('/
tiJ ^ — ^ 9
\ mr^ \ inr-
et si Z ~- 0,
wE wD
wMrt — Y ~ X '
en posant
D = \ rii^yz, E = \ mxz.
L'équation de condition est donc
DY-l-EX = wM«.
Si en même temps D et E sont nulles, c'est-à-dire si Oz est un axe principal d'inertie pour le point O, on a.h = o et la percussion est appliquée au point O.
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ROTATION D'UN CORPS AUTOUR D'UN AXE (suite).
Rotation d'un corps sollicité par des forces quelconques. — Pressions sur l'axe. — Cas où il n'y a pas de forces motrices. — Cas où les forces motrices se réduisent à un couple dans un plan perpendiculaire à l'axe. — Mouvement du treuil.
ROTATION d'uj^T CORPS SOLLICITÉ PAR DES FORCES QUELCONQUES.
550. Nous allons déterminer le mouvement d'un corps assujetti à tourner autour d'un axe fixe et sollicité par des forces motrices quelconques, qui agissent d'une manière continue. Nous calculerons ensuite les pressions exercées sur l'axe à chaque instant, pressions qu'il faut bien distinguer des percussions initiales.
Soient [Jtg. 164, p. i49) X, Y, Z les composantes de la force motrice Pdu point 772 {x,j, z), qui décrit autour de l'axe Oz le cercle M777M'. Les composantes de la force effective du même point prise en sens contraire sont
dy
TO
di'
dl'
dt
D'après le principe de d'Alembert, ces forces et les forces analogues pour les autres points du corps doivent se faire équilibre au moyen de l'axe, ce qui exige que la somme de leurs moments par rapport à celui-ci soit nulle. On a donc pour équation du mouvement
Vr/^ d'-T^\ ( dW\ 1
> X — ?ji y — Y — m — — ) xï =z o
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cV- X
'Joe - Xj ).
Cette équation contient les coordonnées variables avec le temps, de tous les points du corps. On peut la simplifier et n'avoir plus qu'une seule variable, fonction de t. Soient, en effet, mK = r et mKM = d. On a
X z= rcosQ , j = rsinô,
d'où l'on déduit (S42)
dx
de -^ •
dt
donc
dy dx
^dt ~'^ 'dî
dr,
d'où, en différentiant,
dt^ '' df- ' dt Par suite, l'équation (i) devient
dt
OU bien, en faisant passer hors du sicrne > le facteur — -,
Aa dt
qui est le même à chaque instant pour tous les points,
y {jx - xj)
d(ù dt
équation r[ui s'accorde avec celle qu'on a déjà trouvée (534), puisque
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PRESSIONS SUR L AXE
551 . On pourra considérer le corps comme entièrement libre, pourvu qu'on applique à deux points quelconques O et H, pris sur l'axe, deux forces Ri(Xi, Y^, Z^) etRo (Xa, Y2,Z2), égales et contraires aux pressions exercées sur ces deux points à chaque instant du mouvement. On aura donc, en posant OH = h, les six équations
jM-y./^
m — — I Y — 1 Y — m -—— dt' / \ dc^
552. On simplifie ces équations en y introduisant les dérivées de w. D'abord z étant une constante, on a
dz
dt=''^
On a ensuite
dF = -^
dy
' dt '
d^.T dus dy
df ~~ -^ dt "'dt
"'^ dt^ = ^\lt '
d^y doi dx
d''y dtù
dt^ ='^ dt +"^.
ou —^:=x— r«
dt"- dt -^
Si l'on porte ces valeurs dans les six équations qui pré-
cèdent, on aura, en désignant par (Xi,j'-j, Zi) les coordonnées du centre de gravité du système et par M sa masse.
X H- ^ Mr.-r- w'Mjt.H-X, + X2 = o, dt
Y -:- ^ RU^, + o.= M j, -1- Y, + Ys = o. dt
(z r • — Yz) H — > mxz -\- (ù-y wrz — Y-,// = o,
dt ^^ ^^ '
> (Xs — Z.r) H — > H/j'z — w' y mxz + XjA i^^^^ o,
y ( Y^ — Xr) — ^ y '"^' -^ o .
553. De ces six équations, la dernière ne contient pas les composantes des résistances Rj etRg. C'est l'équation du mouvement déjà trouvée.
Quand on saura intégrer cette équation , les équations 4^ et 5'' du système (3) feront connaître Xa et Yg, dont les valeurs sont, comme on voit, en raison inverse de h. La raison en est que Xg h et Yg h sont les moments des couples qui résulteraient de la translation, au point O, des composantes Xg et Yg de la force Rg. Or ces moments doivent êti^e indépendants de la position du point H, puisque chacun de ces couples doit détruire d'autres couples qui en sont eux-mêmes indépendants. Les composantes Xa et Ya étant connues, on aura Xi et Yi par les devix premières équations, du système, et la suivante donnera Zi + Za sans déterminer en particulier aucune de ces composantes. En effet, comme on l'a vu ailleurs, au lieu d'appliquer les deux foixes Zi et Za aux deux points O et H, il revient au même d'appliquer la force unique Zi + Za au point O.
t^O COtlES DE MÉCAMQUE.
CAS OU IL K Y A PAS DE FORCES MOTRICES
554. Dans le cas eu il n'y a pas de forces motrices, X, Y, Z sont nulles pour tous les points du corps, et l'équation (2) du n° 550 donne — = o, et w = const., ce que l'on s%it déjà. Le système (3) se réduit alors à
Aj = — — y^ mxz 5
X| = — \ mxz — 0)2 M^i 5
Celte dernière équation montre que les résistances R, et R2 se réduisent à deux forces perpendiculaires à l'axe, puisque leurs composantes parallèles à cet axe donnent une somme nulle.
Il est aisé de voir que les résistances R^ et R2 font équilibre aux forces centrifuges de tous les points du corps qui agissent sur l'axe perpendiculairement à sa direction. La force langentielle est nulle pour cliaque point. D'après les formules (i), les résistances sont proportionnelles au carré de la vitesse constante co.
555. Le point H n'éprouve aucune pression si Xg et Y2 sont nulles, et pour cela il faut et il suffit qu'on ait les deux conditions
( 2 ) \ mxz =■ o , \ myz = o ,
c'est-à-dire que l'axe Oz soit un des axes principaux relatifs au point O. Donc, si un corps retenu par un seul
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point fixe commence à tourner autour d'un des axes principaux relatifs à ce point, il continuera à tourner uniformément autour de cet axe comme s'il était fixe. Le système (i) donne encore
X, = — 0)2 M^i , Y, = — w^Mj, :
donc
a étant la distance du centre^ de gravité à l'axe. On a de plus
ce qui fait voir que la force Ri ou la pression sur le point O est dirigée dans le plan zOd qui passe par l'axe Oz et par le centre de gravité G. C'est ce qu'on trouverait aussi en prenant ce plan pour le plan zOx à l'instant que l'on considère.
S56. Il peut se faire que le point O ne supporte aucune pression. Alors l'axe n'en éprouve aucune. Il faut et il suffit pour cela que Xi et Yj soient nulles, et par conséquent que Xi et ji soient nulles. Ainsi le centre de gravité doit être sur l'axe de rotation, et alors le mouvement ayant commencé autour de cet axe, supposé fixe, continuera uniformément autour du même axe lorsqu'on le rendra entièrement libre. L'axe de rotation est alors un axe principal pour tous les points de sa direction.
CAS ou LES FORCES MOTRICES SE RÉDUISENT A UN COUPLE.
5o7. Les conséquences précédentes subsistent quand les forces motrices se réduisent à un couple situé dans un plan perpendiculaire à l'axe. On a dans ce cas
\ (Zj — Yz)=o, \ (Xz — Z.r) = o.. SîUP.M. — Méc, IL I î
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Pour que le point H n'éprouve aucune pression, il faut que Ton ait X2=:o, ¥3 = 0, Zg = o. Les équations 4*" et b" du système (3), n° 551, donnent
r/w dt
myz — w- y mxz z= o
En éliminant entre ces deux équations — — j on a
di
\ 2 r?i.tz ] H-
ou
ma:z = 0 , y nijz = o.
Ainsi l'axe de rotation doit être un des trois axes principaux d'inertie relatifs au point O . Alors les trois premières équations du système (3) feront connaître les composantes Xj, Yi, Zi de la pression exercée sur le point O, pression perpendiculaire à l'axe, car Zi =0. Si à une époque quelconque cet axe cesse d'être fixe et que le corps soit seulement retenu par le point O, il continuera à tourner uniformément autour du même axe.
558. Pour que le point 0 ne soit pas pressé, il faut que Xi, Yi, Zi soient nulles. Alors les deux premières équations du système (3) , n° 552, donnent
doy d(ù
r, — - -1- w^^i =0, — O!, — - +w=7i = Op dt dt
d OU, en éliminant -—5
' dt
(ù^[x\ -f-JÎ) =05
on a dona
a?, = O , jTi = o
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et le centre de gravité est sur Taxe Oz qui est un des axes principaux pour ce point, et par suite pour tous les points de cet axe. Donc si un corps commence à tourner autour de l'un des axes principaux qui se rapportent à son centre de gravité et qu'il soit sollicité constamment par un couple situé dans un plan perpendiculaire à cet axe-i son mouvement se contiiiuera sans altération, lors même que cet axe serait entièrement libre.
On voit que le système jouit des mêmes propriétés que dans le cas où il n'y a pas de forces motrices.
559. Si Oz n'était pas l'un des axes principaux relatifs au point O, ce point étant seul fixé, la pression au poin t H ne serait jamais nulle, et le corps ne continuerait pas à tourner autour de Oz. On voit par là qu'un corps retenu par un point fixe O et sollicité par un couple ne tend pas à tourner autour d'une perpendiculaire Oz au plan de ce couple, à moins que cette perpendiculaire ne soit l'un des axes principaux relatifs au point O.
MOUVEMENT DU TREUIL
560. Considérons un treuil sollicité par le poids de deux masses m et m' agissant au moyen de cordes, la
Fig. i65. première sur la roue OC, la seconde sur le cylindre OC. Nous tiendrons compte de la masse du treuil; mais nous négligerons le poids des cordes et le frottement des tourillons sur les coussinets. Soient x et x' les distances des centres de gravité des masses m et m' aux points C et C.
D'après le principe de d'Alembert, nous devrons regarder deux forces respectivement égales à mi^ ^ S
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f d^ x' \ ni' i g 77")' comme appliquées en m et en /?/' siii-
vanl la verticale et tirant de Laut en bas. Ce sont les forces perdues relatives à ces deux points.
Considérons une molécule du treuil, de masse f;, à une distance rde Taxe. Si w est à l'époque actuelle la vitesse angulaire du système, la force effective du point p, se
compose de sa force tangentielle pt./' — et de sa force centripète ^r^où qu'il faut prendre toutes deux en sens contraire. Mais la force centripète perpendiculaire à Taxe fixe est détruite par la résistance de cet axe. Le poids du treuil est aussi détruit, parce que son centre de gravité se trouve sur l'axe fixe, à cause de la symétrie du treuil autour de son axe.
Donc, si nous faisons OC = c, OC = c', et si nous exprimons que la somme des moments par rapport à Taxe des forces motrices du système et des forces effectives prises en sens contraires est nulle, nous aurons, d'après le sens suivant lequel les forces tendent à faire mouvoir leurs points d'application,
/ d\T\ , / d'x'\ , dco\^
dp J \° de ) dt
561. Les dérivées des deux variables x et x' peuvent être exprimées au moyen de la vitesse angulaire. En effet, d'après le sens du mouvement, la vitesse du point m est égale à celle du point C; mais la vitesse du point m' est égale et de sens contraire à celle du point C. On aura donc
dx
—- = cw, dt
dx'
— c' co ,
et, par suite,
J^j^ dvi de ~~^ dt""
de "
--"dt
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Désignons par MA^ le moment d'inertie du treuil par rapport à l'axe, M étant la masse du treuil. L'équation du mouvement (i) deviendra
d'où l'on tire
dt MA2 4-/?zc--j- w'c^ d'où l'on déduit, en supposant la vitesse initiale nulle, gt [me — m' c')
MA'^H- /ne- -h hi'c'^
La vitesse est donc proportionnelle au temps, et le mouvement est uniformément accéléré. L'accélération est à la pesanteur comme me — rn'c' est à MA^ -+- mc^ -+- ni' c'^.
Si l'on avait me = m'c', la vitesse angulaire serait nulle et le corps resterait eu repos. En effet, c'est la condition pour que les poids m et /// se fassent équilibre. S'il y avait une vitesse initiale, le mouvement serait uniforme.
562. Les tensions des cordons ne sont autre chose que les forces perdues. Appelons-les T et T', nous aurons
dt' / V* dt
d\x'\ I cl
dt" ) V dt
Remplaçons -— par sa valeur tirée de l'équation (2),
puis introduisons à la place des masses m, m' et M les poids correspondants que nous désignerons par^ , p' et P.
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Nous aurons
pc{pc—p'c')
T' = ' -^ p'c'{pc — p'c') _
Si le système tourne dans le sens indiqué par la figure, on a pc >> p' c\ puisque w est plus grand que zéro. On a dans ce cas T <^ /;, T' ^ p' . Ces tensions sont constantes pendant le mouvement.
o63-. La pression totale cy exercée sur Taxe du treuil résulte des forces qui se font équilibre autour de lui en y comprenant le poids du treuil. Les forces centrifuges des points du treuil se détruisent mutuellement et ne pressent pas l'axe à cause de la symétrie. On a donc
CT = P + T + T
ou
ipc — p'c'Y
V k' -h pc' ■+ p' c'
564. On peut déterminer le mouvement au treuil sans recourir au principe de d'Alembert, mais en introduisant les tensions T et T'. Il suffit d'éliminer T et T' entre les équations (4) et la suivante :
ou
--MZ-2 = Tc — T'c', dt
donnée par la tliéorie du mouvement de rotation autour d'un axe fixe. On retombe ainsi sur l'équation (2).
lC'7
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PENDULE COMPOSÉ. ÉQUATION DU MOUVEMENT
565. On nomme pendule composé un corps qui peut tourner autour d'un axe fixe horizontal.
Prenons l'axe fixe Oz pour axe des z \ pour axe des x p. gg une horizontale 0.r perpendiculaire
à Oz, et pour axe desj)^ une verticale Oj^ dirigée dans le sens de ïa pesanteur. L'équation du mouvement sera (550)
~dt
[Yx-^r),
X, Y, Z désignant les composantes de la force motrice d'un point m {x,j^ z). On a donc
o , jL --^. nn
et, par suite,
M étant la masse du corps et Xi Tune des coordonnées du centre de îïravité G.
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Abaissons GA perpendiculaire sur Oz, menons la verticale AD et abaissons sur celte droite la perpendiculaire GD. Soit Gi la position initiale de G, c'est-à-dire sa position pour t = o. Posons GA = a^ DAG = 0, DAGi = a 5 on a
a:i = GD =: a sinO.
Par conséquent
\ {Yx — 'Xj) = gUa:, =gMas\nQ.
D'ailleurs co = — '- — -, et si l'on appelle MA^ le moment
d'inertie du corps par rapport à un axe passant par le point G et parallèle à Oiî, on a
mr''-=:\l[a'-\- h:^).
Substituant ces valeurs dans l'équation (i), on aura
^^9 sa
^ ' dt- a- -h k-
Cette équation détermine 0 ou le mouvement angulaire du centre de gravité en fonction du temps. Pour l'intégrer on la multiplie par 2c?ô, et l'on trouve
(3) z=Q? -\- '"^ ^ (cos9 — cosa),
12 étant la vitesse angulaire initiale.
PENDULE COMPOSÉ RAMENÉ AU PENDULE SIMPLE
>. Au lieu d'intégrer l'équation (2), il est préférable de comparer le mouvement du corps pesant à celui d'un pendule simple. Si le corps se réduisait à un point matériel pesant lié à un axe par une droite rigide dont on né-
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glige la masse et de longueur /, l'équaiiou du mouvement serait
(1) -— + ^sm9 = o
quî se déduit de l'équation
d'^ sa ( 2) 1 — r, sm 9 = o ,
en faisant A' = o, a=zl. Supposons la longueur l déterminée par l'équation
d'où
Alors le pendule composé ou plutôt la droite AG et le pendule simple auront le même mouvement angulaire,
pourvu que les valeurs initiales de Q et de — soient les
mêmes pour ces deux corps. Ainsi, lorsc[u'un corps tourne autour d'un axe fixe et horizontal, on peut toujours assigner la longueur d'un pendule simple dont le mouvement soit le môme que celui du corps, quelle que soit d'ailleurs l'amplitude des oscillations. Si celles-ci sont très-petites, la durée d'une oscillation sera donnée par la formule
T=:7ri/-^,
qui pourra servir à déterminer g à l'aide du pendule composé, connaissant seulement la distance du centre de gravité du corps à l'axe de suspension et le moment d'inertie du corps par rapport à un axe parallèle à l'axe de suspensjou mené par le centre de gravité.
AXE D OSCILLATIOW.
S67. Si dans le plan passant par Taxe et par le centre fîegrauité du pendule on mène une droiteW>V parallèle
à cet axe et à une distance de celui-ci égale à I, chaque point f de cette droite se moui^ra comme s'il ne faisait pas partie du. corps et quil fût simplerneiit lié à r axe par une droite rigide et sans masse.
Cette propriété résulte immédiatement de l'idenlité du mouvement du pendule composé et d'un pendule simple dont la longueur est /. Il n'en est pas de même des autres points du corps plus rapprochés et plus éloignés de l'axe. Ces derniers oscillent plus vite et les premiers oscillent plus lentement que s'ils n'étaient pas liés aux autres points du corps.
La droite IBI' est nommée Vaxe d'oscillation du corps, correspondant à l'axe de suspension Oz. Le point B de cette droite situé sur la droite AG perpendiculaire à l'axe de rotation se nomme centre d^ oscillation. On l'obtient
en prolongeant AG d'une longueur égale à — ->
568. Les axes d' oscillation et de suspension sont réciproques, c'est-à-dire que si l'on faisait osciller le corps autour de IF, l'axe de suspension primitif O^ deviendrait l'axe d'oscillation. En effet, les distances du centre de gravité à l'axe de suspension et à l'axe d'oscillation donnent un produit égal à là. Donc si l'on prend celte dernière ligne droite pour axe fixe, la première deviendra l'axe d'oscillation. La longueur du pendule simple, qui fait ses oscillations dans le même temps, sera la même qu'auparavant et son mouvement sera le même.
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569. D'après ce principe, étant donné l'axe de suspension d'un corps, on peut trouver, par l'expérience, l'axe d'oscillation correspondant. 11 faut, pour cela, mesurer la durée des petites oscillations d'abord autour du premier, puis autour de différents autres axes parallèles, jusqu'à ce que le temps de ces oscillations soit de nouveau le même. La distance des deux axes de suspension sera la longueur désignée par Z et fera connaître l'axe d'oscillation relatif au premier axe de suspension.
570. Il j a une infinité d'axes autour desquels les petites oscillations sont de même durée.
D'abord la valeur de / et la durée des oscillations sont les mêmes pour tous les axes de suspension parallèles entre eux et situés à égale distance du centre de gravité, puisque h et a sont les mêmes pour tous ces axes.
Ensuite, nommons A, B, C les trois moments d'inertie principaux relatifs au centre de gravité G, et appelons &.., ê, y les angles que Qz fait avec les axes principaux du point G. Le moment d'inertie par rapjtorlà GH, droite parallèle à Oz, étant représenté par M/i-, on a
MA-2= Acos^a-h Bcos^S-i- Gcos^y,
et par conséquent
A cosV. -f- B cos^S + C cos^V Ma
On peut faire varier a, a, S, y de manière que / reste constante. Il y a donc une infinité d'axes autour desquels la durée des petites oscillations est la même„
Axe de la plus courte oscillatigîn
571. On peut se proposer de trouver l'axe autour duquel la dui^ée d'une oscillation est la plus courte ou pour
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lequel la longueur /est la plus petite. Supposons que l'on ait
On sait que la plus petite valeur de
A cos^ a + B cos^ § + G cos'7
est A. Il faut donc faire d'abord
(X = o , S = 90° , 7 1= 90°, d'où
Ma
Il en résulte que l'axe de suspension est perpendiculaire à l'axe du plus petit moment d'inertie relatif au centr-e de gravité. Ensuite, pour obtenir le minimum de /,
il faut égaler à zéro —, ce qui donne
da '
""^sjw '^V'
r\ ' • 1 c • , dl
yjw a un minimum, parce c|u en taisant varier «, — ne
s'évanouit qu'une seule fois en passant du négatif au positif.
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PENDULE CONIQUE. ÉQUATIONS DU MOUVEMENT
572. Considérons le mouvement d'un point matériel m assujetti à se mouvoir sur la surface d'une sphère dont le centre est au point O, et dont le rayon est /. Le point m peut être simplement posé sur la surface spliérique, ou bien placé à l'extrémité d'un iîl ou d'une lige dont l'autre extrémité fixe est au point O. En désignant par N la résistance de la surface ou la tension du fil ou de la tige, et l'axe des z étant pris dans le sens de; la pesanteur, les équations du mouvement sont
d\T. '^x cl'' y Nj cPz Nz
On regarde N comme positive lorsqu'elle agit dans le sens 771 0 ou qu'elle empêche le point m de s'éloigner du centre O, et comme négative lorsqu'elle agit sur le prolongement de 777O, ou qu'elle empêche le point m de s'éloigner du centre O. On a l'équation,
pour exprimer c[ue le point 7?î reste à une distance constante / du point O.
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573. On arriverait aux mêmes équations (i) par la méthode générale de Lagrange, qui donne
avec la relation
joôx -T'j'Sj -{-.zSz = o,
déduite de l'équation de condition (2). Ecrivant
et ajoutant cette équation multipliée par X avec (3), on aura
d'^ X Ix
df l
de
df l
équations qui ne diffèrent des équations (i) qu'en ce que "k remplace N. On voit que X est la tension du fil ou
l'action du fil sur 77z, puisque— ^5 —, —■> sont les composantes d'une force égale à /, dirigée suivant mO, si 1 est positive.
CAS ou LE POIJVT PESANT RESTE DANS UN PLAN HORIZONTAL.
574. Examinons d'abord le cas particulier où le point pesant m reste dans un plan horizontal. Il décrit alors un cercle intersection de ce plan et de la surface sphériciue (2), ou bien la tige décrit un cône droit dont l'axe est O.Z. On a
en appelant r la distance du point à l'axe Oz] r est le rayon du cercle.
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La troisième des équations (i) donne
valeur constante. On tire des deux premières idxd'^x ^ idyd-r N
'de ~ "^ 7 (^•^'^^'^ "^ "^ydj) = o,
ou / yi ^"
puisque
^ dx"^ 4- rff 2 H- r/2' dx'^ -\- df^ ^ ~ 'dt^ ~ dï^ '
-, dz , , , .
a cause de — =: o, et que 1 équation
donne
"xxdx -\- lydj = o.
La vitesse v est donc constante et le mouvement circulaire est uniforme. Cela résulte aussi de l'équation
qui donne
dt' -^ de
„ , ^ dy dx
ou iSt. - X.
di)
dt ' ^^<^dp "'
d'où l'on tire une valeur de ^ proportionnelle au tempsfX-t ^^ (p étant l'angle que fait le plan zOin avec le plan zOj ,
575, Il faut encore une équation. On a
X d'^ X -\- y d"^ y Nf-î^^H-j^
di^ l
Or en différentiant l'équation
xdx -\- ydy =zQ
on a
xd'^w -+- yd'^^Y d.r^ -+- dy-
Don
ou
di^ dt-
Nr2 _,
en remplaçant N par sa valeur--- Ou a donc
De plus,
et aussi
- = — = NsinO,
6 désignant l'angle que la droite Om fait avec la verticale Oz.
On voit que la force centripète - est la résultante des deux forces N et g. La durée de la révolulion est
27rr
576. On peut obtenir ces résultats d'une autre manière. Le point m se meut comme un point libre qui serait
sollicité par la force tangentielle — et par la force centrifuge f= - • D'après le principe de d'Âlembert, ces forces
(*) En effet, on tire des premières équations (i) — i — =0.
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prises en. sens contraire, et le poids de la molécule doivent donner une résultante qui sera détruite par la résistance de la surface sphérique ou du fil. Alors la force tangentielle perpendiculaire au plan mOz doit être nulle, ce qui donne la vitesse u constante. En outre, on doit avoir
k r l' d'où
f2 sfr s si
comme plus haut.
Il faut intégrer les équations "Jl o \i'"7 j
dt'
d-y df
Nr
d''z 'dt^
et comme on a déjà la relation
il suffit de trouver deux autres équations entre x^j^ z, t et la valeur de N.
On trouve d'abord la force vive oup^ par l'équation
o.dxd'^x ->!- -îdyd'^y -\- idzd'^z i/J ( ^ -^, i8dz = o, -^^-^
qui donne
c^ = igz -f- constante = ig[z — z,,) -4- v\^ Sturm. — Méc.^ II. Î2i
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ou
*''= 2g{z — Zo-h/lo),
en posant
On a ensuite
xd'^y — yd'^x
di^ =*^'
d'où
(4) ccdy-yd^^^ ^^' dt
Elevant au carré cette équation et l'ajoutant à la suivante aussi élevée au carré
xdx-\-ydy zdz
dt dt
on a
fdj:^-hdr^\ dz^
•o 1 .9,2 72 ^ dx- -h dy'' Remplaçant x~ -\- J par r — z'' et -— ou
dz^ dz^
w-^ — — par 2. g (z — Zo H- Ao) — ^' °^ obtient
d'où
dz
l~ = ZJZ\/2g{l' — z'){z — z, -h ho) — C%
ou
±ldz
(5) dt =
\/2g{P — z') (z — zo + h,) — G^
Il faut avoir la valeur de C. L'équation (4) revient à
OU
en appelant r la distance du point m à l'axe Oz et di l'angle que le plan zOm fait avec le plan zOx. On peut écrire
dt
Ov r-j- est la vitesse de la projection horizontale du point
m estimée suivant la perpendiculaire au rayon vecteur /', ou la projection de la vitesse v du point ni sur la perpendiculaire au plan mOz, de sorte que r — =:P'cose, e
étant l'angle que fait la direction de la vitesse i' avec cette perpendiculaire (car rd^ est la projection du petit chemin ds sur cette perpendiculaire). On a donc
(6) C=/-oCo COSEq.
580. La constante G est nulle, si l'angle Eq est droit, si ro = o, ou si p-q^^ 05 alors le pendule oscille dans un plan vertical.
En substituant dans la formule (5) la valeur de C^,
C' = rl ul cos''-eo=igh^rl cos= So = igh^iP — zl) cos^Eo,
on a
±ldz
sl2.gsJ[P — z'){z — z, -+-A„)— [l^ — zl) h, cos't.
MAXIMUM ET MINIMUM DE LA VALEUR DE Z
581. Si l'on égale à zéro le polynôme sous le radical, on aura la plus grande ou la plus petite valeur de z quand t varie. Cette équation,
(f) [l^ — z'^){z-~ Zt^+ h^) — (/2 — z^)ÂoCOs'so = o,
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étant du troisième degré, a au moins une racine réelle. Mais, par la natur'^ du problème, z ne peut avoir un maximum sans avoir un minimum et vice versa. T}owc les trois racines doivent être réelles. En effet, si dans ce rnôme on attribue à z les valeurs
on trouve
d'où l'on voit qu'il y a trois valeurs réelles de z qui réduisent à zéro ce polynôme : une première a comprise entre / et Zf^, une seconde h comprise entre Zo et Zq — h^ et une troisième négative — c entre — /et — oo , de telle sorte que c est^/. Ainsi l'on a en décomposant le premier membre en facteurs
(/' — 2^) (3 — Z„ + h,) - {U — S^) /ZoCOS'So
= {a-z){z — b){z-\-c), d'où, en développant et comparant,
{a H- b)c — ab = P, abc r= [P — 3^)^ocos'£o -+- P{zo ~ K).
On tire de la seconde équation P + ab
puis de la première
, P—a'—b'^ — ah ha — Zo = c — a — 0= -, ?
et de la troisième
{P — Zl) ha COS' Si) = —r
quAkante-quAtrième leçon. i8i
Par suite l'équation (7), 11° 580, devient
±ldz (2) dt —
La variable z restera comprise entre a et b, comme sa valeur initiale z^,, car si l'on supposait que z devînt ^ a
ou <" b. la valeur de — - deviendrait imasinaire. Ainsi a
sera la valeur maximum de ^ et & sa valeur minimum. Si d'abord on prend z ^r^zb, quand t croîtra, z croîtra depuis b jusqu'à a, et deviendra égale à a au bout d'un temps t' égal à l'intégrale de la valeur dt prise depuis z =& jusqu'à 2 = a. Ensuite, après ce temps t\ z décroîtra en allant de rt à ^ dans un intervalle de temps égal à t' . Puis z croîtra de nouveau de ^ à a dans un nouvel intervalle de temps égal à f', et ainsi de suite. De sorte que z est une fonction périodique de t, dont la période est it' .
expression du temps employé a parcourir un arc de
LA trajectoire.
582. Puisque z doit toujours être comprise entre b ela, nous pouvons poser
ou
z = a cos'ç H- b sin-<j);
de là résulte
dz:= — 2. [a — b) sinç costp d<j a — z =z: [a — b) sin^(fi, z — b =1^ [a — /-') cos^q),
d'oùj abstraction faite du signe,
dz .
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Si l'on porte cette valeur dans l'équation (2), n° 581, on a
OU
V s sl{a-[-b) z-\- P + ab
En remplaçant z par
rt cos^© + 6 sin'ip, ou a — [a — 6)sin^ç, on trouve
(2) dt = l\ ~~
+ 2.ab -+- a^) OU bien dt
V/(/' + 2a6 + a^) cos''(p -I- (/2 -+- lab -+- b^) sin.'
583. Le temps pour aller d'un point ^ = o à un autre point z = a s'obtiendra en intégrant cette formule entre les limites ê et oc. Le temps nécessaire pour aller du point le plus haut au point le plus bas ou du point le plus bas au point le plus haut est
g{r--\-'2ab-hd')J^ ^i — y'sin^ç en posant
Si l'on développe -7===F== par la formule du bi- •^ y/i — 7'sm^^ '■
nome, si l'on remplace ensuite les puissances de siuus
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qui entrent dans le développement par leurs valeurs en fonction des cosinus des multiples decp, on trouve en intégrant
V â'(^= + 2«6+«')L Va/ ^ ^V2.4y ^ J
084. On peut avoir des valeurs entre lesquelles ce temps est compris en reprenant la formule (i)
+ b) z ->r l^ + ab Comme z est comprise entre a et b^ on a
dt<l^ /^^"-^^^ ^^
dt^l
d'où
S sj {a -\- b) a ->r P -i(- ab
2(fl H- b)
2 V giP + 2«è+ 6^)'
2(rt 4- 6)
[/2 -i-2flZ> -ha')
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PENDULE CONIQUE (suite). - MOUVEMENT D'UNE TIGE PESANTE.
Calcul de l'angle^. — Valeur de la tension. — Cas où le pendule s'écarte peu delà verticale. — Mouvement d'une tige pesante tournant autour d'un de ses points qui est fixe.
CALCUL DE l'angle tp.
L'angle (^ est donné par réqualion
Iclz
qu'on peut écrire
Idz
[P—z^)\J[a—z){z~b)\J{a+b)z-^i'+ab'
OU bien, à cause de =; - ( f- | -,
l^ — z' 2\/ + Z / — zj
dz
\l[a—z){z — b)s,l{a-\-b)z-^P + ab
ce qui donne, en remplaçant z par «cos^çp + Zvsin'çp
(/ — <2) cos-ç + ( / — 'î'j sin-^
sj[P-\- lah + rt^jcos^y -r (/='-!- lab + i^jsin'œ
de sorte que t^ est la somme de deux intégrales ellij)tiques de troisième espèce.
586. L'angle dièdre '*?' compris entre les deux positions extrêmes du point m est donné par l'iniégra-
tion de Féquation précédente entre les limites o et -•
[P -\- lah -\- a^) cos^ç -\~ [P -\- lah -\- Jy^) sin^cj) varie depuis P -^ lah -\- b'^ jusqu'à P -{- 2.ah H- a^. On a donc
Je dis que cet angle est plus grand que -• Remarquons que z variant de ^ à fi, ou o de - à o, le polynôme
<^^>tA'~''''f~''-'r
jcos'()> -h {l -{- b) sin^çp
[l — a) cos^^ + (/ — b) sin^(j)_
' V /^+2rt6H-6^ [_(/ H- «) cos='<p + (/ -f- ^') sin^j) .
dfo 1
(/ — «)cos^(pH-(/ — 6) sm'(j)j
——. = — arc tang \ / — tani; m 1 •
Oi
/?^ cos-tp -I- /2 sin^if W Doiîc on aura
/^4-2«6 + «^ |_^(/_)_aj^/_i_èj2 ^[i — a)[l—b]
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OU
.y^ ^ sj[l + a){l + V) + ^J{1 - a)[l- b) ^
et l'on aura de même
2 \JP-\--2.ab + (i^
OU bien
2 V P-^iab 4- a' '
TT . /2/2+ 2«& + 2 \/{P—a^)(P—b^)
et enfin
On voit donc que 'F est plus grand que -•
TENSION DU FIL
S87. Il reste à déterminer la tension N du fil ou îa résistance de la surface.
En multipliant les équations
de l
dt- i
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respectivement par x, j, z, et ajoutant, on a
Or réqualion
xdx + jdf + zdz = G
donne
xd'^.T + yd^y -+- zd"" z dx^ + dy''' + dz"^ _
Donc
dt' dt-"
N = -^- = '^ (3z — 2So + 2//0
Tant que z est positive ou que le pendule se trouve au-dessous du plan horizontal mené par le centre O, la
valeur de N, — "^-^^—^ est positive, c'est-à-dire que cette
force est dirigée de m vers O. Si le pendule s'élève audessus de ce plan, z deviendra négative et il pourra arriver que v^ -f- ^^ ou §• (3 ^ — 2 ^o + a^^o) devienne aussi négative. Dans ce cas, le point fait l'effort N pour s'approcher du centre, et la force N tend à contracter la tige.
588. On peut vérifier la formule (2). Les forces N et g donnent pour résultante la force effective du point m,
qui peut se décomposer en une force tangentielle T =r= —,
et une force centripète — Donc ces deux dernières,
prises en sens contraire, doivent faire équilibre aux forces N et g. Ainsi la somme des projections de toutes ces forces sur un axe quelconque doit être nulle. En les projetant sur O/w, la projection de T est nulle, puisque T est perpendiculaire à Om\ la projection de g
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est — V*. celle de la force centrifuse est — ^ — - ou On a donc
OU
CAS OU LE PENDULE s'ÉCARTE PEU DE LÀ VEnTICALE.
Si le pendule s'écarte peu de la verticale, on a
z = l — a, Zo = / — iio,
1U^ -\- T-Ju — 3«
M et iio étant très-petits, ainsi que /?o.
On a donc à peu près N = ^, et les deux premières équations du mouvement deviennent
d^ X ^ d'Y if
Elles donnent, en désignant par a et 6 des constantes.
ou, si l'on pose [x = i/7'
^ = acosp.?, jj'=Ssinptf5
d'où l'on déduit
La projection horizontale de la courbe décrite est donc
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une ellipse. On a
g (3) tRïig-l) = - tangpt^.
La durée de la demi-révoîuîion est - ou tt ^ / -■, c'est-
à-dire égale à celle d'un pendule de même longueur qui oscillerait dans un plan vertical.
590. La projection du pendule sur un plan horizontal décrira encore à très-peu près une ellipse si l'angle que le pendule fait avec la verticale varie très-peu, ou en d'autres termes si les valeurs a et b entre lesquelles z reste comprise (581), diffèrent peu l'une de l'autre; car alors N sera à peu près constante. En effet, si z restait égale à
(Pz Nz la constante li, l'équation — - H — § =^ o donnerait
N = ^ • On conçoit que si z diffère peu de k, la valeur
de N sera à peu près constante et égale à —-Mais on peut îe voir de la manière suivante : on a
on a trouvé
i^ — a^ — b' — nb
ha — Zo-=
aonc
iP — 2«^ — ib"^ — lab
OU
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et, en négligeant z — a, z — b, [a — h)^,
De là résulte
dC- k ' df' A-
Ces équations ont la même forme que les équations (i). On en conclut que la projection horizontale du pendule décrit une ellipse et que la durée de la demi-révolution
est "^ \ --> valeur moindre que "^-X -•
MOUVEMENT d'uNE TIGE PESANTE TOURNANT AUTOUR d'un DE SES POINTS QUI EST FIXE.
591 . En désignant par a:', j' ^ z' les coordonnées d'un point quelconque m de la tige, considérée comme une ligne droite pesante, on a par le principe de d'Alembert
ih
VdXx' ^ , d'y' . , UPz'
df- dV \ dt
Prenons sur la tige un point L dont la distance au point fixe O soit / et soient x, js z ses coordonnées. En désignant par u la dislance 0/;^, on a
xu ju, , ZU
et l'équation (1) devient
si y mu d-'x , d^r ^ dH ^ " ^ -
dt' dt' -^ ^ dt' V ,
y mu'
QUARANTE-Cl]yQUIÈME LEÇOK. » IQI
OU
d^-x „ d^Y ^ d^z ^ s,la
^ • de df -^ df a-+k^
en posant
/wtt = M« , y miû =z M (g^ h- A-2)
a étant la distance du point O au centre de gravité de la tige pesante, M la masse et M/c^ le moment d'inertie de cette tige par rapport à ce même centre de gravité. On a la condition
(4) x^ -h y^ -+- z' = l\ qui donne
(5) X§X -{- jSj' -h z§z = o.
En multipliant cette équation par X et ajoutant l'équation (3), on trouve
592. S'il n'y a qu'un seul point pesant ^ sur la ligne droite, à la distance /, on a\ mu^ ;= p./^, \ jnii = fjiZ et
/ d'^x de
de
f de
si
, , d^r ^ d^r , dH
Les équations (6) se réduisent à celles-ci, si l'on sup~ pose 1= a -l Ainsi la tige pesante se meut comme
1^2 « COURS DE MÉCâWIQt;E.
le pendule simple, dont la longueur est / = a -} Le
point L est le centre d'oscillation. Ce point se meut comme un point libre sollicité par la pesanteur g et par une force accélératrice dont les composantes sont — "kx^ — "kj, — kz. Cette force est dirigée vers le point O et son intensité est X sj x'^ -\- j"^ -\- z^ ou \l. C'est la tension désignée par N. On a N = \l. II ne faut pas croire que la tension soit constante dans toute l'étendue de la tige.
d''-.T' 593. Toutes les forces perdues, telles que — m — yj-t
d^r' ( d^z'\ — m — '— 5 ^^\§ TT ) se font équilibre autour du point
fixe O ou sont détruites par la résistance de ce point. Ainsi , quoiqu'elles soient appliquées aux différents points de la tige et non en un seul point, elles ont une résultante unique passant par le point O. C'est la pression exercée sur le point O, égale et contraire à la résistance de ce point. En désignant cette pression par P et ses composantes par X, Y, Z, chacune d'elles est égale à la somme des composantes des forces perdues, comme si toutes ces forces étaient transportées au point O, d'après le principe connu que des forces en équilibre sur un corps solide se font encore équilibre si elles sont transportées en un même point. On a donc
= -1' ou (591)
V^ mil d'^.T. Mrtr d'x
ou, en veilu de la première équation (6),
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ensuite, par des transformations analogues,
M<3 ^ „ Ma ^ ,,'' — «
S9i, La pression P sur le point O n'est pas dirigée suivant la tige. Elle est la résultante de deux forces, l'une dirigée suivant la tige et égale à MaX, l'autre verticale et
égale à M^ — - — ? c'est-à-dire à la composante qu'on
obtient en décomposant le poids Mg de la lige en deux forces verticales appliquées au point fixe O, et au centre d'oscillation L.
595. Si le centre de gravité de la tige coïncidait avec le point fixe, on aurait a = o, /= oo , et le mouvement de la lige ne serait plus celui d'un pendule simple de longueur /. Mais dans ce cas le poids de la lige étant détruit constamment par le point fixe, la tige doit rester dans le plan qui passe par sa position initiale et par la direction de la percussion, et tourner dans ce plan avec
la vitesse constante w = ^— r" Mk'
596. On arriverait encore aux équations du mouvement en exprimant que les forces perdues se font équilibre autour du point fixe, ou bien par la formule générale de la dynamique. Dans ce dernier cas, on prendrait pour mouvements virtuels : i° le mouvement eiïeclif^ 2° un mouvement de rotation autour de l'axe des z.
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PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DU MOUVEMENT. - MOUVEMENT DU CENTRE DE GRAVITÉ
Remarques sur les systèmes de points qui peuvent se mouvoir comme des corps solides. — Mouvement du centre de gravité. — Vitesse initiale du centre de gravité d'un système mis en mouvement par des percussions. — Conservation du mouvement du centre de gravité.
r,EMAllQUES SUE. LES SYSTÈMES DE POINTS QUI PEUVENT SE MOUVOIU COMME DES CORPS SOLIDES.
Considérons un système de points matériels
m', vi" , . . . , sollicités respectivement par des forces P,
P', P'', . . . , dont les composantes parallèles aux axes sont
X, Y, Z; X', Y', Z'5 — En vertu du principe de d'Aleni-
bert, si Ton applique au point m des forces parallèles
aux trois axes et égales respectivement a A ■ — m ——3
1 - — m — -V- L — m ~— ? et aux autres points des lorces dt^ df ^
analogues, toutes ces forces doivent se faire équilibre au moyen des liaisons du système. Les conditions de cet équilibre sont comprises dans l'équation générale des vitesses virtuelles; mais on peut parvenir à des propriétés importantes, sans qu'il soit nécessaire d'exprimer toutes ces conditions.
Ainsi l'équilibre existant entre les forces mentionnées, dans le système dont nous étudions le mouvement, il subsistera encore si l'on introduit entre les différents points de nouvelles liaisons telles que l'on voudra, pourvu qu'elles ne soient pas incompatibles avec les conditions
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données ; on peut supposer, par exemple, que les distances des différents points du système deviennent invariables, si les liaisons sont telles, que les points puissent se déplacer sans que leurs distances changent. Il en re'suhe que les forces doivent satisfaire aux six équations d'équilibre d'un système solide, pourvu toutefois qu'après la solidification il n'y ait aucun point fixe ni aucun point assujetti à demeurer soit sur une courbe, soit sur une surface fixe. En faisant cette restriction, les trois premières équations d'équilibre donnent
Y ^ — m —rr
^ df
ou bien
^ ' Za dt^ Lk Li df' Zd Là df
598. Pour que le système puisse se déplacer comme un corps solide, c'est-à-dire sans que les distances de ses points varient, il faut et il suffit que chaque équation de condition se réduise à une relation entre les distances de ses différents points. En effet, soit
une équation qui doit toujours exister entre les coordonnées X, j^, z^ x' . . . et dont le premier membre L est une fonction y de £ et de x, j', ^, x', . . . . Désignons par ;7, r/,/', ... les Zn — 6 distances des différents points qui doivent rester constantes. On a
( p = yj^x' — xf + [y' —y]^ + (z' — zf , (^) \q = ^^a:"~xY + {y"-yY^[z"-zY,
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On peut réduire à six le nombre des coordonnées qui n'aient plus entre elles aucune relation donnée et prendre, par exemple, x, j^ z, x',j' et x" pour ces coordonnées arbitraires et indépendantes. On aura toutes les autres en fonction de celles-là et des quantités p^ q , . . . . Donc chaque équation de condition telle que L ^ o sera réduite à la forme
Pour un déplacement virtuel quelconque, /?, <7,7%. ., restent constants, t ne variant pas, et par conséquent, puisque réquation L = o doit être satisfaite, quelles que soient x,j^ z, x'.j'^ x", ces quantités ne doivent pas entrer dansai Donc, en éliminant de l'équation L= o, 3/z — 6 coordonnées à l'aide des équations (2), les six autres doivent disparaître en même temps, et l'équation L = o doit se réduire à une simple relation entre les distances /?, q,î\ . . . , ce qu'il fallait démontrer.
599. On ferait le même raisonnement en exprimant les 3» coordonnées en fonction des distances p, cj, r, . . . , et de six autres quantités qui fixeraient la position arbitraire du système par rapport aux axes fixes : par exemple, les coordonnées a, ê, y de l'origine d'un système d'axes O' x', O'y'^O'z' liés au corps solide, et les trois angles cf, i|;, 0, qui déterminent la position de ce nouveau système d'axes par rapport au système des axes Ox, Oj, O 2, fixes dans l'espace. L'équation L = o prendrait la forme
Or a^ ê, y, çp, t|/, 0 n'y doivent pas entrer, puisque cette équation doit avoir lieu, quelles que soient les valeurs qu'on leur attribue. Donc L se réduit à une fonction de p, g,r,
Reprenons les équations (o97} d^.x V
d'z 'dF
qui ont lieu dans le mouvement de tout corps solide libre ou de tout système qui peut se mouvoir comme un corps solide. Soient Xi,yi, z^ les coordonnées du centre de gravité et M la masse totale du système. On a toujours
Mxi = \ mx, Mj, =: \ my , Mz, = \ mz
et, par suite,
dt.
Za ' dt
\ dt
Z) dt
dt
^2j"~dt'
Si l'on suppose un point matériel toujours placé au centre de gravité du système, ces formules feront connaître sa vitesse à une époque quelconque, lorsqu'on connaîtra celles de tous les points du système.
En différentiant de nouveau les équations (2) et en ayant égard aux équations (i), on trouve
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Delà résulte le théorème suivant :
Le centrée de grauité de tout système ld?re se meut comme si les masses de tous les points matériels j étaient réunies et que les forces motrices j fussent transportées parallèlement h elles-mêmes.
601 . Si l'on connaît le mouvement de chaque point du système, celui du centre de gravité sera également connu à un instant quelconque, au moyen des formules
M.r, = \ mx^ Mj, =\ wj, Mz,
sans qu'on ait besoin de recourir au théorème précédent; mais celui-ci est principalement utile pour déterminer le mouvement du centre de gravité, lorsqu'on ne connaît pas ceux de tous les points du corps. Toutefois il faut connaître l'état initial du système afin d'avoir la position et la vitesse initiales du centre de gravité.
VITESSE IKITIALE DU CENTRE DE GRAVITÉ d'uN SYSTÈME MIS EN MOUVEMENT PAR DES FORCES INSTANTANÉES.
602. On peut supposer que le système d'abord en repos soit mis en mouvement par des percussions. Déterminons, dans cette hypothèse, la vitesse initiale que doit prendre le centre de gravité.
Remarquons à cet effet C[ue si 0 est le temps pendant lequel agissent les percussions, l'équation
donne
clr
m — = > 1 l Xdt
Or, soient «, b, c les composantes de la vitesse que la percussion P (X, Y, Z), appliquée au point m, lui donne-
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rait s'il était libre. On sait que /
par conséquent
dx m -—
dt
La même formule aura lien pour les autres axes. Ou a donc, en ayant égard aux équations (2), n'^599,
dt ^a dt ^ dt
„ , dx^ dy^ dz^ ,
lormules qui donnent les composantes ——5 ——5 — r- de
' ^ r/f <r/^ dt
la vitesse avec laquelle le centre de gravité doit commencer à se mouvoir. On voit que cette vitesse est celle que prendrait un point ayant la masse M, placé au centre de gravité et qui serait sollicité par toutes les forces instantanées du système transportées parallèlement à elles-mêmes en ce point. En considérant com'lie Jiu_tant de forces les quantités de mouvement que ces percussions imprimeraient à des masses libres, on concevra ces forces transportées parallèlement à elles-mêmes au centre de gravité, et l'on prendra leur résultante. La vitesse initiale du centre de gravité sera dirigée suivant cette résultante et égale à la valeur numérique de la même résultante divisée par la masse M.
Ptevenons maintenant aux équations
dt' Zd dt' ^ de ^^
Supposons que parmi les forces appliquées au système il y en ait qui proviennent d'actions mutuelles entre des points.
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Celles-ci seront égales deux à deux, puisque si deux points agissent l'un sur l'autre, la réaction est toujours égale et directement opposée à l'action. Elles ne donnent donc aucun terme dans les seconds membres des équations (i), et par suite elles n'ont aucune influence sur le mouvement du centre de gravité. C'est ce qui a lieu dans le choc de deux corps par exemple. Quand ils sont assez rapprochés l'un de l'autre, leurs molécules agissent réciproquement les unes sur les autres, mais le mouvement du centre de gravité du système en est indépendant et est seulement déterminé par les forces extérieures. Il en est de même encore quand un corps solide en mouvement renfermant un gaz se trouve brisé par une explosion : les actions réciproques des molécules gazeuses et de celles du corps solide ne modifient point le mouvement du centre de gravité de leur système.
604. Quand toutes les forces motrices transportées parallèlement à elles-mêmes en un point quelconque s'y font équilibre, on a
les équations du mouvement du centre de gravité se simplifient et deviennent
(^) dt^ ="'
d^y, dt^ ^"°'
d'z, dt' =°
d'où l'on tire
, , , dx^
dz, _
c, c', c" étant des constantes. Le mouvement du centre de gravité est donc rectiligne et uniforme. C'est ce qui arrive en particulier quand toutes les forces qui agissent sur le système proviennent d'actions mutuelles qui agissent
entre ses différents points. Ce cas se présente, par exemple, dans notre système solaire. A cause du grand éloignement des étoiles, les forces motrices se réduisent à dçs actions réciproques des molécules, et dès lors le mouvement du centre de gravité de tout le système est rectiligne et uniforme.
Celte loi est connue sous le nom àe principe de la conservation du mouvement du centre de gravité.
60o. On peut présenter cette loi sous une autre forme. A cause des équations {2) ou a
d"- .V \^ cP Y \^ d- z
dt- ^ dt- ^ dt'
d ou il suit que y m — ■•, > m -^5 y m —- ont des va-
^ ■ Là dt^ Là dt Lj dt
leurs constantes quel que soit, t : c'est-à-dire que la somme des quantités de mouvement des masses du système, estimées parallèlement à un axe quelconque, est constante. Et si l'on considère les quantités de mouvement de toutes les molécules comme des forces et qu'on les transporte parallèlement à elles-mêmes en un même point, elles donnent une résultante de grandeur et de direction constante. Le centre de gravité se meut suivant une ligne droite parallèle à cette résultante et avec une vitesse égale à cette résultante divisée par la masse totale du système.
■SEPTIÈ
PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DU MOUVEMENT RELATIVES AUX AIRES
Relations entre les quantités de mouvement d'un système. — Principe des aires. — Du principe des aires dans le mouvement relatif. — Plan du maximum des aires.
RELATIONS ENTRE LES QUANTITÉS DE MOUVEMENT d'un SYSTÈME.
606. Considérons toujours un ensemble de points matériels qui peuvent se déplacer comme un système solide. Les forces perdues
dt- dt'- df
doivent satisfaire aux trois équations d'équilibre d'un système solide, qui expriment que les sommes des moments des forces par rapport aux trois axes sont nulles : on a donc
m -— — ] X — X — rn — dt' } \ dt
et des équations analogues pour les deux autres axes. On pourra mettre ces équations sous cette forme
\ dt^
^ dt' ^
m z — — \ dt'
"V dt^^
^ dt^
= >(Y.r.-Xj}, Xz — Z.r),,
Nous avons dit qu'en supposant le système solidifié, il ne devait y avoir aucun point fixe ou assujetti à demeurer sur une ligne ou surface fixe. Toutefois les équations (i) et leurs conséquences subsistent s'il y a dans le système un point fixe, pourvu qu'il soit pris pour origine des coordonnées, parce que la condition d'équilibre du système solidifié est dans ce cas que la somme des moments des forces, par rapport à trois axes passant par le point fixe, soit nulle pour cbacun des axes.
Les sommes\ [Y x — Xj), .... qui forment les
seconds membres des équations (i), sont nulles lorsqu'on supposant le système solidifié, les forces qui le sollicitent se font équilibre, ou bien encore lorsqu'elles se réduisent à une force unique passant par l'origine des coordonnées. Dans ces deux cas on trouve, en intégrant les équations (i),
dy cî.T
dt~-^ dt dx dz
dt ' dt, dz dr '
Les valeurs des constantes c, c', c" se déterminent d'après les positions et les vitesses initiales des points du système. 11 résu.lte des équations (2) que la somme des moments des quantités de mouvement des masses du système par rapport à cbacun des axes coordonnés, et, par conséquent, par rapport à une ligne droite quelconque est constante.
608. Donc si, à un instant quelconque, on considère comme des forces les quantités de mouvement qui animent les différents points du système, qu'on les com-
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pose comme si elles étaient appliquées à un corps solide, et qu'on les réduise à trois forces dirigées suivant les axes et à trois couples parallèles aux plans coordonnés, on trouvera toujours la même résultante et le même couple résultant par rapport à une même origine. Le moment de ce couple résultant est h = \Jc'^ -f- c'^ + c''^ , et son plan, perpendiculaire à la droite qui fait avec les
c" c' c axes des angles ayant pour cosinus —•> —•, -? a pour
ri K k
équation
c" X + c' j 4- es = o.
PraNClPE DES AIUES.
Tm. i63.
609. Les équations (2) peuvent être envisagées sous un autre point de vue.
Pendant que le point M(x,j^, z) décrit sa trajectoire MA, la projection OP, de son rayon vecteur OM sur le plan xOj, décrit pendant le temps twne aire BOP ou A dont la différentielle est
d\ = — [xdf — jdx).
La première des équations (2) donne
I dt
d'où, en intégrant.
et.
Il n'y a pas de constante à ajouter, parce que "k doit être
nulle pour t= o. En désignant par X' et W les aires décrites par les projections du rayon vecteur sur les autres plans coordonnés, on aura de même
Chacune des constantes c, c', c" représente le double de la somme des aires décrites dans l'unité de temps, par la projection de chaque rayon vecteur sur l'un des plans coordonnés. De là résulte ce théorème :
Quand les forces motrices appliquées à un système se font équilibre en supposant le sjstème solidifié, ou bien quand toutes ces forces ont une résultante unique passant par V origine des coordonnées^ la somme des aires décrites par les projections du rayon Deeteur sur chacun des plans coordonnés multipliées respectivement parles masses des points correspondants est proportionnelle au temps. C'est ce qu'on appelle le principe de la consers^ation des aires.
Cette loi a lieu en particulier quand les forces motrices du système se réduisent à des actions mutuelles entre ses différents points ou à des forces constamment dirigées vers un même point fixe, pourvu qu'on prenne celui-ci pour l'origine des coordonnées. En effet, lorsqu'on su|>pose le système solidifié, toutes ces forces se détruisent. Si l'on suppose le soleil fixe, toutes les forces motrices des planètes se réduisent à des forces dirigées vers le centre du soleil et à des attractions ou à des répulsions mutuelles qui se détruisent deux à deux. Le principe des aires doit donc être vérifié par rapport à tout plan mené par le centre du soleil.
Le principe de la conservation des aires subsistera s'il survient dans le système considéré des chocs ou des explosions qui proviennent toujours d'actions mutuelles entre les molécules.
DU PRINCIPE DES AIRES DANS LE MOUVEMENT RELATIF
611. J usqu'ici nous avons supposé l'origine des coordonaées fixe dans l'espace. Prenons maintenant pour origine un point mobile avec le système. Soil Oi ce point. Désignons par Xiyji, Zi ses coordonnées par rapport à un système fixe 0x,0y,0z. Soit jji un point ayant pour coordonnées x,/, z dans l'ancien syslème et ^^ r;, ^ dans le nouveau composé de trois axes Oi^Ti, Oij^, O^z^ parallèles aux anciens et mobiles avec le point Oj. Ou aura
(r) x=:a:, -f-Ç, j = ji + vi, z = Zi H- i;.
Remplaçons a:, j>^, z par ces valeurs dans les équations (i) du n° 606, sans toutefois faire cette substitution dans
—-■> —7—5 -; — La première devient dt' df df ^
■Zd dt^ Là dP Zd \ dt- dt
\ =:,r,yY-j,yx+y(Y>-x>,).
Ici nous sommes obligés de supposer qu'il n'y a dans le système aucun point fixe. Alors on a, en vertu des trois premières équations du système solidifié (597),
L'équation (2) se simplifie et devient
fi^ ,77 cl^ V
Remplaçons maintenant—— et — — par leurs valeurs
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duites des équations (i). Nous aurons
l > w t— —, — y mn
\ df Zâ ' dt' ^
(^^ ' -- ' rP-. d^^\ ^
612. On aurait deux autres équations analogues. Oa voit que, pour qu'elles deviennent semblables aux équations (i) du n° 608, ii faut et il suffit que
-— - > 77z^ — > in-fi et les deux autres quantités
analogues soient nulles. C'est ce qui peut être fait de différentes manières.
On y parvient d'abord en prenant pour origine mobile le centre de gravité du système, car alors \ /7z |,
y inn^ \ m^ sont nulles. On a dans ce cas les trois équations
Ces termes disparaissent encore et Ton retombe sur les équations précédentes si l'on prend pour origine mobile un point qui ait dans l'espace un mouvement rectiligne et
unitorme, car alors — ; — ? -— — •> — — sont nulles,
' dt^ df dt'
Enfin il existe une dernière manière, mais beaucoup moins utile, de parvenir au même résultat : c'est de déterminer le mouvement du point O^ d'après les condi-
2o8 COURS DE MÉCANIQUE.
tioiis
d'^Xi d'^y, d- z,
dt^ ~dF ~~dF
Ces équations signifient que la force accélératrire du point Oi, ou celle qu'il faudrait lui appliquer à chaque instant pour lui donner le mouvement qu'il a réellement, doit être constamment dirigée vers le centre de gravité
du système, puisque \ mP, \ mv-, \ int sont propor-
tionneîles aux coordonnées mobiles du centre de gravité (11, V/i, ^t) du système.
613. Si l'origine des coordonnées mobiles est choisie de l'une de ces trois manières, on aura, par rapport aux axes dont l'origine est mobile, des propriétés semblables à celles qu'on a trouvées pour des axes fixes, puisque les équations (5) ont la même forme que les équations (i) du n" 606. D'abord si les forces se font équilibre, en supposant le système solidifié, ou si elles se réduisent à une seule passant par l'origine mobile, les seconds membres des équations (5) sont nuls et on en conclut encore que la somme des aires décrites par les projections des rayons vecteurs sur un des plans coordonnés, multipliées par les masses des points correspondants, croît toujours proportionnellement au temps ouest constante dans des temps égaux. Ainsi le principe de la conservation des aires est vérifié relativement à ce plan mobile. Dans notre système planétaire, par exemple, on peut prendre pour origine des coordonnées son centre de gravité : car, en supposant que les étoiles n'agissent pas sur le système, le mouvement de ce point est rectiligne et uniforme (604). Du reste les forces motrices de ce système se réduisent à des actions mutuelles entre ses différents points, en sorte qu'il véri-
fie le principe des aires relalivement à un plan quelconque passant par son centre de gravité.
Considérons toujours un système de points en
mouvement pour lequel le principe des aires a lieu, en
Fig. 169. prenant pou.r origine un
point O fixe ou mobile
suivant les conditions
établies précédemment,
et proposons -nous de
trouver un plan tel, que
la somme des produits
des masses par les aires
que décrivent les projections de leurs rayons vecteurs sur
ce plan soit un maximum.
Le rayon vecteur Om du point m décrit une surface conique dont l'élément mOn est dans le plan tangent. Soit da cet élément et appelons a, ê, y les angles que la perpendiculaire OD à son plan fait avec les axes coordonnés Ox, Oj, Oz. Désignons par co l'aire décrite par la projection du rayon vecteur O m sur un plan quelconque P, perpendiculaire à une droite qui fait avec les axes les angles A, B, C. En appelant B l'angle DOE, ou l'angle que le plan de l'aire da fait avec le plan de projection P, on a
ûfw z= da cos9,
puisque d(x) est la projection de da sur le plan P.
D'ailleurs les projections de da sur les plans xOj, xOs, jOz sont JX, JA', dl"^ et l'on a
et
d\" =z cl a cos Cf., dV = d (j cos§ , dl =d(JCOsy
cosQ = cosacosA H- cosScosB H- COS7COSC. Stukm. — Méc, II. l4
En multipliant cette dernière par da et ayant égard aux équations précédentes, on aura
d(à z=z f/X^cos A H- f/>.'cosB + d\ cosC,
d'où
w = y cosA + ).'cosB H- \ cosC;
par conséquent
\ ww = cosA'^ otX"+cosB% njV-i-cosC\ ml.
Mais on sait que (609)
\m\=.-ct^ \ml'=i-c't, \m\"=-c"t, donc on a
TOw =: (c"cosA + c'cosB -f- ccosC) -•
Dans cette équation, le coefficient de t est constant, le plan P étant donné.
Posons
On peut écrire
Sfc" c' c \ k
moi = I -r cosA + — cosB + — cosC ) - t.
c" c' c Il est permis de regarder -yi -f> -j comme étant les cosi-
nus des angles formés par une certaine droite OF avec les axes coordonnés, droite dont la direction est indépendante de la position du plan P. Par conséquent, si nous concevons un plan tt perpendiculaire à OF, la position de ce plan ne dépend pas non plus de celle du plan P. Or tp étant Fangle EOF ou l'angle des plans P et tt, on a
coso/ = Y cosA + — cosB -\- — cosC,
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par suite
(3) / WW= - fcl COS(f.
Ainsi la somme des aires décrites sur le plan P, multipliées respectivement par les masses des points correspondants, est égale au produit de - kt par le cosinus de l'angle
des deux plans P et ::.
Comme la quantité It ne dépend pas de la position du
plan P, l'équation (3) montre que la quantité \ m(t> est
maximum lorsque (jp est égal à 90°, c'est-à-dire lorsque le plan de projection P coïncide avec le plan tt. On a alors
(4) ^/«co:=^/;-^
Jl existe donc un planjîxe tel, que la somme des aires dédites pendant un temps quelconque par les projections des rayons vecteurs des points mobiles sur ce plan, multipliées par leurs masses, est plus grande que pour tout autre plan de projection. Ce plan est toujours le même, quel que soit le temps écoulé. On l'appelle pour ces deux raisons plan du maximum des aires ou plan invariable. Son équation est
c" X H- c' y -+- cz = o
et la somme \ ni(x) relative à un autre plan de projection
se déduit de celle qui se rapporte au plan tt, en la multipliant par le cosinus de l'angle des deux plans.
Ce plan est le même que celui du couple résultant des quantités de mouvement du système solidifié, qui a été déterminé précédemment (602).
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PRINCIPE DES FORCES VIVES
615. Considérons un système de points /?^, m', m" ^ . . . , sollicités par des forces P, P', P'', .... dont nous désignerons les composantes parallèles à trois axes rectangulaires par Xj Y, Z, X', Y', Z', . . . . Eu combinant le principe de d'Alembert avec celui des vitesses virtuelles on obtient l'équation
di-
d\r IF
d'z di-
Sz
Les liaisons du système étant exprimées par un certain nombre d'équations
qui doivent être satisfaites, à une époque quelconque, par les coordonnées des points du système et par ces coordonnées après un déplacement virtuel, il en résulte (489) que les variations des coordonnées sont assujetties à satisfaire aux équations suivantes, dans lesquelles le temps est
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supposé constant :
dh ^ r/L . (IL ^ dh ^ ,
—-§.T-h-—Sr-+-^Sz-T--r-,Sx'-^... = o, dx dj dz dx
(n) l dM ^ dM , d^\ • dM „ ,
d.x dy dz dx
D'un autre côté, dans le mouvement effectif du système, les coordonnées des points devant satisfaire aux équations de condition (2), on a, en différentiant celles-ci par rapport à ?, variable indépendante,
IdL , f/L , rfL , r/L , ^L , ,
' — - dt H — dx + ■ dy -\ dz H dx' -i- . . . = o,
dt dx dy dz dx'
(4) {d^\ , d-M , f/M , f/M , du , ,
^^' ^ —- dt + —- dx ■+■ —- dy -\- ~- dz + —--dx'^...~o. dt dx dy dz dx
On a déjà expliqué la distinction essentielle c[ui existe entre les variations ^x, ^y-, Sz, qui répondent à un déplacement virtuel du point M, et les différentielles dx, dy, dz, qui se rapportent au déplacement réel que prend ce point, dans le mouvement général du système. Supposons que les équations de condition ne renferment pas le temps explicitement. Alors les dérivées partielles
ffL dM , ,, , , . ,,, > / , >
— 5 ——■,••'■> étant nulles, les équations (0) et (4) montrent qu'on pourra faire
^x = dx , Sy = dy , §z = dz , Sx' = dx' , . . . .
Ainsi, parmi tous les déplacements virtuels, compalibles avec les liaisons du système, il sera permis de choisir celui qui se rapporte au mouvement réel de chaque point. Alors léquation (i) deviendra
d'^x\ , / , dY\ I dz
X—m ]dx + [ Y— m - •^- ]dy -f- I Z — o? —
df / \ dp -^ \ dt
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OU
(5) y m —~ > (X f/x -\-^dy + Zdz)=.o.
Mais à cause de
dx^ + dj"" -h dz""
I dxd'^.x -^ dyd'^y + dzd^z - (/p' = -— -j
d'où résulte
(6) d\ mi>^='2\{Xd.x-hYdy + Zdz),
OU, en appelant dp la projection du chemin parcouru par le point M sur la direction de la force P,
{ n ) <-/ \ WC^ =: 2 \ P dp.
Donc la différentielle de la somme des forces vives de tous les points du système est double de la somme des quantités de travail élémentaire des forces motrices.
616. Si l'on intègre l'équation (6), entre les limites /o et f , on aura, en désignant par Uq la vitesse initiale du point M,
y me'— y nu'l = 2/ y {Xd.c -h Ydy + Zdz).
Donc dans tout système dont les liaisons sont indépendantes du temps^ V accroissement de la somme des forces vives de tous les points, pendant un temps quelconque, est égal au double de la somme des travaux de toutes les forces pendant le même temps.
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Ainsi la difréreiice des deux sommes de forces vives à deux époques quelconques ne dépend que des coordonnées des points mobiles à ces deux époques et nullement de leurs liaisons ni des chemins qu'ils ont suivis pour passer d'une position à une autre.
axjtre démonstration
617. La force P, qui agit sur le point M, peut être décomposée en deux forces, la force tangentielle m — et la
force centripète - — ■•> p étant le rayon de courbure de la
trajectoire au point M. Des forces égales et contraires à ces deux dernières forces étant jointes à la force motrice P, il doit y avoir équilibre et par suite la somme de tous les moments virtuels doit être nulle.
On démontrerait, comme précédemment, que si les liaisons du système ne dépendent pas explicitement du temps, on peut prendre pour le déplacement virtuel de chaque point son déplacement réel ds. Soit dp la projection de ds sur la force P : le moment virtuel de celte force est Vdp : celui de la force tangentielle, prise en sens contraire, est
— m --- ds =■ — m — dv = — m<>dc; dt dt '
celui d'une force égale et contraire à la force centripète est nul. On a donc
\ Vdp — \ mudc z=z o.^
on
[']) d y /«p-= 2 y vdp ^
d'où l'on déduit encore l'équation ['6).
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CONSÉQUENCES DU PRINCIPE DES FORCES VIVES
618. Quand il n'y a pas de forces motrices appliquées au système ou si les forces se font équilibre à chaque instant, on a
\ Vdp = o,
et l'équation (7) donne
\ mv"^ = const.
Ainsi , dans un système, assujetti à des cojiditions quelconques, mais qui ne dépendent pas explicitement du temps, s^il nj a pas de forces motrices ou si les forces motrices se font continuellement équilibre , la somme des forces vives reste constante.
Ce principe est connu sous le nom de principe de la conservation des forces vives. Observons que dans les systèmes où il a lieu, les points n'étant soumis à aucune force motrice, leurs vitesses ne varient qu'en raison de leurs liaisons et de l'obligation de se mouvoir sur des surfaces ou sur des courbes fixes.
619, Supposons que la fonction
\ [-^dx -hYdy + Zdz)
soit la différentielle exacte d'une fonction des variables x, y, z, a:',. . . , considérées comme indépendantes ou comme liées entre elles par les équations L = o, M = o, . . . Soit
(i) i\{^dx + Ydy -^ Zdz) = df{.x, j, z, x', ...).
QtlARANTE-HtJITlÈME LEÇOK. 21 ^
On aura, en intégrant l'équation
(2) dy rm'- = iy{'y^dx'-^Ydf -hZdz] par rapport au temps,
(3) \mv^ = C-\-f{a:,y,z,x',y',...).
Pour déterminer la constante C, désignons par i^o îa vitesse d'un point quelconque M, et par Xo,_yo5 -o? ses coordonnées à une époque quelconque fo- On aura
(4) X"'"» =^+/(''^"'^'«'^'"- • -n et, par suite,
(5) \ tm>^ — \ im'l=f[.T,j,z,x\...)—f{x,,Xo,z,,-..).
Donc lorsque le système passe d\ine position à une autre, r accroissement de la somme des forces vi^^cs ne dépend que des coordonnées des points dans ces deux positions. Pour évaluer cet accroissement, on n'a besoin de connaître ni les liaisons des points dans cet intervalle, ni les chemins qu'ils ont suivis, ni le temps qu'ils ont mis à les parcourir.
620. L'équation (5) montre que si les points mobiles occupent la même position à deux époques différentes tel to, la somme des forces vives aura la même valeur à ces deux époques. On aura dans ce cas
pourvu que, les coordonnées des points reprenant les mêmes valeurs, la fonclion/(ji:, j, z,x' , . . .) re[)renne aussi la même valeur. C'est ce qui pourrait ne pas avoir
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lieu. Par exemple, si dans
\{Xdr + Ydx~hZdz) 'Y* fiY' y djr
on a une partie telle que ——^ — —^ — qui est la différence -\- y
tielle d'un arc 9, dont la tangente est-> si le point m revient à la position qu'il a déjà occupée en tournant toujours dans le même sens autour d'un axe, quelle que soit la courbe décrite, l'angle 0 aura augmenté de a?:, de sorte que la fonction/" dans laquelle entre Q n'aura pas repris sa valeur primitive.
621. Vex^resûon^ (Xdx -i-Y dy -\-Zdz) est la différentielle exacte d'une fonction dea",j', z^x' , . . . quand les forces motrices sont constamment dirigées vers des centres fixes, et qu'elles sont fonctions des distances de leurs points d'application aux centres. Cela arrive aussi quand les forces proviennent d'attractions ou de répulsions mutuelles entre les points du système, actions dont les intensités sont fonctions des distances des points entre lesquels elles s'exercent.
L'expression\ (XrZa: -i~Ydj ■+- Zdz) n'est pas
une différentielle exacte dans le cas où les points du système éprouvent des frottements ou la résistance d'un milieu. Cela tient à ce que les frottements et les résistances sont des forces qui dépendent, les premières de la pression de chaque point contre les surfaces frottantes, les autres de la vitesse de chaque point. Dans ce dernier cas on a, pour le point M.
Xdx-^Ydy -hZ dz =—/{(>) ds.
Or la vitesse ne dépendant pas uniquement de la position du point ni de celle des autres points du système, /(p*) ds
ne peut pas être la différentielle exacte d'une fonction de x,j, z, x' , . . . . La même conclusion s'applique au cas des frottements. Dans ces deux cas il y a perte de force vive, et cette perte dépend d'éléments autres que les coordonnées des points du système dans les deux positions considérées.
DES FORCES VIVES DANS UN SYSTEME A LIAISONS COMPLIÏTES
623. Quand un système de ?i points est à liaisons complètes, il y a 3/2 — i équations de condition : un seul mouvement virtuel est possible à chaque instant, et il est le même que le déplacement réel du système. Dans ce cas, l'équation des forces vives suffit pour déterminer le mouvement de chaque point, car en y joignant celles qui expriment les liaisons du système, on a 3 aî équations pour connaître les expressions des 3 n variables x,j, z, x',f', ... en fonction du temps. Il faut alors exprimer toutes les variables en fonction d'une seule ô convenablement choisie.
Considérons, par exemple, le mouvement d'un corps solide autour d'un axe O^, ce qui constitue un système à liaisons complètes. On aura, en conservant les notations habituelles.
(i) d \ mi>^=i\[-^dx-^Ydy^Zdz).
Or on a
y mv^ z=z\ I.
puisque la vitesse angulaire est la même à chaque instant pour tous les points du système. D'ailleurs
dx dy dz
de -^ ' dt ' dt
donc
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(2) \ {Xdv H- Ydr + Zch) ~ »\ (Y^ — X}■)^/o^ Substituant dans Féqualion (i), on a
ou Lien
mr' — — =:= 2 w \ (Y.r — Xj),
-^2,'"^' =\ (Y^ — Xj),
équation déjà obtenue (53i).
624. L'équation du mouvement du pendule composé, éîablie comme conséquence de la théorie des mouvements Fig. 170. de rotation, peut être déduite
de l'équation (i).
En conservant les mêmes notations (563), on a
d \ /;/('^ ■=z d\(ù'^\ inr
et
\ (X<i./: -!- Ydj H- Zdz) =\ mgdj;
donc, en substituant,
c? ( w^ \ mr'' 1 =: 2 \ rngdy et en intégrant
w^\ mr"^ z= o.g\ my + C = igWj^ + C,
M étant la masse totale du pendule et j'"i ou AD Vy dti centre de gravité. On a d'ailleurs
et
Par conséquent
^f^a rns9 w^ = ~ 7— -f- C.
Pour déterminer la constante C, désignons par il la ■vitesse angulaire initiale, correspondant à 9 := a. On a, dans ce cas,
w^ — li^H ''^ ,, (cose — cosse),
• =z DJ -\ ' — — (cos9 — cosa),
dt' a^ H- k' ^ "
équation déjà obtenue (565) et qui représente le mouvement du centre de gravité.
DES FOnCES VIVES DANS LE MOUVEMENT RELATIF.
625. L'équation des forces vives s'applique au mouvement relatif d'un système quelconque par rapport à son centre de gravité, pourvu que dans ce système il n'existe aucun point fixe, ni aucun point assujetti à rester sur une courbe ou sur une surface fixe.
Soient Gxi, G/i, G^j, trois axes parallèles à ti'ois axes fixes Ox, Oj, Oz et menés par le centre de gravité G(xi,yi,Zi) à une époque quelconque. Désignons par ?, Yi, ^ les coordonnées d'un point quelconque M {x,y, z) par rapport à ces axes mobiles. On aura
Nommons i^ la vitesse du point M, et o) sa vitesse relative, c'est-à-dire sa vitesse apparente pour un observateur placé en G et qui serait entraîné avec les axes mobiles. Soit enfin t^i la vitesse du point G.
On a
, , dx' H- dy^ + dz^
dt-
d'où, à cause des équations (i),
dx] + dr] -f- dz: dl"- + drP- H- d'Ç-
df dt''
' dxy d\ dy^ de dz^ d'C^ dt dt dt dt dt de
OU
, 2 , , Idx.dl dy.dn dz, dC,
' \ dt dt dt dt dt dt
Multiplions par m les deux membres de cette équation et ajoutons toutes les équations analogues relatives aux autres points du système. Si l'on observe que
dt dt
^/j:,\^ d'c, <^)i\^ dy\ dz,\} d'C,
dt /^ dt dt ^ dt dt ^ dt
puisque l'origine G étant le centre de gravité, on a \ 772^ =: o, . . . , et par suite \ 7?i -y^ = o, . . . , l'équation résultante se réduit à
ou
(4) \ w('- = Mf'f +\ ww%
en désignant par M la masse totale du système.
Ainsi (et cette conséquence s'applique à un système quelconque lors même qu'il ne serait pas entièrement libre dans l'espace), la somme des forces 'vives des points dans leur mouvement absolu est égale, à chaque instant, à la m,ême somme considérée dans le mouvement relatif autour du centre de gravité, augmentée du produit de la
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masse totale du système niullipliée par le carré de la vitesse du centre de granité.
626. Revenons à l'iiypolbèse primitive, en vertu de laquelle on suppose le système entièrement libre. Substituant à\ niv'^ la valeur précédente dans l'équation
^y nn>' = aV (X^.r -h Ydj + Zdz), on a
I d'^lw] -Ard\ WW^
(5) / =2> (Xr/o:, + Yr/j, +Zrfz,)
f +2y(Xf/£ + Y^/j + Z^Z(;).
Or de
on tire
id'^x^dx^ -\- id-y^dy^ -\- 7.d^z^dz^
dt'' OU
donc l'équation (5) se réduit à
Celte équation exprime que, dans le mouvement relatif d'un système absolument libre, autour de son centre de gravité, la différentielle de la somme des forces vives des points du système 'est égale au double de la somme des quantités de travail apparent des forces motrices.
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DU CHOC DES CORPS
Choc direct de deux corps sphériques. — Mouvement du centre de gravité. Choc de deux corps dépourvus d'élasticité. — Choc de deux corps parfaitement élastiques. — Vitesse des centres de gravité après le choc. — Examen de quelques cas particuliers. — Mouvement du centre de gravité. — Principe de la moindre action.
DU CHOC DIRECT DE DEUX COUPS SPHÉUIQUES
627. Considérons deux sphères, dont les centres se meuvent sur une même droite Ox, dans le même sens ou eu sens contraires, et dont tous les points décrivent des parallèles à cette droite.
Supposons, pour fixer les idées, que les deux corps se meuvent dans le même sens. Pendant le choc ils se compriment mutuellement et leur forme sphérique est un peu altérée. Pour le bien concevoir, il faut considérer chacun de ces deux corps comme un système de points matériels, de figure variable à cause des actions mutuelles que les molécules des deux corps exercent les unes sur les autres. La détermination du mouvement de chaque molécule serait un problème fort difficile, mais on peut obtenir le mouvement du centre de gravité de chacun de ces deux corps d'après le principe qui détermine le mouvement du centre de gravité d'un système. Il résulte de ce principe et de celui de l'égalité entre l'action et la réaction, qu'il faut, pendant la durée du choc, supposer appliquées aux deux centres de gravité des forces égales et contraires, dirigées suivant Ojc et qui sont les résultantes de toutes les actions moléculaires. Mais ici il faut distinguer deux cas.
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628. Si les deux corps sont mous, c'esl-à-dhe dépourvus d'élasdcilé, après s'être comprimés jusqu'à un certain degré, ils cessent d'agir l'un sur l'autre à l'instant où les vitesses sont devenues égales, et ils continuent à se mouvoir en restant juxtaposés avec une vitesse commune el conservant la forme que la compression leur a donnée.
629. S'ils sont élastiques, ils tendent, au moment où la compression cesse, à reprendre leur forme primitive aussitôt que la vitesse est devenue la même, et de là naissent de nouvelles pressions qui tendent à séparer les deux corps. Si ces pressions sont égales en intensité à celles qui ont lieu dans la première partie du choc et que les deux corps quand ils se séparent soient dans le même état qu'au moment où le choc a commencé, on dit qu'ils sont parfaitement élastiques. Ils ne sont qu'imparfaitement élastiques si les pressions sont moindres dans la seconde période que dans la première.
MOUVEMENT DES CENTRES DE GRAVITÉ
630. Occupons-nous maintenant de déterminer le mouvement des deux centres de gravité. Soient OC = x et
Fig. 1-1. OC = .r',0 étant un point fixe
pris arbitrairement sur Ox.
Soit, à une époque quelconque du choc, R la valeur des deux pressions égales et contraires appliquées aux centres des deux sphères et qui résultent des actions mutuelles de leurs molécules. En vertu du principe relatif au mouvement du centre de gravité (600)_, m el m' étant les masses des deux sphères, on aura
Sturm. — Méc, II. ï^
On en conclut d'abord
d'où
m ~ — i- m —- = const. ^ _
dt de
Donc, si l'on appelle v et v' les vitesses des deux corps, an commencement même du choc, on aura
mv -h tn'v' = const.,
et, par suite,
(2) m ~ — h m —— = mv 4- mv .
^ ' dt dt
Cette équation exprime que la somme des quantités de mouvement reste constante pendant toute la durée du choc.
CHOC DE DEUX CORPS DÉPOURVUS d'ÉLASTICITÉ.
631. Supposons maintenant que les corps soient mous et désignons par u la vitesse commune avec laquelle ces deux corps réunis en un seul se mouvront après le choc. On aura, d'après la formule (2),
(w -r- m') 11:==^ mv -f- m'v ; d'où
On voit que si avant le choc les deux corps allaient <lans le même sens, après le choc le sens du mouvement commun sera le même. S'ils allaieht en sens contraire, la vitesse commune après le choc sera celle de la sphère qui avait la plus grande quantité de mouvement. En particulier si les deux corps, allant à la rencontre l'un de l'autre, avaient des quantités de mouvement égales, le choc les réduirait au repos.
On a, pendant toute la durée du choc
d'où l'on tire, comme précédemment,
dx dx'
^ ' dt dt
Poup déterminer les vitesses des deux centres de gravité après le clioc, il faut une autre équation. En ajoutant les équations (i) respectivement multipliées par Q.dx et idx' ^ et intégrant le résultat, on trouve
7' désignant la distance des deux centres de gravité.
Pour déterminer la constante C, comptons le temps à partir du commencement du choc et faisons commencer l'intégrale à cette valeur initiale du temps j il en résulte
et
(4) m l-^\ -h m' [^) =mv'-{-m'i>''-i-2. JRdr.
Cette équation exprime que la somme des forces vives à une époque quelconque est égale à cette somme prise au commencement du choc, plus le double de l'intégrale de Kdi\ prise à partir de la même époque. Dans la première période du choc la somme des forces vives est toujours moindre qu'avant le choc, parce que, la distance des centres diminuant, on a dr<^o, et les éléments de l'intégrale 1 Kdr sont constamment négatifs. Dans la seconde
période, la dislance des centres augmente et les éléments de l'intégrale sont toujours positifs. Mais comme R a des valeurs moindres que dans la première période, l'intégrale I R^7', prise pendant toute la durée du choc, est
négative. La somme des forces vives est donc toujours moindre qu'avant le choc, seulement la différence va en diminuant dans la seconde période.
Proposons -nous de déterminer les vitesses
Y= — -j V= — - des deux centres de gravité après le dt dt or
choc. On a les équations (630, 633)
( I ) /« V -h m'y = mv + m' / ,
( 2 ) m V-' + m' Y'^ = mv' -}- m' f
On peut les mettre sous la forme
m{Y' — v^) = m'{ç'- — Y'' d'où l'on tire, en divisant,
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On a donc deux équations du premier degré (i) et (3) qui donnent
[m — m') c 4- im' (>'
m -^- m' imc -\-(m' — m) c'
On tire de ces formules diverses conséquences
Soit u la vitesse commvine aux deux centres de gravité. au moment où la compression est la plus grande. On a (631)
mv -!- m V
2 imv -\- m' v'] V= v\
donc
On trouvera de même
Donc la vitesse de cliaque corps au milieu du choc est la moyenne arithmétique entre sa vitesse avant le choc et sa vitesse après le choc.
L'équation
fait voir encore que la vitesse relative avec laquelle le centre de gravité C s'éloigne de C après le choc est égale à celle avec laquelle il s'en approchait à l'instant où le choc a eu lieu.
EXAMEN DE QUELQUES CAS PARTICULIERS
636. Si le corps C est en repos au moment où C vient le rencontrer, v^' = o, et si les deux corps sont mous, la
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vitesse après le choc est (631)
On ne peut avoir u = o que si la masse 7?z' est infiniment grande par rapport à la masse m. C'est ce qui arrive pour les corps mous tombant à la surface de la terre.
637. Il n'en est plus de même si les corps sont parfaitement élastiques. Dans ce cas, les formules (4) -, n° 634, donnent
,, _ ( w — ;;?' ) V 2 mv
Si m' est infiniment grande par rapport à m, on a
Ainsi le corps clioqué demeure en repos, tandis que l'autre est réfléchi en sens contraire avec vme vitesse égale à celle avec laquelle il est venu rencontrer le premier.
C'est ce qui arrive lorsqu'une sphère élastique pesante tombe d'une certaine hauteur sur un plan fixe horizontal qui est lui-même élastique. Elle doit remonter, par la réaction du plan fixe, jusqu'à son point de départ.
638. Quand les deux masses m et m' sont égales, si les deux corps sont mous, leur vitesse commune après le
choc sera
c'est-à-dire la moyenne entre les vitesses des deux corps avant le choc.
Si les deux corps sont parfaitement élastiques, ils ne feront qu'échanger leur vitesse, car en faisant m^^in' les formules (4), n° 634, donnent
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Donc, si l'un des corps étail eu repos, l'autre restera immobile après le choc et lui transmettra sa vitesse, car si i^' = G, on aura V = o, V'= ^.
C'est ce qui arrive quand une bille C vient en choquer
une autre C. La même chose aurait lieu si un nombre
Fig_ j^2. quelconque de billes égales
0^ — ^ ^— ^ ^ — . C, C", C" en repos et parfai-
K ^ A ^" k^" ) lement élastiques étaient choquées parune bille élastique C et de même masse, suivant la droite qui passe par leurs centres. On verra facilement que toutes les billes, excepté la dernière, resteront en repos et que la bille C" seule s(.' déplacera avec la vitesse même qu'avait la première au moment du choc. Toutes ces conséquences sont vériiiccs par l'expérience.
THÉOPiÈME DE CARNOT.
639. La somme des forces vives ne change pas par l'efl'el du choc quand les corps sont parfaitement élastiques : c'est ce C|ue montre l'équation du n° 633. Mais lorsqu'ils sont mous, elle diminue et la différence est égale à la somme des forces vives dues aux vitesses acquises ou perdues par les deux corps. En eiïet, cette différence exprimée par niv- -t- m' v'^ — {^in -{- m' ) u^ est égale à
nw''' -t- m' r" -\- [m -\- m') ir — ^.[m -\- m' ) u .u = nn''^ -I- m'(>'^ -\- [m -f- m' ) u^ — 2 ( me -t- m' c') ii ,
en remplaçant (772 -h m') u par ttzh -f- tn'u'. On a donc en réduisant
mv'^ -+- m' v"^— (ot -t- ///) «■= m (c — uj- -!- /«'(« — f' V, équation qui démontre le principe énoncé.
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On peut encore mettre cette perte de force vive sous
la forme (u — p-')^ en remplaçant dans le deuxième
membre de l'expression it par sa valeur.
MOUVEMENT DU CENTRE DE GRAVITÉ COMMUN
640. D'après un principe général déjà démontré (603), le mouvement du centre de gravité commun du système des deux masses m et ?7i' ne doit pas être altéré pendant le clioc. C'est ce qu'il est facile de vérifier dans le cas actuel. En effet, Xi étant l'abscisse du centre de gravité, on a
[ru -r- m' ] .r, = nix H- m' x' ,
dx^ dx dx'
OU
et
dx,
( /;; ~\- m ) —— = nw
^ ' dt
dx^ dt
Ainsi la vitesse du centre de gravité reste constante avant, pendant et après le choc.
PRINCIPE DE LA MOINDRE ACTION
641. Dans le mouvement d'un système de corps pour leqnel le principe des forces vives a lieu, si l'on multiplie la vitesse de chaque point du système par sa masse et par l'élément de sa trajectoire, et qu'on intègre la somme de ces produits depuis une position donnée du système jusqu'à une autre position aussi donnée, la valeur de cette
intégrale I \ mvds est généralement un minimum.
Nous disons généralement, parce qu'il y a exception dans
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quelques cas particuliers, mais on démontre que dans tous les cas sa variation est nulle.
Supposons que l'on ait, en conservant les notations du n«6i5,
\ ,mr-= C + ? (.r, y, z, x',. . .),
G = > mlr — (p [a, b, c, a' . . . ). On a
§ lmvds=. \ ^\ m(dsr= j \ mSvds -^ j \ mv^cls.
Oi
m 3(> ds :=:^ m<'§i>dt z= — dc^ S'^ ,
mais
donc
y mSv ds — dty ÇL^x + Y^j + Z(îz).
On a ensuite
yV as l dx , , dy ,^ dz ,^
nw§ds ^- > w — -- dr^x -h-^d3Y + — dSz ^^ Zu "^ \ "■*■ "■ï "•*
V^ /dx ^ dr dz ^ \ •
/Li \dt dt " dt j
ou bien
///(' 6 «5 = > uid — oxH '— ûY ^ o;
^ \ rjf^ dt dt
yl dx ^ dr ^ clz
m Sxd _ + ù r r/ -^ + 3zd —
onc on aura
^ r V , V fdx ^ dr , dz , J Zu ^ \dt dt -^ dt
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Mais les deux points extrêmes étant fixes et donnés, dx^ ây, (^z, . , . , , sont nulles aux deux limites. Donc on a bien
ce qu'il fallait démontrer.
Quand les points mobiles ne sont soumis à aucune force, on a
et par suite
et comme l'intégrale I nw'^di --=. l muds est un minimum, il en résulte que t — ^o ou le temps du trajet est aiissi nu
minimum.
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PROPRIÉTÉS DU MOUVEMENT D'UN CORPS SOLIDE. APPLICATIONS
Mouvement d'un solide considéré géométriquement. — Mouvement d'un solide qui se déplace parallèlement à un plan. — Bielles et manivelles. — Mouvement autour d'un point fixe. — Somme des forces vives. — Moments des quantités de mouvement. — Déplacement d'une figure sphériqiie, joint universel. — Composition des rotations et des translations. — Mouvement le plus général d'un solide.
MOUVEMENT d'uN SOLIDE CONSIDÉRÉ GÉOMÉTRIQUEMENT.
642. Les mouvements de translation et de rotation autour d'un axe fixe, considérés au point de vue géométrique, présentent à l'esprit une image simple et très nette. Il est difficile au contraire de se rendre un compte exact de la nature des auti-es mouvements que peut prendre un solide de forme invariable; mais, grâce aux travaux d'Euler et de Poinsot, nous verrons que ces mouvements se ramènent toujours à des translations et à des rotations ou à des combinaisons de ces deux mouvements simples.
Pour définir un mouvement de translation, il suffit de donner une droite qui représente la vitesse avec laquelle il s'effectue; pour définir une rotation, on peut donner sur l'axe autour duquel elle a lieu une longueur proportionnelle à la vitesse angulaire et prise dans un sens tel que l'observateur, ayant ses pieds à l'origine de cette longueur et sa tête à l'extrémité, voie la rotation s'effectuer
(') La rédaction de cette Leçon a été modifiée par M. A. de Saint- Germain, professeur à la Faculté de Caen.
de gauche à droite ; la ligne ainsi définie est l'axe représentatif de la rotation.
Considérons un corps solide S en mouvement. Sa position à un instant quelconque peut être déterminée parcelle de trois droites rectangulaires Oia^i , 0,j', , Oj s, qui lui sont liées invariablement; il suffirait de connaître les angles que ces trois droites font avec trois axes rectangulaires fixes, Ox, Oj'f Oz, et les coordonnées a, p, Y de leur point de concours 0|.
MOUVEMENT d'uN SOLIDE QUI SE DÉPLACE PARALLÈILEMENT A UN PLAN.
643. Supposons d'abord que les trajectoires de tous les points du corps S soient contenues dans des plans parallèles à un plan donné qui sera le plan des xy ; nous pourrons prendre pour 0,.r( et 0,j^< deux droites de S qui se trouvent à un certain moment dans le plan des xy et qui n'en sortiront pas; la coordonnée y sera toujours nulle, et la direction des droites mobiles sera déterminée par l'angle cp de Oj iCi avec Ox. Soient, à l'époque t, x,y, z\es coordonnées d'un point M de S, Xi, y^, Zt ses coordonnées invariables relativement à OiXi, O^yt, Oi^r, on a
J?:=: a -f- Xl COSffl — Ji sinij),
f =1 Q -\- Xy siny + jicosy,
Les projections de la vitesse du point M sur les axes fixes seront
dx da.
dt "~ dt
(.ri siny
-JlCOSî,)--.
dy d^ ^ dt ~~ dt
( x^ ces y •
-j-,smç)- =
dt ^ 'ut
dt = '''
CIJNQUAWTJÈME LEÇOK, 287
Si l'on pose
dv. ^ d'3 ^ , d's> f/,S do , d-0
dt "^ dt ' dt dt dt dt
les projections de la vitesse prendront la forme
(^) -dt=-''^-^^dr ^ = ^"-^^¥' ^=°'
Ces formules montrent qu'à l'époque t la vitesse du point quelconque M est la même que si S tournait avec
la vitesse angulaire autour d'une droite IK perpendiculaire au plan donné et représentée par les équations X ^ a', jK == [^'. Comme a' et jS' varient avec le temps, les vitesses à l'époque t -\-dt seront les mêmes que si S tournait autour d'une droite l'R' très voisine de IK; le mouvement de S revient à une rotation autour de IK, mais seulement pendant un élément de temps, et pourvu qu'on n'ait égard qu'aux vitesses, non aux accélérations ; IK, FK' sont des axes instantanés de rotation.
644. Les droites de l'espace autour desquelles le solide tourne successivement forment un cjlindre C; de même les droites de S qui doivent tour à tour coïncider avec les premières et être momentanément immobiles sont sur un cylindre Q^ qui fait partie de S. SoitI< K) la droite qu'une rotation infiniment petite autour de IK doit amener en coïncidence avec l'K'; les droites l'K' et Ii K, sont à une distance infiniment petite du deuxième ordre et les bandes IKFK', IKI,K| sont superposables; donc Cl est toujours tangent à G et roule sur lui sans glisser, et l'on donnerait à S le mouvement fini qu'il possède réellement en le supposant lié à un cylindre qui roule sur un cylindre fixe.
Pour obtenir l'équation de C, il suffît d'exprimer que
c'est le lieu des points de Tespace avec lesquels coïncident des points de S dont la vitesse est nulle à un certain moment; en nous reportant aux équations (i) (643), on voit qu'on aura à éliminer t entre les équations
du. , r.\ dm d& , df
dt ^ ' ^ dt dt ^ ' dt
a, [3, cp étant connus en fonction de t. L'équation de G| s'obtient en éliminant le temps entre les équations
da . . , dw
— Lr, smo) H- n ces© — - = o,
dS , . ^ th
~ H- (xicosy— Jisiny) 2i
645. Le mouvement d'une figure plane qui se meut dans son plan est un cas particulier de celui que nous venons d'étudier : à une époque quelconque l la figure peut être regardée comme tournant pendant un temps infiniment petit autour d'un centre instantané de rotation I; la vitesse du point M de la figure est proportionnelle à IM et perpendiculaire sur cette droite, en sorte qu'il suffit de connaître les normales aux trajectoires de deux points pour trouver le centre instantané à leur intersection.
Soient L, L' deux positions infiniment voisines d'une ligne entraînée avec la figure mobile, E un de leurs points d'intersection; le point E, considéré comme faisant partie de L, est amené par la rotation autour de I en un point E' de L' : donc El est normale à L', et comme à la limite E est l'un des points où L touche son enveloppe, on voit que ces points sont les pieds des normales abaissées du centre instantané sur la position correspondante de l'enveloppée.
Le mouvement continu de la figure mobile s'obtient
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en la supposant liée à une courbe C^ qui roule sur une courbe fixe C; c'est toujours un mouvement épicycloïdal. Les équations de C et G, se trouvent comme celles des cylindres de même nom (644), oupar des considérations particulières.
BIELLES ET MANIVELLES
646. Considérons {fig- ïyS) une manivelle OA tournant autour du point O et articulée en A à l'extrémité
d'une bielle AB dont
Fig. 173.
l'autre extrémité est as-
sujettie à se mouvoir sur une droite OX, et cherchons, dans la disposition actuelle du mécanisme, quelestlerapport de la vitesse v du point B à la vitesse angulaire w de la manivelle.
Nous déterminerons le centre instantané de rotation de la bielle; or le point A décrit un cercle dont la normale est OA; le centre instantané se trouve donc sur cette droite ; il est aussi sur la perpendiculaire BI à OX, c'est-à-dire sur la normale à la trajectoire du point B; il est donc à l'intersection I des deux normales. Les vitesses de A et de B sont dans le rapport de lA à IB; la vitesse du point A est co x OA ; donc
IB OA X IB
wXOA lA lA '
si Ton mène en O une parallèle à BI jusqu'à sa rencontre en H avec AB prolongée, on aura aussi p = co x OH.
La normale à la trajectoire du point M pris sur AB est ML
Les lieux des centres instantanés dans l'espace et par
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rapport à AB sont compliqués dans le cas général; mais supposons maintenant 0A = AB; on voit aisément que AI est aussi égal à AB; donc 01 = 2AB, et le lieu G des centres instantanés dans le plan est un cercle de centre O et de i-ayon égal à 2AB; au contraire, le lieu G, des points liés à AB qui sont tour à tour immobiles est un cercle dont le centre est A et le rayon AB ; ce cercle roule à l'intérieur du premier, et s'il entraîne AB, il lui communiquera le mouvement que cette droite possède réellement.
La droite AB touche son enveloppe au pied E de la perpendiculaire menée par I, et on trouve que le point E
est sur une circonférence du rayon - AB qui roule dans la circonférence G.
647. Glierchons aussi le rapport des vitesses angulaires to, oi' de deux manivelles OA, O'A' {/Ig. 173 bis) articulées à une bielle rectiligne AA'. Le centre instantané de rotation de la bielle est à l'intersection I des normales OA, O'A' aux trajectoires de A et de A', et les vitesses de ces deux points sont dans le rapport de AI à A'I; donc
w X OA AI w O'A' X AI
w'xO'A' A'I w' OAXA'I
Soit H le point d'intersection de AA' prolongée avec la ligne des centres ; le théorème des transversales appliqué au triangle 100' donne
AI X OH X O'A' =. A'I X 0' H X OA
on conclut de celte relation et de la précédente que le rapport de co à w' est le même que celui de O'H à OH, et aussi que celui des distances des centres O' et O à la bielle.
MOUVEMENT AUTOUR d'uN POINT FIXE.
648. Nous allons maintenant analyser les mouvements élémentaires et continus d'un corps S dont un point est absolument fixe ; nous prendrons ce point pour origine des axes 0:r, Oy, Oz, et aussi des lignes de repère 0^< , OjKi, Osj. Les coordonnées du point quelconque M de S sont liées à ses coordonnées relatives aux axes mobiles par des relations de forme connue :
z = «"jTi-!- b"jin- c"zi;
les neuf cosinus a, b, c, ... sont des fonctions connues du temps.
A l'époque t, la vitesse v du point M a pour pi-ojections sur les axes fixes
d.r cla dh de
dt dt dt at
dr da' dz da"
dt ~'^^~dt ~^'"'' dt^'^^^lù '^"''
mais on ne peut voir immédiatement à l'aide de ces expressions comment varie la vitesse aux divers points de S. On aura des résultats plus avantageux en cherchant les projections de t^ sur Ox,, Oji, Oz^ ; ces projections ne
sont pas égales à — -j —■•> -y-i quantités essentiellement
nulles ; nous les désignerons par Ui,Ui, Wi . La projection de w» sur Ox< est égale à la somme des projections de ses
Stuum, 3Iéc., lî. i6
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comp
dx
osantes -— dt
dj
lu'
Jt'
dx
dt "
, dy „ dz
dt dt
da ""di
, da' dt
„da"\ -^"^ dt)
db
db' dt
„db"\ -^"^ dt)
Ji
de
de'
dt
+ a"—dt j
Zi.
Mais les cosinus a
. . . satisfc
)nt aux
rel
îtions
d'où
da 'di
,da
dt
dt
dt
de
dt
On a aussi
Jl ^11
ca '\- c a H- c a = o, ab -^a' b' ^a"b"=o.
On déduit de la première relation
db ,db' rlb" rlc ^,dc' ^„dc"
dt dt dt dt dt dt '
les deux membres sont égaux à une fonction connue du temps, que je représente par p ; je désigne de même par q et r les fonctions analogues provenant de la différentiation des deux autres équations (2); ainsi
db ,db'
c -— \- c — dt dt
''^ dt"
^de ^,de' dt dt
^ dt ='''
de , de' dt dt
da , da'
dt dt
„ da" ' dt =^'
da , , da'
dt dt
db , db'
. dt dt
„db"
dt
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En vertu de ces formules et des relations (i) on trouve Ui = (/z, — 7^1, et les deux autres projections ont des valeurs analogues ; donc
On reconnaît d'abord que les points pour lesquels on a
■^1 _Ji _2i
ont, à l'époque t, une vitesse nulle ; ils sont sur une droite 01 qui joue le rôle d'axe instantané de rotation; le mouvement élémentaire de S revient toujours à une rotation dont nous allons déterminer la vitesse angulaire 0). Soit û la distance du point M à la droite 01; on doit avoir (^ = pw ; d'autre part,
-^{r-ri — pZi)--^[pXi — qx^)-:
le second membre, on le démontre en Géométrie analytique, n'est autre que p^ multiplié par p^ -\- q^ -h r^ ', donc
Ajoutons que si l'on prend sur 01 une longueur OR égale à w, et dont les projections sur 0:c,, Oj), Oz, sont /j>, q, 7', cette droite sera l'axe représentatif de la rotation instantanée ; car si, au lieu de Oa:i, Oji, Ozi, on prenait dans S trois axes Ox\ , Oj\ , Oz\ dont le dernier coïncide avec 01 à l'époque ï, on aurait, au lieu de p, ^, 7', /?'= o, q' = G, r'=: Cl), puisque p', q\ r' seraient les nouvelles projections de OK; les formules (4) deviendraient
u\ =z — wj'j , v\ = w.r'j , (v\= o;
ce sont bien les projections de la vitesse due à une rotalion qui s'effectue par rapporta OK de gauche à droite.
650. On reproduirait le mouvement continu de S si on supposait ce corps lié invariablement à un cône Ci , lieu des droites du solide qui deviennent successivement immobiles, et si ce cône roulait sans glisser sur le côneClieu des axes instantanés dans l'espace. L'équation de C| s'obtiendra en éliminant le temps entre les équations (5), celle de G en éliminant la même variable entre les équations correspondantes
nx A- n' r -4- a" z h.r + h' y -f- /;" z c.t -|- c' y H- c" z p ^ q ~ r
Quand l'axe instantané ne change pas de position dans S, il ne se déplace pas davantage dans l'espace; en effet, puisque ce sont toujours les mêmes points de S qui sont en repos, le mouvement n'est qu'une rotation autour d'un axe fixe. Ainsi l'axe de rotation de la Terre change de direction dans l'espace, ce qui constitue le phénomène de la précession des équinoxes ; il doit aussi se déplacer à l'intérieur de la Terre, et le pôle n'est pas absolument fixe à la surface du globe ; mais on démontre qu'il décrit un cercle de o™, 28 de rayon seulement
En général, on a
Tri "P + ''-"■/ "^ ^'~
cosIO^ = • ,
cosIOj = 3
a"p-^h"Q -^r"r cosIOz= -:
ces fractions sont constantes quand —■,-■>- le sont
www
elles-mêmes.
651. Si, à l'époque f, Oa:<, Oj\, Oz< coïncident avec Oo:, Oj', Oz, «, Z>', c" sont égaux à l'unité, les six autres cosinus à zéro; les relations (1) et (3), 618,
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prennent une forme simple qui sera utilisée plus tard :
da db' de"
dt di dt '
dh" dt
de'
~ dt
de da"
dt - dt —'^'
da' db
Les valeurs de -— r —ri -r deviennent identiques à dt dt dt ^
celles de i<i, v^^ W\,
dx dy dz
dt ^ "^ dt ^ dt ^^ ^
En général, lorsque l'axe d'une rotation w fait avec des axes coordonnés les angles X, u, v, les composantes suivant ces axes de la vitesse d'un point (j?, j^, z) sont
&)(zcos/:/. — jcosv), &)(j:cosy — 2Cos)v), wf^/cosX — a;cosf-i).
SOMME DES FORCES VIVES
652. La somme des forces vives de tous les points du corps est
mv'-~\in\_[qzy — ry^f ^[rx^ — pz^f -^-[py^ — ^xj^].
Si Ox,, Oj'^i, Oz^ sont les axes principaux d'inertie relatifs au point O, et A, B, G les moments d'inertie autour de ces axes.
D'un autre côté (649),
(2) \ m('- = w^ \ wp-.
Or \ 77zp2 est le moment d'inertie du corps par rapport à l'axe instantané; on a donc, en désignant par 2 A le
diamètre correspondant de l'ellipsoïde central,
c'est-à-dire que la somme des forces vives est égale au carré de la vitesse angulaire divisé par le carré du demidiamètre de l'ellipsoïde central qui coïncide avec l'axe instantané.
MOMENTS DES QUANTITÉS DE MOUVEMENT
653. Prenons les moments par rapport aux axes Ox^ , Oji, Oz, de la quantité de mouvement /tzp- du point m, comme si c'était une force (qu'on remplacerait, dans la théorie des couples, par une force égale et parallèle appliquée à l'origine et un couple).
Le moment de mp» par rapport k Oxi est
'«("'iJi— ''i^i), ou
La somme des moments des quantités de mouvement de tous les points du corps par rapport à Ox) est donc
mxi^z^.
Cette somme se réduit à Ap, en supposant que les axes Oxi, Oj^i, 0^1 soient les axes d'inertie principaux du corps pour le point O. Ainsi, en nommant A, B, C les trois moments d'inei^tie principaux du corps pour le point O, Ap, B^, C?' sont les sommes des moments des quantités de mouvement des points du corps par rapport aux axes principaux.
Dans la théorie des couples, ces moments sont ceux de trois couples agissant dans les trois plans coordonnés XjOji , .... Ils donnent un couple résultant dontle moment
G = y'A^p^H- B^ ^2+ C^ r^ : la perpendiculaire à son plan fait avec les axes Oxi, Oji, Ozi des angles qui ont pour
Ap B<7 Cr T-, -r. . , ,
cosinus —7-? -^? -—•M. Pomsot a remarque que ce plan G G G
est le plan diamétral conjugué au diamètre de l'ellipsoïde
central
qui est dirigé suivant l'axe instantané.
En effet, soient x' , y', z' les coordonnées par rapport aux axes O^i , Oy^ , Oz, du point N où l'axe instantané rencontre l'ellipsoïde central : on a
P ~ q ~ r^ et aussi, puisque le point N est sur l'ellipsoïde,
Le plan tangent en ce point N a pour équation
Kx' X -^ Bj'y -T- Cz' z = j ; le plan diamétral conjugué à* ON a pour équation
Ax' X -+- Bj'j H- G z' z :^ o,
ou
Apx -t- Bqj H- Crz = o.
La perpendiculaire à ce plan diamétral fait avec les
axes Oxf, OjKi, Ozi des angles dont les cosinus sont
Ap Bq Cr ^ 1-1 1.1
TT' "?r' TT* iJonc ce plan est celui du couple résultant. G G G ^
GSi. Si l'on prend des axes fixes quelconques, on aura la somme des moments des quantités de mouvement par rapport à l'axe Oûs d'après les lois connues de la composition des moments ou des couples, en multipliant les moments Ap, Bc/, C/- relatifs aux axes Oxi, Oj'i, Ozi
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par les cosinus a, 6, c des angles que O x fait avec ces axes et ajoutant, c'est-à-dire que
/ dz. clv\
MOUVEMENT d'uNE FIGURE SPHÈRIQUE. JOIKT UNIVERSEL.
655. Une figure sphérique qui se meut sur sa sphère peut être regardée comme liée au centre, c'est-à-dire à un point fixe; tout mouvement élémentaire de la figu.re est une rotation autour d'un diamètre de la sphère, ou autour d'une de ses extrémités I qu'on appelle pôle instantané; les vitesses des divers points M sont normales aux arcs de gi^and cercle MI, et proportionnelles aux sinus de ces arcs. Tout mouvement continu est un mouvement épicycloïdal sphérique.
Pour transmettre le mouvement de rotation d'un arbre à un autre arbre qui coupe le premier sous un angle obtus, on emploie souvent le joint universel ou joint de Cardan. Au lieu de prolonger les arbres jusqu'à leur point de rencontre O, on les termine par des fourchettes demi-circulaires et égales, APA', BQB', dont les diamètres AA', BB' se coupent en O ; un croisillon AA'BB', à bras égaux, est articulé à la fourchette P en A et A', à la fourchette Q en B et B'; le mouvement de P entraîne celui du croisillon dont le centre est fixe, et le croisillon entraîne l'arbre Q. Cherchons le rapport des vitesses angulaires to, w' des deux arbres.
Si du point O comme centre on décrit une sphère dont le rayon soit égal à un des bras du croisillon, que je
prends pour unité, les points A et B i^fig. 174) se
meuvent sur des arcs de grand cercle CAC, CBC dont les pôles sont P et Q; menons l'arc de grand cercle AB, qui est égal à un quadrant. Le pôle instantané autour duquel tourne AB est à l'intersection I des arcs PA, QB normaux aux trajectoires de A et de B. Les vitesses de A
et B mesurent les vitesses angulaires co, co', et nous
avons
w sinlA sinIBA M sinlB siiiIAB
Dans le triangle sphérique ABC, on a Az=IAB — ~, B = IBA-4--,
donc
sinB := sinZi sinC,
i B = — ^ I — sin^ B , CCS A
cosC
cosB sin-B sin-C
cosA
cosC
Ce rapport reste compris entre cos C et
cosC
et
s'éloigne très peu de l'unité si l'angle des axes est voisin de 180 degrés.
COMPOSITION DES TRANSLATIONS ET DES ROTATIONS
>. Lorsqu'un solide est animé de plusieurs mouvements simultanés, suivant une expression adoptée en Géométrie, la vitesse d'un de ses points est la résultante des vitesses dues à chacun des mouvements donnés, et
sa projection sur un axe est la somme des projections des vitesses composantes. Nous allons chercher à remplacer les mouvements simultanés par un mouvement résultant.
Il est évident que le mouvement résultant de plusieurs translations est une translation dont la vitesse est la résultante des vitesses des translations données.
Supposons le solide animé de deux rotations ; l'axe représentatif de l'une étant égal à p et dirigé suivant l'axe des z, l'axe de la seconde égal à y et dirigé suivant la droite ^ = a, y = o parallèle à O^. Reportons-nous aux formules (2), 643, et ajoutons les projections des vitesses dues aux rotations composantes, nous trouvons pour la vitesse résultante
dx
dt
py— qy=--— [p-^ q]y^
dz
dt
Le mouvement résultant est une rotation dont l'axe représentatif se déduit des axes des rotations composantes comme la résultante se déduit de deux forces parallèles; si p et q ne sont pas de même signe, c'est que les rotations ne se font pas dans le même sens, mais l'identité avec la composition des forces parallèles et de sens contraire subsiste. Le cas correspondant aiix couples est celui de q = — /?; alors les projections de la vitesse deviennent
dx
dj
dz
dt
— =z pot.,
dt ' '
dt
un couple de rotation est équivalent à une translation dont la vitesse, égale au moment du couple, est perpendiculaire à son plan.
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Soit un corps animé de plusieurs rotations dont les axes concourent à l'origine et ont respectivement pour projections sur les axes coordonnés yy, qj.r, p' , q' , . . ,; la vitesse du point {x,y, z) a pour projections (651)
dx
dj dt '
dz dt
Le mouvement résultant est donc une rotation dont l'axe représentatif a pour projection la somme des projections des axes des rotations données ; c'est dire qu'il se déduit des axes donnés comme la résultante se déduit de forces concourantes. En particulier, trois rotations dont les axes concourent ont pour résultante une rotation dont l'axe est la diagonale du parallélipipède construit sur les axes proposés : inversement, une rotation peut toujours être remplacée par trois rotations simultanées.
657. La position des droites 0.3?), Or,, Ozf (648) est définie par neuf cosinus entre lesquels existent six relations ; ces cosinus peuvent donc s'exprimer en fonction de trois variables indépendantes. Soient OL l'intersection du plan Xj, Oj^, avec xOj', 'h l'angle icOL, cp l'angle LO;r,, 8 l'angle des plans Oxy^ O^jj^, ; a, b^ c ne sont autres que les projections suivant Oxi, Oj), O^i d'une droite égale à l'unité et comptée sur O^; or la projection de cette droite sur un axe est égale à la somme des projections de deux droites, l'une égale à cos^j^ suivant OL, l'autre égale à — sind» suivant une droite du
plan xOy faisant avec Ox l'angle ^ -^ — ; on trouve
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aisément les formules très générales
a = cos-^cosç) — sin-^ cos9 sinç), h ^^ — cosi^ sin© — sin-^ ces 9 coso. c ^^ sin-^ s'inO.
Si on remplace 0.27 par Oj', ou '^ par (L — -■, on
trouve
<2' = sin-^ cosy H- cosij/ cosO siny,
è' = — sin-i/ sin^ H- cost|/ cos9 cosç, c' = — cos^p sinô;
enfin, en projetant une longueur égale à l'unité prise sur O^,
(i) «" = sin(9 siny, Z'^'r^ sin(5 cosy, c"^cosO.
608. On pourrait calculer/», q, r en substituant dans les formules (3) du n° 648 les cosinus et leurs dérivées;
mais la rotation to peut être regardée comme résultant de
, , . d-h . ^ de .
trois autres dont les axes seraient —r suivant O^, — sui-
dt ' dt
vaut OL, — ^ suivant O^i", p, q, r sont les projections
de to sur O^i, Oy^, Oz-^, ou, ce qui revient au même, les sommes des projections des axes composants, et l'on a immédiatement
/? = sin 9 sin 9 1- cos es — ,
. db . dO
q =3 cosï' sm5 — ■ snio ■ — ,
' ^ dt ' dt
r = —^ -f- cos (5 — -• dt dt
De ces équations on peut tirer
d^ ... dl
l cl^ . . d-h
\ -— ■= p cosca — q snio, suit) ~ =z p sine? H- q cos»,
y dt .Ai ^^ j , j. i
\ do , . ^ ^
f -j- = r — [p sm(f -{- q cos y) cotO.
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MOUVEMENT LE PLUS GÉINÉKAL d' UN SOLIDE.
). Considérons enfin un solide S animé d'un mouvement quelconque. Par un point Oi, pris à volonté dans S, je mène trois droites qui restent parallèles aux axes fixes; le mouvement relatif de S par rappoi^t à ces parallèles est celui d'un solide qui aurait un point immobile en O), c'est-à-dire que, pendant un temps infiniment petit, il se réduit à une rotation autour d'une droite 0,1; donc le mouvement élémentaire de S résulte d'une translation dont la vitesse est celle de O, et d'une rotation autour d'un axe passant par ce point. L'axe représentatif de la rotation a toujours la même grandeur et la même direction; mais sa position, ainsi que la vitesse de la translation, change avec le point O,.
Mozzi trouva une représentation plus précise du mouvement considéré. Supposons qu'à lépoque t l'origine des axes fixes coïncide avec 0<, et l'axe des 5 avec 0,1; soient /, m^ n les composantes de la vitesse du point O, ; la vitesse d'un point (x, jv, z) résulte de la translation correspondante et d'une rotation to autour de Oz; ses composantes sont donc
l— coJ= — M Ijr ),
Le solide se meut comme s'il tournait avec une vitesse angulaire w autour d'une parallèle à O^, en même temps qu'il glisserait avec la vitesse ?i le long de cette droite; ce double mouvement est celui d'une vis dans son écrou^ ou un mouvement hélicoïdal.
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ROTATION D'UN CORPS SOLIDE AUTOUR D'UN POINT FIXE (suite). — MOUVEMENT D'UN CORPS SOLIDE LIBRE. '
Equations du mouvement. — Cas où il n'y a pas de forces motrices. — Plan invaiiable. — Mouvement de l'ellipsoïde central. — Lieu des axes instantanés dans le corps. — Lieu des axes des couples résultants. — Mouvement d'un corps solide entièrement libre.
ÉQUATIONS DU MOUVEMENT
C60. Supposons maintenant que des forces motrices données agissent sur le corps solide. Désignons par X, Y, Z les composantes parallèles à des axes fixes de la force appliquée à la molécule ni qui a pour coordonnées x, y, z.
D'après le principe de d'Alembert, les forces perdues
d^x X — -m — —9 ••• doivent se faire équilibre autour du dt ^
point fixe O : il faut et il suffit pour cela que la somme de leurs moments, par rapport à chacun des axes fixes, soit égale à zéro, ce qui donne les trois équations
ta
y de
dt"-
1 dKx
^ df^
l dt-^
^ de
0) { >,'"(^:77r-^-^j=Mp
dKT\
en désignant par L, M^ N les sommes de moments des forces motrices par rapport aux axes fixes. La première des équations peut s'écrire ainsi :
d \} I dz dr
dt Aa " \ di dt
Mais on a trouvé plus haut (654)
V^ l dz dvX
Z^ \ dt dt } ' ''
Donc on a
y {kpa -f- 'S>qh -\- C/y) = L,
ou
r//j , dq dr dri db „ de
' ' dt dt dt dt ^ dt . dt
Faisons coïncider les axes fixes avec les axes principaux du corps Oxi, 07-1, 0^1, pris dans la position qu'ils occupent au bout du temps t. Nous aurons alors
da dh de
en même temps il faut remplacer L ou 7 m (Zj — Yz)
par la somme des moments des forces données par rapport à l'axe Oxi, que nous désignerons par Lj. L'équation (2) devient
(3) A^-l-(C-E)ryr=L,,
et les deux autres équations (i) donnent de même
(4) B^ + (A-C)/pr = M,,
Ce sont les formules d'Euler : Li, Mj, Nj, désignent les moments des forces motrices par rapport aux axes principaux du corps à l'époque t.
6131 . On les obtient encore de la manière suivante. D'après la composition des moments ou des couples
analogue à celle des forces, la somme Ap des moments des quantités de mouvement par rapport à l'axe Oxi est égale à la somme des moments par rapport aux axes fixes multipliés par les cosinus a, a', a" des angles que Oxi fait avec ces axes fixes. Ainsi l'on a
\^ f dz flrX ,\^ ( rl.T clz
Ap=: a y m [y z-— -l-fa \ m [ z — x -—
^ Li \ dt dl j Zj \ dt dt
//V [ dy d.nn
Z^ \ ^^ -^ dt
et, en différentiant,
djj \\ [ d-'z d''r\ \y I d\T d'^
dt Zu \ d'J dt' J Zj \ df dl-
I d'y d^x\ da V / dz dr\
''X^^-'^iû^]-^ -dtL"'\^ Tt- ' tt)
dn' \^ I dx- dz\ da" \^ I dy dx.
dt Zj V dt dt ) dt Zà \ dt ^ dt !
ou d'après les équations (i)
dt dt ^ \ dt dt
da' V^ / dx dz \ da" \^ / dy dx
dl ^" \ dt dt) dt 2u \ dt dt
Si l'on fait coïncider les axes fixes avec les axes Oxi, Oji) Ozi, au bout du temps t, cette équation deviendra
car, dans cette coïncidence, on a
da da' da"
L devient Li et les sommes des moments des quantités de
mouvement
dz dy''
^•^ dt dt
deviennent celles qui se rapportent aux axes Oxi,Ojyi, 0^1, c'est-à-dire A/?, B^, C;' (653).
CAS ou IL n'y a pas DE FORCES MOTRICES.
662. On intègre facilement les équations d'Euler quand il n'y a pas de forces motrices ou qu'elles se font équilibre autour du point fixe. On a
Multipliant par /?, q^ /'et ajoutant
kpdp + ^qdq + Crdrz=^ G,
d'où
(2) A/>= + B72-i-Cr2 = /.,
h désignant une quantité positive, puisque A, B, C sont positives. Cette équation s'obtiendrait encore en exprimant que la force vive est constante, d'après le principe général sur. le mouvement des systèmes où il n'y a pas de forces motrices.
663. jMulliplions les équations (i) par A/?, B^, C/', ajoutons et intégrons. On aura
(3) k'p- +Wq'-^Or'' = G\
G étant le moment du couple résultant, on en conclut que ce moment est constant.
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Ces deux équations donnent
B (B— A) En substituant les valeurs de p el de q dans l'équation
at on en tire
^, ± C y/ÂBr/r
(5) dt ^
^[G^' — B^H-(E— C)Cr][A/i— G--' + (C — A)Cr^]
équation dont l'intégrale dépend des fonctions elliptiques, mais qu'on peut obtenir sous forme finie si deux des moments d'inertie A, B, C sont égaux ou si G^ est égal à l'une des quantités AA, B/i, Ch.
Calculons la vitesse angulaire w. On a
d'où
wf/w = p^jO -{- qdq + rrf/-= I — 1 ! — 1 pqrdt,
OU bien
(A — B)(A— C)(B — C) (6) 0)^.) = ^ ' ^ ^^^ ' ^ 1 pqrdt.
Les trois équations
Ap' + B7' + Cr= = //,
donnent
— (B + C)A + ECm'
lA^
— (A-t-CjA+ACw-^
_ (A-+-B)/i-i- ABw,^
Substituant dans l'équa lion (6), il vient
ABCwrfw
s/^BH-Cj/^ — G^— BCw%''(A-(-C)/i— G=— ACwV(A+B)/' — G-~AB»-
équation compliquée, dont l'intégrale donnerait co en fonction de t-.
PLAN INVARIABLE
665. L'équation (3) exprime que le couple résultant des quantités de mouvement a un moment constant ^ le plan de ce couple doit être invariable, et par conséquent les couples situés dans les plans fixes sont constants. C'est ce qu'on peut vérifier. En effet, on doit avoir
/ dy dx \
m \ X — ■ Y —r\ =-~ constante ,
\ dt -^ dt )
et deux équations semblables, ou (634)
Apa" \-^qb" \-Crc" ^ l\ h.pa' i- '&qb' ~~ C/f' = /', Apa '}~B(/b -±- Crc — /.
Ces trois équations peuvent se déduire des équations (i), 11° 662, en les multipliant par a, b, c, a', b\ c' , . . . et intégrant. Elles ne sont |jas distinctes, car en ajoutant leurs carrés on trouve
A'p^-hB'g'^Or^ ou G' = /= M- /'' 4- ^'^
La perpendiculaire au plan du couple résultant
des quantités de mouvement est fixe dans l'espace, car
elle fait avec les axes fixes des angles dont les cosinus sont
— ■> — j TT- Elle fait avec les axes des o^i, ri, Zi des angles
1 1 • Ap Bo Cr ,, „ ,
dont les cosinus sont -—5 — ; -—5 et 1 on connaît alors G G G
la position de ces axes par les valeurs de p, q^ r.
L'axe instantané 01 fait avec les axes Oxj, Ojj
Ozi des angles dont les cosinus sont -? -•> -• Donc
cos 10, Q) = -1-L^^L^
OU
wcos(10, Q) = — ^ = -,
quantité constante qui représente la composante de la vitesse angulaire autour de l'axe tixe du couple résultant des quantités de mouvement.
668. Le plan du couple résultant G étant invariable, prenons-le pour plan des xj". On aura
An cos (G, O-r,) = coszOj:, = a"z^ — f- ,
cos (G, Oji) = coszOj,= b" = —^5
Cr
ces (G, Ozi) = coszOz, = c" = — -;
d'où [formules ( r ) du n° 6S7]
• « • Ap . „ Bq „ Cr
smQsinif = -—-■) sm 9 cos a> = — - , cos 9=—--' G G G
Ces formules s'accordent entre elles, car en ajoutant leurs carrés on a
la troisième donne la valeur de 9. Des deux premières
on lire
A/j tangy = — .
Si l'on élimine d9 entre les équations (i) du n° 658, . on aura
sin^ô^/i]/ =: sinBsin'fpdt + sin9cosç qdi.
d'où
ou
d-h = — G dt ,
puis on remplace dt par sa valeur en fonction de /'.
Comme /? — C/'^ et G" — C^/'^ sont positives, —-sera tou-
jours négative, c'est-à-dire que OL tourne toujours dans le même sens.
Le choix du plan invariable réduit les constantes arbitraires à quatre, savoir 7^, C et les deux constantes introduites par l'intégration de cit. et de d^. Il y aurait bien six constantes, puisqu'il y a six variables p, q, r, (|/, cp, Q. Mais deux sont nulles, l =:^o.l' = o.
669. L'axe instantané de rotation est le diamètre conjugué au plan du couple résultant des quantités de mouvement dans l'ellipsoïde central (653).
La somme des forces vives est A/?" -h B*^- -H C/'
onh. D'un autre côté, elle est égale à w^ \77zp-
A étant le demi- diamètre ON de l'ellipsoïde central qui coïncide avec l'axe instantané. Donc
c'est-à-dire que la ^vitesse angulaire est proportionnelle au demi-diamètre qui va du centre au pôle instantané de rotation.
MOUVEMENT DE L ELLIPSOÏDE CENTRAL
670. Le plan tangent à l'ellipsoïcle central an pôle instantané a pour équation, par rapport aux axes OcTi,
Apx H- B ^jr H~ G /'z = — •
La longueur de la perpendiculaire abaissée de l'origine O sur ce plan tangent est
w sj h
c|uantité constante. Donc le plan tangent à Tellipsoïde central au pôle de rotalion est fixe dans l'espace. C'est un plan parallèle à celui des quantités de mouveinent.
L'ellipsoïde, dont le centre est fixe, roule sans glisser sur ce plan fixe, et la vitesse angulaire de rotation est proportionnelle au rayon qui va du centre au pôle instantané sur la surface de rellipsoïde.
Il ne lait que rouler sans glisser ; car, comme son mouvement consiste à tourner pendant un instant sur le diamètre, l'ellipsoïde amène au bout de cet instant un nouveau point de sa surface en contact avec ce plan, et ce nouveau, point, qui devient le pôle de la rotalion pour Tinstant suivant, reste à son tour immobile pendant cet instant, et ainsi de suite, de sorte qu'aucun de ces points par lesquels l'ellipsoïde vient se mettre en contact avec ^e plan, ne peut jamais glisser sur ce même plan.
La courbe décrite sur la surface de l'ellipsoïde par le pôle instantané de relation [x',j', z') est appelée po~
loïrîe,
On a
^ _ y _ s_' _ sJ^" H- r'- + z'-' _ V'''Ax'2 + Bj'2-4-Gz'=' P 7 '^ ^p^ + q' + /'^ ~ ^/A/j^ + Br/^ + G/-^^ ■
c'est-à-dire
d'où
A (G^ — kh) x'^-i-B{G-'— B/0 j'- -f- C (G^ — Ch)z'- = o,
cône du deuxième degré, qui est le lieu des axes instantanés dans le corps.
Ce cône se réduit à un plan ou devient imaginaire quand G^ est égal à l'un des produits Ah^Bh, Ch. Il devient un cône droit à base circulaire quand deux des coefficients du cône sont égaux,
LIEU DES AXES DU COUPLE RÉSULTANT
672. L'axe du couple résultant G des quantités de mouvement étant immobile, traverse le corps en mouvement suivant une suite de droites qui forment un autre cône.
On a, pour un point quelconque pris sur cet axe OG, à une distance ^,
Substituant les valeurs de A/?, Bç, Cr, daus les équations (2) et (3) (662, 663), il vient
d'où
G- — A/2 „, G^ — B/( „ G^ — CA
c'est l'équation du cône décrit dans le corps par l'axe fixe OG.
673. Pour que ce cône et le précédent ne soient pas imaginaires^ il faut que les quantités G^ — A A, G^ — BA, G^ — C/i ne soient pas toutes trois de même signe. Donc, en supposant A ^ B ^ C, il faut que l'on ait
G^- — Ah<Z o. G' -- C A > o.
Selon que la quantité G" — B/i sera négative ou positive, ces deux cônes seront coupés suivant des ellipses par tout plan perpendiculaire à l'axe du plus petit moment d'inertie ou du plus grand. Donc, pendant toute la durée du mouvement, l'axe instantané ne s'écartera de l'un de ces deux axes principaux que de quantités limitées, et le même axe principal ne s'écartera cjue de quantités limitées de l'axe fixe OG du couple des quantités de mouvement. Si l'on a A = B =^ C, les deux équations donnent p, <7, 7' constants. Alors le mouvement de rotation est uniforme autour de Taxe OG fixe.
674. Les axes principaux relatifs au point O sont les seuls qui puissent rester immobiles avec un mouvement de rotation uniforme. Car pour que l'axe instantané conserve toujours la même position, il faut que p, q, r soient
constants. On a donc
dp =: O, dq ■=z G, dr = O5
ce qui donne
(B — A)/^<7=0, (C— B)<77- — o, (A— C)/^/- = o, d'où
^ :=S o, (^ = G, r=zn.
MOUVEMENT d'uN CORPS SOLIDE ENTIÈREMENT LIBRE.
675. Le mouvement d'un corps solide libre, sollicité par des forces données, sera connu quand on pourra déterminer le mouvement absolu d'un de s(!s points et le mouvement relatif de tout autre point du corps autour de celui-là. Si G est le point particulier du corps dont on considère le mouvement absolu, il faudra concevoir qu'il emporte avec lui, dans son mouvement, trois axes Gx, Gy, G^, constamment parallèles à eux-mêmes, par rapport auxquels on cherchera le mouvement de chaque point M du corps. Si l'on a seulement pour but de décomposer le mouvement du point M en d'autres plus simples et plus faciles à concevoir, on pourra, comme cela a été dit, choisir à volonté le point dont on considère le mouvement de translation. Mais, dans l'application, il est avantageux de prendre le centre de gravité. En effet, d'après le principe de la conservation du mouvement du centre de gravité, il suffit de connaître les forces motrices du système et sa masse, pour déterminer le mouvement de ce point, et de plus^ quand ce corps est mis en mouvement par des percussions, il suffit, pour déterminer la vitesse initiale du centre de gravité, d'y transporter les quantités de mouvement qui mesurent les percussions et de les composer comme des forces : la résultante est la quantité de mouvement initiale du centre de gravité.
Enfin, un autre avantage consiste en ce que, sous V action des forces motrices le mouvement de rotation autour du centre de gravité est le même que si ce point était fixe. C'est ce que nous allons prouver.
676. Soient ,^, vj, Z, les coordonnées du point M psr rappoit aux axes mobiles Gx, Gr, Gz et désignons par X, Y, Z les composantes de la force motrice appliquée en ce point. On a, d'après le principe des aires,
\ di- dt' ] /^^
Or on aurait précisément les raênies équations si le centre de gravité était fixe. Par conséquent, si ces équations suffisent pour déterminer le mouvement, il doit être le même pour le corps dont le centre de gravité serait fixe et pour le même corps dont le centre de gravité serait mobile.
Soient en effet GA, GB, GC trois axes rectangulaires fixes dans le corps qui tourne autour du point G, et mobiles avec lui. Quand les trois angles cp, 6, (L, définis au n''6D7, seront connus pour une époque quelconque, on connaîtra évidemment la position des trois axesGA, GB, GC et par suite celle d'un point quelconque du solide. Or on peut exprimer les coordonnées ^, y;, (^ du point M en fonction de celles du même point par rapport à GA, GB, GC, lesquelles restent constantes dans le mouvement, et des angles çp,9,i|;.Donc, en substituant les valeurs de|,Y),^ en fonction de cp, 6, i]/ dans les équations (i), celles-ci déterminent les valeurs de (jp, ^'î^î en fonction du temps. Ainsi le système (i) suffit pour déterminer le mouvement relatif, et l'on voit qu'il est le même, parrapport au centre de gravité, que si ce point était fixe.
677. Nous allons donner une dénionstralion synthétique de celte proposition. Désignons par cd la force ac-
^'^'3- ï/^- célératrice du centre de gravité
G, force qui a pour composantes parallèles aux axes fixes d'^x, d'^Yx d"^ z^
^ IF"' 'dF' ~dF' ''" ^''" ''
étant les coordonnées du point
/^ G par rapport à trois axes fixes
V OX, OY, OZ. La résultante de
toutes les forces motrices des points du corps transportées au centre de gravité G, parallèlement à elles-mêmes, est Mcf, M étant la masse du corps (600). Or, pour avoir le mouvement relatif du point M par rapport au point G, il suffit de considérer ce dernier point comme fixe et de soumettre à chaque instant le point M à l'action simultanée de sa force effective Q et d'une autre force égale à mcf, parallèle à la force accélératrice co du point G, mais agissant en sens contraire. Or les forces telles que mcp étant parallèles entre elles et proportionnelles aux masses des molécules, se composent en une seule M(f qui passe par le centre de gravité et se trouve détruite continuellement, puisque c'est autour du point G rendu fixe cpie le corps tourne actuellement. Il reste alors, comme forces propres à faire mouvoir le solide, les forces effectives, qui, d'après le principe de d'Alembert, peuvent être remplacées par les forces motrices données P, P', P",.--^ puisque les unes comme les autres font à chaque instant équilibre aux forces effectives prises en sens contraire. Il suit de là que le corps tourne autour du centre de gravité comme si ce point était fixe, en supposant le corps soumis dans les deux cas aux mêmes forces motrices, sans en ajouter de aouvelles.
678. On n'arriverait pas à la même conclusion si l'on considérait le mouvement relatif autour d'un point
quelconque C, autre que le centre de gravité, co étant alors la force accélératrice du point C, toutes les forces parallèles et de sens contraire, telles que w^cp, qu'il faudrait appliquer aux autres points, pour avoir le mouvemenî relatif autour du point C supposé fixe, se composeront en une seule Mcf appliquée au point G, en sorte qu'il faudrait joindre cette résultante aux forces motrices données pour avoir le mouvement relatif autour du point C. En général les forces X, Y, Z dépendent des coordonnées x, y, z ou de la position des points matériels, en sorte que le mouvement du centre de gravité et celui des parties du corps autour de ce centre dépendent l'un de l'autre. Mais quand les forces X, Y, Z, comme la pesanteur, ne dépendent pas de la position du mobile, on peut déterminer séparément le mouvement du centre de gravité et celui du système.
MOUVEMENT d'oN ELLIPSOÏDE.
679. Prenons pour exemple un ellipsoïde pesant. Supposons que ce corps reçoive une impulsion dirigée dans le plan d'une de ses sections principales AGB. Après cette percussion initiale il n'y a de forces motrices que les poids des molécules qu'il faut transporter parallèlement au centre de gravité pour avoir le mouvement de ce point. 11 se meut donc comme un point pesant dans le vide et décrit dans l'espace une parabole.
La vitesse initiale v^ du centre de gravité a une direction parallèle à celle de la percussion, et quant à sa grandeur, en appelant p-p- la quantité de mouvement qui mesure la percussion et M la masse de l'ellipsoïde, on a
Me, = p. f, d ou c, = — •
680. Déterminons maintenant le mouvement de rotation autour du centre de gravité. Les poids des mole-
CIKQUAKTE ET tlKlÈME LEÇON. 269
cules du corps, se réduisant à une force unique appliquée au centre de gravité, n'auront aucune influence sur le mouvement de rotation autour de ce point, qui sera dû uniquement à la percussion initiale et sera le même que si le centre de gravité était fixe. Or la percussion agissant dans le plan AGB perpendiculaire à Taxe GC, qui est un des trois axes d'inertie principaux relatifs au point G, le corps devina tourner indéfiniment autour de l'axe GC comme s'il était fixe, et son mouvement sera uniforme. Si l'on appelle co la vitesse de rotation autour de GC ety la distance de la percussion à cet axe, on aura
mr^ étant le moment d'inertie du corps par rapport
à GA. En appelant ^a, 2^, ic les axes de l'ellipsoïde, on a
mr^ = 5 ^
5 u. vf
On peut encore écrire, en remplaçant ^<^^ par M 1^1,
formule qui fait connaître le rapport de la vitesse angulaire à la vitesse initiale du centre de gravitéo
COURS DE MKCAKrQUE.
MOUVEMENT D'UNE CORDE VIBRANTE
Equations générales du mouvement. — Cas des petites vibrations. Vibrations transversales. — Vibrations longitudinales.
681. Soit une corde homogène parfaitement flexible, élastique et un peu extensible, d'une épaisseur constante
et très-peiite, tendue suivant sa longueur par une force équivalente à un poids donné cr et attachée par ses extrémités aux points fixes A et B. On néglige son poids par rapport à u, et par conséquent elle forme une ligne droite AKB dans son état d'équilibre. Supposons qu'on l'écarté un peu de la position d'équilibre ANB et qu'en même temps on imprime à tous ces points de petites vitesses. Alors elle vibrera autour de la droite AB, et il s'agit de déterminer la position et la vitesse de chacun de ses points à un instant quelconque.
Soit AMB la courbe plane ou à double courbure que forme la corde à une époque quelconque. Prenons trois axes rectangulaires Ax, A)'', Az : un point quelconque qui se trouve d'abord en N sur la droite AB viendra, au bout du temps £, occuper une autre position M voisine de la première. Posons
AN=.r, AP = .r-t-//, VQ-^j, MQ— z.
CINQUANTE- DEUXIÈME LEÇOK, -2-1
Les coordonnées du point qui est en N dans la position d'équilibre sont .r, o, o et dans le mouvement, x -]- «, r, z. Ces déplacements des points de la corde étant trèspetits, II, y-, z ont toujours des valeurs très-peiiles qui sont fonctions du temps t et de x, et la question consiste à trouver leurs expressions en fonction de ces deux variables indépendantes.
Désignons par ris la longueur de la portion de corde infiniment petite MM' qui correspond à l'élément Wrv' = /^a; dans l'état de repos. On établit une relation très-simple entre ds et dx, en exprimant que NIN' et MM' ont la même masse. Soit e le produit de la section normale de la corde par sa densité au point M, dans la position AMB.
eds est la masse de MM' et celle de NN' est — dx, en dé-
signant par p le poids de la corde et par l sa longueur primitive AB. On a donc
(l) eds = — clx.
Appliquons maintenant le principe de d'Alembert. Les composantes de la force accélératiice du point M sont
d?{x + u) cVy d^z d'à rf'r d'z
' dr' ' 'dF' 'dT'^ "" 'd?'' 'IF' 'TiF'
puisque x est indépendante du temps t. Si nous appelons X, Y, Z les composantes de la force accélératrice du point M, ou de la force motrice rapportée à l'unité de masse, celle de la force perdue pour l'élément e ds sont
Ces forces devant à cliaque instant se faire équilibre, on a, d'après les formules qui expriment les conditions d'équiljbte d'un fil soumis à l'action de forces quelconques (405) et en appelant T là tension au point M
f c'est-à-dire TacUon des deux parties AM et MB),
r^r/f.rH-«)"|
,/(T^^UfY-^U./.
ds J \ cW
ds j \ dt-
Si l'on néglige les forces X, Y, Z, ainsi que la pesanteur, ces équations deviennent, en remplaçant zds
par — dx-,
ds I si dt^
CAS DES PETITES VIBRATIONS
682. Les équations (2) sont réductibles à la forme linéaire et intégrables quand on suppose les vibrations trèspetites. La longueur de NN' étant dx dans la position d'équilibre, elle est devenue J5 quand, cet élément occupe ]a position MM' : sa tension est xs dans le premier cas et T dans le second. Or l'expérience montre que l'allongement d'un fil homogène et d'une épaisseur constante est proportionnel à l'accroissement de tension, quand cet acci^oisseraent est faible, et sa longueur primitive. Donc q étant un coefficient constant pour la même corde, on a
. ^ ^ ds — dx
Comme la corde n'exécute que des vibrations irèspelites et que les tangentes à la courbe AMB font des
ani^ies tres-petits avec ia droite AtJ, les quantités -^i —
^ '■ ' ^ ds ds
sont à peu près nulles, et l'équation
donne alors
ds =^ dx -{- dit.
La formule (i) devient donc , , du
dx
On remarquera d'ailleurs que l'allongement ds — dx ou du qu'a éprouvé la partie dx du fil est une petite
fraction de dx^ de sorte que le rapport — est toujours
„ d.r. d[.T.-\-ii\ ,,^,„ , ,
tres-petit. JJonc -r- comme — ^ — diilere tres-peu de
^ ds d ^
l'unité et, dans la première des équations (2) du n° 681,
, r/(.r + «) ^ , , , .du
d i — - peut être remplace par d 1 , puis par d.q — "
à cause de l'équalion (2).
Cette équation devient donc, en posant, pour abréger,
Ja quantité constante - — = a', P
^ ' dt' dx'
683. Pour le mieux voir, on peut écrire la première équation (2) du 11° 681 ainsi :
d.r -1- du dT I dx -1- du \ „ ds p d- a
dx \ ds ) dx el dt
dx -4- du
dx + du ,.,,., , 119./ ds
; diiiere tres»peu de 1 nniîc et — ^ est
as '- dx
Stirji. — 3Iee. II. 18
2 '74 COXJnS DE MÉCANIQUE.
négligeable, car en différentiant réquation
dx -f- (la \^ f dr\'^ l dz\'
ds j \ ds I \ ds
on a
dx H- du dy dz
dx -J- du ds dy ds dz ds
ds dx ds dx ds dx
dx -1- du d-
ce qui donne du même ordre de petitesse-nue
^ ds ^ ^
dv dz
-- et - " as «.y
684'. On transformera d'une manière analogue les deux autres équations (2). On a
dy dy dx dy ds dx ds (Ix
car — est sensiblement égal à l'unité. Ainsi on peut pren-
. ^dy ,, -, r^dy ( du\ dy ^ dy
dreT — au lieu de T -4- ou cy -i- o — - M^^ ou enfin u -—
dx ds \ dx J dx dx
, ,, du dy . . du
en négligeant - — r-i ce qui est permis, parce que — - et
ClJC ClJC CLjC
dv . „ ,
-^ sont petits. Un a donc dx ^
ds / dx
et la seconde équation du système (2) devient, en faisant, pour abréger, - — = a-".
d'^ y ^fi"^ Il
dl ^ dx''
La troisième équation se réduit de même, en sorte
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qu'on a les trois équations
fP u d'il cV-y d- Y d'^ z d- z
(à. ) —-,- =: a^ -— - , --V = «^ -TT ' ""^ = '■^ ~T-; ■) ' ' ' dt^ dx- dt- dx- lit- dx-
pour déterminer ?/, y ç.1 z en fonction de x et de i. Les variables t<,j'", .2 étant séparées dans ces équations, on eu conclut que les mouvements des points de la corde parallèlement aux axes seront indépendants et coexisteront sans s'influencer mutuellement. Pour une valeur arbitraire de X la première équation, par exemple, donnant une valeur de u en fonction du temps, les deux autres sont satisfaites en supposant j^ et z nulles 5 alors chaque point de la corde a un mouvement vibratoire sur Taxe AB dont il ne s'écarte pas.
685. Les vibrations qui se font suivant AB sont dites longitudinales et celles qui sont parallèles à Kj et As sont appelées transversales. Ces dernières seraient les mêmes parallèlement à Ky et Kz si les valeurs initiales de z et
de — étaient les mêmes que celles de r et de -^ • D'ailleurs
at *■ -' dt
les équations (4) étant de même forme, il suffit d'intégrer lîne d'elles.
L'équation
dt- dx'^
a pour intégrale générale
( 2 ) y zi^ ta [^x -^r ut) -\- -h [x — at)y
q et t^ étant deux fonctions arbitraires qu'il s'agit de déterminer. Pour cela il faut connaître à l'origine du temps la courbe formée par la corde et la composante de la vitesse de chaque point parallèle à l'axe desj^.
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Soit donc pour f = o,
Introduisant cette hypothèse dans l'équation précédente et dans sa dérivée par rapport à f, on aura
De cette dernière on lire
Intégrant celte équation par rapport à x et posant, pour abréger,
(6) - /7,(x-)r/,r=:F,>'), il vient
(7) ^[:r)--^{,v) = Y(œ) + G, Des équations (4) et (7) on déduit
Substituant X H- <7i à x dans cj) (x) etx — at dans ^ [x), puis faisant la somme des deux fonctions, on aura la valeur de j^, où C n'entrera pas.
687. Mais il faut remarquer que par les deux dernières équations les fonctions ^ et ^ ne sont connues, comme f{x) et F(x), que pour des valeurs de la variable x comprises entre zéro et /; or on a besoin de les connaître au delà de ces limiies, car x devant être remplacée par X -f- at et x — flf, ces nouvelles variables pourront
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dépasser les valeurs zéro et /, puisque le temps t peut croître indéfiniment. Pour déterminer les fonctions ç et ti au delà de ces limites, nous allons exprimer que les points A et B sont immobiles.
Pour le point A on aura, quel que soit t,
<f{at) + t{'( — at) = o.
Posant at = ^, cette condition devient
Pour le point B on aura aussi, à un instant quelconque,
ç ((^) et tp [^) sont connues pour les valeurs de ^ comprises entre zéro et /.
La dernière condition donne
^[l — (^) est connue pour les valeurs de ^ comprises entre zéro et /, puisque / — ^ se trouve alors comprise entre les mêmes limites. Donc ''f (^H-<^) sera aussi connue pour les mêmes valeurs de i^. Par conséquent, si l'on pose
cf (^') sera connue pour les valeurs de ^' comprises entre /et 2I. Mais celte fonction étant déjà connue pour les valeurs de ^' entre zéro et /, le sera donc pour toutes celles comprises enti^e zéro et 2/.
>. Si dans la condition (9) on remplace ^ par /-f- {^, elle devient
Mais
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donc
Donc la fonction (f [^) est périodique et a pour période 2 /, et comme on connaît cette fonction pour toutes les valeurs de la variable comprises entre zéro et 2/, elle sera donc connue pour toutes les valeurs de 1^ positives ou négatives.
Il résulte de cette discussion que, lorsque at croît
de 2/ ou £ de — 5 l'ordonnée jy^ reprend la même valeur,
de même que la vitesse-^- Il en est de même de z et
de —• Donc la corde fait une suite de vibrations toutes dt
égales et isochrones dont la durée est —
691. Dans le vide et en supposant les points A et B absolument fixes, la corde ferait une suite indéfinie d'oscillations de cette espèce. Mais la résistance de l'air et la communication d'une partie du mouvement de la corde à ses deux points extrêmes A et B diminuent gradueîlemenl l'amplitude des vibrations et finissent par les anéantir,
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sans toutefois altérer sensiblement leur isoclironisme. Ce dernier fait, analogue à ce qui a lieu dans le pendule simple, peut être démontré par un nouveau calcul, ei l'expérience vient le confirmer.
692. Si l'on désigne par T la durée d'une vibration de la corde et par n le nombre des vibrations dans Tuniic de temps, on a
il i a
Mi
ou
2 y pi
La corde, dans son mouvement, communique ses vibrations à l'air, qui en fait alors le même nombre dans le même temps. Le son produit a pour mesure n : il est d'autant plus élevé que la corde fait un plus grand nombre de vibrations dans un temps donné. Ce nombre est indépendant de l'amplitude des vibrations et de la figure initiale de la corde ou de son mode d'ébranlement.
Pour une même corde, ce nombre est proportionnel à la racine carrée de la tension X5\ pour des cordes d'une même matière et d'une même épaisseur, jj étant proportionnel à Z, les nombres de vibrations sont en raison inverse des longueurs. Enfin pour des cordes de même longueur et également tendues, n est en raison inverse des racines carrées de leurs poids. L'expérience a confirmé ces lois.
NOEUDS DE VIBRATION
693. Il y a des cas où la corde, en raison de son étal initial, se partage, pour ainsi dire, spontanément eu
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un certain nombre de parties égales vibrant à l'unisson et dont les points de séparation, appelés nœuds, restent immobiles pendant la durée du mouvement. Alors le son s'élève proportionnellement au nombre de ces parties. Nous allous en donner un exemple. Reprenons l'équation
^ ^ dt- "' dx' '
Les dimensions et la tension de la corde étant données, on peut disposer de sa figure et de la vitesse initiale de chacun de ses points, de telle sorte que son mouvement soit représenté par une équation de la forme j'" = 0X, 0 étant une fonction de t et X une fonction de x seulement. En effet, pour que l'équation (i) soit vérifiée, il faut que l'on ait
Comme le premier membre est fonction de x seulement et le second de ?, l'égalité ne peut avoir lieu qu'autant que les deux membres se réduisent à une même constante — A^. On aura donc
(3) — hA-^X = o.
Comme on ne veut qu'une intégrale particulière, prenons
(4) X = sin^-^.
La fonction B se déterminera ensuite par l'équation
d'où l'on tire
0 = 0 co%akt 4- G' ûnakt .
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et, par suite,
y =: sm/îJc[Ccosa^t -i- C sina/u).
En faisant t = o, nous aurons pour la figure initiale de la corde
(6) j = Csm/i.v
et nous pouvons faire que la vitesse initiale soit nulle, en supposant nulle la constante C. Le mouvement de la corde est alors représenté par l'équation
{-]) j z=Csm/ix cosa/,t. - .
Il faut encore exprimer que les points A et B restent toujours fixes. Or pour x =^ o, on a bien j = o, quel que soit ï; mais si l'on veut que j = o, quel que soit t, pour x= l, il faut faire /f/= mv:, m étant un nombre entier
quelconque-, on en déduit k = -^ -, et le mouvement de
la corde est représenté par l'équation
riiTcx ninr-t (8) jr = G sm -y- cos — ^ — •
Ainsi la corde ayant, sans vitesse initiale, la forme de la courbe J =^ C sin " ? si on l'abandonne à ellemême, elle effectuera une suite indéfinie de vibrations isochrones dont la loi est donnée par l'équation (8).
694. On sait que j doit être une fonction périodique du temps. En, effet, ici, jy reprend la même valeur quand t
croît de — — ■ Ainsi dans cet exemple r et -^ sont les ma LU ^ij^
mêmes quand le temps augmente de la période — — •> et le nombre de vibrations effectuées dans l'unité de temps sera m —5 c'est-à-dire m fois celui qui correspond au
son le plus grave de la corde, déterminé par la théorie générale.
695. Nous allons démontrer que dans ce cas la corde se partage spontanément en m parties égales qui vibrent comme si elles étaient séparées, de sorte qu'il y aura m — I nœuds de vibrations. En effet, on obtiendra tous les points qui resteront immobiles pendant toute la durée du mouvement en posant
sin = 0 ou jT z=z — /,
i étant un nombre entier quelconque plus petit que w . On en conclut quej)" est nulle pour les valeurs de x
quel que soit t.
On pourrait, sans considérer un exemple particulier,
choisir les fonctions y( a:) ei fx[x) telles, que cp (i^) et
tl/(n redeviennent les mêmes, non-seulement lorsque ^
croît de 2/, mais encore lorsque cette variable croît dun
Le mouvement longitudinal est donné par l'équation
^'' - dt' dx'
tout à fait semblable à l'équation
di^
dx'
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Il en résulte que si l'on désigne par n' le nombre des vibrations longitudinales effectuées dans l'unité de temps, on a
et comme cf = * ^—Li il vient
on aura donc
sV"^/
Or - est une quantité très-petite. En effet, d'après l'équation
,^> (is — d.x
(6) T — C7 = ry
d.TC
q est l'accroissement de tension qu'il faudrait donner à la corde pour doubler sa longueur ou la longueur de chaque élément, puisqu'en faisant ds = ^dx on aurait T --:= cj -i- ^ . La constante q est donc beaucoup plus grande
que cj, Q ou 11 suit que le rapport — est ires-pelit : par
conséquent des deux sons les plus graves rendus par une même corde, celui qui correspond aux vibrations longitudinales est de beaucoup le plus aigu.
On a encore la formule
/étant la longueur de la corde dont la tension est cj et ?. l'allongement ou l'augmenlalion de la longueur que produit un accroissement de tension égal à X3. C'est ce que
l'on déduit de l'équation (6) en faisant T = 1rs et en observant que les allongements X et ds — dx des longueurs / et dx sont proportionnels à ces longueurs. On a donc
et comme X est très-petit par rapport à /, on voit encore que le rapport — est aussi tres-petit. ,
FIJN DE LA UYJNAMIQUE.
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ÉQUILIBRE D'UNE MASSE FLUIDE
Nolions préliminaires. — Pression d'un liquide sui" une paroi. — Égalité de pression en tous sens. — Équilibre d'un lluide incompressible. — Équations générales de l'équilibre d'une masse lluide.
NOTIONS PRÉLIMUXAIRES.
698. L'hydrostatique a pour objet les lois de l'équilibre des fluides. Un fluide doit éire considéré comme un assemblage, en apparence continu, de naolécules matérielles qui cèdent au moindre effort tendant à les séparer les unes des autres.
Les fluides que la nature nous présente approchent plus ou moins de cet état de fluidité pai faite. 11 existe ordinairement entre les molécules de ces substances une ( ertaine adhérence qu'on appelle viscosité. L'hypothèse d'une mobilité parfaite pourrait conduire à des résultats peu conformes à l'expérience dans le cas d'un fluide en mouvement : mais si l'on excepte quelques liquides où la viscosité est considérable, les lois de l'équilibre auxquelles nous parviendrons en supposant les molécules parfaitement mobiles et sans aucune cohésion, s'appliqueront sans erreur sensible aux fluides naturels.
On distingue deux sortes de fluides, les liquides et les gaz ou fluides aériformes. Les liquides ne se corn-
priment que sous des pressions irès-considérables et sont appelés souvent pour celte raison Jluides mcouipressihles. hesjluides aéi {formes, qui se divisent en gaz permanents et en vapeurs, sont compressibles et doués, dans certaines limites, d'une grande élasticité : c'est pourquoi on les nomme aussi Jluides élastiques.
PRESSION d'un liquide SUR UNE PAROI.
700. Quand un fluide contenu dans un vase ouvert ou fermé de toutes parts est en équilibre sous l'action de forces quelconques, il exerce une pression sur chaque portion des parois du vase qui le renferme. Cette pression peut varier d'un point à un autre. Pour la définir et la mesurer avec précision, on considère un point M de la surface du vase et une portion infiniment petite w de cette surface comprenant ce point. Le fluide exerce sur cette petite surface w certaines actions dont la résultante peut être représentée par /^w, si l'on imagine une aire plane égale à l'unité de surface et dont tous les éléments égaux à w supportent la même pression que co. La quantité yy est ce qu'on nomme \a pression au point M. En d'autres termes, la pression au point M sera la limite du rapport de la pression exercée sur l'élément w qui comprend le point M à l'aire w, quand cette aire w tendra vers zéro en comprenant toujours le point M.
ÉGALITÉ DE PRESSION EN TOUS SENS
701 . On admet comme un résultat de l'expérience ou ^'8- 177- comme une conséquence de la
distribution uniforme des molécules des fluides, que la direcûs' T\ I tion de la pression est toujours
perpendiculaire à l'élément de surface w sur lequel elle s'exerce. Ce fait se rattache à cet autre plus général :. que des corps en contact n'exercent
l'un sur l'autre que des actions normales quand leurs surfaces n'ont aucune adhérence ni frottement.
Celle notion s'applicjue à une portion intérieure d'un fluide, car l'équilibre ne serait pas troublé si l'on supposait une portion quelconque du fluide solidifiée. On peut donc, en un point quelconque de l'intérieur, supposer une paroi plane solide, et il y aura sur cliaque élément de cette surface une pression toujours perpendiculaire à son plan. Il y a égalité de pression en tous sens pour un même point, c'est-à-dire que si l'on considère une surface infiniment petite œ passant par un point M pris à volonté dans le fluide, la pression exercée parle fluide sur chaque face de l'élément w sera toujours la même, quelle que soit la position que l'on donne à l'élément co, en le faisant tourner autour du point M.
Pour démontrer ce principe, faisons passer par le point M deux plans cjueîconques; prenons sur leur inter- Fig. 178. section une longueur MN très-
petite, et menons dans ces plans perpendiculairement à leur intersection les quatre droites Mï, KK, Ml', KK' égales à la longueur MjN. Il s'agit de démontrer l'égalité des pressions p et p' rapportées à l'unité de surface que le fluide exerce sur les surfaces planes égales MIKN, MFK'N.
La masse fluide contenue dans le prisme droit MII'NKK' sera encore en équilibre si on la suppose solidifiée. Les pressions que le fluide extérieur exerce contre les cinq faces de ce prisme, perpendiculairement à ces faces, font équilibre aux forces (analogues à la pesanteur) qui sollicitent toutes les molécules intérieures. Doik; la somme de leurs composantes parallèles à un axe quelconque est nulle.
PJenons par le point M un axe ML parallèle à la droite II'. Le fïuide exerce sur les ditwx surfaces planes MIKN
et MI'K'N, que nous désignerons par co et oj' et qui sont égales, des pressions/? w et p'w' dont les composautes suivant l'axe ML sont pw cosa et p'o)' cosc/; a et a' désignant les angles que les normales à ces deux plans ou aux droites MI, MF, font avec ML. Ces angles sont suppléments l'un de l'autre. Les pressions normales aux autres faces Mil', NRR' et IKK'l' ont leurs directions perpendiculaires à ML et par conséquent ne donnent pas de composantes suivant cette droite. Quant aux forces qui agissent sur les molécules intérieures, nous désignerons par X la somme de leurs composantes parallèles à ML.
La somme de toutes ces composantes devant être nulle, on a
p w cosa f- p' w' cosa' + X = G ou
(l) (/; — w') cosa + — r— o,
à cause de
M =;: w', cosa =- — cosa'°.
Si la longueur MN diminue indéfiniment, w décroît
comme le carré de MN et X décroît à très-peu près
comme le volume du prisme ou proportionnellement au
cube de MN. Donc — tend vers zéro: d'ailleurs cos a est w
constant. Donc p et p' tendent vers l'égalité quand les
surfaces égales o) et w' tendent vers zéro. D'ailleurs cos a
est constant; les valeurs de p et de p' tendent vers des
limites déterminées qui, d'après l'équation, doivent être
égales-, de sorte qu'on a p =^p', quand les surfaces égales
0), w' deviennent infiniment petites.
ÉQUILIBRE d'un FLUIDE IMCOMPRESSIBLE.
702. Supposons un liquide incompressible contenu dans un vase polyédrique ABCD.E. Plusieurs parois sont
percées d'ouvertures a, a\ a",.... sur lesquelles sont ajoutés de petits cylindres ayant leurs arêtes perpendi- Fig. 17g. culaires à ces parois. Si l'on
imagine des pistons c[ui peuvent se mouvoir dans l'intérieur de ces cylindres, les forces P, P', P",...
nécessaires pour les maintenir, quand il y a équilibre, sont égales aux pressions exercées par le liquide contre leurs bases. Nous nous proposons de vérifier, dans cet état d'équilibre, le principe des vitesses virtuelles.
Concevons que l'on fasse mouvoir simultanément tous les pistons 5 soient A, h\ li" ^ . . . , les espaces qu'ils parcourent, ces espaces étant regardés comme positifs ou négatifs, selon que les pistons entrent dans le vase ou en sortent. Le licjuide étant supposé incompressible, tous ces déplacements virtuels sont liés entre eux par l'équation
ah + a' h' -1- a" à" -{-...= o.
Multiplions cette équation par la pression p exercée contre les parois et rapportée à l'unité de surface; en observant qu'on a
P = pa, P'=pa', V' — pa",,.,,
il viendra
PA +P'/^'-^-P"^"+... = o,
ce qui est l'équation des vitesses virtuelles dans cet exemple particulier.
On pourrait étendre ce principe au cas où il y aurait des forces motrices agissant sur les molécules du liquide, mais la démonstration est compliquée et il vaut mieux cliercher directement les équations générales de Fé(|uilibre des fluides, comme nous allons le faire.
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ÉQUILIBRE d'une MASSE FLUIDE.
70'î. Soient Oo?, O/, Oz trois axes rectangulaires, ce ^'ff- "So- dernier étant vertical et
- dirigé dans le sens de la pesanteur. Nous faisons cette • hypothèse, parce que nous appliquerons nos formules principalement aux fluides pesants. En deux points infiniment voisins m (x,y, z) et e [x -{- dx, j -h dj^ z -\~ dz) construisons un parallélipipède en menant par ces deux points six plans parallèles deux à deux aux trois plans coordonnés. Soient p la densité du fluide au point m et P la force motiice rapportée à l'unité de masse, qui sollicite chaque molécule de ce parallélipipède infiniment petit. Si dm est la masse de celui-ci et X, Y, Z les composantes de la force P, IL dm, Y dm, Tidin seront les composantes de la force motrice. Enfin désignons par p la pression rapportée à l'unité de surface qui s'exerce au point m et qui est la même tout autour de ce point.
Si l'on suppose solidifié le fluide contenu dans le petit parallélipipède, l'équilibre ne sera pas troublé. II faudra donc que les composantes des forces parallèles aux trois axes se détruisent entre elles. Ces forces se composent des forces motrices Xri'/n, Y Jw, Z dm et des pressions exercées par le fluide environnant sur les six faces du parallélipipède. Considérons d'abord les pressions qui s'exercent verlicaleraeut sur les faces mabg et cdef\ elles agissent en sens contraire. La première est égale à pdxdy, la
ide kip -y ~- dz\ dxdj'y leur résultante parallèle à
secoue
dp
* z est égale à — • — - dxdydz ou à
I dp
dz
dm. On a donc
I dp
Cl dz
dm -+- Tidm
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dp „
On aurait deux autres équations analogues à celle-là; on
a donc
, . dp ^ dp dp
Ainsi les dérivées partielles de la fonction p sont égales à pX, pY, pZ. La différentielle totale de la pression est donc
(2) dp = p{Xdx^-Ydf^Zdz).
Telle est la formule qui donne l'accroissement dépression lorsqu'on passe du point {x,j, z) au point infiniment voisin [x -\- dx , j -\- dy , z-^-dz). Comme p doit être une fonction de x, j^ z, le second membre de l'équation précédente doit être une différentielle exacte et, par conséquent, s'il y a équilibre, on a nécessairement
(3] d [p^y ^d [pY] ^ djpX) ^d(pZ)^ d(pY)__d{pZ) dj dx dz dx dz dy
L'expression p [^dx + Ydy -j- Xdz) étant alors la différentielle exacte d'une certaine fonction^ (x, j^, ^), on a
C étant une constante qui sera déterminée quand on connaîtra la pression po en un point particulier (x^jj^o? •^o)* Il faudra en outre que, si l'on imagine une courbe fermée passant par im point m {x,j, z] la fonction y (x, j-, z) reprenne la même valeur lorsqu'on reviendra au point m, puisqu'on doit retrouver la même pression.
704. S'il n'y a pas de force qui sollicite les molécules intérieures, la pression sera constante dans toute la masse du iluid^, de sorte qu'une pression extérieure exercée sur une partie du fluide adjacente à une paroi du vase doit se transmettre avec la même intensité sur des éléments de
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surface équivalents dans toute la masse et sur toutes les parois.
705. On appelle 5?<r/ace de m'weau une surface dont tous les points éprouvent la même pression. La formule (4) montre qu'elles sont toutes comprises dans l'équation
a étant une constante. Si l'on fait varier cette quantité d'une manière continue, on obtient une infinité de surfaces. Une couche de niveau est la masse du fluide comprise entre deux surfaces de niveau. L'équation f{oc,j, z) =: a montre que deux surfaces de niveau ne peuvent pas se couper.
706. La force motrice est normale à la surface de niveau en chacun de ses points. En effet, soit P cette force, on a, en tout point de cette surface,
X d.v -hYdj -i-Zdz=o,
d'où, en divisant par Pf/5, ds étant un petit arc tracé sur la surface,
X clx Y dr Z dz
P ds V ds P ds '
équation qui montre bien que la Ibrce P est perpendiculaire à tout élément de courbe tracé sur la surface et passant par le point m.
707. Si la pression est nulle ou constante en tous les points de la surface libre d'un fluide, celle-ci est une surface de niveau. Dans un liquide il peut se faire qu'il n'y ait pas dépressions extérieures. Il n'en est plus de même dans les fluides élastiques. Ils ne peuvent avoir de surface libre, ou sur laquelle la pression soit nulle, parce que la pression est liée à la densité par l'équation p=zkp, k étant une constante dont la valeur dépend de la température, en sorte que pour qu'il n'y eût pas de pression dans une partie de la masse, il faudrait qu'il n'y eût pas
de matière en cet endroit : c'est ce qui explique la nécessité de maintenir les gaz dans des vases fermés de toutes parts.
Reprenons l'équation
dp = p{Xda: -^ Y dj -^ Zdz).
Supposons que Xdx -hYdj -j- Zdz soit la difïérenlielle exacte d'une fonction 9(0:, j, z), ce qui arriverait, par exemple, si les forces motrices provenaient d'actions mutuelles entre les différents points de la masse fluide ou si ces forces étaient constamment dirigées vers des centres fixes. On a dans ce cas
(5) dpzzzpdf.
Il résulte de là que p est une fonction de © comme on l'a vu dans le calcul intégral ; il en est de même de p et par conséquent p est fonction de p. Donc en tous les points d'une surface de niveau la densité est constante, puisque la pression est constante.
709. Dans les fluides élastiques on peut déterminer d'une manière générale p et p en fonction de ©. On a, dans ce cas, p = kp-^ le coefficient k dépend de la température : si celle-ci est constante dans toute l'étendue de la masse. A" est une quantité constante. Alors, à cause de dp = pd<^, on a
d'où, en intégrant,
et ensuite
Si la température n'est pas la même dans toute la massé fluide, l'équation (6) fait voir que k est une fonction de ip
ainsi que /:>, et par conséquent la densité et la température doivent être constantes pour tous les points d'une surface de niveau, mais variable d'une surface à l'autre. On aura
n ri
Considérons, par exemple, l'atmosphère qui enveloppe (a terre et faisons abstraction du mouvement de rotation de celle-ci. La force motrice d'une molécule m de l'atmosphère est une force toujours dirigée vers le centre de la terre et la même à égale distance du centre. On conclut de là qu'il ne peut y avoir équilibre, si la température n'est pas la même à la même distance du centre, et que les surfaces de niveau doivent être des sphères ayant leur centre au centre de la terre, puisqu'elles doivent être normales en chaque point à la direction de la force motrice.
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ÉQUILIBRE DES FLUIDES ET DES CORPS PLONGES DANS LES FLUIDES
Figure permanente d'un fluide tournant autour d'un axe. — Pression d'un liquide sur le fond d'un vase qui le renferme. — Equilibre do plusieurs liquides contenus dans le même vase. — Vases communiquants. — Principe d'Archimède.
FIGURE PERMANENTE D UN FLUIDE TOURNANT AUTOUR d'un AXE.
710. Supposons un fluide pesant, contenu dans un vase de forme quelconque, tournant d'un mouvement uniforme autour d'un axe vertical Oz. Au bout d'un certain temps la niasse fluide prend une figure permanente d'équilibre qu'il s'agit de déterminer. Soient X, Y, Z les composantes de la force accélératrice P d'un point quelconque m. La molécule ?7i décrit une circonférence de cercle autour de l'axe Oz, et sa force effective est la force centripète /7Z/-W", o) étant la vitesse angulaire et 7- le rayon du cercle. D'après le principe de d'Alembert, il y aura constamment équilibre entre les forces motrices et les forces centrifuges de toutes les molécules du fluide, c'est-à-dire que ces forces ne troubleront pas le mouvement commun de rotation uniforme en déplaçant les molécules les unes par rapport aux autres. Donc en appliquant à l'élat d'équilibre actuel l'équation (2) du îi° 703 et observant que les composantes de la force centrifuge sont mxdi^, niyoi^ et o, on a
dp — p [Xdx -{- Y df + Z ch) -h pw' (xdx -4- jdf ) .
Or, si les forces motrices se réduisent à la pesanteur, on a
X =^ o, Y .-r=: o, Z = — g^ et il vient
dp =1 — p gdz -\- p(ji^[xdz: -\- ydy) , d'où, en intégrant et représentant la constante par gpQ,
En donnant à p des valeurs constantes, on aura différentes surfaces de niveau. Leur équation peut s'écrire
Elle représente un paraboloïde de révolution dont la parabole méridienne a pour équation dans le plan des zx
Cette parabole ne change pas de grandeur avec p, mais la position de son sommet surl'axede rotation est variable avec
p, car il est à un distance de l'origine égale à C — - —
SP
711. Les surfaces de ni veau sont donc toujours des paraboloïdes, quelle que soit la forme du vase, et celle de la surface supérieure qui termine le fluide. Dans tous les cas on déterminera la constante C en exprimant que le volume du liquide est donné. Supposons, par exemple, que le liquide soit contenu dans un vase cylindrique ayant pour base sur le plan xOy le cercle dont le rayon est a et que b soit la hauteur de la partie du cylindre occupée par le liquide avant le mouvement. Son volume est rra^fe. Supposons en outre que la surface libre supporte simplement la pression atmosphérique constante représentée par zô. Elle sera alors une surface de niveau. Il est facile d'évaluer le volume correspondant du liquide terminé par cette surface de niveau en le décomposant en tranches cylin-
driques ayant Taxe des z pour axe. On aura donc
I/o en remplaçant z par sa valeur déduite de (2),
on aura une équation qui fera connaître C. On trouve ainsi
PRESSION d'un liquide SUR LE FOKD DU VASE QUI LE RENFERME.
712. Considérons maintenant un liquide pesant et incompressible, soumis seulement à l'action de la pesanteur. En prenant les mêmes axes que dans le cas général, on a
dpz=gpclz,
d'oïi
p—.gpzA-zy,
CT étant une constante. On voit que la pression varie seulement avec z et qu'elle croit proportionnellement à la profondeur. Les surfaces de niveau sont donc des plans horizontaux. Si l'on fait z rr= o, on a p = cy : donc celte constante représente la pression qui s'exerce sur la surface libre, c'est-à-dire ordinairement la pression atmosphérique. En joignant à celle-ci gpz, on a la valeur de la pression à la profondeur z; mais, pour simplifier, nous omettrons la pression atmosphérique, qu'il faudra rétablir à la fin du calcul pour donner aux résultats toute leur exactitude. Ainsi nous poserons simplement
p = gpz.
On conclut de cette formule que si h est l'aire de la base supposée horizontale et h la hauteur du liquide, la pression totale P que supporte cette'base est
V:=2ohh
On voit qu'elle est égale, quelle que soit la forme du vase, au poids d'un cylindre de liquide dont la base est h et la hauteur A, en sorte qu'elle peut être plus grande ou plus petite que le poids total du liquide.
713, Supposons maintenant qu'on ait deux liquides contenus dans le même vase et qu'ils ne se mélangent pas.
Leur surface de séparation sera nécessairement un plan horizontal. En effet, on sait que les surfaces de niveau doivent être des plans horizontaux et que dans toute leur étendue la densité doit être la même, ce qui n'aurait pas lieu si un même plan horizontal pouvait i^encontrer les deux liquides. Soient b la base, h la hauteur et p la densité de la première couche reposant sur le fond du vase; Z>', A', p' les quantités analogues relatives à la seconde couche. La pression sur l'unité de surface de A'est gp'h' . Celte pression se transmet à travers la seconde couche de liquide et s'ajoute à la pression gph que cette couche exerce sur chaque unité de surface de sa base. Donc la pression exercée sur le fond du vase sera g{p'h'-j~ ph)b, c'est-à-dire égale au poids d'une colonne cylindrique, dont la base serait è, qui contiendrait une hauteur h du liquide inférieur et une hauteur h' du liquide supérieur.
On aurait un théorème analogue pour un nombre quelconque de liquides contenus dans un même vase et même pour un liquide dont la densité varierait d'une manière continue avec la hauteur zj cela résulte d'ailleurs de la formule dp =^gpdz^ intégrée entre des limites convenables.
VASES COMMUNIQUANTS.
IIA. Considérons d'abord un seul liquide contenu dans deux vases communiquants. Menons à la surface du tuyau de communication T deux plans tangents horizontaux-, Fig. i8i. au-dessous du plan inférieur
77-' le liquide de chaque vase sera dans les mêmes conditions que si ce vase existait seul. La pression sera la même sur chaque plan horizontal compris entre le plan n' et le plan tangent supérieur ss', mais elle variera d'un plan à l'autre. Au-dessus du plan ss', le liquide devra s'élever au même niveau AB, CD dans les deux vases : car s'il s'élevait dans l'un d'eux à une hauteur différente en aê, l'équilibre devrait subsister en appliquant sur CD une paroi fixe qui n'éprouverait aucune piession (abstraction faite de la pression atmosphérique). Mais le liquide contenu dans la colonne ABao exercerait sur AB, à cause de sa pesanteur, une certaine press'on, c{ui se transmettrait jusqu'à CD, de sorte que cette paroi (indépendamment de la pression atmosphérique) éprouverait une certaine pression, ce qui est contraire à l'hypothèse.
Concevons maintenant que l'on verse sur AB et CD, qui sont dans un même plan horizontal, deux liquides différents qui s'élèvent jusqu'à A'B' et CD'. Il faudra pour l'équilibre qu'ils exercent des pressions égales sur l'unité de surface de AB et de CD, de sorte que si p^ et o' sont les densités de ces deux liquides et h^ et h' leurs hauteurs, on aura
ou
c'est-à-dire que les hauteurs auxquelles ces deux liquides
s'élèvent dans les deux vases sont en raison inverse de leurs densités.
On verrait delà même manière que si l'on ajoutait un nombre quelconque de liquides dans les deux vases, il faudrait que la somme des produits de leurs densités par les hauteurs de leurs tranches fût la même de part et d'autre.
PRESSION D UN LIQUIDE SUR UNE PAROI PLANE
715. Soient AB une paroi plane, placée comme on voudra dans le liquide, w l'aire d'un élément de la surface AB
et z la distance de w au niveau supérieur NN'. La pression que supporte w est gpzo), en faisant abstraction de la pression atmosphérique. Les pressions exercées par le fluide sur tous les éléments w étant normales au même plan AB, ont une résultante égale à leur somme
gp\ zw et normale au plan AB. En désignant par b
l'aire de la paroi AB et par z^Ja distance de son centime de
gravité au planNN', on a\ s« = bz^. Donc la pression
totale sur la paroi A3 est égaie à gpbzi, c'est-à-dire égale au poids d'un cylindre de liquide qui aurait une base égale à la surface de la paroi et une hauteur égale à la distance du centre de gravité de cette paroi au niveau supérieur du liquide.
• Le point d'application de la résultante des pressions exercées sur la surface AB est appelé centre de pression. Il coïncide avec le centre de gravité si le plan AB est horizontal 5 il est au-dessous du centre de gravité quand le plan est incliné, parce que les pressions exercées sur les éléments w augmentent en intensité avec la profondeur
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de ces éléments. Un exemple va montrer comment on peut déterminer le centre de pression.
716. Supposons que la paroi immergée ait la forme d'un trapèze dont les côtés parallèles AB, CD soient ho- Fig. ,83. rizontaux. Le centre de pression
Q doit évidemment se trouver sur
la droite GH qui joint les milieux de ces deux côtés. Décomposons ce trapèze en une infini té d'éléments tels que EFE'F' par des droites parallèles à AB. Désignons EF par p" et par u la perpendiculaire MN abaissée du point M sur AB. On a EFF'E' = ^^du et la pression supportée par cet élément est g p zudu. En nommant «j la distance du centre de pression I à AB et h la hauteur du trapèze, on déterminera u^ par l'équation
zvudu
ou
zvdu -.=
zvudu.
Il faut maintenant exprimer z et (/ en fonction de u. Or si l'on désigne par a l'angle que le plan du trapèze fait avec un plan horizontal et par c la distance du côté AB à la surface du liquide, prise pour plan des xj^ on a, en projetant MN sur la verticale élevée par le point M,
D'ailleurs, menons BK parallèle à AC et prolongeons EF et CD jusqu'en L et en K; les triangles semblables BDK, BFL donnent, en posant AB = a, CD = h,
3o2 COURS DE MÉCANIQUE,
d'où
(3 f = a-\ ~ — II.
Substituant les valeurs précédentes de ^ et de t^ dans l'équation (i) et intégrant, on en tire
. Q.hc[a + ib) -h h'^[a -\-Zab]ûnoL
' 6c («+ è) -h a// (« -h 26) sina
Si le côté AB est à fleur d'eau, on a c = o et
Quand le trapèze est horizontal, on a
Sina = Q,
3(a-i- 6) et le centre de pression coïncide avec le centre de gravité.
718. Quand la surface plongée dans le liquide est courbe, la pression totale qu'elle supporte n'est pas la somme des pressions exercées sur ses éléments, parce que celles-ci ne sont pas parallèles. En général ces pressions n'ont pas de résullanie unique et se réduisent à deux forces non situées dans le même plan ou à une force et un couple.
PRINCIPE d'arCIÏIMÈDE.
719. Quand un corps pesant est plongé dans un liquide, les pressions exercées sur sa surface ont une résultante unique^ égale au poids du liquide déplacé et appliquée au ceiitre de gravité de cette partie du fluide ^ supposée solidifiée.
Supposons d'abord que le corps soit entièrement plongé dans le fluide et considérons un élément quelconque w de sa surface. So'iX. p la pression, rapportée à l'unilé de surface, exercée en ce point -.poi est la pression supportée
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par l'élément w. Désignons par 1, (j., v les angles que la Pig. 184. normale fait avec trois axes
rectangulaires. Les composantes de pw suivant ces axes sont ptxi cosX, p(ji cosp, ptù cosv, ou pa^ pb, pc, en appelant a, b, c les projections de l'élément o) sur les trois plans coordonnés.
Or toutes les composantes telles que pa se détruisent deux à deux. En elïet, le petit cylindre wa prolongé découpe sur le côté opposé de la surface un petit élément w' dont la projection sur le plan j Oz est égale à a. La pression sur w', rapportée à l'unité de surface, est p, parce que 0) et co' sont à la même profondeur. Donc la composante de la pression totale pw' exercée sur w' et parallèle à Ox est égale à pa, et comme elle agit en sens contraire de celle qui s'exerce sur w, elle la détruit. On verrait de même que toutes les composantes parallèles à Oj" de toutes les pressions se détruisent deux à deux. Il ne reste donc plus à considérer que les composantes verticales.
Le petit cylindre vertical dont la base est w découpe sur la partie supérieure de la surface un autre élément Wi dont la projection sur le plan xOj esl c. Doue si p^ est la pression en Wi, rapportée à l'unité de surface, le petit cylindre o) Wj est soumis à une pression verticale s'exerçant de bas en haut et égale à [p — /'i) <^? et comme p:= g p z -h vj, cj étant une constante, on aura
en appelant p la densité du fluide supposée constante, ^i le z de l'élément 03i, Z la longueur du petit lilet cylindrique compris entre w et ojj. Cette pression équivaut donc au poids du fluide dont ce petit filet tient la place. Eu décomposant le corps en filets verticaux iniiniment
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minces, chaque fî!et est pressé de bas en haut par une semblable force, et l'on conclut de là que toutes les pressions exercées sur le corps se composent en une seule force verticale agissant en sens contraire de la pesanteur, égale" au poids du fluide dont le corps tient la place et appliquée au centre de gravité de cette masse fluide. La résultante de toutes ces pressions se nomme la poussée du fluide.
720, Le principe d'Archimède subsiste quand le corps u'estplongé qu'en partie dans le fluide. On verrait d'abord,
comme précédemment, que les pressions horizontales se détruisent; puis, si le cylindre vertical w'co'j a une partie en dehors du fluide, les composantes verticales des pressions exercées en w' et w'i seront p' = [gp z + xs)c eiuc^ de sorte qu'en prenant leur différence, la partie commune disparaîtra et la pression sera égale au poids d'un volume de liquide égal à la partie dû cylindre plongée dans le liquide.
721 . Le théorème d'Archimède a encore lieu quand la densité p n'est pas la même à toutes les profondeurs, car les pressions horizontales se détruisant, la pression verticale supportée par le cylindre w Wj serait
en observant qu'on a toujours
P= \ gpciz-^xj,
iJ a
a étant la valeur de z pour laquelle on a p =X3. Or
g pcdz est le poids du fluide déplacé.
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722. Le principe d'Archimède peut encore se démontrer de la manière suivante : Séparons par Ja pensée, dans un fluide en équilibre, une partie quelconque de sa masse. Elle est en équilibre et le sera encore si nous la supposons solidifiée. Mais alors toutes les pressions exercées contre sa surface par le fluide environnant doivent se réduire à une seule égale, et directement contraire à son poids. Il est clair que ces pressions auront encore la même résultante, si Ton substitue à cette masse de fluide solidifiée un corps solide quelconque de même forme: ce qui démontre le principe énoncé.
723. Quand le poids d'un corps est égal au poids d'un égal volume du fluide dans lequel il plonge, ce corps reste en équilibre .à toutes les profondeurs, pourvu que son cenire de gravité et celui du volume du fluide déplacé soient sur la même verticale. Le corps descend au fond du vase ou remonte à la surface selon que son poids est supérieur ou inférieur à celui du fluide déplacé. Dans ce dernier cas, le corps doit être en pariie au-dessus du niveau supérieur, et l'équilibre ne s'établit que lorsque le poids du liquide déplacé est égal au poids du corps.
724. Quand on pèse un corps dans un fluide, on n'obtient pas son véritable poids, mais seulement l'excès de ce poids sur celui du fluide déplacé. Si P est le poids du corps et P' celui d'un égal voluine de liquide, D la densité vraie, p la densité apparente, on a
d'où
DP'
725 Le principe d'Archimède subsiste et sa démonstration est !a même dans le cas où l'on considère un fluide conienu dans un vase : on en conclut aue la résultante
SiLivai. ---/l/ec, II. 20
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des pressions d'un fluide sur les parois du vase qui le contient est égale au poids du fluide. Il faut bien distinguer cette pression de celle que supporte la paroi horizontale inférieure, qui peut être plus grande ou plus petite que le poids du fluide. Si l'on fait une ouverture à l'une des parois latérales, la pression n'ayant plus lieu sur la portion de la paroi qu'on a enlevée, celle qui s'exerce sur la paroi opposée ne sera plus détruite, et le vase sera mis en mouvement en sens contraire de l'écoulement du liquide. C'est là le principe des didérentes machines dites à réaction.
ÉQUILIBRE DES CORPS FLOTTANTS
726. Déterminer la position d'équilibre d'un corps solide plongé en partie dans un liquide, revient à couper ce corps par un plan en deux segments, dans un rapport déterminé, de telle sorte que le centre de gravité du corps et celui d'un des deux segments soient sur une même perpendiculaire au plan sécant. Nous allons résoudre ce problème pour un prisme triangulaire droit dont nous supposerons les arêtes horizontales.
Une section ABC perpendiculaire aux arêtes étant faile dans le prisme, le niveau du liquide devra partager le triangle par une droite DE en deux segments CDE, ADEB tels,
qu
e l'on ait
CE
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X et f sont les deux inconnues qu'il s'agit de déterminer. Or on a
surfCAB :=- ab sinC, surfCDE = -.rr sinC,
d'où
(i) xy = ?'ab.
D'un autre côté, GH est perpendiculaire à DE ainsi que FK qui lui est parallèle, et comme DF = FE, il s'ensuit qu'on a KD = KE. Réciproquement, si RD = KE, la droite KF et par suite GH sera perpendiculaire à DE. Or si l'on nomme a et ê les angles ACK etBCK, on a
KD =^x'^+h^ — 'zhxcosa., KE ^y^-hh- — 2/!j-cosê;
donc, puisque KD = KE,
{i) x"^ — ih.r cosa = j^ — iJiy cos6.
En éliminant j'' entre les équations (i) et (2), on trouve
(3) x^ ■ — ih cosa..r' + irliah cos§..r — r"^ a? h"^ zz: o.
Cette équation, dont le dernier terme est négatif, a au moins deux racines réelles, l'une positive, l'autre négative. Cette dernière doit être rejetée, puisque laligne DE doit «"itre comprise dans lintérieurdu triangle ABC. D'après la règle de Descartes, si les angles a et o sont aigus et si l'é(|uation (3) a toules ses racines réelles, elle aura trois racines positives et une racine négative. Celleci est inadmissible, et l'on rejettera de même comme étrangère à la question une racine qui surpasserait a ou (]ui donnerait pour j une valeur plus grande que Z>. Il y a donc au plus trois positions d'équilibre pour lesquelles le sonmiet seul est plongé dans le liquide.
727. Le problème précédent revient à mener par un point donné K une normale à une hyperbole ayant pour
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asymptotes CA et CB. En effet, si Ton mène dans Fangle ACB différentes droites, telles que DE, formant des triangles DCE équivalents entre eux, le milieu de chaque droite DE se trouve sur une hyperbole ayant CA et CB pour asj'niptotes, et celte courbe est tangente à DE. La droite KF étant perpendiculaire à DE, la question revient à mener par le point K une normale à cette hyperbole. On sait qu'on peut en général eu mener quatre, dont l'une aboutit à la branche située dans l'angle opposé à l'angle ACB.
Quand le triangle ABC est isocèle, on a
d'où
h cosa
Les équations (i) et (2) deviennent
On y satisfait d'abord en faisant
valeur admissible à cause de /'<^ i . On obtient une autre solution en résolvant les équations
xy z=z ja^ , X -r Y ^^ î
la
qui donnent, si l'on suppose x'^j^
^a- — c' -\- V ( 4 '''' — ^"'Y — 16 ra^ X = -. ■ — 5
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Comme x doit être moindre que «, on doit avoir
ou
(4«' C')' lÔArt'' <^C'' ,
i&a'' — 8«-c- — i6/fl^<^o, d'où l'on tire
Il faut en outre que x et j soient réelles et par conséquent que Ton ait
4«' — c2>4/^'^>• ou
Si ces deux conditions sont remplies, la solution précédente sera admissible.
729. Le cas où deux sommets A et B du triangle sont immergés, se ramène au cas où un seul plonge dans le liquide. En effet, si Ton a [fig. 186, p. 3o3)
ABDE
ABC
on aura
CDE
ABC
et si les centres de gravité du quadrilatère ABDE et du triangle ABC sont sur une même verticale, il en sera de même de ceux de ABC et de CDE. Il suffit donc, en conservant les mêmes notations, de changer /■ en i — r. Lci. deux inconnues CD = x, CE =j se déterminent au moyen des équations
oy = (i — r) ab , x'^ — ihx cosa ^jy^ — 2/r^cos6.
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STABILITÉ d'un COKPS FLOTTANT,
730. Un corps solide étant plongé dans un liquide, le centre de gravité G de ce corps et celui H de la partie FiiJ- «87. immergée doivent être sur une
même verticale perpendiculaire au plan de flottaison ABCD.
Supposons que l'on écarte un peu le corps de sa position d'équilibre et que tous ses points reçoivent de petites vitesses. Soit A'IÎ' CD' la section faite dans le corps par le nouveau plan de flottaison, le premier étant venu en ABCD.
Parle centre dp gravité I de la section ABCD menons un plan AB" CD", parallèle au plan horizontal A'B'C'D' et qui coupe ABCD suivant la droite AIC. Désignons par 0 l'angle des deux plans ABCD, AB" CD", et par ^ la distance du point I au plan A' B' CD', cette distance étant positive ou négative suivant que le point I est situé audessous ou au-dessus du niveau du liquide.
Pour résoudre la question de stabilité, nous ferons usage du principe des forces vives. Un élément de masse Jm du corps flottant est sollicité par son poids ^^/m, force verticale. La partie du corps plongée dans le liquide est soumise, en outre, à la poussée, qui équivaut au poids du liquide déplacé, et qui agit verlicalement au centre de gravité du liquide dont le corps occupe la place, en sens contraire de la pesanteur. La poussée du liquide peut donc être remplacée par de petites forces verticales, en appliquant à chaque élément de masse dm situé au-dessous du niveau une force égale et contraire au poids du volume d'eau dont cet élément de masse tient la place. Cette dernière force est gpdi>, en appelant ds^ le volume occupé par I élément dm et p la densité du fluide. La ré-
3l2 COURS DE MÉCANIQUE.
sultante de toutes ces petites forces est la même que celle des pressions exercées par le fluide sur la surface immergée du corps flottant. Ainsi, pour chaque point matériel dm de ce corps, les composantes X, Y, Z de la force motrice sont
X = o, Y = o, Z = g dm ou gdm — gpdc,
selon que la molécule thn est au-dessus ou au-dessous du
niveau du fluide. Donc on a , - C9 étant la somme des
quantités de travail des forces motrices dans le temps écoulé t,
OU
(l) ©:=; 2g'% zd/n — ?.g'& \ zdi>;
la première somme \ zchn comprenant toute la masse
du corps et la seconde seulement la pai-tie plongée. On a donc, d'après le principe des forces vives çXxi désignant la vitesse de la molécule dm^
2 ) \ u'din = C -I- 2 ( g- % zdm — g^/
zdi
Or \ zdm = M^i, M étant la masse du corps et Zx le z
de son centre de gravité G. D'ailleurs M = Vp, V étant le volume de la partie immergée, quand le corps est en équilibre. On a donc
(3) yzdm = Mz, = YpZi.
Il faut maintenant calculer \ zdu. Partageons cette somme en deux parties, l'une relative à la partie ABCDL
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du volume V limitée à la section ABCD et rau.lre à la partie comprise entre ABCD et A'B'C/D'. La première est égale à Vz', z' étant le z du centre de gravité H de la masse totale du fluide. En désignant par h la seconde, on a
(4) y v}din = G H- 2g-Vp (si — z') — 2g-pA-.
Or soit GH = a. Si l'on projette cette droite sur la verticale du point G, on voit que ^i — z'=: zjz a cos9, suivant que H est au-dessus ou au-dessous de G. Il faut maintenant calculer h.
Considérons, à cet effet, un élément de surface d\^ en uu point 772, sur la section ABCD, et projetons-le, par un petit cylindi^e vertical inni\ sur le plan de flottaison A'B'C'D'. Sa projection est d\ cosQ. Pour calculer dk ou
la partie àe\ zdi^ relative à ce petit cylindre, décomposons-le en une infinité d'éléments par des plans horizontaux. On aura pour Tun d'entre eux
de = dz dl ces S , zdv =^ z dz d\ ces 9. Donc, en posant inni' =^j^
d/c ^=^ I zdzdlcosQ ^ — c?X cosô.
: J ZclZ
On peut exprimer y en fonction de p et de Q. En effet, abaissons 77777 =z /perpendiculaire sur Ac. Si l'on projette 77/77 sur vnn' ^ on a 77i7?2' ouj^ nz: ,^ -f- /sin0, / étant positive ou négative suivant que 77777 est au-dessous ou audessus de AC. Donc
dk =1 ~ rc, -^ l sin 9 )' <:/>. ces 9
ou
dfi z= - 'Ç,^ cosO dl -{- C, sin 9 cosQ.ldl -^ sin'9 cosQ-^^^ r^X,
3l4 COURS DE MÉCANIQUE.
On aura donc
k~ ~ Ç^coseX d). J-Çsin QcosgV Idl^ - sin^Q cosO V P d\ ,
expressions où toutes les sommes s'étendent à tous les éléments de la section ABCD. Soient b l'aire ABCD et y. le moment d'inertie de celte section par rapport à AIC- On a
\d\^b, \ldl=o, \l^dl :==[>..
Donc
A == - 0 î;^ ces 6 ^ — u. sin- 9 ces 0 .
Substituant dans l'équation (4)-, on a
,t\ ( % aV/w =: C qz 2g"Vp« cosô — gpb'Ç cosQ
{ — gpusm-0 cosO -'r- s.
Nous ajoutons e, parce que dans le calcul de k nous avons pris, au lieu du volume ABCD A'B'C'D', celui d'un cylindre vertical ayant pour base ABCD et limité au plan A'B'C'D' : de sorte que £ est un infiniment petit du troisième ordre au moins.
Maintenant ô et ^ élant des quantités très-petites, on
6' peut négliger 6^ et ^^, et remplacer cosô par i > sinô
par 0. En désignant par c la constante C zrz ^gY pa, l'équation (5) devient
(6) yu'dn7^c — gpb-Û — gp{iJi^Ya)Q' + t.
On détermine c d'après l'état du corps flottant à l'origine du mouvement. On suppose connues les valeurs initiales de^et de 0, ainsi que les vitesses initiales de tous les points du corps. Comme toutes ces quantités peuvent
être prises aussi peliles que l'on veut, il en résulte que la constante c peut être supposée aussi petite qu'on voudra.
731. Pour déduire de l'équation (2) les conditions de stabilité de l'équilibre du corps flottant, il faut distinguer deux cas.
En premier lieu, si le centre de gravité G du corps est au-dessous de celui du fluide déplacé H, l'équilibre est toujours stable. En effet, l'équation (2) est alors
11^ dm =r — gpf^'C' — gp (ft -t- Vfl)9^ + s
La valeur de c qu'on détermine d'après les valeurs initiales de fx, ^, 0, qu'on suppose très-petites, est positive et très-petite. Les quantités^ et 9 ne peuvent pas croître assez pour que la somme ^pZ)(^- -i- g p [fj. -hY ci) 9^ devienne plus grande que 2C; car si cette somme devenait égale à 2C, la quantité £ étant au moins du troisième ordre, le second membre de l'équation précédente serait négatif et
on aurait \ irdm<^o, ce qui est absurde. Il en résulte
que dans le mouvement du système on a toujours
On pourrait démontrer de la même manière qu'on a
«'étant un nombre quelconque plus grand que l'unité.
Donc, comme c est une quantité positive Irès-petile et aussi petite que l'on veul, les valeurs des variables ^ et 9 resteront toujours liès-pelilcs et par conséquent le corps s'éloignera fort peu de sa position d'équilibre.
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732. Quand le point G°est au-dessous du point H, 1 equation (2) est
\ lû dm = c — g^^'C — S P ( i"- — V a ) G- -T- e
La valeur de c reste positive si l'on a p. ^ V«, à l'origine du temps. Si f/ ou le moment d'inertie de l'aire ABCD par rapport à la droite AlC reste plus grand que Va à toute époque, on verra comme précédemment que 0 et ^ resteront toujours extrêmement petites et l'équilibre sera stable. Il faudra dans ce cas que le moment d'inertie de la section ABCD, par rapport à une droite quelconque passant par son centre de gravi tel, soit plus grand que V<3, parce que dans le déplacement infiniment petit du corps l'intersection des plans ABCD et Aiy'CD" peut prendre toutes les positions possibles autour du point I. Donc il faut et il suffit que Va soit moindre que le plus petit moment d'inertie de la section ABCD, par rapport à toutes les droites qu'on peut y mener par le point I. La ligne qui correspond à ce moment d'inertie minimum est ordinairement connue. Par exemple, dans un vaisseau, c'est la droite qui va de la proue à la poupe. C'est par rapport à celte ligne qu'il faut calculer le moment d'inertie de la section, et s'il est plus grand que Va, l'équilibre sera stable. Si ^. devenait moindre que Va, l'équation (2) ne ferait rien connaître relativement à la stabilité de l'équilibre, parce que le second membre n'étant pas nécessairement négatif à une époque cjuelconque, on ne tombe pas sur la conséquence absurde que la somme des forces vives devienne négative, en supposant que p et 0 croissent indéfiniment.
DU MÉTACEJNTllE.
733. Soit S un corps solide flottant. Lorsqu'il est en équilibre, on sait que son centre de gravité G et celui H
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du volume de liquide déplacé sont sur une même perpendiculaire au plan de flottaison ABCD. Supposons que ce
corps soit symélriqueparrapport à un plan vertical I^LD, lequel contient alors la di oite KGH. Imaginons qu'on dérange un peu ce solide de sa position d'équilibre, tout en" «maintenant vertical le plan BDG. Ce plan contiendra donc toujours le centre de gravité de la masse fluide déplacée. Soit à un instant quelconque A'B'C'D' la section de niveau. Le centre de gravité du fluide déplacé A'B'C'D'L est un certain point H' et le corps peut être regardé comme se mouvant par l'action de deux forces : son poids P appliqué à son centre de gravité G et la poussée du fluide qui s'exerce en sens inverse suivant H' M. Le point M où la verticale H'M rencontre la droite KGH est ce qu'on appelle le métacentre. Pour avoir le mouvement du centre de gravité, il faut (600) supposer toute la masse du corps réunie en ce point et y supposer appliquées les deux forces verticales dont nous venons de parler. Elles se réduiront à une seule égale à leur différence. Si le volume de liquide déplacé est toujours égal à celui que le corps déplace dans sa position d'équilibre, ces deux forces sont égales et contraires, et alors le point G devra rester immobile, pourvu que le corps n'ait pas reçu de vitesse initiale. On aura ensuite le mouvement de rotation autour du centre de gravité en le supposant fixé, ce qui détruira le poids du corps, et la poussée du fluide appliquée en M le fera tourner autour d'un axe horizontal passant par G et perpendiculaire au plan de symétrie BLD. Mais ici il faut distinguer plusieurs cas.
Si dans ce mouvement le métacentre reste toujours an-dessus du point G, sur la droite HGK, la poussée du fluide tendra constamment à ramener cette droite dans
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la position verticale qui répond à l'équilibre du corps. Donc cet équilibre est stable.
Si, au contraire, le mélacenlre est constamment audessous du centre de graviié, la poussée du fluide (endra à éloigner la droite KGH de la verticale, et l'équilibre du corps sera instable.
Eiilin, si le métacentre peut être, tantôt au-dessus, tantôt au-dessous du centre de gravité, la considération seule du métacentre ne fait jjus rien connaître relativement à la stabilité de l'équilibre du corps flottant.
DE LA MESURE DES HAUTEURS PAR LE BAROMILTRE
734. La hauteur de la colonne de mercure dans le baromètre indique la pression exercée par l'air atmosphérique dans le lieu où l'on observe. Cette pression diminue quand on s'élève verticalement. Il faut chercher la loi de sa variation en fonction de la hauteur verticale à laquelle on s'élève.
La pression ou force élastique de l'air dépend de sa densité et de sa température, en vertu de la loi de Mariolte et de celle de Gay-Lussac. Si l'air et différents gaz, soumis à une pression constante et la même pour tous, sont placés dans une enceinte dont la température varie, l'observation prouve que tous ces fluides se dilatent également pour des augmentations égales de température, indiquées par les degrés du thermomètre à mercure. La dilatation de l'air qui correspond à chaque degré du thermomètre centigrade est de o,oo366. Elle est à peu près la même pour tous les gaz, ainsi que pour les vapeurs.
Soient C7 la force élastique de l'air et D sa densité à la température zéro : la pression restant la même, soit D' la densité de l'air à la température de 9 degrés. La masse d'air à la température zéro contenue dans Tunité de volume, étant portée à la température 9, occupera un volume égal
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à i-\-aO, en désignant par a le coefficient de dilatation o,oo366 pour chaque degré d'accroissement de la température. Les densités étant en raison inverse des volumes qu'occupe la même masse, on aura
Supposons ensuite qu'on fasse vaiier la pression sans changer la température 0. En désignant par /;» la nouvelle pression et par p la densité con^espondante, on aura, d'après la loi de Mariotte,
En remplaçant D' par sa valeur et faisant- = A, on aura la formule
On pourrait déterminer h en substituant dans cette formule les valeurs de p, p ei 9 obtenues par l'expérience directe; mais il vaut mieux laisser k indéterminé dans les calculs qui suivent.
Nous avons dit que le coefficient de ce, dans la valeur de p, est à peu près 0,003665 mais comme la quantité de vapeur contenue dans l'air augmente avecla température et que la vapem^ a une densité moindre que l'air sous une même pression, la densité de l'air mélangé de vapeur, quand la température s'élève, la pression es restant la môme, doit diminuer un peu plus que ne l'indiquerait la formvile précédente. Pour avoir égard à cette circonstance, on augmente le coefficient a, et l'on prend a = 0,004.
735. Cela posé, nous pouvons établir l'équation d'équilibre de la masse atmosphérique qui s'étend au-dessus de la surface de la terre. En désignant par z la hauteur d'un point quelconque de l'atmosphère au-dessus de la surface
terrestre, par p Ja pression, par p la densité de l'air et par g' l'intensité de la pesanteur en ce point, on aura l'équation
déduite de l'équation
djy = p {S,dx + Ydf -f. Zdz) (7031-
' On a égard dans celte formule à la variation de la pesanteur; mais on néglige comme insensibles l'action de la force centrifuge qu'il faudrait combiner avec l'attraction de la terre, ainsi que l'attraction de la masse d'air ou de terre comprise entre la portion plane et horizontale de la terre qu'on prend pour plan des xy et la surface de niveau passant par le point que l'on considère à la hauteur z. On a alors
g étant l'intensité de la pesanteur à la surface de la terre où z =zo, et r le rayon terrestre.
En mettant les valeurs de g' et de p = dans
l'équation (4), elle devient
Comme on ne connait pas 0 en fonction de z, on est obligé de donner à Q une valeur constante égale à la moyenne ou demi-somme des températures de l'air aux deux stations extrêmes où l'on se place à des hauteurs différentes. On trouve alors, en intégrant,
Pour déterminer la constante G, soit a> la pression à la
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Station inférieure où l'on a z = o. On aura
d'où
Le logarithme indiqué est pris dans le système népérien. Pour passer aux logarithmes oïdinaires, on multiplie par le module M = 0,4342946, et Ton a
(8) los?= ""'
aQ) z-^^'
/? /■ (i + aô 2
736. Le rapport - peut s'exdrimer au moyen des hauteurs du mercure dans le baromètre, correspondant aux pressions zs et p. Soit h la hauteur de la colonne barométrique pour la station dont la hauteur verticale est 2, et soit T la température du mercure, qui peut être différente de celle de l'air ambiant. Soient /?o et Tq la hauteur et la température du mercure à la station inférieure. En désignant par ni et mola densité du mercure aux températures T et Tq , on a
d'où
or on a
g'mh, zs =^ gritoko,
(r-h zl2
Le mercure se dilatant de p^^ de son volume à o degré
pour chaque degré d'accroissement de sa température,
devient i + ^^p- à la température T et i + -^^ à la
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tempéra lure T©. Les densités correspondantes étant en raison inverse de ces volumes, on aura
^ T„ T To-Ï
ou, a Ires-peu près,
m To — T
On aura donc
' 555o ou
en posant, pour abréger,
H est dite la hauteur corrigée; c'est celle qu'aurait la colonne barométrique si la température du mei^cure à la station supérieure était la même qu'à la station inférieure.
737. Eu remplaçant - par cette valeur dans la for- ^ / P mule (8), elle devient
loS-r^+2lo- H--
cl l'on en tire
(.0) --=j^„(. + «8)(,-Hî)[l„g|+.los(,+ :)].
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L'intensité g de la pesanteur à la station inférieure varie avec la latitude. Si 1 on désigne par / la latitude de la station, et par G la pesanteur à Paris, dont la latitude est de48°5o'i4", on a
et
G(i — o ,002588 cos2\)
^ I— 0,002688 cos 2(48" 5o' 1 4" J
La formule (10) devient
en posant
— o , 002688 cos 2 À
« = A[,_o,oo2588cos2(48"58'i4/')].
On pourrait calculer le nombre a d'après les valeurs connues de fc, m et G; mais il vaut mieux le regarder comme inconnu et le déterminer par l'équation même où Ton substituerait à la place de z une ou plusieurs hauteurs mesurées par les procédés trigonométriques. On a
trouvé ainsi
On peut calculer z par la formule qui précède, en
négligeant d'abord dans le second membre la quantité-?
qui est très-petite. On a ainsi une première valeur approchée de z :
a (i -h 0,0049) , /^o los— .
1 — o,oo2588 cos'îX II
On aura mie seconde valeur |)lus rapprochée z^i Çi^ substituant cette première valeur Zj à la place de z dans le
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second membre. On pourrait continuer ainsi ces approximations successives 5 mais on s'arrête ordinairement à la seconde valeur.
Lorsque z n'est pas très-grande, on néglige entièrement
- dans la formule: mais alors il faut augmenter le nomr 7 o
bre a. M. Ramond a conclu d'un grand nombre d'observations faites dans le midi de la France, a = iSSpS, et il a adopté pour les latitudes peu différentes de 45° la formule très-simple
z= iSSgS (i -+- o,oo4Q) lt»&7T'
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ÉQUATIONS GÉNÉRALES DU MOUVEMENT
739. Les équations d'équilibre des fluides sont fondées sur la propriété qu'ils ont de transmettre également en tous sens les pressions appliquées à leur surface, et sur celle d'exercer sur chaque élément de surface autour d'un point quelconque de leur masse, en vertu des actioias moléculaires, une pression égale en tous sens et normale à l'élément de surface qui le supporte. Certains faits semblent indiquer que cette dernière propriété n'a pas toujours lieu quand le fluide est en mouvement, c'està-dire que la pression peut n'être pas normale à l'élément sur lequel elle s'exerce, ni être la même dans toutes les directions autour d'un même point. Cependant on peut admettre que cette propriété des fluides a encore lieu, c[uand le mouvement n'est pas très-rapide, les expériences s'accordant assez bien avec les résultats qu'on déduit de cette hypothèse.
Quand on veut déterminer le mouvement d'un système de points dans l'espace, on se propose ordinairement de trouver des équations qui servent à exprimer les coor-
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données de chaque point en fonction du temps. INIais, an lieu de suivre dans son mouvement une seule et même molécule, il est plus avantageux de déterminer la vitesse de la molécule fluide qui, au bout d'un temps quelconque, passe par un point pris à volonté dans, Fespace occupé par le fluide, ainsi que la pression et la densité du fluide en ce même point, qui reste fixe. Soient x,j^ z les coordonnées d'un point m; [i la masse de la molécule fluide qui se trouve au point m après le temps t. Désignons par X, Y, Z les composantes, rapportées à l'unité de masse, de la force qui agit sur la molécule /ji. Les composantes de la force motrice seront Xf;., Yp., Z^. Il faudra cinq équations pour déterminer les composantes ii, v, w de la vitesse du point, sa pression /; et sa densité p.
740. Le principe de d'Alembert fournit d'abord trois équations. Soient u'dt, ^'dt, w' dt les accroissements de «, i>, w, lorsque le temps t augmente de df.. Les composantes de la force perdue sont (X — u') (J-, (Y — ^') [^i
,n ,s n j 1 r rc • '^P V- ^P F- ^P F-
IL — w ] a, et celles de lalorce eflective -i- -i -, — ? -^
^ ' ' dx p df p dz p
Donc, d'après les équations d'équilibre des fluides, on aura
Pour obtenir u', i>\ ^v', on doit différentier ia, (^, w, en i^egardant x, j, z comme des fonctions de f, dont les accroissements sont iidt., v dt, wdt, en sorte que dx =^ udt, etc. On aura donc
du du
— + « — dt dx
du, du "^ df dz
dv dv — +K — dt dx
dv dv
' *' dj ~^ "' TIz'
d(v d(\' -— -h u ■— dt dx
d(v div dy dz
p dx
dt d.v
du du.
T dp
di> dv
dv di'
dt d.v
dy dz
dw div
dt dx
dy dz
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et, par conséquent,
741. II reste encore à trouver deux équations d'équilibre ou une seule si p est constante. Nous trouverons cette équation en exprimant que le fluide est continu.
Concevons dans Fespace occupé par le fluide un petit parallélipipède me [fig- i8o, p. 286). A chaque instant une partie du fluide sort de ce volume, et une autre y entre. La masse du fluide contenue dans ce parallélipipède, p dx dy dz.^ au temps f, devient 1 p h -\ dxdj dz
au temps t-\-dt. L'accroissement de masse est donc -y dt dx dy dz. En vertu du mouvement il passe par la face dj dz une tranche fluide pudtdjdz. Il passe par la face opposée une masse ipu-i ' — J dtdjdz. L'excès de la C[uanlité qui entre sur celle qui sort est donc y— dxdy dz dt., en supposant p u constant dans toute
rétendue de la face mabg et de sa parallèle. Or cette supposition est permise, car si Ton considère deux points h et k pris sur les faces md et ae, la difféi-ence des valeurs depu en ces deux points surpasse la différence des valeurs" de pu aux points m et a d'une quantité infiniment petite par rapport à elle-même. On obtiendrait des expressions analogues pour les quantités de fluide acquises par les autres faces. En exprimant que l'accroissement total de la
masse est égal à -j- dxdjdz et divisant par dxdy dz dt,
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on aura donc
, ,, dp dpu dpv dow
^^' dl dx dy dz
Cette équation est connue sous le nom à' équation de continuité.
742. Si la densité du fluide est constante, ce qui arrive pour les liquides homogènes et incompressibles, l'équation précédente devient
du
di>
div
dx
df
dz
Elle suffit avec les équations (3) pour déterminer toutes les inconnues en fonction de x,y, z, t.
743. Si le fluide est incompressible, mais non homogène, la densité de chaque molécule est variable dans le cours de son mouvement; mais elle varie à chaque instant avec le temps dans un point déterminé et fixe m. La densité p au point m sera donc une fonction des coordonnées de ce point et du temps; mais on peut considérer momentanément X, y, z comme représentant les coordonnées d'une même molécule dans son mouvement. Ces coordonnées deviennent fonction de t, et leurs dérivées par rapport à cette dernière variable sont respectivement ?/, p-, iv. En différentiant la valeur de p sous ce point de vue, on aura donc
dp dp dp dp
-f-\--fu-]--fi>-}-~-(v = o.
dt dx dy dz
En
vertu
de cette relation, l'équation (4) revient aux
deux
suivantes :
dp dp dû dp
dt dx dy dz
il)
du de di\' dx dy dz
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qui, jointes aux équations (3), serviront à déterminer les cinq inconnues u, p-, w, p, p en fonction de x, y, z, t.
744. Dans le cas d'un fluide élastique et compressible, comme l'air, on aura encore cinq équations en joignant aux équations (3) et (4) la relation jy=.lip qui existe entre la pression et la densité, le coefficient A ne dépendant que de la température de la masse gazeuse.
745. Ces équations suffisent pour déterminer le mouvement si le fluide est indéfini et si l'on connaît son état initial, c'est-à-dire les valeurs de u, u, w, p, p en fonction de X, j, z et pour f = o. Mais si le fluide est terminé, il faut y joindre des conditions particulières. On suppose que les molécules en contact avec une paroi fixe ou mobile y restent indéfiniment et que les molécules qui appartiennent à la surface libre ne cessent jamais d'en faire partie. Soit y(^, j?, j'', z) = o l'équation d'une surface sur laquelle un point du fluide doit toujours demeurer. On a
f[t + dt, œ -^ U dt, y -f- vdt, z + wdt) = o^
équation qui exprime que la molécule sera encore sur cette surface au bout du temps t -+- dt, et qui donne
df , df df df
dt dx dy (Lz
Si la paroi est fixe, — - disparaît, et l'équation se réduisant à
df ^df , df
dx dy dz
montre que la vitesse du point est à chaque instant dirigée suivant une taogente à la surface.
11 reste à considérer la surface libre du liquide, ordinairement soumise à une pression ct qui est la même pour tous les points, mais qui peut varier avec le temps. On
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aura pour cette surface p — cj := o, d'où
dp dp dp dp dvs
<u dx dy dz dt
équation qui détermine n>.
746. On a considéré jusqu'ici x, j^ z comme étant les coordonnées d'un point déterminé pris à volonté dans l'espace occupé par la masse fluide. Si l'on veut oblenir le mouvement d'une molécule particulière, ses coordonnées X, /, z cesseront d'être des variables indépendantes. Elles dépendent du temps, et pour les connaître il faudra intégrer les équations simultanées,
dx. dy dz
dt ' dt dt '
après y avoir remplacé ?«, f, iv par leurs valeurs générales en fonction de x^ y^ z obtenues comme on Ta dit précédemment. Les valeurs de x^y^ z renfermeront comme constantes arbitraires les coordonnées initiales de la molécule,
Lorsque zf, v^ -w sont telles, que l'on ait
udx -\- vdy -\- wdz= rfy, Xdx -A-Xdy-\-T.dz = dN , on a (740)
1 dp <r/V d'^o dtf d^(f d^ d-(f d<s d'^a^
p d.r d.r. dx dt dx dx' dy dx dy dz dx dz
I ({p dV d^(f dtsj d'^r^ c/tp d"(9 d(f c/'cp
p (/y dy dy dt dx dx dy dy dy^ dz dy dz
1 dp dY r/'cp ddf d-(f do ePw do d^m
p dz dz dz dt dx dz dx dy dy dz dz dz-
d'où, en multipliant par Jx, dy^ dz et ajoutant, on a
0 dt 2
â)-fê)'-^(S)]'
Les différentielles sont prises par rapport à X,j\ z sans faire varier t.
Si le fluide est homogène, on a
et, en intégrant l'équation précédente,
dt 2
de] ^ \d^j ^ V^
Il faut y joindre l'équation
dp "V'S) 'K'S) '^{^7izi
dt dx dy dz
qui devient, pour un tluide incompressible,
rf'ta r/'cu d'^ m
dx'' dj'^ az'-
MOUVEMENT d'uN FLUIDE DANS UNE HYPOTHÈSE PARTICULIÈRE.
748. Quand un liquide homogène est renfermé dans un vase et s'écoule par un orifice horizontal pratiqué au fond du vase, l'expérience montre que les molécules situées dans une même tranche horizontale à un certain instant, y restent constamment tant qu'elles ne sont pas très-voisines de l'orifice ; en d'autres termes, les tranches horizontales infiniment minces se remplacent successivement en demeurant parallèles à elles-mêmes. On peut négliger les vitesses horizontales, lorsque les sections varient peu dans toute l'étendue du vase et que leurs dimensions sont très-petites par rapport à la hauteur. Il n'y a plus alors que deux inconnues, la vitesse verticale d'une tranche et la pression, à déterminer en fonction de la distance de la tranche à un plan horizontal et du temps.
Prenons l'axe des x verlical et clans le sens de la pesanteur. En conservant les notations du n°'739, nous aurons
L équation ~ = p(lL — u') (740) devienara dp [ du dn\
et les deux autres équations (i) du n" 740 se réduiront à
dp dy
dy dz
car on a
Y = G, v'=iO, Z = o, fv'=o.
On exprimera bien simplement Fhypotlièse du parallélisme des tranches en égalant la quantité de liquide qni passe par une tranche quelconque à celle qui sort par l'orifice pendant le temps dt. Soient w la section de la tranche à la hauteur x, £l l'aire de l'orifice et U la vitesse des molécules à cet orifice. Les quantités de liquide qui passent par les aires co et il pendant le temps dt sont (ùudt et Q.Vidt : on doit donc avoir
nu
Les vitesses m et U se rapportent au même temps t. U est une fonction de t seulement, n une fonction de x et de t. Eliminant u entre (i) et (2), on a
dp l a d\] 9JW r/w\
dx ' \ w di w* dx ]
et, en intégrant par rapport à a:,
d\S rdx PJU2
(4) ;. = c + ,o.p,,_pii_ ^_-p=-_
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C est une quantité indépendante de x, mais qui peut être une fonction de t.
Soient P la pression constante exercée sur la surface supérieure du liquide et P'ia pression à l'orifice. On aura P = P' si tout l'appareil est dans le même milieu. Soient h la distance du niveau au plan des xj et l la dislance du niveau à l'orifice. On aura p = P pour x = h, d'où
en appelant O la section du vase à la hauteur du niveau, et par suite
[5) p=^ + go[.-k)-,a-j^ __p__(^___j.
Pour X = /z -h / on a p = P', Où — n, et si l'on pose
— = m, P-P' = gp3, .
il vient
fil] I / oj\
(6) gÇi^S) = m^-^-^-[x-^^^U^.
Mais ici nous développerons deux cas, suivant que le niveau du liquide sera constant ou variable.
KIVEAU COKSTÀNT.
On lire de l'équation
in) dtz=- 5
en posant
En inlégraiit l'équation ['j), on a
mû. I //■ -r- aU
Si l'on suppose les vitesses nulles pour / = o, on aura c ^ I, et l'équation résolue par rapport à U devient
U étant déterminée, on connaîtra u par l'équation u = et p par 1 équation ( o ) .
750. La valeur de U montre qu'après un certain temps, d'autant plus court que H est plus petit, cette quantité sera
sensiDlement constante et égale a - ou a . / :
U et p convergent vers des limites correspondantes
Si l'on néelisre le carré de - •> la limite de la vitesse
sera \J'^g(l -h à) ou sj^gl quand ^ sera nul, c'est-à-dire si la pression extérieure est la même à l'orifice et au niveau du liquide. Celle vitesse est donc la même que celle qu'acquerrait un corps pesant en tombant dans le vide d'une hauteur égale à celle du liquide dans le vase. Ce résultat constitue ce qu'on appelle le principe de Torricelli.
Quand la vitesse U est devenue constante, on a dV
et l'équation (5) se réduit à
n'iP/ I I \
or, dans Fétat d'équilibre, la pression serait égale à V-h gp{x — h) : elle est doue moindre, dans l'état de mouvement, pour les sections telles que l'on ait w <^0, c'est-à-dire pour celles dont l'aire est moindre que la surface libre du liquide. Elle est au contraire plus grande pour les sections dont les aires sont plus grandes que O.
7S2. Le volume V du liquide qui est sorti du vase au bout du temps t s'obtient en intégrant ÙVdt entre les limites o et t. On aura
/- a t ko.t
im <?'• "' " -f- e ^'"" II 2
ÏP "~ o^
Au bout d'un certain temps, on pourra négliger la seconde exponentielle, et l'on aura sensiblement, en mettant pour k sa valeur \J'i-g{l -+- à) ,
\llg[l -+- 8) 2W I 2
NIVEAU VARIABLE
753. Dans ce cas m et O sont des fonctions connues de h par l'équation
a désignant la distance constante de l'orifice à l'origine des X. Il faudra exprimer que la quantité de liquide écoulée dans un intervalle de temps dt est égale au volume compris entre les deux niveaux correspondants au
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commencement et à la fin de cet intervalle. On a ainsi l'équation
dli _ nlJ
L'équation (6) devient, en remplaçant l par a — h,
* ^ ^ dt 1 \£L-^ 0=
En éliminant f7i entre ces deux équations et posant U" = igz^ on aura
équation linéaire qu'on sait intégrer. Lorsque z sera connu en fonction de /z, on connaîtra U et par suite l. La quantité de liquide écoulée se déterminera en calculant le volume du vase compris entre le niveau initial et le niveau variable.
754, Si l'orifice 11 est très-petit, l'équation (6) se réduit à
ce qui donne pour U la vitesse limite que nous avons trouvée pour f := oo . La vitesse que donne l'expérience est moindre que celle calculée par cette formule, dans le rapport de 0,62 à i, rapport à peu près constant.
MOUVEMENT PERMANENT D'UN LIQUIDE
755. Il peut arriver cju'un liquide soit animé d'un mouvement permanent, c'est-à-dire tel, qu'en un point quelconque la pression soit toujours la même et que la vitesse de chaque molécule qui passe par ce point soit aussi constante en grandeur et en direction; d'où il suit que des molécules qui à des époques différentes occupent une même position parcourent la même trajectoire d'une manière identique.
CINQUANTE-SIXIEME LEÇON. 3'i'J
Le principe de d'Alerubei t fournit les trois équations
dz ' \ f/^'
qui expriment que les forces perdues se font équilibre dans la masse fluide 5 p désigne la pression en un point quelconque m, dont les coordonnées x,y, z sont considéi'ées comme des variables indépendantes. La molécule fluide p. qui passe par ce point m, au bout du temps î, a aussi pour coordonnées x, y, z à cette époque 5 et si l'on suit cette molécule dans son mouvement, ses coordonnées deviennent des fonctions du temps et prennent après le temps dt qui succède au temps t des accroissements qu'on désigne par dx, dj^ dz. Les compo-
d'^ 3(1 d"^ y d"^ z santés de la force effective sont——; -—^5 — 75 x, r, z
dt' de dt- -^
étant, comme nous le disons, fonctions de t pour la molécule mobile que l'on considère, ce que nous supposerons - toujours dans ce qui va suivre.
En multipliant les trois équations (i) respeclivement par dx, dj', dz, on obtient
dxd^x -+- dyd'^y + dzd'^z)
dp = p (Xr/o; + Ydy -\- Zdz ou
df
\i) dp = ç [ILdx + Y<:(x + Z dz) — ^ do
V est la vitesse de la molécule p. à l'époque t où elle passe au point m, et dp est l'accroissement de la pression quand on passe du point nt au point où arrive cette molécule après le temps dt, la pression en un même point étant toujours indépendante du temps.
Sturm. — Idée. II. 22
756. Cette équation peut s'appliquer à un liquide pesant, dont le niveau est entretenu à une hauteur conslanle et qui s'écoule hors du vase qui le contient par un orifice pratiqué à sa partie inférieure. On a pour le mouvement d'une molécule quelconque, en prenant l'axe des z vertical et dirigé dans le sens de la pesanteur,
(3) dp=zg^dz pf/c'.
En intégrant entre deux points quelconques de la trajectoire dont les distances au plan des xj soient Zq et z, il vient
(4) Z'— 7'o = g-p(z — zo) — -p(f'' — f'„),
po et Vq étant la pression et la vitesse au premier point, p et p* au second.
loi. Supposons que la surface supérieure du liquide soit plane et soumise eu tous ses points à une pression égale et constante P^. Si nous faisons dans l'équation (3) z^ = 0,^0 = 1^05 le premier des deux points que l'on considère sera pris à la surface supérieure du liquide, et l'on aura
/.' — Po = S'p3 — -p(p= — t'S).
Si le vase est percé d'un petit orifice à la partie inférieure à une distance h au-dessous du niveau supérieur, on peut admettre que tous les points qui passent par cet orifice ont la même vitesse v, en sorte que pour x = h\\ n'y ait qu'une valeur de v. En désignant par P la pression extérieure qui s'exerce à l'orifice, on aura
P-P„=5'pA-^p(p^'-.^) ou
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en posant P^ — P = gp^i ^ devant être positive ou négative suivant que P est plus petite ou plus grande que Pq.
On voit que la vitesse u^ doit être la même pour toutes les molécules situées à la surface supérieure du liquide.
Soient 0) l'aire de l'orifice et Q. l'aire de la section du vase par le pian du niveau supérieur : on a
w vdt Tsiz o. i>^ clt ;
car la quantité de liquide qui sort du vase par l'orifice œ pendant le temps dt et qui a pour expression (juvdt^ la direction de la vitesse v étant sensiblement verticale, est égale à une tranche de liquide située à la partie supérieure ayant pour base l'aire îî et pour hauteur v^^dl^ la vitesse v^ étant aussi verticale.
On a donc
et
d'où
VIBRATIONS DES GAZ DANS LES TUYAUX CYLINDRIQUES
Équation du mouvement — Cas du tuyau indéfini dans les deux sens. — Tuyau fermé à une extrémité et indéfini dans un sens. — Tuyau indéfini dans un sens et ouvert dans un milieu gazeux de densité constante. — Tuyau limité ouvert à ses deux extrérailés.
ÉQUATION DU MOUVEMEKT.
759. Dans Tétai naturel d équilibre d'un gaz, sa force élastique cj est égale à ginh, ^ étant la pesantetir, 7?i la densité du mercure et h la hauteur de la colonne de mercure qui fait équilibre à la pression de ce gaz.
INous supposons que les molécules du fluide en repos qui sont dans un même plan perpendiculaire aux arêtes du tuyau, se déplacent d'un mouvement commun parallèlement aux arêtes.
Soient x et x -+- dx les distances à un point fixe de
deux plans infiniment voisins, M, M', perpendiculaires
Ym. 189. ^^^ arêtes, qui com-
prennent entre eux
une tranche dont la
^ M M' N N' ^ masse est padx, en
désignant par p la densité du gaz en repos et par a la section transversale du tuyau. Après le temps t, cette tranche s'est transportée en NN'j nous désignerons par u le déplacement MN des molécules qui étaient d'abord dans le plan M 5 u sera une fonction des deux variables X et t qu'il faudra déterminer. L'épaisseur de la tranche MM' est dx, et celle de la tranche NN' est dx -h du ou
^j;[i_^l^) : et comme ces tranches contiennent la
\ dx !
même masse de gaz, les forces élastiques "du gaz en M et en N doivent, d'après la loi de Mariotte, être en raison inverse dea volumes des deux tranches, et par conséquent de leurs épaisseurs, ce qui donne, en appelant/? la force élastique ou la pression du gaz en N rapportée à l'unité de surface,
p dx \
zs dx H- du du
dx OU
en négligeant le carré de la dilatation — qui est trèspetite.
La pression sur la face N de la tranche ]NN' étant ap
OU acT ( I — 1 5 on aura la pression <xp' sur l'autre face
en changeant x eu x -^ dx dans l'expression de ayy, ce
qu
i donne
, du d^ Il
ap = a CI I ; ; — dx •>
' dx dx- '
d'^n La différence de ces deux pressions acr — — dx est la
^ dx-
force motrice de la masse de gaz comprise dans la tranche NN', masse égale à pa.dx. En divisant la force motrice par la masse, on aura pour l'expression de la force accélératrice
CT d"^ Il
p dx'^
Si la tranche n'était pas considérée comme solide, cette force accélératrice serait celle du centre de gravité de cette tranche NN', en y supposant toute la masse réunie. Or on peut dire que ce centre se meut comme la base N dont il est infiniment voisin.
342 COUBS DE MÉCANIQUE.
Si la tranche esl sollicitée encore par une force accélératrice étrangèi^e, on aura pour force accélératrice
r— -\- A, qu li laudra égaler a — ou simpie-
p dx' '1 ». de' ^
, d'il ment a — rj' puisque x ne varie pas avec t.
On a donc pour le mouvement d'une tranche l'équation
d^ u ûs d'il
dt^ p dx- '
et, s'il n'y a pas de force étrangère^
d'' Il ra d'^ u
dt^ '^ p dx^
ou
d- n d'il dt' dx'
en posant
CAS Dt) TUYAU INDÉFINI DANS LES DEUX SENS.
L'intégrale de l'équation (i) est
(2) u = w{x ~h at) -{- il [x — ût).
On déterminera les fonctions co et (jj si l'on connaît le
déplacement initial u pour t = o àe chaque tranche à
, . . iw •i-i • . ... du
partir de sa position d équilibre et sa vitesse initiale —5
qui seront des fonctions données de x. Mais, au lieu du déplacement u pour f = o, nous supposerons donnée la
dilatation initiale -— pour Z=o. Ainsi l'on doit avoir
dx '■
pour f ==: o
du ^, . du /. / X
dx -^ ' dt -^ ^ '
Or la formule (2) donne
^-j- = y' [.X + at) + -y [x -— at) ,
~ = a[^'{x-t- at) — y (.r — at)\
En faisant ^ = o, on aura et conséquemmenl
761. Supposons que la partie primitivement ébranlée s'étende de x = o h x = l seulement. Alors les fonctions
Fig. .90. Z^-^) ^\/(^)' ^\ par conséquent aussi
o [x) et i^' (.r) sont nulles pour toutes les valeurs de x non comprises entre o et /.
Considérons d'abord un point situé au delà de l'ébranlement initial OL du côté des x positives. Son x étant plus grande que /, x -h (^t sera à fortiori plus grande que /, t étant positif 5 on aura par conséquent
<f' {x -\- at) = o et
-=^{x.-at),
du ~=:-a-J^[x-at),
-, , du du . ,,
et pour que ces valeurs de - - et — ne soient pas nulles,
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il faut que x — at soit comprise entre o et /, ou qu'on ait x\^ at et x<^at-\-l^ c'est-à-dire qu'au bout du temps t il n'y a de mouvement au delà de OL que dans une portion CD du tuyau d'une longueur égale à /. Cette portion, qu'on appelle onde, est constituée d'une manière invariable qui ne dépend que de la fonction ^' . Elle s'éloigne indéfiniment de OL avec une vitesse constante a 5 il ne faut pas confondre ce déplacement de l'onde avec le mouvement d'une molécule qui ne dure que pendant le temps -i car il résulte de x — at^o et <^ /
qu'une même molécule ne commence à se mouvoir qu'a-
près un temps égal à et ne revient au repos qu'après un temps égal à -•
Pour une tranche quelconque de cette onde, il y a un
rapport constant a entre la vitesse et la dilatation, car on
a la relation
du du
dt dx
762. Pour les points à gauche de l'origine O, x étant négative, on a
■i^' {x — at) =: o
et
du , , ^ du . .
— =y(j: + «iri, — =z a (^' [x -^ at) ', dx ' dt
d'ailleurs (s^' [x -{- at) est nulle quand x n'est pas comprise entre — at el • — at -\- l.
Le mouvement se propage donc aussi vers les x négatives par une onde CD' dont la nature dépend de la fonction ip' et qui se transporte à gauche du point O avec une vitesse uniforme égale à a.
Une même molécule est en mouvement pendant un
intervalle de temps égal à -5 depuis l~^— — jusqu à
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t <; • Dans chaque iranclie on a la relation
du du
— = a — • dt dx
/od. (Jnanl aux points situes entre O et L, — et — - ^ ^ ' d.T dt
dépendent d'abord des deux fonctions <s^' [x -\- ai) et
'^' {x — ai). Ces deux fonctions s'annulent dès que t
surpasse —•> de sorte qu'après ce temps -là toute la
partie OL reste en repos, et il y a deux ondes qui s'en éloignent à droite et à gauclie, comme nous l'avons dit. Le mouvement se propagerait par une seule de ces deux ondes, si l'ébranlement initial était tel, qu'on eût, dans la partie OL, cf'(a:) = o ou t|*'(:i:) = o, ce qui, d'après les formules (4), revient à supposer la relation
764. Si l'ébranlement initial avait lieu dans plusieurs parties du tuyau séparées par des intervalles en repos, il suffirait de supposer les fonctions ç-' (x) et^p'(j:) nulles dans ces intervalles pour rentrer dans le cas qui précède d'un ébranlement limité; chaque partie ébranlée doit donner naissance à deux ondes qui s'en vont à droite et à gauche avec la vitesse uniforme a,
TUYAU FERMÉ A UNE EXTRÉMITÉ ET INDÉFINI DANS UN SENS
7G3. En prenant pour origine des x l'extrémité fermée, on aura la condi-
Flg. ÏQI.
du
dit
du
du du
— fi —
ou
pour
dt
dx
dt d.x
L' R' 0 L K tion — - = o pour 0? = o,
quel que soit t. Les fonctions ^{oc) et '^[x) ne sont
données que pour les valeurs de x positives.
La condition ~ =: o pour j:=: o donnera, quel que
soit t (positif ou négatif si l'on veut que les états antérieurs à l'origine du temps soient représentés aussi bien que ceux qui suivent),
(ù'[at)~y[ — at)=-.o,
OU, en désignant par z une variable quelconque, positive ou négative,
Cette équation détermine les fonctions cp' et tp' pour les valeurs négatives de la variable, ces fonctions étant données pour les valeurs positives.
Les valeurs (3) de -r- et de — ainsi déterminées pour
des valeurs quelconques de x et de i sont les mêmes que si le tuyau, n'étant pas fermé en O, s'étendait indéfiniment dans les deux sens, l'état initial étant choisi du côté où l'on prolonge le tuyau de la manière qui vient d'être indiquée.
Dans cette hypothèse, en changeant x en — x dans les formules (4), on aura, pour la dilatation et la vitesse de la tranclie qui répond à l'abscisse — x, en ayant égard à la relation (5),
= ç' ( — .r -f- at) -\--h' [— X — nt)
■=. -h' Lx — at) H- ©' [x H- at) =-: ( —
\ax
rrz: a[(p' ( — X -\- at) — i|y'( — X ~ at)'\
=12 a ['\)' [x — at) — ^'(.r -+- at)] =z -~ i~\ »
Ainsi dans deux sections à égales distances de l'origine O, la dilatation est la même et les vitesses sont égales et de signes contraires.
Il suffît que celte propriété ait lieu à l'origine du temps pour qu'elle ait lieu à une époque quelconque 5 car pour qu'elle ait lieu quand f = o, ou retrouve la
condition
766. Si l'ébranlement initial est renfermé dans un espace limité KL entre les abscisses k et /f-t-/, il donnera naissance à deux ondes animées des vitesses à et — «, et, d'après ce qui précède, il y aura deux ondes symétriques de celles-ci, s'écartant à droite et à gauche de l'intervalle K'L' symétrique de KL.
Celles qui s'éloignent de l'origine O n'éprouveront aucune altération. Quant aux deux autres, elles arriveront en même temps en O, et, continuant leur route, elles se composeront en se pénétrant, de sorte que les valeurs
-, dit du ^ . , ,
de —- et —- en un même point commun aux deux oncles dx dt
seront les sommes des valeurs qu'elles ont dans cliaque onde^ puis ces deux ondes, apiès s'être traveisées et séparées, continueront leur marclje sans altération.
On voit, d'après leur symétrie, que l'effet produit dans le tuyau réel est le même que si les diverses tranches de l'onde, qui s'approche du plan fixe O, se repliaient sur elles-mêmes en conservant la môme densité et prenant une vitesse égale en sens contraire. Après que toutes ces tranches seront arrivées en O, on aura une onde se dirigeant du côté des x positives, et qui ne sera autre chose que la première renversée, comme on vient de le dire. C'est en cela c[ue consiste la réflexion du mouvement sur un plan fixe.
TUYAU INDÉFINI DANS UN SENS ET GUVErxT DANS UN MILIEU GAZEUX DE DENSITÉ CONSTANTE.
767. On admet que la force élastique du gaz à l'ouverture O du tuyau est la même que celle du gaz extérieur
en repos, et par conséquent la dilatation — - est nulle
dx
pour X = G, à cause de p = cî ( i ^ j.
II en résulte, quel que soit Z,
ç'(oir) + i]>'(— «;) = o ou
En supposant le tuyau et le fluide prolongés indéfiniment à gauche de O, on aura, d'après les formules (5) et (6), pour la tranche dont l'abscisse est — x^
fdu\ \dx 1
\ z= vj [— X -\- at) -V- V {— X — at)
ldu\ \dt]
1 ^^ n\t!^' [— X -A- at) — V [— X — at)^
= rt [— ;I/'(,r — at) + y' (a: 4- at)^ = ( —
Ainsi, dans deux sections également distantes de l'origine, les vitesses sont égales et de niètne signe, et les dilatations égales et de signes contraires.
Il suit de là que si l'ébranlement initial n'a lieu que dans une étendue limitée, il y aura dans le tuyau réel une onde s'éloignant indéfiniment de l'origine, et dans le tuyau prolongé indéfiniment, deux autres ondes marchant vers l'origine, se pénétrant et se traversant sans s'altérer, de sorte que dans le tuyau réel à un instant quelconque se trouvera l'onde qui se dirigeait d'abord vers l'origine et qui s'y réflécjiit ensuite de manière à former une nouvelle onde dirigée en sens contraire ; les vitesses dans les différentes sections sont les mêmes et de même sens que quand l'onde s'approchait de l'origine, tandis que la dilatation change de signe.
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C'est en cela que consiste la réflexion du mouvement sur un milieu de densité constante.
TUYAU FERMÉ A SES DEUX EXTRÉMITÉS
768. L'état du fluide dans ce tuyau fermé est toujours représenté par les formules (3) en supposant le tuyau et le fluide prolongés indéfiniment dans les deux sens. Mais ici il faut déterminer, pour les valeurs quelconques de la variable x, les deux fonctions cf [x) et ^ (x), qui ne sont connues que pour les valeurs de x comprises entre o et l, l étant la longueur du tuyau fermé.
11 faut exprimer que la vitesse — est nulle pour x = o
et pour x =- l^ quel que soit ï, ce qui donne, en faisant at --^ z^
On connaît '^' {l — 2), z étant entre o et l\ donc on qonnaîi aussi çp'(/+ 2). Ainsi 9' (2) est connue pour les valeurs de z plus petites que il.
En changeant 2 en / H- z dans la seconde équation, elle donne
(et comme on a aussi il s'ensuit
La fonction cp' (2) reprend donc la même valeur, quand la variable z augmente de il. Il en est de môme de t|/' ( — z"), car la formule
ç'(z) = f(-.) donne
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II suit de la périodicilé des fonctions cf' en|/' que la dilatation et la vitesse redeviennent les mêmes en un même
point du tuyau à des époques distantes les unes des autres
d un intervalle T = —' a
769. On peut encore établir ce fait en considérant que l'ébranlement initial donne naissance à deux ondes qui marclient en sens inverse et vont successivement se réfléchir aux deux extrémités suivant les lois qui ont été expliquées précédemment.
Après avoir subi deux réflexions et parcouru des cliemins égaux à deux Fois la longueur du tuyau, elles vien-
2/ nent, au bout d'un intervalle de temps égal à — -, reproduire, en se composant, l'état initial 5 et cet effet se répétera de nouveau indéfiniment.
TUYAU LIMITÉ OUVERT A SES DEUX EXTRÉMITÉS
770. On doit avoir, quel que soit ?, — ^ ^= o pour x -- 9 ex X zsi^l^ ce qui donne, quel que soit 2,
cp' (s) et (p' (z) sont données pour les valeurs de z comprises entre o et /. Donc c^' (/ -h z) est connue pour ces mêmes valeurs, d'après la deuxième équation. Et par conséquent 9'(z) est connue depuis ^ = 0 jusqu'à 5 = 2 /. En changeant z en z ~~ /, celte deuxième équation donne
et comme on a aussi
il en résulte et de même
L'état du tuyau est donc encore périodique et redevient
le même après chaque intervalle de temps égal à — 5
conclusion qu'on peut déduire aussi de la réflexion des ondes.
TUYAU LIMITÉ OUVERT A UNE EXTRÉMITÉ ET FERMÉ A l'autre. »
■ 77J . On doit avoir, quel que soit t, — -~o pour x = o,
du j . ,
et - — = 0 pour X = l\ ce qui donne
quel que soit z.
Ces équations déterminent les fonctions çp' [z] eldi' [z] pour toutes les valeurs positives et négatives de s, quand on les connaît pour les valeurs positives plus petites que /.
La seconde équation donne
et la première
Donc
de sorte que la fonction cj)''(z) change de signe quand la variable augmente de 2/ : par conséquent si z augmente de 4^5 la fonction reprendra sa première valeur; car on aura
La fonction ^' {z) aura la môme période 4^, puisque <F'(^)+f (-2)=o.
(Ainsi l'état du tuyau ne redevient le même qu'après un intervalle de temps égal à — •
BIÉHÎOÎRE (*) SUR QUELQUES PROPOSITIONS DE MÉCANIQUE RATIONNELLE
Le théorème de Cainot sur la perle de force vive qui a lieu dans un système dont certaines parties dénuées d'élasticité changent brusquement de vitesse en se clioquant, a été étendu par quelques auteurs à tous les changements brusques de vitesse produits par des causes quelconques. La démonstration de Carnet n'étant pas fondée sur la considération des actions mutuelles développées entre les molécules dans le choc, semblait se prêter à cette extension de son principe. Mais, après un examen plus approfondi, plusieurs géomètres ont été conduits à juger celte démonstration de Carnot insuffisante, et à restreindre considérablement la généralité de son théorème. On savait déjà qu'il n'avait pas lieu dans le choc des corps élastiques : on a cru devoir le borner au cas des changements brusques de vitesse dus au choc proprement dit entre des corps dépourvus d'élasticité, en observant que pour ce cas même il ne donne qu'une partie de la perte de force vive du système, quand il y a frottement entre les corps en contact : qu'il faut d'ailleurs que les vitesses des points en contact dans le sens delà normale commune aux surfaces des deux corps qui se touchent soient les
(*) On n'a pas trouvé de rédaction suivie de ce Mémoire dans les papiers de M. Sturm, mais seulement des parties détachées, couvertes de ratures. On a réuni ici tous ces fragments, en s'aidant, pour les coordonner et les compléter, de l'analyse du Mémoire donnée par l'Auteur dans les Comptes rendus des séances de V Académie des Sciences, t. Xllt, p. lo^ô Stirm. -i^/ec. II. 23
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mêmes à la fin du choc, et qu'enfin les conditions ou liaisons géométriques auxquelles les points du système sont assujettis ne doivent pas changer de nature avec le temps, M. Poisson a remarqué qu'une explosion ou une production subite de forces qui séparerait brusquement des corps d'abord en contact, doit toujours donner lieu à une augmentation de forces vives dont l'expression est analogue à celle de la perle dans le théorème de Carnot.
S'il est certain que ce théorème ne peut pas s'appliquer à tous les changements très-rapides de vitesse, quelles qu'en soient les causes, il ne doit pas cependant être limité exclusivement au cas du choc des corps non élastiques. Le présent Mémoire a pour objet principal défaire voir qu'il a lieu dans d'autres circonstances qu'il est utile de connaître.
Considérons un système de points matériels en mouvement, sollicités par des forces quelconques et assujettis à des liaisons exprimées par des équations entre leurs coordonnées, qui ne renferment pas le temps explicitement. Soienl7?7, /«', m" , . . . , les masses de ces points; x,j^, z. les coordonnées du point rw au bout du temps £; x',j',z', celles du point /«'_, etc. ; ces coordonnées se rapportant à trois axes rectangulaires fixes dans l'espace. Désignons par i^ la vitesse du point m au bout du temps t, et par a, h, c les composantes de cette vitesse parallèles aux axes fixes desx,j^, ^; soient de même P"' la vitesse du point /w' et a', b' ^ c' ses composantes, et ainsi de suite. Enfin soient
les équations qui ont lieu à chaque instant, pendant le temps f, entre les coordonnées x,j)^, 2, x', . . . , des points du système, sans contenir le temps explicitement.
Imaginons maintenant qu'à un instant donné, au bout d'un temps t^ on établisse entre les points du système de nouvelles liaisons exprimées par les équations
L, = G , Ml = o , N, =-- o , . . -
et parmi lesquelles pourraient se trouver comprises les
liaisons
qui avaient lieu précédemment ou seulement quelquesunes crentre elles.
A l'inslant où l'on assujettit le système à ces nouvelles condiiions, la vitesse de chaque point du système changera brusquement soit en grandeur, soit en direction. Désignons par t^i la nouvelle vitesse que prendra le point m qui avait auparavant la vitesse v, et paraj,Z)j,Cj les composantes de (^i. II résulte du principe de d'Alembert qu'à l'instant où commence le nouvel état du système, les quantités de mouvement telles que mv^^ que prennent les différents points étant considérées comme des forces et prises en sens contraire, doivent faire équilibre aux quantités de mouvement im^ que ces points possédaient auparavant : de sorte qu'on a l'équation
{h) y m[[a — a,)Sx -V- [b — b,) Sy -\- (c — cj^z] -- o,
en désignant par §.r, èj, ^ z, dx'. . . . , les projections sur les axes des déplacements virtuels des points rn, m' , . . . , compatibles avec les liaisons nouvelles
Ainsi l'on peut donner à âx, ây, . . . toutes les valeurs qui satisfont aux équations simultanées
ciJL (-ty ci4* cijl
-r— Sx -\ — - àj H — a 3 H — - 6^' H- . . . =; o ,
I dx dy dz dx
En différen liant les mêmes équations Li=: o,Mi =: o, .,
, dx dy dz
par rapport au temps i, puis remplaçant ~r • ~r' "7-' • • *
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parleurs valeurs actuelles «i, &i, Cj , . . . , on aura
— — a, H — b, H — c, -}- -— - fl, + . . . z= o ,
«.r dy dz dx
h) l rfM, ^M, ^M, dm, , _
dx dy dz dx' * ' ' ' '
Au moyen des équations (/) on éliminera de l'équation (7^) une partie des variations dx, dj,..., puis on égalera à zéi-o les quantités multipliées par chacune des variations restantes. Les équations qu'on obtiendra, jointes aux équations connues (Â), fourniront la valeur des "6)1 inconnues «i, &i, Cj, . . . , qui n'y entrent que sous forme linéaire. On peut aussi combiner l'équation [h) avec les équations [i] par les équations
. , rfL, dm,
dx dx
d'Li f/M,
dj- dy
dont le nombre est triple du nombre n des points /;/, m' , . . . . Ces équations et celles qui précèdent (A) donneront les valeurs des 3/2 inconnues «j, ^i, Cj , . . . , et en outre celles des facteurs ^, u., . . . qui font connaître les percussions que les liens du système éprouvent par le changement brusque des vitesses.
Les équations de condition
étant par hypothèse indépendantes du temps, on voit que le mouvement effectif du système pendant l'instant dt qui succède au temps t est l'un des mouvements virtuels que les liaisons données lui permettent de prendre. En effet, les équations (/) sont vérifiées si l'on prend §x,
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Jr, §z. . . . proportionnelles aux composantes a^, ^i, c,, a\, . . . des vitesses réelles. On peut donc remplacer dans l'équation générale dx, ôj, §z,. . . par «i, b^, Cj. .... On a ainsi l'équation
m [{a — «,) G, -t- (& — bi) bi + (c — c,)c,] = o,
qu'on peut mettre sous la forme
\ m {a--^ b^-hc^)
=yni{al-\-b'^~'^c])-hyni[(a-a,Y-'^(b-b,y-h(c~c,Yy,
et comme a — «j, b — ^j, c — Cj sont les composantes de la vitesse perdue par le point m., quand on décompose sa vitesse \^ en i^i et u-,, cette formule devient
\ mv- = \ mv\ + \ mu]
Elle signifie que si les liaisons d'un système de points en mouvement sont changées à un instant donné, la somme des forces 'vives acquises avant cet instant surpasse celle qui a lieu immédiatement après, dhine quantité égale à la somme des forces vives correspondant aux vitesses perdues dans le passage du premier état du système au second (*).
Quoique la formule précédente soit semblable à celle du théorème de Carnot sur la perte de force vive dans le choc des corps dénués d'élasticité, les deux propositions reposent sur des considérations assez différentes pour être distinguées l'une de l'autre. Les conséquences suivantes feront mieux ressortir cette différence.
(*) Ce théorème a été démontré par M. Duhamel dans une Note présentée à l'Académie des Sciences en iSjî et imprimée en i835 dans le tome XV du Journal de l'hcole Poly technique .
D'autres démonstrations ont été données en i843 par M. Combes dans la lithographie de ses Leçons de Mécanique faites à l'École des Mines, et par M.l'ertrand, dans les Cow/;i« rendus de l'année i856(t. XLUI, p. iioS).
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Rien n'empêche de supposer qu'à l'instant même où l'on établit les liaisons Lj = o, Mi = o- . . . , le système soit mis enmouvement par des percussions, c'est-à-dire par des forces d'une très-grande intensité agissant pendant un temps inappréciable sur les différents points m, m'. . . . , et capables de leur imprimer, sHls étaient libres^ les vitesses v^, ^'. . . . . qui se changent en v'i, v^'j, . . . par l'effet des liaisons L^ =0, Mi = o,.... Chaque vitesse vse décompoiant en i^i et «i, on aura toujours
\ mi>- — - ^ m(>1 -r- \ I
Considérons de nouveau un système de points en mouvement, 772, 77î'...., assujettis à des liaisons L:=:o, M = o,... indépendantesdu temps; supposons qu'à un instant donné pour lequel ces points ont les vitesses t^, u' — on établisse de nouvelles liaisons exprimées par les équations Li = o, Mj = o...., et parmi lesquelles se trouvent comprises toutes les anciennes liaisons. Appelons t'j la vitesse que prendra le point m, qui avait auparavant la vitesse u. En décomposant celte vitesse w en ^'l et Ui, on a trouvé
\ 7/;c' — \ niv] = y I
OU
> 7rt(^-— > mv\ =z\ m[(a — «,)^H- {b — ^,)=-i- (c — c,y]. l^ Là La
Ou déduit immédiatement des propositions qui précèdent quelques propi iétés de mouvement déjà connues, qu'on avait démontrées par des calculs plus ou moins simples. Par exemple, si l'on considère un corps solide eu mouvement autour d'un point fixe, la somme des forces vives de tous les points de ce corps à une époque quelconque de son mouvement est toujours plus grande que celle qu'on obtiendrait si, en conservant à chaque molécule sa vitesse actuelle, on fixait un point quelconque de
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ce corps situé hors de cet axe instantané ou, en d'autres termes, si l'on forçait le corps à tourner autour d'un axe diiïérent de son axe instantané. Il en est de même pour un mouvement initial. Si un corps solide retenu par un point fixe est mis en mouvement par des percussions, i'axe instantané autour duquel il commencera ta lounicr sera, parmi tous les axes passant par le point fixe qu'on peut imaginer dans le corps, celui pour lequel la somme des forces vives initiales est un maximum, c'est-à-dire que cette somme sera plus grande que celle que produiraient les mêmes percussions, si l'on assujettissait le corps à tourner autour d'un axe différent de Vaxe spontané. Euler et Lagrange avaient dit que la somme des foices vives du corps tournant autour de son axe spontané, devait être un maximum ou un minimum, M. Delaunay a prouvé, par l'application delà méthode générale des maxima et minima, que cette force vive est toujours un maximum. Au reste, on obtient aisément cette proposition et une autre encore plus précise parla considération de la surface que M. Poinsot a nommée l'e////^5oiVZe ceiitraL
Le principe général donne de môme, sans aucun calcul, cet autre théorème dû à M. Coriolis.
La somme des forces vives d'un système de points matériels à une époque quelconque de son mouvement est égale à la somme des forces vives que prendraient ces points, si, étant animés de leurs vitesses actuelles, ils venaient à former à cet instant un système de figure invariable assujetti aux mêmes conditions qu'auparavant, plus la somme des forces vives qu'auraient ces points en vertu des seules vitesses relatives par lesquelles ils s'écartent des positions qu'ils occuperaient dans le système solidifié.
La somme des forces vives dans le mouvement que prendrait le système s'il venait à être solidifié dans Tétat oui! se trouve à un instant cjuelconque, et que M.Coiiolis appelle son mouvement niojen pour cet instant, peut tïie.--
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même se décomposer en deux parties dont l'une est la force vive qu'aurait la masse lolale du système aiiime'e de la vitesse du centre de gravité, et dont l'autre est la somme des forces vives qu'auraient les molécules dans le mouvement relatif ou apparent du système solidifié autour du centre de gravité considéré comme fixe.
Soit un système de points matériels en mouvement assujettis à des liaisons quelconques qui peuvent ici contenir le temps explicitement (*). Considérons ce système à un instant donné et supposons qu'à cet instant et pour cette même position du système, on lui donne un autre mouvement quelconque différent du mouvement réel, mais toutefois compatible avec les liaisons données. Cet autre mouvement sera, si l'on veut, purement fictif. On pourra décomposer la vitesse u de chaque point m dans le premier mouvement en deux vitesses, dont l'une p^j soit la vitesse de ce point dans le second mouvement, Fauîre composante w sera la vitesse perdue ou relative aveclaquel le le point devrait s'écarter de la position qu'il occuperait dans le mouvement fictif (après l'instant </f) pour arriver à celle qu'il occupe dans le mouvement réel : le produit wr/f de cette vitesse perdue ou relative par l'élément du temps peut être appelé le déplacement relatif du point m, vdt étant le déplacement réel, et v^ dt le déplacement fictif.
Cela posé, la demi-somme des forces vives- \ nmy- correspondantes aux vitesses relatives w, prendra dans chaque instant dt un accroissement égal à la somme des c|uantités
(*) Dans un système de liaisons L == o, M ^ o, N =; o,. .., fonctions du temps, on peut toujours supposer qu'une seule renferme t. explicitement, en éliminant i entre elle et les autres. Mais l'équation des forces vives devient
d.'V«!t.-=3 V(xjx-+- Y<?jH-z<?2) — ;,^jr.
il n'est pas le même que si l'on conservait toutes les liaisons fondions du temps.) {Noie de M. Slurm.)
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de travail élémentaire Voidt cos(P, w), dues aux forces extérieures P qui agissent sur les points du système et à leurs déplacements relatifs, plus les quantités de travail Qctidt cos (Q, w) qu'on obtient en considérant les forces Q égales et contraires à celles qui donneraient à chaque point supposé libre et d'abord animé de la vitesse fictive t^i, le mouvement fictif qu'on a supposé, et multipliant ces nouvelles forces Q par les mêmes déplacements relatifs wdt projetés sur les directions des forces : en sorte qu'on a, pour un temps quelconque,
= 2/ \ Pcosw<^^cos(P, w) -h ?. / \ Qwf//f cos(0, w),
Wo étant la valeur initiale de w à l'origine du temps.
Pour démontrer ce théorème (*), nommons ce, 6, 7 les composantes delà vitesse w, «i, ^j, Ci, celles delà vitesse fictive, a, b, c celles de la vitesse réelle, et X, Y, Z celles de la force motrice P. En conservant les notations déjà employées, on a
OU, à cause de « = «j -]- a, Z> = /?i H- S, . . . ,
' cl a 1 cl y.
dt clt
l y iX3x -h Yâj -T- ZSz) — \
clt dt j -^ \dt clt j J Mais l'équation de condition L =:^ o donne
dL dL dL , dh dL ,
-77+-— « + -—6-!- -— cH---, « -+-...1=0, dt dx dy dz dx
(*) Ce théorème a été aussi démontré par M. Combes (Cours de Mécanique professé à l'Eeole des Mines). Dans l'exemplaire qu'il possédait, M. Sturm avait ajouté en marge sa démonstration, que nous reproduisons
Cl V
tisque - == a,
dv -
dl. dL
puisque les vitesses aj, èj, . . . , sont compatibles avec les liaisons du système à l'époque t.
Donc, en retranchant les deux équations précédentes, on aura
dh , . dh
-— - rt — «,) -f- -— - ( 6 — é, -1- , . . = O , dcr dy
OU
Donc on peut prendre pour vitesses virtuelles a c?/, ^ài. . . . , c'est-à-dire faire
^x = a.dt , 'îj =: Sc/^ , . . . ,
et l'équation (Z) devient
m [ad 01. -r- êf/ê -\- jdy).
de la force Q étant — Q — 5 —Q —j —Q — 5 la formule précédente revient à
^^\ woj\— aX V M dt cas {P,oy) -h ^\ Qwr/^cos(Q, w),
ce qui démontre le théorème énoncé.
On peut encore supposer dans cette formule que les forces Q soient des forces égales et contraires à celles qui seraient capables de produire le mouvement fictif à l'aide
Le second membre est égal à- d\ mw^ elles composantes
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des liaisons données; car on aurait, d'après le principe de d'Alembert,
sans avoir
w — = Qcos(Q, x). . ., Autrement . On a les deux éqnations
dt j _
"/ da\ _ / L\ dt j \
en appelant Xi, Yi, Zj les composantes des forces — Q.qui donneraient aux points le mouvement fictif. De là
' ^ dt dt
ou
Mais on peut prendre ^ x ^^ en. di, ôj ~~ ê df , . . . , Donc... (*).
Cette proposition comprend le beau théorème que M. Coriolis a donné pour l'extension du principe des forces vives ou de la transmission du travail aux mouvements relatifs en vertu desquels les points d'un système animés de leurs vitesses acquises à chaque instant s'écai'teraient des positions infiniment voisines qu'ils prendraient dans le système solidifié. M. Coiiolis a fait des applications importantes de son théorème : il en a donné
(*) Application. — Prendre le mouvement d'une planète pour le mouvement réel et le mouvement elliptique pour le mouvement nctii'.
{Note de M. S lui m.)
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un autre analogue pour estimer la force vive dans le mouvement fictif, et qui peut aussi être généralisé, comme l'exprime la formule suivante :
cl\ mv] = 2^ P(^i r/^cos(P, fi) — 2 ^ Qwû?fcos(Q, w),
qui suppose, toutefois, les liaisons indépendantes du temps. Dans cette hypothèse, en ajoutant les valeurs précédentes de d\ ui(x)r et de d\ mu], on retrouve l'équation ordinaire des forces vives.
Dans la démonstration de ces formules, on observe qu'en décomposant le mouvement réel de chaque point en un mouvement fictif quelconque satisfaisant à toutes les conditions du système, et en un mouvement relatif, ce dernier peut toujours être pris pour un mouvement virtuel quelconque compatible avec toutes les liaisons données, quand bien même elles dépendraient du temps explicitement. Cette remarque suffit pour déduire de la formule généi^ale de dynamique toutes les équations du mouvement relatif du système, en supposant connu le mouvement fictif à chaque instant.
Note sur le théorème de la page 353. — La vitesse du point m ne peut varier d'une manière continue depuis s^ jusqu'à Vi pendant le temps 9 si les nouvelles liaisons L = o, M = o^... sont indépendantes du temps 5 car pour t = o on a
(1) \ dm dm ,
puisque les vitesses t^ sont incompatibles avec les liaisons L := o, M =r o, . . , ou ^/L = o, <^M = o, . . . .
Mais dans l'iusiant suivant i', la vitesse devient v' et
doit être compatible avec L — o, M = o, - . . , puisque ces liaisons doivent par hypothèse subsister depuis t = o jusqu'à £ = 0 et au delà. On a donc pour t =. t'
^ ' dx dy
Mais, dans les formules (i) et (2), —,—?••• ont sensiblement les mêmes valeurs, puisque les points ne sont pas sensiblement déplacés. D'ailleurs la vitesse variant d'une manière continue, i^' diffère infiniment peu de r,
a' de rt, h' de è et c' de c. Donc -^ « + -7- ^ + • • • ^^if^ère
dx dy
infiniment peu de — ^ «' H -£'-!-..., c'est-à-dire de
^ dx dy
zéro, ce qui est faux, puisque les vitesses initiales a, h^ c
... , dL dL j
sont arbitraires, et que par conséquent -— a H — — a -V- . ..
peut avoir une valeur quelconque différente de zéro. Mais il n'y a plus aucune absurdité si l'on suppose que les liaisons L = o, M — o, . . . contiennent le temps pendant le temps 0 et deviennent ensuite indépendantes du temps; car la liaison L = o peut être exprimée par ©(a:, y, z^ x'^. . .) = t ou ^ (f), ^ [t] étant très -petit pendant le temps Q et nul après ce temps, tandis que (|/' (?) a une valeur finie qui s'évanouit après G. En supposant, par exemple,
on aura pour un temps quelconque (depuis zéro jusqu'à Q)
dh r/L dx dL, dy
lit dx dt dy dt ' '
d'où, pour t = o,
r/L ^/L _^ r/L ^ _ dt dx dy
T . c/L it rfL -.
ICI -7- = 2 -î et pour £ =:^ 0 on a -- =■ 1. Les va
leurs de x, r, ^ et celles de - — , — ; • • ■ ne varient pas ' -^ f/.r dy ^
sensiblement pendant l'intervalle de temps Q. Mais -— -
décroit depuis 2 jusqu'à zéro et au delà de 0 reste nul, puisque L ne contient plus t.
Pour if > 0, on a
dh rfM
On a pour un temps t quelconque
o.r -- -— §jr~\- . . . = 0, dM , a'M ,
et comme -—5 -— -?••• restent sensiblement constants, dx dy
àx, dy, §z sont constants pendant le temps 6 et les
mômes qu'à la fin du temps 6. On peut donc prendre
dx = ai dt^ dy = bi dt, .... puisqu'on a ainsi
fl'L dh
à cause de — - = o, c'est-à-dire prendre pour déplacement virtuel pendant tout le temps 9 le déplacement réel qui a lieu à la fin de ce temps quand L est devenu indépendant du temps. Or on a, en faisant abstraction des forces extérieures,
d^jc , \
— — (îa? -t- . . . = o.
dt' j
Intégrant, en supposant dx^ dy.... constants depuis
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t = o jusqu'à t=z 9^
. ] Sx -i-. . . =0,
OU
\ m[(ai — ^) (Îjc -i- • . .] = o.
Il est permis de prendre dx = «j dt, ^J = bidt...-; alors
y m [[ai — rt)«( -h. . .] =^ o (*).
Férif cation , méthode inuerse. — Appliquons au
point m, supposé libre et animé de la vitesse initiale i^
1 f ^dh ^rlL du ^
pour £ = o, les iorces A —1 À —-■) • ■ • ■> y. — ? • • • • Un a
d^x dh dM
dC^ dx clx
Supposons que pour u.n temps f, entre zéro et 0, x, y, z
. . dh dm
restent a peu près constants, ainsi que — — ? ~7"'''"'
quoique L contienne t. En intégrant l'équation précédente, on aura
, , dL r\ , dm r^ , ,
Supposons — - âx -+- — ^■y -+-...= o : dxy dj. . . , resteront constants. On aura
m [(«, — a) Sx -Ar . . . ] /f/L dh
\dx dy
(*) Cette équation est la première de la page 353. On en déduit comme plus haut le théorème énoncé. La démonstration précédente avait été indiquée par M. Sturm à M. l'abbé Jullien. Voir l'ioblèmes de Mécanique rationnelle. Paris, i855, t. II, p. 255.
NOTE
Autrement et plus brièvement on a
Intégrant, on a, puisque ^x, àj, d z^ ... ne varient pas avec le temps, __
dt
et entre les limites zéro et 0
[m («1 — a) §x -1- . . .]=: Go
SUR LE MOUVEMENT DU PENDULE SIMPLE, EN AYANT ÉGAUD AU MOUVEMENT DE LA TERUE.
(Leçon faite par M. Sturm à la Facullé des Sciences, en Juin i85i.) f*)
Soient X, Y, Z les coordonnées, rapportées à trois axes Fig. 192. rectangulaires fixes, de Tex-
trémilé M du pendule : le point M est sollicité par deux forces dont l'une est la résultante des attractions des diverses parties de la terre, tandis que l'autre provient do l'attraction du soleil et des autres corps célestes. Nommons ^ et y ces deux forces rapportées à l'unité de masse et désignons par g'^, g^^, g , f . f , f leurs composantes parallèles aux axes. En appelant cJX, 0 Y, JZ les variations des coordonnées X, Y, Z
(*) Nous devons à l'obligeance de M. Piiiseux la rédaction de cette Leçon, sur laquelle nous n'avons trouvé, dans les papiers de M. Sturm,que des Notes incomplètes.
qui résultent d'un déplacement virtuel quelconque du point M, on aura l'équation
Appelons a, (3, y les coordonnées du centre de gravité G de la terre et X,y, z celles du point M par rapport à trois axes parallèles aux axes fixes menés par le centre de gravité. On aura
et si l'onobserveque les composantes/^, g^.. . . . , peuvent aussi bien être représentées par/^, g-,., . . . , on remplacera l'équation précédente par celle-ci
Mais si l'on admet, comme nous le ferons, que la force jTsoit la même en grandeur et en direction pour tous les points de la terre, et si l'on nomme [i la masse d'un point de celle-ci et M sa masse entière, les principes généraux delà dynamique nous donneront l'équation
On aura de même
dt^ ~-^'' dt
Jy ,ui — ■/î-
Par suite l'équation établie ci-dessus deviendra ainsi le mouvement du pendule sera le même que si, le
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centre de gravité étant immobile, le point M n'était soumis qu'à raltraction de la terre.
Supposons que Taxe Gz passant par le centre de gravité soit Taxe de rotation de la terre (*). Soit P le point de suspension du pendule PM; abaissons du point P sur Taxe la perpendiculaire PK que nous désignerons par /'; appelons 7i la vitesse angulaire de rotation de la terre et comptons le temps t à partir du moment où la droite PK se trouvait dans le plan (jjz\ les coordonnées du point P relativement à l'origine G seront
Fig. igS.
x^= rs\nnt, y = r CQS nt,
A désignant une constante. Si l'on prend la seconde sidérale pour unité de temps, le nombre n est égal à ^t-t-^ —
••, on voit que c'est une petite fraction.
ou environ
Regardons maintenant le point P comme l'origine de trois nouveaux axes de coordonnées Pxi, P/j, Vz^ que nous supposerons emportés avec la terre. Nommons a, Z>,c les cosinus des angles que Gx fait avec ces nouveaux axes, a\ b\ c' ceux des angles que fait Gj, et a" ^ h" ^ c" ceux des angles que fait avec les mêmes axes le prolongement Gz' de Gz. On aura
x=:rsin/?^+ axi H- bj i -F- rz,, y zrz rcosnt H- a' a:^ -i- b' jt -\- c' z^, z-=i h — [a"x, -f- b"j, + c" z^).
La quantité g^ dx -f- g y ^j-î- g^ dz exprimant le mo-
( * ) Et que les s positives soient dirigées vers le pôle boréal ; admettons de plus que la rotation se fasse de Gj vers Gs.
ment virtuel de la force g^ conserve la même valeur quels que soient les axes des coordonnées 5 l'équation
peut donc s'écrire
Sx
Mais on a
d\r dt'
dj
fd'z
Sz:
rJf>-^^^J^
Fig. Ifj:'].
Sx =r a§Xi H- bSfi 4- cSZi ,
S Y = a'Sxi + b' êft -+- c' Sz, ,
Sz — — {a" Sx, + b"Sj\ -+- c"Sz,).
D'un autre côté, menons par le point P les droites P^, Pv/, PS respectivement parallèles à Gx, Gj, G 2, et dans le plan P^vi perpendiculaire à Gz, menons PE perpendiculaire à la droite KPF, dans le sens de la rotation.
Les angles des droites PE, PF avec Vxi, Pj^i, P^i ne varieront pas avec le temps, et l'angle FP/] étant égal à nt, on aura (*)
a = cosa:, P^ = cos«f cosEPjt, -\- sin«?cosFP^, ,
b = cosj,P^ = cos«^cosEPji H- sin7??cosFPj,,
c =^ cosz, P^ = coswi'cosEPs, -+- sin/z^^cosFPz, ,
a' ;= cosj^iPvî = — sinrt^cosEP.r, -+- cosw^cosFPjc,,
b' = cosjiPn = — sin/z/cosEPjr, -f- cos/z^cosFPj,,
c' =. coszi P/j = — sirirt^cosEPz, H- cos«f cosFPz,:
a", h", c" sont indépendants du temps.
(*) La première de ces équations, par exemple, s'obtient en prenant surP| une longueur égale à l'unité ; en la projetant sur ox^, on a a ; mais on peut aussi projeter, au lieu de P^, ses composantes suivant PE et PF. Ce qui donne
cos«icosEPrj-i-sinn? cosFPx,.
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On conclut de ces formules
da , dh de
—- =z na, — - = nb, — ^= ne ,
dt dt ' dt
da' db' , de'
— — = — na, — — == — nh , -—- =. — ne. dt ^ dt dt
L'équation
X =^,r sin nt + ax^ + hy^ -+- czi ,
nous donne par suite
dx d.T^ dy^ dz^ 1,11,1
— =i nr cosnt -\- a — — \-h-^^-\-e— — \-na' x,-\-rd)'y^ + ne' z^, dt dt dt dt
d-x . d-Xt . dy^ d-Zi
::= —ii^r %\Xïnt -\- a —— — 1- b ——- -r- c — —
dt' dt^ dt- dt
,dx^ ..dy, ,dz^ , ,,
-+-ina' 1- inb -^---\- ind — n'ax^ — rvby^ — «^cz,.
dt dt dt
On aura pareillement
-^ = — ii'rcoint + a' — — + h' — V + ^ Wv df dt^ dt^ dt-
dxi dy^ dzy ,, , ,
— ina — ■ — -inb —, ine na .r, — n^by^ — n-c z,,
dt dt dt
et de plus
f^ — _ «'/ ^ _ A" ^ _ c" ^ dt' ~ dt' dt' dt'
Observons maintenant que les coordonnées ^i, J^i, Zi du point mobile M doivent vérifier l'équation
l désignant la longueur du pendule : il en résulte
Ajoutons cette équation multipliée par un facteur in-
déterminé ^ à l'équalion
et remplaçons ^x, 3j", (?z, -;^5 -— -5 -— par les valeurs
qu'on vient de trouver. Nous aurons
d'^Xi , d^Y\ d^Zs , dx^ ,,dY\ ,dz^
a—, h o —i \-c—, V-'xna —- h inh — h "^.nc — •
dt'' dt^ df' dt dt dt
— li^axi — n^bji — /z'cz, — n'rsmnt
d''xs d^Yi .d'^Zi dXi dvt dz^
a —, 'r-o --i-c 7,na 2no 2.nc- — -
dt\ dt^ dt- dt dt dt
— rûa' Xx — ii^b' jx — n^c'Zi — u-rcosnt]
>C{a'§x,-h b'Sy^-^-c'Szx)
-;- — àxx-\- ^ «^Ji + -y ^^i—Sxi^^y—Sï,^Ji—gz,^Zi=Q.
Nous pouvons maintenant dans cette équation égaler séparément à zéro les coefficients de dx^ , àj^ , dz^ , et si nous avons égard aux relations connues
bc H- //c'-;- b"c" = o,
ac -\- a' c' H- a" c" = o,
ab -h a'b' -h a" b" = o,
bc' — cb' = a", ca! — ac' =z b" , ab' — ba' z= c" ,
cl aussi aux formules
a ?,innt + a' cosnt = cosFP.r, , b sinnt -+- b' cosnt = cosFPj-,, c sin /it -f- c' cosnt = cosFPz, ,
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nous trouverons
d^-r, , „ dy, dt' dt
7 „ dz,
dt
"Xx -f- n-a"{a"x, + b"j't -1- c"z,] — «'7-cosFP.r, -\ '^ — gs, = o,
,1 dx^ ,, dz,
inc" + ina" ,
— «'Ji
dt'
dt dt
-^-ri'b" [ci"x, 4- h"y\ + c" z, ) — «VcosFPj,
h 2 7^0 — ina —, n-Zi
dt' dt dt
-+-n'c"{a"x, + Z»"jr, +c"z,) — «VcosFPz,
Ces équations ne diffèrent de celles du mouvement d'tm
point libre que par les termes — -^? — -^, — !• qui pris en
signes contraires expriment les composantes parallèles aux axes P^Cj, P/i, P^i d'une force X dirigée dans le sens MF suivant le fil qui supporte le point M. La tension de ce fil est donc égale à 1.
Il est aisé de reconnaître que dans les trois équations du mouvement obtenues tout à l'heure les termes en /z^, pris en signes contraires, représentent les composantes de la force centrifuge du point M due à la vitesse de rotalion n. En effet, soit I la projection du point M sur l'axe de rotation G^ ; le quadrilatère PMIK projeté sur l'axe Pxi nous donnera
KP cosFPjt, + PM cosMP.r,
+ MI ces ( MI, ^, ) -h IK cos ( IK , .r 1 ) = o ,
ou bien, en observant que l'angle (IM, Xi) est le supplément de (MI, Xi),
MIcos(IM, Xi) = rcosFPa:i -f- ar, — a"{a"x, + è'Vi + c"zi),
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et par suite
72-MIcos(lM, .r,) = n'r cosYP -v, -^ n'x, ~ n^-a" [a" x,' -\- b"y, + c"zy).
Or le premier membre est la composante suivant Vxx de la force centrifuge du point M due à la vitesse de rotation n : les termes
— «2jr, + /l'a" {a"x, + b"y^ + c" z^ ) — /zVcosFPjt,,
qui se trouvent dans l'équation en -~ expriment donc
cette même composante prise en signe contraire.
Appelons f la force centrifuge pour le point M et f-^\-> fro f^i ^^^ trois composantes parallèlement aux axes Vxx-) P/n P-^i 5 nos trois équations pourront s'écrire
—— + —--(- inc — inb" — /^, — Sx. =^->
dt^ l dt dt '
d'^J, Ir, „ dx. dz,
dt- l dt ' dt -^ ' " '
Les quantités/^j -h ^'^p fj^ -H g,.^^ j\^ + g^^ sont les com- |>Dsantcs de la pesanteur apparente au point M, c'està-dire de la résultante de l'attraction de Ja terre et de la force centrifuge. Désignons-les par /?^^ , p^,^^ p^^^ et les trois équations précédentes deviendront
(r/^r, \x, dy^ dz^
dt- l dt dt ' '
— \ ■ inc — T- 'i.na' —
dt- L dt at
d-z^ \z, „ dx, dvt
——- n --i-inù — -ina — p,=o.
dt' l dt dt ^ '
Jusqu'à présent uous n'avons pas déterminé les direc-
lions des axes des Xj, j^i, z^ : supposons maintenant qu'on fasse coïncider l'axe des z^ avec la position d'équilibre Pni du pendule (*). Les équations précédentes doivent être vérifiées lorsqu'on suppose le pendule en repos dans celte position 5 si l'on observe qu'alors on a Xi = o, yi = 0, ^1 = 0, et si l'on appelle P la valeur correspondante de 1, on aura pour le pendule en équilibre
On voit par là que la tension P du fil dans la position d'équilibre se confond avec la pesanteur apparente p au point 771. Si maintenant on néglige les variations que cette pesanteur apparente éprouve en grandenr et en direction dasîs l'étendue des excursions du pendule, on pourra dans les équations du mouvement remplacer p^ par zéro, /7,,j par zéro et p^^ par p : elles deviendront, à ce degré d'approximation ,
d-Tf
,, dy, dzt
dl'
-f- inc" ~ — inb" —dt dt
Xr,
dx^ dz^
dt'
— 1 ne . \- 2 na — ■
dt dt
dl'
+ 2 nb" — 2 na" -^
dt dt
La pesanteur apparente est, comme on l'a dit, la résultante de l'attraction de la terre et de la force centrifuge. Si l'on regarde la première force comme constante en grandeur et en direction dans l'étendue des excursions du pendule (et en effet, ignorant la constitulion
(") Nota. On doit remarquer que la direction Pm du pendule en équilibre est celle de la verticale ou delà pesanteur apparente au point m, mais qu'elle est généralement différente de la direction de la verticale au point de suspension P. L'écart de ces deux verticales explique la déviation entre Test et le sud qu'on observe dans la chuta des corps qui tombent d'une grande hauteur.
intérieure de la terre, nous ne savons pas apprécier les variations que cette force éprouve); mais qu'on veuille tenir compte des variations qu'éprouve la force centrifuge dans les mômes limites, on poiirra encore regarder gr^t gy^i gz, comme ayant toujours les mêmes valeurs que dans la position d'équilibre, mais cela ne sera plus permis
Pour nous débarrasser des quantités g^^, g^^, g^^^ écrivons que les équations du mouvement, telles que nous les avons obtenues d'abord, sont vérifiées lorsqu'on y suppose à Xx,yi, Zi les valeurs constantes Xi = o, j^:z=o, z^ = /. Il noiis viendra
n''a" c"l — /2VcosFP.ri — g-^^ = o,
7i-b" c"l — AiVcosFPji — Sxi ^^ '^'
P — n-l -\- n}c"'^l — li^r cosFPz, — §-^ = o.
Tirons de là les valeurs de gx^i gr^iSHi et regardons-les comme convenant à une position quelconque du point M : alors nous pourrons les substituer dans les équations du mouvement, et elles deviendront
— , h 1- 2«f inb"
dc"^ L dt ctt
— ri'-x^ + ri^a" \^a" x^ + h" y^ + c" [z^ — l)\ =: O,
f^'j. , \r, ^ „dx, „dy,
1 — inc 1- ina
dr^ l dt dt
_ n-^y^ ^ nH" [a"x, + b"y, + c" [z, - /)] = o,
dH, , >^-i , ,„ dx, „ dj,
■ 1 1- 2/20 ' ina — •
f/^2 / dt dt
— fr-{zi — l) H- 7z'-c" [a"x, + //'j, -^ c"{z, — l)] — V = o.
En négligeant les tenues en 7i^, on retrouverait les équations qu'on a obtenues tout à l'heure en négligeant les variations de la force centrifuge.
Concevons le plan passant par la position d'équilibre
Pm du pendule et par une parallèle à l'axe de rotation de la terre 5 c'est ce qu'on appelle le plan du méridien pour le point m. Prenons l'axe des x^ perpendiculaire à ce plan, on aura a" = o, et si l'on fait
b"z=cosy, c" = sin7,
l'angle y sera la latitude du point 777. Les équations précédenles deviendront, en supprimant les indices des lettres x, y, z,
cPx Ix . (Ij dz
— 1 1- 2 77Sin7 — • -î/îcosv-— + des termes en rî^ = o,
dt' L ' dt ' dt
d-Y \y . dx
-~, r- in sin 7 —- + des termes en nr = o,
dt' L ' dt
d'^z \z dx
—r- -+■ — P + 2« COS7 — + des termes en n^ =: o,
dt- l ' dt
et en négligeant les termes en 72^ ou les variations de la
force centrifuge,
d'^x \x . dy dz
dt- l ' dt ' dt
d^Y \y . dx
dt^ t ' dt
d-z \z dx
-r- H ; P + 2/2 COS7 — - = O.
dt^ l ' dl
Bornons-nous à ces dernières équations \ si la terre était immobile, de sorte qu'on eût n =: o, elles se réduiraient à
Admettons de plus que le pendule s'écarte peu de sa position d'équilibre, et regardons x et y comme de trèspetites quantités du premier ordre; en vertu de l'équation
z ne différera de / que de quantités du second ordre, et en
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les négligeant la troisième des équations ci-dessus nous donnera A := P 5 par suite les deux autres deviendront
d^.v P.r cPy Pr
Ne supposons plus maintenant n :=o, mais regardons n comme une petite fraction; nous allons montrer qu'on a encore deux équations semblables aux précédentes, mais par rapport à des axes qui tourneraient uniformément autour de la verticale Vin du point m. En elfet, la troisième équation du mouvement nous donne
d.v 1 =V — 271 C057 — - ; ^ ' dt
portons cette valeur dans les deux autres et négligeons-y les termes du second ordre 5 elles deviendront
d^.T P,r . dr
dt- l ' dt
d^r Vr d.r
— — -r — 2«sin7 -— =0.
dt' l . dt
Imaginons maintenant dans le plan Vxijx deux droites rectangulaires mobiles P^, Pr/ tournant autour du point P avec la vitesse angulaire constante n siny = A" : si nojis appelons ^, y?, z les coordonnées de l'extrémité du pendule par rapport aux axes P^, Py], P^, nous aurons
a? = ^ ces kt — vî sin kt, y = ^ s\nkt -H yj ces kt,
et en substituant ces valeurs dans les équations précédentes, puis supprimant les termes qui contiennent le produit de ri^ ou de là par des quantités du premier ordre, il viendra
, , d--n P/i , . , cosA'^ — — \ — smA^^ = o,
dt' l
d^l PH\ . , i d--r, P/j\ ,
-— ^ -\ ^ sin kt + — 1 ces A-^ = o,
dt- l I V "t- l
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d'où
dt' l . dt' l
équations pai^eilles à celles qu'on avait trouvées dans la supposition de la terre immobile. Ainsi en supposant l'amplitude des oscillationstrès-petite, la projection horizontale de l'extrémité du pendule se mouvra sensiblement par rapport aux axes mobiles P^, P^i comme elle le ferait par rapport aux axes P^,, Vjy si la terre était en repos. Si donc chaque oscillation est à peu près plane, le pian dans lequel elle paraîtra s'accomplir tournera autour de la verticale avec la vitesse angulaire n sin y.
ÉQUATIONS GÉNÉRALES DU MOUVEMENT RELATIF
Par M. A. de Salnt-Germain.
Le mouvement relatif d'un point matériel, par rapport à un système d'axes ou de points de repère dont le mouvement est bien connu, peut toujours se déterminer comme un mouvement absolu, à condition d'adjoindre aux forces qui sollicitent réellement le mobile certaines forces fictives, à\\Qs forces apparentes, dont nous allons donner, d'une manière générale, la grandeur et la direction. Cherchons d'abord l'accélération totale d'un point, connaissant le mouvement relatif du point et le mouvement du système de comparaison, qu'on appelle mouvement d' entraînement.
Soient, à une époque f , x, y, z les coordonnées absolues d'un point M; Xi, j^j, z^ ses coordonnées relatives à trois axes rectangulaires OjXi, Oij'i, Oj^i, que je prends pour lignes de repère. Les premières ont en fonc-
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tion des secondes des expressions de forme connue ;
j= p ^ a'x.y-\-b'j\-\-c'z^, z=zy -^ a" ,ri -[- h"y^ + c" Zy .
a, [3, y, a, ^, ... sont des fonctions connues du temps qui définissent la position des axes mobiles. La vitesse v du point M a pour projection sur l'axe des x
dx de da dh de
dt dt ' ^ dt " ' dt ' "' dt
dx^ dr^ dz^
Les trois derniers termes représentent les projections des composantes, parallèles aux axes mobiles, de la vitesse relative v^ ; leur somme est donc la projection de t^, , Quant aux quatre premiers termes, leur somme est égale à la projection de ce que deviendrait v si X\, ji, Zi étaient constants, c'est-à-dire de la vitesse d'un point qui coïnciderait avec M à l'époque t, mais ne bougerait pas par rapport aux axes de comparaison ; cette vitesse s'appelle 'vitesse d' entraînement .
Les projections de la vitesse absolue sur les axes des j^ et des z peuvent se décomposer d'une manière analogue à la précédente; cette vitesse se déduit de la vitesse relative et de la vitesse d'entraînement comme la résultante de deux forces se déduit de ces forces; suivant l'expression adoptée en Géométrie dans un sens général, la vitesse absolue est la résultante de la vitesse relative et de la vitesse d'entraînement. Il suffît de considérer le triangle dont les trois côtés représentent ces vitesses pour voir que la vitesse relative est la résultante de la vitesse absolue et de la vitesse d'entraînement changée de sens.
Le mouvement des axes mobiles peut être regardé
(§ 659) comme résultant de deux autres : un mouvement de translation, dont la vitesse est à chaque instant celle du point O), et un mouvement de rotation, qui se fait à l'époque t avec une vitesse w autour d'un axe instantané Oi I. La vitesse d'entraînement peut être regardée comme la résultante de deux vitesses dues à ce double mouvement : la première, dont les projections sont
<-/■« d^ dy dt dt dt
correspond au mouvement de translation ; la seconde a pour projections
(la dh de
'~dF ■^-^'* "^ "^"^ 'dt'
da' dh' de'
'''dï"^^'''dr'^'''dï' • da" dh" de" ^
'^~dr~^-^^~dr ^ ^'Ht'^
c'est la vitesse que la rotation w donnerait à un point coïncidant avec M et lié au système O^x^y^z^. Rappelons qu'on a trouvé (§ 649), pour ses projections sur les axes mobiles,
(3) g^i—f'ji, rxi—pzi, pji— q'.ri,
Piq il' étant les composantes de la rotation instantanée 00. La projection de l'accélération 9 sur l'axe des x s'obtient en différentiant l'équation (i) ;
rZ^ ,r d'^ a d^ a d- h d^ c
liF'^'dê^''''dF'^^''~d^~^^''dF
d^.r, , d'Y, d^ Za
+ ^ —TT + ^ -JT- + ^ -7Tdt^ df- df-
d.\\ da djy dh dt dt dt
dh dz, dc\ dt dt dt)
huXi se reportant a ce qui a ele dit pour — 5 on voit que
la somme des quatre premiers ternies représente la projection de l'accélération d'un point coïncidant avec M à l'époque i, mais lié invariablement à OiX\ ju^t '■ c'est l'accélération d'entraînement; la somme des trois suivants est égale à la projection de l'accélération relative; nous dirons que le trinôme final, qui est multiplié par 2, représente la projection d'une accélération complémentaire. M. Gilbert a remarqué que ce trinôme se déduit de la première des quantités ( 2) en y remplaçant Xi, y^^ Zi
dx^ dy\ dz\ . -. , . . , , .
par — -, -^> — j c est donc la projection de la vitesse
que la rotation w imprimerait à un point H dont les coordonnées par rapport à Oj^Ci, 0,j'^,, OjZ, seraient -—^y
—~i —■■, on voit que 0,H représente la vitesse relative
de M.
Les projections de (p sur les deux autres axes donnent lieu à des" résultats analogues; donc l'accélération totale est la résultante de l'accélération d'entraînement, de l'accélération relative et de l'accélération complémentaire; celle-ci est égale à2 wç'i sinIO< H, perpendiculaire à l'axe instantané et à la vitesse relative ; enfin elle est dirigée dans le sens où la rotation tend à entraîner le point H, c'est-à-dire vers la droite de 0,H pour un observateur dirigé suivant l'axe de la rotation instantanée.
Le polygone qui permet de construire l'accélération totale à l'aide de ses composantes montre que l'accélération relative (f , est la résultante de (f et des accélérations d'entraînement et complémentaire prises en sens contraires ; ces accélérations ainsi changées de sens s'appellent «cce7emtio7z d'inertie d'ejiLraînement et accélération centrifuge composée ; désignons-les par çp' et o".
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La dernière, perpendiculaire à 10, H, est dirigée à gauche de O, H par rapport à l'axe de la rotation instantanée ; ses projections sur les axes mobiles se déduisent des formules (3) en y remplaçant x^, r,, z. par —^5 -^5 -^,
changeant les signes et multipliant par 1. Les projections de çp' ne peuvent se calculer d'une manière générale.
Supposons maintenant que le point M soit un point matériel de masse m\ pour lui donner un mouvement absolu tel que ses coordonnées par rapport à des axes fixes soient à chaque instant égales aux fonctions de t que nous avons appelées x, , y\ , Zi , il faut faire agir sur lui une force égale à /ncf, et placée par rapport aux axes fixes dont il vient d'être question comme cpi l'est par rapport k0^x^y,^z^. Construisons un polygone dont les côtés soient parallèles à cfi, (p, , çp', tp" et égaux à ces accélérations multipliées par in\ la force iw^^, qui donnerait au point M un mouvement absolu identique à son mouvement relatif, est la résultante de trois autres : 1° ime force parallèle à cp et égale à vi^ : c'est la résultante F des forces qui agissent réellement sur M ; 2° une force F' parallèle à ç' et égale à m^^ : c'est X^l force d'inertie d^ entraînement, égale et de sens contraire à celle qu'il faudrait appliquer à la masse m pour qu'elle ne bougeât point par rapport à Oi x^y\ z^ ; 3° une force Y' = //icp", parallèle à (p", appelée force centrifuge composée. En supposant que M soit sollicité, outre la force F, par F' et F", ailes forces apparentes, on peut déterminer son mouvement relatif comme un mouvement absolu ; cet important théorème est dû à Coriolis.
Soient Xi, Y,, Z, les composantes de F suivant O, Xj, 0^r\, 0^z^•, X',, Y',, Z', celles de F'; les composantes de F" se déduisent de celles de cf" en les multipliant par m, et l'on a, pour les équations générales du mouvement
relatif,
dt- ^ \ dt dt
d'^Yt , I dz\ dx,
m^ = Yi-hY\+ imip --^ - r—1
dt- ^ V '^^^ '■^'^
"'-dF='^'^^^-^'"'i:^^~^'-dF
La force centrifuge composée s'annule quand le pointM est en équilibre relatif. Or, pour maintenir un point pesant en équilibre apparent à la sui^face de la Terre, il faut lui appliquer une force dirigée suivant la verticale ascendante et égale à son poids : c'est dire que l'attraction de la Terre et la force d'inertie d'entraînement ont pour résultante la force que nous appelons le poids du corps, et, pour étudier les mouvements apparents des corps à la surface du globe, il suffît d'exprimer qu'ils sont soumis à la pesanteur, aux forces particulières qui agissent dans les cas considérés, enfin à la force centrifuge composée. Prenons pour axe des Xi_ la tangente au méridien dirigée vers le nord, pour axe des J^^ la tangente au parallèle dirigée vers l'est, pour axe des Zi la verticale montante ; soient A la latitude du lieu, n la
vitesse de rotation de la Terre, ,,,. ,.^ =; 0,000078, dont
l'axe est dirigé vers le sud; p, y, /• sont respectivement égaux à — n cos X, o, — n sin A. Si X^ , Yi , T^ désignent les composantes de la force qui sollicite le point, indépendamment de son poids, les équations du mouvement apparent à la surface terrestre sont
d^X^ . dYx
m — — - = Xi — ^mn smA ——5 dû' . dt
d^Y\ „ , / . . dxy dzi
m ——• := Y, -f- imn sniÀ — cosA — -
dt^ \ dt dt ^
Stirji. — Méc. II. , 25
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On en déduit la déviation vers l'est des corps abandonnés à leur poids et le mouvement du pendule exposé dans la Note précédente.
ÉQUATIONS DE LAGRANGE. — ÉQUATIONS CANONIQUES
Par M. A. de Saixt-Germain,
Professeur à la Faculté des Sciences de Caen.
Equations de Lagrange.
On a vu dans la XXXVP Leçon que le mouvement d'un système de k points matériels sollicités par des forces données peut être déterminé, en vertu du principe de d'Alerabèrt, par l'équation générale
fp .r „ 'i'^Y ^ f^' ~ ^
— ^ (J.r -\ '- Sy ^ flz
dt- df- -^ dt-
\ =y (X(?.?: -t- Y(?j-t-Zry:
^x, èy^ àz sont les projections d'un déplacement virtuel quelconque compatible avec les liaisons du système, que je suppose exprimées par ^ équations de condition
Souvent le moyen le plus simple de faire connaître à un certain instant la position des divers points du système n'est pas de donner leurs 3A coordonnées rectilignes; mais on peut considérer n variables, q\^q^, ...,
(_') Ces questions, récemment introduites dans le projjramme de la Licence, forment un complément immédiat à la Leçon XXX VI de Sturm.
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qn, dont les valeurs déterminent d'une façon plus claire l'état du système. Il faudra que les anciennes coordonnées puissent s'exprimer en fonction des nouvelles inconnues par des relations de la forme
qi, q^, ..., q,i seront liés par « — (3A — fx) équations de condition telles que, si l'on en tient compte après avoir remplacé dans les équations [i) x, j, z, ... par leurs valeurs (3 ), on ait des identités. Généralement n est égal kZh — f/, les variables q sont indépendantes et constituent les coordonnées qui définissent de la manière la plus simple la position du système considéré.
Il s'agit de voir d'une manière générale comment se transforme l'équation (i) lorsqu'aux coordonnées x^j'^, z, ... on substitue ^^, ^o? •••? ^n- Cette transformation e^ effectuée très heureusement dans le Livre II de la Mécanique analjtiq lie; je ne reproduirai cependant pas exactement les calculs de Lagrange, parce qu'ils sont faits dans l'hypothèse où les fonctions (3) ne dépendent pas explicitement du temps et parce que je ne veux pas invoquer les principes du Calcul des variations, dontSturm n'a pas fait usage dans ses Leçons. Représentons par des lettres accentuées les dérivées prises par rapport au temps et par d la caractéristique des dérivées partielles ; considérons, avec Lagrange, la demi-force vive du système
nous en tirerons
dT d^x „ d dT
Ox dt'^ dt àx'
ce qui permettra d'écrire l'équation (i) sous la forme
suivante
, cl dT ^ d dT ^ d ôT
ÔX — -—-y H- dV ■— -r— + 0- — -,-7
dl Ox dt Of dt dz
Pour effectuer notre changement de variables, nous tirerons des équations (3), en traitant t comme une constante,
dx , àx , ^'^ j
Si l'on remplace (5x, ày, . . . par ces valeurs dans le second membre de l'équation (4), et si dans les expressions de X, Y, Z on substitue à x, y, z leurs valeurs (3 ), on trouve sans artifice particulier la nouvelle expression du travail élémentaire virtuel:
Le premier membre de l'équation (4) devient V ^ \àx d^ dT
le second 2 s 'étendant aux Zk coordonnées rectilignes. Calculons le coefficient de ^y^,
V^ dx d ^T _ rZ Y àx dT V^ dT d dx
Zà dcji dt dx' ~' dt Za dqt dx' Zd dx' dt dqi
les 2 s'étendant toujours aux 3 A coordonnées. Les deux parties du second membre vont se simplifier grâce aux
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valeurs de -r^ et de sadérivée par rapport au temps. Différentions les équations (3) par rapport à cette variable :
, ^ > , dx d.v , dr , dx ,
àt dq^' Oq._ ^- dq^ ^'^
Comme les fonctionsyet leurs dérivées partielles ne con tiennent pas les g', il en résulte que x' est fonction linéaire de ces quantités et que -
àq'i ~~ àqi
T, fonction des x' , j', z' , devient, quand on remplace ces dérivées par leurs valeurs (6), fonction des q et des fj' j et l'on a
dT dx _ Y àT dx' _ dT dx' 'dqi Zu dx' dq'i ~~ dc/i
Prenons les dérivées des deux membres de l'équation (6) par rapport kqi'.
dx' d'x d^-x , d-x ,
dqi~ dtdqi dq^dqi"^^ "' dq^Ôq,^"-'
En intervertissant l'ordre des dérivations, on a dx' _ d-x d\r , d^x ,
dq~ dqidt dqidq/^^ ' '" dqidq,^^"-'
Le second membre est la dérivée par rapport à f de
-rr- supposé exprimé en fonction de ^( , q^, . . . ,q,i et f ;
donc
1 ax d dx _"Y dT dx' _ ^T
idx dt dqi~ Z^dx' dqi "~ dqi
Cette relation, jointe à l'équation (^), nous donne la valeur du coefficient de ^qi dans la transformée du pre-
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miermembre. de l'équation (4) ; sinoustenons compte de réquation (5), qui transforme le second membre en fonction des qi, nous pourrons écrire l'équation cherchée, en faisant tout passer dans le premier membre, sous la forme définitive
d rn dT \ ^
On tirera des équations auxquelles satisfont^), q^, ■•■ les valeurs de quelques-unes de leurs variations en fonction des autres, on les substituera dans l'équation précédente, et 1 on égalera à zéro les coefficients des variations qui restent et qui sont indéterminées. Le plus ordinairement, q^, q^-, • . -, qn sont des variables indépendantes, et l'on doit égaler à zéro le coefficient de chaque variation dans l'équation (8); le mouvement du système est déterminé par n équations simultanées qu'on appelle les équations de Lagrange :
! d àT àT _
dt dq\ dçi '
d dT dT (9) \ «^^ ^î'2 ^72 ^-~ '
d dT dT dt dq'„ dq^
Quand on aura choisi les inconnues les plus propres à définir l'état du système à un instant quelconque, on formera l'expression deT, puis celle de Q,, Q2, ..., Q», et l'on aura un procédé uniforme pour mettre en équation un problème quelconque de Dynamique ; on ne s'occupe pas des forces qui représenteraient l'efl'et des liaisons, mais ces forces se calculent aisément, une fois le mouvement connu.
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Il arrive souvent que la somme des travaux virtuels 2(Xd'a: -+-Y§j-h Ziâz) est la variation exacte d'une fonction U des coordonnées des points mobiles 5 si dans U on remplace x, y, z, ... par leurs valeurs (3), cette fonction, àiie fonction des forces, dépendra de t et de ^o 72^ . . . , 7/2 ; sa vaination, prise en traitant t comme une constante, sera égale à Q, Bq\ + . . . . Donc on aura, dans ce cas,
àqi Oq^
On obtiendra Qi, Qo, ... en différentiant la valeur de U exprimée au moyen de t et des (j, sans être obligé de transformer directement S (Xdo: -r . • .), etles équations de Lagrange deviendront
dT
du_
dq\
àqi
àqy~
en
ÔT
Jt
àq'.,
àq^_
oq.r
Nous allons montrer qu'en supposant les liaisons indépendantes du temps, c'est-à-dire les fonctions (3) indépendantes de t, ces équations donnent l'équation des forces vives. Ajoutons-les après les avoir multipliées respectivement par dq\, dq'^, . . ., dqn, et nous aurons
Oi a -r-y — > ^-— dq; — > - — dq; = o
Otl
XT • • à^ àr , T ,„
iuais, puisque -^5 -Y-5 — • sont nuis dans In^' ' ' -^se
admise, en se reportant aux valeurs (6) de x', j', .... on
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voit que T est une fonction homogène du second degré des q\ et le théorème des fonctions homogènes nous donne
La dernière équation équivaut, on le voit sans peine, à idl— ^T — ^ = o;
l'intégrale est celle des forces vives, T — U = const.
Nous allons appliquer les équations de Lagrange à la résolution de quelques problèmes particuliers.
Pendule conique.
Reprenons la question traitée dans la XLIV^ Leçon sur le mouvement d'un point pesant soutenu par un fil ou par une tige inextensible et sans masse qui l'oblige à rester sur la surface d'une sphère de rayon /. Les coordonnées rectangulaires du pendule sont assujetties à la condition
On peut définir la position du pendule par l'angle B de sa tige avec la verticale et par l'angle t|> que le plan vertical contenant cette tige fait avec un plan vertical fixe. Les variables q de la théorie générale se réduisent à deux, B et 'i/. Une transformation de coordonnées bien "connue donne oc,j, z en fonction ûeB el^ :
[2>bls) x ^=lûnO cos-h, y 1= l AnQ ûnii , z-=lcos6.
On vérifiera que ces valeurs satisfont identiquement à l'équation (2 his). On obtient la demi-force vive T en calculant x',y, z' par la différentiation des équations (3 his\ ou en se rappelant l'expression de la vitesse en
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coordonnées polaires; si l'on suppose la masse du pendule égale à l'unité, on trouve
On forme les dérivées partielles
La fonction des forces U existe : elle est égale à
gz = gl cos 0 ; donc
. . àU , . , dT]
^ ÔB " d\i
Nous avons tous les éléments pour former les équations (10) du paragraphe précédent, et nous trouvons
— Z^e' — l^ sine cose-f 2 4- g-^sin 0 = 0,
cU
dt ^
La seconde donne /- sin-0(];'= C; si l'on en tire t|^ pour le substituer dans la première, celle-ci devient
„^Ô' C^ cosQ , . „
L' ^-^ h gl smS = o.
En multipliant par 2 dB, on peut intégrer et l'on trouve
l-0'^--h——- 2oZcos9 = G',
l- sin- 6 ^
± /- sin 9 de dt = .
^C i'^ sin^Ô -f- 'i.gV- cosô sni^^ — C-
II serait avantageux d'étudier le mouvement en cherchant comment varie 0; mais, si dans la formule précé-
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dente on remplace IcosQ par z, IsmuM par — dz, l- ûn-Q par l^ — z^, el C par ^g{^io — ^o), on retombe sur l'équation (5) du § 578, dont les conséquences ont été développées dans le texte de Sturm.
Mouvement d'un point à l'i/itérieur d'un tube.
Nous nous proposons de déterminer le mouvement d'une très-petite sphère placée dans un tube recliligne parfaitement poli, dont le diamètre est égal à celui de la Sphère, et qui tourne uniformément autour d'un axe horizontal.
Nous n'avons encore qu'un seul point mobile, mais il est assujetti à une liaison qui change avec le temps, puisqu'il doit rester sur une droite qui se déplace suivant une loi donnée. Soient a la longueur de la perpendiculaire commune OA au tube et à l'axe de rotation, cp l'angle de ces deux droites. A un moment quelconque on connaît la position du tube, et, pour déterminer la position du mobile M, il suffirait de connaître aussi sa distance AM au pied de la perpendiculaire Ox\; je désigne cette distance par q. Prenons trois axes rectangulaires, OX coïncidant avec l'axe de rotation, OZ dirigé en sens contraire de la pesanteur, OY perpendiculaire au plan ZOX, et supposons qu'à l'origine du temps OA soit dirigé suivant OZ et que la portion du tube dans lequel q est positif soit du même côté que OY par rapport à ZOX; à l'époque t, OA ainsi que la projection du tube sur YOZ ont tourné d'un angle wt, et, en projetant le contour OAM sur les trois axes, on obtient les coordonnées rectangulaires de M en fonction de q :
X = q cos»,
^ = — a sinw? + <7 siny cosm?, z:=^ a cf)s w t -\~ q sin y sin w t.
On calcule sans peine oc , y' , z' , et l'on trouve, en supposant la masse de M égale à l'unité, ta demi-force vive
T = -(«z'^ — 2 «&)</' siny -f- ç^w^ sin^© -t- «^w').
La pesanteur est la seule force qui agisse en dehors des liaisons, et son travail virtuel
(JU = — g§z = — §• sinij) siïiM t$q.
Nous avons tous les éléments nécessaires pour former l'équation unique dont nous avons besoin :
d dT di: ôV dt dq' aq dq
Cette équation peut s'écrire
{ I ) — - — w- o sin^ tp -h ,o- sin © sin w ? = o.
Le moyen le plus commode pour intégrer cette équation est de chercher une intégrale particulière de la forme ^ = }isinwz; en svibstituant, on voit qu'une pareille expression satisfait à l'équation (I) en prenant
_ ,<?■ sin y
w-( 1 -t- sni-y j
On pose alors
^sinfflsin&j^
w- (i -h sin"ffl j on porte cette valeur dans l'équation (I), qui donne
— - • — fAj- u sin- o = o.
L'intégrale générale de cette équation linéaire sans second membre est bien connue; en l'ajoutant à l'intégrale particulière qu'on a trouvée d'abord, on obtient
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l'intégrale générale de (I) :
La vitesse de glissement de M le long du tube est
dq
lit
= Msina) Ce"'s'"? _Be-"''5'"?H ^^'^^^
' |_ w- [i + sin-y j J
On déterminera G et B à l'aide des valeurs initiales de (j et de —5 caries équations précédentes deviennent,
pour f = o,
e sin ©
^0=zC + B, Çyrr: (C — BjMSinç)
W I + SIU'- o ,
En général, G n'est pas nul; les termes qui le contiennent finissent par être bien supérieurs aux autres dans l'expression de ^ et de ^', et le mobile finit par s'éloigner indéfiniment du point A ; si G est nul, le mouvement tend à devenir oscillatoire. Il est remarquable, dans tous les cas, que ce mouvement ne dépende point de la grandeur de a.
Pendule double.
Je désignerai ainsi le système de deux points pesants A et B attachés en deux points d'un fil flexible, inextensible et sans masse dont une extrémité est fixée en un point O. Je suppose que, les deux portions OA, AB du fil restant toujours tendues, les points A et B aient été écartés de leurs positions d'équilibre et animés de vitesses initiales données, mais de" telle sorte qu'ils ne sortent pas du plan vertical qui contient d'abord OA et AB : il s'agit de chercher le mouvement du système.
On connaît les longueurs aet b des droites OA et AB.; il suffira d'avoir les angles o) et tl' de ces deux lignes
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avec la verticale pour déterminer la position des points A et B. Les inconnues de Lagrange se réduisent à deux, cp et di. En prenant pour axe des x l'horizontale menée en O dans le plan où se meut le pendule, pour axe des y la verticale du point O, les coordonnées de A et B sont respectivement
a: ^^ a siny, y =z a coso,
X ■==. a sin (ù + b sin t^, jr = « cosy -t- b cos-i.
Soient m et n les masses des deux points; on trouve la demi-force vive
elle travail de la pesanteur pour un déplacement virtuel du système
(îU = — ma sin ycî'y — n[a siu'^iJy -+- b ûn-^§-!^).
Le lecteur formera sans peine les deux équations de Lagrange qui font connaître le mouvement clierclié, et qui sont, après quelques réductions,
[m-^ n]a—^nbcos[■^-o) — — rtè sin ( ip — y ) -jj + { m -f- « ) ^ sin y = o,
acos{^ — <f)—-hb __asm(-^-î»)— -^ g sm-^ = o.
On a l'intégrale des forces vives, mais on n'aperçoit pas d'autre intégrale rigoureuse ; aussi nous borneronsnous au cas où les angles cj» et ^ restent très-petits. Suivant un principe général, les dérivées de ces angles par rapport au temps doivent être des quantités très-petites du môme ordre; si donc on néglige les petites quantités
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du troisième ordre dans les équations du mouvemcn% celles-ci se réduisent à la forme linéaire
— '- -r- nb — ^ dt- dt-
m -\- n)a —^ -}- nb -y^ -\- [m -t- n ^g'f =: o,
1 a —4- + b — ;- + £-ij := o.
\ ^ dt'^ dt- ^ '
La méthode la plus rapide pour intégrer ces équations simultanées consiste à chercher deux intégrales particulières de la forme
en substituant, on voit que les constantes X et /'doivent donner
(m -+- n]ar- -h blr- -{-[m -f- n]g = o, [a -{- b\]f^ + g'^' = 0,
d'où l'on lire
(a) [m 4- n] [ar'^ -\~ g) [br--h g) = abnr\
L'équation (2) donne pour r- deux valeurs négatives
entre lesquelles sont comprises — -et — y-, les quatre
racines de l'équation (2) sont donc de la forme =b j''^ — i , zt 1'" \/ — i; à chacune d'elles correspond un couple d'intégrales particulières du système (i) ; en ajoutant ces intégrales multipliées par des constantes, on obtiendra les deux intégrales générales
r> = Ce'-'V^H- C'e--'-''v/^-f- De''"V~-|- D'e-''"V^,
— (Cd?'''V-i-}-C'e-'-'V-i)
br On peut donner aux arbitraires des valeurs telles que
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les imaginaires disparaissent et qu'il reste
I© izr G cos r' t ^ Q' sin r' ( -h H cos r" i -i- H' sin ?'" f, ,^s I 4> = ——(Gcos/^t-hG's'mr't)
■■ I \ g — or ■^
I H —,' i H COS r" t 4- H' sin /■" t ) .
\ g - hr"'-
Supposons que pour t = o on ait cp = a, ^j; = j3, 0-'= o, (|/'= o ; en faisant ces hypothèses dans les intégrales précédentes et leurs dérivées premières prises par rapport au temps, on a des équations de condition d'où l'on tire
„ , , cir''^ ar"-
G=H':=o, G4-H = «, r^GH — r,H.= S.
g~ bv^ g — i?r -
En général, le mouvement des deux portions du fil résulte de deux oscillations simultanées dont la période est différente ; pour que ces deux parties oscillent comme des pendules simples, il faudrait que G ou H fût nul, car les racines /•' et r" ne peuvent devenir égales que si « = o, et alors on n'a qu'un pendule simple. Admettons que H soit nul; on aura G -— a, et
g — br-
d'oii
-^bS
Exprimons que cette valeur de r'^ satisfait à l'équation (2); il en résuite
n) a a.- ^ [m -\~ n] [ b — a^«p — mb^'^^ o.
Cette équation montre qu'on peut réaliser le cas particulierconsidéré en donnantà l'écart initial [3 une valeur de même signe que a, mais plus grande en valeur abso-
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lue, OU bien de signe contraire et ^ -r- en valeur absolue. Dans l'un ou l'autre cas les intégrales (3) deviennent, en tenant compte des valeurs des paramètres qui y entrent,
a! = aCOSf, / ~ , •i}»=;Scos?
OA et AB exécutent des oscillations concordantes, mais d'amplitudes différentes; la longueur du pendule synclirone est comprise entre h cxh -\- a^ û. a. et |3 sont de même signe 5 elle est <^ 5 si a et (3 sont de signes contraires.
Si r" était double de r* , condition facile à exprimer, OA et AB auraient un mouvement plus compliqué que celui de la tige d'un pendule simple, mais ce mouvement serait encore périodique et la période serait — ^ •
Equations canoniques.
Nous supposerons expressément, dans les questions dont nous allons nous occuper, qu'on puisse écrire l'intégrale des forces vives, ce qui exige, nous l'avons vu, que les équations de liaison entre les coordonnées des points mobiles ne renferment pas le temps explicitement et que le travail virtuel Y.^'Kdx -^Ydj ^Jjdz) soit la variation exacte d'une fonction U appelée fonction des forces j dans ces questions, qui comprennent les principaux problèmes de la Mécanique rationnelle, on peut déduire des équations de Lagrange un système d'équations remarquables, que Poisson a nommées canoniques, mais qui ont été pour la première fois étudiées par Hamilton.
Admettons qu'on ait exprimé la demi-force vive T au
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moyen des n variables indépendantes ^i, q^i • • •? ^« et de leurs dérivées, et posons
dT _ ()T _ ax _
3~r ■ — P\i -i j — Ps» •••5 -, . — Pli'
Si de ces équations on tire les \'aleurs de ci\, q'.-,, ..., q\^ pour les substituer dans l'expression de T, la demi-force vive deviendra fonction de ^,, q2, ■■■, qn et de /?,, P2j ••••) Pn- Nous allons chercher comment se transforment les équations de Lagi^ange quand au lieu des variables q\ on introduit pi, p-y, •■■, Pn-
Nous conserverons la caractéristique d pour désigner les dérivées partielles quand les variables indépendantes seront les qi et les q'^, et nous reviendrons à la caractéristique d dans le cas où on prendra pour variables indépendantes les qi et les Pi. Il s'agit de trouver les relations qui existent entre les deux systèmes de dérivées partielles de la demi-force vive. La différentielle totale de cette fonctionpeut s'exprimer de deux manières, selon le système de variables indépendantes qu'on envisage :
D'autre part, nous avons vu que, dans les cas que nous considérons, T est une fonction homogène du second degré des q'^, et qu'on a par conséquent
prenant les différentielles totales,
■xdT JS p,dq\-\-y C^.dpi.
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Si l'on ajoute les équations (i) et (2), et qu'on en retranche la précédente, il reste
Les 271 dififérenlielles dqi et dpi sont arbitraires; le coefficient de chacune d'elles doit être nul, et l'on a, pour toutes les valeurs de i,
La fonction U, ne contenant pas les q] et par suite les Pi, est indifférente au changement de variable que nous faisons, et l'on a
OÇi dcji dpi
En vertu de la première de ces relations, de l'équation (3) et de la définition des /?j, on a identiquement'
d d1 d1 _ t)U __ dpi dT rZÏJ
dt dc/i dqi Ôqi dt dqi dqi
Nous voyons ainsi comment se transforment les équations de Lagrange; mais introduisons, avec Hamilton,
la fonction
et remarquons que l'équation (4) donne, eu égard à la seconde relation (5),
dqi_dT cW _ dU.^ dt "" dp^ dpi dpi '
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les n équations renfermées dans la précédente et les transformées des équations de Lagrange constituent le système des in équations canoniques
dp^ d\\ dt dq^^
dp^^ dll dt dq^J
<lpn ^H dt ~ dq„
dq^ cm dt dp y
dq,^ r/H dt ~ dp,'
dq„ dll dt ~ dp^
H est une fonction connue que l'on devra commencer par calculer. Soit
(7) H = ^]/(^l, 5^2, . . .,qn. Pi, Pi, . • .,Pn]-
Les 2n équations simultanées admettent a/z intégrales renfermant autant d'arbitraires qui entreront avec le temps t dans la valeur des inconnues du problème, y,,
Le système canonique n'a pas encore pu être intégré d'une manière générale, mais il a fourni aux géomètres l'occasion de recherches très-importantes qui ne peuvent trouver place ici; toutefois, j'exposerai, en me restreignant au cas qui nous intéresse directement, un théorème de Jacobi qui constitue, je crois, l'indication la plus utile pour intégrer les équations canoniques.
Equation aux dérivées partielles de Jacobi.
Soit X la constante des forces vives, en sorte qu'on
ait
prenons la fonction (7) qui donne la valeur de H, remplaçons-y les Pi par — ? et égalons l'expression ainsi
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formée à — / ^ nous aurons
c'est une équation aux dérivées partielles qui peut déterminer une inconnue S en fonction de <7i , ^2, . . . , qn- Cela posé, voici en quoi consiste le théorème de Jacobi :
Si l'on a trouvé une valeur de S satisfaisant à V équa- '.ion [S] et renjermant n — i arbitraires autres que :elle qu'on peut introduire par simple addition, soit
on pourra écrire immédiatement les intégrales du système canonique (6) sous la forme
pi, —-=p,, ..., —p
(3i, (3o, . . . , |3„_,, £ étant n nouvelles arbitraires.
L'ensemble des équations (9) et (10) renferme bien les o.n constantes que doivent contenir les intégrales générales du système canonique; il reste à vérifier que les intégrales proposées conduisent aux équations (6). Diflféren lions les équations (9) par rapport au temps; oous aurons n relations
^j f/«i dqi dt j
Zjda^^^dqt dt Zjdldqi dt '
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intex'vertissant l'ordre des dérivations,
cP S, (Iqi
(Iqidxi dt
dq^dX dt
D'autre part, si l'on substitue dans l'équation (8) la valeur de S<, on obtient une identité; la dérivée prise par rapport à une des constantes a,, . . ., «//_(, A sera nulle, ce qui nous donnera n identités,
Zj,fd^\dqid(Ai ' ■"■' Zj J dSi\ dqidl~^ ~
\dqi) ' [dqij
Mais, si l'on a égard aux équations (lo), la fonction '^
redeviendra celle qui entre dans l'équation (y); ses dé-
• ' •M ^ dS, , . , d-1) .
rivées partielles par rapport a -— deviendront—^? c est-
dqi dj^c
a-dire^— ; les n relations précédentes seront dpi ^
Z^ lldrj.x dpi
d'S, dïl
^ (/ry,<r/a„_i dp^ / i dqid\ dpi
Ce système de n équations ne diffère du système (i i)
1 I 1 d(i: r/FÎ
que par le cnaneement des ~ en — ; on peut re-
1 ^ ^ dt dpi ^
garder ces deux groupes de quantités comme satisfaisant à un même système d'équations linéaires; elles
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doivent être égales deux à deux: c'est dire que le second groupe des équations (6) est vérifié.
Pour obtenir les valeurs de — - et des dérivées ana-
logues, telles que l'impose le premier groupe des équations (6), je différentie la première équation (lo) :
dpi V^ d-Si dcji >n r/'Si dqi
dt Z^da.dcji dt Zu^dq/dq, dt
Nous avons déjà vérifié que
dqi _ r/H ^
de dpP
donc
dp^ V^ fZH <r/-Si
dt / i dp, dq^dq^
Mais, si l'on différentie par rapport à q^ l'identité obtenue en remplaçant S par S) dans l'équation (8), il vient
dq^ ji^ ^JdSj^\ dq^dqi dqi
en remplaçant encore dans la fonction tL les — î- par
^ ' dqi "-
leurs valeurs (lo), cette fonction devient H et l'égalité précédente donne
du _ Y— '^'^' par conséquent, la valeur de — — est bien effale a — 5 et
^ ^ ' dt ° d(,^
l'on trouverait n égalités analogues.
L'intégration du système canonique est ramenée à la recherche d'une intégrale complète d'une équation aux dérivées partielles du premier ordre, mais non linéaire ;
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on n'a pas de méthode générale pour trouver une telle intégrale, mais on y parvient quelquefois en scindant l'équation (8), comme on le voit dans les deux exemples qui suivent.
application au moui^ement d'un point pesant.
Nous appliquerons d'abord les théories précédentes à une question excessivement simple, mais qui nous permettra de former sans peine toutes les équations que nous avons rencontrées et d'y lire des résultats connus. Il s'agit de déterminer le mouvement d'une petite masse m, soumise uniquement à l'action de la pesanteur. En admettant comme démontré que le point m ne sortira pas du plan vertical qui passe par sa vitesse initiale, la position de ce point sera déterminée par ses distances à deux axes, l'un horizontal, l'autre vertical. Si l'on appelle^), q^ ces distances, on a la demi-force vive
Introduisons les dérivées partielles />( , /j>o : on aura
p,-=mq\, p.^ = mq'.,, T=--[p\-^p\).
On a une fonction des forces \] = Jngq^, et l'on peut écrire la fonction d'Hamilton
[n bis) H — U — T =: mgq^ [p\ -r- pI). ■
lin
Les équations canoniques sont
dp\
dp^^
dc/i
dq,
cLt ="^-^'
dt^""'
Ut
dt
Il est bien facile de trouver et d'interpréter les inlé-
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grales de ce système; mais voyons celles que fournit la méthode de Jacobi. L'équation en S est
I Vf fis y / ds
m\_\dqil \dq
Cherchons une intégrale renfermant une arbitraire et de la forme
il suffit d'avoir, en désignant par a une constante,
De simples quadratures font connaître y (^i ) et 9(^2), et l'on trouve
Si= - m\/'2.g[qi-h «)- + q^_,sj-2.m[\ — mgv.).
Les intégrales du mouvement, représentées en général par les équations (9) et (10), seront ici
\jiiii[k— nigu.)
m\/'2g{qi-hu]=pi, \JQ.m[l — mgcA)=p^.
La première fait connaître la trajectoire, la deuxième la loi du mouvement, et les deux autres donnent les composantes de la vitesse; les constantes a, |3, e et X se déduisent des circonstances initiales. On peut vérifier que la valeur (7 bis) de H se réduit à — X, ce qui permet d'avoir directement la valeur de cette constante.
Mouvemenc d' lui point attiré vers deux centres fixes.
Soit à déterminer le mouvement d'un point M attiré vers deux centres fixes F, F, avec des intensités qui varient en raison inverse de la distance ; on suppose la vitesse initiale dirigée dans le plan qui passe par FFj et par la position initiale A du point M.
Le mobile ne sortira pas du plan AFFj, et sa position serait déterminée à chaque instant par deux coordonnées rectangulaires x, j^ l'axe des x étant dirigé suivant FF, et l'axe des j'' étant la perpendiculaire au milieu de FF,.
Mais on pourra bien plus facilement trouver les intégrales du problème en définissant la position du point M par les longueurs q ei q^ des demi-axes focaux de l'ellipse etde l'hyperbole qui ont pour foyers F et F, et qui passent en M; ces deux coniques, on le sait, se coupent • ortliogonalement, et, si l'on pose FF, = ic, on a entre les coordonnées x, y d'une part et q, q^ de l'autre les relations
q- q^ d'où l'on déduit
q- q; , { T — rr\\r^ — n \
( I ) ds'''= dx"' 4- rfj2 = ^^i ^, dq"- + \ ^ dq \ .
^ ' q-—C- C^—qi
En prenant la masse de M égale à l'unité, on a, pour la demi-force vive et ses dérivées,
T=^''r'iq'^-^-':-'iq^,
1 q- — c 2 c- — îi
dp'
q' — ql „, àj _ _7' — -71
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on tire des deux dernières équations q' et q\ , et on les substitue dans la valeur de T, qui devient
Soient f/, [Xi les attractions de F et de F^ à l'unité de distance, /', i\ les longueurs MF, MF, ; le travail correspondant à un déplacement virtuel du point M sera
le second membre est une différentielle exacte, et, en intégrant, on aura la fonction des forces
r Ti
Les propriétésfondamentalesdesrayons vecteursdonnent
r+}-i=oq^ r—ri = q= 2^1, d'où ,
On a supposé que F était sur la partie positive de l'axe des X, Ff sur la" partie négative ; dans ce cas, si Vx du point M est positif, on prendra les signes supérieurs, et, s'il est négatif, les signes inférieurs; mais on peut toujours conserveries signes supérieurs en convenant que, quand l'abscisse sera négative, on prendra aussi pour q^ une valeurnégative, de sorte que cette coordonnée pourra varier entre — c et H- c'. Cela posé, nous avons les deux parties de la fonction d'Hamilton
î — '71 î + ?i "^ l' — ^ïl 1 c^-q\
\dqj / dS
2 ?"— '7i V^îl
ou, en chassant les dénominateurs,
asy- , „ .. f dS
Nous n'avons pas besoin d'écrire les quatre équations canoniques, mais nous chercherons leurs intégrales à l'aide du théorème de Jacobi; l'équation aux dérivées partielles qu'il faut considérer est
X=ro
Nous allons encore chercher une intégrale renfermant une constante et de la forme S( = /"(^j-f- cd(^<) ; il suffit d'avoir
Les fonctionsyet y sont données par de simples quadratures au moyen d'intégrales elliptiques, et l'intégrale complète Si peut s'écrire
si '.l'y. -f- ■î[u. — y-i )7i -
--"'"'^dq
Sic— qi
L'époque à laquelle le mobile arrive à une position déterminée est donnée par la formule
r/Si dh
L'équation delà trajectoire, -r-i = (3, se formera en pre-
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nant par rapport à a la dérivée des quantités placées sous les signes/ dans la valeur de Si; mais, pour étudier la trajectoire, il vaut mieux prendre les différentielles des deux membres de l'équation obtenue, ce qui donne, en mettant en évidence les doubles signes des radicaux,
]zdq
(ii;
±dq,
^[c-—qi]['^ + [l>.~l>.,]q,— lq\]
Les constantes X et a se déduisent des circonstances initiales. Je désigne par des lettres surmontées d'un trait les valeurs initiales des quantités que ces lettres représentent en général. L'intégrale des forces vives, H= — X, qui est vérifiée dans tous ces problèmes, va nous donner X:
(III) ^ = _H= ,_^_iJ.
^ r ri
Pour calculera, considérons la position M' du mobile, infiniment voisine de M et définie par les coordonnées ej-i-dq, qi-\-dqi; entre les deux ellipses et les deux hyperboles qui se coupent en M et en M' est compris un rectangle infiniment petit dont les côtés sont donnés par l'expression générale (I) de ds, dans laquelle on ferait tour à tour dqi z^ o on dq = o ; ces côtés sont
leur rapport est égal à la tangente de l'angle w que la vitesse en M fait avec l'ellipse de demi-axe q qui y passe
tancrw
V T— c- àqi
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Mais on peut tirer de l'équation (II) le rapport de dq à dçi, et il vient
tans» --•/'^''' + '''-^ "■'"'-'<
Il suffît d'appliquer cette formule à l'instant initial pour déterminer a. en fonction de q, q^, tu et 1, qui est déjà connu.
Revenons à l'équation (II). On ne doit donner à q et ^1 que des valeurs telles que les quantités soumises aux deux radicaux aient le même signe, et je dis que ce signe est nécessairement le signe.-!-. En effet, d'après la natui^e de l'ellipse et de l'hyperbole, q- — c- et c^ — q] sont ^ o ; les deux autres facteurs sous les radicaux ont pour somme
^('7' — '7Ï ) -^ f-i? + 'Zi ) + F-i ( î — 71)
cette somme est positive : donc si les deux facteurs ont le même signe, ils seront positifs. La trajectoire peut affecter un grand nombre de formes suivant les valeurs de q et ^1 qui annulent les radicaux; elle n'a des branches infinies que si 1 est positif, ce qui permet de prendre q infini.
Cherchons quelles doivent être les circonstances initiales pour que la trajectoire se réduise à une conique ayant pour foyers F, F, et, pour fixer les idées, à une ellipse ; il faut que le trinôme 1 q"^ -^ [u. -\~ lJ-\) q — oc soit négatif pour toute valeur de q différente de q, ce qui exige, en se reportant à la théorie élémentaire des trinômes du second degré,
><^0, pt-|-p,i= — 2)>f7, — u=:lq ;
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la troisième condition fait connaître a; la deuxième, qui entraîne la première, donne, après avoir divisé par cjj remplacé A par sa valeur (III) et transposé quelques termes,
Cette valeur de v est égale à la somme des carrés des vitesses initiales qu'il faut donner au point M pour qu'il décrive l'ellipse proposée en vertu de l'attraction du foyer F seul, ou du foyer Fi ; ces vitesses initiales satisfont respectivement aux deux conditions
Nous avons un cas particulier d'un théorème dû à Legendre : Oti se donne la position initiale d un mobile et la direction de sa vitesse en ce point, et V on suppose que le mobile décrive une courbe détermiriée : i° s'il est soumis à une force F et possède une ^vitesse irntiale a ; 2° s'il est soumis à une force F' et possède une vitesse initiale a' ; 3° s'il est sou??iis à unejorce ¥" et possède une 'vitesse initiale a", etc.; le mobile, étant soumis à la fois aux forces F, F', F", . • • , suivra la trajectoire proposée si le carré de sa vitesse initiale est a^ -h a!'- H- al'- -\- .... Ce théorème se démontre sans peine en cherchant quelle serait la réaction exercée par la courbe proposée sur le mobile en le supposant obligé de se mouvoir le long de cette courbe sous les actions simultanées de F, F', ... ; on reconnaît que cette réaction est nulle.
DANS LE SECOND VOLUME DU, COURS DE MECANIQUE
transformation et composition des couples.
339. Translation d'un couple dans un plan parallèle au SIEN. — Le bras de levier d'un couple est la perpendiculaire commune menée entre les directions des forces. On nomme moment d'un couple le produit de l'une de ses forces par le bras de levier.
340^ 34fl . Un couple peut être transporté parallèlement à luimême dans son plan ou dans tout plan parallèle et toui-né comme on voudra dans ce plan sans que son action sur le corps auquel il est appliqué soit changée, pourvu ciu'on suppose le nouveau bras de levier invariablement fixé au premier.
342. Équivalence des couples qui ont le même moment. — Un couple peut être remplacé par un cuitre couple, de bras de levier différent, pourvu que leurs moments soient égaux.
343. Pour connaître le sens d'un couple, il faut supposer fixé le milieu du bras de levier et examiner dans quel sens chaque force tend à faire tourner ce bras de levier dans son plan. Il ne faut pas confondre cette rotation fictive avec celle du corps auquel le couple est supposé appliqué.
344. Composition des couples situés dans un même plan ou DANS des plans PARALLÈLES. — Deux couples situés dans un même plan ou dans des plans parallèles se composent en un seul, situé dans un plan parallèle a celui des couples proposés, et dont le moment est égala la somme ou a la différence des moments des couples
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composants, suivant qu'ils tendent à faire tourner leur plan dans
le même sens ou en sens contraires .
34Sj 3-46. Des couples en nombre quelconque , situés dans un même plan ou dans des plans parallèles , se composent en un seul situé dans un plan parallèle à ceux des couples pi'oposés, et dont le moment est égal à la somme algébrique des moments de ces derniers.
Composition des couples situés dans des plans quelcon
p. , QUES. — Si Von mène dans les
plans des deux couples donnés deux droites AB, AC, perpendiculaires à V intersection de ces plans et proportionnelles aux moments de ces couples, la diagonale AD du parallélogramme ABCD, construit sur ces deux droites, représentera en grandeur le moment du couple résultant, dont le plan passera par cette diagonale et par l'intersection AH.
348. Autre manière de présenter la composition des couples. — Par un point 0 pris à volonté sur le bras de levier soit menée
Fig. 1 15. une droite OL, perpendiculaire au plan
du couple (P, — P), et dont la grandeur représente le moment du couple, cette droite étant dirigée d'un côté de ce plan tel, qu'un observateur placé sur cette perpendiculaire, les pieds sur le plan et l'œil au point L, verrait tourner ce plan dans un sens convenu, par exemple de sa gauche vers sa droite. Nous appellerons cette droite le moment linéaire du couple.
319. Le moment linéaire du couple résultant de plusieurs couples situés dans des plans parallèles est égal à la somme algébrique des moments linéaires des couples composants.
350. Deux couples situés dans des plans différents se composent en un seul dont le moment linéaire est la diagonale du parallélogramme qui a pour côtés les moments linéaires des deux couples composants.
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351. Les couples se composent comme des forces qui seraient représentées en grandeur et en direction par leurs moments linéaires, et qui passeraient par un même point.
COMPOSITION ET ÉQUILIBRE DES FORCES APPLIQUÉES A V^ SYSTÈME INVARIABLE.
352. RÉDUCTION DES FORCES APPLIQUÉES A UN SYSTÈME INVA- RIABLE. — Toutes les forces appliquées à un corps solide peuvent se réduire a une force unique R, résultante des forces transportées parallèlement à elles-mêmes en un point arbitraire 0 et à un couple unique (S, — S).
353. Quand un système de forces est en équilibre y les forces transportées parallèlement à elles-mêmes en un point quelconque se font équilibre autour de ce point, et les couples résultant de la translation de ces forces doivent aussi se faire équilibre. Ces conditions sont d'ailleurs suffisantes.
354. Si le système admet une résultante unique, la force R est parallèle au plan du couple résultant. Cette condition est suffisante.
353. Un nombre quelconque de forces appliquées à un système invariable peuvent se réduire à deux for-ces S et'ï qui sont, en général, dans des plans différents , et dont l'une passe par un pointO, entièreme/it arbitraire. Cette réduction peut s'opérer d'une infinité de manières.
356. Réciproquement, deux, forces T et S, non situées dans le même plan, peuvent toujours se ramener à une force et à un couple.
357. Équilibre dun système de forces parallèles situées DANS UN MÊME PLAN. — En nommant P, P', P",... les forces données, a:, x' , x",. . . leurs distances à un axe des y qui leur est parallèle, on a
Pjc+ PV+ P"^" + . . .= o.
358. Si les forces données ne se font pas équilibre, elles auront une résultante unique R, appliquée à un point dont a:^ sera l'abscisse :
P.rH-P'x'+P".r"H-...
P-i-P'-hP"-
Sturm." — Méc. II.
359. Si la force R était nulle, le système se réduirait à un couple.
360, 361. Composition et équilibre d'un système de forces SITUÉES DANS UN MEME PLAN. — i° La sonime des moments des fojxes par rapport à un point quelconque de leur plan doit être nulle; %° les sommes des composantes, suivant deux axes quelconques, doivent être nulles séparément.
3G2, 363. Si les forces données ne se font pas équilibre, elles se réduiront à une force R et à un couple (S, — S) qui auront une résultante unique, si R n'est pas nul. On aura
Pour obtenir la direction suivant laquelle agit la résultante unique, soient ^,, j, les coordonnées d'un point quelconque de cette droite, et Xp Y, les composantes de la force R parallèles aux axes; en posant
G = Xj — Xx -\- X'j-' — Y'^' ^- . . . , ,
on aura
364. Équations générales de l'équilibre. — Soit un système quel-
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conque de forces P', P",. . . appliquées à des points A {x^y,z], k!{x\j\ z'), A" [x'\ y'\ z"), . . . liés entre eux d'une manière invariable. Décomposons la force P en trois autres X, Y, Z parallèles à trois axes rectangulaires.
On ramène le système proposé à plusieurs forces dirigées suivant les axes et à un certain nombre de couples (X, — X), (Y, — Y), situés dans les '^ plans coordonnés. En appelant X, F,
Z, les résultantes des forces dirigées suivant les axes et L, M, N les moments résultants obtenus en composant les couples situés dans chacun des plans coordonnés, on aura
L =Zx— Yz + Z'j-' — Y'z^+...,
M = Xz— Zx + X's' — Z'^'H-... ,
N -^ Y^ — Xj> +Y'.r' — Xy+. . . .
365, 366. Quand il y a équilibre, on a
X=o, ¥=-0, Z^o, L — o, ÊI=o, N=o,
ou bien, en introduisant les intensités des forces P, P', P", . . . , et les angles a, p, 7, a', p', 7',. . .^ que leurs directions font avec les
axes,
P COSa + P' COSa' 4- ... — o.
Pcosp-h P'cos^'-+-- .= 0, P COS7 -l-P'cos7'-f-. . .= o, et
P (7COS7 — zcosp) + P' (r'cos7' — s'cos^') +. . .— o,
P ( z cosa — .rcoS7) -r P' (z' COSa' — j:'coS7') +■ • = o, P (^cosp — rcosa) + P' (.r'cos[3'— j'cosa') -t-. . . = o.
367. On appelle moment d'une force par rapport à un axe le produit de la projection de cette force sur un plan perpendiculaire à l'axe multipliée par la plus courte distance entre cet axe et cette projection. Si un système de forces appliquées à un corps solide est en équilibre^ In somme des moments des forces, par rapport à trois axes rectangulaires menés par un même point, doit être nulle pour chacun de ces axes,
Lei six équations
sont vérifiées dans l'état d'équilibre d'un système quelconque de forces. Mais ces conditions ne sont plus suffisantes pour assurer l'équilibre, et il faut y joindre de nouvelles équations qui dépendent du mode de liaison des différentes parties du système.
SUITE DE LA COMPOSITION ET DE l'ÉQUILIBRE DE FORCES APPLIQUÉES A UN SYSTÈME DE FORME INVARIABLE.
369. Cas d'une résultante unique. — Quand il y a une résultante unique, on a
XL+ î"M + ZN = o.
Cette équation exprime que les forces se réduisent à une force unique pourvu que X, ¥, Z ne soient pas nulles à la fois, sans quoi le système se réduirait à un couple, et il n'y aurait pas de résultante unique.
370. La droite suivant laquelle agit la résultante est représentée par deux des équations suivantes :
Tz— ZjH- L =r o, Zx — Xz-\- M = o, Xy — Yx -h N = o .
371, 372. Cas d'un polnt fixe. — La pression qu'éprouve le point fixe est égale à la résultante de toutes les forces ti'ansportées parallèlement à elles-mêmes en ce point. Les conditions d'équilibre
.sont
!73. Cas d'un axe fixe. — Quand il y a un axe fixe Oz, ou, Fif]. 125. ce qui revient au même, deux
points 0 et H, la seule condition d'équilibre est
La somme des moments des for' ces par rapport à V axe fixe doit être nulle.
374. Si le corps peut glisser le long de l'axe, on a deux équations d'équilibre
37o, 376. Pour qu'un nombre quelconque de forces appliquées à un corps solide soit en équilibre autour d'un point fixe, il faut et il suffit qu'elles le soient autour de trois axes passant par le point fixe.
377, 378, Équilibre d'un corps qui repose sur un plan fixe. — Si un corps M repose par un de ses points sur un plan, il faut que les forces P, P', P", . . . aient une résultante unique, normale au plan et passant par le point d'appui.
379. On est conduit à une conséquence analogue, quand le corps M repose par différents points sur plusieurs plans ou surfaces fixes.
380. Les équations d'équilibre dans le cas d'un corps pressé contre un plan xQy sont
On devra y joindre l'inégalité
DES MATIEKES.
Si le corps repose sur le plan
Fig. 129. équations d'équilibre sont
r par deux points, les
Fir;. i3o.
382. Si le corps repeso sur le plan xOy par un nombre quelconque de points d'appui A (^|, r,), B (aTj, /j), C, D, etc., la résistance du plan en ces divers points équivaudra à des forces normales Z,, Zj, Z3,... qui y seraient appliquées; il faut qu'il y ait une résultanle unique et tombant dans l'intérieur du polygone ABCDA.
Les équations générales se réduisent à
X=o, Y=o, N = Or
équilibre des forces appliquées a des cordons.
383. Équilibre des forces appliquées a des cordons qui passe.nt PAR UN MÊME POINT. — Soiont P et Q deux forces qui agissent aux extrémités d'une corde supposée flexible et inextensible. Si cesforces se font équilibre, la corde doit être tendue en ligne droite, et ces forces doivent être égales et contraires. La valeur commune des deux forces est ce qu'on appelle la tension du fil,
384. Si trois forces P^ Q, R, agissent sur un point A, par l'in-
Fig. i3!." termédiaire de trois cordons qui se
réunissent en ce point, et si elles se font équilibre, ces trois cordons sont dans un même plan, et chaque force peut être représentée en grandeur par le sinus de l'angle formé par les directions des deux autres.
383. Supposons qu'on fixe un point B du cordon AP. La pression
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que supporte le point B est égale et contraire à la résultante des forces Q et R. Si l'on fixe à la fois un point B du cordon AP et un point C du cordon AQ, la pression que supporte le point C sera égale et contraire à Q.
386j 387. Cas ou l'une des cordes peut glisser dans un an-
Fig. .33.
KEAU. — Si les deux forces P et Q sont appliquées aux extrémités d'une corde PAQ, qui passe dans un anneau retenu par une troisième force R , P = Q est la condition nécessaire et suffisante pour qu'il y ait équilibre.
3S8. Si l'on désigne par a l'angle BAC, on a
R = sP cos - a.
R représente également la pression supportée par le point A, quand on fixe l'anneau.
389. Équilibre du polygone funiculaire. — Soit un polygone funiculaire ABCDEF. Le premier et le dernier cordon, AB et EF, sont sollicités par des forces H et K dirigées nécessairement suivant les prolongements de ces cordons, sans quoi il n'y aurait pas équilibre. Aux différents sommets B, C, D, E sont appliquées des forces quelconques P, P', P", P'", agissant par l'intermédiaire de cordons qui se réunissent en ces points. Il est inutile de supposer plus de trois cordons
l'in. i33.
réunis au même sommet.
390. Dans Vétat d'équilibre, chaque cordon^ tel que CD, dMt être tiré par deux forces égales et contraires qu^oti peut supposer appliquées à ses deux extrémités.
391 à 397. Ce principe conduit aux conditions d'équilibre du polygone funiculaire.
Toutes les forces immédiatement appliquées cm polygone funiculaire, transportées parallèlement à elles-mêmes en un point cjuel-
conque, se font équilibre autour de ce point, et la tension de chaque . cordon est la résultante de toutes les forces qui agissent d'un même côté de ce cordon.
Réciproquement, si les forces sont telles, que, transportées parallèlement à elles-mêmes en un point ciuelconque, elles s'y fassent équilibre ^ il y aura toujours une figure d'équilibre.
398. Cas ou il y a des anneaux. — Si tous les sommets portent des anneaux, les tensions de tous les cordons sont égales, d'cù résulte
P=2HcosiB, P'=2Hcos-G,
399. Si l'on se donnait la figure du polygone, on connaîtrait par là en grandeur et en direction les forces qu'il faudrait appliquer à chaque sommet pour le tenir en équilibre.
400. 401. Supposons que les cordes extrêmes AB, EF soient dans un même plan. Pour avoir la tension des cordons extrêmes, il suffit de décomposer suivant leurs directions la résultante de toutes ies forces transportées parallèlement à elles-mêmes au point de rencontre de ces cordons.
402, Cas ou il y a plusieurs cordons a un même sommet du POLYGONE. — Il faut, pour l'équilibre, que l'une quelconque des forces qui sollicitent les cordons soit égale et directement contrairp, à la résultante de toutes les autres. Si l'on fixe un point sur chacun des cordons, excepté sur un seul, les pressions que la force F exerce sur les points fixes, s'il n'y a que trois cordons, non situés dans le même plan, s'obtiendront en décomposant la force P en trois autres agissant suivant les prolongements des cordons. S'il y a plus de trois cordons, le problème devient indéterminé.
ÉQUILIBRE d'un FIL FLEXIBLE.
403. Direction de la tension dans un fil en équilibre. — Soit AMB un fil flexible, d'une très-petite épaisseur, attaché par ses extrémités à deux points fixes A et B, et dont tous les points sont sollicités par de très-petites forces.
Soit M lin point quelconque de ce fil. Les deux parties AM, îJ3 exercent l'une sur l'autre, dans l'état d'équilibre, des actions moléculaires égales et contraires. On admet que toutes les forces qui proviennent de AM agissant sur MB , se réduisent à une force unique T appliquée au point M, et de même que la partie MB exerce sur AM une action qui se réduit à une force égale et contraire à T. La valeur commune de ces deux forces est ce qu'on appelle la tension du fil au point M.
40i. La tcnsinn s'exerce suivant la tangente au point SI à la courbe que forme le fil.
-405, 406. JÉQuiuBî'.E d'un fil sollicité par de petites forces. — Soient £ le produit de la section normale par la densité au point M,
P la force qui agit en ce point, X, Y, Z ses composantes parallèles à trois axes Ox, Oj, Oz, et T la tension. Les équations de l'équilibre sont :
cH T
dz
(0 {d{T^\-^Yzds
Zzds
407. LxTÉGRATiON DES EQUATIONS (i). — Soient £>,/, g\ <?',/', s! les angles que les tangentes à la courbe aux points A et B font avec les axes : on a
K cos e -j- K' cos e'+ j X zds = o ;
la somme algéh'ique des composantes parallèles à l'axe Ox, de toutes les forces cjui agissent sur le fid , est nulle.
40S. On déduit des mômes équations
K(fl'cos/— bcose] -l-K'(<7'cos/'— ^'cos^?')
+ / [Yx — Xj) ids = o;
la snmtne des moments de toutes les forces qui agissent sur le fd, par rapport à Oz, est nulle.
409. Soient a, p, 7 les angles que la tangente au point M fait avec les axes et >.. p., v les angles que le rayon de courbure p fait, avec les mêmes axes : les équations (i) peuvent s'écrire
dl cosa H- - — -cos 1 -\-Xeds = o, P
,_, . , Tds , ^, ,
d 1 COS p H cos 'j.~\-\e as — - o ,
P dl COS 7 -r- '- COS -J -hZzds = O.
Le plan osculaleiir à la courbe contient la force P.
Valeur de la tension. — On a
,^T =: _ £ (Xr/.r + Yr/j + Zrfe).
41 1 . Quand s (Xc/jt 4- Yr^ + Zdz ) est une différentielle exacte , V accroissement de tension, quand on passe d'un point à un autre, est indépendant de la figure du fil,
4!2. Lorsque tontes.les forces qui sollicitent le fil lui sont normales, la force motrice est en raison inw:rse du rayon de courbure. et dirigée suivant le prolongement de ce rayon.
4Î3. Lorsqu'un fil est tendu sur une surface S par deux forces qui le tirent à ses extrémités m et to', ce fil trace sur la surface la ligne la plus courte entre deux cpielconques de ses points.
414. Courbe formée parle fil. — Celte courbe est donnée par les équations
dx dy dz
A-i-iXeds B+iYids C^ i Zuls
JYids C+/
4Jo. On obtient encore les équations de la courbe en éliminant T entre les équations
Xdr — ^^^-^ ^ _ rr, f (^Ix dr dy r/,r"\ ds \ ds ds ds ds J
'Xdz — Zdx ^fdz ,r/,r dx ^ dz 1 — d —, 1- d -r-
iis \cls ds ds ds
r/T =- — £ ( Xf/,r + Y dy -^Zdz
TABLE ANALVTÎQCE
CÎIAmETTE. — COURBE BES PONTS SUSPENDUS.
416. Equation différentïelle de la chaînette. — La courbe ABC, formée par un fil pesant et homogène, suspendu à deux ^'S- '38. points fixes A et C, a reçu le nom
de chaînette.
Cette courbe est contenue dans le plan vertical passant par les points A et C. Prenons ce plan vertical pour plan des xy et traçons deux axes rectangulaires Ç)x et Oj, le premier horizontal et ^\ -^ le second vertical et dirigé de bas
I en haut.
ïM. Le fil étant supposé homogène, si sr est le poids de l'unité de longueur, on aura
T — ^ ds )
dy
418. Appelons sr/t la tension au point le plus bas de la courbe, tension qui s'exerce horizontalement. On aura
ds
hd'!l-
IX
419, 420. Équation de la chaînette en termes finis. — On prend pour axe des y la verticale qui passe par le point B le plus bas de la courbe et pour origine un point tel que OB — h :
Fi.
42! , 422. Propriétés de la chaînette. — La chaînette est symétrique par rapport à l'axe des y. La projection MK de l'ori3:). ' donnée de la courbe sur la nor-
male BÎN est constante et égale à h. La projection MI de l'ordonnée sur la tangente MT est égale à l'arc BM, compté à partir du point le plus bas de la courbe. La longueur désignée par //, l'arc MB et l'ordonnée y forment un triangle rectangle dont l'ordonnée est l'hypoténuse.
DES MATiÈTlES. q'2J
423. La courbe, lieu des points 1 tels que MI = arc B_\i , est une développante de la chaînette. La droite IP est tangente à cette courbe au point I, et la longueur IP de cette tangente comprise entre le point I et l'axe des x est constante et égale à h.
424. Le rayon de courbure de la chaînette est égal à la normale MN, mais dirigé en sens contraire.
42d, 426. De la tension en un point de la chaînette.
T = CTj.
La tension de la chaînette en chaque point est proportionnelle a Voîxlonnée de ce point.
427 à 431 . Construction de la chaînette. — Menons la verticale CE et les horizontales AE et CG qui rencontrent l'axe desj en D et G {fig. i38). Posons
AE = r/, ÇS.--=--h, ABC = /, AD = Â-, DE -^ k\ OB = h, BD = /.
On a pour déterminer les inconnues h, /•, h\ f les équations suivantes ;
^Ji'~b' = h (e^ - e~ ^ \
J { - -hA~f=~\e'^ + e ''
432. Remarque sur le centre de gravité ds la chaînette. — De toutes les courbes d'une longueur donnée, tracées sur un plan entre deux points donnés, la chaînette est celle dont le centre de gravité est le plus bas.
433 à 438. Courbe des ponts suspendus. — La courbe formée par la chaîne est une parabole verticale. En appelant T la tension au point .r, jr, z, cr la force totale qui sollicite une portion de la chaîne dont la projection horizontale est égale à l'unité de longueur, s-/« la tension au point le plus bas, on a
T — 5T sjlî' +• .r^.
PRINCIPE DES VITESSES VIRTUELLES
439. DÉFINITION DE LA VITESSE VIRTUELLE. — Soient A, A', A", . . . , des points matériels quelconques soumis à de certaines condiliun^. Le système étant transporté dans une position infiniment voisine qui satisfasse à toutes les conditions données, on appelle vitesse virtuelle ou déplacement virtuel de l'un quelconque de ces points la droite infiniment petite qui joint sa première position à la seconde.
4i0. DÉFINITION DU MOMENT VIRTUEL. — On appelle moment
virtuel de la force P le produit de la valeur absolue de cette force par la projection p du déplacement virtuel de son point fV application.
4 è1 . On a, si T est la composante de la force P suivant le déplacement ka ,
Vp = 'ï xka.
Ainsi le moment virtuel est égal au produit du déplacement virtuel multiplié par la cowposate de la force suivant la direction du déplacemeitt .
Le moment virtuel di'w'nQ force et la quantité de ti-avail élémentaire ont la même expression ; mais la première quantité ne suppose aucun mouvement du système dû aux forces qui le sollicitent actuellement.
4i2. Énoncé du principe des vitesses virtuelles. — Si des forces en nombre quelconrpie se font équilibre sur un système de points matériels assujettis h des conditions données, la somme des moments virtuels est nulle pour tout déplacement virtuel compatible avec les conditions données, et réciproquement, il y aura équilibre si la somme des moments virtuels est nulle pour tous les mouvements possibles du système.
443, Équilibre d'un point matériel. — Si un nombre quelfig. i/i3- conqiie de forces est appli-
qué à un même point A :
\P' r / le moment virtuel de la ré-
^ sultanle est égal à la somme
des moments virtuels des composantes.
des matières. 4^9
am. démonstration du principe pour un point libre.
445. démonstration du principe pour un point assujetti a demeurer sur une courbe ou sur une surface donnée.
446, 447. Équilibre de deux points matériels unis par une DROITE RIGIDE. — Démonstration du principe pour deux points invariablement liés l'un à l'autre.
448. DÉMONSTRATION DU PRINCIPE DES VITESSES VIRTUELLES DANS LE CAS d'un SYSTilME A LIAISONS COMPLÈTES. — Soiout A{x, y, z),
un nombre quelconque n de points assujettis à des conditions données exprimées par un certain nombre d'équations entre les coordonnées de ces points. Le nombre des équations doit être moindre que 3«, mais il peut être égal à 3/^ — i.
Dans ce cas, oii le système est dit à liaisons complètes, tous les points sont assujettis à demeurer sur des courbes données, et le déplacement de l'un des points tinlraîne celui de tous les autres.
449. Chaque point peut se mouvoir sur la courbe dans deux sens contraires, ce qui donne lieu à deux moments virtuels égaux et de signes contraires.
i50, 451. Le principe des vitesses virtuelles est démontré dans le cas des systèmes à liaisons ccmplèles.
SUITE DU PRINCIPE DES VITESSES VIRTUELLES
452, 453. SYSTÈ.ME a liaisons incomplètes. — Démonstration du principe des vitesses virtuelles dans le cas général.
454 à 456. Liaisons qui s'expriment par des inégalités. —
Quand les liaisons qui existent enire les différents points d'un système sont exprimées par des inégalités, il suffit, pour l'équilibre, que la somme des moments virtuels des forces soit nulle ou négative.
■iS7. A'JTE
Fi^;. rlg.
TASLE AKALYÏÎQUE
E FORsiE Ba l'Équation des vitesses virtuelles. — Soient X, Y, Z les composantes parallèles aux axes de la force P; Sx, Sj-^ §z\es variations des coordonnées du point A pour un déplacement virtuel compatible avec l'élat du système; le moment virtuel de la force P e^t
XSx + YSj-i-ZSz;
et l'équation des vitesses virtuelles devient
lXSx + YdY-{-ZSz)=o.
458, 459. Conditions d'équilibre d'un système. Les liaisons qui
existent entre les divers points du système étant exprimées par les
équations
on aura
dL rs dL » dL çv , (fL » ,,
dM
dx
Sx
dM dy
dx'
d^^ cm. , r/N„
-nSx-^-r-^Sy-^-r-S:
dx
dy
cm
dx
-,Sx'-\-.
Ces équations au nombre de / contiennent 3« variations Sx^ Sy, Sz,...; il y en a 3/z — / qui sont arbitraires, et les autres^ au nombre de i, dépendent de celles-là. Si on porte les valeurs des dernières dans l'équation
'XSx-[-YSy-^ZSz) = o,
celle-ci contieïidra seulement 3/z — i termes multipliés chacun par l'une des 3/i — i variations arbitraires, dont il faudra égaler à zéro les 3« — i coefficients. On aura ainsi 3n — i équations qui, jointes aux équations (i), donneront Sn équations nécessaires et suffisantes pour l'équilibre.
460. L'élimination de i variations au moyen du système (2) peut se faire par la méthode des multiplicateurs. Nous aurons les 3/^
('quations suivantes
IL (IM --/N
(ix (.X cX
(IL dM ,7N
dL dM -/N -Tz-^^'-^-^"'^^--
dL dM dis r/x ' r/)- c/g
^Gî, 462. Réciproquement, si ces équations ont lieu, les forces se font équilibre, quand on y regarde x, y, z comme seules variables.
Les conditions L = o, M = o, N = o,. . ., peuvent être supprimées pourvu que Ton applique au point A les forces
IL
^ 1 il
(IM
, dL
^—Til
dz
(IM
^- dz'^
''7ÛJ''
oX ainsi de suite.
iG3, 464. Sur les divers mouvements virtuels d'un système. — Un mouvement virtuel quelconque se compose de 3« — / mouvements virtuels particuliers et distincts.
465. En général, soient L = o, M= o,... les équations de condition. On prendra 3/2 — / quantités ©,4^,0,... fonctions de .r, j, z,x',..., et dont les variations seront toutes arbitraires. L'équation des vitesses virtuelles deviendra
- ^^-\- ¥^4i + edB -f- ...--= o ;
on aura
APPLICATIONS DU rRIiSCiPE DES VITESSES VIRTUELLES.
466. Équilibre d'un solide invariable. — Les conditions d'équilibre d'un système solide, formé de n points matériels liés entre eux d'une manière invariable, sont au nombre de six. — -
467. On obtient les trois premières équations d'équilibre, en donnant au corps trois mouvements de translation parallèles aux axes.
468. On obtient les trois autres équations d'équilibre en faisant tourner le corps successivement autour des trois axes, ce qui donne
(Zj- Yz) = o,
469. On peut déduire du principe des vitesses virtuelles les équations des moments sous leur seconde forme
470. AUI'RE MANIÈRE d'oBTENIR LES CONDITIONS D'ÉQUILIBRE d'UN
SYSTÈME SOLIDE. — L'équalion générale
y (Xd^o; -i- Y<îj+ Z^z) = o peut être mise sous la forme
+ (îoV (Zj-Yz) + ô^y (Xz-Z^)^o.
Les variations (?a, ^S,. . ., étant arbitraires, cette équation ne peut avoir lieu que si les coefHcients de ces variations sont nuls; on retrouve ainsi les conditions exprimées plus haut (467, 468).
Équilibre d'un système solide gêné par un obstacle
Si le système renferme un point fixe, il y aura seulement trois équations d'équilibre entre les forces.
472. S'il y a deux points fixes, ou, ce qui revient au même, un axe fixe, il n'y aura qu'une seule équation d'équilibre.
473 à 477. Équilibre du polygone funiculaire.
478. Sur une propriété de l'équilibre. — Lorsque le premier membre de l'équation
est la variation exacte d'une fonction /(^, j, z...) de x, j, z, x', j\z\...^ considérées, soit comme des variables indépendantes, soit comme des variables liées entre elles par les équations L = o, M = G ; alors pour la position d'équilibre, -et seulement pour cellelà, la valeur correspondante de la fonction /(^, j, z, ...) est un maximum ou un minimum, si toutefois cette fonction est susceptible d'un maximum ou d'un minimum. L'équilibre est toujours stable quand le maximum existe.
L'expression ^ (X(î'x+ Y^j+ ZtJs) est une variation
exacte quand les forces motrices R, R', R", . . . sont dirigées vers des centres fixes et fonctions des distances de leurs points d'application aux centres.
480. Si les forces R, R', R"^ . . . supposées attractives ont pour expressions
la fonction
— -1 5 xi — — p; J II — — ;p,
est un maximum ou un minimum quand il y a équilibre.
481. Le premier membre de l'équation générale des vitesses virtuelles est encore une différentielle exacte, quand les forces considérées proviennent des actions mutuelles des points du système, et qu'elles sont simplement fonctions des distances mutuelles des points qui agissent les uns sur les autres.
482. Dans l'équilibre d'un système de points pesants, sollicités uniquement par leurs poids, le centre de gravité est le plus haut ou le plus bas possible.
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PRINCIPE DE d'aLEMBERT.
•483 à 48S. DÉMONSTRATION DU PRINCIPE DE d'alembert. — Les forces motrices cVun système font à chaque instant écjuilibî'e à des forces égales et contraires aux forces qui produiraient son mouvement effectif, si tous ses points devenaient libres.
■486. Remarques sur le principe de d'alembert. — On peut présenter le principe de d'Alembert sous une autre forme, utile dans quelques cas. Chaque force étant décomposée en deux, l'une nommée force effective et qui produirait le mouvement du point, s'il était entièrement libre, et l'autre qu'on nomme force pe7-due, on peut dire qu'à chaque instant les forces perdues se font équilibre.
487. On pourrait remplacer d'une infinité de manières les forces données par d'autres susceptibles d'imprimer le même mouvement au système, non plus libre, mais assujetti aux conditions données,
488. Équation générale du mouvement d'un système. — Soit P la force appliquée au point M, dont la masse est m. Nommons X, Y, Z ses composantes parallèles à trois axes rectangulaires; on a
d'i dt'
489 à 492. Conséquences de l'équation générale. — Les conditions
devant être satisfaites par le système, on aura
dx cly clz dx
d\l . dW^ ^ d\l. ^ d\l
dx dj - dz dx'
-z— ^^ -I- -7- ^r -f- -y- 0 z H- -7-7 Sx' -\- . . . = o, dx dy dz dx'
Si n est le nombre de points du système, il y aura T>n — i varia-
tions arbitraires, et / variations fonctions de celles-là déterminées par les i équations précédentes. On portera les valeurs de ces i variations dans l'équation (i), et égalant à o les coefficients des "in — i variations restantes, on aura 3/? — / équations différentielles entre le temps, les forces et les coordonnées des points du système. En y joignant les i relations (2), on aura 3« équatious pour déterminer les 3/2 variables ^, j, z, ^', j', z', . . . en fonction du temps t. Il restera à intégrer ces équations. On peut aussi employer la méthode des multiplicateurs.
EXTENSION ET APPLICATIONS DU PRINCIPE DE d'aLEMBERT.
493, 494. Des forces instantanées ou percussions. — On appelle ainsi les forces qui agissent pendant un temps très-court avec une grande intensité.
495 à 497. Extension du principe de d'Alembert aux forces DE PERCUSSION. — Le principe de d'Alembert s'applique aux forces de percussion, en remplaçant ces forces par les quantités de mouvement qu'elles sont capables de produire. Considérons le système depuis le temps t^ jusqu'au temps t^-\- 6, pendant lequel la percussion agit. On aura
dt
dx^
\ Sx
Y dt 4- m -^ dt
dr\ dt j
to-^9 dz
Zdt-'r-m-^dt
dz^
m — dt ^
les lettres affectées de l'indice o désignant les valeurs relatives à l'époque t^^ et les lettres sans indice les valeurs relatives à l'époque
Cette équation exprime qu'//jr « équUihre entre les quantités de mouvement que les percussions communiqueraient aux différents points s'ils étaient libres, les quantités de mouvement qu'ils possèdent au moment où les percussions commencent a agir et celles qu^ils ont après leur action, ces dernières étant prises en sens contrcdres. On néglige pendant le temps ô les forces ordinaires, telles que la pesanteur, qui n'ont pas une intensité très-grande.
Lorsque le système part du repos, il y a équilibre entre les quantités de mouvement que les forces donneraient aux divers points du système s'ils étaient libres et celles qui ont lieu effectivement, et avec lesquelles ce système commence à se mouvoir, au bont du temps 0, ces dernières étant prises en sens contraire.
498. Marche a suivre pour appliquer le principe de d'Alem- BERT DANS LE CAS DES PERCUSSIONS. — Pour appliquer le principe de d'AIembert, étendu au cas des percussions, il faut suivre la marche indiquée au n° 490.
499 à SOS. Mouvement de deux corps liés par un fil et
PLACÉS SUR deux PLANS INCLINÉS.
SUITE DES APPLICATIONS DU PRINCIPE DE d'aLEMBEKT.
S04 à 506. Mouvement de corps liés par des cordons.
507 à 510. Mouvement d'une chaîne sur deux plans inclinés.
511. Mouvement de deux points assujettis a demeurer sur deux courbes données et dont la distance est invariable.
MOMENTS d'inertie.
512. DÉFINITIONS. — On appelle moment d'inertie d'un point matériel par rapport à un axe le produit de la masse de ce point par le carré de sa distance à l'axe.
513. Le moment d'inertie d'un système de points matériels dont la forme est invariable, par rapport à un axe, est la somme des moments d'inertie de tous ces points par rapport à cet axe.
514. Les points matériels qui composent un corps n'y sont pas répandus d'une manière continue : on sait, au contraire, qu'ils sont séparés entre eux par des espaces vides qu'on appelle des pores. Cependant on peut, dans chaque cas, obtenir le moment d'inertie, en supposant la masse distribuée d'une manière continue dans le corps.
DES MATIÈP.ES. 4^7
SI5. Moments d'inertie d'un parallélipipède rectangle. —
En appelant M la masse du corps, et a, b, c les longueurs de ses arêtes, les moments d'inertie du parallélipipède par rapport aux axes Oj:, Oj, Oz sont
Le plus grand correspond à la plus petite arête et le plus petit à la plus grande.
516 à 518. Ellipsoïde homogène. — Soit
l'équation d'un ellipsoïde rapporté à ses diamètres principaux. M étant la masse de l'ellipsoïde et A, B, C désignant ses moments d'inertie par rapport aux axes O.r, Or, Oz, on aura
519. ^^^ est le moment d'inertie d'une sphère par rapport à un diamètre quelconque.
est le moment d'inertie, relativement à un diamètre quelconque, d'une couche sphérique dont les rayons intérieur et extérieur sont a et è, et dans laquelle la densité p, supposée la même pour tous les points situés à une même distance du centre, est variable avec cette distance.
520. S'OLiDES de révolution. — Soient CD la courbe méridienne
Fig. i58.
ÎS
et 0^ l'axe de révolution. Le moment d'inertie du volume engendré par la révolution de l'aire ACDB sera
y'^dx,
la courbe CD.
en désignant par « et Z» les abscisses OA et OB des extrémités de
Le moment d'inertie du segment sphérique est
S22. Relation entre les moments d'inertie par rapport a
Fig. iSg.
DEUX AXES PARALLÈLES. — Soit
0 le centre de gravité, a égale à la pins courte distance OA des deux droites Oz et AB; m égale à la masse du point M ; MH = /■, MK = R. On a
Le moment cVinertie d'im système de points par rapport à un axe quelconque est é^al à celui de ce système par rapport à un axe parallèle à celui-ci mené par le centre de gravité , augmenté du produit de la masse du corps par le carré de la distance des deux axes.
Le moment d' inertie dhin corps par rapport à un axe qui passe par son centre de gravité, est moindre cjue pour tout autre axe parallèle à celui-ci; ce moment est le même pour tous les axes parai" lèles et également éloignés du centre de gravité, et il augmente à mesure que l'axe s'éloigne de ce point.
Relation entre les moments d'inertie par rapport a
Fig. iCo. DIFFÉRENTS AXES QUI PASSENT PAR
IV LE MÊME POINT. — Suit 01 un axe
quelconque. Abaissons MH perpendiculaire sur 01. Soient a, g, -y les angles que 01 fait avec Ox, Ojr, Oz, p. le moment d'inertie de tout le système par rapport à l'axe 01.
Posons
my
mxy,
[i — Acos^a + Bcos^ê + Ccos^7
— 2D COSê CÛS7 — 2E COSa COSy — 2 F COS a COS§.
SUITE DES MOMENTS d'iNERTIE. — ROTATION AUTOUR d'oN AXE.
ri2-i. Ellipsoïde cExNTRAl. — Sur la droite Oï (j%. i6o) prenons une longueur ON = — • Si l'on a fait la même construction pour
toutes les droites menées par le point 0^ le lieu des points N a pour équation
AX=+ BY^+ CZ=— 2DYZ - sEXZ — aFXY = o.
C'est un ellipsoïde ayant le centre pour origine.
52S. Axes principaux. — Quand les axes coordonnés sont dirigés suivant les axes principaux de l'ellipsoïde, on a
J71XJ = o.
Ces trois axes sont appelés les axes principaux cVinertie du système, et les moments d'inertie correspondants sont dits moments principaux.
526, 527. Le système des axes principaux est unique, à moins que l'ellipsoïde ne soit de révolution. Dans ce cas, l'axe de révolution et deux diamètres perpendiculaires entre eux et à cet axe forment un système d'axes principaux. Si l'ellipsoïde devient une sphère, trois diamètres quelconques perpendiculaires entre eux sont des axes principaux, et les moments d'inertie par rapport à ces axes sont égaux. Le moment d'inertie le plus grand correspond au plus petit axe de l'ellipsoïde, et le plus petit correspond au plus grand.
528. On peut prendre des axes coordonnés tels, que deux des rectangles disparaissent dans l'équation de l'ellipsoïde et qu'elle prenne la forme
AXM-BY=-h CZ-^- 2FXY = i.
L'axe des z est alors l'un des axes principaux du corps relatifs au point 0.
529. Relation entre les axes principaux relatifs a différents POINTS. — Les axes principaux relatifs a un point quelconcjue cPun corps sont parallèles aux axes principaux relatifs au centre de gravité de ce corps lorsque la droite qui joint le premier point au second est un axe principal relatif au second.
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530, 531. Points pour lesquels les moments principaux d'inertie d'un corps sont égaux. — Quand l'ellipsoïde relatif au point 0, centre de gravité du corps, est de révolution autour de son petit axe, il existe sur cet axe deux points symétriques par rapport au point 0 et situés à nne distance de ce point égale à
qui répondent à la question.
Mouvehent de rotation d'un système solide autour d'un
axe fixe. — La vitesse des points situés à une distance de l'axe
égale à l'unité est ce qu'on appelle la vitesse angulaire ou de rota-
ds lion du système. Nous la désignerons par m, La vitesse -r d'un
point quelconque à une distance r de l'axe est représentée par t-w.
53-i. Un mouvement de rotation est dit uniforme quand la vitesse de rotation est constante. Ce mouvement a lieu lorsque les points du système ne sont sollicités par aucune force motrice ou par des forces motrices qui se font équilibre autour de l'axe fixe.
MOUVEMENT DE ROTATION AUTOUR d'uN AXE ( SUITE ).
535. Cas ou le corps est mis en mouvement par des percussions. — Décomposons chaque force instantanée P en deux : Z, parallèle à l'axe Oz; Q, située dans un plan perpendiculaire à cet axe. Soit f la vitesse que cette dernière composante serait capable d'imprimer au point m s'il était libre; w la vitesse de rotation du système; cj la plus courte distance de l'axe et de la force Q ; on aura
536, 537. Si toutes les vitesses <>, v' , c",. . . , sont égales et parallèles; désignons par fx la somme des masses des points qui reçoivent directement cette vitesse commune <>. Appelons /la distance du centre de gravité de la masse p. à un plan passant par l'axe et parallèle à la direction des vitesses. On a
Cette formule convient à un corps solide G mobile autour d'un axe fixe Oz, choqué par un autre corps G, qui après le choc reste attaché en G2 au premier et dont tous les points sont animés de vitesses égales et parallèles.
538, 539. Si le corps est choqué simultanément par plusieurs masses p, p', p.",. . . , animées de vitesses différentes et qui lui demeurent attaehées après tous ces chocs, on aura
540. Si le système, au lieu d'éprouver des percussions simultanées, reçoit une suite de chocs se succédant à des époques quelconquesj la vitesse angulaire sera toujours donnée par la formule précédente.
541 à 543. Calcul des percussions exercées sur l'axe fixe.
— Supposons que le corps soit mis en mouvement par une force instantanée qui imprimerait une vitesse V à une certaine masse p.
au centre de gravité de laquelle elle serait appliquée. Cette force instantanée ou percussion a pour mesure la quantité de mouvement Vpi.
Soient X, Y, Z les composantes do la quantité de mouvement pV, et X,, Y, , Z, celles de la résistance du point 0 ; X2, Yj, Z2 celles de la résistance du
„ dx dr dz
pomtH;enfinm.^, m -^, m^
les composantes de la quantité de mouvement effective pour le point m : soit OH = h. On aura, Jc^ et /, désignant les coordonnées
du centre de gravité du corps eniier,
X + wMj, + X, -t- X, = 0, y - coMj:, + Y, -r- Y, - o,
y, A — Z p — w \^ mxz =-- o, — X, A + Za — &> \ rnrz = o,
Xp - Yan-w
Ces équations déterminent X^ et Y^, X, et Y, et la somme Z, ^Z^, sans déterminer séparément Z, et Z^.
o44 à 546. Conditions pour que l'axe n'éprouve aucune percussion. — Centre de percussion. — i° La direction de la percussion doit être perpendiculaire au plan qui passe par l'axe fixe et par le centre de gravité du corps.
a° Ce plan doit être im des axes principaux pour le point oîi il rencontre le plan qui lui est perpendiculaire et qui contient la force instantanée.
P 3° Enfin la distance de cette force à l'axe doit être ésale k a-] — ,
a étant la distance du centre de gravité du corps à l'axe et MX-^ le
moment d'inertie du corps relativement à un axe mené par ce centre
de gravité parallèlement à l'axe fixe.
5i7. On appelle centre de percussion le point auquel la percussion doit être appliquée dans le plan passant par l'axe et le centre de gravité pour qu'il n'y ait pas d'effort exercé sur l'axe fixe : la
distance du centre de percussion à l'axe fixe est a -|
Si l'axe passait par le centre de gravité, il éprouverait toujours une percussion.
548. Réciproquement, si le corps est en mouvement autour de l'axe, on pourra l'arrêter brusquement sans qu'il existe aucune percussion contre l'axe en appliquant au centre de percussion une force instantanée égale à wl\l<7, perpendiculaire au plan mené par l'axe et par le centre de gravité du corps.
549. Condition pour qu'il n'y ait de percussion qu'en un point DE l'axe. — Si ce point est le point H, et si Z = o, en posant
D = V wjz, E — ^mxz,
l'équation de condition est
DY + EX = wMrt.
Si Oz est un axe principal d'inertie pour le point 0, la percussion est appliquée au point 0.
ROTATION d'un CORPS AUTOUR d'uN AXE (sUITE).
SbO. Rotation d'un corps sollicité par des forces quelconques. — Soient X, Y, Z les composantes de la force motrice P du point m[x, y, z), on a
, y(Y.r-Xj)
(loi >fer.<i '
dt ~~ "V > °
SM à S53. Pressions sur l'axe. — On applique à deux points quelconques 0 et H, pris sur l'axe, deux forces K, (X,, Y,, Z,) et R2(X2, Y^, Zj,), égales et contraires aux pressions exercées sur ces deux points à chaque instant du mouvement. On aura, en posant OH = h, en désignant par (.r,, y\, zj le centre de gravité du système et par M sa masse,
X + ^' Mj, ^- w^Mx, -f- X, -I- X, = o, Y - ^ Ma-, ^- w=Mr, H- Y, -h Y, = o, Z A- Z, -i- Z, .-= o,
(Zj - Yz) +• ^ 2 '"■"' - ''' 2 "'^'' -^^'' = ^'
dt
551. Cas ou il n'y a pas de forces motrices. — Les résistances R, et RvSe réduisent à deux forces perpendiculaires à l'axe, et font équilibre aux forces centrifuges de tous les points du corps qui agissent sur l'axe perpendiculairement à sa direction. La force tangentielle est nulle pour chaque point. Les résistances sont proportionnelles au carré de la vitesse constante w.
555. Si un corps retenu par un seul point fixe commence à tourner autour cVun des axes principaux relatifs à ce point, il continuera à tourner uniformément autour de cet axe comme s'il était fixe.
La pression sur le point 0 est dirigée dans le plan qui passe par l'axe et par le centre de gravité.
556. Pour que le point 0 ne supporte aucune pression, il faut et il suffit que le centre de gravité soit sur l'axe de rotation, et alors le mouvement ayant commencé autour de cet axe, supposé fixe, continuera uniformément autour du même axe lorsqu'on le rendra entièrement libre.
557. 558. Cas ou les forces motrices se réduisent a un COUPLE. — Les conséquences précédentes subsistent quand les forces motrices se réduisent à un couple situé dans un plan perpendiculaire à l'axe.
559. Un corps retenu par un point fixe 0 et sollicité par un couple ne tend pas à tourner autour d'une perpendiculaire Oz au plan de ce couple, à moins que cette perpendiculaire ne soit l'un des axes principaux relatifs au point 0.
560 à 563. Mouvement du treuil.
pendule composé.
Pendule composé. — Équation du mouvement. — On
nomme pendule composé un corps qui peut tourner autour d'un
axe fixe horizontal.
Prenons l'axe fixe Oz pour axe des z; pour axe des x une horizontale Ox perpendiculaire à Oz, et pour axe des j une verticale Oj dirigée dans le sens de la pesanteur, M étant la masse totale du corps et G le centre de gravité, abaissons GA perpendiculaire sur Oz, menons la verticale AD et abaissons sur cette droite la perpendiculaire GD. Soit G, la position initiale de G, MX' le moment d'inertie par rapport à un axe passant par
le point G et parallèle à Oz, Posons GA = «, DAG = 6, DAG, = «:
on a
r/'9 ga . ,
et l'on trouve
li étant la \'itesse angulaire initiale.
566. Pendule composé ramené au pendule slmple. — Supposons la longueur / déterminée par l'équation
Alors le pendule composé ou plutôt la droite AG et le pendule simple de longueur / auront le même mouvement angulaire, pourvu que les
valeurs mitiales de -r- soient les mêmes. dt
567. Axe d'cscillation. — Si dans le plan passant par l'axe et par le centre de gravité du pendule on mène une droite IBi' parallèle à cet axe et à une distance de celui-ci égcUe à I, chacjue point de cette droite se mouvra comme s'il ne faisait pas partie du corps et cpiil fût simplement lié à Vaxe par une droite rigide et sans masse.
La droite IBI' est nommée Vaxe d'oscillation du corps, correspondant à l'axe de suspension Oz. Le point B de cette droite, situé sur la droite AG perpendiculaire à l'axe de rotation, se nomme centre d'oscillation. On l'obtient en pro-
longeant AG d'une longueur égale à — •
568. Les axes d' oscillation et de suspension sont réciprorj[ues, c'est-à-dire que si l'on faisait osciller le corps autour de II', l'axe de suspension primitif Oz deviendrait l'axe d'oscillation.
569. Étant donné l'axe de suspension d'un corps, on peut trouver, par l'expérience, l'axe d'oscillation correspondant.
570. Il y a une infinité d'axes autour desfjuels les petites oscillations sont de même durée.
571. Axe de la plus courte oscillation. — L'axe de suspension est perpendiculaire à l'axe du plus petit moment d'inertie A relatif au centre de gravité. On a
^Vr
PENDULE CONIQUE
S72, 573. Peneule comque. — Équations du mouvement. — Un point matériel m est assujetti à se mouvoir sur la surface d'une sphère dont le centre est au point 0, et dont le rayon est l. En désignant par N la résistance de la surface, et l'axe des z étant pris dans le sens de la pesanteur, les équations du mouvement sont
d'^x N.r cPr Nr (Pz Ns
574 à 576. Cas ou le point pesant reste dans un plan horizontal. — Le point décrit un cercle, intersection de ce plan et de la surface sphérique.
La vitesse v est constante et le mouvement circulaire est uniforme.
xd ■ X 4- rd- r dx"^ -J- dr"^
dI^-^+ dP ="•
On a
La durée de la révolution est é2;ale à itv
577 à 580. Intégration des équations du mouvement. — On a
±.ldz
dt =
sJ-^g[P-z-^){z-z,-^li,)~Ç?
i étant l'angle que fait la direction de la vitesse c avec la perpendiculaire au plan w?Oz, on a
Ç} = r\ i>\ COS'e„ = igh^ r\ cos'£„ = 'Xg\{P - z\ ) cos-c„ ,
±ldz
^^g^[P - z')[z- z^ + h,)- [P - zl)h,cos'^, 581. Maximum et minimum de la valeur de z, — L'équation
(/'-z^)(z — z„^AJ ~{P-zl)h^co?,'s^ = o
a trois racines réelles : une première a comprise entre / et z,,, une seconde h comprise entre z,, efc ^ — A, et une troisième négative — c
entre — / et — co . La variable z restera comprise entre a sa valeur maximum et h sa valeur minimum.
582 à 584. ExPRESsiojj du temps employé a parcourir un arc
Cas ou le pendule s'écarte peu de la verticale. — On
a à peu près N = g- : en posant
57= a cos [/./', j=Ssinp.?.
La projection horizontale de la courbe décrite est une ellipse dont les axes sont 2 a et 26.
La durée de la demi-révolution est -k k -1 c'est-à-dire égale à
celle d'un pendule de même longueur qui oscillerait dans un plan vertical.
590. La projection du pendule sur un plan horizontal décrira encore à très-peu près une ellipse si l'angle que le [^^ndule fait avec la verticale varie très-peu.
La durée de la demi-révolution est '^ \/-i valeur moindre que
591 à 595. Mouvement d'une tige pesante tourn.ant autour d'un de ses points qui est fixe.
PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DU MOUVEMENT. — MOUVEMENT DU CENTRE DE GRAVITÉ
597. Remarques sur les systèmes de points qui peuvent se MOUVOIR COMME DES CORPS SOLIDES. — Considérons un système de points matériels m , m\ m", . . ., sollicités respectivement par des forces P, P', P", . . . , dont les composantes parallèles aux axes sont
X, Y, Z; X', Y', Z'; Si les liaisons sont telles, que les points
puissent se déplacer sans que leurs distances changent, on aura
^ cU'^ ~ ^ ^ ' ^ cW- ~^ ' AiÀ ' dt- ~ ^
598, S99. Pour que le système puisse se déplacer comme un corps solide, c'est-à-dire sans que les distances de ses points varient, il faut et il suËBt que chaque équation de condition se réduise à une relation entre les distances de ses différents points.
600, 601. Mouvement pu cExNtre de gravité. — Le centre de gravité de tout système libre se meut comme si les masses de tous les points matériels y étaient réunies et cjue les forces motrices y fussent transportées parallèlement à elles-mêmes.
602. Vitesse initiale du centre de gravité d'un système mis EN mouvement par DES FORCES INSTANTANÉES. — Cette vitesse est celle que prendrait un point ayant la masse M , placé au centre de gravité et qui serait sollicité par toutes les forces instantanées du système transportées parallèlement à elles-mêmes en ce point.
603, 604. Conservation du mouvement du centre de gravité. — Quand to;:tes les forces motrices transportées parallèlement à elles-mêmes en u?. point quelconque s'y font équilibre, le mouvement du centre de gravité est rectiligne et uniforme.
605. Si l'on considère les quantités de mouvement de toutes les molécules comme des forces et qu'on les transporte parallèlement à elles-mêmes en un même point, elles donnent une résultante de grandeur et de direction constante. Le centre de gravité se meut suivant une ligne droite parallèle à cette résultante et avec une vitesse égale à celte résultante divisée par la masse totale du système.
propriétés générales du mouvement relatives aux aires.
606. Relations entre les quantités de mouvement d'un système. — Dans un ensemble de points matériels qui peuvent se déplacer comme un système solide, on a
Ces équations subsistent s'il y a dans le système un point fixe, pourvu qu'il soit pris pour origine des coordonnées.
607. Lorsqu'en supposant le système solidifié, les forces qui le sollicitent se font équilibre,, ou bien encore lorsqu'elles se réduisent à une force unique passant par l'origine des coordonnées, la somme des moments de-s quantités de mouvement des masses du système par rapport à une ligne droite quelconque est constante.
608. Si l'on considère comme des forces les quantités de mouvement qui animent les différents points du système, qu'on les compose comme si elles étaient appliquées à un corps solide, on trouvera toujours la même résultante et le même couple résultant par rapport à une même origine. Le moment de ce couple résultant est /- = y/c^ 4- c'* + c", et son plan, perpendiculaire à la droite qui fait
c c c avec les axes des angles ayant pour cosinus -ri ji j-, a pour
équation
c, c\ c" étant les sommes des quantités de mouvement par rapport aux axes des 2, j, x.
609. Principe des aires. — Quand les forces motrices opplicjnées à un système se font éqnUibi'e en supposant le système solidifié, ou bien rjucmcl toutes ces forces ont une résultante unique passant par forigine des coordonnées , la somme des aires décrites par les projections du rayon vecteur sur chacun des plans coordonnés multipliées respectivement par les masses des points correspondants est proportionnelle au temps. C'est ce qu'on appelle le principe de la conservation des aires.
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610, Cette loi a lieu en particulier quand les forces motrices du système se réduisent à des actions mutuelles entre ses différents points ou à des forces constamment dirigées vers un même point fixe, pourvu qu'on prenne celui-ci pour l'origine des coordonnées.
611, 612. Du PRINCIPE DES AIRES DANS LE MOUVEMENT RELATIF.
— Prenons pour origine un point mobile avec le système 0,. Désignons par a?|, jp z, ses coordonnées par rapport à un système fixe 0.r, Oj, Oz. Soit m un point ayant pour coordonnées ^, j, z dans l'ancien système et Ç, ïj, Ç dans le nouveau composé de trois axes Oi^:,, 0,j,, 0, z, parallèles aux anciens et mobiles avec le point Op On aura
dt- '' dt-
'^'- ?S^) = >:(x?-zn
si 0, est le centre de gravité, ou si l'on prend pour origine mobile un point qui ait dans l'espace un mouvement rectiligne et uniforme, enfin si la force accélératrice du point 0, est constamment dirigée vers le centre de gravité du système.
613. Si l'origine des coordonnées mobiles est choisie de l'une de ces trois manières, on aura, par rapport aux axes dont l'origine est mobile, des propriétés semblables à celles qu'on a trouvées pour des axes fixes.
614. Plan du maximum des aires. — Dans un système de points en mouvement pour lequel le principe des aires a lieu, en prenant pour origine un point fixe ou mobile suivant les conditions établies précédemment, il existe un plan fixe tel, que la somme des aires décrites pendant un temps quelconque par les projections des rayons vecteurs des points mobiles sur ce plan, multipliées par leurs masses, est plus grande que pour tout autre plan de projection. Ce plan est toujours le même , quel que soit le temps écoulé. On l'appelle plan du maximum des aires ou plan invariable. Son équation est
c" X -T- c' y + cz = o
et la somme\_^»2w relative à un autre plan de projection se déduit
de celle qui se rapporte au plan tt, en la multipliant par le cosinus de l'angle des deux plans.
DES MATIÈIIES. 4^1
Ce plan est le mênre que celui du couple résultant des quantités de mouvement du système solidifié (602).
DES FORCES VIVES DANS LE MOUVEMENT d'uN SYSTÈME.
615 à 617. Principe des forces vives. — Dans tout système dont les liaisons sont indépendantes du temps, F accroissement de la somme des forces vives de tous les points , pendant un temps cjuelconcjue, est é^cd au double de la somme des travaux de toutes les forces pendant le même temps.
618. Conséquences du principe des forck^ vives. — Dans un système^ assujetti à des conditions quelconques, mais c[ui ne dépendent pas explicitement du temps , s'il n'y a pas de forces motrices ou si les forces motrices se font continuellement équilibre^ la somme des forces vives reste constante.
Ce principe est connu sous le nom de principe de la conservation des foixes vives.
619. Si la fonction >(Xf/j: + Yr/j- -h Zffe) est la différentielle
exacte d'une fonction/ des variables x, jr, z, x',. . ., considérées comme indépendantes ou comme liées entre elles par les équations L = o, SI = o,..., lorscfie le système passe d'une position à une autre, V accroissement de la somme de's forces vives ne dépend cpie des coordonnées des points dans ces deux positions.
620. Si les points mobiles occupent la même position à deux époques différentes t et ?„, la somme des forces vives aura la mêjne valeur à ces deux époques, pourvu que, les coordonnées des points reprenant les mêmes valeurs, la fonction f[x, j, z, x\...) reprenne aussi la même valeur.
621. L'expression'x (Xf/j: + Yf/r+ Z<r/s) est une différentielle
exacte quand les forces motrices sont constamment dirigées vers des centres fixes , et qu'elles sont fonctions des distances de leurs points d'application aux centres. Cela arrive aussi quand les forces proviennent d'attractions ou de répulsions mutuelles entre les points du système, actions dont les intensités sont fonctions des distances des points entre lesquels elles s'exercent.
622. L'expression^ (Xf/^ + Yr(}- + Zffc) n'est pas une différentielle exacte dans le cas où les points du système éprouvent des frottements ou la résistance d'un milieu.
623. Des forces vives dans un système a liaisons complètes, — Quand un système de n points est à liaisons complètes, l'équation des forces vives suffit pour déterminer le mouvement de chaque point. Exemples : pendule composé, mouvement d'un corps solide autour d'un axe.
625. Des forces vives dans le mouvement relatif. — Bans un système quelconque, lors même qu'il ne serait pas entièrement libre dans V espace, la somme des forces vives des points dans leur mouvement absolu est égale, à chaque instant , à la même somme ronsidérée dans le mouvement relatif autour du centre de gravité , augmentée du produit de la masse totale du système multipliée par le carré de la vitesse du centre de gravité.
626. Dans le mouvement relatif d'un système absolument libre, autour de son centre de gravité, la différentielle de la somme des forces vives des points du système est égale au double de la somme des quantités de travail apparent des forces motrices.
DU CHOC DES CORPS
627. Du CHOC direct de deux corps sphériques. — Considérons deux sphères , dont les centres se meuvent sur une même droite 0^, dans le même sens ou en sens contraires, et dont tous lesçoints décrivent des parallèles à cette droite.
628. Si les deux corps sont mous, c'est-à-dire dépourvus d'élasticité, après s'être comprimés jusqu'à un certain degré, ils cessent d'agir l'un sur l'autre à l'instant où les vitesses sont devenues égales, et ils continuent à se mouvoir en restant juxtaposés avec une vitesse commune et conservant la forme que la compression leur a donnée.
629. S'ils sont élastiques, ils tendent, au moment où la compression cesse, à reprendre leur forme primitive aussitôt que la vitesse est devenue la même, et de là naissent de nouvelles pressions qui tendent à séparer les deux corps. Si ces pressions sont égales en
Firr. 171.
intensité à celles qui ont lieu dans la première partie du choc et que les deux corps quand ils se séparent soient dans le même état qu'au moment où le choc a commencé, on dit qu'ils sont parfaitement élastiques .
Mouvement des centres de gravité. — Soient OC = x
OC — x'\ R la valeur des deux pressions égales et contraires appliquées aux centres des deux sphères et qui résultent des actions mutuelles de leurs molécules, m et /;z' les masses des deux sphères. On aura
r/.r , dx'
m —, — |- ni —r- — niv -{- ni v .
dt dt
Cette équation exprime que la somme des quantités de mouvement reste constante pendant toute la durée du choc.
631. Ciioc DE DEUX CORPS DÉPOURVUS d'élasticité. — Désignons par u la vitesse commune avec laquelle ces deux corps réunis en un seul se mouvront après le choc. On aura
Si avant le choc les deux corps allaient dans le même sens, après le choc le sens du mouvement commun sera le même. S'ils allaient en sens contraire, la vitesse commune après le choc sera celle de la sphère qui avait la plus grande quantité de mouvement. En particulier, si les deux corps, allant à la rencontre l'un de l'autre, avaient des quantités de mouvement égales, le choc les réduirait au repos.
632. Équation des forces vives. — On a, pendant toute la durée du choc,
fdx \'dt
dr.
Cette équation exprime que la somme des forces vives à une époque quelconque est égale à cette somme prise au commencement du choc, plus le double de l'intégrale de Rc/r, prise à partir de la même époque.
633, 63-i. Ciioc de deux corps parfaitement élastiques.
On a
dx'\ -
dt
Vitesses des deux centres de gravité après le choc : [m — m'] 0 -+- im'o'
m -\- ni 1 me -\- ( m' — ;?/) :>'
635. Soit u la vitesse commune aux deux centres de gravité, au moment où la compression est la plus grande. Ou a
La vitesse de chaque corps au milieu du choc est la moyenne arithmétique entre sa vitesse avant le choc et sa vitesse après le choc.
La vitesse relative avec laquelle le centre de gravité C s'éloigne de C après le choc est égale à celle avec laquelle il s'en approchait à l'instant où le choc a eu lieu.
Examen de quelques cas particulieus. — Si le corps C
est en repos au moment où C vient le rencontrer, la vitesse après
le choc est
637 Si les corps sont parfaitement élastiques,
_ [m — m'] c ^, _ % mo m -+- m' ni + //,
Si m' est infiniment grande par rapport à m, le corps choqué demeure en repos, tandis que l'autre est réfléchi en sens contraire avec une vitesse égale à celle avec laquelle il est venu rencontrer lu premier.
638. Quand les deux masses m et m' sont égales, si les deux corps sont mous,
Si les deux corps sont parfaitement élastiques, ils ne feront qu'échanger leur vitesse.
Si l'un des corps était en repos, l'autre restera immobile après le choc et lui transmettra sa vitesse.
639. Théorème de Carnot. — La somme des forces vives ne change pas par l'effet du choc quand les corps sont parfaitement élastiques. Mais lorsqu'ils sont mous, elle diminue et la différence
est égale à la somme des forces vives dues aux vitesses acquises ou perdues par les deux corps :
• mp^~^m'(>'^ — (/;? 4- m') ir = m {c — uY + 7?i' [u — (/)'. On peut encore mettre cette perte de force vive sous la forme
640. Mouvement du centre de gravité commun. — La vitesse du centre de gravité commun reste constante avant, pendant et après le choc.
641. Principe de la moindre action. — Dans le mouvement d'un système de corps pour lequel le principe des forces vives a lieu, si l'on multiplie la vitesse de chaque point du système par sa masse et par l'élément de sa trajectoire, et qu'on intègre la somme de ces produits depuis une position donnée du système jusqu'à une
autre position aussi donnée, la valeur de cette intégrale / 7 mvds
est généralement un minimum.
Quand les points mobiles ne sont soumis à aucune force, on a
nnr dt ^= c [t — t^ Le temps du trajet est un minimum.
GINQUx\NTIEME LEÇON.
propriétés BU mouvement d'un corps solide; applications.
642. La position d'un corps solide est déterminée par celle de trois droites Oioti, Oiji, Oi^i qui lui sont liées invariablement.
643. Tout mouvement infiniment petit d'un solide dont les divers points décrivent des trajectoires situées dans des plans parallèles peut être regardé comme une rotation autour d'un axe instantané perpendiculaire aux plans précédents.
644. Le mouvement continu du même solide lui serait donné si on le liait à un cylindre roulant sans glisser sur un cylindre fixe.
645. Les vitesses des points d'une figure plane qui se meut dans son plan sont, à un instant donné, perpendiculaires aux droites qui
joignent les points au centre instantané et proportionnelles à ces droites.
6i6'647. Les vitesses angulaires de deux manivelles réunies par une bielle sont inversement proportionnelles aux distances des centres de rotation à la bielle.
6-i8. Quand on suppose que le point Oj du solide coïncide toujours avec l'origine des axes fixes, les coordonnées d'un même point par rapport aux deux systèmes d'axes sont liées par les relations
z — a" xx -t- b" ji -t- c" zy.
Si l'on pose
dh ,db' „db"
^ dt dt dt '
de ^ ut
, dn dt
les projections de la vitesse d'un point sur les axes mobiles sont <? 2i — rfi , rxi~ pzi, pfi —qxi.
6i9-650. Le mouvement élémentaire du solide est une rotation dont l'axe passe par le point fixe; le mouvement continu s'obtient en liant le solide à un cône qui roule sur un cône fixe.
651. Quand les axes mobiles coïncident avec les axes fixes, on a
_ db" _ de' _ ^''^ _ _ ^^"" __ ^^'^' _ 'Jt
^~''dt~~~dt^ "^ ~ Tft ~ ~ ~dt"' '~'di~~~dt'
6o2. Si Oj^i, ji, zi sont des axes principaux d'inertie, la force vive du solide est
633 -6o 4. Les sommes des moments des quantités de mouvement par rapport aux axes mobiles sont A/?, B»/, Cr et par rapport aux axes fixes
Joint universel
656. Plusieurs rotations simultanées autour d'axes concourants ou parallèles donnent à un solide le même mouvement qu'une rotation unique dont les éléments s'obtiennent comme ceux de la résultante de plusieurs forces.
657. Les cosinus a^ b, c, . . . peuvent s'exprimer en fonction de l'angle 9 des plans xOy et ^lOji, et des angles •} et œ que l'intersection de ces plans fait avec Oo: et Ooti.
p = sm'f sm9^+ cos'j y
. .fl-^ . <l^ <7 = cos9sm9 sin'i)-;-5
■' ' (It dt
„ rA!/ do
659. Le mouvement élémentaire le plus général d'un solide libre est un mouvement hélicoïdal.
ROTATION d'un CORPS SOLIDE AUTOUR d'uN POINT FIXE ( SUITE). — MOUVEMENT l'uN CORPS SOLIDE LIBRE.
660, 661. ÉQUATIONS DU MOUVEMENT. — Faisant coïncider les axes fixes avec les axes principaux du corps 0^,, Oj, , O2, , pris dans la position qu'ils occupent au bout du temps ?, on a
^ A^' + (G~B)ryr=L., B§+(A-C)/.r=M.,
formules d'Euler : L,, M,, N,, moments des forces motrices par rapport aux axes principaux du corps à l'époque t.
662 à 66i. Cas ou il n'y a pas de forces motrices.
A/;' + Br/ + C/-- = A.
Celte équation exprime que la force vive est constante.
± C i/ABr//-
dt
dt =
V/[G^ — i3/^ + (B — C) C/-] [AA - G^'+ ^C — A) C/'-'J ABCo)c/m
v/iB + CjA — U' — BL:wy(A-+-C)/i— G' — ACwV(A + B)A — G^— ABc
663. Plan invariable. — Le couple résultant des quantités de mouvement a un moment constant.
666j 667. La perpendiculaire au plan du couple résultant des
quantités de mouvement est fixe dans l'espace :
w cos (10, G ) = -^ jl = ,- 1
quantité constante qui représente la composante de la vitesse angulaire autour de l'axe fixe du couple résultant des quantités de mouvement.
668. Le plan du couple résultant G étant pris pour plan des xy,
on aura
smosmiï) = -f-) sm9cos<p = -7^5 cos9 = -— » yj G G
669. La vitesse angulaire est proportionnelle au demi-diamètre qui va du centre au pôle instantané de rotation.
670. Mouvement de l'ellipsoïde central. — Le plan tangent à l'ellipsoïde central au pôle de rotation est fixe dans l'espace. C'est un plan parallèle à celui des quantités de mouvement.
L'ellipsoïde, dont le centre est fixe, roule sans glisser sur ce plan fixe et la vitesse angulaire de rotation est proportionnelle au rayon qui va du centre au pôle instantané sur la surface de l'ellipsoïde.
La courbe décrite sur la surface de l'ellipsoïde par le pôle instantané de rotation est appelée poloïde.
671. Lieu des axes instantanés dans le corps. — Il a pour équation
A(G^-AA)a-'^4-B(G^-B//)7'= + C(G'-C/0 2" = o.
Lieu des axes du couple résultant. — On a
équation du cône décrit dans le corps par l'axe fixe OG.
674. Les axes principaux relatifs au point 0 sont les seuls qui puissent rester immobiles avec un mouvement de rotation uniforme.
675 à 678. Mouvement d'un corps solide entièrement libre. — Le mouvement d'un corps solide libre, sollicité par des forces données, sera connu quand on pourra déterminer le mouvement absolu d'un de ses points et le mouvement relatif de tout autre point du corps autour de celui-là. On pourra choisir à volonté le
point dont on considère le mouvement de translation. Mais , dans l'application, il est avantageux de prendre le centre de gravité.
Sous r action des forces motrices le moiwement de rotation autour du centre de gravité est le même que si ce point était fixe.
679, 680. Mouvement d'un ellipsoïde.
Fig. 176.
MOUVEMENT d'uNE CORDE VIBRANTE.
681. Équations du mouvement. — Soit s le produit de la section
normale de la corde par sa densité au point M, dans la position AMB, p le poids de la corde, l sa longueur primitive AB, T la tension au point M , t^ le poids tenseur : si l'on néglige les forces motrices, on a
V^clix + u^^p^çPu L ds J gl dt- '
ds
-]L£L dx ~ al dt' '
ds) ~ gl dt' ""•
X est l'abscisse primitive, z + « l'abscisse pendant ce mouvement.
682 à 685. Cas des petites vibrations. — q étant un coefficient constant pour la même corde, on a
T— CT = q -T-î '■ dx
et, en posant —
d'u , d-U dt' ~ ^' cLvd'y_^^_d'y dt ^ dx' d'z .d'z dt-" "'' dx'
46o TABLE ANALYTIQUE
Les mouvements des points de la corde parallèlement aux axes seront indépendants et coexisteront sans s'influencer mutuellement.
G86 à 688. Vibrations transversales. — L'équation
cPr
dx''
pour
intégrale
générale
at) +
■]^{^x — at).
Soit
pour t =
CÎY
' Tu
Posant, pour abréger,
on a
La fonction œ ['C) est périodique et a pour période il. Comme on connaît cette fonction pour toutes les valeurs de la variable comprises entre zéro et 2/, elle sera connue pour toutes les valeurs de Ç positives ou négatives.
689, 690. L'autre fonction li est périodique, comme la première,
et sa période est aussi il.
La corde fait une suite de vibrations toutes égales et isochrones
dont la durée est —
691. La résistance -de l'air et la communication d'une partie du mouvement de la corde à ses deux points extrêmes A et B diminuent graduellement l'amplitude des vibrations et finissent par les anéantir, sans toutefois altérer sensiblement leur isochronisme.
692, Si l'on désigne par T la durée d'une vibration de la corde et par n le nombre des vibrations dans l'unité de temps, on a
„ il I /^
a 1 y pi
Pour une même corde, le nombre /? est proportionne) à la racine carrée de la tension w ; pour des cordes d'une même matière et d'une même épaisseur, les nombres de vibrations sont en raison inverse des longueurs. Enfin pour des cordes de même longueur et également tendues, n est en raison inverse des racines carrées de leurs poids. L'expérience a confirmé ces lois.
693. Noeuds de vibration. — H y a des cas où la corde, en raison de son état initial, se partage, pour ainsi dire, spontanément en un certain nombre de parties égales vibrant à l'unisson et dont les points de séparation, appelés nœuds^ restent immobiles pendant la durée du mouvement. Alors le son s'élève proportionnellement au nombre de ces parties.
La corde ayant, sans vitesse initiale, la forme de la courbe
j = C sin — ^ ■> si on l'abandonne à elle-même, elle effectuera une suite indéfinie de vibrations isochrones.
694. Le nombre de vibrations effectuées dans l'unité de temps sera m —, c'est-à-dire m fois celui qui correspond au son le plus grave de la corde, déterminé par la théorie générale.
695. Dans ce cas la corde se partage spontanément en m parties égales qui vibrent comme si elles étaient séparées, de sorte qu'il y aura m — i nœuds de vibrations.
696. 697. Vibrations longitudinales. — Si l'on désigne par n' le nombre des vibrations longitudinales effectuées dans l'unité de temps, on a
, 1 ls;(i n /ct
De deux sons les plus graves rendus par une même corde, celui qui correspond aux vibrations longitudinales est de beaucoup le plus aigu.
ÉQUILIBRE d'une MASSE FLUIDE.
698. Notions préliminaires. — L'hydrostatique a pour objet les lois de l'équilibre des fluides. Un fluide doit être considéré comme un assemblage, en apparence continu, de molécules matérielles qui cèdent au moindre effort tendant à les séparer les unes des autres.
L'hypothèse d'une mobihté parfaite pourrait conduire à des résultats peu conformes à l'expérience dans le cas d'un fluide en mouvement : mais si l'on excepte quelques liquides où la viscosité est considérable, les lois de l'équilibre auxquelles nous parviendrons en Supposant les molécules parfaitement mobiles et sans aucune cohésion, s'appliqueront sans erreur sensible aux fluides naturels.
699. On distingue deux sortes de fluides, les liquides et les gaz ou fluides aériformes.
700. Pression d'un liquide sur une paroi. — La pression au point M est la limite du rapport de la pression exercée sur l'élément w qui comprend le point M à l'aire w, quand cette aire w tend vers zéro en comprenant toujours le point M.
701. Égalité de pression en tous sens. — On admet comme un résultat de l'expérience ou comme une conséquence de la distribution uniforme des molécules des fluides , que la direction de la pression est toujours perpendiculaire à l'élément de surface w sur lequel elle s'exerce.
Si , en un point quelconque de l'intérieur, on suppose une paroi plane solide, il y aura sur chaque élément de cette surface une pression toujours perpendiculaire à son plan. Il y a égalité de pression en tous sens pour un même point, c'est-à-dire que si l'on considère une surface infiniment petite w passant par un point M pris à volonté dans le fluide, la pression exercée par le fluide sur chaque face de l'élément w sera toujours la même, quelle que soit la position que l'on donne à l'élément w, en le faisant tourner autour du point M.
Équilibre d'un fluide incompressible. — Supposons un
Fig. i^n. liquide incompressible contenu
dansunvasepolyédriqueABCDE.
Plusieurs parois sont percées d'ouvertures «, a\ «",..., sur lesquelles sont ajoutés de petits cylindres ayant leurs arêtes perpendiculaires à ces parois. Si l'on imagine des pistons qui peuvent se mouvoir dans l'intérieur de ces cylindres, les forces P, P', P", . . . nécessaires pour les maintenir, quand il y a équilibre, sont égales aux pressions exercées par le liquide contre leurs bases.
Concevons que l'on fasse mouvoir simultanément tous les pistons ; soient A, h\ h" , .... les espaces qu'ils parcourent, ces espaces étant regardés comme positifs ou négatifs, selon que les pistons entrent
dans le vase ou en sortent. On a
Équilibre d'uine masse fluide quelconque. — Soient p la
Fig. 180.
jr
densité du fluide au point m et P la force motrice rapportée à l'unité de masse, qui sollicite la molécule m de ce parallélipipède infiniment petit; X, Y, Z les composantes de la force P ; p la pression rapportée à l'unité de surface qui s'exerce au point m
et qui est la même tout autour de ce point. On a
et
dp = p (Xr/a: + Xdy \ Idz),
r/(pY) d{^y.) rZ(pZ) r/(pY)
r/(pZ)
dx ^ ' dz dx dz
dr
dy
C est une constante qui sera déterminée quand on connaîtra la pression/>„ en un point particulier (^„, j^, zj.
70i. S'il n'y a pas de force qui sollicite les molécules intérieures, la pression sera constante dans toute la masse du fluide, de sorte qu'une pression extérieure exercée sur une partie du fluide adjacente à une paroi du vase doit se transmettre avec la même intensité sur des éléments de surface équivalents dans toute la masse et sur toutes les parois.
705. On appelle surface de niveau une surface dont tous les points éprouvent la même pression. Elles sont toutes comprises dans l'équation
Une couche de niveau est la masse du fluide comprise entre deux surfaces de niveau. Deux surfaces de niveau ne peuvent pas se couper.
706, La force motrice est normale à la surface du niveau en chacun de ses points.
707. Si la pression est nulle ou constante en tous les points de la surface libre d'un fluide, celle-ci est une surface de niveau.
708. Si Xdj--i-Ydj--i-Zdz est la différentielle exacte d'une fonction ^'(.r, j, z), en tous les points d'une surface de niveau la densité est constante.
709. Dans les fluides élastiques, si la température est constante dans toute l'étendue de la masse, on a
p^Lc , p = -e •
Si la température n'est pas la même dans toute la masse, on aura
J ir p C J i:
p=Zc^ '\ p=Ç =
Dans l'atmosphère qui enveloppe la» terre, il ne peut y avoir équilibre, si la température n'est pas la même à la même distance du centre, et les surfaces de niveau doivent être des sphères ayant leur centre au centre de la terre.
Figure permanente d'un fluide autour d'un axe. — Un
fluide pesant, contenu dans un vase de forme quelconque, tourne d'un mouvement uniforme autour d'un axe vertical Oz. Soient w la vitesse angulaire et p la pression, en donnant kp des valeurs constantes, on aura différentes surfaces de niveau. Leur équation
op -xg
s représente un paraboloïde de révolution.
711. On déterminera la constante C en exprimant que le volume du liquide est donné. Supposons que le hquide soit contenu dans un vase cylindrique ayant pour base sur le plan .rOjle cercle dont le rayon est a, que h soit la hauteur de la partie du cylindre occupée par le liquide avant le mouvement, et que la surface libre supporte la pression atmosphérique constante représentée par c On aura
des matières. 465
712. Pressioîv d'un liquide sur le fond du vase qui le rsn- FERME. — Si ^ est l'aire de la base supposée horizontale et h la hauteur du liquide, la pression totale P que supporte cette base est
P =.gpbh.
713. Supposons qu'on ait deux liquides contenus dans le même vase et qu'ils ne se mélangent pas.
Leur surface de séparation sera nécessairement un plan horizontal. Soient b la base, h la hauteur, et p la densité de la première couche reposant sur le fond du vase ; b', h', p' les quantités analogues relatives à la seconde couche. La pression exercée sur le fond du vase sera g{p'h'-i-ph)b, c'est-à-dire égale au poids d'une colonne cylindrique, dont la base serait b, qui contiendrait une hauteur h du liquide inférieur et une hauteur h' du liquide supérieur.
Théorème analogue pour un nombre quelconque de liquides contenus dans un même vase et pour un liquide dont la densité varierait d'une manière continue avec la hauteur.
714. Vases communiquants. — Les hauteurs auxquelles deux liquides s'élèvent dans deux vases communiquants sont en raison inverse de leurs densités.
Si l'on ajoutait un nombre quelconque de liquides dans les deux vases, il faudrait que la somme des produits de leurs densités par les hauteurs de leurs tranches fût la même de part et d'autre.
715. Pression d'un liquide sur une paroi plane. — La pression totale est égale au poids d'un cylindre de liquide qui aurait une base égale à la surface de la paroi et une hauteur égale à la distance du centre de gravité de cette paroi au niveau supérieur du liquide.
Le point d'application de la résultante des pressions exercées sur la surface AB est appelé centre de pression.
716 à 718. Supposons que la paroi immergée ait la forme d'un Pio._ ,83. trapèze dont les côtés parallèles AB,
^ CD soient horizontaux. Le centre de
pression est sur la droite GH qui joint les milieux de ces deux côtés. En nommant u^ la distance du centre de pression I à AB, /i la hauteur du trapèze, a l'angle que le plan du trapèze fait avec un plan horizontal, c la distance de AB à Id surface du liquide, en posant AB = a, CD = b, EF = c, MN = «, on a
__ i/ic [a -\- 'i.b) + h^ [a -\~ 3ab) sinx ' 6c [a -j- b)-\-2/i[a + ib) sïnx Stl'rm. — :Uéc. If. 3o
Quand le trapèze est horizontal, le centre de pression coïncide avec le centre de gravité,
719 à 723. Principe d'Archimède. — Quand un corps pesant est plongé clans un liquide, les pressions exercées sur sa surface ont une résultante unique, égale au poids du licpdde déplacé et appliquée au centre de gravité de cette partie du fluide, supposée solidifiée.
Le principe d'Archimède subsiste quand le corps n'est plongé qu'en partie dans le fluide, ou quand la densité p n'est pas la même à toutes les profondeurs.
721, Quand on pèse un corps dans un fluide, si P est le poids du corps et P' celui d'un égal volume de liquide, D et p les densités vraie et apparente, on a
725. Le principe d'Archimède subsiste dans le cas oii l'on considère un fluide contenu dans un vase. Si l'on fait une ouverture à l'une des parois latérales, le vase sera mis en mouvement en sens contraire de l'écoulement du liquide. C'est là le principe des différentes machines dites à réaction.
MESURE DES HAUTEURS PAR LE BAROMÈTRE
Fig. i86.
726 à 728. Équilibre des corps flottants.— Une section ABC perpendiculaire aux arêtes étant faite dans le prisme, DE étant le niveau du liquide, soient
CUE_ ABC ~ ""'
/• étant le rapport de la densité du prisme à celle du liquide,
CA = a, CB -- 6, AB ^- c, Q^li^-h, QX)^x, CE^^r,
on a
xy = rab.
Si l'on, nomme a et ê les angles ACK et BCK, on a .r-— 2,//ar cosa = j^— a/zjcosê, .r" — 2/iC0Sa..r'+ 2 r/iab cosè.x — r^a^b^= o.
Il y a au plus trois positions d'équilibre pour lesquelles le sommet seul est plongé dans le liquide.
Le problème précédent revient à mener par un point donné K une normale à une hyperbole ayant pour asymptotes CA et CB.
729. Le cas où deux sommets A et B du triangle sont immergés, se ramène au cas où un seul plonge dans le liquide.
730. Stabilité d'un corps flottant. — Un corps solide étant plongé dans un liquide, soit G le centre de gravité de ce corps, et H celui de la partie immergée. Supposons que l'on écarte un peu le corps de sa position d'équilibre et que tous ses points reçoivent de petites vitesses. Soit A'B'C'D' la section faite dans le corps par le nouveau plan de flottaison, le premier étant venu en ABCD.
Par le centre de gi^avité ï de la section ABCD menons un plan AB"CD", parallèle au plan horizontal A'B'C'D' et qui coupe ABCD suivant la droite AIC. Posons ô égal à l'angle des deux plans ABCD, AB"CD", 'ç égal à la distance du point I au plan A'B'C'D', p égal à la densité du fluide, u égal à la vitesse de la molécule dm, V égal au volume de la partie immergée quand le corps est en équilibre; GH = a; e égal à un infiniment petit du troisième ordre au moins. On a
2\ii^ dm =^ c — g'pà'Ç' — g-p (p, zp V«) 0"-r- s.
La constante c peut être supposée aussi petite qu'on voudra.
731. Si le centre de gravité G du corps est au-dessous de celui du fluide déplacé H, l'équilibre est toujours stable.
732. Quand le point G est au-dessus du point H, si p. ou le moment d'inertie de l'aire ABCD par rapport à la droite AIC reste plus grand que Y a à toute époque, l'équilibre sera stable. II faut et il suffit que Va soit moindre que le plus petit moment d'inertie de la section ABCD, par rapport à toutes les droites qu'on peut y mener par le point I. Si p. devenait moindre que Va, on ne peut rien affirmer relativement à la stabilité de l'équilibre.
733. Du métacentre. — Soit S un corps solide flottant. Lorsqu'il est en équilibre, son centre de gravité G et celui H du volume du liquide déplacé sont sur une même perpendiculaire au plan de flot-
taison ABCD. Supposons que ce corps soit symétrique par rapport à un plan vertical BLD, lequel contient alors la droite KGH. Imaginons qu'on dérange un peu ce solide de sa position d'équilibre, tout en maintenant vertical le plan BDG.
Ce plan contiendra toujours le centre de gravité de la masse fluide déplacée. Le centre de gravité du fluide déi)lacé A'B'C'D'L est un certain point H'. Le point M où la verticale H'M rencontre la droite KGH est ce qu'on appelle le métacentre.
Si le métacentre reste toujours au-dessus du point G, sur la droite HGK, l'équilibre est stable.
Si, au contraire, le métacentre est constamment au-dessous du centre de gravité, l'équilibre du corps sera instable.
Enfin, si le métacentre peut être, tantôt au-dessus, tantôt audessous du centre de gravité, la considération seule du métacentre ne fait plus rien connaître relativement à la stabilité de l'équilibre du corps flottant.
734. De la mesure des hauteurs par le baromètre. — Soient xs la force élastique de l'air, et D sa densité à la température zéro; p la pression, p la densité de l'air à la température 9; en désignant par a le coefficient de dilatation o,oo366 pour chaque degré d'accroissement de la température, et faisant — = A-, on aura
aQ1
La densité de l'air mélangé de vapeur, quand la température s'élève, la pression rs restant la même, doit diminuer un peu plus que ne l'indiquerait la formule précédente. Pour avoir égard à cette circonstance, on augmente le coefficient a, et l'on prend a = 0,004.
735. En désignant par z la hauteur d'un point quelconque de l'atmosphère au-dessus de la surface terrestre, M = o,434'-i946 :
on a
log - = ,
736. Soit h la hauteur de la colonne barométrique pour la station dont la hauteur verticale est z, et soit T la température du mercure, qui peut être différente de celle de l'air ambiant. Soient
DES MA.TIÈTIES. 4^9
h^ et T„ la hciuteur et la température du mercure à la station inférieure, r le rayon terrestre, on a
p-\''^rj H en posant, pour abréger,
Hast dite la hauteur corrigée; c'est celle qu'aurait la colonne barométrique si la température du mercure à la station supérieure était la même qu'à la station inférieure.
737, 738. Si l'on désigne par 1 la latitude de la station, et par G la pesanteur à Paris, dont la latitude est de 48''5o'i4", on a
G= 9,8o8r)6 et
_ fl(i+o,oo4S) 1 — o,ooa588 cosa).
en posant
On calcule le nombre a par l'équation même où l'on substitue à la place de z une ou plusieurs hauteurs mesurées par les procédés trigonométriques. On a trouvé ainsi
Lorsque z n'est pas très-grande, on néglige entièrement - dans
la formule; mais alors il faut augmenter le nombres. M. Ramond a conclu d'un grand nombre d'observations faites dans le midi de la France, a = iSSgS, et il a adopté pour les latitudes peu différentes de 45° la formule très-simple
2= 1839J (1 + 0,0049) log-jj-
MOUVEMENT DES FLUIDES
739. Équations générales du mouvemExNT. — Les équations d'équilibre des fluides sont fondées sur la propriété qu'ils ont de transmettre également en tous sens les pressions appliquées à leur
surface, et sur celle d'exercer sur chaque élément de surface autour d'un point quelconque de leur masse, en vertu des actions moléculaires, une pression égale en tous sens et normale à l'élément de surface qui le supporte. Cette dernière propriété n'a pas toujours lieu quand le fluide est en mouvement; mais on peut l'admettre quand le mouvement n'est pas très-rapide.
Soient x, j, z les coordonnées d'un point m; p la masse de la molécule fluide qui se trouve au point 7?z après le temps?; X, Y, Z les composantes, rapportées à l'unité de masse, de la force qui agit sur la molécule p. ; h, o, w les composantes de la vitesse du point, p sa pression et p sa densité.
Équations formées par le principe de d'Alembert
I dp ^, da du. du du
f- — X— -; u -j ('- IV— -t
p ax dt dx dy dz
I dp ^j dv dv d(> d<>
p dy dt, dx dy dz,
I dp ^ div d(V dw div
— =Z ; u— ('- IV—-'
p dz dt dx dy dz
741 • Équation de continuité :
dp d pu dp 0 d p w dt dx dy dz
742. Si la densité du fluide est constante, l'équation précédente
devient
du di> dw _
dx ' dy dz
743. Si le fluide est incompressible, mais non homogène, l'équation de continuité revient aux deux suivantes :
dp , dp ^ dp dp
dt dx dy ^ dz
du do dtv
dx dy dz
m. Dans le cas d'un fluide élastique et compressible, on aura encore la relation p = /cp, le coefficient A ne dépendant que de la température de la masse gazeuse.
743. On suppose que les molécules en contact avec une paroi fixe ou mobile y restent indéfiniment et que les molécules qui appartiennent à la surface libre ne cessent jamais d'en faire partie.
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Soit/(^, X, j, z) ■■=-- o l'équalion d'une surface sur laquelle un point du fluide doit toujours demeurer. On a
'If ^ < dt dx
df , cp ^- = o.
dj- az
Si la paroi est fixe,
df df df dx dy dz
La vitesse du point est à chaque instant dirigée suivant une tangente à la surface.
La surface libre du liquide étant soumise à une pression vs qui est la même pour tous les points, mais qui peut varier avec le tempS;, on aura
dp dp dvi
dy dz dt
dt dx
746. Si l'on veut obtenir le mouvement d'une molécule particulière, ses coordonnées x, y, z cesseront d'être des variables indépendantes. Pour les connaître, il faudra intégrer les équations simultanées
dx dy dz
dt
dt ' dt
Lorsque u, c, w sont telles, que l'on ait
udx -+- (>dy -\- wdz ^ d(f , Xdx -i-Ydy + Zdz --^ dY ,
dp
= dY — d
d'à ~dt
_\dx I \ dy
df^'-^
dz
Les différentielles sont prises par rapport k x, x, z sans faire varier t. Si le fluide est homogène, on a
ïl faut y joindre l'équation
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qui devient, pour un fluide incompressible,
-7-1 + -7-^ + -74 = 0.' clx^ dy dz
748 à 754. Mouvement d'un fluide da\s une hypothèse particulière.
755. Mouvement permanent d'un liquide. — En un point quelconque la pression est toujours la même et la vitesse de chaque molécule qui passe par ce point est constante en grandeur et en direction ; des molécules qui à des époques différentes occupent une même position parcourent la même trajectoire d'une manière identique. On a
dp = p ( Xf/^ + Yr{r -f Z f/s) - ^ d v\
V est la vitesse de la molécule f/ à l'époque t où elle passe au point /??, et dp est l'accroissement de la pression quand on passe du point • m au point où arrive cette melécule après le temps dt.
756. Pour un liquide pesant dont le niveau est entretenu à une hauteur constante et qui s'écoule hors du vase qui le contient par un orifice pratiqué à sa partie inférieure, on a, en prenant l'axe des z vertical et dirigé dans le sens de la pesanteur,
P — Po = S? {^ — ^o)-~J ['''' — 'i)^
p^ et ('„ étant la pression et la vitesse au premier point, p et v au second. •
757. Supposons que la surface supérieure du liquide soit plane et soumise en tous ses points à une pression égale et constante P„. En désignant par P la pression extérieure qui s'exerce à l'orifice, on aura
en posant Pj, — P = g^k. ,
Soit w l'aire de l'orifice et Q. l'aire de la section du vase par le plau du niveau supérieur : on a
ig[h + k)_
758. Si le rapport — est très-petit, et si la pression est sensible-
ment la même à la partie supérieure du liquide et à l'orifice, on a en négligeant^-.
VIBRATIONS DES GAZ DANS LES TUYAUX CYLINDRIQUES
7S9. Équation do mouvement. — Dans l'état naturel d'équilibre d'un gaz, sa force élastique w est égale à gmh, g étant la pesanteur, m la densité du mercure et h la hauteur de la colonne de mercure qui fait équilibre à la pressien de ce gaz.
Nous supposons que les molécules du fluide en repos qui sont dans un même plan perpendiculaire aux arêtes du tuyau, se déplacent d'un mouvement commun parallèlement aux arêtes.
Nous désignerons par u le déplacement MN des molécules qui ■c n étaient d'abord dans le
Fig. 189.
plan M; par p la force élasticjue ou la pression
du gaz en N rapportée à
1 unité de surface, par p la densité du gaz.
Le mouvement d'une tranche, s'il n'y a pas de force étrangère, sera donné par l'équation
cPa de
(ix- '
en posant
Cas nu tuyau indéfini dans les deux sens
tion du mouvement est
11= (Sj[x-\- at) +-]i [x — at).
En supposant pour ? = o,
f: = /W et *=/,.,,
on aura
L'équa-
761. Supposons que la partie primitivement ébranlée s'étende dej: = oà^ = / seulement. Cette portion, qu'on appelle onde,
est constituée d'une ma- F'S- '9°- nière invariable qui ne
~: ^■, ^ l ^" '^ dépend que de la fonc-
tion ij''- Elle s'éloigne indéfiniment de OL avec une vitesse constante a\ il ne faut pas confondre ce déplacement de l'onde avec le mouvement d'une molécule
qui ne dure que pendant le temps -•-
762. Le mouvement se propage aussi vers les x négatives par une onde CD' dont la nature dépend de la fonction »' et qui se transporte à gauche du point 0 avec une vitesse uniforme égale à a.
Une même molécule est en mouvement pendant un intervalle de
, , , l , . — r . , , l — X temps égal a -? depuis t > jusqu a ^^ < •
763. Le mouvement se propagerait par une seule de ces deux ondes, si l'ébranlement initial était tel, qu'on eût, dans la partie OL, 'f'(^) = o ou -^'[x) = o, ce qui, d'après les formules (4), revient à supposer la relation
pour / = o.
764. Si l'ébranlement initial avait lieu dans plusieurs parties du tuyau séparées par des intervalles en repos, il suffirait de supposer les fonctions tp' (x) et -y [x^ nulles dans ces intervalles pour rentrer dans le cas qui précède d'un ébranlement limité ; chaque partie ébranlée doit donner naissance à deux ondes qui s'en vont à droite et à gauche avec la vitesse uniforme a.
765, 766. Tuyau fermé a une extrémité et indéfini dans un SENS. — Si l'ébranlement initial est renfermé dans un espace limité KL entre les abscis-
^H- '91- ses k et /- -f- /, il donnera
\j ^, Q L £~ naissance à deux ondes
animées des vitesses a et — fi : il y aura deux ondes symétriques de celles-ci, s'écartant à droite et à gauche de l'intervalle K'L' symétrique de KL.
Celles qui s'éloignent de l'origine 0 n'éprouveront aucune altération. Quant aux deux autres, elles arriveront en même temps en 0, et, continuant leur route, elles se composeront en se pénétrant;
du
du
du
du
— a -- ou
dt
dx
dx
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puis ces deux ondes, après s'être traversées et séparées, continueront leur marche sans altération.
L'effet produit est le même que si les diverses tranches de Tonde, qui s'approche du plan fixe 0, se repliaient sur elles-mêmes en conservant la même densité et prenant une vitesse égale en sens contraire. C'est en cela que consiste la réflexion du mouvement sur un plan fixe.
767. Tuyau indéfini dans un sens et ouvert dans un milieu GAZEUX DE densité CONSTANTE. — On admet que la force élastique du gaz à l'ouverture 0 du tuyau est la même que celle du gaz extérieur en repos.
Si l'ébranlement initial n'a lieu que dans une étendue limitée, il y aura dans le tuyau réel une onde s'éloignant indéfiniment de l'origine, et dans le tuyau prolongé indéfiniment, deux autres ondes marchant vers l'origine, se pénétrant et se traversant sans s'altérer, de sorte que dans le tuyau réel à un instant quelconque se trouvera l'onde qui se dirigeait d'abord vers l'origine et qui s'y réfléchit ensuite de manière à former une nouvelle onde dirigée en sens contraire; les vitesses dans les différentes sections sont les mêmes et de même sens que quand l'onde s'approchait de l'origine, tandis que le dilatation change de signe.
C'est en cela que consiste la réflexion du mouvement sur un milieu de densité constante.
768, 769. Tuyau fermé a ses deux extrémités. — L'ébranlement initial donne naissance à deux ondes qui marchent en sens inverse et vont successivement se réfléchir aux deux extrémités.
Après avoir subi deux réflexions et parcouru des chemins égaux à deux fois la longueur du tuyau, elles viennent, au bout d'un in-
il , . ■
tervalle de temps égal à — ■> reproduire, en se composant, l'état initial; et cet effet se répétera de nouveau indéfiniment.
770. Tuyau limité ouvert a ses deux extrémités. — L'état du tuyau est encore périodique et redevient le même après chaque
intervalle de temps égal à —
771. Tuyau limité ouvert a une extrémité et fermé a l'autre. — L'état du tuyau ne redevient le même qu'après un intervalle de
temps égal a -^ •
STATIQUE (ÎP Partie).
1. Un solide étant soumis à l'action de forces données, trouver lo lieu des points tels qu'en y transportant les forces parallèlement à elles-mêmes on donne naissance à un couple dont l'axe soit dirigé suivant la résultante des forces ; ce lieu s'appelle axe central. SG.
2. Quand trois forces se font équilibre, elles sont dans un même plan; quand quatre forces se font équilibre, elles sont sur un hyperboloïde. SG.
3. Étant donnés deux systèmes de forces équivalents P,P',P",. . et Q, Q', Q", . . . , la somme des tétraèdres qui ont pour arêtes opposées les droites représentant les forces du premier système combinées deux à deux est égale à la somme analogue que fournit le second système ; il faut toutefois regarder comme négatifs les volumes de certains tétraèdres quand les forces qui en forment les arêtes opposées ont un moment négatif l'une par rapport à l'autre. SG.
4. Quatre droites admettent en général deux transversales communes, et cinq droites n'en admettent pas; soient toutefois cinq droites a, è, c, f/, e rencontrant une droite t\ b^^c^d., e auront une seconde transversale commune a autre que t ; de même c, d, e, a en auront une seconde b\ et ainsi des trois autres systèmes de quatre droites : démontrer que a', b\ c', d', e' ont une transversale commune. SG.
5. Une tige pesante et homogène s'appuiepar ses extrémités contre un plan horizontal et contre un plan vertical parfaitement poHs ; elle est perpendiculaire à l'intersection des deux plans fixes et rehée à cette intersection par un fil partant de l'un de ses points, qu on donne, et situé dans le plan vertical de la tige : tension du fil quand il y a équilibre. PJ.
6. Une tige pesante et homogène passe entre deux chevilles à des hauteurs différentes et s'appuie par son extrémité inférieure sur un plan horizontal : calculer les pressions exercées sur les chevilles et sur le plan. PJ.
7. Une porte peut tourner autour de deux gonds A, B, situés sur une droite non verticale : calculer la force qui doit agir normalement à la porte pour qu'elle fasse un angle donné avec le plan vertical qui passe par AB. PJ.
8. Une tige pesante peut tourner autour d'une charnière placée à son extrémité inférieure et s'appuie à l'autre extrémité contre une verticale : déterminer les pressions supportées par cette verticale et par la charnière. PJ.
9. On remplace un système de forces par un autre équivalent formé des forces P, Q, R. . . . , qu'on peut choisir d'une infinité de manières; soient pp' , c/r/, ... les droites qui représentent les forces P, Q, R. . . . : la droite qui joint le centre des moyennes distances de p^ (/,... au centre des moyennes distances de.p\ </', • • . est parallèle à un plan fixe, pourvu que le nombre des forces P, Q, . . . soit constant. PJ.
A chaque élément d'une surface fermée, da, on applique
une force normale égale à ch, ou à ( =r -f- r— ) r/o- ; on a t-tt- da,
' \R Ri/ ' KRi
R et R, étant les rayons de courbure principaux de la surface sur
l'élément d(7 -. montrer que dans les trois cas toutes les forces se
font équilibre. PJ.
11. Position d'équilibre d'une droite pesante et homogène qui repose sur deux plans inchnés polis. SG.
12. Positions d'équihbre d'une planche elliptique, d'épaisseur constante, située dans un plan vertical et reposant sur deux chevilles à la môme hauteur. SG.
13. Déterminer quatre forces agissant aux sommets d'un tétraèdre perpendiculairement aux faces opposées, de manière qu'elles se fassent équilibre. SG.
14. Déterminer les positions d'équilibre de deux poids égaux assujettis à rester sur une parabole dont l'axe est vertical et se repoussant avec une intensité inversement proportionnelle à leur distance. SG.
45. Entre deux plans inclinés on place deux sphères homogènes de manière qu'elles s'appuient l'une contre l'autre et que chacune touche un des plans : déterminer les conditions d'équilibre. PJ.
16. Deux fils flexibles partent d'un même point : l'un soutient une sphère pesante, l'autre un petit poids qui pend au-dessous de la sphère sans la toucher : figure d'équilibre. PJ.
17. Dans un cylindre mince, ouvert aux deux bouts, reposant par une de ses bases sur un plan horizontal, on introduit deux sphères égales dont le diamètre surpasse le rayon du cylindre : quel doit être au moins le poids du cylindre pour qu'il ne soit pas renversé? PJ.
18. Une enveloppe sphérique mince repose sur un plan incliné et contient à son intérieur un très petit poids qui est attiré vers un point du plan incliné avec une force proportionnelle à la distance : positions d'équilibre de la sphère et du point intérieur. SG.
19. Une tige pesante est mobile autour de son extrémité A et soutenue à l'autre extrémité par un fil sans masse qui passe sur une poulie située verticalement au-dessus de A, puis sur une seconde poulie C, pour se terminer par un anneau qui soutient une chaîne pesante; celle-ci, parfaitement flexible, a sa seconde extrémité fixée au-dessous de C : figure d'équilibre. SG.
20. D'un point partent trois fils de même longueur portant trois sphères dont les poids et les volumes sont égaux; sur ces trois sphères on en place une quatrième, et l'on demande les figures d'équilibre possibles en supposant les centres des trois premières dans un même plan horizontal. SG.
21. Un segment de paraboloïde de révolution est placé en équilibre sur deux plans également inclinés à l'horizon : quelle peut être la hauteur maximum du segment pour qu'en le supposant divisé en deux parties par le plan vertical de l'intersection des deux plans fixes les moitiés ne se séparent pas ? SG.
22. Une tige pesante et homogène s'appuie par une extrémité sur un plan horizontal dépoh, tandis que fautre extrémité est soutenue par .un fil qui passe sur une petite poulie et se termine par un poids : position du système quand la barre est près de glisser. PJ.
23. Une barre pesante repose sur une cheville dépolie et est sollicitée à son extrémité inférieure par une force de grandeur et de
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direction données : position de la tige quand elle est près de glisser. PJ.
24. Une échelle s'appuie sur un plan horizontal et sur un mur vertical dont les coefficients de frottement sont connus ; elle est perpendiculaire à l'intersection des deux plans : dans quelle position est-elle près de glisser? PJ.
25. Une planche rectangulaire située dans un plan vertical repose sur un plan dépoli perpendiculaire au premier et dont on augmente graduellement l'inclinaison : déterminer dans quelles conditions la planche se mettra à glisser ou à basculer autour de son sommet inférieur. PJ.
26. Une barre pesante est parfaitement libre de se mouvoirautour d'une de ses extrémités, qui est fixe ; l'autre bout appuie contre un mur vertical dépoli : position où la barre est près de glisser. PJ. SG.
27. Une barre homogène AB peut tourner autour de son milieu C et porte un poids à son extrémité A ; une barre pesante mobile autour d'une de ses extrémités 0 appuie sur l'extrémité B de la première, où se produit un frottement ; la droite CO est verticale et égale à CA : quelle est l'inclinaison de AB quand le glissement est près de se produire? SG.
28. Une tige pesante et homogène AB repose en A sur une horizontale fixe OX et touche une courbe située dans le plan vertical qui contient OX ; le coefficient de frottement est le même sur OX et sur la courbe : déterminer la nature de celle-ci de telle sorte que, dans toutes les positions que peut prendre AB, elle soit sur le point de glisser. SG.
29. Déterminer le coefficient du frottement du fer sur lui-même et sur lé so. de manière qu'en disposant quatre boulets égaux en fornïe de pile triangulaire ils soient en équilibre, mais tout près de glisser. SG.
30. Deux roues égales dont les axes sont réunis par une barre homogène et pesante sont situées dans le même plan vertical et reposent sur une droite inclinée dépolie ; l'une des rôties est libre de rouler, mais l'autre est enrayée : calculer l'inclinaison du rail d'appui quand le chariot est près de glisser. PJ.
31. Figure d'équilibre d'un polygone plan dont les côtés- sont articulés à charnières et pressés normalement, chacun en son milieli,
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par une force proportionnelle à sa longueur et comprise dans le plan du polygone. PJ. SG.
32. On donne un quadrilatère articulé dont les côtés ne sont pas pesants ; les sommets opposés sont réunis par deux fils : quel est le rapport des tensions des deux fils pour une figure d'équilibredonnée ? PJ.
33. Appliquer la théorie du polygone funiculaire à la figure d'équilibre de quatre barres pesantes, homogènes et égales, formant une ligne brisée ABCDE dans un plan vertical ; les extrémités A et E sont articulées en deux points fixes d'une même horizontale et les barres successives sont articulées entre elles; il n'y a pas de frottement. SG.
3-i. Déterminer la forme d'un fil pesant, parfaitement flexible et inextensible, dont les deux bouts sont fixes, et où la densité en chaque point est inversement proportionnelle à la racine carrée de l'arc compris entre ce point et le point le plus bas. PJ.
3b. Un fil pesant prend la forme d'une demi-circonférence : comment varie la densité sur ce fil? PJ.
36. Un fil homogène et pesant repose sur deux chevilles horizontales placées à la môme hauteur ; les deux bouts, qui pendent librement de chaque côté, sont égaux : quelle est la longueur minimum du fil compatible avec l'équilibre, et quelle est alors la pression supportée par les chevilles ? PJ.
37. Un fil homogène non pesant est sollicité en chacun de ses points par une force répulsive, émanant d'une droite fixe à laquelle elle est perpendiculaire, et proportionnelle à la distance du point repoussé à la droite; les extrémités du fil sont fixées en des points donnés, et l'on demande la figure d'équilibre. Cas où le fil s'écarte peu de l'axe répulsif. SG.
38. Relation générale entre la forme d'équilibre d'un fil pesant et la loi de la densité suivant ce fil. SG.
39. Calculer en chaque point l'épaisseur d'un câble de fer dont le poids spécifique est 7,7 et dont les extrémités sont fixées sur une même horizontale à 100 mètres l'une de l'autre; chaque élément du câble doit supporter, outre son poids, une charge proportionnelle à sa projection horizontale, et égale à 3oo kilogrammes pour une projection d'un mètre : on veut que la flèche de l'arc formé par le câble soit de 10 mètres et que la tension en chaque
Sturji. — Méc. ii. jr
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point du câble soit de 1 1 kilogrammes par millimètre carré de section. SG.
40. Courbe d'équilibre d'un fil pesant et homogène posé sur la surface concave d'un cône droit à axe vertical dont le sommet est en bas; tension en chaque point. SG.
41. Figure d'équihbre d'un fil non pesant dont chaque élément est sollicité par une force normale, proportionnelle à la distance de l'élément à une horizontale donnée. SG.
42. Figure d'équilibre d'un fil non pesant dont les extrémités sont fixes, et dont chaque élément est attiré vers un point fixe par une force réciproque au carré de la distance. PJ.
43. Un fil inextensible et sans poids passe sur une courbe dépolie située dans un plan vertical et se termine à ses deux extrémités par deux poids : quelle relation doit-il y avoir entre ces poids et la courbure totale de l'arc embrassé par le fil pour que le glissement reproduise? PJ.
44. Un fil élastique pesant, homogène à l'état naturel, repose sur une cycloïde dont l'axe est vertical ; une extrémité est attachée au sommet de la cycloïde, et l'autre arrive au point le plus bas : calculer la longueur naturelle du filet sa tension quand il s'est allongé le long de la cycloïde. SG.
45. Figure d'équilibre d'un fil élastique, pesant, homogène à l'état naturel, et dont les extrémités sont fixes. PJ.
46. Déterminer à l'aide du principe des vitesses virtuelles la position d'équilibre d'un point pesant posé sur un plan incliné et attiré vers un centre fixe proportionnellement à la distance ; pression sur le plan. SG.
47. Position d'équihbre d'une tige pesante reposant sur une cheville horizontale et appuyant par son extrémité inférieure contre un mur vertical ; charge des appuis. SG.
48. Positions d'équilibre de trois points assujettis à rester sur un cercle horizontal poli et exerçant les uns sur les autres des répuisions proportionnelles à leurs distances. SG.
49. Trois points A, B, C peuvent se mouvoir dans un plan, de manière toutefois que les angles du triangle ABC restent constants : déterminer les conditions d'équilibre de trois forces constantes appliquées aux trois points. PJ.
50. Une barre mobile dans un plan vertical autour de son extrémité inférieure porte à l'autre bout un poids et est soutenue par un ressort dont la force varie en raison inverse de la pente de la barre : figure d'équilibre. PJ.
51 . Une barre pesante et tiomogène peut se déplacer tout en restant tangente à une courbe située dans un plan vertical, et vient buter contre un mur vertical ; quelle doit être la nature de la courbe pour que la barre soit en équilibre dans toutes ses positions sans qu'il y ait de frottements? PJ.
52. Une barre pesante peut tourner dans un plan vertical autour de son extrémité mférieure, tandis que l'autre extrémité est soutenue par un fil qui passe sur une petite poulie et se termine par un poids assujetti à glisser sur une courbe : déterminer la nature de la courbe de manière qu'il y ait équilibre quelle que soit la position du poids. PJ.
53. Une pile triangulaire de boulets sphériques parfaitement polis a sa base retenue entre trois murs verticaux formant un prisme équilatéral : calculer la pression supportée par chacun de ces murs. SG.
54. Position d'équilibre d'un poids attiré proportionnellement à la distance vers deux points fixes A, B qui sont à la même hauteur et obligé de rester à une distance constante du milieu de AB ; distinguer si l'équilibre est stable ou instable. SG.
55. Un point non pesant est en équilibre au centre d'un octaèdre régulier dont les sommets l'attirent proportionnellement à la n^ème puissance de la distance : quelles sont les valeurs de « pour lesquelles l'équilibre est stable? SG.
56. Un fil de masse négligeable passe dans un anneau et a ses extrémités attachées en deux points pris sur un côté d'une planche carrée à égale distance du milieu de ce côté : déterminer les positions de la lame qui correspondent à l'équilibre et rechercher si celui-ci est stable ou instable. PJ.
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57. Mouvement d'un point pesant placé dans un tube rectiligne qui tourne uniformément autour d'une verticale qu'il rencontre. PJ.
58. Mouvement d'un point pesant assujetti à rester sur un plan qui tourne uniformément autour d'une de ses horizontales. PJ.
59. Un point matériel est enfermé dans un tube circulaire horizontal dont le centre est fixe, mais dont le rayon augmente proportionnellement au temps : le point ayant été mis en mouvement dans le tube, déterminer sa trajectoire et la pression qu'il exerce. SG.
60. Deux poids égaux A et B s'attirent proportionnellement à la distance et sont assujettis à rester, A sur un plan incliné P, B sur une verticale D ; il n'y a pas de frottement : déterminer le mouvement. Cas particulier : le sinus de l'angle de P avec l'horizon est | ;. les positions initiales de A et de B conviennent à l'équilibre, mais on leur donne des vitesses initiales telles, que la vitesse de B est égale à la vitesse de A estimée, soit suivant une horizontale, soit suivant une ligne de plus grande pente de P. SG.
61. Trois points assujettis à rester dans un plan s'attirent suivant la loi newtonienne : trouver tous les cas où le mouvement de deux des points autour du troisième est identique à celui d'un point attiré vers un centre fixe suivant la loi de Newton. PJ.
62. Un cylindre auquel est attaché un corps pesant, symétrique par rapport à un plan perpendiculaire à l'axe du cylindre, peut rouler sans glisser sur les deux parties d'un plan horizontal séparées par un intervalle destiné à laisser passer le corps attaché au cylindre ; mouvement de ce système. PJ.
63. Mouvement d'une tige pesante assujettie à glisser sur deux droites fixes dans un plan vertical ; pression sur les deux guides. PJ.
64. Mouvement d'une chaîne pesante, mince, mais nonhomogènc, enfermée dans un tube dont la forme est celle d'une cycloïde située dans un plan vertical a\ec sa base horizontale et son sommet en bas. PJ. SG.
es. Un fil est enroulé sur un cvlindre mobile autour d'un axo
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horizontal et porte à ses extrémités deux points auxquels on imprime une certaine vitesse tout en laisant les fils verticaux : déterminer le mouvement du système en supposant que l'air oppose aux poids une résistance proportionnelle au carré de leur vitesse. SG.
66. Un fil inextensible et sans masse repose surdeux petites poulies A et B situées à la même hauteur et porte à ses extrémités doux poids égaux à P; au milieu de AB on pose sur le fil un poids Q et on l'abandonne sans vitesse initiale : déterminer le mouvement du système. Cas où Q est beaucoup plus petit que P. SG.
67. Une plancl:e très mince de forme quelconque repose sur un cylindre horizontal sur lequel elle ne peut que rouler sans glisser: loi de ses oscillations quand elle est écartée de sa position d'équilibre. SG.
68. Une portion d'une chaîne homogène est pelotonnée, tandis que l'autre portion forme une ligne droite sur un plan horizontal et se termine par une masse ; on imprime à celle-ci une certaine vitesse suivant la direction de la portion de chaîne qui est déroulée, et l'on demande le mouvement du système en supposant que la chaîne se déroule sans effort. SG.
69. Une tige de masse négligeable porte à ses extrémités A et B deux poids égaux ; A est libre, et B assujetti à rester sur une droite inclinée et polie : mouvement du système en supposant que AB reste toujours dans le môme plan vertical ; tension de AB et pression qu'elle exerce sur son guide. SG.
70. Sur un plan horizontal poli repose un parallélépipède rectangle; dans sa section verticale médiane on a creusé un canal de forme connue dans lequel peut glisser une petite bille; le prisme est d'abord immobile et la bille abandonnée sans vitesse : mouvement du système. Cas où la forme du tube et celle d'une cycloïde convexe vers le bas, et où la bille part du point de rebroussemeni, de la cycloïde. SG.
On donne un système dé points ayant pour masse /??, w
Wj , sollicités par des forces F, F,, F2, . . . et assujettis à des
liaisons quelconques; un second système est semblable au premier quant à la disposition de ses points et des liaisons, et le rapport de similitude esta; les raassesde ce système sont p m, p/;?,,.... et elles sont soumises aux forces 7F,7F,, . . . parallèles à F, F,. . . . aux points homologues : démontrer que les points dans les deux sys-
lémes décriront des courbes semblables et que le rapport des temps employés à décrire des arcs homologues sera égal à a / -^- PJ.
72. Une série de sphères parfaitement élastiques ont leurs centres en ligne droite ^ on donne les masses des sphères extrêmes, et l'on demande de déterminer les masses des sphères intermédiaires de sorte qu'en donnant à la première sphère une vitesse connue la vitesse transmise à la dernière soit maximum. PJ.
73. Deux sphères animées de vitesses ?/, «' suivant la même droite se choquent et prennent les vitesses f, c': on dit que leurs coefficients d'élasticité sont e^ e' si l'on a c' — c = ee\a — ii') : calculer V et c', ainsi que la perte de force vive produite par le choc.
PJ.
74. Trois points s'attirent suivant la loi newtonienne : chercher si l'on peut leur donner des positions et des vitesses initiales telles qu'ils soient toujours en ligne droite; déterminer leurs trajectoires dans ce cas. SG.
75. On donne un plan horizontal et un plan vertical parfaitement polis sur lesquels s'appuie une barre homogène, perpendiculaire à leur intersection et maintenue d'abord en repos. Un animal peut se mouvoir le long de la perche, qui lui fournit une réaction longitudinale pour accélérer au besoin son mouvement: déterminer la loi de ce mouvement de telle sorte que si l'on cesse de maintenir la perche elle reste néanmoins en repos. SG.
76. Une tige homogène de masse ^ peut tourner autour de son milieu 0 dans un plan horizontal ; sur cette tige peut glisser un anneau de masse m attiré vers 0 proportionnellement à la distance : mouvement du système et réactions. Cas où |x= 3w etoù l'anneau se trouve d'abord à un bout de la tige, avec une vitesse de glissement égale à zéro. SG.
77. Un point est lié à deux autres par deux fils inextensibles et sans masse qui passent dans un même anneau très petit ; les trois points restent sur un plan horizontal poli ; on leur donne des vitesses connues et l'on demande la loi de leurs mouvements ultérieurs. PJ.
78. Un point M est assujetti à rester sur un cône droit dont l'axe est vertical et la pointe dirigée vers le haut; M est attaché à un fil sans masse qui passe dans un très petit trou au sommet du cône.
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va s'enrouler sur une poulie et se termine par un poids M'. Déterminer le mouvement du système en supposant que M' soit d'abord immobile et M animé d'une vitesse horizon'iale. SG.
79. Mouvement d'une droite homogène et pesante assujettie à rester sur un hyperboloïde de révolution dont l'axe est vertical et qui ne donne lieu à aucun frottement. SG.
80. Mouvement d'une barre pesante et homogène dont une extrémité reste sur un plan horizontal et l'autre sur une droite verticale ; la vitesse initiale de la seconde extrémité est nulle : réactions ; discussion. SG.
81. Deux masses m,m\ posées sur un plan horizontal, sont reliées par un fil sans masse qui passe dans un très petit anneau sur le plan donné; cet anneau attire m en raison inverse du carré de la distance ; on imprime des vitesses connues aux deux masses, et l'on demande le mouvement qui en résulte. SG.
82. Loi des petites oscillations d'une balance légèrement écartée de sa position d'équilibre, en supposant les plateaux réduits à de simples fils sans masse attachés aux extrémités du fléau. PJ.
83. Un fil élastique de masse négligeable est tendu verticalement entre deux points fixes et porte deux petites masses qui partageraient le fil en trois segments égaux s'il n'était pas allongé; on écarte les masses de leurs positions d'équilibre tout en laissant le fil vertical : loi des oscillations du système. PJ.
81. Une barre pesante et homogène suspendue par un fil à un point fixe est écartée de sa position d'équilibre: déterminer son mouvement en supposant qu'elle reste dans un même plan vertical.
PJ.
8o. Mouvement d'un cylindre droit non homogène placé sur un plan horizontal poli, en supposant la vitesse de chaque point du cylindre toujours perpendiculaire aux arêtes. SG.
86. Pertes de travail occasionnées dans les machines par les résistances passives; frottements dans les engrenages cyhndriques et coniques, dans la vis à filets carrés, dans la vis sans fin; pertes de travail dues à la raideur des cordes. PJ.
87. Un tube circulaire assujetti à rester dans un plan vertical ne peut que rouler sans glisser sur une horizontale fixe et contient dans son intérieur une petite bille : mouvement du système, en le
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supposant abandonné à lui-même sans que ses points aient de vitesse initiale. SG.
88. Un fil inextensible et sans masse, attaché en un point fixe, porte deux poids à des hauteurs différentes : déterminer le mouvement du système, en supposant qu'il reste dans le même plan vertical. SG. PJ.
89. Étudier dans un plan le mouvement d'un point matériel non pesant attiré vers deux centres fixes avec des intensités inversement proportionnelles au carré de la distance. SG.
93. Application des équations de Lagrange et d'Hamilton à plusieurs des problèmes précédents. SG.
91. Moment d'inertie d'un arc de cercle homogène par rapport à son axe, à une perpendiculaire à son plan menée par le centre.
SG
92. Moment d'inertie de l'aire d'une ellipse par rapport aux deux axes, à la normale au plan menée par le centre. SG.
93. Moment d'inertie d'un elhpsoïde homogène par rapport aux axes, à une diagonale du parallélépipède rectangle circonscrit.
SG
94. Moment d'inertie de l'aire d'un triangle par rapport à une médiane, à un côté, à la normale au plan menée par un sommet.
SG
90. Moment d'inertie d'un tore par rapport à l'axe, à un diamètre cquatorial. S. G.
95. Moment d'inertie d'une lentille biconvexe, dont les deux calottes ont même rayon, par rapport à l'axe, à un diamètre de l'équateur. PJ.
97. Condition pour qu'une droite soit axe principal d'inertie en l'un de ses points; application à une des arêtes d'un tétraèdre homogène. SG.
98. Les plans conjugués d'une droite par rapport aux elhpsoïdes centraux relatifs aux divers points de cette droite passent tous par une droite fixe. PJ.
99. Lieu des droites menées par un point donné d'un solide connu et qui sont principales en l'un de leurs points. PJ.
109. Lieu des points d'un solide donné où les axes principaux sont parallèles à ceux d'un point connu. PJ.
iOl. Connaissant la grandeur et la direction des rayons principaux de gyration relatifs au centre de gravité d'un solide, calculer le moment d'inertie autour des diverses droites qui passent par un point : les axes principaux en ce point sont les normales de trois surfaces du second degré homofocales à un ellipsoïde déterminé. Lieu des points où deux moments principaux sont égaux, où l'un des moments principaux a une valeur donnée. SG.
102. Un parallélépipède homogène et pesant est fixé par les deux extrémités d'une de ses arêtes, qui est verticale : quelle vitesse de rotation faudrait-il lui imprimer pour que la charge de l'appui inférieur fût nulle ? SG.
103. Un pendule est formé d'une sphère homogène suspendue à l'aide d'une tige rigide de masse négligeable : en quel point de cette tige faudrait-il fixer le centre d'une autre sphère donnée pour diminuer le plus possible la durée des oscillations ? PJ.
40 i. Une tige pesante, homogène et rigide oscille autour d'une de ses extrémités dans un plan vertical : chercher en quel point de cette tige la force qui tend à la courber exerce le plus grand effort.
PJ.
40S. Avec quelle vitesse une voiture peut-elle tourner sur un plan incliné sans qu'elle cesse de s'appuyer sur ses quatre roues?
PJ.
106. Lieu des droites passant par un point donné dans un solide et autour desquelles ce solide oscillerait dans un temps déterminé.
PJ.
iOl. Un cylindre de volume et d'épaisseur donnés oscille autour d'une parallèle à ses génératrices : quelle forme doit-on donner à sa base pour rendre minimum la longueur du pendule simple synchrone? Déterminer au même point de vue la méridienne d'une surface de révolution de volume donné oscillant autour d'une droite qui coupe son axe à angle droit. SG.
108. Une planche rectangulaire homogène est fixée par les deux extrémités d'une de ses arêtes, laquelle fait un angle avec la verticale : mouvement de la planche quand on l'écarté de sa position d'équilibre; charges supportées par les gonds. SG.
109. Oscillations d'une aiguille aimantée autour d'un axe horizontal passant au centre de gravité; influence du frottement qui s'exerce sur l'axe dans le cas où l'aiguille oscille dans le plan du méridien magnétique. SG.
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110. Considérons un solide tournant autour d'un point fixe sans être sollicité par des forces extérieures ; on propose de démontrer les théorèmes suivants :
1° La somme des carrés des projections des trois axes de l'ellipsoïde central relatif au point fixe, sur le plan du couple résultant des quantités de mouvement, est constante.
2° Le plan tangent à l'ellipsoïde à l'extrémité de l'axe instantané mtercepte sur les axes de l'ellipsoïde des longueurs telles, que la somme des inverses de leurs carrés ou de ces carrés multipliés par les moments d'inertie autour des droites considérées est constante. SG.
111. En revenant au problème précédent, trouver les courbes directrices des cônes lieux des axes instantanés de rotation dans l'espace ou relativement au solide. SG.
112. Mouvement d'un solide de révolution pesant fixé en l'un des points de son axe de figure. SG. PJ.
113. Mouvement d'une toupie dont la pointe repose sur un plan horizontal parfaitement poli. PJ.
114. Un petit anneau homogène, parfaitement mobile, a son centre au centre d'un très grand anneau fixe dont les molécules attirent celles du premier en raison inverse du carré de la distance ; on laisse immobile le centre du petit anneau, mais on donne à ce sohde un mouvement connu autour de ce point : dire comment il se mouvra sous l'influence du grand anneau. SG.
lis. Mouvement d'un sohde pesant hbre dans l'espace et dont les molécules sont attirées vers un point fixe proporticonellement à la distance. SG.
116. Mouvement d'une sphère homogène lancée sur un plan horizontal dépoli. PJ.
117. Une tige homogène est soutenue à ses extrémités par deux fils verticaux d'égale longueur et attachés tous deux à une horizontale fixe : mouvement de la barre quand on l'écarté légèrement de sa position d'équilibre, tout en la laissant horizontale. PJ.
118. Mouvement d'un cylindre pesant et homogène abandonné sans vitesse sur un plan incliné de manière que ses arêtes restenjt horizontales : on tient compte du frottement et de la résistance au roulement. SG.
'119. On lance une sphère homogène le long d'un plan incliné dans une direction perpendiculaire à l'horizontale du plan, en même temps qu'on lui imprime une rotation de même sens que si la sphère roulait sans glisser, mais plus rapide : déterminer le mouvement en tenant compte du frottement de ghssement. PJ.
iSO. Un cylindre homogène est couché sur un plan horizontal assez rugueux pour ne permettre que le roulement ; on fait tourner uniformément le plan autour de la droite suivant laquelle il était d'abord touché par le cylindre, et l'on demande le mouvement de celui-ci. PJ.
121. Une sphère homogène repose sur un plan horizontal sur lequel elle ne peut que rouler; ses molécules sont attirées vers un point du plan proportionnellement à la distance : mouvement de la sphère quand on néglige la résistance au roulement. SG.
122. Mouvement d'une sphère sur un plan horizontal qui tourne uniformément autour d'une verticale : la sphère ne peut que rouler, et l'on néglige la résistance au roulement. SG.
123. Une sphère dont le centre est fixe est animée d'une grande vitesse de rotation autour d'un diamètre qui peut tourner dans un plan horizontal : mouvement que prend la sphère sous l'influence de la rotation de la Terre. SG.
124. Mouvement d'un solide pesant sur un plan incliné poli, en tenant compte de la rotation de la Terre. PJ.
125. Les liaisons d'un système en mouvement viennent à être modifiées pendant un temps très court ; la perte de force vive est égale à la somme des produits des masses par le carré des vitesses perdues, c'est-à-dire des vitesses qu'il faut composer avec les vitesses après le choc pour avoir les vitesses avant le choc. PJ.
126. Déterminer la percussion qu'il faudrait appliquer à un cube libre et en repos pour le faire tourner d'abord autour d'une arête.
SG
127. Une barre OA est articulée en 0 à un point fixe et en A à une barre égale AB ; le système peut se mouvoir sans frottement sur un plan horizontal : déterminer le mouvement résultant d'une percussion appliquée perpendiculairement à AB en un de ses points; on suppose OA et AB primitivement en ligne droite. SG.
128. Une barre homogène est en mouvement sur un plan horizontal poli ; le centre instantané est en un point de la barre quand
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elle vient à rencontrer un obstacle fixe : déterminer la grandeur du choc et le mouvement ultérieur. SG.
129. Une planche elliptique dont le plan est vertical est soutenue en ses deux foyers par deux chevilles ; on en retire brusquement une, et l'on demande la charge supportéepar l'autre immédiatement après. SG.
130. Une ellipse roule sans glisser sur une droite fixe : lieu décrit par un des foyers ; enveloppe de la directrice correspondante.
SG
loi.. Dans un solide animé d'un mouvement quelconque, déterminer à un instant donné le lieu des points où l'accélération est tout entière tangentielle, centripète ou d'une grandeur déterminée.
• SG
HYDROSTATIQUE ET nYDRODYHAMïQUE.
132. La pression moyenne exercée par un liquide pesant sur une surface courbe est mesurée par la hauteur du liquide au-dessus du centre de gravité de la surface. PJ.
ISo. Une cavité hémisphérique fermée par une paroi plane coïncidant avec sa base est exactement pleine d'eau : comment faut-il l'orienter pour que la pression moyenne y soit maximum ou minimum ? PJ.
13i. Une porte d'écluse est formée d'un rectangle dont un côté ABest vertical et d'un quart de cercle dont un des rayons extrêmes est AB ; la porte peut tourner autour de AB comme axe : déterminer la largeur du rectangle de manière que, l'eau atteignant d'un côté le niveau supérieur de l'écluse et de l'autre côté le niveau inférieur, on puisse faire tourner la porte sans effort. PJ.
13o. Parmi tous les vases de révolution autour d'un axe vertical, de hauteur et de capacité données, quel est celui qui éprouve la plus grande pression horizontale de la part du liquide qui les remplit? PJ.
136. Déterminer le centre de pression pour une paroi circulaire plane dont le contour affleure le niveau du liquide, et pour l'aire elliptique comprise entre deux demi-diamètres conjugués dont l'un ast à la surface libre. PJ.
iSl. Un cylindre fermé à ses deux extrémités par des surfaces planes est plein de gaz comprimé ; on le suppose formé par la réunion : 1° des deux moitiés que déterminerait un plan mené perpendiculairement à l'axe par son milieu ; 2° des deux moitiés déterminées par un plan mené suivant l'axe : l'épaisseur étant constante, dans laquelle des deux hypothèses les deux parties ont-elles plus de chance de se séparer? PJ.
138. Équilibre d'un prisme droit homogène, à base carrée, flottant sur un liquide avec ses arêtes horizontales. PJ.
139. On considère une série de plans détachant d'un solide donné des segments dont le volume est constant; le lieu des centres de gravité de ces segments s'appelle surface de carène; le plan tangent en un point de cette surface est parallèle au plan qui a déterminé le segment correspondant à ce point : démontrer ce théorème et en conclure que, pour l'équilibre d'un corps flottant, il suffit qu'une normale menée de son centre de gravité à la surface de carène soit verticale. PJ.
140. Appliquer le résultat précédent à l'équilibre d'un prisme triangulaire droit dont une base est immergée et la base opposée hors de l'eau. PJ.
Théorie du baromètre à balance du P. Secchi. PJ
142. Un parallélépipède rectangle est en équilibre sur un liquide, une des faces étant horizontale ; on déplace le prisme de façon que deux côtés opposés de cette face restent horizontaux : condition de stabilité de l'équilibre primitif. PJ.
143. Condition de stabilité de l'équilibre d'un prisme droit à base de triangle isoscèle, et flottant sur l'eau de manière que la [ace latérale répondant à la base du triangle isoscèle soit horizontale et hors de l'eau : petites oscillations quand on écarte le prisme de cette position, tout en laissant les arêtes latérales horizontales.
PJ.
144. On suppose que dans l'atmosphère la pression soit proportionnelle à la puissance de la densité, et l'on demande d'en
déduire la hauteur de l'atmosphère, étant données la pression et la densité à la surface de la Terre. PJ.
145. Un vase cylindrique contenant de l'eau tourne uniformément autour de son axe, qui est vertical ; sur l'eau flotte un cy-
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lindre de bois dont l'axe coïncide avec celui du vase et qui tourne avec la même vitesse angulaire : figure du système, supposé en équilibre relativement au vase. PJ.
146. Une masse fluide et homogène dont les molécules s'attirent suivant la loi de Newton et qui est animée d'un mouvement de rotation uniforme autour d'un axe fixe peut être en équilibre quand sa surface est un ellipsoïde de révolution aplati : déterminer l'aplatissement en fonction de la vitesse angulaire ; application à la Terre supposée primitivement fluide et homogène. PJ.
447. Un vase a la forme d'un demi-ellipsoïde dont l'ouverture est horizontale et coïncide avec une section principale : on demande de le couper par un second plan horizontal de manière qu'en maintenant le vase plein d'eau jusqu'aux bords la vitesse du liquide qui s'écoule ou le volume fourni dans un temps donné soit maximum.
PJ.
148. Calculer le volume de liquide qui s'écoule dans un temps donné par un orifice circulaire de dimensions finies pratiqué dans la paroi verticale d'un vase où le niveau est maintenu constant.
PJ.
149. Quand on suppose que les vitesses des molécules liquides qui s'écoulent par un orifice est la même aux divers points d'une tranche normale au canal suivi parle liquide, on diminue la somme des forces vives, pourvu, bien entendu, qu'on ne change pas la dépense réelle de liquide pour un temps donné. PJ.
150. Deux réservoirs à ciel ouvert oîi le niveau est constant, mais différent pour les deux, sont mis en communication par un tuyau de longueur et de rayon connus, sans coudes : volume de l'eau qui s'écoule en un temps donné. PJ.
1^1. Déterminer une surface de révolution à axe vertical telle, que si, après l'avoir remplie de liquide, on laisse celui-ci s'écouler par un petit orifice, le niveau supérieur baisse uniformément. PJ.
152. Loi des oscillations d'un liquide pesant contenu dans un siphon dont les deux branches sont verticales et réunies par un tube horizontal de diamètre égal à celui des branches. PJ.
153. On connaît la hauteur et la grande base d'un tronc de cône immergé dans un fluide qui se meut dans la direction de l'axe déterminer la petiteba.se de manière que la résultante des pressions
éprouvées par cette base et par la surface convexe du tronc soit minimum. PJ.
154. Déterminer une surface de révolution telle que la résultante des pressions exercées entre deux parallèles donnés par un liquide qui se meut dans le sens de l'axe soit un minimum. PJ.
155. Déterminer la forme et le mouvement d'une bulle d'air qui s'élève à travers un liquide pesant. PJ.
136. Un cylindre droit pesant repose par sa base sur un plan horizontal sur lequel il ne peut glisser : déterminer la vitesse avec laquelle un courant d'air parallèle au plan doit frapper le cylindre pour le renverser. PJ.
157. Le vent se meut avec une vitesse connue dans le sens de l'arbre d'un moulin à vent; les ailes sont engendrées par une droite de longueur constante qui rencontre normalement l'axe de l'aile perpendiculaire à l'arbre ; déterminer la forme des ailes et leur vitesse angulaire de manière que le travail effectué par le vent dans un temps donné soit maximum. PJ.
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