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SUR LA VIE ET LES TRAVAUX
DE M. DESPEYROLTS
Théodore Despeyrous est né à Beoumont-de-Lomagne (Tarn-et-Garonne) le ^^ mai 1815.
Quatre mois après sa naissance il perdait son père. Il fut élevé par les soins de sa mère et de son frère Hippolyte, qui lui voua dès sa plus tendre enfance une affection sans limite. Il le plaça dans une pension d'Auvillars, petite ville du Tarnet-Garonne, puis au collège de Lectoureet enfin en 1829 au lycée de Toulouse. Théodore Despeyrous se distingua dans tous ces établissements par son zèle ardent pour l'étude, et à l'âge de dix-sept ans il avait déjà le double titre de bachelier ès-lettres et ès-sciences.
A peine avait-il remporté ces succès universitaires qu'il était rappelé à Beaumont pour assister , aux derniers moments de son frère. Ce fut pour lui une grande douleur que le temps ne put jamais affaiblir, car il avait pour son frère une affection sans borne. Théodore Despeyrous resta un an avec sa mère pour chercher à adoucir
sa douleur. Sa mère voulait le retenir auprès d'elle, mais l'amour de la science l'emporta. Théodore Despeyrous partit pour Toulouse. Quoique bien jeune encore, il voulut se suffire à lui-même. Il entra comme professeur
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dans une institution (jui existait naguère encore à Toulouse, l'institution Faget, et tout en faisant ses cours il poursuivit ses études scientifiques avec tant d'ardeur qu'en peu d'années il avait conquis tous les titres universitaires que la Faculté de Toulouse pouvait conférer. En 1840, il était licencié ès-sciences mathématiques; en 4841, docteur ôs-sciences mathématiques; en 1842, licenciées-sciences physiques.
En 1842, il se rendit à Paris pour suivre les cours de la Faculté des sciences. Un de ses amis le présenta à Considérant, qui était en relation avec les hommes les plus éminents de l'époque, littérateurs, musiciens, philosophes. C était l'époque où florissaient les théories de Fourrier et de Saint-Simon. Jeune, ardent, Despeyrous se laissa aller comme tant d'autres aux idées nouvelles; il collabora même au journal La Phalange que publiaient les amis de Considérant.
Néanmoins 1 étude des questions philosophiqaes et sociales ne faisait pas négliger à Despeyrous les mathématiques. A partir de 1844, il fréquenta moins assidûment les littérateurs et les philosophes et se lia avec quelques-uns des géomètres les plus éminents de. l'époque, avec Sturm, Poinsot et Libri : Sturm surtout avait pour Despeyrous une estime et une aflection toute particulière, ce fut lui qui le désigna au choix de ses collègues comme suppléant de M. Libri à la Faculté des sciences.
Dans l'intervalle, il avait été chargé en 1845 d'une mission à Vienne pour rechercher les manuscrits de Fermât, et c'est de là qu'il fut rappelé pour suppléer Libri à la Faculté des sciences. Pendant les années scolaires 1845-46 et 184647 il occupa la chaire de Libri. En 1848
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il fut nommé professeur à la Faculté des sciences de Dijon et y resta dix-sept ans, juscju'en 4805. « Son enseignement, reniai'quable par sa profondeur et sa clarté, n'épuisait pas son ' activité, dont la meilleure partie était réservée aux recherches scientifiques. Il publia de 4846 à 4862 vingt-quatre mémoires sur diverses parties des sciences mathématiques. De ces mémoires, les sept premiers sur les surfaces isothermes, l'attraction des eUipsoïdes, les fonctions elliptiques, les équations résolubles algébriquement,* la théorie des permutations, ont pour objet les points les plus difficiles de l'analyse, et ont été honorés des plus hautes approbations. On y rencontre des propositions nouvelles et importantes, des idées générales et fécondes (*). » Ces travaux attirùi'ent l'attention du gouvernement. En 4862, Despeyrous fut nommé chevalier de la Légion d'honneur; en 4864 et 4865, il fut chargé de l'inspection générale des lycées et nommé membre du jury d'agrégation.
Désirant se rapprocher de son pays natal, Despeyrous fut appelé en 486(5 à Toulouse comme professeur d'astronomie et directeur de l'Observatoire municipal. Il sut profiter de l'amitié que lui témoignait M. Leverrier pour transformer et pour ainsi dire renouveler l'Observatoire de Toulouse. Sentant que les ressources dont la municipalité de Toulouse pouvait disposer pour son Observatoire étaient trop faibles, il fit passer l'Observatoire entre les mains de l'EUU, et c'est depuis et grâce à M. Despeyrous que Toulouse possède un observatoire du premier ordre, dont elle a le droit d'être fîére. A la même époque, Despeyrous abandonna la chaire d'astronomie pour la chaire de mécanique, devenue vacante par la retraite de M. Gascheau. Il a conservé cette chaire
(*) Extrait du rapport fait à l'Académie de Toulouse par M. Dumeril.
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jusqu'en 4882. Pendant les seize années qu'il a passées à Toulouse, Despeyrous a donné à TAcadémie des Sciences de Toulouse un grand nombre de mémoires, empreints tous d'une remarquable originalité et qui sont insérés dans ses recueils.
Eprouvé par de cruels malheurs de famille et surtout par la perte de son fils Anselme, ancien élève de l'École polytechnique, mort à vingt-trois ans à l'École d'application de Fontainebleau en 4879, « Despeyrous soUicita un congé, et puis exprima le vœu d'être mis à la retraite. On accéda à ce vœu avec peine, et, si je suis bien informé, sur la proposition de M. le Recteur et de M. le Doyen de la Faculté des sciences, M. le Ministre avait formé le projet de donner à M. Despeyrous un dernier témoignage de la haute estime où il tenait ses mérites et ses services, en lui faisant conférer par le président de la République la croix d'officier de la Légion d'honneur. 11 eût fallu se hâter. La retraite de M. Despeyrous n'était pas encore liquidée, qu'au mois d'août dernier (6 août 4883) un accident de voiture mettait fin à la vie si bien remplie de M. Despeyrous (*). »
Despeyrous a été avant tout et surtout un professeur éminent. Il était pour ses élèves d'une complaisance et d'une bienveillance sans borne. Travailleur infatigable, Despeyrous î\ traité un nombre très considérable de questions se rattachant aux sciences mathématiques. Il a publié un grand nombre de mémoires dans les journaux de Liouville et de Crelle, dans les mémoires des Académies de Dijon et de Toulouse. Enfin, il a légué à la bibliothèque de Beaumontde-Lomagne un grand nombre de manuscrits sur la littérature et les sciences mathématiques, manuscrits d'une grande
Extrait «lu rapport de M. Dumeril.
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valeur et dignes d'êtie conseiTés précieusement, si nous nous en rapportons à la haute appréciation de M. le professeur Brassine.
Despeyrous n'était pas seulement un savant éminent, c'était encore une âme élevée et un homme de cœur. Des malheurs sans nom lui ayant ravi toutes les joies de la famille, il disait souvent : e Quand la famille vous abandonne, il faut aller à l'humanité et lui faire le plus de bien possible. » Animé de ces nobles sentiments, et pour honorer la mémoire de son cher fils Anselme, il a fait élever, à ses frais, sur la place nationale de Beaumont-de-Lomagne, une statue à Pierre Fermât, l'un des plus grands géomètres français, né aussi à Beaumont-de-Lomagne. Il a encore doté sa ville natale d'une bibliothèque populaire importante. Pour que l'oeuvre qu'il avait fondée fût durable et que son entretien ne fût pas une charge pour la commune, M. Despeyrous a légué à la ville de Beammont des revenus suffisants pour l'entretien du square où se trouve la statue de Fermât, et aussi pour l'achat de livres destinés à la bibliothèque. Il n'a pas non plus oublié ceux qui souffrent, les libéralités qu'il faisait de son vivant sont et seront continuées après sa mort, grâce aux donations qu'il a faites par tefetament à la Société philanthropique de Beaumont.
Tous ceux qui ont connu M. Despeyrous et surtout ses anciens élèves avaient pour lui autant d'affection que de respect. Aussi la nouvelle de sa mort fut-elle vivement ressentie, non seulement dans l'Université où il n'avait que des arais, mais surtout à Beaumont-de-Lomagne. Au milieu de tous les malheurs qui ont accablé la vie de M. Despeyrous, une seule consolation lui est restée : M. Despeyrous a rencontré une compagne capable de le comprendre et de
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partager ses vues élevées. Plus malheureuse encore que M. Despeyrous, puisqu'elle se survit pour ainsi dire à elle-même, après la perte de tous ceux qu'elle a aimés, M°»« Despeyrous n'a cependant pas pensé qu'il lui suffisait de se renfermer dans sa douleur: elle a voulu honorer la mémoire de son mari en publiant une partie de ses œuvres. En agissant ainsi, elle ne rend pas seulement un pieux hommage à la mémoire d'un homme de bien, elle rend encore, je ne crains pas de le dire, un service considérable à la science et à l'enseignement.
A. Hermann.
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L'activité universelle exige que tous les corps de la nature soient en mouvement continu. On n'en conçoit pas moins la matière en repos absolu, et par suite en mouvement absolu. Pour le comprendre, il suffit d'admettre que tiois axes de coordonnées rectangulaires ou obliques soient fixes, et alors un corps sera animé d'un mouvement absolu lorsque quelques-unes de ses coordonnées, par rapport aux trois axes, éprouveront avec le temps des variations de grandeur. Mais n'ayant aucun moyen de reconnaître des objets fixes, nous ne jjouvons pas savoir si un corps est en mouvement absolu. Tout ce que nous pouvons affirmer, c'est que si la position relative de plusieurs points ou corps n'est pas restée la même, il y a un certain nombre d'entre eux dont la position al3Solue a changé.
Lorsque plusieurs objets conservent la même position
Despeyrous. — Mécanique. 1
2 GOUilS DE MÉCANIQUE.
relative, on est naturellement porté à les juger en repos; et si l'un d'eux vient à se déplacer par rapport au système, c'est à lui qu'on attribue le mouvement. C'est ainsi qu'on a cru longtemps la terre immobile dans l'espace. Une étude approfondie a fait voir, au contraire, que la terre était en mouvement continu ; en sorte que tous les corps placés à sa surface et conservant leur position relative, sont en repos relatif, et les corps, dont la position change à chaque instant par rapport aux premiers, sont animés d'un mouvement relatif.
Principe de Tinertie. — Le principe le plus simple à admettre consiste à dépouiller la moUcidc (*) du pouvoii* de modifier en aucune manière l'état où elle se trouve ; si elle est en repos, elle y demeurera éternellement si aucune cause n'agit sur elle; si elle est en mouvement, elle persévérera dans ce mouvement. Ce principe porte le nom de principe de V inertie.
Définition de la force. — Si l'état d'un corps, sa manière d'être, viennent à être modifiés, il faut attribuer ce changement à un être distinct dont le caractère spécifique est différent de celui de la molécule. Quelle que soit sa nature, il tdMi à cette sorte d'agent donner un nom ; on le désigne par celui de force ou puissance.
Définition de la Mécanique. — En face des phénomènes naturels, l'homme doit les comparer, les jnesurer si c'est possible, afin d'arriver à la connaissance des lois qui les
(}) Nous avons appliqué le principe de r inertie à la molécule seulement, parce que Icnsemble des phénomènes naturels montre que les forces qui les produisent ]ffoviennent le plus souvent de l'action &Bfs corps les uns sur les autres. £n sorte que la molécule ne trouve jamais en elle-même la cause de la modification de son état) mais peut la trouver dans Texistence d'autres points matériels ou molécules. Ge principe ainsi compris doit aujourd'hui être considéré comme vrai par Taccord do ses conséquences, même les plus éloignées, avec robservalion.
régissent. Mais auparavant, il faut établir la Mécanique rationnelle.
La Mécanique rationnelle est la science qui, prenant pour bases des données expérimentales en nombre suffisant, permet de trouver suivant quelles lois des forces données concourent à produire un phénomène, et réciprociuement.
Données expérimentales nécessaires à la Mécanique. —
Les données expérimentales dont la Mécanique se sert sont au nombre de trois : le principe de Vinertie, le principe des mouvements relatifs et le principe de Yaction égale et contraire à la réaction. Nous avons déjà défini le premier principe, nous définirons plus tard les deux autres. Ces ti'ois principes admis, toutes les autres vérités de la Mécanique s'en déduisent à Taide de l'analyse et de la synthèse.
Divisions de la Mécanique. — Nous avons déjà donné une définition de la Mécanique; on peut dire encore que la Mécanique est la science des forces et du mouvement. Cette science se divise en plusieurs branches, comme nous allons le montrer.
Cinématique. — On peut d*abord étudier le mouvement
au point de vue purement géométrique, abstraction faite des
causes qui le produisent ou le modifient, c'est à dire sans
s'occuper des forces; dans cette étude, il n'y a pas lieu de
considérer la nature dont les corps sont formés ; on peut les
réduire à leurs éléments géométriques ; cette branche de la
mécanique a reçu le nom de Cinématique. On considère déjà
lies mouvements en géométrie, c'est en faisant mouvoir des
lijn^^s qu'on engendre des surfaces; mais en géométiie, on
ne s'occupe que des positions successives occupées par ces
ligues^ et non du temps qu'elles mettent à passer d'une rie
ces positions à une autre; daiis la cinématique^ l'idée de
temps se joint à celle des déplacements des corps que l'on considère.
Dynamique, son but. — Quand, aux idées de déplacement et de temps, on joint l'idée de force, on entre dans une autre branche de la Mécanique, qui porte le nom de Dynor mique. La dynamique s'occupe principalement du problème suivant : un corps ou système de corps étant sollicités par des forces données, trouver le mouvement que ces corps prendront dans l'espace, et réciproquement.
Statique. — Quelle relation doit-il y avoir entre les forces qui agissent sur un système de corps, pour que ces corps prennent dans l'espace un mouvement donné?
Pour résoudre ce problème général, on commence par s'occuper du cas particulier où l'on se proposerait de trouver les relations des forces, pour que le système de corps auxquels elles sont appliquées prenne un mouvement nul, c'est à dire demeure en équilibre. On obtient ainsi une nouvelle division de la Mécanique : la Statique, qui est la science de l'équilibre des forces. D'Alembert a montré que le problème de l'équilibre une fois résolu, on peut y ramener le problème général qui fait l'objet de la dynamique. Voilà pourquoi on fait généralement précéder l'étude de la dynamique par celle de la statique.
Il convient de remarquer que, dans la statique, il n'est pas nécessaire de connaître les mouvements que les forces ' seraient capables d'imprimer à leurs points d'application, si ces points étaient libres de céder à leur action ; il suffit de considérer les forces comme des grandeurs homogènes, comparables entre elles, et de déterminer les rapports qu'elles doivent avoir entre elles pour qu'elles • se détruisent mutuellement* Quand on passera de l'étude de l'équilibre à celle du^mouvement, il faudra de nouveaux principes pour
établir la relation entre la cause et l'effet, la force et le mouvement. A ce point de vue, la statique est plus simple que la dynamique. C'est donc une nouvelle raison pour faire précéder l'étude de la dynamique par celle de la statique. Nous suivrons ainsi l'ordre chronologique des découvertes de la science ; Archimède avait en effet posé les bases de la statique, et ce n'est que dix-huit siècles après lui que la dynamique commence avec Galilée.
Mécanique rationnelle, Mécanique appliquée. — Nous avons donc trois grandes divisions de la Mécanique. Ces trois parties constituent la mécanique rationnelle; nous dà^ow^ rationnelle y parce que les spéculations de la Mécanique ne s'appliquent immédiatement qu'à des êtres de raison, que conçoit notre esprit, mais qui n'existent cas réellement dans la nature. Si nous voulions tenir compte tout d'abord de toutes les propriétés des corps, le moindre problème de mécanique présenterait une complication extrême; nous imaginerons des corps fictifs doués de propriétés que nous leur attribuerons, de manière à simplifier la question, tout en nous écartant le moins possible des propriétés que l'observation nous aura révélées dans les corps naturel^; c'est ainsi que nous considérerons les corps solides comme infiniment durs et rigides, quelles que soient les pressions auxquelles on les soumette; les cordes comme parfaitement flexibles et inextensibles, etc., toutes choses qui n'ont pas lieu réellement. C'est à ces corps hypothétiques, bien définis, que nous appliquerons le calcul; la solution ainsi, obtenue ne sera évidemment pas la solution rigoureuse du problème que nous avions à* résoudre, puisque nous avons supposé les corps différents de ce qu'ils sont dans la nature ; mais du moins elle n'en différera pas beaucoup; ce sera une première approximation. Il faudra ensuite corriger cette solution, en évaluant
numériquement les petites erreurs qui proviennent de l'inexactitude des hypothèses fondamentales; c'est l'objet de la Mécanique dite appliquée, par opposition à la Mécanique rationnelle. Nous ne nous occuperons pas dans ce Cours de la Mécanique appliquée, qui a pris aujourd'hui un grand développement et qui rend d'immenses services à l'industrie.
COMPOSITION ET DÉCOMPOSITION DES FORCES
Conditions d'éqiiiU]>ro d*iin tystéme de forces appliquées à un même point,
Théorème des moments.
1. Nous devons procéder à la recherche des conditions d'équilibre d'un corps quelconque, de figure invariable, sollicité par des forces quelconques P, P', P'.,. appliquées
en des points donnés M, M', M'...
du coi^s. Nous supposerons d'abord
le corps dénué de pesanteur; dans
la suite nous tiendrons compte de la
pesanteur en ajoutant de nouvelles
forces, que nous apprendrons à
déterminer, aux forces données P,
P', P'... pour avoir l'équilibre. Il
est aisé de voir qu'il suffira de
trouver les conditions de l'équilibre pour le simple système
de points M, M', MV.. regardés comme un assemblage de
points liés entre eux d'une manière invariable; car si les
forces se font équilibre sur le système M, M', M'...,
l'équilU^re aura lieu évidemment si on englobe ces points
dans la matière du corps.
2L Puisqu'il ne reste plus à considérer, dans l'équilibre
des forces, que trois choses : leurs intensités, leurs directions et leurs points d'application, il est visible que les conditioas d'équilibre ne peuvent être que les relations qui existent entre ces trois choses, pour que l'équilibre ait lieu. On comprend que ces relations pourront être exprimées par des équations où Ton fera entrer : les intensités des forces, leurs diï'ections par les angles que fait chacune d'elles avec trois axes fixes OXy Oy, Or, et leurs points d'application par leurs coordonnées x, y, z, rapportées aux mêmes axes. Nous pouvons donc nous faire une idée du problème de la Statique,
3. Il est vrai que, jusqu'ici, nous avons supposé le corps entièrement libre; il pourra se faire qu'il soit assujéti à remplir certaines conditions, comme de tourner autour d'un point fixe, ou d'une droite fixe, ou de toucher sans cesse un corps donné, etc.. Mais on verra plus tard que les résistances qu'un corps éprouve par suite de ces conditions, peuvent toujoui's être remplacées par des forces convenables; en sorte qu'après avoir introduit ces forces et les avoir jointes aux autres, le corps pourra être considéré comme tout à fait libre dans l'espace.
Notion de la résultante. — Pour découvrir la route qui
peut nous conduire aux conditions de l'équilibre, considérons un corps tenu en équilibre par des forces P, P', P'... appliquées aux points A, A', A'...
— ^ du corps; je dis que toutes ces forces, sauf une, peuvent êtpe.
remplacées par une force unique produisant exactement le même effet. Par exemple, les forces P', P', P'^, peuvent être remplacées par la force AR égale et opposée à la force A P.
En effet les forces égales et opposées A R et A P se détruisent; on peut donc regarder le corps comme n'étant plus soumis qu*à Faction des forces P', P", P"'; mais, d'un autre coté, la force P faisant équilibre à elle seule aux forces P', P' F'',., toutes ces forces se détruisent, et on peut regarder le corps comme n'étant plus soumis qu'à l'action de la force R. L'état du corps est donc identiquement le même, soit qu'on le suppose sollicité par les forces P', P', P*^..., soit qu'on le suppose sollicité uniquement par la force R égale et contraire à P,
5. Donc, puisqu'il peut arriver qu'une seule force soit capable de produire sur un corps le même effet que plusieui-s, et en tienne parfaitement lieu, notre premier soin doit être de chercher à réduire les forces appliquées au plus petit nombre possible, et surtout d'obsei'ver la loi de cette réduction. Alors les conditions d'équilibre entre toutes les forces, se ramèneront aux conditions d'équilibre entre ces forces finales, équivalentes aux premières, et deviendront plus faciles à exprimer.
6. Définition de la résultante. — Cette force, qui est capal)le de produire sur un corps le même effet que plusieurs forces combinées, et qui, à elle seule, peut en tenir parfaitement lieu, se nomme leur résultante. On sait, d'après ce qui précède, que : si plusieurs forces se font équilibre sur un corps, l'une quelconque d'entre elles est égale et directement opposée à la résultante de toutes les autres.
Composantes. — Les autres forces à l'égard de la résultante se nomment les composantes. Le problème qui a pour objet de trouver la résultante de plusieurs forces se nomme : la composition des forces. Nous sommes donc amenés à J'étude de la composition des forces. Avant d'aborder cette
étude, nous démontrerons quelques lemmes dont nous ferons un usage très fréquent.
Il est évident, comme nous l'avons déjà dit, que : deux forces égales et contraires appliquées à un même point sont en équilibre.
Il est encore évident que : denx.forces, égales et contraires, appliquées aux extrémités d'une droite de longueur invariable, et finissant dans la direction de cette droite, sont en équilibre ; car il n'y a pas de raison pour que, de l'action des deux forces, il résulte un mouvement d'un côté plutôt que de l'autre.
7. Translation du point d'application. — Il est facile de conclure de là que : l'effet d'une force qui sollicite un corps
,. ne change pas si le point d'application ''8^ /de la force est transporté en un point
quelconque de sa direction, pourvu que ce nouveau point soit invariablement lié au premier. Soit en effet la force P appliquée en un point A du corps C; soit A' un point quelconque de la direction de cette force; en A' j'applique deux forces égales et contraires à P, agissant suivant la droite A A'. Les forces P' et P" se détruisent, et il en est de môme de P et P"; donc le corps sera dans le même état, soit qu'il soit sollicité par là force P ou bien par P'; la proposition est donc démontrée.
8. Remarque I. — On peut se demander si l'on obtient bien toutes les forces capal^les de produire le même effet sur le corps, en transportant ainsi la force P eyi un point quelconque de sa direction. Supposons que la force BP' produise sur le corps C un effet identique à celui de la force AP; soit BP' une force égale et contraire à BP' ; cette force BP' maintenant BP' en équilibre, devra faire aussi
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équilibre à AP; ainsi les deux forces AP et BP' devront se faire équilibre sur le corps C; si l'équilibre existe, on ne le troublera pas en rendant fixe un point I de AP; nous aurons alors le corps C mobile autour du point I, qui sera en équilibre sous Faction des forces AP et BP"; mais la force AP est détruite par le point fixe ; il ne reste plus que la force BP'; nous admettrons comme évident que, pour qu'un corps qui peut tourner librement autour d'un point fixe, et
qui est sollicité par une force unique, Ro -4 \ soit en équilibre, il faut et il suffit que
la direction de cette force passe par le point fixe. La force BP' devra donc passer par le point I, et comme ce point est un point quelconque de AP, on voit que les droites BP* et AP doivent coïncider; on voit ensuite direc- \^' tement que ces forces doivent avoir la même intensité et agir en sens contraires. Donc la force BP' n'est autre cbose que la force AP transportée en un point quelconque de sa direction.
On déduit de là cette proposition importante : Si det^ forces appliquées à un corps libre ont une résultante, cette résultante est unique. En effet, une seconde résultante, si elle existait, devrait produire le même effet que la première; donc on l'obtiendra en transportant la première en un point quelconque de sa direction; ce n'est autre chose que la première résultante.
9. Remarque II. — Revenons un moment sur la proposition admise tout à l'heure; soit le corps G mobile autour du point fixe O, et sollicité par la force P; il est évident que l'équilibre a lieu, si la direction de P passe par le point O, car on pourra la concevoir appliquée au point fixe lui-même,
et là elle ne pourra produire aucun effet, elle sera détruite ; on peut admettre que si sa direction ne passe pas par
le point fixe, elle mettra le corps en mouvement; mais on peut rendre plus sensible Tévidence de la dernière partie de cette proposition, en raisonnant comme il suit : Supposons que la force ne produise pas le mouvement, que l'équilibre ait lieu; abaissons du point la perpendiculaire OA sur la direction de la forée, et menons la droite OH perpendiculaire au plan OAP; si le corps est en équilibre, il y restera à fortiori si nous rattachons à Taxe OH, en ne lui permettant pas de pirouetter jen tous sens autour du point 0, mais seulement de tourner autour de Taxe OH; mais dès lors il est évident que la force AP va produire le mouvement, et que le point A décrira Tare de cercle AD décrit du point comme centre, avec OA comme rayon, dans le plan A OP.
10. Des forces appliquées à un même point ont toujours une résultante. — Nous avons dit que, quand plusieurs forces sont appliquées à un corps, il y a grand intérêt à les réduire au plus petit nombre possible ; mais il faut se garder de croire que tout système de forces appliquées à un corps solide admette une résultante unique. Nous allons considérer un cas où cette résultante existe toujours : c'est celui d'un nombre quelconque de forces appliquées à un même point.
Soient le^ forces P, P', P'... en nombre quelconque, situées ou non dans un même plan, et appliquées au môme point A; je dis que si elles ne se font pas équilibre, elles ont une résultante unique. En effet, si ces forces ne se font pas équilibre, elles tendront à faire mouvoir le point A, suivant une certaine direction AR; soit AS le prolongement
de AlR, il est évident qu'en appliquant au point A une force convenable S dirigée suivant AS, on l'empêchera de se
mouvoir ; le point A sera donc ^^g 6 / en équilibre sous l'influence des
forces S, P, P', P'... D'après un théorème démontré plus haut (4), les forces P, P', P'... auront une résultante A R égale et contraire à AS. Nous allons indiquer les moyens de trouver la grandeur et la direction de cette résultante; c'est à dire que nous allons faire la composition des forces appliquées à un même point.
.11. Composition des forces agissant suivant la même droite. — Il est un cas où la solution est immédiate : c'est celui où les forces agissent suivant la même droite. Plaçonsnous dans cette hypothèse, et supposons d'abord qu'il y ait seulement deux forces P et Q agissant dans le même sens ; nous admettrons comme un axiome que ces deux forces s'ajoutent, et donnent une résultante égale à leur somme P + Q. Si les deux forces agissent en sens contraire, soit P > Qj on pourra considéi'er la force P comme la résultante de deux autres de même sens P — Q et Q ; cette dernière détruira la seconde force donnée, et il ne restera plus que P — Q, qui sera la résultante. Ainsi, quand deux /brcôs inégales et de sens contraires agissent suivant la même droite, elles ont une résultante égale à leur différence, qui agit dans le sens de la plus grande. On tire de là cette proposition généi'àle : La résultante d'un nombre quelconque de forces applicft^ées au même point, suivant la même droite, est éffsl^ à l'excès de la somme des forces qui agissent dans un sens sur la somme des forces qui agissent en sens contraire, et SLgtt dans le sens de la plus grande somme.
En convenant de donner le signe -+• aux forces qui agissent dans un sens, et le signe — aux forces qui agissent en sens contraire, on peut dire encore que la résultante est égale à la somme algébrique des composantes.
Revenons au cas général de la composition d'un nombre quelconque de forces concourantes ; il est visible qu'il suffit de résoudre la question dans le cas de deux forces, car si Ton en a plus de deux, il suffira de composer les deux premières, ce qui donnera une résultante que Ton composera avec la troisième, etc.
Compotition de deux forces appliquées à un même point.
12. La résultante est dirigée dans le plan et dans Tangle des deux forces. — Soient les deux forces P et Q appliquées au point A; nous savons que ces deux forces ont une résultante; il est évident que celte résultante doit être dans le plan PAQ; car il n'y a pas de raison pour qu'elle soit située d'un coté du plan plutôt que d'un autre ; on peut voir
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.,tj ^ _ de plus qu'elle doit être com-
prise dans l'angle PAQ. En effet, si la force P existait seule, elle ferait mouvoir le • ])oint A suivant la droite AD; mais la force Q intervenant, tend à entraîner le point A dans la région du plan située du même côté de AP que AQ, c'est à dire dans la région MN; de même si la force Q existait seule, elle déplacerait le point A suivant la droite AE; mais la force P intervenant, tend à entraîner le mobile dans la région du plan située du même côté de AQ que AP, c'est à dire dans la région II K; ces deux régions ont une partie
commune KL dans laquelle se mouvra le point A; ainsi, ce point se mouvra dans l'angle PAQ; donc, lu résultante est située dans cet angle. Mais quelle sera, dans l'angle, la direction de la résultante? On ne Taperçoit immédiatement que si les deux forces sont égales.
Car, alors, il n'y a pas de raison pour que la résultante s'incline plus sur l'une des forces que sur l'autre, elle est donc dirigée suivant la bissectrice de l'angle PAQ. Pour résoudre la question générale, nous démontrerons d'abord le lemme suivant :
13. Lemme. — Soit un parallélogramme ABCD, que nous supposerons solide, de manière que les longueurs de ses cotés
p ^et ses angles soient invariables ;
nous supposons les côtés AB et AC commensurables ; nous appliquons au sommet A deux forces 1? et Q dirigées respectivement suivant AB et ACy et représentées pour leurs intensUésparAB et AC; nous appliquons de même au sommet D deux forces égales, respectivement aux précédentes, et diri-
gées suivant DC ef DB; j> dis que ce parallélogramme sera en équilibre sous Vaction des quatre forces.
Si le parallélogramme est un losange, AB = AC, P = Q ;
la diagonale AD est la bissectrice des angles A et D; la
résultante de deux forces ap[)liquées en A est dirigée suivant
AD; la résultante des deux forces appliquées en D est
dirigée suivant DA; elle est évidemment égale à la résultante
précédente; elle agit suivant la même droite et en sens
contraire; donc l'équilibre a lieu et le théorème est démontré
dans ce cas particulier.
Revenons au cas général, et supposons que A B et A G soient dans le rapport des entiers 3 et 2 par exemple; divi-
sons AB en trois parties égales, et par les points de division, menons des parallèles à AC. Divisons de même A G en deux
parties égales, et par le
A ^^6 ^ ■ B point de division, menons
une parallèle à A B ; nous formerons ainsi des losanges à chacun desquels nous appliquerons quati^e forces, comme tout à Fheure. Chacun de ces losanges sera en équilibre; il en sera de même de leur ensemble; les forces intermédiaires se détruisent deux à deux, et il reste les forces AB,AG, DGetDB qui se font équilibre; ce qu'il fallait démontrer.
Ainsi, le parallélogramme ABCD est bien en équilibre sous rinfluence des quatre forces qui lui sont appliquées; les deux forces P et Q appliquées en A ont une résultante R appliquée au point A ; c'est celle que nous cherchons ; les deux autres forces appliquées en D ont une résultante R' appliquée à ce point D; le parallélogramme est donc en équilibre sous Taclion des forces R et R'; les deux forces doivent agir suivant la même droite ; donc la résultante R passe au point D; elle est donc dirigée suivant AD; ainsi : La résulta7itc de deux forces P et Q api^liquécs au point A est dirigée suivant la diagonale du parallélogramme construit sur ces deux forces.
Il est vrai que ce théorème n'est démontré que dans le cas où les deux forces P et Q sont commensurables. Nous allons l'étendre au cas où les forces P et Q sont incommensurables.
14. Lemme. — Je suppose quon ait composé les forces AP et AQ, ce qui a donné l'a résultante AR; je dis que si Von augmente la force P de P', là résultante va se rapprocher
de AP. Eu effet, il faudra composer AR avec AP'. On
voit de même que si l'on dimi- ' v -p nue AP de P", la résultante se
rapprochera de AQ.
Cela posé, partageons Q en n parties égales, n étant très grand ; posons :
Q = np, on aui'a :
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wip < p < {m 4- 1) p, m étant aussi très grand.
Soit A B' = m;;, AB' = (w -f- 1) p,
on aura par le théorème
B^__B B ' précédent, AD' comme résultante de Q = np et mp ; AD' comme résultante de Q = np et (m + 4) p.
P > mp^ donc la résultante de P et est entre AD' et AB; P < (m + 1) p; donc la résultante de P et Q est entre AD' et AC; elle tombe donc dans Tangle D'AD';or:
B'B' = D'D' = (w -f- 1) p — wp = p,
D'D' peut titre rendu aussi petit que Ton voudra, en augmentant n ; donc la résultante sera comprise entre deux droites AD' et AD' qui se rapprochent indéfiniment de AD ; donc la résultante est dirigée suivant AD, diagonale du parallélogramme construit sur P et Q. '
15. Je dis maintenant que : La résultante est représentée aussi en grandeur par la diagonale du paralléWgramme construit sur les forces.
Despeyrous. — Mécanique. 2
18 COURS DE MÉCANIOVE.
En effet, prolongeons AD en AE et portons sur celte droite une longueui' éfrule à la grandeur inconnue de la
résultante: les trois forces AB, AC, AE vont se faire équilibre sur le point A; donc AB sera égal et opposé à la résultante de AE et AG; or, si nous achevons le parallélogramme A CEE, la résultante de AE et AC sera dirigée suivant la diagonale AF; donc A F est le prolongement de AR et la figure A DGF est aussi un parallélogramme; on conclut de ce qui précède :
EFt=AG; AP = CD; AFE = ACD.
Donc les triangles AEF et ADC sont égaux, et AE = AD ; la résultante est donc bien représentée par AD. Nous pouvons donc énoncer le théorème complet du parallélogramme des forces :
La résultante de deux forces quelconques appliquées à un même point est représentée en grandeur et en direction par la diagonale du parallélogramme construit sur les deux lignes qui représentent ces forces en grandeur et en direction.
16. Remarque. — On voit que deux forces qui agissent sur un mome point ne peuvent avoib une résultante nulle ou se faire équilibre que si elles sont égales ou directement opposées, car, s'il n en est pas ainsi, la diagonale du parallélogramme construit sur ces forces ne pourra être nulle.
Relations entrô la résaltante et les composantes
Le triangle ADG comprend tous les éléments qui se rapport
tent aux intensités et^aux directions des deux composantes P et Q et de leur résultante R ; les intensités de ces forces sont représentées en effet par les côtés de ces triangles, et les angles A, D et C du triangle sont égaux aux angles de Q avec R, de P avec R, et au supplément de P avec Q. Si donc on donne trois de ces éléments, on pourra déterminer les trois autres par les formules de la trigonométrie, pourvu qfue parmi les trois données il entre au moins la grandeur d'une force. Les formules trigonométriques nous donnent :
sin (Q, R) sin (P, R) sin (P, Q)'
donc : chacune des forces est proportionnelle au sinus de Vaufjle formé par les directions des deux autres. On a aussi :
R3 zz:: p2 ^. Q2 + 2 PQ COS (P, Q),
et cette équation fournira la valeur de la résultante, quand on donnera en nombre les grandeurs des composantes et l'angle qu'elles font entre elles.
Si P = Q, on a :
R = 2 P COS î (P, Q).
DécompositioR d'une force en deux autres de directions
données. — Réciproquement, une force R étant donnée, on pourra toujours la décomposer en deux autres appliquées au même point, suivant des directions données A a;, Ay, i)ourvu qu'elles soient dans un même plan avec la force R, on aura :
_ R^sm (Q^) ^ R sin (P. R )
sin(P,U) ' ^ ' sin(P,Q) '
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Si les directions données sont rectanguiaires, on a : P = Rcos(P, R), Q = Rcos(Q, R), R2 = P2-hQ«.
Chaque composante est égale à la projection de la résultante sur sa propre direction; c'est ce qu'on nomme la force estimée suivant cette direction.
18. Composition d'un nombre quelconque de forces appliquées à un môme point. — Polygone des forces. — £n
réduisant la construction à sa partie essentielle, on voit que
si l'on décrit un contour polygonal dont les côtés successifs soient parallèles aux directions des forces données et égaux aux longueurs qui représentent les intensités de ces forces, la droite qui fermera le contour représentera en grandeur et en direction la résultante cherchée. Si le
polygone se ferme de lui-même, les forces se feront équilibre,
et réciproquement.
19. Cas de trois forces. — Parallélipipède des forces. Théorème. — Si trois forces X, Y, Z, appliquées à un même point de l'espace, sont représentées par les trois lignes AB, AC, AD, et que Von construise le parallélipipède dont ces
trois lignes sont trois arêtes contiguës, la résultarite R de ces trois forces sera représentée en grandeur et en direction par la diagonale de ^3 ce parallélipipède. En effet, la résultante de A B et A C est AE, et la figure AEFD étant un parallélogramme, la
résultante de A E et AD est bien la diagonale A F du i)arallé-
lipipède.
Remarquons que tant que les trois forces X, Y, Z ne seront pas dans un même plan, elles ne pourront jamais donner une résultante nulle, à moins qu'elles ne soient nulles elles-mêmes en particulier.
20. Équilibre de troicr forces concourantes. — Les forces AB, AC, AD doivent se faire équilibre; donc AB est égal et directement opposé à la résultante de A C et AD; donc les trois forces sont dans un même plan. On devra avoir :
sin (Y, Z) sin (X, Z) sin (X, Y)
Ainsi, pour que trois forces appliquées à un même point se fassent équilibre, il faut que les ti'ois forces soient situées dans un même plan, et que chacune d'elles soit proportionnelle au sinus de l'angle compris entre les directions des deux autres.
Ces conditions sont suffisantes, pourvu qu'il soit entendu que Tune des forces tire ea dehors de l'angle fonné par les deux autres. Car si Ton se donne arbitrairement X et Y, les équations (4) donneront la force AE, diagonale du parallélogramme construit sur les. deux forces, ou son opposée AD, il faudra prendre AD, et alors l'équilibre a bien lieu.
21 . Décomposition d'une force en trois autres de directions données. — Une force quelconque R étant donnée, on pourra toujoure la décomposer en trois forces X, Y, Z, appliquées au point A et agissant suivant trois directions données Aa?, Ay, Az, pourvu qu'elles ne soient pas toutes trois comprises dans un même plan.
En effet, soit AP la ligne qui représente en grandeur et en direction la force R; menons PE parallèle à Ar, jusqu'à
la rencontre du plan rrAj/, EB parallèle à ky jusqu'à la rencontre de A^r, on formera le contour polygonal ABEP,
dont les côtés AB, BE, EP représentent les composantes cherchées ; pour les avoir en position, il suffit d'achever le parallélipipède.
Cherchons les intensités . » des composantes, dans le cas où les trois directions données sont rectangulaires.
Soient a, p, y les angles que fait la force donnée R avec les trois axes. On aura, comme AB, AG, AD sont les projections octogonales de AP sur les trois axes,
(1) X = Rcosa, Y = Rcos^, Z = Rcosy.
Ces équations font connaître immédiatement les composantes X, Y, Z, quand R, a, p, y sont connus, en joignant à ces équations la relation connue :
cos* a 4- cos* p -H ces' Y =5 1.
On aura en effet :
cos a ='
KX'4-Y* + Z«
1 COSP=r 1 COSY =
KX*-f-Y« + Z*
Les formules (4) sont générales, pourvu que, regardant comme positives les forces qui tirent le point A dans le sens des coordonnées positives, et par suite comme négatives celles qui tirent en sens contraire, on prenne pour a, p, y les angles que fait la direction de la résultante avec les parties positives des axes Ax, A?/, Az.
En effet, on voit, en se rapportant à la règle du parai-
lélipipêde que si, par Textrémité de la résultante on mène un plan pei^endiculaire sur A a;, ce plan coupera A a? en un point B qui sera Textrémité de la force X ; on aura toujours en valeur absolue X = R cos a ; il reste à montrer que cela a Ueu aussi en tenant comi)te du signe; or, si a est aigu, le point B tombe sur A^r, et X est positif ; si a est obtus, le point B tombe sur le prolongement de Arr?, et X est négatif. Les formules (1) sont donc générales, en admettant nos conventions.
22. Calcul de la résultante d'un nombre quelconque de forces appliquées à un même point. — On ramène au cas de trois forces rectangulaires la composition d'un nombre quelconque de forces appliquées à un même point A; menons par ce point trois axes rectangulaires AXy ky^ Ar; soient a, P, y; *'» &'» ï'; a'i &'> ï'--- l^s angles que font avec les axes les directions des forces AP, AP', AP'..., la force P est décomposabie en trois autres dirigées suivant Arr, A y, Ac, et égales respectivement en grandeur et en signe à P cos a, P cos P, P cos y H en est de même des autres forces. On pourra composer en une seule force X toutes les forces dirigées suivant A a;, en une seule force Y toutes les forces dirigées suivant Aj/, et en une seule force Z toutes les forces dirigées suivant Az. On aura alors les expressions suivantes :
X = P cos a + P'^cos a' + P" cos aV.. = V P cos a,
La question est donc ramenée à une question déjà résolue ; la composition de trois forces concourantes appliquées à un même point. Si on appelle R la résultante; a, 6, c les angles qu'elle fait avec les axes; on aura :
R = ^/X« + Y« -+- Z*» <'osa = -' cosfe = -' cosc=g-
f,gl«
JC
23, Ckerchons l'expression de R dans le cas des axes obliques.
Appelons :
(ir,y) = v (a?,;;) = iA (y,-) = X
et désignons encore par a, b, c les angles de R avec :
Oa?, Oj/, Oz.
En projetant successivement sur Oa?, Oy, Oz le contour OABR ou OR, on aura :
R cos a = X + Y cos V + Z cos ;x,
(1) s R cos fc = X cos V + Y -+- Z co% X,
R cos c = X cos jA -f- Ycos X -f- Z.
En projetant sur OR le contour OABR, on a :
(2) R = X cos a 4- Y cos ft + Z cos c.
En multipliant les équations (1) respectivement par X, Y', Z, ajoutant et tenant compte de (2), on a :
(3) R*=: X« + Y» + Z* + 2 XY cosv + 2 YZ cos X -f- 2 XZ cos ii.
Les équations (1) et (3) feront connaître R et a, 6, c.
On peut donner une autre forme à l'expression de R. Revenons au cas des axes rectangulaires, auquel cas cos X, cos [JL et cos V sont nuls. On déduit de (3), en tenant compte des relations :
cos' a + cos* g H- cos* Y = 1»
cos* a' -h cos' P' + cos' t' = i ,
cos a cos a' + cos ^ cos g' 4- cos V cos y' = cos (P, F),
R* = P« 4- F'* -f- F'... + 2 FF cos (F, F) + 2 FF' cos (F, F'),..,
expression qui ne dépend que des gi^ndeurs des forces et des angles qu'elles font entre elles.
24. Conditions d'équilibre de plusieurs forces concourantes. — On doit «avoir, dans le cas des axes rectangulaires :
donc :
ou bien :
(4) ]^ P cos a = 0, 2 P ^os ^ = 0, 2 P cos Y =
Ainsi la somme des projections des forces sur chacun des axes doit être nulle.
Réciproquement, si les équations (4) ont lieu, l'équilibre a lieu, car R = 0.
Lorsque les axes sont obliques, il faut encore, pour l'équilibre, que la somme algébrique des projections des forces sur les trois axes soit nulle séparément pour chacun de ces axes.
Théorème des moments.
. Définition. — Lorsque plusieurs forces sont situées dans un même plan, on appelle moment d'une force par
rapport à un point du plan, le ^^g /9 produit de cette force par la perpendiculaire abaissée du point sur la force. Ainsi le moment de la force P représentée par ^^ .^ la droite AB, relativement au point 0, est le produit :
OA X AB
AB' étant la projection de AB sur la droite AX perpendiculaire à OA. On peut donc dire que le moment de la force P appliquée au point A, relativement au point 0, est le produit de la distance OA par la projection AB' de la force sur une droite AX perpendiculaire à OA. Lorsque plusieurs forces sont appliquées au point A dans le môme plan, il convient de donner des signes à leurs moments. Nous regarderons le point comme fixe ; aloi^ chacune des forces
• tendra à faire tourner le plan dans un sens ou dans l'autre autour du point 0. Si nous projetons les forces sur la droite X'X perpendiculaire à A, il est clair que les forces
dont les projections se font sur AX tendront à faire tourner le plan dans un certain sens, et que les forces dont les projections se font sur AX' tendront à faire tourner le plan en sens contraire. Si Ton regarde les premières projections
* comme positives et les autres comme négatives, on convient de donner au moment de chaque force le signe de sa
X' projection. D'après cela, le mo-
^ \ ment de chaque force est égal en
% ^0 \ grandeur et en signe au produit de
\a sa'projection par la distance A.
^ //\ Gela posé, considérons les deux
^ y^ / '\ forces : AB = P, AG = Q, appli-
f^y^ / \ \ quées au point A, et leur i:ésul-
/ \ \c tante AD=R : nous aurons en \ / \ '''
/ y projetant sur AX :
\ / ,''' \ moment P = OA X proj. AB,
'^' \ moment Q == OA X proj. AC,
'^ moment R = OA x proj. AD.
Or
proj. AD = proj. AB -*- proj. AC;
mom. R = mom. P + mom. Q.
Le moment de la résultante est égal à la somme algébrique des moment s des œmposantes, Ce théorème est dû à Varignon.
Remarque I. — Lorsque le point ei>t situé sur la résultante, le moment de la résultante étant nul, les moments des forces P et Q sont égaux et de signes contraires.
Remarque II. -^ La projection de lu résultante d'un nombre quelconque de forces appliquées au point A étant égale à la somme des projections des composantes, on voit que le théorème de Varignon a heu quel que soit le nombre de forces appliquées en A, ces forces étant supposées dans un même plan contenant le point 0.
26. Expression du moment d'une force par rapport à Torlgine en fonction des composantes de la force et des coordonnées de son point d'application. — Soit une force
AP = P dont les composantes, suivant deux axes rectangulaires, sont :
AB=:X, AC = Y
désignons en outre parw, y les
deux coordonnées du point A.
Nous considérerons comme
« positifs les moments des forces
^ ^ qui tendent à faire tourner le
plan Ae Ox vers Oy, et comme négatifs les moments des
forces qui tendent à le faire tourner de Oy vei^ Oo?. On a
é\idemment et dans tous les cas :
mom. P = mom. X 4- mom. Y, mom. X = — yX; mom. Y = h- xY,
mom. P = a?Y — yX.
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CHAPITRE II
COMPOSITION DES FORGES PARALLfiLES
Théorème des moments. — Détermination des coordonnées dn centre des forces parallèles. •— Équilibre des forces parallèles.
§ I, -^ Composition des forces parallèles,
27. Composition de deux forces parallèles et de même sens. — On peut déduire la composition de deux forces parallèles de celle de deux forces concourantes, en supposant que le point de concours s'éloigne à l'infini.
Soient les deux forces :
AB = P, AC = Q
appliquées au point A, AD = R leur résultante. D'un point quelconque de cette résultante, abaissons sur les forces des perpendiculaires :
Nous avons vu que les moments Pp, Qg, étaient égaux et de signes contraires, et réciproquement que si l'on avait pour un point du plan l'égalité :
Pp -f. Qj = 0,
le point appartenait à la direction de la résultante ; nous pouvons supposer les forces P et Q appliquées aux points
E et F supposés reliés invariablement au point A. Cela posé, laissons fixe la force P, et faisons tourner la force Q de manière que le point F décrive Tare de cercle décrit de comme centre avec q pour rayon, la force Q restant tangente à cet arc de cercle. Considérons la position ¥'C' de la force Q ; les moments
P X OE el Q X or
sont encore égaux et de signes contraires ; donc le point appartient encore à la direction de la nouvelle résultante, que Ton obtiendra en joignant A'O. Ainsi la résultante passera toujours par le point 0. Si nous faisons tendre la force Q vers la position limite G H pai*allèle à P, la résultante passera toujours par le point et sera à la limite parallèle à P.
La formule :
R« = F-hQ' + 2PQcos(P, Q)
donnera, à la limite où (P, Q) = 0,
Enfin on aura, en ne tenant plu^ compte du signe :
P X OE = Q X OG
ou bien :
P_OG Q'"bE
De là ce théorème :
Detix forces parallèles et de même sens appliquées à deux points invariablement liés entre eux, ont une résultante, qui leur est parallèle, de même sens, égale à leur somme, et dont la direction partage la droite d'application en deux segments inversement proportionnels aux forces,
Démonstration directe. — Soient les deux forces pa
rallèles et de même sens AP, BQ, appliquées aux points A et B reliés entre eux par une droite rigide et inextensible ;
appliquons à ces deux points deux forces égales : AS et BT, agissant suivant la droite AB, mais en sens contraire ; ces forces se détruisant, la résultante de P et de Q n'en sera pas modifiée : mais P et S ont une
résultante AU; Q et T en ont une BV; on peut transporter ces deux résultantes au point 0, où leurs directions se coupent nécessairement, et là redécomposer chacune en deux composantes parallèles. aux forces qui les ont produites; on aura ainsi deux forces égales et contraires OS' et OT' qui se détruiront, et suivant OC parallèle à P et àQ, deux forces égales respectivement à P et à Q qui s'ajouteront pour donner la résultante définitive P -h Q. Cette résultante peut être transportée au point C, qu'il nous reste à déterminer; or OA étant la direction de la résultante des forces P et S appliquées en 0, on a :
P oc
Q AC
ce qui démontre le théorème énoncé.
29. Composition de deux forces parallèles et de sens Contraires. — On pourrait procéder identiquement comme nous l'avons fait au numéro (28), mais il vaut mieux: avoir recours à la démonstration suivante :
Soient les deux forces parallèles et de sens contraire!^ AP = P, BQ = Q. Je prolonge AB, et sur ce prolongement Je prends un point C tel que la force P soit la résul-
tante d'une force CD = P — Q et /l'une force HE = Q,
toutes deux parallèles à P.
i D'après le cas déjà considéré
c A y^ (28), on aura :
CD = P — Q
qui est la résultante cherchée.
Par consé(juent :
Deux forces parallèles et de sens contraires ont une résiiUante qui leur est parallèle, dirigée dans le sens de la jAus grande, et dont la direction rencontre le prolongement de la droite qui joint leurs points d'application en un point dont tes distances aux points d'application des forces sont en raison inverse des forces. De l'égalité (1) on déduit :
bg~àg""ab'
Les trois forces P, Q, R sont donc proportionnelles aux distances des points d'application des deux autres,
30. Cas où les forces de sens contraires sont égales. — Si P = Q, on trouve en appliquant la règle précédente :
R = P_Q = et AC = :^^-^ = oo.
On trouve donc que : les deux forces ont une résidtante
Il liJ Je, appli^iuée à une distance iniinle. Ce ([ui n'a pas de
.sens. La résultante n'existe plus, comme on peut le dénion-
tvev de lu manière suivante : Supposons qu'il existe une
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résultante CR. Faisons tourner le système de deux angles
droits dans le plan des deux forces autour du milieu de la droite AB; la force GR viendra en G'R'; et CR' sera encore la résultante des deux forces ; mais la force Q a pris la place de la force P et Q = P; le système est donc le même que précédemment ;. il admet donc aussi la
résultante CR; mais cela est impossible, puisque G'R' n'est
pas la force GR transportée en un point de sa direction. Un pareil système a été appelé couple par M. Poinsot,
qui en a fait un élément essentiel de la Mécanique.
31. Composition d'un nombre quelconque de forces parallèles. — Considérons un nombre quelconque de forces parallèles P, P',^P', appliquées en des points A, A', A' liés entre eux d'une manière invariable, et supposons d'abord que toutes les forces tirent dans le même sens. Le point d'application de leur résultante s'obtiendra en composant les deux premières forces, puis leur résultante avec la troisième, etc. La résultante des forces dmiiiées leur sera parallèle et égale à leur somme.
Admettons en second lieu Fig 26 y qu'un certain nombre de for-
ces tirent dans un sens, et les autres en sens conti'aire. On composera les premières ce qui donnera une force AR,,
/ les secondes ce qui donnera
BR,; les forces AR„ BR, auront une résultante OR, »excep té dans le cas où R, ^^^R^;
cette résultante est égale à V excès de la somme des forces qui tirent dans un sens sur la somme des forces qui tirent en sens contraire.
Le point d'application de la résultante de plusieurs forces est déterminé par une suite de proportions qui ne dépendent que des points d'application des forces et des grandeurs de ces forces.
§ IL — Théorème des moments. — DélermincUion des coordonnées
du centre des forces parallèles,
32. Théorème dea n^oments. — Soient trois axes, rectangulaires ou obliques, Ox, Oy, Oz; les points d'application des forces seront déterminés par leurs coordonnées. Nous supposerons tout d'abord les z de tous ces points positifs. Particularisons encore davantage, considérons le cas de deux forces parallèles et de môme sens. Soit :
A a — — Z^ A CL -^ z ^ KjC — 2^1 .
Menons £C£' parallèle à aa', nous aurons :
AE _ AC _ F A'E'~A'C~ P
A Ij — - *»» ~~~ AT ^ A JCj — -^ A» ■■■" A»j \
donc :
d'où
{V'hP)z, = fZ'h?'z\
L'expression Vz est ce qu'on nomme le moment de la force P par rapport au plan a?o j/, et à la direction Oz; c'est, comme on voit, le produit de la force Ppar la distance z du point (iipplication de la forcé au plan, cette distance étant comptée sur une direction parallèle à Oz. On a donc ce théorème :
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Le moment de la résultante de deux forces parallèles par rapport à un plan, est égal à la somme des moments des forces par rapport à ce plan.
Ce théorème s'étend facilement à un nombre quelconque de forces parallèles P, P', P'... dont les points d'application sont situés du même, côté du plan xoy. On aura encore :
CA'"" P ""A'Ë
ou
Rz^=z?z — Fz\
Donc le moment de la résultante de deux forces parallèles et de sens contraires est égal à la différence des moments de ces forces.
34. Cas où les forces parallèles sont dirigées dans deux sens différents. — Considérons plusieurs forces parallèles, les unes P, P'... dirigées dans un sens, les autres P', F*... dirigées en sens contraire; soit Rj la résultante des premières, R, la résultante des secondes. On aura :
et d'après le numéro (33) :
mom, R =2 mom, Rj •* mem, R,,
mais d'après le numéro (32) :
mom. R, = P^ + P';ï^.. R, = P^-P^..
Inom. R. = PV + P'z^... R, = F + r...
Donc :
Rz, := Pz + P'2'... — PV — P/*...
On voit que ces équations rentrent dans les suivantes :
R=:P-hP'... -hF + F*...
Kz, =z?z^ F-r'... ^ PV + FV 4- ...
pourvu qu'on regarde comme positives les forces qui tirent dans un sens, et comme négatives les forces qui tirent en sens contraire; les moments correspondants seront euxmêmes considérés comme positifs ou négatifs. A l'aide de cette convention, ou a le théorème suivant :
Le moment de la rémltante de plusieurs forces parallèles par rapport à un plan, est égal à la somme algébrique des moments de ces forces.
35. Généralisation du théorèma des moments. — Il reste enfin à nous affranchir de cette condition que tous les points d'application sont situés au-dessus du plan. Supposons \e?\ points d'application les uns au-dessus du plan des œy^ les autres au-dessous. Menons un plan XY parallèle à ocy^ et à une distance h telle que tous les points d'application soient situés au-dessus de ce nouveau plan. Nous aurons (34) :
RZ. = PZ + P'Z' + ...
mais :
donc :
RA 4. ^z, == P^ ^ P'z' ... -f fc (P -f- F .,.)i
OU bien à cause de
On voit que le théorème est général, pourvu que les z soient considérés comme positifs d'un côté du plan et négatifs de l'autre côté. Ainsi le signe du moment dépend de deux signes, celui de P et de z.
36. Recherche des coordonnées du centre des forces parallèles. — Si l'on applique le théorème des moments à trois plans coordonnés, on aura pour déterminer la résultante Ri et les coordonnées x^y y^^ z^ de son point d'application :
Ra?, = ?X'h Vx' + ...
Ryi = Py + PV -+-...
Les coordonnées du centre des forces parallèles ne dépendent que des grandeurs des forces et des coordonnées de leurs points d'application.
37. Remarques. I. — La somme des moments des forces P, P', P' est égale à zéro pour tout plan passant par le centre des forces parallèles; car, en prenant ce plan pour plan des xy, on aura Zj = 0, et par suite :
P;: + PV ... = 0.
Réciproquement, si la somme algébrique des moments d'un système de forc^ parallèles, pai' rapport à un plan, est nulle, ce plan contient le centre des forces. Car de Tégalité :
on conclut z^ = 0.
Dans le cas particulier où les forces P, P', P'... se réduisent à un couple, on trouve R = et les coordonnées x^^ y^^ z^
deviennent infinies. Le centre des forces n'existe plus ainsi que la résultante.
II. — Si tous les points d'application des forces sont dans mn même plan, il est évident que le centre des force» parallèles doit être dans ce plan. C'est ce qu'il est aisé de conclure des équations précédentes. Car si on a :
z = ax 4- fty 4- tf, z' = aa?' 4- by' 4- c,
on aura :
Rz, = a'^Vx + b^Vy + c"^?, Rji = aRojj 4- ftRyi 4- cR, z^ = ax^ 4- 6y, 4- c;
en prenant ce plan pour plan des xy^ on aura :
III. — Si tous les points d'application sont sur une même droite, le centre des forces parallèles sera aussi sur cette droite, et en le prenant pour axe des a?, l'abscisse du centre des forces parallèles sera déterminée par la formule :
Oî. =
IV. — Revenons au cas général, et supposons toutes les forces égales et de môme sens ; nous aurons :
La distance du centre des forces parallèles à un plan quelconque est la moyenne arithmétique entre les distances
des points d'application à ce plan; le centre des forces parallèles coïncide alors avec le centre des moyennes distances des points d'application.
§ III. — Équilibre des forces parallèles,
Nous allons chercher d'abord les conditions d'équilibre
pour des forces parallèles à une direction :
Soit A ($, TQ, Ç) le centre des forces de morne sens P, P'... dont la somme est S; Ai (§„ t,,,Q le centre des forces tirant en sens contraire P'", P^^ dont la somme est S4 on aura :
S5 = Pa; + Fx'
St) _ Py + P'y'
S.ri.
Sî = Pz + Vz'
F'af 4- P'^a;'^ + ...
pXT'^IT
Pour qu'il y ait équilibre^ il faut que les deux résultantes partielles agissent suivant la même direction, en sens contraire, et qu'elles aient la môme intensité. Donc on doit avoir, tout d'abord :
En second lieu, il faut que la direction AA^ soit la direction commune des forces, donc :
or: Ç =
* se "T" ...
Çt = -
etc.,
on a donc :
(1) P + P' + ..., -+-r + P'^+ ... = ou 2^ = ^^
Les trois équations (1) et (2) sont celles de Téquilibre.
Si Ton avait pris Taxe Oz parallèle aux forces, on aurait eu : a = p = 0, et on aurait trouvé pour les conditions * d'équilibre :
2p=o, 2Pa?=o, 2^^=^-
On peut énoncer ainsi ces conditions :
1° La somme algébrique des forces doit être nulle; 2^ La somme de leurs moments, par rapport à deux plans
jparallèles à leur direction^ doit être nulle pour chacun d'eux,
39. — On peut demander en second lieu que Téquilibre ait lieu, quelle que soit la direction des forces. Les équations (2) devront être vérifiées quels que soient a, P, y, ce qui exigç que Ton ait :
On aura, dans ce cas, quatre équations d'équilibre.
Revenons au premier cas, et supposons toutes les forces situées dans un même plan. Voyons ce que deviennent les deux équations (2).
Le plan qui contient les forces aura pour équation :
(3) 2 = wo? 4- ny 4- A
et Ja direction a, P, y étant parallèle à ce plan, on devra avoir ;
^4^ Y = w»a-Hwp.
Séparons les deux équations (2)
remplaçons y, z par leur valeur (3) ; puis tenons compte de V P = 0, et nous aurons :
remplaçons dans ces équations y par sa valeur (4), et il viendra :
Il n'y a donc plus qu'une seule équation (en dehors de 2p=0):
laquelle est indépendante de la position du plan des forces. Si l'axe des y a été pris parallèle aux forces, on aura a = 0, et la condition précédente se réduira à :
Remarque. — Les propositions établies pour la composition des forces parallèles peuvent conduire à des propositions purement géométriques ; nous nous bornerons à en citer un exemple.
Prenons un triangle, ABC, aux sommets duquel sont appliquées des forces P, Q, R; puis cherchons le centre des forces parallèles ;
P et Q ont une résultante appliquée en F, et on a :
AE R
Enfin pour Q et R on a, D étant le point d'application de leur résultante :
Les trois droites AP, BE, CF se coupent en un môme point qui est le centre cherché ; on a, en multipliant les équations (1) (2) (3) membre à membre :
AF X BD'xCE _ AE XCD XBF"~ *
ce qui est la condition connue pour que trois droites partant des somnnets d'un triangle concourent en un môme point.
CENTRES DE GRAVITÉ
§ I. ■— Considérations générales,
40. Tous les corps abandonnés à eux-mêmes prennent un mouvement vers l'intérieur de la terre, suivant une direction perpendiculaire à la surface des eaux tranquilles, et qu'on nomme verticale. On peut admettre qu'ils sont sollicités par une force dirigée suivant la verticale; cette force est la pesanteur ou gravité. La direction de la verticale change d'un lieu à l'autre, ainsi que l'intensité de la pesanteur. Cette intensité varie aussi en un même lieu avec l'altitude; mais pour les corps de dimensions ordinaires que nous considérons à la surface de la terre, nous pouvons regarder les verticales comme parallèles et la pesanteur comme constante. La pesanteur sollicite toutes les parties des corps, aussi bien intérieures qu'extérieures; ainsi, il faut le même effoi't pour supporter un corps entier ou les parties dans lesquelles on le divise; si le corps est creux, les corps que l'on y placera exerceront le même effort que s'ils étaient placés à l'extérieur. Un corps pesant peut donc être considéré comme un assemblage de points matériels liés entre eux d'une manière invariable, et sollicités par de petites forces parallèles. Nous pouvons appliquer la théorie des forces parallèles; nous verrons ainsi que toutes ces petites forces ont une résultante qui leur est parallèle, et est égale à leur somme; on l'appelle le poids du corps. Nous ne pouvons pas, il est vrai, changer à volonté la direction de la pesanteur, comme nous l'avons
fait pour la direction des forces parallèles; mais nous pouvons faire quelque chose d'équivalent en changeant la position du corps. Le centre des forces parallèles deviendra le centre de gravité, quelle que soit la position du corps autour de ce point. Dans toutes les questions d'équilibre relatives à un corps solide, on pourra faire abstraction de la pesanteur de ses diverses parties, pourvu qu'on ajoute aux autres forces données qui agissent sur le corps une force verticale égale à son poids et appliquée à son centre de gravité.
Lorsqu'on connaît les centres de gravité G et G' de
deux parties d'un corps, on en déduit '^ immédiatement la position du centre
de gravité du corps, sur la ligne G G' par la proportion :
GM_GM_ Gg F ~ F ""P+ F'
Si un corps est divisé en un nombre quelconque de parties dont les poids et les centres de gravité sonl connus, on en pourra déduire son centre de gravité par une suite de proportions ; mais il est préférable de déterminer ses trois coordonnées a?,, j/„ z, par le théorème des moments des forces parallèles.
Soient : p, p', p\.. les poids des diverses parties du corps, X, yy Zj x\y\ z\., les coordonnées des centres de gravité de ses diverses parties, P le poids total du corps ; on aura :
... . Pa?j =|?a? -f-p'a?' 4-pV + ..
^ ^ Py, =P» + p'y' + pY + ...
P^j =^pz -h p'z' + p'z' 4- ... ces équations déterminent a?,, y,, z^.
Centre de gravité d'un corps homogène. — Si le
corps a été divisé en un nombre infini de parties infiniment petites, on pourra prendre tel point qu'on voudra de chacune d'elles pour son centre de gravité ; les seconds membres des équations (1) se composeront alors d'une infinité de parties infiniment petites, dont les sommes seront des intégrales définies ; on pourra donc, par les règles du calcul intégral, déterminer le centre de gravité d'un corps quelconque sans connaître d'avance celui d'aucune de ses parties.
Entrons à ce sujet dans quelques détails. — Supposons d'abord le corps homogène, c'est à dire que des volumes égaux aient des poids égaux. Rapportons le corps à trois axes de coordonnées rectangulaires ; dans les équations (1), nous pouvons remplacer les poids par les volumes ; prenons pour élément de volume le parallélipipède dxdydz^ dont le centre de gravité a pour coordonnées x^ y, z, soit V le volume du corps ; les équations (1) donneront :
j 1 1 xdxdydz 1 1 1 ydxdydz
Ijjdxdydz 1 1 1 dxdydz
1 1 1 zdxdydz
l j j dxdydz
où les intégrales s'étendent à toute la masse du corps.
Centre de gravité d'un corps non homogène
Voyons quelles formules nous aurons si le corps n'est pas homogène. — Rappelons d'abord que l'on nomme poids spécifique d'une substance homogène le poids de l'unité de volume de cette substance ; on peut dire aussi dans ce cas que le poids spécifique du corps est le rapport du poids d'un volume quelconque du corps à ce volume. Si le corps n'est pas homogène, nous considérerons un petit volume Av
contenant dans son intérieur le point x, y, z; soit AP le poids de ce petit volume ; si rhomogénéité avait lieu, le poids
AP
spécilique serait — ; mais il n'en est pas ainsi; nous
appellerons poids spécifique de la substance au point œ, y, z la limite du rapport — ? quand les dimensions du petit volume diminuent indéfiniment, et nous poserons :
AP
(3) :i = lim. ^ .
Av
Cette quantité sera une fonction de x, y, z, que nous supposerons connue. De la formule (3) on tire, en désignant par € un infiniment petit du premier ordre :
AP = Av (t: -+- e).
Soit Tt un autre infiniment petit du premier ordre, on aura ; et en faisant tendre Av vers zéro :
P z=z I xAv, PiCj = I zxlv.
Nous avons ainsi, pour déterminer a?,, j/„ z,, les formules (4) :
P =111 %dxdydz, Px^ =^ 1 1 j T^xdxdydz^ Pyi= Il / r.ydxdydz, PZj = 1 1 1 T.zdxdydz.
Remarques. — On peut souvent simplifier beaucoup
la recherche du centre 4e gravité d'un solide homogène, à l'aide des remftrques suivantes dont la démonstration ne présente aucune difficulté :
1^ Si la surface du corps est symétrique par rapport à un plan, le centre de gravité est sur ce plan ;
2^ Si la surface du corps admet un plan diamétral, le centre de gravité est dans ce plan;
3° Si la surface du corps a un axe de symétrie, le centre de gravité est sur cet axe ;
¥ Si le corps a un centre de symétrie, ce centre est le centre de gravité.
§ IL — Centre de granité d'une surface ou d'une lignât
45. Supposons qu'un corps s'étende suivant un plan ou suivant une surface courbe, et qu'il ne présente partout qu'une épaisseur extrêmement petite, dans le sens de la normale au plan, ou à la surlace, on pourra faille abstraction de cette épaisseur', et concevoir que toute la matière dont le solide est formé se trouve située sur la surface ; c'est ainsi qu'on est conduit à considérer une surface comme étant matérielle, et par conséquent comme ayant un centre de gravité. Nous supposerons la surfiice homogène; alors dans chacune des équations des moments telle que :
nous pouvons remplacer les poids par les surfaces correspondantes; si d(i) est l'élément de surface au point x, j/, z, S la surface totale, on aura :
Sa?, = I xd
S*, = I zdu), \ Considëi'ons d'abord le cas d'Uhe surface plane ; en prenant
dxdy pour élément de surface, on aura :
, = Il xdxdyA 1 =jj y dxdy,
dxdy.
On peut effectuer une intégi'ation par rapport à a^^ou
à y ; soit par exemple à trouver le centre de gravité de la surface AMNB A'M'N'R' comprise entre les deux ordonnées x = a^ x = h et les deux courbes :
On aura : •
S = £{y'^y)dx,
Sx,
y) 3cdx,
- y*) dx.
4,7. En coordonnées polaires, soit à trouver le centre de
Fi 52 gravité du secteur OAMB; on prendra alors pour élément d'aire rdrd^\ les moments relativement aux etOy seront :
rdrd^ X r ces 0, rdrd^ X r sîn 6.
Sy. ^fjr' si
On aura donc :
rdrdb.
cos 6 drrfO,
sin irdd.
On peut intégrer par rapport à r depuis r = jusqu'à r = le rayon de la courbe, et Ton a :
r* ces dO, r* sin e de.
Pour les surfaces dans l'espace, on pourra prendre
({(I) = dx dy
et l'on aura ainsi :
ij>«i — — ...
, , dz dz Les quantités .- et j- seront tirées de Téquation de la
surface, et les intégi'ales doubles s'étendent à toute la partie du plan des xy^ sur laquelle la surface se projette.
49. Centre de gravité d'une ligne. — Des considérations analogues à celles que nous avons développées pour les surfaces, conduisent à considérer une ligne droite ou courbe comme étant matérielle et par suite comme ayant un centre de gravité.
Si nous supposons la ligne homogène, et si nous remplaçons dans l'équation des moments les poids par les longueurs
des arcs qui leur sont proportionnels, nous aurons :
S=z j dsy Sa?, = I xds^ Sy, == | yds^ S^, = I 5:d«;
en prenant trois axes de coordonnées rectangulaires, on aura:
Vi — ••
Si la ligne est plane, on aura simplement :
Sx, =jx y 1 + ^£ dx.
S..=/yy^l-Hgd.,
§ III. — Exemples dicers de la détermination des centres de gravité.
Centre! de grayitd dei lignée.
50. Ligne droite. — Le centre de gravité est au milieu de la longueur.
51. Ligne brisée. — Au milieu de chaque côté, on appliquera une force verticale proportionnelle a la longueur de ce côtéj et on cherchera le centre de toutes ces forces parallèles, soit par la composition successive des forces, soit par les formules qui déterminent ses coordonnées.
f. Contour d'un triangle. — Aux milieux A, B', C des
DESPEYReus. — Mécanique. 4
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côtés, noua avons des forces parallèles proportionnelles à B BC, AC, AB. Soit D le point d'ap-
plication de la résultante des forces appliquées en B' et C ; on aura :
c;d_ac_v£
B'D~AB A'B
Donc A'D est la bissectrice de * ^ ' l'angle A', et le centre de gi-avité
cherché coïncide avec le centre du cercle inscrit au triangle A'B'C.
53. Arc de cercle. — Soit C le milieu de l'arc AB; le centre de gravité de cet arc sera sur OC; soit x, sa distance au point 0; désignons par s l'arc CM et par S l'arc AB, nous aurons :
Sx,=
]xdt;
r cosô,
2 Ri,
cosOdft
sin 3.
Rsina
Re
en désignant par c la coi-de de l'arc.
54. Ceatre de gravité d'au arc de cycloïde. — Soit OM l'arc dont nous clierchons le centre de gravité; on aura pour le coefficient angulaire de la tangente en un point M :
MP_ I^UPX PR 'Uf~ QP
en désignant par a le diamètre du cercle générateur; on en déduit :
Fm 5S
ds dx
* Sx^ =/ X — dx=2 j t/ ax dx,
c'est à dire :
On déduit de là :
S = 2 Ka j?, S^, = \x Vax,
Pour déterminer- j/„ nous remarquerons que Ton a : Jy ^ = 2y K^ - 2 J^ Vx dx = îy]/x-- ^/^^ par conséquent :
xdx;
Sy,= 2 y Vax + ^ Va {a — x)* -*- C,
mais pour x=0, y, = 0; donc :
as -, .s
Pour l'arc OA, a; = o; on a alors :
sa
Snrfacef.
55. Parallélogramme. — Le centre de gravité est au centre de la figure.
. Triangle. — Considérons une médiane, et par cette ligne menons un plan perpendiculaire au ti'iangle ; c'est un plan diamétral pour les cordes parallèles au côté correspondant ; il contient donc le centre de gravité qui, devant être en outre dans le plan du triangle, sera sur la médiane. C'est donc le point de concours des médianes.
Remarque. — Le centre de gravité de la surface d'un triangle est le même que celui du système de trois poids égaux dont les centres de gravité sèment situés aux sommet» du triangle.
56. On peut également trouver le centre de gravité d'un triangle par le calcul.
Rapportons . le triangle à deux axes de coordonnées rectangulaires passant par le sommet A, et dont l'un soit parallèle au côté RC.
On aura :
pour AB y =fnXy pour AC y' =2 m'x^
S = J\y^y')dx = Sx,= / {y--y')xdx=-
d'où :
Ih
Le point E, milieu de BC^ a pour coordonnées :
On a donc :
^1 = 3^' yi = 3 y'-
Le centre de gravité se trouve donc en G, aux deux tiers de AE.
57. Centre de gravité d'un secteur circulaire. — Soit un p.^ 37 secteur circulaire AOB, dont T^gle
au centre est 2 a. Nous aurons :
dr cos 6(16 = ^ /
COS 6(f 6
2R' sin a
2R sin CL _2Rc
en désignant par c la corde AB et par l l'arc AB. L'abscisse est les | de celle du centre de gravité de TarcAB;
on peut s'en rendre compte en décomposant le secteur en
secteurs infiniment petits, que Ton peut assimiler à des
petits triangles, dont tous les centres de gravité sont sur
J'arc A' B' tel que A' = f OA. Reste à trouver le centre de
gravité de A'B' ; il est évident que son abscisse sera les f de
celle du centre de gravité de Tare AB.
Centre de gravité du segment de cercle. — On peut le déduire de celui du secteur AOBD et du triangle AOB.
Désignons par :
S la surface du triangle, x l'abscisse de son centre de gravité.
segment, x' secteur, x'
On aura
AB = c,
ADB = /,
OA = R
S' = S + S', SV = S« + S'a!',
S' = iRI, a?' =
S =fcA,
2Rc
TV
S' = i (RI — cA),
\ (RI - cA) iT' = ^ - ^* = 5 (R*
iC'=^
6R/ — cA
or:
« = 2R sin 25' A = R cos ^•
On aura donc :
^ R- sin* ±
/ — R Sm rr
59. Centre de gravité du segment compris entre les ordonnées a? = a a? = ft et une courbe du deuxième degré. — Les deux ordonnées de la courbe correspondant à
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une mûme abscisse seront :
y' =mx + n— Vax*
y' = mai + n + Vax* -i- bx + e, S = \{y' — y') dx = 'i iVax* + bx + c dx, Sx,= I x(s'~-y')dx = % [Vax* + hx + cxàx, Sy, = \ |(y" — y")dï — 2 iVax* + bx + c{mx + n)dx.
Soient a et & les abscisses des points A et B.
ox* -i- bx + c xdx
I Vax* + bx + c dx
rVax*+bx-i-c{mx + n)dx y,— _________ .,
I Vax* + bx -i- c dx
toutes les intégrations peuvent s'effectuer sous forme finie.
Si »»=»=a=:c— «=0 & = x, Fio 40 on trouvera le centre de gravité du segment CADB de la pai-abole, bmilé par la corde CD perpendiculaire à l'axe.
j^ Vbx dx g a
60. Centre de gravité de l'aire de la cycloïde ABC. — Ce point est évidemment sur l'axe de symétrie CD.
S = I ydx, Sy, =\jy^ix, jy^dx
ydx
Si nous appelons ç Tangle
BOM et a le rayon du cercle générateur, on a :
a? = a (<p — sîn o); y = a (1 — cos ç),
(1 — 3 cos ç + 3 cos* 9 — cos' If) df
(1 — 2 COS f -H cos* ç) d^
cos 9 dç = 0; 1 cos* ç dç = 0; / cos' ç dç = / sin' 9 dç = j / (cos* ç -♦- sin" ç) dç = w,
61. Centres de gravité des surfaces courbes. — Les formules générales pour trouver le centre de gravité des surfaces courbes sont, comme nous l'avons vu en posant :
dz
dz
^ dx ^ dy
S = jfTda? dy Kl + p' + q\ Sa?,.= \\xdxdyVK -hp'-i- }', Sy, = \\ydxdyVi +p'4-g*, S^j = j Izdx dy k^l -4- p' + ç%
Nous allons appliquer ces formules générales à quelques exemples.
Centre de gravité d'une portion de surface sphérique
— Soit la sphère :
Nous aurons :
— ^ ~y 1/1 — i — i « P = —-; ? = -r; Kl +/)• + }• = -.
Dans ce cas on déduit des formules (A) :
S = ajj^^; Sz, = a fjdx dy = a S.,
en désignant par S, la projection de la surface S sur le plan des xy, par conséquent en désignant par : S„ S„ S, les projections de la surface S sur les plans des j/z, xz et xy^ on aura :
Application au triangle sphérique. — Soit R le rayon de la
sphère, h la distance du centre de '5^^ A gravité du triangle sphérique au
plan OBG; on aura, en désignant par a, b, c les côtés et A, B, G les ,ç angles du triangle sphérique ;
RS
S = R* (A* + B + C — t); s, = PBC = BOC — BPO - CPO,
BOC = i-R*a,
POB est la projection de AOB,
AOB=:{R'c; POB=:iR«ccosB,
POC est la projection de A OC,
AOC = } R' b; POC = i R* 6 cos C.
Donc:
Rfl- " 2
On trouvera de même les distances du centre de gravité aux plans OAC, OAB.
63. Centres de gravité des surfaces de révolution. — La recherche des centres de gravité des surfaces de révolution peut s'effectuer à l'aide de simples quadratures.
ConsidéroDS la surface engendrée par la révolution de l'arc AB, d'une courbe plane, tournant autour de Ox. Soit MM' = ds; MM' engendre la surface latérale d'un tronc de cône :
dS = ÎTt y ds,
\TJ y ds.
Le centre de gravité de la surface courbe engendrée par MM' est sur Ox, entre m et m' ; si j'applique le théorème des moments, j'aurai :
S», = 2x/iryd*,
Dans l'expression de œ, on doit considérer y comme une fonction
de X donnée par l'équation de la courbe.
EiemplAi pour la détermi Dation dai centras de grafité des Tolnmoi.
64. Prisme triangulaire. — Il est au milieu de la ligne qui joint les centres de gravité des deux bases. Il en est de même pour un prisme quelconque.
Pyramide triangulaire. — Le plan qui passe par AD
et le milieu E de BG est un plan diamétral, il en est de même du plan qui passe par CD et le milieu F de AB. Ces deux plans se coupent suivant la droite DH qui joint le sommet D au centre de gravité de la base.- Il est facile de voii* qu'il se trouve sur D H au I de DH à partir du point H.
Le centre de gravité du tétraèdre coïncide avec celui du système de quatre poids égaux dont les centres de gravité seraient situés aux quatre sommets,
66. Secteur sphérique. — Soit le secteur sphérique engendré par la révolution du secteur circulaire AOC autour de OC. Un raisonnement analogue à celui qui a été fait dans le cas d'un secteur circulaire, montre que le centre
de gravité est le même que celui de la zone engendrée par Tare ac^ obtenu en prenant :
Oa = Oc= -7 —
Le centre de gravité de cette zone est le point g y milieu de cd; soit OC = R, DC = H, on aura :
iOg = Orf -4- Oc = ^ (OD + OC) = | (2 OC — DC),
On pourra en conclure le centre de gravité du segment sphérique à une base qui est la différence du secteur sphérique et d'un cône.
67* Corps symétriques par rapport à un axe. — Prenons
l'axe de figure pour axe des x, désignons par X l'aire de la section perpendiculaire à cette droite, et qui répond à l'abscisse x; on décomposera le volume en tranches inûoiment minces, perpendiculaires à l'axe de figure ; le volume d'une de ces tranches sera Xdx, et son centre de gravité, qui sera sur l'axe de la figure, aura pour abscisse x. On aura donc :
V= Pxrf« yx,=j^Xxdx.
On est donc ramené à des intégrales simples, si on a su trouver l'expression de X en fonction de x.
68. Exemple. — Soit à trouver le centre de gravité du sèment de l'eilipsoide :
fl* It' c* compris entre les pians :
La section dont l'aire est représentée par X est l'ellipse ;
'3o'— «■- aP — 6
Si « = p = a,
on trouve :
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§ IV. TTiéorèmes de Guldin.
I. Théorème relatif aux surtaces. — Soit ÂB un arc
de courbe de longueur l tournant autour d'un axe Ox situé dans son .
plan, S la surface engendrée, G le centre de gravité de l'arc AB,-!/, l'ordonnée de ce point. On à :
S = iizjy ds,
d'où :
Donc :
La surface engendrée a pour mesure la longueur de Varc AB multipliée par la circonférence que décrit le centre de gravité de cet arc.
Remarque. — Si la courbe au lieu de tourner de 2x tourne seulement de l'angle 6, S' désignant la surface engendrée, on aura évidemment :
= ^; par suite : S' = 6 /y,
mais 6y, est l'arc décrit par le centre de gravité. Donc : Si une courbe plane tourne d'un angle quelconque autour d'un axe situé dans son plan, la surface engendrée est égale à la longueur de la courbe multipliée par l'arc décrit par son centre de gravité,
70. II. Théorème relatif aux volumes. — Soit ÂBB'A' une surface plane comprise entre les deux ordonnées AA',
BB' et les deux courbes AB, A'B', dont nous désignerons
par y ei y' les ordonnées correspondant à une même valeur de X. Le centre de gravité de cette surface plane aura son ordonnée déterminée par l'équation :
Sy, = ij^(y«-nrf^.
Le volupae V engendré par cette surface, tournant autour d'un axe Ox situé dans son plan et qui ne le traverse pas, sera :
On a donc :
Ainsi : Le volume engendré par la révolution d'une aire plane autour d'une droite située dans son plan, est égal à Vaire de la surface génératrice, multipliée par la circorir férence que décrit son centre de gravité.
Même remarque que précédemment, si la surface tourne d*un angle 6 au lieu de tourner de ^r..
Exteosion du deuxième théorème de Guldin. — Le
théorème de Guldin relatif aux vo- B lûmes peut être étendu de la manière suivante.
Si une surface plane se transporte dans l'espace, de telle sorte qu'un de ses points reste toujours sur une courbe AB et que son plan demeure normal à la courbe, le solide engendré par ^mouvement de cette surface aura pour mesure l'aire de la surface multipliée par la courbe que décrit son centre de gravité.
En effet, considérons deux points infiniment voisins M et M' de la courbe ; le plan osculateur de la courbe en M est coupé par les deux positions consécutives du plan de la courbe mobile suivant les droites MO, M'O. est le centre de courbure en M; les deux plans se coupent suivant une droite passant par le point et perpendiculaire au plan osculateur en M ; cette droite est Taxe du cercle osculateur. On pourra imaginer que la courbe tourne autour de cette droite de l'angle infiniment petit MO M', pour passer de la première position à la seconde. Alors le théorème de Guldin relatif au volume engendré est applicable ; il le sera encore quand on passera de M' en M", etc. Le théorème est donc démontré.
72. Volume du cylindre tronqué. — Le volume d'un cylindre tronqué dont la base est sur le plan des xy et les arêtes perpendiculaires à cette base est exprimé par :
V = 1 1 z dx dy.
Soit ? Tangle de la base supérieure avec la base inférieure ; les éléments de Taire de la base supérieure sont :
1 aire totale sera :
CCS 9 ' cos ç '
A. désignant Taire de la base inférieure.
Si donc z, est Tôrdonnée du centre de gravité de la base
supérieure, on aura :
COS ç
ainsi :
V = Az,,
Donc : le volume est égal à la base multipliée par la distance à cette base du centre de gravité de la base supérieure.
73. Remarque» — La projection du point G est le point G', centre de gravité de la base inférieure; on a en eflet :
cos 9 ou bien :
f^fxdxdy
cos 9 '
cos 9
y dx dy ces© '
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Aa?, =^i\xdx dy; ky^ =: l ly dx dy.
2 On trouve donc pour a?, et t/i
les valeurs mêmes auxquelles on est conduit en cherchant le centre de gravité de la base inférieure. Ainsi les centres X de gravité des sections planes faites dans un cylindre, sont tous sur une même parallèle aux génératrices.
On peut en conclure que
Le volume d'un cylindre tronqué quelconque est égal à
Vaire d'une section droite multipliée par ^ la distance G G' des centres de gravité des
bases. Soit AB la section droite du cylindre. On D aura :
vol. ABEF = surf. AB X 6'G; vol. ABCD = surf. AB X G'G";
B et par conséquent :
vol. CDEF = surf. AB X 6G'.
§ V. — Quelques propriétés du centre de gravité.
75. Problème. — Soient M', M', M""... les centres de gravité de plusieurs corps, de poids p', jp", p"... dont la
somme est P, A un point au(iuel on applique des forces dirigées suivant les droites AM', AM', AlVr et égales respectivement à : p'AM', p'AM", p'^AM^... On demande de prouver : 4° que la résultante des forces passe par un point fixe, quel que soit le point A ; 2** de trouver ce point fixe ; 3° de donner une expression simple de la résultante. Soient :
x\y', z' les coordonnées de M' x\ y\ 2' — de M'
a, p, Y — de A
Décomposons chacune des forces en trois autres parallèles à OXj Oy, Oz; la composante parallèle à Ox de la force dirigée suivant AM' sera :
y. AM' X cos (AM', X) = p\ AM' ^-^,-^ =p' («' - a).
Soient : X, Y, Z les composantes de la résultante; on aura :
Or, si co^, j/j, r, désignent les coordonnées du centre de gravité des corps M', M'... on a :
^Fx'=Vx,; 2P'y'=Py,; ^Pz'=Ps,,
On peut donc écrire :
(1) X = ?{x,^oi); Y = P(y,-3); Z = ?{z,^^),
et les équations de la résultante seront :
Debpbyrous. — Mécaniqxi^, 5
On voit que celle résultanle passe constamment par le centre de gravité G {x^, y„ z,) quels que soient a, 3, i, c'est à dire quel que soit le point Â. Désignons par R celte résultante,
ou par les équations (1) :
- (:, - y)» = P X AG.
Dans le cas où le point A coïncide avec le point G, on a le Ihéorème de Leibnilz :
Si on applique aiipoint G des forces dirigées suivant GM', GM'... etêgalesreBpecliveme7itàp'GU',p'GM.'... toutes œs forces se font équilibre.
76. Applications. — Il y a équilibre entre trois forces appliquées au centre de gravité d'un triangle et re[)résentées
, en grandeur et en direction par les droites qui vont de ce point aux trois sommets.
Il y a équilibre entre quatre forces appliquées au centre de gi'avité d'un tétraèdre et représentées en grandeur et en direction par les droites qui vont de ce point aux quatre sommets.
77. Propriété remarquable du centre de gravité d'un système de points matériels
e 62 ^ pesants. — Soient : les corps
•'* M, M', M'... dont les poids
p, p\ p'... ont une somme P,
'' •*" G leur centre de gravité, O un
^ point quelconque. Posons :
OM=r, OM'
= r', OM' = r'... OG=l rf,„= MM'... rf,„ = M'M"
On a, en dénignant par X, -Y, Z les coordonnées du point G :
PX =pa? 4- jfî'o?' 4- pV + ...
PY=py-+-p'y' H-pV + ...
PZ =pz -hp'z^ +pV M- ...
d'où:
(l)P*R*=p*r*-+-p'»r'* + p'*r'* ... +2pp' {xx' +yy' +zz'),
+ 2 pp' tea?' + yy* + -îs' ), + 2py (jj'a?" + y'y' + :r'2'),
Oi*, on a aussi :
d^*,^ = r* 4-r" — 2(vca;' + yy' 4-;:-'), doSi = ''* -♦- r'* — 2 (xj?" 4- yy' + -5' ), d^\^ = r'^ 4- r'* — 2 (a?'y 4- y' y' 4- ;:'5''),
On peut tirer de là les valeurs des quantités xx' + yy' + zz' .., et les porter dans (1); on trouvera:
FR» = P (pr* 4- p'r^* + pV* 4- ...) - W d,\, 4- pp' do*,.
p'f d»%, 4- ...] Quand le point varie, on voit que
pr^ 4- p'r'* 4- p'r'^ = PR* 4- Const.
Donc le minimum de :
pfA ^ p'fii ^ p'r'* H- ...
a liéû pour il = 0, c'est à dire pour le centre de gravité; Donc le centre de gravité jouit de cette propriété que : Ld tomme des ca'^f^és de ses distances aux points donnés
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multipliées respectivement par les poids de ces points est un minimum. '
Si le point O se meut sur une sphère ayant pour centre le point G, la quantité
pr* + p'r'* + ...
reste constante.
Si p=^p'=p'... et si R=:0, l'équation (2) donne en désignant par n le nombre des points :
''.'m + rf.*.. ■■■ + rfi'.i + ... = n [r* + r" + ...J Donc : La somme des carrés des distances mutuelles des centres de gravité de n poids égaux est égale à ii fois la somme des carrés des distances de ces pointa au centre de gravité de l'ensemble.
DES COUPLES
78. Définitions. — Nous avons déjà donné la définition du couple. On appelle bras de levier d'un couple la perpendiculaire commune AB aux deux forces du couple, moment du couple le produit P X AB, de Tune des for- ^ ces par son bras de levier. Ce que nous aurons à dire des couples en statique sera indépendant de l'effet que produisent les couples sur les corps. Mais, quand on voudra se faire une idée des sens respectifs de différents couples, situés dans le même plan, on pourra supposer que les milieux de leurs bras de levier sont fixes; alors, l'effet de chaque couple sera de faire tourner le corps autour du milieu de son bras de levier, et l'on pourra distinguer le sens des couples, en distinguant les couples qui tendent à faire tourner dans un sens d'avec ceux qui tendent à faire tourner en sens conti'aire.
79. Translation des couples. — Nous allons donner pour les couples un théorème analogue à celui que nous avons donné pour la translation d'une force en un point quelconque de sa direction.
Théorème. — Un couple quelconque peut être transporté où Von voudra dans son plan, ou dans tout autre plan parallèle, et tourné comme on voudra dans ce plan, sans
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que son effet sur le corps auquel il est appliqua soit changé, pourvu qu'on suppose le nouveau bras de levier vivariablement attaché au premier.
Divisons la démonstration en deux parties; supposons d'abord le nouveau bras de levier parallèle à l'ancien.
Soit AB le bras de levier du premier couple; je dis qu'on peut lui donner pour bras de levier A' B' égal et parallèle à AB.-Nous ne changerons rien aux conditions dans lesquelles se trouve le corps si nous appliquons à A' et B' des forces égales et contraires à P, puisque ces forces se détruisent deux à deux, Mais les forces — P appliquée en A' et — P appliquée en B ont une résultante OH = — 2P appliquée en ; les forces P appliquée en A et P appliquée en B' ont une résultante OK =^ 2P; OK et OH se détruisent et il reste le couple P, — P appliqué sur le bras de levier A'B'.
p En second lieu, faisons
tourner le bras de levier dans le plan du couple.
Supposons que les deux bras de levier se coupent en leurs milieux respectifs.
J'applique aux points A' et B' deux forces égales et contraires à P. Les forces P, -^ P appliquées en B' et en B ont une résultante dirigée suivant OK, bissectrice de l'angle BOB'. Les forces P, — P appliquées en A et en A' ont une résultante dirigée suivant OH, bissectrice de Tangle ÀOA'; ces deux résultantes se détruisent, et il reste le couple P, — P ayant pour bras de levier A' B'.
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80. Théorème — Un couple peut être remplacé par un autre couple de bras 'de levier différent^ pourvu que leur$ moments soient égaux.
On peut remplacer le couple (P, — P) ayant pour bras de levier AB par le couple (Q, — Q) ayant pour bras de levier BC, pourvu que Ton ait :
PX AB = Q XBC.
rQ
Supposons d'abord que nous -« n'ayons que le couple (P, — P) ayant pour bras de levier AB.
Appliquons en B et en C deux forces égales et contraires à Q.
Les deux forces — P et — Q appliquées en B ont une résultante — (P + Q) appliquée en ce point. Les deux forces P et Q
appliquées en A et C ont une résultante P + Q qui sera
appliquée en B si on a :
BC AB
ou
PX AB = Q XBC.
Cette résultante détruira la première et il ne restera plus que le couple Q, — Q ayant pour bras de levier BC.
Composition des couples situés dans un même plan ou dans des plans parallèles.
81 f Théorème — Deux couples situés dans un même
plan ou dans des plana parallèles se composent en un seul
sittié dans un plan parallèle aux plans des couples donnés
et dont le moment est égal à la somme ou à la différence des
moments des couples donnés.
Soient : (P, — P), (Q, — Q) les couples donnés dont les bras de levier sont p et q. Nous pouvons les remplacer par
deux autres : (P', — P'), (Q', — Q') ayant le même bras de levier a^ pourvu que l'on ait :
Pp = P'a, Qq = Q'a.
Ces detix couples ayant même bras de levier se composent en un seul [P' + Q', — P' — Q'] s'ils sont de même sens et [P' — Q', — (P' — Q')] s'ils sont de sens contraires. Dans le premier cas, le moment du couple résultant sera :
(F 4-Q')a = Pp + Q/?;
dans le deuxième :
(P'--Q')e»=Pp~.Qî.
Le théorème est donc démontré.
• On peut dire que : Le moment du couple résultant est égal à la somme algébrique des moments des couples.
•Le théorème s'étend de lui-même à un nombre quelconque de couples.
On voit que, pour la généralité du théorème, nous regardons comme positifs les moments des couples qui tendent à faire tourner leur bras de levier dans un certain sens, et comme négatifs ceux qui tendent à le faire tourner en sens contraire.
Composition des couples situés dans des plans quelconques.
On peut d'abord remplacer les deux couples par
t.-R deux équivalents (P, — P), (Qj — Q) ayant un même bras de levier AB dirigé suivant l'intersection des deux plans, et ayant des moments égaux à ceux des couples donnés.
Les forces P et Q se composeront en une seule R; il en est de môme des forces — P, — Q qui se composeront en une seule — R.
Les deux couples donnés seront donc remplacés par le couple (R, — R). . .
Les moments des trois couples sont :
PXAB; QXAB; R X AB.
Us sont donc entre eux comme P, Q, R.
Donc :
Si Von mène dans les plans de deux couples donnés deux droites AP, AQ perpendiculaires à V intersection de ces plans et proportionnelles aux moments de ces couples^ la diagonale AR dw parallélogramme construit sur AP ^/ AQ représentera en grandeur le moment du couple réèultant, dont le plan passera par cette diagonale et par Vintersection des plans des deux couples donnés.
On pourra donc toujours réduire à un seul tant de couples que Ton voudra agissant sur un corps, en les composant deux à deux.
83. Réciproquement. — On peut toujours décomposer un couple en deux autres situés dans des plans donnés, pouiTu que ces plans et celui du couple proposé se rencontrent suivant une même droite, ou suivant des droites parallèles.
Soient en effet DAH le plan du couple donné, CAH et
BAH les plans qui doivent contenir les couples composants; menons dans ces trois plans les droites AB, AC, AD perpendiculaires à AU; prenons AD égal au moment du couple donné, et construisons le parallélogramme ABGD; A G et AB seront les moments fies couples composants, lesquels couples seront dès lors déterminés .
On peut encore opérer comme il suit :
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Soit OH l'intersection de nos trois plans; menons un plan „ quelconque qui coupe ces plans
suivant les droites OX, OY, OU; nous pourrons tourner le couple donné dans son plan de manière que Tune des forces P soit dirigée suivant OH, alors l'autre force rencontrera OU en D, construisant le parallélogramme OABD.
Appliquons en B deux forces égales et contraires P*, -^ P, ce qui ne change rien. Alors, nous avons le couple (P, — P) appliqué suivant B 0, et le couple (P, — P) appliqué suivant BD. Ce dernier couple peut ôtre transporté parallèlement à lui-môme dans le plan H X, et on peut lui donner pour bras de levier A ; les deux couples composants seront donc appliqués, l'un sur OA, l'autre sur OB, et la décomposition est faite. Si le plan XOY a été mené perpendiculaire à OH, les lignes A, OB, OD seront proportionnelles aux moments des couples, et on a une nouvelle démonstration du théorème relatif à la composition des couples.
Expression plus simple des théorèmes qui concernent
la compoBition des couples.
On peut faire connaître entièrement tout ce qu'il est
nécessaire de connaître dans un couple, en opérant comme il suit : Soit AB le bras de levier d'un couple situé dans le plan MN; élevons au point A une perpendiculaire à ce plan, et portons sur cette perpendiculaire une longueur AI égale au
moment du couple; cette quantité AI, envisagée tant au
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point de vue de la direction que de la grandeur, sera dite Taxe du couple. Il reste encore à déterminer de quel côté du plan MN la perpendiculaire doit être élevée; nous la mènerons d'un côté tel que : pour un observateur couché le long de AI, les pieds en A, la tête en I, le couple tende à faire tourner son bras de levier A B autour du point A, dans un sens déterminé, dans le sens direct par exemple. Il est visible que, quand la quantité géométrique Al sera donnée, le couple sera entièrement déterminé, pour son plan, son sens et son moment. Enfin la quantité AI peut être transportée parallèlement à elle-même où on voudra. Quand on aura à s'occuper de plusieurs couples, on mènera les axes de ces couples à partir d'un môme point, d'ailleurs arbitraire.
La considération des axes des couples rend les énoncés relatifs à la composition des couples entièrement semblables a ceux qui se rapportent à la composition des forces. On voit d'abord que :
Pour composer des couples dont les axes sont parallèles, il suffit de transporter en un môme point tous ces axes qui sont alors en ligne droite, de faire la somme de tous ceux qui sont du môme côté de l'origine commune, et de retrancher la plus petite somme de la plus grande ; ce qui restera représentera en grandeur l'axe du couple résultant, dont la direction sera celle de la plus grande somme.
On peut simplifier encore cet énoncé et considérer comme positifs les axes dirigés dans un sens, comme négatifs ceux dirigés en sens contraire, et dire que Taxe du couple résultant est représenté en grandeur et en direction par la somme algébrique des axes des couples composants.
La composition des couples dans ce cas est donc identique â celle des forces agissant suivant la même droite.
85* Supposons maintenant que les deux couples ne soient pas dans le même plan.
Soient les deux couples donnés (P, — P), (P',
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ayant le couple (R, — R) pour couple résultant; menons au
point A un plan perpendicup ,' I .^ laire sur AB, et dans ce plan faisons tourner le parallélogramme APRP' d'un angle de 90«, il viendra en A DEC; les droites A C, AD, A E seront les axes des couples, car 1® ces droites sont pei'pendiculaires aux plans des couples; 2® ces axes sont dirigés dans le sens convenable ; il aura suffi en effet de faire tourner de 90® dans un sens tel qu'un observateur placé suivant AD, les pieds en A, la tête en D, voie le couple (P, — P) faire tourner dans le sens direct; alors il en sera de même pour les deux autres axes; 3^ les longueurs AD, AG, AE sont proportionnelles aux moments des couples, car elles sont égales à AP, AP', AR qui sont ellesmêmes proportionnelles à ces moments. On peut donc dire que :
Deux couples situés dans des plans différents se composent en un seul dont Vaxe est représenté en grandeur y direction et sens par la diagonale du parallélogramme construit sur leurs axes.
86. Pour composer autant de couples qu'on voudra, on aura des théorèmes tout à fait analogues à ceux qui concernent les forces ; nous signalerons particulièrement le suivant à cause de l'usage que nous en ferons.
Trots couples dont les axes sont représentés en grandeur et en direction par les trois arêtes contiguës d'un parallélipipède, se composent en un seul dont Vaxe a pour grandeur j direction et sens la diagonale de ce parallélipipède.
Lorsque le parallélipipede est rectangulaire, en appelant G Taxe du couple résultant, L, M, N les axes des couples composants, X, [i., v les angles que Taxe G fait avec les axes coordonnées, on a :
L = G cos X; M = G cos (ji.; N == G cos v.
cos A = — ==z== ; cos [i. =
|/L* + M» + N» Kl* + m* + N* '
cos V
yv-hW-^ N
JI
On trouvera de même les expressions analytiques du moment du couple résultant, et des angles que fait son axe avec ti'ois directions rectangulaires, lorsque les couples composants seront en nombre quelconque.
87. Conditions d'équilibre des couples. — Si les couples sont situés dans des plans parallèles, la condition nécessaire et suffisante pour leur équilibre est que la somme algébrique (le leurs moments soit nulle.
Si les axes des couples ne sont pas pamllèles, il faudra, d'après l'identité de la composition des axes avec celle des couples, que les sommes algébriques des projections des axes sur trois droites formant un angle trièdre soient nulles séparément.
Si tous les axes sont dans un même plan, il suffira que les sommes algébriques des projections de ces axes soient nulles relativement à deux droites non parallèles situées dans ce plan; dans ce cas, les plans de tous ces couples sont perpendiculaires à un même plan.
COMPOSITION DES FORGES APPLIQUÉES A UN CORPS SOLIDE
§ L — Étude géométrique,
88. Théorème. — Un système quelconque de forces appliqué à un solide invariable peut toujours^ et d'une infinité
E A p • de manières, être remplacé par
; / une force unique et un couple
\ / Fid 61 unique.
^ ^1 ^ Soit un point du corps soli-
de, ou un point pris en dehors mais relié d'une manière invariable au corps; soit AP Tune quelconque des forces; au point j'applique deux forces égales contraires OC et OD dont la direction soit parallèle à AP, et Tintensité commune égale à A P. Ces deux foi'ces se détruisent et ne changent rien à Tétat du corps; mais les forces AP et OD forment un couple, et la force OC est la force AP transportée parallèlement à elle-même en 0. On peut donc dii^e qu'une force P appliquée en un point A d'un solide invariable peut être transportée parallèlement à elle-même en un point du même solide^ pourvu qu'on adjoigne à cette force ainsi transportée un coiqyle situé da^is un plan parallèle au plan AOP, et ayant pour moment le produit de cette force par la distance du point d la directio7i de la force.
Opérons de môme pour toutes les forces appliquées au corps solide; toutes les forces appliquées en O se composeront en une seule R; tous les couples pourront de môme être remplacés par un couple unique G. Le théorème est donc démontré.
Or, un couple ne peut être détruit par une force; il faut donc pour l'équilibre que la force et le couple soient séparément nulsi Ces conditions^ qui sont nécessaires^ sont évidemment suffisantes ; chacune de ces conditions s'exprime en général par trois équations, l'équilibre du système sera donc exprimé par six équations.
Condition pour qu'il y ait une réiultante unique
Toutes les forces qui agissent sur le solide rigide étant ramenées à une force et à un couple, si la force et le couple ne sont pas nuls séparément, il n'y aura pas équilibre ; on peut se demander dans quel cas le système admettra une résultante unique.
Supposons donc que la force R et le couple G, — G aient une résultante unique BS; soit BS' égale et contraire à BS; cette force BS' devra faire équilibre à la force R et au
couple G, — G. Transportons la force BS' au point 0, ce qui nous donnera la force OD et le couple BS', OC. Les deux forces OR, OD ont une résultante; cette résultante devra être nulle; les deux couples se composent en un seul qui devra être nul. Donc tout d'abord, les deux forces OR, OD devront être égales et opposées. Ainsi la force BS' doit être parallèle à R; il en résultera que le plan du couple BS', OC sera parallèle à R; mais pour que ce couple détruise le couple G, — .G, il faut que les plans des deux
couples soient parallèles; donc, pour que Téquilibre ait lieu, il est nécessaire que la force R soit parallèle au plan du couple G, — G.
Cette condition qui est nécessaire est en môme temps suffisante, car on pourra transporter le plan du couple parallèlement à lui-même jusqu'à ce qu'il passe par OR, et faire même que Tune des forces s'applique sur OR; on aura alors dans un môme plan les forces R et G agissant suivant la même droite, et la force — G parallèle à cette droite ; les deux premières ont une résultante R + G qui, combinée avec la force — G, donnera la résultante R.
Ainsi la condition énoncée suffit pour que le système admette une résultante, et cette résultante est alors égale et paraUèle à R. ^
Il faut toutefois excepter le cas où R = ; alors il ne peut y avoir de résultante unique, puisque toutes les forces se réduisent au couple G, — G.
Remarque. — Lorsque la force R n'est pas parallèle
au plan du couple G, — G, il n'y a jamais de résultante unique ; seulement on peut, en transportant le couple G, — G parallèlement à lui-môme, amener la force G à rencontrer R; alors R et G ont une résultante T, et toutes les forces du système sont réduites à deux autres, T et — G, non situées dans le même plan.
Cette réduction peut avoir lieu, d'une infinité de manières, en déplaçant le point A sur la force R, et môme, sans déplacer le point A, en tournant le couple dans son plan et même en le transformant en un autre équivalent. Nous verrons plus tard ce qu'ont de commun tous ces systèmes de deux forces auxquels on peut toujours réduire le système proposé.
STATIQUK. 81
§ II. — Expressions analytiques des conditions d'équilibre j et de la résultante lorsqu'elle existe.
Nous allons résoudre plusieurs questions simples avant d'aborder le problème général.
91. Équilibre des forces parallèles situées dans le même plan. — Soit P Tune des forces. Transportons chacune des forces P en un point quelconque du plan en ajoutant un couple. La somme algébrique des forces devant être nulle ainsi que la somme algébrique des moments des couples, nous aurons les deux équations d'équilibre :
p désignant le bras de levier de Tun des couples. On peut donc dire que :
La somme algébrique des forces doit être nulle, ainsi que la somme algébrique de leurs moments, par rapport à un point quelconque du plan.
92. Remarque. — Si les forces ne se font pas équilibre, elles se réduiront à une force et à un couple qui, étant situés dans un même plan, auront une résultante unique. Soit R la résultante, r sa distance au point affecté du signe convenable ; la force — R appliquée au même point devra tenir toutes les auti^es en équilibre ; on auia donc, d'après ce qui précède :
P +F + ... -R r=0, Py +Py + ... — Rr=:0;
d'où :
Rrz=py 4-py + ...
Ces formules déterminent la grandeur et la position de la résultante.
Despeyrous. — Mécanique. 6
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Si la force R était nulle, le système se réduirait à un couple et n'âUrait pas de rësultailte.
93. Équilibre des forces parallèles non situées dans un mflme plan. — Je mène deux plans parallèles aux forces, et un ti"oisième qui coupe les deux premiers suivant deux droites Oor, Oy\ l'intersection des deux plans sera la droite Os parai- ^j^ . lèle aux forces.
r^C^ ^^■^ Soit A'P' l'une des fol'ces; je
' ^"\p| mène par A' un plan parallèle au '• I plan «îOy qui coupe OZ en I, et je
construis le parîdlélogramme A'BIG dont les côtés sont parallèles à Ox et Oy. Je peux transporter la force P' en I en introduisant le couple (P', — P') appliqué suivant A'I; on sait que ce couple peut se décomposer en deux autres ayant les mêmes forces P', — P', et appliqués suivant IB et IC; les moments de ces couples sout, en désignant par x' et y' les deux coordonnées du point A' parallèles aux axes Ox, Oy :
V X IB sin <g, s) = P'ff' sin (y, 2).
P" X IC sin (ar, s) = P'x' sin (a-, z).
On aura donc en définitive :
i" la force: 2^' agissant suivant OZ;
2" le couple : sin xs V f'x' agissant dans le plan ZOx ; 3" le couple : sin yz V P'ij' agissant dans le plan ZOy.
Ces deux derniers couples se composeront en un seul qui devra ôli-e mil, et qui ne pourra l'ôlre que si les deux couples composants le sont. Ainsi les trois conditions
d'équilibre sont :
Vf=0; 2p'^'=<>' ^Py'=o,
qu'il est facile de traduire en langage ordinaire.
Remarque. — Si les forces ne se font pas équilibre, elles auront en général une résultante uni(iue R pour laquelle a; et y deviendront a?j et y^, et Ton aura :
Équilibre des forces agissant dans un plan. — La
force et le moment du couple auxquels on peut réduire toutes les forces devront être séparément nuls. On devra donc avoir les deux équations :
R = 0; 2py=0.
L'équation R = se décompose en deux autres :
Si ces conditions ont lieu relativement à un point particulier et à deux directions spéciales, l'équilibre a lieu, et les mêmes conditions auront Heu par rapport à tous les points et à tous les axes possibles pris dans le plan des forces. Dans l'équation :
il faudra distinguer les moments des forces qui agissent dans an sens, d'avec les moments de celles ([ui agissent en sens contraire, et leur donner des signes différents; mais on peut xnettre cette condition sous une autre forme où les signes s'introduiront d'eux-mêmes.
Avant de transporter chaque force au point 0, décomposons-la en deux autres, a^jissaut suivant des parallèles à Oo; et Oy, et transportons séparément les deux composantes,
Nous aurons, pour les moments des couples avec leurs
— y'X' sin (x,y).
Le moment du couple résultant sera donc :
On aura donc les trois équations d'équilibre :
s le cas où les axes Ox, Oy sont rectangulaires, lésignant les intensités des forces par P', P'.. . (quantités, l'on regardera comme essentiellement positives), par '... les angles que font les directions des forces avec Ox;' équations deviendront :
l'-O, ^P'siD
2 P' («' sin a' — y' cos a') .
5. ExEncicEs. — -i" Des forces sont appliquées aux mi- V des côtés d'un polygone convexe, perpendiculairement à ôlés. Ces forces sont proportionnelles aux côtés. Démonqu'elles se font équilibre. (Ces forces sont supposées toutes dirigées soit vers l'intérieur du polygone, soit vers l'extérieur.) Prenons deux axes rectangulaires; soit a, l'angle de M„M,+ , avecOx; celui de P, sera a.-)- 90°, et l'on aura :
ff.+ i — jr. = c.sina..
*||4.1 — ICll = c,
la longueur M.M,+,,
On aura en outre :
X, = P» cos (a, + 90^) = — P. sin a, = — K {y^^i — y„), Y, = F» sin («„ + 90°) == P. cos a, = K (a?^+i — a?„).
On a évidemment :
donc déjà :
Reste à voir si la troisième condition d'équilibre, celle des moments, est satisfaite.
Or:
2 (y'«+i - »"«) = 0; 2 (^'h-hi - a;%) = 0; donc :
Ainsi les trois conditions de l'éfiuilibre sont vérifiées ; donc l'équilibre existe.
96. 2® Considérons le même polygone. A chaque sommet nous appliquons une force dirigée suivant l'un des côtés qui aboutit à ce sommet, et proportionnelle à la longueur de ce côté, en allant toujours dans le même sens. Démontrer que ces forces ne se font pas équilibre^ mais se réduisent à un couple:
On a :
P^ z= KCny Xn = P» cos «H, y; = P« sin a„.
fne dans le problème précédent :
jrame des moments des forces relativement à un point leur est :
y] P,p, = aire du polygone X 2K; st donc différente de zéro.
Développemeat des équations de l'équilibre dans le cas général.
'. Nous supposerons, pour plus de généralité, les axes ues, et nous prendrons pour origine le point arbitraire O tus transportons les forces.
ient P l'une des forces appliquées au solide, A son point lication, x, y, z les coordonnées de ce point, X, Y, Z les osantes de la force P suivant des parallèles à Ox, Os menées par le point A. Au lieu de transporter rce P au point 0, nous allons transporter successint ses trois composantes. Nous regarderons comme if le moment d'un couple situé dans le plan xOy, u'il tendra à faire tourner son bras de levier de x y, les couples situés dans les plans des yz et des zx it de même considérés comme ayant des moments positifs quand ils tendi'ont à faire tourner leurs bras de levier de y vers z et de i
IN vers X. Nous nous occuperons d'abord de ce qui arrive y pour l'une des composantes, AP = Z par exemple.
Supposons d'abord x, y, z positifs; soit OB Yx du point A; en B et appli- 9 respectivement deux forces + Z et — Z, égales et
de sens contraires à la composante Z appliquée en A; ces forces BD et BE d'une part, OH et OF de l'autre, se détruisant mutuellement, ne produisent aucun effet sur le corps solide. Les forces BE et AP forment un couple dont le plan est parallèle à j/Oz, et qu'on peut transporter parallèlement à lui-même dans le plan yOz] BDetOF forment un autre couple situé dans le plan zOx; enfin OH est la force AP transportée parallèlement à elle-même au point 0. On voit qu'on a pu opérer ce transport en faisant intervenir deux couples agissant dans le plan yOz et xOz, Si on avait fait directement le transport, on aurait eu le couple (AP, F) ; ce couple est le couple résultant des deux premiers.
Le couple (BE, AP), transporté parallèlement à lui-même dans le plan des yr, devient le couple (OF, MN) et gon moment est :
Z X OM sin yOz = Zy sin yOz.
Le moment du couple (BD, OF) est :
Z X OB sin zOx = Ix sin zÇS^\
mais on doit lui donner le signe — d'après nos conventions. Ainsi la force Z étant transportée parallèlement à elle-même en 0, donne lieu à deux couples :
ZysinyO^; agissant dans le plan y^z^
— Za?sîn^0a5 -^ zQx,
Nous déduisons de là, par de simples permutations de lettres, que la force X transportée parallèlement à elle-même au point donne lieu à deux couples :
H- \z m zOçs agîsaant dans le plan zOx,
Y donne enfin les dçux couples :
+ Ya?.8in xOy agissant dans le plan xOy,
— YzsinyOz — yOz.
On peut ajouter les moments des couples qui agissent dans un même plan et on arrive à cette conclusion :
La force P donne lieu :
1*^ A trois forces X, Y, Z appliquées au point et dirigées suivant Ox, Oy, Oz ;
2** A trois couples agissant dans les trois plans coordonnés et ayant pour moments respectifs :
(yZ — zY) sin yOz, {zX — xTjsinzOx, (xY—yX)sinxOy.
Il faut remarquer que, quand on fait la permutation des lettres, le sens direct qui était de x vers y, devient de y vers z, puis de z vers x.
Si l'on opère de même pour toutes les forces appliquées au corps solide, on voit que ces forces peuvent être réduites :
A trois forces appliquées au point 0, dirigées suivant les axes Oxy Oy, Oz et ayant pour intensités respectives :
Sx, 2 Y, 2 Z;
Et à trois couples agissant dans chacun des plans coordonnés, et ayant pour moments respectifs :
^ sin yOz 2 (yZ - Zy), sin zOx 2 (2:X — a?Z), sin xOy ^ (ojY— yX).
Les trois forces se composent en une force unique R, et les trois couples en un couple unique (G, — G). Pour l'équilibre il faut et il suffit que : la force R soit nullCj ainsi que le couple (G, — G). Cela donne les six équations d'équilibre :
&)^yZ — zX = 0, ^zX — xZ = 0, ^xY^y\=:0,
Dans le cas où les axes sont rectangulaires, désignons par a, 3, Y les angles que fait avec les axes la direction de la force P, on a :
X = P cos a, Y = P cos 3, Z = P cos y,
et les six équations de Téqûilibre pourront s'écrire :
2 P cos a = 0; 2 P cos 3 = 0; ^ P cos y = 0; (3) \ ^P (y cos Y — ;:cos3) = 0; ^P (:rcos a — a? cos y) = 0;
y] P (a? cos 3 — y cos a) = 0.
98. 1** Remarque. — Dans la démonstration précédente nous avons supposé, pour fixer les idées :
et nous avons vu que dans ces conditions le moment du couple (0 F, M N) était:
Zy sin yOz.
Il est aisé de voir que cela a lieu dans tous les cas ; en effet si Z est négatif y étant positif, il est visible que le moment du couple qui doit remplacer (OF, MN) {fig. 68) est négatif; or, il en est de même de Texpression Zy sin yOz, De même Z étant positif et y négatif, le moment du couple qui remplace (OF, MN) doit être négatif, et il en est bien ainsi de l'expressionZj/ sin j/Oz; on en dirait autant du couple (BD,OF). Donc nos formules ont lieu quels que soient les signes des quantités X, Y, Z; x^ j/, z] elles sont donc générales.
99. 2** Remarque. — Si l'on projette les forces et les points d'application sur chacun des plans coordonnés, on pourra dire que :
Pour l'équilibre, il faut et il suffit que les forces projetées se fassent équilibre sur chacun des plans coordonnés, et réciproquement.
100. Recherche de la résultante nnîqae dans le cas où elle existe. — Soient : X', Y', Z';X', Y*, Z';... les composantes des forces données suivant trois directions rectai^laires ou obliques, X„ Y„ Z, celles de la résultante si elle existe,
et x„^y„ z, les coordonnées de son point d'application. Les six équations de l'équilibre devront avoir lieu, si aux forces données on ajoute une force égale et contraire à la résultante. On aura donc, en posant :
2 X' = X, 2 "^' ^ ^' 2 ^' = ^' les six équations :
2 ty'Z' --'Y') - (ff.z. -2.Y.) = 0,
2 (2'X' — x'Z') — (;.X, —x,Z,) = 0, 2(a^Y'-j'X')-Ca;.Y.~y,X,) = 0; ou bien, en posant :
(1) X, -X = 0, Y, — Y=iO, Z, — Z = 0;
(2) y,Z. — z,Y, =L, s,X. — »,Z, =:M, ar.Y, ~ y,X, = N.
pour qu'il y ait équilibre, il est nécessaire qu'on puisse satisfaire à ces six équations par des valeurs convenables de X„ Y„ Z„ x„ y„ z,. Les équations (1) donnent d'abord
X, = X, Y, = Y, Z, = Z, ce qui exprime que : Le» composante» de la résultante suivant les cweg sont les tommes algébriques des composantes des forces données.
Les équations (3) feront connaître a;,, y„ z„ mais elles ne seront pas toujours compatibles. On en déduit en effet : LX, -hMY. + NZ, =0,
OU
(3) LX-hMY + NZ = 0,
équation entre des quantités données, et qui est une condition nécessaire pour la possibilité de l'équilibre. Elle serait insignifiante si les trois quantités X, Y, Z étaient nulles; roais alors. les équations (2) donneront :
et le système serait en équilibre avec une résultante nulle.
Ce cas écarté et la condition (3) étant supposée remplie, les équations (2) se réduisent à deux; elles ne peuvent faire connaître a?„ y„ z^ toutes les trois; les équations (2) étant du premier degré en a?„ j/„ z„ sont celles d'une droite dont tous les points pourront être pris comme points d'application de la résultante ; ce sont les équations de cette résultante.
101 . Comme on a démontré que la condition pour que les forces aient une résultante unique, est que la résultante des forces transportées parallèlement à elles-mêmes en un môme point soit parallèle au plan du couple résultant, il s'ensuit que l'équation (3) doit exprimer cette condition. C'est ce qu'on vérifie immédiatement dans le cas des axes rectangulaires. Car alors, X, Y, Z sont proportionnels aux cosinus des angles que la résultante de translation fait avec les axes ; L, M, N le sont aux cosinus des angles que fait l'axe du couple résultant, et l'équation (3) exprime que la résultante est perpendiculaire à l'axe du couple résultant, et par conséquent parallèle à son plan. Dans le cas des axes obliques, il est moins facile de reconnaître cette signification (*) de l'équation (3).
(*) BvHMŒL. — Des fîéthodes dans les sciences de raisonnement, 4« partie, ' pages 71-75.
WJ courts DE MKCANIQCE.
§ III. — Théorie des moments. — hlentiii avec les couples.
102. Interprétation des trois dernières équations de 'équilibre. — Dans le cas où les axes sont rectangulaires, les rois dernières équations de l'équilibre peuvent être interprétées de la manière suivante :
Soit A un point quelconque de la direction de la force P jue nous considérerons comme le point d'application de la 1 force; par ce point menons un
? °- t n i' plan perpendiculaire sur O:, ren-
contrant cette droite au point I.
Décomposons la force P en deux autres : l'une AB parallèle à O^, l'autre Q z= AC dans le plan que nous venons de mener. On nomme :
•^ Moment de la force P par
'apport à Os le moment de la force Q par rapport au ioint I. Si l'on décompose la force Q en deux autres X, Y laissant parallèlement à Oa; et Oy, on a, comme nous 'avons déjà vu :
Mom. Q — mom. X + mom. Y, mora. X — — yX, mom. Y = H- icY;
mom. P relat. à 0: — œY — yX.
Les trois dernières équations de l'équilibre expriment donc fue :
Les aommes algébriques des moments de toutes les forces par •apport à trois axes rectangulaires sont nulles séparément.
On peut remarquer que la distance du point I à la force Q l'est autre chose que la distance du point I au plan mené par
la force P parallèlement à OZ; c'est donc la plus courte distance de la force P à cet axe. De sorte que : Le moment d'une force par rapport à un axe est le produit de la plus courte distance de ces deux droites^ par la composante de cette force perpendiculaire à Vaxe.
Si Y désigne l'angle de la force P avec Or, le moment sera en valeur absolue (*) :
Pp sin Y,
p désignant la plus courte distance de la force et de Taxe.
Si les axes sont rectangulaires et si p', q' ^r' désignent les plus courtes distances de la force P aux trois axes, les six équations de l'équilibre pourront s'écrire :
2 P' cos a' = 0, 2 P' cos &' = 0, 2 F cos y' = 0.
2P>'sina'=:0,
2 P' q' sin P' = 0,
2 P' r' sin y' = 0.
les termes tels que Vp' sin a' ayant des signes convenables.
L'équation V P' r' sin y'
= peut être interprétée géométriquement de la manière suivante :
On peut la mettre sous la forme :
2 P' i ^' sin y' = 0, l désignant une longueur quel-
(1) D'après ce qui a été dit dés moments relativement à un point, on verra qu'on a la règle suivante pour déterminer le moment d'une force AP relativement à un axe Or. On supposera que tout le corps solide, le point A compris, soit attaché à l'axe Oz, autour duquel il ne puisse que tourner; alors la force tendra à faire tourner le corps dans un sens ou dans Tautre. Dans le premier cas on donnera au moment le signe -f-, et le signe — dans le cits contraire.
Ije moment Pp sin y ne peut s annuler que si y =0, alors la force est parallèle â Taxe ' oti p = 0, alors la force rencontre Taxe. On ^-oit que dans les deux cas la force et Taxe sont dans un même plan.
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conque MN portée sur Oz. Or, un théorème de géométrie nous apprend que le volume d'un tétraèdre construit sur deux droites MN, A'P' est ^1 au J du produit de ces deux arêtes par le sinus de leur an^e et leur plus courte distance ; donc :
P' r' siû -i' =- vol. tétraèd. MN A'P*.
On peut donc dire que ;
Si sur les axes on prend trois segments quelconques, les sommes algébriques des volumes des tétraèdres construits sur chacun de ces trois segments et les forces dotinées comme arêtes opposées seront nulles ^parement. — Le signe du volume de chaque tétraèdre se déterminera comme le signe du moment de la force A'P' relatif à l'axe Oz.
103. Remarque. — Si l'on transporte la force AP en un point fiuelconque de l'axe Or, on aura un couple résultant de ce transport; nous avons vu que la projection de l'axe de ce couple sur 0- est égale en grandeur et en £igne à
«Y-yX.
On peut donc dire que ;
Le moment d'une, force par rapport à une droite quelconque est égal à l'axe du couple résultant du tranqyort de cette force en U7i point quelconque de cette droite, projeté sur la direction de cette dernière.
A cause de l'importance de ce théorème, nous allons en donner une démonstration directe.
104- Transportons la force AP au point I; nous aurons un certain couple K {fig. 69). Or, on peut transporter d'abord la composante AB, ce qui donnera uii couple K', puis la composante AC, ce qui donnera un couple K'. On a donc :
proj, axe de K sur Oz — somme proj. axes de K' el K' sur Os.
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Or:
proj» axe de K' sur Oi = 0, proj. jxe de K' sur Oz = mom. de K' = Qr;
donc :
Qf = proj. de l'aie de K sur Oz.
Si Ton a plusieurs forces et qu*on fasse pour chacune une décomposition analogue, en prenant le même point de la droite pour toutes les forces, la somme des moments des forces relativement à Oz sera égale à la somme des projections sur Oz des axes des couples provenant du transport de chacune des forces au point ; or, la somme de ces projections est égale à la projection de Taxe du couple résultant. Donc :
Théorème. — Le moment <Vun système de forces par rapport à une droite quelconque s'ohtient en projetant sur cette direction Vaxe du couple résuUaîit du transport des forces en un point quelconque de cette droite.
On voit que cette dernière projection doit êti*e constante, bien que Taxe du couple résultant puisse varier, quand on déplace sur la droite le point où Ton transporte les forces.
105. En partant de là, on peut trouver ce que deviennent les trois dernières conditions d'équilibre, lorsque les axes sont obliques.
Soient Ox, Oj/, Oz ces trois axes, G le moment du couple résultant, lorsqu'on transporte toutes les forces au point ; les sommes des moments des forces relativement à chacun , des trois axes seront respectivement :
G cos (G, x) ; G ces (G, y) ; G ces (G, -),
elles seront nulles, si Téquilibre a lieu. — Si ces trois quantités sont nulles, on aura G ^= 0, car les trois cosintis ne peuvent être nuls en même temps.
On a donc ce théorème :
Pour que des forces en nombre quelconque se fassent équilibre sur un solide invariable , il faut et 41 suffit, relativement à trois axes obliques Ox, 0?/, Oz, que la somme algébrique des composantes des forces suivant chaque axe soit nulle, et que la somme algébrique de leurs moments par rapport à chacun des axes soit nulle séparément.
106. Équilibre de trois forces. — Soit A'B une droite rencontrant deux des forces P' et P' ; la somme des moments
des trois forces par rapport à cette di'oite devra être nulle ; les moments de P' et P' sont nuls d'eux-mêmes; celui de P devra être nul; donc P rencontre A'B ou lui est parallèle.
On démontrera la même chose pour une nouvelle droite quelconque telle que A' G. On voit donc que la force P doit être tout entière dans le plan mené par P' et le point A' ; P et P' sont dans un même plan qui, devant contenir en outre un point quelconque A' de la force P', la contient tout entière; donc les trois forces doivent être dans un même plan.
Si les forces P et P' ne sont pas parallèles, mais se coupent en un point 0, la force P' (pii est égale et opposée à la résultante de P et P' ira passer par ce point, et on a, comme on Ta déjà vu, les relations :
sin(P',F) sin(P, F) sln(P, P')'
qui constituent alors les conditions d'équilibre.
Si les forces sont parallèles, on aura les relations : P P' P'
On déduit de là immédiatement que deux forces non situées dans le même plan n'ont pas de résultante.
Équilibre de quatre forces
— Lorsque quatre forces appliquées à un solide invariable se font équilibre, ces forces sont situées sur une ^' surface réglée du second ordre.
Soient les forces P, P', P", P"', il y a une infinité de droites D, D', D',... rencontrant trois des forces P, P', P'; le lieu de la droite D est une surface du second ordre (hyperboloïde à une nappe, ou paraboloïde hyperbolique). La somme des moments des quatre forces relativement à chaque droite D doit être nulle; or les moments de P, P', P' sont nuls, donc relativement à chaque droite D le moment de P*' doit être nul. La force P''' doit donc rencontrer chaque droite D ou lui être parallèle, et comme elle ne peut être parallèle à toutes les droites D, elle doit les rencontrer toutes. Les quatre forces P, P', P', F" sont donc des génératrices d'un même système de la surface S.
La surface sera généralement un hyperboloïde à une nappe, elle sera un paraboloïde si trois des quatre forces sont parallèles à un même plan.
108. Somme des moments des forces par rapport aux droites qui passent en un môme point. — Le transport de toutes les forces en ce point donne lieu à un couple résultant ; et son axe projeté sur une droite quelconque passant par ce point, donnant la mesure du moment du système des forces
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données retativement à cette droite, il en résulte les conséquences suivantes :
La droite menée suivant l'axe du couple résultant donne le moment maximum.
Toutes les droites qui font le même angle avec l'axe de ce couple donnent des moments égaux.
Toutes les droites situées dans le plan perpendiculaire à cet axe donnent des moments nuls.
Nous nous occuperons plus loin de la compai-aison des moments maxima relatifs à difTérents points; nous allons faire connaître auparavant quelques théorèmes détachés.
109. Théorème. — Si l'on considère une force AP et un axe indéfini OZ, sur lequel on porte un segment MN, le moment de la force AP relativement à l'axe OZ sera égal à ■J-. six fois le volume du tétraèdre
° construit sur MN et AP comme
arêtes opposées divisé par MN.
Par le point A, je mène un plan perpendiculaire à OZ, rencontrant cette droite en I. Soit AC la projection de la force AP sur ce plan, je suppose d'abord que le segment porté sur OZ commence en I, et ait pour longueur IK. Le tétraèdre construit sur IK et AP est équivalent à celui construit sur IK et AC, et ce dernier a pour mesure :
J IK X surf. Aie = 1 IK X AC X IH = i IK X mom. force AP
relaltv. à OZ.
r . n 1 . A «7 6 vol. tétraèd. (IK, AP) mom. force A P relat. à OZ — ^v — ^ — "
Or, quand on fait glisser une arête d'un tétraèdre suivant sa
propre dii'eulion, on né change pas le volume de ce tétraèdre; on peut donc faire commencer le segment en un point quelconque de OZ.
On conclut de cette proposition le théorème suivant :
110. Théorème. — Si l'on prend les pioments des forces d'un système par rapport à un même axe, sur lequel on porte une certabic longueur l, la somme des moments des
forcée multipliée par le facteur ^ est égale à la somme
algébrique des volumes des tétraèdres construits sur la longueur l pour arête commune, et chaque force pour arête
On voit l'analogie de cette proposition avec ce théorème : La somme des moments d'un nombre quelconque de forces situées dans un môme plan, relativement à un point quelconque du plan, est égale au double de la somme algébrique des triangles, ayant ce point pour sommet commun et chacune des forces pour base.
Si les forces se font équilibre sur le corps, la somme des tétraèdres considérés dans le théorème précédent sera égale à zéro, queKque soit l'aie OZ.
111. Définition. — Deux systèmes de forces sont dits équivalents, lorsque, par la composition et la décomposition des forces, on peut ramener l'un des systèmes à l'autre, ou, en d'autres termes, quand toutes les forces étant transportées parallèlement à elles-mêmes, en un même point, les forces des deux systèmes ont la même résultante et donnent lieu par ce déplacement au même couple résultant.
Oti en conclut que, relativement à trois axes passant par le point considéré, les sommes algébriques des projections des forces et les sommes algélniques de leurs moments, sont
les mêmes pour les deux systèmes; on a donc les relations ;
Cela posé, on a le théorème suivant :
li2. Théorème. — Étant donnés deux systèmes de forces équivalents, la somme des tétraèdres construits sur les forces du premier système, prises deux à deux comme arêtes opj)osées, est égale à la somme des tétraèdres construits sur les forces du second système, prises aussi deux à deux comme arêtes opposées.
Soient a, b, c... les forces du premier système; a', b', c'... celles du second.
Désignons d'une manière fçénéj'ale par (F,F') le volume du létraèdi'e consti'uit sur deux forces F et F' comme arêtes opposées, volume pris avec un signe convenable comme on l'a indiqué. On verra aisément que :
Cela posé, appliquons la remarque (lH) en prenant successivement pour axe les forces a, b, c..., a', b', c'... Les deux groupes de forces étant équivalents, les sommes des moments, et, par suite, les sommes des tétraèdres devront être égalées pour chacun des axes ; on aura ainsi :
(a, b) •+■ (a, c) + ... = {«, a') + (a, b') -h ..., (i, a) + (il, e) + ... ={b, »') + {b. b') + ....
(V, 0) + (!.', il) + .
Ajoutant, réduisant et divisant par 2, on trouve :
(a, b) + (a, c) + (&, €)...;= {a\ 6') + (a' c') + {b\ c')... Ce qui démontre le théorème énoncé.
113. Remarque. — Nous avons dit qu'un système de forces peut d'une infinité de manières être ramené à deux forces ; il résulte du théorème précédent que :
De quelque manière qu'on remplace par deux seules forces un système de forces en nombre quelconque, le tétraèdre construit sur ces deux forces a un volume constant. Ce dernier volume sera nul si les deux forces sont dans un même plan et dans ce cas seulement. Ainsi :
La condition géométrique pour qu'un système de forces ait une résultante unique qui peut être nulle, est que la somme algébrique des volumes des tétraèdres construits sur ces forces, prises deux à deux comme arêtes opposées, soit égale à zéro.
§ IV. — Axe central,
114. — Nous avons dit que, si Ton change l'origine, le couple résultant change, tant pour son moment que pour la direction de son axe. Nous allons chercher les lois de cette variation.
Fig. 7S. Tout étant réduit à la seule
force R = AT et au couple G, ^ relativement au point donné A, nous voyons d'abord que si le point A se transporte en un point quelconque de AT, on aura toujours la force R et le couple G.
Décomposons ce couple G en deux autres, runGcos<p=AS dont Taxe AS sera dirigé suivant AT, et l'autre G sin 9 = AH dont Taxe AH soit perpendiculaire sur AT. Si dans le plan
mené par AT perpendiculairement au plan G AT, on transporte la force R parallèlement a elle-même, de A en 0, il en résultera un couple, dont Taxe sera dirigé suivant AH ou son prolongement ; nous pourrons transporter la force R de tel côté et à une distance x de A, telle que le couple VlX qui naîtra de ce transport, détruise le couple G sin ? = AH. Il nous restera donc la force R transportée en OR' et le couple dont Taxe est AS = OK ; de là ce théorème :
Tant de forces que Von voudra, sont toujours réductibles à une seule force, et à un seul couple, dont le plan est perpendiculaire à la direction de la force.
115. Arrêtons-nous à ce mode de réduction à une force OR et à un couple OK dirigé suivant OR. Si nous
thinsportons la force R parallèlement à elle-même en AT, A étant un point quelconque, il naîtra de ce transport un couple dont Taxe sera perpendiculaire au plan A OR, donc perpendiculaire sur OK ; ce couple se composera avec OK et donnera un couple résultant plus grand que OK. (Son moment sera la diagonale du rectangle construit OK et le moment du couple provenant du transport.) Donc :
Théorème. — Le couple qui jouit de cette propriété d'avoir son axe parallèle à la direction de la résultante de translation, est un minimum par rapport aux couples résultants qui se rapportent à une origine quelconque.
Cela démontre qu'il n'y a qu'une seule manière de réduire les forces à un système tel que celui que nous venons de définir.
Soit K le moment du couple minimum, on a :
K = Gcos9.
Ck^rame la valeur de K est indépendante de Torigine A dont nous étions partis, on a ce théorème :
116. Théorème. — La projection, sur la direction de la résultante de translation^ de l'axe du couple résultant relatif à une origine quelconque est constante. Il existe donc toujours un axe K dont la direction est celle de la résultante de translation, jouissant de la propriété que la somme des moments par rapport à cet axe est à la fois un maximum, relativement aux axes qui se croisent en l'un quelconque de ses points, et un minimum relativement à ceux qui donnent les moments maxima relatifs aux autres points de Fespace. Cet axe s'appelle Y axe central des moments du système de forces.
Les axes étant rectangulaires, si, l'origine étant le point A d'où l'on est parti, on pose :
X, Y, Z sont les projections de la force R qui correspond au point A, sur les axes, etL, M, N sont les projections sur les mêmes axes de Taxe du couple G qui correspond au point A. On aura :
XL YM ZN
^ ^ LX + MY + NZ
K = 6 cos 9 = 5
Pour tout point de l'espace, il y a lieu de considérer la direction du moment maximum et la valeur de ce moment maximum. Pour tous les points de l'axe central, la direction du moment maximum est la même, celle de l'axe central, et
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le moment maximum a la même valeur; ce moment maximum est plus petit que celui qui se rapporte à tout autre point de l'espace .
Quand on passe d'une origine à une autre, X, Y, Z, R restent constants, mais L, M, N varient. On voit, d'après ce qui précède, que la quantité :
LX H- MY + NZ
reste invariable puisque K et R restent invariables.
117. Disposition de tous les axes autour de Taxe centi^. — Partons de l'axe central OK, OR; soit A un point
quelconque, p sa distance à l'axe central, ON une perpendiculaire au plan AOR et égale à Rp; construisons sur OK et ON le rectangle OKMN, OM sera en grandeur et en direction l'axe du couple résultant pour le point A, et l'on aura pour la valeur de ce couple résultant :
G = 1/ K« + RV; tg MOK = Y*
Par où l'on voit qu a des distances égales de l'axe central, les couples résultants ont des valeurs égales, et que leurs axes sont également inclinés sur cet axe OR, ce qui justifie la dénomination d'axe central.
Pour tous les points d'une même surface cylindrique de révolution autour de OK, le moment G est le même; l'axe du couple résultant fait un angle constant avec OK; le long d'une même génératrice, cet axe conserve la môme direction. Il suffit donc de connaître la distribution des axes pour les divers points d'une section droite de ce cylindre; ces axes forment un hyperboloïde de révolution autour de OK. Quand on passe d'un cylindre à un autre, la valeur de G augmente
avec p, et Tangle du couple résultant avec K a pour limite un droit.
118. Cas où il y a une résultante unique. — Si l'on prend pour origine un point quelconque' de cette résultante, le couple correspondant sera nul, et, par suite, cette droite sera Taxe central; tous les points d'un plan quelconque passant par la résultante unique donnent des couples résultants dont les axes sont parallèles. On a encore des moments égaux pour tous les points d'un cylindre de révolution ayant pour axe la résultante unique.
Cas où la résultante est nulle. — Le couple résultant reste le même en grandeur et en direction, quelle que soit Torigine où l'on transporte les forces.
119. Détermination analytique du couple minimum et de Taxe central. — Supposons qu'on ait, relativement au point 0, pris pour origine :
M = 2(;r'X'— ar'Z'),
Pour un point 0, dont les coordonnées sont oc^^y^^z^^ L, M, N deviendront L„ M„ N,, et on aura le^ valeurs de ces quantités en remplaçant x\y\ z' par les coordonnées relatives à des axes parallèles aux premiers et passant en 0„ c'est à dire par a?' — 0?,, !/' — î/i, z' — z^\ donc :
ou bien
G^ sera le moment du couple correspondant au point 0,. Remarquons en passant qu'on a bien :
L,X 4- M,Y 4- N,Z = LX -I- MY H- NZ.
Il faut déterminer le point 0„ et par suite a;„î/j,2„ de manière que G^^ soit un minimum ; on devra donc avoir :
dG/ _ dG,' _ itG,' _ Q
dx^ dy^ dz^
ce qui donne :
ou bien :
c'est à dire que Taxe du couple minimum est parallèle à la résultante de translation. Remettons pour Li, Mj, N, leurs valeurs (1), et nous aurons :
Ces équations étant du premier degré en a;,, y„ z„ on trouve pour le point 0„ non pas un point unique, mais tous les points d'une droite. Cette droite est l'axe central. De (2) on déduit :
Or:
L.« + M.» + N.» = G.«, L.X + M,Y + N,Z = LX + MY + NZ, X» + Y* -H Z» = R*.
De (4) on déduit donc :
G,' LX-4-MY + NZ .
d'où:
G»R = LX-hMY4-NZ,
ce qui donne la valeur du couple minimum.
§ V. — Quelques propriéièe des systèmes de deux forces auxquelles on peut toujours ramener un système de forces données.
120. Partons de l'axe central; nous avons l'axe OK du couple résultant dirigé suivant la résultante de translation OR. Soient P et P' deux quelconques des forces composant un système équivalent à la force OR et au couple OK; si l'on transporte ces forces parallèlement à elles-mêmes au point 0, leur résultante devra être égale à OR en grandeur et en direction. On a donc ce théorème :
I. — Si SUT les deux forces P et P' d'un système queleonque transportées parallèlement à elles-mêmes, en un même point de l'espace, on construit un parallélogramme^ la diagonale de ce parallélogramme sera constante, en granr deur et en direction.
Soit AA' la plus courte distance des
A Fie .78 deux forces; transportons A'P' paral-
/ \ . lêlement à elle-même en AP'; le
/ j \ p* plan PAP' sera perpendiculaire sur
*Vp* . y AA'; la diagonale AQ du parallélo-
/ / gramme construit sur AP et AP' sera
/ ^^^. parallèle à la résultante de translation ;
\i — -""' mais AQ'est perpendiculaire sur A A'.
^ Donc :
La plus courte distance des deux forces P et P' et
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la résultante de translation font entre elles un angle droit.
121. Il est facile de montrer que la droite A A' rencontre Taxe central; car l'axe central OK étant perpendiculaire sur A A', on peut transporter le couple OK parallèlement à lui-même, de manière que son plan passe par A A', et le tourner dans son plan de manière que les deux forces du couple rencontrent A A'. Si Ton prend pour axe des moments la droite AA', en écrivant que :
Mom. P + mom, P' = mom. R + somme des moments des deux forces du couple, on aura :
mom. R = 0;
et comme R est perpendiculaire sur l'axe des moments, il faudra que R rencontre cet axe. Ainsi :
; IL — La plus courte distance des deux forces P et P' rencontre l'axe central et lui est perpendiculaire. Je vais prouver maintenant que :
III. — On peut déterminer le système de manière que Vune ,des deux forces agisse suivant une droite donnée quelconque, pourvu cependant qu'elle ne soit pas parallèle à l'axe central.
Soit en effet MN la droite donnée, OA sa plus courte distance à Taxe central que je prends pour axe des x. Nous prendrons pour axe des z la droite K et pour axe des y une perpendiculaire au plan zOx] je dis qu'on peut déterminer une force P agissant suivant MN et une force P' perpendiculaire à A de manière à remplacer le système de la force R et du couple K. Les forces P etP' sont parallèles au plan des yz; soient : a et a' les angles que font les directions de ces forces avec l'axe central, OA = a?, A' = a:' ; les composantes de
P et P' suivant les axes sont :
Oy
Os
Psin a
Pcosa
P' sin a'
P' COS a'
Les coordonnées des points A et A' sont respectivement x, 0, ; ^ o;', 0,0; en écrivant que les som-
mes des projections des forces sur les axes Oa:, Oy, Or, et les sommes de leurs moments par rapport à ces axes, sont les mêmes dans les deux systèmes, on aura :
P COS a + P' ces a' = R, P sin a + P' sin a' = 0, Po? COS a -h ?'x' COS a' = 0, Vx sin CL -hFx' sin a' = K.
En tout quatre équations; x et % sont données; P, P', x' et a' sont inconnues; de (1) et (2) on tire :
R sin a'
sin (a' — a)
— R sin a
sin (a' — a)
En reportant dans (3) et (4), on a :
On aura donc
a!tga'=a?'lg«= — -
^ Rx Rtga
Ces valeurs seront admissibles, excepté si a =:: ; (5) et (6) détermineront ensuite P et P'.
Les équations (1), (2), (3), (4) comprennent la solution de toutes les questions que Ton peut se poser relativement au
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système général des deux forces P et P'. Donnons-en un exemple, en démontrant le théorème déjà énoncé :
122, IV. — Le tétraèdre construit sur P et P' comme arêtes opposées a un volume constant.
On a en effet :
6 V ^ AA' X P X P sin (P, P') = (x' — x) ?P sin {a! — a),
siD (a' — *)
Or, de (7) on déduit :
. — K sin (a' — «)
af ^x = -^- . — ; ; H sin a sin oc
6 V — KR = constante.
ÉQUILIBRE D'UN STSTÊME QUI N'EST PAS LIBRE
123. Équilibre d'un corps gâné. — Si les six conditions générales de Téquilibre sont satisfaites^ l'équilibre aura encore lieu si on vient à gêner le corps ; aucune nouvelle condition d'équilibre ne peut donc être introduite; mais, au contraire, une ou plusieurs des six équations de l'équilibre deviendront superflues, et il s'agira de déterminer pour les différents cas qui peuvent se présenter , celles de ces équations qui resteront nécessaires.
Nous commencerons par considérer le cas où le système se réduit à un seul point. Lorsque le point est entièrement libre, pour qu'il soit en équilibre il faut qu'on ait les équations :
Il peut arriver que le point dont on cherche les conditions d'équilibre ne soit pas libre de se mouvoir d'une manière quelconque dans l'espace, c'est à dire que ses coordonnées ne peuvent pas prendre toutes les valeurs possibles; les déplacements de ce point étant soumis à certaines conditions, si la résultante des forces qui agissent sur lui tetid à lui faire prendre un mouvement incompatible aVec ces condi-»
lions, le corps restera en repos, exactement comme si cette résultante était nulle. C'est ce qui arrivera par exemple, dans le cas d'un point suspendu à un point fixe par Tintermédiaire d'un fil ; si ce point matériel est soumis à une force dirigée suivant le prolongement du fil, le point restera en équilibre. La force produira seulement une tension du fil, et si la résistance du fil est supposée indéfinie, nous n'aurons pas à nous en occuper.
125. Équilibre d'un point assujéti à rester sur une surface fixe. — Nous supposons que le point ait la liberté de se mouvoir sur cette surface de toutes les manières possibles. Si ce point est sollicité par une force normale à la surface, il restera en équilibre. Au contraire, si la direction de la force n'est pas normale à la surface, il n'y aura pas équilibre; car on peut la décomposer en deux autres, l'une normale à la surface qui sera détruite par la résistance de la surface, l'autre tangente à la surface et qui produit le mouvement, si le point est entièrement libre de se mouvoir suivant toutes les directions ; c'est ce qui n'aurait pas lieu dans le cas d'un frottement; mais nous ne considérons pas ce cas. Ainsi donc, la condition nécessaire et suffisante pour qu'un point assujéti à se mouvoir sur une surface, et sollicité par des forces quelconques, soit en équilibre, est que la résultante de ces forces soit normale à la surface.
Exprimons ces conditions analytiquement. Soit :
l'équation de la surface en coordonnées rectangulaires. Désignons par P, P'... les forces qui agissent sur le point matériel ; par a, p, y, a', p', y'-- ^^^ angles que ces forces font avec les axes, et posons :
X = 2 P cos a; Y = 2 P cos g; Z = ^ P cos y-
Les conditions d'équilibre seront exprimées par les deux équations :
^^ df df df
dx dy dz
Si ces équations ne sont pas satisfaites, il n'y aura pas équilibre.
Si les valeurs de X, Y, Z sont des fonctions de a?, y, 2, en résolvant les équations (4) et (2) par rapport à x^ j/, z, on trouvera le point où il faut placer le point matériel sur la surface, pour qu'il y ait équilibre.
126. Équilibre d'un point assujéti à rester sur une courbe donnée. — On verra, comme précédemment, que la condition nécessaire et suffisante pour que l'équilibre ait lieu, est que la résultante de toutes les forces qui agissent sur le point soit normale à la courbe.
Soient :
les équations de la courbe ; on devra avoir :
• R ds ■•■ R ds ■*" R <J« ~" ' ou simplement :
(2) Xrfa! + Ydy 4-Zd2 = 0;
or, de (1) on tire :
df , df , df , .
di '^^ -^ r/î' -^ di ''-' = ^'
-r- dx -^ -^dy -h —d^ = 0, dx dy dz
d'où :
dx dy dz
df d^ df d<^ df d(f df d^ df d^ dfd:^' dy dz dz dy dz dx dx dz dx dy dy dx
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leportant dans (2) il vient :
\rfy dz dz iy) \dz dx dx dz)
\dx ûy dy dx} Telle est la condition d'équilibre; si cette équation n'est as satisfaite pour le point donné, il n'y aura pas équilibre, i X, Y, Z sont donnés en fonction de x, y, z, les équations (1) t (3) feront connaître les points de la courbe pour lesquels équilibre a lieu.
127. Autre manière d'avoir égard à la résistante des uriaces et des lignes. — On voit, d'après ce qui précède, u'une surface ne peut détruire que les forces qui lui sont ormales; elle produit toujours le même effet qu'une force ormale ^ale à la somme de celles qu'elle détruit. Il en est e même de la résistance d'une courbe; elle détruit les forces ont la direction est comprise dans le plan normal mené ar le point d'application, et n'en détruit aucune autre; 1 résistance pourra donc toujours être remplacée par une )rce normale égale et contraire à la résultante de celles u'elle détruit. De là une nouvelle manière de traiter le roblème.
\'> Cas d'une surlace. — Soient )., i*, v les angles que fait 1 ec les axes la résistance normale N de la sm-face; il devra avoir équilibre entre cette résistance et les forces données ppliquées au point matériel ; on aura donc les trois équaons d'équilibre puisque, grâce à l'introduction de la force N, I point matériel peut être considéré comme libre :
X + N cos ). =; 0; Y + N cos i». = 0; Z + N cos v e= 0. r, en faisant :
on a :
(7) cos X = V 7^; cos u = V ~; cos v = V ~ .
^ ^ dx ^ dy dz
On aui-a donc les trois équations :
(8) X + NV^ = 0; Y + NV^ = 0; Zh-NV^ = 0,
(tx dy ûz
ou bien :
(9) _Nv = | = |^=|.
dx dy dz
On voit qu'on arrive ainsi aux équations (2) ; mais on aura en outre la valeur de N V, ce qui donne le signe de V, car N est essentiellement positif, et la grandeur de N, qui est la valeur de la pression exercée par le point sur la surface, ou de la résistance de la surface. On voit qu'au point de vue de l'équilibre les équations (9) se réduisent à deux conditions ; la ti'oisiôme sera vérifiée en prenant pour N une valeur convenable. On calculera d'ailleurs plus rapidement la valeur de N par la formule :
(10) N = \/W+x^Tv.
Si le point matériel est seulement posé sur la surface, il faudra en outre que le sens de la pression soit tel, qu'elle appuie le point sur la surface, condition qu'on devra vérifier dans chaque cas particulier, en déterminant, comme nous l'avons dit plus haut, le sens de cette pression par le signe deV.
^ Cas de la courbe. — On aura :
(H) X-i-NcosX = 0; Y -4- N ces [1.==: G; Z-t-Ncosv = 0,
d*où l'on déduira immédiatement la condition (5); N sera
calculé par (10) et les équations (11) donneront cos X, cos yt, cos V en grandeur et en signe.
§ II. — Équilibre d'un corpe gêné.
128. 1^ Le corps présente un point fixe. — Soit 0«ce point fixe; en y transportant toutes les forces, on obtiendra une résultante R et un couple G, — G : la résultante sera détruite par la fixité du point. Quant au couple G, — G il doit être nul ; car en transportant le couple parallèlement à lui-même, de manière que la force G vienne passer par le point fixe, cette force sera détruite et la force — G produira tout son effet. Donc le moment du couple G est nul, et il en résulte les trois équations :
Ainsi, pour l'équilibre d'un corps mobile en tous sens autour d'un point fixe, il faut et il suffit que les sommes algébriques des moments des forces par rapport à trois axes rectangulaires menés par ce point soient égales à zéro.
Le couple étant nul, indépendamment du point fixe, n'exerce aucun effort sur lui ; le point fixe n'est donc pressé que par la résultante des forces X, Y, Z; ainsi la pression qu'éprouve le point fixe est égale à la résultante de toutes les forces transportées parallèlement à elles-mêmes en ce point.
On voit que l'effet du point fixe se borne à détruire la pression qu'il supporte ; on pourrait donc remplacer le point fixe par une force égale et contraire à cette pression ; cette nouvelle force Rj est la réaction du point fixe. Soient X„ Y„ Z, les composantes de R, ; les coordonnées de son point d'application sont nulles. On peut maintenant considérer le corps solide comme libre, et appliquer les six équations de l'équilibre, ce qui donne :
Les trois premières équations déterminent les composantes de la réaction du point fixe, laquelle est égale et contraire à lap pression. Les trois dernières sont les équations de l'équilibre déjà trouvées antérieurement.
Un corps qui peut tourner librement autour d'un
point fixe, constitue la machine que Ton nomme levier.
Le point fixe se nomme le point d'appui.
On voit donc que l'équilibre du levier exige que les couples qui naissent du transport de toutes les forces parallèlement à elles-mêmes au point d'appui, se détruisent d'eux-mêmes.
Habituellement, le levier consiste en une barre solide presque droite, mobile autour d'un point fixe 0, et il n'y a que deux forces : la résistance Q qui doit être vaincue pai' la puissance P ; nous négligerons le poids du levier. Les couples provenant du transport des forces P et Q au point doivent se détruire, ce qui exige d'abord qu'ils soient dans le même plan ; donc :
La puissance et la résistance doivent être dans un même plan avec le point d* appui.
Il faut ensuite que les moments des couples soient égaux; ' donc :
P XOC = Q XOD.
Donc : La puissance et la résistance doivent être réciproquement proportionnelles à leurs distances au point d'appui, et elles doivent tendre à faire tourner le levier en sens contraires.
La résultante des forces P et Q, transportées parallèlement à elles-mêmes au point d'appui, forme la charge de ce point.
Cas d'un axe fixe. — Tous les points de Taxe sont
invariables de position et susceptibles d'offrir en tous sens une résistance indéfinie. Prenons cette droite pour axe des z; la résultante OR des forces transportées parallèlement à elles-mêmes sera détruite, puisque le point est fixe; quant aux couples résultant de cette translation, et situés dans les plans zOx et zOy, ils seront détruits par la résistance de l'axe, car les bras de levier de ces couples peuvent être transportés sur Taxe même. Il ne reste donc plus que le couple situé dans xOyy qui doit être nul, sans quoi, en le transportant parallèlement à lui-même de manière que Tune de ses forces passe au point 0, celle-ci serait détruite, et l'autre ferait tourner le système autour de l'axe Oz. La seule condition d'équilibre est donc :
et l'on peut l'énoncer en disant que : la somme algébrique des moments des forces par rapport à l'axe fixe doit être nulle.
Pour connaître les efforts exercés sur l'axe fixe, il faut composer les forces qu'il détruit. Les couples situés dans le plan zOx et la force X se réduisent à une seule force qui rencontre l'axe, à moins que l'on ait X = 0, auquel cas on aurait un couple seulement; il en est de môme dans le plan de yz. Outre ces efforts appliqués à l'axe, il y a encore la force Z qui tend à l'entraîner dans le sens où elle est dirigée. L'axe produit donc des forces égales et contraires à celles-ci, puisqu'il les tient en équilibre.
Si deux points seulement du système sont fixes, les résistances ne pourront provenir que des deux points, et l'on devra décomposer les forces qui rencontrent l'axe, en d'autres qui passent par ces deux points, et feront connaître les forces qu'ils produisent pour détruire celles-ci. Quant à la force dirigée suivant la droite qui les joint, elle pourra être décomposée d'une infinité de manières en deux autres appliquées à ces points.
On peut du reste traiter autrement la question en introduisant les réactions R^ et R, des deux points fixes et 0', dont les composantes seront :
X„ Y|, Z, pour le point dont les coordonnées sont 0, 0, 0, X„ Y„ Z, pour le point 0' dont les coordonnées sont 0, 0, h.
Grâce à l'introduction de ces forces, on pourra considérer le système comme entièrement libre, et appliquer les six équations de l'équilibre, ce qui donnera :
La dernière équation est la seule condition d'équilibre déjà trouvée ; quant aux cinq autres, elles donnent :
Zj + Z, = — Z.
Ces équations déterminent donc Xj, Yj, X„ Y„ mais seulement la somme Z» + Z„ ce qui s'explique, comme nous l'avons dit, puisque les deux forces ont une résultante que l'on peut appliquer au point 0, et que l'on peut partager en deux parties quelconques, appliquées aux points O et 0'.
Le treuil n'est autre chose qu'un corps solide qui a la liberté de tourner autour d'un axe fixe. Ce qui précède fait donc connaître la condition d'équilibre que supporte cette . machine, et la charge que supporte l'axe.
Lorsque les forces se réduisent à deux, situées dans des plans perpendiculaires à l'axe, la condition d'équilibre consiste en ce que ces forces soient en raison inverse de leur distance à l'axe.
131 . Remarque. — On a établi, pour condition de l'équilibre dans le cas d'un point fixe, les trois équations :
On en conclut que, pour que des forces quelconques se fassent équilibre sur un corps mobile en tous sens autour d'un point (ixe, il faut et it suffit qu'elles se fassent équilibre autour de trois axes i-ectangulaires passant par le point fixe ; s'il en est ainsi, l'équilibre aura lieu autour d'une droite quelconque passant par le même point.
132. 3°. — Le corps a la liberté de glisser le long de l'axe fixe, et en même temps de tourner autour de lui.
On aura les-deux équations d'équilibre :
Z = et N = 0,
133. 4°. — Le corps ne peut que glisser le long de l'axe sans tourner.
On aura une seule condition nécessaire et suffisante pour l'équilibre,
et le couple situé dans le plan xy fera connaître la résistance opposée par l'axe à la torsion.
134. Équilibre d'un corps qui s'appoie sur un plan fixe sur lequel U peut glisser librement. — Prenons le plan fixe pour plan des xy;en chaque point de contact, il se développera une réaction normale à la surface, c'est à dire parallèle à l'axe des z; soient N,, N,... ces réactions, x„ y,, x,, y,... les coordonnées des points d'appui. En introduisant ces réactions, on pourra considérer le corps comme libre, et appliquer les six équations de l'équilibre, ce qui nous
donnera :
M — ^ar.Z. — 0.
On déduit de ces équations :
LX-+. MY + NZ
Donc, les forces données doivent avoir une résultante unique ; la valeur de cette résultante sera égale à ^ Z< ; elle sera
normale au plan, dirigée en sens contraire des réactions, et on aura évidemment son point d'application en cherchant celui des réactions dont on connaît les divers points d'application. En composant successivement ces réactions, on voit que le point d'application de leur résultante sem à l'intérieur <run polygone convexe ayant pour sommets des points pris parmi les points de contact, et contenant à son intérieur ou sur ses côtés tous ceux de ces poixits de contact qui ne sont pas à ses sommets; ce polygone est ce qu'on nomme le polygone d'appui. Ainsi, pour que l'équilibre ait lieu, il faut que les forces aient une résultante normale au plan, et rencontrant ce plan à l'intérieur du polygone d'appui. Cette condition est suffisante ; car, si elle est remplie, la résultante pourra toujours être décomposée en forces normales au plan, et appliquées aux divers points de contact.
Quel que soit le nombre des points de contact, nous aurons les trois conditions :
nous n'aurons pour déterminer les réactions Z, que les trois équations :
(3) Z-f-2z,= 0; h-ï'^yiZi = 0; ii — ^ZiXi = 0.
Il convient de distinguer plusieurs cas :
1° Il n'y a qu'un point d'appui.
On prendra ce point pour origine; on aura les deux nouvelles conditions d'équilibre :
à joindre aux conditions (2) ; la pression sera déterminée par l'équation :
2" Il y a deux points d'appui. On prendra l'un d'eui pour origine, et la droite qui les joint pour axe des œ; on aura :
On aura donc la nouvelle condition :
à joindre aux conditions (2); puis il viendra :
Z 4- Z, + Z, =î: 0; M — Z, a = I On a donc :
3° S'il y a trois points d'appui, il n'y a plus de nouvelle condition d'équilibre, et les trois réactions sont déterminées par les' trois équations (3).
4° S'il y a un plus grand nombre de points d'appui, les chaînes de chacun de ces points sont indéterminées, puisqu'elles doivent seulement satisfaire aux trois équations (3) ; il en est de même encore dans le cas où il y a seulement trois points d'appui, mais situés en ligne droite.
On pourra donc se donner à volonté toutes les réactions, sauf trois.
Il faudra toutefois que les réactions choisies arbitrairement
aient le môme signe, et que les trois réactions conclues des équations (3) aient le môme signe que les précédentes.
135. Explication d'un paradoxe. — Nous venons de trouver que les pressions sont indéterminées lorsqu'il y a plus de trois points d'appui ; cependant, en considérant à priori un corps appuyé contre un plan, par un nombre quelconque de points, et tenu en équilibre par une force normale à ce plan, il paraît évident que chaque point d'appui éprouve une pression déterminée. De là un paradoxe que nous allons chercher à éclaircir.
Remarquons qu'il s'agit d'un corps que nous avons supposé parfaitement invariable; nous pouvons donc concevoir les points de contact de ce corps comme unis entre eux par un plan parfaitement inflexible, lequel repose sur les points fixes A, B, C, D... Or, lorsqu'il y a plus de trois points d'appui, ou seulement trois, quand ils tombent en ligne droite, il n'est pas difficile de voir que certaines parties des pressions qu'on supposerait exercées par le plan sur ces points, peuvent être imaginées comme se reportant indifféremment des uns aux autres, de manière qu'on ne puisse demander ou ce qu'elles sont en elles-mêmes, ni sur quels points d'appui elles s'exercent de préférence, à moins de détruire l'hypothèse de l'inflexibilité parfaite du plan qui unit les points du corps.
Ainsi, supposons trois points B d'appui en ligne droite; nous
admettons que les trois points R, A, B, G du corps sont liés entre
eux par une verge inflexible, qui ^ repose sur les trois points d'appui
fixes A, B, G ; admettons que l'on
sache que cette vei^e est actuellement poussée aux trois points A, B, G par les trois forces
normales P, Q, R parallèles entre elles; on ne serait pas en droit d'en conclure que les pressions exercées sur les points d'appui sont respectivement égales aux forces P,Q,R. Prenons en effet, dans P et R des parties P' et R' telles que :
F _BC R' "^AB
A cause de la raideur de la verge, ces forces P' et R' vont pouvoir être remplacées par leur résultante P' + R' appliquée en li; on aura donc indifféremment les deux systèmes de pressions :
en A : en B : en C :
Ainsi l'indétermination doit exister, d'après les principes mêmes que nous avons admis. Cependant, les pressions sont déterminées. C'est que l'hypothèse d'une rigidité parfaite dans les parties constituantes du corps solide est une abstraction purement mathématique, mais qui ne s'accorde pas exactement avec les effets naturels. Dans la réalité, la figure d'un corps s'altère toujours un peu, lorsqu'il est soumis à l'action de diverses forces : il y a des déformations ; les distances des molécules varient, et de là naissent des forces intérieures; une partie quelconque du corps doit être en équilibre sous l'action de ces forces, et des actions exercées par les parties voisines. Dans le cas précédent, on peut bien, au point de vue statique, transporter les forces P' et R' au point B; mais en opérant ainsi, on change les conditions d'équilibre des parties intérieures. En somme, les équations fournies par la statique doivent toujours être vérifiées ; mais la théorie de l'élasticité en fournit d'autres qui, jointes aux précédentes, donnent tout ce qu'il faut pour détenniner les pressions aux divers points d'appui. Les systèmes de pression, en nombre infini, vérifiant les équations de la statique, ne
sont pas équivalents au point de vue de Téquilibre d'élasticité qui est assuré par un seul de ces systèmes. Le problème à résoudre peut être très diflicilç, mais il est déterminé.
136. De l'équilibre de deux corps solides, qui se touchent en un point donné et s appuient Vun contre Vautre, chacun de ces corps étant sollicité par des forces données.
Soient :
X,,Y„Zi les composantes de la réaction AM du corps M' sur M ;
T-i . — X,, — Y,, — Z. les compo-
santés de la réaction A M' de M sur M'.
On peut considérer chacun des
corps comme libre, et Ton a pour le corps M :
Pour le corps M' :
On a ainsi 12 équations pour Téquilibrc des .deux coi^s. En introduisant :
et les angles a, 6, r, *de cette réaction avec les axes, on pourra éliminer N, et Ton aura onze équations.
On opérera de même dans le cas d'un nombre quelconque de corps solides dont plusieurs s'appuient les uns contre les autres.
Tableau résumé des conditions d'équilibre d*un corps solide
dans les diflôrents cas.
xoMiinii dfli conditions
Point matériel libre.
Point sur une surface.
Point sur une courbe.
X(^;^- /;?;) + Y (/:?;- /-ici)
+ z (fW. - fW^) - 0.
Corps solide libre.
Corps pouvant tourner autour d'un point âxe.
Corps pouvant tourner autour d^un axe fixe, et glisser le long de Taxe.
Corps pouvant tourner sans glisser.
Corps pouvant glisser sans tourner.
Corps solide reposant sur un plan inébranlaj)le :
1° par un point fixe.
2® par deux points sur Ox,
3° Par trois points non en ligne droite ou un plus grtind nombre*
En résumé, on peut avoir 1, 2, 3, 4, 5 ou 6 conditions pour réquilibre*
CHAPITRE VII
POLYGONE FUNICULAIRE. — COURBE FUNICULAIRE. THÉORIE DE LA CHAINETTE. - COURBE DES PONTS SUSPENDUS.
§ I. — Polygone funiculaire.
137. Équilibre du polygone funiculaire. — Supposons qu'un fil parfaitement flexible et inextensible soit sollicité par des forces F,F',F',F^,F'%F^ appliquées à ses extrémités A,G, et à divers points B, C, D, E de sa longueur ; ce fil étant en équilibre sous l'action des forces dont il s'agit, affectera la forme d'un polygone ayant pour sommets les divers points ' d'app lication de ces forces ; on donne à un pareil fil le nom de polygone funiculaire. Nous allons voir en quoi consiste les conditions de son équilibre.
Supposons qu'on vienne à couper le cordon B G en I; la
partie ABI va cesser d'être en équilD)re; pour maintenir l'équilibre, il faudra lui appliquer en I une certaine force IT; il faudra de môme appliquer en I une force I Tj pour maintenir en équilibre la partie ICD... G; je dis que la force IT doit être dirigée suivant le prolongement de BI. En effet, le cordon ABI est en équilibre sous raction des forces F, F' et IT. L'équilibre aura encore lieu si nous solidifions le cordon, en lui laissant toutefois la liberté
de tourner autour du point B, qui sera fixe; mais on voit alors que la force IT produirait le mouvement si elle n'était pas dirigée suivant BI; enfin, à cause de la flexibilité du cordon, il faut que cette force T soit dirigée suivant le prolongement de BI.
Rapprochons maintenant ABI et ICDEG. Chacune des deux parties du polygone étant en équilibre séparément, le polygone entier sera aussi en équilibre, sous Taction des forces F, F', F', F'', F'\ F% T et T,. Mais il était déjà en équilibre sous l'action des seules forces F, F', F", F*, F"', P; donc les forces T et T, se détruisent; ainsi T, = T.
La valeur de Tune quelconque des forces T et T, est la tension du cordon BC.
Ainsi, dans Tétat d'équilibre, chaque cordon est tiré par deux forces égales et contraires, dirigées suivant le cordon ; chacune de ces forces représente la tension du cordon. On pourrait mesurer cette force en coupant réellement le cordon et interposant un dynamomètre entre les deux parties.
On voit, comme conséquence immédiate de ce qui vient d'être dit, que les forces extrêmes F et F^ doivent être dirigées suivant les prolongements des cordons BA et EG et qu'elles sont égales aux tensions de ces cordons.
Le point A sera ainsi en équilibre, sous l'action de la force F et de la tension du cordon AB. Passons aux conditions d'équilibre du point B : ce point devra être maintenu
en équilibre sous l'action de la force F égale à la tension Bf du cordon AB, de la force BF' et de la tension Bt^ du cordon BC. En solili (Ufiant le système, on voit que la force B<, doit être égale et opposée à la résultante des deux forces Bt et lîF' ; ainsi le côté BC du polygone funiculaire doit être dans le plan des deux droites BA, BF';
il doit êti^e le prolongement de la diagonale du parallélogramme construit sur Bf et BF', et la tension du cordon BG sera représentée par la grandeur de cette diagonale.
On voit que nous avons déterminé la direction du côté AB et celle de BC, sans faire aucune hypothèse sur la direction et l'intensité des deux forces F et F'; on arrivera ainsi à la dernière force F^, qui devra être dans le plan DEF'"", suivant le prolongement de la diagonale du parallélogramme construit sur F'"" et la tension de ED, et égale à la diagonale de ce parallélogramme.
138. Polygone de Varignon. — Toutes ces conditions d'équilibre du polygone funiculaire peuvent s'exprimer simplement par une construction géométrique due à Varignon.
Par un point quelconque 0, menons une droite M égale et parallèle à la force BF qui est égale à la tension T du côté AB ; par le point M une droite M M' égale et parallèle à F' ;
par M' une droite égale et parallèle à F'... Les droites OM, OM', OM'...
représentent les directions des divers côtés du polygone, les grandeurs de ces droites représentent les tensions des divers côtés. OM^^ représentera la tension du côté EG, de sorte qu'en menant par M^^ une droite égale et parallèle à F^, on retombera sur le point 0.
On voit qu'en opérant ainsi, on a construit le polygone des forces ; ce polygone se ferme de lui-même ; il faut donc que les forces données soient en équilibre si on les applique au point 0, c'est à dire que l'on ait les trois premières équations de l'équilibre d'un corps solide :
DESPEYnous. ^ Mécanique. 9
On voit, en résumé, que les conditions d'équiUbre du polygone funiculaire sont :
4° Que l'extrémité dû polygone de Varignon coïncide avec son point de départ.
2° Que les cordor^ intermédiaires BC, CD... soient parallèles aux diagonales OM', OM'... du polygone.
3^ Enfin, que chaque côté puisse résister d la tension qu'il supporte; toutes ces tensions sont représentées en grandeur par les diagonales du polygone.
139. Dans le cas particulier où les diverses forces F, F', F'... qui agissent sur le polygone funiculaire sont toutes parallèles à un même plan, il est aisé de voir que le polygone de Varignon est situé tout entier dans un plan parallèle au précédent; il en est de même du polygone funiculaire dont les côtés sont parallèles aux diagonales du polygone auxiliaire.
Il en est encore de même, lorsque toutes les forces intermédiaires F', F', F'^, F'"" sont parallèles à une même droite, quelles que soient les directions des forces extrêmes F et F^ ; car, alors, le polygone de Varignon devient un triangle, et le polygone funiculaire est situé tout entier dans un plan parallèle au plan de ce triangle, donc parallèle à la direction commune des forces ; la dernière force est dans ce plan.
§ n. — Courbes funiculaires.
140, Le polygone funiculaire est la figure d'équilibre d^un fil soumis à des forces discontinues; lorsque la répartition des forces est continue, le polygone se change en une courbe funiculaire dont nous allons chercher les équations. .
En partant du polygone pour arriver à la courbe, on pourrait admettre -^le chaque élément de k courbe funi-
culaire est tiré dans le- sens de sa longueur par deux forces égales et contraires; chacune d'elles est la tension du fil au point considéré. Cette tension serait une fonction continue de Tare s de la courbe compté d'un point fixe jusqu'au point considéré. Mais on peut le démontrer aussi directement.
Soit A MB le fil flexible et inextensible, dont les extrésûtes A et B s^ont fixes ou sollicitées par des forces données de direction ei d'intensité; soit AM=». L'élément MM'=ds
sera sollicité par une petite force NF que l'on pourra concevoir appliquée en un point quelconque N de MM' ; cette force sera de môme ordre de grandeur que dSj et nous pourrons la représenter par Fds, F étant fini; cette force sera la résultante des petites forces qui agissent sur les divers points de MM'. Par exemple, si le fil est homogène et pesant, que p désigne le poids de l'unité de longueur, la force NF sera pds; si le fil, tout en étant pesant, a* une section variable w, et un poids spécifique variable p, on aura :
NF = (I) ds X p = wp rf5 — f{s) ds;
car p et Cl) seront des fonctions connues de s, et le produit wp pourra être représenté par f {$). ■
Nous rapporterons les divers points du fil à trois uxes coordonnés rectangulaires quelconques Ox, Oy, Oz^ et nous désignerons les composantes de la force NF par Xds, Yds, Zds. X, Y, Z seront les composantes de la force extérieure rapportée à l'unité de longueur du fil.
141 • De la tension en un point du til. -r- Si Ton coupe le rij en Jé^ hkp$Ê^ kU tte sem {dlis en^quilifere ; il fa«Mlra
ppliquer une force MTqui pourra remplacer l'action [B; il faudra de môme appliquer à MB une force MT,. irouvera, comme dans le cas du polygone, que ces deux s doivent être égales et opposées.
Chacune d'elles est finie, car MT lemplace toutes les petites forces du premier ordre de petitesse en nombre infini appliquées aux divers points de MB.
Je dis en second lieu que la direction commune de T et T, est celle de la tangente en M à la courbe funiculaire.
ippoBonslaportionAM'Menéquilibre(^(;.88).SoitM'un t voisin de M; fixons M' et soUdifions l'élément M' M en lui laissant la liberté de tourner autour deM' ; nousavons un petit levierMM' sollicité par deux forces : T et Fds; le point d'appui est M' ; les moments relatifs au point M' doivent être égaux; celui de Fds est Infiniment petit du second ordre; celui de T
Fi(î,&6
T X M' I = T X MM' sin = Trfs sin 6,
înt fini, pour que cette expression soit du second ordre, it que e soit du premier ordre ; par conséquent :
Limit. 6 = 0;
; MT a la direction de la limite de MM', c'est à dire de
ngente en M'.
ï valeur commune de T et T, est la tension en M.
Xds
Yds = 0,
+ Zds = 0.
Eii général, X, Y, Z dépendent seulement de x, y, z, et c'est ce que nous supposerons dans ce qui suit; mais il peut se faire aussi que ces quantités soient des fonctions de Tare s. Tel serait le cas d'un fil pesant, pour lequel la densité varierait d'un point à l'autre.
Si l'on prend x pour variable indépendante, on aura à déterminer y et z en fonction de x pour avoir l'équation de la courbe.
Les équations (1) contiennent:
dT dy_ d^ dz d^z ^' ^'dx'^'dx'dx''^'d^'d^'''
c'est un système de trois équations simultanées dti second ordre. Il semblerait à priori que les intégrales générales
doivent contenir six constantes arbitraires; ici il n'y en aura
d*T que cinq parce que les équations ne renferment pas ^ . Si
dT dPii d*z l'on peut déterminer à l'aide des équations (1) j-* j-^ » j-,
et si l'on pose :
dx* dx*
=/(-.'. '--.si- Si)
./ „ dy d2;\
en partant d'une valeur donnée de a? et adoptant pour les
valeurs correspondantes de y, z, T, j^» -p des valeurs
données, qui du reste peuvent être quelconques, on pourra calculer pour une valeur quelconque de a; : T, j/ et z. Il y aura donc seulement cinq constantes arbitraires; on les déterminera en supposant que les deux extrémités du fil sont données et que le fil a une longueur connue, l. On écrira donc, en désignant par x^ et a?, les valeurs çle x qui répondent à ces extrémités, que pour x=zx^:
y = yo» ^ = ^
It
et pour x = x^:
et enfin que :
Jx. dx
143, Nous allons montrer comment on peut éliminer T des équations (1). On peut écrire ces équations comme il suit :
dx dx
ds ds '
dz dz ^ ds ds
On en tire, en multipliant les équations (2) par des facteun convenables, et remarquant que :
dx* dy* iz* _ df "*" ds» "^ dj* ~ '
et par conséquent :
ày . dp ^dz dz ds as as as
les équations (3)
/ dT = — (Xda; + Ydy + Zd3), " {(
(3) < \ds ds ds ds/ ^
f ^\rrà--i -r-d- -j-\ = Zdx~\dz,
\ \ds di ds ds/ ^
et le système (3) est équivalent au système (1). De (6) et (c), on conclut ;
X<iï-
■Idx Zdx-Xds
dx . ât
d, ^ dx dz^ dx- dx^dz
d, '■ ds
ds ds de ds d$ ds
On aura donc, en somme, les deux équations suivante pour déterminer la courbe funiculaire :
d£^,dy _dy ^ dx
Xdy — ydx _ ds ds ds ds
^ 2dx — Xdz~dzdx_dx dz
ds ds ds • ds
Xdy — Ydx
(6) Xdx + Yd]/ + Zdz-hd\dx^dy_dy^dx^:=0.
\ ds ds ds ds j
Nous simplifierons quelque peu, en prenant x pou
variable indépendante ; nous aurons :
dy dz
, dy ds , dz ds
dx dx^ dx dx^
ds ds
dx ^y __^ j ^^ d^y dy' ds ds ds ds
dx* ^ dx , dx*
dx . dz dz , dx d^z dz^ ds ds ds ds dx^ ""do? V dx*
'ds*
d'où:
da; . ây dy , ix d*y - dx
/lo /Ttf /lo /?0 /J />»*
ds ds ds ds dx* . dy* dz*
dx* dx*
dx dz dz dx d*z dx
ds ds ds dx* . dy* dz*
dx* dx*
Les équations (4), (5) et (6) deviendront donc :
. dy* dz* dx* dx*
dx*
dy_Y d^
dx X dx*
dz Z ~'¥z dx*
\ dx X
(9)X + Y^ + Zl^ + A (x|.V_y) ^ ^ dx dx dx) \ dx /
. dy* dz*
dx* dx* .
dx*
(8) et (9) seront les équations propres à déterminer y et z en fonction de a;, c'est à dire la figure du fil ; la première de ces équations est du second ordre, la seconde du troisième ordre; il y aura bien cinq constantes arbitraires, comme on Ta vu précédemment.
L'équation (7) fera connaître ensuite la tension.
144. Dans le cas où la courbe funiculaire est plane, ce qui arrivera si les forces qui sollicitent chaque point du fil sont parallèles à un môme plan, ou à une même droite en prenant ce plan pour plan des xy, on aura :
Z = 0, Z = Oy
et par suite le problème sera résolu par les équations :
(iO)
dx dx i\ dx ]
rfo?*
d^ dx"
dx*
L'équation (10) est une équation différentielle du troisième ordre. On déterminera les trois constantes arbitraires comme précédemment. ;
145. Dans le cas général, on est très loin de savoir intégrer. Considérons le cas où les' composantes X, ^, 2i sont les dérivées d'une même fonction <p de x, j/, z, c'est à dire où Ton a :
rf? (a?, y, z) ' d^ fa , y, z) rf? (ac, y2__fl
dx
dy
dz
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qui exige que l'on ait :
dX il
<JX il
i\ iï
It ~ ix'
iz ~ in?
iz-îj'
dT = -(Xda! + Y rfy + Zdî) nne :
. désignant par C une constante arbitraire.
Soit T, la tension au point x„ y,, z„ on aura :
On voit donc que dans ce cas, sans avoir déterminé la figure équilibre, on coniiEutra l'accroissement de tension en passant an point à un autre ; en sorte qu'il sulTu^ que cette tension it connue en un point déterminé, poiu* qu'elle le soit aussi jis toute la longueur du ûl. Dans ce cas l'équation (9) peut [•e int^ée et la figure du fil sera déterminée par les deux [uations :
dx dar
ix'
Ces équations sont toutes les deux du second ordre; il
convient du reste de les écrire comme il suit :
d(p djf __ d^ d'y
, dy* d%^ dm^
Mais, dans la pratique, il vaudra toujours mieux substituer la valeur (42) de T dans deux des équations (4) ou dans deux de leurs combinaisons convenablement choisies.
146. Transformation des équations (1). — Partons du système équivalent (2) ; désignons par Ç, y), î; les cosinus des angles que le rayon de courbure de la courbe funiculaire fait avec les axes, par a, p, y les angles que fait la tangente avec les mêmes axes. On aura comme Ton sait :
dx ^ dx j CCS Çd5.
:r- = cos a: d • -r- = d ces ot = »
ds ds p
donc les équations (2) vont s'écrire ;
àT ^ T _- ^
ces a -T- H- C08 Ç - H- X = 0,
ds p
I dT T
(18) ( CCS p -T- + COS Y) - + T = 0,
as p
CCS Y -r- -*- CCS î - -H Z = 0.
ds p
En remarquant que :
CCS* a -h CCS* p -h ces' Y = 4»
ces* Ç + CCS* Y) 4- ces* Ç = 1,
CCS a ces Ç + ces p cas Yj -h CCS Y ces Ç = 0,
en tire :
ds
+ (X cos a + Y cos-p 4- Z cos y) = 0,
~ + (X cos Ç + Y cos 1] + Z cos = ; P
bien, en désignant par P et Q les composantes de la :e rapportée à l'unité de longueur suivant la tangente et lormale principale de la courbe :
as T
P I équations sont souvent très utiles.
147. Remarquons que si >>, i*, v désignent les angles que avec les axes de coordonnées l'axe du plan osculateur,
déduira des formules (15) :
X cos X 4- Y cos 1* + Z cos V = 0,
qui montre que la force est située dans le plan osculateur la courbe funiculaire. Ce qui devait être, puisque, quand a établi les équations de l'équilibre, on a vu que la force érieure et les tensions T et T' devaient se faire équilibre. ; trois forces sont donc dans un môme plan qui est évidemnt le plan osculateur.
148. Cas où toutes les forces sont □onnales an fil. — a dans ce cas :
Xdx ydy ^dz_ F ds "^ F ds "^ F ds ~ '
\dx + Ydy + Zdï = 0,
et par suite :
Ainsi, la tension est constante tout le long du fil. Les équations (15) donnent alors :
X = CCS Ç,
Y = cos Ti,
Z = cos Ç,
P ou bien, en faisant :
X = PcosA; Y = PcosB; Z = PcosC,
P cos A = cos 5,
P cos B = cos Yj,
P cos C = cos î;
cos A = — cos 5, cos B = — cos yj, cos C = — cos Ç.
Donc : La force P est inversement proportionnelle au rayon de courbure, et elle est dirigée suivant le prolongement de ce rayon de courbure.
Ce cas est réalisé, quand un fil est tendu sur une surface S par deux forces qui le tirent à ses extrémités ; car la réaction de la surface étant normale à la surface, est normale au fil. La tension est constante, donc les forces qui tirent le fil aux
deux bouts sont égales entre elles. On voit que le plan osculateur de la courbe est constamment normal à la surface; donc la courbe funiculaire est une ligne géodésique de la surface. Eofio la réaction de la surface en chaque point est en raison inverse du rayon de courbure.
140. Dans les applications, la courbe fimiculaire sera le plus souvent plane. Alors, en prenant ce pian pour plan des xy, on aura pour déterminer la courbe, les équations :
i d.T^ + X<i.=0 |<!.T^+Ti« = 0.
Si l'oB a :
Xdx + Ydy = df (x, y), et par conséquent :
T = T, + ?(a!„y.)-f («,y), en substituant cette valeur de'T dans l'une des équations (18) on aura l'équation diftérentielle de la courbe cherchée.
§ in. — Théorie de la, chaînette. — Courbe des ponis suspendu».
160. La chaînette est la courbe formée par un fil pesant et homogène, suspendu à deux points fixes. — Soïlp le poids de l'unité de longueur; on aura, en prenant l'axe des y vertical, et dirigé vers le haut :
Les équations générales deviendront donc :
ds
On en conclut d'abord, en désignant par C et C deux constantes arbitraires :
d'où :
C'a? —Cz =C',
en désignant par C une nouvelle constante arbitraire.
Donc la courbe est tout entière dans un plan vertical, qui doit naturellement contenir les deux points fixes. Prenons donc ce plan pour plan des xy^ et nous aurons :
donc :
d Tlf = 0, ds
d.Tp^=pds,
ds '^ '
en désignant par fc une constante arbitraire ; d*où :
on voit que p/i désigne la tension au point le plus bas, poui'
dx lequel on a j- = 1. En portant cette valeur de T dans la
seconde des équations (a), il viendra :
ou bien :
Telle est réqualion différentielle de la courbe cherchée. Soit :--7- = y'] nous aurons :
en portant ces valeurs dans l'équation (b), il viendra :
dx dy'
en intégrant et désignant par x^ une constante arbitraire, on trouvera :
h d'où Ton tirera :
.• = log. (y' + |/l + y'*),
y' -\-Vi + y'*=ze ~«~,
-y' + Vi + y'*=e * ,
Multiplions par dx^ intégrons et désignons par H la constante arbitraire ; nous aurons :
h ( '-^ niîJll£î}\
tf = ^\e ^^ + e * ; + H.
Le point le plus bas a pour coordonnées :
Si Ton transporte Taxe des y de manière qu'il passe par le point le plus bas, on aura :
Il faut se rappeler que ph est la tension au point le plus bas.
STATIQDE.
Comme on a : 'j- = Kl H- y'*, il est facile de calculer -^i et
oa? ax
par suite s. On trouve ainsi :
Il n'y a pas de constante à introduire si Ton compte les arcs à partir du point le plus bas de la courbe. Comme la tension est donnée par la formule : .
on a :
T=py.
Ainsi : La tension en un point quelconque est proportionr nelle à l'ordonnée de ce point.
151. Détermination des constantes et constmction de la courbe. — Dans le plan xOy, menons Thorizontale BC,
la verticale AC, et posons :
BG = rn, AC = w»
arc ADB = (;
m, n, l sont les données, et il s'agit de trouver les " coordonnées {x^J y^) (a:,, y,) des points auxquels la chaînette est attachée et la constante /i = OD.
Nous avons : ...
Despetrous. — Mécanique.
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On pourra déterniiner h, x, et a:, par les équations (3), (4) et (5). On en déduit en ellet ;
P — il' = *'(e' + eT^— î),
m ."-eTï^= j ,
Cette équation ne renferme que l'inconnue ft ; je dis qu'elle a toujours une racine positive et une seiUe. Soit en effet ;
yi
2tt
II
Le premier membre de celte équation augmente toujours avec h ; pour h = 0, il est égal à i ; pour h = + oo , il est égal à + 00 . Donc, ce premier membre passe une fois et une seule par une valeur donnée supérieure à 1 ; il suffit donc de montrer que l'on a :'
— — ■ — > 1 ou /* > m' + n',
OU
/ > J^m» H- n* > AB,
ce qui est évident.
L'équation (6) donnera :
d'où :
e * — e */ = Ae * U ^ — i/,
On aura ensuite :
Donc, tout sera connu.
Remarque sur le centre de gravité de la chaînette
— On démontre dans le calcul des vaiîations que, de toutes les courbes de longueur donnée tracées sur un plan entre deux points lonnés, et qui tournent autour d'un axe situé dans ce plan, la chaînette est celle qui engendre Taire minimum. E i faisant intervenir le théorème de Guldin, on voit que parmi toutes ces courbes la chaînette est celle dont le centre de [.ravité est le plus bas.
Courbe des ponts suspendus. — Soit AOB un
fil homogène suspendu aux deux points fixes A et B ; chaque élément est solUcité par une force verticale proportionnelle à la projection de cet élément sur une horizontale; trouver la figure d'équilibre.
La courbe est encore plane ; • si nous appelons T la tension au point m et p la force totale qui sollicité une portion de la
ch^ne dont la projection horizontale est égale à l'unité de oi^eur. On a par les formules générales ;
}e la première de ces deux équations on déduit :
\i on appelle ph la tension de la courbe au point le plus )as.
Remplaçant dans (2) T par :
.ds
1 vient :
d.ph^ = pdx,-
m bien, en prenant x pour variable indépendante :
ntégrant, et désignant par C et C deux constantes arbiraires, il vient :
îi l'origine est le point le plus bas, on doit avoir pour a; ^ :
ionc : •
C = 0, C = 0, :t par suite :
La courbe est une parabole dont le sommet est en et Taxe vertical. On trouve facilement :
T est minimum en 0.
154. Détermination des constantes. — Les données sont encore, en gardant les notations du § 151, m, n et Z et les inconnues {x^ j/,), {x^ j/,) et h. On a :
On déduit de là : •
,«. ihn ihn
puisque :
(4) Xi — x^ = m.
D'ailleurs :
hs=fyix? + A» (Ix = i X Vx^ -\- A' + î &• log [x + J^a?« h- A')
H- Constanle; par conséquent on a :
(S) ihl = x, Vx,' 4- A* - xyx,' + h' + AMog '^ ^■'"^ *' "^ ^« . ^ ^ |/a?,* + A* H- a?.
On tire de (3) et (4) :
portant ces valeurs de x, et x, dans l'équation (5), on
a une équation qui ne contiendra plus que l'inconnue h;
.nd h sera ainsi déterminé, les équations (2) et (6) feront
naître x„ œ,, y„ y^.
Supposons pour simplifier que les deux extrémités du fil soient sur une même horizontale; on aura ;
Fg9£. «. = --. = -?•
_5 ' et l'équation (5) donnera :
en tire, après réduction :
[k) s'annule pour A ;= fc,; en posant :
yp — 4a;,' leur réelle, car : ■ ■
Xb* = 4.«,' < AÔB* on f,
h<K ( r W<0 ^ (A) décroit,
ft = fti j /■' (A) = fyh) minimum,
A > A, ( /■ (A) > f{h) croît sans cesse.
Pour h positif et très petit, on peut réduire f{h) à:
donc f (h) est positif et très grand ; ainsi :
minimam,
D'où l'on conclut :
/•(A.XO;
donc il n'y a qu'une racine OH.
h étant connu, le problème est facilement résolu.
CHAPITRE PREMIER
MOUTEMENT D'UN ^OINT HATtRIEL. — VITESSE.
1. Objet de la cinématique. — La cinématique a pour objet l'éfude du mouvement considéré en lui-même, indépendamment des causes qui le produisent. Elle se subdivise elle-même en deux branches : la cinématique pure, où le mouvement est étudié d'une manière abstraite, et la cinématique appliquée, qui étudie les mécanismes servant à la transmission et à la transformation des mouvements. Dans ce cours nous ne nous occuperons que de la cinématique pure.
Cette portion de la Mécanique emprunte à l'expérience trois notions : celle du point matériel déjà considérée en statique, celle de la vitesse et celle du temps.
Nous définirons plus loin la vitesse. Nous pouvons dès maintenant dire que la vitesse n'étant autre chose qu'une longueur portée dans un sens déterminé sur une droite, nous l'évaluerons en prenant pour unité de longueur le mètre; le temps sera évalué en secondes. Nous commencerons la cinématique par l'étude du mouvement d'un point matériel; plus tard nous étudierons le mouvement d'un corps solide.
2. Mouvement d'un point. — Le mouvement d'un point est parfaitement défini, si on se donne la ligne droite ou courbe parcourue par ce point ; ce qu'on appelle la trajectoire du point, et à chaque instant la position du point sur sa trajectoire.
Supposons que la courbe S S' soit la trajectoire du mobile, et que l'on connaisse à chaque instant
l'arc M = s parcouru par le mobile à porter d'une origine
fixe 0; autrement que l'on ait la relation :
le mouvement du mobile sera déterminé si on compte le temps à partir d'un instant bien défini, par exemple» à partir de l'instant où il se trouve en un point M^ de sa trajectoire.
3. Mouvement rectiligne uniforme. — Vitesse. — Le plus simple de tous les mouvements est celui où l'espace parcouru par le mobile sur sa trajectoire est proportionnel au temps. Le mouvement est dit alors uniforme. Si nous appelons s et So les espaces parcourus au temps f et à l'origine du temps, on a:
Dans un pareil mouvement on donne le nom de viteB^ à l'espace parcouru dans l'unité de temps. Dans la formule précédente K représente la vitesse,
4. Vitesse dans un mouvement quelconque. — Tout mouvement qui n'est pas uniforme est dit varié. Dans un mouvement varié quelconque considérons le«iobile à un
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instant quelconque t, soit M la position du mobile au temps f, M' sa position à Tinstant t + Ai. La droite MM' qui joint le premier point au second est ce qu'on appelle le déplacement
MM
du mobile pendant le temps M. Le rapport -rr est ce qu'on
peut appeler la vitesse moyenne pendant le temps A<; c'est la vitesse que devrait avoir le mobile animé d'un mouvement rectiligne et uniforme pour éprouver le déplacement MM' pendant le temps ^t. Cette vitesse moyenne est une grandeur géométrique MT, portée sur la droite MM' dans le sens du mouvement. Imaginons que l'intervalle \t tende vers zéro, ta direction M T, tendra vers une limite MT qui est la tangente à la courbe en M et la grandeur géométrique MT, vers une limite MT portée sur la tangente qui représente la vitesse au temps t.
La vitesse au temps t est la limite de la quantité ;
corde M M' ■ ■■ ■ I ■ I •
Or, si nous désignons l'arc MM' par As, on a identiquement :
corde MM' corde MM' ^s
X TT
A^ Is A/
comme :
. . ., corde MM'
Limite : = 1,
on a :
, , .^ corde MM' _ . . A«
Limite : = Limite — •
A^ àt
On voit donc qu'à un instant quelconque la vitesse est la dérivée de l'espace par rapport au temps, et de plus que la vitesse est une grandeur géométrique qui à chaque
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instant doit être considérée comme portée sur la tangente à la courbe au point considéré à partir de ce point dans le sens du mouvement du mobile sur sa trajectoire.
5. Projection du mouvement sur un plan fixe. — Pendant qu'un point se meut dans l'espace en décrivant une courbe, sa projection sur un plan faite parallèlement à une direction donnée décrit une autre coui-be. Soit mm' la projection de l'arc infiniment petit MM', la corde mm' sera la projection delà corde MM' . Si nous amplifions ces
''£^^- deux droites dans le rapport r; '
/ l'une des droites amplifiées sera ^ / encore la projection de l'autre.
/ D'où on voit en passant _ à ia
^ limite qu'à chaque instant :
La vitesac de laprojection est laprojection de la vitesse du mobile dans l'espace.
Remarque. — Ce que nous disons de la projection sur un plan s'applique à la projection sur un axe faite parallèlement à un plan déterminé.
6. Relation entre la vitesse d'un point mobile et les dérivées de ses coordonnées par rapport au temps. Le mouvement d'un point mobile dans l'espace aéra paifaitement défini si on connaît à chaque instant ses cooi^ données x, y, z, c'est à dire si x, y, z sont des fonctions connues du temps.
x = nt), S = 9 (0.
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-, dos dp dz
d?' lî' dï ^°^^ '®^ vitesses de la projection du mobUe sur
les axes. On a donc, si les axes sont rectangulaires et si a, g, y sont les angles de la vitesse du mobile dans l'espace avec la partie positive des axes,
dx -du
^ = Vcoso., j|=Vco8p.
dz ^
5^ = Vcos-r.
=vm-mHïï-
nff.96
7. Cas des coordonnées polaires. — Il existe d'autres modes de décomposition de la vitesse. Supposons le mouvement plan et la trajectoire du mobile rapportée à des coordonnées polaires p et 0.
L'arc élémentaire MM' = ds de la trajectoire peut être considéré comme la résultante des deux longueurs :
MK =p(îe, et
KM.' = rfp,
la première perpendiculaire au rayon vecteur OM, la seconde comptée suivant ce rayon, dans les sens respectifs des accroissements de 6 et de p. Par suite, la vitesse V a deux composantes :
de dp
dans ces mêmes directions et sens, et sa valeur est :
vm
d^ df
La première composante :.
a reçu le nom de vitesse de circulation; la seconde -^ de vitesse d'entrainement ou de glissement ; enfin le mpport :
. MOM' 1 .de
se nomme vitesse aréolaire.
dp On sait que la sous-normale 01 = ^' P^tr conséquent :
dp
dt
La sous-normale est donc égale au rapport de la vitesse de glissement à la vitesse angulaire, La vitesse angulaire est la vitesse de circulation d'un point situé à une distance de l'origine égale à l'unité.
8. Méthode de Roberval pour mener les tangentes aux courbes. — Pour arriver à déterminer les tangentes aux courbes, Roberval considère une courbe comme engendrée par le mouvement d'un point mobile ; la vitesse en chaque point est la direction de la tangente à la courbe.
Si donc nous pouvons trouver, soit les vitesses simultanées des projections d'un point de la courbe sur deux axes coordonnés rectangulaires ou obliques, soit la vitesse de circulation et la vitesse de glissement dans un système polaire quelconque, nous aurons par une construction connue la vitesse propre du point mobile et ..la direction de cette Vitesse qui est celle de la tangente. 11 n'est pas même
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nécessaire de connaître ces vitesses simultanées elles-mêmes, mais seulement leur rapport, pour avoir la direction de la tangente.
Exemples. — !• Tangente à Tellipse. — Si nous considérons le point F comme pôle, la vitesse du point M sur la courbe se composera d'une vitesse de glissement le long du
rayon vecteur que nous représenterons par MP, et d'une vitesse de circulation pei^pendiculaire au rayon vecteur. Si donc nous portons à partir du point P sur la perpendiculaire PT une longueur égale à la vitesse de circulation, le point T sera un point de la tangente. Mais si on prend pour pôle le point F', on obtiendra encore un point de la tangente en portant sur le rayon vecteur une longueur MP' égale à la vitesse de glissement et sur la perpendiculaire P/ T une longueur égale à la vitesse de circulation. Or, en désignant par p et p' les rayons vecteurs, les 'vitesses de glissement sont pour le* point M :
dp 1}
dp/
Mais à cause de la relation :
dp dp'
'di'~'~'dt'
Donc les longueurs MP et MP' sont égales et doivent être portées en sens contraire. Si Tune est dirigée de F vers M, Tautre le sera de M vers F' ; par suite les deux triangles PMT,
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P'MT sont égaux et la droite MT est bissectrice de l'angle PMF\
2'* Tangente à la conchoïde. — La définition de la conchoïde
de Nicomède peut être généralisée de la manière suivante ;
Soit une courbe quelconque AB, je mène un rayon vecteur quelconque d'un point fixe et je prolonge ce rayon vecteur d'une quantité constante MM'; il s'agit ♦de trouver la tangente à la courbe, lieu des points M'.
Si nous élevons au rayon vecteur OM une perpendiculaire Mm égale à la vitesse de circulation de ce point, la perpendiculaire mP élevée à Mm jusqu'à la rencontre de la tangente MT représentera la vitesse de glissement du point M.
Faisons la même construction pour M'. Les vitesses de circulation des deux points M et M' étant entre elles comme les rayons vecteurs OM, OM', le point m' que nous obtiendrons sera sur la droite Om prolongée; d'ailleurs, la distance MM' étant constante, les vitesses de glissement des points M et M' sont égales. Donc m'P' = mP. De là on conclura facilement la construction de la tangente en M', si Mm est connu; or il est évident qu'il n'est pas nécessaire de connaître la vitesse de circulation Mm du point M et qu'on retrouvera absolument la môme construction si la grandeur arbitraire Mm est avec cette vitesse dans un rapport quelconque.
CHAPITRE II
AGGËLÉRATION DANS LE MOUVEMENT D'UN POINT MATfiRIEL.
9. Accélération dans le mouvement rectiligne. — Lorsque le mouvement d'un point matériel n'est pas uniforme, sa vitesse varie à chaque instant. Parmi les différentes espèces de mouvements variés nous considérerons en particulier le mouvement rectiligne uniformément varié. C'est celui où la vitesse varie de quantités égales dans des temps égaux. La quantité dont la vitesse varie dans l'unité de temps se nomme l'accélération. Si nous la désignons par y et si nous appe- Ions Vo la vitesse initiale du mobile, dans un mouvement uniformément varié, nous aurons la relation :
ou :
L'accélération est constamment égale à la variatio7i de la vitesse divisée par le temps.
Si le mouvement rectiligne est quelconque, désignons par V et t; + Av les vitesses du mobile aux temps t eit + M. Si à partir du temps t le mouvement devenait uniformément
At> varié, l'accélération de ce mouvement serait — •
Af^ t
Si l'intervalle de temps M tend vers zéro, le rapport ^ tend
DesPEYROUS. — Mécanique. 1^
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vers une certaine limite qui est par définition l'accélération du mobile au temps (. On voit qu'à chaque instant l'accélération est la dérivée de la vitesse par rapport au temps.
Supposons le mouvement sur la droite défini par la relation :
qui fait connaître la position du mobile sur sa trajectoire à un instant quelconque. La vitesse v et l'accélération v seront données par les formules :
dx iPx
Accélération daiu an mouvement quelconque. ~ De
la définition de raccélération dans le mouvement rectiligne nous passerons facilement à la définition de l'accélération dans un mouvement quelconque.
Soient M et M' les positions du mobile aux temps t cl t + à-t; MT et M'T' les vitesses du mobile à ces deux instants. Menons ME égale et parallèle à M'T'; T£ sera la variation géométrique de la ' vitesse pendant le temps i(.
Loipque le temps ii tend vers zéro, la pai'allèle à TE menée par le point M tend vers une position limite MI, et la limite de la grandeur TË &t
portée sur MI est oe que nous appellerons l'accflération du mobile au -temps t. La droite MI est située dans le plan OHCulateur delà courbe au point M, puisque le planTMEestt à la limite le plan osculateur.
11. Gompoeantes tangentielle et normale de l'accélératloii. — Notlfi avons TU ipic raccétéraUon ent sitttée dans le
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p!an oaculateur, on détermine ordinairement cette quantit géométrique par ses projections sur la tangente et sur 1 normale principale à la courbe.
Soit MT ^= V la vitesse du mobile au temps t,
M'T' ^(;-j-dc=:ME,
sa vitesse au temps infiniment voisin ( -h dt. L'accélératio
est égale en grandeur à -37 et ses projections sur la tangent
Fia 100 3-^ ^^ ^^ normale principale égi
' -"^ les respectivement à :
TK EK
dt' dt'
Or, si nous appelons e l'angle do contingence, nous avons
TK = (c + dp) C03 s — » = dv cos (,
ou simplement -r- en négligeant les infiniment petits di second ordre.
On a de même :
EK _ (» + rfr)sin£ "57"" dt
ou simplement :
|K _ (y + de) I _ (F + de) s MM' dt dt ~ MM' ^ dt ■
Remarquant que :
mF~p'
p désignant le rayon de courbure de la courbe, et : MM'
, en négli^ant les infiniment petits du second ordre :
dt ~ p' !S valeurs des accélérations tangentklle et normale donc :
i projection de l'accéléi'ation sur la tang'ente est égale â '.rivée de la vitesse considérée comme fonction du temps; 'ojection sur la normale principale est égale au carré i,vitesse divisé par le rayon de courbure.
le mouvement du mobile est uniforme, la vitesse du ile étant constante, sa dérivée est constamment nulle; élérationtangentielle d'un pareil mouvement étant nulle, élération est constamment dirigée suivant la normale cipale et constamment égale à :
, de plus, le mobile se meut sur un cercle, l'accélération constamment dirigée suivant le rayon du cercle et
i. Projection de l'accélération sur un axe. — Soient :
= V, M'T' =: u + dv les .vitesses du mobile sur sa trajectoire aux temps ( et
01, /i\ ' ■ rt-\-dt. En menant ME égale
et parallèle à M'T', TE sera la variation géométrique de la vitesse pendant le temps dt.
Or si on projette le mouvement du point sur un Ekxe,
projection de MT et me projection de ME seront les
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vitesses dans le mouvement projeté aux temps t et t + dt. Par conséquent te projection de TE sera la variation de la vitesse dans le mouvement projeté pendant le temps df. Donc Taccélération
dt du mouvement projeté est bien la projection de l'accélération
TE
dt
du mouvem^t dans l'espace.
Le même théorème a lieu si on projette le mouvement sur un plan.
13. On déduit de là un moyen da trouver l'accélération totale d'un point mobile quand on connaît en fonction du temps ses coordonnées x, y, z relativement à un système d'axes concourants Oo?, Oy, Oz. Les quantités x, y, z sont en effet les distances à l'origine des trois points projections. Comme ces points se meuvent en ligne droite, ils ont pour accélération :
d^x (Py d^z
dT»' rf?' W
Ce sont les projections de l'accélération totale r sur chacun des axes, chaque projection étant faite parallèlement au plan des deux autres. Si les axes sont rectangulaires, on a :
-\/m-Qhm'
et pour les cosinus des angles que cette droite fait avec les
axes :
COS X = ■— 7 COS \J, = -— » COS V
14. Antre manière de considérer l'accélération totale. — oient M et M' les positions du mobile aux temps f et ( + dt. Portons sur la tangente au point M une longueur MT égale à vdt, V étant la vitesse en M.
Nous allons démontrer que l'accélération est parallèle à TM' et est égale à :
Fig. 102.
TM' Xr
Pour le démontrer, nous allons projeter TM' sur la tanente et la normale principale en M et évaluer ces deux projections.
Soit l'axe infiniment petit MM'. Les deux premières érivées de ? par rapport au temps sont pour (=0 la Itesse V et l'accélération tangentielle ^; on aura donc par a formule de Maclaurin :
dt'
UV = <i = vdt + {-
in négligeant les infiniment petits du troisième ordre, cette expression représente avec le même degré d'approximation la )rojectionMQ de l'arcMM' sur la tangente. On a donc aussi :
MQ = pd( + i
jdC,
Reste à démontrer que l'on a :
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Or, on sait par une formule d'analyse bien connue, que l'on a :
Remplaçant MM' par sa valeur (1) et négligeant toujours les termes d'ordre supérieur au second, on aura :
QM' = i - df*
ou
2 V* at p
On voit donc que la quantité TM' X jTi* a les mêmes
projections que Taccélëration totale sur la tangente et la normale principale, et que par conséquent elle lui est égale.
CHAPITRE III
HOQTEHElfT D'UN CORPS SOLIDE.
15. Nous n'étudierons que le mouvement d'un solide nvariable, c'est à dire d'un solide tel que tous ses points ■estent à des distances invariables les uns des autres. Pour iéfinir le mouvement d'un pareil solide, il suiBt de donner :elui de trois de ses points non en ligne droite; eneffetj un juatrième point quelconque peut être considéré comme le sommet d'uu tétraèdre invariable qui sera parfaitement iéterminé lorsque sa base le sera elle-même.
16. Mouvement de tranBlation. — On appelle translation an mouvement tel que tous les points du solide décrivent à ;haque instant pendant le même temps infiniment petit dt les arcs inlinimcnt petits égaux en gi-andeur, direction et sens. Dans un pareil mouvement, les vitesses des dilTéients [wints du corps sont à chaque instant égales et parallèles, et ime droite ou un plan tracés dans le solide se déplacent toujours parallèlement à eux-mêmes.
17. Houvement de rotation. — Si deux points À et B du solide sont fixes, le solide ne peut que tourner autour de la droite qui joint ces deux points. Clwque point du solide décrit un cercle dont le plan est perpendiculaire à l'axe AB et dont le centre est sur cet axe. Il est facile de voir que les différents points du solide tournent autour de l'axe d'un
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angle égal pendant le môme intervalle de temps. Soit M un point situé à Tunité de distance de Taxe, soit dO Tangle dont ce point tourne autour de Taxe dans le temps dt. La quantité
de dt
est dite la vitesse angulaire du solide. En général cette vitesse varie à chaque instant, à moins que le mouvement de rotation ne soit uniforme. En même temps qu'un point situé à l'unité de distance de Taxe a une vitesse w, un point situé à une distance r a une vitesse
rti).
Mouvement d'une figure plane dans son plan
Théorème. — Tout déplacement d'une figure plane dans son plan peut être produit par une rotation autour d'un point fixe. Supposons qu'un plan mobile glisse sur un plan fixe,
la position d'une figure dans le plan mobile sera parfaitement détertainée si Ton connaît les positions de deux de ses points. Supposons que la droite AB vienne occuper la position A'B'; menons des perpendiculaires aux droites AA', BB' en leurs milieux, ces perpendiculaires se couperont en un point 0. De l'égalité des triangles AOB, A' OB' on conclut facilement l'égalité des angles AOA', BOB' et l'on voit que la figure peut être amenée de sa première position à la deuxième par une rotation autour du point 0. A mesure que le déplacement A A' diminue, le point tend vers une position limite 0, qui porte le nom de centre instantané de rotation.
Remarque. — Considérons la figure à un instant quelconque, et supposons que son déplacement, au lieu d'être fini, soit infiniment petit; l'arc A A' parcouru par un point A de la figure différera infiniment peu de la corde A A', et, par conséquent, comme ce mouvement peut être produit par une rotation autour du centre instantané 0,, l'arc AA' différera infiniment peu de Tare de cercle décrit du point 0, comme centre avec 0, A comme rayon. On voit donc que les vitesses des différents points de la iigure sont les mêmes à un instant quelconque que si les différents points de la figure tournaient d'un angle infiniment petit autour d'un certain point Oj. On conclut de là que les normales aux trajectoires des différents points de la figure mobile concourent à chaque instant en un môme point. De là une méthode pour mener la normale et par suite la tangente à certaines courbes.
P' Exemple. — On sait que si une droite A B de longueur constante se meut entre deux axes rectangulaires, un point quelconque M de cette droite décrit une ellipse. Pour mener
la normale à cette ellipse au point M, remarquons que les normales aux trajectoires décrites par les points A et B sont Fig. 104. ï^^ perpendiculaires AO' et BO' aux axes. 0' est donc le centre instantané de rotation pour la position A B de la droite mobile et par conséquent O'M est la normale à l'ellipse en M.
IL — Soit encore AB une droite de longueur constante qui se meut entre deux cercles, les normales aux trajectoires des points A et B sont les rayons CA, C'B des cercles, leur intersection est le centre instantané de rotation et OD
Fig, 105.
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la normale à la trajectoire décrite par un point D de la
droite.
Théorème. — On peut se représenter le mouvement d'une figure plane dans son plan, en faisant roulei* une courbe mobile sur une courbe fixe sans glissement.
Pour arriver à nous représenter nettement le mouvement continu d'une figure plane dans son plan, supposons que la figure mobile tourne d'abord
d'un angle a autour d'un point 0, puis d'un angle «' autour d'un point 0', puis d'un angle «' autour d'un point 0', etc. ; traçons OO; = 00' et faisant avec 00' un angle «; menons par 0,' la droite 0;K telle que l'angle 00;K = 00' 0', et la droite 0;0; = O'O' telle que 0;0;K = a', etc.
La rotation autour du point de l'angle « amènera 00,' sur 00' et fera coïncider 0,'K avec O'O'; la rotation autour de 0' de a amènera 0,'0' sur O'O'. On voit donc que le premier polygone roulera sur le second.
Considérons maintenant le mouvement d'une figure plane dans son plan. Les différentes positions du centre instantané de rotation formeront une courbe dans le plan fixe. Considérons les différents points de la figure qui coïncideront successivement avec les différentes positions du centre instantané de rotation, nous aurons une deuxième courbe. Il est clair que le mouvement de la figure peut être produit par le roulement de la deuxième courbe sur la première sans glissement.
Fig. 106.
19. Houvfflnent d'un corps solide autour d'un point fixe. — Lorsqu'un corps solide a un point fixe, il est clair que la position du corps sera complètement déterminée si on connaît les positions de deux de ses points. Soit le point fixe, décrivons du point comme centre une sphère avec un rayon quelconque. Cette sphère déterminera une certaine figure dans le corps. Deux points A et B de cette figure viendront en A', B' dans la deuxième position du coi-ps. Joignons AB, A'B' par des arcs de grand cercle, et menons des arcs de grands " cercles pei-pendiculaires aux arcs de
grand cercle AA', BB' en leurs milieux. Ces arcs se couperont eu un point P, et il est clair que l'arc AB peut être amené de sa première position à la deuxième par une rohition autour du point P, autrement dit que le corps peut Stre amené de la première position à la deuxième par une rotation autour de l'axe OP. Donc :
Théorème. — Tout déplacement d'un corps solide autour i'un point fixe peut être produit par une rotation autour i'un axe fixe.
Remarque. — Si le mouvement du corps solide, au lieu i'être fini, est infiniment petit, l'axe de rotation OP tendra (■ers une limite OP, qui est l'axe .instantané de rotation à l'instant considéré. Tout mouvement fini d'un corps solide pouvant être décomposé en une suite de mouvements infiniment petits, on voit que tout déplacement fini du corps solide peut être produit par une suite de rotations infiniment petites lutour d'une série d'axes successifs qui passent tous par le point^O et dont l'ensemble détermine une surface conique. [Considérons un des déplacements infiniment petits du solide
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qui amène un point A du corps en A', la vitesse du point A sera égale à Tare A A' réellement parcouru par le point A divisé par dt, mais le mouvement infiniment petit du corps solide peut être produit par une rotation infiniment petite autour d'un axe 0P„ rotation dans laquelle le point A décrit un arc de cercle infiniment petit AA'. Cet arc de cercle étant, à la limite, égal à Tare réellement parcouru par le point A, on voit que :
Les vitesses des différents points du corps sont à chaque i7istant les mêmes que si le corps tournait autour d'un axe fixe avec une vitesse angulaire déterminée.
Mouvement le plus général d'un corps solide
Occupons-nous d'abord du mouvement fini d'un corps solide. Soient A, B, G... les positions initiales de différents points du corps ; A', B', C... leurs positions finales. On peut amener le corps de la première position à la deuxième en donnant à tous ses points une translation égale et parallèle à A A', puis en le faisant tourner d'un angle déterminé autour d'un axe convenablement choisi passant par le point A'. Le mouvement du corps solide peut donc être produit par une translation et une rotation. Il y a une infinité de manières de produire le mouvement du corps solide par la combinaison d'une translation et d'une rotation, car au lieu de partir du point A nous aurions pu partir du point B par exemple; mais dans ces différents systèmes de deux mouvements il y a toujours trois choses qui restent constantes :
1° La direction de Vaxe de rotation ne change pas.
Supposons qu'au premier système de deux mouvements composés d'une translation égale et parallèle à AA' et d'une rotation autour d'un axe A' a?, on substitue une translation égale et parallèle à BB', suivie d'une rotation autour d'un axe B'y, je dis que les deux axes A'ic, B'y sont parallèles. En effet, soit P un plan perpendiculaire à Pi! x^ la translation et-
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la rotation autour de Pi! x ramèneront dans une position P' parallèle à P qui est sa position finale. Or, la translation BB' conserve au planP sa direction, tandis que la rotation autour de B'j/ l'altère si B'j/ n'est pas parallèle à A' a?.
^ La translation projetée mv Vaxe de rotation conserve la même valeur.
Donnons au corps une translation égale et parallèle à A A', puis une rotation autour de A' x. La translation amènera B en B,, la rotation B, en B'. Or, comme B^B' est situé dans un plan perpendiculaire à Taxe, sa projection sur Taxe est nulle. La projection de BB' sur Taxe est donc égale à celle de BBi, c'est à dire à la projection de AA'.
dP L'angle dont il faut faire tourner le corps conserve une valeur constante.
En effet, considérons une droite L située dans un plan P perpendiculaire à la direction commune des axes, la translation A A' et la rotation autour de A' a: l'amèneront dans une position L' située dans un plan P' parallèle à P. La translation B B' ne change pas la direction de la droite, et comme la rotation autour de B'y doit l'amener en L', il faut que cette rotation soit la même que la première et égale à l'angle des droites L et L'.
21. Axe central. — Parmi les différents systèmes d'une translation et d'une rotation, il en existe un particulièrement remarquable, c'est celui où la translation est parallèle à l'axe de rotation. Si nous' considérons un plan P perpendiculaire à la direction commune des axes, pour amener une figure située dans ce plan de sa position initiale à sa position finale lorsque le plan est en P', il suffit de lui donner une translation égale et parallèle à la plus courte distance des deux plans, puis une rotation autour d'un point situé dans le plan P' ou autour d'un axe OZ perpendiculaire au plan P', et cemme le poiût é^t unique, l'axe OZ est aussi ttnique.
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n n'existe donc qu'un seul axe pour lequel la translation est parallèle à l'axe de rotation. On voit alors que le mouvement du solide consiste dans un glissement le long d'un axe suivi d'une rotation autour du même axe. Quand une vis pénètre dans son écrou, elle glisse le long de l'axe et en même temps elle tourne autour du même axe, mais rien n'empêche de supposer que la rotation totale a succédé au glissement total ; de même que dans le mouvement d'un corps solide on peut parfaitement supposer que le glissement et la rotation s'effectuent simultanément. On peut donc assimiler le mouvement d'un corps solide, entant qu'il s'agit d'un déplacement finira un mouvement hélicoïdal ; dans ce mouvement, les différents points du solide décrivent des arcs d'hélice de même pas situés sur des cylindres concentriques.
Jusqu'ici nous ne nous sommes occupés que du déplacement fini d'un corps solide. Si le déplacement, au lieu d'être finiy est infiniment petite on peut encore l'obtenir à l'aide du glissement le long d'un axe suivi d'une rotation autour du même axe, qui prend alors le nom d'axe instantané de rotation et de glissement.
Si, pendant le temps infiniment petit dt, le corps glisse le long de Vaxe instantané de la quantité dz et tourne autour de l'axe de l'angle da, l'arc élémentaire parcouru par un point du solide situé à une distance r de l'axe sera égal à :
et la vitesse V du même point sera par conséquent :
22» Houvement continu le plus général d'un corps solideé
— Le mouvement continu d'un co;^ps solide pouvant être considéré comme une suite de mouvements infiniment
petits ou de mouvements élémentaires ^ on peut se faire une idée de ce mouvement de la manière suivante.
Chaque glissement et chaque rotation infiniment petits se font autour d'un axe instantané dont Tensemble constitue une surface S. Désignons par A^ A„ A|... les génératrices successives de cette surface et considérons le corps au moment où vont s'effectuer les deux mouvements élémentaires autour de A,.
On peut concevoir dans le corps une série de droites que la suite des mouvements élémentaires amènera successivement à coïncider avec A„ A,... ; désignons-les par A^, A[..., leur ensemble formera une deuxième surface réglée S'. Il est facile de voir que les deux surfaces S et S' ont non seulement constamment une génératrice commune, mais encore qu'elles sont constamment tangentes le long de cette génératrice commune. En effet, le glissement le long de A, n'empêche pas les deux surfaces d'avoir une génératrice commune, mais la rotation autour de A^ amenant la génératrice A,' à coïncider avec A„ on voit qu'à la fin de chaque série de deux mouvements élémentaires les deux surfaces ont deux génératrices infiniment voisines communes, autrement dit qu'elles sont tangentes le long d'une génératrice. On voit donc qu'on peut se faire une idée du mouvement du corps solide en imaginant que la surface S roule sur la surface S', chaque roulement élémentaire étant accompagné d'un glissement élémentaire le long d'une génératrice commune.
MOUTEHENT COMPOSÉ ET MOUVEMENT RELATIF D'UN POINT
23. Supposons qu'un point matériel soit en mouvement dans un système S formé par exemple de trois axes coordonnés, et que le système S tout entier et avec lui le point M soit en mquvement dans un système S' que nous supposons fixe. Pour un observateur faisant partie du système S' le mouvement du point M, tel qu'il a lieu réellement, est le mouvement absolu de ce point, et pour un observateur faisant partie du système S, le mouvement du point M est le mouvement relatif du point. Enfin, le mouvement du système S dans le système S' porte le nom de mouvement d'entraînement.
En général les différents points du système S auront dans le système S' des mouvements différents ; mais il y a un cas particulier remarquable à considérer : c'est celui où 'les différents points du système S ont constamment dans des temps égaux des déplacements égaux et parallèles. On dit alors que le système S est animé, par rapport au système S', d'un mouvement de translation. Dans le mouvement de ti'anslation, les vitesses des différents points du système S sont constamment égales et parallèles.
On peut se proposer de trouver le mouvement absolu d'un point, connaissant son mouvement relatif et son mouvement d'entrainementy cela s'appelle composer deux mouvements; et il est clair que Ton peut se proposer de composer plus de
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deux mouvements. Par exemple, ou peut chercher le mouvement absolu d'un point, connaissant :
■ i° Son mouvement relatif dans un système S ;
2" Le mouvement d'entraînement du système S dans un système S' ;
3" Le mouvement d'entraînement du système S' dans un système S' supposé fixe.
Il est clair aussi qu'on peut se proposer de trouver le mouvement relatif, connaissant le mouvement absolu et le mouvement d'entraînement; ou le mouvement 'd'entraînement, connaissant le mouvement absolu et le mouvement relatif II existe, relativement à la composition des mouvements, deux lois remarquables sur la composition des vitesses et des accélérations, que nous allons nous occuper de faire connaître.
24. Composition des vitesses. -^ Thëorèue. — La vitesse dans le mouvement absolu est à chaque instant la rémltante géométrique de la vitesse dans le mouvement relatif et de la vitesse dans le mouvem&it d'entraînement.
Soit M la position du mobile au temps (, MN sa trajectoire relative à cet instant, c'est à dire la courbe qu'il parcourrait si le mouvement d'entraînement s'arrêtait à partir du temps (. Le point M considéré comme un point du système S parcourt dans le ■ système S' une certaine trajectoire MM,M„ et au bout du temps t + dt le point M considéré comme faisant partie du système S est venu en M, sur cette trajectoire; mais on peut supposer que le point M, en même temps qu'U se meut sur la courbe MM,M„ entraîne avec lui sa trajectoire relative. Cette trajectoire se déplacera parai-
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lèlement à elle-même si le mouvement du système S dans le système S' est un mouvement de translation. Mais en général il n'en sera pas ainsi : cette trajectoire relative occupera, par exemple la position MjM'N' au temps t + dt^ et comme pendant le temps di le point M s'est déplacé sur sa trajectoire relative, il se trouve réellement en M' au temps t+dt^ en sorte que la trajectoire absolue du point M est une certaine courbe passant par les points M et M' .
Or, si le temps dt est infiniment petit, les arcs MM', MM„ M, M' peuvent être remplacés par leurs cordes, et comme la droite MM' est la résultante géométrique des droites MM,,
M ,M\ on voit en amplifiant ces trois droitos dans le rapport -,- '
que la vitcs-o^ans le mouvement abf^olu est Ls vésultanl^ ^^_^ofn(s^Hy'de la tflosse relative et do Jn Mtes^e d'f^truînAw^A^ du pOHit M r
boii OA la vitesse relative et AB la vitessof d'enti^ai
nement du point .M. Ofi peut con-
Ri^(C9
sidérer OA comme ria résultante deOB et de B A. ©One:
La vitesse relative d'un point est
la résultante de la vitessç, absolue
^ et de la juitess^'mtrainemènt prise
/ en sen^-çâMfaire.
lition flés
La règle pour la. composition ûks vitesses peut évidemment être généralisée dans le ca/où on aurait plus de deux mouvements.
26. Composition des ^pcélérations. — Supposons d'abord que lpi^pouveDttpnt du système S dans le système S' soit un mowrement^j»tran$feitii».
Scient à'B 19 trajectoire relative du point M au temps f , A ' B^ cette tr^ctoir^u temps t + xf f, M' la position du point au
temps t + dt sur la nouvelle position de sa trajectoire relative. Pendant le temps dt le point aura parcouru un certain arc MM' dans son mouvement absolu. Par un point arbitraire menons une droite D égale et parallèle à la vitesse
d'entraînement du point M au temps f, et DE égale et parallèle à sa vitesse relative au même instant, OE sera sa vitesse absolue au temps t. Par une construction analogue nous obtiendrons sa vitesse absolue OE^ au temps t + dt^ en sorte que EEj est la variation géométrique de la vitesse absolue pour l'intervalle dt. Construisons le parallélogramme EDDjI, dont deux côtés sont ED et DD^ et joignons lE,.
EEj est la résultante géométrique de El ou DD» et de lE,, c'est à dire de la variation géométrique de la vitesse dans le
mouvement d'entraînement et dans le mouvement relatif. Si
nous amplifions les trois longueurs dans le rapport -tt » l'une
des trois droites amplifiées étant encore la résultante des deux autres, nous obtenons ce théorème :
Lorsque le mouvement d* entraînement est un mouvement de translation, V accélération d'un point est à chaque instant la résultante géométrique des accélérations du point dans son mouvement relatif et dans son mouvement d'entraînement.
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27. Remarque. — La démonstration précédente ne s'appliquerait plus si le mouvement d'entraînement n'était pas un mouvement de translation. En effet, nous avons comparé les vitesses relatives du point M au temps ( et ( -i- d(. Mais si le système S n'est pas animé d'un mouvement de translation dans le système S', la droite lE, ne représente plus, la variation de la vitesse relative, car pendant le temps d t la droite qui représente la vitesse relative du point M au temps t a tourné d'un certain angle ; et pour avoir la variation de la vitesse relative, il faut comparer la vitesse relative du point M au temps t -^ dt avec la droite qui représente réellement au temps t 4- di la vitesse relative du point M au temps (. De même EE, ne représente pas la variation de la vitesse absolue pendant l'intervalle de temps d t, parce que, pour avoir la variation de la vitesse absolue pendant l'intervalle dt, il faut comparer la vitesse absolue au temps t + dt avec la droite qui représente la nouvelle position de la vitesse absolue au temps t à l'instant t -h dt.
. Nous allons donner le théo- , I rème général sur la composition des accélérations lorsque le mouvement d'entraînement est quelconque,
Théorème de CorioUs
— Soient AB la trajectoire relative du point M au temps t, A'B' cette trajectoire au temps t -i- dt, MM' la trajectoire du point M considéré comme appartenant au système S. En vertu du mouvement d'entraînement du système S dans le système S', le point M sera venu en M' au temps t -h dtet sa trajec-
toire relative en M'Mi. Si nous prenons les arcs M' M,' = MM, = vdt, V étant la vitesse relative, nous aurons en M,' la position réelle du mobile au temps t + di.
Menons en M des tangentes MC, MD aux courbesAB, MM' et portons sur cestangentes des longueurs MC, MD égales à vdi et v'dt, v et v' étant les vitesses relatives et d'entraînement du point M. En achevant le parallélogramme MCKD, MK sera la direction de la vitesse absolue V du point M, et l'on aura :
MK = Vii/;
par conséquent KM,' sera la direction de l'accélération du point M dans son mouvement absolu et l'on aura la grandeur
de cette accélération en multipliant KM,' par j--
Mais pour amener la trajectoire relative dans la position A'B', nous pouvons d'abord donner au système S un mouvement de translation qui amènera cette trajectoire relative en A,B„ puis un mouvement de rotation autour d'un axe xy passant par le point M' qui l'amènera dans sa véritable position A'B'. Si le mouvement de rotation n'avait pas lieu, le point M serait parvenu en un point m tel que :
l'arc M'm = MM, = vdt,
la rotation l'amène dans sa véritable position M,'. Cela posé, achevons le parallélogramme M, CKF et joignorts Fm. La droite KM,' est la résultante géométrique des droites KF, Fm, t»M,'.
La première KF étant égale à M,C, multipliée par tt,
représente l'accélération J du mouvement relatif.
La deuxième Fm = DM' multipliée ^[Elément par t-,
représente l'accélération dans Je mouvement d'entraînement du point M.
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Quant à la troisième m M,' nous allons la déterminer. Remarquons que si « représente la vitesse angulaire de rotation du système S autour de Taxe xy et si p représente la longueur de la perpendiculaire abaissée du point m sur Taxe xtfy on a :
Or:
p = M' M.' sîn a,
et désignant l'angle de Taxe instantané xy avec la tangente "en M' à la trajectoire relative ; et comme :
mM[ =Viùd1^ sin a,
cette quantité multipliée par ^, est donc égale à :
îtùv sin a.
Par conséquent la quantité KM,' X ^ ou l'accélération G
dans le mouvement absolu est la résultante géométrique de trois accélérations :
1<> L'accélération J dans le mouvement relatif;
2<> L'accélération J' dans le mouvement d'entraînement;
3** Une troisième accélération J' = 2(i)f?sina perpendiculaire au plan qui passe par la vitesse relative et l'axe instantané de rotation et dirigée dans le sens où la droite qui représente l'extrémité de la vitesse relative tend à se mouvoir dans la rotation autour de xy. On lui donne aussi le nom d'accâération complémentaire .
Ce théorème est àd à Coriolis.
29. Applications. L — Point en repos absolu par rapport à un système d'axes qui tourne uniformément autour d'une droite fixe.
Fi^.113.
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Soit M le point donné et supposons que la rotation ait lieu autour d'un axe vertical projeté en dans le sens de la
flèche f. Pour un observateur emporté avec les axes, le point semble décrire un cercle avec une vitesse MB = wr égale et contraire à la vitesse d'entraine- *
nient M A = w r qu'aurait le point
M s'il était lié aux axes.
Cherchons l'accélération dans le mouvement absolu du point M.
Les accélérations des mouvements relatif et d'entraînement sont chacune égales à wV et toutes deux dirigées de M vers 0. Quant à l'accélération complémentaire, elle est égale à la vitesse que prend l'extrémité G d'une droite telle que MG == 2MB. En vertu d'une rotation w autour de l'axe projeté en M, cette vitesse est :
X MC = 2(»)V
et de plus elle est dirigée de vers M.
Donc, cette dernière accélération détruit les deux premières et l'accélération du point M est nulle, ce qui était évident à priori.
II. — Accélération d'un point qui se meut dans un plan et qui est rapporté à des coordonnées polaires.
On peut appliquer encore ici le théorème de Goriohs.
On peut supposer que le point glisse le long d'une droite OM, en même temps que cette droite tourne autour du point 0, le premier mouvement étant considéré comme mouvement relatif, le second comme mouvement d'entraînement.
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Ces deux mouvements sont définis si on connaît en fonction du temps la distance OM = p du point mobile sur la droite et Tangle MOa? = w que la droite OM fait avec une droite fixe Ox.
Cherchons l'accélération du point M.
L'accélération du mouvement relatif est égale à :
dY
Représentons-la sur la figure par MA.
L'accélération d'entraînement a une composante tangentielle égale à :
rf*0
dty dt)
^ dt'
et une composante centripète égale à :
1 / rfO
) =Pd?
Représentons-les respectivement par MB et MC. L'accélération complémentaire est égale à la vitesse qu'aurait un point D situé à une distance du point M double de la vitesse
relative si on le faisait tourner de l'angle jj autour d'iin axe
projeté en M; elle est donc égale à :
dôrfp dtdt'
et de plus dirigée de M vers B.
Les composantes tangentielle et normale de l'accélération
sont donc :
d*0 ^d^dp , de*
h 2 et
^dt^ dtdt ^dt^
CHAPITRE V
COMPOSmOK DES HODTEKEHTfl D'UN CORPS 30UDS.
30. Lorsqu'un corps solide est en mouvement par rapport â des axes mobiles, le mouvement du corps solide par rapport à ces axes est son mouvement relatif et le mouvement du corps solide par rapport à des axes fixes est son mouvement absolu.
On peut se proposer de composer le mouv&tn€m,t relatif da. corps solide avec le mouvement des axes mobiles considéré comme mouvement d'entraînement.
Nous allons nous occuper de la composition de ces deux mouvements lorsqu'il s'agit de deux mouvements élémentaires ; on en déduira ensuite facilement la composition de deux mouvements quelconques d'un corps solide.
Compoiitioii da deux moaTajnenU élémantaireB d'un oorpa uUde.
31. Composition de deux translations. -~ Il est facile de voir que le mouvement résultant est une translation dont la vitesse est la résultante géométrique des vitesses dans les mouvements composants. Car deux points décrivant en vertu de chaque translation pendant le temps dt des droites égales et parallèles, les résultantes géométriques de ces deux droites seront pour chaque point égales et parallèles.
Composition d'une translation et d'nne rotation
Considérons un'solide animé à !a fois d'une translation et
Fig.115
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d'une rotation autour d'un axe perpendiculaire à la direction de la translation. Soient V la vitesse de la translation, u) la
vitesse angulaire de la rotation.
Menons un plan quelconque perpendiculaire à l'axe de rotation.
Soient la projection de Taxe sur ce plan, AB la direction de la translation. Abaissons du point une perpendiculaire sur AB et prenons sur cette perpendiculaire une longueur ô' telle que
V = (D XOO'.
Il est facile de voir que le point 0' reste fixe pendant les deux mouvements élémentaires du corps solide. En effet, pendant le temps df, le point 0' s'élève au-dessus de 00', en vertu de la translation, d'une quantité égale à :
\dt;
en vertu de la rotation autour du point 0, il s'abaisse audessous de cette même droite, de :
00' X <ùdt ou de YdL
Le point 0' reste donc immobile et le mouvement du corps solide est une rotation autour de i'axe projeté en 0'. Il est facile de voir que la vitesse angulaire de cette rotation est w. En effet, en vertu de la translation, le point s'élève pendant le temps (2 ^ de la quantité :
ydt = iù XOO' Xdt,
et il ne se déplace pas en vertu de la rotation autour du point 0. Or, si nous appelons w' la vitesse angulaire de rotation du corps autour du point 0', le déplacement du point en vertu de cette rotation est :
00' Xtù'dt,
On a d'?nc :
00' X u)'(i( = w X (iO'df,
Quant au sens de la rotation autour du point 0', il est facile de voir (ju'il est le sens de la rotation autour du point 0.
33. Composition de deux rotations autour de deux axes parallèles. — Soient et 0' les projections des deux axes sur un plan perpendiculaire
, à ces axes. Supposons d'abord ^ que les deux rotations soient de môme sens et qu'elles
■ — — , aient lieu avec les vitesses
angulaires m et w' autour des axes. Prenons sur la droite un point M tel que l'on ait :
Il est facile de voir que le point M reste immobile, car il se déplace de deux quantités égales et de sens contraires
w X OMdï et u' X O'Mdi,
en vertu de chacune des rotations autour des axes et O'. Le mouvement résultant est donc une rotation autour du point M. Pour trouver la vitesse angulaire u, de cette rotation, remarquons que le point 0' se déplace, en vertu de la rotation autour du point O, de la quantité
M X 00' dt,
et en vertu de la rotation autour du point M, de la quantité
.-, X Mt)' dt.
On a donc : <
«, xMO' = wxOO',
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donc
Quant au sens du mouvement résultant, il est évidemment le même que celui des deux mouvements composants.
34. En raisonnant comme nous venons de le faire, on verra que si les deux vitesses angulaires sont de sens contraires, la composition des deux mouvements donne encore lieu à une rotation avec une vitesse angulaire égale à la différence des deux vitesses angulaires dans le sens de la plus grande. Pour obtenir la position de Taxe de rotation 0„ supposons 0) >(«)'; il faudra prendre sur la droite 00', prolongée au delà du point 0, un point Oj dont les distances aux points et 0' soient dans le rapport inverse des vitesses de rotation w et w' .
35. Composition de deux rotations autour de deux axes concourants. — Axe représentatif d'une rotation. — Avant
de nous occuper de la com-
\\ pj ||-r position de deux rotations,
\ "' nous allons donner un moyen
V , de représenter les éléments
/ ^ caractéristiques de la rotation
d'un corps solide. On porte sur Taxe de rotation, à partir d'un point A, une longueur AO égale à la vitesse angulaire o> et dans un sens tel, qu'un observateur ayant les pieds en A et la tête en voie le
mouvement s'effectuer dans le sens des aiguilles d'une montre, c'est à dire de gauche à droite. Cette droite OA ainsi déterminée est appelée Yaxe représentatif de la rotation.
Cela posé, supposons qu'il s'agisse de composer deux rotations dont les axes représentatifs sont OA et OB. Le
point restant fixe en vertu de chacune des rotations, le mouvement résultant sera une rotation autour d'un axe passant par le point 0. Je dis que cet axe est la diagonale du parallélogramme construit sur OAet OB. En elTet, en vertu de la preniièro rotiition, un point C s'élève au-dessus du plan AOB de
iù X CPrf^
et en vertu de la deuxième, il s'abaisse au-dessous du même plan de :
Or, les deux triangles CAP, CBQ sont semblables et on a :
CQ~"CB "" w'
Les deux déplacements du point C sont donc égaux et de sens contraires. Le point C reste donc immobile, et par conséquent le mouvement est une rotation autour de Taxe OC.
Pour trouver la vitesse w, de cette rotation, remarquons que le point B se déplace, en vertu de la rotation autour de A, de la quantité
(1) X BK dr,
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et en vertu de la rotation autour de C, de :
Or, (I) X BK représente Taire du parallélogramme OABG, mais cette aire est aussi représentée par :
OC X BS,
donc :
On voit donc que le mouvement résultant est une rotation dont l'axe représentatif est OC. L'axe représentatif du mouvement résultant est la diagonale du parallélogramme construit sur les axes représentai f s des mouvements composants.
36. Remarque. — Si on avait à composer plus de deux rotations autour d'axes concourants, le mouvement résultant serait encore une rotation et Ton obtiendrait Vaxe représentatif de cette rotation en construisant le polygone des a^es représentatifs des mouvements composants. En particulier, on composera trois rotations autour de trois axes concourants en construisant le parallélipipède dont les côtés sont les aa)es représentatifs des trois mouvements concourants. La diagonale de ce parallélipipède sera Vaxe représentatif du mouvement composant.
On peut de même décomposer une rotation autour d'un axe OA en trois autres autour de trois axes Oa?, Oy, Oz, en achevant le parallélipipède ayant A pour diagonale et ses côtés dirigés suivant Ox^ Oj/, Oz. On obtiendra ainsi les axes représentatifs des trois mouvements composants.
37. Composition de deux rotations autour d'axes non situés dans le môme plan. — Soient AB, CD les directions des deux axes de rotation, que nous supposerons non situés dans un même plan. Par un point quelconque I de CD
menons KL parallèle à AB, nous pouvons, d'après ce que nous avons vu (32), décomposer la rotation autour de AB en une rotation autour de KL çt une translation perpendiculaire au plan des deux axes AB, CD. La rotation autour de KL se composera avec la rotation autour de CD et donnera encore une rotation. Cette rotation combinée avec la translation donnera un mouvement hélicoïdal.
CompDiitiDii de daoz monTemsnti qnelconqaBa d'nn goiim lolida-
38. Chacun des mouvemenls élémentaires poui'ra être remplacé par une translation et une rotation, les deux rotations donneront une rotation et une translation. On aura donc à combiner trois translations et une rotation; les trois ti-anslations se composeront en une translation unique qui, conibinéeavecla rotation, donnera un mouvement hélicoïdal. ,
39. Remarque importante sur la décomposition d'un moQvdment élémentaire quelconque d'un corps solide. — Considérons un corps solide rapporté à trois axes coordonnés rectangulaires Ox, Oy, Oz, et considérons un point du solide ou lié invariablement à lui qui coïncide avec le point O à l'origine du n'iouvement. Tout mouvement élémentaire du corps solide peut être remplacé par une translation égale et parallèle à celle du point et en une rotation autour d'un axe passant par le point 0. La translation peut être remplacée par trois translations parallèles aux axes Ox, Oy, Oz et la rotation par trois rotations autour des mêmes axes. Le mouvement élémentaire peut donc être remplacé par trois translations et trois rotations.
PRINCIPES GÉNÉRAUX
1 . Les lois de la dynamique n'ont pu être établies qu'en partant d'un certain nombre de principes ou vérités fondamentales, dont la connaissance a été puisée dans l'observation des faits. Ces principes ne sont pas d'une évidence absolue ; il a même fallu des hommes de génie pour les démêler dans les phénomènes qui s'accomplissent sur la terre et dans l'univers. Aussi, la vérité de ces principes ne peut-elle être reconnue, à priori^ d'une manière complète ; on ne peut que faire concevoir leur existence, au moyen de certains exemples de phénomènes dans lesquels chacun d'eux se manifeste d'une manière spéciale. Mais leur exactitude est rendue incontestable par l'exactitude des conséquences qu'on en déduit, au moyen d'une suite de raisonnements rigoureux. La plus grande preuve de cette exactitude se trouve dans l'accord du mouvement des corps célestes observés avec les lois théoriques de ces mouvements, obtenues en se fondant sur les principes dont il s'agit. Ces principes sont au
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nombre de deux : le principe de l'inertie, et le principe des mouvements relatifs.
2. Principe de Tinertie de la matière. — Ce principe comprend deux parties :
i^ Si un point matériel est en repos dans V espace, il reste en repos tant qu'aucune force n'agit sur lui;
2° Quand un point matériel est en mouvement, si aucune force n'agît sur lui, S07i . mouvement est rectiligne et uniforme.
Lorsqu'un point matériel est en repos, il faut qu'une force agisse sur lui pour le mettre exi mouvement. Quand un point matériel est en mouvement, si son mouvement n'est pas rectiligne et uniforme, c'>est qu'une force agit sur lui, modifiant soit la grandeur de la vitesse, soit sa direction, soit les deux à la fois. Quand le mouvement est rectiligne, et que la vitesse augmente, une force agit sur le mobile et le sollicite dans le sens du mouvement ; elle le sollicite en sens contraire quand la vitesse diminue. Si le mouvement est curviligne, une force agit obliquement pour écarter le mobile de la ligne droite ; dès que la force cesse d'agir, le mouvement redevient rectiligne et uniforme.
La première partie de ce principe paraît avoir été connue de toute antiquité; il n'en est pas de même de la seconde; ainsi, pefndant très longtemps, les astronomes considéraient le mouvement circulaire et uniforme des planètes comme s'accomplissant naturellement, sans effort. C'est Kepler qui parmt avoir eu le premier la conception complète du principe de l'inertie, au commencement du dix-^septième siècle. Peutr être y a-t-il été amené par l'observation, par exemple en considéï'ant le mouvement d'une bille sur un plan poli, et en remarquant que le mouvement de la bille dure d'autant plus longtemps que le plan est plus poli, ou que la force quragit sur la bille, le frottement contre le plan, est plus faible.
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3. Principe des mouvements relatifs. — Quand un système de points matériels ont un mouvement commun de translor tion dans l'espace, si une force agit sur Vun des points en particulier, le mouvement relatif que la force imprime à ce point dans le système est indépendant du mouvement général de translation du système, c'est à dire est le même que si le système était en repos.
On aperçoit facilement par quel genre d'expériences on pourrait reconnaître la vérité de ce principe, si la terre était immobile. On n'aurait qu'à donner un mouvement uniforme commun à un système de points mobiles les uns par rapport aux autres, on appliquerait à l'un d'eux une force dont on ferait varier la grandeur et l'intensité, et l'on reconnaîtrait que le mouvement relatif est tout à fait indépendant du mouvement uniforme commun, et le même que si ce dernier n'existait pas. On vérifierait cela sur un bateau en mouvement sur un fleuve ; cela serait plus difficile à vérifier si le mouvement de translation n'était pas rectiligne et uniforme. Mais le mouvement de translation de la terre autour du soleil fait qu'il nous est impossible d'observer des mouvements absolus, et par suite d'arriver à la démonstration rigoureuse de ce principe.
A l'aide des principes précédents, nous pouvons déterminer aisément le mouvement que prendra un point matériel soumis à l'action de forces données ; nous allons commencer par un cas simple qui fera l'objet du théorème suivant :
4. Théorème. — Une force constante, en grandeur et en direction, agissant sur un point matériel partant du repos, lui imprime un mouvement rectiligne uniformément varié.
Soient la position initiale du point matériel, F la force constante dirigée suivant OX; il est évident que si le point matériel part du repos, il se mouvra suivant OX; partageons le temps en petits intervalles égaux 0.. Après le premier
instant 6, le mobile a parcouru l'espace OA et possède une certaine vitesse a; si la force cessait d'agir, le mouvement deviendrait rectiligne et uniforme avec la vitesse a d'après le principe de l'inertie. Imaginons un système de points matériels 0', 0'... identiques au point 0, partant du repos et sollicités par des forces égales et parallèles à F : au bout du temps 6, tous ces points auront parcouru des longueurs 0' A', O'A' égales et parallèles à A; après le temps 6, supprimons ces forces : tous les points seront animés d'un mouvement de translation rectiligne et uniforme avec la vitesse a. Faisons maintenant agir la force F sur le point seul ; d'après le principe des mouvements relatifs, elle agira sur ce point en mouvement comme s'il était en repos, et lui communiquera au bout du temps 6 une vitesse relative a, et par conséquent la vitesse absolue du point au bout du temps 26 sera 2a. Si nous supposons, maintenant que le point fasse partie d'un système animé d'un mouvement de translation rectiligne et uniforme avec la vitesse 2 a et que la force F agisse sur le point seulement, au bout du temps 6 elle lui communiquera une vitesse relative a. Sa vitesse absolue au bout du temps 30 sera donc 3a. La vitesse varie donc de quantités égales en des temps égaux. Le mouvement est uniformément varié et on a :
Remarque. — Si le point ne partait pas du repos, mais avait la vitesse v^ dirigée dans le sens de la force F, le mouvement serait uniformément accéléré et l'on aurait :
Car, si le point fait partie d'un système animé d'un mouvement de translation rectiligne et uniforme avec la vitesse v^, et si la force agit uniquement sur le point 0, au bout du temps t elle lui communiquera une vitesse relative y t et par conséquent ce point aura une vitesse absolue v^ + ^t.
RÉamOQUEMENT. — Si un point matériel est animé
d'un mouvement rectUigne uniformément varié, la force que
sollicite le mobile est constante.
Soit, en effet, dans le mouvement observé :
Le mouvement n'étant pas uniforme, le point M est soumis à une certaine force : je dis quecette force est constante. Pour le montrer, supposons qu'on fasse agir sur le point partant de sa position initiale avec la vitesse v,, une force constante F', nous aurons un mouvement uniformément varié dans lequel la vitesse v' sera :
Y est nul avec F', et augmente constamment avec F'. Noua trouverons donc une valeur F, de F' , telle que f' ^ y ; alors, v' sera constamment ^al à v. Je dis que F, est constamment égal à F. Car, si entre les époques T et T' on avait constamment F < F„ il serait impossible que le mobile ayant la môme vitesse à l'époque T sous l'action des forces F ou F„ ait aussi la même ■vitesse à l'époque T' ; car, dans l'intervalle, l'accroissement de vitesse dû à la force F, devrait être plus grand que l'accroissement de vitesse dû à la force F.
6. Application à la pesanteur. — L'expérience montre que le mouvement d'un corps qui tombe dans le vide, est unifor^ mément accéléré ; l'accélération est la même pour tous les corps. A Paris, la valeur de cette accélération est : 9 = 9",8088.
Le théorème précédent montre que la force qui produit le mouvement d'un corps est constante pendant toute la durée du mouvement ; c'est la force qui sollicite le corps au départ, le poids P du corps.
7. Théorème II. — Lorsque deux forces constantes agissent successivement sur un même point matériel partant du repos, elles lui impriment des mouvements uniformément variés dont les accélérations sont proportionnelles aux forces.
Nous allons d'abord démontrer le lemme suivant :
Lemme. — Deux forces constantes F et F', de même direction, agissant simultanément sur un même point matériel partant du repos, lui impriment un mouvement rectiligne uniformément accéléré, dont Taccélération est la somme des accélérations des mouvements dus aux forces agissant séparément sur le mobile. Soient, en effet, r et y' les accélérations de ces mouvements séparés; imaginons une série de points matériels, partant du repos et soumis chacun à la force constante F; ces points vont prendre le môme mouvement uniformément accéléré d'accélération Y- La vitesse v de ce mouvement de translation sera, à répoque t :
Faisons maintenant agir la force F' sur Tun des points seulement M du système ; le mouvement relatif de ce point sera le même que si le mouvement de translation n'existait pas. Ce sera donc un mouvement uniformément accéléré, d'accélération y' , dont la vitesse v' sera s
Le mouvement absolu du point M s'obtiendra en composant deux mouvements uniformément accélérés, de même direction ; ce sera encore un mouvement uniformément accéléré, dont la vitesse V sera égale à (y + y') t. L'accélération y + ï' de ce mouvement est bien la somme des accélérations des mouvements produits séparément par les forces F et F'.
Ce lemme s'étend à un nombre quelconque de forces;
l'accélération due à la force nF, n étant entier, est n fois l'accélération due à la force F.
Nous pouvons maintenant démontrer le théorème énoncé. Soient F et F' les deux forces, y et y' les accélérations des mouvements uniformément accélérés qu'elles produiraient, si elles agissaient séparément sur un même point matériel partant du repos. Supposons que les forces F et F' aient une commune mesure F'.
D'après le lemme précédent, on aura :
d'où:
Il est facile d'étendre la démonstration au cas où les forces n'ont pas de commune mesure.
8. Définition de la masse. — Soient F, F', F'... différentes forces constantes, y, ïS y'--, les accélérations des mouvements qu'elles produisent en agissant séparément sur un même point matériel. On a, d'après le théorème précédent :
On en conclut :
ï Y' Tf'
Ainsi, quand différentes forces constantes agissent séparément sur un même point matériel, le rapport de chaque force à l'accélération correspondante est constant; ce rapport qui est constant pour un même point matériel, varie quand
» : •'. «■-.-'ïl .' 'î. ■. .'
on passe d'un point matériel à un autre ; il y a là quelque chose de particulier, de caractéristique, pour chaque point matériel ; c'est ce qu'on nomme sa masse ; ainsi, on a, en la désignant par m :
— — — — ■"■; — ^^ • • • ^^ fJfk
d'où:
F = WY, F' = m^\ F' = m^'.
Les points matériels n'entrent en dynamique que par cette constante : la masse. On voit que la masse est le rapport de deux nombres qui représentent l'un la force, l'autre l'accélération correspondante ; le premier nombre dépend de l'unité de force, le second de l'unité de longueur et de l'unité de temps. On a choisi le kilogramme pour unité de force, le mètre pour unité de longueur, la seconde de temps moyen pour unité de temps. L'évaluation de la masse dépend de ces trois imités.
Dans le cas où la force F agissant sur le corps se réduit à son poids, y devient égal à jf et on a :
ce qui donne un moyen très simple d'évaluer la masse d'un corps.
On voit par là que la masse d'un corps est proportionnelle à son poids ; il est facile de trouver le poids de l'unité de masse. Si, dans l'égalité ci-dessus, on fait m = 1, on a : P=^; ainsi, le corps dont la masse est 4 pèse gf kilogrammes.
Densité. — Dans un corps homogène, des volumes égaux ont des poids égaux et, par suite, des masses égales ; la masse
est donc proportionnelle au volume, et Ton a, en désignant par D un coefficient constant, m la masse, V le volume :
w = YD.
D est la densité; on voit que c'est la masse de Tunité- de volume.
Le poids spécifique p est le poids de l'unité de volume ; soit donc P le poids du corps ; on aura :
d'où :
telle est la relation qui lie la densité et le poids spécifique d'un corps.
Le poids spécifique de Teau est le poids d'un mètre cube d'eau en kilog. p = 4000. Oii en déduit :
CHAPIÏRE II
MOUVEMENT REaTIUSHS D'UN POINT MATÉRIEL.
9. L'étude du mouvement rectilîgne d'un point matériel repose sur le théorème suivant :
Théorème. — Dans un mouvement rectilîgne quelconque, V accélération est à chaque instant égale à la force divisée par la masse.
Nous avons déjà démontré le théorème pour une force constante, nous allons le démontrer pour une force d'intensité variable. Supposons qu'un point matériel, possédant une certaine vitesse initiale, soit solUcité par une force d'intensité variable, mais de direction constante, cette direction étant celle de la vitesse initiale ; il est évident que le mouvement du point sera rectiligne, varié, mais non uniformément varié. Soient y l'accélération du mobile au temps <, F la valeur de la force à cet instant; considérons le mouvement entre le temps t et le temps t + M; désignons par ir et v + A t; les vitesses aux temps f et f + Af, et soient dans cet intervalle F| et F, la plus petite et la plus grande valeur de F, en sorte que nous ayons pendant le temps A f :
L'accélération correspondante à la force constante F^ est
Yj =— ; si la force F restait constamment égale à F„ elle
produirait dans le temps At un accroissement de vitesse
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égal à :r^t; de môme, si la force F était constamment
égale à F,, elle produirait l'accroissement de vitesse -z: ^t*
L'accroissement de vitesse observé At; sera évidemment compris entre les deux accroissements ci-dessus ; donc :
m It m
Si Ton fait tendre A< vers zéro, — et — auront pour limite
' III fil
commune - et l'on aura :
l_dv__
Telle est l'expression de la force dans un mouvement rectiligne quelconque; elle est de même signe que dv; de sorte qu'en employant cette formule^ on regarde la force comme positive quand elle tend à augmenter la vitesse, et négative quand elle tend à la diminuer. Soit un point fixe sur la droite ; la position du mobile M sera déterminée par la distance M = a? ; nous regarderons x comme positif quand le point M sera à droite du point 0, et négatif quand le point M sera à gauche ; on aura toujours :
dx
La vitesse sera positive quand le mouvement aura lieu dans le sens des x positifs ; si la force F agit dans ce sens,
elle augmentera la valeur algébrique de v, dv sera positif; si elle agit en sens contraire, dv sera négatif. Ainsi, dans les applications que nous ferons de l'équation (1), nous affecterons la force F du signe + quand elle agira dans le sens des X positifs, du signe - quand eUe agira dans le sens des X négatifs. Si plusieurs forces agissaient sur le mobile, on appliquerait à chacune d'elles la règle ci-dessus relative au signe. En remplaçant dans (1) v par sa valeur (2), on a :
Telle est l'équation du mouvement.
Dans le cas le plus général, F dépendra de la position du mobile, de sa vitesse et du temps ; on aura :
L'équation (3) sera donc une équation différentielle du second ordre; son intégrale générale contiendra deux constantes arbitraires C et C :
La présence des deux constantes tient à ce que les problèmes qui ne diffèrent du problème proposé que par la position
(dx\ ^j du point matériel pour f = 0, conduisent à la môme équation différentielle (3). On achèvera la solution en résolvant les deux équations :
par rapport à C et à C, et reportant ces valeurs dans (4). 10. Oiî ne sait pas en général intégrer l'équation (3) ; nous
considérerons un certain nombre de cas particuliers où cette équation peut être intégrée.
1® F dépend seulement du temps. On a :
On en tire :
dx
ix C
mx = mx^ -f- mv
2<> F dépend seulement de x :
.« + /'[/V(4rf^]d^.
On en conclut
idX -r-z- = ' ' dx,
dr m
d.m'=^-mdx,
\dt/ m '
et en intégrant :
/dxY
En résolvant par rapport à d f , et intégrant, il vient :
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3^ F e$t une fonction d$ v ;
V = fiv), d^s> de .. .
d'où :
. .^ mvdv
dot) = vdt = :
En éliminant v entre (5) et (6), on aura x en fonction de L
Remarque. — Dans ces trois cas, on a déterminé les constantes d'intégration de manière que, pour f =^ 0, on ait : ic = a?o, et V = Vq.
Application de ce qui précède. — Exemples de mouTement reotiligne.
Mouvement vertical des corps pesants dans le vide
— Prenons Taxe des x vertical et dirigé vers le bas ; considérons d'fidDord le mouvement descendant. Nous aurons,
dx
si, pour t = on a a; = 0*
Considérons maintenant le mouvement ascendant. On a alors :
xzzzivJ-^igfK
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Le corps monte jusqu'à ce que sa vitesse soit nulle, c'est à dire jusqu'à ce qu'on ait : f, == -^» alors :
A partir de cet instant il redescend, et il est facile de voir que, revenu au point de départ, il a précisément la vitesse avec laquelle il avait été lancé ; seulement cette vitesse est dirigée en sens contraire.
12. Mouvement vertical d'un point matériel pesant dans un milieu résistant. — Les particules du milieu mises en mouvement, réagissent sur le corps pesant qui tombe, et déterminent une résistance à son mouvement. Cette résistance est une fonction de la vitesse v; nous la supposons
égale à mg ^^ K étant un coefficient qui dépend de la forme
du corps, mais qui reste constant pendant le mouvement. En dirigeant l'axe des x suivant la verticale, et supposant que le mouvement ait lieu de haut en bas, on aura :
dv t* .
d'où :
(1) gdt = -^'
formule que Ton saura toujours intégrer, quand n sera entier. L'expérience montre que, pour des vitesses très faibles, on peut admettre n = 4 ; pour des vitesses moyennes inférieures à 200 mètres, n = 2, et enfin n = 3 pour des vitesses considérables, telles que celles des boulets de canon* Nous nous bornerons ici à considérer le cas de n === 2. On
a alors :
d'où, en admettant que l'on ait v = 0, pour i = :
d'où, en intégrant :
ic = — log (e " + e ~^j 4- C.
Si l'on a pris pour origine la position initiale du mobile, oa devra avoir x =; 0, pour i = 0; donc ;
logî
ell
on a
les deux formules :
En éliminant ( entre (3) et (4), on aura x en fonction de v. On peut wicore obtenir cette relation de la manière suivante :
de (A) on tire :
KK — t; KK+t;
et par conséquent :
gt --gt
Remplaçant dans (3) il vient :
(5) X=- — lOg —^=z=z = â' 'og Ui i •
Les formules (3), (4) et (5) renferment la solution complète du problème ; on en déduit cette conséquence, que le temps augmentant sans cesse, le mouvement approche de plus en plus de l'uniformité, et qu'il est sensiblement uniforme quand la vitesse g t provenant de la pesanteur est devenue très grande par rapport à K. On peut écrire en effet (3) et (4) comme il suit :
[fft -1 • •
et, en négligeant alors Texponentielle e ^ , qui est une très petite fraction, il vient :
x = K(—-lQe 2,
e = K; Despeyrous. ■— Mécanique. 14
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ces équations représentent bien un mouvement uniforme, de vitesse K ; il convient de remarquer que la force motrice
m g ( 1 — ^ j devient nulle à la limite quand on fait v = K.
Remarquons que le temps au bout duquel le mouvement devient sensiblement uniforme, est d'autant plus grand que la valeur de K est plus grande ; car, pour que Ton ait :
6 étant une quantité positive très petite, donnée d'avance, il faut que Ton ait :
r>-log.,
expression qui croît avec K.
La résistance du fluide étant une force qui s'exerce à la surface du mobile, la force motrice qui en résulte est indépendante de la masse, et serait la môme, soit que le mobile fût formé d'une matière très dense, soit qu'on enlevât la matière intérieure et qu'on la réduisît à une enveloppe très mince ; la force motrice pourra être mise sous la forme mg — HSv', S désignant la surface et H une constante; la
HS
force accélératrice sera g v*, et, toutes choses égales
d'ailleurs, elle sera d'autant plus grande que m sera plus
, ^ Km
grand; on aura : K ^^—nz •
^ |/HS
C'est pour cela que le mouvement final, dans un milieu résistant) est le plus rapide pour le corps pesant dont la densité est la plus grande, la forme et l'étendue de la surface restant les mêmes.
Quand la densité du milieu est très faible par rapport à celle du mobile, K est très gi*âtid, et ce n'est qu'après un temps très long que le mouvement peut approcher de
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runiformité ; on a en séries convergentes :
/ »* Tjei\ — 1-4- •- I - I- .
He * + e ^) * ^ 2K» ^ 24K' ^ ••*
e*- — r^ _gt . ft* ^t _gt , g*t*
logLtV +e 'J — 2K* 84K* 8K»
et l'on en conclut :
Ces formules se réduisent, comme cela devait être, aux formules du mouvement uniformément accéléré, pour K = oo .
Le mobile est lancé de bas en haut dans le même milieu
Prenons encore pour axe des x la verticale, dirigée vers le haut. La force motrice est alors :
Si la surface supérieure du mobile est identitjue à la surface inférieure, K sera la même que précédemment. L*équation du mouvement sera :
dv — gdt— ï =K j-
Soit v, la vitesse initiale, on aura en intégrant, et déterminant la constante arbitraire de manière que v = v,, pour t = :
— gt , V ^ V, ^ K K -^ = arc tang. g -~ arc tg -• = arc tg —^
cos^
V^ COS —r — K Sin jr
. gt „ gt
D, sm Y -^ K cos ^
d'où :
dx = «d^ = — d. log f «?o sin Y + K ces ^ j> a? = — log ( t;, sin ^ -*- K ces ^- ) -*- C.
On déterminera la constante en remarquant que pour t = on a a? = 0, ce qui donne :
C = --logK, et par conséquent on a :
On aura aussi, en partant de (6) :
in
— igdx _ d.v'
et, en intégrant :
d'où, en déterminant la constante en remarquant que pour x = 0,v = v,:
Les formules (7), (8) et (9) résolvent complètement le problème. Appelons h la plus grande hauteur à laquelle le mobile parviendra, et qui répond à y = 0; soit 6, le temps qu'il emploiera pour y parvenir, nous aurons :
teo-'-Î!.
e, = ïarclg|-,
Parvenu à cette hauteur le mobile retombera, et son mouvement sera représenté par les formules (3), (4) et (5), Cherchons sa vitesse v' lorsqu'il sera retombé de la hauteur h ; (5) donnera ;
galant cette valeur à la valeur (11), il viendra : K* _ K* + I','
d'où :
On en conclut v' < i;^, en sorte que la vitesse du mobile, quand il sera revenu à son point de départ, se trouvera moindre que sa vitesse initiale. Dessous par 6' le temps qu'il met à retomber de la hauteur ft, et pour acquérir par conséquent la vitesse v' . La formule (4) donnera :
OU bien, en remplaçant v' par sa valeur (43) :
0' Œ 3- log ■ ' ■ '■ ' ' -• = - log
si 6 désigne le temps total Oj + 0' de l'allée et du retour du projectile. On en conclura :
^=arctgz^4-log-— =r
La Zot de résistance est quelconque. On a R = m^(v
Prenons encore pour axe des x la verticale et considérons d'abord le cas du mouvement ascendant. Si nous supposons la partie positive des axes dirigée en sens contraire de la pesanteur, nous aurons pour l'équation différentielle du mouvement :
_ — dv a^=: rT\^
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Xg + ^iv)
... — vdv
ax := vat ~'
Le mobile monte jusqu'à ce que v = 0. Soient T le temps qu'il emploie à jnonter, A la hauteur à laquelle il s'élève, on aura:
Pour le mouvement descendant, BuppoBom les x positifs dirigés dans le sens de la pesanteur ; noua aurons :
Soit t' le temps nécessaire pour que le mobile reprenne la vitesse v,, on aura :
En rapprochant cette formule de (1), on voit'que (' est plus grand que T.
Cherchons la vitesse du mobile, quand il repasse au point de départ A après ôtre tombé d'une hauteur h, il faut dans (3) remplacer v par une certaine valeur Vt et x par A, ce qui
donne :
Jo g — ^ (cl
En comparant cette formule à (2), on voit que Ton a Vi < v,. Ainsi le mobile revient au point de départ avec une vitesse moindre que la vitesse v^ qui serait nécessaire pour faire monter le mobile à la hauteur h.
Problèmes sur le mouvement rectiligne, dans lesquels la force motrice est une fonction de la distance & une origine fixe.
15. Mouvement rectiligne d'un point matériel attiré proportionnellement à la distance par un centre fixe situé sur la droite trajectoire.
Soit h Tattraction à l'unité de distance, à la distance x l'attraction sera hx. L'équation différentielle du mouvement sera :
m TT = — A^» ou en posant - = n*
Il est facile de voir que cette formule convient encore si le point M est situé à gauche du point 0. L'intégrale générale de l'équation (4) est :
x= A ces nt + B sin w/, et on en déduit :
r = -TT = — wA sin n^ + nB ces nt.
at
Pour déterminer les constantes, supposons d'abord le mobile placé en Mo à une distance a?o de l'origine et sans
vitesse initiale au temps f = 0. On aura :
a?, = A, B = 0, donc :
a? = a?, sin nty V = — wo?, cosnf.
On voit d'abord que si t augmente de — » x eiv reprennent
la même valeur, le mouvement est donc périodique.
Pour
t augmentant, x diminue, v est négatif et augmente en valeur absolue.
Pour
la valeur absolue de la vitesse est maxima.
Si t augmente de - » a? et v changent de signes en conservant la même valeur absolue.
Soient a?', v' et x\ v' les valeurs qui correspondent aux temps :
^ ""2» "' ^ -îii^^' on aura : ^
On a un mouvement oscillatoire dont la période T == —
Représentation géométrique. — Prenons OMi=OM
pirfl2o^ = a;^ et décrivons un cercle sur
j\ M, M, comme diamètre ; imaginons
un mobile partant de M, et parcourant la circonférence d'un moumT M M# vement uniforme dans le temps T.
Soient N sa position sur le cercle au temps f, ? l'angle NOM„
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on aura:
OM = ON C08 ? = a?, cos ni = x.
. Donc, la projection du second mobile coïncidera constamment avec le premier.
Le temps T est indépendant de a?,; quelle que soit la position initiale du mobile M„ il met le môme temps pour
revenir au point ; ce temps est -r • Le mouvement que Ton
vient d'étudier serait celui d'un point pesant dans un canal rectiligne étroit, traversant toute la terre et passant par son centre, en supposant la terre sphérique et homogène, ou composée de couches concentriques homogènes.
Supposons maintenant que pour i = on ait :
on aura pour déterminer lés constantes les deux équations :
a?o = A, t;« =: nB; d'Où :
a? = a?* cos nt '\"^ sm ni.
t? = — Ha?, sîn nt + », cos nt.
On peut faire :
a?. r= a cos H, ~ :;= a sin H, a > 0,
et on aura :
a? = a cos (nt — H),
v:=^-'na sin {nt — H).
Le mouvement est encore oscillatoire, et la durée T de Toscillation complète est encore égale à — » et, par conséquent, indépendante de x^ et de v^*
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17. Mouvement rectiligne d'unpoint r^oiueé proportionnellement à la distance par un centre fixe situé sur sa trajectoire.
Soit X ,1a distance du mobile à l'origine 0, l'équation dilTérentielle du mouvement sera :
d'à; On en déduit :
dt'
- = «(Ae"* — Be— *)-
Soient x, et v« la distance initiale et la vitesse initiale du mobile. On aura :
Fig. 121 ar, = A + B, ^ = A— B,
tx = lœ, + ^J t" + IcBt — ^1 #-•',
2p = {nx, + p,) e" — (nx, — r,) e"".
18. Discussion. — Si v, est positif, a;, étant supposé l'être dans tous lea cas, il est évident que le mobile s'éloignera à l'infini.
Supposons maintenant y, négatif, et nx, + V, > 0; V s'annulera pour une valeur t^ de t satisfaisant à l'équation :
valeur admissible, car le second membre est plus grand ({uel.
On aura alors :
ix = e— ' r - {nx, — t^ + -. {nx, — p,)1.
fi-"'' (nx, — p,)
valeur positive; v changera ensuite de signe; ainsi le mobile va de M, en M„ puis de M, en M, et de M, à l'infini vers la droite; il ne passe pas au point 0.
Si, V, étant toujours < 0, on a nx, + v, < 0, v est toujours n^tif, le mobile va de M, en et de à l'inlini vei-s la gauche.
19. Mouvement rectiligne d'un point matériel attiré par l'origine par une force proportionnelle à la puissance 2n de la distance.
Kous aurons :
iPx
d'où, en multipliant par 2dx, et intégrant :
[dtj -^ in + i" ■
Nous supposons que le point ait d'abord été placé en M, sans' vitesse initiale; nous aurons pour déterminer C l'équation :
par suite ; Le mobile arrivera au point et passera vers la gauche.
La force tirant alors dans le sens X devra être considérée comme positive et Ton ri|.122 _. devra prendre Téquation :
On en conclut :
(') (sf)" = «■ - i^rh ^•"■-
Pour déterminer la constante, nous ferons a? = 0, et nous aurons, en appelant v^ la vitesse en :
mais de (4) on tire :
donc :
L'équation (4) convient quand le mobile est à droite du point 0, Féquation (3) quand il est à gauche. Il est facile de voir à quoi tient cette particularité : quand le mobile est à droite, la force doit être considérée comme négative ; à gauche au contraire, elle doit être considérée comme positive. Or l'expression «a?** est positive dans les deux cas ; elle ne prend donc pas d'elle-même le signe convenable et il faut le mettre dans chaque cas.
Mouvement rediligne d'un point matériel attiré par
deux centres fixes situas sur la
Fi^. 123 trajectoire en raison inverse du
_ -le- — . carré de la distance. Je ne con-
sidérerai que le mouvement du point entre les deux centres fixes ; soient et O' les deux
ft
centres fixes ; on a, en désignant par m et m' les attractions de ces deux centres sur l'unité de masse à l'unité de distance, par a la distance 00' et par x la distance OM :
éPx — m dt^ ~ a?» ■*"
on en tire :
, dix^ — imdx
dt* ~~ X*
im'dx
(a — 0?)* et en intégrant :
^ dt* X a — X
Soient v, la vitesse initiale, x^ la valeur correspondante de X] on aura, pour déterminer la constante G, l'équation :
de (2) on déduit :
dx
dt=±
ou bien en posant :
(4) ^(0,) = !!? 4- iî^ + G,
(8) dt=.±-^,
Remarquons que f (oo.) étant égal à v\ est positif 4
On prendra le signe + si au début la vitesse v^ a été dirigée dans le sens 00'^ le signe -^ dans le cas contrairei
SU. Discussion. — Pour savoir si aï peut prendre toutes les valeurs comprises entre et 0', il faut voir si dans ceis limites f (x) est toujours positif. On voit par l'expression (4) de f {x) que cette fonction pour a? = e et a? £= d — t est positive et très grande, e désignant une quantité positive très petite ; ayons recours à la dérivée :
(7) |/'(ap)=— j- 4- ; n»
entre a? = et a; = a, cette dérivée s'annule pour la valeur x=^x^ définie par Téquation :
d'où:
m ml
Vm'
X* - (a - xr
a — Xi
Vm
~' " Km + k»'
/» /ir» — n
y m 4- Vin!
Donc, entre a? = et a; = a, f {x) atteint seulement un minimum, et cela pour x =^ x^\ on trouve pour ce minimum :
Si ce minimum est positif, f (x) ne s'annule pas entre les points et 0' ; le mouvement se continue dans le même sens; ainsi le point mobile ira tomber sur 0', s'il a d^abord été lancé dans la direction 00' ; dans le cas contraire, il ira tomber sur 0. En remplaçant C par sa Valeur (3), nous voyons que ce cas se présentera quand on aura :
Si f {x) <0y f (x) s'annulera entre zéro et a pour deux valeurs, Tune oj' < a?„ l'autre ic' > a?,.
Si x^< x\ et si le mobile est lancé dans le sens 00', il s'éloignera de jusqu'à la distance a?' ; alors a; devra diminuer, et le mobile retombera en 0.
Si x^ > x\ et si le mobile est lancé dans la direction 0' O, x décroîtra jusqu'à x"y après quoi il croîtra, et le mobile ira retomber en 0'; ce cas se présentera si Ton a :
(11) t?,« < 1 [y m 4- Vm') •
Considérons enfin le cas où f {x^ = 0; alors l'équation f (a?) = a deux racines égales k x^. La valeur de C déduite de (9) en remplaçant f {x) par zéro est égale à :
C = --(Km + Km'y' a
On a donc :
a — x (Vm
Ç'Vx {a —
x) dx
Si a^o < ic,, et si le sens de v^ est celui de 00', il faut prendre le signe + .
Si x^ > a?,, et si le sens de v, est celui de O'O, il faut prendre le signe — .
On voit que, datis l'un ou l'autre cas, le mobile airive à la distance Xi du point 0, mais au bout d'un temps infini, et il y arrive avec une vitesse nulle. Le point qui correspond
à 0? = a?i est le point d'égale attraction, comme on le voit par l'équation :
mm
Le cas que nous venons de traiter se présentera quand on aura :
(12) t?o* = 1 ^ [Vm 4- y m') >
x^ d '— Xq cl
v^ étant donné, l'équation précédente donnera toujours pour x^ deux valeurs comprises entre zéro et a, car x variant de £c, à zéro ou de x^, à a, le second nombre augmente constamment de zéro à l'infini.
Appliquons ce qui précède au cas où et 0' sont les centres de la terre et de la lune. Nous supposons les deux corps en repos, et nous allons chercher quelle devrait être la vitesse d'un corps lancé d'un point de la surface de la lune dans la direction de la terre, pour que ce corps vint tomber sur la terre. On devra avoir l'inégalité (10). Soient f et r' les rayons de la terre et de la lune ; on a en nombres ronds :
a = 60r; ^ = jj H ^=§1^
l'inégalité (12) devient :
«?o > 2m — + ôT-r r — 57r- X -37- '
^* -^ r Les? ■*" 264 243 J' on en conclut :
r,»> 0,0828^- Des^eyrous. — Mécanique, 15
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Or, l'attraction de la terre, à la surface, est -7 sur l'unité de masse; on a donc :
et par suite : .
V* > 0,0828 gr;
_ en remplaçant gr et r par les valeurs approchées :
g = 9,Sl; r = 6360000", on trouve :
La lune n'ayant pas d'atmosphère dont la résistance puisse diminuer la vitesse des corps partis de sa surface, il s'ensuit que si la terre et la lune étaient en repos, un corps lancé de la surface de la lune vers la terre avec une vitesse plus grande que 2270 mètres dépasserait le point d'égale attraction et viendrait tomber à la surface de la terre. Il convient peutêtre de rappeler, ici, qu'à une certaine époque on a supposé que les aérolithes pouvaient être lancés par les volcans de la lune; il est presque inutile d'ajouter que cette opinion est aujourd'hui complètement abandonnée.
Remarquons que ce que nous venons de dire ne s'applique pas à la réalité; à cause du mouvement de la lune, il faut composer la vitesse initiale du projectile avec la vitesse du mouvement de translation de la lune autour de la terre. Le projectile décrit une courbe dans l'espace, et nos formules ne s'appliquent pas.
, Le même calcul donnerait i-ilOO mètres pour la vitesse avec laquelle on devrait lancer un projectile de la surface de la terre, pour que ce projectile pût atteindre la lune.
HOUTEHENT CURVILIGNE D'UN POINT MATÉRIEL
Coofidéralioni préUninaire»,
22. Théorème L — Si des forces donnéeê se font équilibre au point de vue étatique, elles se font équilibre au point de vue dyriamique.
C'est à dire que si elles se font équilibre sur un point matériel en repos, elles se feront équilibre sur un point matériel en mouvement.
Soit, en effet, M un point matériel en mouvement sous r action d'un groupe de forces f\ désignons par F un groupe de forces qui se font équilibre sur le point matériel en repos. . Considérons un système de points matériels identiques au proposé, et animés de la même vitesse initiale, sollicités tous par les forces /", ces points prendront évidemment le môme mouvement de translation. Faisons maintenant agir les forces F sur un seul de ces points ; d'après le principe de» mouvements relatifs, l'effet produit par ces forces sera le même que si le point était en repos, c'est à dire que ces forces produiront un mouvement nul. Le mouvement résultant des forces / et F sera donc le même que le mouvement résultant des forces /.
23. Théorème II. — ^ Quand on a composé au point de vue statique un groupe de forces F agissant sur un point iMtériel, et trouvé leur résultante R» on peut appliquer la
'me règle au point de vue dynamique, c'est à dire que, sur point matériel en mouvement, on pourra remplacer les ■ces F par leur résultante R, déterminée en statique sans e le mouvement soit modifié.
En effet, remarquons que les forces F et — R se font iiilibre, tant au point de vue statique qu'au point de vue aamique. Cela posé, considérons le mouvement d'un point itériel animé d'une certaine vitesse initiale, et sollicité par forces f et R, et par les forces F et — R : les forces F et— R faisant équilibre, le mouvement sera le même que si ie int n'était soumis qu'aux forces ^ et R; de même ies ces R et — R se faisant équilibre, le mouvement sera le ■me que si le point n'était soumis qu'aux forces f et F. iinsi, le système des forces f et R et le système des ces /■ et F produisent le même mouvement; donc on peut nplacer les forces F par R; ainsi R est bien la résultante J forces F, au point de vue dynamique.
Monveimnt curviligne d'oD point maUriel.
24. Théorème préuminaire. — Dans tout mouvement •■viligne, l'accélération de la projection du mobile sur une nte quelconque est, à chaque instant, égale à la projection la force qui sollicite le mobile, divisée par la masse de ce Int.
soient F la force qui sollicite le mobile et v sa vitesse à un tain instant. Concevons que l'on décompose la vitesse v deux autres dirigées, l'une v' parallèlement à l'axe XX' " lequel on fait les projections, l'autre v' dans le plan )jetant P qui passe en m. Décomposons de même la ce F en deux autres F' et F', F' dirigé suivant l'axe XX', situé dans le plan projetant P. Concevons un système points matériels identiques au point matériel consl- ■é, animés tous de la vitesse u' au temps (, et sollicités
chacun par une force égale et parallèle à F'; tous ces
points vont prendre un mouvement de translation recti-
ligne parallèle à XX' et, en vertu du théorème démontré
i-elativement au mouvement rectiligne, l'accélération de ce
F' mouvement sera égale à chaque instant à — ■ Le plan P, con-
p„^ sidéré comme faisant partie du sys-
/ A tème, se déplace parallèlement à
F<ît9i./ /^ lui-même. Imaginons maintenant
i^,/ / / que, dans le système, le point m
/•■/ /C-^^" ^°^* animé de la vitesse «' au
W^^^\ / temps t et qu'il soit sollicité par
"^ " ï" la force F' qui est toujours con-
: tenue dans le plan P; le mouve-
I ment relatif dans le système est
'^ "■ f le même que si le système était en
repos; mats alors le mobile ayant sa vitesse initiale v* dans
le plan P et étant sollicité par une force F' située dans ce
plan n'en sortira pas. Le mouvement relatif déplace donc
seulement le mobile dans le plan P, et par conséquent n'a
pas d'influence sur le mouvement de la projection ; donc le
mouvement de la projection est identique au mouvement
de translation du système; l'accélération du mouvement
F' de la projection est donc — » c'est à dire égale à la projection
de la force divisée par la rnasse du mobile. Cela a lieu, que les projections soient orthogonales ou obliques.
25. Théorème fondamental. — Dans un mouvement (curviligne quelconque, l'accélération est à chaque instant égale en grandeur et en direction à la force qui sollicite le mobile, divisée par sa masse.
Soient en effet a, b, c les angles que fait la force F avec trois axes rectangulaires Ox, Oj/, Oz, et a', b', c' les angles
que fait avec les mômes axes l'accélération Y- Nous savons que l'accéldration de la projection du mobile sur Ox est égale à la projection de v sur Ox; mais, d'après le théorème
précédent, elle est aussi égale à ; on a donc :
cos a cos b C08 c m ± k'cos' a + cos* b + cos' c
cosa'"co9fr'~cTO?~-r^k'cos'o' + cos' 6' + cos" c'
F et Y étant essentiellement positifs, il faut prendre le signe + ; nous avons donc :
cos a = cos a' cos & =: cos b' cos c = cos c'
26. 'Remarque. — C'est là le théorème général de la dynamique : il exprime une relation entre la cause et l'effet; c'est à l'aide de ce théorème qu'on peut résoudre les deux questions principales qui se présentent en dynamique :
1" Un mouvement étant observé, trouver la cause qui le produit;
2* Étant donnés la force qui agit sur le mobile, et son état initial, c'est à dire sa position et sa vitesse Initiales, trouver le mouvement.
Dans le premier cas, on remonte de l'effet à la cause.
Dans le deuxième, on redescend de la cause à l'effet.
Nous allons maintenant donner, en partant du théorème général, les équations du mouvement d'un point matériel.
27. Équations générales dn mouvement d'nn point matériel. — On peut toujours considérer le point matériel comme soumis à l'action d'une force unique, laquelle est ' résultante des actions de toute espèce qui s'exercent sur ti Si le point n'était pas absolument libre, c'est à dire s'il faisE partie d'un corps ou d'un système de corps liés entre eux, i bien encore s'il se trouvait gêné dans son mouvement p des obstacles, il faudrait avoir soin, dans l'évaluation de résultante ou force motrice, de tenir compte des forces q proviennent des liaisons du système, ainsi que des réaction des obstacles ou appuis. Nous verrons plus tard comment ( peut le faire.
Nous rapporterons le mouvement du point matériel à tro axes fixes Ox, Oy, Oz ; les coordonnées du point seront x,y,i nous devrons décomposer la force motrice en trois autri X, Y, Z, respectivement parallèles aux axes, et nous auroi alors, en prenant t pour variable indépendante, les tro équations différentielles :
pour déterminer x,y,zen fonctions du temps.
Les quantités X, Y, Z seront généralement des fonctioi connues de x,y,z; elles pourront aussi contenir le temps (,
quelquefois même les vitesses j,- t^> j-,' Les équations ( sont donc trois équations simultanées du second ordre; li intégrales de ces équations, c'est à dire les équations finii du mouvement, doivent contenir six constantes arbitraire Le problème est cependant bien déterminé; Un'arrivejamai
comme en géométrie, qu'on puisse résoudre le problème de deux manières également admissibles. Un corps étant placé dans des conditions données, le mouvement qu'il prendra est unique et bien détenniné.
La présence des arbitraires tient à ce que nous n'avons pas tenu compte, en écrivant les équations différentielles, des conditions dans lesquelles le point matériel se trouve placé, au moment où nous l'abandonnons à l'action des forces X,Y,Z. L'analyse nous avertit ainsi que notre métbode nous donne du même coup la solution de tous les problèmes qui ne diffèrent du problème proposé que par la position initiale du point mobile, ainsi que par la gi-andeur et la direction de la vitesse qui anime ce point, à l'instant pris pour ori^ne du temps.
L'int^ation générale des équations (1) constitue donc seulement la première partie de la solution de la question proposée, et l'on doit achever cette solution de la manière suivante. Soient, en désignant par C„ ..., C, les six constantes arbitraires :
les intégrales générales trouvées ; nous en déduirons pour les composantes de la vitesse à une époque quelconque :
Cela posé, soit pour ( = 0, x„ y„ z, les coordonnées du mobile, u„ v„ w, les composantes de la vitesse initiale;
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nous aurons les six équations :
/ ir, = AO,C„....C.), ' w.^A(0,C„...,C.),
Ces six équations serviront à déterminer les six arbitraires; ces six quantités devant être essentiellement distinctes, les équations (4) et (ô) ne sauraient être ni incompatibles ni indéterminées ; si l'un de ces cas se présentait, c'est qu'on n'aurait pas dans (2) les intégrales générales des équations (1).
Si les axes sont rectangulaires, en désignant par V„ «„ ?„ y. la vitesse initiale et les angles que fait cette vitesse avec les axes, on devra remplacer dans (5) u„ v„ w, par :
B, = V, cos a,; V, = Y, cos g,; w, = V, cos y,.
Après avoir traité cette seconde partie et déterminé les six arbitraires, on portera les valeurs obtenues dans les équations (2) qui feront connaître x, y, z à. une époque quelconque t. En éliminant t entre les trois équations (2), on aura les équations de la courbe décrite par le mobile.
28. Monvement dans va plan. — Lorsque la force qui sollicite le point matériel se trouve constamment contenue dans un plan, lequel renferme aussi la vitesse initiale, le mobile ne sort pas de ce plan; on aura seulement les deux équations différentielles :
dont les intégrales générales contiendront quatre constantes arbitraires. •
29. Réciprogoe da problème. — Quand on connaît la loi du mouvement d'un point, on connaît x, y, z en fonction du temps; on pourra calculer les dérivées secondes de ces coordonnées par rapport au temps, et en les multipliant par la masse du point on aura les composantes de la force qui produit le mouvement donné.
Cette seconde question est, comme on voit, beaucoup plus simple que la première.
30. Force tangentielle, force centripàte. — On peut aussi procéder d'une autre manière en prenant pour axes la 'tangente à la trajectoire, la normale principale et l'axe du plan osculateur. Nous savons que la force motrice est dirigée dans le plan osculateur; soit a l'angle qu'elle fait avec la tangente à la trajectoire. Nous avons vu en cinématique que les projections de l'accélération sur la tai^ente et la
normale principale ont pour valeur ^i et — ; mais d'après
notre théorème fondamental ces projections sont égales à :
: F sin a = F,.
La force F, se nomme la force tangentielle et la force F, la force centripète.
31. Remarque. — On se fait une idée parfaitement claire du mouvement rectiligne produit par une force dont la direction ne diffère pas de la vitesse actuelle du mobile.
Au contraire, on voit beaucoup moins bien comment, dans le mouvement curviligne, la force influe à la fois sur les éléments géométriques de la trajectoire du mobile, et sur les variations de la vitesse de ce mobile. Les formules (5) mettent précisément en évidence comment la force produit à la fois, et d'une manière indépendante, la variation de vitesse du mobile et la courbure de la trajectoire. Ainsi :
4° Le changement de grandeur que la vitesse du mobile éprouve avec le temps, est dû uniquement à la force tangentielle ; en sorte que, si cette force tangentielle était constamment nulle, c'est à dire si la force était constamment normale â la trajectoire, la vitesse ne varierait pas et le
mouvement serait uniforme.
2^ De même la courbure - dépend uniquement de la
force centripète ; si cette force était constamment nulle, la courbure le serait aussi, et le mouvement serait rectiligne.
Euler, dans sa Mécanique, emploie exclusivement les équations du mouvement sous la forme (5); nous nous servirons des deux formes, chacune ayant ses avantages particuliers.
Nous allons appliquer les principes qui précèdent, à la détermination du mouvement des projectiles, d'abord dans le vide, puis dans un milieu résistant.
CHAPITRE IV
HODVEHZirT DES PROJECTILES DANS LE VIDE ET DANS DIT HILIEO RESISTANT.
32. Mouvement des projectiles dans le nde. ~ Nous réduisons le projectile à un simple point matériel; nous prenons pour origine la position initiale du mobile, pour plan des xy le plan vertical qui contient la vitesse initiale, l'axe des x étant horizontal et l'axe des y vertical, et dirigé vers le haut; le mobile restera toujours dans le plan xOy.
Nous aurons, pour déterminer le mouvement du point matériel, les deux équations différentielles :
d'x „ rf*y
Si nous désignons par v, la vitesse initiale, et par a l'angle qu'elle fait avec l'horizon, nous devrons avoir pour i :^ 0,
CeSj équations serviront à calculer les constantes d'intégration et l'on aura, pour déterminer le mouvement du point matériel, les équations suivantes :
' (i) a:=:i', cosûi.ï, y = tï, sin a.f — i (?/';
on en tire successivement :
dx Tt
= «?o cos a,
dy dt
= Vo sin a — gt,
dx^ dy^. , r. . . « • v^=.— -h 'Jit = n' — 2^ sin agt + gH\
v^ = t^o' — igy.
On voit que la projection horizontale de la vitesse, est constante.
dx
33. Courbe décrite. — Pour avoir la trajectoire du mobile il suffit d'éliminer t entre les équations (1). On trouve ainsi pour l'équation de la courbe :
y = a?tga —
21^0* cos' a
c'est l'équation d une parabole dont l'axe est vertical, et dirigé vers le bas.
Amplitude du jet. — Cherchons le point C où la
parabole vient couper l'horizontale OX; OC est ce qu'on appelle l'amplitude du jet. Il suffit pour cela de faire y =0 dans les équations (1), et d'éliminer ensuite t entre ces deux équations. On trouve ainsi :
X a la même valeur pour :
v^ restant le même dans les deux cas.
Vo restant constant et a variant seul, X est maximum
pour OL =h alors X = -^ ; c'est la plus grande amplitude que Ton puisse avoir, avec la vitesse donnée t/j-
35. Ordonnée du sommet. — On l'obtiendra en faisant dans (4) :
Cela donne pour les coordonnées X„ Y^ du sommet :
/,x Y *. y _ V sin'g ^ _ tV|sînjtcosa
v^ étant constant, et a variable, Yj est un maximum pour a = 90®, c'est à dire si la vitesse initiale est verticale;
cette hauteur maxima est ^ ou la moitié de l'amplitude maxima.
36. Direction du tir. — Proposons-nous de trouver dans quelle direction il faut tirer avec une vitesse v^ pour atteindre un point donné x\ y'. L'équation (4) donne, en y remplaçant x ety par x' et y' :
y'=(r'tga-|^(i+tg'a);
on en tire :
(8) tg»«-î^tg« + r «A + i^O,
équation dans laquelle l'inconnue est tg a.
Pour que le problème soit possible, il faut que cette équation ait ses racines réelles, ce qui exige que l'on ait la condition :
On en déduit :
^.^yn^f.^. '
le point M doit être K p'6 126 iï^ teneur à cette para- ^^" bole. Quand cette con-
dition est remplie, on A' \X a deux trajectoires pas-
sant par le point M.
Lorsque le point M est situé sur la parabole limite, par exemple en K, les deux racines de l'équation (8) sont égales ; on n'a qu'une valeur de a donnée par la formule :
gx'
Il n'existe donc alors qu'une seule trajectoire passant par le point K.
La courbe ABA' porte le nom de parabole de sûreté.
Elle est l'enveloppe des trajectoires quand on fait varier a; si nous voulons en effet trouver l'enveloppe des courbes représentées par l'équation :
(9) ^ Ig * - ôfi (* '+ ^'oL)x'^y = 0,
ou :
/'(tga) = 0,
lorsque « prend toutes les valeurs possibles, il faut joindre à cette équation la suivante :
et éliminer tg « entre ces deux équations. Or le même procédé
Considérons la courbe qui a pour équation : ,
Cette courbe ABA' est une parabole dont le sommet B est j
sur l'axe OY à une distance OB égale k~-i le foyer en et le \
paramètre OA égal à — • La condition (A) signifie que •
if-
peut être employé pour trouver la condition pour que l'équation (9) ait ses deux racines égales.
37. TempB nécessaire pour atteindre un point donné. — Cherchons le temps t' nécessaire au projectile pour atteindre le point M dont les coordonnées sont x', y'. On peut écrire les équations (1) de la manière suivante :
x' = v,t' cos a, y' •+■ } jf(" = r,f' sin ûi.
On en déduit :
{10) (y' + \gf')'+x'' = v^'t'\
g^t'- + 4('* {gy' — r,') + 4 (a;" + y") = 0,
ff'f" = 2 (V - gy-) ± 2 k'tV-ffy')'-î'r'',
en posant :
r" = a;'* + y'% ou :
jV" = (Kr,' — gi/' + gr' ± Kr,' — gy' + jr')*»
on a donc cnfm :
gt' = k'r,' — py' + gr' ± Kr,» — gy' + gr' •
Le signe + correspond à la plus grande valeur de a, le ' signe — à la plus petite ; cela résulte de la relation :
qui montre qu'à la plus grande valeur de a répond la plus grande valeur de ('.
38. Dn monvement des projectileB dans un milien résistant. — Nous supposerons le projectile sphéhque et nous ferons abstraction de la rotation de la terre. Dans ces conditions le centre du projectile ne sortira pas du plan vertical qui contient la vitesse initiale; nous pourrons nous occuper seulement de ce centre. Soient m sa masse, mgR la
résistance du milieu, OM la trajectoire, Ox, Oy deux axes rectangulaires dans le plan de cette trajectoire, a? horizontal, Oy vertical dirigé vers le haut. Soient a Tangle que fait avec Ox\a tangente MT, v la vitesse en M; les forces qui agissent sur le point M sont la pesanteur MA = mgf, la résistance de Tair MB = mgR; on aura donc les équations suivantes, pour déterminer le mouvement :
y Fig.127
m -TT = — fngVi cos a,
dt'
dt
^ = — mi7 — wjfR sin a,
auxquelles on peut joindi-e :
a? (2) — = t? cos a; -^ = t? sm a.
En tenant compte de (2), les équations (1) peuvent s'écrire :
d,v cos a
d.v sin a
= — jR cos a;
= — g — ^Rsin a.
On peut remplacer ces deux dernières équations par les
suivantes :
/ox d.v cos % ^
(3) —j-^ — = — </R ces a,
d.rcosa d.rsina
sm a. — — cos a. — jr — = g cos a;
dt dt "
la dernière se simplifie et devient :
vd%
dt
= — jf cos a,
d'où :
— gdt =
vdcL cos a
Portons cette valeur de dt dans (3) et il viendra :
^ . t? cos a
dx
= tR.
Despeyrous. — Mécanique.
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R est une fonction de v ; (5) est une équation difTérentlelIe du premier ordre, d'où on tirera v en fonction de a ; (4) donnera ensuite t, et (2) x el y en fonction de a. Il convient de faire un changement de vanables ; au lieu de « nous introduirons :
au lieu de v nous prendrons :
« = (j cos a.
On aura :
va devenir
flui'i + p');
du
TT
donnera ensuite
— gdt = «dp; puis les équations (2) donneront :
— gdx — u^dp; — gdg = u^pdp.
Désignons par p, la valeur initiale de p, lorsque le mobile est en 0, au temps f = 0. Les formule^ servant à la résolution du problème seront représentées par le tableau suivant :
t = « i/rT7,
■ s' = j^^ "* :=£'a'dp.
- gx -
■ sy ■■
dynavique;. âfô
On voit que si l'on peut int^er l'équation (G) qui est une équation du premier ordre, et qu'on en tire u en fonction de p, le problême sera réduit aux quadratures.
39. La première chose à faire est de déterminer, par l'expérience, la résistance du milieu (nous supposerons que ce soit rair), en fonction de la vitesse, c'est à dire la fonction f(v). Newton avait proposé la formule f{v) = Kv*; cette formule ne convient pas dans le cas des très grandes vitesses. En discutant les expériences faites à Metz en 4857 par la commission du tir, le général Didion est arrivé à trouver que dans le cas des projectiles aphériques et pour des vitesses comprises entre 300 mètres et 650 mètre» on a ; R = Ar' + Bv*.
Depuis, on a montré qu'on obtient le même degré de précision en prenant simplement : R ^ Bw'; on voit que la question n'est pas encore complètement résolue. L'équation (6) s'intègre rigoureusement, lorsque R ^ Av' ou R = Bu'; elle s'intègre même r^oureusement pour :
Cette expression comprend comme cas particulier R =^ A.V* ou R = Bw', mais non R = Av' + Bv'; mais on conçoit que, pour des valeui's de v comprises entre certaines limites, on puisse déterminer les trois constantes a, b et n de manière que la dilîérence entre a + bv' et Au' + Bv' soit petite et de l'ordre des erreurs d'observation. La solution que nous allons donner en prenant R = a -+- 6u" suffira donc aux besoins de la pratique. Prenons la formule (7) ou bien :
R = a + bn' (1 4- f ') ' .
réquation (6) deviendra :
(8) ^" = -:^i= + 6«- Cl H- p-r^.
C'est une des formes de Téquation de Jacques Bernouilli, on sait donc Tintégrer ; nous récrirons de la manière suivante :
Cette équation est une équation linéaire ; on peut l'écrire : 2 — hPp = Q, enposanl: «?==—.
fin « ~ 1
Kl -*-p*
L'intégrale générale sera :
w = e -/^àp
iC-h fe/^^pQdp]^;
or, on a :
Jvdp = na log (p + J/i + p*) = log (p + 1^1 + p')"";
e-A^p = (p + KrT7)""""
On aura donc :
On déterminera la constante C en écrivant que pour p = p.
tt = Wo = fo cos «0,
alors l'expression de — sera ramenée à une quadrature* que
l'on ne saura pas effectuer en général, et les formules (A) achèveront la solution par d'autres quadratures.
Cas où a = 0. — Nous allons terminer les calculs
dans le cas où a = 0, et par suite :
la formule (10) devient alors :
f^ = C-w6 / (l+p«) » dp.
Déterminons la constante, et faisons le tableau des formules ; nous aurons :
tt« = t'n cos a
^gt= f udp; —git=udp,
— gx= f u*dp; — gdx = u*dp^
— 9y=l u^pdp; —gdy = u*pdp,
Jp%
Po = tg ao
dy
Si n est un nombre entier, on peut effectuer la quadrature
qui figure dans l'expression (44) de — » mais non celles qui
figurent dans les expressions (12), (13) et (14). Dans ce cas et dans le cas général où n est quelconque, on donnera à p des valeurs numériques assez rapprochées, et on calculera chacune des intégrales définies correspondantes par les formules dites de quadrature; on aura ainsi pour chacune des valeurs numériques de p les valeurs numériques de i,
Xj y y V. On pourra construire la trajectoire par points. Sans effectuer ces quadratures, on peut arriver à se faire
une idée de la forme de la trajectoire,
j^S , Discussion. — On aura évidemment n > 0, sans
quoi R serait infini pour f = 0; « = tf coa * est positif tant
que a n'atteint pas ± 5 ■ auquel cas p serait égal à d= w . La
formule :
— gdt = udp
montre que -^ est toujours négatif, ainsi p décroît sans cesse ; la formule (8) devient, en tenant compte de a i^s ;
donc u décroît sans cessa. Ainsi :
montre que la limite p qui diminue sans cesse, doit tendre vers — 00 , car on en déduit :
gl< I Vtdp < Wj {p„ — p).
Si p ne tendait pas vers — 00 , ( ne pourrait croître indéfiniment. Ainsi pour ( ^= 00 , p ^ — <» i P variera donc toujours dans le même sens de p, à et de à — 00 . Pour p 1= on aura le point le plus élevé de la trajectoire. Soient x„ y, les coordonnées de ce point, t, le temps correspondant, on aura :
gt, = j^ udp,
gx, — / «*dp,,
0y, =j''tt*pâp,
où tt doit être remplacé par sa valeur générale (H) sans y
faire p = 0. Là vitesse t;, au 8omme\ sera dpnnée par les équations :
— ^— ■4-nfej (1+p') » dp; t*. = f,.
Au delà de ce point, p devenant négatif, nous ferons p =— g; les formules :
— gdt = udp^
— gdx = t«*rfjp,
— g^dy = u^pdp
deviendront :
gdx:=u^dq^ gdy = — u^qdq.
Intégrons et remarquons que, pour j == 0, < = <j, a? =:t «?„ y = ^u ^ = t*i, noué aurons les formules suivantes dans lesquelles q devra varier de à H- oo :
I i l nq îLnJ
gl = g{t-t,)^ rVdq, J Jo
gY=:g(if — y,)= JJv^qdq.
T désigne le temps écoulé à partir du sommet ; X et Y désignent les coordonnées relativement a des axes qui se coupent en ce point ; on a pour < = x , y = oo , et la première des
formules (C) donne U = ; il est aisé de voir que q U tend vers une limite finie, car on peut écrire :
iqV)- q'u," -■
Pour 5 = 00 , l'expression :
(1 + q') ' dq
se présente sous la forme ^; prenons le rapport des déri-
vées :
La
vraie
valeur est donc - ;
ainsi :
La formule :
lim r-r^T- = b; lim qV =-r= (?U)» p^j
r = U Kl + î' = ?U l/l 4- ^
donnera :
lim V = lim qV,
limr= ';rz;
c'est la valeur pour laquelle :
prend la valeur mg. La vitesse tend donc à devenir constante, L'expression :
g:^ = J\Hq=j;m'-l
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montre que X augmente sans cesse, il est facile de voir que
X tend vers une valeur finie. Soit M le maximum de gU
lorsque q varie de g' à + oo , g' étant suffisamment grand,
on a :
donc X tend vers une limite finie.
On a de même :
^gY= N'qdq= f\vqy^^= r'v^qdq-^ r^^^^T'
c/o JO q JO Jq' q
Y est toujoui^ négatif et décroît sans cesse; je dis que lorsque q tend vers Tinfini, Y tend vers — oo . On a en effet, en désignant par N le minimum de q U pour les valeurs de q comprises entre q' et +cc :
j(;"uv7>n/
dq 7'
quantité infinie.
Donc la courbe a une asymptote verticale CD et le mouvement du projectile tend à devenir rectiligne et uniforme, puisqu'il tend à devenir rectiligne et que
Fiq.128
lim V = coiist.
On aura, pour déterminer la position de Tasymptote :
gXBC=£ U'dq.
Remarque. — Pour n = 2, la formule (11) donne :
hh^-^'fy'-^'''''
ir :
'k'i + p* rfp = î p |/l + p' + llog{p + i^i + p') 4- consl.,
lonc :
1 * i.( i/ï î »yr — 7 . Pi,+ ^^l + p.*).
-i-— =+6 p,i/i-t-p„'-pi/i+p» + iogt! — ._ — i;
*our n = 3 :
l-i- = -3fc rn+p')dp;
/ (i+p')ilp=p + ^ + const..
Pour n entier, on aura une formule de réduction fadle ft rouver.
42. MoQTement des projectiles en supposant la résistance iroportionnelle à la simple vitesse. — Méthode particulière. — Représentons la résistance R par — m\>.v; les projections
iewsont : jT' -j;; celles de Useront: —mLi-r;. —*in>.-jrdt dr "^ aï dt
ir :
On a donc :
d^x dx 3? = -''57'
d'y dy
(1) peut s'écrire
J.IOB^ = -,.«,
d*oûy en désignant par C une constante arbitraire :
pour t = :
dx
^ x= t?^ cos a,
a étant l'angle de la vitesse initiale avec Taxe des x; donc :
(3) ^i*«,C08«ff-i»',
d'où:
<4) a, = £i£2Lî(i_e-.»0.
(2) peut s'écrire :
dt* *^dtY v.)
d'où, en opérant comme précédemment :
pour t = cette équation donnera :
r, sin a -4- - =C',
donc :
d'où :
On a ainsi :
'«> JÎ=-;*(^"-='"')'-"-
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La solution "du problème est donnée par les formules (3), (4), (5) et (6); la formule (3) montre que a; croit sans cesse; pour t = tx> , X prendra une valeur x, que nous pourrons calculer à l'aide de la formule (4) :
,_ r^ cos a
pour t =^0, j- est positif; la formule (6) montre que -^ s'annule pour f = (' donnée par la formule :
ef^''— l + - tosin a,
valeur admissible puisque le second membre est plus grand que 1. Soient x' et y' les valeurs correspondantes de x et y, on trouve :
— sin a cos a a-'- *
1 + - r. sin X
dans le vide :
1 "»' ■ ic' = -ï- sin a. cos
donc x' est plus petit que dans le vide. L'expression de y' est compliquée et n'a rien de particulièrement intéressant; pour i > (', y diminue sans cesse et devient infini négatif pour i ^ 00 ; on a donc une asymptote verticale ; comme on
a : lim -n = 0, lim ^f = — -' lim v = -■ On voit que al ^ at \i. p. ^
le mouvement tend à devenir rectiligne et uniforme.
Équation de la trajectoire. — On peut éliminer t entre (4) et (5).
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De (i) on déduit :
Po COS a \ l'a COS a/
Remplaçant dans (5) t et e""*' par leurs valeurs, on aura l'équation de la trajectoire :
, = », |„g (, _ _i^) H- X Ig . (l + — LV
(** " \ r, COS a/ " \ (AP, sia a/
Amplitude du jet. — On trouve l'amplitude x' du jet par la foimule :
», i„g (, _ -ïî!- U »■ tg . (t + — L) = 0.
|ji* ^ \ lî, COS a/ ^ \ ij.r, sin aj
Pour calculer x', posons :
I — = H, dou X =— ^ :.
fj COS a ^
on aura l'équation :
9 \ nf, sin «/ n ^ '
OU
log«+ a{l — tt) = 0;
en faisant :
fl^i + '*'''^'"".'
on voit que a ;> 1.
Il est facile de voir que l'équation (7) a une racine comprise
on a:
Pour
/■(»)>«, A») augmente
f (u) = 0, /■(«) maximnin,
« > - f {v) < 0, /(«) dimiûue, « = i fin) = 0.
'Fia 129 ^^"^ ^^'^ '^""'^ représenté entre et 1 par
la courbe ci-contre. La racine u' = OA que nous cherchons est comprise entre
* et - = OB.
On aura x' par la formule :
CÏUPITRE V ■
SUR LES INTÉGRALES DON PROBLÈME DE DYNAMIQUE
43. Reprenons les éc[uatlons difTérentielles du mouvemeni d'un point matériel libre : ■
Dans le cas le plus généra! X, Y, Z sont des fonction!
données de x, y, z, t, -jz^ -j:^ t.' Nous avons vu que li ' "^ ' ^ al al . al ^
solution la plus générale des équations (1) est :
( ir = F, (/, C„ ....Ce),
(2) y = F. ('. c„ ..., ex
On en déduit , en désignant les dérivées des fonctions F„ F, F, par rapport au temps par 'ï'„ *„ 1», :
Considérons les équations (2) et (3). Ce sont six équation dans lesquelles on peut considérer C,,..., C, comme des incor
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les ; il doit être possible, sauf les difficultés de calcul, de soudre les équations par rapport aux inconnues; car pposons qu'ayant tiré, par exemple, les valeurs de C,,..., C, I cinq de ces équations, et portant cette valeur dans la dème, C, vienne à disparaître, on obtiendrait une équation lie que :
L rff dt dtj
Cette éqpiation (4) devi-ait avoir lieu à une époque quelconte, et en particulier à l'époque (,; on en conclurait donc :
^[— ..râ'(t'(a]=»-
Ainsi, les coordonnées initiales et la vitesse initiale ne urraient pas ùtre quelconques ; les équations (2) ne donneient donc pas la solution la plus générale, puisqu'elles pposeraient une certaine équation de condition entre les nnées initiales. On devra donc pouvoir déduire des équa- >ns (2) et (3) le système suivant de six équations :
: C,=,V,(,,a,.î,,.-,^,ff,l^), I ' \ '^ ' àt dt dt/
Ces équations sont ce qu'on appelle les intégrales du
>uvement.
Lorsqu'on connaît un système de six intégrales distinctes,
est sur que toute autre intégrale rentrera dans celles-ci. Ce
i veut dire que si une fonction :
dx dy dz\
. / ■ dx dy dz\
•('•'■"•- ï7' af- HJ
reste constante en vertu des équations du mouvement, on peut la mettre sous la forme :
(8) 6 = (Cl, C,, ..., C<),
G„ ..., G, ayant les valeurs déduites des équations (6).
On peut en effet remplacer dans (7) : Xj y, Zy -rz^ Yt^ lit
par leurs expre:. ions en fonction de <, C,, ..., C„ moyennant (juoi il viendra :
Or, pendant le mouvement G„ ..., Gj restent constants et aussi ; donc t doit disparaître de récjuation (9) qui se réduit bien à l'équation (8).
On peut donc envisager la solution d'un problème de dynamique à ce nouveau point de vue : "*
Trouver six fonctions distinctes t^„ ..., +, du temps t et
dx dy dz de Xy y^ z^ y > j-» --r qui restent constantes pendant toute
la durée du mouvement. Poisson a fait connaître un théorème remarquable dont Jacobi a signalé l'importance, qui permet de trouver une troisième intégrale, quand on en connaît déjà deux. Avec cette troisième et l'une des premières, on trouverait la quatrième, etc. Il suffirait donc, en admettant la portée donnée au théorème de Poisson par Jacobi, de connaître deux intégrales d'un problème de dynamique, pour en déduire toutes les autres et par suite pour résoudre le problème. Malheureusement, il arrive le plus souvent que les intégrales obtenues par ce procédé ne sont pas distinctes ; elles sont presque toujours des combinaisons des deux premières. On peut consulter à ce sujet les travaux remarquables de Jacobi et de MM. Bertrand et Bour. Quoi qu'il en soit, on peut en combinant convenablement les équations (1) trouver, dans certains cas, un certain nombre d'intégrales,
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on arrive ainsi à des théorèmes dont on fait le plus grand usage. Nous allons faire connaître l'un deux.
44. Théorème des forces vives. — Intégrale des forces vives. — Reprenons les équations différentielles du mouvement d'im point matériel libre :
On en déduit :
\ dt dt dt)
Or, on a :
/os « i^* ^y* àz*
d'où l'on déduit :
(4) i£!_2ËÎ^+s5llf^ + 2^^
^ ' dt ~ dt dt* dt dt* dt dt*
ce qui permet d'écrire comme il suit Téquàtion (2) :
En intégrant, et désignant par v^ la vitesse initiale au temps i = f, on aura :
,«.-i„V=f(x^î^vg.z^^).,
La quantité mv* ou le produit de la masse par le carré de la vitesse se nomme la force vive du point matériel, et l'équation (0) est ce qu'on nomme l'équation des forces ijîvêë.
-^ "«-rv'e ' »•;«■•- 1; ■•
L'intégrale qui figure dans le second membre a un sens bien défini : en effet; lorsque le mouvement est connu, a?, y, z,
li^ Ht* dl ^^ par suite X, Y, Z sont des fonctions déterminées du temps ; l'intégrale peut être calculée, etjl'on pourra ainsi vérifier Téquation des forces vives ; mais on ne voit pas actuellement Futilité de cette équation pour obtenir les lois du mouvement. Faisons une hypothèse sur les composantes X, Y, Z : supposons ces quantités fonctions de x, y, z seulement, admettons en outre que X, X, Z soient les dérivées partielles d'une même fonction F (x, y, jj), en sorte que l'on ait :
rfX_dY rfX_dZ^ ^ — ^.
dy dx' dz dx^ dz dy
On aura alors :
dF_(£j^£), dV{x,y, z)^ r, _ d¥ {x,y,z) ^
^~ dx ' dy ' dz '
on dit dans ce cas qu'il existe une fonction des forces, et cette fonction est F (a?, y^ z). On aura :
y dx ^dy 7?[f_££^ ^^ dFd^_ dF (ar, y, z) dt dt dt dxdt dy dt dz dt dt
On aura donc :
Soient donc a;,, t/„ z, les valeurs de a;, y, z pour t = f„ l'équation (6) deviendra dans le cas actuel :
(7) \fnv* — ifnv,*=V(x,y,z) — F{x,,if,,z,). ,
On voit qu'on a pu obtenir la valeur de l'intégrale qui figurait dans (6) sans connaître d'avance les expressions de Xy j/, z en fonction du^temps.
Si l'on remarque que, dans cette équation (7), -J mv/
— F (x„ y,. z„) est "une constante arbitraire, que v' peut être
, , dx^ + dy' + dz^ . , . „
remplace par j^^ 1 on voit que cette équation (7)
est une intégrale du mouvement, c'est l'intégrale des forces vives ; elle n'existe pas en général, mais seulement sous les conditions spécifiées plus haut pour X, Y, Z. On peut dire encore que :
Dam le cas où Xdx + Xdy + Zdz est une différentielle exacte, la différentielle d'une certaine fonction de x, y, z considérés comme variables indépendantes, si un point matériel est soumis à l'action d'une force dont les composantes parallèles aux axes soient X, Y, Z, l'accroissement du carré de sa vitesse, en passant d'un point à un autre, pourra s'exprimer au moyen des coordonnées de ces deux points, quelles que soient la direction et la grandeur de sa vitesse au premier point, quelque temps qu'il mette pour parvenir au second, et quelque ligne qii'il parcoure entre les deux.
On peut dire pi us[ généralement, d'après réquatiou (7), que si l'on considère les surfaces qui ont pour équations :
Pix,y,z)=^C; ¥(x,y,z) = C',
si le mobile part d'un point quelconque de la surface G' avec une vitesse v, dans une direction arbitraire, lorsqu'il arrivera en un point de la surface C, sa vitesse v peut être déterminée par ces seules données, indépendamment du temps employé et de la ligne décrite. Le mobile peut avoir traversé la surface C un nombre quelconque de fois. Les surfaces que nous venons de considérer ont reçu le nom de surfaces de niveau.
45. Propriétés des surfaces de niveau. -— Lorsque dans l'équation
on fait varier C d'une manière continue de — ce à + co , on obtient l'ensemble des surfaces de niveau.
1° Par chaque point de Vespace, on peut faire passer une de ces surfaces et une seule. Soit le point donné a;,, j/„ z,, la surface cherchée aura pour équation :
Pour qu'il en soit ainsi, il faut que la fonction F (x^ y, z)
ne puisse pas se réduire à ^ pour des valeurs réelles et finies
de Xj y, z. Considérons, par exemple, le mouvement défini par les équations différentielles :
df ix" 4- yy d'y _ —kYL^x''y
df ~{x^ 4- y^f d'z
on a ICI
Les surfaces de niveau ont pour équation :
X* 4- y* d'où :
Ces surfaces sont des plans passant par Oz; on voit que par un point quelconque de Oz passent une infinité de ■surfaces de niveau; mais on voit aussi que pour ce point la
fonction F se présente sous la forme ^ •
Ecartons donc ces cas où la fonction des forces n'est pas bien déterminée, ou se réduit à ç. pour des valeurs réelles et
finies de a?, y, z et nous aurons, d'après ce qui précède, le théorème suivant :
2^ Quelle que soit la . trajectoire suivie par un point
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matériel, sa vitesse au passage d'une surface de niveau particulière est connue dès que l'on donne la vitesse qu'il possède en un point quelconque de l'espace.
3° Les surfaces de niveau sont perpendiculaires à la force qui solliciterait le mobile en un quelconque de leurs points.
En sorte que si elles étaient résistantes, ce mobile placé en un point quelconque de Tune de ces surfaces sans vitesse initiale y resterait en équilibre.
En effet, les cosinus des angles que fait avec les axes la normale à la surface (8) au point x^y^ z sont proportionnels
à J-» ^' ^ ou à X, Y, Z; la force est donc dirigée suivant
la normale.
¥ Sens et grandeur de la force. Remarquons que si l'on a
une surface dont Téquation en coordonnées rectangulaires est /'(ic,j/,^)=0, les deux parties de la normale en M, M Mj et M M, font avec les axes des angles déterminés par les formules suivantes :
COS a, =
dx
coep, =:
dp
ViïïH^
COS Yi =
dz
v/g)"-Kf-0
COS a, =
df
dx
vm^w-^^ii
cos Y, = —
V \dx) ^ \dy) ^ \dz)
Si M, et M, désignent des points infiniment voisins de M, on aura, comme il est aisé de le voir par la série de Taylor :
(3, ,(.....) ^.MMy Qv (g)-. (,^)- ,
Ainsi, pour les points infiniment voisins de M situés sur la moitié, de la normale déterminée par (1), on % la formule (3) et ^(œ,, y,, s,) est positif ; c'est ce qu'on nomme la normale extérieure.
Pour les points infiniment voisins situés sur les points de la moitié de la normale déterminée par (2), on a la formule (4) et f{Xt,y„z,) négatif.
Appliquons ces remarques aux surfaces de niveau
Les composantes de la force qui sollicitent le mobile au point X, y, z sont :
ax ay dz
et l'on a pour les cosinus des angles que la direction de la
force fait avec les axes les valeurs :
cos p =
COS
Donc la force est située du côté de la surface de niveau oii
est positif.
On aura en outre :
située du côté de la surface
en désignant par P la grandeur de la force. Soit C, le paramètre de la surface de niveau qui passe en M„ on aura ;
et par conséquent :
C, - C = + MM, X p.
Si donc on considère les deux surfaces de niveau infiniment voisines A et A, et qu'aux divers points M, M', Fiq.131 M' de la surface A on mène à cette surface les normales MM„M'M'„ M"M'., ... et
qu'on désigne par P, P', P'... les intensités de la force, lorsque le mobile est supposé placé en. M, M', M'... en remarquant que C et G, restent les mêmes le long des surfaces A et A,, on aura :
P — ÇlH^. ni _ Ct — c . p» — 9lziÇ
MMj ' ^ '^ mm; ' "^ m'm;
ou en général :
mm,'
ce qui offre une représentation simple des valeurs de l'intensité de la force qui sollicite le mobile, aux différents points d'une surface de niveau. Dans le cas particulier où la force P serait constante pour tous les points de la surface A, on aurait :
mm.^m'm.^m'm;,
et les surfaces A et A^ seraient parallèles.
Remarque. — De l'équation :
twtî* tnv ^
-^ 2^ = F (iP, y, 2) — F (a;., y,, i,),
on conclut que l'on doit avoir :
Si donc on considère la surface dont l'équation est :
F (a;, y, z) = F (a;,, yos.) - ""'•*
cette surface séparera l'espace en deux régions ; le mobile ne pourra jamais pénétrer dans l'une de ces régions ; s'il atteint la surface limite, ce sera avec une vitesse nulle. Cette
remarque a été mise à profit par M. Hill, pour trouver une limite supérieure de la distance de la lune à la terre.
46. Extension de Tintégrale des forces vives. *-* Considé* rons un point matériel astreint à se mouvoir sur une courbe fixe ou sur une surface fixe, la courbe et la surface étant supposées parfaitement polies; soient encore X, Y, Z les composantes de la force motrice; on pourra considérer la point comme entièrement libre en introduisant la réaction de la courbe ou de la surface, réaction qui sera normale à la courbe ou à la surface, d'après notre hypothèse, et par suite normale à la tmjectoire; on aura donc, en désignant par X„ Yp Z, les composantes de cette réaction inconnue :
On en déduit, en combinant ces équations comme précédemment :
dt 1 \ dt dt dt) \ • dï * dt dt)
Or, la réaction étant normale à la trajectoire, on a :
X, dx Y. dy
et par suite :
d mv* _^dx dy ^ dz
Tt'^~^ dt ^ ^ dt'^^Ft'
C'est la même équation (5) que si le point était entièrement libre.
Si la fonction des forces existe, on en déduira, comme précédemment :
L'intégrale des forces vives a lieu comme si le point était libre.
Exemples de cas où la fonction des forces existe.
i^ La seule force extérieure est la pesanteur. Prenons l'axe des z vertical et dirigé vers le bas ; nous aurons :
X = 0, Y = 0, Z = mg,
Xdx + Ydy 4- Zdz = d.tngz^
il existe donc une fonction des forces, et cette fonction est :
F (a?, y, z) = mgz, (12) t?« - V.' = ig{z^ z,).
Les surfaces de niveau sont données par l'équation :
Ce sont des plans horizontaux.
L'équation (12) s'applique, d'après ce qui a été dit, au . mouvement d'un point pesant, soit entièrement libre, soit assujéti à se mouvoir sur une courbe ou sur une surface.
2° Le point matériel est soumis d l'action d'une force dirigée constamment vers un centre fixe, et dont l'intensité est fonfCtion de la distance du mobile d ce centre fixe.
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Soient A le point fixe, a, b, c ses coordonnées, x, y, z les cooi'tionnées du mobile M y^ dans une position quelconque, y^ r la distance MA; M est soumis
•^ à la foree M B = /(r) ; or, les
Fig.132 cosinus des angles que MA fait ■ avec les axes sont ;
On a donc :
d'où :
Xrfa; + Ydy + Z((:=^[CB — ar)(ix + (6 — y)rfy + (c — :
Or, on a l'équation :
(« - -C)' + (t - VY + (c - 2)' = T\
d'où :
(a — jt) d* + (6 — y) rfy + (c — z) rfï = — rrfr.
La fonction des forces existe et on a :
F(a;,y,3) = -J'Ar)rfr,
Les surfaces de niveau sont données par l'équation : 1 fif) Ar=. const,
Ce sont des sphères ayant pour centre commun le point A.
La même chose a lieu lorsque le point M est soumis à d'autres forces dirigées vers d'autres centres fixes, les intensités de ces forces étant fonctions seulement des distances r, r', r'... du mobile à ces divers centres. On aura :
{vl_^ = - rV(r) dr - £% (r) dr...
Les surfaces de niveau auront pour équation :
ff{r) dr + fç (r) dr + ... = C.
Si les forces, au lieu d'être attractives, étaient répulsives, il suffirait de changer les signes des fonctions jf(r), 9(r)...
3° La force est dirigée perpendiculairement à un plan fixe et dépend seulement de la distance z du mobile à ce plan.
On a:
Xdx + Yrfy + Zdz = d jf{z) dz.
Les surfaces de niveau sont données par récpiation :
f(z)dz = C.
Ce sont des plans parallèles au plan fixe.
4** Le mobile est soumis d une force perpendiculaire à un axe fixe, et dont l'intensité est fonction seulement de la distance du mobile à cet axe.
Prenons l'axe fixe pour axe des z; soit ffig. 133) MP = p, la force M A = f{f) ; on a :
x = -Ap)-; y = -/(p)«?; z = o,
Xdx + Yrfy + Zrf3 = — ^ {xdx + ydg).
Or:
«■+J' = P', d'où;
H donc :
X(la; + Ydj( + ZiJi = -r(p)ii?
= d^-fnf)df'j
Les surfaces de niveau seront données par l'équation :
1 fip)dp = coasl..
ou bien pa
Ce sont des cylindres de l'évolution autour de l'axe fixe.
5" Les composantes de la force parallèles aux axes ne (Upendent chacune que de la coordonnée correspondante du point ;
On a:
Xito -4- Yiin- Zii2 = li j /"/(») il! + ff (y) d j + /"t (2) <i3 K
<n ' ~''' =j[ f{x)di: + j f(]i)iy + J iii)dl.
Les surlaces de niveau auront pour équation générale :
j'fi.i) dx +j, (s) iy +jr« (z)di = C.
Da Travail.
47, Soit M un point matériel décrivant une certaine trajectoire et sollicité par plusieurs forces motrices dont la résultante P a une intensité et une direction connues. En vertu de la vitesse initiale et de la force motrice P, le point M se déplace, et au bout du temps Af il vient en M' ; projetons le point M' ^en H sur la direction de la force P;
Fiq.134 ^^^^ aurons une projection infiniment
^ H ^p petite M H, qui sera le déplacement
élémentaire du point estimé suivant la
W direction de la force. Cela posé, on
appelle travail élémentaire de la force P le produit P X MH. Ce produit doit être pris avec le signe + si la projection du déplacement a la même direction que la force, c'est à dire si l'angle M' M H est aigu; avec le signe — si elle aune direction conti-aire ou si l'angle M' M H est obtus. Soient w l'angle M' M P, ds l'arc MM' décrit par le mobile pendant le temps dt; le travail élémentaire de la force P sera représenté dans tous les cas en grandeur et en signe par :
fds cos 0).
Ce travail élémentaire sera nul si cos w = 0, c'est à dire si le déplacement est normal à la force. L'expression précédente du travail élémentaire peut encore s'écrire :
P cos (ùd8= Tds,
en nommant T la composante tangentielle de la force motrice ; on peut donc dire que le. travail élémentaire de la force P est égal au produit de l'arc ds décrit dans le temps dt par la composante tangentielle T de la force P. Nous considérerons dans cette expression ds comme positif; nous voyons alors qu'il faudra donner à la composante tangentielle T le signe + ([nand elle agira dans le sens du mouvement, et le signe -^
dans le cas contraire. On peut encore donner une autre expression simple du travail élémentaire ; on a en effet :
Xdx Y dy Zdz -
COS 0) = - — + - — + 5 ;t- »
P d« P ds ? ds
et il en résulte :
Fds cos (j) = Xdx 4- Ydy -H Zdz.
En partant de l'expression du travail élémentaire :
Vds cos tùy
on voit que : Le travail élémentaire de la résultante de plusieurs forces appliquées à un même point matériel est égal à la somme des travaux de ces dernières forces. On le voit immédiatement en se rappelant que la projection sur une droite quelconque de la résultante d'un certain nombre de forces concourantes est égale à la somme algébrique des projections de ces forces sur fa même droite.
On nomme travail total d'une force P pour un chemin déterminé AB la limite de la somme des travaux élémentaires obtenus en divisant l'arc A B en un nombre infini de parties infiniment petites ; ou voit que ce travail total aura pour expression :
fvds cos 0) = / Trf« = Axrfj? 4- Xdy + Idz).
Il est évident que le travail de la résultante de plusieurs forces pour un déplacement fini est égal à la somme des travaux des composantes.
Les forces normales à la trajectoire n'influent pas sur le travail total, ou, si l'on veut, leur travail est nul.
Relation entre le trtTail et la force vive.
Nous avons trouvé précédemment, pour un point
matériel libre, ou assujetti à se mouvoir sur une courbe ou sur une surface fixe, Téquation :
mvi^
d.-^ = Xdx -h Ydy -h Zdz;
mais nous venons de voir que :
Xdx 4- Ydy + Zdz = Tds, donc nous aurons :
m-~ — m-^= / Tds.
Cette relation exprime que :
L'accroissement de force vive du mobile, quand il passe d'une position à une autre, est égal au double du travail de la force motrice.
Si la force P est la résultante de plusieurs forces P,, I\... dont les composantes tangentielles sont T„ T,..., on aum :
T=iT^ + T, + ...,
jTds = 1 T,ds H- jTtds + ...,
par suite :
mv^ — wio
' = i(CT,d8 + Ctj8'h.\\
Si donc on appelle forces mouvantes celles qui font un angle aigu avec la direction du déplacement, forces résistantes celles qui font un angle obtus, on pourra dire que :
L'accroissement de force vive d'un mobile, lorsqu'il passe d'une position à une autre, est égal au double de l'excès dn travail des forces mouvantes sur le travail des forces résistantes.
Ce principe porte le nom de principe des forces vives, ou
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de principe du tramH, potir 1^ P4a û'm simple point
matériel,
On pourrait, dans la Mécanique rationnelle, se passer à la rigueur de considérer le travail et appliquer dans tous les cas le théorème des forces vives sous la forme :
- — ^ = Çç^dx + Ydy + Zdz);
mais lorsqu'on s'occupe des machines, le travail devient un élément d'une importance capitale, il en est de même dans les applications à la théorie mécanique de la chaleur.
Nous ferons souvent usage de la notion du travail ; nous allons appliquer les considérations précédentes au cas déjà traité d'un point matériel attiré vers un centre fixe par une force qui est une fonction donnée de la distance.
Soient M et M' deux positions infiniment voisines du point matériel. Posons : AM = r, AM' = r'.
Cherchons le tra\'ail élémentaire de la force attractive
Mb = m.
Ahaissons du point M' une perpendiculaire M'H sur MA, nous aurons :
MH = + dr, en négligeant tin infiniment petit du second ordre ; le travail élémentaire est :
-MB XMH = — /(»•) dr.
2«r' <r,MH = — dr.
Le travail élémentaire est :
-f-MBXMH = — /^(r)dr.
On a donc dans les deux cas :
SI la Ibree était répulsive, 11 fendrait ehanger le signe de f(r).
CHAPITRE VI
MOOTEUBNT D'DH POUTT UTËRIEL SVR DHE COURBE FIZS.
49. Nous supposerons que par un moyen quelconque on assujettisse le mobile à se mouvoir sur une courbe fixe donnée; nous faisons abstraction du frottement; dans ces conditions la courbe ne peut détruire ni produire que des forces normales ; dans chacune de ses positions, le mobile exercera sur la courbe une pression normale dont nous représenterons l'intensité par R; la courbe exercera une réaction normale N égale et contraire à R, et si l'on introduit cette réaction inconnue N dont on "■ ^ ne sait qu'une chose : à savoir
qu'elle est contenue dans le plan normal à la courbe, on pouri'a considérer le point matériel comme entièrement libre. Soit P la résultante des forces extérieures qui agissent sur le mobile; par la force P et la tangente MT faisons passer un plan qui coupe le plan normal à la courbe suivant la droite M Q; décomposons la force P en deux autres, l'une T suivant MT, l'autre Q suivant MQ. Le point M sera donc soumis à l'action de la force tangentielle T et des forces Q et N normales à la trajectoire. Nous aurons donc :
m — = somm. proj. de Q et de N sur la normale principale MH.
Soient A l'origine des arcs et A M le sens positif de ces arcs ; on aura :
La force T sera positive quand elle agira dans le sens AM; négative dans le cas contraire. L'équation (4) pourra s'écrire :
Des équations de la courbe on tirera :
puis on aura :
On aura donc par une [quadrature z, puis x et y en fonction de 8.
Ainsi Xj yj z sont, par les équations de la courbe, des
fonctions connues de s: il en est de même de y-» ^r^» :j->
' as a» as
P et par suite T est une fonction de la position du mobile du
dx dp dz temps t et de la vitesse qui peut entrer par ^ ^t ^ » j- » ^ •
On a donc :
Nous serons donc ramenés à intégrer l'équation du second ordre :
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quation tout à fait semblable à celle rencontrée dans le louvement rectiligne d'un point matériel.
L'inlégrale générale de cette équation diiîérentielle étant uppoaée connue, on déterminera les deii» cunstontee qu'elle outiendra, en écrivant que pour f ^ (, :
' = '• "(r'jr'
et par suite x, y, i seront cohhus en fôhCtioh dd tehips et ; problème sera résolu.
Soient X, Y, Z les composantes de la force P ; on aura :
as as as
.'équation (3) pourra donc s'écrii-e :
af as as as
l'est l'équation à laquelle nous étions déjà parvenus d'une utre manière>
Considérons le cas où la fonction des forces existe; on éduit de l'équation précédente :
'où, en vertu des équations de la courbe :
l~\l+ ri') 4- ?'»(3) I = mtV - 2F (a:.,y„2.)
e qui donne :
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On eh déduit :
Oti pbU^ra donc trouver z et pai^ suite x ety en fonction de i. Alïisi, dons le bûs où Tinlëgralfe des forces vives existe, le problèhHB est l^mbtté auic quadratures, et même à une sBijde qUadratUre.
60. ExEMPLEi — Un point matériel assujetti à rester sur une courbe plane donnée fcsi soumis à une force dirigée constamment vers un centre fixe situé dans le plan de cette courbe, et dont l'intensité est une fonction donnée f{r) de la distance r du mobile au centre. Trouver le mouvementi
L'intégrale des forces vives existe et on a t
V' = V - - fVw ^^•
Soit:
l'équalioh de la courbe en prenant pour pôle le point fixe O ; on aura :
On en déduit :
v"'"-âr««'"-
, |/1 4-r»?"(r)dr
51. Détermination de la pression que le mobile exerce sur la courbe. — La résultante des forces normales MQ et
[N (49) doit être dirigée suivant la normale prindpale et
j p désignant le rayon de courbure de la
courbe donnée en M; la force M H est
ce qu'on nomme la force centripète,
une force MK égale et contraire à la
'•" force centripète est ce que l'on nomme
■J" force centrifuge. Les trois forces MQ,
M N et M K se feront équilibre; donc
la résultante des forces M Q et M K sera
^ale et directement opposée à MN,
" Cette force égale et opposée à MN
st la pression MR du mobile sur la courbe. De là, ce
îiéorème :
La pression exercée sur la courbe est la résultante de la omposante normale de la force motrice et de la force entrifuge.
Si ces deux dernières forces sont connues, en grandeur et n direction, il en sera de môme de la pression. Si la force P st constamment nulle, il en sera de même de ses compoantes T et Q ; l'équation (1) donnera :
;onc le mouvement sur la courbe sera uniforme. Le théorème lémontré plus haut nous montre que, dans ce cas, la pression xercée par le mobile sur la courbe est égale en grandeur et m direction à la force centrifuge ; elle est donc dirigée suivant a normale principale, en sens inverse du rayon de courbure,
it elle a pour expression — ; la réaction de la courbe est
^e à la force centripète.
CHAPITRE VII
APPLICATIONS A QUELQUES QUESTIONS RELATIVES AU MOUVEMENT D'UN POINT PESANT SUR UNE COURBE DONNfiE.
52. Mouvement d'un point matériel pesant sur une courbe donnée. — On suppose que le mouvement a lieu dans le vide et on néglige le frottement sur la courbe. Soit la courbe MoAB ; A le point le plus bas, B le point le plus haut, M, le point
B de départ que nous
prendrons pour origine de Taxe MoZ qui sera vertical et dirigé vers le bas.
Nous supposerons d'abord nulle la vi-
tesse initiale en Mo.
Le principe des forces vives nous donne, en désignant par v la vitesse du mobile en un point quelconque de sa trajectoire et par z la distance au point M,, projetée sur la verticale :
le mobile descendant, v augmente, est maximum en A
où Vo* = 2âf X M,H.
La vitesse maxima est donc la même que si le mobile était tombé librement de M^ en H. Au delà du point A la vitesse diminue, elle s'annule au point N, situé sur le plan horizontal
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qui passe par le point M^ ; le point redescendra ensuite en A, remontera en Mo, etc. Les oscillations seront isochrones, car si nous considérons un petit élément m n de la courbe, il sera parcouru avec la môme vitesse dans le mouvement descendant et dans le mouvement ascendant; le temps employé pour aller de M, en A sera généralement différent du temps employé pour aller de A en" No, à moins que la courbe ne soit symétrique par rapport à la verticale du point A: ,
Supposons maintenant que la vitesse initiale !/, ttB soit pas nulle et posons :
ttiE^Us durons i
(1) V* = ig [z 4- h).
Soit Ml le point de la courbe distant de Mo de la quantité h suivant la verticale; la vitesse Vo pourra être produite en supposant que le point tombe sur la courbe à partir de M^ jusqu'en M^j la vitesse initiale étant nulle en M^. Il y a deux cas à considérer \
1^ ft est inférieur à la distance K du point culminant B au plan horizontal qui passe par Mo ; alors le point M, existe sur la courbe ; le mobile va de Mo en A, de A en Nj, puis il revient de Ni en Mj ; il exécute donc sur la courbe des oscillations isochrones.
2^ h est supérieur à la distance K; alors, la formule ;
nous montre que le mobile parti de Mo avec la vitesse v^ descend jusqu'en A et remonte en B, car la vitesse ne s'annule t)lUB; il reviendra en Mô avec là Vitesse ^oj il feî*a donc une suite indéfinie de révolutions, qui aUront toutes une égale durée dépendante de la forme de la coUrbe et de la grandeur de h.
Pour déterminer la position du mobile sur la courbé â un
indtatit quelconque^ on remai'que que l'éqUâtioh (1) peut
s'écrire :
On lifera des ërJUalions de la courbe s en fonction de r et Ton alirâ i
8 = f{z) d8=if{z) dZj
de (2) nous tirons : ,
•« f {z) dz
'• Vz -^ h
Considérons le cylindre circonscrit à la courbé et dont les génératrices sont verticales, si Ton développe la surface de ce cylindre sur l'un de ses plans tangents, on aura une courbe pour laquelle z et s seront les mêmes en chaque point qu'au point correspondant de la courbe primitive ; donc l'équation (3) sera la même pour les deux courbes, îe mouvement sera le même si v^ et a^ sont les mêmes. On peut donc ramener l'étude du mouvement d'un point pesant sur une courbe gauche à celle du mouvement sur une coiu*be plane.
Entre les deux cas considérés plus haut, il y aura un cas intermédiaire, celui où /i = K, je dis que dans ce cas le mobile n'arrivera au point B qu'au bout d'un temps infini et avec une vitesse nulle.
Il suffit de montrer que le 'mobile metti^a un temps infini pour aller de N^ en B ; nous allons donc prouver le théorème suivant :
53. Théorème. — f/n point matériel pesant M est astreint à décrire sans frottement une courbe plane ou gauche MB (fig. 139); sa position initiale eét M, et nA ifitesse initiale v est celle qui serait due à la hauteur comprise entre le point Mo et le plan horizontal mené par le point le plus élevé B ; cette vitesse initiale est d'ailleurs dirigée dans le sens MoB. On
Fig.lSÎ^
demande de démontrer que le mobile met un temps infini
pour aller de Mo en B.
Prenons le point B pour origine de Taxe vertical BZ;
soit Zo l'ordonnée de M, et z Tordonnée d'un point quelconque M compris entre B et M^ ; on aura par le théorème des forces vives :
v* — v^'' = ig{Z'-z^).
Or, par hypothèse :
donc :
t?« = igz.
Soient : BM^ = s,, BM = s, on a :
On en déduit
ds ds^
ds
Soient : r Tangle que fait avec BZ la tangente en M; Ç l'angle que fait avec B Z la normale principale en M ; P le rayon de courbure en M.
On a :
ds rf.cos Y = cos Ç — »
ou bien, à cause de ^ = cos y,
tt s
ds
cos
ds
Soit ^ une limite supérieure des valeurs que prend le
cos ^ rapport pour les divers points de l'arc M,B; on aura :
, dz a* — ds 1
ou bien :
d.îdz 1 ) ^ ds(d8 K )^^
donc la fonction :
dz 1 d's~V'
est décroissante quand s croît de zéro à s, ; mais pour s = cette fonction est nulle, car en B la tangente étant horizon-
dz taie ^ = ; donc cette fonction est négative pour tous les
points compris entre M^ et B ; ainsi :
dz 8 ^ d / 8^\ ^
___<0, ou -(z-^^'j<0.
Donc, la fonction z — 5^ ^st décroissante, or, elle est nulle pour 8 = 0, donc elle est constamment négative, et Ton a :
Dans rintégrale qui figure dans le second membre de réquation (4), et dont tous les éléments sont positifs, si Ton
remplace z par la quantité plus grande ^i on diminuera
Vint^rale ; donc cm 9. :
t ou bien :
Vî'g>["yïiL^
VI
Si Ton fait tendre s vers zéro, on voit que t tend vers l'infini; la formule:
montre du reste que v tend vers zéro.
54. Cas d'exception, -« ta méthode précédente est en défaut lorsque le rayon de courbure de la courbe est nul au
point B; le rapport n'a pas en effet dans ce cas de
limite supérieure puisqu'il est infini au point B. Dans ce cas le temps nécessaire pour atteindre le point B dans les conditiona indiquées (53) peut être fini.
Nous allons en donner un exemple.
Gonaidéropa \^ çourb^ ;
a?ï + yT = J>.
Le rayon de courbure a pour expression :
il est nul aux points B, B„ G, G,.
Fig.140
On a:
d'où:
il •
= iiy-T.
Supposons qu'on assujettisse un point pesant à se mouvoir sur cette courbe, à partir du point G, avec la vitease qui serait due à la hauteur de chute OG; cherchons le temps T qu'il mettra
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pour arriver en B. Le mobile est lancé ds^ns 1^ diracr tion CB. Menons la verticale BZ; soit s = BM, z = MP. On aura :
Or, on tire de l'équation de la courbe :
donc :
)iz-l%=%,z;
résolvant par rapport àdtet intégrant on aura :
Ainsi, ce temps est fini et égal au triple du temps que mettrait le mobile pour monter verticalement de C en 0, sll était lancé avec la vitesse v^.
55. Problème. — Un point matériel pesant est astreint à parcourir sans frottement la courbe plane ou gauche C, on le place en N^ sans vitesse initiale ; on demande de trouver deux limites, l'une inférieure, Vautre supérieure du temps T que met le mobile à aller du point N, au point le plus bas A.
Posons :
Fin. 14-1
AN = 5, AN^) = 5o,
Soient z^ et z les hauteurs verticales des points N^ et N au-dessus du point A. La vitesse t; en N sera donnée par Téquation :
de'
On en déduit :
*'*' Vz„—z
(S) tyïg=r-^.
^'' Vz„ — z
Soient, en gardant les notations du numéro (53), jj et t les
limites supérieures et inférieures du rapport pour les
divers points de l'arc A N, ; on aura :
(R- 4 cos Ç 4
4 ds 1^
ï^ ds ^K' On en déduit :
d (dz s\ . d /dz s\ „
donc la fonction -- — 7 est croissante, et la fonction -r- ^v ds k ' d« K
est décroissante, quand s croit de à s,; ces deux fonctions
sont nulles pour s ir= 0, parce que le point A étant le point
le plus bas, -^ est nul en ce point. On a donc :
dz s d / _ «0^ s'\
donc, la fonction :
est décroissante quand s croît de zéro à s, ; mais cette fonction est nulle pour s = s, ; donc, pour une valeur de s comprise entre et s, elle est positive. On a donc :
On verrait de môme que Ton a :
. _- fî! il
Eii tenant compte de ces inëgalilés, la formule (5) donnera :
Or :
Jo y s* _ 5»
— ^== = arc sin - •
on a donc
Jf" ils _T..
Supposons que le point N^ se rapproche de plus en plus du point A; les inégalités (6) montrent que k et K tendront
vers la limite —^. > R désignant le rayon de courbure de la
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courbe en A, et i l*angle de ce rayon de courbure avec la verticale. Les deux limites de T seront alors confondues, et Ton aura :
2 y flf cos i
On trouverait le même résultat pour Tare A M, ; donc la durée des oscillations infiniment petites, de part et d'autre du point le plus bas de N, en Mo, puis de M^ en N„ est :
Y 1/ cos t
Les petites oscillations sont ifeochrones et leur durée est indépendante de Tamplitude.
56. Problème — Un point pesant est astreint à parcourir sans frottement une courbe plane donnée; on demande de calculer la pression qu'il exerce à chaque instant sur la coîirhe.
Prenons Taxe des z vertical et dirigé vers le bas; nous aurons :
ou en faisant :
(1) t' = 2ff (- + 6).
Nous savons^ue la pression est la résultante de la force centrifuge et de la composante normale du poids. Désignons par l'angle inférieur à r. que fait avec Taxe dos z le rayon mené de chaque point de la courbe au centre de courbure, la pression sera en valeur absolue :
mg cos 6 —
mr*
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Soit H celte pression; on aura, en reniplaranl i;' par sa valeur (1) :
^ T . 2 (j 4- hn R = ± mg cos —^ — ■ •
(2 r + A) Lorsque cos est positif, la pression est
dirigée de la courbe vers le centre de courbure ; lorsque cette quantité est négative, la pression est dirigée du centre de courbure vers la couibe; p doit être pris positivement dans les deux cas.
Les points où la pression est nulle sont importants à connaître ; en effet, c'est en ces points que la pression change de sens et (jne par conséijuent le mobile quitte fa courbe. Les points dont il s'agit satisfont à la condition :
P condition qui exprime Tégalité en grandeur et en direction de la force centripète, et de la composante normale du poids. Lorsque le point quitte la courbe, il décrit une parabole qui a avec la courl)e donnée un contact du deuxième ordre, parce qu'en ce point la courbe donnée et la parabole décrite
ont même tangente et même rayon de courbure; en effet
a en ce point la même valeur pour les deux courbes, cette valeur étant mg cos 0; t; est le môme; donc p est le même.
Si le mobile est simplement posé sur la courbe, il faut une certaine condition pour que le mobile ne quitte pas la courbe.
Si le point est placé dans la concavité ^ il faut que la pression soit dirigée en sens inverse du rayon de courbure; donc
^ 2(- + fe) .
cos e — ^^ < 0.
Cela aui'a toujours lieu si 6 > ;»
Si le point est placé sur la convexité, il faut que la pression sur la courbe s'exerce dans le sens du rayon de courbure ; c'est à dire que :
Gela n'aura jamais lieu si > - •
Nous allons appliquer ces considérations au problème suivant :
57. Problème. — Un point matériel pesant M est placé dans la concavité d'une circonférence de rayon R dont le plan est vertical; la position initiale du mobile est le point le plus bas A; la vitesse initiale v^ dirigée vers A M est celle qui est due à la hauteur h. On demande les co7iditions qui doivent être remplies pour que le mobile reste toujours sur la circonférence, ou la quitte à un certain moment.
Prenons Taxe des z verticaj et dirigé ^ig.i*^ vers le bas. Posons :
on a d'ailleurs par hypothèse :
z La vitesse v lorsque le mobile sera- en M
sera donnée par l'éciuation :
On a d'ailleurs :
V* — fo' = 'ig (z — z^),
2 = R 4- R cos 0.
Soit N la pression que le mobile exerce sur la courbe, on a :
^X2— 4- 0' cos 0:
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N et y sont donc donnés par les é(iuations :
(i) t>' = 2j (A + R cos 6 — H),
(î) N = mg pjj + 3 cos 8 - îV
V s'annule pour ô = 6', 6' élant déterminé par l'équafion :
cet angle 0' n'existe que si l'on a /t < 2R; pour A < R, il
est aigu ; il est obtus pour ft > R.
N s'annule pour fl = 6', 8' étant déterminé par l'équation
(4) cos 6' = l(l-
cet angle V n'existe que si l'on a :
(l'oft :
li' est aigu pour ft < R, et obtus pour ft > R. On est conduit à distinguer les cas suivants :
1" Si h > -5- ■ 6' et 0' sont imaginaires; u et N ne s'annulent jamais ; le mobile ne quitte pas la courbe, et parcourt un nombre indéfini de lois la circonférence entière.
5R £" 2R < ft < -j ■ 8' est imaginaire, 6' réel; le mobile
quitte la courbe à un moment donné.
3" R < ft < 2R, 8' et 8' sont réels et obtus; l'équation
(5) cos û' = l cos 8',
donne 0' < 8', N s'annule avant v; le mobile quitte la courbe.
2!)i. cnuns de MftnANiQrE.
4° fe < R. 6' et 6' sont réels et alpfus; l'ëquation (5) donne 0' > fl'; donc u s'annule avant N; à ce moment, le mouvement change de sens; il est oscillatoire, et le mobile reste toujours sur la courbe; il ne la quitte donc que si h
est compris entre R et „ ■
En quittant la circonférenc» le point décrira une parabole
n Fia 14-3 tangente à la circonférence au point M' où
^^^ il quitte la courbe. En ce point les deux
courbes ont non seulement une tangente
commune, mais encore le môme rayon de
courbure; car on a, dans le mouvement
parabolique, en désignant par v la vitesse
commune dans les deux mouvements en M' et p le rayon
de courlmre de la parabole en M' :
— = comp. normale du poids, ?
et sur le cercle :
- — compDs. normale du poids,
à cause de N = 0.
Donc :
Les deux courbes ont trois points communs en M'. Il y a' Un quatrième point d'intersection que l'on trouvera aisément ; on l'obtiendra en poi-tant, t;omme le calcul te montre, à partir du point B et à gauche de ce point unarcBM''^3BM'. On pourra déterminer /( de manière que la parabole passe par un point donn^. .
CHAPITRE Vni
■ODVEHENT DU PENDULE SIMPLE DiNS LE VIDE ET DANS DN HILIEII HtSISTANT.
5S. Pendulesimple dans le Tide.—SiippoRons<|u'uii point matériel pesant M soit attaché à rextrémilé d'un fi] inextensible etsans masse OM, et que l'auti'e extrémité 0<lecefil soil fixe. Le point M est en équilibre lorsque le fil OM est dirigé suivant la verticale OB, et le poids de ce point est détruit par la résistance qu'il éprouve (le la part du fil. Si l'on écarte le corps M de sa position d'équilibre, qu'on l'amène en A, et qu'on l'abandonne ensuite à l'action de la pesanteur, sans lui communiquer de vitesse initiale, il se mouvra dans le z plan AOB, sur un arc de
cercle ayant le point pour centre; on peut donc regarder le point matériel M comme étant dans les mêmes conditions que s'il était assujetti à rester sur l'arc de cercle ABA', et soumis à une force égale à son poids ; la pression exercée par le mobile sur la courbe se trouve remplacée par la tension du fil OM.
D'après ce qu'on a dit, d'une manière générale, du mouvement d'un point pesant assujetti à rester sur une courbe fixe, on verra que le point A doit osciller indéfiniment, de A en A', de A' en A, etc. A' désignant le point de l'arc de
cercle situé sur Thorizontale du point A; toutes ces oscillations sont identiques; il suflit d'étudier Tune d'elles, ou même simplement le mouvement de A en B. On a en posant :
0M = /, AOB = a, MOB = 0, AM = 5, OC = z., 0? = s;
en désignant par v la vitesse du mobile en M et appliquant l'équation des forces vives, ce qui élimine la tension du fil, normale à la courbe :
V* = ig {z ^ Zq); îo = ' cos a; z= l cos 8,
par conséquent :
V = Vigl (cos — cos a) .
D'ailleurs on a :
et :
d'où, en égalant les deux valeurs de v :
Vl^'=
ou en intégrant :
Vh-£
f s'exprime en fonction de 0, par une intégrale elliptique.
59. Cas des oscillations très petites. — « est très petit; il en résulte que 6 est aussi très petit. On peut remplacer
dans (1) sin* 5 et sin' 5 par — et — » ce qui donne :
Il faut intégrer de manière que pour < = 0, 6 =c a. Donc :
(3) f 1/2 = arc CCS ^;
la constante est nulle. On déduit de (3) :
(4) « = a cos t
L'équation (4) donne la loi du mouvement ; pour
* ^ i y y on a •> = 0;
ainsi la durée de la petite oscillation de A en A' sera :
='Vl
Il est remarquable que cette durée des petites oscillations ne dépende en aucune façon de l'amplitude a.
60. Cas des oscillations quelconques. — Calculons maintenant T quelle que soit la valeur de a. Pour cela, dans la
formule (2), nous remplacerons t par ^t par zéro, ce qui
nous donnera :
sin' ^ — sin« -
Sin j étant toujours plus petit que sin ^' faisons :
sm jr = sin ^sm 9;
M et
pour 6 = on aura 9 = 0,
pour (î = a ? ^^ ^ '
On aura : j
cos - =: l/l ~ sin* 5 sin' 9,
cos ^ dO = 2 sîn - cos 9 ^9,
2 sin - cos 9 dp d« = * ^ ,
1 — sin* 5 sin* 9
Donc
1/ sin* I — sin* - 1/ 1 — sin* | sin* 9
y^ 1 — sin* I sin* 9 Le second membre est la fonction complète de première espèce de Legendre, au module t = sin ^•
On a vu, dans le calcul intégral, comment on peut développer cette transcendante suivant les puisî^ances de k ; mais nous allons rappeler le calcul connu. On a en série convergente :
= 1 -f- - sm* - sm* ? + 2I ^'" 2 ^^^ '
1 — sin* - sin* 9
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Si donc oh pose pour abréger :
il viendra :
•^ 8.4.6... IH "'"^'"••g+--
Pour obtenir la valeur de u,, on remarque que Ton a :
rf. sin»» - * 9 cos 9 = (In — 1) sin'" ~ • 9 cos* 9^9 — sln»" 9 ^9
= (2n — !) sîn*--* 9 ^9 — 2» sln»» 9 ^9.
On en conclut, en intégrant entre les limites et ^ :
' 2to— i
Mtn
WîH-
thn
tt. = T «„
En multipliant toutes ces équations membre à membre et remarquant que :
on trouve :
**'"^ 2.4.6... in 2* Il en résulte pour T le" développement suivant :
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Lorsque l'anyle a est très petit, on peut réduire la parenthèse à son pi-emier terme, ce qui donne la valeur tiouvée précédemment ;
On aura une valeur plus approchée en prenant les deux pi-emiei-s termes, ce qui donne en remplaçant sin' ^ par j :
on voit que la durée d'une oscillation entière est un peu augmentée par la grandeur de l'amplitude. Il en résulte que si l'on appelle n le nombre des oscillations d'un pendule simple dans le temps t quand les amplitudes sont infiniment petites, et n' le nombre des oscillations du même pendule simple dans le même temps quand les oscillations sont seulement très petites, on aura :
-"'hÛÏ
Rkmarque I. — Soit h ia hauteur du point A au-dessus de l'horizontale du point B, on a ;
A = / — / cos a = il sin} -.
d'où:
par conséquent la formule (7) peut s'écrire : REMAnQi'E II. — On peut trouver très simplement deux
limites,. Tune inférieure, l'autre supérieure, de la quantité T en partant de la formule rigoureuse :
y/i - si
sln* - sîn' 9 Tous les éléments de cette intégrale définie sont positifs et
plus grands que d? ; ils sont tous plus petits que —
On a donc :
ces 5
Ih<l\/]<I:^.
cos-
d'où :
-Vh^<-Vy
cos^
Il peut paraître singulier que T tende vers la quantité
finie î:r/- lorsque a tend vers zéro, de manicre que le
mol)ile met un temps fini à décrire un arc infiniment petit, mais on s'en rend compte en remanjuant que le mouvement est produit par la composante tangentielle du poids; et loi'sque a est infiniment petit, cette composante est elle-même infiniment petite.
61 . Intégration par les fonctions elliptiques. — Reprenons la formule :
l/sin- î - sin- 5
Glierchons le temps t que le mobile emploie à passer de M ou B; 6 variera de 6 à zéro. Nous aurons :
Fig.It5
Vp-i:
l/sin' ^ — sin*
de
En posant cojnme précédemment :
on trouve :
sin 5 = sm - sin 9,
i OU A: =£ sin - ;
Ki - A:' sin- 9 ^
on a donc, en adoptant la notation de Jacobi :
^ = aw.^l/j» mod. *,
(9) donne ensuite :
(10) sin ô = * sin amJ l/y
(11) cos| = Aflm./l/'J,
(12) sin e = ik sin am.^ l/'? A amJl/- On a pour la vitesse :
et d'après la formule (8)
v^iyfl l/sin* ^ - sin* | = 2 |/^ si
sin ^ cos 9,
dmtc :
(13) V = U Vgl cos am-ïV^ J-
Les foimules (10), (11), (13) resolveiit complètement le pi'obième à l'aide des fonctions elliptiques.
Remarque. — On peut étudier le mouvement du pendule simple sans avoir recours au tliéorùme des forces vives, mais en projetant les forces sur la tangente, ce ([ai élimine encore la tension.
Posons AM = s. On aura :
vFiq.lir).
Soit T la composante tangentielle du poids du point matériel. On a :
' dt df
En multipliant par 2rfO et- intégrant, on aurait l'équation des forces vives; dans le ciis où les oscillations ont une amplitude trùs faible, on peut remplacer dans (14) sin pur ; on a alors l'équation linéaire :
dont l'inlégiule générale est :
6 = .\cos/j/^ + Bsin/y^.
d'où :
s=v1(-*""'Vl-''-'Vl>
de
On doit avoir, pour t =^0 : ^ = a et t- = 0; donc :
On arrive donc comme précédemment à l'équation :
6 = a cos /
MouYement d*iin pendule simple dans un milieu résistant.
La résistance est proportionnelle à la vitesse
Représentons la résistance R par m[iv] cette force est dirigée suivant la tangente à la courbe, et opposée au mouvement ; en projetant les forces sur cette tangente, nous éliminerons encore la tension du fil, et nous aurons :
(Iv
r: = <7 sin — u.t;.
at
On trouvera comme précédemment :
^"^ fit'
Substituant dans Téqualion précédente, nous pourrons la mettre sous la forme :
En nous bornant au cas des petites oscillations, nous pouvons écrire en remplaçant sin par :
équation linéaire à coeflicients constants; l'équation caracté^ ristique est :
r'-f- 2ii.r 4-*^ = 0.
vr
l** est petit devant y, nous avons pour intégrale générale :
(1) 6 = e-i"(AcosK( + BsinKf)- En posant pour abré^'er :
on tire de {i)
(2) p^ — e-i" ] (KB - iaA) cos Ki — (KA + i^B) sin K( j,
on doit avoir, pour t = 0, = a, T, — ^' les équations
(1) et (2) donnent :
a- A, KB — :aA = 0; R = Ï».
et il en résulte :
-=: — ^'(jji' + K')e-i*'sinK/.
Les formules (3) font connaître à un instant quelconque la position du pendule et sa vitesse angulaire.
A la fin de chaque oi^cillution on a : -tt = 0, ce qui u lieu pour :
II s'ensuit donc que les oscillations sont isochrones comme dans le vide, et que la durée d'une oscillation entiéi-e est :
i-vW^
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en sorte que cette durée est augmentée par la résistance du
milieu dans le rapport de 1 à 1/ 1 ^ •
Quant aux amplitudes, elles diminuent constamment, le facteur c"***' diminuant à mesure que t augmente; soit a^ Tamplitude de la n® oscillation, pour laquelle :
on aui'a :
(x„ = xe ^ ,
ce qui montre que les amplitudes forment une projjression
géométrique décroissante, dont la raison est ^ ^ .
Ce résultat est conforme à Texpérience. Lorsque Tamplitude est petite, par exemple lorscpie Tangle a est, au plus, égal à un tiers de degré, Texpérience montre que l'amplitude diminue très lentement; ainsi, dans une expérience de Borda où Tamplitude diminuait sensiblement en suivant une progression géométrique, ce n'est qu'après 1800 oscillations qu'elle était réduite aux , de sa valeur. D'après l'expression trouvée pour a,., on aura, en appliquant le calcula Texpéj-ience de Borda :
JOAA X" 1 '^ ^^^ '
On tirera de là — r; ' et on trouvera ensuite :
Il est donc permis de négliger l'elFet de la résistance de
lair dans le calcul de' T. On peut admettre que, quand les oscillations sont très petites, la résistance de Fair est proportionnelle à la vitesse et n'inllue pas sensiblement sur leur durée. Mais, lorsque les amplitudes sont un peu considérables, Tobsenation montre qu'elles ne décroissent plus en progression géométrique, en sorte qu'il devient .nécessaire de l'aire une autre hypothèse sur la loi de résistance.
Résistance proportionnelle au carré de la vitesse
Dans ce cas, quelle que soit Tamplitude des oscillations, on peut obtenir rigoureusement une intégrale du problème, et le ramener aux quadratures.
Soit -^f" Isi résistance de Tair.
Un aura :
(1) - = i,sme-?^,.
On a encore (fUj. 146) :
f^'^ A M 1/ ,.v 'rfO
. = ^. * = AM = i(a-0); c = ~jj:
On en déduit :
Ai — ^ —' î^ — ■" *'^ _ ^ * ^'Sl
Par conséquent îéijuation (1) peut s'écrire :
(2) _-^r' = -2i^/sinO;
c'est une équation linéaire et du premier ordre en v* ; on aura, en intégî\int par la formule connue et posant pour al)réger :
v^ = e^^^.C — 2gl Ce-^^ sin 6(/0 j-
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Or:
1 + 1*' donc :
f' = Ce"" + j-?^'-i (cos e -t- ^L sin 0).
Écrivons que pour 9 = 1, y := et nous aurons ;
et par conséquent :
C — —j (cos ï + jA sin a) e-''".
Remplaçant C par cette valeur dans l'expression do «' i! vient :
(4) v' = - , j cos ô + 11 sin ~ fiiAiC-") {cos 1+ ^l sin a) j ;
en tenant compte de f = — j— il viendra :
'■""^Vn^)^'-'^^^^^.
ou en intégrant :
r 'C*-"-!*') *'* l/cosOH-[xsin8— p'"'-"'(cosa+ jisini)
Le problème est donc Lien ramené aux quadratures. Bien qu'on puisse déduire de re qui précède des résultats intéressants dans le cas oi'i les amplitudes sont quelconques et passer ensuite aux amplitudes très petites, nous préférons noua placer iniméd iatement dans ccttehypothèse et reprendre la solution à son début.
64. Cas des amplitudes très petites. — Si dans (1) on remplace v par — T7' ^^ vient :
(7) _.,^?smO = |-,(-),
ou en admettant que soit toujours très petit et remplaçant sin 6 par 6,
Il faut intégrer cette équation et déterminer les constantes de manière que pour < = on ait :
Si Ton néglige la résistance de Tair, Téqualion (8) se réduit à :
^^-4-^ft-O
On en déduit
= a ces /
r:=-v/f^'"Vf
On peut substituer cette valeur de j- dans le second
membre de l'équation (8), nous aurons alors au lieu de réquation (8) une équation approchée qu'il nous sera possible d'intégrer.
Cette équation (9) sera :
c'est là une équation linéaire du second ordre à. coefficients
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conslants et avec second membre. Pour l'intégrer nous
poserons, en désignant par A, B, C, D quatre constantes ;
(10) ô = A + B cos 1 1/| + C sin ( l/^ + D cos 2( l/^- Aprôs avoir substitué dans (0) et réduit, il viendra :
d'où :
Avec cos valeurs de A ot D, (10) devient :
(11) » = |^ + Bcos<^/f +Csill( ^f +|i'co!Î( y/i-
Les constantes B et C demeurent quelconques, et l'expression (11) est l'intégrale générale de (9). Écrivons que pour f = :
(Il il viendra :
Nous aurons donc en somme :
(„) . = 1^'+ (. - ? fff) cos , ^i ^ »'j,' ,„, ,y |,
OU bien :
<,3, ^j=-.y/|.„Yfj._|?^si„-iv/f;.
Les formules (12) et (13) résolvent le problème. La parenthèse qui figure dans j- se réduirait à 1 , si on négligeait la résistance de Tair ; elle sera dans tous les cas peu différente
de 1, et ne pourra jamais s'annuler; donc .- ne s'annule que
pour
sm
in,l/f = «.
Si donc on nomme T le temps d'une oscillation complote du pendule, on aura :
en sorte que la durée d'une oscillation complète n'est nullement modifiée par la résistance de l'air supposée proportionnelle au carré de la vitesse. Cependant, cette résistance augmente le temps que le pendule emploie à atteindre la verticale, car si nous désignons ce temps par f , on aura, en faisant dans (12),
= et t=t',
En négligeant la résistance de l'air, on aurnit :
ms (loue :
formule (14) donnera :
it;-('-i'i>'"-i^;-'-
en négligeant j' :
'•=iV\-é^''
'•=héy^'-
résistance de l'air augmente donc la durée de la lière demi-oscillation, et puisqu'elle n'influe pas sur la 3 de l'oscillation entière, il faut qu'elle diminue de la e quantité la durée de la demi-oscillation ascendante, dans (-12) on fait t ^ T, et qu'on désigne par a' la valeur ispondante de », on trouvera après réduction :
i désignant pa
1 trouTerade même, en désignant par a' l'amplitude de
uxième oscillation :
on pourra ainsi calculer les valeurs des amplitudes successives.
Dans le cas où a est très petit, il est inutile d'examiner rhypothèse d'une résistance proportionnelle au cube, ou à une puissance supérieure de la vitesse; car il n'en pourrait résulter, dans les valeurs de e et de v, que des termes en a% a*, ... termes que l'on a regardés comme n^ligeables dans les calculs précédents.
En résumé, la résistance de Tair proportionnelle à la vitesse, ou à son carré, n'influe pas sur la durée des petites oscillations du pendule; elle n'exerce qu'une petite influence pour diminuer les amplitudes, pendîint la durée du mouvement.
CHAPITRE IX
HOUTEHENT D'DH POINT PESANT SDR LA CTCLOÏSE. — COURBES TADT0CHR0NE3. — BRACHTSTOCHROITE.
65. mouvement d'un point pesant sur la cycloide. — Considérons le mouvement d'un point pesant sur une rycloïde AOA' renversée, dont l'axe OB est vertical.
Soit M la position du mobile à un instant quelconque, désignons l'ai'c OM par s et par " l'ordonnée du point M. Nous supposerons le mobile posé sur la courbe en M, sans vitesse à l'instant initial. Dans le cas oi'i la vitesse iniliale v, du mobile ne serait pas nulle, en supposant cette vitesse dirigée de M, vers 0, il suflirait de poser :
et de prendre entre M, et A un point M', distant de M, de la quantité h estimée suivant la verticale, le mobile placé en M', sans vitesse initiale arriverait en 9 * M, avec la vitesse v,; il faut sup-
c A poser pour cela M,C > h. Nous
U| admettrons qu'il en soit ainsi; il
nous sulTira alors de considérer
" le cas d'un mobile partant de la
position Mo sans vitesse initiale.
Faisons :
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Nous aumns Téquation :
T désif^nant la composante tangentielle de la force qui sollicite le mobile, c'est à dire la composante tangentielle du poids du mobile ou — mg cos a : la réaction normale de la courbe est ainsi éliminée : on a d'ailleurs :
dz ds
cos x= T-' r z= -—.
ds dt
Nous avons donc Téquation :
... d'« dz
En appelant a le rayon du cercle générateur, on a :
8* = Sazy ou bien en faisant :
d'où :
ds s ds~V
l'équallon (1) devient :
^* --(1 , dt*~ l
L'intégrale générale de cette équation est :
« = A cos f
y^f + B8În<^/f.
n faut écrire que, pour t = :
dx ^
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ce qui donne :
S = «, CO! < l/|.
■=^=-V^'"'Vl
Les formules (4) et (5) rionnent la solution complote du problème; le mouvement est oscillatoire comme on le savait d'avance, et si on désigne pai" T la durée de chacune des oscillations, on a :
Ainsi, la durée des oscillations est indépendante de s,; ce résultat n'avait lieu pour le pendule simple que dans le cas des oscillations infiniment petites. Concevons divers mobiles placés sans vitesse initiale aux divers points de l'arc OA, et laissons-les tous partir en même temps, sans vitesse; tous ces mobiles arriveront en même temps au point le plus bas 0; c'est ce qu'on exprime en disant que la cycloïde est tautochrone dans le vide.
Le temps que le mobile emploie à parcouiir l'ai-c M
de la cycloïde, est encore indé[)endant de la longueur de cet
arc, quand le mouvement a lieu dans un milieu résistant, et
que la résistance est supposée proportionnelle à la premièi-e
puissance de la vitesse. Dans ce cas, en effet, en représentant
la résistance par 2mtiij, on a, au lieu de l'équation 0), en
ds l-emarquant que v =^ ,-. est négatif, quand le mobile descend
de M, en 0, ré(iuation :
ou bien :
C'est là une équation linéaire, à coeflicients constants, que nous avons déjà rencontrée (02) ; on doit avoir, comme dans le cas du pendule circulaire, pour f = :
en faisant' :
ds ^
K' = ^-li.',
on en déduii-a donc :
s = s^ e-v-* (cos Ki +
|slnKA
Pour avoir le temps V que le mobile met pour aller de M^ en 0, il faut faire dans l'équation précédente s = et i = f ', ce qui donne :
cosK/' + ;^sinKf' =0, K
tgK^
Cette valeur de V est bien . indépendante de s,; le tautochronisme a donc encore lieu.
67. Pendule cycloïdal. — Construisons la développée de la cycloïde proposée; elle sera composée, comme on sait,
de deux demi-cycloïdes Fig 143 j^ égales AD et A'D; sup-
posons que ces deux courbes soient tracées en relief, que DO soit un fil flexible et inextensible attaché au point fixe D; attaclions aussi un point, pesant à l'extrémité du lil; puis écartons ce fil de la verticale, de sorte qu'une
partie DN du fil s enroule sur la cycloïde DA, et que la partie restante soit tangente à cette courbe en N; Textrémité M du fil décrira la cycloïde donnée, et la durée des oscillations de ce pendule, dans le vide, ou dans l'air, eu supposant la résistance proportionnelle à la simple vitesse, sera rigoureusement et constamment indépendante de Tamplitude de ces oscillations. Ce moyen qui avait été proposé par Iluyghens, a été abandonné ; il ne serait susceptible d'aucune précision dans la pratique ; du reste, Tisochronisme des grandes oscillations n'aurait plus lieu dans l'air, la résistance de ce fluide n'étant pas alors proportionnelle u la simple vitesse .
Le tautochronisme de la cycloïde dans le vide a été découvert par Huyghens ; Newton Ta étendu au cas de la résistance proportionnelle à la vitesse.
La cycloïde étant une courbe plane tautochrone, si ou enroule son plan sur un cylindre vertical quelconque, de manière que la base de la cycloïde coïncide avec une partie du périmètre de la section droite de ce cylindre, le mouvement d'un point pesant sur la nouvelle courbe sera le même (|ue sur la cycloïde; la transformée de la cycloïde est donc encore tautochrone, et il existe par suite une infinité de courbes à double courbure, qui jouissent de la propriété du tautochronisme; mais on peut démontrer que la cycloïde est la seule courbe tautochrone plane.
Démonstration de M. Puiseux. — Soit A une courbe
plane tautochrone, le point de la courbe où te point pesant doit arriver dans le même temps T, quel que soit le point de la courbe M^ d'où il soit parti sans vitesse initiale; ^ ** prenons pour origine, et rappor-
tons la courbe à deux axes Oy, Ox dont l'un est, vertical et
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ilii'igé vers le haut et l'autre hoiizontal, tjoit M un point quelcon([ue de l'arc O M,. -Posons :
on aura :
On en lire :
yh-,
ou en inlt;"'rant :
-^'— Ipfe*
KA-y <[Uti l'on peut écrire :
(») l/S^T=/"-C^rf»,
•^° Vit— y
en puaaiit :
Il faut (iéteiminer /"(y) de manière que le second memhr de l'équation (D) suit indé])eiidant de h. Posons :
V — A", nous aurons :
la dérivée tt devra être nulle: or, on a ; dit '
i(/i J. yi
si nous posons :
^y r il) + r [y) =
JI
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nous pourrons écrire r
(14 J, (/)_„ ou en remplaçant ftu par y et par conséquent u par f :
On doit donc avoir, quel que soit h :
Cela ne peut arriver que si la fonction ?(j/) est nulle identiquement; car, autrement, on pourrait prendre h assez petit p3ur que de à h, ç (y) conservât toujours le même s^ne, et alors l'intégrale ayant tous ses éléments de même signe ne serait pas nulle. On a donc l'équation ;
?(y) = 2yr(ï) + r{y) = o,
d'oii :
ou en intégrant :
(il) ^'^^'^^Vl' ■
c désignant une constante arbitraire. On a donc pour la courbe cherchée :
ày Vu
On en conclut, en remarquant que pour y = 0, s = : (IJ) j = S K<y.
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Si dans Texpression (9) on remplace f (y) par sa valeur (11),
on trouve :
V 2^ jo
Y ■ / - I rf.v
ou, en faisant :
y = h si\\- 0,
uu :
T k'ii/
et lexpression (l'i) de s devient :
d'où :
Cette équation représente une cycloide qui a son sommet à Torij^ine, et dont Taxe, dirigé en sens contraire de la pesan-
teur, a pour longueur ^^ ■ • Nous allons maintenant traiter cette question plus générale :
69. Trouver Véquatmi différentielle des courbes taufochrojics planeSy pour un point matériel wllicité par une Y .j-Q force F toujours contenue dans le
plan do7inéj et dont Vintensité et la direction ne dépendent que de la position de ce point.
Soient AB la courbe cherchée, A l'extrémité des arcs qui doivent être parcourus dans le même temps T, quel que soit le point M^ de la courbe d'où le mobile est
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parti sans vitesse initiale. Posons : '
M désignant un point quelconque de lare AB, dont les coordonnées sont x ety; nous désignerons par m la masse du point matériel, par t^X et m Y les composantes de la force qui le sollicite; la composante tangentielle de la force aura pour expression :
as ds
Celte composante devant agir dans le sens M, A, nous la représenterons par — mV(s), de sorte que nous aurons :
T = — i»F(«), par suite :
et on intéf^raiit
ds d
dt'
rf. ^^! = -îF(*)rf»,
on n'ajoute pas de constante, parce que, pour s = 0, on
doit avoir — =: 0, ou bien :
dt ^ •
(3) di' = *j, ?(»)</«- 2 J, F Wrf«-
Nous poserons :
(4) i jFis)ds = h,
(8) irF(s)ds = u.
s sera une certaine fonction de m, s, et h; on voit que
pour 8 = 0, u deviendra :
d'où :
0, et pour a = «„ M = /»; la formule (3)
dt
dt =
— ds ds
KA
ds du
du
Vh
Il faut déterminer Texpression de s en fonction de u, de manière que l'équation précédente, dans laquelle T est constant, ait lieu quel que soit h. Or, cette expression est identique à l'expression (9) du problème précédent; on en conclura donc, en désignant par c une constante :
ds d
ou bien, en remettant pour u sa valeur (5) :
oc
d*où, en «UiTërentiant :
ds
En portant la valeur (7) de j- dans (0), il vient :
du
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ce cjui détermine c en fonction du temps T, et (8) devient :
Telle est l'expression de la force tangentielle. En reportant dans (1) et remarquant que Ton a :
dx l ^ ày y'
if viendra :
(X>4-Yy') _>-x'
ou, en prenant la dérivée des deux membres par rapport à x et remarquant que :
on a l'équation différentielle de la courbe cherchée :
dx yY+Y' *T» ^
Dans celte équation différentielle du second ordre, X et Y sont des fonctions données de x et j/.
Cas particulier. — Cas où la force qui agit sur le
mobile est une attraction dirigée vers
wn centre fixe 0, et dont V intensité est une fonction donnée f{r) de la distance r = OM du mobile à ce centre.
Fiq.l5l Soit MB la force qui sollicite le mobile, on a :
MBzizmAr),
dr — T = mf{r) CCS TMB = mfi^r) --;
as
on a donc :
l'équation (9) devient alors :
dr <-*
on en tire :
3;.rf.*«_rf./Ar:
Soit A l'origine des arcs, posons OA = a; noUs «aurons, en intégi^nt, et remarquant que 8 = pour r = a :
= ^rfir)dr,
t: jx
VV'X
m dr.
en désignant par l'angle polaire, on aura :
ds = ydr* H- r' dO' = — ^;^ — - - -
On en tire :
(12) rfe = ± -
.rV^^''*('-'-X'«''"'^
/•(r) dr
Le problème est ainsi ramené aux quadratures. La
dr formule (41) montre que, au point A ou s = 0, y est nul,
c'est à dire que le rayon vecteur A est normal à la courbe, ou que le point A est un sommet; cela suppose toutefois
que f(r) n'est pas nul en ce point; c'est à dire que /"(a) ^ 0. Lorsque la force est proportionnelle à la distance, on a :
f{r) = Kr, f{r)dr = K^'
1 formule (i2) devient :
(.3) rfe=±t'VbL___i_
On peut intégrer. Nous nous bornerons ici à indiquer Ips résultats du calcul :
i" La force est répulsive, K<0; on trouve que la courbe est une épicycloïde ;
2" La force étant attracUve, K > 0, si l'on a en même
temps — j— < 1, la courbe est encore une épicycloïde;
3"* K > et —-r~ > ■! ; la courbe est une spirale qui
s'éloigne indéiiniment du centre fixe, et qui jouit de cette propriété remarquable d'èti-e semblable à la développée de sa développée (').
Dé Ib Brachiitockron*.
71. C'est encore la cycloïde que l'on trouve, quand on cherche la brachistochronc dans le vide, c'est à dire la courbe AMB qu'un point matériel doit suivre pour aller dans le temps le plus coui't, sans vitesse initiale, du point donné A au point B également donné.
Rapportons la courbe que nous cherchons à trois axes coordonnés rectangulaires, passant au point A, l'axe des x étant vertical et dirigé vers le bas. Posons AM = s et désignons par a l'a:
du point B. Nous aurons :
r — -7-: ti' — 2fli, rf/' ^ *
et par conséquent :
On déduit de œUe dernière équation :
j£ temps T que le mobile emploiem pour aller de A en B sera donc donné par l'équation :
ou, en faisant :
(3) T \/ig =£
Vs
T devant être minimum, la variation de l'intéfirale contenue dans le deuxième membre de (3) doit être nulle. On aura donc ;
- rfj; = 0,
nous ne ferons pas varier x, nous aurons donc :
-'• Vx
or, de (2) on tire :
^ dy dp dz dz dy S.rfy dz l.dz
dx ' dx rf» ' dx ïïx (Ix dx dx
i dy d.Zy 1 dt d.ls
' ~ ndx dx u dx dx
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(5) deviendra donc :
Or, on a en intégrant par parties, et remarquant que ly et î sont nuls aux points A et B :
iy eilz étant des fonctions arbitraires de x, cela exige que Ton ait séparément :
\n Vx ^^/ . Vu Ko? rf^/
d^ ^ dx '
On en tire en désignant par G et G', deux constantes arbitcaires :
1 rfy c- * ''-
d'où :
c '^^ C -rf.r dx '
C'y — C:: = const.
La constante doit être nulle puisque la courbe doit passer par le point A. Ainsi la courbe est contenue tout entière dans le plan vertical mené par les points A et B; prenons ce
plan vertical pour plan des xy^ posons C = — r: , et (6)
Va
deviendra :
V/'O-aS)
d'où :
dx''
C'est l'équation (lifférentielle d'une cycloïde, dont la base p est l'horizontale Aj/, qui passe par
y le point de départ A du mobile, et rMj.|53 dont le cercle générateur a pour diamètre a.
On a en eiîet poui- cette dernière cycloïde :
V^-y^Tè,-
^ = .MCP = ïî=^^ =
La dérivée de y par rapport à x est donc la même dans les
deux courbes. Pour x^ 0, y ^ dans les deux courbes,
donc elles sont identiques.
Pour trouvei- a, on i-emarquera que toutes les cycloïdes
sont semblables. On fera rouler sur Ay un cercle quelconque de diamètre a', ce qui donnera la cycloïde AH'; soient E' son sommet, A F' son abscisse, E le sommet de la cycloïde chercliée ; ou devra avoir :
donc :
AB
On prendra donc le point B' où AB rencontre la cycloïde auxiliaire; on joindra B' E' ; on mènera BE parallèle à B' E'. Le point E sera le sommet de la cycloïde cherchée; EF sera le diamètre de son cercle générateur.
On peut également déterminer a par le calcul. Désignons par a et 3 les coordonnées du point B par rapport aux axes rectangulaires Ay, Ax (fig. i53)^ nous aurons pour les équations de la brachistochrone en employant la variable auxiliaire 9 ;
a? = fl (1 ■— ces 5); y = a (ç — sîn 9).
Par conséquent :
a = fl (1 — cos 9) ; p = fl (9 — sin ç ),
d'où, en éliminant ç entre ces deux équations, on trouve pour déterminer a T équation transcendante :
P == a arc ces ( 1 — - j — V^a% — a'.
72. Trouver la brachistochrone dans un plan, dans le cns général où il existe une fonction des forces.
Soient v la vitesse, mX et mY les composantes de la force extérieure appliquée au mobile, x^ et x^ les ab.«;cisses des deux points extrêmes donnés A et B; on aura :
ds ■ ^ ds dx Vi 4- y *
r = — ^ dt= - = ^ 9
dt V V
et puisqu'il y a une fonction des forces :
La variation de cette intégrale doit être nulle, on a donc l'équation :
Jx^
^LLJLl^ do? = 0.
Faisons varier seulement y, nous aurons :
(2) pîîf 5.1/1^"^"^+ pdjpj/rry^s.- = o.
Or, on a :
en intégrant par parties, il vient :
or, ?j/ est nul aux deux limites; on aura donc :
^ •,'a-, V " Jx. dX
On a, d'autre part :
V dx dy ou bien, comme on ne fait pas varier x :
* * j ^' ^ 1 dt^ ^
V dy ^ v^ dy ^'
et en tenant compte de (1) :
(4) / rfa?Kl + »'*3-= — / Y . ^ By;
en tenant cbrapte de (3) et (4), (2) devient :
S 2/ étant une fonction arbitraire de a?, cette équation donne
(5) d • 4- — ^~ da? = 0.
En effectuant les calculs, et remarquant que à\) doit être
remplacé par a' ^^ "^ zr ^V' ^^y ^^ ayant égard à (1),
1 dx
par - (Xdj? 4- Ydy) = — (X + Yy'), on trouve que Téqua-
tion (5) devient :
~ Kl + y'* -H ?î ; -~— (X + Yy') = 0,
^* «^ (l-+-y")ï r'Kl + y"'
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OU, après réduction :
On peut encore écrire, eu remplaçant w' par sa valeur :
Y - Xy' +
rj; + Y (/y) — 0,
OÙ ^intégrale i (Xrfa; + Ydj/) désigne une fonction connue
d'x et d'y.
Cette é(iualion différentielle du second ordre repi-ésente la bracliistoclirone; on déterminera les deux constantes introduites par l'intégi-alion, en écrivant que la courbe passe par les deux points donnés A et B, (x„ y,), (x„ y,).
On peut donner une intei-prétation simple de l'équation (G) ; désignons par p le rayon de courbure de la brachistochrone au point x, y; par « l'angle que la tangente en ce point fait avec Ox, et supposons y' > 0; alors :
KigbT^
ji + y-'y.
l'équation (0) pouin
= X sin ï — Y cos ï.
Soient P la résultante de X et Y, a l'angle que fait cette force avec Ox\ on aura :
- = Psin(i — a).
Soit C le centre de courbure, MQ la projection de P sui' la
iiormule ; rëniiation précédente montre que cette projection
est égale à — ' et qu'elle est dirigée dans le sens opposé à M C. P
Donc :
Dana les hrachislochrones planes, la composante narmale ^de la force extérieure est égale en grandeur et en signe à la force centrifuge; ou bien encore :
Dans les brachistochrones planes, la pression exercée par le mobile sur la courbe est double de la composante normale de la force P.
C'est cette propriété caractéristique de la brachistochrone qu'on devra employer dans tous les cas, pour trouver rapidement son équation.
73. Application. — Trouver la brachistochrone dans le cas oïl la force P est dirigée constamment vers un centre fixe, et ne dépend^ pour son intensité, que de la distance r du mobile à ce centre.
Désignons par p la peipendicu- Y J56 laire OH abaissée de Torigine sur la tangente en M. Posons :
Soit MQ la composante normale de la force MP, nous aurons :
MQ = - = /(r)8inPMH, P
p = r sin PMH,
et par conséquent :
Or :
— rdr
e' = if 'm dr, 011 aum donc :
d'où :
d. log. p* = d. log. / /"(r) rfr.
Eli désignant pur j/ une constante ui'bitraire, il viendi'a :
(2) ^' = ]^Jj^'^^'^
or on u : »
sin PMH = -r-« en désignant Tangle MOj? par 6; (1) donnera donc :
(2) donnera ensuite :
Kr'
d'où :
Kr» — / /"(r) rfr
\rd6/ ~
On en déduit :
(3) rfO = - -
rfr / j.^<'->'"-
^/ Kr*-f'f{r)dr
Au point A, r = a; (2) donne jp = ; donc la courbe est tangente en A au rayon OA. L'équation (3) montre que le problème est ramené aux quadratures. Désignons AOB par 9 et OB par &, on aura, pour déterminer la constante K, l'équation :
*^^ *" l/ Kr'' — r fir) dr
Exemple.
fir) = 'inr,
j /■(»•) dr = H (»' — r'),
de
(Ze
_ — dr . / " g' — r'
On peut intégrer et on trouve que la courbe est une épicycloïde.
CENTRALE
74. Théorème. — Si un point matériel est sollicité à chaque instant par une force constamment dirigée vers un centre fixe, ce point décrit une courhe plane dont le plan passe par le centre fixe, et les aires décrites autour du centre fi^epar le rayon vecteur qui va du centre fixe au mobile, sont proportionnelles aux temps employés à les décrire.
Prenons le point fixe pour origine de trois axes rectangulaires; soient X, Y, Z les composantes suivant les axes de la force accélératrice, dirigée constamment suivant la droite MO, dans le sens MO si Ton a une attraction, dans le sens OM dans le cas d'une répulsion. On a constamment, en désignant par x, y, z les coordonnées du point M :
X y s Les équations du mouvement du point M sont :
^*^ dt'~^' if-^> d^-^-
On déduit de ces équations les combinaisons suivantes :
[^d^-'dt^-^^-'^-diYTt-'Jt)'
^ ^ ) dt* dt^ dl \ dt dtj
dfy d*x -- _. d f dy dx\
dt^ ^ dC ^ dt\ dt ^ dt)
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ce qui donne, en tenant compte de (4) :
■ 1[ i l dty d
' dtV
dt dx dt
"Tt)-
, Tt V dt ^ dt) - "'
d'où en intégrant et désignant par G, C, C trois constantes arbitraii'es :
' ds dy -, » t: - - :ï7 = C,
i " dt
dt
_ „ .p dz _ _, (/^ dt '
rfy dx ^
On déduit des équations (5) la relation i
Cx + C'y + C2 — 0.
Donc la courbe est plane et son plan passe par le centre fixe 0. Ce résultat pouvait être prévu à priori; il est évident que le mobile ne doit pas sortir du plan qui contient le centre fixe et la vitesse initiale.
Si nous prenons le plan de la courbe décrite par le mobile pour plan des xij, nous aurons :
Fiq 157
dy dx
Tt-^Tt = '-
Soient r et 6 les coordonnées po* laires du point M, dont la position initiale est M., S Taire
du secteur M^OM, on aura :
a? = r cos 0, y = r sin 6, 6 = arc Ig - ?
ce
d^ = ^r-r4F; r*di = ^<iV - Vi^-
xdy — ydx Jo* 4- y
L'équation (6) s'écrira :
Or:
donc (7) devient
dl=:ir'd^.
dZ __c
d'où :
Donc Taire décrite par le rayon vecteur est proportionnelle au temps.
75. Réciproquement. — Si la trajectoire est plane, et si le raj/on vecteur mené du mobile à un point fixe du plan décrit des aires proportionnelles au temps^ la force motrice est constamment dirigée vers ce point fixe.
On a en effet :
On en déduit
rf'a; d?' ~
et
dt
r — dt
dt ~
dy dx
'"Tt-^Tt='^
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et par conséquent :
dont la force est constamment dirigée vers le point 0.
La proposition que nous venons de démontrer et sa réciproque constituent le principe des aires.
76. Expression de la vitesse, dans le mouvement produit par une force centrale. ~ On a d'une manière générale :
dt^ dC
Dans le cas actuel on peut éliminer dt par l'équation (7); on trouve :
, rfr* + r*de*
ce qui peut s'écrire :
dr ' La vitesse se trouve ainsi exprimée à l'aide de r et ,— •
Lorsque l'équation de la trajectoire sera donnée, sous la forme :
on en conclura :
t?'=:c«ÎF«(Ô) H- F'*(6)î.
77. Expression de la constante c à l'aide des conditions initiales du mouvement. — Cherchons, d'une manière générale, les projections de v sur le rayon vecteur et une perpendiculaire au rayon vecteur. Soient :
.MA = r, AMB = t;;
on a :
dr . rd6
cos Ti = -j- ; sin t; =
d'où :
ds dr . ds rrfO
dt ds dt ds
r cos r, = t; • :r î ^ ^^^ ^< =
et par conséquent :
(10) ^cos.^ = d7; ^^s^M=d7-
Ces formules sont împortann^.lSS /a jgg^ On peut les écrire en rem-
B plaçant df par :
di
r t; cos r = — c -TT »
«. ' rfe
(11) f?sînr, = ^-
La formule (14) peut être écrite autrement; soit p la distance du centre fixe à la tangente à la trajectoire au point M ; on a :
(12) p = rsinY).
Donô, (H) pourra s'écrire sous cette forme très simple :
(13) vp = c.
Ainsi : Dans tout mouvement produit par une force centrale, la vitesse en un point quelconque est en raison inverse de la distance du centre fixe à la tangente.
78. Expression de la force accélératrice. — Supposons que la force qui agit sur le point M soit attractive, c'est à dire dirigée suivant MO; désignons son intensité par mR, m étant la masse du point matériel ; R sera la force accélé-
rati'ice. Appliquons le théorème du travail, nous aurons :
FhjISS
= trav. élém. demR.
Soit M' un point de la trajectoire infiniment voisin de M, M' H pei^ pendiculaire sur OM; le travail dlémentaire de mR est :
— fflR X MH = — mRrfr.
rf.f'= — 2Rrfr.
Si la force, au lieu d'être attractive, était répulsive, on trouverait :
rf.t'' = + 2Rdr;
de manière qu'on pourra appliquer dans tous les cas l'équation' (14) en considérant R comme positif dans le cas de la force attractive, et n^tif dans le cas de la force répulsive. En différentiant l'expression (9) de v* on trouve :
rf.r*
dd
dO'
On a pris 6 pour variable indépendante; on peut encore écrire :
r' I r c En reportant cette valeur dans (li), il viendra :
r' \r lio" ,
Lorsque l'équation de la trajectoire sera donnée sous la forme :
on trouvera la force R immédiatement, par l'équation précédente.
Application de la théorie des forces centrales an monyement
des planètes.
79. Lois de Kepler. — Les lois du mouvement des planètes ont été déduites par Kepler des observations de Ïycho-Brahé. Elles sont au nombre de trois :
4° Les planètes se meuvent dans des courbes planes, et leurs rayons vecteurs décrivent autour du centre du Soleil des aires proportionnelles au temps.
2^ Les orbites des planètes sont des ellipses dont le Soleil occupe un des foyers.
3° Les carrés des durées des révolutions sidérales des planètes autour du Soleil sont entre eux comme les cubes des grands axes de leurs orbites.
On peut déduire de ces lois la force qui produit le mouvement des planètes. En rapprochant le principe des aires de la première loi de Kepler, nous voyons que la force qui retient chaque planète dans son orbite est constamment dirigée vei's le centre du Soleil.
Comme la trajectoire elliptique tourne toujours sa concavité vers le Soleil, il faut conclure que cette force est attractive, puisqu'elle éloigne toujours la planète de la tangente à son orbite, en tendant à la rapprocher du Soleil.
La seconde loi de Kepler va nous permettre de déterminer la loi suivant laquelle varie l'intensité de cette force, avec les diverses positions de la planète sur son orbite.
Soient AMA' l'orbite de la planète, S le centre du Soleil
' IT-». «^'.■%. ■>■ -^<T* / , r,' ^^'
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qui est l'un des foyers de l'ellipse, AA' le grand axe, A le
point le plus rapproché de S, qu'on nomme le périhélie. A'
le point le plus éloigné appelé
aphélie, 2 a le grand axe, 2 c la
-i distance focale, e l'excentricité
égale au rapport - » S X l'axe
polaire, w l'angle ASX, r le rayon vecteur M S, v l'angle ASM, e l'angle XSM; on sait que l'on a :
i + e cosr'
or :
l'équation de l'orbite est donc :
i -t- <? CCS (8 —
i 1 ^ cos (8 —
On en
déduit
l ri
et la formule
donne :
Or, pour une môme planète, c etp sont des constantes: donc la force qui retient chaque planète dans son orbite, varie en raison inverse du carré de la distance de cette planète au centre du Soleil.
Soit T la durée de la révolution de la planète sur son orbite; c est le double de l'aire décrite pendant l'unité de
temps, r.ab est l'aire décrite pendant le temps T; on a donc à cause de la loi des aires :
ou, à cause de :
Si donc on met l'expression (46) de R sous la forme
ou :
on aura :
Pour une autre planète on aura de même :
or la troisième loi de Kepler donne :
donc :
Ainsi lA est le même pour toutes les planètes. Si nous nous rappelons que nous avons désigné par R la force qui agit sur la planète, divisée par la masse de cette planète, nous arrivons à ce résultat :
Une planète quelconque de masse m est sollicitée, dans
Vune quelconque de ses positions, vers le centre du Soleil,
par une force dont l'expression est —^^ i* étant le même
pour toutes les planètes.
Cette loi est démontrée pour une série de points compris entre des couronnes circulaires, ayant pour centre commun le Soleil, et pour rayons :
a{l—e), ail-he); a'{l—e'), a' (1 + e')...
La même chose a lieu pour une série de zones comprises entre Mars et Jupiter et correspondant aux astéroïdes. Nous sommes donc conduits à admettre que, partout où se trouvera une particule matérielle de masse m, elle sera soumise à l'action d'une force dirigée vers le centre du
Soleil, et dont l'intensité sem —r • Newton s'est proposé le problème inverse.
80. Un poi7it matériel de masse m est soumis constamment à l'action d'une force dirigée vers le centre du Soleil ^ et variant en raison inverse du carré de la distance; trouver sa trajectoire.
Pour résoudre ce problème, désignons par -— l'intensité
de la force; on aura pour la force R rapportée à l'unité de masse :
r- On a en général :
On aura donc l'équation :
OU : . '
rfO'
d'où, en intégrant et désignant par e et a deux constantes arbitraires :
- — ^ = f, e cos (0 — a),
h ^ cos (0 — a
On peut toujours supposer c > 0, en augmentant au besoin « de 480^.
Ainsi, la trajectoire est une section conique ayant pour fover le centre du Soleil. •
81 . Détennination des trois constantes c, e et a, à Taide des données initiales Oo? ^^ ^o? ^e; ^o désigne l'angle que fait la vitesse initiale v^ avec le rayon vecteur initial i\. — L'équation (2) nous donne d'abord, pour l'instant initial :
1 = c cos (6, — a),
la formule :
r.cosr,, = -^e[^J,
en y remplaçant - par sa valeur (2), nous donnera :
(3) t?, ces Yî^ = - e sin (Oj — a).
Si dans (4) et (5) on remplace c par :
(6) c = r,»?, sin i).,
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il viendra :
(7) e sin (6, — a) = — r^ sin yj^ cos tj,,
(8) e cos (Oo — rt) = ^ r. sin* t; — 1,
Les deux dernières formules déterminent sans ambiguilé e et a ; on en tire du reste :
e» - 1 = ^V.' sin»^. - ?^ r. 8ln« n.,
(9) ,_e« = î^sia«,.(L^-4 ce qui montre que, si Ton a :
i?«* < — 1 la trajectoire sera une ellipse,
V = -r' — parabole,
V>-7-» — hyperbole.
Ainsi, la connaissance des orbites elliptiques des planètes nous a conduits à trouver l'expression de la force R = ~;
mais nous voyons qu'un point matériel soumis à l'action de cette force peut décrire autre chose qu'une ellipse, il peut décrire une hyperbole ou une parabole; cela dépend des conditions initiales. 11 est remarquable que la nature de la section conique qui sera décrite par le mobile, ne dépende que de sa distance initiale au centre fixe et de sa vitesse initiale, et nullement de la direction de cette vitesse; en sorte que divers points matériels partis d'un même point M^, avec des vitesses égales à t;,, mais dirigées d'une manière
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quelconque autour du point M„ décrivent tous ou des ellipses, ou des hyperboles, ou des paraboles.
Remarque. — Des formules (9) (n" 76) et (3) (n' 80), on tire aisément, en désignant par a le demi-grand axe de l'orbite les relations suivantes :
en appliquant la dernière équation à l'instant initial, on en conclut :
cette expression est indépendante de 15.; de soi-te que si divers points matériels partant d'une même position initiale M, avec la même vitesse v„ telle que l'on ait :
ces points décriront tous des ellipses ayant le même grand axe.
82. Orbites des comètes. — Kepler avait découvert les lois du mouvement des planètes, mais il ne savait absolument rien sur les orbites des comètes; c'est Newton qui trouva la nature de ces orbites. Voyant qu'en vertu de la loi d'attraction qu'il avait découverte, un coi'ps peut décrire, autour du Soleil comme foyer, une ellipse très allongée ou même une parabole. Newton fut amené à penser que les comètes décrivaient des ellipses très allongées et que, comme les planètes, elles n'étaient pas lumineuses par elles-mêmes, mais tii'aient leur lumière du Soleil. Il put ainsi expliquer les
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principales circonstances de leur mouvement, les phénomènes de leur apparition, de leur disparition, leur visibilité seulement dans le voisinage dapérihélie et lorsqu'elles étaient
suffisamment voisines de la Terre. Newton remarqua en outre que dans la région BC où la comète est visible, Tellipse différait très peu d'une parabole ayant le même foyer S et le même sommet A. Il fut ainsi conduit à penser que les comètes pouvaient aussi décrii^e des pamboîes, ayant le Soleil comme foyer; il trouva bientôt roccasiou d'appliquer ses idées sur la nature de }a trajectoire décrite par les comètes. Le 14 novembre 1080, on aperçut une comète qui alla en se l'approchant très rapidement du Soleil, et se plongea dans ses rayons le 5 décembre; ie 22 décembre suivant, o\\ vit sortir des rayons du Soleil une magnilique comète; Newton montra que les arcs observés MN, M'N' appartenaient à une même parabole ; les deux comètes n'en faisaient qu'une.
Depuis Newton, on a calculé les trajectoires paralioUques d'un très grand nombre de comètes, et on a toujours trouvé un accord suffisant entre le c>alcul et les ol>8ervations; dans un petit nombre de cas, on a trouvé des ellipses bien accusées; c'est le cas des comètes péiiodiques; pour ces comètes périodiques, on a pu vérifier la troisième loi de Kepler, c'est à dire que si a, T, (*', T', a\ V... représentent les grands axes et les durées des révolutions
autour du Soleil ile diverses comètes, on a
rjiri
II. ayant la même valeur que pour les planètes. On en conclut qu'une comète périodique quelconque de.
masse m, dans une quelconque de ses positions, est sollicitée par une force dirigée vers le centre du
Soleil et égale à -j- •
Fig.l62 Relativement aux comètes non périodiques, désignons par p, p\ p\,. les paramètres des orbites de plusieurs de ces comètes, par
j ^••- les aires décrites par
les rayons vecteurs de ces comètes pendant l'unité de temps, les observations ont montré que Ton a :
jA ayant encore la même valeur que pour les planètes. C'est cette loi qui pour les comètes non périodiques remplace la troisième loi de Kepler. Il en résulte que chacune de ces
comètes est encore soumise à la foi'ce — f •
Vériitcations du prindpe de la gravitation universelle
— ► Si Ton réfléchit que le système planétaire est sillonné dans tous les sens par d'innombrables comètes, on voit que Ton peut admettre que : partout où pénétrera dans le système solaire un point matériel de masse m, ce point éprouvera l'action d'une force dirigée vers le côntie du Soleil, et ayant
y^wîr'<r-i**v
pour intensité — 7-' \l étant toujours le même quel que soit le
point matériel considéré ; c'est là ce que Ion appelle la foi'ce' attractive du Soleil, et on peut dire encore :
Que le Soleil attire une particule matérielle quelconque proportionnellement à la masse de celte particule, et eii raison inverse du carré de la distance de cette particule au centre du Soleil,
Si, des planètes, nous passons à leurs satellites, nous trouverons que, les lois de Kepler étant à peu près observées, dans le mouvement de ces satellites autour de leurs planètes, ces satellites doivent être attirés vers les centres de leurs planètes par des forces inversement proportionnelles aux carrés de leurs distances à ces centres. Prenons, par
exemple, le système forr i^ . 16S jné par Jupiter et ses qua-
tre satellites; soient A un de ces satellites, m sa masse, M celle de Jupiter, J; dans chacune de ses positions le point A sera soumis à l'action d'une force AB
dirigée vers le point J, et ayant pour intensité =^^ ix' apnt
JA
la même valeur pour les quatre satellites. Ainsi, Jupiter
attire chacun de ses satellites proportionnellement à sa
masse, et en raison inverse du carré de la distance de
ce satellite au centre de la planète. Jupiter et son satellite
sont aussi attirés vers le centre du Soleil S par des forces
(xM [Ltn ayant pour intensités : =T ' ^^ ' Les forces accélératrices
correspondantes seront :
- ^ . et ^ • SJ SA
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comme JA est très petit devant JS, ces forces accélératrices seront à très peu près égales eh intensité et en direction; ces forces auront donc seulement pour effet d'imprimer un mouvement de translation au système formé par Jupiter et ses satellites, de manière que les mouvements des satellites autour de la planète seront à peu près les mêmes que si la planète était immobile.
Ce que nous venons de dire pour Jupiter et ses (juatre satellites, s'applique à Saturne et ses huit satellites, à Mars et ses deux satellites,
La Terre n'a qu'un satellite, la Lune, dont l'excentricité de l'orbite n'est pas très grande, puisqu'elle n'est guère
que j^; on montrera de même que la force accélératrice qui retient la Lune dans son orbite autour de la Terre est :
mais, l'excentiicité de l'orbite de la Lune étant faible, r ne varié pas beaucoup pour les diverses positions de la Lune ; r ne diffère donc pas beaucoup de a, et on ne peut guère conclure que^ ceci, en faisant dans l'expression précédente r =i a : #
La Lune est attirée constamment vers le centre de la Terre par une force qui, divisée par la masse de la Lune, est égale en moyenne à :
Kous n'avons plus* ici la vérification qui se présentait pour Mars, Jupiter, Saturne et Uranus, qui ont plusieurs satellites,
et consistant en ce que ~^;|- a la même valeur pour tous
les satellites d une même planète ; mais nous allons indiquer une autre vérification, au moins aussi importante.
Despeyrous. — Mécanique, 23
Rappelons d'abord que pour la Lune
Appelons p le rayon terrestre; on a à peu près a = GOp ; donc :
Or:
donc :
^ = AA QQQf,Q» = 0°*' ,002706.
C'est raccélération qui correspond à la force d'attraction exercée par la Terre sur la Lune. En admettant la loi de Newton, Taccélération de Tattraction de la Terre, sur un corps placé à sa surface, c'est à dire 60 fois plus près du centre de la Terre que la Lune, sera :
Or, l'accélération g due à l'action de la pesanteur est 9°*, 81, nombre différant très peu du précédent. Pour arriver à ce résultat, nous avons supposé que l'orbite de la Lune était circulaire ; nous avons négligé aussi certaines causes secondaire» telles que la différence d'attraction du Soleil sur la TeiTe et la Lune, etc. Quand on tient compte de toutes ces circonstances, on trouve une identité rigoureuse entre les deux nombres. Il en résulte donc que : *
La force qui retient la Lune dans son orbite, n'est autre chose que la pesanteur terrestre, affaiblie en raison inverse du carré de la distance.
Ainsi, la loi de variation de lattraction qui, dans le cas de planètes accompagnées de plusieurs satellites, était prouvée principalement par la troisième loi de Kepler, est démontrée pour la Lune, par la comparaison de son mouvement avec celui des corps pesants à la surface de la Terre.
L'analogie nous porte évidemmenk à admettre la même loi pour les planètes qui, comme Mercure et Vénus, n'ont pas de satellites; nous sommes donc conduits à ce résultat :
• Chdcwi des corps de notre système planétaire exerce sur une particule matérielle une attraction proportionnelle à la masse de celte particule, et variant en raison inverse du carré de la distance.
L'attraction s'exerce sur toutes les parties des corps. Gela est prouvé dans le cas d'une planète particulière, la Terre. On démontre en effet que les corps tombent tous de la même manière dans le vide ; on peut diviser un corps en un nombre quelconque de fragments, chacun de ces fragments tombe de la même manière que le corps entiei* ; la pesanteur s'exerce donc sur chacun d'eux, et est pour chacun d'eux proportionnelle à sa masse ; or, la pesanteur n'est qu'un cas particulier de l'attraction ; nous sommes donc conduits à admettre que le Soleil attire également toutes les parties de matière, ayant des masses égales. Les planètes, attirant leurs satellites, doivent attirer le Soleil, et toutes les parties du Soleil. Newton a été conduit ainsi à foraiuler la célèbre loi de la gravitation universelle.
Dans le système compçsé du Soleil, des planètes, de leurs satellites et des comètes :
Deux molécules quelconques s attirent proportionnellement à leurs masses et en raison Fiq.i64 inverse du carré de la distance,
I > <^ 1 , Soient M et M' ces deux molécules,
m et m' leurs masses, f un coefficient constant pour tout le système planétaire ; M sera attiré vers M' par la force MA, M' vers M par la force M'A' ; on aura :
MM
Applications de la théorie def forcée centralei.
84. i^ Question. — Un point malériel décrit une courbe plane donnée, sous l'action d'une force constamment dirigée vers un centre fixe situé dans le plan de la courbe; on demande de trouver l'expression de la force; celle de la vitesse, ei la loi du mouvement du point sur sa trajectoire.
Soit R la force accéléi'atrice, c la constante des aires ; nous nous servirons des formules :
(C) d.r' = — 2Rrfr.
On tirera de Téquation de la courbe donnée r en fonction de 6, ou 6 en fonction de r, et on substituera dans les formules ci-dessus, qui donneront v* et R en fonction de 6 ou de r. En substituant de même dans Téquation :
(D) cdt = r*rfO,
on aura ou r en fonction de f, par une quadrature.
On pourra déterminer la constante c, si on connaît la vitesse en un point de la courbe ; on se servira pour cela de la formule :
(E) c = rvs\nrt.
Exemple. — La courbe donnée a pour équation
(1) r"*.= «"• cos mô.
On en tire :
a"» sin m6 d6 = — - r"* - * rfr,
a" sin.mO = J/a"" — r»"*,
(2) ^^^ -r— rfr ^
et par conséquent :
La formule (A) donnera donc : ou bien : *
«•Sm + t
En appliquant ensuite la formule (C) à Texpressîon (3) de t;', il vient :
d'où :
w " — — ^n^rri — ■'
Applications. — 1° m = 1. L'équation de la courbe est : r =r a cos e ; c'est une circonférence sur laquelle se trouve le centre fixe ; on trouve :
ca ^ 2c' a*
La force est attractive.
2* m = — 2. L'équation de la trajectoire est :
a* = r* cos 20 = a?* — »•.
C'est une hyperbole équilatêre dont le centre coïncide avec le centre fixe ; on trouve :
La force est répulsive et son intensité proportionnelle à la distance.
. 3° m = 2. L'équation de la trajectoire est :
r* = a* ces 26.
C'est une lemnîscate, dont le centre coïncide avec le centre fixe; on trouve :
La force est attractive.
86. 2** Question. — Un point matériel décrit une trajectoire sous l'action d'une force dirigée constamment vers un centre fixe; l'expression de la vitesse en fonction de la distance r du mobile au centre fixe est connue. On demande de trouver Veocpression de la force et V équation de la trajectoire.
On donne :
La formule (C) donnera :
La formule (A) donnem ensuite :
d'où :
. j. cdr
(3) ± rf6 =1 ^ .
DYNAÎkfiQUE. 359
Le problème est ainsi ramené aux quadratures. Application :
r* La force est attractive ; la formule (3) donnera ensuite :
A désignant une constçinte arbitraire ; on trouve une spirale
logarithmique, ayant pour pôle le centre fixe. On aurait pu
le voir immédiatement ; la formule (E) donne en effet dans
le cas actuel :
a sin y; = c, d'où :
Tf = constante.
87. 3* Question. — Un point matériel décrit une trajectoire sous V action d'une force dirigée constamment vers un centre fixe; V intensité de cette force est une fonction connue de la distance du mobile au centre fixe; on demande de . trouver l'expression de la vitesse et de l'équation de la trajectoire.
Soit R l'intensité de la force divisée par la masse du mobile, on aura :
f étant une fonction connue. Soient r„ v^^ tî^ les valeurs des quantités r, v, iq à l'instant initial, on aura :
c = r, t^o sin r,^ et l'équation différentielle de la trajectoire sera :
son intégrale générale contiendra deux constantes arbitraires que Ton déterminera en écrivant que pour 6 = 6^:
Un aura ensuite :
(3) v' = v:-rjj{r)dr,
r«- = d/! ct=\ r»dO.
2® Méthode. -^ On emploie la formule (3) dans laquelle on remplace v* par :
on trouve ainsi :
Résolvant par rapport à d6 et intégrant, il viendra :
•y^^^'-T^-a/Vwdr
formule dans laquelle c est égal à :
fo t?o sln t;,.
Si tjo < 5> on prendra au début le signe +, car r commence par croître ;
Si*»)© > 5» on prendra au début le signe — .
On est ainsi ramené aux quadratures, pour obtenir l'équation de la trajectoire.
La première méthode, dans laquelle on a à intégrer une
équation du second ordre paraît plus compliquée; e peut cependant conduire dans certains cas à des résult; plus simples; c'est ce qui arrive notamment dans le (
de f{r) = -ï déjà examiné, et dans le cas de :
dans ce cas l'équation ('2) <levient :
V / r du* On a d'ailleurs dans tous les cas :
Il y a lieu de considérer trois cas :
alors :
de' " r L'intéf^le générale de cette équation est, en désigni par A. et B deux constantes :
Pour déterminer les constantes, faisons passer l'i polaire par la position initiale Fig,165 yi mobile; alors 6, = 0.
En faisant dans l'intégrale 6 = on aura pour déterminer les co
0^" ^' tantes une première équation
Prenons la dérivée par rapport à 6 de l'équation (a), il
viendra :
— dr
remplaçant dans cette équation r par r, et par zéro, il viendra, en ayant égard à la relation :
(y) -— cotg r,, = w (A — B).
Les deux équations (P) et (y) déterminent les constantes A et B. Remplaçant A et B par leurs valeure dans (a), on aura l'équation de la trajectoire :
enB ^ g^ne çQtg ^^ (g»Ô __ ^-««^
Il n'entrera qu'une exponentielle si :
COtg YJj = ± ».
Soit d abord cotg tq^ = + n, nous aurons :
On a la spirale logarithmique.
Si cotg Y), = — n, il viendra :
On a encore une spirale logarithmique, mais dans ce cas le mobile se rapproche constamment de l'origine. Cherchons dans ce cas le temps nécessaire au mobile pour aller de M, au centre fixe. Pour cela nous remarquerons que l'on a :
r'de = cdty ou »
et en intégrant :
Par conséquent le temps T nécessaire au mobile pour aller de M^ en 0, qui s'obtient en faisant = oo , est :
Ce temps est fini.
Supposons enfin ti^^ = ^ • En introduisant cette hypothèse dans l'expression générale de r, on a :
>nô •_ i>— nO
On a une spirale .<* — Cherchons encore le temps nécessaire au mobile pour aller de M, en 0. Nous aurons :
ou, en intégrant :
cnt 1 1
Le temps T est ici
r * iT = ~
2" cas ; ^ — 4 = — n*. On a alors :
ou, en int^rant :
- = A cos «6 -f- B sin «0,
dont la dérivée par rapport à 6 est :
— 1 /dr\
"r~ Vrdë/ = "^ ^^ sin.nô -f- nB cos n%.
Ces deux dernières équations nous serviront à déternaîner les constantes A et B, en remarquant que pour 6 = 0, r = r,; nous aurons :
r=A, -— cotgTf3, = wB,
et par conséquent :
Posons :
— = cos nô cotg yj. sin nô.
— - colg. Yio = tg nX,
nous aurons :
- = cos nO + ; — =r i: :,
r coswX cosnX
fo cos nX r =
cos w (6 — X) Posons :
il viendra :
r = — =— -1 cos w6j
courbe facile à construire, et qui a une asymptote. 3*^ cas : T — 1 = 0.
On a alors :
Les constantes sont faciles à déterminer. On a :
B = - > A = -— cotg r,„
par conséquent :
I J» = 1 _ Ô colg ifie,
1 — 6 colg T^o équation d'une spirale hyperbolique.
AUTKE APPLICATION. R = V
On a :
et par conséquent, en appliquant le principe des forces vives :
— • — î^--'--=4?-te)]-
2lJL i[L 1 _,, i
Posons - = z, il viendra :
ci;;
dz
On peut effectuer complètement les intégrations lorsque n ^st égal à l'un des nombres : 2, 3, — 4 . Nous allons traiter d'une manière particulière le cas de n = — 1, autrement dit nous allons nous proposer de trouver le mouvement d'un point matériel attiré ou repoussé par un centre fixe proportionnellement à la distance.
En désignant par nV la force attractive rapportée à lunité de masse, on a les équations :
On peut intégrer séparément ces équations, ce qui donne, en désignant par A, B, C, D quatre constantes arbitraires :
a? = A cos n/ + B sin nt^ y = C cos nt -i- D sin nt.
Détermination des constantes. — Soient j?,, les coor* données initiales du mobile, v^ cos a^ et v, sin a^ les projections de la vitesse initiale sur les axes. On aura :
et par suite :
, ' t\ cos ao .
x = Xq cos /*/ + -2 2 sin w^
f\ sin ao .
y=^-^ sin nt.
sin nt :
n », — y cos a
ir« sin «a
et par cunséqueiit l'é<iuation de la trajectoire est ;
équation d'une ellipse dont le point fixe est le centre et dont les deux droites
jf = 0, y = a;tga,
constituent un système de diamètres conjugués. Ces droites sont le rayon vecteur initial et une parallèle à la vitesse initiale.
ÎT.
La durée T = — de la révolution du mobile sur l'ellipse
qu'il parcourt est entièrement indépendante de sa vitesse initiale.
2" Cas de la répulsion. R = »'r. On a alors :
(5) X — ke"-\-he—'; y = Ce- + De •'.
On déterminera les constantes A, lî, C, D à l'aide des conditions initiales, on tirera ensuite de (5), en y regai-danl e" et e~" comme inconnues, des expressions de la forme :
e"' = Lx + My, e-" = L'iF + M'y;
en multipliant ces deux expressions, on ti'ouvera i'équatior
de la trajectoire :
l=(La;H-My)(L'a? + M'y),
équation d'une hyperbole dont les asymptotes sont les droites :
Mouvement d'un point matériel attiré proportionnellement à la distance par un nombre quelconque de centres fixes.
K, Soient MB, la force
produite par le centre A„ dont les coordonnées sont a,, fe„ c„; MB, la force produite par le centre A„ >..; m,, m„... les masses — *^ de ces centres. Nous avons par hypothèse ;
. MB, = {i..)7i,.MÂ,, MB, =:;x.w«,.MA„
Nous aurons pour la projection de la force MB, sur Ox :
Fi^. 166
|xm, MA, X
"mIT
Donc :
^=£2,». («.-or)
- Sm.fl, — ^a? 2m,.
Soient A„ B„ C, les coordonnées du centre de gravité G des centres fixes, on aura :
Tout se passe comme si le point M était attiré propor nellement à la distance par le centre fixe G affecté ( masse M = Stn,. Donc le mobile décrira une ellipse a ce point pour centre.
Drai'EVnoi's. — Mécanique.
SUB LA COMPOSITION DES FORCES EN STATIQUE
Dans un Mémoire da n2fl, qui faitpartie du tomeldes (%)«)nenf<ii>«s de Saint- Pétertboarg, Daniel Bemoulli examine la démonstration par laquelle Newton et Varignon ont déduit la loi de la composition des forces de celle des mouvements qu'elles produisent. II criitque cette démonstration et lui reproche, en particulier, de s'appuyer sur des vérités contingentes, c'eet à dire emprantéesà l'expérience : iNïMIm iUa demoiah-atione, dit-il, ut/aUtm rejieio, sed quadaot ut oàtcara. quadam ut no» neceuario vera. > Et, aprèa un examen détaillé des objections qu'on peut faire, suivant lui, à la marche suivie par Newton, il passe à son objet principal, qui est de donner unq démonstration géométrique de la composition des forces.
Sans donner une analyse complète des remarques da Bernoulli, on peut cependant observer que sa démonstration n'est pas aussi géométrique qu'il le suppose. Comme celle de Newton, elle reposa sur des principes empruntés à l'expérience et pftrCtculiè rement sur la notion même de résultante. Il est vrai qu'elle n'emploie pas la composition des mouvements; mais, en revanche, elle ne peut pas être étendue, sana explication nouvelle, au cas où les forces agissent sur un point en mouvement (*).
Quoi qu'il en soit, la marche suivie par D. Bernoulli a eu de
l<) Eu BuppossDt, fn eSel. 1b résulloDia lrouv6a en Slalique, voici comment on peut ralsuDDor daua leuasoù le polnl esl vn inouvcineiil.' Ëlaal iloiiuiies Ueiix Ibrre» P, ij u^lsijunt sur un puinl malêriul A, itilruiluiauiis ileux fureur — P, — <J cl la furifi H i]ul
nombreux imitateurs. La Statique est souvent enseignée seule ou indépendamment de la Dynamique, et elle repose tout entière sur la loi de la composition des forces. Il était donc naturel de rechercher une démonstration de cette loi, uniquement déduite de la considération de réquilibre^ et c^est ce que n^ont pas manqué de faire de nombreux géomètres.
Pour tout ce qui concerne la comparaison de la méthode de Bernoulli avec celle de Newton, ainsi que les démonstrations analogues à celles de Bernoulli parues avant Lagrange, en pourra lire la Notice sur la loi du parallélogramme placée, au commencement de la Mécanique Analytique, Parmi les divers écrits cités par Lagrange, nous signalerons surtout le Mémoire de d^AIembert, dans le tome I des Opuscules Mathématiques^ où la démonstration, un peu longue, de Bernoulli se trouve ramenée au dernier degré de simplicité.
Il est aujourd'hui peu de Recueils scientifiques oh Ton ne rencontre au moins une démonstration de la règle du parallélogramme. Le premier chapitre de la Mécanique Céleste en contient une qui repose sur remploi des infiniment petits. Poisson, dans sa Mécanique Rationnelle^ en donne une autre qui conduit à une équation fonctionnelle. On trauve encore, dans la dernière édition de la Statique de Monge, une démonstration due à Cauchy et reproduite dans le tome I des Exercices de Mathématiques^ 1826. Môbius en fait connaître une autre, fort curieuse, dans sa Statique. Celle que contiennent nos Traités de
Mécanique est très simple, mais elle repose sur un principe de la
statique du corps solide; on l'attribue, je crois, à Ampère. Enfin, pour borner là notre. énumération, citons encore, dans le Journal de LiouviUe y tome I, la démonstration de M. Aimé, qui se rapproche de celle de D. Bernoulli et n'offre aucun avantage sur celle-ci, telle qu'elle a été présentée par d'Alembert.
Ces différentes démonstrations reposent sur des principes qui leur sont communs, et sur d^autres qui sont propres à chacune déciles. C^est ainsi que les unes admettent que la direction et la grandeur de la
leur ferait équilibre. L'état, c'est à dire le mouvement du point, no sera pas cliangc. Supprimons les groupes P — P, Q — Q ; il rost» lu force R, qui peut, par conséquent, remplacer les forces P, Q. Mais ce jirincipe, qu'on peut ajouter ou sup|)rimcr sur nn point matériel en mouvement dos forces qui se feraient éifuilibre sur le point au n»pos, n'est au fond qu'un cas particulier de la loi de lu composition des mouvements liroduits par les forces.
résultante varient d^une manière continue avec la grandeur et la direction des composantes; d^autres supposent seulement que la résultante est dirigée à Tinterieur de l'angle formé par les composantes, etc.
Je me suis proposé de reprendre Tétude de cette question en la traitant comme un problème de pure Géométrie, ce qu'elle est au fond ; et en tachant de conduire la démonstration de manière à bien mettre en évidence quelles sont les hypothèses qu'on peut rejet^er et celles qu'il est nécessaire d'adopter. Je commencerai donc en admettant les hypothèses communes à toutes les démonstrations et en me proposant le problème de Géométrie suivant :
Ëtant données n lignes 0A„ 0A„ ..., OÂ», ayant leur origine en un point O, déterminer pour ces lignes une loi de composition d'après les conditions suivantes :
I. La résultante totale, unique et déterminée, demeurera invariable quand, à quelques-unes de ces lignes, on substituera leur résultante partielle. Elle sera indépendante de l'ordre dans lequel auront été faites les compositions partielles.
II. Elle sera aussi indépendante de l'orientation du système dans l'espace, c'est à dire qu'elle se déplacera en formant avec les lignes un système invariable quand on leur imprimera un déplacement quelconque autour du point 0.
Dans cette manière de poser la question, il est nécessaire de bien prouver les points qui paraîtraient le plus évidents s'il s'agissait réellement de forces ; la conclusion aura d'autant plus de valeur qu'on aura moins admis de conditions pour l'obtenir.
Il résulte d'abord des deux hypothèses admises que la résultante OC de deux lignes égales et directement opposées est nulle. En effet, le système des lignes A, OB ne change pas : I^ par une rotation autour de AOB d'un angle quelconque; 2^ par une rotation de 180 degrés autour d'un axe Ox perpendiculaire à AOB, qui amène OA sur OB et OB sur OA. Ces rotations ne devraient donc pas changer la direction de la résultante, ce qui est impossible. H faut donc qu'elle soit nulle.
Réciproquement la résultante de deux lignes OA, OB n'est nulle que si elles sont égales et directement opposées. Supposons, en effet, que deux lignes OA, OB aient une résultante nulle. Considérons le système des trois lignes A, OB et OB' égale et directement opposée
à OB. La résultante de ces trois lignes est OA; mais, comme la résultante de OA et de OB est nulle, elle est aussi OB'. Comme, d'après la condition I, }\ ne peut y avoir deux résultantes différentes, il faut que OB' soit égale et parallèle à OA et de même sens qu'elle, c'est à dire qu'il faut que OA, OB soient égales et de sens opposés.
En second lieu, la résultante de deux lignes OA, OB est nécessairement dirigée dans leur plan, car soit OC cette résultante : deux ligues OA', OB' égales et opposées à QA, OB doivent avoir pour résultante OC égale et opposée a OC. En effet, la résultante de OA, OB, OA', OB' est nulle; il faut donc qu'il en soit de même de la résultante de OC et de OC et, par conséquent, que OC et OC soient égales et opposées.
Or, si Ton fait tourner OA, OB de 180 degrés dans leur plan, elles viennent s'appliquer sur OA', OB'; il faut donc que OC vienne s'appliquer sur son prolongement OC, ce qui exige que OC soit dans le plan BOA. Ainsi :
La résultante de deux lignes est contenue dans le plan de ces deux lignes.
Ce point étant admis, soient P, Q deux lignes appliquées au point ; adjoignons-leur une troisième ligne quelconque R non située dans leur plan et cherchons la résultante S de ces trois lignes. Soient R' la résultante de P et Q, Q' celle de P et R, P' celle de Q et de R. On aura S en composant soit P et P', soit Q et Q', soit R et R'. D'où il suit que les plans de P et P', de Q et Q', de R et R' doivent se couper suivant une même droite. On aura donc, d'après un théorème connu relatif à l'angle trièdre,
sin R'OP sin P'OQ sin Q'OR _
sin R'ÔQ sin P'OR sin Q'OP "" *~ '
sin R'OP _ sin P'O R , sin Q^QR sinQOR' *~ sin P'OQ ' sinQ'OP'
sin P'OR.
Supposons OR perpendiculaire au plan PO Q. Le rapport —, j
ne dépend que des forces R et Q et de leur angle qui est supposé droit. Il est donc une fonction de R et de Q, 9 (R, Q). De même le rapport
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ain B'OP _ ^(R,Q> sinQOR' "~ç{R,P)' on, en donnant k R une valeur numérique 1, par exemple,
ain R'OP _ ç (Q) SinQOR' ~7(P)*
Cotte équation exprime que, si l'on porte la longueur ç (P) sur P r dans le sens de P ou en sens con-
traire, suivant que f (P) est positif ou négatif, et de même ^(Q) sur Q, la résultante est en dirietion la diagonale du parallélogramme construit sur ç (P) et <f (Q),
J'ajoute que la diagonale sera, en grandeur, égale à la fonction ^0 ? (^') ^^ '* résultante R' .
Soient, en effet, (^. 167) P, Q, Rtroislignea dont la résult«nte soit nulle, Chaouoe sera égale et opposée à la résultante des deux autres. Prenons :
0A = 9(P), OB = ip(Q), 00 = ?(R);
OP sera, en direction, la diagonale du parallélogramme construit sur OB, OC; OBIa diagonale du parallélogramme construit sur OA, OB. On a donc :
OD = BE = OC, ou OD = ç(B).
Comme R est la grandeur de la résultante des deux lignes P, Q, on voit que la din^nale du parallélogramme construit sur ^{P), if(Q) a pour grandeur ç (R), comme nous l'avions annoncé. De tout ce qui précède résulte la loi de composition suivante : Étant données n lignes P,, P„ ..., P., la loi de composition la plus générale satisfaisant aux conditions I, II sera la suivante. On choisira une fonction f (2) et l'on portera des longueurs égales à ç(P,),f(P,), ..., If (P.) respectivement sur P„ P„ ..., P., dans un sens déterminé par le
signe de chacune « de ces fonctions. On composera toutes pes lignes d'après les règles du polygone des forces, c'est a dire en les portant successivement les unes à la suite des autres; le côté qui fermera ce polygone donnera la direction de la résultante R, et il sera égal en grandeur à ç (R) .
Ajoutons que, pour que R soit bien cotinu, il faut qu'on puisse le déduire sans ambiguïté de la valeur de f (R). Remarquons aussi que la loi de composition ne sera pas changée si, à la place de ç {x)^ on prend W9(^), W! étant un nombre quelconque.
Les deux conditions I, II ne suffisent donc pas à nous conduire seules aux lois de la composition des forces. Nous ajouterons Thypothèse suivante, qui est admise dans toutes les démonstrations de la lot du parallélogramme et sur laquelle repose la définition même de la grandeur d'une force.
III. La loi de la composition des lignes doit se réduire à celle de l'addition algébrique pour des lignes de même direction.
Voyons les conséquences de cette hypothèse sur la forme de la fonction ç (P).
Considérons deux lignes quelconques P, Q, de même direction et de même sens, et d'autres lignes quelconques S, T, ... Dans le polygone des lignes résultant de la composition figurent deux côtés parallèles, 9 (P) et 9 (Q). Mais, si l'on compose P, Q en une autre ligne P + Q, les deux côtés 9(P), ^(Q) seront remplacés par un seul ^(P -4- Q), <îui leur sera parallèle. Comme la résultante totale ne doit pas êtro changée, il faut que. l'on ait :
Ainsi cette équation fonctionnelle est la traduction de notre nouvelle condition III.
On sait résoudre l'équation précédente en supposant 9 (P) continue. I>a fonction, qu'on obtient alors est :
<p (P) z= aP.
Mais nouii allons montrer que, en supposant «(P) simplement positif, on arrive au même résultat.
En effet, de l'cquation :
on déduit que la fonction 9(0?), si elle est positive, est toujours
croissante. D*ailleurs c'est une conséquence bien connue de Téquation fonctionnelle, que Ton a : ^
c'est à dire 9 (a?) = «j?, pour toutes les valeurs coramensurables de x.
La fonction étant croissante, la même formule conviendra aussi évidemment, sans qu'il soit nécessaire de la supposer continue, pour les valeurs incommensurables de x {}),
D'après une remarque faite plus haut, on peut diviser par a et prendre ^{x) = Xy ce qui conduit à la loi du parallélog^ramme.
Ainsi, pour obtenir cette loi, il faut ajouter aux trois hypothèses déjà faites Tune des deux suivantes :
IV. . 9 (P) est toujours positif, c'est à dire 9 (P) et 9 (Q) sont de même signe.
IVfl. 9 (P) est une fonction continue.
Examinons la signification mécanique de ces deux hypothèses»
IV. Si 9 (P) est toujours de même signe, la résultante des deux forces P, Q sera toujours dirigée dans leur angle.
IVq. Si 9 (P) est continue, la direction de la résultante et sa grandeur seront des fonctions continues des deux forces.
Ainsi il faut admettre l'une ou l'autre des deux hypothèses qui précèdent pour obtenir la loi connue de la composition des forces.
Aucune démonstration n'échappe aux conditions que nous avons posées ici. Celle de Bernoulli modifiée par d'Alembert paraît ebcore la meilleure au point de vue du moindre nombre des hypothèses faites, et aussi parce qu'elle n'emploie que des constructions planes. Il nous semble que, en écartant des distinctions tout à fait déplacées dans un enseignement, on pourrait tirer des lignes qui précèdent un moyen assez simple d'obtenir en Statique la loi de la composition des forces.
p 1» + 1 (*} Car, soit x une iacommensurable comprise entre - cl » on aura :
?(^)<?(«)<?(^*} ou a?<3>(«)<a(^^); f [a) sera donc comprise cntro doux grandeurs ayant pour limite aa.
RELATIVE A DEUX THÉORÈMES DE LAGRANGE SUR LE CENTRE DE GRAVITÉ
Une intéressante Communication de M. Laisant a la Société Mathématique de France (^) a trait à deux remarquables théorèmes qui, depuis Lagrange, ont été étudiés par différents géomètres. Poinsot les a donnés dans sa Statique y et Jacobi, après les avoir établis dans sa Mécanique Analytique (p. 22), en fait un usage important dans les considérations quMl développe sur la stabilité du système du monde.
JMndiquerai ici commenterai démontré^ dans mon enseignement, les propositions ou plutôt ht proposition de Lagrange (car le premier théorème de Lagrange n'est qu'un cas particulier du second). Bn développant une remarque de Leibnitz, on est conduit, en même temps qu'au théorème de Lagrange, à un nouveau mode d'exposition de la théorie du centre des forces parallèles.
On sait que, étant données trois forces concourantes qui se font équilibre, leur point commun d'application est le centre de gravité du triangle formé par leurs extrémités. Leibnitz a remarqué plus généralement que, si n forces concourantes se font équilibre, leur point commun d'application est le centre de gravité de » points de masses égales placés à leurs extrémités. C'est cette remarque» un peu généralisée, qui nous servira de point de départ. Nous allons d'abord indiquer quelques définitions qui serviront à abréger les raisonnements.
Ëtant donnée une force, nous la désignerons toujours en commençant par son point d'application. Ainsi, la force G A aura son point d'application en G et son extrémité en A. Comme nous n'examinerons que des forces concourantes, il n'y a aucun inconvénient k dire qu'une
(1) Bulletin de la SoeiiU Mathémati^te de France^ t. V, p. 19S.
force OA est la résultante de deux forces PB, QC. Cela signifiera que si les trois forces étaient déplacées parallèlement à elles-mêmes et ramenées k avoir le même point d'application, la première' deviendrait la résultante des deux autres. Ainsi, en tenant compte des deux conventions précédentes, nous pourrons dire, étant donné un triangle ABC, que AB est la résultante de A C et de CB.
Étant donnée une force G A, nous dirons que nous la multiplions par un nombre positif ou négatif m, quand nous lui substituerons une force OB de même direction et de même point d'application, égale à la première multipliée par la valeur absolue de m, de même sens si m est positif, de sens contraire si m est négatif. Il est clair que
la force (fn^ + m^ OA est la résultante de m^OÂ. et de m^OA, et, d'autre part, que, si une force F est la résultante de deux autres F' , F', f»F sera de même la résultante de mF', mF'.
Ces définitions étant admises, nous pouvons énoncer le théorème suivant :
Théorème I. --^ Considérons p points A^, A„ ..., Ap afectés de coefficients positif ou négatif m^y m^, ..., m^ dont la somme n*est pas nulle; désignant un point quelconque de respace, la résultante des forces
m, O A,, ff», O A,, ..., % OAp ira passer par un point fixe C et sera égale
à M. OC, M désignant la somme mi + 9n, + ... + m^.
Dans le cas exceptionnel oU la somme M est nulle, la résultante conservera une grandeur et une direction invariables quand le point se* déplacera; en particulier, si elle est nulle pour une position du point 0, elle sera nulle pour toutes Us autres.
Soit, en effet, OR la résultante des forces mi OA,*. Cherchons la résultante 0' S quand le point est remplacé par le point 0' et les
forces mi A,- par w,- 0' A,-. La force 0' A,- peut être regardée comme la résultante de 00 et de 0A{. De même, miO'A,- peut être regardée
comme la résultante de m,0'Oet dem^OA,-. On obtiendra donc la résultante O'S : 1^ en composant toutes les forces 9n,0Af, ce qui
donnera OR ; 2^^ en composant toutes les forces mi 0' 0, ce qui donnera
M.O' O; 3^ en composant les deux résultantes partielles
(l) OR et M.Ô^.
Supposons d'abord que M ne soit pas nul, et déterminons sur OR un
point G par la condition :
OR = M
Alors O'S, étant la résultante de M. OC et de M.0'0, sera évidemment égale à M. 0' C. Elle passera donc toujours par le point 0, et sera
égale à M. 0' G, ce qui démontre la première partie du théorème, relative au cas où M n^est pas nul.
Supposons maintenant que M soit nul. Alors les deux résultantes partielles (1) se réduiront à une seule. 0' S sera égale et parallèle à OR, ce qui achève de démontrer la proposition.
Il est évident que le point 0, par lequel va passer la résultante quand M n'est pas nul, ne dépend que des rapports mutuels des coefficients mi. En mettant à profit cette remarque, considérons
les forces «i, — -> ««t— t"' '"* ***— r^î ®^^®s auront pour resul-
tante j OC.
Prenons ^ = 0A|, et supposons que le point s'éloigne indéfini-
A OA
ment. Alors — -2> ..., — -^ auront pour limite Tunité. Les différentes
Wf '0 A' forces —î-— ^ 5 que l'on peut supposer ' transportées parallèlement à
iBlles-mêmes de manière que leurs points d'application coïncident avec les points A;, finiront par devenir parallèles et auront pour grandeurs les valeurs absolues de m^y m,, ..., nip, deux forces correspondantes à des coefficients de signes contraires ayant des sens opposés. Quant à la
résultante qui passe par C et a pour valeur > on peut transporter
son point d'application en C, et elle aura pour valeur limite M. Ainsi la résultante des forces parallèles passera par un point fixe et sera égale à leur somme algébrique. On reconnaît la proposition fondamentale] de la^théorie des forces parallèles ; le point est le centre des forces parallèles considérées, ou, si l'on veut, le centre de gravité des masses m,- appliquées aux points A/, et l'on voit que la notion et les propriétés de ce centre se déduisent comme cas particuliers du théorème I.
Ces remarques préliminaires étant faites, nous obtiendrons sans peine le théorème de Lagrange et une proposition nouvelle. Nous avons
appelé OR la résultante des forces fft.OA,-. En employant la formule connue qui donne la résultante en fonction des composantes, nous aurons :
(2) OR = Sw-OAi — 2Zmimk OA»- OAf cos A.OAi.
Or, dans le triangle A,0 Ajt, on a :
20 A, OAi. cos A.OAi: = OA. -4- OAt —AiAt .
Servons-nous de cette relation pour éliminer les cosinus; la formule (2) deviendra :
(3) , OR = MSw; OA. — SSî/î.Wa a, Ai. .
Si Ton remplace OR par M. OC, on aura précisément la proposition de Lagrange.
Sans insister sur cette proposition bien connue, je vais examiner spécialement le cas où Ton a M = 0. Alors nous savons que la résultante OR est constante en grandeur et en direction, et, en eifet, la formule (3) nous donne pour cette résultante la valeur :
(4) OR =: — 22 ntinii: A.Ajt ,
indépendante de la position du point 0.
Supposons maintenant que, considérant un certain nombre des points A,-, on les supprime et on les remplace par un seul point, leur centré de gravité, affecté d'une masse égale à la somme de leurs masses, je dis que la résultante ne sera pas changée. En effet, cela revient à
supprimer, par exemple, deux forces m^OA^, m^OA^j et à ajouter la force (w, •+• m^) O A' dirigée vers le centre de gravité A' des points A„ A,. Or, diaprés le théorème I, cette dernière force est la résultante des deux premières. L^opération indiquée a donc pour effet de substituer à deux ou à plusieurs composantes leur résultante partielle, ce qui ne changera pas la résultante totale.
Donc, dans l'équation (4), le second membre conservera sa valeur quand on substituera aux points Aj les nouveaux pointa, en nombre
moindre, que Ton aura déduits des premiers par des compositions partielles. Nous sommes ainsi conduits à la proposition suivante :
THéoRKME IL — Considérons un système depoinU dont la masse totaU est nulle. Remplaçons un ou plusieurs groupes de ces points par leurs centres de gravité, en aJTectant à ces centres la masse totale des points qu'ils remplacent. Pour un quelconque des systèmes de points ainsi obtenus p la somme
Z!^ mimi; A;Âjt
conservera une valeur constante, négative ou nulle.
Il serait facile de prouver que ce théorème peut donner celui de Lagrange; je me contenterai de faire remarquer que Ton peut toujours réduire à deux le nombre total des points du système, par exemple, en prenant le centre de gravité de tous les points à masse positive d'une part, et, d'autre part, celui des points à masse négative. Soient B, B' les deux points ainsi obtenus de masses jjl, — (a, La somme précédente sera réduite à un seul terme :
— j/.'.BB'*,
ce qui permettra de la construire géométriquement. Du reste, les points B, B' donnent aussi la direction de la résultante OR définie dans le théorème I ; car, si le point vient en B' , cette résultante se
réduit à la seule composante [lB' B, et, comme elle est constante en grandeur et en direction, elle sera toujours parallèle à BB' et égale
à|jL.B'^.
Le théorème II peut conduire à de nombreuses propositions de pplygonométrie. J'en indiquerai une seule application.
Soit âBOD un quadrilatère, et soient placées les masses 1, •— 1, I, — 1 aux sommets A, B, C, D. Si nous appelons I, K les milieux des diagonales BD, AO, on aura :
BÎ3' + AC*— . Ib*— BC*— Cd'— DÂ*= — 4 Îk' .
SUR LE CENTRE DE GRAVITE DE CERTAINS VOLUMES
Considérons un corps solide homogène quelconque, et supposons que Ton sache déterminer les aires des sections faites dans ce corps par la série des plans parallèles à un plan fixe P, ainsi que les centres de gravité de ces sections. Si Ton rapporte le corps à trois axes, rectangulaires ou obliques, assujettis à la seule condition que le plan des yz soit parallèle au plan P, on saura déterminer en fonction de of Taire S^ d*une section quelconque parallèle au plan des yz, ainsi que les coordonnées y[, s[ du centre de gravité de cette aire. Cela posé, si Ton mène dans le corps une série de sections infiniment voisines, parallèles au plan des yz, et si Ton remplace le volume du corps compris entre deux de ces sections consécutives par le cylindre ajant pour base Tune déciles et dont les génératrices sont parallèles à Taxe des a, le centre de gravité du cylindre qui admet pour base la section menée à la distance a aura pour coordonnées :
son volume aura pour expression :
k désignant le sinus de Tangle de Ox et du plan des yz. Par conséquent, Tapplication du théorème des moments nous donnera, en désignant par V le volume du corps et par â?|, y^, z^ les coordonnées de
son centre de gravité :
Les intégrales triples données dans le texte (p. 44) sont donc remplacées ici par des intégrales simples.
Les deux dernières formules (l) conduisent immédiatement à une conséquence importante :
Si les centres de gravité d'une série de sections parallèles dans un solide homogène sont en ligne droite^ le centre de gravité d» solide se trouve aussi sur cette droite.
Il suffit, en effet, de supposer dans les formules (1) que Ton a pris pour axe des x précisément la droite qui contient les centres de gravité de toutes les sections parallèles. Alors p[ et z[ sont nulles pour toutes les valeurs de x et les valeurs de y^ et de z^ données par nos deux dernières équations se réduisent à zéro.
Considérons, par exemple, le segment déterminé dans un ellipsoïde homogène et plus généralement dans une surface du second degré quelconque par deux plans parallèles. Les sections par les plans parallèles aux deux bases sont des ellipses ayant leurs centres en ligne droite. Par conséquent :
Le centre de gravité de tout segment ellipsoïdal à bases parallèles se trouve sur la ligne Qui joint les centres des deux bases elliptiques.
Je vais maintenant appliquer les deux premières formules (1) au cas où l'expression de Sx revêt la forme simple :
S^ = a -{- bx + cx^y
et, pour plus de simplicité, je supposerai que les axes soient rectan-
gulaires, ce qui donnera ^ n=: 1 ; je vais déterminer le centre de gravité du segment, do hauteur A, compris entre les plans :
NOTE III. 3cS5
On aura alors :
(2) V = / (« + *J? -f- cx^) dx=.ah + -^ -\- --- »
et
(3) V j-ç =1 (a H- Jjp + cx^) 0? (fj? ==-—-+---- 4-
aA' ÔA* cA'
(4) S« = fl, s, = a + *A + cA', a = a -*- — + -
Oa peut de ces équations tirer a, h, c, ce qui donne aux équations (2) et (3) la forme élégante :
(5) ■ V = g(S„+S. + 4cr),
(6) Vx.=^(S. + 2î).
Si nous désignons par x^ la distance A — ^^ du centre de gravité à la base S, du segment considéré, on aura par raison de symétrie :
et par conséquent :
Arrêtons-nous d'abord à la formule (5). Elle nous donne un théorème extrêmement connu, mais très utile.
Si faire de la section/alte dans un corps pat un plan parallèle à un plan fixe est une /onction du second degré de la distance de ce plan à une de ses positions, le volume du segment compris entre deux positions quelconques du
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x^ désignant la distance du centre de gravité du segment au plan des yz ou à Tune des bases du segment.
Au lieu de garder dans les formules les coefficients a, d^ c qui n'ont aucune signification, nous allons introduire les aires des deux bases S^, ?\
Sp et Taire de la section moyenne 7,' correspondante à la valeur ^ (
de 0?. On a alors : !
plan sera exprimé en fonction de la hauteur du segment et des aires des trois sections d^à déjlnies^ par la formule (5),
Ce théorème subsiste dans le cas où la fonction Sx est du troisième degré par rapport k x ; cette remarque trouvera plus loin son application.
On connaît un grand nombre de solides pour lesquels la fonction S^ est du second degré. Nous pouvons d^abord citer tous les solides de la géométrie élémentaire, v le tronc de cône, le segment sphérique, etc. Dans le cas du tronc de cône, les aires des sections sont proportionnelles au carré de la distance de leur plan au sommet du cône. On aura donc :
et par conséquent, l'application des formules (5) et (7) donne ici :
[ V = ^ (s. + s. + i/tàjX
^^^ ) jq _ 3s. + s, + 2 ks;;s;
\ *. 3So + s, + 2 |/S^
Pour le segment sphérique à deux bases, si Ton prend pour rorigine des coordonnées le centre de la sphère, ou aura :
^-r-'-hin
ce qui donne la relation :
et par conséquent on peut mettre le volume du segment sous Pune ou l'autre des deux formes :
Les formules (1) sont encore applicables à toutes les surfaces du second degré, comme on le reconnaîtra aisément par un calcul direct. Mais on peut rattacher cette propriété des surfaces du second degré à une proposition plus générale en montrant que dans Coule sur/ace réglée, les aires des sections par des plans parallèles sont exprimées par un polynôme du second degré {}),
Soient en effet :
y =1 ax -h p^
zz=: bx -^ q, ^ .
les équations qui définissent une surface réglée et où a, à, p^ q sont des fonctions données d^un paramètre a. Uaire de la section par un plan parallèle au plan des yz sera donnée par la formule :
(0) S, = yj{ydz^zdy\
où Tintcgrale est étendue à tout le contour de la secticn. En rcmpla- . çant y, z par leurs valeurs on a :
2Sa: = d?* I {adb — h da) + x \ (p db — b dp -^ a dq — q da)
{pdq — q dp),
et ainsi se trouve démontrée la proposition que nous avions en vue.
Nous pouvons ici appliquer les deux, dernières formules (1) et obtenir un résultat élégant. En effet, considérons la section par le plan parallèle au plan des yz^ son aire est déjà donnée par la formule (9). Quant à son centre de gravité, on peut le déterminer comme il suit :
Si Ton envisage la section con^e composée des triangles élémentaires dont Taire a pour expression :
^{ydz — z dy\
2 fi les centres de gravité de ces triangles auront pour coordonnées / >
-— - et par conséquent on aura^ en appliquant le théorème des (1) Vuir J. BERTRAifD, Traiiéde Calcul întégral^ ]i. 4(1, 412.
moments :
y.' ^x =^ 1 y (y dz — z dy\
zlS^zzi- j z{ydz — z dy).
Les intégrations donnent pour y[ S^, z[ S, des expressions du troisième degré en x^ de la forme :
. « . 9 (d?) = A + Ba: -4- C^* + Do?*.
On obtient donc déjà ce premier théorème : Le lieu dc9 centres de gravité des sections parallèles faites dans une sur/ace du second degré est en général une cubique gauche, *
D^autre part, appuyons-nous sur la proposition déjà signalée plus haut et d*après laquelle on a :
J%{x) dx = \^, (0) + ç (A) H- 4ç QJ
toutes les fois que g {x) est un polynôme du troisième degré au plus en X- La troisième formule (1) nous donnera :
(10) Vy. = ^[S.y;+S.y;+45y:],
^•' y\i y\ étant les ^ des centres de gravité des aires S^, S,, ?. On aurait de même la formule analogue :
En rapprochant ces deux formules 4e Péquation (6), on obtient le résultat suivant :
Pour construire le centre de gravité du segment à deux bases, compris entre deux sections parallèles d^vne surface réglée, on placera aux centres de gravité de ces deux baseSy des masses égales respectivement aux aires de ces deux bases et, au centre de gravité de la section menée à égale distance des deux bases, une masse égale à quatre /ois l'aire de celle section. Le centre de gravité des trois masses ainsi définies sera le centre de gravité du segment»
SUR LE SYSTÈME DE QUATRE FORCES EN ÉQUILIBRE
Il a été montré à Tarticle 107 que lorsque quatre forces se font équilibre, les lignes d^action de ces forces constituent quatre génératrices d^un même système, d^une surface réglée du second ordre. Je me propose d'établir ici la réciproque et de prouver que lorsque quatre droites appartiennent à une surface du second ordre, elles peuvent être prises pour lignes d^action de quatre forces se faisant équilibre.
Supposons d'abord que ces quatre droites appartiennent à un h jperboloïde ; si on leur mène des parallèles par un point quelconque de l'espace, trois quelconques de ces parallèles formeront un trièdre. Il sera donc possible de déterminer les grandeurs de quatre forces dirigées suivant ces parallèles et se faisant mutuellement équilibre. Pour cela, il suffira de construire le parallélipipède admettant pour arêtes trois de ces droites et pour diagonale la quatrième. Les quatre forces représentées par les trois arêtes et par une droite égale et opposée à la diagonale se feront évidemment équilîbre. Remarquons que les rapports mutuels de ces forces sont seuls déterminés et que Ton ne détruirait' pas Téquilibre, si on les multipliait toutes par un même nombre.
Transportons maintenant ces forces respectivement sur les quatre droites données qui leur sont parallèles. On aura ainsi constitué un système de quatre forces, admettant pour lignes d'action les droites données et dont la résultante générale sera évidemment nulle. Par conséquent, si l'on fait la réduction des forces en un point quelconque de l'espace suivant la méthode de Poinsot, le couple obtenu sera toujours le même, quel que soit le point où l'on fera la réduction. Je vais démontrer que ce couple est nécessairement nul. Soit en effet d une des génératrices de l'hyperboloîde rencontrant les quatre droites données. Si Ton fait la réduction en transportant les forces en un point de (f, les couples qui
naissent de la translation de ces forces ont tous leur axe perpendiculaire à d. Donc Taxe du couple résultant sera nul ou perpendiculaire à d. On voit donc que cet axe doit être nul; car il ne saurait être perpendiculaire à toutes les génératrices d'un même système de rhyperboloïde, qui ne sont pas parallèles à un même plan.
Supposons maintenant que les quatre droites appartiennent à un paraboloïde et soient parallèles, par conséquent, k un même plan. En répétant le raisonnement précédent, on verra facilement que Ton peut placer sur les trois premières droites 1, 2^ 3 un premier système de trois forces dont les rapports mutuels seuls seront déterminés et dont la résultante générale sera nulle. Gn verra comme précédemment que le couple auquel peuvent se réduire ces trois forces a son axe perpendiculaire à toutes les génératrices du second système du paraboloïde. On peut de même placer sur les deux premières droites 1, 2 et la quatrième 4 un second système de trois forces se réduisant à un couple dont Taxe sera aussi perpendiculaire aux génératrices du second système, et par conséquent parallèle à l'axe du premier couple. Soient a et b les valeurs respectives de ces deux axes ; si Ton place sur les quatre droites un double système formé des trois premières forces multipliées par X et des trois dernières multipliées par [x, il y aura deux forces ayant pour lignes d'action chacune des droites I, 2. En les composant respectivement, il restera un système de quatre forces dirigées suivant les droites i, 2, 3, 4, dont la résultante générale sera nulle et qui se réduiront à un couple dont Taxe aura évidemment pour
grandeur Xa + tx^. On pourra donc toujours disposer du rapport - de
telle manière que cet axe soit nul, et alors les quatre forces se feront
équilibre.
En appliquant la même méthode, on établira le théorème suivant : Pour que cinq droites puissent être les lignes d* action de cinq f!>rces se
faisant équilibre^ il faut et il suffit que les deux droites qui rencontrent les
quatre premières rencontrent aussi la cinquième.
Mais rétude détaillée de cette proposition nous entraînerait trop
loin. Nous nous contenterons de signaler ici tout le parti que Ton peut
tirer de la belle théorie des complexes de Plûcker dans Tétnde de la
réduction des forces appliquées à un corps solide.
SUR L'ÉQUILIBRE ASTATIQUE
Parmi les systèmes de forces agissant sur un corps solide, les plus importants peut-être sont ceux qui sont composés uniquement de forces parallèles. Leur étude a conduit à la notion du centre des forces parallèles, point d^application d^une force unique ayant même direction que les forces considérées, égale à leur somme algébrique et pouvant toujours les remplacer lorsque le corps change de situation dans Tespace. »
Il était naturel de chercher à étendre aux systèmes composés de forces quelconques les propriétés du centre des forces parallèles, c^est à dire d^examiner comment varie TefPet d^un système quelconque de forces appliquées en des points déterminés du corps solide ; soit lorsque, leur grandeur et leur direction demeurant les mêmes, Porientation du corps vient à changer; soit, ce qui est la même chose, lorsque, le corps demeurant en repos, les forces changent de direction de manière à conserver entre elles les mêmes angles. Minding, dans le tome XV du JourTuil de Crelle, a donné sur ce sujet un théorème des plus intéressants et il a établi que, toutes les fois que le corps est amené dans une situation ou le système des forces a une résultante unique, cette résultante rencontre deux courbes ayant une position fixe dans le corps, qui sont une ellipse et une hyperbole, focales Tune de Tautre.
Dans un petit ouvrage (^) j^ai étudié les différentes questions que Ton peut se proposer dans cet ordre de recherches. Je me contenterai ici de donner les conditions nécessaires et suffisantes pour que les forces se fassent équilibre dans toutes les positions du corps; on dit alors que le corps est en équilibre asiatique,
(<) G. Darboux, Jfémo/re sur tf^Uiàre asiatique, Paris, Gaulbier-VillarSf 1S77.
3î)2 COURS DE MÉCANIQUE.
Au point de vue de cette théorie il est indifférent» nous venons de le voir, soit de supposer que le corps se déplace, les forces conservant leur point d^application, leur grandeur et leur direction ; soit d^admcttre que le corps demeure en repos, les forces changeant de direction de manière à conserver entre elles les mêmes angles. C^est cette dernière supposition que nous choisirons de préférence. Si Ton veut admettre que le corps se meut, il suffira de supposer que nos axes, mobiles dans Tespace, soient fixes par rapport au corps.
Supposons le corps soumis à Taction de n forces. Nous définirons ces forces par leurs composantes X,-, Y,-, Z/ parallèles aux axes et par les coordonnées Xi, ^.-, Zi de leurs points d^application et nous adopterons les notations suivantes :
Xx = ^ X/a?£, Yjc = ^ Y,r,-, Zjc = \ Z,a?i,
Xa = ^ Xf, Yo = ^ Y/, Zo = ^ Z;.
Cela posé, considérons un système actuellement en équilibre. On aura les six équations :
j X,=:0, Yo = 0, Zo = 0,
^^ (Y, — Z,= 0, Zx~X, = 0, X, — Yx=:0.
Supposons led axes rectangulaires et cherchons la condition pour que réquilibre subsiste si Ton imprime au corps une rotation finie autour de 0^. Gomme nous supposons les axes entraînés avec le corps, les coordonnées des points d'application ne changeront pas; mais le.s composantes des forces parallèles à Ox et k Oy ne seront plus les mêmes. Il faudra remplacer :
Xi par Xi cos 9 + Y,- sin ç,
Yf par — Xf sin 9 4- Y» cos 9,
9 désignant Tangle dont le corps a tourné. Les équations de réquilibre
dans la nouvelle position seront par conséquent :
X^ cos ç -4- Yo sin 9 = 0, — X, sin 9 + Y, cos ç — Z^ = 0, — Xo sin 9 + Yo cos ç = 0, Z^ — X, cos ç — Y, sin ç = 0,
Zo = 0, (X,, — Y:,) cos 9 -f- (Xx 4- Y J sin 9=0.
Si Ton tient compte des équations (1), les trois premières sont satisfaites, et les autres, après quelques transformations simples, prennent la forme :
(2) X, (1 — cos ç) = 0, Y,*(l — cos 9) = 0, (X, + Y,,) sin 9 = 0.
et pour qu*el]es soient vérifiées pour toutes les valeurs de 9, il faudra ajouter aux équations (1) les trois suivantes :
qui sont à la fois nécessaires et suffisantes.
En imprimant de m^me au corps des rotations autour des deux autres axes coordonnés, on obtiendra les conditions nouvelles :
(4) Z,= 0, Y. = 0. Y,-hZ,=:0,
(5) Xy= 0, Zy =0, X„ + Zy = 0.
On a donc en résumé les douze équations de condition :
iX^ = 0, X, = 0, X, = 0, X, = 0, Yo = 0, Y, = 0, Y, = 0, Y.=:0, Z, =n 0, Z, = 0, Z, =: 0, Z, = 0,
qui sont nécessaires pour Téquilibre astatique.
Il est d^ailleurs très aisé de montrer que ces douze conditions sont suffisantes. En effet, il résulte de la théorie développée p. 38 et 39 que les quatre équations
XoX=0, Xx = 0, X^mO, X, =
représentent les conditions nécessaires et suffisantes pour que les forces parallèles X^ appliquées aux points (a?/, y., ci) se fassent équilibre, çuelle gue soit leur direction.
Les équations (6) expriment donc que les trois systèmes de forces parallèles, formés par les composantes parallèles aux trois axes des forces données, considérés isolément, se font équilibre, et se feront encore équilibre quand la position du corps sera changée. On voit donc bien que Téquilibre existera pour toutes les orientations du corps.
Le raisonnement précédent montre d*ai Heurs que les équations (6) conserveront encore la même forme lorsqu^on emploiera des axes obliques.
SUR LES LIGNES 6Ë0DÊSIQUES DE L'ELLIPSOÏDE
Dans rétude de l'équilibre d^iin fil flexible, il a été démontré que lorsqu'un fil est tendu sur une surface, la tension est constante et la figure du fil est celle d^une ligne géodésique de la surface. Nous allons considérer le cas où la surface est un ellipsoïde que nous supposerons rapporté à son centre et à ses axes.
Soit:
réquation de la surface. Les composantes de la force appliquée à un élément du fil seront :
tË ff £
X étant une quantité inconnue. En appliquant donc les formules (l) de la page 133, nous aurons :
(dz\ z
T -- ) + X -ï <?* = 0, di) c'
pour les équations différentielles de Téquilibre du fil. Tenons compte de ce que T est constant et prenons $ comme variable indépendante; posons pour abréger :
d*tf y
di*~'^ V?'
rf*'-'%''
ds*-^?
les équations (I) prendront la forme :
Telles sont les équations différentielles du second ordre qui caractérisent la ligne géodésique. On peut obtenir, comme il suit, Tintégrale première.
Ajoutons les équations, après les avoir multipliées respectivement
X ' y z P*r -,» ;:r» -ii nous aurons :
Mais en différentiant doux fois Téquation de Mlipsoïde, on obtient ridentité :
X d^x y d^y z d*z dx* dy* dt^
â^d?'^'b^'d^'^?'d?'^~ tf*^* "" Vd? "" ?J?'
et par conséquent l'équation (3) peut s'écrire :
Ajoutons maintenant les équations (2) après les avoir multipliées
dx dy dz respectivement par -i-> — » -r-» Nous aurons :
ar b^ r
dx â^x dy â}y dz
z à^z ( dx dy dz\
Divisant membre à membre les équations (4) et (5), nous obtenons la relation :
dx éPx dy rf'y dz d'^z dx dy dz
^ ^ dx^ dy^ dz* x* y* z*
ÔW "^ ¥d? "*" ?rf? â^ '^T^'^7
dont les deux membres sont des différentielles exactes et dont rintégration n'offre par conséquent aucune difficulté.
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On trouve ainsi pour Téquation différentielle du premier ordre des lignes géodésiques :
E désignant une constante arbitraire.
Joachimsthal'a donné de cette équation une interprétation géométrique élégante. La distance P du centre de Tellipsoîde au plan tangent au point {x, y, z) a pour expression :
Le diamètre D, parallèle à la tangente à la ligne géodésique, a pour
grandeur :
ds
dx^ dy^ dz^
L. JL — I
et, par conséquent, Téquation (7) se traduit parla relation géométrique : (8) PD = constante;
c*est le résultat de Joachimsthal.
Mais il est intéressant d^observer que Téquation (8) ou.Péquation équivalente (7) n^est nullement caractéristique des lignes géodésiques et qu^elle a lieu également pour les lignes de courbure de Pellipsoïde.
Pour le démontrer, nous allons considérer une courbe satisfaisant à l'équation différentielle (1) et nous allons chercher si cette équation entraîne le système (I) qui seul caractérise les lignes géodésiques.
L^élimination de K nous donnera Téquation (6) que Ton peut évidemment remplacer par les équations (4) et (5), en introduisant la nouvelle inconnue [x. L'équation (4), en vertu de l'équation de rellipsoîde, est équivalente à l'équation (3) ; en sorte que le système des équations (3) et (5) est absolument équivalent à l'équation (7).
Ajoutons-lui réquation évidente :
, . dxd^x dy.d^y dzd^z
Les trois équations (3), (5), (9) considérées comme devant donnef
, . ^'^ d^y éPz , ., , ^,
les inconnues -—r-j ---r > — -; sont évidemment vérifiées par les valeurs
.tfr rfr ds*
de ces incotinues tirées du sytème (l). Elles seront donc équivalentes
aux équations (I) tant que leur déterminant
do!
dv
di
dXy dy^ dzy j
ne sera pas nul. Mais si èe déterminant est nul, les équations (1) ne pourront plus être considérées comme une conséquence du système (t3), (5), (9) ou, ce qui est la même chose, de Téquation (7).
On reconnaît aisément que Téquation différentielle obtenue en égalant le déterminant à zéro est celle des lignes de courbure ; pour chaque valeur de la constante K, Téquation (7) admet comme solution particulière une ligne de courbure qui peut être considérée comme Tenveloppe de toutes les lignes géodésiques satisfaisant à cette équation. Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante :
V équation (7) ou, son éqiâvaUnU (8) exprime une propriété commune aux lignes de courbure et aux lignes géodésiques.
Une fois obtenue Péquation difiTérentîelle du premier ordre des lignes géodésiques, on trouve facilement Téquation en termes finis de ces lignes. Il suffit de faire un changement de variables et de rapporter Tellipsoïde au système de coordonnées curvilignes formé parles lignes de courbure. Ce choix de variable est naturellement indiqué, car il a pour effet d'éliminer immédiatement les solutions étrangères de réquation (7), données par les deux systèmes de lignes de courbure. L*équation différentielle se ramène alors à une forme dans laquelle les variables sont séparées et qui s^ntègre immédiatement. Mais nous voulions seulement indiquer ici la méthode précédente, qui conduit rapidement à l'intégrale première et que nous avons introduite depuis longtemps dans notre enseignement.
PROBLEME DE MÊCANIQÏÏE.
Trouver lajtçtêre d'équilibre d'un JU flexible et inextensible non pesant, traversé par un courant et soumis à Vinfluenee du pôle d'un aimant.
Kapportons le fll à trois axes rectangulaires, ayant leur origine au pôle d'un aimant. Les composantes de Taction de ce pôle sur un élément ds du fil seront :
[K{ydz — zdy) ^{zdx — xdz) ^{(ody — fdx) r' • r* r*
r désignant la distance de cet élément à Torigine et pi une constante; par conséquent, les équations d'équilibre du fil seront, en désignant par T la tension :
(dy\ zdx — xdz
Ce sont ces équations qu'il s'agit d^intégrer.
En les multipliant par dx^ dy^ dz et les ajoutant, on obtient :
(2) rfT=0;
donc la tension est constante. Ce résultat était évident àpfHeri^ puisque la force appliquée à chaque élément est normale à cet élément*
Ajoutons maintenant les équations (1) après les avoir multipliées par X, y, z respectivement. Nous trouverons, en tenant compte do réquation (2),
(3) T fdJrf ^ + y<f ^ H- ccî ~\ = 0.
\ ds ds dsj
Cette équation exprime que la normale principale en un point de la courbe d'équilibre est perpendiculaire au rayon vecteur de ce point, c'est à dire que la figure d*éç»illbre esl une ligne gcodésiçne du cône ayant son sommet à Vorigine et contenant cette courbe.
Comme la précédente, cette proposition pouvait se prévoir à priarL L'action sur l'élément du fil est normale au cône passant par le fil et ajant son sommet à l'origine; or on sait que le plan osculateur de la figure d'équilibre doit contenir cette force : il est donc normal au cône précédent.
On peut du reste trouver trois intégrales premières des équations (1). Ajoutons, par exemple, la deuxième et la troisième de ces équations, après les avoir multipliées par — Cj y respectivement. Nous aurons :
ou, en intégrant :
V ds ds) r
a désignant une constante.
On aura, par des combinaisons analogues, deux autres intégrales premières qui, jointes à la précédente, constituent le système suivant :
^ ( dz dy\ X
) / dx dz\ y
I ^ / dy dx\ z
Multiplions ces équations par a?, y, z respectivement et ajoutons-les. Nous aurons :
(5) |i.r H- aa? 4- ^y + Y^ = ^'
C*est réquation d^une surface qui contient le fil en équilibre. Or cette surface est évidemment un cône de révolution, ayant son sommet à Torigine et d'ailleurs quelconque. On a donc le théorème suivant :
Si un fil JUxibU et inextensible non pesant, traversé par un courant, est soumis à V action du pôle tTun aimant^ sa figure (féguUibre sera une ligne géodésique dun cône de révolution, ayant son sommet au pâle de l'aimant.
Il ne nous reste, pour terminer, qu'à indiquer comment, étant données les positions des deux extrémités du fil et sa longueur totale, on déterminera lé cône sur lequel il doit se trouver.
Soient A et B les deux extrémités du fil et / la longueur de ce fil ; la question revient à construire un cône de révolution connaissant deux de ses génératrices OA, OB et la longueur /de la ligne géodésique qui réunit les deux points A et B.
Voici comment on peut résoudre ce problème. Je suppose le cône inconnu développé sur un quelconque de ses plans tangents. OA sera venu en a, OB en Od et la figure d'équilibre se sera transformée dans la droite ab. On connaît donc les trois côtés du triangle Oa^ et, par conséquent, l'angle aOb. Ce point étant acquis, on est ramené au problème suivant :
Mire passer par deux droites OA, OB un cône de révolution tel que, après le développement de ce cône sur un plan, V angle des droites kOB se trans/bmie en un angle de grandeur donnée.
Soient a, ^ les points des droites OA, OB a une distance 1 de l'origine. La sphère de rayon 1 ayant son centre au point coupera le cône suivant un cercle. On connaît, à la fois, l'arc a ^ et la corde a ^ de ce cercle. En effet, l'arc a ^ se transforme, dans le développement du cône, en un arc de cercle et mesure l'angle que nous avons appelé aOb. La question est donc ramenée à construire un cercle connaissant la longueur d'un de ses arcs et de la corde de cet arc, problème qui conduit à une équation transcendante bien connue.
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SUR LE MOUVEMENT D'UNE FIGURE INVARIABLE
Considérons une figure plane, mobile dans son plan, et rapportons-la à deux axes rectangulaires Oi?, 0^ liés invariablement avec elle. Soient au contraire O'â?^, 0'^^ deux axes rectangulaires fixes. Un point M de la figure mobile aura, par rapport aux axes Oj?, Oy des coordonnées constantes que je désignerai par les lettres â?, y et il aura par rapport aux axes 0'â?j, OVi des coordonnées variables que je désignerai par â7p y^. On aura entre x, y, x^^ y^ deux relations de la forme :
«I = (iP — a) cos (I) — {y — P) sin d), ^ 2^1 = (^ — a) sin (â) -^ (y — g) cos w,
a, 3) <*> étant des fonctions d^une même variable; a et ^ sont les coordonnées de Porigine 0' des axes fixes par rapport aux axes mobiles. On peut considérer, si Ton veut, a, ^ conmie des fonctions de (1) dont la connaissance détermine complètement le mouvement de la figure mobile dans son plan.
Les plus intéressants des mouvemements que Ton a à considérer jouissent dVne propriété remarquable; ils sont périodiques ou fermés, c^est à dire que la figure mobile, après avoir parcouru toutes les positions qu^elle peut prendre, revient à sa position initiale et ne peut continuer à se mouvoir qu^en repassant par toutes les positions qu^elIe a occupées. Considérons, par exemple, une figure mobile dont deux points sont assujettis à décrire deux droites. Un point quelconque de cette figure décrira une ellipse, et quand il aura parcouru cette ellipse pour revenir à sa position initiale, il en sera de mciue de la figure
entière qui sera ramenée à sa position primitive et ne pourra que recommencer le mouvement qu^elle vient d^accomplir.
Il est clair que, dans les mouvements fermés, la variable co qui représente Tangle des axes O^, O^x^ reviendra, quand le mouvement sera accompli, soit à jut valeur initiale, soit à cette valeur augmentée d'un multiple quelconque de 2%, Considérons, par exemple, la figure mobile formée par la tangente et la normale en un point d'une ellipse. Lorsque le point, après avoir fait le tour de Tellipse, reviendra à sa position initiale, la figure aura évidemment tourné de 2?:. Si Ton substitue au contraire une lemniscate à Pellipse, la rotation totale de cette figure sera nulle; si Ton fait rouler une ellipse sur une ellipse égale, la rotatioi>de la figure mobile sera 4?;.
Il est clair que, dans tous les mouvements périodiques ou fermés, les trajectoires de tous les points de la figure mobile sont des courbes fermées.
Ces remarques préliminaires étant faites, considérons deux positions distinctes P^, P, de la figure mobile, caractérisées par les valeurs (Og, (Oj de la variable ii>. Nous allons déterminer Paire comprise entre l'arc M^M^ décrit par un point M de la figure mobile dans le passage de la première position à la seconde et les deux rayons vecteurs O'M^, O'Mj qui joignent le point O' aux deux extrémités de Tare M^^Mi. Cette aire ^ sera donnée par la formule :
d^i, y, désignant les coordonnées du point décrivant par rapport aux axes fixes. Or, si Ton pose :
diù
on aura :
dx^ = — {x — 5) sin 0) élcD — (y — r) cos u) diù^ dy^ = (ar — S) cos iù dtù — (y — rj sin o) tf w,
et ces formules montrent que Ç^ iq sont les coordonnées du centre
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instantané de rotation par rapport aux axes mobiles. On en déduis :
^1 ^Ifx — Vi ^^1 = (J? — a) (a? — Ç) rfw + (y — P) (y — r<) rfw, ce qui donne :
(4) 22l = (a?' + y*) ("^'diù — x p'(a + ?)^o) — y P'(?H- >î) ^t* b)o et a>j étant les valeurs initiale et finale de o). Posons :
llh) zz: Wj — (Oq = 6,
6 sera l'angle dont la figure mobile aura tourné dans le passage de la première position a la seconde et Ton aura :
(6) 21 = ^ {x^ + y-) — A^ — By H- C;
A, B, C sont des intégrales qu'il sera plus ou moins difficile de calculer, mais qui sont absolument indépendantes de x et de y. La formule précédente exprime donc le théorème suivant :
Quand une figure plane qui se meut dans son plan passe d'une position P^ à une autre position P^, l'aire qu'a décrite, dans le passage de la première position à la seconde, le rayon vecteur qui joint un point quelconque M de cette figure à un point fixe, est égale à la moitié "de l'angle dont ceUe figure a tourné^ multipliée par la puissance du point M par rapport à un cercle déterminé de la figure mobile.
Il y a plusieurs remarques à présenter sur ce théorème.
D'abord il peut se faire que les trajectoires des points de la fig^ure mobile aient une forme compliquée, qu'elles se coupent elles-mêmes en
un ou plusieurs points et Ton peut se demander quelle sera alors la signification géométrique de Tintégrale :
^ = ^ J (J'i ày^ — y, dx^.
que nous avons calculée. Voici la règle que Ton doit à Gauss et qui permet de répondre à cette question.
Considérons en premier lieu une courbe fermée, par exemple celle qui est représentée dans la figure 168 et supposons que Tintégrale soit prise, la courbe étant parcourue dans le sens de la flèche ; alors on connaît le sens dans lequel doit être parcouru chacun des traits de la courbe qui séparent les différentes régions dans lesquelles le plan est divisé. On déterminera des coefficients numériques pour chacune de ces régions de la manière suivante. On adoptera le coefficient pour Taire extérieure et Ton conviendra que, pour deux régions quelconques
Fig.168
séparées par l'un des traits de la courbe, la différence des coefficients sera l'unité, le plus grand coefficient étant affecté k l'aire située à la
gauche du trait, c^est à dire à la gauche d*un obserrateur qui parcourt, dans le sens indiqué par la flèche, la portion de la courbe qui sépare les deux régions. Par exemple, si Ton part du point A, Taire extérieure ayant le coefficient 0, la région située à gauche de A devra être affectée du coefficient 1. En continuant à parcourir la courbe et en appliquant la règle toutes les fois qu'on le pourra, on déterminera successivement les coefficients 'qui conviennent à chaque région.
Cette opération étant terminée, Tintégrale ^ représentera la somme des aires de toutes les régions, multipliées chacune par le coefficient qui lui appartient, et c'est à cette somme que nous donnerons le nom d'aire de la courbe. On voit qu'elle est indépendante de l'origine des coordonnées choisies.
Si la courbe n'est pas fermée et qu'elle s'étende du point M^ au point M| comme dans la figure 169, on la fermera en ajoutant les deux
rayons vecteara 0' M^, 0' M^ qui joignent ces deux points à Torigine des coordonnées et en supposant qu'on revienne de M| à M^^ par le chemin M.O' M^.
Après avoir rappelé la signification de Tintégrale 21, il nous reste a dire quelques mots des coefficients A, B qui figurent dans la formule (6) et qui sont définis par les équations (5). On a :
/ 5d:tD = | (a (^(1) + <??), et par suite :
Po« Pi désignant les valeurs de P correspondantes aux valeurs (i)^, ^îi^ de 0). On aura donc :
et de mâme :
ef.^-^î^,
g I •„ jj.. «0 — *1
Les intégrales qui figurent dans ces expressions de A et de B sMnterprètent géométriquement de la manière suivante.
Nous avons vu que Ç, t) sont les coordonnées du centre instantané
de rotation par rapport aux axes mobiles. On sait que la courbe (K),
lieu de ce centre instantané dans la figure mobile, roule sur une
courbe fixe (R'). Soient à un instant quelconque B et R' les rayons de
courbure des deux courbes en leur point de contact. Quand on passera
de la position actuelle à la position infiniment voisine, le centre
instantané décrira le même arc ds sur chacune de ces courbes et la
figure mobile tournera évidemment d*un angle égal à la somme des
ds ds angles de contingence des deux courbes ;- » —y On a donc :
Par suite, si Ton suppose que Tare de la courbe (K) ait en chaque point une densité égale ^ v "^ d7' ^® centre de gravité d'un arc de
cette courbe aura ses coordonnées ^\ r/ déterminées par les formules :
Le point (^S r/) est précisément celui que Steiner a nommé centre de gravité des courbures. En Tintroduisant dans les expressions de Â et de B on trouve :
B = Oyj' —
et par conséquent la formule (6) pourra s^écrire :
Tous les cercles, lieux des points de la figure mobile dont les rayons vecteurs auront décrit la même aire dans le passage de la position P^ à la position P^, auront donc pour centre le point dont les coordonnées pat rapport aux axes mobiles sont :
Ces formules se simplifient dans deux cas :
l^ Si Ton suppose que le point 0', origine des rayons vecteurs, soit le centre de la rotation finie par laquelle on peut amener la figure mobile de la première position a la seconde, on aura évidemment :
ce qui donne le théorème suivant :
L'aire décriie, dans U passage d^une position P^ de la flgwe mobile à %ne autre position guekongiie P^, par le rayon vecteur Joignant un point 'hl de la figure mobile au centre de la rotation finie qui peut amener la figure de Po
en Pj, est égaU à la moitié de la rotation totale de la Jtçure, multipliée par la puissa9ice du point lApar rapport à un cercle déterminé, ayant son centre au centre de gravité des courbures de Varc de la roulette mobile décrit par k centre instantané dans le passage de la première position à la seconde.
2^ Si le mouvement est périodique et que Ton considère toute la période pendant laquelle les différents points décrivent des courbes fermées, on aura encore a^ = a„ ^, =:^ ^j. Donc :
Quaud un mouvement est périodique, les aires des courbes fermées décrites par les dij'érents points de la Jtgure mobile sont égales précisément à la moitié de la rotation totale multipliée par la puissance du point décrivant par rapport à un cercle fixe de lajlgure mobile dont le centre est le centre de çravité des couràures de la roulette mobile.
G*est le théorème démontré par Steiner dans le cas ou les roulettes sont des courbes convexes.
Il est bon de remarquer, une fois pour toutes, que dans le cas ou la rotation totale de la figure mobile serait nulle, Faire définie p^r la formule (6) deviendrait une fonction du premier degré de â; et de y et serait par conséquent proportionnelle à la distance du point décrivant à une droite fixe. Ce cas particulier n*offre aucune difficulté.
Après avoir étudié les différentes formes de la proposition générale, examinons les conséquences qu'on peut en déduire.
Soient S^ S„ S, les aires relatives à trois points en ligne droite M^, M,, M, de la figure mobile. Nous pouvons toujours supposer que ces points soient sur la droite y = ; en désignant leurs abscisses par â?|, â?„ x^ nous aurons :
S, = ^V — Aa?, + C,
et en éliminant À et C nous trouverons :
Désignons par (ik) la distance M^Mx- prise avec le signe + ou —
suivant le sens dans lequel elle est portée. Uéquation précédente deviendra :
Par exemple, si Ton suppose que les points 2, 3 décrivent une même courbe fermée, on aura S, = S, et Téquation précédente donnera :
Supposons, par exemple, que la courbe soit convexe et analogue à une ellipse, on aura alors = 2;; et la formule précédente deviendra :
£*aire S^ — S^ comprise entre les deux courbes est égale à celle du cercle
dont le rayon est une moyenne proportionnelle entre (21) et (13).
C^est le théorème bien connu de M. Holditch.
Mais si la courbe était une lemniscate, on aurait = et par
conséquent :
S, = Sj ;
tous les points de la droite décriraient des courbes de môme aire.
Soient maintenant S„ S„ S„ S^ les aires décrites par quatre points de coordonnées x^^ y^^ ..., x^^ y^. En écrivant les expressions de ces aires au jnojen de la formule (6) et éliminant les constantes A, B, C on aura la relation :
^t* + yt* ^i Vi 1
^,* + Vt ^% y% i
que Ton peut développer comme il suit. Appelons (123) Taire du triangle formé par les points 1, 2, 3 prise avec le signe + ou le signe — suivant que le sens de la rotation dirigée de Ox vers Oy aéra celui de la rotation autour du triangle ou celui de la rotation contraire. On aura :
P désignant la puissance du point 4 par rapport au cercle circonscrit au triangle (123). Ce théorème a déjà été démontré par M. Leudersdorf pour le cas des mouvements fermés.
Après avoir étudié les aires décrites par les différents points de la figure mobile, nous allons considérer les différentes courbes enveloppées par les droites de cette figure.
Soit :
(11) «fl? 4- «y + w = 0,
réquation d'une droite rapportée aux axes mobiles, on peut supposer que Ton ait :
Uéquation de cette droite rapportée aux axes fixes sera :
(12) tfj a?, -4- t^^y, -I- n?, = 0,
oïl Ton aura :
u^ =r « cos 0) -— sin iùf t^j = « sin (0 + V cos 0), Wj = w -h «a -f- «p,
et par conséquent :
Le point o\x la droite mobile touche son enveloppe est défini par réquation (12) jointe K la suivante :
iP, du^ H- y^ dv^ -4- dw^ = 0,
ce qui donne pour les coordonnées de ce point :
En différentiant ces formules on obtiendra :
dv, = _„. <io> [«. + «(« + ij) + .(& + ^)].
(i> étant toujours considéré comme la variable indépendante.
Ces relations conduisent à différentes conséquences que je me contenterai d^énoncer; car elles sont bien connues et se démontrent aussi facilement par la Géométrie que par PÀnalyse.
Si à un instant donné on considère taules les droites de la figure mobile^ celles qui touchent leur enveloppe en un point de rebroussement passent par un point A dont les coordonnées par rapport aux axes mobiles sont :
iP = a4-— j y=p4- — î' aw' dtù
Le centre de courbure de Venvelqppe d'une droite quelconque est le pied de la perpendiculaire abaissée du point A sur la normale à renveloppe.
Le point A est défini géométriquement par la propriété suivante : le cercle ayant pour diamètre la droite qui joint le point A au centre instantané^ cercle qui est le lieu des points de rebroussement des enveloppes de droites, est symétrique par rapport à ce centre instantané du cercle lieu des points dont les trajectoires ont une inflexion.
Nous nous bornerons à développer ce qui concerne les arcs des courbes enveloppes. On aura, en employant les formules (13) :
ds = Vdx^^ 4- dy,^ = w + ft ( a 4- -4) + t? ( g + -4) diù,
ds désignant la différentielle de Tare de Tenveloppe, et par suite si Ton veut avoir Tare de Tenveloppe quand la figure mobile passe de la position Pq à la position \\^ on trouvera :
et par conséquent :
désignant toujours la différence (i)| — b\* Posons :
L'expression de Tare deviendra : '
et de là résulte le théorème suivant :
Si Vm considère la figure mobile dans deux quelconques de ses positions P^, P,y Varc enveloppé par une droite quelconque de cette figure dans le passage de la première position à la seconde est égal à VangU dont la figure a tourné multiplié par la distance à cette droite d'un point déterminé (q,', y^') de la Itgwre mobile (*).
Il est bon de remarquer pour les applications qu*ici la différentielle de l'arc a un signe et que ce signe change lorsqu^on passe par un point de rebroussement de Fenveloppe.
En vertu des formules qui déterminent Xt ^/ on trouvera :
+ TQo.
er/:=
ou, en se rappelant les formules (7) :
V = V + :îi-^%
On voit donc que le point (;', r/) dépend encore du centre de gravité des courbures de Steiner. Du reste les formules précédentes permettent de le construire immédiatement. Soient A^, A^ les deux positions initiale et finale du centre instantané de la figure mobile et soient G'
(1) Dans un arliclo intéressant inséré au Bulletin de la Société Philomathi^ue (1869, p. 12) M. Ribauitour a énoncé la môme proposition sous la forme suivante : lorsqu'une figure plane se meut d'une manière quelconque dans son plan, toutes les droites de cutte ligure enveloppent des courbes dont les longueurs sont les mémos que si le système avait tourné du même angle autour d'un certain point de I:i figure.
le centre do gravité des courbures, 0' le point à construire. Pour avoir la direction et le sens de C 0" il faudra faire tourner A^ A^ de 90^ dans le sens des rotations de Ox vers 0^. De plus la grandeur de C C est donnée par la formule :
On voit en particulier que si le mouvement est périodiqile et si Ton en considère une période entière, A^ coïncide avec A| et le point cherché est le centre de gravité des courbures.
On peut obtenir ici des propositions analogues à celles de MM. Holditch et Leudersdorf. Considérons d'abord trois droites concourantes de la figure mobile D, D^, D, représentées par les équations :
y cos 9 — a? sin (p = 0, y cos 9, — X sin <p, = 0, y cos <p, — X sin f , = 0.
On aura pour les arcs ;, f j, s^ des enveloppes de ces trois droites
les formules :
^ = (r/ cos 9 — Ç' sin ç ),
s^=zb {r' cos 9, — Ç' sin 9,),
*, = ô (yj' cos (pi — 5' sin 9,),
• ce qui donne, en éliminant %', r' :
(ik) désignant le sinus de Tangle des droites D,-, D^.
Cette formule, si simple, permet de résoudre le curieux problème suivant :
ÉlanC données deux courbes (C), (CJ, trouver une nouvelle courbe fC,) dont rare soit égal à la somme des arcs des deux courbes.
En effet, menons à (C), (C J respectivement deux tangentes D, D^ faisant un angle constant A et considérons la bissectrice D, de Tangle formé par D, D,. Les trois droites D, D^ D, constituent une figure invariable et si Ton applique la formule précédente on aura :
2s^ cos— = s -h ^„
en supprimant le facteur commun 8in --• L^arc s^ de la courbe
enveloppée par la bissectrice est donc proportionnel à ^ + f^. Une courbe semblable aura donc un arc exactement égal à « + «^ (^).
Enfin, si nous considérons trois droites D, D^, D, forman1> un triangle et représentées par les équations :
« cos ç,- 4- y sin ç,- — p< =: 0, i = 0, 1,2,
on aura, en employant la formule (15) et en éliminant |', r/ des trois équations obtenues :
s cos 9 sin ç Si cos Çi sin Ç| s^ cos 9, sin ç^
p cos 9 sin 9 p^ cos 9| sin 9j p^ cos 9, sin 9,
Il n^est pas difficile de transformer cette formule et de voir qu'on peut récrire :
as + bSi -h cs^ = 26 S,
a» d, e désignant les longueurs des trois côtés et S la surface du triangle formé par les trois droites D, Dj, D,.
Nous laisserons au lecteur le soin de faire des applications, et pour ^ terminer ce qui se rapporte aux enveloppes de droites nous chercherons les aires de ces enveloppes. Les formules qui donnent â?„ |f|, dx^y dy^ nous conduisent à la relation suivante :
et Ton a par conséquent :
rwi r^i/ d'7.\
I (x, dy^ — y, dx,) = w'O + «?r f l^^i + -7~î) <^w
rwi/ rf'3\ r^i/ rf'3
(^) Dans les Nouvelles AnnaUs de Mathématiques (t. XIV, 2* série) M. Fourcl a fait conaaitro ua cas ])urli('uIior de cctto ruastruclrju, celui où l'auglc coudlaul a scà deux cùiés tangeuU à uue mùmo courbe.
L^aire de Tenveloppe sera donc de la forme :
et par conséquent les droites dont les enveloppes ont ane aire constante E satisfont à l'équation :
(19) w^ - 4- Auw -h A'pw + Bi»* -h B'o* H- Ouo = K = K(»' + o-).
On reconnaît Téquation tangentielle d'une série de coniques homofocales. Ainsi :
Si Von considère les droites de U figure mobile^ telles q%e le rayon vecteur Joignant un point fixe du plan à leur point de contact avec leur enveloppe décrit une a^e donnée quand la figure mobile passe de la position P^ à la position Pp ces droites enveloppent une conique de la figure mobile dont Us foyers demeurentfixes quand la valeur constante de Paire donnée varie.
Dans le cas oii le mouvement est périodique, si on applique le théorème précédent à une période entière, on reconnaît que le centre de la conique coXncide avec le centre de gravité des courbures de la roulette mobile.
Quelques-unes des propositions précédentes s'étendent soit au mouvement d'une figure invariable sur la sphère, soit aux déplacements dans l'espace. Mais pour cette généralisation je renverrai au travail que j'ai publié dans le Bulletin des Sciences mathématiques et astronomiques en 1878 (t. II, 2^ série, p. 339 et suivantes).
SDR UN HODTEL APPAREIL A UGKE DROITE DE H. BART.
Daos lea Proeetding» 0/ tke ZoHdon MàtAematUal Society (vol. VIII, p. 288), U. Hart qui avait déjà trouvé un premier système articulé réalisant avec cinq tiges seulement la description mécanique de la ligue droite, a fait connaître une nouvelle solution du même problème danslaquelle il emploie le même nombre de tiges.
Le nouvel appareil de M. Hart, tout à fait différent du premier, nous parait ofTrir le plus grand intérêt. Hécemment M. Kempo l'a retrouvé, en étudiant une question plus générale sur laquelle noua avons eu l'occasion de revenir (').
Nous nous proposons ici d'exposer la méthode de M. Hart, en la généralisant quelque peu et en mettnnt en évidence quelques conséquences très simples des résultats obtenus par l'auteur.
Soit ABCDP un pentagone articulé lise par les deux sommets A et B. Le mouvement de cette figure dépend de deux paramètres ; par exemple, on peut prendre arbitrairement les angles en A et en B; nous achèverons de déterminer ce mouvement par la condition que les angles en C eteuD soient égaux. Nous allons voir que cette condition, qu'il serait difficile de réaliser mécaniquement, peut être remplacée par celle-ci, que deux points H, E convenablement choisis sur AD et
<■) A.-B. Kempi, On eonéugale Fotif-piee» Linias» (Procrtgingt qf Ihi Londo» Itath»utatlcalSoeltly, vol. IX, p. i:i3, n" 132).
G- Dinnoui. Btchereha tvr Ko lyjJrtw artievU (BulUlln dtt Seleneei malhfmaUjuei tta*troaemitiiti,itsérie,l.m,p. 151-lHT).
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sur BG soient maintenus a une distance constante et par conséquent reliés par une tige de longueur convenable.
En effet, déterminons un point H sur AD, par la condition :
CE_PC _ PE ^^ PD"~AD""ÂP
(4) angle APD = angle PE C.
Je vais démontrer que les points H et £ sont à une distance invariable. Mais auparavant je désignerai, pour plus de netteté, par des lettres les différents segments de la figure. Posons :
AB = a, AH=:d, HD = J', DP = g, BE=:<;, BC = c', CP = y-
Les égalités (l), (3) nous donnent, entre ces lignes, les relations :
d*ou Ton déduit :
bc* — cb' = 0.
Posons :
(5) b' = bit, c' = ck, on aura :
(6) Py = *<î* (1 + A))
et des égalités (1) et (3) on déduira aussi :
PH Û PE Y
PB (?(1 4- >fe) PA J(l 4- ^)
Cela posé, en vertu des équations (2), (4), les angles APH, BPE sont égaux comme différences d'angles égaux, et, «par conséquent, les angles en P des deur triangles HPË, APBsont aussi égaur. On atira donc, en désignant par P leur valeur commune :
HE = PH + PE — 2PH.PE cos P.
AB = PA 4- PB — 2PA.PB Cos P.
En éliminant le cosinus inconnu et remplaçant PH, P£ par leurs valeurs tirées des équations {1)^ on trouve ;
On a d'ailleurs, dans les deux triangles APD, BCP :
Ap = p* H- *'(i -H ity — 2ô(i -h >fe) P cos e,
BP*= Y* -f c*(l + *)' — 2c(l 4- *) Y cos e,
désignant la valeur commune des angles C et D. Éliminant 0, on trouve :
(8) CY PÂ* — ^g PB* = (^Y — ^&) *^ (1 + ^)y
et, par conséquent, on a :
, (tfY — *&)(^Y — ^W «**
HE = '— î î^^-^-î ^ 4-
*c(l 4- >fe) 1 4- a'
HE est donc constant, comme il fallait le démontrer, et, en désignant par d sa valeur, on a :
Ainsi, Ton pourra produire ce mouvement particulier du pentagone articulé, dans lequel les angles C et D variables sont constamment
égaux, en réunissant les deux points H et £ par une tige de la longueur d définie par Péquation précédente.
Mais alors Téquation (8) donnant une relation entre les distances du point P aux deux points fixes A et B, est Téquation du lieu du point P; ce lieu est, en général, un cercle ayant son centre sur la droite A B.
Si, dans Téquation (8), on remplace P A, PB en fonction de PH, PE, on est conduit à Péquation :
Jg FÊ'— cy Ph'= bck {by — cg),
et Ton voit que, si au lieu de fixer A et B on fixait H et E, le lieu de P serait encore un cercle ayant son centre sur HE. En étudiant plus complètement cette figure, on retrouyerait les systèmes de deux quadrilatères semblables considérés par M. Kempe dans le Mémoire que nous avons déjà cité.
Si Ton a :
(10) cy = à&,
réquation (8) deviendra :
Pa'— PB* = 7 (l 4- >t) {b'f - cg),
et le lieu du point P deviendra une droite perpendiculaire à AB. C'est le résultat signalé d'abord par M. Hart. On a alors :
d^ à or — d*
\ acd , bd* , ,, da*
\ / \ ^ a' — tf* or -^ d* a* — d*
f abd , cd* . ca}
Cette remarquable solution laisse donc entièrement arbitraires les quatre côtés du quadrilatère articulé ABEH. Le lieu du point P est alors défini par l'équation :
PA-PB = -^5 —L
ar — d^
On voit que, si la théorie est un peu longue, le résultat est extrâmement simple.
Dans cet appareil, le mouvement de PD est celui d*une droite dont un point D décrit un cercle pendant qu^un autre point P décrit une droite. Cherchons si Ton peut disposer des dimensions des différentes tiges de telle manière que tous les points de cette droite décrivent des ellipses. Il faudra pour cela : l^ que la droite décrite par le point P passe en A; 2^ que PD = AD.
£n exprimant ces deux conditions, on trouve :
c* — ô* = a* — (?, da = cd,
et par conséquent :
b=zdf c = a.
Fia m
Alors Tappareil offre la disposition indiquée sur la âgure 171. On a :
AH = HE, AB = BE, AD=:DP, PC = CE
Si Ton prolonge DP dVne longueur DQ = DP, le point Q décrit la droite AB. Le mouvement de la barre PQ est donc celui d'une droite
de longueur constante dont les extrémités glissent sur deux droites rectangulaires. Tous les points invariablement liés à PQ et d'où Ton voitPQ sous un angle droit décriront des droites passant par A. Les points de PQ décrivent des ellipses.
Les collections de la Faculté des Sciences contiennent un très beau modèle de cet appareil, exécuté par M. Bréguet. Ce modèle est disposé de telle manière, qu'au lieu de fixer les points A, B on peut fixer les points P et D. Alors tous les points de la droite AB, devenue mobile, décrivent des limaçons de Pascal.
L'ellipse et le limaçon de Pascal sont donc des courbes que l'on peut décrire, comme la ligne droite, par l'emploi de cinq tiges seulement. «
Voilà une première conséquence des recheches de M. Hart. En
voici, une seconde que nous nous contenterons d'indiquer en quelques
mots.
Considérons Thexagone articulé ABDB'A'OA, dont les points A, B sont fixes. Le mouvement de cette fl^re dépend de trois paramètres. Achevons de le déterminer par la condition que les angles 0, D soient
égaux et que A' B' soit parallèle k AB. Je dis que ces deux conditions peuvent âtre remplacées par celle-ci, que deux points N et P convenablement choisis sur A G, BD soient à une distance invariable ainsi que deux points N' , P' pris sur A' C, B' D.
o En effet, menons, par A', A'E égale et parallèle à B'D, puis EK égale 0t parallèle à DB. La figure A'EKAC sera un pentagone identique à celui dont nous avons étudié le mouvement, les angles en C et en E étant égaux. Il y aura donc deux points M et L sur EK et AC qui seront à une distance invariable. Si l'on prolonge AL jusqu^en P, et qu'on mène NP parallèle à AL, le quadrilatère NPBA sera horootbétique an quadrilatère A KLM. On aura donc :
ML_AK_ AB — A'B\ NP^ÂB"" AB
NP sera donc constant comme LM.
Par raison de symétrie, ou en répétant le même raisonnement, on reconnaît quMl y a de même deux points N', P' sur A'C, B'D qui demeurent à une distance invariable, en sorte que le mouvement de rhexagone sera déterminé si Ton réunit par des tiges de longueurs convenables ces couples de pointa (N, P), (N', P').
Du reste, si les proportions des côtés de Thexagone et par conséquent celles des côtés du pentagone A' C AKE sont convenablement choisies, c'est à dire si Ton a :
A'O.OA = B'D-DB, le point A' décrira une di^oite perpendiculaire à A B ; il en sera de même
de tous les points de A' B' . On aura donc réalisé le mouvement d'une droite demeurant toujours horizontale pendant que tous ses points décrivent des verticales (*).
Il est clair que, si Ton réunit dans Tespace deux appareils égaux de ce genre, situés dans deux plans verticaux faisant un angle quelconque et reliés par leurs points A' de telle manière que les deux points A' décpîvent la même droite, les deux droites A' B' détermineront un plan horizontal dont tous les points décriront des verticales. On pourra poser une table sur ces droites, et Ton aura ainsi la disposition, la plus simple connue, permettant de réaliser un mouvement parallèle dont
les applications sont évidemment très variées.
(1) Yolci^quelles soQt les dimeuBions des différentes tiges. Posons :
CA = p, DB = Y, AB = <i, CA' = §', DB' = y', X'B'=a', On devra avoir :
pr=n'.
et l'on trouvera :
Au reste, les deux quadrilatôrcs ABPN, A'B' P'N' sont semblables, les côtés homolofçues étant ABelN'P'.A'B'otN'P A'N' et BP, AN et B'P'. LeslignesNP, N'P sont parallèles, comme AB et A'B'. La théorie de celte figure peut également se rattacher aux belles recherches de M. Kempe.
MATÉRIEL PESANT
On considère deux points A et 6, A étant le plus haut. Si Ton imagine une cjcloîde ayant TËorizontale G D pour base et passant par les points A et B, le temps que mettra un point matériel pesant, placé primitivement en A avec la même vitesse que sMl était tombé librement d^un point de CD, pour aller au point B, sera moindre quand on assujettira le mobile à parcourir la cycloïde AHB g^ue lorsqu^on Tassujettira à parcourir toute autre ligne AKB située d^ns le plan vertical des points A et B.
Menons la normale en un point M de la cycloïde. Cette normale enveloppe, comme on sait, une autre cycloïde qu^elle touche en un point Q tel que P Q = PM. Sfron désigne par (o Tangle CPM et par a le rayon du cercle générateur de la cycloïde on a, comme on sait :
PM = PQ = 2a sin w.
Supposons que Ton définisse la courbe AE B par la longueur p = PN portée sur la normale à la cycloïde à partir du point P. Cette longueur essentiellement positive pourra être plus grande ou plus petite que PM.
Menons la normale à la cycloïde en un point M' infiniment voisin de M, et soit N' le point où elle vient couper la courbe AKB. La vitesse que le point matériel pesant aura en N dans son mouvement . sur la courbe AKB aura évidemment pour expression :
K2^.NL=K2^.p8in
NL étant la perpendiculaire abaissée sur la droite CD. Par conséquent, le temps que le mobile mettra à aller du point A au
point B par la courbe AKB sera exprimé par Pintégrale
NN
NS
sin i
i étant Tangle que fait M N avec la tangente en N à la courbe AKB.
D^autre part, comme les normales en M et en M' font un angle égal à ^o> et se coupent en un point très Toisin de Q, on a au degré d^approximation déjà indiqué :
NS = (p + PQ) iw = (p 4- 2a sin w) efw,
et Ton obtient alors, pour expression définitive du temps par la courbe :
p + 2a sin o) dtù
^ |/2^ . p sin 0) s**^ *
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n 8*agit d^établir que cette intégrale est plus grande que celle qui correspond à la cycloïde AHB. Pour cela nous commencerons par supprimer sin i, dans chaque élément; cette suppression ne peut que diminuer Pintégrale, qui deviendra :
pp + 2flsinw __ r°/ - 2g sin o X J^ |/2j sin ù> "^ ^J^ V P "^ l/û /
if (il
y 2g p sin (i> Ja \ r V^ ) V^g sin co
Sous cette forme nous voyons immédiatement que chaque élément de rintégrale, considéré comme fonction.de p, est la somme de deux quantités dont le produit est constant. Chacun des éléments, et par suite Pintégrale totale, prendra la plus petite valeur possible .quand on aura :
p =2a sin (o.
Or, les deux hypothèses :
sin i = 1, p =:2a sin g),
correspondent au mouvement par la cycloïde AHB. La proposition que nous avions en vue est donc établie. Dans les conditions que nous avons indiquées, la cycloïde est la brackjfstochrone ou courbe de plus vite descente pour le point matériel pesant.
La propriété précédente subsisterait encore si, au lieu de supposer la courbe A KB plane et située dans le plan de la cycloïde, on prenait une courbe quelconque allant du point A au point B. Pour l'établir, on projette la courbe considérée sur le plan de la cycloïde et Ton reconnaît immédiatement que le temps mis parle mobile à parcourir la projection est moindre que celui qu^il met à parcourir la courbe dans Tespace. En effet, les éléments correspondants des deux courbes sont parcourus avec la môme vitesse, mais Télément de la projection est toujours inférieur ou égal à celui de la courbe dans Tespace.
La belle démonstration qui précède est due à M. 0. Bonnet.
SUR UNE LOI PARTICULIÈRE DE LA FORCE
SIGNALÉE PAR JAGOBI.
Dans la théorie des forces centrales, on s'occupe surtout du cas où la force dépend seulement de la distance du point mobile au centre attirant. LMUustre Jacobi a signalé une loi plus compliquée de la force qui est donnée par la formule :
r désignant la distance au pôle et tù Pangle polaire. On voit que si Ton suppose la fonction /*((«)) remplacée par une constante, on retrouve la loi de Newton. Jacobi a montré que Ton peut toujours trouver les équations finies du mouvement du mobile pour toutes les formes possibles de la fonction /(o)).
Écrivons, en effet, les équations différentielles du mouvement. Les deux composantes de la force parallèles aux axes sont :
Li-i cos 0), '-V^ sin (0.
On aura donc, pour les équations différentielles :
(1) -rn = — 5-. cos ti), ~v = -V- sm w.
^ ^ dû' r' ' dt' r»
On peut évidemment adjoindre à ces deux équations Tintégrale des aires :
(2) r'dtù = Cdê,
qui en est la conséquence.
Mettons la première des équations (1) sous la forme :
de \dc) "" r*
COS b),
et remplacons-y ^ par sa valeur tirée de Téquation (2) ; elle deviendra
{tH
— cos 0) ao).
L^integration peut donc s^efféctuer immédiatement et nous donne :
(3) Tê^ôJ f(^^)^^^^^^' On aura de même :
(4) g = ^ffii^) 8in « rf«.
Ces deux équations jointes à Tintégrale des aires : /K\ dy dx
donnent la solution complète du problème. Si Ton porte, par exemple,
dx dy , ,
les valeurs de — » — tirées des équations (3) et (4) dans Téquation (5)
dt de
on aura :
(6) w I f{tù) sin (I) — y j /(a)) cos w = C*.
C^est réquation en termes finis de la trajectoire. Si Ton y remplace x et y en fonction de r et de b), elle devient :
— r= cos (I) I /(to) sin u> i(i) — sin (i) i /"((o) cos u) rfo).
En portant ensuite la valeur de r fournie par cette équation dans la fornfùle (2), on aura le temps par une quadrature.
Supposons, par exemple, qu*il s^agisse de la loi de la nature et faisons :
\L désignant une constante. On aura :
/"(w) sin <i) i(i) = [L cos ci) + a= ji. — f-a,
I /■((!)) COS w rfw = — (A sin G) — 3 = — i* "" ~ P ;
a et étant les deux constantes introduites par Tintégration. L^équation de la trajectoire deviendra ici :
(8) jjir -h ax -h ^y = C.
Elle représente, on le voit, une conique rapportée à son foyer et dont Texcentricité a pour valeur :
Les formules (3) et (4) nous donnent ici :
dx
dt
dy de ""
X CL
et Ton en déduit pour la vitesse du mobile, en tenant compte de réquation (8) :
(11) t?» =^ ^ + ?LZ1^^ ^. .
La constante h des forces vires a donc pour expression :
OU, en vertu de l'équation (9) :
On voit donc que la trajectoire sera une ellipse si la constante des forces vives est négative, une parabole si cette constante est nulle, une hyperbole si elle est positive.
Dans le cas où ;jt, est négatif, la force est répulsire; la constante des forces vives étant essentiellement positive, la trajectoire est toujours une hyperbole.
Revenons au cas général où f{(ù) est une fonction quelcoiique. Si dans la formule (7) on met en évidence les constantes arbitraires introduites par l'intégration, on' voit que Tequation de la trajectoire sera de la formé :
(13) - = a ô (o)) + & cos (i) + c sin w,
OÙ 0((i)) est' une fonction parfaitement déterminée de <ù et où a, b^ o sont les trois constantes arbitraires qui doivent figurer dans Téquation de la trajectoire. De là résulte la proposition suivante :
Si L*oïi a trouvé uiie solution particulière quelconque du problème dans laquelle la trajectoire, est définie par l'équation :
on aura immédiatement r équation de la trajectoire la plus générale avec trois constantes arbitraires, par la formule :
- = a 9 ((*)) + ^ cos (i) + Y ^^^ ^'
Par conséquent, si lapremière trajectoire est algébrique, il en est de même de toutes les autres qui sont des courbes àomologlques à la première.
Cette remarque a quelque intérêt parce qu'elle montre qu'il existe des lois de la force pouvant faire décrire à un mobile des trajectoires qui seront toutes algébriques et d'un degré déterminé, quelles que soient ]es conditions initiales du ihouvcment.
Supposons en effet, étant donnée une courbe quelconque (C), qu'on la fasse parcourir par un mobile de telle manière que l'accélération soit dirigée vers un point û&e que nous prendrons pour pôle. On peut toujours donner à la^force qui détermine ce mouvement une expression de la forme :
Réciproquement, si Ton cherche le mouvement le plus général produit
par Paction de cette force, comme on connaît déjà une trajectoire particulière, la courbe (C), on peut conclure de notre proposition que la trajectoire la plus générale sera une courbe homologique à (C), étant le centre d^homologie. On voit donc que si (C) est algébrique et de degré déterminé, on aura une loi de la force dans laquelle toutes les trajectoires seront des courbes algébriques, d'un môme degré qui peut d^ailleurs être quelconque, à saToir le degré de (C).
SUR LES LOIS DE KEPLER
Dans deux articles sur la possidililé de déduire d'une seule des lois de Kepler le principe de V attraction insérés au tome 84 des Comptes rendus de V Académie des Sciences, M. Joseph Bertrand a traité différentes questions très intéressantes relatives au mouvement des planètes autour du Soleil.
Dans le premier, inséré à la page 671, cet illustre géomètre a d^abord démontré que si Kepler n^avait déduit de Tobservation qu*une seule de ses lois : les planètes décrivent des ellipses dont le Soleil occupe un des foyers, on aurait pu, de ce seul résultat érigé en principe général, conclure que la force qui les gouverne est dirigée vers le Soleil et inversement proportionnelle au carré de la distance. Il a ensuite proposé pp. 673 et 731 le problème suivant :
E}i sachant que les planètes décrivent des sections coniques et sans rien supposer de plus, trouver Vexpression des composantes de la force qui les sollicite, en fonction des coordonnées de son point d* application.
M. Bertrand a d'abord établi, par des considérations géométriques fort simples, que la force est nécessairement dirigée vers un centre fixe ou parallèle à une droite fixe. La dernière hypothèse est incompatible avec une orbite fermée; il faut donc nécessairement admettre la première et supposer que la direction de la force va passer par un centre âxe. On est ainsi amené à résoudre un problème incomparablement plus facile que le précédent et dont voici renoncé :
Trouver Vexpression de la force qui, dirigée vers un centre fixe, fait décrire une section conique, quelles que scient les conditions initiales du mouvement.
J^ai donné (pp. ^60 et 936 du même tome) une solution directe du problème ainsi transformé, et c^est cette solution que je me propose de développer ici. Mais auparavant, j^emprunteraî à un beau travail de M. Halphen sur le même sujet (p. 939 du même tome), renoncé de la proposition suivante :
Si une/orce, dépenàanC seulement de la position de son point d'application, /ait décrire à ce point, quelles çue soient les circonstances initiales^ une trajectoire plane, cette force passe par un point fixe ou est parallèle à une droite fixe.
Cette proposition a été démontrée analjtiquement par M. Halphen ; mais il est facile d*en donner aussi une démonstration géométrique.
Soit eu effet P le plan de Tune quelconque des trajectoires (C), je dis que pour tout point m de P la force est située dans ce plan.
Cette proposition est évidente pour tous les points de la trajectoire (C). Si maintenant on place le mobile en uu de ces points, en lui attribuant une vitesse initiale assujettie à la seule condition d^être dans le plan P et de ne pas avoir la direction de la force en ce point, on aura par hypothèse des trajectoires toutes planes. Leur plan qui doit contenir à la fois la vitesse initiale et la direction initiale de la force coïncidera évidemment avec le plan P. Ainsi ce dernier plan contiendra non seulement la trajectoire (C), mais une foule d^autres trajectoires émanant des différents points de \{0) et remplissant au moins une bande du plan de part et d^autre de (C). En répétant le raisonnement pour les points à la limite de cette bande, on finira évidemment par atteindre tous les points du plan P et il est ainsi démontré que pour tous ces points la direction de la force sera dans le plan.
Ce résultat étant admis, il est très aisé d^établir que la force passe par un point fixe ou est parallèle à une droite fixe. Pour cela, je vais montrer que les forces relatives à deux points quelconques «i, m* de Tespace sont dans un même plan.
Cela est évident, si la direction de Tune des forces coïncide avec la droite mm! . Si aucune des forces ne coïncide avec cette droite, faisons passer un plan par mm^ et la direction de la force en m. Ce plan sera celui d^une trajectoire ; il suffit pour Tobtenir de placer le mobile en m et de le lancer dans la direction mm! , Donc, diaprés une proposition établie, il contiendra la direction de la force relative à tous ses points et en particulier au point m* . Donc, les forces relatives aux deux points m, m* sont bien toujours dans un même plan.
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Soient maintenant a, b deux points fixes et 14 un point variable. Si les forces relatives à a et à d vont concourir en un point O, la force relative au point m étant dans un même! plan avec chacune des précédentes devra aller passer au point fixe 0. Si au contraire les deux forces relatives aux points a et à sont parallèles» la force relative au point m leur sera parallèle et par conséquent aura une direction fixe. La proposition de M. Halphen est donc complètement établie.
Il suit de cette proposition qu^un observateur placé sur le Soleil etr qui verrait toutes les planètes dessiner, dans leur mouvement, des grands cercles de la sphère céleste, pourrait conclure de cette seule remarque que la force qui agit sur les planètes est dirigée vers le Soleil.
Dans le problème, tel que Pavait énoncé tout d*abord M. Bertrand, on suppose que le point matériel décrit toujours, non seulement une courbe plane, mais une ellipse. Seulement, on considère toutes les trajectoires comme étant décrites dans le même plan. On a donc à résoudre une question de dynamique plane ; mais, ici encore, on peut obtenir la même conclusion que précédemment et démontrer que la force est centrale ou parallèle a une direction fixe.
Si la trajectoire du mobile dans le plan considéré est toujours une conique, on démontrera aisément, comme le fait M. Bertrand, que cette conique peut dégénérer en une droite. En effet, si la vitesse initiale est dans la direction de la force, le rayon de courbure de la trajectoire au point initial sera nécessairement infini, et par conséquent la conique devant avoir un rayon de courbure infini sera nécessairement une ligne droite. *
Par chaque point du plan, il passera une de ces droites et comme elles ne peuvent se couper qu*en des points où la direction de la force soit indéterminée, elles seront toutes concourantes ou parallèles. En effet, s'il en était autrement, chacune des droites serait coupée par toutes les autres en une infinité de points oîi la direction de la force serait indéterminée, ce qm est évidemment impossible.
Tel est le raisonnement de M. Bertrand. J^aborde maintenant la solution du problème auquel nous sommes ramenés.
Sachant qu'un point matériel soumis à r action d'une force centrale décrit toujours une conique, on demande de trouver Vexpression de cette Jbrce.
Ou connaît déjà deux solutions de ce problème : le cas ou la forée est proportionnelle à la distance et celui oii elle est en raison inverse du carré de la distance. Mais dans ce qui va suivre, nous ne supposerons pas quMl y ait une fonction des forces, c^est k dire nous admettrons que ^ la force agissant sur un point peut dépendre, en même temps qiie.de la distance du point au centre fixe, de Tangle que fait la direction de la force avec une droite fixe du plan.
Rapportons le mouvement à des coordonnées polaires et prenons pour pôle le centre attirant ou origine de la force. Soient r et o) les coordonnées du mobile» C la constante des aires, F la grandeur de la force. L^expression de F sera, comme on sait :
La trajectoire étant une conique, nous aurons, en écartant le cas, du reste très facile à traiter, ou la conique passe au pôle, une équation de la forme :
(2) - = a cos (*) H- * sin (o H- l^A cos 20) + B siu 2ti) H- H ;
a, è, Â, B, H étant les cinq paramètres qui définissent la conique. On déduit de l'équation (2), par un calcul des plus simples :
^w' (A cos 2(0 + B sin 2w + H)ï
ce qui donne :
r* (A cos 2(1) + B sin 2(ix -f- H)ï
Cette expression relativement simple de F permet d'apercevoir immé" diatement deux solutions du problème :
1» Posons :
(4) A — O'w, Bz:zO'«, HrnO'A, C*(H* — A' — B')z=|xO\
Nous aurons pour expression de la force :
r* {m cos 2(iï + » sin 2(o + h) «
et pour équation de la trajectoire ;
(6) - = a cos (0 + J sin 0)4- 6 Vm cos 2(0 + » sin 2ii) + A.
Cette formule, contenant trois constantes arbitraires a, b, ne âgurant pas dans Texpression de la force, est donc Véquation la plus générale de la trajectoire quand la force est représentée par l'équation (5).
Les coniques représentées par l'équation (6) ont une propriété géométrique remarquable et qui suffit à définir le système qu'elles forment. Lorsque a, J>^ varient, elles demeurent tangentes à deux droites fixes réelles ou imaginaires passant par l'origine des coordonnées.
Si l'on veut que la force ne dépende pas de (o, il faudra supposer 7» 1= it = 0, ce qui conduira à la loi de Newton.
2° En tenant compte de l'équation de la trajectoire, l'expression de la force peut aussi s'écrire :
I a cos (*) — J sin (j) I
Il suit de cette nouvelle expression de la force une deuxième solution du problème proposé. On voit, en effet, qu'en adoptant la trajectoire définie par l'équation :
(8) - = a coâ (I) + ô sin w 4- Vk cos 2(0 + B sin 2(o -h H,
et en la supposant parcourue de telle manière que la constante des aires ait la valeur déterminée par la formule :
(9) C» (H« — A* — B») = IX, on aura pour expression de la force :
r- I a cos (0 — J sin (o j
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Uéquation (8) contenant trois constantes A, B, H qui ne figurent pas dans l'expression de la force, représente la trajectoire la plus générale qu'un point matériel puisse décrire sous Taction de la force, et cette trajectoire étant encore une conique, on obtient une deuxième loi de la force satisfaisant à toutes les conditions posées^
Les coniques représentées par l'équation (8) lorsque A, B, H varient, sont caractérisées par cette propriété que la polaire de l'origine des coordonnées par rapport à l'une quelconque d'entre elles est une droite fixe dont l'équation est
- =: fl cos (i) + d sm w;
si a et ^ sont nuls, la loi de la force devient :
F = [LT
Les coniques représentées par l'équation (8) ont l'origine pour centre et l'on retombe sur un résultat connu :
Les deux lois de la force que nous venons de trouver, sont les seules pour lesquelles la trajectoire soit une conique. Pour le montrer, nous reprendrons Téquation générale d'une conique :
(11) - = a cos u) -h J sin (I) + Ka cos2(o + Bsin2b) H- H,
et nous supposerons que cette équation représente l'une des trajectoires. Alors a, b. A, B, H seront cinq fonctions inconnues des trois constantes arbitraires qu'introduit Tintégration complète du problème, constantes arbitraires que, pour fixer les idées, nous désignerons par a, ^, y. L'expression de la force agissant sur le mobile est donnée par la formule :
r' (A cos 2(1) 4- B sin 2(0 + H) »
C désignant la constante des aires, ou plus simplement :
r* LA cos 2(0 + B sin 2(o + HJ '
R désignant comme C une fonction inconnue des trois constantes arbitraires.
Cela posé, faisons varier les constantes a^ 0, y ^® ^^^^ manière que la conique trajectoire passe toujours par un point déterminé (r, o>). On aura en différentiant Téqaation (11) dans cette hypothèse :
,.,^ , . ,. cos2(i) (fA H- sîn 2(1) rfB + rfH
(14) cos <i) rfa •+• sin w aô H zizzzi=zz=z==z=l = "•
2 |/A cos 2(1) -f- B sin 2u) + H
D*ailleurs, la force devant demeurer constante pour le même point, on aura dans les mêmes conditions dF = 0, c^est à dire :
(15) cos 2(1) d' T- j + sin 2(i) d- ^^) + d (~\ = 0,
et cette relation différentielle doit être vérifiée pour chaque système de valeurs dp u), a, P, y toutes les fois que Téquation (14) le sera.
Or, cette condition ne peut être remplie que de deux manières différentes :
P Uéquation (15) peut avoir lieu, quel que soit (o, si Ton a :
ABC
Alors £7* ^> ^ sont des constantes indépendantes de a, p, y et nous K K K
sommes conduits à la première loi trouvée, exprimée par la formule (5) ;
2^ Uéquation (15) n'est pas identiquement vérifiée ; dans ce cas, elle doit être une conséquence de la formule (14) et cela pour toutes les valeurs de o).
Pour quMl en 3oit ainsi, il faut évidemment que les équations (14) et (15) aient la même forme et que les termes en sin'u), cos co qui ne figurent pas dans Téquation (15) disparaissent de la relation (14), On doit donc avoir :
da = 0, db = 0,
et par conséquent a et b doivent être des constantes, ne dépendant pas des arbitraires a, ^, y* L^expressîon de la force devenant alors :
I a cos u) — ^ sin (1) I
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et le dénominateur ne contenant plus 2, 0, y» ^^ ^^^^ Q^^^^ ^^ ^^i^ ^^ même du numérateur. On obtient ainsi la seconde loi de la force, donnée par la formule (10) (*).
Les deux lois auxquelles nous avons été conduits directement sont donc les seules qui fournissent une solution de notre problème. Si on les exprime en fonction des coordonnées x et y^ elles prennent la fomie :
{ax^ ■+■ 2bxy -4- cy') «
(ax -+- ^y + (?)*
En se reportant & des mouyemeiits 8*accomplîssant dans Tespace, on reconnaîtra aisément que les deux lois de la force centrale représentées
(1) On peut rendre le raisonnement plus précis de la manière suivante :
Toutes les fois que Ton a entre les différentielles dot, d^, dy la relation exprimée
par la formule (14), l'équation (15^ doit aussi ôtre vérifiée. 11 faut donc que l'on ait,
pour toutes les valeurs possibles de ces différentielles :
cos 2tùdljA + sin2(i) ^(ir)4- ^(k)
(^^ i .r j , • jt I cos 2eo rfA + ain 2»o rfB 4- </Hl
L ^2 l/Acos2w-f-B sin -2(0 +hJ
X étant un facteur fini qui peut dépendre de (o.
Changeons dans cette équation u> en (i> -}- t:. Elle deviendra :
co8 2(o ^ijA +8in 2« f^ltr) + ^{k)
(^ i .,r ^^^ , . ,. , cos2corfA + Bin2«rfB + rfH-| = A— cos ts> aa — sm tù aô -\~ ■ - , ! — y— , \ | .
L 2l/Acos2a)-}-Bsin2u) + Bj
En égalant les seconds membres des équations (l)et (2), dn aura donc :
(a 4- X') i (fl cos w + 3 sin «) = (X' — X) d. 1/ A cos 2(o + B sin 2a) + H.
Si da et db n'étaient pas nuls, X serait différent de X', et en vertu de l'équation précédente, le radical l/À cos 2<iï 4- BTin 2a) -^H dépendrait seulement des deux variables a cos tù-\- b sin o) et o). Par conséquent l'équation de la conique trajectoire contiendrait au ^lus deux constantes arbitraires a et b, ce qui est évidemment impossible.
On est donc conduit à supposer :
da = db = 0,
et Ton obtient alors la seconde loi de la force, corrcspondanie à l'hypothèse dans laquelle l'équation (15) n'a pas lieu identiquement.
par les formules :
{ax -^ bp -h cz -h dy
sont les seules qui paissent se réduire aux formes précédentes pour les mouvements s'effectuant dans chacun des plans passant par l'origine de la force et par conséquent les seules pour lesqaelles la trajectoire soit toujours une conique.
Le cas que nous avons écarté où les trajectoires seraient des coniques passant à l'origine ne donnerait quVne loi de la force comprise comme cas particulier dans la formule {b) et correspondante à Thypothèse d = 0.
AU FROTTEMENT
Nous supposons qu^un point matériel, soumis à Taction de forces qui dépendent uniquement de «la position de ce point, soit assujetti à se mouvoir sur une courbe plane et nous nous proposons de former réquation différentielle des courbes pour lesquelles le mouvement de ce point jouit de la propriété du tautochronisme quand on a égard au frottenient. Nous suivrons pour cela la belle méthode donnée par M. Puiseux {Journal de Ziouville, t. IX, l'® série, p. 418).
Lorsqu^m point se meut sur une courbe non polie on sait que, pour tenir compte du frottement, il faut ajouter aux forces connues qui agissent sur le mobile une force nouvelle dirigée en sens contraire de la vitesse et égale à la pression normale que le mobile exerce sur la courbe, multipliée par le coefficient f du frottement, ^application de cette règle générale va nous donner Péquation différentielle du mouvement.
Nous déterminerons la position du point mobile Af sur la courbe par la longueur s de Parc OM compté à partir d^un point fixe de la courbe, cette longueur étant prise avec le signe + ou avec le signe — suivant qu^elle sera portée dans un sens déterminé ou dans le sens opposé. Si Ton attribue également un sens déterminé à la normale en à la courbe, la loi de continuité fera connaître le sens de la normale en M. Alors la force qui agit sur le mobile sera parfaitement déterminée, si Ton connaît pour chaque valeur de s sa composante tangentielle T et sa composante normale N, en grandeur et en signe. Donnons de même un signe au rayon de courbure; convenons de lé regarder comme positif, si, C étant le centre de courbure relatif au point M, le sens
de C M est celui des longueurs positives comptées sur la normale en M ; et comme négatif, dans le cas contraire. Alors la pression du mobile sur la courbe sera à chaque instant :
V désignant la vitesse du mobile et p le rayon de courbure. Si Ton suppose que la vitesse v soit positive, c^est à dire que le mouvement ait lieu dans le sens des arcs croissants, alors, d'après la règle que nous, venons de rappeler, la force de frottement sera égale, en grandeur et en signe, à : ^
et réquation différentielle du mouvement sera :
Il faudrait changer fen — f si le mouvement avait lieu en sens contraire.
*T et N étant par hypothèse des fonctions de s, on voit que réquation (1) est linéaire. Si Ton considère 9* comme Tinconnue, son intégrale sera donc de la forme :
désignant la constante arbitraire et le temps sera ^onné par la quadrature :
ds
Cette intégrale coïncide, aux notations près, avec celle de M, Puiseux. Il suffirait de poser : ^
6(«) ds
= r (y) dy,
pour la ramener k celle qui a été considérée à la page 319 de ce volume. En appliquant le résultat de M. Puiseux, nous voyons que le mouvement ne jouira de la propriété du tautochronisme que
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dans le cas ou Tintégrale qui donne le temps pourra être ramenée à la forme :
P désignant une certaine fonction de ;, P' sa dérivée et A la constante
arbitraire. On trouvera alors, en intégrant entre les limites et Vk pour P :
VA dV Ta
Vk — V' 2
En dilTérentiant la formule (2), on aura pour Pexpression de la vitesse :
Si Ton considère d^ailleurs le temps qui s'écoule entre le moment où
la vitesse est nulle (p = |/a) et celui oîi le mobile arrive au point pour lequel on a P = 0, on voit, d'après la formule (3), que ce temps est indépendant de A ; et par conséquent le mouvement jouît bien *de la propriété du tautochronisme.
he point de tautochronisme P = est caractérisé, comme il fallait s'y attendre, par une propriété mécanique spéciale ; c'est celui pour lequel il y aurait équilibre, si le mobile y était placé sans vitesse initiale ; le frottement ayant d'ailleurs la même valeur que dans le cas oii il y a mouvement.
Exprimons que la valeur (4) de v* satisfait, quelle que soif; la constante À, a l'équation différentielle (1); nous aurons les deux équations :
Pour intégrer la première, introduisons comme nouvelle variable l'angle tù que fait la tangente a la courbe avec l'axe des x. On aura
comme on sait :
ds
— zz= tf(0,
P et la première des équations (3) nous donnera :
On reconnaîtra Aisément quMl est inutile d^introduire une constante arbitraire :
Portons cette valeur de P' dans la seconde équation (5), nous aurons :
et en différentiant les deux membres de cette équation :
C'est réquation différentielle de la courbe cberchée que Ton peut aussi mettre sous la forme :
Nous allons faire deux applications. Supposons d'abord que la force qui agit sur le mobile soit la pesanteur et que Taxe des* y ait été pris vertical ; on aura :
N =: ^ cos (0 T = — ^ sin (0, et l'équation (6) nous donnera :
Cï)- p = ^ (1+ /») cos 0).
Cette équation est de la même forme que dans le cas où il n*y a pas frottement. Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante :
La cycloïde est la seule courbe plane gui jouisse de la propriété du tautochronisme par rapport au mouvement d^un poing pesant, quand on tient compte du frottement.
L'équation (7) ne contenant que le carré de f, le tautochronisme aura lieu quand le mouvement se fera dans les deux sens; Il nous semble intéressant d'étudier les diverses circonstances de ce mouvement.
Considérons une cjcloîde dont la base AB soit horizontale, la convexité de la cycloïde étant dirigée vers le bas. Soient M, M' les deux points, placés sur une même horizontale, où la normale à la cjcloîde fait avec la verticale un angle égal à Tangle de frottement. La cycloïde se trouve partagée en trois arcs A M, MM', MB'. Si le point pesant est placé sans vitesse initiale en un point quelconque de Tare MM', il y demeurera en équilibre, car son poids fait avec la normale k la courbe un angle inférieur ou au plus égal à Tangle de frottement. Si le point pesant est placé sans vitesse en un point quelconque m de AM, il se mettra en mouvement; le point de tautochronisme étant M, il parviendra toujours à ce point dans un même temps T, puis il s*en écartera et sa vitesse redeviendra nulle au bout d^un second intervalle de temps égal au premier. Si à ce moment il est encore sur Tare M M' , il demeurera indéfiniment au repos. Si au contraire il a dépassé le point M' et se trouve sur Tare M' B en un point m' évidemment moins élevé que m, il prendra un mouvement en sens contraire dans lequel le point de tautochronisme ne sera plus le point M, mais le point M' ; enfin au bout d^un nombre plus ou moins grand d^oscillations de durée égale, il finira par s'arrêter entre M et M'.
D'une manière plus générale, étudions le cas où le point est soumis à une force centrale. Si Ton considère la courbe sur laquelle le mobilfe est assujetti à se mouvoir comme Tenveloppe delà droite :
a? sin (i) — y cos w = '^ (w),
on trouvera aisément qu'en appelant r la distance à l'origine des coordonnées, placée au centre attirant, et en désignant par r<^{r) la loi de la force on a :
L'équation (6) deviendra :
Après avoir remplacé rpar sa valeur» on aura une équation du second ordre en ^ dont l'intégration paraît difficile.
Mais si Tattraction est proportionnelle à la distance, o (r) sera une constante à et Téquation deviendra :
ou :
Cette équation est encore de même forme que Sans le cas où il n^j a pas frottement. Donc :
les seules courbes planes qui soient ôautochrones pour des forces centrales proportionnelles à la distance lorsgu'*on tient compte du/rottement, sont celles gui ont été étudiées par if. Puiseua (*) et qui sont tautochrones dans le cas oU il n*tf a pas de frottement.
Ici encore Téquation différentielle ne contient que le carré du coefficient de frottement, ce qui donnera des conséquences analogues à celles que nous avons développées pour la cycloïde.
En terminant, nous signalerons un élégant article de M. Haton de La Goupillière {Journal de Ziouville, t. XIII, 2^ série, p. 304) dans lequel il est démontré que l'épicycloïde et les autres courbes trouvées par M. Puiseux sont les seules pour lesquelles la loi de la force soit comprise dans la formule générale de Lagrange relative au tautochronisme. Mais, comme' le fait bien justement remarquer M. Haton de La Goupillière, la formule de Lagrange, qui contient des fonctions arbitraires d'une seule variable, est bien loin de donner la solution générale du problème du tautochronisme, et il résulte des remarques de M. Bertrand que la formule qui doit remplacer celle de Lagrange contiendra dans son expression une fonction arbitraire de deux variables. La recherche que nous avons entreprise n'était donc pas inutile.
Nous ferons d'ailleurs remarquer que la méthode suivie pourrait encore s'appliquer sans modification, si Ton introduisait une résistance du milieu, proportionnelle au carré de la vitesse.
(<) Voir la ]iagc 326 de ce volume.
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