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AVERTISSEMENT
Ce troisième fascicule du Cours de Mécanique et Machines, de Boub, est !e dernier que nous ferons paraître. Il est conforme à la rédaction bissée par ce savant.
Quant à la dernière partie du Cours, Moteurs et Récepteurs, que Bour professait à l'École Polytechnique, les Éditeurs ont du renoncer à la publier, l'Auteur n'ayant laissé que des Notes succinctes qui ne pouvaient, sous leur forme sommaire, être livrées à l'impression.
DYNAMIQUE ET HYDRAULIQUE
Ce volume comprend deux Sections :
La première a pour objet la Dynamique, ou science des forces et des mouvement qu'elles produisent;
La seconde contient, sous le litre général Hydraulique, la Mécanique spéciale des fluides, avec ses divisions priuci[i,il"s :
h' Hydrostatique et I" Hydrodynamique, sciences de l'équilibre cl du mouvement des liquides et des gaz;
El IV/j i/rau/iV/uepropremenidi te, application do ces sciences à l'industrie et à l'art de l'ingénieur.
MOUVEMENT D'UN POINT MATÉRIEL
§ I. — Équations différentielles du mouvement.
« La Dynamique est la science des forces accélératrices et retardatrices, et des mouvements variés qu'elles doivent pro-
lliililée est celui qui en a jelc les premiers fondements. Avant lui, on n'avait considéré les forces que dans l'état d'équilibre. Cl quoiqu'on ne put attribuer l'accélération des corps pesants et le mouvement curviligne des projectiles qu'à l'action constante de la gravité, personne n'avait encore réussi à déterminer les lois de ces phénomènes journaliers, d'après une cause si simple. Galilée a fait, le premier, ce pas important, et a ouvert par là une carrière nouvelle cl immense à l'avancement de la Mécanique [*}. Celte découverte ne procura pas à Galilée, de son vivant, autant de célébrité que celles qu'il avait faites dans le ciel, mais elle fait aujourd'hui la partie la plus solide de la gloire de ce grand homme.
o Huygens, qui parait avoir été destiné à perfectionner et à compléter la plupart des découvertes de Galilée, ajouta à la théorie de l'accélération dos graves celle du mouvement des
(■) /Virant t fomoitraziani matcmaiiche iatarm n nuon in'wur, iG38.
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route à la grande découverte de la gravitation universelle. La Mécanique devint une science nouvelle entra les mains de Newton, el ses Principes mathâmatiqites, nui parurent pour ta première fois eu i(i8;, din'ui l'époque île celle révolution. » Enfin, l'invention du calcul i n fini tés i mai mit les géo-
impulsion inattendue, oh peni dire que, réciproquement, l'Analyse doit ses découvertes les plus originales au* efforts consacrés à la solution des problèmes de Mécanique.
C'est nu moyen du principe de la composition des mouvements produits par les forces que Galilée a résolu les premières questions qui se rapportent à 1» Dynamique.
Dans le premier Chapitre de la Statique, nous avons donné un aperçu des nombreux corollaires du principe de Galilée, de relie ftrande lui qui explique el complète h loi prinHinliale de l'inertie de la matière ("*). Ce principe nous a servi de point de départ dans notre exposition de la Statique, bien qu'il fût peut-être plus naturel, cl surtout plus conforme à l'ordre historique, de suivre une marche lottlo différente. Noos allons actuellement développer la manière dont notre principe fournit la solution du problème général de la D/na-
Il nous suffira pour cela (le rappeler quelques-uns des résultais précédemment établis, résultats auxquels nous n'avons
I. Quelles que soient les conditions dans lesquelles un point matériel se trouve placé, on peut toujours considérer ee point
( " ] Itorologiam viritlniariam, |6;3.
I"*) L.cniscr., Métallique aii,ilrttif«e, V l'diliun, I. I. u. 5117.
(***) La mnlif-™ ™t inerte, cVtl-à-Jirc iniliifiTaiilo à toute musc de mouvement, à lotUe/ent. Quand pliuiaun forces fissent simultanément lur un nieiiic point matériel, rolui-ci cède à ]• foi), et sans . l.-. liu.i aucii,,'. 1 lo =
tondent a produire. Les OIith animés présentent dos phénomènes d'un ordre tout à faH oppoia.
comme soumis à l'action d'une force unique, laquelle est lu résultante des '■■ (torts il-: ton tu o /«'■<-<■ qui s 'excrct:itt sur lui.
Rmuiqde. _ Si noire point n'est pas absolument libre,
c'csl-ii-dire s'il l'ail parlio d'un corps, ou d'un syslènn' de corps
liés entre eux, ou bien encore s'il se trouve gêné dans son mouvement par des obstacles, il faudra avoir soin, dans l'évaluation Je la résultante ou force motrice, de tenir compte des forces qui proviennent des luisons du système, ainsi que des réactions des obstacles ou appuis.
Ces farces particulières, qui agissent au même litre que toutes les autres forces pour déterminer les diverses circonstance-- du mouvement du point mobile, ne sont pas immédiatement connues : elles dépendent du mouvement inconnu, lequel en dépend à son tour. On est dune obligé du les introduire dans les constructions et les calculs comme des inconnues, dont on calcule plus lard les valeurs par l'une des méthodes que nous exposerons en temps utile.
II. Quand un point matériel animé d'une vitesse quelconque, résultat d'efforts antérieurs à l'instant considéré, est actuellement soumis à l'action d'une force, l'accélération totale du mouvement de ce point a pour direction la direction de la force, et pour valeur le quotient de la force motrice par la masse du point matériel en mouvement.
C'est ce que nous avons exprimé par l'équation
dans laquelle J est exprimé en mètres, et F en kilogrammes; quant à la masse m, elle ne peut être rapportée à une unité
particulière. C'est le quotient — du poids en kilogrammes par
le nombre 9,8088 qui mesure dans notre système d'unités l'accélération due à ia pesanteur. Si l'on remplace ;n par sa valeur — . on a
équation qui est homogène et ne dépend plus des unités qu'on voudra adopter. , III. L'accélération de la projection d'un point sur un aie fixe est la projection sur le même axe de l'accélération totale du point.
On a, en supposant les projections orthogonales,
1, — J cos VÏ — ^ cosïTi,
parce que la direction de l'accélération totale est la même que celle de la force.
On aurait trouvé la même valeur pour J„ en considérant, par une double abstraction, la projection géométrique du point mobile comme un point matériel de masse m, soumis à l'action d'une force
.FcosÊTï.
projection de la force F sur l'axe des x.
Ce résultat constitue un théorème dont l'importance est égaie à la simplicité, c'est le véritable et unique principe de la Dynamique, dit Euler dans les Mémoires de l'académie de Berlin pour l'année 1750.
Voici l'énoncé de ce théorème, qui permet d'écrire immédiatement les équations différentielles du mouvement d'un point matériel libre, soumis à l'action de forces données quelconques:
Théorème fondamental, — La projection d'un point matériel sur un axe fixe se meut comme un point matériel de même masse que le point donné, animé d'une vitesse égale à la projection de ta vitesse de ce point, et sollicité par la projection 'de la force motrice effective.
Ce théorème est vrai, de quelque manière que s'effectue la projection du mouvement sur la droite fixe (').
Projection du mouvement sur la tangente et sur la normale. — L'application du théorème fondamental suppose les
(") T.a projection, N.-ctimju luire ou oblique, du mouvement <ur un plan du linnne lieu à un théorème analogue.
CHAPITRE I. — MOCVESENT o'UN POINT MATÉRIEL' "j
axes de projection fixes. Aussi, quanrl on parle de projeter le mouvement d'un point sur la tangente el la normale principale de sa trajectoire, faul-il comprendre qu'il s'agit, non pas de lignes assujetties à coïncider constamment avec la tangente et la normale à la courbe décrite, mais bien d'une tangente fixe, d'une normale fixe, sur lesquelles on étudie les projections des positions du mobile infiniment voisines du point de contact.
Observons qu'on se fait une idée parfaitement claire du mouvement rectiligne produit par une force dont la direction ne diirère pas de celle de la vitesse actuelle du mobile. Il est, en effet, évident que, dans ce cas, la force qui sollicite le mobile ne peut avoir pour effet que d'en augmenter ou d'en diminuer la vitesse. Au contraire, on voit beaucoup moins bien comment, dans le mouvement curviligne, la force influe à la fois sur les cléments géométriques de la trajectoire du mobile et sur les variations de la vitesse de ce mobile.
Pour arriver à se faire une idée parfaitement nellc de ce double mode d'action, il faut se transporter dans le voisinage de l'arc décrit par le mobile pendant un temps infiniment petit, et projeter cet arc sur la tangente à l'une de ses extrémités, sur la normale principale au même point, enfin sur la perpendiculaire au plan osculaleur.
On sait que, relativement aux axes ainsi définis, les trois composantes de l'accélération totale se réduisent à deux, qui sont :
i" h' accélération tangentielle, dirigée suivant la tangente à la trajectoire, dans le sens du mouvement ou en sens dv
inverse, suivant le signe de
2° X.' accélération centripète, dirigée vers le centre de courbure et égale à y
Cela posé, les forces étant proportionnelles aux accélérations, nous pouvons de infime décomposer la force qui agit sur le point en deux autres :
i° La force langentielle, égale à
?" La force centripète, égale à
FcosF,p = m~-
Ces formules mettent bien nettement en évidence la manière dont une force, agissant sur un mobile donné, produit à In fuis et d'une manii-ri 1 indépendante la variation de vitesse du mobilo et la courbure de sa trajectoire. Ainsi :
i° Le changement de grandeur que la vitesse du mobile éprouve avec le temps est uniquement dû à ta force langeblielle; en sorte que, si cette force longentiolle était constamment nulle, c'est -ii-dire si la force F était toujours normale à la trajectoire, la vitesse ne varierait pas et le mouvement serait uniforme.
. a" De même, la courbure - dépend uniquement de la force centripète. Si cette force était constamment nulle, la courbure de la trajectoire le serait aussi et le mouvement serait rectiligne. ^
On s'est servi Ircs-longtemps de ces formules relatives aux forces tangenlielles et centripètes pour résoudre les problèmes de mouvement. Cesl ainsi que procédait Newton, en employant exclusivement les considérations géométriques; car, s'il s'est servi quelquefois du calcul analytique, c'est uniquement la méthode des séries qu'il a employée, méthode qui doit être distinguée de la méthode différentielle, quoiqu'il soit facile de les rapprocher et de les rapporter à un même principe.
Le traité de Mécanique d'Euler, qui a paru en î^li et qu'on doit regarder comme le premier grand ouvrage où l'Analyse ait été appliquée à la science du mouvement, est encore tout fondé surces formules; maïs on les a presque abandonnées depuis, parce qu'on a trouvé une manière plus simple d'ciprimer l'effet des forces accélératrices sur le mouvement des corps.
Elle consiste à rapporter le mouvement du corps et les forres qui le sollicitent a des directions Tues dans l'espace. Alois, en employant, pour déieiminer le lieu des corps dans
l'espace, trois coordonnées rcrinngulaires qui aient ces mêmes directions, la variation de ces coordonnées représente évidemment l'espace parcouru par le point dans la direction de chacun des axes fixes.
Mouvement d'un point matériel libre.
En adoplant ce système, il faut égiileincnl décomposer la force donnée en trois autres, X, Y, Z, parallèles respectivement aux Iroisaxes coordonnés. D'après notre théorème fondamental, chacune de ces composantes détermine, d'une manière indépendante, toutes les circonstances du mouvement rectiligne de la projection correspondante. On obtient ainsi irois équations différentielles (*) :
\ Uf ■ '
qui déterminent en fonction du temps les trois coordonnées Inconnues x, y, z.
Les quantités X, Y, Z étant des fonctions connues des coordonnées x, r, =, du temps (, et quelquefois même des vitesses ~- ~. les équations (t) sont trois équations
simultanées dû-deuxième ordre, dont l'intégration est du domaine de l'Analyse pure.
Rappelons seulement que les intégrales des équalions (i), c'est-à dire les équations finies du mouvement, doivent con-
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tenir six constantes arbitraires distinctes. Le problème est pourtant bien déterminé (*); et la présence des arbitraires liemà ce que nous n'avons pas tenu compte, en écrivant les équations différentielles, des conditions dans lesquelles le point matériel se trouve place, au moment où nous l'abandonnons à l'action des forces X, Y, Z. L'Algèbre nous avertit
■ ■ - - ■ i .. I- | i' fi,. |.. P 'iil i i.l | -r - - 1 -I ■ ni | r |
par la position initiale du point mobile, ainsi que par la grandeur cl la direction de ta vitesse qui anime ce point, à l'instant pris pour origine du temps.
L'intégration générale des équations (i) constitue donc seulement la première partie "de la solution de la question proposée, et l'on doit achever cette solution de la manière sui-
Soient
Ips iniégi-iil par rapport
Cela posé, ainsi que nous l'avons dit, pour que le problème soit complètement défini, il faut qu'on nous dise, à l'instant
s générales trouvées; diiiércnlions ces équations u temps: pour avoir les composantes de la vitesse
HMVciil répondre de deui mantenu ccalcluent admissible.. C'est ce qu^n'i jamais lieu en Meraniqur: ■ un i'l.tin* él:ml plnci' ditis des condiLiuns d-.mui- . le mouvement qu'il vu prendre «1 unique cl tiioD déterminé.
1P1THH I. — MODÏEMÏNT
MATÉRIEL
oii nous commentons à étudier le. mouvement, où se trouve place le point mobile, nïnsi que la vitesse donl il est animé. On connaît ainsi, pour* — o, la valeur des coordonnées a:..
En mettant ces valeurs dans les équations (2) et (3), nous aurons six équations qui serviront à déterminer les arbitraires.
Les six constantes devant essentiellement être distinctes, les équations qui doivent en donner les valeurs 11c sauraient être ni incompatibles ni indéterminées. Si l'un de ces cas se présentait, c'est qu'on n'aurait pas les intégrales générales des équations différentielles (1).
Mouvement dans un plan. — Lorsque ta force qui sollicite.
plan, lequel renferme aussi la vitesse initiale, le mobile ne sort pas de ce plan. Si l'on fait choix de deux axes coordonnés, situés dans ce même plan, Ox, Oj-, les équations différentielles du mouvement se trouvent réduites à deux :
et leurs intégrales générales contiennent quatre constantes ar-
Réciproqne du problème de la Dynamique.
Quand on connaît la loi du mouvement d'un point, on connaît les expressions de ses trois coordonnées en fonction du temps, dans un système d'axes rectangulaires ou obliques quelconques. Alors les dérivées secondes des trois coordonnées, par rapport au temps, multipliées par la masse du mobile, donnent les expressions des composantes de la force motrice, dans le système de projection adopté.
y„ z„ cl des composantes des vitesses
IL DÏSAMIQUE.
Application au mouvement des corps pesants à la surface Je la terre.
Considérons un corps soumis à la si>ule action de la pesanteur, que nous regarderons comme une force d'intensité con-
stante P — mg, parallèle à l'axe des : (fig. i). Les cquatioi différentielles du mouvement sont
;l les intégrales générales :
| B = tt + Z — igP.
Prenons pour origine le point de départ, les trois constantes j3, ô, S sont nulles. Choisissons le plan des zx de manière qu'il renferme la vitesse iniiiale OT. Enfin, soit c. cette vitesse initiale, ci 0 l'angle qu'elle faiL avec le plan horizontal.
On a pour les trois projections de celle vitesse
( *= i-.coslî./,
I ; v,s\n8.t — ' } gt : .
Amplitude du jet :
Hauteur de l'ascension :
g [I. — MOUV^MINT D'pX POINT mTfiRTEL QUI S'EST PAS LIBHE.
Nous avons montre par un grand nombre d'exemples, dans les applications de la Cinématique, comment, par des combinaisons qui ne sont que de la Géométrie pure, on fait en sorte que les mouvements de certaines pièces de mécanisme satisfassent nécessairement à des conditions imposées.
Ces combinaisons sont absolument indépendantes des forces qui peuvent agir sur le système ainsi constitué, pourvu, bien entendu, que ces forces ne soient pas assez grandes pour briser les liens du système.
Un wagon, monté sur des roues coniques et placé sur une voie de fer, se mouvra toujours le long de cette voie, dans un sens mi dans l'autre, quelles que soient les grandeurs et les directions des forces qu'on lui appliquera, pourvu qu'on ne dépasse pas certaines limites; une balle de plomb, suspendue à l'extrémité d'un 111 inextensible dont l'antre extrémité est fixe, se mouvra toujours de telle manière que son centre do ligure reste sur la surface d'une sphère ayant le point d'attache du (il pour centre, quelles que soient les forces qui agiront sur elle, pourvu que ces forces ne tendent pas à la rapprocher de ce point d'attache du fil. Dans le premier de ces deux exemples, le mouvement du wagon est produit à la [ois par les forces qui lui sont directement appliquées dans les dilVcrentes directions, et par les réactions qu'il éprouve de la part des rails dans tes divers points, où il les touche; si l'on réduit le wagon, par la pensée, à un simple point matériel sur lequel
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agiraient ces diverses forces, on trouvera son mouvement en appliquant les théories exposées dans le paragraphe précédent : seulement, il arrivera que, quelles que soient les forces directement appliquées à ee point matériel, c'est-à-dire autres que les réactions des rails, la trajectoire qu'il décrira sera toujours la même, parce que ces réactions prendront à chaque instant des grandeurs et des directions telles qu'il en soit ainsi. Dans le second exemple, la balle de plomb se ment sous les actions simultanées des forces qui lui sont directement appliquées et de la réaction qu'elle éprouve do la part du fil ; cette balle, supposée réduite à un point matériel sur lequel agiraient toutes les forces que nous venons d'indiquer, se mouvra oitifiinnéiuenl à la théorie générale ; mais il arrivera que, quelle que soit la résultante des forces directement appliquées à la balle, c'est-à-dire autres que la réaction qu'elle éprouve de la pari du M. celle réaction prendra toujours une intensité, telle que la balle ne quille pas la surface spliériquc dont nous avons parlé.
Pour préciser ces notions, nous dirons, comme nous l'avons fait en Slalique, qu'un point matériel qui n'est .pas libre esl un point dont les coordonnées ne peuvent pas prendre toutes les valeurs imaginables. Si, par exemple, on se donne les coordonnées x et y du point à un certain instant, la troisième coordonnée, s, n'est point tout à fait arbitraire : elle a une ou plusieurs valeurs qui sont déterminées quand on connaît celles de x et y; c'est ce qu'on exprime en disant que z esl une fonction de* et de_r, ou en écrivant qu'il existe entre les trois variables x,y, s une équation de la forme
Mouvement sur une surface fixe donnée.
L'équation (i) veut dire que le point dont les coordonnées sont x, y, z ne peut pas sorlir, dans son mouvement, d'une certaine surface représentée par celle équation. Quelles que soient les combinaisons mécaniques employées pour obtenir ce résultat, nous supposerons, pour plus de simplicité, que la surface constitue un obstacle matériel sur lequel notre mobile
ClUFITRt I. — MÙUVEMI.M- »*UK POINT HVTÉMBL. l5
se trouve appuyé. Nous continuerons d'appeler réaction de lu suiface la force, dirigée suivant la normale, capable de tenir lieu de la présence do la surface.
Soient X. Y, Z les composantes de la force qui agit directement sur le point mobile, abstraction faite de l'action de la surface. D'après ce que nous avons vu, nous pouvons regarder le point comme libre, à la condition d'adjoindre à la force donnée celle réaction inconnue N. Les équations différentielles du mouvement prendront alors la forme suivante :
= Y -i- NcosN,.)-, : Z +Ncosfï7â,
les trois cosinus qui entrent dans ces équations étant donnés en fonction de x, y, 2 par l'équation tic la surface, puisque la direction de la réaction N est celle de la normale extérieure à cette surface (nous négligeons le frottement). En éliminant N entre ces équations, on aura deux équations qui, jointes à réquaLiitii {'), pcrin éliront de déterminer x, ^-el z en fonction de (. Ensuite, ou moyen de l'une quelconque des équations (a), on trouvera la valeur (le la réaction N.
Assez souvent on profile de l'équation de la surface pour exprimer les trois coordonnées du poinl mobile en fonction de deux variables indépendantes.
Ainsi l'on pose
et il est clair que ces trois équations peuvent représenter une surface quelconque, puisque les fonctions <f„ tp, sont complètement arbitraires.
Exprimons les dérivées secondes de x et de y par rapport à i en fonction des dérivées de « et de v par rapport à la
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mémo variable : en remplaçant, dans les équations (s), ~ , 'y^, par leurs valeurs, on aura [rois équations qui, ré-
duites n deux par l'élimination de N, donnent les équations du mouvement en fonction de n et de l'.'I.ngrangea fait connaître un procédé général qui permet d'écrire immédiatement les équations diliéreiHii'Ili's auxquelles doivent satisfaire 11 et c.
Nous verrons comment, au moyen de certains théorèmes généraux qui feront l'olijet du paragraphe suivant, on peut résoudre, d'une manière à la fois simple et directe, la plupart des questions qui offrent un intérêt pratique.
Le mouvement du point étant connu, on trouve très-facilement la pression qui s'exerce sur la surface directrice : soit analyliquement, au moyen d'une des relations (a) ; soit géométriquement, en introduisant la considération de lu forci' centripète r'I de la force tangcnliclle.
Soient M la position du mobile sur sa trajectoire (Jig. 2), MN
FÏ B . ).
In normale à la surface, sur laquelle nous portons une longueur représentant la réaction inconnue N qu'on veut déterminer.
Décomposons la force qui agit sur le point M en deux: l'une P, tangente à la trajectoire; l'autre Q, située dans le plan normal à cette trajectoire. I.e mobile peut être regardé comme libre sous l'action des trois forces N, P, Q. Or, dans le mou-
CHAPITRE I. — «OUïKlEKT D'UN POINT MATÉRIEL
vemenl d'un point libre, la force langenliello est due à In projection rectangulaire sur la tangente des forces qui agissent sur le point, c'esl-tt-dire à la force P, puisque X et Q sont normales à celle tangente. On a donc, en premier lieu,
De plus, en composant les forces N et Q, on doit obtenir la force centripète MC{*). On pourra donc inversement, quand
on connaîtra MC, qui est égale à trouver par la construction d'un parallélogramme la grandeur de la réaction N.
La force MN„ égale el directement opposée à MN, est la pression exercée par le mobile sur la surface. C'est la résultante de la force HQ el d'une force MC„ égale et opposée k la force centripète. Ce résultat s'énonce ainsi :
Thèorè.hk. — La pression exercée par un corps mobile, sur une sulfate fixe est la résultante de la force normale et de la force centrifuge.
C'est la présence de celte force centrifuge qui distingue la réaction dynamique de la réaction statique.
Étudions spécialemcnl le cas où aucune force n'agit sur le point. La construction géométrique précédente permet de voir tout de suite les principales propriétés du mouvement.
La force P étant nulle, on a
dv _ dl ~ °"
i° Le mouvement est uniforme.
Dans le parallélogramme MQCN, MQ est nul ; donc les
(*] On conclut il: lu que la nurrnato principale >1R est situw danj le jilu HMQ.
III
liS DTrUMIQUI.
cotés MC et UN coïncident. Ainsi lu normale principale de la trajectoire se confond avec la normale à la surface.
a- La trajectoire est une ligne gêothUique de la surface {').
Mouvement sur une courbe fixe.
Supposons maintenant qu'on assujettisse les coordonnées d'un point mobile à vérifier simultanément deu\ équations telles que
l " Hl-'..n-]-»-
Le point est ainsi astreint à rester sur la courbe que représente le sjslèmc de ces deux équations; sa trajectoire est immédiatement connue, et il n'y a plus qu'à trouver la loi des espaces parcourus sur cette trajectoire.
Décomposons, comme précédemment, !a force donnée langenlïeliement et normalement à la trajectoire (ftg. 3).
L'accélération langcnlielle est uniquement due à la force P. puisque la réaction est normale à la trajectoire ; donc
dv
de ■
L'intégration de cette équation fera connaître la loi du mouvement.
Cela posé, pour avoir la réaction MN, nous remarquerons, comme dans le cas précédent, que la résultante des forces N
(•) l-eslif-no* [■«jlltsiinil'S, ill'lmici par la rurulllî l'ov.ur dl.lipn' pnilil
leur plan oscillateur normal h la surface sur Uqildlr. on Ici supposa Irarre,. j.]i:in^i'l!l liilrM (1rs tr<:i-. pr.ipii<'t.-, suivantes !
i« Propriété Géométrique : la ligno Réodcsiquo est la plus courte qu'on puisse tracer entre dcui points donnés sur le surface ;
a° Propriété stitiquo ; c'est la furme d'équilitire que prend un cordun tendu
3° Propriété dynamique : c'est le chemin que suit un muhilc ubauJounc sur la surface a si propre ïitcsîo.
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et Q doit donner la force centripète MC('). Nous trouverons donc encore la pression JIN, en composant MQ avec la force centrifuge MC„
Fi E . 3.
TbSouEMI. — La pression exercée par un point forcé de se mouvoir sur une courbe fixe est la résultante de la force centrifuge et de la composante, normale de la force qui agit sur le point.
Mouvement d'un point pesant, — Comme exemple simple de ce genre de mouvement, considérons la fronde (fig. 4). Une pierre, attachée à l'extrémité d'une corde dont on tient l'autre bout à la main, tourne rapidement, de manière à décrire un cercle vertical, ayant pour centre la main supposée fixe.
Soil M la position la plus basse de ta pierre. La tension de la corde dans la position OM serait égale à mg, poids du corps suspendu, si celui-ci était immobile. Mais, dans le cas du mouvement, il faut ajouter à ce poids, pour avoir la tension, la force centrifuge — > dont la direction se confond avec celle
{*) Dam la eaa uiod, la direction <1 puisque ]i trajectoire «il donnée. Quant qu'elle cit contenue ilani lu plan nonuil un. la contraire aiail 1t. cai du mouvement d'un point sur une turf
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du poids. Ln tension est donc égaie à
Dans la position opposée de la pierre, la tension est
parce qu'alors le poids agit eu sens inverse <le la force centrifuge. Celle dernière valeur peut être positive ou négative,
selon que la vitesse v est plus ou moins grande. Si elle est positive, la corde reste tendue et la pierre décrit un cercle. Si, au contraire, elle e.st iiég.ttivc, I l corde n'est plus tendue et la pierre rclombe. Ce que nous disons pour ces positions particulières de h piem- s'applique évidemment à une position quelconque, en considérant toujours la composante du poids suivant le prolongement de la corde cl l'ajoutant oit le retranchant suivant les cas. La tension sera d'ailleurs toujours
comprise entre
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g III. — FORCÏ DISBSTIB.
Considérons maitiienant un corps oblige de suivre une trajectoire donnée avec des circonstances de mouvement complètement déterminées, par exemple un corps qu'on tient à la main et auquel on communique, sans le lâcher, un mouvement arbitraire.
La main, ou l'obstacle qui agit sur le corps, développe à chaque instant sur lui une certaine force; d'après la loi de Newton, le corps oppose une réaction égale et contraire : c'est celle réaction qu'on appelle hfoive d'inertie.
Pour trouver, à un instant donné, la valeur de celle réaction, nous nous rappellerons que la force qui agit sur le corps est dirige .suivant la même droite que l'accélération totale J du mouvement, et qu'elle est égale à mi. Celle force représente précisément l'action du corps qui donne le mouvement obligatoire. Donc la force d'inertie est dirigée en sens inverse de l'accélération totale du mouvement, et elle a la même valeur ml.
La définition précédente indique le véritable sens qu'on doit attacher à i'expression/o;ce d'inertie. Ce terme est d'ailleurs heureusement choisi, car la réaction à laquelle nous donnons ce nom est bien la force qu'un corps exerce sur nous, en venu de son inertie, quand nous cherchons à le faire sortir des lois naturelles qui régissent la matière, c'est-à-dire quand nous le forçons à suivre une trajectoire courbe, ou bien que nous accélérons ou relardons son mouvement rectiligne.
Ce sont les réactions de ce genre qui constatent pour nous l'inertie de la matière en mouvement {c'est-à-dire sa tendance au mouvement rectiligne et uniforme), de même que l'effet exercé sur nos organes par un corps que nous empêchons de tomber nous donne la notion de la pesanteur de la matière.
En considérant les deux composantes de l'accélération totale suivant la tangente à la trajectoire et la normale principale, nous pouvons de même décomposer la force d'inertie en deux :
i"La force d'inertie langentielle, '"^> dirigée en sens
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inverse du mouvement ou dans le même sens, selon que ■ ^ esL posllirou négatif;
i a La force d'inertie centrifuge, ainsi nommée parce qu'elle est toujours dirigée en sens inverse de l'accélération ceMnpéle.
Si l'on décompose la force d'ioertie suivant trois axes rectangulaires, les composantes (qui ont un signe) seront
_ d^x _ d-r _ ti
m dt' ' "' dl' ' m dt' ' Il peut arriver qu'un corps soit en mouvement sous l'action de deux ou plusieurs autres. Si l'on considère, par exemple, une bille retenue par deux tiges rigides, la bille réagit à la fois sur l'une et l'autre de ces tiges, La force d'inertie est la résultante fictive (*) de ces deux réactions.
Il est un point important auquel il faut Taire attention à propos de la Turcc d'inertie, parce que une fois ce point bien compris, on est en garde contre une foule d'erreurs qui ont élé commises el se commettent lous les jours à ce sujet. La force d'inertie d'un point eu mouvement émane du point matériel lui-même el s'exerce sur l'obstacle qui gène son mouvement rcc.tiligne el uniforme. Elle ne peut communiquer aucun mouvement au point matériel considéré (d'après la loi de l'inertie) et ne contribue en rien aux diverses modifications de son mouvement.
Quand on descend d'une voiture emportée rapidement, dès que les pieds se sont fixés au sol immobile, on sent le haut du corps porté en avant; on dit qu'on est poussé par la force d'inertie. C'est là une erreur grave : en effet, s'il faut une force pour donner du mouvement à un corps on repos, il n'est pas besoin de force pour obliger un corps à conserver un mouvement déjà acquis. Au contraire, il en faut une pour détruire ce mouvement, et si quelqu'un veut nous arrêter, dans l'exemple
(•) Je dis [a risahoni, J!cii rr ■ en eflil, dam forcci appliquée! en doui {.«iiilh ililtVii'iits tic penvriu pus 111 ni r ili: résultante, si l'on entend iiar ce mot un.! fnrre rapal.le riV r<-m|>lni-,-r 1W1 on |,li^i,.„rs fon'i's >lmsi' qui l'eu sonsenlcnil toujours plus un moins um s'en rendre compte); au contraire, cci force», ai leurs direction concourent en un certain point, oui une militante dans le senn géométrique du mol.
cilé, il cal obligé d'exercer un certain effort; il reçoit alors un effort opposé : cet effort est lo force d'inertie.
Dans les cours de Physique, pour mettre en évidence la force centrifuge, on fait une expérience qui consiste à faire tourner un lit de fer tendu horizontalement et traversant, à frottement doux, un trou percé dans une bille {fig. 5 ). Aussitôt qu'on met l'appareil en mouvement, la bille s'écarte rapidement du centre et va frapper fortement contre un arrêt placé
au bout de la tige : on dit qu'elle est lancée par lo force centrifuge. Celle explication est fausse de tout point, l.a force centrifuge, dans celle expérience, n'a rien à démêler avec le mouvement de la bille; si celle-ci s'éloigne du centre, c'est sous la seule action de la pression exercée sur elle par le fil ; c'est ce qu'il est facile de démontrer analjtiquemenl, bien qu'il répugne au premier abord de voir un effort normal à la lige produire un mouvement de glissement le long de celle lige.
Au contraire, dès que la bille se trouve arrêtée par un obstacle qui la force à décrire un cercle d'un mouvement plus ou moins uniforme, dès qu'elle cesse de s'éloigner du centre, ta force centrifuge apparaît et s'exerce contre l'ohstncle qui s'oppose au mouvement naturel que la bille tendrai! à prendre sous l'effort normal de la tige.
Dans le mouvement de la fronde, la force centrifuge s'exerce sur la corde ei lend à la rompre; mais, une fois cet effet produit, le mobile, qui ne se trouve plus soumis à aucune force, s'échappe par ta tangente, cl continue son mouvement rectiligne et uniforme.
g IV. — Théorèmes généraux relatifs ac mouvement D'UN point K1TÊIIIL.
Nous avons ramené les questions de mouvement à des problèmes de Calcul intégral et nous avons fait tout ce qu'on était en droit d'exiger de nous; mais les équations différentielles îles problèmes de Mécanique, par cela même qu'elles ont une signification particulière, qu'elles sont de la Mécanique et non de la Géométrie et de la Physique, se distingni'iu de toutes les autres dans un grand nombre de cas ( d'ailleurs les plus importants), et présentent des propriétés spéciales. Ces propriétés se formulent en un petit nombre de théorèmes fîéiiéraiiv, au moyen desquels on peut écrire immédiatement certaines intégrales ou, du moins, être en mesure do trouver certaines relations rigoureuses on approximatives.
Des intégrales. — Définissons d'abord ce que c'est qu'une intégrale d'un problème de Mécanique.
Nous avons mis la solution la plus générale des équations différentielles du mouvement d'un point sous la forme de six équations donnant les coordonnées et les vitesses en fonction du temps et de six arbitraires :
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Les six constantes arbitraires doivent cire distinctes; cela veut dire qu'il esl possible de résoudre les équations précédentes
par rapport à a, |3, y On met ainsi les équations finies du
mouvement sous la forme de six nouvelles équations, telles que celles-ci :
, / dx dr -dz\
*=+'(/■ *>iïT'd7'd7}' , I dx dr ds\
Ces équations sont ce qu'on appelle proprement les inté- J ,™;„,l„mouv.m«BL.
Une Tois qu'on connaît un svslime de six intécrnlcs distinctes, on esl sûr que toute autre intégrale rentrerait dans celles-là; ce qui veut dire que si une fonction
reste constante en vertu des équations du mouvement, on peut la ramener à ne contenir que les sis qiuiniiiés a, p, ; et (lès lors, une fois que l'on a écrit que toutes ces quantités a, p, restent constantes pendant le mouvement, on n'apprend rien en disant qu'une fonction "de ces quantités reste également constante.
C'est en cherchant des intégrales qu'on procède ordinairement à l'intégration de la Dynamique. Alors même qu'on ne pourra arriver à la connaissance complète du mouvement, chaque intégrale qu'on trouvera nous apprendra, indépendamment des autres, une propriété de ce mouvement; il arrivera même souvent qu'une seule de ces intégrales offrira de l'intérêt au point de vue auquel on se trouvera placé; c'est ce qui justifie l'importance de la nouvelle forme sous laquelle nous mettons la solution d'un problème de Mécanique rationnelle.
Quand on veut rechercher des intégrales, le procédé qui se présente tout naturellement consiste à combiner les équa-
lions du mouvement jusqu'il ce qu'on ohtienno une combinaison inlé^rable. Certaines de ces .combinaisons réussissent souvent : ce sont celles qui ont une signification concrète, et auxquelles on est conduit loul naturellement par l'élude du mouvement en lui-même, indépendamment des équations différentielles. On arrive ainsi si un certain nombre de Ihéurèmes généraux que nous allons établir directement au mojen des principes fondamentaux, marche bien préférable à celle qui t'uiisisU'iTiit à déduire ces vérités capitales des procédés du Calcul intégral et de transformations analytiques plus ou moins détournées.
Théorème des forces vives.
Nous avons vu que le demi-accroissement de la force vive d'un point est égal au travail élémentaire des forces qui agissent sur ce point. Donc
(4) Jdmfl^Xdx + YJr-r-ZJt.
On retrouverait celle équation au moyen des équations différentielles
de '
En effet, multiplions les premiers membres do ces équations
respectivement par ^ ili, '-jji'U et les deuxièmes
membres par dx, dy, dz; puis ajoulons membre à membre, nous aurons,
Id'x dx- d'y dy d'z dz\ , „ , , ., ,
OU
d(! 1 mv>)='X.dx-hYdy+ Zdz.
Cette équation peut, toutes les fols qu'on le jugera couve-
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nable, Cire substituée à l'une quelconque des équations du
Nous pouvons l'écrire, en employant les signes d'intégration, sous la forme parfaitement équivalente
C = i m v> — J (X dx + Ydr -+- Zdz ) •^mv>-^mv\ = j (Xdx + Ydy-hZdi).
Cette dernière équ.ition donne lieu aux remarques suivantes :
1° L'intégrale écrite dans le second membre a toujours un sens bien défini. En effet, x, y, z sont des fonctions du temps (, qui existent nécessairement, puisque nous avons vu que, dans quelques conditions qu'un point matériel se trouve placé, le mouvement qu'il doit prendre est parfaitement déterminé. Donc dx, dy, dz sont aussi des fonctions de ( multipliées par dt. On conçoit donc que l'intégrale puisse toujours (lire calculée une fois le problème résolu, et qu'on vérifie ainsi l'équation dite des forces vives. 11 est clair d'ailleurs que cette équation ne saurait être, à ce point lie vue, d'aucune utilité pour la connaissance des lois du mouvement.
2° Le second membre représente le travail total de !a force F. Orona vu que le travail total peut se calculer approximativement soit par les procédés généraux de quadratures, soit au moyen d'appareils spéciaux dans chaque cas. Celte opération étant supposée effectuée, noire équation permettra de trouvera chaque Instant la valeur deu; elle fournircrtpproximalivcmenl une Intégrale, et pourra offrir de l'intérêt dans certaines questions de Mécanique appliquée.
3 D Enfin, dans un grand nombre de cas très-importants, il est possible d'intégrer la fonction Xdx -+■ Ydy-hZdz sans connaître les valeurs de x,y, z en fonction de t.
Par exemple, il est clair que l'expression xdx + ydy-t- zdz est toujours la différentielle de Hx' + y'+ a'), quelles que soient les valeurs de x, y et qui peuvent être des fonctions du temps ou de toute autre variable.
Intégrale des forces vives. — - Supposons donc que les composantes X, V, Z de la force motrice soient des fonctions
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connues des coordonnées x, y; z du mobile, cl que la quantité
Xrf*+ïrfr + Zrfi soit la différentielle exacte d'une certaine fonction de ces coordonnées. Si l'on a
Xdx-t-Yd } --hZdz = <l.j{x,y, a), l'équation des forces vives prend la forme
Elle eonsïiluc alors une iniéprale do mouvement, et nous dirons que, dans ce cas, l'intégrale ilr.s forces vivei existe, l'équation des forces vives ajanl toujours lien sous h forme différentielle.
Surfaces île niveau. — On voit que, lorsque la fonction / (x, y, z) reste invariable, la vitesse ne change pas non plus.
Celle équation, dans laquelle C est une constante à laquelle on peut attribuer toutes les valeurs possibles, représente une famiiie de surfaces connues sous le nom de surfaces de niveau. On reconnaît aisément qu'en chaque point de l'espace il passe loujours une de ces surfaces, et une seule; et l'équation [6 } montre que, toutes les fois que le mobile traversera
que, pour tous les points d'une pareille surlace, f(x, y, z) a la même valeur. C# résultai est indépendant du chemin que le mobile aura suivi pour arriver à la surface, el du nombre de fois qu'il l'aura traversée entre les deux époques considérées. Nous ne nous arrêterons pas à discuter les cas singuliers où les surfaces de niveau se coupent mutuellement; d'où il suit que les propriétés précédentes cessent en partie d'avoir lieu (*).
Ces surfaces jouissent d'une autre propriété: c'est que, dans chacune des positions qu'occupe successivement le point mo-
(■) Consulter un Mémoire de M. J. Bertrand, iiusrc dans le XXVIII' Collier du Journal de l'École fefytÊtàlHJHt.
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liile, la force F, à laquelle il est soumis, est dirigée normalement à la surface de niveau qui passe en ce point. En effet, l'équation différentielle commune à toutes ces surfaces est
Xd*-+-Ydf + Zrfa = o.
Or ilx, dy, dz sont proportionnels aux cosinus des angles qu'un clément recliligne quelconque tracé sur la surface à partir de ce point fait avec les trois axes coordonnés, et X, Y, 2 sont proportionnels au\ cosinus des angles que la force F fait avec ces mêmes axes. L'équation précède Die exprime la pcrpcndirulaiilé de ces deux directions.
Il suit de là qu'on peut définir les surfaces de niveau par relie propriété, qu'il n pnint iimïiTÎcl posé sur une paiville surface, sans en pouvoir sortir, y reste en équilibre sous l'action de la force donnée.
Remarque. — Si l'intégrale 'les forces vives s'applique à un problème do mouvement, elle s'appliquera encore si, pour changer le mouvement, on no Tait qu'obliger le mobile à rester sur une surrace fisc ou sur une courbe fixe, sans rien changer aux forces dont les composantes ont été désignées par X, Y, Z. Car alors on introduit bien une nouvelle force, la réaction de la courbe on la surface; mais, comme cette réaction est normale, elle ne produit pas de travail el n'altère pas la différentielle' \dx + Ydy+Zds. Par exemple, dans le mouvement d'un corps pesant assujetti à se mouvoir sur une surrace quelconque, il y a une intégrale qui ne dépend pas de la nature de la surface : c'est celle des forces vives, qui garde la même forme, quelle que soit la courbe ou la surface directrice.
Cas dans lesquels t'intrgrn/e des forces vives existe. — Cherchons maintenant quelles sont les nuidiiioris nécessaires pour que l'intégrale des forces vives existe.
i" Il faut d'abord que les composantes de la force ne contiennent pas d'autres quantités variables avec ( que x, y cl s. En effet, si ces quantités repfermaient une autre variable, celle-ci se retrouverait dans l'intégrale, el l'on aurait, pour la différentielle totale de/
df=\dx + Yrf,- + Ztfj 4- d J- t dl;
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les trois premiers termes ne formeraient Jonc pas la différentiellc complète de cette fonction.
a" Si l'on lient compte du frottement, l'intégrale des forces vives ne subsistera pas. En effet, le frottement est dirigé en sens inverse de la vitesse, et par suite ses composantes dépen-
dent des composantes
uniquement de x, y. I.
3° H en de même si le mobile se trouve dans un milieu dont la résistance doive entrer en ligne do compte, parce que l'expérience prouve que celte résistiiiics: dépend, aussi de la vitesse du mobile.
Nous allons citer les cas les plus importants dans lesquels l'intégrale des forces vives existe :
i° Quand la force qui agit sur le mobile est constamment dirigée vers un point fixe 0, et que sa grandeur dépend uniquement de la distance r du mobile à ce point fixe, en sorte
En effet, le travail élémentaire de la forcé F, pendant que le Fi e . g-
mobile va de M en M' [fig. 6), est égal à F x MN, ou, ce qui est la même chose,
flr)dr,
expression qui esl une différentielle exacte.
Mais si le centre d'attraction est mobile, l'intégrale n'existera plus, parce que le travail dépendra des coordonnées de ce centre, dont la position varie avec le temps.
3° L'intégrale des forces vives existe encore si la force esl dirigée perpendiculairement à un plan fixe xoy et que sa gran-
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«leur f{z) ne dépende que de la dislance s du mobile à ce plan [fig. 7 ).
Fi U . 7 .
Car alors le travail élémentaire de la force, en appelant s"la distance du mobile au plan, est égale à f{z)dz, expression
Ce dernier cas est celui qui se rencontre dans le mouvement d'un corps soumis à la seule action de la pesanteur, lorsque le mouvement s'effectue dans un espace assez restreint pour que cette action puisse être regardée comme avant partout la même direction et une intensité constante. Dans ce cas, il arrive de plus que la fonction f[z) est constante.
L'intégrale des forces vives prend alors la forme suivante, l'axe des z étant dirigé de bas en haut :
h étant la hauteur de la chute.
Les surfaces de niveau sont des plans horizontaux, donc : quelle que soit la trajectoire qu 'un point matériel pesant soit assujetti d parcourir, le carré de la vitesse de ce point, et par suite la grandeur de cette vitesse elle-même, ne dépend à chaque instant que du niveau d'où il est tombé, et de celui oà il est quand on cherche sa vitesse. L'équation ne donnant que le carré de la vitesse, sou sens n'est pas déterminé.
Si l'on fait v, = o, on a l'équation bien connue
qui donne la vitesse acquise par un mobile tombé d'une hau-
teur h, soit librement, soit en suivant une courbe quelconque: c'est ce qu'on appelle la vitesse due à la hauteur h. Les obstacles n'oul pour elTel que lie changer la direction de la vitesse sans influer sur sa grandeur.
SI, au lieu de laisser tomber le corps, on le lance venicalsmenl, ou sur une surface lixe avec une vitesse v, il remonteà une liauleur
c'est la hauteur due à lavitesse v[').
Théorèmes relatifs aux quantités de mouvement.
Reprenons notre équation fonda me nlale, relative à la projection du mouvement sur un a\e fi\c quelconque,
Multiplions par dt et intégrons, il vient
Définitions. — s" Le produit mv de la masse d'un point matériel par la vitesse dont il est animé s'appelle la quantité de mouvement de ce point; mv, est la quantité de mouvement delà projection du point sur l'axe des x, ou la projection sur le même axe do la quantité de mouvement me, m étant un simple coefficient numérique dont la grandeur géométrique c est affectée.
a" Le produit Fdt est ['impulsion élémentaire de la force F
ensuite lihmnciil à l'action de la peslnlein qui lui h m une parabole,
il us cernante pas à la hauteur duc à celle vlte*>c. Cela tient Ù rc qu'en point le plus ils 11 trajectoire la lilrsst i'U li.H-iiolilale, niai. elle n'est jus
nulle, lien plus que 1s force vive. Si le corps était assujetti .i suivre mie roui l.e ou une surface, il pourrait remonter juse-n'a ce que sa vitesse fût nulle, et atteindrait alors la hauteur
L'.'i .1 ii:u"j !:.■
pendant le Lemps dt, ei l'Intégrale définie / Fdt csi l'impul-
sion totale [lonilrtni le temps lini ( — ~S.dt est Y impulsion île in projection de lit force l" on la projection de l'impulsion de celte même force F, le temps devant être également considéré comme une quantité purement numérique.
Traitons d'une manière analogue l'équation de la projection du mouvement sur la tangente
Multiplions par dt et intégrons, il vient [8) mv-mr. -: f Pdl.
Les équations (7) cl [S) s'énoncent de ia manière suivante en langage ordinaire :
TntOBttE I. — L'accroissement de la projection sur un axe fixe de la quantité de' mouvement d'un point matériel, pendant un temps quelconque, est égal à l'impulsion totale, pendant le même temps, de la projection de la force qui agit sur ce point matériels
TnfioRîHF. II. — L'accroissement de la quantité de mouvement est égal à l'impulsion totale de la force tangentieltc.
Tout ce que nous avons eu occasion de dire relativement à l'intégrale qui représente le travail s'applique identiquement à celles qui représentent les impulsions totales.
Ces quantités, qui ont dans toute hypothèse un sens Lien défini, peuvent, dans certains cas, s'évaluer soit rigoureusement, soit approximativement. On aura alors une intégrale du
sa forme différentielle, puisqu'elle n'est autre chose qu'une combinaison des équations fondamentales du mouvement.
On peut arriver à un autre théorème également très-important, en considérant, au lieu des projections des quantités de mouvement et des impulsions, les moments de ces diverses lignes par. rapport à un axe quelconque.
III
Nous avons vu, e : ■ i Ciiii'nuitit|in', < j m- !;i vitesse v' à l'époque / -t- dt csl la résultante de la vitesse c nu temps / et de J</(. Multiplions par m les trois eûtes du triangle ABB' [fig. 8)
Fij. a.
formé par ces trois lignes, nous obtiendrons un triangle sembbble, diint les côtés seront 1rs quantités de mouvement ini-
souime des moments des composantes. Nous aurons ainsi 3K,mV — 0H.mii ^ 311 F A
(9) rfaiLmo = 3H/Frf(.
Donc -.
Tiiëorkhe III. — L'accroissement ,'1,'mrnltiiii: du moment de la quantité de mouvement, pris par rapport à un axe quelconque, csl t-»ttl un moment de l'impulsion élémentaire de lu force autour du même axe.
Quand le second membre de l'équation (g) est une différentielle exacte, on obtient une intégrale du mouvement; dans le cas contraire, on n'a qu'une équation différentielle pouvant tenir lieu d'une des équations ordinaires.
Parmi les cas où l'intégration csl possible, il faut distinguer celui où le moment do la force par rapport à l'axe est constamment nul : on conclut alors de l'équation (9) que Olbme est constant. Donc :
Théorème IV. — Quand la force qui sollicite un point mobile rencontre constamment une droite fixe, le moment de la quantité de mouvement du point par rapport à celte droite est constant.
CII1PIT1E I. — MOUVEMENT D*nH FOIM MATÉRIEL- 35 Ce résultat s'énonce ordinairement d'une autre manière, eu ayuul i''giir(l ;mv considéralimis géométriques suivantes.
Expressions diverses du moment de la quantité de mouvement d'un point. — Prenons un plan de projection perpendiculaire à l'axe des moments {fig. g), cl soit 0 le point qui
Fin- 9.
de la vitesse i', et par p la perpendiculaire abaissée du point 0 sur la direction de celle vitesse, on a
Or pds représente le double de l'aire dl déerile par le rayon vecteur OM pendant le temps dt; donc
îflbm v
di'
Les diverses expressions analytiques do l'aire d/ donnent autant d'expressions du moment de la quantité de mouvement. Si l'on rapporte le mouvement à l'axe 0 pris pour axe des z, et à deux autres axes rectangulaires coin pris dans te plan de notre ligure, on a
En coordonnées polaires, 0 désignant l'angle du rayon vecleur r avec l'axe 0, cl <1 l'azimut de ce rayon vecteur par rapport à un plan fixe quelconque, on a
mfsin'B 1 ^-
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Théorème des aires. — Cela posé, quand le momcnl île la force par rapport à l'ave 0 est constamment nul, c'est-à-dire quand la projection de la force passe toujours par le point fixe 0, le moment de la quantité de mouvement reste invariable; on peut donc écrire dans ce cas ■
ï = Ci,
et énoncer le théorème IV sous la forme suivante :
ThIobbhs V. — Quand la projection sur un certain plan île la force qui sollicite un point mobile passe par un pôle fixe, l'aire décrite sur le même plan parle rayon vecteur issu de ce pôle crott proportionnellement au temps.
Réciproquement : Toutes les fois que les aires sont proportionnelles ait temps, la force est constamment dirigée rein l'origine fixe par des rayons vecteurs.
C'est ainsi que Newton a conclu de la deuxième loi de Kepler que la force qui sollicite les planètes passe constamment par le centre du Soleil.
Quand la force, au lieu de rencontrer simplement une droite lise, passe par un point fixe, le théorème des aires a lieu pour un pian de projection quelconque, l'axe des moments passant toujours par la projection du point lixc. Dans ce cas, la trajectoire est une courbe plane, le mobile ne sortant pas du plan déterminé par le point fixe et par la direction de la vt-, tesse initiale.
Utilité des théorèmes généraux de la Dynamique.
Nous avons dit que les théorèmes qui précèdent, quand ils ne donnent pas d'intégrales, fournissent des équations différentielles qu'on peut substituer à un nombre éfçal des équations ordinaires de la Dynamique. On fait un fréquent usage de ces théorèmes dans les applications, pour éliminer, sans transformations algébriques, certaines forces connues ou inconnues.
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C'est ainsi que les forces dont le travail est nul disparaissent de l'équation des forces vives; celles qui rencontrent une droite lixe, de l'équation des moments pris par rapporta celle droite, etc. Ces méthodes, spéciales à chaque problème, servent calcinent quand le point mobile est assujetti à certaines londiiions, qui resu(>knenl le nombre du varialdes indépendantes : on est ainsi dispensé de recourir aux méthodes générales de Lagrangc, dont j'ai parlé.
Mouvement d'un point sur une sphère Jixe. — Le système de coordonnées naturellement indiqué ici est le système polaire. En clt'el, il suf'lira de considérer dans les calculs la coordonnée i- comme une constante, pour tenir compte de la condition imposée au mobile. Il ne restera plus ainsi dans les équations que deux variables : la longitude <l?, et la colalitnde 6; ces deux variables sont tout à fait indépendantes, et nous allons chercher, pour déterminer ces inconnues, deux équations où n'entre pas la réaction de la surface fixe.
Les formules qui servent à passer du système rectiligne au système actuel sont les suivantes :
Différer lions ces équations en considérant r comme une con s ta 11 le, cl faisons la somme des carrés de dx, dy, dz, ou trouve
Cela posé, la réaction de la sphère élant normale à la trajectoire du point mobile, le principe des forces vives fournit une première équation indépendante de cette réaction :
x — r-inO cosif 1 , X ~- rsinfl sin^,
d,'où, en divisant par
<•-[(*)■--• mi
^^dx + \dy-¥Zdz.
De même, la réaction inconnue, passant nécessairement au
centre de la sphère, a un moment nul par rapport à un axe h ](m ■ I f i >n i [ u conduit j î ; i r •'<■ point. Un nu ru donr une deuxième équation qui ne eontieiidrii p:is celle réaction, en appliquant le principe des aires sur un plan quelconque, par exemple sur le plan xOj; perpendiculaire à l'axe do noire système polaire. Celle équation esl, en se reportant à l'expression trouvée plus haut pour le moment de la quantité de mouvement,
(2) ctaHsin'fl J„ (Y .r-Xj-)rf(.
Mouvement du pendule simple, — Dans le problème du pendule simple, les forces agissant sur le point mobile se réduisent à la pesanteur seule ei l'on a, en supposant que l'axe des z ait été pris vertical ol dirigé vers le zénith,
X = o, Y = o, Z -mg.
Les équations | ni' cède nies s'intégrent une première fois, el donnent, en désignant par fia longueur du pendule, égale au rayon r de la sphère,
sin 1 0,d/„-4-^(cos£),— cosO),
sta'e.d/,.
Il suffit d'éliminer ^ entre ces deux équations pour déterminer 0 en fonction de ï par une quadrature. Il vieni
La quantité soumise au radical esl un polynôme du troisième degré en cos 0 dont les trois racines sont toujours réelles. En effet, le polynôme est positif pour G — B„ il esl négatif pour cosO = ± i ; enfin il se retrouve positif pour cos G — oc. On conclut de là l'existence de deux racines comprises entre — i et -+■ i, racines que je représenterai par cos S, el cos 0, ; quant à
CHAP1TKE 1. — MOUVEMENT o'UK POIHT M1TÉR1EL. 3tj
la troisième racine A, clic est positive Cl plus grande que t, elle ne saurait représenter un cosinus. On peut donc écrire l'équation (5)
(6) sine^^iy/^lA-coaflKcosfl-coseiJtcosei-cose).
Il suil Je là que l'angle 0 reste compris entre les deux angles 0, ci 0,; l'extrémité du pendule ne sort pas île la zone horizontale limitée par les deux petits cercles qui répondent aux deux limites de l'angle 0. La vitesse angulaire du pendule en projection horizontale est variable, conformément à la relation
elle est comprise entre 'deux limites, comme l'angle 0, dont elle suit les variations.
Quant à la relation entre l'angle 0 elle temps /, elle dépend des fonctions elliptiques de première espèce.
lin cas remarquable est celui dans lequel deux des racines de notre polynôme sont égides; c'est ce qui peut arriver de deux manières :
i" 0, peut devenir égal à 0„ et, dans ce cas, la valeur commune de ces deux quantités ne peul être que ô,; on a alors
(t le polynôme doit admettre i.ti l'ut leur le carré de
[cos5 — cos5,]; ce qui exige qu'on ail à l'origine
ff.^o ei ^-J/.'cose,.
Alors le pendule décrit un cercle horizontal avec une vitosse angulaire constante et égale à la vitesse angulaire initiale
a" La plus grande des trois racines et la racine eosO, peuvent toutes deux devenir égales à i'unité; ce qui exige les deux conditions
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On obtient ainsi
Pendule ordinaire. — Il résulte de l'équation (?) que, si la vitesse horizontale t| est nulle à l'instant initi.il, clic reste
nulle penilant tout le mouvement, lequel s'effectue alors dans un plan vertical. C'est le cas des expériences ordinaires sur le pendule. I.cs lois qui répondent à ce cas particulier sont bien connues, ainsi que la formule qui donne la durée des petites oscillations, formule que nous retrouverons pour exprimer rigoureusement ou approximativement les lois d'un grand nombre de phénomènes de Mécanique physique.
Des forces dites instantanées.
Nous avons, pour simplifier le langage, désigné sous le nom d'impulsion d'une force F, agissant pendant un temps /, l'intégrale définie t
laquelle est réduite à Fi si la force est constante ou supposée telle. En divisant l'intégrale qui donne l'impulsion par le temps i, on a V effort moyen, correspondant à l'espace de temps considéré.
L'impulsion d'une force est une quantité composée de la force et du temps de son action, comme le travail est une quantité composée de la grandeur de la force et du déplacement du point auquel elle est appliquée.
Cette impulsion est mesurée par l'accroisse toc ut de la quantité de mouvement du mohile pendant le temps ctinsidén'', ou par la quantité de mouvement linin coininuniquée à un corps en repos par une force agissant sur ce corps pendant un certain temps.
Si l'on mesure la masse et la vitesse d'un projectile ii la sortie d'un canon, on a, par le produit mv, la valeur de l'impulsion de la furce produite par la déllagraiton de la poudre. Quant à la force elle-même, on ne peut pas la mesurer ainsi
On obtiendra sa valeur moyenne, si l'on connaît seulement la durée de cette action.
Il est bien essentiel seulement de remarquer qu'aucune force ne peut imprimer une vitesse finie à une masse, quelque liiiiili- qu'elle soit, sans y meure un certain temps et s;ins Taire parcourir un certain espace à son point d'application sous son action continue. Il n'y a donc pas, a proprement parler, de forer instantanée. Néanmoins, si l'clfel est produit dans un temps si court que rien n'ait pu changer sensiblement dans la position du point, on pourra, dans la plupart des cas, faire abstraction de ce temps et supposer à l'action la durée que l'on voudra, pourvu que celle durée soit très-petite et que l'intégrale définie
ail la valeur qu'on peut évaluer en mesurant l'accroissement de la quantité de mouvement du corps qqj reçoit l'action de la force F.
Au lieu de l'expression malheureuse de « force instantanée», nous emploierons le mol de percussion pour désigner par exemple un coup de marteau, un coup de queue au jeu de billard, etc. La direction de la percussion sera celle de la force F, qui est censée ne pas changer sensiblement pendant la courte durée de son action; et ce qu'on peut appeler Vintritxitt: de lu percussion, ce qui en fait la mesure, c'est l'impulsion totale
dans toutes les équations qui ex priment <ins relations entre des forces équivah'iuos, équations qui sont linéaires par rapport aux forces, il n'y a qu'il multiplier par dt et à intégrer pour avoir des relations entre des percussions, les facteurs qui multiplient les forces étant supposes constants pendant le temps qui sépare ies deux limites de l'intégrale. Toutefois il faut bien se garder de confondre une percussion
sortes do quantités puisque lu percussion se mesure par l'impulsion de la force inconnue qui produit les effets observés, c'est-à-dire par le produit de la force parle temps de son action. Quand nous emploierons le mot/orra, ce sera toujours pour désigner un nombre de kilogrammes, mesurable au moyen de la balance ordinaire ou de tout autre procédé équivalent.
Le mol de force est pris assez fréquemment dans un grand nombre d'acceptions d'autant plus vicieuses qu'elles sont plus vagues et qu'on peut, de prémisses mal définies, tirer d'une manière é^ileinoui légitime les conséquences les plus directe m eut opposées.
Départes écrivait à Mersennc : « J'ai parlé de la force qui sert pour lever un poids, laquelle a deux dimensions, non de celle qui sert en chaque point pour le soutenir, laquelle n'a qu'une ilimension('). a
Cela veut dire : Quand il s'agit de soutenir un poids, la force seule est en jeu, tandis que pour lui communiquer une vitesse finie il faut. avoir égard au produit (le la force par le temps de son action.
Un peu plus lard, ol jusqu'au milieu du siècle dernier, les géomètres ont élé très-longtemps partages sur la question de savoir quelle doit être la mesure île la force des corps en mouvement; c'est-à-dire de décider si cette force est propor-
exemple, si un corps double d'un autre, et qui a 3 fois autant do-vitesse, a 18 fois autant de force, ou 6 fois autant seulement.
n Or, dit d'Alemberl, quand on parle de la force des corps en mouvement, ou l'on n'attache point d'idée nette au mot qu'on prononce, ou l'on ne peut entendre par la en général que la propriété qu'ont les corps qui se meuvent de vaincre les obstacles (ju'ils rencontrent ou de leur résister. Ce n'est donc ni par l'espace -qu'un corps parcourt uniformément, ni par le temps qu'il emploie à parcourir cet espace, ni enfin par la rtHiiiili.'CLilioii ^Liiijii'.', uiiii|!Li.' ri nlisliaile de sa masse et île sa
H Édition do H. Cousin, t. VI, p. 3ig.
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résistance que lui font ces obstacles. Plus l'obstacle qu'un corps peut vaincre et auquel il peut résister est considérable, plus on peut dire que sa force est grande, pourvu que, sans vouloir représenter par re mol un prétendu èlre <|ui réside dans le corps, on ne s'en serve que eomnic une manière abrégée d'exprimer un fait.
a Ceci bien entendu, il est clair qu'on peut opposer au mouvemenl d'un corps trois sortes [l'iibstacles : ou des ubstaeles invincibles qui anéantissent lotil à Tait son mouvement, quel qu'il puisse être; ou des obstacles qui n'aient précisément que la résistance nécessaire pour anéantir le mouvement du corps et qui l'anéantissent dans un instanl : c'est le cas de l'équilibre; ou enfin des obstaelesqui anéantissent lemouvement peu à peu : c'est le cas du mouvement retardé. Comme les obstacles insurmontables anéantissent également toutes sortes de mouvement, ils ne peuvent servir à faire connaître la force; ce n'est donc que dans l'équilibre, ou dans le mouvement retardé, qu'on doit en chereber la mesure. Or tout le monde convient qu'il y o équilibre entre deux corps quand
les produits rie leurs masses pur leurs vitesses sont éçaux de part et d'autre. Donc, dans l'équilibre, le produit de la masse parla vitesse, ou, ce qui est la même ebose, la quantité de mouvement, peut représenter la force. Tout le monde convient aussi que, dans le mouvement retardé, le nombre des obstacles vaincus est comme le carré de la vitesse; eu sorte qu'un corps qui a fermé un ressort, par exemple, avec une certaine vitesse, pourra, avec une vitesse double, fermer, ou tout à la fois, ou successivement, non pas deux, mais quatre ressorts semblables au premier, neuf avec une vitesse triple, -il ainsi du reste. D'où les parlisans-dcs forces vives concluent
néral, comme le produit de la masse parle carre de la vitesse.
» Sott qu'un corps ait une simple tendance à se mouvoir avec une certaine vitesse, tendance arrêtée par quelque obstacle, soit qu'il se meuve réellement et uniformément avec celte vitesse; soit enfin qu'il commence à se mouvoir avec cette même vitesse, laquelle se consume et s'anéantisse peu
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ii peu par quelque cause que ce puisse être : dans tous ces cas, l'effet produit par le corps est différent, mais le corps considéré en lui-même n'a rien de plus dans un cas que dans un autre; seulement, l'action de la cause qui produit l'effet est différemment appliquée. II n'v a donc rien d'étonnant à ce que cet effet soit différent suivant les conditions dans lesquelles on place le corps et qu'il soit tantôt proportionnel à la simple vitesse, tantôt comme le carré de cette vitesse. »
Pour en revenir aux forces insiantanées, quand nous verrons une masse m se mettre en mouvement avec une vitesse v, sous l'action d'une force agissant pendant un temps inappréciable, mais néanmoins Uni, nous dirons que le produit mv mesure Y impulsion de celle force, la quantité nie' ou jniv' le travail développé parcelle force. Quant a h force elle-même, tout ce qu'on peut espérer déterminer, c'est sa valeur moyenne, quand on connaît le temps qu'a duré son action.
g V. — TBÏOBIÏ DES BOUTES BUTS RELATIFS.
, Quand on connaît la force qui sollicite un mobile, on sait poser les équations différentielles du mouvement absolu de ce mobile; cl, ce mouvement élant une fois déterminé, on trouvera, par une simple transformation de coordonnées, le mouvement du même point relativement à tout système mobile suivant une toi donnée.
Mais ou lient aussi déterminer directement le mouvement relatif, lequel n'est autre chose, comme on le sait, que le mouvement absolu d'un ceriain point lictïf dont les coordonnées, par rapport à un système d'axes immobiles, sont les mêmes que les coordonnées relatives du point dont on s'occupe. En effel, nous connaissons par la Cinématique la grandeur et la direction de l'accélération totale relative J,; or il esl bien éi idem que les choses se passent comme si le point fictif, supposé doué d'une masse m, élail sollicité par une force niJ, : c'est la force relative, on la force apparente, la force capable de produire toutes les eirconsuuiecs du mouvement relatif. On peut donc poser immédiatement les équations différentielles du mouvement relatif; quant à la détermimiliu» des arbitraires,
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elle se fora ensuite sans difficulté, au moyen des coordonnées et des vitesses relatives initiales.
Cela posé, l'accélération J, est la résultante :
i" I)c l'accélération J, due à ta force réelle F;
2° D'une accélération /', égale ét opposée à l'accélération d'entraînement;
3° De l'accélération centrifuge composée j", perpendiculaire à la vitesse relative el à l'aie instantané de la rotation «l'entraînement, el dirigée vers la gauche île la vitesse relative.
Appelons force d'entraînement la force mj' qu'il faudrait appliquer à un point coïncidant avec notre point mobile et supposé doué d'une masse m pour lui communiquer le mouvement du point correspondant du système de comparaison : la deuxième composante F lie la force apparente est égale el opposée à cette force d'enirainomcm. C'est la force d'inertie du point donné, considéré comme lié au\ axes mobiles. Donc :
Tii£nuEUE. — On peut toujours traiter le mouvement relatif d'un point matériel comme un mouvement absolu, pourvu qu'après avoir altri'taé lia put ni une vitesse initiait: eonvnuhti' on adjoigne, iï la force qui le sollicite réellement, lu force d'inertie, du point du système des axes qui coïncide avec le point étudié, et lu force centrifuge composée.
Tel est le théorème de Coriolis.
Je rappelle que la force centrifuge romposéea pour expression
F" - awMi», siniu, v, {').
v, étant la vitesse relative et '«> la vitesse d'entraînement. Les composantes de cette force suivant les a\es mobiles sont, en désignant par p. q, r les projections de ci sur ces mêmes aies,
(*J Vmr la prcnuiirc Pjrlif ik «'I Ouvra»!!; Ciaériaûqar, p. :;0.
Cai particulier* du théorème de Corlolis.
i" La force centrifuge composée est nulle dans les trois cas suivants : quanti la vitesse relative est nulle, parce que l'on a f, = o, c'est le cas île l'équilibre relatif; quand la direction de l'arc instantané se confond avec celle de lu ritesse relative, paire qu'on a sinra, v, — o; enfin quand le mouvement des axes est une simple translation, parce qu'on a w — o.
Dans ces trois bypollièses, .il suffit de joindre, à la force réelle agissant sur le point donné, la force d'inertie de ce point, considéré comme lié aux axes mobiles.
3° Quand !e mouvement du système d'entraînement est une pure translation, et que, de plus, celle translation esl rucliligne cl uniforme, il n'y a plus aucune force à joindre à la force F. Les équations diilcrruiiidles du mouvement relatif sont identiques à celles du mouvement absolu, et les intégrales des deux problèmes ont la même forme.
Seulement, nous savons que tout n'est pas dit quand on a intégré les équations différentielles d'un problème de Méca-
inilial, déterminer les constantes que l'intégration laisse arbitraires. Or les grandeurs cl les directions des vilesses initiales ne sont pas les mêmes dans le mouvement relatif et dans le mouvement absolu, et celte circonstance, en changeant les constantes arbitraires introduites par les intégrations, fait seule que le mouvement relatif dilfère du mouvement absolu.
3" Si le mouvement d'entraînement se compose de deux rotations, la force centrifuge composée totale esl la résultante des deux forces analogues qui seraient introduites par les deux l'Olatmiis eu m posantes. En eil'et, posons
pr-.p,+p„
et remplaçons p, q, r, par ces valeurs dans les expressions des composantes de la force centrifuge composée : on obtient évi-
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demment pour chacune d'elles la somme do celles qui résulteraient de chacun des mouvements de rotation.
4" En général, si le mouvement des axes mobiles est un mouvement composé de deux autres mouvements quelconques, la force centrifuge composée est la résultante des forces apparentes analogues résultant du chacun des mouvemf'iih- composants ûn particulier. On pourra donc déterminer isolément l'effet produit par chacun de ces mouvements, ou bien calculer d'un seul coup l'influence du mouvement com-
Application. de ta théorie des forces apparentes. — Reprenons le problème déjà étudié d'une bille M [que nous assimilerons à un simple point matériel }, mobile le long d'une tige qui tourne uniformément avec une vitesse a [fig. 10 ).
FIg. id.
La seule force réellement agissante est la réaction normale de la tige N ; la théorie ordinaire donne les lois du mouvement du point M; sous l'influence d'une pareille force; et il résulte de ces lois que le mobile s'éloigne de l'axe ou du centre de rotation, sans qu'il soil besoin de faire intervenir pour cela une force particulière tirant directement la bille dans le sens de la flèche.
On peut aussi, par un artifice commode, appliquer à ce problème fa théorie dos mouvements relatifs, en rapportant le
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mouvement ;i trois axes or, oy, oz, mobiles avec la vitesse angulaire '.i, de telle sorte que le point M, dans son mouvement relatif, reste constamment sur l'axe des x. Pour trouver la loi de son mouvement sur celle droite, il faudra joindre à la force N les deux foires fictives que !'nn connaît.
Or la force N, ainsi que la force centrifuge composée, étant constamment normale à la trajectoire oblique, ces deux forces ne peuvent produire que des pressions sur la tige; et l'accélération du mobile se présente comme produite uniquement par la force centrifuge, de sorte que l'on a
équation facile a intégrer. Ou ne saurait donc trop répéter que c'est uniquement en vue d'un artifice commode et par une fiction, très-licite du moment qu'elle n'est pas déguisée, qu'on peut ainsi considérer la force centrifuge comme contribuant au mouvement du point et non pas seulement comme une réaction de ce point matériel contre les obstacles gûnanl sou mouvement.
Extension des théorèmes généraux de la Dynamique au vas des mouvements ndatifs.
Il est parfaitement évident qu'on peut appliquer aux mouvements relatifs tous les théorèmes généraux de la Dynamique,
permettent d'assimiler un mouvement relatif à un mouvement
Nous ferons seulement ici la remarque que, pour établir l'équation des forces vives, il n'y a pas a s'inquiéter île la force centrifuge composée, dont le travail est nul, puisque celte force est constamment normale à la trajectoire relative.
Mouvement des corps près de lu surface de la Terre.
axe des s la verticale du lieu dirigée de bas en haut; pour axe des a;, la partie nord de la tangente à la méridienne, enfin
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pour ave des y, la partie esl de la perpendiculaire. Désignons par ). la cc-lalitude du lieu, par n la rotation de la Terre, prise positivement, soil
Force centrifuge composée.. — Nous avons obtenu pour les nimpo'j.intcs de la foire centrifuge composée
Force d'inertie. — Si nous négligeons pour le moment la translation de !a Terre autour du Soleil, la force opposée à la force d'entraînement se réduit à la force Centrifuge égale à ran'p, en désignant par p la dislance du point mobile à l'axe do monde. Les composantes de cette force seront
X' --- - - mn?p cos).,
2' = mn'p sinA,
ou, en supposant la Terre sphérlque, désignant par R le rayon de l'équaieur et négligeant les variations de distance du point mobile au centre de la Terre,
f X' = — mn'RsinXcosi,
Le maximum de cette force correspond a l'équateur, où elle a pour valeur mn'R; (rç"R~ o-,o3385;i).
Équilibre des corps à la surface de la Terre. — Les corps que nous sommes accoutumés à regarder comme étant en équilibre participent en réalité au mouvement de la Terre, et il faudra, pour tenir compte de celte circonstance, introduire la force centrifuge dans les équations ordinaires de l'équilibre,
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en même temps que toutes les forces réelles. Quant à la force ei'iitrifnge composée, elle ne joue aucun rôle, ainsi que (tous l'avons dit, dans le cas de l'équilibre relatif.
Or, parmi les forces réelles ligure toujours ei*llc qui, sous le nom de pesanteur ou gravité, sollicite tous les corps qui nous environnent. Clierclions d'abord à nous faire une idée nette de cette force, dont le rûle est si important.
Définition de la pesanteur. — On se rappelle que, dans les applications de lo Statique, nous avons appelé pesanteur ou gravité la force, dont les effets nous sont bien familiers, en vertu de laquelle les corps tendent à tomber à la surface de la Terre : de sorte que le poids d'un corps est, par déliniiinii, une force égale et opposée à la réaction du fil ou de l'appui qui l'empêche de tomber.
En faisant alors une élude expérimentale assez, grossière de cette force, c'est-à-dire en observant ses effets les plus marqués, sans nous préoccuper des causes de ces phénomènes, nous avons annoncé une théorie ultérieure plus minutieuse;
Considérons d'abord un corps en équilibre relatif, reposant sur un support ou sur le sol, et réduit par la pensée à un simple point matériel. Les forces qui agissent réellement sur lui sont :
i° L'attraction qu'il éprouve de la part de la Terre, en venu du principe de la gravitation universelle, cause principale des jiliéiioniencs que présentent les corps pesants;
2° La pression qui est exercée sur lui de bas en haut pat le support.
Ces deux forces réelles el la force centrifuge se faisant équilibre, la réaction du support est égale el directement opposée a la résultante de la force centrifuge et dû l'utuvciiou terrestre. Cette résultante n'est donc outre cliose que eu que nous nommons le poids du corps.
Ainsi on ne doit pas confondre le poids d'un corps avec l'attraction que ce corps éprouve de la part de la Terrc; le poids s'obiienl en composant celle atlrarllon avec la force centrifuge due à la rotation de la Terre.
De la verticale. — Les mêmes considérations s'appliquent à l'équilibre d'un corps suspendu à l'extrémité inférieure
d'un fil dont l'extrémité supérieure est fixe. U direction à plomb, c'est-à-dire ce qu'on nomme la verticale, est précisément la direction de celle résultante de l'a lira et ion de la Terre et de la l'orée centrifuge.
La force centrifuge est dirigée suivant le prolongement MC, du rayon du cercle que le corps décrit autour de l'axe du monde, en vertu de la rolalioo de la Terre (fig. u); elle fait
donc eo général un angle C,MA plus ou moins grand avec l'attraction de la Terre sur le corps. Par suite, la résultante a liénércilemeiil une direction MI' différente de celle des composantes, variable d'ailleurs suivant le lieu.
La composante 7,' étant toujours positive, le poids est toujours plus petit que ce qu'il serait sans l'intervention de la force centrifuge. Or celte force, dans le cas d'un point situé à l'équalcur, atteint sa valeur niaxima; elle se retranche directement de l'attraction terrestre. Nous avons trouvé
La force centrifuge n'est qu'une assez pelile fraction du poids du corps; mais, si la Terre tournait seulement dix-sept fois plus vite, son attraction serait complètement équilibrée par la force centrifuge, et la pesanteur serait nulle à l'équateur.
La force centrifuge décroît proportionnellement au cosinus de la latitude, et cet effet se combine avec celui do l'aplatissement de la Terre, pour produire la variation de la pesanteur observée vers' la fin du siècle dernier.
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Galilée avait certainement l'idée de la force centrifuge, el, dans mi do ses dialogues (*), il explique clairement que la
par la pesanteur. Mais il se trompe en ajoutant que la pesanteur, quelque petite qu'on la supposât, suffirait pour empêcher un pareil mouvement.
Tout ce que nous avons dit jusqu'ici en introduisant la considérutiuti des forces fictives pouvait s'établît- également bien par les procédés ordinaires de la Dynamique. Considérons en effet un corps en repos relatif, sur un appui li\e. Ce eorps
réaction de l'appui; seulement, bien qu'il nous paraisse eu repos, il décrit en réalité d'un mouvement uniforme un cercle de raj on p; donc, les fnrr.es qui le sollicitent, c'est-à-dire l'altraelion de la Terre el la réaction de l'appui, doivent se réduire à une force centripète égale à mn'p. Donc, le poids, qui est directement opposé à la réaction de l'appui, est la résultante de l'action de la Terre et d'une force liclive égale et opposée à la force centripète : c'est la force cenirifuge. Nous arrivons donc au même résultat, el nous justifions ainsi l'emploi de celle fiction, qui d'ailleurs, après les explications qui ont été données, ne peut pas induire en erreur.
Il résulte de là que, dans les applications, nous n'avons pas à nous inquiéter de tenir compte séparément de l'attraction terrestre cl de la force centrifuge. La pesanteur, telle que nous l'avons définie el telle qu'on la définit ordinairement, comprend ces deuy forces ensemble, de sorte qu'on doit poser, dans les questions d'équilibre et de mouvement des corps pesants,
( Z + Z' — — mg.
Il esl bien essentiel de remarquer qu'au point de vue auquel
(*) Vnjpi Dlalogo lepra I? due mauimi JiJItml M mnnJo, p. iSj cl biIt. du l'édition dp Flurence, i-jio.
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nous sommes actuellement, quand on se déplace à la surface de la Terre ou qu'on s'élève iiu-dessus, la direction de la verticale et la grandeur de la pesanteur varient en raison de la variation de l'attraction et de relie de la force centrifuge. Quand on suppose, pour un point situé à une dislance ôp de la Terre, que la pesanteur esi constante, on néglige le produit de »*3p.
La quantité n' ayant d'ailleurs la valeur fort petite n> o,oooooooo53, le produit de n' par une quantité do l'ordre de celles qu'on rencontre dans les problèmes terrestres est une quantité toujours assez petite ; j'ai fait relie remarque afin qu'on soil bien convaincu qu'il sérail oiseux de vouloir conserver dans les calculs les termes affectés du facteur n', au moins toutes les fois qu'on regarde la pesanteur comme constante.
Effets de la force centrifuge composte. — Si nous considérons maintenant un corps en mouvement à la surface de la Terre, il faudra joindre à la force complexe que nous nommons pesanteur une nouvelle force dite centrifuge composée, dont l'importance croit en raison de la vitesse relative du corps.
Chute des corps ilans le vide. — Examinons ce qui va résulter de l'action apparente de cette nouvelle force, sur un
donner de vitesse initiale. La grandeur de la force centrifuge composée étant proportionnelle à la vitesse relative du mobile, on voit qu'elle est nulle au départ de ce mobile et qu'elle prend ensuite une valeur de plus en plus grande, à mesure que la vitesse relative croit. Au commencement, le mouvement semble dune produit par la résultante rie l'attraction de la Terre sur le corps et de la force centrifuge due à la rotation dit globe ; c'est la force que nous désignons sous le nom de poids du corps, cl dont la direction est indiquée par le fil à plomb, qui se manifeste seule dans les circonstances que présente le mouvement à son origine. P'uprés cela, le corps commence a tomber suivant la verticale de son point de départ, et l'accélération g qu'il reçoit tout d'abord dans sa cliute apparente est celle qu'une force égale à son
poids lui communiquerait. Ainsi, le poids P csl lié 1 l'accélération g de son mouvement apparent, par la relation
Cette relation avait été établie tout d'abord dans l'hypothèse de l'immobilité de la Terre. Il était nécessaire de montrer qu'elle est encore vraie lorsqu'on rentre dans la réalité, quoique P ne soit pas la force qui agit réellement sur le corps, et que g ne soil pas l'accélération de son mouvement absolu. Mais il faut observer que, pour qu'il .en soit ainsi, on du il prendre pour g l'accélération qui se présente dans les premiers instants de la cliute apparente du corps.
Lorsque le corps qui tombe est déjà en mouvement, la force écrit ri luge composée n'est plus nulle : elle dérange le corps de la verticale suivant laquelle il a commencé à se mouvoir. Pour nous rendre compte de l'effet qu'elle produit et que l'on a pu constater par l'expérience, malgré sa petitesse, nous déterminerons la grandeur et la direction de celte force centrifuge composée, comme si le mouvement apparent du corps était rigoureusement un mouvement rcclilitme et uniformément accéléré s'effectuent suivant la verticale menée par son point de départ.
On devra alors, dans les expressions de X", V", '/.", supprimer les termes qui contiennent en facteur ^f- et , et remplacer approximativement ^ par — gl. Y" prend ainsi la valeur positive
Y" — amnsinï.gl,
ce qui indique une déviation de la méridienne, dans la direction de l'orient.
Pour calculer cette déviation, il n'y a qu'à intégrer deux fois l'équation de la projection du mouvement sur l'axe des / :
ce qui donne, en déterminant convenablement les arbitraires,
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Celle équation, réunie à l'équation
fournil une deuxième approximation des lois de la chute des graves.
En désignant par h la hauteur de chute, on a
h = lgP;
lirant la valeur de / pour la substituer dans l'équation (4), on trouve l'expression do la déviation orientale en fonction do la hauteur de chute
(6) r = ÏV^--A V 'Â.
Appliquons celte formuli; ;i nue expérience faite par M. Iicich dans l'un des puits des mines de Frcyberg. L'observation a donné une déviation do o m ,oa83, pour une hauteur de chute de i5H'",5c), à la latitude de 3q degrés. La formule précédente donnerait
La vérification est donc aussi satisfaisante qu'on peut le dé- On peut pousser plus loin l'approximation, en rempkn ;ui[, dans l'expression de X", ^- par sa valeur approchée nsinX.g/'. On a ainsi la troisième équation du mouvement :
dt> SinACOSA.f, qui devient, par une double intégration,
,,.,,„ . R'alnlcosîl
(7) x = — ;/i'sinJcosA.g/' = — — —A*.
Le calcul indique donc une déviation vers le sud. Seulement celle nouvelle déviation est trop petite pour qu'il soit possible de la constater expérimentalement. Avec les données de l'expérience citée plus haut, on trouverait environ un deuxcentième de millimètre.
Mouvement des projectiles dans le vide. — Si l'on considère, au contraire, un projectile lancé avec une certaine vitesse initiale, la force centrifuge composée a tout de suite une valeur notable, et les effets ont une importance bien autrement grande, au moins ou point de vue théorique.
Ainsi Laptace, dans sa Mr'caiit'ijiie ci'lente, donne le résultat suivant. Si l'on suppuso une bombe, dirigée verticalement de bas en haut, avec mie vitesse de 5oo mètres par seconde, en infligeant toutes les influences perturba triées autres que celles de la rotation de la Terre, il y aura une déviation occidentale de tS",Q.
Mouvement du pendule simple. — Un des effets les plus curieux de la force centrifuge eom posée est relui qn'ellu produit sur les oscillations d'un pendule simple, effet qui a été mis en évidence par les expériences de M. Foucault.
Poisson avait annoncé, dans sou Mémoire de rSafï, que « les oscillations du pendule sont indépendantes de la rotation diurne de in Terre, et les mêmes dans tous les azimuts aulour de la verticale, ee qu'il était bon de faire voir, ajoule-l-il, vu le de^'ré île précision que l'on apporte maintenant dans les mesures du pendule à secondes en différents lieux de la Terre. i> {Journal de l'École Polytechnique, Cahier XVII.)
M. Foucault a démontré, par des expériences faciles, fréquemment renouvelées depuis, que les oscillations du pendule qu'on écarte de su position d'équilibre, et qu'on abandonne ensuite à lui-même sans vitesse initiale, ne s'exécutent pas dans un plan fixe par rapport à la Terre.
La question générale du mouvement du pendule est trèsdifficile à traiter. Pour essayer de nous en faire une idée, décomposons la rotation de la Terre en deux, dont l'une ail pour axe la verticale du lieu, l'autre une perpendiculaire, et proposons-nous de déterminer séparément l'effet de ces deux rotations. Or, relalivoment à la première, le pendule se trouve situé au pôle; il est à l'équaleur pour la deuxième. Occu pons-nous seulement du premier cas, c'est-à-dire con-
dans ce cas simple, et contrairement à une opinion répandue, on ne peut pas toujours considérer les oscillations comme s'cffccluant dans un plan tournant en sens inverse de la Terre.
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On a alors
Désignons toujours par S l'angle d'écart du pendule, et par i
la longitude comptée il partir d'un plan fixe arbitraire {Jtg.i?.).
Supposons d'abord qu'après avoir écarté le pendule de la verticale on l'abandonne à lui-même sans vitesse initiale apparente.
Supposons la pesanteur constante; désignons par / la longueur du pendule, et conduisons les opérations comme dans le calcul de la page 35, en avant égard à la force conii'î fuiif composée. Nous ferons seulement, au lieu de : - • l cosO,
s~ - fcosO,
afin que l'angle 0 désigne, selon l'usage, l'écariement du pendule do la verticale.
Cela posé, l'intégrale des forces vives n'éprouve aucune riK"lili"j[ion par l' introduction de la force centrifuge compo
sée, ei nous écrivons l'intégrale
'•)' ©V-i(3)--!rW--«
puisque 0' et y sont pris nuls a l'origine du mouvement.
Quant à l'équation des moments des quantités de mouvement et des forces autour de la verticale
rf.m('sin'0^= :*ï -.rX,
elle devient, eu égard aux valeurs de X* et Y",
d.m l'sm-Q ^- = d.mn(x'-hy') - d./nn('sin'9,
Intégrant entre les limites, il vient
,3, i.(*^.)~-„*«u Les équations (i) et (3) résolvent le problème que nous On tire de ia dernière de ces équations
~dt ~ " ('" sÏÎwt) '
et l'on voit qu'il n'est pas exact de dire que le plan vertical qui contient le pendule soit animé d'un mouvement égal et contraire au mouvement de rot.ition de la Terre, du moins quand il s'agit d'un pendule abandonné à lui-même sans vitesse initiale. La rotation effective dépend de l'angle d'écart variable 0.
On peut d'ailleurs remarquer que l'intégrale générale de l'équation (2) est
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Si donc on a, à l'instant initial,
et, par conséquent,
notre intégrale deviendra
ai
et, par suite, les oscillations du pendule s'accompliront bien dans un plan animé d'une vitesse positive égale en valeur absolue à la rotation de la Terre si l'expérience a lieu au pôle, ou au produit de cette rotation par le sinus de la latitude si l'on se trouve en un point quelconque du globe terrestre (*).
Quant aux circonstances du mouvement, elles ne seront pas les mêmes que celles du mouvement ordinaire, parce qu'il
faudra, dans l'équation {1 ), remplacer ^ par n et avoir égard
à ce qu'on ne suppose plus nulle la vitesse initiale; on trouve
Le temps d'une petite oscillation n'est pas altéré d'une manière sensible, comme il est facile de s'en assurer par le calcul.
Il faudrait encore, pour compléter la théorie du pendule, examiner l'effet de l:i deuxième composante de la rotation terrestre, relativement à laquelle le pendule doit être considéré comme situé à l'équateur. Nous ferons seulement remarquer que l'influence de la force centrifuge composée doit nêcessai-
[■) <Iu client très-simple, '[ui bu llil pour l'ubjct do cet Ouvrage, est tiré d'un Mémoire lu parle général l'oiiceleti l'Académie dut Scioncci on leptembra iStjo.
(k> dthàmqui.
rement se borner à la production de perturbations périodiques dans le mouvement de rolalion dû à In composante verlieale. En effet, la force centrifuge composée agit dans un sens diffé-
l'équaleur : les termes qu'elle inlroduil changent donc périodiquement de signe à la lin de chaque demi-oscillation simple.
Influence de la translation de la Terre. — Dans tout ce que nous venons de dire, nous avons négligé le mouvement de la translation de la Terre autour du Soleil. 11 résulte de ce mouvement une nouvelle force fictive, égale el contraire à la force d'entraînement, c'est-à-dire une force égale et contraire à celle qui donnerait au mobile supposé libre un mouvement précisément égal à celui du centre de la Terre. Mais, en même temps qu'on lient compte du mouvement de la Terre amour du Soleil, on doit se préoccuper également de l'atlraclion que le Soleil exerce sur le corps dont on veut étudier le mouvement par rapport à la Terre.
Ces deux nouvelles forces sont à peu près égales et contraires l'une à l'autre, à cause de la petitesse du rayon de la Terre relativement à la distance de la Terre au Soleil ; leur résultante, qui est extrêmement petite, change de grandeur el de direction d'une heure à l'autre dans la journée, par suile du changement de position du corps par rapport au Soleil. Elle doit donc être remaniée rumine une force perturbatrice qui détermine une variation périodique, tant dans la grandeur du poids du corps que dans la direction du fil a plomb ou de la verticale. Ce changement périodique de la position du fil à plomb pourra difficilement s'observer directement, parce qu'il
la surface de la mer, qui en sont l;i conséquence naturelle.
Enfin In Lune concourt aussi pour sa part à produire les effets de la force complexe de la pesanteur (").
La résultante de l'attraction de la Lune sur un corps terrestre el d'une force capable de communiquer à ce corps une accélération égale el contraire à celle que la Lune donne au contre
(") Cuilo iuIjh, ainsi c]ai« que complète, lies forte* qui Influent à d« ili-.;rrs i)i*rr* sur 1rs inouirim-tits i'..q„ii h .iirl.ru .II- lu Titii-, t'Mrailr 1I11 Traité de Mécanique rud'.mm /.'<■ .k' M. Dtliiunay.
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de la Terre constitue une nouvelle force perturbatrice qui se combine avec la précédente pour produire le cliaugeinent périodique de direction de la verticale, auquel est dii le phénomène des marées. Cette dernière force perturbatrice est même plus ij ande que la première, parce que la Lune est beaucoup plus rapprochée de la Terre que le Soleil, et c'est pour cela que le phénomène des marées se règle surtout sur le mouvement apparent île ja Lune, et non sur celui du Soleil.
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MOUVEMENT DES SYSTÈMES MATÉRIELS QUELCONQUES
g VI- — Principe ou tjiêohème bb d'Alemueut.
Par les règles expliquées dans le Chapitre qui précède, on peut déterminer les lois du mouvement d'un corps siillinté par des forces quelconques, libre ou gêné par des u lis la cl es fixes, pourvu que ce corps puisse être géométriquement regardé comme un point, c'est-à-dire pourvu qu'il n'y ait pas à se préoccuper des mouvemenls relatifs de ses diverses punies.
Mais lorsqu'un certain nombre de corps pareils {points matériels) sont joints cl liés ensemble de manière qu'ils ne puissent obéir librement aux; forces qui les sollicitent directement,
ssaircmenl les uns sur les autres des
s ou pressions, que nous confondons
le mouvement produit, ai
i même titre et suivant les mêmes lois
que les forces extérieure
s, el réciproquement elles dépendent
du mouvement qu'elles modifient.
La détermination do mouvement d'un corps de dimensions finies, même quand on peut assimiler ce corps à un solide invariable, est donc d'un ordre tout différent que celle du mouvement d'un point soumis à des forces connues; et il y avait là pour la Mécanique, après la découverte de Galilée, un pas nouveau à faire, un important desideratum à combler.
Le premier problème de ce genre dont il soit fait mention est celui du centre d'oscillation. D'après les lettres de Descartes, le P. Mersenne avait proposé aux géomètres de déterminer la grandeur que doit avoir un corps de figurequelconque, pour qu'étant suspendu par un point il fasse ses oscillations dans le môme temps qu'un fil de longueur donnée, chargé d'un seul poids a son extrémité {pendule simple).
CHIP. 11. — MOU V KM EST DES SYSTÈMES BATÊMELS QUELCONQUES
Nous ne nous arrêterons pas à parler des autres problèmes Je Dynamique, qui ont exercé, après celui du centre d'oscillation, la sagacité des ^i'-iniuïtres des doux derniers siècles, avant que l'art de traiter ces problèmes fût réduit à des règles fixes.
Pour résoudre ces questions, que Bernoulli, Clairaul, Euler se proposaient entre eux, on faisait usage de divers principes, parmi lesquels se dislingue surtout celui des forces vives, dû à Huygens. Ce principe si simple et si général a en même temps un caractère d'individualité séduisant, car il a été trouvé dès le début par son inventeur, el nous l'avons exposé dans cet Ouvrage avant d'avoir fait la Dynamique proprement dite; mais il a l'inconvénient de ne donner qu'une seule équation. Il suffit, nous l'avons vu, pour la solution des questions de mouvement dans le cas des systèmes à liaison complète, c'est-à-dire de la presque totalité des machines. Dans le cas général, son utilité est beaucoup restreinte. Nous avons vu d'ailleurs que l'équation unique fournie par le principe des forces vives a une grande importance au point de vue pratique, puisqu'elle fait connaître le travail développé par les forces, indépendamment des circonstances accessoires du mouvement.
Le Traité de Dynamique de d'Alemberl, qui parut en t j4^> mit fin à ces espèces de défis, en offrant une méthode directe el générale pour résoudre, ou du moins pour mettre en équation tous les problèmes de Dynamique que l'on peut imaginer. Celle méthode réduit toutes les lois du mouvement des corps à celles de leur équilibre, et ramone ainsi la Dynamique à la Statique. Le principe de d'Alemberl (*) ne fournit pas immédiatement les équations nécessaires pour In solution des problèmes de Dynamique, mais il apprend à les déduire des conditions de l'équilibre.
Or Lagrange a réduit toute ia Statique à une formule générale qui donne les lois de l'équilibre de tous les systèmes de
(*) I] cil inutile <lo racler quo nona n'avons pas ici de nouveau principe proprement du. LS principe <!e d'Alemberl est pour nous un théorème comme celui iirs vitrâtes wrluplles; cependant on applique mal|;ré soi le nom de principe! il cm jiru|i(isïliuns si riipitiles, qu'on ne peut se nsmulie il les confondre sous une appellation unique avec tous les théorèmes |iarticuliuri.
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corps tLn-s par Uni de forces qu'on voudra. On pourra (ion c iiussi réduire à une formule générale loute la Dynamique,
Considérons chaque point m de noiro système matériel
Uireeiemenl appliquée, et de In force intérieure, qui résulte îles al lions exercées sur lui par les autres points du système; on pourrn regarder ce point comme isolé et lui appliquer la théorie du mouvement d'un point libre. L'accélération totale du mouvement du point m a la même direction que la résultante des fori'i's qui ugissi'ut sur lui, ci la grandeur de celle accélération est telle, qu'en la multipliant par la masse du point, on obtient un produit égal à ta résultante dont il vient d'être question.
Or, si l'on se reporte à la définition de la force d'inertie d'un point, on voil que, si l'on ajoutait la force d'inertie du point m aux forces de toute nature qui lui sont appliquées, ce point se trouverait en équilibre, puisque la force d'inertie, que l'on joint aux forces réelles, est égale et directement opposée à la résultante de ces forces réelles.
Ce premier point élant bien établi, faisons pour chaque point matériel du système ce que nous venons de faire pour l'un d'eux, c'est-à-dire introduisons la force d'inertio de chaque [loinl, et considérons toutes ces forces fictives comme appliquées chacune au point correspondant, en même temps que la. force extérieure F, et la force intérieure provenant des liaisons mutuelles de nos divers points; il est clair que nous aurons constitué ainsi un ensemble de forces en équilibre.
Cei équilibre n d'nilleurs lieu, quelle que soit la nature du système matériel dont nous nous occupons, puisque toutes nos forces sont distribuées par groupe de trois, lesquelles se font séparément équilibre el sont appliquées à un même point matériel. Ainsi ;
TllÊORt«B. — Il y a équilibre à chaque instant entre les forces extérieures directement appliquées aux divers points d'un système quelconque en mouvement, les forces d'inertie de ces points el les furves intérieures résultant des liaisons du système matériel.
DiqilizM b/C
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Ce qu'on peut énoncer aussi :
Étant donné un système quelconque en mouvement, il y a équilibre, en vertu de la constitution du système, entre les fbri.es réellement ngis.fttntcs { force S cxlôritMi rc^ J et les forces •/' 'inertie des divers points.
Cet énoncé cesserai! d'clre exact, si l'on supprimait les mois : en vertu de la constitution du système.
L'équilibre de nos trois espèces de forces s'exprime par l'équation des vilesses virtuelles, qui prend la forme
Cette équation a lieu, quels que soient les déplacements représentés par &)-,-, 5:r, puisqu'il résulte de notre analyse que les coefficients de ces quantités sont tous séparément
Mais nous avons vu en Statique que, toutes les fois qu'on assignait, aux divers points d'un système quelconque, des déplacements virtuels compatibles avec les liaisons de ce système, la somme des travaux virtuels de toutes les forces introduites pour tenir compte de ces liaisons était identiquement nulle, comme composée d'une série uo quantités égales deux à deux ei de signes contraires. Nous' pouvons donc écrire
à la condition de ne pas oublier que, dans cette nouvelle forme de l'équation, les déplacements ôxi, o/,, 3s, ne sont plus quelconques, niais essentiellement compatibles avec les liaisons du système.
Tel est le fameux théorème de d'Alembert, au moyen duquel toute question de mouvement se ramène immédiatement à une question d'équilibre.
Quand il s'agit d'un point matériel libre ou d'un système de points matériels isolés pouvant se mouvoir les uns par rapport aux autres d'une manière quelconque sous l'action dus forces qui leur sont directement appliquées, le théorème de d'Alembert n'est d'aucune utilité. En effet, que l'on veuille appliquer ee théorème ou poser à la manière ordinaire les équa-
Il I -i m m ■ 1 il- I pi I ■ i.p- '■■ i. . » .1 m,
ta niasse d'un des points; les déplacements ô.r,-, ày it is, étant tous arbitraires, l'équation (?) ne peut avoir lieu qu'autant que les coefficients des indéterminées sont tous nuls séparément. On doit donc avoir dans ce cas
v iPx,
or ces équations sont précisément les équations ordinaires du mouvement.
Mais quand on imagine des liaisons quelconques, un certain nombre de coordonnées des points du système ne sont plus arbitraires, et nous allons voir que le théorème de d'Alembert donne toujours juste autant d'équations qu'il en faut pour déterminer celles qui restent, différant par là du principe des forces vives, qui ne donne jamais qu'une seule équation, quel que soit le système auquel on l'applique.
Supposons qu'il y ait n points dans le système, cl k équations de condition entre les coordonnées de ces points. 11 n'y aura que 3n — k coordonnées arbitraires, et, parsuite, il faudra trouver 3n — k équations. Soient
fi{x„ jv, z,,
les équations de condition. Pour que le déplacement du système soit compatible avec les liaisons existantes nu moment •
considéré, ii faut que les variations àr ( , 5_>v, âîi soienl telles qu'en remplaçante,^,,!, par ,r, + ôx,, j-, + <y-,, z,-+-âs<, et laissant f constant dans k's i'-i; u;itions précédentes, ces équations soient encore vérifiées. Or ceci c\ige qu'on ait
le signe S s'élcndanl à tous les points matériels du système. On a ainsi h équations, desquelles on peut tirer les valeurs
leurs dans l'équation générale, il ne reste plus que 3n — coefficients à annuler, ce qui donne précisément les 3k — /<' équations dont on a besoin.
Lagrange a présenté celte élimination d'une manière tout ù
fjii C' ii'.-f-il-' < l ■ tl« iii.m-nl ■ 1. 1 .iii. , J. in I . .|i ii,
plèle est en deliors du plan de cet ouvrage. Supposons que l'on ail profité des équations île Maison pour exprimer les 3« coordonnées inconnues en fonction de 3k — h variables quelconques
q» fM-fc
Les quantités q sont dès lors absolument indépendantes, comme les coordonnées d'un système de points libres, ei les formules do Lagrange donnent immédiatement les équations différentielles auxquelles ces nouvelles variables doivent salis- Les équations de Lagrange, transformées par Poisson el par M. Hamilion, ont fourni à un grand nombre de géomètres la matière de travaux fort intéressai ils, parmi lesquels je me bornerai à mentionner les nombre uses publications de Jucobi. Ces travaux doivent être considérés comme purement analytiques; ils ont présenté sous un jour tout à fait nouveau la théorie des équations aux différences partielles du premier ordre: nouvel exemple des liens d'utilité réciproque qui existent entre la Mécanique et la haute Analyse.
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Application du principe de d'Alembert à lu détermination dus charges dynamiques îles appuis Ct supports.
Nous avons appris, en Slalique, à. déleruiiner les efforts qui s'exercent sur 1rs appuis d'une machine en équilibre, ainsi que sur les diverses pièces de la machine elle-même. Ces efforts éprouvent des modifications considérables quand on considère lit machine il:uts l'étal de mouvement, surtout dans le cas de vitesses un peu uoLililes; el lu déterminât ion de leurs valeurs eonsLitue aujourd'hui une des parties les plus importantes de la Mécanique appliquée.
Or le principe de d'Alenihert nous donne le droit de considérer un système quelconque en mouvement comme .s'il était en éqnilibie, pourvu qu'on ajoute aux forces données et aux réactions inconnues les farces d'inertie des divers points. Les équations de la Slalique subsisteront donc, à ta condition d'y faire figurer les forces d'inertie. Ce sont les termes dépendant de ces forces qui font la différence des tensions el réactions statiques aux tensions el réactions dynamiques.
Supposons, par exemple, une corde SO alertant un poids P. Dans le cas de l'équilibre, on o, pour déterminer la tension T du la corde, l'équation
Mais si le poids est animé d'un mouvement vers le haut, dont l'accélération soit l'équation précédente ne subsiste plus : elle est remplacée par la relation
La tension est donc plus grande que dans l'équilibre.
Si au contraire -jjt est négatif, la tension devient inférieure
au poids P; elle serait nulle si = — g; ce qui doit Cire en
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effet, parce que le corps suspendu prend alors son mouvement nalurel. La tension deviendrait même négative si le corps descendait plus vite que sous la seule action de la
Nous verrons plus tard d'imporLmtns applications de ces considérations, quand nous étudierons la dynamique spéciale des corps solides. Mais, auparavant, nous devons conlinuer l'oNpi'-iiion des propriétés plus générales qui s'appliquent au mouvement d'un système quelconque.
Nous arriverons à des théorèmes d'une haute importance, relatifs au mouvement d'un système matériel queleonque, en combinant les théorèmes généraux trouvés d;ms la rt mimique iiu point avec le principe de l'action et de la réaction.
S VII. — Mouvement nu centre de GRtvrrî u'un système
QUELCONQUE
Dans ce que nous appelons un système matériel quelconque, e'esl-à-din: iluns un ensemble de points matériels indépendantou liés entre eux, immobiles ou animes de mouvements arbitraires, il existe à chaque instant un point géométrique, qui jouit de propriétés tantes particulières.
Les coordonnées x„ y it z, de ce point, qu'Euler appelle centre d'inertie, et qui est plus généralement connu sous la dénomination fort impropre de centre de gravité (*), sont déterminées par les relations suivantes, qui constituent la vértial>[r définition du centre de gravité :
M désignant la masse totale (lu système, ou la somme 2m des masses partielles.
(*) l'air la deuxième l'iniio iU- cul Onvr:^-c, Slatiyat, p. 100.
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Diffé reniions ces équations par rapport au temps, il vient
Os relations définissent la vitesse du centre de gravité. Une deuxième différenlialion nous fera connaître Y accélération de re même point(') :
Bempiaçons les quantités qui figurent sous le signe 2 par leurs valeurs tirées des équations du mouvement
les termes qui représentent les projections des forces intérieures disparaissent dans la sommation, et les équations (3)
lm fi|.ri'v.ïmis .lu wrMc et Xaecclrtallaii awi liii'li hvilnj ,M mie jnni' fii'liiin |;i'iinicLi-i'nn3 <|ui' l'irM|<n.', ivnrinhle, les cquiilions {il uélinï.seilt un point bien ut dont la pi.tlliun .huit l'inlOi Mur de celui-ci reste
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deviennent
Les équations (4 ) sont celles du mouvement d'un point de masse M, sollicité par une force dont les projections sur trois axes rectangulaires sont respectivement égales aux sommes des projections de toutes les forces du système. Or celte force n'est autre chose que celle à laquelle nous avons donné le nom de résultante de translation des forces dont les composantes sont réunies sous le signe ~. Donc :
Théorème. — Le centre de gravité d'un système de corps quelconque se meut comme un point matériel dont la masse serait égale à la masse totale des corps considérés, et auquel serait appliquée la résultante de translation des forces données (•).
]! ne faut pas s'exagérer l'importance de ce théorème dans le cas général. En effet, il arrivera bien rarement qu'on puisse déterminer directement par les équations (4) le mouvement du centre de gravité, indépendamment des mouvements individuels des points matériels du système. Il faudrait, pour cela, que les projections de la résultante de translation dépendissent uniquement du temps / cl des coordonnées x it y„ z, ; or il est évident qu'en général les quantités 2X, 2V, ZZ seront des fonctions des coordonnées de tous les points donnés, et l'intégration isolée du groupe (4) ne sera pas possible.
Mais une conséquence bien importante de notre théorème
otite Maternant dans les raison Moments destinés à eUblir lu théorèmes qui l'appliNm-nt ni corps (le ln nature. En effet, un corps Je dimensions quelconque* peut toujours itre asihuili- (au moins lliviiriijiicmtnt) à an point malèriel dem Ils coordonnées torsionl colles do ton contre île (■ravité; et tous les Ihuun'-nii", relatif» au m ou veulent il'uu peint s'appliquonl au corps ainsi ton-
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est la suivante : il est évident que les forces intérieures, qui sont deux à deux égales et directement opposées, se détruisent dès qu'on les transporte en un même point d'application. Il suit de là que le mouvement du centre de gravité ne dépend nullement des forces intérieures, et, par conséquent, qu'il n'est influencé en rien par !es changements qui peuvent se produire dans la constitution physique du système, des chocs, des explosions, dès ruptures de liens, etc., tant que ces phénomènes se passent exclusivement entre des corps que l'on considère comme faisant partie du système étudié.
Principe de la conservation du mouvement du centre de gravité.
Celte proposition importante est connue dans la science sous le nom de principe du la conservation du mouvement du centre de gravité. En effet, !e centre de gravité conserve son mouvement, quelles que soient les perturbations qui affectent les mouvements individuels des diverses parties du système, par suite de modifications survenues dans les forces intérieures, et cela jusqu'à ce qu'une nouvelle force extérieure intervienne.
En particulier, si l'on considère un système qui n'est soumis à l'action d'aucune force extérieure, le centre de gravité
veulent rectiligne cl uniforme ('). Ce point jouit donc do la propriété de Vineriie, c'est-à-dire qu'il ne peut être tiré du repos que par l'action d'une cause extérieure. Quant aux diverses parties d'un corps en repos, elles peuvent se mettre en mouvement sans l'intervention d'aucune cause située en dehors du corps; seulement on remarquera toujours ces deux choses : i" le mouvement de chaque partie individuellement sera dû à une cause extérieure à culte partie; 1° tous les mou-
Ci Nui™ système planétaire, par csi'oiplc, éljiiit ci IrO m crac 111 éloigné îles ailln-s cm-p* ccldcs, on peu! regarder 1,'S acLioiis mu ses iliicrm's parties rm-uiivi-nl île la part îles ■'■luilfs romim- iuwnsil.ks. Dis Inrs ce sysl.'iin; n'i-îl f.iumii qu'à lies forces iiiUTicur.ï, il pir ci.ii!.éipient son ccmrc île ginvihi ile.il tire immobile o'i animé il'iin moiivi'iiicill ivctili|[iie cl uniforme.
cim p. n. — soifEiBST ces naîtra xitSbiils qdblcodqcu. ;3 vemenls des divers fragments seront nécessairement combinés de tell u sorte que le centre de gravité de l'ensemble ne sorlc pas do sa pusition primitive.
11 n'est pas nécessaire, pour que le mouvement du centre de gravité soit nul ou rccliligne uniforme, que les furets extérieures soient nulles: il suffit que lo résultante de translation suit nulle, c'est-à-dire que toutes ces forces soient équivalentes à un couple situe dans un pian quelconque.
Réciproquement, considérons un corps soumis ii des ell'orls très-variés, et dont les diverses parties soient animées do mouvements quelconques, par exemple un navire, une locomotive, une cliarrue, etc.; du moment que le centre de gravité de ce corps se meut uniformément en ligne droite, nous pouvons affirmer que la résultante de translation de toutes les forces appliquées à ce corps est nulle, ou, si l'on veut, que toutes les résistances, transportées au centre de gravite, ont une résultante égale et contraire à celle des efforts moteurs.
Le principe de la conservation du mouvement du centre de gravité nous donne la clef d'un grand nombre do phénomènes de l'ordre le plus varie. Nous allons en citer quelques exemples.
Recul des bouches à feu. — Un canon avec son projectile et sa charge de poudre constitue, un système immobile. Or, l'ex- |ik*i<iii de la |iinidri' ilévelnppant seulement des forces intérieures, il résulte do ce qui précède que lo canon et le boulet prennent simultanément des mouvements dirigés en sens contraires l'un de l'autre, afin que le centre de gravité de l'ensemble reste à la place qu'il occupait avant l'inflammation. S'il était permis île négliger la masse de la poudre, ou des matières dain lesquelles elle se transforme, on pourrait dire que le canon cl le boulet prennent, au moment de l'explosion, des vitesses iim'iseiuent pi'<>p<.>r(i<>mi(.-!k's \\ Ieur> niâmes. Mais les choses ne so passent pas tout à fait ainsi, à cause de la masse de la- poudre, qui n'est pas négligeable par rapport à celle du boulet : en réalité, le recul du la pièce s'clïoclue avec une vitesse un peu plus grande que celle qu'on trouverait par la règle précédente.
Ascension des fusées. — L'ascension des fusées est un phénomène do recul tout à fait analogue à celui qui vient de nous
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occuper. L'inflammation progressive de la poudre qui entre dans la composition d'une fusée projette en dehors des quantités de matières de plus en plus grandes, par un orifice pratiqué à la partie inférieure du corps de la fusée; celui-ci doit
haut. L'action do la pesanteur est, à dire vrai, une cause externe qui doit influer sur le phénomène ; mais elle ne fait que diminuer la vitesse de la fusée, en faisant équilihre à une partie de la force verticale qui produit le mouvement de bas en haut.
Quand une bombe fait explosion avant d'être tombée sur le sol, le centre de gravité des divers éclats continue à parcourir la parabole suivant laquelle se mouvait le centre de gravité de la hombe entière. Ce n'est que lorsqu'un des fragments vient à rencontrer un corps étranger que le mouvement du centre de gravité do l'ensemble se modifie, parce que la réaction éprouvée par ce fragment est une nouvelle force extérieure qui vient contribuer avec la pesanteur o la production de ce mouvement. Il est clair que ceci n'est vrai qu'approximalivement, quand la bombe se meut dans l'air atmosphérique, en raison de la résistance que l'air oppose au mouvement, tant de la bombe que de ses éclats : en effet, cette résistance esl une force extérieure, elle influe, par conséquent, sur le mouvement du centre de gravité.
Des phénomènes analogues ont du se passer lorsque, suivant une bjpolhèse assez géiiériLlciiic-m admise, la planète située entre Mars cl Jupiter s'est brisée, pour nous laisser à sa place les nombreux astéroïdes qui peuplent celte région de noire système solaire. Lo cenire de gravité de tous les celais a dû conserver son mouvement elliptique. Seulement, tous ies débris subissant l'influence des planètes voisines, le mouvement du centre de gravité n'a pas tardé à se trouver plus ou moins altéré.
Marche de l'homme et des animaux. — Les êtres animés eux-mêmes sont soumis, quant à leur partie matérielle, aui lois qui régissent tout ce qui est matière, et en particulier à la loi de la conservation du mouvement du cenire de gravité.
Considérons un homme isolé au milieu de l'espace : il peut faire nvécuier un yrand nombre de mouvements aux diverses parties de son corps, et nous ne savons absolument rien du
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mécanisme mystérieux par lequel la volonté, principe immatériel, arrive à mettre en mouvement les divers organes du corps auquel elle est liée. Mais ce que nous savons, c'est que tous ces organes constituent un système matériel et que, s'il n'y a pas de forces extérieures, le centre de gravité de ce système doit être à l'état de repos ou à celui de mouvement rmHi;;iic et uniforme. C'est là un point sur lequel la volonté n'a aucune prise, une règle à laquelle se soumettent nécessairement les mouvements de chacun des organes. La présence de l'air atmosphérique modifie d'ailleurs ces résultats, car la résistance de ce fluide pourrait, à la rigueur, être mise en jeu par des mouvements analogues à ceux de la natation, de manière ii déplacer le centre de gravité.
Éludions maintenant ce qui se passe (*) « quand un homme, debout sur le sol ei primitivement immobile, commence à marcher devant lui, cl fait ainsi passer son centre de gravité de l'étal do repos à l'état de mouvement. Pendant que cet homme est en repos, il est soumis à des forces extérieures qui sont, d'une part, les actions de la pesanteur sur loules les molécules de son corps, et, d'autre part, les pressions qu'il éprouve de la part du sol, aux différents points par lesquels il le touche - : ces forces extérieures se fout équilibre. Lorsque l'homme veut commencer à marcher et qu'il porte une jambe en avant, il ne développe que des forces intérieures qui ne peuvent pas déplacer son centre de gravité; aussi l'autre jambe tend-elle à reculer, ce qu'elle ferait si rien ne s'y opposait, de sorte que le centre de gravilé du corps tout entier n'avancerait pas. Mais la seconde jambe ne peut reculer qu'en glissant sur la surface du sol, et sa tendance au glissement développe un frottement qui s'y oppose, au moins jusqu'à une certaine limite : c'est ce frollcmcni, celte composante horizontale de la réaction du sol, qui détermine le mouvement du centre de gravilé. Tout le monde sait que, lorsqu'on est sur un sol glissant, c'est-àdire sur un sol pour lequel le coefficient du frottement est faible, sur de la glace par exemple, et qu'on porte une jambe en avant pour commencer à marcher, l'autre jambe glisse en arrière, de sorte qu'on court le risque de tomber si l'on n'y
(•) Dtumui, Traité de Mrtauiyue rationnelle. Cimion JihK.
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prend garde. Ccl effet bien connu confirme l'explication que nous venons de donner. »
Étant donné un système matériel quelconque en mouvement, le principe de d'Alembert nous apprend que les forces réelles qui sollicitent les divers points matériels considérés, jointes aux forces fictives que nous avons appelées forces d'inerlir, constituent un ensi'mbli; en équilibre sur 11 1 sv s! élite qu'on étudie; cl nous avons démontré que les équations qui expriment cet équilibre iietif sent toujours en nombre rigoureusement suffisant pour déterminer toutes les circonstances du mouvcmcni.
Parmi ces équations, ilont le nombre et la forme varient à l'infini, suivant la constitution physique du système et les liaisons qui existent entre ses diverses parties, nous savons qu'il y en a toujours six, et pas plus, qui sont générales, c'eslà-dire qui s'appliquent à tous Ifs systèmes matériels imaginables, parce qu'elles sutit indépendantes des tensions ou forces intérieures, variables a ver les conditions imposées au corps dont on étudie le mouvement.
On obtient ces six équations L;ém'-rali:s en écrivant que la somme des projections sur un axe quelconque des forces autres que les forces intérieures est nulle, et que la somme îles moments de ces mêmes forces autour d'un axe quelconque, est également nulle.
ixous prendrons pour type de < équations de projections celle qui se rapporte à l'axe Ox :
et pour type des équations de moments, celle qui est relative à l'axe Oî:
En multipliant par (// les deux membres de chacune des équations (i) et {2), cl indiquant l'intégration entre deux ii-
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miles quelconques (, cl (, nous aurons des relations entre les projection!; et les moments des impulsions des forces extérieures, d'une part, et des quantités de mouvement des divers points du système, d'autre part.
On tire de l'équation (i)
(3) 2mo,- Zmv,*— ij F,tll;
quant à l'équation (2], si l'on remarque qu'on a
;-(-»^îf)*=-(-î-^)=«.-
elle fournira
(-Î) iDIL.mv — S.30.,mv, : S j ail.l-'rf/.
Les relations (3) et (.\) sont indépendantes dos forces intérieures : énoncées en lan^a^i 1 ordinaire, elles nous donneront deux théorèmes qui seront l'extension aux systèmes quelconques des théorèmes an a ligues relatifs ;'i la dynamique du point matériel) et il est clair qu'on les aurait obtenues en ajoutant, membre à membre, les équations qui résultent de l'application de Ci.' s théorèmes à chacun des points matériels du système, et reuiarquaiii que les forces intérieures disparaissent dans la somme. La méthode précédente a l'avantage de montrer que les six équations fournies par ces deux théorèmes sont les seules quir soient toujours indépendantes des forces intérieures, quels que soient les systèmes auxquels on on fasse l'application. ^ 1 ■ 1 ■ T
sont des grandeurs géiunéiriques, comme les vitesses et les forces auxquelles elles sont respectivement proportionnelles : or les propriétés établies eu Statique, relativement aux forces appliquées à un solide invariable, se rapportent en réalité à des droites disposées d'une manière quelconque dans l'espace, pourvu que, sur chacune de ces droites, on ait porté une certaine longueur, à laquelle soit affecté un sens parfaite ment dé- Cola posé, si l'on considère une origine fixe quelconque, et qu'on construise, relativement à celte origine [Jîg. 1 3 ) :
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i" La résultante (le translation OF, et l'ave OK du couple résultant des forées extérieures;
2° Les droites analogue? OR el OC, qui correspondent aux quantités de muiivomoui des divers points du système, traitées absolument comme les lignes qui rc prose nient les forces ( *).
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On pourra donner un énoncé ^éumétriiuic élégant des équations telles que (3) et (4),
Soient X, Y, Z; L, M, N les projections sur les trois axes de la résullanle OF et de l'axe OK : les sommes ïmv„ Zmvj ne sont autre chose que les projections de la ligne OU, résultante de translation des quantités de mouvement. Si doue on applique les équations telles que ( 3) à un élément de temps infiniment petit, et qu'on divise les deux membres par col élément dt, on aura
«KO. qui ' ' " ivMia " {i)
ThiÉoBÈBE. — Les quantités de mowrincnt finies acijaisrs par tous les points du système, pendant ttn temps très-court, forment an système de droites égalvalent ait* pircusiuuii nd-ics ;-.,r ici Joints (m).
Drj:[i;oa Dv Cl
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Ces équations veulent dire que la vitesse du poini R est représentée en grandeur et en direction par la force OF. Comme OR représente précisément la quantité de niouvement de la masse entière, concentrée au centre de gravité (*), le résultat qui précède est une conséquence évidente du théorème cil vertu duquel OF est le produit de la masse M par l'accélération totale du centre de gravité et de la définition donnée on Cinématique de l'accélération totale. Le théorème de la conservation du mouvement du centre de gravité est donc l'expression la plus simple des équations relatives aux projections des quantités do mouvement cl des impulsions.
T/iàvrèmes relatifs aux moments des qitttnltlt'i de muitvemeiit et des impulsions.
D'après les règles de la composition des roupies, la somme des moments des quantités de mouvement des points (m), par rapport à un axe quelconque, est la projection, sur cet axe, de la druilc OG; on a donc
i 2 311, m v G„ (6} l3K r mv rs G r ,
' 2311,/bc - G,.
En introduisant ces valeurs dans les équations telles que (.f ) et différen liant par rapport au temps, il vient
(" ) On conclu! de retls rcmnrquo évidente que !
TiiEouEjie. — La vilem du cintre de gravité d'an rfithnc qntlconqui eu paraltilt à ta rù*llaiu* de :rauila:«Hi da quantités de monrcmenl dis Jhen poinu du tftlime.
rt)o
hïkahiqce.
ce qui signifie que la droite OK représente en grandeur et eu direction la vitesse dont est animé, le point G. Donc :
Tnf.oRtHE I. — Aï l'on considère, pour un point fixe quelconque, l'axe du couple résultant d-s quantité;, de mouvement des divers points d'un système matériel donné, et l'axe du couple résultant des forces qui agissent sur le sj-stème, ce der-
Cc-mme les forces extérieures sont équivalentes aux forces d'inertie prises en sens contraire, on peut énoncer ce résultat
Théorème II. — L'axe du couple résultant des forces d'inertie d'un système matériel, transportées en un point fixe quelconque, est égal et directement opposé à lu vitesse de l'extrémité de l'axe du couple résultant des quantités de mouvement , transportées nu même point.
Ainsi que nous l'avons fait dans le cas d'un point libre, cherchons les cas qui présentent un intérêt spécial, par suite de certaines conditions auxquelles satisfont les forces du système.
Le premier cas que nous étudierons est celui où la somme des moments des forces extérieures autour d'un certain axe est constamment nulle. Murs, si l'un prend eel axe pour axe des ; (fig. i4), la ligne OK ne sortira pas du plan des *?-(*), le point G se mouvra parallèlement à ce plan, et \j pi.ijeetuTi de OG sur l'axe des z restera constante. Dune :
Théorème III. — Quand le plan du couple résultant des forces extérieures, considéré par rapport à un certain point 0 et pour une époque t quelconque, renferme constamment une droite fixe 0:, la somme des moments des quantités de mouvement par rapport à cette droite reste constante.
Théorème de la conservation des aires.
niiAP> ir. — mouvement nES Sïsrtiiv.s n.',Tf:iii]:i.s i.n n.roNQCEs. tii
On pcul introduire dans cet énoncé l;i notion des aires dé~ rriies par les projections des points [m) sur le plan iesxy.
En effet, noua avons vu que le moment do la quantité do mouvement d'un point par rapport à un ave n'est autre chose que
I I ill , ■ loi' | 1 | 'C IJ -il' :t- ■ piI
de la projection u. de ce point sur. un plan perpendiculaire à l'ave. Le théorème 111 nous apprend f|ue, dans le cas qui nous occupe, la somme des produits de ce genre, étendue à tous les points du svMème matériel considéré, reste rousLanle
Si nous désignons prirï. l'aire qui rorresponi] nu point dont la masse est m, ia vitesse aréolaire correspondante est -jji on a donc
ou en Taisant, pour abréger, A — 2 ml,
L'intégrale de cette équation est (9) 'A = Ct,
et l'on peut énoncer le théorème de la conservation des moments de la manière suivante :
Théorème. — Quand la somme des moments des forces 111. 6
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iitii'.sfint sur un système de corps quelconques est nulle par rapport ù un certain axe fixe, la somme des produits ties différents points du système par les aires que décrivent, pendant un temps quelconque i, les rayons vecteurs menés à ces pointa et projetés sur un plan perpendiculaire à l'axe, croit proportionnellement au temps t.
Tel est If théorème de la conservation îles aires.
Dans le cas plus particulier où Ni somme des moments des foires extérieures est nulle, pour ions les axes passant par un point fixe O 'le l'espace, c'est-à-dire dans le ras où toutes les forces extérieures du système regardé comme invariable ont une résiliante i|uï passe par un pnini ll\e, le théorème existe pour tous les axes passant par le point, et en particulier pour trois axes rectangulaires fixes Ox, Oy, Oz. On a ainsi trois équations
(10) À'-tfr,
Enfin, si les forces extérieures ont une résultante nulle, les é(|ualioiis données par le principe des aires auront lieu pour tous les points de l'espace (*).
La snmme des aires décrites p.tr /es différents points du système, ifr 7 rrtj.fcli.eiiicnt pur lu iu.us.-s Je-. jKiîaU ciirretpt.nj.auti, prise is un instant qticteunjue cl pendant an temps infiniment pclil, et! etinllonte.
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Application du iftéorùine tir ta conservulion dis aires.
Le théorème du la conservation des aires, joint à celui qui esl relatif à la conservation <lti centre de gravité, nous apprend quels sont les phénomènes qui, dans le mouvement d'un système quelconque, sont uniquement dépendants iK-s forces extérieures. On peut tirer de noire nouveau théorème des conséquences du même genre que celles que nous avons développées dans le paragraphe précédent.
Ainsi, l'explosion qui brise un corps, non-seulement n'a aucune action sur le mouvement du centre de gravité, mais, de plus, si ce corps est animé d'un mouvement de rotation, ce qui a lieu pour toutes les planètes connues, la somme des aires décrites par tous les éclats, multipliées parleurs masses
certaine valeur, pendant un temps déterminé. Si la température moyenne du globe vient à baisser, il éprouve une diminution de volume et chacune des aires qui figurent dans la somme A s'accroîtrait dans un temps donné d'une quantité moindre, si la vitesse angulaire du mouvement de la Terre restait constante. Celte remarque établit une relation curieuse entre la température de la Terre cl la durée du jour sidéral.
Enfin les «ires animés doivent également se soumettre aux règles qu'un déduit du principe des aires, dans les mouvements qu'ils veulent imprimer aux diverses parties de leurs corps('). a Un homme isolé d;ms l'espace, soustrait à l'action de toute force extérieure et supposé en repos, cel homme, dis-je, non-seulemenl no pourra pas déplacer son centre de gravité, mais encore il ne lui sera pus possible de donner à son corps un mouvement de rotation autour de ce point. En effet, de quelque manière qu'il fasse jouer ses muscles, i! ne peut développer que des forces intérieures; cl l'absence de loulc force e Méfie ure entraîne, connue cmiséqueuce, que la somme
( " ; DiL.ÏKiï, Traité de Mécanique rationnelle. Citation libre.
des aires décrites, en projection sur un plan quelconque passant par son centre de gravité, par les rayons vecteurs émanes de ce point, conserve constamment la même valeur. Donc celte somme d'aires doit rester constamment nulle, puisqu'elle l'était tout d'abord en vertu de l'hypothèse que nous faisons,
■1 ■ i I ■■>•■■ jp' l- mi il «.'.vil ■ i.i'i [ f ni.iii . riisrii nobil'.'.
Ainsi, lorsqu'il fuit mouvoir certaines parties de son corps de telle manière que la somme des ;iircs qui leur correspondent, en projection sur un certain plan, ait une valeur positive, il y a nécessairement d'autres paE-ties du corps qui se meuvent en même temps dans un autre sens, de manière à fournir une somme d'aires négative sur le même plan, la somme totale des aires relative à toutes les parties du corps restant égale à zéro.
» Lorsqu'un danseur, s'appnyantsur le sol par la pointe d'un seul pied, veut se donner un mouvement de rotation autour de la verticale passant par son centre de gravite, il ne peut pas
pas faire que la somme des aires décrites autour de la verticale du centre de gravité passe d'une valeur nulle à une valeur différente de zéro. Si le danseur veut pirouetter vers la gauche, la partie inférieure tend à tourner vers la droite; mais ce dernier mouvement ne pouvant se faire que par un glissement des diverses parties du pied sur le sol, il en résulte qu'il se développe un frottement en chacun des points d'appui. Or ces frottements sont des forces extérieures pour lesquelles la somme des moments par rapport à la verticale menée par le centre de gravité n'est pas nulle; de sorte que, par suite de l'action de ces forces extérieures, le corps du danseur peut prendre un mouvement de rotation autour de la verticale. Lorsqu'il a tourné un peu de celle manière, sans que son pied cesse de toucher le sol, il se soulève brusquement pour faire disparaître la torsion de son corps, et, en répétant plusieurs fols de suite la même manœuvre, il parvient à se donner un mouvement de rotation assez rapide. Si le danseur était sur un sol très-glissant, ou bien s'il ne s'appuyait sur le sol que par un seul point, il lui serait impossible de tourner sur lui-même, comme nous venons de le dire, d
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Plan du maximum des aires.
Les flunniités
dA dA' dA" dl ' (/( ' dl
sont proportionnelles nux sommes des momcnls des quantités du mouvement do tous les points du système, pris à un instant donné par rapport à trois axes rectangulaires fixes; on, si l'on veut, proportionnelles aux prujeclions de la ligne OG
Écrire que ces trois projections sont constantes, c'est dire que la grandeur de l'axe du couple résultant des quantités de mouvement, ainsi que la direction du plan du couple, sont invariables pendant toute la durée du mouvement.
Ce plan du couple résultant jouit de celte propriété, que la somme des moments des quantités de mouvement est un maximum autour de la perpendiculaire à ce plan ; ou, ce qui revient au même, c'est sur ce plan que la somme des produits des masses par les projections des aires est un maximum. C'est le plua du maximum des aires.
On peut toujours déterminer, à un instant donné, les coordonnas (le ru plan il'apivs la drli n itii m pivcrilunlc, indépendamment de toute hypothèse faite sur les forces extérieures.
critc par le rayon vecteur allant de l'origine au point dont la masse est m; désignons par (/),, d/.', dl" les projections de celte aire sur les trois plans coordonnes, par du fa projection de la même aire sur un plan P, faisant respectivement les angles x, (3, y avec les trois plans coordonnes.
Les formules connues donnent
(/a=^Jlcosa-i- i/).'cosp dï'cosy; multiplions par m, et faisons la soin me des ijuaniiiés analogues pour tous les points du système, il vient (n) 2mda-- dA cosa ■+■ dA' cosj3 -+- dA" ces*/.
Soit dA une aire plane dont les projections sur les trois plans coordonnés aient pour valeurs respectives dA, dA', dA". Si
8fi OTKAMIQUI.
nous désignons pnr p, q, ries aniîles que lu plan do celle aire fail avec les Irois plans coordonnés, nous aurons
(■S) rfA': .UCS,,
( rfA" -(/Acosrj
et par suite, la somme des projetions des aires élémentaires répondant aux points matériels que nous considérons sur le plan P sera
(i 3) 2mda ^ rfA (cos« cvsp h- cosp cosg + cosy COSr).
La quantité entre parenthèses n'est autre cliose que le cosinus de l'angle compris entre le plan P cl le plan de l'aire dA. Il suil de là que la somme (les produits des aires projetées par les masses correspondîmes est un maximum quand on prend le plan de l'aire rfA pour plan de projection, c'est à-dire quand
Or les équations (13) donnent
dA' = d\' + dA" i-i/X \
ddA' -r il A'' ■ r- dA*
\ <JdA' ^r-i/A" •+-' dA*
Ces cosinus définissent la direelion du plan du maximum des aires. Si le théorème a lieu, c'csl-à-dire si l'on a
il arrive que f disparaît des e des conslamcs, cl le plan du i direelion Invariable pendant I
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g IX. - TnÉOTlÈîlE DES FOI1CF.S VIVES.
Nous avons démontré, dans la quatrième section de cet ouvrage, qui; le rli-mi- nccn>isscii]oiu de l'orce vive d'un système matériel quelconque, pendant un temps arbitraire, est égal à la somme des travaux, pendant le même temps, de toutes les forces qui agissent sur l« divers points do ce système.
On a ainsi l'équation
\ — 2TF +5T/ ('I _ ..,
dans laquelle on voit que llgurenl en général les forces intérieures!*).
Intégrale des forces vives. — Quand !a somme des travaux élémentaires des forces, uni intérieures qu'extérieures, est la
(•) Nous avons vu que la somme des tratnm dn rares intérieures d'un système quel ce il r] tic est une fournie el'inli^rtitis tic ):i forroo / fdl, f riant
le l}it-i-r>'-[i ■,- il un interi-iille rie Icinns tel qne le corps, il l'iiHlnnl tiiml, soit revenu exiiclemeiil il son étal inilbl. Alors, eu vertu mémo de I I d.-linilitjn île l'iilit.lirilé parïaile, le- r.ircc. in 1er ien !<■«, qui ai. lient développe, un certain
j-r--. i-- tu 1 , [ lie m;, ne < ■ M 1 1 1 a i : e, la le lin ,;u,- ie enr| ; l<ii. i.l :J s.i lui un!
primitive, de sorte que chaque inli-emlc .le la forme SJ.ll
n'est [.1 lis nulle l'téitieiu j.nr élément comme d.iu6 les cas procêdciil-, mnis se IroniB érjale ii léru, i;rire au< limites choisies.
Il ne sera pcul-iire pas inutile, s a propos, de siijnaltr l'erreur suivante, qui peut embarrasser quelques instant! quand on ne fait pas bien attention à la véritable sieiiiticatioll des symboles analytiques.
Dans le as particulier où l'on donne qui ilifleronts points matériels d'un
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ilifférenlielle cxacle d'une fonction V des coordonnées des clivera points mobiles, l'équation (i) peut s'écrire
isuiis du système, le th&rénu
S[(i-.5)..-('-S)«"(— SH-*
où lus furcus illlùri.uiros n'rulri-Til p:n. Uni*, parmi loin In (liijilarcmrlitt eu palltilus aïuc lui liuisims du sïsI.'iihu, il foinhk qu'un puisse choisir un p miùru lïu'lu celui qu'il pi-nul 1 11 Lln'iiU'iiE, -iidiu: qu'on puisse rcmplai
meuts l.r, S,; «Vs équations
■lliJ.Tt,-» Util»
il nus lus cas [lus corps élastiques, appliquée o
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Sous colle forme, elle constitue une intégrale du problème.
L'iniégrale des forces vives a une importance toute particulière qui la dislingue de toutes les autres intégrales, aussi bien dans la mécanique rationnelle que dans la mécanique appliquée. Les problèmes pour lesquels l'iuiéf-rah' des forces vives a lieu sont les seuls dont s'oerupe la mécanique analytique : ils comprennent tous ceux qui sont relatifs au système du monde. En effet, quand la force qui s'exerce entre deux points, fixes ou mobiles, dépend uniquement de la dislance r de ces deux points, la somme des travaux de l'action et do la réaction pour des déplacements élémentaires quelconques des points considérés a pour expression f{r)dr, quantité qui est la différentielle exacte d'une certaine' fonction ç(r).
Principe de la conservation des forces vives. — Quand la somme des travaux de toutes les forces agissant sur le système est constamment nulle, la force vive reste invariable pendant le mouvement; le système conservera force vive.
Stabilité de l'équilibre des systèmes pesants.
Le théorème des forces vives peut nous rendre compte des conditions de la stabilité de l'équilibre d'un système pesant à liaisons. Nous avons vu qu'un système de ce genre est en équilibre lorsque son centre de gravité ne sort pas du plan horizontal qui le contenait tout d'abord, quel que soit le déplacement infiniment petit, et compatible avec les liaisons, que l'on attribue au système. Admettons maintenant que l'on donne au système un déplacement fini, mais très-petit, et toujours compatible avec les liaisons, cl que, quel que soit ce déplacement fini, le centre de gravité du système s'élève toujours au-dessus de sa position d'équilibre; je dis que, dans ce cas, l'équilibre du système est stable. Nous allons voir, en effet, à l'aide du théorème des forces vives, que, si l'on abandonne à lui-même le système très-peu dérangé de sa position d'équilibre, l'action de la pesanteur tendra toujours à le rapprocher de cette position.
Pour établir cette proposition, nous remarquerons d'abord que le système matériel dont il s'agit ne peut pas rester immo-
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bile dans la nouvelle position qu'on lui a donnée, pourvu toutefois que le déplacement attribué à ce système soit suffisamment petit. Car le centre de gravite du système, qui s'est
lin nouveau déplacement infiniment petit dans le même sens que le précédent; et par conséquent la condition d'équilibre n'est plus remplie pour la position qu'occupe le système après qu'il a subi le déplacement fini dont il est question. Le système matériel, ne pouvant pas être en équilibre dans ia nou- \elk position qu'on lui a donnée, se mettra nécessairement en mouvement sous l'action de la pesanteur, et par conséquent acquerra une certaine force vive. Or sa force vive ne peut s'accrollre qu'autant que la somme des travaux des forces qui lui sont appliquées est positive ; d'un autre côté, les forces capables de remplacer les liaisons ne fournissent aucun terme dans cette somme de travaux; il en résulte que, dans le mouvement que prend le système matériel abandonné à lui-même après avoir été dérangé de sa poMiion d'équilibre, le travail dû à la pesanteur doit être positif. Mais nous savons que ce travail est le mémo que si la masse entière du système était concentrée en sou centre de giavilé; donc, dans le mouvement dont il s'agit, ce centre de gravite ne peut que descendre, c'est-à-dire qu'il- se rapproche nécessairement delà position qu'il occupait lorsque le système était en équilibre.
Un raisonnement analogue ferait voir qu'au contraire, dans le cas où le centre de gravité du système pourrait s'abaisser par suite du déplacement fini, mais très-petit, attribué au système, l'équilibre serait instnble.; c'est-à-dire que le système, abandonné à lui-même après avoir subi un pareil déplacement, non-seulement ne reviendrait pas vers la position d'équilibre qu'il avait d'abord, mais encore continuerait à s'en éloigner.
Enfin, l'équilibre est indifférent quand, par suite d'un déplacement fini, mais très-petit, attribué au système, le centre de gravité ne sort pas d'un plan horizontal.
Le résultat précédent est exact; mais notre démonstration n'est pas suffisante. En effet, nous avons bien démontré que si, en écartant le corps de la position d'équilibre, le centre de gravité monte, il tend à revenir à sa position première, niais
nous ne savons pas s'il rosirra ihms li' voisina;;!' île celle position, comme la stabilité l'exige, on s'il ne la dépassera pas pour s'en écarter ensuite d'une manière notable, en venu de sa force viveacquise. Prouver que l'équilibre est stable, c'esiétablir qu'on peut toujours écarter assez peu le système de sa po-iiion d'équilibre, dans le sens que l'on voudra, pour que la force
santeje renverrai à un beau Mémoire de M.' Dirichlel (Journal de Crelte, t. 32, p. 85).
g X. — EXTENSION AU CAS SES MOUVEMENTS RELATIFS DES TE.É0BÉMES GÉNÉRAUX SUR LÉ MOUVEMENT DES SYSTÈMES MATÉRIELS.
Les théorèmes généraux que nous venons de démontrer, ainsi que toutes les conséquences que nous en avons déduites, sont applicables au mouvement d'un système matériel par rapport à des axes coordonnés mobiles, pourvu qu'on n'oublie pas de joindre aux forces réelles les forces apparentes qui permettent de traiter le mouvement relatif de chacun des points du svstème comme un mouvement absolu. Ces forces apparentes sont, connue on sait, au nombre de deux pour chaque point : l'une est la Force d'inertie correspondante au mouvement d'cntratnemeni, l'autre est la force centrifuge composée ["].
Dans le cas où les axes mobiles, auxquels on rapporte le mmiVLTiienl du système matériel, se meuvent para 11 élément à eux-mêmes, les forces cent) i fiiL-i's composées sont toutes nulles; les forces apparentes se réduisent donc aux forces d'inertie, qui correspondent au mouvement d'entraînement. Si, en outre, le mouvement de translation des axes est rectiligne et uniforme, ces forces d'inertie sont également nulles; les théorèmes généraux s'appliquent donc au mouvement re-
(•) [fou avons d*ji ft.il observer qne, dans l'appll talion du ili fur.'- rm: des furres lires nui mnumiiieiils ii-hilifs. Ira fni-rr- ci iiH ifuy.-s comptisé.s Jisp:itiii.aelil d\dli;s-IUi , 'lln'S, clucum; dVIle» •'■Lilll diri,;iv | . ur | >e il i lie u I J i mmcil t à la vitesse relative du point auquel elle esl appliquée.
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lalif, dans ce cas, exactement île la même manière qu'ils s'appliquent nu mouvement absolu, sans qu'on ail besoin de joindre aucune force apparente au* forces qui agissent réelle-
Mouvement d'un lystinw matériel par rapport à des axes de direction constante passait! par le centre de gravité.
Voici maintenant comment on applique les théories précédentes à l'étude du mouvement d'un système quelconque de points matériels : ou romincnee par étudier le mouvement du contre de gravité, mouvement qui est déterminé quand on connaît les furets extérieures qui agissent sur le svsléine ; puis on applique à ce point des axes de direction constante, ell'on Cherche quel est le mouvement du système par rapport à ces axes, liés au centre de gravité.
Kemarquons d'abord que, géométriquement, toutes les forces d'inerlie se réduisent à une seule qui passe à l'origine. En effet, ces forces sont parallèles cl de sens contraire à l'accélération totale du mouvement absolu du centre de gravite du système, et la grandeur de chacune d'elles s'obtient en multipliant la masse du point auquel on la suppose appliquée par cette accélération totale du centre de gravité. Donc ces forces, qui sont parallèles et proporli elles uux musses, se composent comme des poids, et, géométriquement, elles ont une résultante qui leur est parallèle, égale à leur somme, et qui passe pur le. centre de gravité des divers points d'application.
Si ces points formaient un solide invariable, on pourrait remplacer tontes les forces d'inertie par leur résultante, supprimer celte dernière, qui se trouve appliquée à un poinl fixe, dans le mouvement relatif, l'our un système quelconque, on ne peut remplacer les forces d'inerlie par leur résultante, parce que chacune d'elles a une action spéciale au point auquel elle est appliquée, mais il est évident que la somme des moments de ces forces par rapport à un axe quelconque passant par l'origine est toujours nulle, puisque ces sommes de moments sont des quantités géométriques, dans le calcul desquelles la constitution du corps n'intervient pas. On conclut de là que, dans le cas particulier où les forces réelles.
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com posi't^ comme si elles a^îssuictit sur un solide invincible, ont une résultante nulle nu passant par le centre de gravité ( '], le Ihénrèiue des aires a lieu dans le mouvement rolalif dont nous nous occupons, malgré la mobilité du point pris pour origine des rayons vecteurs menés aux divers points matériels du système. Le plan du maximum des aires conserve une direction cousiante dans l'espace, et la somme des aires projetées sur ce plan, à partir d'une époque fixe quelconque, augmente proportionnellement au temps.
C'est en appliquant ce qui précède au mouvement de notre système planétaire que l.aplace a été conduit à considérer le plan dù maximum des aires correspondant au centre de gra- \ité, dans le mouvement do ce système, par rapport à des axes de direction constante menés par ee point, plan auquel il a donné le nom de plan invariable., et qu'il a proposé de prendre pour plan fixe dans l'étude du mouvement des divers astres. On obtient ainsi un plan qui reste constamment parallèle à lui-même, bien qu'on ne connaisse aucun point fixe.
l'action d'un point assez éloigné de.ee système pour que les différents corps qui en fout partie puissent être regardés comme situés à la même distance de ce point, les actions exercées sur Ces corps auraient une résultante géométrique passant au centre de gravité, et, par suite, le plan invariable subsisterait encore. . Théorème des forces vives. — Le théorème des forces vives j'applique également au mouvement d'un système matériel p;:r rapport à des axes de direction constante menés par son centre de gravité, sans qu'il soit besoin de joindre aucune force apparente aux forces qui agissent réellement sur le système.
(*) Ram lu ens ou Ida forces ultérieures satisfont nui conditions de l'ëqui-
lililc. f." Elii'.:.''lisi> lIi-^ jlirv;, :i 1 Li-n in il LllnTv:i] jil i[Lil]].l .nf |..i'u.i ].mjr ..:i;;ijir
:,]biiti'- a'ur] [ll'Mjvr]b].-tj[ j- 1 ■ i - 1 i I ■ : ■. 1 1 1 ■ i.'l uniforme.
Quand la forces ont uns résultante qui passe nu centre de fjrjiilé", lu théorème eit vrai seulement pour lu rentre de gravité ou pour un point qu'on atsnjetlirail à se trouver consomment sur la dirceiion de la repliante Jci forces ou de fnccéleralioll tulale du centre de cravilé. Celle condition est indispensable pour que la somme des moments de» force! «térieures et celle des moments des forcci d'inertie soient nulles.
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En effet, la somme des travaux 'des forces d'inertie pouiètre remplacée par le travail d'une force unique appliquée au centre de gravité; par conséquent, celte somme de travaux est nulle dans le mouvement relatif que nous considérons, puisque le déplacement relatif du centre de gravité est constamment nul.
Cela ne serait plus vrai si l'on prenait pour origine des a\es un point mobile quelconque, à moins luutefois que ce point ne soit animé d'un mouvement reriiligue et uniforme.
Relation entre la force vive réelle et la force vive rapportée^
lion très-simple entre la force vise absolue et la force vive relative. Considérons un point quelconque M {fig. i5). La vitesse
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absolue MA - V de ce point est la résultante <Io la vitesse du centre de gravité .MB — c„ constante pour tous les points du système en grandeur et en direction, et de h vitesse relative. BA — v„ et l'on a l'équation
Multiplions les deu\ membres de celte équation par m, et faisons la somme de toutes les équations analogues, il vient, on n'oubliant pas que v. est une constante pour tous les points du système,
Zmv>: Me, 4-2mc; + i^Sm^cosi^
Remarquons que la somme qui multiplie ic„ dans le der-
effel, c'est la somme des produits qu'on obtient en multipliant la masse de ebaque point matériel par la projection de sa vitesse relative sur la direction Mli; or celte somme est égale à
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la masse M, multipliée par hi proj i.'fltiiii sur la même direction [Ii: la vitesse relative du centre de gravité, laquelle vitesse e^-l nulle.
On a ainsi le résultat suivant : .
T|[!:mifcïlE. — La force vive absolue d'un système quelconque est ligule à la force vive du même système dans an mouvement relatif à trois axes animés de la vitesse du centre de gravité, plu* lu force vive qu'aurait la masse totale, supposée concentrée au centre de gravité.
On calculerait, au moyen de ce théorème, la force vive de la Terre, en tenant compte de son double mouvement de rotation sur elle-même ei Je translation autour du Soleil.
Un corps, tel qu'un bateau ou une voiture, étant animé d'un mouvement le ni de translation, on calcule le travail qu'il faut pour l'arrêter, en faisant le produit de sa masse par le
réalité d'un mouvement de rotation très-rapide, qui échappe à mis veux en vertu de sa rapidité même : sa force vive réelle esl bien supérieure à celle qu'on lui attribue, en no tenant compte que de son mouvement de translation, et l'on peut recevoir un choc violent en essayant imprudemment de lui opposer un obstacle.
C'est la même, raison qui fait que l'on voit souvent une bille de billard, arrivant presque morte à toucher une bande, retrouver après le choc une vitesse notable, par suite d'une autre distribution de la force vive qui correspondait à son mouvement de rotation.
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APPLICATIONS DE LA THÉORIE A QUELQUES QUESTIONS DE MÉCANIQUE PRATIQUE
La première application que nous ferons se rapporte à l'une des théories les plus importantes de la Mécanique : relie du choc des solides naturels. >
Définissons d'abordee que l'on dmiemendre parle choc. Deux corps sont en mouvement, et il résulte des lois individuelles de leurs mouvements que ces corps devraient venir occuper au même instant une même portion de l'espace. C'est ce qui n'est pas possible, en vertu do ce qu'on appelle V impcn-'lrnbilité de la matière. Aussi ohserve-t-on, dans le cas que nous avons supposé, des phénomènes particuliers, qui s'accomplissent dans un temps très-court (non infiniment court), temps pendant lequel les mouvement:* des deux solides éprouvent des modifications finies.
Ces phénomènes sont connus sous le nom de choc.
Pour se rendre un compte exact de ce qui se passe pendant le clioc, il n'est pas nécessaire de doter la matière d'une propriété nouvelle et plus ou moins mystérieuse, qui, sous le nom &' impénétrabilité, empêche d'une manière absolue deux corps différents d'occuper simultanément une même portion de l'espace. Il suffit, pour faire rentrer le choc dans la classe des phénomènes dont l'étude fait l'objet de la Dynamique, de supposer qu'au moment où les deux corps considérés arrivent au contact géométrique, probablement même un peu avant, il se développe, entre celles de leurs molécules qui sont suffisamment voisines, des forces qui tendent à modifier les vitesses des deux corps, de manière à les empêcher d'atteindre au même instant un même point de l'espace.
CUAPITRE III. APPLICATIONS A LA MÉCANIQUE PRATIQUE
C'est à ces Forces moléculaires, dont l'intensité est considérable, et dont en même temps la sphère d'action est extrêmement petite, qu'on doit ratueher lus plu' ni»rm>no^ de la collision dey corps solides, de b viscosité des rorps liquides, etc.
Ces forces étant des forces intérieures, par rapport au système des deux corps, il en résulte que tous les théorèmes de Dynamique dans lesquels ces forces intérieures n'entrent pas s'appliqueront sans altération aux deux corps avant comme après le clioc. Quant aux forces extérieures qui agissent sur ie système, leur effet pendant le choc peut être négligé, à cause du peu de durée du phénomène, dans les équations où ces forces entrent, soit par leurs impulsions, soit par les moments de ces impulsions.
En ell'et, considérons des intégrales telles que JVdt ou fVpdt, dans lesquelles entrent les forces extérieures F et leurs bras de levier /i, et concevons qu'on remplace F cl /' par leurs valeurs maxima respectives F, et p„ pendant le temps G que dure le choc, il est évident qu'on exagère ainsi les valeurs de ces intégrales. Or les quantités qu'on obtient ainsi, F,9, F,/>,9,
sont tout à fait négligea h les, parce que 0 est très-petit et que
Il résulte de là que la vitesse du centre de gravité des deux corps sera la même après le choc qu'avant le choc, et que les sommes des projections et lies moments des quantités de mouvement conserveront aussi les mêmes valeurs pour un système d'axes coordonnés quelconques.
Considérons, au contraire, le théorème des forces vives;
extérieures, qui consiste à introduire dans l'équation des termes de la forme
car, en raisonnant comme précédemment, nous voyons que cette expression est plus petite que F, i, en appelant oie déplacement très-petit du point d'application pendant le temps 0, III. 3
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et F, la valeur maxima de la composante tangcnticlle F. Mais il faut se préoccuper du travail des forces intérieures, lequel est représenté par des intégrales de la forme
SfàU
dans le cas qui nous occupe, la force du choc fa une valeur très-Bran de, d'aulanl plus grande que dl est plus petit, et, par suite, il y a compensation entre les deux facteurs : leur produit ne peut pas être négligé. Donc, dans le cliec, il y a toujours altération de la force vive totale, eu. égard au travail des. déformations moléculaires.
Le plan de cet Ouvrage ne comporte pas l'exposition de la théorie du choc dans toute sa généralité. Voulant seulement donner une idée de la manière dont on doit traiter les questions de ce genre, nous nous bornerons à étudier le cas le plus simple, celui du choc direct, et nous supposerons qu'il s'agisse de doux corps sphériques homogènes dont les dimensions importent peu, animés de mouvements de translation reclifignes et uniformes suivant la ligne qui joint leurs centres de figure
Tout étant symétrique par rapporta celle ligne, il est évident que les mouvements après le choc seront encore des translations dont la direction n'aura pas changé, el il n'y a qu'à déterminer les nouvelles vitesses des deux corps.
Soient m et m' les masses de nos deux sphères, e„ v\ leurs vitesses respectives, que nous supposerons dirigées dans le môme sens. Alors, pour qu'il y ait choc, on devra nécessairement avoir
Cela posé, les forces moléculaires dont nous avons parlé tendent évidemment à diminuer la vitesse du corps [m), à augmenter la vitesse du corps (m'), et cela, tant que les ni-
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tcssesde ces deux corps ne seront pas rigoureusement égales; il faudra nécessairement qu'au bout d'un certain temps, toujours très-court, les deux corps se trouvent animés d'une même vitesse V.
Pour déterminer celle vitesse commune, nous appliquerons le théorème des quantités de mouvement, projetées sur la droite suivant laquelle se meuvent les centres des deux
D'après les hypothèses que nous avons faites, le système des deux corps n'est soumis à aucune force extérieure; nous avons d'ailleurs remarqué que l'impulsion de pareillcsforces,en supposant qu'elles existassent, pourrait toujours être négligé»pendant la courte durée du choc. Comme, de plus, les forces intérieures n'entrent pas dans l'équation des quantités de mouvement, nous concluons de là que ta somme algébrique des quantités de mouvement des deux solides conserve constamment la même valeur.
En égalant celle somme de quantités de mouvement, prise avant le choc, à ce qu'elle devienl à l'instant où les deux solides ont une même vitesse V, on obtient la relation (i) m V , + m W, = [ m + m>)V,
d'où l'on déduit
|3) V= m mtm' / ' '
A partir de l'instant où les deux solides ont acquis la vitesse commune V, les choses se passent de diverses manières, suivant la nature des solides. Les forces moléculaires, qui ont amené l'égalité de vitesse, n'ont pu se développer qu'autant que les solides ont éprouvé une certaine déformation dans le voisinage de leur point de contact; ces solides se sont aplatis vers ce point, et leur aplatissement a augmenté tant que la vitesse de {m) élail encore supérieure à celle de (m'}, c'est-ndire tant que le centre de graviié du premier corps se rapprochait de celui du second.
Or, si les corps (m) et (m') sont des corps parfaitement mous, qui, une fois qu'on leur a fait subir une déformation, ne tendent en aucune façon à revenir aux formes qu'ils avaient
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d'abord, il est clair que deux corps de celte nature cesse»! de réagir l'un sur l'autre, à partir de l'instant où leurs vitesses sont devenues égales ; et, |>ar conséquent, ils continuent a se mouvoir ensemble, avec la vitesse commune V, que nous venons de calculer.
Les choses ne se passent pas de la même manière lorsqu'il s'agit de corps élastiques, et le clioc n'est pas terminé au moment où les deux corps possèdent une vitesse commune. En effet, l 'aplatissement des deu\ solides tend à disparaître, et ils continuent à réagir l'un sur l'autre, en vertu de celle tendance, après que leurs vitesses sont devenues égales. La vitesse de (Ht ) est encore diminuée, el ci' Ile de (' Ht'] augmentée,
do sorte que, au bout d'un nouvel intervalle de temps trèscourt, les deux corps se séparent en vertu do l'inégalité de leurs vitesses finales.
Si les réactions qui se développent pendant celte seconde partie do choc ont les mêmes valeurs que celles qui s'étaient développées pend.uH la première partie, c'est-à-dire si le choc présente une symétrie complète de part et d'aotre de l'instant qui correspond à la [dus grande ilélïirmalion des deux corps, on dit que ces corps sont parfaitement élastiques. Dans ce cas, la vitesse du corps (m), qui a déjà diminué de c,~V pendant la première partie du choc, diminue encore de lit même quantité pendant la seconde partie, el, de même, la vitesse du corps (m'), qui s'est accrue de Y — e', pendant la première pallie, s'acerull encore d'autant pendant la seconde partie.
On a donc, en désignant par v et v' les vitesses des deux corps (m) el ('"') au moment où ils se séparent l'un de
vnleur tt rhiiu;;,' si:nj>!i-nii.-i]t ili- si^nf :i|>ri'3 lu cliuc; il ; il cil réflexion rtltiln:-
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d'où, en substituant la valeur de V,
Voyons ce que deviennent ces équations dans quelques cas particuliers.
Supposons d'abord les deux masses égales, ou a
les deux corps ont échangé leurs vitesses.
Supposons que le corps choqué soil en repos avant lu choc, c'est-ii-tliro taisons -- o. On aura
La vitesse v' du corps choqué est toujours positive, maïs il n'en est pas de même de v: elle est positive, négative ou nulle, selon que l'on a
Dans le premier cas, le corps clinquant continue à se mouvoir dans le même sens; dans le second cas, il revient sur ses pas; enlin, dans le troisième, il reste en repos en communiquant sa vitesse au corps choqué ( ce qui résulte également de la loi de l'éclmiiHO des vitesses, dans le cas de l'égalité îles masses).
Supposons enfin que le corps choqué soit remplacé par un plan inébranlable en repos, c'est-à-dire faisons v, o, cl m' = ao , il viendra
Le corps choquant a pris, en sens contraire, la vitesse qu'il possédait avant le choc; c'est une conséquence de la loi de la
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réflexion relative. 11 suit de là qu'un corps parfaitement élastique qui tombe d'une certaine hauteur sur un plan horizontal doit remonter à la même hauteur d'où il est tombé.
Ce dernier résultat permet dupliquer ce qui se passe dans le choc oblique.
Choc oblique, — Considérons une bille élastique, animée d'une vitesse c, et venant frapper obliquement un plan inébranlable {Jï ff . 17).
Décomposons la vitesse v eu deux, l'une v. normale au plan, l'autre v, parallèle à ce plan. Ceci posé, rapportons le mouvement ù trois axes, animés d'une translation rcctiligne et uniforme avec la vitesse v,. Le mouvement relatif de la bille s'effectuera avec la vitesse e„, et, conformément à notre théorie, la bille possédera après le choc, dans sou mouvement relatif, une vitesse égale el directement opposée à c„ Pour avoir sa vitesse absolue, il faut composer 5a vitesse relative avec la vitesse d'entralnemeni v,. On obtient ainsi, pour sa nouvelle vitesse V, la deuxième diagonale du rectangle déjà construit. Or les deux diagonales d'un reclangle sont égales el inversement inclinées sur les côtés de ce rectangle.
C'est le phénomène du ricochet.
Les deux cas que nous venons de considérer, et qui se rapportent, l'un à des corps entièrement dépourvus d'élasticité, l'autre à des corps parfaitement élastiques, doivent être considérés comme des limites extrêmes entre lesquelles tous les corps de la nature se trouvent compris.
Perte de force vive dans le choc des solides naltti-cls.
Considérons d'abord le cas de deux corps inous. Au moyen de la formule qui donne la vitesse finale commune V, il est facile d'évaluer la perte de force vive qui résulte du travail des forces de choc.
FI B
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Pour. simplifier le calcul, nous remarquerons que le travail des forces intérieures, 'telles que celles qui se développent
corps. En effet, l'expression du travail de deux de ces forces est ffdl, et ne dépend, par conséquent, que de la dislance / de leurs points d'application, c'est-à-dire du mouvement relatif de l'un des corps par rapport à l'autre. Nous pouvons donc supposer l'un des corps en repos et l'autre animé d'une vitesse w, égale à la vitesse v, — v\ . Nous aurons alors, pour la vitesse commune après le choc,
1-a force vive avant le choc était égale à mit" ; après le choc, elle est devenue égale à (m ■+■ m'jW*; donc la perte de force
Celle quantité étant essentiellement positive, il y a toujours une perte de force vive, perle qui représente en valeur absolue le double du travail négtitif des forces intérieures. En remplaçant ii', par sa valeur, on a
(8) -Iffdl: mm 'n^f' ? -
Théorème de Cantot. — On peut donner une autre expression de la perte de force vive qui se produit dans le choc des corps mous. On arrive encore à celte expression en s'appupntsur ceque la force vive perdue dépend uniquement du mouvement relatif des deux corps, et en rapportant les mouvements de ces corps à des axes mobiles avec la vitesse finale V.
En effet, par rapport à ces axes, les vitesses initiales sont c,-V, i/,-V(*),
(*) Ccltu clrrnitrr quanti!.- cil nécalin.
et les vitesses finales sont nulles. Toute la force vive e#i donc perdue, ce qui représente une quantité égale à
Il est facile de vérifier que cette expression est équivalente à l'expression (8), au moyen de la valeur de V. Donc :
TiiÊonfeaE. — La force vive perdue dans le choc est celle qui correspond aux vitesses perdues par chacun des deux corps.
Ce théorème est un cas particulier d'un théorème célèbre de Carnot.
La perle de force vive qui accompagne Toujours le choc des corps mous est fâcheuse à un double point de vue : d'abord parce que la force vive est une valeur industrielle qu'on pave; ensuite parce que cette force vive non utilisée a pour unique effet de détériorer les appareils, puisqu'elle représente, dans l'équation du travail, une quantité équivalente de travail résultant des déformations moléculaires.
On doit donc autant que possible éviter les chocs dans les machines, ou, quand cela ne se peut, les recevoir sur une substance élastique, telle que les ressorts de choc des wagons. Enfin quand le choc est indispensable pour l'effet utile que
la force vive perdue soit une petite fraction de la force vive totale dépensée.
Supposons qu'il s'agisse d'enfoncer à coups de. marteau un clou dans une pièce de bois. Une partie de la force vive dont est animé le marteau se trouve transmise au clou par l'effet du choc; elle est employée à vaincre, la résistance du bois, à faire entrer le clou : c'est la force vive utile. Quant à la force vive perdue, elle a pour unique effet de déformer le clou et d'en altérer la structure.
Cependant le travail de la réaction du bois détruit la force vive utile, et le clou s'arrête. On recommence alors, et tout se passe de la même manière. Si l'on prend un très-long clou et qu'on le frappe avec un petit marteau, on arrivera difficilement à faire pénétrer le clou, qui se déformera de toutes les manières possibles. Si, au contraire, on prend un marteau plus lourd, on fera pénétrer le clou sans difficulté.
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Soil nit/] la force vive du marteau avant le choc. La fraction dfi cette quantité qui se trouve perdue est, d'après la formule précédente,
11 y a donc avantage à augmenter la masse du corps choquant, et par suite à diminuer sa vitesse.
Le même principe s'applique, sur une grande échelle, dans le battage des pilotis. La planche de bois est remplacée par un sol pënétrable, le clou par un long pieu et le marteau par unc ( masse très-pesante qu'on appelle un mouton.
C'est identiquement la même opération, et la conclusion est, comme dans le cas que nous venons d'étudier, qu'il faut un mouton très-lourd par rapport au pieu qu'on veut enfoncer. De cette manière, le travail qu'il faut payer pour élever le mouton se trouve utilisé d'une façon plus satisfaisante.
Corps élastiques, — llans le cas du choc de corps élastiques, nous avons vu que la première période du choc,
deuxième période pendant laquelle les forces moléculaires développent un travail positif, accompagné par conséquent d'un gain de force vive. Quand les deux corps sont parfaitement élastiques, la somme des 'travaux positifs produits pendant ta seconde partie du choc a la même valeur absolue que
partie; si donc on considère l'instant où le choc est complètement terminé, et où les deux corps vont se séparer, ta somme des forces vives des deux corps doit avoir précisément la même valeur qu'avant le choc. C'est ce qu'on véritie au moyen des équations (4], qui donnent
Tous les solides naturels étant compris entre les deux limites extrêmes d'une élasticité parfaite et d'un défaut complet d'élasticité, il s'ensuit que le choc de ces solides doit
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présenter des circonstances intermédiaires entre celles qui se rapportent à ces deux limites. Ainsi, on peut dire que, dans le choc du deux solides naturels sphériques et homogènes, it y a toujours une perle de force vive due à ce que le travail positif développé par les forces moléculaires pendant la seconde partie du choc est inférieur à la valeur absolue du travail négatif que ces forces moléculaires développent pendant la première partie. Cette perte de force vive est plus ou moins petite, suivant que les deux solides se rapprochent plus ou moins de remplir les conditions de I élasticité parfaite, telle que nous l'avons définie.
La différence entre les valeurs absolues des sommes des travaux dus aux forces moléculaires pendant les deux parties du choc tient o deux causes que nous devons indiquer : i" les molécules des deux corps, écartées de leurs positions primitives pendant la première partie du choc, peuvent ne pas reprendre complètement ces positions lorsque le choc est terminé, en sorte que les corps conservent une portion de la déformation totale que le choc leur avait fait éprouver; i" les molécules peuvent n'être pas revenues complètement à leurs positions définitives à l'instant où tes deux corps se séparent, ■!■ ?■•(!< -|u<* < iJN<l<r< ijlfi, -ii < .•■■lliiuaitl a m^iit^rr npri>
celle séparation, en vertu de la vitesse qu'elles possèdent encore, prennent un mouvement vibratoire qui se transmet à toutes les molécules voisines, sans avoir aucune influence sur le mouvement d'cnsenible'de chacun des deux solides dans
La différence entre la force viva du système av. ml le du c la forée vive du même système après le choc (cette dernière force vive étant évaluée abstraction faite du mouvement vibratoire (Tes molécules des deux solides) peut èlre regardée comme une perle de force vivo qui est due à la fois aux déplacements moléculaires persistants et aux vibrations occasionnées par le choc. Une portion de celle différence des forces vives du système, prises avant et après le choc, est bien ab-
mcnls persistants des molécules. L'autre portion, au contraire, n'est pas réellement perdue par l'effet du choc, puisqu'elle se retrouve, pour ainsi dire, à l'état latent dans le mouvement
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vibratoire des molécules, mouvement dont nous ne tenons pas compte en évaluant la force vive finale du système. Mais, au point de vue de l'application de la Mécanique aux machines, on peut regarder celte seconde portion comme tout aussi bien perdue que la première.
11 est aisé de comprendre que les conséquences auxquelles nous venons de parvenir, dans le cas simple du choc direct de deux corps spbériques homogènes, peuvent être immédiatement généralisées. On peut dire que, toutes les fois qu'il se produit un choc entre deux solides naturels, ce choc est accompagné d'une perte de force vive plus ou moins grande, perle due aux déplacements persistants et aux vibrations des molécules des deux solides.
La forme des deux corps a une influence sur les effets secondaires de leur choc. Cesi ce qu'on met en évidence en laissant tomber successivement sur un plan élastique une sphère de caoutchouc ei un parallélépipède de la même substance. La sphère remonte presque à la hauteur dont elle est lombée (théoriquement, comme nous l'avons vu, elle devrait y remonter tout à fait), tandis que le parallélf ; |iip^:[i' ne ioIkhiditque très-peu. Cela s'explique facilement d'après ce que nous avons dit, en remarquant que la zone de contact est beaucoup plus petite pour la sphère que pour le parallélépipède. Dans le second cas, il j a donc une part plus large faite au* vibralions, et par suite une diminution apparente de force vive plus considérable que dans le premier.
g XII. — ViMuraonB des cours élastiques.
Les corps élastiques, tels que ceux qui sont employés dans la construction des édifices et des machines, éprouvent, sous l'influence des forces auxquelles ils se trouvent soumis, des déli>rm;i(i(jijH jjii^ la théorie de la résistance des matériaux apprend à calculer avec une approximation plus ou moins grande. A ces déformations correspond la mise en jeu des forces moléculaires, la tension des ressorts intérieurs, tension qui, pour la sécurité, ne doit pas dépasser certaines limites aujourd'hui assez bien connues. C'est encore la théorie de la
résistance dos matériaux qui fournit aux praticiens les formules ijiii leur servent u calculer les dimensions îles diverses parties d'une construction destinée à résister à des efforts donnés.
Seulement les formules auxquelles nous faisons allusion (nous avons donné dans la troisième section colles qui se rapportent au cas de la traction et de la compression directe ) supposent la conslruclion établie et en équilibre sous l'action des efforts de loutc nature qui s'exercent sur elle; elles se rapportent, comme on dil, à l'étal slatïque des corps considérés. Les choses se passent d'une manière toute différente, lors de la mise en charge, si l'on enlève brusquement les supports et étais provisoires qui ont servi à établir la construction, tels que les cintres des voûtes, etc. Dans ce cas, en elfet, non-
eulce eu égard à la charge, mais encore, par l'effet de la force vive dont ces pièces sont animées, les dé forma li uns dépassent le point où la réaction élastique fuit équilibre à la charge, et elles augmentent jusqu'à ce que la force vive acquise ail été détruite par l'excès du travail résislam des réactions élastiques sur le travail nu>iein- développé par la charge. Or, la position dans laquelle ce fait se produit n'étant pas une position d'équilibre, les molécules tendent à revenir à celle position, la dépassent île nouveau, cl il se produit une série de vibrations qui durent jusqu'à ce que la force vive se soil dissipée en se communiquant aux supports ou à l'air ambiant.
Un exemple simple fera comprendre combien l'allongement dynamique diffère de l'allongement slâliqiie.
Considérons une lige verticale élastique ! flg. iS), encastrée à son extrémité supérieure et chargée a l'autre d'un corps dont le poids est P. Xous négligerons la masse de la lige, dont nous désignerons la longueur à l'état naturel, AO, par L. Les lettres 11 et E représenteront, comme en Statique, -la section de la base ei le coefficient d'élasticité; et il résulte des formules trouvées dans le Chapitre que je rappelle qu'au moment où la barre éprouve un allongement OP = x, la réaction de celle barre est
Cela posé, le corps suspendu à l'extrémité de la lige est son-
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mis, d'une part à son poids P, dont la direction est celle dons laquelle on compte les abscisses positives, d'autre pari à la
Fl ff . .8.
réaction F, dont la direction est inverse ; donc l'équation du mouvement de ce corps est
Soit / l'allongement statique correspondant à la force 1', allongement donné, comme nous le savons, par l'équation
En introduisant celle valeur de F dans l'équation du mouvement et divisant les deux termes de cette équation par m ou p
il vient
L'intégration de celte équation se ramène aisément a des
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quadratures, comme nous l'avons vu en Cinématique. On peut aussi faire usage du raisonnement très-simple que voici.
A partir du point 0, extrémité de la lige à l'état naturel, prenons une longueur OS = 1, l'équation (i) signifie que l'accélération du point P est à chaque instant proportionnelle à In dislance qui sépare ce point du point fine 8.
Celle loi est identique avec celle qui régii le mouvement di> la projeclion d'un point qui se meut sur un cercle d'un mouvement uniforme. Il y aura donc parilé entre les deux mouvements, si l'on se place dans les mêmes conditions initiales.
Or les lois du mouvement oscillatoire auquel nous faisons allusion sont fournies par les équations suivantes, qui ont clé établies en Cinématique :
Si donc le poids P a été abandonné à lui-môme sans vitesse initiale, les équations de son mouvement auront la même forme que les équations {a), et l'on établira l'identité en po sant
On conclu! de là les résultats suivants :
i° L'amplitude de l'excursion de la lige est égale à il, disorie que l'allongement maximum est double de rallongement statique;
2° Le temps d'une demi-oscillation csi celui qu'un mobile, animé de la vitesse angulaire m, mol il parcourir une demicirconférence; donc
On reconnaît la formule bien connue qui donne la durée des petites oscillations du pendule simple. Donc :
l—lù'{K—X).
ThSobèbe. — Une tige élastique chargée brusquement d'un poids que l'on abandonne à lui-même sans vitesse initiale
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oscille comme un pendule dont la longueur serait égale à l'allongement statique qui correspond à la charge de la tige.
On évite ces effets fâcheux en soutenant le poids et en ne l'abandonnant que petit ;'i petit à lui-même. On obtient ce résultai, dans l'opération importante du déeintremcntdcs voûtes, en faisant reposer les poteaux qui supportent les cintres sur des sacs ou caisses de sable, qu'on vide aussi lentement qu'on le veut.
Cas od la vitesse initiale n'est pas nulle. — Le danger serait encore plus grand si, lors de la mise en charge, on communïquaitau poids P une vitesse initiale v, ; par exemple, si, au' lieu de poser simplement ce corps sur son support, on l'y jetait brusquement, de manière à produire un choc. Inéquation différentielle (i) et les intégrales générales conserveraient la même forme, seulement le point 0 ne correspondrait plus à l'extrémité du diamètre du cercle, mais bien à un point M déterminé de manière que la vitesse du point décrivant eût sur la direction AD une projection égale à v,.
Les équations du mouvement prendraient afors la forme i x I— licoswr, 14) i>: uBsÏDwf,.
( j -tûi 3 Bcosw( — — x).
le temps étant toujours supposé compté à dater de la fin d'une oscillation.
La valeur de a et l'expression (3) de T resteraient les mêmes; mais on n'aurait plus M - I. Pour trouver un point du cercle dont le centre reste toujours en S, il faut remarquer que les ordonnées du cercle sont les quotients respectifs par r.i des vitesses des pieds de ces ordonnées; par suite, comme on connaît la vitesse r„ qui correspond au point 0, on a, pour l'ordonnée OM, *
et pour te rayon SM, On conclut de là l'amplitude de l'oscillation, laqdelle est
i la DTHjUIIQGB.
maintenant-égale à aR, ou ;i
i[uani à la durée de l'oscillation, nous avons vu qu'elle n'est pas changée et qu'elle dépend uniquement de la charge de la tige.
On voit combien une mise en charge brusque peut amener aisément la rupture ou l'altération d'une verge sous l'action (l'un poids bien inférieur h relui qui produirait la rupture statique. Les résultats seraient encore bien plus fâcheux, si l'on procédait par une série de chocs convenablement réglés {*). Comme il n'est pas possible d'empêcher des elTets de ce genre de se priidujre dans une construction abandonnée à ellemême, il est de la plus stricte prudence de donner à la charge permanente une valeur inférieure â la charge de rupture. Dans les machines, les vibrations des diverses pièces nuisent, en outre, à la précision du jeu de la machine; on atténue cet inconvénient en employant îles pièces massives, et en reliant le bâti de la machine à des fondations résistantes.
Des ressorti de choc. — Quand il n'est pas possible d'éviter les chocs dans une machine ou dans une construction, on les amollit en les recevant sur un corps élastique, sur un ressort. Les wagons ont non-seulement des ressorts de suspension comme les voitures ordinaires, non-seulement des ressorts de choc pour amortir les chocs accidentels, mais encore des ressorts de traction, contre les chocs qui se produisent d'une manière régulière, lors de la mise en marche ou de l'arrêt du train. Les ressorts affectent différentes formes; mais les lois précédentes s'appliquent à peu près ;uix ressorts de tous genres.
Il est naturel de prendre, pour mesure de l'intensité du choc, la demi-force vive .
(•] Smart apm fijd dam un êtiu une ferjo it laiton d« i«,4o de lonfuenr a i:, nilliimHiv» de dkrlii-lra, M l'ayinl Ml vibrer liai» lu sur» d(! ki lullipu'iir, s'assura, au moyen dur, E|>1i«™m>-lrv, sur I.-|ul-1 ..■..ail fmjijiffr lV.Irélil-ivdc la barre, nue l'am r IituJo dos r.s. illalioi.s ÉluiL nu moin» di! H lif luilliiiirlr,-. Il aurait fallu îji.u lil«»i-iu]iiiu's i«nir |>n>,luii.! un |>,ii l-jI nll.m-,-ineul à l'éUI ttnlii[uo.
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qui doit être détruite par les réactions moléculaires sans que la structure et les propriétés dit ressort soient altérées.
• ir l.i icri*.ii'-n il' 11 I« llÇ '. 'l'il ■*>'.rr«»["Uv1 ••••y
d'allongement,
est
l'oncclcl (') appelle résistance vive d'un prisme le travail
dirigé dans le sens de son use. Il nomme plus spécialement résistance vire d'élasticité le travail qui répond à l'intervalle où, l'élasticité étant parfaite, les allongements demeurent proportionnels aux ellorts de réaction correspondant, et résistance vive de rupture celle qui a été développée par ces efforts au moment où ils ont atteint leur plus grande valeur et OÙ !e prisme se trouve rompu.
On peut avoir l'expression al^'lintuic de la résistance vive d'élasticité, puisqu'on connaît, entre les deux limites de l'inlégrale, la forme de la fonction V, laquelle est donnée par la relation
île laquelle on conclut
>., étant l'allongement qui répond à la limite d'élasticité
La grandeur de l'Intégrale / F dx, qui permet de comparer
[*) linroihictiun i la Uémijue iudiatridlt, 3 e édition, p. 3i3.
III
Il4 DÏSAUJCtE.
l'un il l'autre deux ressorts de clioc, est proportionnelle an produit de la résistance pur la jir.niilriii' de la dél'ormntion ; on devra donc préférer les ressorts qui, pour une résistance donnée, rodent plus que les autres à l'action, Ion ressorts les moins roi des, en un mot.
Dans le cas qui nous occupe, la tige est alternativement étirée et comprimée; le maximum de compression est
Dl J liZO'J
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CHAPITRE IV
DVN'AMIQUE SPÉCIALE DES SOUDES INVARIABLES.
§ XIII. — Application des thêobemes genêbal'ï ad cas d'ow
COBFS SOLIDE.
On sait qu'on obtient ies équations nécessaires <■! suffisantes pour déterminer le mouvement d'un système quelconque, en écrivant que la somme des travaux des forces exte ri cures ci îles forces d'inertie est mille, pour tous les déplacements virtuels compatibles avec les liaisons du système. Dans le cas d'un corps solide libre, les mouvements possibles sont au nombre de si\, savoir : trois translations s'effcciuant parallèlement à trois aves rectangulaires fixes quelconques, et Irois rotations autour des mûmes axes. Les équations du mouvement d'un corps solide libre sont donc également ou nombre de six : irois de ces équations s'obtiennent en égalant à zéro les sommes des projections dos forces extérieures et des forces d'inertie sur les trois axes, et les trois autres en égalant à zéro les sommes des moments des forces autour des mêmes axes (*).
Nous conna issu ns déjà ces six équations, qui s'appliquent ii un svsième quelconque, et qui nous ont fourni dos théorèmes i 11 lé n-ssants. Dans le cas d'un corps solide, ces équations sont suffisantes et font eomiallre toutes les propriétés du mouvement qu'on se propose d'étudier (').
Pour déterminer le mouvement d'un solide libre, soumis à des forces données, la méthode ordinaire consiste à décomposer ce mouvement en deux, conformément à ce qui a été dit en Cinématique, et à rechercher séparément :
i" Le mouvement du centre de gravité du corps;
2" Le mouvement du corps par rapport à trois axes attachés à son rentre de gravité et animés d'un mouvement do Iranslalion dont la vitesse est a chaque instant celle de ce point.
Mouvement du centre tl? gravité. — Le mouvement du centre de gravité est produit par la résultante de translation île toutes les forces données, supposée appliquée a ce point, lîien n'est donc plus facile que de former les équations qui répondent à la première partie de noire problème.
Si le corps avait un point fixe ou un axe fixe, les équations du mouvement du centre île gravité contiendraient, outre les forces données, les réactions infuunues des appuis. Mais, dans ce cas, la considération du mouvement du centre de gravité ne présente aucun intérêt : le mouvement du solide se réduit
tout iM'beure. q
Mouvement autour du centre de gravité. - Nous avons dit que, lorsqu'il s'agit d'un eorps solide, toutes les forces fictives égales et opposées aux forces d'entraînement des divers points (lu mi>I<-iii- [>rijt?iil i'ii- r.-n,|. Id'.-.-j. psi |-iir i. -ijh.i.l-. laquelle passe au centre de gravité, où elle est détruite.
On peut donc étudier le mouvement d'un solide par rapport à trois axes passant au centre de gravité cl se mouvant parallèlement à eux-mêmes, sans ajouter aux forces réelles aucune force fictive, absolument comme si l'origine était fixe. C'est ce qu'on énonce en abrégé de la manière suivante :
moovcmcpis posjiblci diminue plus ou muiiis, ot celui dm équations du muuvcuciu niblt une dQik rdducllsa.
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Théorème. — Un corps solide tourne autour de son centre de gravité, comme s'il était fixe.
Ainsi se trouve nettement posée la question de la détermination du mouvement d'un corps solide soumis a l'action de forces données.
Si le corps ne possède aucun point fisc, nous transporterons toutes les forces au centre de gravité, et nous les remplacerons par le système équivalent composé (le la résultante de translation F et du couple K résultant de tous les couples introduits par le transport des forces au centre de gravité. Cela fait, et le mouvement du centre de gravité étant déterminé comme nous le savons, nous serons ramené à chercher le mouvement d'un corps solide autour d'un point fixe, sous l'influence du couple K, la force F n'ayant aucune action dans le mouvement relatif.
Quand un des points du corps est fixe, c'est relativement à ce point qu'il faut opérer la réduction des forces données à une force F et à un couple K'. Puis, négligeant la force F, qui a pour unique effet de charger le point fixe, nous nous retrouverons, comme précédemment, en présence du prohlème qui consiste à déterminer le mouvement d'un solide autour d'un point fixe, sous l'influence d'un couple donne.
Rotation autour d'an axe fixe.
Occupons-nous donc de chercher quel est l'effet produit par un couple sur un corps mobile autour d'un point fixe.
Pour cela, nous commencerons par étudier le cas où le corps n'a que la faculté de tourner autour d'un axe fixe. Le problème est ainsi beaucoup simplifié. En effet, le couple K ne peut, en aucune façon, changer la direction de l'axe de la rotation instantanée, et nous savons tout de suite que l'effet de ce couple sur le corps en mouvement doit se réduire à lui communiquer une certaine accélération angulaire, positive ou négative.
Le principe de d'Alembert nous fournit immédiatement l'équation unique qui fait connaître celle accélération angulaire. En effet, le seul mouvement virtuel compatible avec les liaisons est une rotation autour de l'axe fixe; par suite,
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nous n'avons qu'une seule équation d'équilibre à écrire : celle qu'on obtient en égalant à zéro la somme des moments des forces extérieures cl des fon es d'inertie, pris par rapport
Hais la force d'inertie de ehaque point est la résultante de deux forées, dont l'une, la force centrifuge, est dirigée vers l'axe et possède à chaque instant un momenlnul; il n'y a donc à tenir lieu, pour chaque point, que de la force d'inertie langeniielle, dont l'expression est
m dï' "" mr ~tU > i*t dont la direction ost inverse de celle du mouvement.
Or on □, pour le moment de cette force, aiTeclé d'un signe convenable
r-fr
la somme des moments des forces d'inertie autour de l'axe de rotation est donc
— is~ x
et si l'on désigne par N la somme des moments des forces extérieures auteur du même a\e, somme qui est la projection sur cet axe de l'axe du couple K, on a pour l'équilibre des forces réelles et fictives l'équation
K- %îm-. »,
de laquelle on lire
1 ' fil \ m,'
TiiÊiiHfciiï. — L'accélération angulaire d'un corps qui tourne autour d'un axe fixe est égale au quotient de ta somme des moments des forces extérieures par le moment d'inertie ( *).
rtiulunl d'une percunion P. En cûul, te
CHAPITHH IV. — DTK AU IODE DES SOLUIES I Nï \HU1U.ES. r lij
Si nous comparons celle équation à relie du mouvement recii ligne
-Ji-
dans laquelle F représente la somme des projections de loutes les forces sur la direction dit mouvement, nous voyons que l'équation (i), comme l'équation (i), renferme une accéléralion au premier membre, et que le second membre est une fraction qui renferme les forces au numérateur, les masses au dénominateur; seulement, dans le cas de la rotation, chacune des forces telles que F est affectée d'un facteur qui est son bras de levier, et chacune des masses m est multipliée par le carré de sa distance à l'axe, laquelle est un élément irès-imponani à considérer dans la ibcorie de la rolation des corps : plus les dislances r augmenteront, plus le dénominateur Imr* sera grand, el par conséquent plus l'accélération angulaire diminuera.
J'ai dil que, l'axe étant supposé fixe d'une manière absolue, l'effet des forces agissant sur le corps mobile ne pouvait èire que la production d'une recèlera lion angulaire, que nous venons d'apprendre h calculer. Mu is il est évident qu'en outre ces forces, impuissantes à changer la direction de l'axe, exercent sur les appuis de. cet axe des pressions dont il importe <ic calculer la grandeur. C'est ce que nous allons faire après une digression indispensable sur les propriétés des moments d'inerlie et de certaines sommes analogues qui doivent être étendues au solide lotit entier.
DïflABjytE.
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Les snmmts connues sous le nom de moments d'inertie jouent un ruh' imposant dints la Uu'oriE; de l:i rotation des corps solides. Elles jouissent d'un grand nombre de. propriétés fur! curieuses qu'il est indispensable d enumércr ici, mais sur lesquelles je m'étendrai peu, pour ne pas empiéter sur le do-
Nous avons vit que la somme des moments des forces d'inertie, par rapport à l'axe de rotation, est égale en valeur absolue au produit de l'accélération angulaire par le moment d'inertie. Remarquons encore que :
i° La somme des moments des quantités de mouvement par rapport à l'ave de rotation est
Xmt>r--2mw , r'— uïmr'.
Donc : La somme des moments des quantités de mouvement d'un corps tournant, prise autour de l'axe de rotation, est l'^ali! lia produit delà vitesse angulaire parle moment d'i-
2" En second lieu, l'expression de la force vive est
'S.mv*.- Imbi'r' - - u'Sflir',
Donc 1 : La force vive d'un corps qui tourne autour d'un axe fit égaie au produit du moment d'inertie par le carre de lu
Calcul des moments d'inertie. — La sommation que nous avons indiquée par le signe dans l'expression inir 1 , doit ."ire étendue à toutes les molécules qui composent le solide considéré.
On regarde babituellcmcnl ces molécules comme séparées les unes des autres par des intervalles qui, bien qu'extrêmement petits, sont néanmoins très-grands par rapport aux dimensions de ces mêmes molécules: on admet ainsi qu'il n'y a pas continuité dans !a matière qui constitue les corps.
Cependant, pour appliquer le calcul au mouvement d'un solide, tant qu'on ne considère que l'action des forces exlé-
la matière dans la totalité du vulumc orcupé par le corps, diserte que, dans toute partie très-petite de ce volume apparent, pal lie renfermant toutefois un grand nombre de molécules, il y ait la mémo quantité de matière qu'auparavant. Comme les farces extérieures ne varient pas sensiblement d'une molécule à la molécule voisine, il n'en résultera aucune erreur appréciable dans les actions evjrcées sur les différentes parties du corps.
N'oublions pas toutefois ([ne celte conception est entachée d'erreur; en effet, quand on parle d'un volume infiniment petit, ee volume doit pouvoir décroître au-dessous de toute limite, quelque petite qu'elle soil, c'esl-ù-uïre au-dessous des dimensions Unies des molécules et de l'intervalle qui les sépare. Peut-être trouvera-l-on dans cette indication l'explication de certains phénomènes délicats de la Mécanique moléculaire, science qui est encore à créer.
Quoi qu'il en soit, si l'on admet l'hypothèse de la continuité île la matière, le moment d'inertie est une intégrale triple de [a forme
qu'on calculera, pour chaque corps ou portion de corps, par les procédés rigoureux ou approximatifs que l'on connaît. Nous verrons plus loin comment on détermine expérimentalement le moment d'inertie d'un corps qui n'est pas limite par des surfaces susceptibles d'une définition géométrique.
Rayon de giration, — Le moment d'inertie ïmr' d'un solide par rapporta une droite 01 étant calculé, déterminons une longueur K par la condition
MR" = Sun-',
M étant la masse totale du solide : la ligne R est ce qu'on nomme le rayon de giration du solide, par rapport à la droite 01. Daos le cas d'un solide homogène, le rayon do giration est une quantité purement géométrique.
Étant donné un solide, les moments d'inertie de ce corps par rapport aux diverses droites qu'on peut considérer comme axes de rotation ne sont pas tous indépendants; cl nous allons
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voir que trois J'entre eux, convenablement choisis, peuvent nous faire connaître tous les autres. Cestce qui résulte des deux théorèmes suivants:
TirfonËm; I. — Le moment d'inertie autour d'un axe quelconque est égal au moment d'inertie autour d'un axe parallèle mené par te centre de gravité, plus le moment d'inertie de la masse entière transportée au centre de gravité.
Cette propriété est une conséquence immédiate de la relation que nous avons donnée J p. y{ ) entre ln forée vive réelle et la force vive qui correspond ;ui mouvement autour du rentre de gravité supposé li\e {"). En désignant par 11 le moment d'inertie autour d'un aie passant par le centre de gravité, par H' le moment d'inertie autour d'un axe parallèle, situé a la distance l) du premier, on a
U) H' = H ->- MD
ou, en employant la notation du rayon de giratton,
[2) It": R'-t-'D 1 .
Scolic. — De toutes les droites parallèles à une direction donnée, celle par rapport à laquelle le moment d'inertie est
t ion n files aux met ne* carrées des nienieiits d'inertie correspondants, le lieu des points ainsi déterminés est an ellipsoïde.
Prenons trois axes. rorinn^iiLiiics. quelconques, et soient ?., f*, ii les angles qui définissent la direction de l'axe par rapport auquel on demande le moment d'inertie. Le carré de la distance à cet axe du point dont les coordonnées sont X,y, z a pour expression
r 1 — x' +y' -i- — [x cosï. + j-costt ■+■ s cosvj';
(■) On Mil, par la Clnémiliqne, qua, dnns la Jlffironics minière! da Ûtctunposcr lo moutSnienl d'un aoliiio en nna UuuIlriaD et une rotation, 1= lijnu qui rourcwiiti! l;i rolaliuti rnle invm-irililc. en Grandeur et en direction.
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donc
j 2mr ! = A cos'). 4- B cos'u + C cos'v 1 ' j — aacosf/.cosv — a^coSKCOsî. - aycos^cosii,
en faisant
( k=*-ïm{r> ■:■), y. -Imyz,
(4) B^Sm(s'---x»), S =Ï«W, ( C ■- lïmfar'+^l, y =2may.
L'équation (3) donne la relation (jiii existe entre les moments d'inertie relatifs à tons les axes qui se croisent en un point quelconque. On exprime cette loi sous une forme géométrique élé^mie, eu portant, sur chaque a\c (J, p, v), une longueur réciproque de la racine carrée du moment d'inertie correspondant.
Faisons en efl'et dans l'équation (3)
et désignons par x, y, s les coordonnées «cos'., uC05fi, uc.osv, du point déterminé par lu construction indiquée; on trouve, pour représenter le lieu géométrique de ce point, l'équation
(5) à»'+B r " + CJ'-ïVi-»pV *yx)--. t.
Celte équation représente un ellipsoïde connu sous le nom
A' ellipsoïde d'inertie, ou à! ellipsoïde central.
La considération de cet ellipsoïde permet de donner une forme très-remarquable à tous les résultats de la théorie que nous exposons actuellement.
Axes principaux d'inertie. — Un ellipsoïde quelconque a toujours trois axes principaux rectangulaires par rapport auxquels son équation est de la forme
ou, en coordonnées polaires,
_L cos'l Cos'fJ. cos' y l " „: „i "** t., -i '
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Il soii de lj que, À, I), C étant les moments particuliers du solide autour dos axes de 1 'ellipsoïde d'inertie, on □. pour le moment autour d'un axe passant au même point, et déDni par les angles ),, u, -j,
(8) Il : - A cos'î. + B cos'u + C cos' »,
puisque, par définition, les quantités II, A, B, C sont proportionnelles respectivement à — j -;i ~>
il' inertie du solide, pour le poilu considéré (*).
PropHétél i/ks axes el (les moments principaux. — i" Si x, y, z désignent les coordonnées des divers points du corps par rapport à un sjstéme d'axes principaux, on a les trois ('■quai ions
Z/Hj"ï = o, Smzx : :o, 2mxy=:o,
qui. peuvent servir à définir les a\es principaux, a" Si l'on avait seulement
Imyz = o, Imzx : o,
l'axe des s serait un axe principal, relativement au point pris pour origine.
3" Si l'on demande quelle est la condition nécessaire pour qu'il ciisie quelque part sur une droite Os un point pour lequel cette droite soit axe principal, on trouve qu'en prenant pour plan des zx le plan qui contient la droite donnée et le centre de gravité, on doit avoir
Alors cette équation est vraie pour un système quelconque d'axes parallèles aux axes coordonnés, ayant pour origine un
(■) L'cilslencc et les [irtiiiriiilri Msi'iilii'lli-s tli's an-* principaux d'inprlio lilai.'iil conmiH bien aïniil ipu> rciins.it ait ™ ridec >t lu-iirviiM! dr IVlIipsu'iilo «titrai. Lq priorité île l.i ilr.'olin-rli- dr e:cl idlijisuidi' ™i ili-pulw j l'uinsot par Cnudiv. qui, d'iijuvs 1.' l("'miiii;iia[:r di- M. Siiiiil-liuilliciii, !Yi>!*i|;iiiiit 1:11 i8ï'l à l'Hall' Pol) (celui i que (voir Théorie nouvelle <(( / équilibre el du mo— vemem J« etrpi, par H. Saii.i-Gr.ilh.Mi, ,a3 3 , p. 71).
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point de l'axe des z; de (lias, si l'on désigne par a la dislance du centre de gravité à cet nxc, el si l'on se transporte au point dont Iti distance à la nouvelle origine est
et l'axe des z se trouve axe principal pour ce point.
ij° Si la droite donnée contient le centre de gravité, on a ï = o, et la formule ne s'applique plus. Les axes principaux relatifs au centre de gravité d'un corps jouissent rte la propriété remarquable d'être des axes principaux relativement à un quelconque de leurs points, et d'avoir pour conjugués des axes parallèles à ceux qui se rapportent au centre de gravité.
Tout axe parallèle à un de ces axes principaux du centre de gravité est lui-même axe principal relativement au point où il perce le plan des deux autres.
5" Soit
A<B<Cj
A est la plus petite valeur que puisse prendre le moment d'inertie H, C est la plus grande. Ainsi, les trois axes principaux répondent, l'un au moment d'inertie minimum, l'autre au moment maximum; le troisième n'est pas unique, comme les deux premiers, el il y a une infinité d'axes du moyen moment d'inertie B.
Ces axes forment deux plans conduits par l'axe principal du moment B. Ce sont les plans des sections circulaires; leur inclinaison sur le plan des zx est donnée par la formule
6° De l'expression (8) de H il résulte que, si deux corps avaient les mêmes moments d'inertie A, B, C, par rapport à leurs axes principaux, ces deux corps auraient aussi même moment d'inertie par rapport à toute autre droite passant au point de rencontre de ces trois axes. Bonc, quand on ne con-
sidère que les moments d'inerUe, on peut toujours faire abstraction de la figure des corps, ou plutôt les réduire à quelque autre forme plus simple, ayant les mûmes moments principaux.
7° Un ellipsoïde quelconque ne peut ùlrc considéré comme l'ellipsoïde central d'un corps.
Soient OA et OB (ftg. ig) le plus grand axe et l'axe moyeu.
le plus petit est toujours plus grand que la hauteur OC du triangle rectangle fait sur a et b comme cotés, ce qu'exprime ('équation
Si l'ellipsoïde est de révolution autour de son petit axe, l'aplatissement a pour -limite
i° Droite pettuue de longanr /, tournant ai uilrcmito. cl nu loque] elle frit un ugls n, B^if'ito'uti il oit un ellipsoïde Je révolu:
s rnynlis du gintlon.
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g XV. — Pbessioxs sur les appuis d'us coups qui tourjcr autour
Prenons l'axe de ruUiliun du e-urps pnur axe îles phrons l'origine en un point quelconque 0 de cet axe (fig- 20), enfin
laissons les axes des x el des y quelconques, mais perpendiculaires entre eux cl à l'axe Oî.
■1' Çflmdrt de rayon p cl do longueur l, autour de son aie.
30 CflîndreAc r.ivim o tl ik lori[;Hi!«r .'ulour d'un rjjon d'une do ses bans.
*» Cj-Hndrt MB I ^ ^_
ou, en ilêsle,nahl par r l'épaisseur, par p, le rajim moyen :
R' — p! -t-Jc" ;
T." Sphère pleine :
fi» ParaUclêpipidt ttctanglt autour d'une parallèle ■ l'arête a, meaùc pai le ci-ii!t.- ik> jjravilé ;
l'uur Tarèie eUe-m*m«, il faudraii ajouter eoil
R' = J'^- :p , (malm>);
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Proposons-nous d'abord do chercher l'axe du couple résultant des quantités tic; mouvement, relativement à l'origine O. Désignons ce couple par (] ; nous avons déjà trouvé
en posant, connue dans le puni graphe précédent, ( A : -ïm[y> ■: ;>), a ■- zlmyx, (,) B: .ïm[z> ■-*>). p .ïmzx,
[C lm{*+y>), y^ïmxr.
Pour avoir les couples relatifs aux axes Ûi et Oy, décomposons la vitesse d'un point quelconque M en
puis, faisant la somme dos moments do ces quantités multipliées par la masse m correspondante, par rapport aux axes i\cs x et des y respectivement, on ayant égard aux signes, i! vient
Gj— — tnlmxz, G,-. —uZmyi.
On 0 donc, en faisant usage des notations (i).
Or, si l'on se reporte a l'équation générale de l'ellipsoïdi; central (p. ia3), on déduit dos équations ( a) :
TnÊonÉME I- — L'axe du couple résultant des quantités de mouvement est dirigé suivant la perpendiculaire au plan tangent à l'ellipsoïde central, mené au point où l'axe de rotation jicrce cet ellipsoïde.
Ce qui revient à dire :
TotOlfellE 11. — Le. plan du couple résultant des quantités de mouvement est le plan conjugué de l'axe de rotation dans l'ellipsoïde central.
Scolie. — Quand l'axe de rotation est axe principal relativement à l'origine 0, cet axe coïncide, en direction, avec l'axe du couple résultant des quantités de mouvement, et lu grandeur de ce dernier axe est le produit de la vitesse angulaire par le moment d'inertie.
Ces théorèmes sont indépendants do la fixité de t'oie j en effet, noies savons que les vitesses de tous les points d'un solide dont un point est fixe sont les mûmes que si le solide loumait effee II veinent autour d'une certaine druile, dite axe instantané. Donc, pour tons les calculs relatifs aux vitesses, il n'y a pas lieu de distinguer une rotation instantanée d'une
L'axe de rotalion étant supposé fixe, la direction de l'axe du couple résultant des quantités de mouvement est une ligne fixe dans le corps mobile. L'angle de ces deux directions est
Enfin, la longueur G de l'axe du couple résultant a pour expression
^i! désignant par u lu rayon vecteur de l'ellipsoïde qui répond i l'axe de rotalion ; et, si l'un appelle h la longueur «cost de a perpendiculaire abaissée du centre sur le plan tangent, on a
(4) G; quantité proporlionncllc à «
Séduction des forces d'inertie.
Occupons-nous maintenant des forces d'inertie. La résultante de translation de ces forces est égale à la force d'inertie de la masse totale, supposée murmurée au centre de gravité. En prenant, pour plus de simplicité, le plan des zx passant par le centre de gravité, et désignant par a la dislance de ce centre à l'axe de rotation, on a, pour les composantes de la résultante de translation,
(5) X'=H»*fl, Y'-.-Sl«~, Z'. o.
Pour que cette force soit nulle, c'est-à-dire que les forces
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□"inertie se réduisent à on couple, il faut qu'on ail
c'est-à-dire que le corps soit centré.
Quai» au couple résultant, nous savons que l'axe de ce couple est égal cl directement opposé à la vitesse du point G. On a donc
Effectuons les dii chaque point, l'ordoi stance r du point à l\
<7ai rf'wic i-ôstil'ante unique, — Nous avons trouvé en Statique la condition nécessaire Ot suffisante pour qu'il esislii une force équivalente à un système de forces donné. Celle condition s'exprime d'une manière générale par l'équaiion
qui devient, dans lo cas des forces d 'inertie,
DiQi[i;M b(Go
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On satisfait à celle équation de deux manières : i° En posant
2" En posant
Mais la première solution doit Cire rejelée : elle répond aux cas où la force unique que nous cherchons est nulle et a son point d'app lira lion situé à l'infini ; rc qui ce vient à dire que les forces sont équivalentes à un couple. Ce cas a déjà été examiné, i.a condition d'uni résultante unique est donc
équation que nous avons déjà rencontrée comme nér-iissoiri' et suffisante pour que la ligne Qz soil axe principal en l'un de ses points. Ainsi :
Thêorèiih. — Pour que les forces d'inertie admettent une résultante unique, il faut que l'axe de rotation suit principal en un de ses points.
Transportons l'origine au point O' ai), relativement auquel l'axe des a est axe principal, nous avons alors
relations d'où nous concluons
L' — o, M'=o; donc la résultante eliercbée est dans le plan des z'/, c'est-
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à-dire dans le plan principal. Nous connaissons la grandeur el lu dirccliun de celle résultante égale à la force d'inerlie G*, dont les composantes ont les valeurs(5)i il suffit d'avoir un point de cette force, par exemple le point C où elle rencontre l'axe O'x'.
Soil I la longueur O'C; le moment de la force It, par rapport à l'axe de rotation, est, en su reportant aux valeurs(5) des composantes X', V, Y.',
D'un autre coté, puisque cette force est équivalente à toutes les forces d'inertie, son moment doit être égal à la somme des moments de toutes ces forces, soit à
I." poinlC ainsi déterminé s'appelle centre de percussion. Nous verrons plus tard la raison de celte dénomination, que j'introduis ici afin d'énoncer tout de suite sous sa forme ordi- . naire le théorème suivant:
TbÏubèmï. - Dans le cas ou il existe une résultante unique des forces d'inertie, cette résultante passe au centre de per-
Calcul des réactions des appuis de t'axe.
Considérons {fi n 2») un arbre tournant FF,, fixé à la mani.rc ordinaire ...doux points 1' et F,, p.r '«""Mon, cl oou,- 5i „US. Los réactions des support- - '»~ ' • appliquée ci) un peu. t/Mmnm H '" " "■• > >«*.
„,„„. on.oê. ■ h» #«• lon B ilu,h.. D l, cl .10! MMK
„.,,„■. «iiculaircs à rnt, cicn.es par Ici coussinets sur les louriilo.is * Pou n '-illiso le frottement, ces dernières peuvent ,1 '.. .......oser .Lacune en de..* forces. P cl Q, P, cl 0., pa-
. .Pèlesre.pec.i.c.ucnlàPaso dos * .1 . Paie des y, cl .ppli- ,,uces eu des points définis do l aïc de roiaiion m. Appelons It
L'.i ji.:c-j b, Gl
et /i, les bailleurs respectives dos [durillons an-drssus du plan dus x}-, et enfin soi l il l'abscisse. Jii ccnire tic gi.ivilé supi.osidans le plan des zx.
Cela posé, les réactions des supports doivent détruire !a force qui provient <ie la transi a lion à l'origine des forces rcelles etdcs forces d'inerlic, ainsi que les deux couples correspondants. Écrivons les sis équaiions de l'équilibre enirc les forces appartenant a ces trois catégories :
, X -<-P P, + Mw'n =■-- o.
en posant II = Imr'.
Conséquences. — i' La troisième équation fait connaître la
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pression longitudinale, laquelle c-i la même que dans l'état
a* 1 La sixième donne la loi du mouvement de rotation ;
3" Enfin les quatre ai'lres permettront de calculer P, P„
Axes permanrnls de rotation. — Supposons que le corps solide, au lieu d'avoir un a\c fixe, n'ait qu'un point maioienu fixe, et qu'on ail choisi ce point pour origine. Supposons de plus qu'aucune force extérieure ne sollicite le corps, cl cherchons les conditions pour que le mouvement, ayant commencé autour île l'axe des s, continue comme si cet axe était fixé Invariablement.
Il est évident qu'il suffit pour cela que tontes les forces que l'axe fixe devait détruire se trouvent détruites par le point fixe seul; or ce point détruit les tiois composantes P„ Q,, T, qui lui sont appliquées rt qui peuvent avoir sans inconvénient <les valeurs quelconques; mais on doit avoir
En faisant, en outre, «tans les équations (i). A, -. o, on arrive
i- Les troi* pivniièri.'s équations donnent la charge du point fixe;
2" La quatrième et la cinquième deviennent
« d - + peu 1 3" La sixième nous donne
donc le mouvement est uniforme; les autres équations nous montrent qu'il faut avoir à la fois a = o, fi — o, c'est-à-dire qu'il faut que l'axe de rotation soit un axe principal d'inertie par rapport au point fixe. Les axes principaux d'inertie, à cause
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île colle propriété, portent aussi le nom d'axes permanents de
Axes naturels de rotation. — Si lie plus l'axe lie rotation contient le centre de gravité (auquel cas il ne peut être principal en l'un rie ses poinis sans l'être également pour tous les points Je sa direction), on a
c'est-à-dire que l'axe ne supporte aucun effort en aucun de ses points, et qu'il reste fisc de lui-même.
On appelle fréquemment les axes principaux relatifs au
fi utr-» (jtj» .ut! <•■!■ .'i ■('•• ro'.Ui.tn, pjri qu'Ile w|.|
les seuls autour desquels une rotation soil susceptible de se perpétuer indéfini ment, sans l'intervention d'aucun effet extérieur. Celle rotation peut d'ailleurs se combiner avec un mouvement de progression reeiiligne et uniforme du centre de gravité, si ce poinl est animé d'une vitesse initiale.
Applications de lu théorie des axes principaux.
Les supports des arbres tournants ne sauraient être fixes d'une manière absolue. Les efforts latéraux qui s'exercent sur (es tourillons produisent des vibrations qui tendent à arracher les boulons de scellement, tout en nuisant beaucoup à la précision du travail de la machine. Des effets de ce genre se produisent toutes les fois que l'axe d'une roue pesante, tel qu'un volant de machine à vapeur, n'est pas axe principal d'inertie ; alors la roue ne tourne pas rond, et au lieu de sembler immobile elle parait soumise ;> des battements.
Équilibrage des meutrs de moulin. — Ces battements sont
(') Quand l*u« il million n'est pas un aie principal d'inarlin, et qu'on veut le main lui ir dans une diricliiiu imarijlde, 1rs formules (H) montrent qu'il faut, en l'.Wncj l'un lImiiIl'w tourillon, ricrcer sur lu corps dem roupie) L et II, détermines par les relations
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surloulvisibles sur les corps qui, comme les meules de moulins à blé, n'om qu'un seul poinl île leur axe fixe.
Un équipage de meules comprend une meule inférieure fixe, ia meule gisante {ji g. a3), au-dessus de laquelle se trouve une meule mobile, appelée meule volante; les grains sonl
écrasés entre les deux. La meule volante tourne autour d'un axe, qui n'est fixé que par un seul poinl 0. ."Une cavité est pratiquée dans le centre de cette meule; au-dessus est placée une erapaudine qui s'appuie sur un pivot, fixé lui-même à la meule gisante.
Clicrcbons la condition nécessaire pour que la meule ne ballotte pas en tournant, son axe restant parfaitement vertical
11 faut d'abord que la meule soit hien centrée, c'est-à-dire que la distance n du centre de gravité à l'axe soit nulle.
Sous celle condition, la meule se tiendra parfaitement horizontale lant qu'elle restera en repos. Mais du moment qu'on vient à lui communiquer un mouvement de rotation, la condition de centrage ne suffit plus. Pour que l'axe de rotation conserve sa direction fixe, il faut encore que l'on ail
1m xz = o, Sm« — o, c'est-à-dire que la répartition des masses autour du rentre de gravité doit être dans une certaine liaison avec les hauteurs respectives des masses.
construites par assises de petits matériaux, comme une construction en moellons, et sonl généralement loin d'èire homogènes. Pour remédier à cet inconvénient, le procédé le plus simple consiste à creuser dans la meule volante quatre trous
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en croix {Jig. 2$), et à placer dans chacun Je ces trous une petite masse de fome qu'on peut faire mouler et descendre à
l'aide d'une vis. On arrive, après quelques tâtonnements, à donner à ces niasses une position convenable.
On peu laussi placera l'extérieur de petits contre-poids a, a', dont 011 règle également la hauteur par tâtonnements.
Les locomotives nous offrent des exemples de roues tournant autour d'un axe non principal, dans celles de leurs roues qui perlent des boutons de manivelle servant d'articulations aux bielles motrices et aux bielles d'accouplement. Il résulte de celle circonstance et d'autres phénomènes du nu-mu genre des couples perturbateurs qui sollicitent l'essieu dans une direction variable; l'effet de ces couples est surtout nuisible quand ils sont situés dans le plan perpendiculaire à la voie, parce qu'ils tendent alors à soulever une des roues, et à lui faire franchir le niveau du rail, ce qui peut produire un déraillement (•).-
(") >"'<>iilili.ïri3 pTS <|LU' 1rs IWri^ il'ilUTlii' CTtii-si'rit rnniri]<* l.'fl c.lrirs Ji'i tiiTh..'^ ;in:;ijl:iii r', CI r|LJ" "S liU'-^i'S T( [L i ;;r]onl niijnHiil'lii.i <liS (^amleur* coii!.iJiiriikl4f5, [l'.nr les lucunioliiirs cl ct.Tt. iiif s machine* file*.
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Ces! pour cela qu'on arme les roues de contre-poids qu'on cherche à disposer de manière à atténuer autant que possible ces effets désastreux îles forces (l'inertie ; nuiis l'ér|uililir;ij;e de ces forces ne paraît pas réalisable su moyen d'une disposition simple.
Expérience île M. Foucault. — Calculons au moyen de nos formules (8) les pressions qui s'exercent sur les supports d'une roue pesante, dont l'axe horizontal es! un axe principal d'inertie, qui contient le centre de gravité G,- La seule force extérieure est la pesanteur M g-, que nous prendrons parallèle à l'axe des x {Jtg.
Fi B . O.
Conservons les mêmes notations que dans le cas général, et désignons par h' la hauteur du centre de gravité, au-dessus de l'origine. L'arbre étant maintenu fixe au moyen de deux supports quelconques places en F cl F„ les relations {8] nous montre nL que les actions de ces supports sont verticales et déterminées par les équations
Ces équations sont les mêmes que si le corps était en repos, el le poids Ug se répartit entre les supports conformément aux règles de la Statique.
C-HAPITI1E [ï. — DTAAM1Q0E DES SOLIDES INVARIABLES. 1 3g
Pour vérifier ce résultat, faisons reposer l'extrémité E sur un appui five, dont nous in(]ir|urrons plus tard la disposition particulière {Jlg. 26), et soutenons l'extrémité F au moyen
Flg. 16.
d'un fil accroché au plateau d'une balance. On reconnaît, d'une part, que le fil ne tend nullement à dévier de la verticale; d'autre part, que le poids qu'il faut mettre dans le deuxième plat, au de la balance, pour maintenir l'équililire, est indépendant do l'étal de repos ou do mouvement du corps.
Cela posé, M. Foucault a observé que, si l'on brûle le fil de manière à rendre brusquement la liberté à l'extrémité F, lu corps ainsi place en porte à faux ne tombe pas, seulement le point F décrit lentement un cercle horizontal autour du point resté fixe Y. {'). Nous expliquerons plus lard relie expérience remarquable; nous nous contenterons, pour le moment, de faire observer que notre calcul des for ces d'inertie suppose essentiellement que l'axe reste fixe. Pu moment qu'il n'en est
telle ili^H'sition permet de donner h l'arbre une inclinaison quelconque, au (nommt do l'abandonner à lui-mime; alors l'aie conserve ectto inclinaison et décrit un efino da révolution autour do la reitiealc du point E.
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plus ainsi, nos calculs et nos raisonnements no signifient absolument rien el ne peuvent plus nous fournir In moindre indication sur les phénomènes.
§ XVI. — Rotation d'un coups autour d'un point fjih.
Le problème général qu'il s'agit de résoudre est le suivant : Un corps solide, mobile autour d'un point 0, et animé
couple K, situé dans un plan quelconque ; on demande de terminer qui'/s t:!uuiyini-nts subiront dans In suite des temps lit direction el la grandeur de la rotation instantanée.
Pour chercher l'effet du couple, nous pouvons, en vertu du principe de Galilée, fuirn abstraction du mouvement acquis. Cela fait, nous ramènerons aisément le cas actuel au cas où le corps avait un axe fixe, en considérant d'abord un couple perpendiculaire à un axe principal.
Effet d'un couple situé dans un plan principal. — Quand un conpb' agit perpendiculairement à un axe principal maintenu fixe, N étant le moment do ce couple et II le moment d'inertie du solide, nous savons en premier lieu que le solide reçoit, pendant un élément de temps i/t, une vitesse angulaire infiniment petite
(.) Aigrit.
En deuxième lieu, si l'on calcule au moyen du principe do d'Alemhert [ou des équations (8\ que nous avons trouvées dans le cas où les forces extérieures sont quelconques] les efforts qui s'exercent sur les appuis fixes de Taxe, on trouve que, si l'axe est principal au point où il repose sur l'un de ces appuis, l'autre support n'est nullement chargé, pas plus que dans le cas où aucune force extérieure n'agissait.
Il suit de là que l'effet du couple est absolument indépendant de la présence ou de l'absence d'un deuxième support; et cet effet est do communiquer au solide une rotation donnée par l'équation (t) autour de l'axe du couple qui se fixe spontanément, en vertu de son caractère d'axe principal.
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De là un premier résultat acquis à la théorie qui fait l'objet de ce paragraphe:
Théorème I. — L'axe de la rotation produite pur un couple situé data un plan principal n'est autre chose que l'axe principal perpendiculaire au plan du couple.
Effet d'un couple situé dans un plan quelconque. — Pour passer de ce premier cas à celui d'un couple quelconque, il suflit de décomposer le couple donné en trois, L, H, N, respectivement perpendiculaires aux trois axes principaux qui se croisent au point (ko 0. Nous savons, par ce qui précède, déterminer l'effet Je chacun des couples composants pris isolément; et, cela Tait, toujours en vertu du principe de llaliléc, nous obtiendrons l'effet toUl en composant, suivant les règles de la Cinématique) les mouvements dus à chacun des couples partiels.
Soient A, B, C les moments d'inertie principaux, les rotations produites par les trois couples I., M, N auront pour valeurs respectivement
Par suite, la rotation réelle sera donnée par l'expression
( 3) rf» = v^S; + = Ay / xl + p+ %>
et l'axe de cette rotation -fait avec les trois axes principaux des angles dont les. cosinus sont proportionnels à
Ce résultat est susceptible d'un énoncé fort élégant, en introduisant la notion de l'ellipsoïde central du corps.
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En effoi, l'équation d,' cet ellipsoïde, par rapport aux trois axes principaux du point 0 : Ox, 0/, 0 s, est
A*î +BjJ 4- Ci; r 1.
0.*, si nous considérons le plan du couple défini par les quantités L, H, N, proportionnelles au* cosinus des angles faits par la perpendiculaire à ce plan avec les trois axes de l'ellipsoïde, il résulte de la théorie îles sui laces du second ordre que
X 1 C S01 " P ro P ortionne ' s au * cosinus des angles faits avec les mêmes axes par le diamètre conjugué au plan ( L, M, N ). Donc :
THt'>BË*x II. — L'axe de la rotation produite par un couple situé lions un plan quelconque coïncide avec le diamètre conjurai du plan du couple, dans l'rllips ftde central.
Effet d'une percussion. — Si l'on considère un solide en repos, frappé subitement par un couple dont l'action no dure qu'un esp ice de temps (rè-i-dnn'i, <>:i innive la rota lion finie qui résulte de l'action de ce couple, en intégrant les équations (a) entre deux limites contenant la durée totale de la percussion.
On a
En prenant chacune des intégrales figurant aux deuxièmes membres des équations [4 ) comme mesure dj couple correspondant, on voit que le théorème II s'applique à la rotation Unie produite par un couple de percussions.
Revenons au problème général que nous avons posé aa
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commencement de ce paragraphe. Nous connaissons maintenanl le mouvement qui résulterait <!e l'action du couple sur le corps en repos ; él nous savons qu'il faut, pour obtenir la rotation réelle du solide, composer ce mouvement avec celui que le corps, animé d'une rotation donnée, prendrait s'il était abandonné à lui-même et soustrait à l'action de tout effort c*lérieur, abstraction faite de la réaction du point fixe.
Or nous n'avons encore aucune notion sur la manière de déterminer ce dernier mouvement, lequel doit être regardé, relativement à un corps mobile autour d'un point lise, comme
Nous savons seulement que, quand i'axe instantané n'est pas l'un des trois axes principaux du point fixe, la rotation du corps abandonné à lui-même ne reste pas constante ni en grandeur ni en direction. Soient 01 l'axe instantané {Jig. 37).
01' la rotation que le corps prendrait naturellement dans
par le couple : on obtiendra l'axe effectif de rotation en composant ÛÇavec 01'.
La question qui doit donc nous préoccuper actuellement est celle du mouvement d'un solide fixé par un point et libre de toute action extérieure. Nous allons exposer en détail la solution élégante que Poinsot.a donnée de ce problème important; niais auparavant il sera convenable de donner les formules générales du mouvement de rotation d'un solide soumis à des forces quelconques.
UYNlBigilH.
Équations générales de la rotation des corps.
Le principe de d'Alembcrt fournil des équations d'équilibre qui doivent suffire à déterminer le mouvement du solide. Dans le cas qui nous occupe, ces équations se réduisent à trois, qu'on obtient en égalant à zéro la somme des ma* mcnls des forces extérieures et des forces d'inertie autour de trois axes rectangulaires iives passant par le point 0 :
Ces équations contiennent un nombre infini de variables
inconnues, à savoir les coordù '-os .r, y, z de tous les points
du corps mobile. Mais on réduit ces variables au nombre de trois, en exprimant que la figure formée par tous les points mobiles reste invariable pendant le mouvement de l'ensemble.
Pour cela, faisant abstraction du solide lui-même, nous suivrons le mouvement de trois axes rectangulaires fixes relativement à ce corps Ox„ O y„ 0;,, axes par rapport auxquels les coordonnées de tous les points du corps sont des constantes. x, y, z s'expriment en fonction des constantes x„ y„ z, et de trois quantités variables seulement, à savoir les angles 0, 4 1 . ?, qui déterminent la position des droites mobiles Oj,, On, 0:,, par rapport aux axes fixes Oj:, Or. Os. En effectuant le cbangemeni de variables par les procédés ordinaires de l'Algèbre, on aurait les équations du mouvement.
Seulement cette marche naturelle conduit à des calculs très- longs, qu'on évite en appliquant le théorème île lu page 8o, dont la forme géométrique nous dispense de transformations analytiques, plus ou moins équivalentes à celles qui nous ont fourni ce théorème.
Concevons donc qu'on mène par le point 0 {ftg. 28) trois axes rectangulaires Ox, Or, Os, fixes d'une manière absolue,
CtlAPITHI lï. — DYNAMIQUE DES SOLIDES IOTJlBHBLES.
et irois axes 0/„ Qy„ 0s„ fixes par rapport au corps so'ide el entraînés dans son mouvement; enfin soit OG l'axe du
couple résultant des quantités de mouvement. Pour avoir des formules plus simples, nous supposerons que Ox„ 0/,, Oj:, soient les trois axes principaux qui correspondent à l'origine 0.
Proposons-nous d'abord de chercher les projections de OG sur les trois axes mobiles.
Comme la grandeur et la direction de la ligne OG dépendent uniquement des vitesses des différents points du solide, nous pouvons regarder le mouvement comme une rotation effective, et, conformément à nos notations habituelles, nous désignerons par les lettres p, q, r les composantes de cette rotalion suivant les axes Qx,, 0/„ Oz,.
Cela posé, le moment par rapport à un axe quelconque de la quantité de mouvement mu d'un point du solide est égal à la somme des moments des composantes Je nw relatives aux trois rotations p, q, r; donc le couple résultant OG peut s'obtenir par In composition des couples partiels correspondants. Or, Ox, étant un axe principal, l'a\e du couple résultant qui provient de la rotation p, coïncide en direction avec 0.r„ et sa grandeur est représentée par le produit
A étant le moment d'inertie du corps autour de l'axe principal 0-r,.
Les rotations q, r donneront de même, autour des deux
III
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autres axes principaux,
B 9 , Cr;
et l'on conclut des raïsonnenienis qui précèdent que l'axe OC a pour projections, respectivement sur les trois axes mobiles Ox„ Oj-„ Os,,
A p, Hg, Cr.
Connaissant ainsi les coordonnées du point G par rapport à trois axes don! le mouvement est bien défini par les quantités ji, q, r, nous pouvons trouver la vitesse absolue de ce point G; et, en exprimant que celle vitesse est égale cl parallèle à l'axe du couple résultant des forces extérieures, nous obtiendrons Irois équations qui sont celles du mouvement de rotation.
Soient [., M, N les sommes des moments des forces données relativement à 0^,, Oj\, Oz, ; ces quantités soni aussi les projections île l'axe du couple résultant sur les mêmes axes.
Quant li ta vitesse du point (i, elle se compose :
i a De la vitesse relative aux axes mobiles, vitesse dont les composantes sont les dérivées par rapport au temps des coordonnées relatives \p, Bq, Cr:
a" De la vitesse d'entraînement, provenant do ce que les axes Ox„ 0/., Oz,- sont animés d'un mouvement de rotation défini par les quantités ji, q, r. Or nous avons trouvé- en Cinématique que les projections de la vitesse d'un poini dont les coordonnées sont X,, Y„~Z, oni pour valeurs
e„ qZ,-rY„
■V. ''X,- pX,
.■ s ,^,Y.-gX,.
En remplaçant, diins ces expressions, X,, Y,, Z, par les coordonnées kp, lig, Ce du point G', on trouve pour les projections de la vitesse d'eulralucinent
(C-B)jr,
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On a donc enfin pour les équations cherchées IL \%.: (C- B),r, 11) M Uj+|A-C)r,,
In cJ. + (b-A) w .
Cas Équations, qui portent le nom'dYgiinfio/u d'Euler, sont du premier ordre par rapport aux inconnues p, q, r; elles constituent le premier groupe tics équations du mouvement tic rotation.
On deuxième groupe nous sera fourni par les trois équations différentielles suivantes, établies en Cinématique,
Le problème général de la rotation dos corp; se trouve ainsi ramené à des termes purement analytiques, c'est-à-diro à l'intégration de si* équations simultanées du premier ordre,
connaissons la siguilictilkm K''<""é-lri.|uo. '
Nous allons maintenant discuter un certain nombre de cas particuliers du problème, en commençant par celui où les forces
Élude géométrique du cas oà il n'y a pus tic forces extérieures.
Si l'on voulait iraitcrlc problème analjliquemcni, il faudrait faire dans les équations (2)
un aurait ainsi trois équations qui ne contiennent plus que les
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inconnues p, q, r, et qu'il est très-facile d'intégrer isolement,
(4) B&-i-(A-C)rp = o,
| C J+(B-A) OT = o.
Une Tois les valeurs de p, q, r connues, les équations (3) servent à calculer les angles 0, '|, ?, qui déterminent à chaque instant le lieu du corps par rapport à trois axes fixes. Les formules générales ont élé données pur Jacobi (*) ; elles sont assez compliquées.
Mais l'oinsot a su donner une grande élégance à la théorie de la rotation d'un corps qui tourne autour d'un point fixe en vertu d'un mouvement acquis, et sans l'intervention d'aucune force; il a tiré toutes les propriétés de ce mouvement des théorèmes généraux de lu l)> nautique, pur une série de déductions qui sont de la Géométrie pure.
l'our avoir l'image la plus nette et la plus précise du mouvement, il faut, considérant les trois axes principaux dont l'origine commune est le point fixe, se représenter sur ces axes l'ellipsoïde centra! des corps; quant à la figure de ce corps lui-même, elle est tout à fait i ml i lié rente, du moment que l'on connaît un système de trois axes principaux et les moments d'inertie qui correspondent à ces trois axes.
Cela posé, l'application du théorème des aires, aucune force extérieure n'agissant sur le corps que nous étudions, nous donne en premier lieu la propriété suivante :
TeëoiÈSE I. — L'axe du couple résultant des quantités de mouvement conserve dans t'espace une grandeur et une direction fixe».
Or \p, B./, Cr sont les projections de cet axe sur les axes mobiles; ces quantités ne sont pas constantes, puisque ce sont les projections d'une grandeur fixe sur des directions qui va-
(•) Journal di M,i:!u : :in:; : :„-: jmrrs c: n/i/ili /airs, i" sëiir, t. XIV, p. 13;.
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rient. Quoi qu'il en soit, la somme des carrés des projections d'une mime droite sur [rois axes rectangulaires, fixes ou mobiles, exprime toujours le carré de la longueur de celte droite. On a donc, en désignant par G une constante qui représente l'axe du couple résultant, une première intégrale des équa lions (0, en écrivant
(5) A'f +B>«*-fcCf = G*<*) k
intégrale qu'on aurait pu tirer des trois équations (4) en les multipliant respectivement par kp, Bg, O, faisant la somme
En deuxième lieu, le principe des forces vives nous fournil la propriété que voici :
Tuéobèhe 11. — Ln force vive du solide reste invariable dont le mouvement.
Si l'on désigne par w la vitesse angulaire, par H le moment d'inertie, cl par F une constante arbitraire, l'intégrale des forces vives est
( ■) Cetln tqiutton i-inrimn Mnlamaut que In grandeur de l'iia -lu cnupli' l'i'Hiluinl tV-i iiuaiitilc'E lit mnuic-nie-ril esl iimirinlili!. Nous pourrions uliUuiir il'aiilrcs iulL'iir.il.!* vu rcriviiul rjut lu tlirrrliuii Ae l'an- t-sl ainsi lOrtsUiile. En cITel,
r.)lilii-iitii>nl. r.iilrr 11-. ruiiij.uuiUi's j>, ', les ailjll'l 0, s, i, 'Lus \n l'inr.»i-
MMM U e, f, a*
principaux des angles dont les cosinus sont égaux à a.,.'-,
i-l i]ue le moment d'inertie relatif à une (Imite {ï., f», »)■ pour expression
II - A cos' > + B cos'u -;- C cos'k
on met l'intégrale 6} sous la forme
{7) A/i' + Bç'-i-Cr'-F.
On serait arrivé au même résullal en multipliant les deux membres des équations (4) par p, q, r respectivement, faisant la somme et Intégrant.
Une fois en possession des intégrales (5) el (7), on achèverai! l'intégration en tirant de ces deux équations les valeurs île /i et de 1/, el»;ul)sliluanl ces valeurs dans la troisième équadr
tion (4). On obtiendrait ainsi en fonction de r, des quantités
données A, B, C cl des constantes F, (">, introduites par les deux premières intégrations, c'eM-à-dire que l'on n'aurait plus qu';i effectuer une quadrature pour avoir l'expression de r, par suile les expressions de p et do q en l'onction du temps.
D'un auire coté, il est eurèinement simple de trouver géométriquement loutes les propriétés du mouvement, au moyen des deux intégrales fournies par le principe des aires cl par le principe des forces vives.
Propriétés géométriques du mouvement. — Menons à l'ellipsoïde central ( fi g. îfj) un plan tancent parallèle au plan inva-
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liable; soit 01' la perpendiculaire abaissée du centre 0 sur ce
plan (c'esl-à-dirc l'axe du couple résultant des quantités de mouvemcni du solide ), et 01 le rayon mono du centre au point de conlacl : la ligne 01 n'est autre chose que l'axe inslanlané de rotation (page ( ?.<)}, ou, pour parler le langage de M. Poinsot. le point I est le pâle de la rotation instantanée, à la surface de l'ellipsoïde central.
Continuons à désigner par 1 l'angle POI, nous avons trouvé
COSI
or si nous faisons al lention que H',)' est une constante en vertu du principe des forces vives, el que G est également une constante en venu du principe des aires, nous concluons de l'équation précédente
(8) u cosi - cousi.
Teiêobêmr III. — La composante de la rotation instantanée, perpendiculairement au plan invariable, reste constante.
Ainsi, quand un corps abandonné à lui-même tourne autour d'un ave qui n'est pas un axe principal d'inertie, la grandeur de la rotation varie à chaque instant, ainsi que la direction de l'axe autour duquel elle s'effectue; mais la projection de cette rotation, perpendiculairement au plan invariable, reste constante.
Faisons
01 = 11, OP — A = (icosi; le moment d'inertie II est proportionnel à ^, en venu de la définition de l'ellipsoïde. On conclut de celte remarque el de l'équation (6) que le rapport — est une constante; et, comme nous venons de voir que la projection mcosi est aussi une constante, il en est de même île la quantité weosi, c'e-i-à-dire de la distance fi, du centre de l'ellipsoïde au plan qui louche cet ellipsoïde au pôle 1.
TiitoiifeiiE IV. — La vitesse angulaire de la rotation est proportionnelle à la longueur du rayon vecteur mené du centre de l'ellipsoïde an pôle inslanlané.
TBÏOIÈM V. - Le plan qui louche reltipsol:le au pôle de In rotation teste toujours à la nulnie distance du centre de cet ellipsoïde.
Nous arrivons à la belle propriété qui constitue la proposition rapilale de la théorie qui nous occupe. Le centre 0 de l'ellipsoïde dont nous voulons nuus représenter le mouvement est fixe, et nous venons de trouver que le p(an langent en 1, plan dont la direction est invariable, reste de plus à une distance constante du point fixe 0; donc
THioablB VI- — Le plan parallèle au plan invariable, gui touche sans cesse l'ellipsoïde cen tnd ait pôle instantané de rotation, est toujours un seul et mi-nu: plan . ji.vc dans l'espace absolu.
Un se représentera donc le mouvement du corps, en concevant : i" que l'ellipsoïde central, dont le centre est maintenu ll\e, reste en contact avec un même plan, fi\e dans l'espace absolu; a°qu'il tourne à chaque instant autour du rayon vecteur qui va du centre au point de cimtacl ; 3° enfin qu'il tourne avec une vitesse angulaire, proportionnelle à la longueur même de eu rayon (fig. in). Tel est le théorème de Poinsoi(').
La connaissance que nous venons d'acquérir des circonstances que présente le mouvement d'un solide invariable abandonné à lui-même sans qu'aucune force le sollicite vient compléter la notion que nous avions tout d'abord relativement à l'inertie de la matière. Nous avons admis en principe qu'un
t'ui nii'iin'nt en liiine droite Nous savons maintenant comment
sms [|li—.T sur li- j I l ■ i LiTwi'l.l p,i::ill.l,' :i : i F ■ L : . ri iui:iri il.l... N-h [irin-
ci|>ri ottlilli dont ]■ partie gnom*lrîque de roi Oumge, il csi clair que nom ne courons pas dire que IVIlipsoule mule suis clisse:-. En ulTal, il Lounie à rliiii[i>c inslalll nuLoiir d'un un- intllnil sur le plan invariaUi! ■ relia rolaliun k décompose «i dcui, l'une autour d'un axe situé dîna le plan .'1 qui ne demie aucun ([li<seim-nl, i l l'autre autour d'un a\e perp. iidii ubirc <t ..i diinnc un n-aiillal ana]ii|;ij<' à celui .l'un pivol sur sa crLipaiiilÎTic. On peut dhe, si l'un rem, que la pnin! de coiiiacl u'j unira iiii'iivemcm di- ; lissrniml, on, arec M. loinsot, .juc le earps n'a pus du moui.'iuelil de r»i,W,- niais les peints inlinimi/nt viiiiiriK [■lissen! de El mi-roc manière qu'une jante c.mirpie irili;iiinciil (villa qu'on toréerait à sa mouvoir en li^na droits, sur un plan lue.
Iiïs choses se passent lorsqu'au lieu d'un point matériel on considère un solide invariable qui se trouve dans le mente cas, c'est-à-dire qui n'est soumis à l'action d'aucune force. Le centre de gravité de ce solide se meul uniformément en ligne droite, et en même temps le solide tourne autour de ce centre de gravité, conformément aux lois simples qui viennent d'être indiquées d'après Poinsol.
Développement de la solution.
Pans celle image si elaire que nous avons donnée de la rotation dus corps, on voil sur-le-champ toutes les circonstances et toutes les variétés que ce mouvement peut offrir, cl l'on est conduit, comme par la main, au* opérations el aux calculs qu'il faut faire, si l'on veut en mesurer toutes les différentes
Et d'abord, celle suite de points par lesquels l'el Ei [i-^oïdt; central du corps vient se meure en contact avec le plan fixe du couple résultant des quantités de mouvement, étant considérée sur la surrace de l'ellipsoïde, y marque la route du pôle instantané dans l'intérieur du corps; et les mûmes points, étant considérés sur le plan fixe, y marquent sa roule dans l'espace absolu. On peut déterminer sur-le-champ res deux
Cinématique, les considérer comme les bases de deux surfaces coniques de même sommet, dont l'une, mobile comme le corps, roulant sur l'autre qui est fixe dans l'espace absolu,
De la courbe décrite par le pôle instantané île In surface de l'ellipsoïde, central. — Pour trouver cette courbe, qui esta double courbure, et que nous désignerons par (s), il n'y a qu'à chercher la suite des points par lesquels un ellipsoïde aux rayons principaux a, b, c serait louché par un plan assujetti à rester toujours à une même dislance donnée h du centre de cet ellipsoïde, ou, ce qui est la même chose, la suite des points de contact avec l'eilipsoï le d'un plan q li se mouvrait en louchant à la fois cel ellipsoïde el une sphère concentrique au rayon donné h. Or il est clair que cette courbe (s) est un orbe fermé, a double courbure, espèce de roue elliptique dont
u l'essieu est, ou le rayon majeur a de l'ellipsoïde cenj le rayon mineur c, selon que le rayon li de la sphère esl donné plus grand ou plus polit que le rayon moyen b de cet ellipsoïde.
C'est, ou reste, ce qu'on peut voir par le calcul le plus simple; en efTel, l'équation de la surface de l'ellipsoïde étant
la distance du centre au plan langent est exprimée par
x„ désignant k's coordonnées du point de contact, En
«galant cette expression à la distance donnée li, on a la seconde équation du lieu décrit par le pôle
ant tour à tour, au moyen de la première, s coordonnées x,, y,, :,, on tire les équations
<jut donnent les projections de la courbe sur les trois plans
P De/variêtês que la courbe (*] peut offrir dans certains cas particuliers. — Prenons deux plans de projection {Jig. 3o)i l'un, le plan horizontal, parallèle au plan .r.Vi, l'autre, le plan vertical, parallèle à x^-i enfin, prenons encore un troisième plan auxiliaire parallèle au plan :,y„ que nous rabattrons sur le plan horizontal.
Sur le plan vertical, l'ellipsoïde aura pour contour apparent une ellipse dont les a-ies sont an et i.c; en projection hori-
Diitizcd ai Go
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zontale, l'ellipse aura pour axes a« et afi; enfin, sur le plan auxiliaire, les nves de l'ellipse seront îi cl 2c.
Flfl. ?«■
La courbe ne dépend, comme on voit, que de quatre paramètres : les trois demi-axes de l'ellipsoïde central qui sont donnés par la nature du corps, et ensuite la hauteur h du centre au-dessus du plan lancent invariable, laquelle est donnée par la direction de l'axe du couple résullanl des quantités
Les variétés que celle courbe peut offrir pour un munie corps ne dépendent donc que des valeurs particulières qu'on peui allribger à la constante h.
Or cette ligue, étant la dislance du centre de l'ellipsoïde ii l'un de ses plans tangents, est nécessairement intermédiaire
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entre le plus grand et le plus petit mon de l'ellipsoïde. Du sorte que, les trois rayons a, b, c étinl rangés dans cet ordre de grandeur
qui répond pour les moments d'inertie principaux à l'ordre inverse
on ne peut avoir à distinguer que deux cas généraux : h compris entre a et b, cl /( compris entre 6 et c; ensuite deux cas particuliers : h -- a, h = c, et enfin un cas singulier : h — b.
On voit que, sur le plan x,r, et sur le plan j*, s., les courbes projetées sont toujours des ellipses semblables, car les coefficients des carrés des variables sont toujours de même signe cl sont indépendants do h. Au contraire, sur le plan des z,x„ on a des hyperboles ayant toutes les mémos asymptotes, et dont la position, par rapport à ces asyinptoles, dépend du signe de la quantité A 1 — Ip, laquelle peut être positive, nulle ou négative.
Supposons d'abord h —. b. I.a deuxième équation (i i) représente deux droites qui sont les traces, sur le plan x,z„ de deux plans perpendiculaire:; à celui-ci, lesquels coupent l'ellipsoïde suivant deux ellipses ayant pour axe commun l'axe moyen de l'ellipsoïde. Ces ellipses sonl inclinées sur le plan x,y„ d'un angle O donné par la formule '
en projection horizontale; elles om pour projection commune une ellipse dont l'un des axes sera b, cl l'autre la projection de l'axe de l'ellipse dans l'espace, axe qu'on trouvera facilement à l'aide de l'équation de l'ellipsoïde cl de lavjleurde langO.
Ceci posé, quand A sera dilTércnt de b, on aura, sur le plan x, z„ des hyperboles, ou plutôt des arcs d'hyperboles ayant pour asymptotes les projections des ellipses singulières, et suivant que h sera plus grand ou plus pelil que b, ces hyperboles seront situées dans un des angles des asymptotes ou dans l'autre. Sur les plans x,y, et z,y„ les projeelions des
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courbes sont des ellipses semblables aux ellipses singulières. Toutes celles qui se projettent à l'intérieur de celles-ci sont entières, les autres n'ont que deux arcs à l'intérieur, le reste sort de l'ellipse pi incîpale et constitue les parties parasites des courbes.
Dans les deux cas particuliers de h — a et h — c, la courbe se réduit à un point qui est le sommet A ou le sommet C de l'ellipsoïde central; quand le pôle occupe l'une ou l'autre de ces deux positions, le corps tourne uniformément autour de l'un ou de l'autre des deux axes principaux ia ou le, lequel axe demeure immobile dans l'espace absolu.
On pourrait remarquer que la courbe (i) est en quelque sorte double; car, tandis que le pôle instantané 1 décrit cette courbe (s), il est évident que le pôle oppose I' en décrit une autre (s'), parfaitement égale à l'autre partie de l'ellipsoïde ; mais il suflil d'en considérer une seule.
On voit que cette courbe à double courbure a, comme une ellipse, quatre sommets principaux où elle est divisée en quatre parties égales et symétriques, et il est évident que ces sommets sont les quatre points où la courbe traverse les deux plans principaux conduits par l'axe qui lui sert comme d'es-
valeurs maxima ou minima, comme il est facile de le voir en cherchant le maximum de l'expression
où les variables r„ y,, z, sont liées par les équations (9)
De la courbe décrite par le pfile instantané dans l'espace absolu. — La courbe (j) que le pôle instantané I de la rotation trace à la surface de l'ellipsoïde central étant ainsi déterminée, il est facile de trouver la courbe («■) que le pôle instantané décrit sur le plan lixe; car, en considérant l'orbe fermé (ï) comme la base d'une surface conique dont le sommet est au centre 0 de l'ellipsoïde, il est clair que, pendant le mouve-
ratrice 01, en appuyant le contour de sa base sur le plan fixe, et qu'ainsi c e contour ( j) y trace en roulant la courbe plane (o), que le pôle instantané décrit dans l'espace absolu. Les arcs
infiniment pelils ils de celle courbe plane sont donc égaux aux arcs successifs ils de celte roue mobile (s) qui les produit; de sorte que, si Ton a l'équation de celle-ci, entre la longueur ï de sou arc et son rayon vecteur u, il suffit d'y rbanger j en u pour avoir l'équation de la courbe (») entre son arc et le même rayon n émané du centre 0 de l'ellipsoïde.
Mais comme celte courbe [a) esl plane, si l'on aime mieux la rapporter à des rayons vecteurs v émanés d'un point pris dans le plan même de la courbe, on peul eboisir pour ce nouveau centre le pied I' de la perpendiculaire abaissée du centre 0 de l'ellipsoïde sur le plan fixe que l'on considère [fig. ?.<)); et alors il suffit de ebanger u en y'/i'-i-c' dans l'équation dont il s'agil.
Le ravon vecteur c de la courbe plane [a] n'étant autre ebose que la projection du rayon n de la roue [j] dont les éléments ds viennent s'appliquer l'un après l'autre sur le plan pour Tormer les éléments égaux di de la courbe plane [17), il esl clair que le rayon c va, comme le rayon n, d'un maximum à un minimum, de ce minimum à un maximum suivant, égal au premier, el ainsi de suite à l'infini : et cela par des intervalles jou longueurs d'arcs a) égaux entre eux, cl au quart de la génératrice (*)■• Donc
La courbe [v] décrite par le pôle instantané dans l'espace ■ absolu esl une courbe plane régulièrement ondulée autour d'un même centre, c'est-à-dire une courbe formée par une suite d'ondes égale* et régulières, dont les sommet» son! équïtlistants, et qui serpente à l'infini entre deux cercles concentriques dont elle un toucher alternativement l'une et l'autre circonférence [fg.3,).
Si l'angle au centre, qui répond à deux sommets consécutifs supérieurs ou inférieurs de la courbe ondulée (a), esl commensurable avec quatre angles droits, el qu'on désigne par n le plus petit nombre entier de cercles que col angle ou ce secteur mesure, la courbe (o-) se fermera, el le pôle qui la décrit reprendra exactement sa première roule, après avoir fait 11 fois le lour entier de l'espace angulaire. Mais, comme l'Intervalle de deux sommets consécutifs du même nom ne répond qu'à une moitié du l'orbe mobile (s), il est clair qu'il
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faut doubler ce nombre de révolutions, si l'on veut que In pôle instantané se retrouve, non •seulement au même lieu dans l'espace absolu, mais encore au même lieu sur la surface de l'ellipsoïde central.
FI B . 3i.
Si l'angle doni il s'agit n'est pas commensurable avec quaire angles droits, la courbe ondulée (ff) ira à l'infini, sans pouvoir jamais se fermer; cl le pùle instantané, qui reviendra toujours périodiquement au même lieu dans le corps, ne pourra jamais retomber eu mémo temps au même lieu dans l'cs-
Telles sont, en général, les deux courbes décrites par le pùle instantané, l'une dans l'intérieur du corps, et l'autre dans l'espace absolu. 1^1 quoique ces courbes soient de formes si différentes, comme c'est un seul et même point qui décrit y la fois l'une cl l'autre, leurs équations, prises entre le rajon vecteur émané du centre 0 et la longueur de l'arc décrit, sont exactement une seule et même équation.
I.e cône roulant, à la surface duquel la première courbe (s) sert de base, est simplement un cône droit du second degré; maïs le cône fixe sur lequel il roule est un cône transcendant dont la surrace ondule à l'infini autour de l'axe lise du couple; c'est aussi une espèce de cône droit et circulaire, mats dont la surface serait, pour ainsi dire, cannelée suivant le contour régulièrement ondulé de la courbe ( t ) qui lui sert de base.
Cas singulier : h~b.~ Dans le cas singulier de h égal au rayon moyen b de l'ellipsoïde central, la courbe (i) ne se réduit pas à un point; car sur la surface de l'ellipsoïde, outre le pôle moyen II, où lu plan langent est à une distance h = b du centre 0, Il y a une infinité d'autres points où le plan langent se trouve à colle même dislance b du centre de cet ellipsoïde, et la suite de ces points forme deux ellipses égales, dont les plans se croisent suivant l'axe moyen ift, et sont inclinés au plan principal ab d'un angle dont la tangente est
de sorte que ces deux ellipses, qui ont pour leur commun petit axe la ligne a b, ont pour leur grand axe (*) une ligne
c'est re qui se voit sur-le-champ pur les équations de l'orbe (j), eu y supposant h = b.
Dans ce cas singulier de h = b, la courbe ( 1) esi donc produite par le mouvement de l'une {s} de ces doux ellipses dont on retiendrait le centre Immobile en 0, à une hauteur b audessus du plan fixe, cl dont on ferait rouler la circonférence sur ce plan, avec lequel on l'aurait mise en contact. Or il est aisé de voir que, dans ce cas, la courbe {?) dédite par le point de contact est une ligne spirale qui va en tournant autour du centre P et s'en rapproche sans cesse de plus près que tout ce qu'on voudra, comme d'un point asymptmique, sans pouvoir jamais l'atteindre {fig. 3a). Cette spirale, considérée dans toute son étendue, est une courbe symétrique à gauche cl à droite d'un certain point qui la divise en deux parties égales. Car, en revenant sur ses pas, en faisant rouler l'ellipse en sens contraire, le rayon vecteur e revient en augmentant jusqu'à une certaine \aleur
circulaire.
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qui est son maximum; après quoi, il diminue par les mêmes degrés, de sorie que son extrémité I décrit de l'autre cùté
Fig. 3a.
une spirale égale à la première et qui fa il comme la moitié de la courbe entière et continue (<r) dont il s'agit. Celle courbe a donc un sommet, à gauche elà droite duquel elle jette deux branches égales qui vont, en sens contraires, tourner en spirales autour d'un seul et même centre P; et quoique chacune de ces branches fasse un nombre infini de révolutions autour de ce centre sans jamais l'atteindre, la longueur totale de la courbe est finie et égale à la demi-circonférence de l'ellipse roulante qui ia produit.
Le pôle I, qui décrit cette spirale de longueur finie, ne peut jamais la parcourir dans toute son étendue : quelque près qu'on le suppose déjà du centre P dont il s'approche, il lui faut encore un temps infini pour achever le petit arc qui reste à décrire, ou, pour parler exactement, il ne pourra jamais l'achever.
Dans ce cas singulier du mouvement des corps, le pôle instantané de la rotation est donc un point toujours nouveau, et dans le corps, et dans l'espace absolu; je veux dire que, dans le cours infini de la rotation, le pôle ne peut jamais revenir au même lieu, ni dans le corps, ni dans l'espace, quoiqu'il ne décrive qu'une ligne finie, et dont la longueur serait tout au plus égale à la demi-circonférence de l'ellipse, en sup- 111. m
dïkah 10 im-
posant le temps infini, non-seulement après, mais encore avant l'époque que l'on considère.
Tel csl le mouvement du pùltr quand on suppose /( = o, c'est-à-dire quand le plan du couple résultant des quantités Je mouvement louche l'ellipsoïde central en un point qui ap partieniàl'uneouà l'autre de ces deux ellipses singulières dont nous venons de parler.
ment immobile, cl le corps ne cesserait de tourner uniformément autour du l'axe moyen OB, comme il ferait autour de l'axe majeur OA, ou de l'axe mineur OC, si le plan du couple était unifient au pôle A, ou du pôle C de l'ellipsoïde. En ellet, il n'v aurait aucune raison pour que le pôle I, qui ne peut décrire i la surface que l'une des deux ellipses dont ou vient de
li touille en ce moment à l'extrémité 1! du leur axe
gueur l'axe ma; en de l'ellipsoïde central est, comme lesdeux centres, un axe permanent de rotation.
Mais il v a celle différence, c'est que, autour de cet axe moyen, la rotation n'a point de Habilite .-je veux dire que, pour peu que le pôle I, en verlu d'un petit couple étranger appliqué au corps, vienne à s'écarter du pôle moyen B, il lendra -j s'en écarter davantage, s'en allant alors décrire, à ta surface,
et si le déplacement est tel que h n'oit pas varié de grandeur, le pôle ira décrire l'une ou l'autre de ces deux ellipses singulières que nous avons considérées.
Il n'y a qu'un seul cas où le pôle I, étant écarté du pôle moyen'l) de l'ellipsoïde, tendrait à y revenir : c'est le cas où le pôle I serait porté sur la circonférence de l'une des deux ellipses du côté où le sens de la rotation tend à le ramoner
VC fflf eal porté sur la même ellipse, mais de l'autre côté de son sommet B, il s'éloignera indéfiniment de ce pôle moyen B,
un orbe elliptique {s), soit autoui du petit «xe, selon que ce déplac aura fait augmenter ou diminuer la
.eL il ira tomber, après un temps inl'ini, sur le pôle opposé I!' de l'ellipsoïde. Ainsi, dans ce cas, qui esl unique, comme le précédent, l'ellipsoïde qui, au commencement, louchait le plan fixe par son pôle iiiiivcn B, le loucherait à la lin par le (ji'iIl: nioveu opposé li' ; de sorte que la position du corps se trouverait entièrement renversée dans l'espace. C'est le plus grand dérangement que l'impulsiun d'un petit couple étranger puisse amener dans lu position d'un corps qui tourne actuellement sur son axe moyen ; car, si le pôle est déplacé de loule autre manière sur la surface de l'ellipsoïde, il va décrire, comme on l'a vu, un orbe fermé [s), soit autour du grand axe, soit autour du petit axe ; et, par conséquent, s'il s' écarte d'abord du pôle moyen li, il s'en rapproche ensuite, et revient périodiquement passer à la même distance de B sur la surface, et à la même distance du centre fixe P, dans l'espace absolu.
Il y a encore une autre variété de la courbe ( tr) que le pôle instantané peut décrire dans l'espace; mais clic n'est plus relative à la valeur particulière qu'on suppose à la ligne donnée h : elle dépend uniquement de l'espèce de ce corps, c'està-dire de la proportion des axes a, b, c de l'ellipsoïde central.
Si le corps est un de ceux qui ont deux de leurs «ois moments principaux d'inertie égaux, il est alors de révolution, ou ce qu'on appelle un sphirui'lï. : sphéroïde allongé, si l'axe de révolution est plus grand que le diamètre de l'équaieur, ou aplati vers les pôles si cet axe est plus petit. Dans l'un et l'autre cas, il est évident que la roule (s) du pôle à la surface du sphéroïde est un cercle autour de l'axe de ce sphéroïde, ci par conséquent la roule (tr) du pôle sur le plan fixe est aussi un cercle autour de l'axe du couple résultant dos quantités de mouvement. C'est un des cas les plus simples de la rotation des corps, parce que lout y esl circulaire et uniforme. Cependant, il faut encore remarquer que, si la circonférence du cercle roulant (j) n'est pas commensurable avec celle du cercle fixe {v), le pôle instantané ne peut jamais revenir au môme lieu dans le corps et dans l'espace tout à la fois.
Enfin, et c'est ici le cas le plus simple de tous, si les trois moments d'inertie sonl égaux, l'ellipsoïde central devient une sphère, l'axe instantané de rotation se confond avec la per-
pend ir.u lai rc au plan invariable, les deux courbes (s) eL f a) se réduisent à deux points qui n'en font qu'un seul, et le pôle instantané I reste immobile ei dans le corps et dans l'espace absolu.
De ce qui fait la mesure île la stabilité pour chacun des deux axes extrêmes de l'ellipsoïde central. — fi ou s avons
extrêmes, sous le point de vue de la stabilité que ces deux axes peuvent offrir dans la rotation des corps; mais pour nous faire une idée nette de celte stabilité, et de ce qui en fait en quelque sorte la mesure, imaginons la surface de l'ellipsoïde central comme coupée en quatre parties ou fuseaux par les deux ellipses singulières que nous avons considérées, cl dont les deux plans, conduits par l'axe moyen ih, sont également inclinés à l'axe majeur ->.<i [l'un au-dessus, l'autre au-dessous)
d'un ongle 0 dont la tangente est ~ _ ^. ' Le l >olc moyenM de l'ellipsoïde est à l'imersection de ces deux ellipses; le pôle majeur A est au centre du fuseau dont l'ouverture est ?.0, et le pôle mineur Cau centre du fuseau supplémentaire.
Or, en premier lieu, si le pôle instantané I de la rotation tombe sur le pôle moyen B de l'ellipsoïde, il esl clair que, pour peu qu'on le déplace, il va tomber dans l'un ou l'autre des deux fuseaux dont il s'agii, et décrire son orbe s autour de l'un ou l'autre pôle principal de l'ellipsoïde. Ou bien, si on le déplaçait sur le contour même de l'une des deux ellipses, il irait décrire la moitié de celle ellipse pour retomber sur le pôle moyen opposé; ou, s'il était porté sur l'autre moitié de la mémo ellipse, il revicndi-iii aussitôt au pôle moyen môme d'où 011 l'aurait écarté : d'où il résulte, comme on l'a dit cidessus, que, hors de ce cas unique de déplacement, l'axe moyen du corps n'a aucune stabilité.
Mais si le pôle instantané tombe actuellement au pôle maj eur A de l'ellipsoïde, il peut être déplacé comme on voudra, dans toute l'étendue du fuseau environnant, sans cesser de décrire son orbe (s) autour du même pôle majeur. Et, si c'est en cela qu'on fait consister la stabilité de la rotation autour de l'axe majeur, on peut dire que la grandeur de ce fuseau en est en quelque sorte la mesure. El l'on voit de même que
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l'étendue du fuseau supplémentaire est la mesure de la stabilité de la rotation autour de l'axe mineur.
Actuellement, si l'on suppose que l'un de ces deux axes, tel que a, diffère peu de l'axe moyen, le fuseau qui lui répond est très-petil, et le fuseau supplémentaire esl irès-grand. L'axe lieu différent de l'axe moyen a doue très-peu de stabilité, et l'autre axe en a beaucoup.
Il n'est donc point exact de dire, comme on te fait d'ordinaire, que, si l'axe instantané est un peu écarté de l'axe principal qui répond, soit au plus petit, soit au plus grand moment d'inertie du corps, il s'en éloignera très-peu et ne fera que de petites oscillations pendant toute la durée du mouvement; car, si le moment d'inertie relatif à cet axe dilVère peu du moment moyen, le pôle instantaoé, par un faible dérangement, pourra sortir du petit fuseau où il est actuellement, pour tomber dans le fuseau voisin et y aller décrire son orbe (s) antérieur du petit fuseau qui lui répond, il peut c noire y décrire un orbe (j) étroit et fort allongé et, par conséquent, faire de tris -g L'an il es oscillations de part et d'autre du pûle principal d'où on l'a écarté.
Dans les corps où l'un des moments extrêmes d'inertie diffère peu du moment moyen, et, par conséquent, où l'ellipsoïde du corps central est presque de révolution autour de l'un de ses axes, la stabilité de lu rotation n'est donc vraiment assurée que pour cet axe. C'est le cas de la Terre, dont la rotalion est irés-siabic autourde son axe actuel, et le serail liéspeu autour du troisième axe, qui, comme on lésait, diffère très-peu de l'axe moyen.
Si cette différence est lout à fait nulle, eu sorte que l'ellipsoïde central du corps soit exactement de révolution [ projectiles oblongs), il n'y aura de stable que l'axe de ce sphéroïde; car il est clair qu'aucun des antres axes principaux (qui sont ici tous les diamètres de l'équateur) ne peut avoir de stabilité. El en effet, si le pûle instantané tombe actuellement sur l'équateur, et que, pour une cause quelconque, il en soit un peu écané à gauche ou il droite, i! ne restera plus immobile, mais il ira décrire sur la surface de l'ellipsoïde un cercle (j) parallèle et presque égal à l'équateur : d'où l'on voit que le pôle
i(i6 dtnihique.
instantané aura dans le corps un mouvement très-cou-id érable. Mais, 'l'un autre côte, il est bon de remarquer qu'il n'en aura qu'un irès-pelil dans l'espace absolu; carie cercle fixe a, qu'il décrira dans l'espace, aura peur rayon la très-pelile distance 1P de ce pôle I att pied P de la perpendiculaire abaissée du centre sur le plan langent en I. Ainsi l'axe instantané 01 qui, dans le corps, décrira la surface d'un cône très-ouvert el presque plan, ne décrira dans l'espace qu'un cône de base très-petite, et paraîtra ainsi comme immobile dans l'espace absolu.
Il n'y a qu'on seul eas d'exception à cette instabilité d'un a\e principal situé dans le plan de l'éqnaleur; c'est celui oii le pùle instantané serait porté du point de l'équaieur où il est actuellement en un autre point du même équaieur; car alors il y resterait immobile, comme il aurait fait dans sa première position, si on ne l'en avait point écarté.
Enfin, si les trois axes principaux du corps sont égaux entre eux, et que l'ellipsoïde central devienne ainsi une sphère parfaite, tous les axes sont également stables, ou, en quelque sorte, indifférents à tout déplacement accidentel qui pourrait survenir. Car, si l'axe instantané est porté du lieu où il est dans un autre, il y reste, et redevient immobile et dans le corps et dans l'espace absolu.
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Après avoir donné ia théorie complète de la rotation d'un corps qui n'est soumis à aucune force extérieure, examinons comment cette rotation naturelle se modifie sous l'action d'un couple.
Le seul cas qui se rencontre dans les applications est celui où deux des moments d'inerlie principaux reiatifs au point fixe sont égaux. C'est le seul cas que nous étudierons en détail, el, dans tout ce qui va suivre, nous supposerons qu'on ait B=A.
Notations et définitions. — Pour simplifier le langage, nous regarderons le corps dont nous étudierons le mouvement
lequel est évidemment un axe principal, et nous désignerons par C le moment d'inertie correspondant.
Tous les moments d'inertie relatifs à des axes menés par le pnint 0, perpendiculairement à l'axe de figure, onl une valeur commune A : ces axes forment un plan que je nommerai Vêqualeuriu corps.
Comme, dans la théorie de la rotation des solides, il n'y a pas à se préoccuper du corps lui-môme, mais uniquement de ses moments d'inertie relatifs aux diverses droites menées par le point fixe, ou, si l'on veut, de l'ellipsoïde central du corps, U ne peut y avoir aucun inconvénient à étendre les dénominations précédentes aux cas où le corps.au lieu d'avoir la figure d'un solide de révolution, a une forme quelconque, pourvu que l'on ail deux des moments d'inertie principaux relatifs au point 0 égaux entre eux, et, par suite, à tous ceux qui répondent aux divers axes compris dans le plan de l'équaleur.
Quelles que soient les forces qui agissent sur un pareil corps, nous savons que le mouvement infiniment petit est une rotation autour d'un certain axe 01, et que l'axe OG du couple résultant des quantités de mouvement est perpendiculaire au plan langent en I à l'ellipsoïde central.
L'ellipsoïde étant de révolution, les lignes 01 et OG sont dans un même plan avec l'axe de figure OC. Ces trois droites
affectent d'ailleurs des dispositions diffërenies, selon que l'ellipsoïde est aplati ou allonge [fig. 33).
Etablissons d'abord les relations géométriques qui existent entre les éléments de ces ligures, et qui sont indépendantes du l'existence ou do la non-existence des forces agissant sur le corps.
Formules générales relative» à la rotation instantanée.
Désignons par u l'angle de l'axe de figure avec OG. par i l'angle de l'axe instantané avec la même droite; l'angle o compris entre l'axe instantané et l'axe de ligure est donné par les relations'
o = a — i ( ellipsoïde allonge ), o - ii + i (ellipsoïde aplati).
Nous écrirons pour les deux cas
en convenant de regarder l'angle i comme négatif, quand
Cela posé, il est évident que le couple G, la rotation instantanée m, le moment d'inertie II, et les trois angles », i, o sont six quantités dont deux seulement sont indépendantes. En effet, si l'on connaît o> et o, ou bien G et u, le mouvement du corps est déterminé, et tout le reste s'ensuit. Il existe donc entre les éléments que nous avons définis trois relations distinctes, indépendamment de l'équation (i).
Or, nous avons en premier lieu
(a) H- Asin'o + Ceos : o.
En second lieu, nous avons, pour la grandeur du couple G, l'équation
(3) Gcosi=- H<u,
dont nous avons déjà fait fréquemment usage. L'angle i étant toujours aigu, on conclut de celle équation que G est toujours de même signe que ta.
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Enfin on aura les formules où figure l'angle " en projetant successivement lu couple G sur les deux axes principaux OC et OA, et écrivant que les projections sont représentées par les produits des composantes de (.1 par les moments d'inertie correspondants,
(G coSh — Cgicoso,
(4) I Gsini- = A 6 >sin«.
D'après ce que nous avons dit il n'y a qu'un instant, l'une des cinq équations que nous venons d'écrire rentre nécessairement dans les quatre autres. On déduit aussi des équa-
(5) Clangu — Alango, (G] G- •..v'Â'sinWecos'o.
„, ., «vT-T-
Ces formules sont applicables à tous les problèmes qu'on peut se proposer sur la rotation des solides de révolution autour d'un point fixe pris sur leur axe de ligure.
Cas oti il n'y a pas de forces extérieures.
Si le corps, animé à un instant donné de la rotation m, est abandonné à lui-mt'me, à partir de cet instant, et soustrait à toute influence extérieure, le mouvement de ce corps obéit aux lois que nous avons trouvées dans le paragrapbc piéfédent. I.a direction de l'axe OG et la dislance du plan tangent TT au point fixe O demeurent invariables : le lieu des points de contact de l'ellipsoïde avec son plan tangent est le parallèle du point I; sur le plan fixe, ce lieu est une circonférence, décrite du pied de la ligne OG comme centre.
L'axe 01 décrit dans l'espace un cùnc de révolution autour de l'axe OG {fig. 34 et3D] ; ce mémo axe, dans l'intérieur du corps, décrit un autre cone de révolution autour lie l'axe de lïgunMJC. D'après ce que nous avons vu en Cinématique, le mouve-
17 U DÏKiaiQUl.
ment do rorps csi exactement le même que si ce deuxième cône 10C roulait sans plisser sur le cône fixe IOG.
Ih'jînilion de la rut<i!h>n piv/iir et de In piéeesiiim. — On définit communément un pareil mouvement en disant que le corps tourne autour de son a\c de figure en même temps que cet axe est animé d'un mouvement de prêcession uniforme
autour de h droite fixe OG. C'est ainsi qu'on se représente habituellement le mouvement de la Terre. Toutefois, dans ce dernier cas, il faut en outre tenir compte d'un troisième mouvement, dit de nulalion, en vertu duquel l'aie de figure OC se
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rapproe lie et s'éloigne péi iodiquemenl de la droite invariable autour de laquelle s'effectue le mouvement de précession.
Nous adopterons, dans noire élude actuelle, ces dénominations empruntées du langage (le l'Astronomie; el nous définirons le mouvement d'un solide de révolution par la rotation propre, la précession cl b Hiilalion, ces quantités étant enien-
La position de l'axe de figure OC est donnée par l'angle compris entre cet axe el une droite fixe quelconque Os, et par l'angle que ie plan iOC Tait avec un plan fixe arbitraire zOx [Jîg.36). Nous désignerons par 0 l'angle zQ.C;
quant à notre deuxième coordonnée angulaire, qui a pour mesure l'angle recliligne xOT.', compris entre l'axe des x et la projection de OC sur le plan perpendiculaire à Oz, on n'a pas oublié que nous avons l'habitude de la représenter par ^ — 90°; l'angle iji étant l'angle que fait avec l'axe des x la trace sur le plan xOy du plan de l'équntour du corps. Celte Irace OE est perpendiculaire à la projection de l'axe de figure; nous l'appellerons la ligne des nœuds.
Cela posé, nous avons immédiatement la valeur de la pré-
el celle de la nutation :
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Cas singulier d'un mouvement de précession uniforme.
Un cas intéressant à considérer, c'est celui où, sous l'action d'un couple, les lois du mouvement du corps ont la même forme que celles de la rotation naturelle de ce même corps abandonné à lui-même et soustrait à toute action extérieure. Je veux dire par là que l'axe de figure du corps sera animé d'un mouvement de précession uniforme autour d'une droite fixe avec laquelle il fera un angle constant 0, tandis que le corps tournera lui-même uniformément sur son axe de figure. Le mouvement se distinguera d'ailleurs de celui que nous avons étudié (p. 169) en ce que la droite fixe ne coïncidera plus avec l'axe du couple résultant des quantités de mouvement, et en ce que les relations entre la rotation et la précession seront modifiées.
Cherchons quelles doivent être la grandeur et la direction du couple accélérateur, pour qu'en prenant la droite fixe pour axe des z on :iit
Voyons ce que les équations 12) deviennent dans ces hypothèses. La première donne N = o, et la dernière N, — o; donc le couple accélérateur doit avoir son axe dans la ligne des nœuds. Quant à la grandeur de ce couple, elle est fournie par l'équation restante, qui donne.
(t3) N, = (C- A]ï f 'sin0cos5 -t-CnTsinfl (*).
La rotation instantanée <•> est la résultante de V et de n : on détermine cette quantité, ainsi que l'angle r formé par l'axe 01 avec Oz, au moyen des deux équations
| o.sinr-nsinS, [4) 1 *,cos, ^T-Kcose.
{*] On voit qu'on peut toujours 10 donner arbitrairement tous les Élcmcnls du tliouiemfnt, f, a, <1 l'jiliglo 0, cl n,u'<m trouve une valeur ronvs|nmd:iijti. pour le moment du coup!,,.. Ci-iiu propiit:!c n'eiisie pas dans la rotation nalurellf, où il eiiitu une reltUon
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Enfin on trouve la longueur G ei l'angle g par les équations (4), qui s'écrivent, dans noire système actuel de notation,
Gcos(0-£) s= Cucos(fl-r) - C(n + YcosS), Gsin(6- g) = Ausln(e — r) = AYsinS; on lire en effet de ces équations
j GBin é r = {C-A)T S in9cos9-i-CnsInfl, 11 ' j Gcosff ^(Asin'e + Ccos'SJl'H-Citcosfl.
Il élail très-facile de trouver dirmemfiu l'équation de condilion sous une forme qui ililtei\: légère nient de la forme ( i3), mais qui se ramène aisément à celle forme. En effet, la vitesse du point G, dans les conditions que nous supposons, est perpendiculaire au plan zOG; donc l'axe du couple, égal et parallèle à celle vitesse, coïncide avec la ligne des nœuds OE. De plus, la viLesse angulaire du plan zOC ou ;OG étant représentée par f, la vitesse du point G est le produit de Y par la dislance Gsing du point considéré à l'axe Os; donc
(i3 6/») ' N, = GTsInff.
La première équation (i5) montre l'équivalence des équations (i3)ct [i3 bis).
Enfin nous pouvons encore mettre noire équation de condition sous la forme donnée par Poinsoi en remplaçant Y par
sa valeur ~^Ç^~ç~ ' vient '
Discussion de h solution.— Nous supposerons que l'angle 0 soit aigu ; la rotalion n sera positive ou négative, et portée, en conséquence, sur la demi-droite qui fait l'angle 0 ou sur son prolongement. Il en est de même de la précession W. Enfin les angles comptés à parlir de Oz auront le signe +, quand ils seront comptés dans ie même sens que l'angle 0, le signe — dans le cas contraire.
L'angle 0 étant donné, ainsi que ¥ et n, la construction du parallélogramme de la rotation fournira l'axe 01 cl déterminera
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les deux cùnes. Cela bit, on trouvera la ligne OG au moyen de l'ellipse méridienne, et l'on conclura aisément, de la position de celle ligne el du signe de la procession, le sens de la vitesse du point G, par suite celui de l'axe du couple.
Fi B . j 0 .
Pu eu ier cas : 1 r >o, n>o. — L'axe instantané tombe dans l'intérieur de l'angle 0, les deux cènes sont extérieurs {fîg.fa). Comme OG tombe toujours entre UI et OC dans le cas de l'ellipsoïde aplati, le couple N, esi positif si C>A. Au coiuraire, quand C est plus petit que \, OG peut ëire rejeté à gauebe de
Oz, 01 restant à droite; alors N, est négatif. U n'est donc pas exact de dire que le couple N, tend constamment à détacher le cône mobile du cône fixe. En effet, quand OG est à gauche deOi.le corps abandonné à lui-même roulerait sur le cùrii'IOG, qui enveloppe le cône 10;; donc, poor obliger le cùne mobile à rouler sur ce dernier cône, il faut un couple tendant à l'appuyer contre celte surface.
Quand OG coïncide avec 0;, le couple N, est nul, le mouvement n'étant autre chose que celui que le corps tend à prendre en vertu de son inertie. ,
Le couple N, est encore nul quand 01, et par suile OG, coïncident avec OG; on a alors "/ = o. La rotation a lieu autour d'un axe principal : elle continue sans l'inlervenlioti d'aucun couple.
Deuiièbe cas : W < o, n > o. — L'axe instantané passe de l'autre côlé de OC. Tant que l'angle r est compris entre 9 et
90 degrés, le cône mobile roule dans l'intérieur du cône fixe, OG est à droite de Oz, et, comme la précession est négative, le couple N, est négatif : il tend à détacher le cône mobile du cône fixe.
Quand r devient égal à 90 degrés, le cône fixe s'aplatit et se transforme en un pian. Au delà ce même cône fixe se rc-
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tourne, les cônes se retrouvent extérieurs, le couple reste négatif; la figure devient en tout semblable à la Jig.fa retournée, si ce n'est que l'angle des deux axes est obtus, au lieu d'être aigu. Il résulte de celte dernière circonstance que OG ne peut jamais dépasser Oz', et que le couple ne peut changer de signe tant que les cônes restent extérieurs, c'est-à-dire tant que r est compris entre 90 degrés et yo° + 0.
Pour r = 90"+ S, c'est le cône mobile qui se transforme en un plan, et qui se retourne ensuite pour envelopper le cône lise (ftg. 43]. Le couple reste négatif, quelque rapproché que
soit 01 de l'axe Oz', si l'ellipsoïde central est allongé; mais dans le cas contraire [fig. 43), OG peut dépasser Oj', tandis que 01 reste en deçà; le couple est alors positif et tend à appuyer le cône mobile sur le cône fixe.
Troisième cas : n < 0. — La rotation instantanée se transforme en une rotation effective quand n = o. L'axe 01 coïncide avec Oî et reste immobile à la fois dans le corps et dans l'espace. Seulement, celle ligne n'étant pas axe principal, il faut, pour obtenir celte immobilité, un couple qui détruise le couple d'inertie. Ce couple a le même signe que le mouvement de précession (lequel se confond ici avec la rotation
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réelle), dans le cas de l'ellipsoïde aplaii; il a un signe contraire dans le cas de l'ellipsoïde allonge {fig. 4<>)-
Quant aux cas oii la rotation n est négative, ils ne réclament pas une étude spéciale. En effet, une disposition quelconque convient évidemment à deux mouvements de sens opposés, et. si l'un des dons mouvements répond à une rotation positive, à une précession et à un couple dont les signes ont été déterminés par ce qui précède, l'autre répondra à une rotation négative cl à une procession de signes contraires. Quant au couple, il conservera le môme signe, car le signe de OG et celui de la précession changeront tous deux.
Application nu mouvement île la Terre. — La Terre peut être considérée comme un spliéroïde ajanl deux moments d'inertie principaux égaux entre eux, et plus petits que le troisième moment principal. Nous avons étudié en Cinématique le mouvement dont ce sphéroïde est animé, en faisant abstraction de la nutalion de l'axe, et nous avons reconnu que, la rotation propre étant négative et la précession positive, on rentrait dans le cas de la fig. 3g, la demi-ouverture du cône fixe étant de 33°3j'3a", cl celle du cône mobile intérieur étant fort petite.
Nous pouvons actuellement conclure de ces résultais géométriques : i° que la Terre reçoit à chaque instant l'action d'un couple étranger perpendiculaire à la ligne des nœuds ; a" que ce couple doit tendre à détacher le cône roulant de la surface dtt cône fixe, ou, ce qui revient au même, à coucher l'équateur sur le plan de l'éeliplique; 3° enfin que l'intensité de ce couple doit satisfaire à l'équation (i3).
Si l'on détermine par le calcul, au mojen de la théorie de la pesanteur universelle, la valeur du couple provenant de l'action du Soleil et de la Lune, et tendant à diminuer l'obliquité de l'écliplïque, on aura une équation de laquelle on pourra tirer la valeur de quelque quantité plus ou moins incertaine, comme le rapport — des deux moments d'inertie principaux de la Terre {"J.
(*) Poiisot, Théorù des cÔntt circulaires mulauli {Jutirnal de M.irhémalifua, i. JW1II, iB53).
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g XVIII. — Dï CENTRE DE PERCUSSION.
Considérons une force unique F, agissant sur un solide en repos, lequel n'a que la liberté de tourner autour d'un axe fixe, et demandons-nous sous quelles conditions cette force pourra mettre le corps en mouvement sans exercer aucune action sur les appuis de l'axe.
D'après le principe de d'Alemberl, l'équilibre doit exister entre les forces d'inertie et les forces extérieures, lesquelles se réduisent à la force F, les appuis ne devant développer aucune réaction. La* condition cherchée est donc que les forces d'inertie aient une résultante unique, cl que la force F soil directement opposée à cette résultante. Quant à l'intensité de celte force F, il n'y a pas à s'en préoccuper, car la force d'inertie prendra d'elle-même la grandeur convenable pour faire équilibre à la force motrice : l'équation qui exprime cet équilibre est celle qui détermine l'accélération angulaire que doit prendre le corps sous l'action de la forceF.
Centre de percussion. — Mais nous savons que, pour que les forces d'inertie aient une résultante unique, il faut et il suflit que l'axe de rotation soit principal en l'un de ses points. Nous avons appelé centre de percussion le point d'application de cette résultante, lequel se trouve sur l'intersection du plan principal d'inertie perpendiculaire à l'axe de rotation et du plan passant par le centre de gravité cl l'axe (fig. 44)- H étant
le moment d'inertie du corps, par rapport à la droite OA, et a la distance GP, la longueur CO est déterminée par l'équation
Fil. «.
Donc, pour qu'une force unique imprime au corps un mouvement autour d'un axe fixe, sans exercer de pression sur cet axe, il faut et il suffit : t° que l'axe soit principal on l'un de ses points; -j." que la force soil dirigée dans le plan principal, perpendiculairement au plan qui contient l'axe de rotation et le centre de gravité (cette direction est celle qu'affectera h résultante des forces d'inertie, au moment où, le corps partant du repos, la vitesse angulaire sera nulle); 3" enfin qu'elle soil appliquée au centre do percussion.
C'est en raison de cette dernière propriété que le point d'application de la résultante des forces d'inertie, quand celte résultante existe, a reçu le nom de centre "de percussion.
Soit K le rayon de gyration pour un axe parallèle à l'axe de rotation et passant par le centre de gravité, on a, d'après la théorie des moments d'inertie,
Il = Ma' + MK',
cl la position du centre de percussion se trouve déterminée par l'équation géométrique ,
ci <=.+£.
Cette position ne dépend ni de la masse du corps, ni de la grandeur de la percussion.
Le centre de percussion est toujours plus éloigné de l'axe que le centre de gravite, car i><i. Si l'on pose l — a = h, on a
le rayon de gyralion est donc moyen proportionnel entre les distances du centre de gravité à l'axe et au centre de percussion : les quantités n et h sont réciproques l'une do l'autre. La distance / de deux centres réciproques peut être plus grande que toute ligne donnée; mais elle ne peut jamais être nulle. La moindre valeur qu'elle puisse avoir est la ligne iK, car, en cherchant la valeur de a qui répond au minimum de /, on trouve a= K, par conséquent aussi k =K, d'où /-iK. Ces résultats sont indépendants de la grandeur de la force F
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et s'étendent tout naturellement au cas où celle force agit avec une grande intensité pendant un temps très-court, de manière à produire ce que nous avons appelé une percussion.
C'est ce dernier cas que nous supposerons dans toute la théorie qui va suivre. De plus nous admettrons que le plan principal soit un plan de symétrie du corps; alors un axe quelconque, perpendiculaire à ce plan, est principal pour le point où il perce le plan. Le centre de gravité se trouve évidemment dans le plan de symétrie, sur la droite qui joint le centre do percussion au pied de l'axe, ei dans l'intervalle compris entre ces deux points.
Il est facile d'établir directement la théorie du centre de peiTiiHsiun, sans avoir recours à la réduction des forces d'inertie. Pour cela, nous allons commencer par chercher l'effet d'une percussion sur un solide libre, celte percussion étant dirigée d'une manière quelconque dans le plan de syméiric, à une distance k du centre de gravité (fig. 45).
Fi E . 45.
Abaissons du point G une perpendiculaire sur la direction de la percussion; nous pouvons supposer celle-ci appliquée au pied C di; mte pcrpcmliculuire. Cela posé, d'après les lois du mouvement dos solides libres, l'elïci de la force appliquée en C est doublé, et nous pouvons iltjlcnmiiiT séparément: i" le mouvement du centre de gravilé ; ï" la rotation du solide autour de son centre de gravité.
. 1° Soil h la vitesse finie du centre de gravité, nous détermi-
l86 MM'Ili.ilt.
lierons celle quantité comme s'il s'agissait d'un point matériel de masse M, soumis à une percussion P. Égala ni donc à P l'accroissement fini de la quantité de mouvement, il vient
2° Soit <.) la vitesse angulaire autour du centra de gravité, on a de môme, pour déterminer w, l'équation 1 (41 MK'n - P/i,
et le mouvement do solide se trouve connu d'une manière complète.
Ax' spontané de rotation. — Considérons, au delà du centre de gravité, un point 0, situé à une dislance a de G, telle que l'on ail
(2) ah = K 1 ,
en remplaçant a et t.i par leurs valeurs (3) et (4) : il est clair que le point 0 est animé d'une vitesse nulle; il se fixe spontanément sous l'influence de la percussion cl le mouvement du solide est une simple rotation autour d'un axe projeté en 0 sur le plan qui conlienl le centre de gravité et la direction de la percussion.
Le raisonnement que nous venons de faire est celui par lequel Jean Bernoulli a établi le premier l'existence d'un centre spontané ou instantané de rotation dans le mouvement d'une ligure placée dans son plan.
line fois que la percussion a cessé d'agir, notre solide, supposé toujours entièrement libre, conserve indéfiniment la vitesse u de son centre de gravité, et la rotation a autour de l'axe principal G. On produirait le mouvement fini de ce corps en faisant rouler le cylindre au rajon GO sur son plan tangent XX'. Mais revenons à la question du centre de percussion.
Supposons qu'au moment du eboe l'axe 0, déterminé par l'équation (2}, soit fixe à la manière ordinaire, il est flair que les appuis de ceL axe ne seront soumis à aucun effort résultant de la percussion, celle-ci ne tendant pas à déplacer la ligne 0. Réciproquement, l'axe 0 et la distance a étant donnés.
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le point où il faut frapper pour n'exercer aucune aclion sur l'axe se trouve (le l'autre coté du centre de gravité, à la distance h.
Quand la percussion est terminée, le corps, se trouvant animé de la rotation c> autour de l'axe fixe U, conserver:! indéfiniment ce mouvement acquis. L'axe n'a d'autre e (Tort à supporter que celui qui provient de la résultante des forces d'inertie : il conserverait son invariabilité en vertu de la fixité de l'unique point où il est principal.
Cas d'exception. — La solution que nous venons de donner n'est pas applicable au cas où l'axe de rotation contient le centre de gravité, et la roiaiion autour d'un tel axe ne saurait être produite sans clioc sur l'axe que par un couple.
En effet, nous avons trouvé
ah = K> ;
si donc nous supposons que a diminue indéfiniment jusqu'à amener l'axe de rotation à passer par le centre de gravité, on aura
A = œ et P^o.
On trouve une percussion nulle appliquée à l'infini; cela veut dire qu'aucune percussion unique, appliquée où l'on voudra, n'est capable de produire une rotation sur le centre de gravite, sans communiquer en même temps à ce point un mouvement de progression, ou sans ébranler les obstacles qui s'opposent à un pareil mouvement. Il faut donc nécessairement faire agir un couple, pour obtenir une simple rotation sans ciiarge sur l'axe.
Percussion exercée par un solide en mouvement sur un obstacle fixe.
Il résulie de ce qui précède qu'un corps animé d'un mouvement de rotation autour d'un axe 0, perpendiculaire à son plan de symétrie, peut être considéré comme partant du repos, un instant très-court auparavant, et que son mouvement actuel peut être regardé comnie prévenant d'une percussion P, appliquée au point C.
Réciproquement, on arrêterait le corps en exerçant au
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point C une force doni l'impulsion serait égale et contraire à P. Si, au lieu d'appliquer une force, on oppose un obstacle lise, cei obstacle produira le même effet, en développant pendant un temps qu'on ne peut guère mesurer une réaction dont l'impulsion totale sera P. Le corps perdra à la fois sa translation et sa rotation sans mettre en jeu la résistance de l'axe, de sorte que le résultai obtenu sera le même,, que l'aie soit ou non artificiellement fixé. Quant à l'obstacle, il recevra une percussion
(5) P = Ma<a=^M.
Tel est l'effet produit par le choc d'un corps M, animé d'une rotation r.i sur un obstacle qu'on lui présente à la distance h
Cherchons ce que devient celte percussion, quand l'obstacle se trouve à une distance x du cenlre de gravilé (').
Décomposition des percussions. — Décomposons la percussion P en deux {fig. f\6) : l'une Q, appliquée au point C situé
Ftg- se.
à la distance x du poinl G, l'autre p, au point 0' réciproque de C, c'est-à-dire le! que l'on ait
La percussion p appliquée en 0' ne produit aucun effet sur le pointC, puisqu'on peut, relativement à toute percussion appliquée en 0', regarder le point C comme fixe, vu que les deux points par hypothèse sonl réciproques; donc ta pression
Cl LV«or. Queilleas ilmii/aii/tirl. — Sur la nercimi-in tirs carps {Journal rir Matktmatiquet, série, t. XI, iS5 7 , f >. iî, cl >ui».).
Digitizod byGooale
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exercée au point G sur l'obstacle résultera uniquement de la composante Q qui lui est directement appliquée; celte composante donnera pour l'impulsion totale de la pression cherchée, la décomposition s'exerçant absolument comme s'il s'agissait de forces ordinaires,
(6) « = ,iî| = ,*±£.
L'autre composante est égale à
(7) o='fe4r
Si donc on suppose que le corps frappe à la fois deux obstacles, l'un au point C capable d'une résistance Q, l'autre au point 0', capable d'une résistance p, le mouvement du corps sera arrêté sans qu'il y ail de pression sur l'axe fixe.
Construisons la courbe qui représente les intensités des percussions telles que Q dans toute l'étendue de la ligne OG supposée rigide {fiç-fah
Fie- (j-
Si l'on fait x~o, on a Q = P; donc, au centre de gravité comme au centre ordinaire de percussion, la percussion est égale à P. Seulement, dans un cas tout le mouvement se trouve éteint, dans l'autre la translation seule est détruite.
Pour x~ — a, Q = O.
Entre x — — a el x — h, on a une branche de courbe qui présente un maximum pour un cerlain point T situé entre fi
igo DIKJMIQUI.
et C. Pour avoir ce maximum, prenons la dérivée de Q, et égalons-la à zéro, nous aurons
ou, en divisant par A el ordonnant par rapport à x,
Celte équation fournil pour# les deux valeurs
(8) x^-a-^^TK', ou, en faisant ? == x -f- a,
( 9 ) i = ±<l?TK> ^±^3.
Centre île percussion maxima. — Pour construire ces valeurs, élevons au point G, perpendiculairement à xx' cl dans un sens quelconque, une ordonnée GK;=K, et du point 0 comme centre, avec OK pour rayon, décrivons «ne circonférence; le rayon de cette circonférence est égal en valeur absolue à X. 0 cl C étant deux centres réciproques quelconques, les trois points 0, K, C sont sur une circonférence dont le centre est sur Oj-.
Donc la distance à l'axe du point T qui correspond au maximum est moyenne proportionnelle entre !a dislance du
gauche du poinl 0, les percussions sont négatives, ce qu'on devait évidemment trouver, puisqu'on est de l'autre côté de l'axe. D'ailleurs elles atteignent un maximum au point T', situé à la même distance de l'axe que le poinl T, el qui correspond à la solution trouvée précédemment
Enlin, pour x — — », P = o. On a donc une deuxième branche de courbe située au-dessous de OG, ayant comme la première celle droile pour asymptote.
Cas d'une translation simple. — Si l'on n'avait aucune roia-
( • ) Ou peul mnaniuor que les paiius T et T' son! réciproques.
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lion, c'est-à-dire si l'on posait h —- o, on aurail J. — a, elle centre de percussion maxima se irouvc-raii au centre de grains d'une pure rotation. — Si au contraire on avait une rotation simple autour du centre de gravité, on aurail a = o, ei alors
c'est-à-dire que les centres de percussion maxiina sont situés de part et d'autre du centre do gravité à une distance égale au rayon de gyration. Comme, dans ce cas, le centre de rotation et le centre de gravité ne font qu'un seul et même point, la direction de OG n'est pas donnée, et le centre de percussion maxima n'est pas un point absolument déterminé comme dans les cas qui précèdent; il est seulement à une distance déterminée du centre de gravité, et par conséquent il peut être pris
du contre dont il s'agit.
Si, par exemple, une barre homogène de longueur a L tourne
autour de son centre de gravité, c'est à la dislance -~ du centre
de gravité qu'elle frappera le plus fort possible.
Si la barre est remplacée par une sphère ou bille, de rayon R,
Je rayon de gyration est égal à R y'gt et c'est à cette distance
du centre que le globe tournant Trappe avec la plus grande force possible
Comparaison, entre le choc d'un corps solide en mouvement et celui d'un simple point matériel. — Reprenons les valeurs de Q et de p, qui nous permettent, pour ainsi dire, de dédoubler le centre de percussion, et transformons-les au moyen des équations
P=Maa, PA = MK'w,
igi DÏN.lïlQl'E.
Or la vitesse du point C esi
el si nous supposons qu'un obsiaclc fixe soii choqué par un poiui matériel non élastique de masse f/ et de vitesse v, il est évident que ftv représente l'impulsion totale de la réaction qu'il développe; donc le point C frappe comme si la fraction
g_— de la masse totale y était condensée ('}.
De même, dans l'expression de p, le facteur (a — ^J^i étant la vitesse du point 0', on voit que ce point, réciproque au premier, frappe comme si le reste de la masse
Donc, en considérant deux rentres quelconques réciproques l'un de l'autre, on peut dire que ces deux points frappent exactement comme s'ils se partageaient la masse dans la raison inverse de leurs distances au centre de gravité.
Nous pouvons maintenant étudier la question à un autre point de vue. Le corps mobile, au lieu de frapper par l'un, de ses points un obstacle fixe, peut frapper un obstacle de masse M' supposé en repos et susceptible d'être mis en mouvement. Proposons-nous de calculer la vitesse que prendra cet obstacle. Si l'on désigne par x ta dislance du point considéré au centre de gravité, nous avons vu que tout se passe
MK- , . ., comme si une masse ^y— — p animée d une vitesse [a 4- xju,
était condensée en ce point; donc, si iv désigne la vitesse commune après le choc de l'obstacle et du corps choquant
( ") Pour -r = 0, celle fracliun est .'-gale k i; Il n'y i donc qn'iD csatre uV Qnvili' qu'il N c.irps frappe commi; h tmil.» 1 ;i niassr y i-l-.ih runili'iuée. La pereuufon «i la mime au ecnlre do parciuilon, ce qui liem a c* que la diminution de la frac-lion es! compensée par l'auBmenulion de iilene.
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( tous deux étant supposés non élastiques ), on aura
On conclut de là qu'un corps transmet plus de mouvement par son centre de percussion que par son centre de gravité. Mais le centre C de percussion n'est pas le point par lequel le corps transmet au point M' la plus grande vitesse possible, et re n'est pas non plus le centre T de percussion maxima qui jouirait de cette propriété : c'est un nouveau point dont la dislance au centre de gravité dépend du rapport de M' à M.
En prenant la différentielle, on trouvera lu valeur de x qui rend cette vitesse un maximum
•:t l'on pourra vérifier que si M' est infini, ce qui correspond uîi cas d'un obstacle fixe, c'est aie rentre de percussion maximum qu'on produira le plus grand effet.
Double changement produit par an choc vif sur la vitesse du centre île gravité et sur la rotation autour de ce point. — Nous avons encore à tirer de celle théorie une élude trés-inléressante.
Nous avons vu que la percussion P pouvait être décomposée en deux autres Q et p, appliquées l'une à la distance x du
centre de gravité, l'autre à la distance ~ ■ Nous avions d'ail-
Si l'on applique au point C un obstacle capable d'exercer une résistance Q, il ne restera plus que la percussion p appli-
leurs
MK.'
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quéc au poitu 0' situé à «ne distance — ~ On aura donc deux nouvelles vitesses u' et a données par les équations
Construisons les courbes des vitesses u' et u' {fig. 48). La première passe aux points G ei C, ce qui est évident à priori;
FJ|. 48-
entre ces deux points, la vitesse » est négative-, puis a gauche du point G elà droite du point C elle est positive. La courbe ' a pour asvmplote des deux côtés la droite AB située à la distance u de G.
On voit à l'inspection de ces courbes qu'en frappant à gauche du point O le centre de gravité se précipite en avant avec une vitesse accélérée; mais ia rotation a perdu. Entre les points G et C, la vitesse «' change de signe; il y a réflexion comme si le corps était élastique.
De même, la rotation est accrue par un choc entre O et G; elle éprouve un changement de sens si ce choc est à droite du point C, Les deux points remarquables sont : 1° le point O où un choc ne produit pas le moindre effet; a" le point C où l'effet est, au contraire, le plus grand possible, puisque tout le mouvement s'y trouve subitement anéanti.
Cil . t PITRE ï. — .1 PPL] CATIONS DIVERSES.
APPLICATIONS DIVERSES RELATIVES A LA DYNAMIQUE DES COUPS SOLIDES
§ XIX. — Théorie du pendule composé.
On entend par pendule composé on corps pesani, de forme et de dimensions quelconques, assujetti à tourner amour d'un axe fixe horizontal qui ne passe pas par son centre de gravité. Nous supposerons d'abord qu'en dehors des réactions de l'axe fixe la pesanteur soit la seule force extérieure agissant sur le pendule.
Désignons par M la masse totale du solide, par a la distance de son centre de gravité it l'axe fixe, par K son rayon de gyralion, par rapport à une parallèle à cet axe menée par le centre de gravité, et p;ir 0 l'angle que le plan conduit par l'axe et le centre de gravité fait avec le plan vertical d'équilibre dans une position quelconque du pendule [Jtg. 49).
Le moment d'inertie par rapport à l'axe fixe a pour valeur M [«' + &');
Rg, «g.
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la somme des moments des |ioids des diliérems points malériels de ce solide par rapport à l'axe fixe est d'ailleurs égale nu momcnl du poids total du solide appliqué à son centre de gravité, ei a pour valeur
MgdsiiiS;
donc l'accélération angulaire autour de l'axe fixe est
Le pendule simple n'est qu'un cas particulier du pendule composé; cette équation dilTéremiellc pourra donc s'appliquer au mouvement d'un pendule simple de longueur /. cl pour cela il suffira d'y supposer K = o et a=l; ainsi l'équation différentielle du mouvement du pendule simple est fl") _ i^sinO
les deux équations, donl l'une se rapporte au mouvement du pendule composé, l'autre au mouvement du pendule simple, deviennent identiques si l'on pose
Donc, si la longueur / d'un pendule simple satisfait à celle condition, les mouvements des deux pendules s'effectueront exactement de la même manière, pourvu toutefois que les circonstances initiales soient les mêmes de part et d'antre. Ainsi les lois du mouvement du pendule composé sont les mômes que celles du pendule simple.
Si l'on mène une droite parallèle à l'axe de suspension, à
une distance de cet axe égale à a -t- — , et dans le plan qui
passe par cet axe et le centre de gravité, tous les points du solide qui se trouvent sur ceue droite se meuvent absolument de la même manière que si chacun d'eux était isolé ei qu'il rût lié à l'axe de suspension par un fil inextensible et sans masse, dirigé suivant la perpendiculaire qui mesure sa dislance à l'axe. Cette droite se nomme Y axe d'oscillation du pendule,
et l'on donne le nom de centre d'oscillation au point où elle perce le plan perpendiculaire à l'axe de suspension mené par le centre de gravité du solide.
Nous pouvons déduire de !ii un certain nombre de conséquences intéressantes :
i" L'axe d'oscillation est toujours plus éloigné de l'axe de suspension que le centre de gravité;
1' Le centre d'oscillation coïncide avec le centre de percussion ;
3° L'axe d'oscillation et l'axe de suspension sont réciproques l'un de l'autre, c'est-à-dire que, si l'on prend pour axe de suspension l'axe d'oscillation, le nouvel axe d'oscillation sera l'ancien axe de suspension.
En effet, la longueur du nouveau pendule synchrone, après le changement de l'axe de suspension, est
Cette propriété a été mise à profil par M. Kaler pour déterminer avec une grande précision la longueur d'un pendule ballant la seconde, et par conséquent l'intensité g- de la pe-
4° La longueur du pendule synchrone ne change pas quand on prend pour nouvel axe de suspension un axe parallèle au premier et silué à h même distance du centre de gravité.
5" EnQn, si l'on remplace l'axe de suspension successivement par une série d'autres axes qui lui soient parallèles, le minimum de ' aura lieu pour n~K, c'est-à-dire quand l'axe de suspension est à une distance du centre de gravite égale au rayon de gyraiion.
Telle est la théorie du pendule composé dans ce qui a rapport à la mécanique rationnelle. Cette théorie est extrêmement importante, puisque c'est au moyen du pendule composé seulement qu'on peut déterminer avec une certaine approximation la valeur de g.
Détermination expérimentale des moments d'inertie. — Maintenant que la valeur de g est bien connue, on peut, en mesurant avec soin la durée des oscillationsd'un corps, trouver
rg8 dinabioue.
la longueur du pendule simple synchrone, ei par conséquent le moment d'inertie du corps amour d'un axe quelconque parallèle à l'axe de suspension; mais, dans toutes les expériences faites sur le pendule composé, il faut Taire un certain nombre de corrections dues à l'Influence des causes perturbatrices, telles que la température qui dilate les corps, l'amplitude des oscillations qui, dans une certaine mesure, influe sur leur durée, etc., etc. Seulement, comme celte influence est trèsfaible, il suffit d'en avoir une valeur approchée, car une erreur relative assez grande commise sur sa détermi nation ne produit sur le résultat définitif qu'une erreur irès-pelïle.
Influence du milieu. — La correction la plus importante est celle qui est relative à l'influence du milieu dans lequel oscille le pendule, milieu qui est ordinairement l'air atmosphérique.
Cette influence a un double effet.
i° Il se produit une poussée qui se retranche de la pesanteur. En effet, un corps placé dans un fluide en repos perd, d'après le principe d'AiTliimède, une partie de son pouls épie au poids du fluide déplacé. Si donc M' est la masse de l'air déplacé, le moment des forces de pesanteur n'est plus que
(M — M'JgasinS.
Le moment d'inertie ne subit d'ailleurs aucune altération; donc on devait mettre
et par conséquent, d'après la formule qui donne la durée de l'oscillation du pendule simple,
le rapport des oscillations dans l'air el dans le vide est
n désignant la densité du pendule par rapport à l'air. Toutefois la formule précédente n'est pas exacte théorique-
ment, parce que le principe d'Archiniède n'esi vrai que si le corps est en repos dans l'air, el que ce principe, el la correction à laquelle il donne lieu, doivent être modifiés quand le corps est en mouvement; il se produit alors une espèce de remous. On a trouvé empiriquement que la correction précédente était Hop forte, et qu'on représentait sensiblement les observations en prenant, au lieu du rapport précédent,
f étant un coefficient > i .
Poisson a déterminé approximativement ce facteur et l'a trouvé égal à -■ De nouvelles expériences seraient nécessaires pour vérifier celle valeur.
2° Le milieu influe encore en opposant une résistance directe au mouvement du pendule. Poisson a trouvé les résultats suivants : si a représente l'écart initial, le pendule abandonné à lui-même dépassera la verticale, mais, au lieu de remonter à l'angle n,,il ne remontera que d'un angle a,, donné par la formule
en supposant la résistance de l'air proportionnelle au carré de la vitesse, et égale à yut*.
Dans son oscillation en sens inverse, le pendule remontera de l'angle
de sorte qu'il finira par arriver au repos, l'amplitude diminuant à chaque demi-oscillation. De plus, la durée de la demioscillation descendante est augmentée par la résistance de l'air de
mais le temps de la demi-oscillation ascendante est diminué de la même quantité, de sorte que l'air n'a aucune influence sur le temps d'une oscillation complète. C'est ce que vérifie
assez bien la première loi d'isoclironismc des oscillations du pendule <] LIC l'expérience ait donnée à Galilée. En effet, cet isochronisinc théorique n'aurait pas élé vérifié par l'expérience si la résistance de l'air avait influé en raison de la vitesse, qui diminue évidemment avec l'amplitude.
Pendule balistique.
Le pendule balistique est destiné à mesurer la vitesse d'un projectile à sa sortie d'une Louche à feu. Il se compose d'un récepleuren fonte, fixé à un cadre de suspension en fer, lequel peut osciller librement autour d'un axe horizontal A [fig. 5o).
Le récepteur contient une matière compressible dont la fonction est de recevoir le choc du projectile et d'amortir la vitesse de celui-ci sans que la rupture du récepteur puisse avoir lieu.
On connaît la masse it du projectile, assez petit pour être assimilé à un point matériel ; il s'agit, d'après l'effet qu'il produit sur le pendule, d'évaluer sa vitesse V, dirigée suivant l'ho-
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en a mus v. — applicatiokï -diverses. 201 rizontalc passant par le point connu B, qu'on suppose être le centre de percussion du pendule.
Appliquons le théorème des moments des quantités de mouvement au système formé de l'ensemble du pendule et du projectile, en prenant pour instant initial celui où le pendule est en repos cl le projectile animé de la vitesse V, et pour instant final celui oit les deux corps se meuvent ensemble avec une vitesse angulaire ta autour de A. Si nous faisons AB — fi, et si nous appelons I le moment d'inertie du pendule avant sa réunion au projectile, l'accroissement de la somme des moments des quantités de mouvement est
If.. 4- fJMb.b - flVb OU U{l-t- (A* 1 )- (iV6{
et, attendu que, pendant la très-courte durée du phénomène, on peut négliger les impulsions des forces extérieures, forces dont les moments donnent d'ailleurs une somme presque nulle, on peut poser très-npproximalivement
Mfl-t-fAfi 1 ) — jaV6 = o.
Si a était connu, on en conclurait V. Or celte vitesse angulaire f> peut se déduire de l'amplitude de la première oscillation que fait le pendule immédiatement après le choc. Eu :! l'iiisiiinl [huit du choc, la force vive des deux corps
du système se trouve encore Irès-peu écarté de la verticale passant par A. Mais dans la première oscillation ce centre de gravilé s'élève d'une hauteur II qu'on peut observer, et si l'on désigne par P le poids des deux corps réunis, on a
>'(I -i- f/6')~ PII, d'où V= *-\/lYll{TT~jïb r ).
Si l'on appelle P' ie poids du pendule sans le projectile, a la dislance de son centre de gravilé à A; P"= y. g le poids du projectile; x la distance à l'axe du centre de gravité des corps réunis; 0 l'angle avec la verticale de la droite joignant A au centre lors du plus grand écartemenl du pendule, on a p'n-t p"/>
P^P'-HP", x = — - , H=*(i-cos«)=3*sln-i((.
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Pour mesurer l'amplilude de l'oscillaiion, on fixe au bas du pendule une aiguille dont l'extrémité se meut sur un limbe gradué en poussant un petit curseur qu'elle abandonne quand elle arrive au repos.
Quant au moment d'inertie I du pendule, on le détermine facilement on mesurant le nombre des uscillaiiuns eiléciuées par le pendule avant le clidc.
On s'assure qu'on a bien frappé au centre de percussion du pendule, en comptant les nombres d'oscillations effectuées dans un temps donné, avant et après l'expérience. Ces deux nombres doivent être identiques, dans l'hypothèse où nous nous plaçons.
En effet, le centre de percussion, ou centre d'oscillation, est un point où Von peut supposer concentrée la niasse totale
lois du mouvement du pendule simple suiit indépendantes de la masse du point matériel qui constitue ce pendule simple; donc ces lois restent les mêmes après l'addition d'un corps étranger.
g XX. — Mouvement d'us cïlindm pes*st pose
SUR UN FL.tN INCLINÉ.
Nous avons étudié en Statique les conditions de l'équilibre d'un rouleau ou cylindre pesant, posé sur un plan horizontal ou incliné, et nous avons donné les lois expérimentales de la résistance au glissement et au roulement, dans le cas de l'équilibre sur le point d'être rompu, ou du mouvement uniforme acquis.
Pour trouver les lois du mouvement varié, il nous suffira d'introduire les forces d'inertie dans les équations de l'équilibre; car nous savons que les équations ainsi obtenues sont toujours en nombre exactement suffisant pour nous permettre de déterminer les lois du mouvement et de calculer les di-
II importe seulement de Taire une sorte de restriction pratique au principe qui nous autorise à considérer, moyennant l'adjonction des forces d'inertie, un problème de mouvement varié comme une question relative à un corps en équilibre.
CIIâPITUI! V. — iïPLlCATIOMS DIVERSES. 2o3
Le principe de d'Alembert est rigoureusement vrai, et son application est parfaitement légitime, quand on lient compte des forces d'inertie de tous les points matériels qui constituent le système dont on cherche le mouvement; mais nous savons que dcu\ solides naturels en eontael se déforment mutuellement, et que, dans l'étal dynamique, ces déformations donnent n.iissitnt'e à des vibrations très-rapides, par suite à des forces (l'inertie considérables. On arriverait donc a des résultats erronés, si l'on introduisait seulement dans les équations les forces d'inertie calculées comme si les corps que nous appelons solides élaientetïeclivemeni invariables de forme, en faisant abstraction des mouvements moléculaires qui se combinent avec le mouvement apparent de translation et de rotation pour produire le mouvement réel.
Nous supposerons donc implicitement, dans tout ce qui va suivre, que lus déformations des corps étudiés restent trèspetites, c'est-à-dire qu'elles sont du même ordre que celles qu'ont observées les anciens expérimentateurs sur les travaux desquels nous nous appuyons pour la théorie actuelle.
Considérons donc [Jig. 5i) un cylindre ù génératrices hori- Flj. 5..
zonlales, posé sur un plan d'inclinaison i : soient A la projection de l'arête de contact géométrique, et C le centre de la section droite déterminée dans le cylindre par un plan qui passe par le centre de gravité.
Pour qu'il y ail roulement, il faut que l'arête de contact A ait une vitesse nulle; nous verrons les conditions nécessaires pour que ce mouvement ait réellement lieu. Dans tous les cas, supposons que le roulement soit acquis, et supposons d'abord qu'il ail lieu dans le sens descendant.
Mouvement descendant. — Nous savons que le plan exerce ilans ce cas une réaction normale N qui passe en un point A', situé à une dislance 3 en avant du point A, et qu'en outre il développe généralement allssi " ne réaction tangentiellc F.
Supposons que les forces qui agissent sur le cylindre aient une résultante passant à son centre de gravité, et qu'on ait décomposé cette résultante en deux, une force P perpendiculaire au plan, l'autre T parallèle à ee plan.
Puisque le centre de gravité C se meut suivant une ligne droite parallèle au plan iocliné, toutes les forces normales an plan et transportées en ce point doivent avoir une somme nulle ; donc on a
Dans In sens parallèle au plan, on a une accélération donnée par la formule
Nous savons d'ailleurs que la roiation autour du centre de gravité s'effectue comme si ce point était fixe; donc on a, pour déterminer l'accéléra tiun angulaire, la formule
rfu Fit - pa
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en admettant que le corps soit un cylindre homogène, auquel cas sort moment d'inertie autour do l'axe C est, comme nous le savons, égal à £MR'.
Enfin il nous reste à exprimer une dernière condition résul-_ tant de la nature géométrique du mouvement, lequel peut à chaque instant être assimilé à une rotation autour de l'axe A, rotation dont la vitesse angulaire est égale à •», d'après ce que nous avons établi en Cinématique (t. I, p. 1 16).
La vitesse v du centre de gravité étant la même que si le corps tournait ctTecli veinent autour de l'axe instantané A, on a la relation
On aurait pu écrire directement l'équation de la rotation au-
tour Je l'axe instantané, en appliquant le principe des forces vives, qui ne tient pas compte de la mobilité de l'axe.
En effet, le moment d'inertie autour de l'arête A est la somme de Mil', moment d'inertie de la masse totale supposée transportée au centre de gravité, et de jUR', moment d'inertie autour de l'axe C. On a ainsi, en considérant un espace de temps infiniment petit, et remplaçant Ru par v.
C'est ce qu'on aurait trouvé en éliminant V entre les équations(i) et (a).
Calculons maintenant la valeur de F,
l'our cela, multiplions l'équation (n) par MB, et nous aurons, en tenant compte des éqoations (i) et (ï),
d'où nous tirons
l'our que le mouvement que nous avons supposé ail lieu, il faut qu'on ait F</P, sans quoi il y aurait glissement.
Faisons une application en supposant que la seule force appliquée au cylindre soit le poids M g-. Si l'on désigne par i l'inclinaison du plan, ou aura
T — Mgstm', P - ■ M^cosi', 11 faut donc, pour que le roulement soit possible, qu'on ait
un
iang/<3/— a ^.
Donc, avant que la tangente de l'inclinaison i devienne le
ir] pie de la tangente de l'angle de frottement, il y a glissement, ei l'équation (3) n'est plus applicable.
Mouvement ascendant. — Si nous supposons qu'au lieu de descendre le cylindre roule en remontant sous l'action de la pesanteur et des réactions du plan incliné, les formules que nous avons trouvées subsisteront, eu changeant le signe de J, et l'on a
Dans cette équation, les longueurs parallèles à la ligne de plus grande pente du plan sont toujours comptées positivement de bas en haut; donc la valeur positive de '-J- correspond à un retard dans le mouvement ascendant. Si, pour plus de simplicité, on néglige g Cosi devant si m", l'équation devient
, . do 1 . .
(7) dl--lS* mt -
Elle indique que le retard, d'ailleurs uniforme, est seulement les deux tiers de ce qu'il serait si, les résistances passives étant supprimées, le cylindre glissait sans frottement le long du plan d'appui.
11 résulte de celte remarque, et des formules connues qui se rapporlenlau mouvement uniformément varié, que l'espace parcouru par le centre de gravité du cylindre, depuis l'instant où sa vitesse est égale à v, jusqu'au point où il cesse de s'élever, est représenté par
ï agsini' w Or cette longueur correspond à une hauteur égale à
c'est-à-dire à une fois et demie la hauteur dite à la vitesse v,.
Ce résultat, qui peut parât ire surprenant au premier abord, cessera de nous étonner si nous considérons que la force vive
CHAPITRE V. — APPLICATIONS DIÏBRSES
du cylindre, pour une vitesse de son centre de gravité, est égale à
On a donc dù, pour communiquer celte vitesse à l'axe du cylindre, dépenser une fois et demie autant de travail que si l'on avait eu affaire à un point matériel de masse M. Réciproquement il faut, pour anéantir celte force vive, que la pesanteur développe une quantité de travail négatif une fois et demie plus grande dans un cas que dans l'autre.
L'expression (6) de la réaction langentielle F devient, en changeant le signe de è,
soit, avec l'approNimalion que nous admettons, (8) F^Mgsîn*.
On peut remarquer que, si le sens de cette force F est tel qu'il corresponde à un ralentissement dans la rotation, d'autre part cette force, transportée au centre de gravité, se présente comme accélératrice du mouvement de ce point.
Quand le poids cl la vitesse du corps roulant sont considérables cl que la résistance de l'appui est limitée, par exemple quand on considère une hicomnlive pnirouritnl ;i grande vitesse un rail ou une poutre do ponl à supports discontinus, la théorie qui précède n'est plus applicable. Cette partie de la théorie dr la résistance des matériaux est en ce moment tout à fait à l'ordre du jour, et son importance appelle des expériences fort difficiles. Nous indiquerons seulement les deux faits suivants :
i° La flexion de la travée actuellement parcourue par une roue correspond au développement d'une force centrifuge qui s'ajoute à la composante du poids pour produire la chargea laquelle la poutre est soumise.
2° Celte même flexion entraîne des flexions en sens inverse sur les travées coniigués : celles-ci prennent une forme eoit-
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vexe, bîcmôi remplacée par une concavité, cl ainsi de suite. Ces alternatives de flexions opposées, que vient compliquer encore le passage des essieux qui suivent celui que nous considérons, sont extrêmement nuisibles à la durée des poutres et à la solidité des assemblages des diverses pièces qui les composent.
doiil l'axe de figure OC possède un point fixe 0 [fig. 5i). Ce point fixe ne coïncidant pas avec le centre de gravité G, situé quelque pari sur la droite OC à une dislance a de l'origine, le poids P du tore et de sou arbre tend à faire tourner le système auiour de la ligne îles nœuds; et si le corps élail abandonné à lui-même sans vitesse initiale, il tomberait effectivement et se m élirait à osciller comme un pendule, suivant les lois que nous connaissons.
Les choses se passent tout différemment quand le tore est animé d'une rotation initiale auiour du son axe de figure; cl nous savons déjà que, quand le couple agit perpendiculairement à la ligne des noeuds, et qu'une certaine équation de condition est vérifiée; le mouvement du corps se compose d'une roialion cl d'une précession uniformes, l'angle de l'axe
g XXI. — Expériences de Foucmjlt.
de ligure avec la verticale OZ restant constant; de sorte que le tore semble entièrement soustrait à l'action de la pesanteur, et suspendu, pour ainsi dire, par l'effet de sa rotation.
La théorie complète des phénomènes que présente le mouvement d'un solide de révolution autour d'un point de son axe se déduit aisément des équations (12) de la page 176. Un des points les plus cjirieux de cette théorie est la déterminalion des pressions^jui s'exercent sur les appuis d'un axe tel que OC, qui n'est pas fixe [et qui, partant, n'est pas axe réel de ' rotation). Nous supposerons donc qu'en un point C, situé à une distance / de l'appui fixe, se trouve une sorte de support mobile exerçant sur l'axe une réaction dont les composantes, parallèlement à On et Oî, sont représentées par Y et Z ("). Nous admettrons enfin qu'en dehors de celte réaction et du poids P aucune force n'agisse sur notre solide.
On a dans ces conditions, en se reportant aux notations du paragraphe XVII,
N ~ o, N, = P« sin0 — 11, N, = V/.
En introduisant ces valeurs dans les équalions(i2)du même paragraphe, il vient
i ^(n -+- cos6) ~ o,
(t)JA^-t-(C— A)+'sinflcosfl+Cni|isJiie— Pa8irjff=— ZI,
| ÀsIn0^-t-(2À — G]8iJ> cosO - CnQ = Yt.
Pour discuter ces équations, nous supposerons toujours que la rotation n ait une valeur considérable, conformément à ce qui a lieu dans toutes les expériences. Conséquemment, les termes qui contiennent n eu facteur auront sur les phénomènes une inlluence prépondérante. Les équations (1) peu-
(*) H est inutile de considérer le cm mi c.:l[ç r.uclion niinil une comporte X dans le sons de l'oie de figure OC, parce que celle force se roporleraii ir le point fine, où elle (eta il délruile.
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vent d'ailleurs être considérées à deux points de vue, et servir a résoudre deux sortes de problèmes ;
i" On peut donner les expressions de Y cl Z, et demander de déterminer le mouvement qui en résulte pour l'axe OC.
2" On peut obliger l'axe à prendre un mouvement donné, et chercher quelles sont les pressions (—Y) et {—'/,) que l'axe exercera sur le corps qui l'oblige à prendre ce mouvement. *
Coi singulier d'une prêceuion uniforme. — Nous avons déjà signalé le cas où l'axe OC. sous l'influence d'un couple perpendiculaire a la liRnc des nœuds, tourne uniformément en décrivant un cone de révolution autour de l'axe OZ. Or la pesanteur produit précisément un pareil roupie, et, si nous supposons que le poids f soit la seule lorce agissante, nous aurons pour l'équalion <Si- <•.'-....
|i] (C-AJ^'cosS-. Cn+- l'a - o.
On voit qu'a des valeurs données pour l'angle 6 et la rotation n correspondent pour i|< deux valeurs, qu'on obtient par la résolution de l'équation (a)
p - - C" ± \>Ôh*+- 4(C - A )Pn cosg
Comme nous supposons n très-grand, nous pouvons faire sortir C'i du radical et développer celui-ci en série, en négligeant les termes qui contiennent n 1 en dénominateur; il vient
(C— A)Pacos6 1 On* a (C-A)'P' n 'co5'fl jj
n distinguant les deux racines l'une de l'a fC— AlP'a'cosfl
(C-A)cosf Cn
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Discutons séparément ces deux racines, qui suivent des lois toutes différentes.
i° La racine tfi, a toujours une valeur assez petite; elle croit à mesure que n diminue. Elle change de signe avec la rotation n et avec le moment Va. On met cette dernière propriété en évidence, en prolongeant l'axe OC en arrière du point fixe et suspendant à ce prolongement un contre-poids dont le moment par rapport au point 0 peut être rendu à volonté plus grand ou plus petit que le moment du poids du tore. On rend l'expérience plus frappante en donnant à ce contre-poids la forme d'un récipient plein de sable fin, et percé d'un trou à sa partie inférieure. Le poids du récipient et de son contenu l'emporte d'abord sur celui du tore, et la précession est inverse de la rotation; mais bientôt la proportion se trouve renversée par suite de l'écoulement du sable, et la procession se trouve de même sens que la rotation.
La grandeur de est à peu près indépendante de l'angle 8.
a° La racine ■{<■ est, au contraire, très-grande et croit à peu près proportionnellement à a.
Le signe de fy, est indépendant du.signe du moment P«; il est inverse de celui de n, quand C est plus grand que A et que l'angle 0 est aigu.
Enfin la valeur de est infinie pour Ô — go".
Les courbes de la Jig. 53 donnent les relations qui existent entre n et 4" P 0llr ll?s différentes valeurs de Ô. Ces courbes ont été construites à l'aide de l'équation exacte (2). Elles montrent que, quand n diminue et tombe au-dessous d'une certaine limite, l'équilibre devient impossible pour les valeurs de 9 rapprochées de 180 degrés, l'ellipsoïde étant supposé aplati. Dans le cas de l'ellipsoïde allongé, ce fait se produirait pour les petites valeurs de 0. On peut, en effet, remarquer que l'équation fa) contient seulement le produit (C — A) cos0,
et qu'elle ne change pas quand on change à la fois le signe de C— A et celui de cos9.
En résumé, si, au moment d'abandonner le point C à luimême, on lui imprime une vitesse horizontale calculée sur l'une des valeurs de 4" fournies par l'équation (a) ou par le
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tableau graphique de iajig. 53, les équations (i) seront vérifiées par les valeurs
celle solution constitue ce qu'on appelle une solution singulière des équations différentielles simultanées {0.
Quand l'équation (a) n'est pas satisfaite par les valeurs initiales de n, 6. d>, le mouvement n'est plus permanent, et nous allons voir ce que devient ce mouvement quand le point C est abandonné à lui-même sans vitesse initiale.
Nous avons vu que, quand le point C est soutenu par un fil attaché par son autre extrémité en un point fixe [fig. »5), ce lil reste parfaitement vertical sans qu'il se manifeste aucune tendance à une déviation, soit à droite, soit à gauche. Quant à la tension du fil, facile à mesurer au moyen d'une balance, elle est absolument la même que si la rotation n'existait pas, et se calcule en rcpaiiissanl, d'après les règles de la Statique, le poids V entre les deux appareils fixes 0 et C.
Supposons qu'on brûle le fil, de manière à rendre subitement la liberté à l'axe OC, et déterminons, au moyen des équations (i). le mouvement que cet axe va prendre, le poids P
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étant la seule force appliquée au corps mobile, indépendamment des réactions du point 0 ( * ).
Intégrales du mouvement. — Introduisons dans les équations (i) les hypothèses
Taisons, pour simplifier l'écriture,
... Va , C
11 vient
ld(n + $ C05fl) = O,
(6) ] ^-t-t*'l'sinflfB + <jico89) — iJ/'Binflcosfl— Xslnfl = o, |sinfl^ + aS+cose -fi0(n + i>cosS) = o.
La première de ces équations a pour. intégrale
{7) n+$CQB9 = A,
h désignant une constante arbitraire.
Les autres intégrales s'obtiennent facilement par l'application des théorèmes généraux de la Dynamique.
i° L'expression de la force vive du corps étant
A(0' -t- «J>* sin'0 ) -f- C(n -(- i|i cosfl)', et le travail de la force P étant
{ VasinBdQ — - PacosS + const.,
(') Il est fncilo da ™ir qu'où premier inslant le corps olttira, ce
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l'intégrale des forces vives, est, en ayant égard aux notalions (5),
(8) e , + il» , sin'9 = F-3acos0,
en désignant par F une deuxième constante arbitraire, el contondant dans cette constante le terme
a" Nous avons trouvé, pour les projections de l'axe du couple .résultant des quaniiiés de mouvement sur les axes mobiles, les valeurs
f G,-C(n + i)-cose} = Cfi, (9] G,^A0,
I G,= Ai]jsind; or, la seule force extérieure P étant constamment parallèle à 0;, la projection de l'aie du couple (9) sur la droite fixe 0: doit rester constante, en vertu du principe des aires. De là noire troisième intégrale, où G représente une nouvelle arbitraire
(10) 4 1 sin'O + ,uA cosfl = G.
En introduisant les valeurs initiales
tj> = o, 6 = o, 0 — fl„ les intégrales (8) et (10) prennent la forme (']
~ j + •If'sin'O = 2?.[cosO.-7 cosû), siit'B — fjA(cos0. — cos0).
importe quelle wro la nnltirr !i r:i|,|.;ncil riiij.lnïi 1 . Muih il faut remarquer que t'eipcricnco n'en pa* susci'jililikt de mettre Lie Ueinent ce résultat en
■-dira par d'autres corps qui participent plus ou inoins au mouromeiil, cl dont la maise doit entrer né ««a ire ment on 1 irjrio de compte., compares à colle Je l'appareil principal.
Éliminons entre ces deux équations; pour cela, multiplions la première par sin'ù, cl remplaçons ij/'sln'fl par sa valeur tirée de la deuxième équation ; nous aurons
sin'â(^V-i-u-/j'(cose,-cose)'^2Xsin , e(cos9,-cose},
(12) sin'e^J ^aî.sin'etcosfl.-cosej-ju'/i'lcos!).— cosfl)'.
Je dis d'abord que, dans le cas où nous nous sommes placés, 9 doit différer irès-peu de A. En effet, fWi' est très-grand par rapport à l'autre terme du second membre; d'ailleurs il
tlQ
est affecte d'un signe — ; donc, pourque soit réel, il faut que le coefficient de jWi' soit très-petit, c'est-à-dire que 0 diffère peu de 9..
Posons donc
nous aurons, en négligeant le carré de (, cos0 = cosft,— EsinO,, sin'Û = sin'e, + 2e sin0.cosO.. Enfin l'on a, d'une manière rigoureuse, d9 dt
Substituons ces valeurs dans l'équation (ri), il vient, en supprimant les termes de l'ordre !? et divisant les deux membres par siii'fl,,
Pour que soit réel, il faut que e reste au-dessous de la quantité
_ aXsin fl .
C'est la nutation maxima.
Nous pouvons alors écrire
équation qui a pour intégrale
mi ,=.«.. iiî.
Si l'on veut avoir la valeur de la précession, on la déduira de l'équation i|i sin'S — fifi(cos0, — cosÊ), ou, dans le système d'approximation adopté,
La valeur moyenne de ^ s'obtiendra en remplaçant ■ par -; on aura pour celle valeur moyenne
donc la précession moyenne est égale à celle qui correspond au mouvement permanent.
La solution de la question est fournie par les formules suivantes, qui donnent la procession moyenne et la nuiation :
t — esin' 1 — -■
L'amplitude de l'excursion totale de l'axe OC dans le sens de la verticale esl représentée par
et la durée de celle excursion, ou de la demi-oscillation complète, est donnée par la formule
•Enfin la période des oscillations de + coïncide avec celle deO.
DIVERSES
Application numérique. — Pour faire une application numérique, je prendrai les données suivantes :
Je supposerai que le corps de révolution soit un tore en fer dont le cercle générateur a pour diamètre 2p = o m ,oi; le diamètre moyen de l'anneau est, d'un autre côte, 2B = o",ia, enfin a = o,t8G.
Supposons qu'on imprime à ce tore une vitesse de 6000 tours par minute; celle vitesse csi loin d'èlre exagérée, elle peut être facilement dépassée de beaucoup dans les expériences. Ainsi les projectiles des canons rayés de 4 (montagne) font 6000 tours par minute, et ceux des canons de 4 (campagne) font fifoo tours, ta vitesse de translation correspondante étant respectivement z?5 et 3a5 mètres par seconde. En supposant 6ooo tours, on a
n a= 6î8,3î, soit à peu près h' = 400000.
D'un autre côté, on a pour le volume et les lie d'un tore
V = ajryH, C = m(r> + J p >), A=M(£ + îp»4-*'),
d'où
^~4K'+ îp'm-8«'' 4R'^ 7p'-r-8fl''
soit à peu près
fi = o,t, î.= 5o.
On a donc, en donnant à sin 0. sa valeur maximum 1 ,
donc la nutation maxima est d'environ l'adi : elle est proportionnelle à sin 9,. Il n'est donc pas étonnant que l'axe du tore semble décrire un plan : la nutation est si petite qu'elle est insensible.
Cherchons la durée de l'oscillation de l'axe dans son plan
vertical. On a
ÎE
Pour qu'une demi-oscillation s'accomplisse, il faul que le temps varie de -y; dans le cas qui nous occupe, on trouve à peu près ;' ; de seconde, ty, est à peu près sepl tours et demi par minute.
On comprend donc que le mouvement de l'ase semble tout à fait uniforme, puisque les écarts de la position moyenne ont aussi peu d'amplitude ei une aussi faible durée. L'expérience
Fia- M-
C chnpo portant l'iio du lorn.
A l |ill>llH];:i'.lJlt J' L illL 11. Il' Cl pOll-h U I ri.'/! Il II l l.lLl l L-;,i.id* PM'I'Uh' V.
Ollu . uhmiIit -ni' l'.iw Iniii/onul ni'. i[.ii lui [..tiiii'1 dr |. rendre limlcs li-i im-linaNiins |i.i-.il>!.-«, H <|iii l.ii-m.-m,. ,«,1 inciin- .I.MI-. «'lie fourrlui IdUlliic autour du l'.iU: LiTli^.il iin |i]l'i1 I' i J . - I ll|i fnirri I .
confirme plcinemenl ces indications. Dans la balance gyroscopique de MM. Fessel el Plûclter (fig. 54), un contre-poids
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mobile F permet de vérifier facilement l'inversion du mouvement quand on change le signe du moment, ainsi que lous les
11 y a encore un aulre cas dans lequel les calculs d'Integralion s'effectuent sans qu'il s'introduise de fonctions elliptiques: c'est celui où l'on imprime à l'appareil une vitesse initiale ty, très-grande, comparable à la rotation « cl telle que l'on puisse négliger al (cosO. — cosO) devant
Les formules relatives à ce cas sont
( |sin'fl = -i- ,u/i[cos0, — cos5).
La durée de la vibration est plus courte que dans le cas précédent, car on a
et la précession i]j tend vers une valeur moyenne qui diffère peu de la plus grande des deux vitesses qui correspondent à un équilibre stable, ou plutôt à ce que l'on appelle un mouvement permanent.
Celle vitesse est celle que nous avons désignée par i|j„ et dont la valeur est sensiblement égale à
(I — flJCOSÛ
Ces phénomènes répondent à peu près à ceux que l'on observe dans les premiers instants du mouvement de la toupie. La figure qui donne la loi des valeurs de ty, explique comment, à mesure que cette vitesse est diminuée par les frottements et la résistance de l'air, l'axe se redresse de manière à coïncider prompiement avec la verticale, position dans laquelle il se fixe.
Gyroscope. — Un tore anime d'un mouvement de rotation extrêmement rapide constitue la partie principale de divers appareils employés par Foucault sous le nom de gyroscopes, pour mettre en évidence, d'une nouvelle manière, la rotation de la Terre.
Les appareils de ce genre, entre les mains de Foucault et
d'un grand nombre d'habiles expérimentateurs qui ont suivi ses iraces, servent à un grand nombre d'expériences curieuses, dont la théorie est implicitement comprise dans nos trois équations générales.
Pour étudier en particulier l'influence de la rotation de la Terre, il faudrait tenir compte, dans l'évaluation des couples N, N,, N,, des forces apparentes, c'est-à-dire seulement de la force centrifuge composée, puisque la force centrifuge entre comme partie consliljantc dans la force appelée poids.
Pour calculer la force centrifuge composée, qui est fonction, comme on sait, de la grandeur el de la direction de la vitesse apparente, il faudrait avoir soin de ne pas oublier que l'axe de figure ne coïncide pas avec l'axe instantané de rotation apparente, puisque celle-ci a respectivement sur nos trois axes des projections représentées par
Sans effectuer le calcul, qui nous entraînerait trop loin, je vais donner les expressions des trois couples ?i, N, , N,, composants du couple terrestre. Je conserve les mêmes notations que précédemment, et je désigne par m la rotation de la Terre prise positivement :
i" Couple normal à l'axe de figure :
N = C0»sin@;
a° Couple normal à la ligne des nœuds :
N.=— -C«« sine CJa+sinfl cosfl -t-{À— Qu 1 sinS cos9;
3" Couple normal au troisième axe :
N, = Aea cos9.
S'il s'agit d'un volant ou, en général, d'un corps tournant autour d'un axe maintenu fixe par rapport à la Terre, on a
d'où
N = o, N, = — Cn«.Binfl + (A-C)w , sinflcosfl„ K. = o, soit à peu près
N. = -Cn*sin9.
Les expériences les plus intéressâmes sont celles dans lesquelles l'axe d'un gyroscope, dont le centre de gravité est maintenu fixe, csl contraint de se mouvoir dans un plan, soit horizontal, soit vertical.
Dans le premier cas, l'axe accomplit des oscillations autour de ta méridienne vraie, comme l'aiguille de déclinaison autour de la méridienne magnétique. Les lois de ces oscillations diffèrent sensiblement de celles du pendule simple. Quoi qu'il en soit, le gyroscope fournit un moyen curieux, et non soumis aux mêmes causes perturbatrices que la boussole, de s'orienter en mer quand tous les compas ont été mis hors d'usage par une cause quelconque.
Semblablement, quand on oblige les oscillations à s'effectuer dans le .plan du méridien, l'axe devient une sorte d'aiguille d'inclinaison oscillant aulourde la parallèle à l'axe du monde, et pouvant, au moins théoriquement, servir à déterminer la latitude du lieu.
Enfin, quand l'axe est entièrement libre et sans vitesse initiale, il tend, en vertu de sa qualité d'axe principal, a conserver une direction fixe dans l'espace; il résultera de celle tendance un mouvement apparent très-lenl, en vertu duquel l'axe aurait Tait un tour complet autour de la ligne nord-sud en vingt-quatre heures sidérales, si la présence des chapes et l'existence des frottements ne venaient considérablement altérer ce résultat.
Calcul île réactions d'un corps tournant sur un appui mobile.
Supposons maintenant que, la rotation n étant toujours considérable, on agisse sur le point C de manière à faire prendre à l'axe défigure un mouvement obligatoire; les cquations(i) nous feront connaître les réactions du corps tournant sur l'appui ou support mobile C. Ces réactions soot égales et de sens contraire aux quantités que nous avons désignées par Y et Z, lesqu elles représentent l'action de l'appui sur lecorps tournant.
Pour nous faire une idée nette des lois des phénomènes que nous éludions, distinguons un certain nombre de cas simples, en négligeant toujours les termes indépendants de n devant ceux qui sont multipliés par ce facteur.
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i° Supposons d'abord qu'on obfige la droite OC à décrire un cône circulaire autour de l'axe Qz, avec une vitesse angulaire représentée par t{j, en projection sur le plan des xy: Supposons en même lemps qu'on ail a — o, de manière que la pesanteur soii détruite et que le corps, soustrait à l'effort qui s'exerce au point C, tende à conserver indéfiniment la rotation qui l'anime autour de l'axe principal OC.
Faisons dans les équations (i)
Il vient, avec l'approximation dont nous nous contentons,
(17) Y/= AsinS ZI—- Cn-J/sinfl.
On voit que la réaction principale ( — Z) est normale' à la direction du mouvement qu'on imprime à l'arbre OC; elle est à peu près proportionnelle à la rotation propre n, et tend à soulever l'appui. Quant à la réaction directement opposée au mouvement, elle est relativement faible et indépendante de l'état de repos ou de mouvement des corps.
Réciproquement, si l'on veut changer l'orientation de l'axe supposé immobile, il faut exercer sur cet axe un effort ascendant ou descendant Z, selon qu'on veut le faire mouvoir à droite ou à gauche, mais toujours situé dans le plan vertical conduit par cet axe. On a alors, en venu de la deuxième des équations (17],
dt ~ CnsinS'
Supposons la rotation n assez considérable pour qu'on ne voie pas le corps tourner, on sera averti de l'existence de celte rotation en voyant si l'axe de ligure, soumis à un effort vertical Z, cède directement à cet effort, ou bien s'il prend au contraire un- mouvement latéral. Des phénomènes de ce genre fourniront peut-être un jour des indications sur la rotation des molécules des corps, à la condition qu'on ail un moyen de ramener les axes de toutes ces molécules au parallélisme, afin que les effets concordent et puissent fournir une somme appréciable. En tout cas, il y a là un paradoxe dynamique fort
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Concevons qu'on tienne h la main l'extrémité C de l'axe: tant qu'on cherche seulement à maintenir l'axe dans une direction invariable, on supporte simplement la Traction du poids déterminée d'après les règles de la Statique, fraction qui ne dépend en aucune façon de la rotation n. Si l'on veut, au contraire, changer l'orientation de l'axe eu le faisant tourner autour de la verticale du point d'appui fixe, on ressent une résistance considérable, dont on ne se rend pas parfaitement compte, et qu'on est porté tout naturellement à regarder comme opposée au mouvement qu'on cherche à produire. En réalité, on n'éprouve qu'une résistance insignifiante dans le sens du mouvement, mais une autre au contraire très-forie
EE sarclevartlul Aie;
KZ' nie vertical, autour duquel peu! tourner la première chape; Mil ai,; .1,- !., , lT .>:ti1e dupe II'; Ci:' aie de la sphero mobile.
dans la direction perpendiculaire, .résistance qui tend à soulever l'appui artificiel. L'expérience est facile à faire avec l'appareil de Bolmenberger, représenté par la fig. 55. Si l'on
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cherche à faire tourner la chape stf B autour de la verticale, on éprouve une résistance très-forte; cette chape paraît solidement fixée, et le seul résultat qu'on obtienne est l'inclinaison de l'axe CC'.
Pour se rendre compte de ce qui se passe dans celle expérience, soil Y l'effort horizontal exercé; on a, par la dernière des équations(i) simplifiée, eu négligeant les termes du premier membre qui ne contiennent pas n,
— C/iO = Y/,
dO _ Y7 dt - Cn'
La partie positive de l'axe tend donc à se relever, et la réaction Y est proportionnelle à la vitesse angulaire de ce mouvement de nulalion.
Il suit de là qu'on peol réduire considérablement la réaction Y, c'est-à-dire supprimer de son expression le terme proportionnel à n, et cela en s'opposant simplement au mouvement de notation.
On obtient co résultat en établissant, au moyen d'une goupille passant dans deux trous convenablement ménagés, une liaison invariable entre les deux chapes, de manière que l'axe CC conserve seulement la liberté de tourner autour de la verticale zz'.
En effet, si l'on fait 0 — a dans les équations (1), nous avons trouvé, pour la loi du mouvement de l'axe en projection ■ horizontale, l'équation
A S in9*-Y/, laquelle ne dépend pas de la rotation. Quant à la relation
Z/=-Cn|sine-(C-A)<>'sin9cosE), elle donne la charge du goujon que nous avons introduit pour 'empêcher la nutation.
L'expérience est extrêmement curieuse r les deux chapes étant libres, on éprouve une résistance considérable pour changer la direction de la chape moyenne, et il semble qu'il faille un grand déploiement de force pour faire tourner cette
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chape d'un pelit angle, en conservant l'inclinaison de l'axe de la sphère.
Introduisons le goujon; on est alors tout surpris que celle liaison nouvelle, celle gêne fasse disparaître pour ainsi dire complètement la résistance dont nous avons parlé. Une légère impulsion fait faire deux oo trois tours à l'appareil, si les pivots i et s' sont bien graissés. Une fois qu'au moyen de cet artifice on a amené la chape M dans un certain azimut, or n'a qu'à supprimer la goopïlle, et la chape se retrouve aussi solidement fixée dans cette position que dans la première.
Effet 'l'un couple appliqué sur l'axe fie figure d'un corps animé d'un mouvement de rotation rapide.
Pour résumer ce qui précède, nous avons vu que, sous l'effort d'un couple vertical ZI, l'équation du mouvement de l'axe ■en
au contraire, avec un couple Yt, on a de Y_/ dt ' Cn ' on peut donc énoncer le théorème suivant :
TiltonÉME. — Quand un solide de révolution est animé d'un mouvement de rotation considérable autour de son axe de figure, l'effet d'un couple appliqué sur cet axe est de lui communiquer un mouvement de rotation normal au plan du coup!,.
Réciproquement : Quand on oblige l'axe ù prendre un certain mouvement dans l'espace, la réaction ou force d'inertie est à peu de chose pris perpendiculaire à deux positions consécutives infiniment voisines de t'axe.
, Application au tir des projectiles. — Un projectile oblong, après avoir parcouru un certain espace en dehors du canon, n'a plus son axe de figure tangent à ia trajectoire de son centre de gravité, d'où il suit que la résistance de l'air produit sur «et axe des forces qu'on peut considérer approximativement III. .5
dt
Cn sinfl
comme équivalentes à une forée unique siluée dans le plan de lir. Celte résultante dépend uniquement de la forme extérieure du projectile, et le signe do son moment autour du centre de gravité dépend de la position de ce dernier point, position dont on est maître, dans une certaine mesure, en disposant de l'évidement intérieur.
D'après ce que nous venons de voir, le couple correspondant fait dévier l'axe de ligure liors du plan de tir. La rotation des projectiles étant négative, il résulte de l' équation (18) que la dérivation est de même signç que le moment de la résistance de l'air. Quand la dérivation est à droite du tireur, la résistance de l'air tendrait à relever la pointe du projectile, si la rotation de celui-ci était nulle. Pour ramener l'axe de figure à la position tangentielle à la trajectoire, il faudrait un couple horizontal.
§ XXII. — Théorie de l» bacuine d'Atwood.
Considérons un treuil, mobile amour d'un arbre horizontal 0{Jig. 56), sur lequel sont calés- deux tambours ayant la
même droite pour axe. Sur chaque tambour est enroulée une
corde qui y est fixée par un bout, et qui tient suspendu à l'autre houi un poids connu. On demande la loi du mouvement qui a lieu, en supposant que le centre de gravite soit dans l'axe 0, et que cet axe soil un axe principal d'inertie. Nous négligerons d'ailleurs, pour commencer, le frottement des tourillons sur leurs coussinets, le poids et la roldcur des cordes.
Indiquons par dos flèches le sens du mouvement, et désignons par Q le poids du treuil, par T et T' les tensions inconnues des cordes.
Nous pouvons traiter la question de deux manières :
i" Nous pouvons introduire les tensions inconnues T et T' et étudier séparément le mouvement des trois corps solides dont se compose alors le système.
Soient : v la vitesse du poids P, v' celle du poids P', R et R' les bras de levier correspondants.
Nous aurons les équations
TU - T'R
en appelant p le rayon de gy ration du treuil. On a de plus
En remplaçant v et v' par ces valeurs dans les trois premières équations, on pourra ensuite en tirer les valeurs de m et de T et r.
Pour cela, multiplions par R' l'équation (t], par R l'équation (a), après y avoir remplacé ^ et ^ respectivement par h ^ et R' et faisons la somme, nous aurons
R' : + - R') ~ = R'T — RT ■+- PR — P' R
PJ rf^ gdt~
nn.n dynamique -
ou, en ayant égard à l'équation [3), (P' R"-*-PR ] + Q p') du
rf( — « p'R" + PR' -,- Qp>
On voll que et sonnons deux proportionnels à g; c'est la théorie de la machine d'Àlwood. Avec cet appareil, on démontre que ^ est une quantité constante; par conséquent, l'accélération g, due à la pesanteur, est constante,
2° Nous pouvons aussi appliquer directement le principe de d'Alemberl. Pour cela, nous écrirons que le travail virtuel des forces pour un déplacement angulaire 02 est nul, pourvu qu'au* forces extérieures on ajoute les forces d'inertie.
La force d'inertie du corps P est
son travail sera négaiiT cl égal à g «
le travail de la force d'inertie du corps P' e
enfin le travail de la force d'inertie du treuil est 0 du ,
Le travail des forces extérieures est PR3«- Vtl'Sx;
donc, enfin, on a
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équation qui donnera On trouve comme précédemment
dm _ PII F I V
dt -ff PB , -i-l"R" + Qp''
On n'obtient point ainsi directement les tensions T cl T'; il faut les déterminer ensuite.
Nous avons néglige, pour établir ces formules, un certain nombre d'actions perturbatrices.
i- Frottement, — Le centre de gravité restant immobile, la réaction verticale R des appuis est égaie à
La réaction tangente aux tourillons, c'est-à-dire le frottement, est égale à
en multipliant cette quantité par le rayon des tourillons, on aura le moment du frottement; on en conclura la quantité qu'il faut ajouter au travail résistant dans l'équation du mouvement.
a" Quand le corps n'est pas centré ou que l'axe n'est pas principal, les réactions des appuis sont variables avec la position des axes d'inertie; il en résulte des efforts tendant à arracher les paliers. C'est là un grave inconvénient, qu'il faut atténuer le plus possible, mais dont il n'y a pas lieu de calculer l 'effet d'une manière précise.
3" La roideurdes cordes doit aussi entrer en ligne décompte, surlout lorsqu'il s'agit des cables goudronnés qui servent à l'extraction des minerais. 11 suffit pour cela d'ajouter au moment résistant T'R' un terme de la forme |(A + BT')R'.
4" Enfin le poids des cordes exerce dans certains cas une influence très-considérable, principalement dans l'extraction du ebarbon.
Exemple.- - A Rïve-de-Gier, dans des puits de 3oo à ijoo mètres, on emploie des càhlcs ronds goudronnés qui ont 60 à 80 millimètres de diamètre, et pèsent de a l, ,5o à 3 k, ,io le
ï3o BTKiMIQDB.
mètre courant. Les tonnes d'extraction contiennent 800 kilogrammes de charbon et pèsent vides s3o kilogrammes; de sorte qu'au départ le poids du câble, qui est de 1200 kilogrammes, s'ajoute au poids de io3o kilogrammes qu'on a à soulever; il s'en retranche au contraire quand on arrive au jour; de sorte que, sans des dispositions priitimlii'rcs.on serait obligé d'employer la force de la machine à retarder le mouvement des tonnes pleines, entraînées par les tonnes vides jointes au câble déroulé.
A Anzin, les câbles plats ont o"",i i5 de largeur sur o m ,oo3 d'épaisseur; ils pèsent 4 t ', '9 par mètre courant; les tonnes contiennent Goo à 700 kilogrammes de charbon de houille et pèsent vides i3o kilogrammes. On voit donc que dans un puits de 200 mètres le poids du râble dépasse celui du contenu de la benne. Comme il n'est pas rare d'avoir des puits d'extraction de 5oo mètres et au delà, on voit qu'il y a une grande importance à équilibrer le poids des cibles ou à le compenser au moyen d'un artifice particulier. On y arrive en employant pour les câbles ronds des tambours coniques nu lieu de tambours cylindriques [jig. 5-j }. Il est difficile d'arriver ainsi à unecom-
Flj. S7.
pensalion suffisamment complète; aussi s'est-on arrêté généralement à l'emploi de râbles plats, dont les spires successives ti'enroulent sur des bobines en se recouvrant mutuellement, ce qui permet de faire varier les bras de levier dans des limites plus étendues. On voit que ces tambours coniques et ces bobines augmentent le bras de levier de la résistance à mesure que cette résistance diminue, et tendent d'une manière utile à régulariser l'effort développé par la machine d'extraction [voir t. l.Jig. aa3).
DU MOUVEMENT VARIÉ DES MACHINES
Nous avons d'abord étudié les machines au point de vue géométrique, puis nous avons vu comment elles transmettent le travail des forces dans leur mouvement uniforme, quand on les considère pendant un temps suffisamment long. Il nous reste à nous occuper de leur mouvement varié, c'est-à-dire des perturbations de leur mouvement uniforme. Il est d'ailleurs entendu que nous nous occupons seulement ici des machines dans lesquelles l'emploi de la force et son économie sont une considération importante.
Équation du travail. — L'équation qui donne les circonstances du mouvement des machines est l'équation du travail
Z±mv I -2J/"e:^T„-T r .
Si l'on prend celle équation entre deux inslants quelconques, elle nous donnera touies les circonstances du mouvement varié de la machine.
Une machine se compose, nous l'avons déjà dit, de irois parties principales : i» un récepteur; î° un outil ; 3° une transmission de mouvements.
Du mouvement uniforme. — Nous avons vu quels sont les avantages du mouvement uniforme au poini de vue de l'économie de la force, de la conservation des mécanismes et de la bonne exécution du travail; cherchons comment nous pourrons le réaliser avec la plus grande approximation possible.
Il v a irois causes de mouvement varié dans une mac hine ; i" Irrégularité d'action du moteur; 2" Irrégularité do In résistance!*);
3°Enun distribution irrégulière des diverses masses en mouvement qui font partie de la machine.
Nous allons nous occuper des moyens le plus en usage pour se garantir de ces trois causes d'irrégularité , ou du moins pour les resserrer dans des limites que la pratique a démontrées être sans Inconvénients,
Itécapilulons les notions déjà acquises à ce sujet:
i" On doit, conformément à ce que nous avons vu dans la partie consacrée à l'étude géométrique des mécanismes, déterminer le tracé des engrenages et auires organes à rotation continue, de manière à transmettre le mouvement d'un arbre à un autre avec une uniformité parfaite, et non plus seulement avec une régularité périodique, ce qui arriverait si les dents avaient des formes quelconques, mais constantes.
a" Les roues doivent être parfaitement centrées, sans quoi la pesanteur produiraiialternaiivcmcnt un travail positif cl un travail négatif, et, à moins que le moteur ne suit lui-même irrégulier dans un sens convenable pour compenser cet etl'ct,
3° Mais cela ne suffit pas: il faut encore équilibrer avec soin les forces d'inertie comme dans le cas des meules; nous avons vu, en effet, que quand l'axe de rotation n'est pas un axe naturel, il tend à changer de position dans l'espace, et par conséquent à arracher les supports qui s'opposent à ce mouvement, ce qui ne peut manquer de produire sur la machine des effets désastreux.
4° La loi de l'uniformité du mouvement exclut tout à fait les pièces à mouvement alternatif. Les elforts des bons constructeurs et des mécaniciens instruits duivcnl tendre autant que possible à n'employer partout que des pièces à rotation continue et autant que possible uniforme, ainsi qu'à proscrire
*tn- puuriu d'un organe spécial dit rtgnfairar, dmil l',,ln.-<' i-si di- [.n.|io: liminer à chaque instant la puissance molriceà la somme des n'si.Uoce* il vaincre.
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toute action intermittente de )a part du moteur et des résistances: c'est ce qu'on n'a pas encore résolu d'une manière pratique relativemenlau* machines à vapeur. Il faut au moins, comme nous l ovons dit en Cinématique, que le tracé des divers mécanismes il mouvement alternatif soit tel que toutes les piéresrte ce genre prennent cl étoignenl ginrliu'llumcni leur vitesse au commencement et à la fin de chaque oscillation. Enlin, quand on aura des pièces dé poids considérable animées d'un mouvement alternatif, il faudra autant que possible leur ajouter des contre-poids convenables, comme nous le verrons dans le cas des machines d'épuisement et îles machines à vapeur.
Enfin, toutes ces conditions géométriques étant supposées remplies, au moins pour les pièces principales do la machine, l'uniformité du mouvement est subordonnée il l'égalité qui doit existera tous les instants entre le travail moteur et le travail résistant. Généralement cette égalité n'a lieu que périodiquement, et le mouvement est périodiquement uniforme. Ce qu'on appelle régulariser un pareil mouvement, c'est en limiter les irrégularités.
I-es principaux appareils qu'on emploie k cet effet sont les volants, dont nous allons donner la théorie générale.
g XX11I. — Théorie des vola>tb.
Dans toute machine à mouvement périodiquement uni-
des résistances, on peut toujours, au moyen d'un volant convenable, restreindre les variations de vitesse dans des limites inoffensi.es.
En général, quand un système matériel dont l'es éléments ont des vitesses qui croissent ou décroissent ensemble possède une grande force vive, il peut recevoir dans un temps déterminé un travail moteur notablement différent du travail résistant, et ne subir qu'une variation peu sensible de vi-
Considérons par exemple un excédant de travail moteur égal à AT, développé pendant une certaine fraction de la pé-
riode de la machine, et soit à l'instant initial
K = \ Zmv>
la demi-force vive correspondant à la vitesse de régime. Imposons-nous la condition que les vitesses varient seulement d'une fraction de leurs valeurs normales représentée par -, la demi-force vive deviendra dans cette hy pothèse
devra être précisément égal à AT. Celte condition détermine la demi-force vive normale K, et l'on voit que, la vitesse c étant déterminée par d'autres considérations, c'est en choisissant convenablement les facteurs m qu'on régularisera les écarts de la vitesse.
On est ainsi conduit à introduire dans la machine des masses d'autant plus considérables qu'on a besoin de plus de régularité; et pour cela le mode le plus généralement employé dans les machines de rotation consiste dans l'emploi d'un volant, calé sur l'un des arbres de la machine. L'action régula risalri ce d'un volant est en raison de son moment d'inertie et du carré de sa vitesse angulaire; il est donc avantageux, à ce point de vue, d'augmenter sou rayon pour diminuer son poids, et de l'installer sur l'arbre qui tourne avec le plus de rapidité.
L'addition d'un volant convenablement calculé aura donc pour effet d'empêcher la machine de s'emporter sous l'influence d'un c*cùs du travail moteur sur le travail résistant. Semblablemeni, une prédominance des résistances pourra se manifester sans ralentir par trop la machine; mais il ne faut pas oublier que nous supposons expressément que ces deux effets opposés se compensent au bout de chaque période, la supériorité appartenant alternativement à la puissance et à la résistance, sans quoi la vitesse de régime serait altérée, cl il faudrait chercher un autre moyen que le volant pour ramoner les choses dans leur état normal.
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Nous considérerons donc uniquement, dans les calculs qui vont suivre, les variations régulières qui résultent du mode
cas qui se rencontrent le plus fréquemment dans la pratique, les proportions d'un volant capable d'atténuer les effets nuisibles de ces variations sur la bonne exécution du travail à effectuer.
Considérons un arbre tournant O {fig. 58), que nous prendrons horizontal pour fixer les idées. Nous supposerons d'abord.
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pour ne pas compliquer le problème, que les diverses résistances soient constantes, et qu'elles agissent d'une manière continue, tant sur le treuil dont l'axe est O que sur les autres treuils avec lesquels l'arbre O est en rapport constant de vitesses. Par suite, nous pourrons remplacer toutes ces résistances par une force unique F, tangente à un cercle de rayon A, pris à volonté, de manière seulement que le produit iT.aY soit égal à la somme des travaux résistants développés pour une révolution entière de l'arbre O.
Quant à la puissance, nous la supposerons, commedans toutes les machines à vapeur, appliquée a un organe animé d'un mouvement alternatif, et transmettant un mouvement de rotation a l'arbre O par l'intermédiaire d'une bielle et d'une manivelle. L'effort moteur Q étant constant, le moment de cet effort varie comme la distance du point O à la bielle BQ, c'esl-à-dire comme
h! sihus de l'angle 9, compris entre la manivelle et la direction moyenne de la bielle, si nous négligeons les déviations résultant pour la bielle du chemin que l'extrémité opposée au bouton de la manivelle est assujettie à décrire.
Dans ces hypothèses, le moment de la résistance étant constant et égal à V/i, le moment de la puissance est représenté par bQ siu 0, b étant le rayon du cercle décrit par le bouton de la manivelle. C'est de la variation de ce dernier moment que résulte dans la vitesse angulaire l'irrégularité dont il s'agit de déterminer les lois et d'atténuer l'importance. 11 y a deux cas principaux à considérer, selon que la machine est à simple ou à double effet.
Premier cts. — Calcul du volant d'une machine à simple effet.
Une machine est dite à simple effet quand l'effort moteur supposé vertical agit toujours dans le même sens, par exemple en descendant, de manière que l'action du moteur est nécessairement intermittente, et s'exerce seulement pendant une demi-révolution de la manivelle. Il développe pendant ce temps un travail égal à 2/1Q, et, si l'on veut que le mouvement soit périodiquement uniforme ("), celte quantité doit être égale au travail de la résistance pour un tour entier, soit à 2^nF. Cette condition détermine le rapport de la puissance à la résistance, et si nous désignons par T le travail dépensé et recueilli pour chaque tour de la manivelle, nous aurons une première relation
(i) T = a&Q = ?.ît<iF.
Cette équation étant supposée satisfaite, éludions les lois de la variation de la vitesse angulaire de l'arbre 0 pendant une
(*) Il est Iriiri tendu qu'an eonmit'ni:rmeitt dit m on m m en I lit: la machine
lu périodicité n"umiL pas lieu, soit qui! la foret! IJ fui pliu C'"»dc, soi! que Ira rrsislaurel I' fussent plus petites 1,10' il.iits l'étal ■tuppmé J 1:1 1- renoncé; qimï qu'il on soit, nom admettons que le mécanicien, après :tv..ir mis le moteur on état de fournir le supplément lie IrBinil néeessniit! pour Je mise en train, a renié s" machine pour le travail normal, la forre I) riant relie qno fournil l'cqitaliun pré cède 11 te, et le monnaient pciii.ilitptL-uieitl iniif.iiiitc riant ètalili.
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période, c'est-à-dire pendant une révolution complète de cel arbre.
Il est d'abord bien clair que, tandis que le boulon de la manivelle remonte de B" en B', le système étant uniquement soumis à des forces résistantes, la force vive de ce système diminue. Le ralentissement continue encore quelque temps après que le point culminant B' est dépassé, parce que le moment de la puissance est d'abord très-faible cl inférieur à celui de !a résistance. L'instant où la vitesse cesse de diminuer et atteint, par conséquent, son minimum, correspond à un angle B'OB, pour lequel les moments des deux efforts contraires Q et F sont égaux. En désignant par 0 l'angle B'OB, on a
Celte valeur correspond à deux angles supplémentaires :
quand l'angle de la manivelle avec OB' esl égal à 0„ le moment de la force Q, après avoir surpassé le moment Fn pendant assez de temps pour fournir l'excès de travail moteur destiné à compenser la prédominance des résistances pendant le reste de la période se retrouve égal à Fa ; la vitesse angulaire atleini son maximum, ei diminue ensuite jusqu'à ce que 0 repasse par la valeur 0,.
Soit iù, la vitesse angulaire minima, a, la vitesse mai! ma; appliquons l'équation du travail entre les deux, instants correspondants, il vieni, H désignant le moment d'inertie du treuil O,
Désignons par ai la moyenne des vitesses extrêmes, et imposons-nous la condition que la différence de ces mêmes vi-
fs) Fa~6Qsine, d'où, en ayant égard à l'équation (il,
9,= i8*33'4»°, B, ^iGi-sG'so";
*H(mJ — a*) = s6Qcos5,- K«[8,~ 0,)
DYNASIQUE.
lesses soit une fraction donnée, - 5 de la moyenne a>, nous aurons
d'où
(3) H— = o,55iT.
Celle équation détermine 1c moment d'inertie II; on la présente ordinairement, d'après le général Poncelct, sous la forme suivante :
Soit N la force de la machine en chevaux, N' le nombre de révolutions par minute. Le travail, pour une révolution, étant représenté par T, on aura par minute N'T, quantité qui devra être aussi égale, d'après la définition du cheval-vapeur, à 6oX75xNj donc
Quant au moment d'inertie H, comprenant à la fois les termes qui proviennent des pièces essentielles de la machine et ceux qui correspondent au volant proprement dit, représentons-le par celui d'un anneau de poids II ei de rayon R; enfin désignons par W("*) la vitesse moyenne mil d'un point
(•) Les valeurs des lilessfs «iirf me», en fonclion de lu »ileue mojenne et du cuullidtnl in rqpulariialion, son!
qui donnarail lieu à de» choci dans l'cn^reiuie de communication.
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au point de vue du mode d'action de la puissance motrice, on peuL néanmoins, comme on le voit, arriver à régulariser le mouvement loul autant qu'on le voudra; seulement il faudra pour cela employer un volant très-lourd, de sorte que les inconvénients de ces sortes d'engins se trouveront exagérés outre mesure. Ou diminue beaucoup le poids du volant en répartissent également le travail moteur'!' dans la durée d'une révolution, comme nous allons le montrer.
DeiïiBme cas. - Calcul du volant d'une machine . à double effet.
Pour transformer uni' machine Ci simple effet en une machine à double effet, il faut s'arranger de manière que la puissance Q, dont l'intensité reste constante et la direction verticale, agisse pendant toute la durée d'une révolution de la manivelle. Le sens de celle force doit évidemment changer quand le bouton passe en chacun des points morts B' et It", si l'on veut que le moment soil toujours positif.
La forée de la machine restant la même, ainsi que la grandeur de la résistance F, la puissance Q sera réduite à moitié, et l'on aura, pour la périodicité, l'équation
(7) T = 46Q = a K <iF.
La période sera, si l'on veut, d'un demi-tour, au point de vue des variations' de vitesse angulaire.
Cherchons, comme dans le cas précédent, les positions du bouton pour lesquelles.il y a égalité entre le moment de la puissance et celui de la résistance, et par conséquent minimum ou maximum pour la vitesse angulaire; nous avons toujours
Fn /.QsinG;
mais celte équation, eu égard à la relation {7), donne
6, = 3g-3 2 'i4", fl. = i4o-a 7 '36-.
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discontinuité soit peu apparente sur la Jig. S7, et que l'équation (9) doive servir seulement pour les valeurs de 6 com-
La substitution du double elTei au simple effet, par la distribution plus uniforme du travail moteur, permet de diminuer
du coefficient de régularisation 11. Seulement, les machiner île ce genre laissent subsister deui pointa morts, dans les en- 1 Irons desquels le moment de la puissance est extrêmement faible. Comme le moment de la résistance est constant, le démarrage serait impossible dans une portion plus ou moins considérable de la course, sans l'intervention d'une action auxiliaire venant momentanément an secours do la puissance.
On évite cet inconvénient ei l'on régularise en même temps la mouvement pur l'emploi de deux machines couplées.
Troisième cas. — Deux machinas ù double effet accouplées
Deux puissances égales O sont appliquées à deux manivelles égales, calées sur le même arbre, dans des directions rectangulaires {Jig. 58). Chacune de ces forces (que nous sup- E%. 58.
posons toujours verticales et d'intensité constante) agit de
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haut en bas quand la bouton correspondant descend, de bus en haut quand il remonte.
L'équation
(10) T = 86Q = a-nF,
qui lient la place des équations (i ] et ( 7 ), exprime que le mouvement est périodiquement uniforme, non-seulement
pour chaque luur, mais bien pour chaque quart do tour.
Désignons par 0 l'angle B'OB correspondant à celle des deux manivelles qui se trouve en arrière de l'autre, dans le sens du mouvement; un a, pour la condition de maximum ou de minimum do la vitesse angulaire, l'équation
Fû= 6Q(sinS ■+■ cos9),
do laquelle on lire, au moyen de la relation [io),
sinfl + cos9 = v 'âcos(45"— 13);
cos(45"— 9) — ^ = eosi5° 1 j8', 45" — 0 = ±î5"48'.
Ces relations montrent qu'il existe dans le premier quadrant deux valeurs de l'angle S, savoir :
Or donc
et il n'y a pas lieu, en vertu de la périodicité, de s'occuper de ce qui se passe dans les trois autres quarts du cercle.
Ici nous ne savons plus immédiatement si le minimum de vitesse répond à 8, ou à 0,; pour faire la distinction, nous remarquerons que la somme des moments des efforts moteurs est proportionnelle au facteur cos( 45" — 0), lequel croit d'une manière constante depuis 8 — 0 jusqu'à 0=4 5 °> pour diminuer ensuite jusqu'à ce que 8 soit devenu égal à yo degrés.
oigimmi by Cookie
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La même équation, pour un angle 0 quelconque, est
(la) H(w*— to|) — T(o,a6o5 -4- -j ■ — -j ;
elle fait connaître la loi du mouïemeni pour les valeurs de. 9 comprises emre zéro el go degrés, c'est-à-dire pour une période complète.
Non-seulement l'emploi de la manivelle double supprime les points morts, mais on voit, en comparant les équations (11} cl (8), que cet emploi permet de réduire à peu près dans le rapport de 10 à 1 (") le moment d'inertie du volant, sans augmenter ta différence des vitesses angulaires extrêmes.
De l'accélération angulaire.
Hais la grandeur de cette différence entri- la plus grande et la plus petite valeur de la vitesse angulaire n'est . ■•• la seule chose don) Il y ail à se préoccuper, au point de vue d'une marche satisfaisante pour la machine; il faut encore avoir égard au temps qui s'écoult pendant que la vitesse passe d'une limite à l'autre, ou bien a l'accélération angulaire de l'arbre tournant.
En effet, celte accélération angulaire entre comme facteur dans des forces d'inerlie qui représentent, soil la tension des courroies de transmission, soil les actions mutuelles des dents d'engrenage, soit enfin les efforts qui tendent à rompre les bras des volants (**}.
(") Lu coi-nirirnls mimérùiiir-. qui Ii[-nr<'ii1 dans le telle ont été fslculé» eu supposant que les nielles restaient constamment parallèles il elles-mêmes: ces coefficients so trouvent nécessairement modifiés, quand on tient compte Je l'uliliquilr mriaUe .le la force motrice Q. Ce que "OU) avons ilil snltil polir qu'on puisse te rendre compte des lois ilu phénomène que nous étudions.
(**) Lorsqu'un volant tourne imil'ni-mi-uieiil. chacun des serjmenH dont lu jante est composée cierce sur les liras cl sur les mires segmenta aiiiquol» il est lté des «(Taris dont la résultante est la force centrifuga due a la musse et ta moiivrmenl circulaire do ce serment. Si l'on fait abstraction de ]□ pesanteur, les liras 110 sont soumis, dnns ec cas, qu'à lies efforts lo-np-iludinaui.
11 n'en oit plus ainsi quand le mouïemeni est varié : le» forces d'inertie tan- (■enlielles tendant a fléchir Ifs bras alternativement, dans un Kl» .■( dans l'autre, el l'importance do eps forces croit en raison directe de IVcélératiori
.46 Diiumn.
Les Jig, 56, 5y et 5q ont été construites en supposant que, dans les trois cas que nous venons d'étudier, nous disposions du volant de manière à conserver tes mêmes valeurs aux vitesses angulaires maxima et minima.
Or les coefficients angulaires des tangentes 6 nos courbes sont proportionnels aux accélérations angulaires. En effet, on a
d'oïl
dt 1 de
On voit, à l'inspection des figures, que l'accélération prend des valeurs de plus en plus considérables à mesure que nous diminuons le volant. C'est ce que montrent encore mieux les courbes spéciales dont l'ordonnée esi proportionnelle à ~, courbes dont les équations sont les suivantes : i° Machine simple à simple effet.
ne e.-o°i 0 = .**.. £^(s«nO-i)£
De e^i8o°à 5=360°. ~ = - -
1" Machine simple à double effet.
«.•--"-■•*■. È=:Ha(-'-î)£-
3° Machine double à double effet.
De 6 = 0° à 6 = cfo". . .
11 faut donc, eu égard à ce nouvel ordre de considérations, se garder de diminuer le volant dans le rapport des nombres fournis dans nos formules, quand on substitue un système de machines à un autre, ou, ce qui revient au même, prendre un coefficient de régularisation, selon le cas.
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Du coefficient de régularisation. — Nous avons trouvé, pour la vitesse angulaire rninïma, l'expression
Il suii de là que la valeur de - est nécessairement inférieure à 2, nombre qui correspondrai! à
Il va sans dire qu'on se lient largement au-dessous de cette limite extrême. Ainsi, dans les machines qui, comme celles des filatures de coton, ont besoin d'une grande régularité, on prendra ji compris entre 35 et 4° pour les numéros ordinaires, on ira à 5o et même à 60 pour les numéros très-lins. Quant aux moteurs des moulins, des pompes, etc., il suffira de faire « = ao à a5.
S XXIV. — Influence ces masses excentriques.
En supposant le mode d'action de la puissance Cl celui de la résistance parfaitement réglés, le mouvement uniforme pourra encore être impossible, par suite du mode de distribution des diverses masses en mouvement.
Par contre, on peut s'arranger de manière que cette cause d'irn^ularité agisse en sens inverse de celle du moteur ou de la résistance, de manière qu'elles se corrigent l'une par l'autre. Tel est le principe des contre-poids, de ceux, par exemple, qui sont appliqués sur le volant ries tours mus par le pied.
Ces contre-poids agissent de deux manières :
i" Comme poids, ils s'ajoutent alternativement à la force motrice ou à la résistance;
1° Comme masses, ils sont animés d'une certaine force vive qui figure dans la force vive totale de la machine, et cela de deux manières, selon que ces masses excentriques sont animées d'un mouvement circulaire continu, ou d'un mouvement recliligne progressif ou alternatif.
Conlre-poîdi d'une machinr. à simple effet. — Les tours ordinaires à pédale nous offrent un exemple d'une machine
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dans laquelle la puissance agit a simple effet. Pourtant dans ces appareils, dont l'usage est si répandu i,fig. Go), on obtient
Ff B . 6o.
In môme loi de mouvement que pour la manivelle à double effet, au moyen d'un contrt-poidt K, dont le centre do gravité est hors de l'axe 0, à une distance r, et dont le poids Q' satisfait à la relation Q'r=jQfc.
Si la force Q est verticale, le rayon r est dans le prolongement de b, Il en résulLe que, pendant la descente du bouton, la moitié du travail de Q est neutralisée par celui de C; mais, dans fa demi-révolulion suivante, la fofte Q n'agissant plus cl le corps K descendant, son poids Q' restitue la moitié du travail de Q. Si la force Q n'est pas verticale, on dispose toujours le rayon OK.de manière qu'il soit vertical et qu'il commence à monter à l'instant où le bouton B commence à subir l'action de la force Q,
Dans tous les cas, le moment d'inertie 2i du contre-poids est une partie intégrante du moment d'inertie total Mit 3 , de sorte que le corps excentrique K joue un double rùle : comme poids donnant alternativement lieu a un travail résistant et à un travail moteur, cl comme masse diminuant les variations de vitesses.
Contre-poids d'une machine à double effet. — L'utilité du contre-poids pour la manivelle à simple effet fait naître la question de savoir si une disposition analogue ne serait pas
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avantageusement appliquée à une manivelle à double effet. Évidemment, dans ce dernier cas, le contre-poids ne pourrait être fixé à l'arbre de la manivelle; car s'il venait en aide à la force mouvante lorsque le bouton de la manivelle serait à l'un des points morts, il deviendrait résistant quand le bouton serait à l'autre de ces points; mais la question reçoit une solution affirmative si l'on place le contre-poids sur un arbre horizontal lié à celui de la manivelle par un engrenage qui l'oblige à faire deux tours pendant que la manivelle en fait un, en fixant le contre-poids de manière que son rayon soit horizontal et en train de descendre, aux instants où le bouton de la manivelle passe aux points morts.
L'étude de celle disposition, qu'on se borne à indiquer ici, montre ; i" que, pendant un tour du contre-poids ou un demitour de la manivelle, il y a pour la vitesse angulaire deux maxima et deux minima; a" que les deux maxima deviennent égaux, ainsi que les deux minima, quand on fait le moment Q'r du contre-poids égal à o,aigQ6; 3° et que, dans ce cas, le plus avantageux pour satisfaire à la condition de régularisation, m,— û>i= " ] — , la formule donnée pour le cas de la
manivelle à double effet sans conire-poids est remplacée par celle-ci :
le coefficient numérique est donc environ neuf fois plus petit.
Des masses animées d'un mouvement rectiligne progressif ou alternatif, — Pour donner un exemple de la manière dont ces masses s'introduisent dans les calculs, considérons d'abord le cas d'une machine horizontale à double effet servant à l'extraction du charbon {ftg. 61).
La résistance sera alors représentée par le poids I', dont le bras de levier sera supposé égal à r, et la puissance Q, supposée constante, sera la résultante des efforts horizontaux qui s'exercent sur les deux faces du piston. Nous négligeons le poids de la corde et celui de la bielle BC, mais nous tiendrons compte de la masse — du piston. Enfin nous supposons la
bielle assez grande relativement au rayon OB de la manivelle pour qu'on puisse la considérer sans erreur notable comme parallèle à OC.
Fie- Si.
La condition du mouvement périodiquement uniforme donne T — inrV = 4*0-
La force vive du système n'est plus ici proportionnelle au carré de la vitesse angulaire. Le maximum et le minimum de l'une ne répondent plus à ceux de l'autre. Soient l'angle B'OB = 0, et (.1= la vitesse angulaire correspondante. En appelant K la demi-force vive à l'instant où Q = o, on a pour l'équation du travail ,
[ iu»R'M + 4u>c'--i-£M'6 , slH'e--K
I =Qft(i-cos6)-Pre = ^8ln40- ~J, d'où, en différentianl,
-n.i'fi'sinflcosS^- = Qb ^sinO — u.
Le maximum et le minimum de u exigent donc la relation { 2 ) Qb (s\a 9 — «'i' sin 8 cosS = o.
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Si l'on se donne ta vitesse angulaire moyenne w = —
et la condition ta, — u, = ^% on en conclut w, = iv^i —
ei w, = «•^1+ ^ n substituant successivement ces va-
leurs de dans l'équation (a), on obtiendra les valeurs correspondantes de 0, et 0„ l'une plus petite, l'autre plus grande que — ■ En substituant alors m, et 8„ puis o, et @> dans l'équation (i), et en retranchant l'une de l'autre les deux équations obtenues, on éliminera K, et l'on aura, pour déterminer R'M, l'équation
= Qi[cos8.- cosO,- ""^ 0ll j-
Remarque I. — Si le piston se mouvait verticalement, il conviendrait que son poids fut contre-balancé par celui d'un corps lise à la manivelle sur le prolongement de BO.
Remarque II. — La pension de la corde n'est égale à P que lorsque la vitesse angulaire est à son maximum ou à son minimum.
Remarque III. — L'action de la bielle sur la tige du piston au point C est beaucoup plus variable; la vitesse angulaire 10 pouvant être considérée comme à peu près constante quand le nombre n, et par conséquent le moment d'inertie, sont assez grands, le maximum de l'accélération du point C a lieu à l'instant du passage ïiux points morts, et sa voleur est bu 1 ;
la force totale agissant alors sur le piston est donc ~~~~ '
Considérons en particulier le passage du boulon au point B';
l'accélération du point C et la force sont dans lesensB'C.
Immédiatement avant le passage au point mort, la force Q agit dans le sens contraire. La force P avec laquelle la bielle presse le piston est donc dans le sens B'C et satisfait à
I" équation
DU
Immédiatement après le point mort, la forceQ change brusi|uement de direction, et la force F, devenant F = — — — Q, peut être changée de sens.
Contre-poids des locomotives. — Les masses en mouvement alternatif ont un effet très-fâcheux à cause des forces d'inertie variables qu'elles développent, forces qui troublent périodiquement l'équilibre de la machine cl les réactions des appuis, en produisant sut les liaisons îles diverses parties de la ntarhinc un effet désastreux, surtout lorsqu'il s'agit de machines mobiles comme les locomotives.
Supposons qu'une locomotive soit attelée à un train, et qu'on s'arrange de telle sorte que la puissance soit égale à la résistance, de telle sorte que le mouvement du centre de gravité total soit uniforme. On sait que ce point se meut comme si toutes les forces lui étaient immédiatement appliquées; les forces intérieures se détruisent dans cette translation et n'ont aucune influence sur la position du centre de gravité. Cette position est également indépendante de la situation du pointd'application des diverses forces extérieures. Dans le cas où nous sommes placés, le mouvement du centre de gravité est uniforme, et les forces transportées à ce point se font équilibre.
Mais une locomotive se compose de deux parties bien distinctes : l'une, relativement fixe, est la réunion du châssis, de la chaudière, etc.; l'autre, mobile par rapport à la première, est formée de l'ensemble des essieux, roues, bielles, manivelles et pistons.
Lorsque le centre de gravité de la partie mobile marche relativement en avant ou en arrière, pour que le centre de gravilé général conserve son mouvement uniforme obligé, il faut que la partie fi\e prenne en sens inverse un mouvement de tangage ou de recul.
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Soieni {fig. 6a) Ofi la manivelle; G son centre de gravité; AB la bielle;
G, son centre de gravité;
Fi B . 6 3 .
OB =r, OG = d, AB = b, AG, = \b; M la masse de la machine entière ; fi celle de la manivelle ; B celle de la bielle;
P celle du piston avec sa tige, le plongeur, etc.;
M' celle de la partie fixe; soit M' = M- 3 p. - aB— aP.
A partir du point mort B', le centre de gravité de la manivelle a marché de
^(i-cosp);
celui de la bielle, de
enfin le piston ei son attirail, de
r(i-cosp)-6(i-Cos«). L'angle a étant assez petit, d'après l'équation
sina— j sinjî,
on a
i — cosa = 7sin'o= - — sin'S.
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Les quantités qui précèdent deviennent ainsi
Les pièces analogues répondant à la manivelle qui est à angle droit sur la première donnent
En désignant par x le déplacement du centre de gravité total, on aura
M'* = (/*rf-t-Br-t-Pr)(i — cosp -+- sinjî),
ou, en désignant par m la masse de la manivelle reportée à son extrémité, c'est-à-dire faisant
C'est la loi du mouvement de la projection sur un diamètre d'un point M qui se mouvrait uniformément sur un cercle de rayon q (Jig. 63). De plus, par suite de la position rectangulaire des manivelles, les mouvements relatifs s'opèrent des deux côtés dans des sens alternativement concordants et opposés; la somme des moments, relativement au centre de gravité général, des forces de recul provenant des deux manivelles, cliange périodiquement de signe et tend à imprimer à la chaudière un mouvement de lacet sur les rails. Des perturbations analogues se manifestent dans le sens vertical. En effet, lorsque les pièces mobiles s'élèvent ou s'abaissent, la machine tend inversement à s'abaisser ou à se relever, et par
mr=p4, • r(i — cosp -1- sin?) — p + gsin(j3 — 45°).
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suite, dans le premier cas, à écraser les rails, à laminer inégalement les bandages, et, dans le second, à sortir de la voie.
Fi Ë . 63.
On a cherché à supprimer en tout ou en partie ces effets très-nuisibles, en introduisant de nouvelles masses chargées de compenser à peu près les irrégularités dont nous avons parlé, c'est-à-dire en plaçant convenablement des conire-poids dans les roues de la machine, mais on ne peut pas y réussir complètement; bien plus, dans le principe, on s'était occupé surtout d'annihiler les perturbations dans le sens horizontal : il s'est trouvé qu'on augmentait de cette façon les perturbations dans le sens vertical, qui sont encore plus nuisibles. C'est aux actions de ce genre que sont dus, d'une part, l'usure locale des bandages observée sur les roues munies de trop forts contre-poids; d'autre part, plusieurs déraillements arrivés quand une cause accidentelle quelconque venait à coïncider avec l'instant où la roue se trouvait presque, détachée des rails sous l'influence des forces d'inertie verticales.
Des efforts du même genre se développent dans les machines fixes à grandes vitesses; ils ont été moins remarqués parce que, ne pouvant se traduire par un déplacement observable, ils se confondent avec toutes les autres causes de vibrations et d'ébranlement des supports, qui affeclenl les pièces de la machine.
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§ XXV. — Des freine et régulateur 6.
Il résulte du paragraphe précédent que, tant que le travail moteur fourni à une machine se trouve périodiquement égal au travail résistant dépensé, on peut toujours, au moyen d'un volant convenablement calculé, atténuer autant qu'on le voudra les irrégularités dont les causes sont pour ainsi dire régulières et se reproduisent à chaque lour en vertu de la constitution géométrique delà machine.
Comme, d'ailleurs, les volants présentent le double inconvénient d'augmenter les résistances passives et, en raison île la force vive qui y est emmagasinée, de gêner beaucoup le mécanicien dans les circonstances où il devient nécessaire d'arrêter la machine le plus promplement possible, il conviendra de n'avoir recours à cet organe qu'après avoir épuisé tous les moyens de régulariser directement l'action de la
qu'il en soit, on trouve dans ce qui précède des ressources suffisantes pour se garantir de tous les effets nuisibles qui résulteraient des variations normales du mouvement d'une machine donnée.
Variations accidentelles. — Mais, indépendamment des variations normales que nous venons d'étudier, il faut encore se tenir en garde contre les variations accidentelles qui peuvent se produire brusquement ei à chaque instant, dans un sens ou dans l'autre, sans qu'il soit possible de les prévoir individuellement lors de la construction de la machine.
Ces sortes d'accidents se présentent d'ailleurs, à litre de conditions tout à fait normales, dans les ateliers où une machine motrice unique mel en mouvement un nombre variable de machines-outils, chacune de celles-ci étant, à la volonté de son conducteur, embrayée ou débrayée de la transmission générale, selon les besoins des divers services.
Considérons la machine à l'instant où elle est parfaitement réglée pour le mouvement périodiquement uniforme, et supposons pendant un certain temps une augmentation accidentelle du travail des résistances, après quoi celles-ci se replacent
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dans leurs conditions normales. Si le travail supplémentaire exige de la machine n'est pas trop considérable, cette dépense pourra être couverte par la diminution dans la force vive de la machine; celle-ci ne s'arrêtera pas, mais elle marchera à une vitesse plus faible que sa vitesse de régime, et cela jusqu'à ce qu'il se produise une nouvelle variation accidentelle, agissant en sens inverse de la première.
Or nous avons vu combien il était important qu'une machine ne s'écartùi pas trop de la vitesse pour laquelle les proportions de- tous ses éléments ont été calculées. On obtient ce résultat en se ménageant, quand on fait le projet de la machine, des moyens d'action particuliers sur le moteur, de manière à pouvoir lui faire développer dans l'unité de temps une quantité de travail plus grande ou plus faible que la quantité normale, selon les cas. Les appareils destinés à cette l'onction importante sont assez souvent automatiques, d'autres l'ois ils sont mis en action par le mécanicien chargé de la conduite de la machine : on peut les distinguer en deux classes principales, que nous étudierons successivement sous les. noms de modérateurs et de régulateurs.
Des modérateurs.
Quelque graves que soient les inconvénients résultant pour une machine d'une subite augmentation de la résistance à vaincre, les effets d'une diminution totale de celle même résistance peuvent, dans certains cas, devenir beaucoup plus désastreux et compromettre la vie des personnes qui se trouvent dans le voisinage de la machine. Quand les effets d'une pareille accélération d'une machine tendent ainsi à prendre les proportions d'un accident, il faut se hâter de pourvoir à la sécurité en dépensant ie plus vile possible une quantité de travail moteur suffisante pour rétablir l'équilibre détruit.
Les appareils connus sous le nom de freins et de modérateurs permettent de mettre subitement en jeu une résistance passive étrangère qui absorbe sans prolîi aucun le travail moteur on excès. Les modérateurs ne doivent donc pas figurer dans une machine au même 'litre que les organes chargés
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d'une fonction régulière: ce soni essentiellement des appareils de sûreté.
On peut ranger dans la mAme catégorie les soupapes dites de sûreté, qui laissent perdre de la vapeur quand la production est trop active, les déversoirs nui laissent écouler en pure perte l'eau qui dépasse la quantité dont on a besoin pour vaincre les résistances actuelles. Il est clair qu'un habile mécanicien pourra remplacer les dispositions précédentes par d'autres, qu'il diminuera, par exemple, l'activité du [eu, et par conséquent la dépense de combustible, quand la cjiaudière produil trop de vapeur, qu'il emmagasinera dans un réservoir l'eau qui se trouve pour le moment en excès. Tels sont les principes sur lesquels sont fondés tes régulateurs, auxquels nous arriverons dans un instant.
Nous avons déjà parlé des freins ; parmi les organes spécialement connus sous le nom de modérateurs, nous décrirons seulement le volant à ailettes des horlogers.
Volants à ailettes. — On emploie ce petit appareil dans les machines où la question de l'économie du travail moteur est tout à fait secondaire, cl peut sans scrupule èire sacrifiée à la simplicité et à la commodité de la disposition employée pour régler le mouvement. En voici un exemple :
La sonnerie d'une horloge reçoit son mouvement d'un poids distinct de celui qui produit le mouvement du mécanisme principal; mais, si on laissait tomber le poids librement, son mouvement serait uniformément accéléré, par suite aussi celui dii marteau sur le timbre, de sorte que quand l'horloge doit sonner midi, par exemple, les derniers coups du marleau seraient tellement rapprochés qu'ils se confondraient. On évite cet inconvénient en plaçant sur un arbre solidaire de celui qui reçoit directement l'action du poids un volant à ailettes, c'est-à-dire un certain nombre de bras terminés par des ailettes disposées de manière à frapper l'airà peu près normalement à leur surface. Ces ailettes reçoivent de la part de l'air une résistance qui croit à peu près comme le carré de la vitesse. Il suit de là que plus la vitesse augmente sous l'influence de la force motrice constante, plus et plus rapidement encore s'accroît la résistance, dje sorte qu'il arrive un moment, théoriquement au bout d'un temps infini, pratiquement après
un temps assez court, où le mouvement est devenu sensiblement uniforme. C'est alors que la sonnerie commence.
Il est facile d'approprier à tous les cas ce petit appareil ati moyen de quelques modifications très-simples. Si la résistance qu'il éprouve est trop grande, on incline plus ou moins les ailettes; on peut même, si l'on veut, les placer normalement à l'axe, de manière à les présenter à l'air par leur tranche, ei alors la résistance île l'air devient ires-faible. Aussi sont-ils employés dans un très-grand nombre de machines où l'on a besoin d'un mouvement uniforme, telles que l'appareil Poncelet pour étudier la chute des graves, le tourne-broche, etc.
L'intervention accidentelle d'une résistance trop considérable peut aussi amener des accidents, tels que des ruptures d'organes, etc. On a recours, dans ce cas, soil à un système de débrayage automatique, soil à l'interposition d'une pièce peu coûteuse et facile à remplacer, calculée de manière à casser avant les organes plus importants.
Des régulateurs proprement dits.
Les régulateurs diffèrent des modérateurs en ce qu'ils n'agissent pas toujours dans le même sens; de plus, au lieu d'introduire des résistances inutiles chargées de dépenser un excès de travail moteur, ils règlent la dépense sur les besoins, la diminuant quand l'accélération de la machine les avertit de la diminution des résistances, l'augmentant en cas de ralentissement, mais toujours de manière que le travail moteur consommé soil précisément égal à celui qui est strictement nécessaire pour vaincre toutes les résistances inhérentes au mouvement de la machine.
On peut ranger dans la classe des régulateurs les réservoirs des pompes et des machines soufflantes, les châteaux d'eau d'une distribution urbaine, les gazomètres d'une usine à gaz, le vide qui est au-dessus des chaudières des machines à vapeur. Les fusées des montres, les cables plats des mines sont encore des régulateurs à un certain point de vue, puisqu'ils régularisent le mode d'action, soit de la puissance, soil de ta résistance; mais nous ne leur donnerons pas ici ce nom.
Les régulateurs sont de deux espèces (nous verrons plus '7-
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tard leur application aux divers genres de machines). Dans les uns, c'est la main d'un mécanicien qui surveille le mouvement et fait marcher le régulateur au moment convenable ( locomotives); dans les autres, la machine se règle d'elle-même.
Ces deux espèces de régulateurs ne sauraient se suppléer. En elléi, pour une locomotive, par exemple, il faut nécessairement que le régulateur soit sous la main du mécanicien pour que celui-ci puisse donner toute la vapeur au moment où le train va avoir a gravir une rampe, la réduire au contraire quand on approche d'une station. Dans cet exemple, il faut en outre un modérateur ou frein pour faciliter l'arrêt à un point fixe dans une gare ou dans tout autre endroit quand la sécurité l'exige. Dans les laminoirs, pendant qu'on chauffe les barres de fer à laminer, il est complètement inutile de donner une grande force à la machine, car les cylindres éiireurs tournent sans résistance à vaincre autre que les frottements. Il faut, au contraire, lancer la machine et lui donner toute sa vitesse au moment où l'on va commencer à faire passer le métal entre les cylindres, parce que, au commencement, il v aura une résistance énorme à vaincre et presque toujours un choc violent; puis vient la phase du travail normal.
Les machines que l'on règle ainsi à la main sont celles pour lesquelles le mouvement rigoureusement uniforme n'est pas une nécessité absolue.
Dans le cas contraire, il est indispensable que, dès que la vitesse vient à s'écaner de la vitesse normale, dans un sens ou dans l'autre, la machine se règle automatiquement, île manière à ramener la vitesse à sa première valeur, et cela avant que l'écart ail atteint des limites nuisibles à la marche de l'opération.
On emploie pour cela, depuis assez longtemps, un petïl appareil que Walt appelait gouverneur, et qui est généralement connu sous le nom de régulateur à force centrifuge.
Régulateur à force centrifuge. — Quatre verges rigide? égales deux à deux son! disposées dans un plan et arliculécsà charnières, savoir : en A sur un arbre tournant vertical AI, en 11 et en D où elles forment un angle variable, en C sur un manchon qui entoure l'arbre AI le long duquel il peut glisser en faisant varier la figure du quadrilatère symétrique ABCB.
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Les points PP sont les contres de deux houles métalliques. Tout le système a, à chaque instant, une même vitesse angu-
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laire autour de l'axe de l'arbre OD. La position du manchon C variant avec celte vitesse, on se sert de cet appareil, soit pour indiquer, au moyen d'une aiguille, la vitesse angulaire actuelle, soit pour faire mouvoir un levier de manœuvre qui ouvre plus ou moins une soupape d'où dépend le mouvement de la machine principale, soilpour faire fonclïonner un manchon d'embrayage alternatif qui fait que le moteur modifie son action pour rétablir la vitesse normale.
La théorie approximative de cet appareil est bien simple. En effet, supposons l'axe et la tige réduits à de simples lignes rigides dépourvues de masse, et la boule réduite de même à un point matériel. Chacune des boules constitue alors un pendule simple qu'on appelle pendule conique, pour le distinguer du pendule ordinaire dont les oscillations sont contenues dans un plan unique.
Cherchons la condition pour que la figure soit invariable de forme.
Soit « la vitesse angulaire du système (Jig.frj !. Le point B est en équilibre relatif sous l'action de trois forces, son poids mg, la force centrifuge mii'r, et la tension du fil ; chacune de ces forces est égale et directement opposée à la résultante des deux autres. Si dcuic on compose m g cl mw'rpar ln règle du
parallélogramme, on devra avoir une force BR égale el directement opposée à la tension de OB, située par suiie dans le
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prolongement de OB. Or les triangles OEB, BPR sont sem- ' niables, cl l'on a
d'où l'on lire
Cette condition étant satisfaite, le pendule avec tout son atiirail articulé tournera autour de l'axe comme un corps solide, la tige OB décrivant un cûne droit dontle demi-angle au sommet est déterminé par l'équation
Ces formules sonl indépendantes de la masse des boules. Elles montrent qu'à chaque vitesse angulaire w répond un écart normal des boules. Si la vitesse angulaire augmente ou diminue, les boules tendront à s'écarter ou a se rapprocher de l'axe, et dés lors, quand mémo on négligerait les poids et les forces centrifuges des diverses liges, il esl évident que la masse des boules, comparée à celle des pièces qu'elle entraîne dans son mouvement, doit avoir une grande influence sur le mouvement que prendra le manchon, mouvement dont dépend la régularisation cherchée.
CHAPITRE H. — HOUYEMIHT YAÏlE DES MAC DIS ES. a
De plus, lorsque l'appareil sera en équilibre avec une certaine vitesse angulaire a, il ne changera pas île position pour une faible variation de vitesse angulaire, parce que celle varialion fait naître une force insuffisante pour vaincre les résistances passives de l'appareil, telles que le frottement du manchon surl'arbre et celui des articulations.
Pour, étudier la question complètement, voici ce qu'il faudrait chercher :
i° (j. élanl la vitesse normale de l'appareil, quelles seront les vitesses angulaires ai' el eu",
pour lesquelles le manchon commencera à se m élire en mouvement, soit en montant, soit en descendant?
2° On devra aussi évaluer a un autre point de vue le degré de sensibilité de l'appareil. Les vitesses angulaires ta' et w" ayant été dépassées, à quelle hauteur s'élèvera le manchon jiour une variation de vilesse angulaire donnée. Pour que l'appareil soit sensible, Il faut que pour de faibles variations de vilesse angulaire il se metie en mouvement, et que, pour une variation donnée, le mouvement d'écart soit assez grand pour que l'action sur le moteur suffise à ramener la vitesse à sa va-
Je renverrai au Cours professé a l'école de Metz par le général Poncelet (i83ti, Section H, p. i3 el i4 )■ pour les développements de celte question. Je ferai seulement remarquer que la tendance actuelle des praticiens est d'employer des boules ires-pelites et de donner au manchon un poids trèsconsidérable.
Dans le régulateur Porter, de New-York, la surcharge du manchon est de 85 kilogrammes, sous forme d'une urne moulant et descendant le long de l'axe. La vitesse des boules est très-grande, environ 3oo tours par minute.
Dans ecl ordre d'idées, ii n'y a pas d'inconvénients à faire tourner le régulateur autour d'un axe horizontal. La surcharge est alors produite par un ressort qui remplace le poids dont nous venons de parler.
Inconvénients du régulateur ordinaire. — Le problème que le régulateur d'une machine est appelé à résoudre est le sui-
vant : maintenir la vitesse d'une machine rigoureusement égale à sa vitesse de régime, quelles que soient les variations du travail moteur dépensé.
Or il est facile devoir que, même en menant à pan les questions do sensibilité, le principe du régulateur que nous venons Je décrire est directement opposé à la réalisation de celle condition. En effet, supposons que celte vitesse de régime soit de 3o tours : si le travail résistant vient à diminuer, la machine s'accélérera ol le régulateur viendra fermer plus ou moins l'orifice d'admission de l'eau ou de la vapeur, par cela seul que les boules se seront écartées au premier accroissement de vitesse. Le moteur produira alors moins de travail dans l'unité de temps en vertu de cette fermeture partielle de l'admission; mais si cette fermeture de l'orifice est celle qui convient au nouveau régime de travail de la machine, il ne sera pas possible de maintenir à la fois l'ancienne vitesse et le nouveau travail, puisque ces deux éléments sont absolument liés entre eux, l'ouverture convenable de l'orifice ne convenant qu'à la position des boules qui correspond à une vitesse différente. Pour que le nouveau régime de travail pût s'élablir avec l'ancien régime de vitesse, il faudrait que les boules pussent indifféremment se maintenir à tous les flcprés département possibles, du moment que la vitesse de la machine est celle pour laquelle l'appareil a été réglé, les boules conservant d'ailleurs leurs propriétés ordinaires au point de vue de l'ouverture et de la fermeture de l'orifice.
Si un tel régulateur pouvait être construit, chaque augmentation de vitesse amènerait une fermeture de l'orifice, mais la vitesse convenable pourrait encore être maintenue avec cette fermeture.
Régulateurs paraboliques. — Or, si l'on se rapporte à la formule h=^, on voit que, la vitesse w étant donnée, l'appareil
sera en équilibre, quelle que soit la position des boules, pourvu que la hauteur h reste constante. Or h est la sous-normale de la courbe décrite par les boules; donc il faut que celle courbe soit une parabole, qui est d'ailleurs facile à construire. C'est sur cette propriété qu'on a basé la construction des régulateurs paraboliques dans lesquels les boules, au
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moyen de galets convenable m en i placés, ne pouvaient jamais quitter la parabole déterminée précédemment; lesgaleis développaient des frottements inutiles qui ont fait abandonner ce système. D'ailleurs MM. Farcol réalisent aujourd'hui ie même principe (l'une manière suffisamment approximative, en remplaçant la parabole par un arc de cercle qui s'en rapproche autant que possible dans les limites des déplacements que les li'.Rik's peuvent effectuer.
Régulateur à brns croisés. — Construisons la parabole théorique, et menons un certain nombre de normales. Ces droites
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sont tangentes à la développée de la parabole sur laquelle la lige, si elle était flexible, devrait s'enrouler pour que les boules décrivissent la parabole. Cela posé, pour avoir un cercle convenable, il suffit de déterminer la portion utile AB de la développée et de remplacer l'arc de parabole par un arc de cercle ayant son centre en un pointX intermédiaire entre les points A et B. Ce centre X étant situé de l'autre cûté de l'axe par rapport aux boules, les bras qui supportent celles-ci se trouvent croisés.
DTNXBIUUE.
D'après la disposilion géométrique des lignes de la figure, le cercle fait saillie hors de la parabole vers le milieu de l'arc,
et pénètre au contraire dans la courbe vers ses extrémités. 11 résulte de ces circonstances que, pour les positions extrêmes, la hauteur A est trop petite, et, par conséquent, le mouvement de rotation normal du pendule tendrai! à s'accélérer; mais une disposilion particulière est prise pour parer à celte légère cause de perturbation.
Les deux bielles qui sont articulées sur les boules ei transmettent le mouvement au manchon sont aussi croisées.
MM. Farcot ont odopld le principe de la surcharge. Ils emploient d'une part un ressort, dont la tension croit à mesure que les boules s'élèvent, et d'autre part un contre-poids à bras de levier variable, calculé de manière a faire compenser les diverses causes d'irrégularité.
Sans insister sur tous ces détails, nous dirons seulement que,
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ce régulateur ayant été expérimenté dans une scierie dans laquelle la puissance de la machine a varié brusquement de 3 à 20 chevaux, on n'a trouvé aucune variation de vitesse, même
Application du pendule conique aux horloges. — Le régulaleur des horloges est le pendule ordinaire. On emploie peu le pendule conique, qui sérail avantageux à certains points de vue, parce qu'il est difficile d'avoir une suspension convenable, les articulations à genou produisant des frottements considérables, et les couteaux ayant, pour une marche un peu prolongée, d'autres inconvénients qui ont été signalés.
M. Itedier a eu l'idée d'appliquer au pendule conique la suspension par lames élastiques, (jui est la meilleure pour les pendules ordinaires; dans le cas du pendule conique, celte suspension a lieu dans deux plans perpendiculaires, comme dans
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la double suspension à la Cardan ; l'appareil fonctionne alors parfaitement bien, à la condition que les centres de gravité des quatre lames soient dans un même plan horizontal. Ce régulateur jouit d'une propriété curieuse qui peulèlre très-utile dans certains cas, c'est qu'il permet de mettre une horloge à l'heure à une fraction de seconde près.
En effet, le pendule, par son système de suspension, est isolé complètement de ses supports, et ses révolutions s'effec-
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tuent uniformément dans l'espace absolu indépendamment de l'orientation des diverses pièces du mécanisme..
Si donc on tourne le support d'un angle de i degré, par exemple, en sens contraire de la rotation du pendule, la roue qui tourne comme celui-ci aura rail un tour entier par rapport à toutes celles qu'elle conduit pendant que le pendule aura seulement parcouru 359 degrés ; et si l'on suppose que le pendule fasse un tour par seconde, l'horloge aura avancé de ~ de seconde, ou d'une fraction quelconque, en tournant convenablement le cabinet. Le mouvement inverse produirait Te retard.
J'ai cru qu'il ne serait pas inutile d'insister un peu sur celle question, qui présente une nouvelle application bien simple de la théorie de la rotation des corps et de celle des mouvements relatifs.
Utilité du volant au point de vue des variations accidentelles. — Il résulte de ce qui précède que, si le volant joue un grand rôle dans l'atténuation des variations périodiques du travail moteur cl du travail résistant, cet engin ne peut en rien compenser les variations accidentelles. A toute augmentation de travail résistant doit correspondre un ralentissement de la machine, jusqu'à ce que le régulateur ail rétabli l'clat
Cependant, comme l'action du régulateur ne peut pas être instantanée, il importe que, en attendant, le ralentissomentne soit pas assez considérable pour compromettre le bon fonctionnement des outils. Ceci rentre dans la spécialité du volant; et, à ce point de vue, tout ce qu'on peut dire, c'est qu'il y aura lieu d'avoir un volant d'autant plus lourd que In machine sera exposée à subir des variations accidentelles plus considérables.
g XXVI. — De l'outil et de lu transmission.
Nous avons peu de choses à dire, au point de vue de la Mécanique générale, de la pièce spéciale connue sous le nom d'outil, qui reçoit son mouvement du reste de la machine et se trouve directement en relation avec la matière a élaborer. C'est aux praticiens qu'il appartient de déterminer la forme à donner à l'outil, la nature du mouvement dont il doit être
Di j i :■: j !:.■
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animé, enfin la vitesse la plus convenable pour la bonne exécution Je l'ouvrage à faire. Ces conditions étant une fois bien arrêtées, les mécaniciens devront chercher à les remplir le plus exactement possible en faisant intervenir la considération de l'économie du travail; mais il ne faut pas oublier que cette considération est en définitive secondaire, et doit être subordonnée au degré de perfection qu'on désire atteindre dans l'opération.
Par exemple, nous avons condamné en thèse générale tous les engins dans lesquels l'effet utile est obtenu au moyen d'un choc. Cela veut dire que, toutes les fois qu'on pourra substituer au choc une pression continue, sans nuire à la bonne exécution du travail, on devra le faire. Ainsi, pour l'opération du broyage des minerais métalliques, et pour la fabrication de la poudre, on a substitué en grande partie les meules et les cylindres broyeurs aux pilons. Cependant ces derniers n'ont pas complètement disparu et sont encore préférés dans certains cas spéciaux. De même, pour le cinglage des loupes sortant des fours à puddler, les essais de presses ont entièrement échoué, et l'on a été obligé d'en revenir aux marteaux. Enfin, si nous considérons le battage des pilotis, le forage des trous de sonde dans le rocher, etc., il ne semble guère possible de procéder autrement que par des chocs convenablement gradués.
Moyens d'assurer i'uniformité du mouvement de l'outil. — .Nous avons indiqué combien il était ^énénihiment important que l'outil s'écartât le moins possible de la vitesse reconnue comme la plus convenable ("). Une fois qu'on a calculé la
sjtue. Il est très-important, d'un autre coté, que lu résiliante opposée au "mouvement de l'outil n'éprouve pus de variations trop brusques, ce qui arriverait certainement dans un (;ruiiil numliii- d'oprrstliilti», si l'outil était contraint par une force aveugle ï marcher avec une vilosso constante. Dans des cas de ce ipnra, on emploie souvent un ressort qui cède plus ou moins selon 11 grandeur
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la surveillant. Quand la transmission du moteur a l'outil se fait par le moyen d'une courroie, 011 loil, dans le mente caa d'une résistance insurmontable, la mur mii- glisser et même tomber de dessus II poulie. Dans un cal analogue, un (ragrauagu se briserait.
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transmission ei déterminé la vitesse de régime de la machine de manière à donner à l'outil sa vitesse normale, on calcule les dimensions du volant afin de régler les écarts inévitables de part et d'autre de cette vitesse normale. Comme les vitesses de toutes les parties de la machine sont liées par des lois géométriques indépendantes du travail des forces et du mode de répartition des masses en mouvement, il suffît de régler la vitesse d'un seul arbre pour assurer la r|uasi-uniformilé du mouvement de tous les arbres qui sont en relation avec lui.
La théorie de la régularisation détermine seulement une somme de la forme
2nw,
relative aux volants ou aux masses fonctionnant d'une manière analogue. Quant à la répartition de ces masses sur les divers arbres, à la place que doit occuper le volant principal, toutes ces questions se présentent comme absolument indifférentes, si l'on regarde les liaisons comme douées d'une rigidité absolue et les vitesses comme rigoureusement soumises aux rapports géométriques déterminés par les règles de la Cinématique.
Les choses changent complètement de face quand on cherche à se rendre compte de la grandeur des forces intérieures, des tensions des liens et organes de transmission. Quand la résistance varie d'une manière notable, et en même temps que le volant absorbe ou restitue du travail pour accomplir son rôle de pondérateur, les actions mutuelles des pièces en rapport subissent des variations qu'il importe également de resserrer dans des limites bien déterminées. Nous allons montrer que ces variations dépendent essentiellement du rapport des masses des deux pièces.
Actions mutuelles de deux corps tournants dans le mouvement varié. — Considérons deux solides tournant autour d'un axe 0 et 0' {jig. -]o) et reliés, suit par un engrenage, soit par une courroie, comme nous l'avons supposé dans la figure pour fixer les idées. Indiquons le sens des rotations par des flèches; soient P la puissance, P' la résistance, p et p' les bras des leviers respectifs de ces forces, Il et 11', I et l' les rayons et les moments d'inertie des deux corps; enfin désignons par T
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l'intensité de la pression mutuelle des dents de l'engrenage, abstraction faite de leur frottement, ou la différence des tensions des deux brins de la courroie, abstraction faite de leur roideur.
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Les inconnues sont au nombre de trois, à savoir : l'action
mutuelle T et les accélérations angulaires des deux
corps tournants. Nous avons, pour déterminer ces inconnues, les trois équations
Ai _ Vp — TR rfn' _ TR'- Py Ai _ dV d/ - i ' dl ~ V ' R di- dl '
Ces équations se simplifient en posant I — MR', 1'= M'R", Vp = FR, eiP'p'= F R'. On voit que H et M' sont les masses qui, distribuées sur les circonférences des rayons K et R', auraient les moments d'inertie I et I', ce que nous avons appelé les masses réduites, et F cl F' sont les forces tangentes a ces circonférences qui auraient les mêmes moments et feraient les mêmes travaux que P et P'. On a, d'après cela, F-T _..,A/_T-F'_ F-F' M dl ~ M ~ M-t-M''
,_ M'F + MF' ~ M -i- M' '
formule facile à exprimer en langage ordinaire. Ces équations sont les mêmes que s'il s'agissait de deux corps de masses M ei M', en mouvement rceLiligne, soumis aux forces F, F', ut se pressant mutuellement.
Dans le cas particulier où F = F', l'action mutuelle T est égale à chacune de ces forces. Le mouvement est uniforme.
Si l'une des forces F ei F', supposées d'abord égales, comme elles doivent l'être pour l'uniformité, vient à prendre un accroissement plus ou moins considérable AF', il en résulte
AT = AF
On en conclut celle règle pratique importante que, lorsque l'un desdeux corps est exposé à subir des efforts qui prennent momentanément des accroissements considérables, on doil faire en sone que la masse réduite M de ce corps soil aussi grande qu'il est possible par rapport à celle de l'autre corps, afin que l'action mutuelle T reçoive peu de variation.
Cette considération détermine la place du volant qui doil, dans le cas que nous venons d'étudier, être monté sur l'arbre 0', c'est-à-dire sur l'outil.
On pourra ainsi diminuer l'épaisseur qu'il est indispensable de donner aux dénis de l'engrenage pour leur permettre de résister aux variations de pression el réduire le travail nuisible du frottement. Si la communication du mouvement a lieu par courroie, le maximum T de la dilTérence de tension des deux brins étant aussi petit que possible, on évite, soit la rupture, soil le glissement de la courroie, el l'on réduil l'effet nuisible du frottement des tourillons el de la raideur de la courroie.
Quand on a deux outils, ou un plus grand nombre, commandés par un même arbre moteur, et que chacun de ces outils est soumis à une résistance variable, la question de la répartition des masses devient beaucoup plus délicate ; car il est à craindre que le volani d'un des arbres ne nuise à l'autre, chose qu'il ne serait pas possible d'éviter si les phénomènes étaient seulement soumis aux lois géométriques dont nous venons d'indiquer quelques conséquences.
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L'usage esl de placer un volant sur chaque oulil exposé à rencontrer une résistance variable, mais il y a lieu de croire que l'utilité de celte addition réside principalement dans l'élasticité des courroies ou des arbres de transmission. Il résulte en effet de celle élasticité que le ralentissement du treuil qui subit un accroissement brusque de résistance met un certain temps à se transmettre aux autres treuils en relation avec lui, et réciproquement. Il est donc convenable de suppléer en partie à l'action d'un volant principal trop éloigné par celle d'un volant spécial qui restitue immédiatement une portion, du travail moteur qui manque, en attendant que les autres masses de la machine, ou le régulateur, s'il y a lieu, soient en mesure de fonctionner à leur lour et de rétablir complètement l'équilibre.
SECONDE SECTION
L'objet de Y Hydraulique est l'élude théorique cl expérimentale des divers phénomènes que les fluides nous présentent , eu égard à leur équilibre, à leur mouvement et à leurs relations avec les corps solides, fixes ou mobiles.
Au point de vue de l'utilité générale, 'cette étude est peutêtre celle qui présente au plus haut degré le caractère de la plus impérieuse nécessité, et les questions qui sont du domaine de l'Hydraulique soin du nombre de celles pour lesquelles le luxe, la commodité, la sécurité réclament une solution immédiate.
En particulier, on ne saurait absolument se passer du secours de l'eau : il faut la conduire au centre de nos habitations, nous garantir de ses ravages, lui Taire mouvoir des machines qui suppléent à notre faiblesse, la faire jaillir au sein de nos villes pour l'agrément et la salubrité, lui confier, pour les transporter d'un bout du monde à l'autre, les denrées les plus indispensables a la vie; il faut contenir de grands fleuves, changer le lit des rivières, creuser des canaux, bâtir des aqueducs, ériger des fontaines, lancer des bateaux sur nos rivières ou de puissants navires sur l'Océan.
L'Hydraulique a fait de grands progrès depuis le milieu du siècle dernier, surtout en ce qui concerne l'utilisation de l'eau et des fluides élastiques comme forces motrices; il lui en reste encore beaucoup à faire dans cette voie et de bien plus importants encore relativement à la découverte des lois qui régissent le cours des eaux à lu surface de la terre. Avonsnous bien les données nécessaires pour apprécier la vitesse d'un fleuve dont nous connaissons la largeur, la profondeur et
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la pente; déterminera quelle hauteur il élèvera ses eaux s'il vient à recevoir un autre fleuve dans son lit; prévoir île combien il baissera si on lui Tait une saignée; tracer les contours d'une rivière de telle sorte qu'elle ne travaille point à changer le lit dans lequel on l'a renfermée; prévoir l'effet d'un redressement, d'une coupure, d'un réservoir destiné à emmagasiner le produit d'une crue subite; calculer de combien un pont, une retenue, une vanne feront hausser les eauxd'une rivière; marquer jusqu'à quelle distance ce remous sera sensible, cl s'assurer que les propriétés riveraines n'en deviendront pas plus exposées à des inondations?
Cea questions, si éminemment intéressantes pour la prospérité publique, n'entrent point dans notre programme; je ne les ai posées qu'afln de nous empêcher d'éprouver un injuste dédain pour les problèmes que nous allons traiter el pour l'inélégance et l'incertitude de nos méthodes plus empiriques que rationnelles. On fait ce que l'on peut; certes, nous serons bien loin de la rigueur, de la précision el de la magnifique généralité des théories exposées dans les Chapitres précédents; mais nous verrons que l'on peut, au moins pour les questions les plus élémentaires, pour celles dont nous avons à nous occuper, arriver, en subordonnant toujours le calcul à l'expérience, à des solutions sinon rigoureuses, du moins satisfaisantes pour les besoins de la pratique.
Le Cours va donc changer complètement de face. Jusqu'Ici le calcul jouait le principal rôle; il ne figurera désormais que comme auxiliaire, mais auxiliaire indispensable de l'expérience.
L'Hydraulique, de même que la Mécanique générale, se divise en deux l'a nies, relatives respectivement à l'équilibre et au mouvement des fluides. Ces deux Parties sont ['Hydrostatique et ['Hydrodynamique.
CHAPITRE FREMIER
g ]. — PhOPRIETÊS CABÂCTÊRIST10UBS DES FLUIDES.
Quoique nous ignorions la constitution intérieure des fluides, il est évident que les lois générales de l'équilibre leur conviennent comme aux corps solides. L'Hydrostatique n'est donc qu'un cas particulier de la Statique générale.
Cependant les premières théories relatives à l'équilibre et à la pression des fluides, depuis Archimède jusqu'à Galilée, et même au delà, ont été établies d'une manière absolument indépendante des principes généraux de la Statique, et n'ont été fondées que sur des principes d'expérience particuliers aux fluides; cette manière de démontrer les lois de l'Hydrostatique, en déduisant de la connaissance expérimentale de quelques-unes de ces lois celle de toutes les autres, a été adoptée par un grand nombre d'auteurs, et a [ait de l'Hydrostatique une science tout à fait différente et indépendante de la Statique, une science qu'on est habitué à regarder plutôt comme une branche de la Physique.
Caractères généraux des fluides. — Les fluides (liquides ou gaz) sont des corps dont les molécules sont extrêmement mobiles les unes par rapport aux autres. Lorsqu'on cherche à faire glisser les différentes parties d'une masse fluide les unes sur les autres, on n'éprouve pas de résistance analogue au frottement qui se développe dans le glissement des corps solides. L'absence absolue du frottement entre les diverses parties d'un fluide qui se déplacent les unes par rapport aux autres définit pour nous la fluidité parfaite. Les liquides el
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les gaz, lois qu'ils existent dans la nature, sont en général extrêmement près de présenter celte fluidité parfaite, surtout lorsqu'ils sont en équilibre absolu ou relatif. Nous supposerons dans ce Chapitre qu'ils jouissent complètement de celle propriété. La vérification expérimentale des résultais auxquels nous parviendrons ainsi montre que, en faisant celle hypothèse, nous ne nous écartons pas sensiblement de la réalité.
Lorsqu'un liquide est contenu dans un vase, ei qu'on cherche à diminuer le volume qu'il occupe en le comprimant dans ce vase, on trouve que le liquide conserve le volume qu'il avait d'abord, ou du moins la diminution de volume qu'il éprouve est si faible qu'on a beaucoup de peine à s'en apercevoir; c'est ce qui fait qu'on donne aux liquides le nom de fluides incompressibles. Dans ce qui suit, nous traiterons les liquides comme jouissant d'une incompressibilité absolue; nous nous écarterons ainsi tellement peu de la réalité que cela n'occasionnera aucune erreur appréciable dans les résultats auxquels nous parviendrons.
Un gaz se comporte toui autrement qu'un liquide quand on cherche à le comprimer; on peut, sans grande difficulté, réduire son volume à n'être plus que la moitié, le tiers, le quart de ce qu'il était d'ahord. Si ensuite on cesse d'exercer l'efforl qui a déterminé cette diminution de volume, le gaz revient de lui-môme et exactement à son volume primitif. C'est pour cela qu'on donne aux gaz le nom de fluides élastique!, comme nous offrant le seul type de l'élasticité parfaite.
La propriété qui définit la fluidité parfaite, c'est-à-dire l'absence de tout froiiemont, peut être facilement traduite onalvtiquemeni; et rien n'est plus facile, ce point une fois établi, que d'appliquer à l'équilibre des fluides notre principe général des vitesses virtuelles. Aussi. Galilée, auteur de ce principe, s'en est-il servi pour démontrer les principaux théorèmes de l'Hydrostatique ('), aussi bien que ceux de la Statique proprement dite. Dcscartes et Pascal ont également employé le principe des vitesses virtuelles dans l'Hydrostatique,
(*) Diicono iatarao aile cou clir Hbhiio tuW otqUa, o ttè i» jntllu BWm-
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et nous allons, à l'exemple de ce dernier (Traité de l'équilibre des liqueurs), monlrer très-simplement, en parlant de ce principe, comment une pression quelconque, appliquée à un point de la surface d'un fluide en équilibre, se transmet également en tous les autres points.
De la pression dans un fluide en équilibre. — Considérons une masse fluide en équilibre dans un vase de forme quelconque (fig- 71), et supposons que ses molécules ne soient
Fie- 7'-
soumises à aucune force autre que les actions que chacune d'elles éprouve de la part des molécules voisines. Ce fluide exercera généralement des pressions sur les diverses parties de l'enveloppe qui le renferme. Si l'on vient à enlever une petite portion plane de celle enveloppe, et si on la remplace par un piston B do même forme, mobile dans un bout de tuyau adapté au contour de l'ouverture ainsi produite, on conçoit que le fluide pourra se trouver exactement dans les mûmes conditions que précédemment, pourvu qu'on applique au piston B une force convenable F dirigée parallèlement aux parois du tuyau dans lequel il peut se mouvoir. Cette force F est égale et directement opposée à la pression du liquide sur lu portion B de paroi que nous considérons.
Pour parler plus exactement, la force F est égale et opposée à la résultante des pressions élémentaires qui s'eiercent sur chaque portion infiniment petite de la paroi B, pressions qui sont toutes normales à cette paroi supposée plane, et qui admettent par conséquent une résultante unique égale à leur, somme.
Celte résultante constitue la pression totale supportée par l'aire B; sa direction normale est une conséquence de l'hypothèse fondamentale de l'absence du frottement des liquides.
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soit sur eux-mêmes, soit sur les corps solides avec lesquels ils se trouvent en contact.
Si, en subdivisant la surface pressée en parties de plus en plus petites, on trouve que la pression totale sur chaque partie décroît dans le même rapport, la première est dite uniforme ou uniformément répartie; et, si l'on divise une pression totale uniforme rapportée à l'unité de force (le kilogramme) par l'aire de la paroi qui la supporte, exprimée par son rapport à l'unité de surface (le mètre carré), on a, pour la surface dont il s'agit, ce qui s'appelle la pression par unité Je surface (pression en kilogrammes par mètre carré).
Si les pressions sur les subdivisions de la surface pressée ne sont pas proportionnelles aux aires, le quotient de Ja pression totale par l'aire totale donne la pression moyenne par unité de surface, et la limite dont on approche en appliquant ce calcul à une aire de plus en plus petite, dans laquelle se trouve toujours un point déterminé, est en ce point la pression par unité de surface.
Théorème de la transmission des pressions. — Considérons toujours notre piston A, qui tient lieu d'une portion de l'enveloppe {fig. 7>), et plaçons dans une autre région quelconque de celte enveloppe un piston semblable B, également mobile dans un bout de tuyau; représentons par F' la force qui (ail équilibre à la pression totale du liquide sur la paroi lî; nous allons faire voir que, si les bases des deux pistons A et B sont égales, les deux forces F, F' doivent aussi être égales.
Pour démontrer cette proposition, imaginons que nous réunissions les deux bouts du tujau dans lesquels peuvent se mouvoir les deux pistons A, B, par un canal courbe conienu tout entier à l'intérieur de l'espace occupé par le fluide, et se raccordant à ses deux extrémités avec ces bouts de tuyau; nous pourrons môme supposer que la section transversale de ce canal AH soit partout égale à la base de l'un des pistons A, B. Le fluide dont il s'agit étant en équilibre, nous pouvons lut appliquer le théorème du travail virtuel. Pour cela, concevons que le piston A marche d'une quantité infiniment petite e vers l'intérieur de l'enveloppe; que la portion du fluide qui est située en dedans du canal AB glisse le long de ce canal sans en sortir, et suive ainsi le mouvement du piston A, tout en
conservant le même volume; qu'en conséquence le piston B marche vers l'extérieur, d'une quantité égale à e; enfin que toute la portion du fluide qui se trouve en dehors du canal AB ne se déplace pas. Pour ce déplacement virtuel du système matériel que nous considérons, ta somme des travaux virtuels des forces qui sont appliquées à ses diverses parties doit être nulle. Or la portion AB du fluide qui se déplace seule ne change pas de volume; les diverses parties qui la composent se meuvent séparément en glissant simplement les unes sur les autres, ou bien sur la partie du fluide qui est en dehors du canal AB et qui reste immobile; mais ce glissement s'effectue sans qu'il y ait (le frottement, en raison de la fluidité parfaite du système ; il résulte de là, et de ce que nous avons dit à l'occasion des systèmes matériels dans lesquels on imagine des liaisons, que la somme des travaux virtuels dus aux actions que les molécules du fluide tout entier exercent les unes sur les autres est égale à -zéro. D'après cela, on voit que la somme des travaux virtuels des forces appliquées à notre système matériel se réduit à
et comme cette somme doit être nulle, il s'ensuit qu'on a F = F'.
On conclut de la proposition qui vient d'être établie que la force F, appliquée ou piston A, donne lieu à une pression égale à F sur toute portion de l'enveloppe ayant une étendue égale à la base de ce piston, cl, par suite, a une pression égale à nF sur toute surface égale à n fols celte même base (*). C'est ce qui constitue le théorème de la transmission des pressions dans un fluide dont les molécules ne sont soumises à aucune force autre que les actions que chacune d'elles éprouve de la part des molécules voisines. Il est bon d'observer que la force F, appliquée au piston A, peut recevoir une grandeur quelconque si le fluide que l'on considère est incom-
(*) Toi oit lo principe do In presit hj-JrmiUjm, inienlce par Paint, appa-
pressihle , maïs qu'elle doit au contraire avoir une valeur déterminée s'il s'agit li'nn fluide élastique, sans quoi !e gaz se comprimerait pu se dilaterait. On sait que, pour une masse gazeuse en équilibre de température, la pression est une fonction déterminée du volume.
Pression en un point intérieur de la masse fluide, — Prinripe de l'égalité de pression en tous sens. — Les définitions et les propositions précédentes s'appliquent au* actions intérieures des molécules liquides les unes sur les autres, aussi bien qu'à celles qui s'esercenl sur les parois.
Soit M un point quelconque pris à. l'intérieur d'une masse fluide (/ig. 7a). Concevons par ce point une surface EE' qui
s'étende de tous ciliés jusqu'à l'enveloppe, et qui soit plane dans un certain rayon, tout autour du point M. Nous aurons ainsi divisé la masse fluide en deux portions L, A, et le point M se trouvera actuellement sur la paroi artificielle que nous venons d'imaginer.
Cela posé, rien n'empécho de supposer que la partie A soit solidifiée sans changer de forme; nous ne détruirons certainement pas ainsi l'équilibre, et le point M sera maintenant situé sur une paroi réelle à laquelle 011 peut appliquer le tliéoréme précédent. I.e fluide I. exerce donc une pression égaie à F sur une portion plane de la surface EE' dont l'étendue serait égale à A.
Ce résultat est indépendant de la direction que nous avons donnée à celte partie plane; la pression par unité de surface qui s'exerce entre les diverses molécules liquides dans le voisinage du point H est donc la même dans toutes les directions autour de ce point M.
Tel est le principe ou théorème de Pascal, relatif à l'égalité
Oigilized û/Googl
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de pression dans tous les sens autour d'un poinl quelconque M d'un fluide en équilibre. Ce ihéorème, que nous venons d'établir dans le cas d'un fluide dont les diverses molécules ne sont soumises qu'à leurs actions mutuelles, s'étend sans difficulté au cas où chaque molécule du fluide en équilibre serait soumise à une force extérieure, variable d'une molécule à l'autre, suivant une loi quelconque, mais continue.
Pour lo démontrer, faisons passer par le poinl M deux plans quelconques MM'N, MM'L (fig. j3}, et menons dans ces
plans, perpendiculairement à leur intersection, les quatre droites MN, M'N', ML, M'L', égales cuire elles et à la longueur MM' prise sur l'intersection. Le fluide contenu dans le prisme droit triangulaire ainsi déterminé esi en équilibre sous les forces extérieures qui soni : i° les pressions totales normales exercées sur les cinq faces; 2" les forces, analogues à celles de la pesanteur, qui sollicitent toutes les molécules de la portion du fluide considérée. Mais, à mesure qu'on diminue dans un mémo rapport les dimensions MN, MM', ces dernières forces deviennent aussi petites qu'on veut relativement aux pressions sur les faces, parce que les unes finissent par être proportionnelles au volume du prisme ou au cube de MM', tandis que les autres deviennent proportionnelles au carré de celle longueur. Donc, à la limite, les premières doivent être négligées relativement aux autres, et l'équilibre finit par exister entre les seules pressions. Or, si l'on projette ces forces sur un axe parallèle à NL, il ne reste que les pressions sur les faces MN', ML', qui, faisant des angles égaux avec NL, doivent être égales pour que leurs projections le soient; et, ces forces étant égales, 11 en résulte que les pressions rapportées à une même unité de surface, suivant les deux directions perpendiculaires aux plans quelconques MN, ML, sont égales.
Ptfl. 7 S.
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Lorsqu'il s'agit d'un fluide aériforme, la pression est souvent appelée force élastique ; on lui donne aussi le nom de tension.
Les unités dont nous nous servirons seront constamment le mètre et le kilogramme, de sorte que les pressions s'exprimeront toujours numériquement en kilogrammes par mètre carré, ou, si l'on veut, en millimètres d'une colonne d'eau; cor il est facile de voir que 1 millimètre d'eau sur une surface de i mètre carré correspond précisément au poids de i kilogramme. Il arrive souvent que, pour éviter de grands nombres, on emploie pour unité la pression de l'atmosphère. Une atmosphère représentant, suivant les conventions adoptées, le poids d'une colonne de mercure de i mètre de section et de 7G0 millimètres de hauteur, ce mol équivaudra pour nous à io333 kilogrammes par mèlre carré. v
Densité d'un fluide en un point. — Si un fluide est homogène, c'est-à-dire que sous deux volumes égaux quelconques il ail partout des masses égales, sa densité, suivant l'acception de ce mot en Mécanique, est sa masse sous l'unité de volume. Si le fluide n'est pas homogène, la densité moyenne d'une portion définie de ce corps est le quotient obtenu en divisant
point est la limite dont on approche indéfiniment en prenant la densité moyenne d'une portion du fluide sans cesse décroissante, et comprenant le point dont II s'agit. Si le fluide est rapporté i trois axes coordonnés, sa densité en un point est en général une fonction des coordonnées x, y et z de ce point ; on la représente par p. S'il s'agit d'un fluide pesant, l'accélération due à la pesanteur étant g, le produit pg est le poids, rapporté à l'unité de volume du fluide au même point {■x, y, z): nous le désignons par H, l'unité de volume étant le mètre cube. Ainsi p = ^, et H est, comme p, une fonction de x,y,z.
Équilibre d'un fluide pesant. — Le théorème de l'égalité des pressions en tous sens autour d'un point s'applique aux fluides pesants comme aux fluides soumis à des forces quelconques; seulement il n'est plus exact de dire que la pression est la même, à égalité de surface, sur des parois diverse-
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mentsituées. En effet, dans notre équation Fe-F' £ =o,
fournie par le principe des vitesses virtuelles, îi faut ajouter un terme qui représente le travail virluel de la pesanteur, correspondant au déplacement virluel que nous avons imaginé.
Ce travail serait nul si les deux parois A et B sont situées dans un même plan horizontal : donc l'équalion'prccédente ne . serait pas altérée, ce qui démontre que la pression est uniforme dans toute l'étendue d'un même plan horizontal. Ce résultat s'applique aussi bien à l'intérieur de In masse liquide qu'aux points do contact du fluide avec l'enveloppe solide.
Considérons, au contraire, deux points m et m' situés dans deux plans horizontaux infiniment voisins, ei que rien n'empêche de supposer placés sur une même verticale. Soient p
Fi S . -A-
eip' — p-h dp les pressions aux points m et m', u la base d'un prisme vertical dont l'arête soit m, m' , dz la distance des deux plans horizontaux, on a, pour l'équilibre duprisme mm', p' w = pm + Utadx.
La différence p'— p devant être constante en quelque point des plans horizontaux N, N' qu'on se place, on voit que la densité H est constante, ainsi que la pression p, dans louto l'étendue d'un même plan horizontal.
Surfaces de niveau dans les fluides pesants. — Ces divers plans horizontaux s'appellent surfaces de niveau. L'intégralion de l'équation précédente, qui peut s'écrire
dp — II dz,
donnera la loi de variation des pressions dans les dùTérenies
couches île niveau, quand on connaîtra la loi de variation des densités. Soit p, la pression en un point déterminé, par exemple à la surface libre du liquide, s'il y en a une, on a
Lorsqu'il s'agit d'un liquide homogène en repos, II est constant, et l'on a l'équation
dans laquelle li est la différence de niveau des deux points où les pressions sont p, et p, pourvu qu'on puisse passer du premier au second, par des détours quelconques, sans sortir du liquide. De là la tliéorie connue des vases communiquants.
Hauteur représentative d'une pression. - - Si dans la dernière formule on suppose p,=o, c'est-à-dire que la hauteur h soit comptée à partir d'un plan où la pression soit nulle, on a
et, par celle raison, le quotient ^ s'appelle la hauteur représentant la pression />; c'est la hauteur d'une colonne verticale pesant II par unité de volume, et exerçant sur sa hase inférieure la pression p par unité de surface, la pression sur la hase supérieure étant nulle.
Stabilité des divers liquides pesants superposés. — En vertu de l'homogénéité des couches du niveau, la surface de séparation de deux liquides voisins en équilibre est un plan horizontal. Il faut, de plus, pour la stabilité de cet équilibre, que le liquide inférieur soil plus dense que le supérieur : cette condition est nécessaire pour que, si la situation horizontale de la surface de séparation est tant soit peu dérangée par une cause quelconque, l'état primitif tende à se rétablir dès que celte cause cessera. Cela liant à celle propriété générale des systèmes matériels sous l'aciion de la pesanteur et des réaciions de corps fixes : mis sans vitesse dans une situation qui n'est pas celle de l'équilibre, ils se mettent en mouve-
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mem, puisque lu condition de l'équilibre n'est pas satisfaite; ils ne peuvent le faire sans acquérir une certaine force vive, ce qui exige que la pesanteur fasse un travail positif, et que par conséquent le centre de gravité descende.
Équilibre des fluides sollicités par des forces quelconques.— Une portion définie d'un fluide est en général sollicitée par des forces analogues à celles qui constituent son poids, forces qui agissent indépendamment et en outre des pressions ducs aux molécules environnantes. Leur résultante, divisée par la masse de cette portion, est l'accélération que celle-ci, ou plutôt son centre de gravité, prendrait sous la seule action des forces dont nous parlons. A mesure que la portion détinie diminue d'étendue, en y comprenant toujours un point (x, y, z), l'accélération due à ces forces approche d'une limite j; et puisque p est à la limite la masse d'unité du volume, le produit pj est la force rapportée à l'unité de volume au point (x, y, a) du fluide. L'accélération j, variable en intensité et en direction, est donnée par ses trois composantes parallèles aux axes; nous les désignerons par X, Y, Z. La force pj se décompose donc en pX, pY, pZ, et les composantes de la force qui s'exerce sur une masse infiniment petite, dm, seront représentées par Xdm, Y dm, Zdm.
Exemples : i°l)ans le cas où les forces indépendantes des pressions sont uniquement dues à la pesanteur, si l'axe des Z est vertical el ascendant, on a
i' S'il s'agit d'un fluide en repos dons un vase tournant autour d'un axe fixe vertical avec une vitesse angulaire constante a, la force pj qu'il faut attribuer à l'unité de volume de ce fluide pour traiter son repos apparent comme un repos réel est la résultante de la force pg verticale due à la pesanteur, et la force pw'r centrifuge ; ainsi
Équations générales de l'équilibre des fluides. — Considérons dans un fluide en repos un parallélépipède rectangle infiniment pelit, dont un sommet est le point [x,y, s), les coiés
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parallèles aux aves élani respectivement dx, dy, ilz. Sa masse dm esi, sauf un infiniment petit d'ordre supérieur au troisième, pdxdydz. La force qui la sollicite, indépendamment des prcssionseiercéespar le fluide environnant, a, sauf la même restriction, ses trois composantes égales à Xdm, Y dm, Zdm. La pression du fluide au point {x, y, z) par unité de surface dans une direction quelconque étant représentée par p, la pression totale du fluide extérieurau parallélépipède, sur la face dont la dislance à l'origine est x, a pour valeur p dydz, sauf un infiniment petit du troisième ordre, ei elle est dirigée dans le sens des x positifs. La pression, par unité de surface au sommet, dont les coordonnées sont x + dx, y cl z, est p -4- '~ dx, expression dans laquelle ^ est la diffère mie Ile partielle de p par rapport à x. La pression totale sur la face du parallélépipède dont la dislance à l'origine est x + dx a donc pour valeur (^p + ^dx^j dyds, elellecsl dirigée dans le sens des x négatils. Les autres faces subissant des pressions qui leur sont perpendiculaires, il en résulte que l'équilibre du parallélépipède exige qu'on ail
pdydl- (p+ d £dx)dydz
Xdm =
Eu mellani pour dm sa valeur, réduisant et raisonnant de môme pour les forces parallèles aux y ei s; on obtient les trois équations nécessaires et suffisantes de l'équilibre du fluide :
dy
En les multipliant respectivement par dx, dy et dz, et en les ajoutant, on a
(2) dp — p{Xdx + Ydy+Zdz).
Si le fluide est en équilibre, le second membre 'de celle équation est la différentielle totale d'une fonction de x, y et z, et cette fonction, une fois obtenue, fera connaître la pression, à une constante près qu'on pourra déterminer
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si l'on connaît la pression par unité de surface en un point
Dans le cas de la simple pesanteur, on retrouve, en faisant X = o, Y = o et Z=g, l'équation
dp = pgdz,
équivalente à
Ce moyen simple de trouver les équations générales de 1'IIydrosialique est dù à Euler('), qui l'a tiré des principes posés pour la première fois par Clairaut ( " ).
Surfaces de niveau. — On appelle surface de niveau, relativement à la force variable dont les composantes sont X,Y,Z, une surface qui, menée par un point pris arbitrairement, a en chacun de ses points pour normale la direction de la résultante j de X, V, Z; celte définition est une extension de la signification ordinaire de la même expression, relativement à la pesanteur. Par un point {x,y, z j imaginons, sur la surface de niveau qui lui correspond, une courbe quelconque; et soit ds, dont les projections sur les axes sont les différentielles dx, dy, dz, l'élément différentiel de cette courbe, à partir du point dont il s'agit. Les angles de la tangente à la courbe avec les axes ont pour cosinus ~, les
cosinus des angles de la résultante j avec les mêmes axes X Y 7.
sont j, -j et -■• La délinilion précédente est donc exprimée par l'équation
et l'équation différentielle d'une surface de niveau quelconque, pour le système de forces supposé, est
Cette équation est Inlégrable si la condition d'équilibre esl
f*j lUémairei Je VAcaâlmie de Berlin pour ij5ï. (■*) Théorie de la figure de la Terre.
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satisfaite; CD effet, on rend son premier membre une différentielle exacte en le multipliant par le facteur p.
Cas particulier ofl X<£r + Ydy-¥ Zdz est la différeruielle exacte d'une fonction des variables x, y el z. — Puisque X, Y et Z sont les composantes d'une force j supposée appliquée à l'unité de masse, X dx 4- Y dy + Zdz est le travail élémentaire que cette force produirait sur un point avant l'unité de masse et se transportant du lieu où les coordonnées sont x, y, z a celui où elles deviennent x + dx, y -t- dy, z -+- dz. Or on sait que ce travail est la différentielle exacte dune fonction o des coordonnées du point ( x, y, z), en particulier lorsque j est la résultante des forces qui passent par des points fixes (centres d'attraction el de répulsion), et dont les intensités sont fonctions des dislances r de leurs points d'opplico-
Uans ce cas, l'équation ( a ) paui s'écrire ainsi :
On conclut de là que, sur les surfaces dont l'équation esl -j — const., on aura dj> — o, et par suite p = const. La densité sera aussi constante sur ces surfaces, parce que, pd; étant une différentielle exacte, p doit ôtre une simple fonction do o, et par suite constante en même temps que 9.
g II. — Pression totjllb d'un liquide pesant homogène
sua UN PLAN, Centre de pression.
Soit u l'aire de l'un des éléments d'une portion de plan en contact avec un liquide en repos; soit h sa hauteur ou-dessous d'un plan horizontal NN dans lequel la pression est p,; la pression sur l'élément «i est up, -+- aiTI h ; les pressions sur tous les éléments du plan étant perpendiculaires à ce plan ont une résultante égale à leur somme p, lw + II £ei A. Or, si il désigne l'aire totale 2u, et si II est la hauteur du centre de gravi Lé du plan pressé au-dessous du plan de niveau, on a ZuA = QH, cl la pression totale est U(/>, + IIH). On remarque que HQH esl le poids d'un prisme de liquide qui aurait pour hase ii el pour hauteur H. Donc la pression ne de-
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pend pas de l'orientation de la face : elle ne dépend que de la bailleur du centre de gravité au-dessous <lo la surface libre.
Centre de pression. — La résultante des forces normales au plan pressé perce ce plan en un point appelé cenlre de pression, qui est toujours situé au-dessous du cenlre de gravité de la surface. En effet, si, par la pensée, on rend celte paroi horizontale en la faisant tourner autour d'un axe horizontal tracé dans son plan par le centre de gravité, ia pression totale n'est pas changée, puisqu'elle est toujours U(/j,-+-III1), et la résultante passe alors par le centre de gravité, puisque, dans ce cas, les pressions sur des cléments égaux du plan sont égales. Or, si l'on ramène ia paroi à sa position inclinée, les pressions partielles sur la partie supérieure de la paroi sont diminuées, les autres sont augmentées; donc la résultante passe au-dessous de l'axe de rotation.
La position du centre de pression d'un liquide sur une paroi plane se trouve par le calcul, en appliquant la théorie de la composition des forées parallèles. Nous nous bornerons au cas où le liquide est homogène. Nous négligerons, comme l'on fait ordinairement, le terme dû à la pression atmosphérique, parce que celle-ci est supposée agir également sur la Tace opposée égale et parallèle à celle de la paroi considérée.
Dans la fig. ^5, dont le plan est supposé vertical et perpen-
diculaire à la paroi pressée, irpréscmons par NX le plan horizontal dans lequel la pression du liquide est considérée comme nulle. Soit AB la trace verticale de ta paroi, et soil D l'intersection de son plan prolongé avec NN. Soil C le cenlre de pression, et supposons qu'on demande sa distance AC h l'axe horizontal A. Décomposons la surface AB en éléments du
H(. jS.
tels que celui qui se projette en MM„ Appelons z la distance verticale Mm, x la distance AM. La pression sur la surface dm est M s dm; son moment autour de l'axe A est Oiidii, Si donc nous représentons par x' la distance AC, nous aurons
(i) x'illsdm = lUzxdm, d'où x' - . ^jj^ •
Si l'on choisissait le point D pour origine des x, on aurait
! = a:s j na et ar suite x' - lx ' da ' .
s xsmx e, par sut e, x — 2 x j u '
Or lx>d:> est le moment d'inertie <le la surface 2do autour de l'axe D, et Ixdià le moment de la même surface par rapport nu même axe; donc le centre de pression coïncide avec le centre de percussion ou le centre d'oscillation de la surface pressée relativement à l'axe D.
L'origine des x étant un point quelconque A, représentons la dislance AD par C; ainsi z — (c -t- x) sina. Décomposons In surrace pressée en bandes horizontales infiniment étroites exprimées \ar ydx, la longueur variable des bnndes dans le sens horizontal étant y, la formule (î) devient
f{cx + x') r dx J{,: + x)ydx '
Il ne reste plus qu'à substituer à y son expression on fonction de x cl à exécuter les intégrations dans les limites de In surface pressée.
Si celle surface est un trapèze dont les bases soient horizontales, ce qui comprend à peu près toutes les formes de vannes usitées dans la pratique, représentons ces bases projetées en A el B par a et b, et soit la hauteur AU. Nous avons
et en effectuant les intégrations depuis x — a jusqu'à
CKAHTII I. — HYDROSTATIQUE.
Cas particuliers :
c—o, trapèze, base à fleur d'eau... X 1
6 = 0, c — o, triangle, base à (leur d'eau. . . x'
a = o, c -- ii, triangle, sommetà fleur d'eau, x' a — a, c — o, parallélogramme, c&té horizontal à fleur d'eau
On trouve aisément a priori ces résullats.
La recherche du centre de pression d'un liquide sur une paroi plane peut se ramener à celle do centre de gravité d'un volume. La pression sur la bande MM, est égale en intensité au poids d'une tranche de liquide projetée en MM, m\m' qui aurait pour base le rectangle égal à yz projeté en Mm, el pour épaisseur MM,. En étendant à toute la paroi AB cette observation, on voit :
i° Que la pression totale est égale au poids du prisme ou cylindre droit tronqué ABri'i' qui aurait pour base inférieure la paroi AB et sa base oblique supérieure dans le plan a'b' passant par D, el tel que toute perpendiculaire Mm' est égale à la verticale correspondante Mm;
a" Que la résultante des projections passe par le centre de gravité G' du même cylindre, et par conséquent le centre de pression C est la projection rectangulaire sur la paroi de ce même centre de gravité;
3" Que le centre de pression est aussi sur la verticale passant par le centre de gravité du prisme ou cylindre tronqué à arêtes verticales kabh ayant pour l'une de ses bases la paroi AB, et sa base supérieure dans le plan horizontal NN. Celte considération conduit immédiatement aux trois dernières valeurs des x' ci-dessus.
Lorsque les deux faces d'une vanne sont pressées par deux portions distinctes d'un même liquide, dont les surfaces en contact avec l'atmosphère sont à des niveaux différents (fig. 76) la différence des pressions par mètre carré sur les deux laces
ao3
3g{ HTDRAELIQCE.
immergées est visiblement constante ei égale au poids n du mètre cube de liquide multiplié par la différence h de niveau,
abstraction faite de la légère variation de la pression atmosphérique sur les deux surfaces du liquide.
§ III, — Pression d'ur fllide sl*h une surface cochre.
Quand on considère l'action d'un fluide sur une surface courbe, il ne petit plus être question de pression totale. Les pressions élémentaires ne surit plus parallèles, et, généralement, elles n'admettent pas de résultante unique. On peut avoir à chercher la somme des composantes de ces pressions élémentaires sur un ane quelconque; la solution de cette question est fournie par le théorème suivant, qui est évident:
TaiOBBM, — La composante suivant un axe Ox de la pression pr.i, qui s'exerce normalement à an élément superficiel a, est représentée par la pression que supporterait au même point la projection to' de l'élément w sur un plan perpendiculaire à Ox.
En effet, si N csi la normale h l'élément «, la composante cherchée est
pwcos N, x ~ pu',
puisque w cos N, x est précisément égal à la projection W de l'aire sur le plan perpendiculaire à Ox,
Corollaire I. — Si le fluide qui s'appuie sur une surface courhe est à une pression constante (ce qu'on peut souvent admettre approximativement pour un gaz de peu d'étendue), la somme algébrique des projections sur un axe 0*.
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des pressions élémentaires supportées par cette surface est égale à la pression que supporterait, en contact avec le même fluide, une surface égale à la projection de la surface courbe sur un plan y-Qz perpendiculaire à Ox. Il doit cire entendu que, lorsque les parallèles à l'axe Gx rencontrent deux fois la surface pressée, les projections des pressions, comme les projections des éléments superficiels où celle rencontre a lieu, se détruisent. Exemples : calotte sphérique, portion de surface cylindrique à base circulaire qui, développée, deviendrait un rectangle, chaudières à vapeur.
Corollaire II. — Lorsqu'on a égard à l'action de la pesanteur sur le fluide liquide ou gazeux qui presse une surface courbe, la propriété indiquée au Corollaire I a encore lieu, pourvu que l'aie Ox soil horizontal.
Corollaire III. — Dans la même hypothèse du fluide pesant, la pression normale sur un clément superficiel quelconque a pour projection verticale une force égale au poids du cylindre fluide vertical ironqué ayant pour base inférieure l'élément superficiel, ei ayant sa base supérieure au niveau où la pression est nulle, ce cylindre étant d'ailleurs composé de couches homogènes avec celles qui composent le fluide
On explique ainsi pourquoi la pression d'un liquide sur le fond d'un vase non cylindrique est tantôt plus grande," tantôt plus petite que le poids du liquide contenu dans le vase. Dans tous les cas, la résultante des pressions exercées par ce liquide sur toute la paroi intérieure du vase, abstraction faite de la pression atmosphérique, esi égale au poids du liquide entier, ce qui est d'ailleurs une conséquence nécessaire de l'équilibre de ce dernier, sous l'action de la pesanteur et des réactions du vase.
Cas oii les prenions admettent une résultante unique. Poussée d'un fluide. — Lorsqu'un corps esi plongé en totalité ou en partie dans un fluide pesant en repos, qui entoure complètement In partie immergée, les pressions que ce fluide exerce normalement à la surface du corps ont une résultante unique passant par le centre (le gravité du fluide déplacé, cl égale, mais directement opposée au poids de ce même fluide. Cela résulte des corollaires 11 et III» mais se reconnaît a priori
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cji remarquant que rien ne serait changé aux pressions, si le corps plongé était remplacé par le fluide qu'il déplace, el alors la proposition serait une conséquence des règles de la Statique. Il est bien entendu que le fluide environnant est en contact avec toute la surface qui limite le corps considéré au-dessous du plan de niveau où cesse le fluide. Celui-ci peut d'ailleurs être composé de couches horizontales de diverses densités; mais alors il faut prolonger par la pensée ces couches dans la partie immergée du corps solide, pour avoir le poids du fluide déplacé et son centre de gravité. I<a résultante des pressions du fluide sur le corps qui y est immergé s'appelle improprement la perle de poids du corps due à son immersion. Le centre de gravité du fluide déplacé est convenablement désigné sous le nom ûe centre des pressions que le corps immergé supporte.
Équilibre d'un corps solide entièrement plongé. — Si ce corps est sous les seules aciions de la pesanteur el du fluide environnant, il faut pour l'équilibre:
i° Que son poids soit égal à celui du fluide qu'il déplace;
a" Que le centre de gravité du solide et celui du fluide déplacé (celui du volume du corps, si le fluide est homogène) soient sur une môme verticale.
Quant à la seconde condition, il y a une distinction importante à faire. Puisque le corps est solide, on peut, sans rien changer à son état de repos ou de mouvement, remplacer les forces auxquelles il est soumis par leurs résultantes, savoir: la force P représentant son poids (fig. 77), appliquée au centre
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de gravité G du solide, et la pression résultante ou poussée R verticale ascendante égale à P, mais appliquée au centre de
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pressionC. La résultante de translation de ces forces étant nulle, de quelque manière qu'on place le corps dans le liquide, sans vitesse initiale, le centre de gravité reste immobile; mais, en vertu de la force il, le corps tourne autour de G vers la position où C est verticalement au-dessus de G. De là, la distinction de deux équilibres, l'un stable, l'autre instable, suivant que G cstau'dcssus ou au-dessous de C.
Si le solide, au lieu d'être libre dans le liquide, est suspendu a un point fixe par un fil irès-mince et supposé sans pesanteur, celui-ci pour l'équilibre devra être vertical comme les deux forces P et R, dont la différence sera la tension de ce fil. Le point d'ailache A du ni au corps solide et les deux points G et C seront dans un même plan vertical ; et, en supposant P> R, la verticale du point G partagera en I) la distance des points A ei C en deux parties réciproquement proportionnelles aux forces P — R et R, ce qui détermine la situation du corps suspendu par rapport au fil.
Équilibre des corps flottants.
La condition nécessaire el suffisante pour l'équilibre d'un corps qui flotte à la surface d'un liquide supposé lui-même en équilibre exige, comme dans le cas d'un corps complètement immergé :
i° Que le poids du corps soil égal au poids du fluide déplacé;
a" Que le centre de gravité du corps et celui de celte portion de liquide soient sur la même verticale.
Les questions relatives à l'équilibre des corps flottants, principalement au point de vue de la stabilité, présentent une grande importance, à cause des applications à l'art de la navigation. Il esl indispensable que nous disions ici quelques mots de celle théorie difficile.
Stabilité de l'équilibre des corps Jlottants. — Le liquide étant supposé liomogène, le centre de gravité du fluide déplacé dépend uniquement de la figure de la partie immergée du solide. Nous emprunterons à l'art nautique le terme du centre de carène, sous lequel on désigne ce point auquel esl appliquée la réaction ou poussée du fluide.
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Cela posé, il esl évident que la stabilité" est assurée si le centre de gravité G du corps est au-dessous du centre de carène C {Jtg. 78); mais cette condition, toujours suffisante,
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n'est pas nécessaire: il esl même facile de voir qu'elle n'tst jamais remplie dans les cas les plus habituels. Proposons-nous donc de chercher la véritable condition de stabilité.
Du métacentre. ~ La plus ancienne solution de ce problème est due à Bouguer; elle est fondée sur la considération d'un point remarquable, connu sous le nom de métacentre, point auquel on arrivait par le raisonnement que voici :
Supposons que le navire admette deux plans de symétrie rectangulaires, lesquels soient verticaux dons la position d'équilibre, l'un de ces plans étant dirigé dans le sens de la Iongue.ur, l'autre dans te sens de la largeur du bâtiment. Représentons ijig. ;g ] la section du corps par l'un de ces plans.
F'ir- !9-
L'équilibre étant censé établi, la poussée du liquide est exactement égale au poids du corps, et les points d'application de ces deux forces sont sur une même verticale.
Dérangeons maintenant le corps infiniment peu, en respectant la verticalité du pian de la ligure, et en nous arrangeant de manière que le volume immergé reste constant, ce qui exige, comme on sait, que le nouveau niveau A,B, coupe la
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ligne AB en son milieu a', ou en général que les plans correspondants se coupent au centre de gravité des sections qu'ils déterminent.
Avec ces hypothèses, In poussée du liquide csi toujours égaleau poids du corps, tout étant toujours supposé en repos, et le centre de gravité G reste en repos, au premier instant du moins. Cela posé, on voit que le moment autour de ce point G de la poussée qui passe par le nouveau centre de carène tend à ramener le corps à sa position d'équilibre ou à l'en écarter, selon que le point G sera au-dessous ou audessus du point M.
En donnant à ce point M le nom de mitacentre, on «lit habituellement que l'équilibre est stable, quanti le centre de gravité fit au-dessous du mélacenlre.
Définition géométrique du mélacenlre. — Menons à travers la section une série de droites détachant des aires égales, le corps élant pour plus de simplicité supposé cylindrique, et construisons le lieu géométrique des centres de gravité, C, de ces segments égaux.
Je dis en premier lieu que les tangentes à celle couibe seront à chaque instant parallèles aux sécantes correspondantes AU, A, B, . En effet, comme tout se réduit à un déplacement horizontal d'une certaine masse, le centre de gravité ne peut se mouvoir qu'horizontalement. Il suit de là que les verticales successives CG, CM soni les normales au lieu <:C, et que le métacenlre est ie centre de courbure de ce lieu.
La théorie précédente n'esL pas rigoureuse; M. Duhamel a fait voir que l'équilibre peut être instable, bien que le centre de gravité soit au-dessous du métacenlre; il a traité d'une manière complète le problème des oscillations des corps flottants {Journal de l'École Polytechnique, a4* Cahier, i835) en admettant que, pour les vitesses prises par le corps el le liquide, In loi des pressions ne différait pas de celles de l'Hydrostatique. Chacun sait qu'il n'en csl pas ainsi d'une manière générale, ce que le phénomène de la natation suffirait à établir. M. Clebsch a montré que les termes dont on ne tient pas compte dans cette théorie sont du même ordre que ceux que l'on conserve, de sorte que la véritable théorie de la stabilité des corps flottants est beaucoup plus compliquée qu'on ne l'avait
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cru, ei doit élre rapportée, non plus à riîydrosiaiique, mais à l'Hydrodynamique.
Ce qu'on peut dire, quand on ne veut pas pousser celle théorie à fond, c'est que l'excès de la pression hydrodynamique sur la pression hydrostatique ayant pour effet d'augmenler la pression qui résiste aux parois en mouvement , et de produire un vide en arrière de celles qui fuient, tel excès ne peut qu'être favorable à la stabilité, ei que la théorie ordinaire fait connaître des conditions suffisantes , sinon nécessaires.
CHAPITRE IL
HYDRODYNAMIQUE.
D'après ce que nous avons dit de l'utilité de l'Hydraulique, on comprend facilement que l'art de conduire et d'utiliser les eaux a dù être cultivé de tout temps avec plus ou moins de succès. Les anciens onl même exécuté de irès-beaux travaux dans ce genre, travaux dont quelques-uns subsistent encore et n'ont pas été surpassés.
Mais l'Hydrodynamique rationnelle est une science née il n'y a pas encore deux siècles. Newton a tenté le premier de calculer, par les principes de la Mécanique, le mouvement des fluides, et d'Alemberi est le premier qui ail réduit les vraies lois de leur mouvement à des équations analytiques. Clairaut avait donné dans sa Théorie de ta figure île la Terre, en i;43- 'es lois générales de l'équilibre des fluides; il ne s'agissait donc nue de passer de ces lois à celles de leur mouvement, par le moyen du principe auquel d'Alemberi avait réduit, à cette même époque, toute la Dynamique. Ce dernier fit, quelques années après, ce pas important, a l'occasion du prix que l'Académie de Berlin proposa en 1 750, sur la théorie de la résistance des fluides. Enfin Euler, simplifiant et complétant les théories de d'Alemberi, donna les premières formules générales pour le mouvement des fluides, fondées sur les lois de leur équilibre, el présentées avec la notation simple et lumineuse des différences partielles.
Nous allons commencer par établir ces équations, dont l'intégration, si elle était possible, aurait pour effet de déterminer complètement les circonstances du mouvement et de l'action d'un fluide mù par des forces quelconques. Malhett-
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rcusemcnt, elles sont si rebelles qu'on n'a pu jusqu'à présent en venir à bout que dans des cas irès-1 imités.
g I. — ÉQUlTtOKS GÉNÉRALES DL' HOL'ÏESEïr DES FLUIDES.
Pour se faire une idée exacte du problème considéré de la manière la plus générale, il faut supposer que, à un instant déterminé que l'on prendra par exemple pour origine des temps (/ r=o), on connaisse la position de toutes les molécules qui composent le lluide, et les vitesses dont elles sont animées; que, de plus, on donne les forces extérieures qui agissent sur tous les points du lluide, les pressions et les autres conditions relatives à ses limites dans tous les sens.
Cela posé, il s'agit de déterminer le mouvement de chaque molécule en particulier, c'est-à-dire de trouver l'expression des trois coordonnées de celte molécule en fonction du temps, et de connaître de plus la pression et la densité en un point quelconque, la température dans le cas d'un gaz.
Pression dans tes liquides en mouvement. — Qu'est-ce que la- pression en un point d'un liquide en mouvement? C'est l'action mutuelle de deux portions infiniment petites en contact. Peut-on dire qu'elle soit la même dans tous les sens? Comment la mesurer?
Eu venu du principe de d'Alembert, un liquide en mouvement peut être considéré comme étant en équilibre sous l'influence des forces extérieures, des pression? et des forces d'inertie. Or les forces d'inertie sont de la nature de celles qui sont proportionnelles aux masses et qui, à la limite, disparaissent devant les pressions; donc on peut étendre au cas d'un liquide en mouvement notre démonstration du principe fondamental de l'égalité de pression en tous sens, et définir la pression comme en Hydrostatique.
Ce principe de l'égalité de pression suppose la fluidité parfaite, c'est-à-dire la pression normale aux surfaces, ou bien l'absence de tout frottement. Or, si cette hypothèse ne s'écarte pas sensiblement de la vérité dans le cas d'un liquide en équilibre, l'expérience prouve que, dansle mouvement desliquides, il se développe un frottement dont l'intensité augmente avec
la vitesse. Pour le reconnaître, il suffît de considérer une rivière. Son mouvement, dans une étendue limitée, est sensiblement uniforme et, s'il n'y avait pas de frottement, il serait accéléré comme celui des corps qui glissent sur des plans inclinés. De plus, si le frottement des liquides suivait à peu près les mêmes lois que celui des corps solides, il y aurait une certaine inclinaison de lit sur laquelle le mouvement serait uniforme; dans tous les autres cas, il y aurait mouvement accéléré ou relardé. Or l'observation montre, au contraire, que le mouvement uniforme s'établit toujours, quelle que soit la pente; seulement la vitesse augmente avec la pente. Il faut donc que le frottement augmente aussi avec la vitesse. Ces réserves étant faites, nous commencerons par négliger le frottement; nous verrons ensuite à en tenir compte.
Du problème général de V Hydrodynamique. — Les coordonnées x, y, a d'une molécule déterminée sont des fonctions de la seule variable /; mais ces fonctions changent d'une molécule à l'autre et dépendent, par conséquent, des coordonnées a, b, c du point où se trouvait à l'origine du mouvement la molécule que l'on considère. On doit donc regarder x, y; z comme des fonctions des quatre variables indépendantes a, b, c, t; ei si l'on peut trouver l'expression générale de ces trois fonctions, on connaîtra exactement le mouvement de telle molécule que l'on voudra, à partir de sa position initiale.
Ce n'est point ainsi que l'on pose habituellement le problême. Au lieu de suivre une molécule dans son mouvement, on se place en un point M déterminé (x, y, s) de l'espace occupé actuellement par le liquide. Soient u, v, tv les composantes de la vitesse de la molécule qui passe au point M à l'époque / : au bout d'un certain temps, cette molécule se sera transportée ailleurs; elle sera remplacée au point M par une autre qui sera animée d'une autre vitesse [u,, v„ «>,]; de sorte qu'en un point fixe les composantes «, v, w doivent être considérées comme des fonctions du temps (; elles varient en outre avec le point M que l'on considère, de sorte que ce sont en définitive des fonctions des quatre variables indépendantes x, y, z, (.
Proposons-nous de déterminer d'une manière générale ces fonctions u, v, w, et, cela fait, il est facile de voir que le pro-
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blême pourra être regardé comme résolu f en mettant de côté les difficultés purement analytiques). En effet, si l'on veut alors connaître le mouvement d'une molécule en particulier, il suflira déconsidérer x,y, z comme des fonctions de / seulement, et de poser les équations
d.r dr dz
Sr J "' Tt="' Ti="-
En remplaçant u, v, iv par leurs valeurs et intégrant, on aurait x, y, z en fonction de / et de trois constantes arbitraires, et l'on déterminerait les arbitraires en exprimant que, pour t — a, les variables x, y, z prennent les valeurs a, b, c des coordonnées initiales de la molécule que l'on considère.
Le premier problème que nous nous proposerons est donc la détermination de u, v, w; nous introduirons comme inconnues auxiliaires la pression p cl la densité p.
Èqiinliuns fournies par le principe de d'Alembert. - Désignons par u', v', tv' les dérivées complètes de u, v, tv, par rapport ou temps, c'est-à-dire les projections de l'accélèr;ilion totale de la molécule qui occupe la position M à l'époque (. Les équations générales de l'équilibre des liquides doivent être satisfaites en remplaçant X, V, Z par X— «', Y— v', Z—iv'\ donc on a
Pour obtenir u', v', w', il faut différentier u, v, tv, en y regardant x, y, i comme des Tondions de ( qui se rapportent nu mouvement de la molécule que nous considérons; c'est-
à-dire qu'on devra faire
dx
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dt ~ U '
dt "
dt ~
On trouve ainsi
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Ces trois équations ne suffisent pas pour la détermination des cinq fonctions p, p, u, v, n>: il en faut deux de plus, à moins que p ne soit constant; et, même dans ce cas, il en restera encore une à trouver. On peut obtenir ces équations d'après la condition que le fluide reste continu.
Équation de continuité.— Remarquons d'abord que la densité p est nécessairement liée aux vitesses u, v, w des diverses molécules, indépendamment de toute considération des forces qui leur sont appliquées. En effet, si l'on connaît u, v, u; nous avons vu que le mouvement de la masse fluide serait complètement connu : on pourrait savoir où sont situées à un instant quelconque les diverses muléciiles qui occupaient pré-
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ticulier quelles sont les molécules qui se trouvent à cet instant dans l'intérieur d'un élément de volume quelconque, et par conséquent quelle est la masse totale du fluide contenu dans cet élément; on en conclurait la densité p, e'esl-à-dire la masse de l'unité de volume.
Pour traduire analytique me ni ces considérations bien simples, concevons que tout l'espace occupé par le fluide soit partagé en parallélépipèdes infini ment petits de volume dsdyds. Après le temps dt, ces parallélépipèdes doivent se trouver encore remplis par le fluide, excepté peut-être ceux qui se trouveraient à la surface libre; cl par' conséquent
l'accroissement de la densité dans chacun d'eux, -j| dt, sera
égal à l'accroissement de la masse qui y était renfermée, divise par le volume : il faut donc chercher l'excès de la masse du fluide qui est entré dans un quelconque d'entre eux sur la masse qui en est sortie pendant le temps dt.
La direction de la vitesse variant d'une manière continue,
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s'il entre du fluide par une face, il en sortira par la face opposée, et si l'on calcule l'excès de la masse de la première quantité sur la seconde, pour les trois couples de faces parallèles, la somme de ces excès sera l'accroissement de la niasse renfermée dans le parallélépipède.
Soil d'abord la lare paallèh: aux y, z : il entre d'un côté
pudydidt;
il sort
l'excédant est
-'!<£} dxdydzdt.
En divisant la somme des trois excès par dxdydt , on devra avoir tt<": de là l'équation dite de continuité
dp dp u dpv ds<v
dt ~dx dy dz
i fournie par la nature pkytiqu
e du Jluide. — txa-
minons ma
intenant de quelle manière l'éq
uation (2) doit être
interprétée
suivant la nature du fluide. N<
ius étudierons seu-
de absolument Incompresslblt
i, homogène et de
lempératur
e constante. Dans ce cas p e
si indépendant du
temps. On
a p — const., et l'équation (2]
prend la forme
du dv dw _
dx dy dt ~
On a alors quatre inconnues seulement à déterminer et quatre équations.
2* Gaz de température constante (*). On sait qu'alors la
(*) l.'hjpolhés" d'un |pi " momenipiil dont luua les puinls aonl en parfail éqiiilihro do lempériliire no so réalise jamais dans les application); auasl I. Ihénri* actuelle duil-elle «m regardée cummn complément insuffisante pour les Ixjwini de la pratiqua.
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dctisilé est proportionnelle à la pression, et l'on a entre ces deux quantités une équation de la forme
(4) J»=Kp-
Telle est la cinquième équation qui complète la solution générale du problème.
L'intégration des équations différentielles introduira des fondions arbitraires qui devront être déterminées d'après les circonstances initiales du mouvement, et aussi d'après les conditions relatives à la surface du fluide, lequel peut se mouvoir le long de parois fixes ou mobiles, et éprouver sur sa surface libre des pressions constantes ou variables. On suppose ordinairement que les points nui sont d'abord en contact avec une paroi mobile ou immobile y restent indéfiniment, et que les points qui appartiennent à la surface libre ne cessent jamais d'en faire partie. Ces hypothèses restreignent les déplacements possibles, et, malgré cela, il est encore bien peu de cas où les calculs puissent s'effectuer complètement.
On peut dire que les efforts des gcomèlres ont servi seulement à montrer la grande dililcullé de soumettre à l'analyse le mouvement des fluides, et l'on n'a pas même tenté de faire l'application de la théorie précédente à l'étude du cours des rivières et des mouvements de l'atmosphère.
C'est ainsi qu'on u senti la nécessité de prendre l'expérience pour guide dans des recherches aussi délicates. Torricclli, Mariotte, Guglielmini, Pitot, Couplet avaient déjà marché dans celle voie, mais sans avoir trouvé des données suffisantes pour établir un ensemble constituant une véritable science expérimentale. Ils furent suivis pal Bossut, Dubuat, Prony, Eytelwein, Poncelet, etc., sans parler de tous les autre* plus modernes qui continuent la tâche commencée par leurs devanciers.
Quant aux équations générales, on en a jusqu'ici tiré trèspeu de chose; mais il ne faut pas oublier que les théorèmes généraux de la Mécanique rationnelle s'appliquent aux fluides comme à tous les systèmes de points matériels, et il arrivera dans un grand nombre de cas que l'application de l'un de ces théorèmes pourra conduire au résultat cherché, au moins avec un certain degré d'approximation. Le théorème des forces
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Vives notamment a servi de base à V Hydrodynamique de Daniel Bernoulli, imprimée en i ^ 38, Ouvrage qui brille d'ailleurs par une analyse aussi élégante dans sa marche que simple dans ses résultats. Nous aurons fréquemment à employer ce théorème sous la forme donnée par Daniel Bernoulli, forme que nous allons établir dans le paragraphe suivant.
§ II. — Dli RÉliJÏË PERTINENT d'dHE MASSE LIQUIDE S'N MOUVEMENT.
Plaçons-nous maintenant au point de vue des applications, et considérons un liquide en mouvement dans des conditions quelconques. Au commencement du mouvement, il se passe des phénomènes plus ou moins compliqués; mais au bout d'un certain temps on obtient généralement un état ou régime permanent dans lequel toutes les circonstances restent les mêmes aux mêmes points de l'espace, et ne varient que d'un point à l'autre.
Ainsi, en un point quelconque, la vitesse du liquide sera constante en grandeur el en direction, et, par conséquent, deux molécules qui, à des époques déterminées, auront occupé une même position, parcourront la même trajectoire d'une manière identique.
Les rivières, dans leur cours habituel, nous donnent un exemple de masses liquides à l'état de régime permanent.S'il arrive une crue, cet état se trouve remplacé au bout de quelque temps par un régime différent, lequel persistera jusqu'à de nouvelles perturbations.
Filet liquide. — Soit un point M du liquide {Jig. So); par ce
point, conduisons un pian normal à la vitesse commune de toutes les molécules qui y passeront successivement, et ira-
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çons dans ce plan autour du point M une courbe infiniment petite quelconque. L'ensemble des trajectoires des molécules qui traversent l'aire plane limitée par celte courbe, ei qui ne se sépare pas dans le mouvement, forme un filet liquide. Le filet peut se dilater, se rétrécir, mais nous admettrons que la section ne varie que irès-peu et par degrés insensibles, sans quoi les frottements des molécules liquides les unes sur les autres ne seraient plus négligeables.
Étude des diverses circonstances du mouvement permanent d'un filet liquide supposé sans frottement. — Occupons-nous d'abord des équations au moyen (lesquelles nous établirons la continuité et la permanence du mouvement du filet.
Soil d'à la section du fllel en un point quelconque. La masse du fluide qui passe dans celle seciion pendant le temps dt est dot vdt; et si dQ représente le volume débité par seconde, lequel est rigoureusement uniforme en venu de la permanence, on aura
dQ — vdtù.
Le filet liquide étant continu, on devra avoir le même débit pour toutes les sections dm', dm",. ■ . du filet; donc on a
dQ — v d',i — V 1 dm' = v"dm"=^, . . ;
telle est l'équation dite de permanence.
Tliéoi-ime dr. D. Bernottlli. — Cela posé, le principe des forces vives suffit pour étudier les circonstances du mouvement d'un filet liquide soumis à l'action de la pesanteur, quand on néglige les frottements des molécules les unes sur les autres et sur les parois encaissant le Blet.
Soient MM' {fig. 81) une portion de filet liquide soumis à la seule action de la pesanteur; v, du, p la vitesse, la section et la pression en M; v' , du', p' les mêmes quantités au point M'; D le poids spécifique.
Écrivons le théorème des forces vives pour un petit déplacement du liquide compris entre les deux sections quelconques MM'.
Supposons que, par l'effet du déplacement, la seciion M soil arrivée en M,, ei la seciion M' en M', au bout du temps dt. Dans l'évaluation de l'accroissement de force vive, il n'y a
pas à tenir compte de la force vive de la portion M, M', laquelle figure également en venu de la permanence dans l'expression de la force vive initiale cl de la force vive finale, avec des va-
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leurs égales dans les deux cas; il suffira de prendre la force vivo de la masse M'M, et d'en retrancher celle de la portion MM.. On aura ainsi pour le demi-accroissement de force vive, en désignant le débit par rfQ,
Évaluons maintenant lo travail des forces qui agissent sur le filet. Ces forces sont la pesanteur et les pressions p' et p. Or on sait, en premier lieu, que le travail de la pesanteur correspondant à un déplacement quelconque d'un système de points matériels dépend uniquement du poids total du système et de la quantité dont le centre de gravité s'est élevé ou abaissé ;
réel un autre mouvement quelconque, pourvu que le déplacement iinal du centre do gravité ne soil pas altéré; ici l'on peut supposer que le mouvement ail consisté simplement dans le iransport de la masse MM, à la position M' M', ; de sorte que le travail do la pesanteur est
n<IQ<It{z - z-),
z — z' élimt la différence de niveau du centre de gravité des volumes MM, elM'M',, et, comme ces volumes sont infiniment petits, z — z' représente aussi la différence de niveau des points M et M' de ces volumes.
Le travail de ta pression p est positif et égal à pdiùvdi ou pdQdl; celui de la pression p' est négatif et égal à p'dai' v' dt ou p' dQ dl ; donc, enfin, on a l'équation
ï n(;-3')i/Q(/( + pdQrf(— /rfQt/r,
ou, en divisant par HdQdl, [') ;
Sous celte forme, tous les termes de celle équation représentent des hauteurs :
■ — est la hauteur due à la vitesse v ;
— est la hauteur due à !a vitesse v' :
^ et ^ sont les hauteurs représentatives des pressions.
Concevons qu'aux dilférenls points de notre fïlcl [jig. 8a)
nous élevions des tubes étroits MA, M'A' débouchant dans
Dlgiliz.
le vide. L'eau s'élèvera dans ces lu h es à des hauteurs marquées par ji'"'' d'apis la définition de la pression des
liquides. Nous nommerons ces tubes tubes piézomêtriqites, d'après d'Au buisson , qui s'en est servi pour mesurer la pression d'un liquide en mouvement aux différents points d'un tuyau de conduite.
Cela posé, t-ffe'SSt la hauteur au-dessus du plan fixe de comparaison du sommet de la colonne piézoméirique du point M, s' + ^ est la liauleur analogue [tour le point M', et l'équation (i) veut dire que :
Théorème. — La différence des fiai/leurs dues aux vitesses en ileit.T points quelconques d'un même filet liquide est égale à la différence de niveau des sommets des colonnes piézométriqties correspondantes.
Il résulte de là que si, à chaque colonne piézomélrique, on ajoute une hauteur égale à la hauteur duc à la vitesse du point correspondant de la veine lluide, on arrivera loujoursà un niveau constant; c'est ce que l'équation montre si on la met sous la forme
Ce niveau constant s'appelle le plan de charge.
Pour Taire une application île ce théorème, considérons, dans une veine fluide suffisamment mince {Jrg. Si ), diverses sec-
lions AB, A'B', A" B" qui soient traversées à peu prèsrecli lairement par le liquide, et dont les centres de gravite s
VÛ = V'Û'=V*Û
Ainsi, quand on connaîtra les aires 2, û', û" et les ordonnées z, z', z", on aura, entre les trois vitesses elles trois pressions, quatre équations qui permettront de déterminer quatre de ces quantités en fonction des deux autres.
Supposons, par exemple, que les inconnues soient les trois vitesses et la pression p'- On trouvera d'abord, sans avoir égard à la section intermédiaire et en éliminant V,
Mais il importe de remarquer que celte formule est soumise à un cas d'exception.
Calculons, en effet, la pression p', nous avons pour cela l'équation
Il est possible que cette équation, si s' est trop considérable, donne pour p' une valeur négative. Dans ce cas, le mouvement permanent est impossible, le liquide se divise comme il fait au sommet d'un siphon quand ce sommet est à plus de 3a pieds au-dessus des niveaux du liquide. Les deux colonnes sont alors à une pression nulle.
Ce résultat est indépendant des frottements dont nous au-
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ronsplus tard à examiner l'influence- Remarquons encore que l'hypothèse d'une pression nulle ne se réalise même jamais dans la pratique, à cause de l'air ei de la vapeur qui se dégagent de l'eau dès que la pression est suffisamment diminuée.
Quoi qu'il en soit, tant que l'on Tait abstraction des frottements, le plan de charge conserve un niveau invariable; il faut bien se garder de le confondre avec la ligne des niveaux picstomélriqucs, qui peut s'abaisser ou se relever, selon que la vitesse augmente ou diminue, ce qui correspond pour la seclion à des variations inverses. Ce plan indique la plus grande hauteur à laquelle puisse parvenir le filet liquide sans vitesse, et à la condition de déboucher sous une pression nulle.
Si l'on veut faire monter le liquide au delà de ce niveau, il faut exercer en un point quelconque une pression supplémentaire, au moyen d'une pompe par exemple. On augmentera le niveau de charge en ce point et, par suite, en tous les autres.
Application du principe des piêzomètres.— On trouve une application intéressa nie de ces principes si simples dans un
Fi[,. Rj.
appareil installé aux environs d'Amsterdam, à proximité de l'usine qui fournil à la ville l'eau potable nécessaire à la consommation des habitants.
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Dans les distributions d'enu ordinaires. L'enu se Lrouve emmagasinée dans de grands réservoirs qui soin établis à une hauteur suffisante, pour desservir toutes les conduites; elfe y est maintenue au niveau convenable au moyen de pompes.
Ce système n'était pas possible à Amsterdam, en l'absence de relier dans les terrains environnants. La consommation est alimentée directement à l'aide de pompes puisant dans de grands bassins contenant de l'eau filtrée. Le jeu de ces pompes doit donc être réglé de manière que la charge ait toujours une valeur convenable. Pour cela, on a installé un piézomélre en un poinlde la conduite AB {/ig. 84); le niveau de Tenu dans la colonne, indiqué au moyen d'un flotteur, sert de guide au mécanicien, qui fait marcher un plus ou moins grand nombre de pompes, de manière à maintenir la charge à peu près au niveau normal. Quand ce niveau est notablement dépassé, l'eau arrive dans un petit bassin supérieur, d'où elle s'écoule par un orifice de [rop-plein.
Des pertes de charge. — Dans une distribution d'eau d'une grande longueur, le niveau de charge n'est plus constant: il y a des résistances qui se traduisent par des perles de charge; les unesdeces résislanccsagisscnt d'une manière continue, comme les frottements; d'autres, d'une manière discontinue, comme les travaux résistants qui se produisent en certains points, tels que les prises d'eau. En un point déterminé, l'eau ne pourra couler que si la ligne de charge est au-dessus du niveau de l'orifice. Il importe donc de connaître celte ligne qui, à partir
du point de dépari, va en s'abaissant continuellement, différant en cela de la ligne des niveaux, piézomélriques qui peut
se relever quand, par suile d'une augmente [ion île section dans la veine (fig- une partie de la viiesse se trouve transformée en pression ; mais de pareilles transformations sont toujours accompagnées d'une perte de charge, comme nous le verrons.
Puits artésiens. — Les nappes d'eau souterraines sont dons le même cas que les cours d'eau terrestres; en chaque point il existe un niveau qui représente la charge sur ce point, et qui indique le niveau maximum auquel l'eau soit susceptible de jaillir. 11 importe donc, quand on veut forer de pareils puits, de connaître, autant que possible, les allures de la surface qui donne la charge en chaque point.
Remarques sui t ' application du théorème de Daniel Bernoalti. Pour appliquer le théorème de Daniel Bernoulli à un cours d'eau, et même à une veine liquide assez petite, mais non infiniment petite, il faudrait savoir comment les pressions varient dans l'intérieur de cette veine; on aurait alors la vitesse v en chaque point par le théorème qui précède, et le débit total serait
Or c'est là un problème insoluble jusqu'ici d'une manière générale, même en négligeant les frottements.
Il n'est pas possible de savoir où sont les niveaux piézomôlriques dans les divers filets qui constituent une veine fluide; donc le théorème précédent, qui donne la loi des vitesses en fonction de ces niveaux, ne peut servir à rien, nu du moins II ne donne en général qu'une relation unique, insuffisante pour résoudre les questions qui intéressent la pratique.
Mais il en est autrement dans quelques cas simples pour lesquels mi admet les règles suivantes, qui supposent que, dans une portion du liquide n'ayant pas une «ronde étendue, le frottement des molécules les unes sur les autres peut être négligé- Celte hypothèse est confirmée par l'expérience et sera expliquée pJus tard par l'élude des effets du frottement dans les conduites d'eau et les canaux découverts.
PatMitHB bëolh. — Si un courant ou une portion de courant se compose de filets liquides dont chacun ail un mouvement
reclilignc el sensiblement uniforme, les pressions de leurs molécules entre elles, en vertu de ta pesanteur, et abstraction faite des frottements, suivent les mêmes lois que dans l'état de repos du liquide; car les forces qui sollicitent chaque filet en mouvement uniforme satisfont aux eondilions de l'équilibre. Ainsi : i° si deux points M, M', assez peu éloignés l'un de l'autre pour que le frottement dans l'intervalle soit négligeable, ont ta différence de niveau z, que la pression par mètre soit p au point supérieur M, et p' au point M, On a p' — p -+■ Ha, même quand les points M et M' n'appartiennent pas à un même filet; s° si l'on imagine dans le courant une section plane peu étendue dont l'aire soit A, et dont le centre de gravité soit à ta hauteur II au-dessous du point où la pression par mètre est p, ta pression totale sur ta section A est A l/H- Il II ) et la pression moyenne est p ■+- IIÏI, celle qui a lieu au centre de gravité de la section.
Deuxième règle. — Les mêmes lois ont encore lieu dans un liquide avant des mouvements quelconques, mais très-lents; car celle lenteur n'a lieu que dans un état très-voisin de l'équilibre. Noos avons vu qu'il n'en est pas ainsi quand on étudie les petits mouvements d'un corps flottant; c'est que, dans ce dernier cas, il s'agissait de calculer l'effet des pressions sur ces vitesses très-petites, et il n'était plus permis de négliger des forces qui étaient du même ordre de grandeur que les effets à déterminer.
Troisième règlb. — Si, dans une certaine section transversale du courant, les filets ont des vitesses parallèles, égales ou inégales, et que, immédiatement après cette section, les filets décrivent à peu près les paraboles que chaque molécule parcourrait, en vertu de sa vitesse et de son poids, si elle était isolée dans le vide, la pression à l'intérieur du liquide est la même qu'à l'extérieur; car, puisque les molécules se meuvent comme si elles n'étaient soumises qu'à l'action de la pesanteur, les pressions latérales que chaque filet éprouve se font équilibre deux à deux et sont, par conséquent, toutes égales a la pression extérieure. On voit que, dans ce cas, la loi des pressions est tout à fait ditférente de celle qui régit les liquides en équilibre.
On ne devra donc jamais employer le théorème de D. Ber-
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noullisans s'èire assuré que l'une des trois règles précédentes est applicable, autrement on aura toujours le droit d'écrire l'équation générale; mais celle-ci ne pourra être d'aucune utilité.
Quoi qu'il en soit, le seul principe des forces vives nous a sufti pour nous rendre compte des différentes circonstances du mouvement permanent d'un filet liquide, à la condition de négliger les frottements et les travaux résistants de toute nature, développés par les actions mutuelles des molécules liquides et des parois fixes ou mobiles.
D'après ce théorème, sous la forme que lui a donnée D. Bernoulli, en divers points d'un même filet liquide :
La différence des hauteurs dues aux vitesses est égale à la différence de niveau des sommets des colonnes piézomélriques.
Autrement: en nous reportant à la définition de la ligne de charge ;
La vitesse en chaque point est la même que celle qu'acquerrait chaque molécule liquide en tombant librement dans le vide, depuis te niveau qui représente lu charge jusqu'à celui du sommet de la colonne piêzomêtrique.
Sous celte forme, le théorème s'applique même au cas où les frottements ne sont plus négligeables, si l'on tient compte de la dénivellation de ligne de charge produite par ces frottements; mais on suppose toujours qu'il s'agisse d'un filet liquide infiniment petit.
Un filet liquide a une longueur indéfinie, mais une section infiniment petite; de la sorte, dans toute l'étendue de celle section, la pression est uniforme, et ta vitesse est constante.
Pour appliquer le théorème de D. lïernoulli à une veine fluide de dimensions Unies, quelque petites que soient ces dimensions, il faut connaître la loi des pressions pour en conclure la loi des vitesses ; or, c'est là ce qui n'esl possible que dans les trois cas que nous avons distingués.
Nous allons, par des applications variées, montrer comment on doit étudier, soit les cas où le théorème est applicable, soit ceux où il ne l'est pas.
CHAPITRE II. HYDRODYNAMIQUE
§ 111. — Écoulement permanent d'un liquide pas un pbtjt
ORIFICE PERCÉ Bit MINCE PABOI.
Un liquide homogène s'écoule par une petite ouverture pratiquée dans la paroi d'un vase ou réservoir.
L'écoulement est supposé permanent, ce qui exige que le réservoir soit, par un moyen quelconque, entretenu constammeni plein d'eau à ta môme hauteur. L'expérience prouve que, dans ces conditions, et l'aire de l'orifice étant assez petite par rapport aux dimensions du vase, le régime permanent s'établit très-promptement; c'estau moment seulement où il est établi que nous éludions le mouvement, c'est-à-dire que nous nous proposons de demandera l'observation ou au calcul :
i° La vitesse d'écoulement qui anime les molécules (luides dans les environs de l'orifice;
i" La dépense correspondante par seconde.
Orifice en mince paroi. — Le premier cas dont nous ayons à nous occuper est celui où l'orifice esl percé en mince paroi, c'est-à-dire qu'à l'endroit de l'orifice les parois ont été amincies de manière que l'épaisseur traversée par le liquide soit moindre que la moitié de la plus petite dimension de l'ou-
Théorème de Torricelli. — Les lois qui règlent les vitesses d'écoulement des divers fluides par le moyen d'orifices en mince paroi ont été étudiées expérimentalement par Torricelli; c'est là le premier pas fait dans l'Hydrodynamique. Archimède et Galilée (car l'intervalle qui a séparé ces deux grands génies disparaît dans l'histoire de la Mécanique) ne s'étaient occupés que de l'équilibre des fluides.
Torricelli a trouvé que tes vitesses d'écoulement sont pro-
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portionnelles aux racines carrées des charges comptées sur le centre de gravité de l'édifice. De plus, ces vitesses sont indépendantes de la nature du liquide soumis à l'expérience.
Hauteurs dues aux vitesses.
i.gat
Tel est le théorème de Torricelli. L'inventeur l'a donné comme un fait d'expérience à la fin de son traité De motu naturaliter acceleralo, i(J.}3. Newton, à plusieurs reprises, cl en même temps Varignon, entreprirent en vain de démontrer ce théorème. La première démonstration rigoureuse est due à D. Bernoulli; elle est fondée sur le principe des forces vives, dont nous avons déjà indiqué l'application à l'étude des lois du mouvement des fluides.
Mais avant d'exposer l'application de la formule de H. Bernoulli à la question actuelle, qui est extrêmement délicate, il est indispensable d'étudier de très-près le phénomène au point de vue physique, afin de voir si et comment nous pourrons utiliser l'une de nos trois règles, sans lesquelles le théorème de D. Bernoulli n'est qu'une lettre morte, au même litre que les équations générales d'Euler.
Digitizod by Coogli:
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Étude physique du phénomène. — Celle élude a été faite d'abord par Bossul et reprise d'une manière irès-complète par Savart, dont elle constitue un des plus beaux travaux. Nous lui emprunterons seulement quelques observations.
Contraction de la veine fluide. — La veine considérée dans son ensemble se compose de deux parties bien distinctes. La première, qui louche à l'orifice, est limpide, transparente, en apparence immobile, et ressemble à une tige de cristal. Plus loin la veine est agitée, louche, et présente de dislance en distance des renflements ou venues régulièrement espacés, dont le diamètre maximum est plus grand que celui de l'orifice.
Contraction de la veine. — - Occupons-nous de la première partie. Le phénomène capital qu'elle présenté est celui de la diminution rapide qui s'observe dans la section de ia veine a partir de l'orifice jusqu'à une distance de celui-ci égale, d'après l'abbé Bossul, à environ la moitié de son diamètre. Le même observateur a reconnu que le diamètre de la veine en ce point (section de plus grande contraction) est à celui de l'orifice à peu près dans le rapport de 12 à 14,7, tellement que l'aire de l'orifice est à l'aire de la veine contractée comme 3 est à 2 environ. On sent bien que cette mesure est trèsdélicate à prendre et que nous ne pouvons donner que des résultats moyens. Quoi qu'il en soit, le fait important à notre point de vue, c'est, en premier lieu, la convergence des filets périphériques au moment de la sortie du vase, convergence dont résulte nécessairement, pour les filets intérieurs, une pression plus grande que celle qu'on calculerait d'après les lois de l'Hydrostatique; en second lieu, la disparition de cette convergence à une petite distance de l'orifice, au point où la section cesse de diminuer et où les filets sont sensiblement parallèles; si la paroi d'émersion n'est pas horizontale, la veine décrit, à partir de ce point, une courbe qui se rapproche beaucoup de la parabole assignée par la théorie comme trajectoire des points matériels soumis à la simple action de la pesanteur.
Explication de la contraction. — 11 est facile de se rendre compte du phénomène de la contraction. L'eau ne peut sortir d'un réservoir par un orifice quelconque, sans que ses parti- 111. 11
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cules n'affluent île tomes paris, autant qu'elles le peuvent, vers cet orifice, comme vers un centre, par un mouvement accéléré, ei suivant toutes les directions. Les seuls filets qui répondent à la partie centrale de l'orifice décrivent à peu près rigoureusement une ligne qui sera verticale si l'orifice est percé au fond d'un vase, dans une paroi horizontale ( Jig. 87 ].
Fia- 8;
Les autres filets sont obligés de se détourner de la verticale pour s'approcher de l'orifice, et, eu y arrivant, ils ont des directions qui s'approchent plus ou moins de l'horizontale. Ces filets doivent se gêner mutuellement dans leurs mouvements, et les molécules liquides se trouvent, par suite, obligées de suivre des trajectoires courbes : elles donnent alors naissance à des forces centrifuges qui ont pour effet d'augmenter la pression dans l'intérieur de la veine au droit de l'orifice.
Inversion île la veine. — Un autre fait qui met bien en évidence l'existence de pressions centrifuges est celui qu'on
Fi G- sa.
désigne ordinairement sous le nom à' inversion de la veine, ei qui est présenté par tous les orifices dont la section n'est pas
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circulaire. MM. Poncelet et Lesbros ont étudié ce phénomène en détail pour plusieurs orifices différents [fig, 88); si, par exemple, l'orifice est carré, la section de la veine, à une distance égale à deux fols et demie le diamètre de cet orillce, esl encore à irès-peu près un carré; seulement les diagonales de celle section sont parallèles aux côtés de l'orifice; les eûtes sont d'ailleurs légèrement courbés. Si l'on fait une section entre les deux premières, on obtient une figure qui est en quelque sorte une transition entre ces deux-ci. Cela paraît provenir de ce qu'à l'endroit où les filets qui viennent des milieux des côtés tendent à devenir parallèles, ceux qui viennent des angles tendent encore à se rapprocher et obligent les autres à s'éloigner.
MM. Poncelet et Lesbros ont aussi éludié un orifice rectangulaire ayant 60 centimètres de hauteur sur 2 ccntimèlres de largeur, et ils ont cherché la forme de la section de la veine aux dislances o' m ,]o, o to, ,3o, o ,m ,;o, i"",io de l'orifice, et ils ont trouvé les courbes représentées dans les figures ci-dessous.
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Détermination, théorique tle in vitesse, — Une fois ces phénomènes étudiés, l'application du calcul est très-simple. On
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nu peut pas appliquer le théorème Je Rernoulli pour les parlies de la veine voisines de l'orifice, parce qu'on ne connaît pas en cette région la loi des pressions; loin ce qu'on sait, c'est qu'elles sont plus grandes que celles que donneraient les lois de l'Hydrostatique; mais, au point où la section est contractée, les vilesses sont parallèles et les molécules décrivent, sous l'action de ces vitesses et de la pesanteur, leurs trajectoire:, paraboliques à peu près iiulrpeuduninienl les unes des autres [Jîg.^o). Nous pouvons donc supposer que la pression est
constante dans toute l'étendue de la veine, et égale à la pression atmosphérique ambiante, et, par suite, nous nous trouvons dans le troisième cas où le théorème de D. Bernoulli est applicable.
Nous aurons immédiatement l'équation
L'orifice étant généralement très-petit par rapport à la section du réservoir, on peut, sans erreur sensible, négliger le ternie ~; et, si l'on suppose de plus que la pression atmosphérique est la même à la surface libre du liquide qu'au niveau de l'orifice, on aura simplement
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de sorte que In vitesse du liquide est la même que celle d'un corps qui tombe librement dans le vide de la hauteur h.
Si l'orifice d'écoulement csl noyé ou si le liquide débouche dans un réservoir où la pression soil supérieure ou inférieure ii celle de l'atmosphère, il faudra conserver dans la formule le
«me g -g.
Enfin, dans certains cas, il y aura lieu de tenir compte de la vitesse au niveau supérieur v t .
Vérification expérimentale.— Celle formule, comme toutes celles que nous trouverons dans cette théorie au moyen d'hypothèses souvent un peu douteuses, ne doit être admise qu'après une vérification expérimentale. Ici l'on peut faire cette vérification de deux manières :
i° On peut diriger le jet verticalement de bas en haut, et l'on reconnaît que le liquide s'élève sensiblement à la hauteur h;
a° On peut construire la parabole que forme la veine fluide au moyen d'anneaux fixés à un tableau, et qu'on place de manière à les faire traverser par la veine. En opérant de cette manière, au bout de quelques tâtonnements, on arrive à une vitesse
el même à
V = 0,gg3 figïl
dans le cas de vitesses très-faibles.
Une vérification à 1 ou a pour ioo près suffit pour montrer qu'on a fait une bonne théorie, el qu'on peut accepter le résultat auquel elle a conduit.
Dépense.— Calculons maintenant la dépense. Si l'on désigne par û l'aire de la section contractée, les vitesses des filets liquides étant sensiblement perpendiculaires à celte section, 011 aura évidemment pour h dépense par seconde
Il s'agit de trouver O, connaissant l'aire A de l'orifice. Ici la théorie est complètement impuissante, et il faut l'abandonner pour recourir à i'expérience.
3l6 HYDRAULIQUE.
On peul d'abord mesurer directement £! à l'aide d'un compas d'épaisseur; mais on n'arrive pas ainsi à une grande précision. La meilleure méthode consiste à mesurer la dépense Q par seconde, et à déterminer ensuite Q. au moyen de la formule
L'expérience a montré que □ est sensiblement proportionnelle à A et qu'on peul écrire il — m A, d'où
Dans le cas d'un petit orifice en mince paroi, dont les deux dimensions diffèrent pou l'une de l'autre, et enfin quand la charge sur le centre est assez grande pour la siabililé du mouvement permanent, le coefficient m esl à peu prés égal à 0,62.
Beaucoup d'auteurs appellent \ la vitesse théorique, cl AYagA la dépense théorique d'un orifice A sous une charge A. La première de ces expressions est juste, et nous avons vu que l'expérience vérifie autant qu'on peul l'espérer les déductions de la théorie. Au contraire, l'expression de dépense théorique pour désigner une dépense qui n'est nullement donnée par la théorie est extrêmement vicieuse. La théorie nous indique que, au point où la vitesse est égale à \/ag/i, ta section esl plus petite que A, cl qu'au point où la section esl A, la vitesse est plus petite que y'igh, à cause des pressions centrifuges résultant du mouvement curviligne des molécules, pressions dont l'effet esl de relever le niveau piézomélrique, et par conséquent de diminuer la vitesse.
Quoi qu'il en soit, le coefficient de la dépense m — o,6a est principalement destiné à représenter la diminution de la seclion de sortie; c'est un coefficient de contraction, quoiqu'il provienne aussi eu partie de ce que la vitesse à la section contractée n'est pas tout à fait égale à <J?g/t, comme nous l'avons vu.
Du coefficient de contraction. — Ce coefficient 0,62 suppose de petits orifices circulaires de 2 à 16 centimètres de diamètre percés dans une paroi plane, ei soumis à une charge
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assez forte, charge que l'on mesure habituellement sur le centre de gravité de l'orifice. Le coefficient m diminue lorsque les charges augmentent au delà d'une certaine limite, et, à charge égale, il augmente un peu lorsque les dimensions de l'orifice diminuent. Il dépend du reste très-peu de la forme de cet oriûce, au moins tant que celui-ci reste très-petit et de forme plus ou moins carrée ou circulaire.
Nous venons de voir qu'en général la théorie est impuissante à déterminer la valeur numérique du coefficient de contraction; cependant elle peut le faire dans deux cas particuliers qui sont :
i" Celui d'un orifice dit parfaitement évasé;
a" Celui d'un orifice pourvu de l'ajutage rentrant de Borda.
Orifice parfaitement évasé. — Si, au lieu d'amincir la paroi comme nous l'avons d'abord supposé, on évase l'orifice en dedans {fig. 91 ), de manière à donner à la portion de la veine
Fis- 9'-
fluide contenue dans l'épaisseur de la paroi précisément la forme que cette veine tend à prendre en débouchant d'un orifice aminci, il est clair qu'il n'y aura plus de contraction à la sortie, puisqu'on aura artificiellement reporté ce qu'on appelle maintenantl'orifice à la section contractée. 11 n'y aura plus de coefficient de contraction ni répondant à une réduction de section, et l'on aura sensiblement pour la dépense AvagA> ou plus exactement pk<Jïgh, ji portant sur la vitesse théorique et différant de l'unité. Les expériences de Michelotti ont donné
Q — 0.984 Av'agtf .
Quant aux dimensions les plus convenables à adopter pour
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avoir un orifice qu'on puisse dire parfaitement èvasi, elles ne sont pas très-bien déterminées. Micheloltï a donné, pour les longueurs Ait, ab, CD, les nombres respectifs 100, 79, 3ç,, tandis qu'Eyielwein a donne les nombres plus simples 10, 8 et 5.
Ajutage rentrant de Borda. — Au lieu d'évaser la paroi, faisons-la rentrer au contraire dons l'intérieur du vase de manière à constituer un ajutage rentrant. Ce système d'orifice n'est jamais employé; son élude n'offre qu'un intérêt théorique résultant de ce qu'on peut déterminer la contraction par le calcul.
L'orifice étant disposé comme l'indique la fig. 92, la longueur AD du tube rentrant doit être telle que la veine liquide
' ■-'-Si
se détache parfaitement des parois à partir de AB, et sorte sans loucher la paroi intérieure de l'ajutage. On voit qu'au moyen de ce petit tube on reporte dans l'intérieur du liquide des points où les molécules commencent à prendre des vitesses accélérées, de sorte que, l'orifice AB étant très-petit par rapport à la section horizontale du vase, la vitesse le long des parois verticales de celui-ci est très-faible même en D et en C, et la pression aux divers points de ces parois est partout celle qui aurait lieu dans l'état de repos. Donc la pression qu'exerce sur le liquide la paroi ED, CF qui entoure l'orifice étant projetée sur un axe perpendiculaire au plan vertical AB, esi partout la même que celle des parties correspondantes GH, IK de la paroi opposée GK. De plus, celle-ci exerce en 111 une pression qui n'est pas contre-balancée et dont l'expression est F =IIAR (en désignant par A l'aire de l'orifice AB), si l'on
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néglige le pression atmosphérique, qui agit également sur la veine AoôB.
Cela posé, appliquons le ihéorème de la projection des quantités de mouvement au liquide qui, à un instant quel' conque pris pour instant initial, est compris entre NN et ab, section faite à l'endroit de la contraction. Prenons l'axe de projection horizontal dans le sens de la vitesse de sortie en ab; celle-ci étant v et l'aire de la section contractée étant Q, la
masse du liquide dépensé pendant le temps dt est ~ '
et sa quantité de mouvement — - — • C'est précisément l'accroissement de la projection de la quantité de mouvement du système matériel considéré, attendu la permanence du régime dans l'intérieur du vase et la direction veriicale de la vitesse des molécules du plan NN. Quant aux impulsions horizontales des forces, elles se réduisent à Vdt ou II A/t dt, puisque toutes les autres forces se détruisent en projection. Le théorème de la quantité de mouvement donne donc l'équation
et comme on a d'ailleurs) v'= ngh, d'après le théorème de Bernoulli, qui s'applique indépendamment de l'orifice, on en conclut 2 — y A, cl la dépense par seconde Q = {A \jigh.
Ce dernier résultat est confirmé par une expérience de Borda. On voit que la démonstration précédente ne pourrait pas s'appliquer à un orifice ouvert immédiatement dans une paroi plane, parce que les filets, glissant sur celte paroi avec une vitesse croissante aux approches de l'orifice, y exercent une pression moindre que la pression hydrostatique. Il faudrait donc, dans ce cas, poser
en continuant d'appeler F l'excès de la pression de la paroi GK sur la pression de la paroi opposée. On en conclurait
= lLAArf/i
nAA,
Q>~A et Q>^AvV'-
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Diverses valeurs du coefficient de contraction. — Nous avons trouve, pour le cas Je l'orifice parfaitement évasé, que le coefficient de la dépense est égal à 0,98 : ce même coefficient est de o,5o pour l'ajutage rentrant, et il est clair que, dans les diverses dispositions que l'on adoptera pour l'orifice, m variera entre o,5o et 1, selon que la contraction se trouvera plus ou moins annulée, la vitesse étant toujours sensiblement égale à la vitesse théorique, à l'endroit de la contraction. En particulier, on augmenterait la dépense en disposant dans l'intérieur de l'orifice en mince paroi de petites planchettes, de manière à arrêter les filets dont les vitesses seraient trop divergentes; seulement il ne faudrait pas aller trop loin dans celle voie, car on arriverait à l'ajutage rentrant qui donne m = o,5o. On donne quelquefois une règle qui consiste à multiplier 0,6s par les coefficients i,o3, 1 ,o5, 1, 07 cl 1,12, selon que la contraction sera supprimée sur un colé, sur deu* cotés opposés, sur deux eûtes contigus, enfin sur irois côtés.
On peut consulter les Tables déduites, par le colonel Lesbros, d'un très-grand nombre d'expériences ( Recueil des Mémoires îles Savants étrangers), ou l'extrait de ces Tables qu'on trouve à la fin du Cours d'hydraulique de M. Bresse.
Grands orifices, — Vannes. — L'écoulement des liquides par les grands orifices esl le cas qui intéresse le plus la pratique, et dont l'étude présente la plus grande utilité.
Les eaux qui font mouvoir les roues hydrauliques soni or-
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dinairemenl contenues dans un réservoir ou bief. L'une des parois de ce réservoir est percée d'un orifice dont les dimen-
sions ne peuvent pas êlre considérées comme petites. Quand la roue ne travaille pas, le permis est fermé par une vanne. Les vannes peuvent être d'ailleurs de deux sortes : des vannes de fond m des vannes de superficie. Les premières laissent passer l'eau en s'élevanl (fg. g3), les autres en s'abaissant; ces dernières constitucni ce que l'on appelle des déversoirs; nous les étudierons plus loin. Occupons-nous donc, pour le moment, des vannes de fond, c'est-à-dire éludions l'écoulement par un grand orifice noyé, lequel ne diffère que par les dimensions de ceux qui nous ont occupés jusqu'ici.
Remarquons d'abord que la théorie précédente n'est plus applicable. En effet, dans la section contractée, on a bien encore des molécules animées de vitesses parallèles, mais ces vitesses ne peuvent plus être considérées comme égales, et les paraboles suivies par les différents filets liquides doivent se gêner mutuellement {Jig. g4),
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Il n'est donc pas permis de décomposer l'orifice en une série d'orifices élémentaires de très-petite liauteur, à chacun desquels on appliquerait les résultats qui précèdent, et une théorie même approchée devient impossible. On emploie habituellement la formule des petits orifices
h étant la charge sur le ceotre, laquelle doit être égale au moins à trois fois la hauteur de l'orifice, cl le coefficient m n'étant plus constant. Il peut varier de 0*600 à o,6o5 pour les cas ordinaires de la pratique, dans lesquels la hauteur de l'orifice est à peu près de o m , ao, diminuant quand les charges augmen-
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lent au delà d'une certaine limite, augmentant quand les dimensions de l'orifice diminuent.
Ce que nous venons de dire s'applique à un grand orifice percé en mince paroi à une assez grande dislance du fond, rte manière que la contraction soit complète. Mais, dans les vannes qui servent à donner l'eau à la plupart des moteurs, il n'en est pas ainsi. L'orifice est ordinairement formé par le seuil de la vanne, les deux côtes du canal, et enfin une paroi mobile qui est quelquefois verticale, mais le plus souvent inclinée {Jig. t)5), afin de pouvoir affleurer la roue de plus près. Il im-
fig. 9 5.
porte d'ailleursde donner la forme évasée à toutes les parties de la paroi qui en sont susceptibles, afin d'avoir la plus petite hauteur possible pour une dépense donnée. Tans ces conditions, la contraction étant supprimée sur trois côtés, et d'autant plus réduite pour le quatrièmeque l'inclinaison sera plus grande, on peut prendre
Pour une vanne verticale m = o,7o
Pour une vanne inclinée à i de base pour i
de hauteur m = o,;4
Pour une vanne inclinée à i de base sur i
de hauteur m — o,8u
Coursiers. — Souvent les vannes et autres orifices, évasés ou non, déversent dans un canal découvert ou coursier, dont le fond et les parois latérales aflleurent le côté inférieur et les deux côtés latéraux de l'orifice. Les coursiers peuvent avoir ï à 3 mètres de long, et, s'^ls ont une inclinaison convenable que nous apprendrons à calculer, la veine conserve, à parlir de la section ab, un mouvement rectiligne et uniforme.
CHAPITRE 11. — HYDRODYNAMIQUE
Admcitons d'ailleurs que la vitesse dans le bassin d'amont soit négligeable.
Considérons un filet \Kb'a'{fig. 96), en vertu de notre première règle, en désignant par p, la pression atmosphérique eu
11 et en NN, cl faisant aa' — h', on a, pour la pression par unité de surface en a'b', />„ -r- II h, tandis que la pression en AB est p. -h HA,.
Le tliéorème de liernoulli donne donc, pour la vitesse en a'b', en négligeant celle qui a lieu en AB dans l'intérieur
^ = h + h.-k'=z ou * = v^,
; étant la charge sur le sommet a de l'orifice (et non sur le rentre).
On voit que ces coursiers diminuent la vitesse el, par suite, la dépense, en augmentant la pression intérieure, de sorte que la pression sur le centre de gravité se trouve remplacée par la charge sur le sommet qui est plus faible; cependant, dans ce cas, on peut encore employer la formule ordinaire
en désignant par h la charge sur le centre et m un coefficient expérimental. L'expérience prouve que, si la charge dépassa trois fois !a hauteur de l'orifice, la dépense n'est pas sensiblement altérée; mais, au-dessous de celte limite, les coursiers diminuent cette dépense de plus en plus pour des charges de plus en plus faibles; on peut descendre à 0,43.
Nous avons étudié, d'une manière complète, le premier phénomène qu'on rencontre dans le mouvement des liquides sor-
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lant d'un réservoir : c'est celui de la contraction qui se produit lorsque l'écoulement se fait par des orifices en mince paroi.
Dans ce cas, le théorème de D. Bernoulli est applicable, l'effet des Iro.uements et autres résistances passives peut être ni'ylict', [>;irce i[uc le liquide est simplement dirigé dans son mouvement sans agitation, sans tourbillonnements qui fasseni perdre de la force vive.
Il suit de là que, depuis la surface libre jusqu'à la section contractée, il n'y a pas de perte décharge. La ligne des niveaux piézoméiriquesqui,si nous ne tenons pas compte de la pression atmosphérique, a éprouvé une chute brusque de b en c ( Hg. 97) au moment de la sortie du vase, tombe jusqu'en il, à
l'endroit de la contraction ; niais la différence des niveaux, au pointe comme au point d, se retrouve tout entière en vitesse, et la ligne de charge, définie comme nous l'avons faite, reste " ' sensiblement horizontale.
Des phénomènes d'un tout autre ordre vont se passer quand l'orifice est prolonge par un tuyau ou ajutage cylindrique, dont la longueur est égale à une fois et demie le diamètre au moins, et qui est mouillé par le liquide; il se produit alors le phénomène des ajutages.
§ IV. — ÉCOULBMBHT PAR US PBI1T iJtlIAGB BXTÊBIBUR.
L'écoulement a lieu en mince paroi quand l'épaisseur de la paroi est assez faible, tout autour de l'ouverture, pour que la
CHAPITRE 11. - HYDRODYNAMIQUE
veine fluide s'en détache complètement el ne fasse que loucher les arêtes intérieures de l'orifice [/^.gBJ.Iliaulgénéra-
Kj. U 8.
lement, pour cela, que l'épaisseur n'excède pas la plus petite dimension de l'orifice.
Dans le cas où l'on adapte au trou pratiqué dans la paroi un ajutage cylindrique dont la longueur est égale à une fois el demie le. diamètre de l'orifice, au boui d'un certain temps l'écoulement se fait à gueule-bée. Il n'y a plus de contraction sensible; la section de la veine est égale à la section de l'orifice, les vitesses sont parallèles dès le point de sortie, et s'il était permis de négliger les actions moléculaires qui se passent dans l'intérieur de l'ajutage, on aurait
L'expérience prouve que l'on a
Or, la section de sortie étant égale à A, le coefficient 0,82 ne peut affecter que la vitesse; et, bien que la dépense soit plus grande que si l'ajutage n'existait pas, il y a perte de charge, parce qu'il y a une réduction de vitesse qui ne correspond pas à un relèvement piezométrique. Cette perte de charge indique une perle de force vive due au travail résistant des actions moléculaires du liquide.
Quand l'ajutage a une longueur plus petite que une fois et demie le diamètre, le phénomène est variable selon les circonstances, selon, par exemple, que l'orifice est graissé ou mouillé. Pour des dimensions'plus grandes de l'ajutage, il se produit des frottements qui ne sont pas négligeables. C'est un troisième phénomène que nous étudierons dans le prochain
Chapitre. Pour le morne ni, nous allons étudier le phénomène des ajutages, dans le cas où les dimensions som telles que ce phénomène se produise nettement et sans mélange d'aucune perturbation étrangère.
Du phénomène des ajutages. — 11 n'y a plus de contraction, mais bien une réduction de vitesse, ou une perle de charge duc au travail résistant des actions moléculaires mises en jeu. C'est ce qu'on vérifie par l'expérience, en mesurant directement la vitesse au moyen de l'amplitude du jet parabolique. 11 est Facile de se rendre compte de ce phénomène. Lorsque le liquide commence à s'écouler par l'ajutage, le phénomène de la contraction se produit, et la veine se forme d'abord bien détachée de la paroi du tuyau; mais il arrive que le courant entraîne en partie l'air qui l'entoure dans ce tuyau; l'air restant est dilaté et exerce une moindre pression sur la veine contractée : la vitesse de celle-ci s'accroît donc. Plus loin, la pression de l'atmosphère, qui subsiste à l'extérieur, ralentit la veine à la suite de la contraction; cette diminution de vitesse fait gonfler la veine jusqu'à ce qu'elle rejoigne le tuyau et qu'elle en suive la paroi {fig. 99). C'est ce brusque change-
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mcnt dans l'allure de la veine qui produit une certaine agitation, des mouvements plus ou moins irréguliers où se dépense inutilement la force vive. A partir du point où cela a lieu, le phénomène est complet. Au delà commence le mouvement dans les tuyaux par filets parallèles. L'air finit par être totalement expulsé, et il est remplacé par du liquide presque stagnant qui ne participe pour ainsi dire pas au mouvement. La veine contractée est alors entourée d'une portion de liquide à l'état de remous, c'est-à-dire tournoyant lentement en dehors du courant, phénomène analogue à celui qui a lieu dans les rivières à l'aval des piles des ponts.
— HÏDHODTlUIilQUB. 337
Il résulte de là que, dans le petit intervalle qui sépare la section contractée de l'extrémité de l'ajutage, la vitesse du liquide doit changerd'une manière notable. Il se passe là quelque chose de plus ou moins analogue au choc des corps solides non élastiques; les actions moléculaires développent un travail résistant qui diminue la force vive, ce qui produit le même effet qu'une réduction de la charge génératrice de la vitesse. Pour trouver par le calcul ta perte de force vive ainsi que la vitesse de sortie, nous allons supposer, plus généralement, qu'une veine fluide composée de filets parallèles, comme le jet qui s'échappe d'un orifice parfaitement évasé \'B'{fg. 100},
et possédant à cette section une vitesse v - , soit brusquement obligée de s'élargir de manière à acquérir une nouvelle section AB, età prendre, par suite, une nouvelle vitesse v plus petite que <S dans le rapport inverse des sections. Cherchons quels sont les phénomènes qui accompagneront ce brusque élargissement.
Effet d'un élargissement brusque d'une veine fluide. — Considérons donc un liquide sortant d'un réservoir par un orifice évasé et soumis à un gonllement subit. Soient p la pression atmosphérique, supposée la même au niveau de l'orifice qu'au niveau supérieur du liquide; p' la pression de l'eau dans la section A'It'.
Le théorème de D. Bernoulli est applicable depuis le niveau supérieur jusqu'à la section A'B'; donc on a
en négligeant la vitesse assez faible au niveau supérieur du réservoir.
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Entre les deux sections A'B' ei AB, l'équation des forces vives, ou de I). Bernoulli, ne peut s'écrire sans qu'on y introduise un terme représentant le travail résistant développé dans cet intervalle par les actions moléculaires, ou la demi-force vive perdue qui est numériquement égale à ce travail.
En assimilant le phénomène au choc des corps solides non élastiques, on pourrait dire immédiatement, d'après le théorème de Carnot, que la force vive perdue est celle qui est due aux vitesses perdues, et, par conséquent, qu'il en résulte une perte de charge égale à la hauteur due à la différence de ces vitesses, soit
Comme il pourrait rester quelque doute sur la légitimité de l'assimilation, nous allons retrouver ce résultat en employant le procédé dont nous avons déjà fait usage dans la théorie du choc, à l'effet d'éliminer les actions mutuelles inconnues. Nous allons donc appliquer, pour la partie du liquide comprise entre AB et A'B', le théorème des quantités de mouvement projetées sur un axe horizontal. Si Ll désigne l'aire de A'B', A l'aire de HA, la dépense en volume par seconde sera
La masse qui traversera chaque section sera
et l'accroissement de quantité de mouvement sera, pris dans un sens convenable, et en ayant égard à la permanence, ce qui élimine tout le liquide intermédiaire,
MÉl ((._/).
En projection, les forces extérieures se réduisent au\ pressions horizontales. La pression dont la direction est dans le sons positif est celle qui s'exerce sur O; elle est égale à \p'\ carie liquide se compose n cet endroit de deux parties: l'une, animée d'un mouvement rectiligne uniforme, c'est la veine
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proprement diLe; l'autre, qui est le volume annulaire de liquide ambiant. Cette portion est animée de mouvements très-lents, et l'on peut admettre, dans les deux cas, que les pressions suivent les lois de l'Hydrostatique; sur la section AB, la pression est de même égale à hp; donc on a II < > 'Il
— — (v-v-)~Mp~p)dt, ou, on remplaçant Q par Ae et divisant par A n dt,
t2) ' g = ÏÏ~ÏÏ'
cette équation peut se mettre sous la forme suivante, qui met
en Évidence la perle de charge dont nous avons parlé,
et ajoutant cette équation avec la première, on a
Donc on peut appliquer le théorème de Bernoulli depuis la surrace libre jusqu'à l'orifice, à la condition de diminuer la
charge de ^ — Cette quantité est l'expression de la perte de charge due à un renflement.
Application au cas de l'ajutage cylindrique. — Pour appliquer ce résultat au cas de l'ajutage cylindrique, on peut admettre que la section Û n'est autre que la section contractée qui répond à l'orifice A. Nous aurons alors, en supposant que la contraction dans l'eau à l'état de remous soit la même que dans l'air, ce qu'il est naturel d'admettre, puisque la contraction est un ellet de la convergence des lilets affluents et ne dépend pas sensiblement de la pression,
En prenant m — o,6a, on trouve
L'expérience ne donne que 0,82 au lieu de o,85. Celle petite dilTcrencc peut s'expliquer par l'influence des frottements du vase, et aussi par quelque inégalité de vitesse dans les filets de la veine à son passage en Alî.
Dépression pi/izométrique à l'endroit de la contraction.— 11 est extrêmement Important, pour des calculs fondés sur des bases aussi hypothétiques, de faire une autre vérification expérimentale de cette théorie. Si elle est exacte, la pression, dans l'intérieur de l'ajutage, doit être plus petite que la pression atmosphérique. La différence g — ^ est donnée par l'une quelconque des équations (1), (2] ou (3), en y introduisant les valeurs de « et de v'; si nous adoptons pour v la valeur pratique 0,82 sfïgh, on trouve
m g-tï =■>.**•
Expérience de Venluri. -~ L'eïpérience que vérifie ce résultat a été faite par Venluri. Il pril un vase [fig. 101) muni
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d'un ajutage cylindrique de o m ,o4o6 de diamètre cl de o~,ia3 de longueur. En un poinl situé à o",to8 de son origine, il
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adapta un tube de verre recourbé dont l'autre extrémité plongeait dans un vase contenant de l'eau colorée. La charge h du bassin supérieur sur l'axe de l'ajutage étant de o'",88, l'eau aspirée s'est élevée dans le tube de verre à une hauteur de o m ,55, c'est-à-dire, à très-peu près, aux trois quarts de h, comme l'indique la théorie.
C'est donc un fait parfaitement acquis à la théorie que, toutes les fois qu'une veine liquide débouche dans un espace fermé, ii y a aux environs de la section contractée une pression plus faible que la pression atmosphérique. La double démonstration analytique et expérimentale que nous venons de donner ne peut laisser aucun doute sur ce théorème important, qui s'applique également aux gaz et aux vapeurs.
Il résulte de là que si, à l'endroit qui correspond à la place du tube de Venturi, nous perçons de petits irous, 11 y aura par ces trous appel d'air au dehors et au dedans : c'est le principe de la machine soufflante connue sous le nom de trompe.
De plus, si, vers la partie inférieure du tube, nous perçons un trou suffisamment petit au-dessous du niveau du liquide soulevé, nous aurons par ce trou un écoulement continu, de sorte que l'appareil de démonstration représenté par la figure peut servir théoriquement de machine à élever l'eau.
Un jet d'air ou de vapeur présente des phénomènes du même genre, seulement beaucoup plus compliqués, surtout quand il s'agit de la vapeur, à cause de la compressibilité des fluides élastiques, des condensations de vapeur qui peuvent se produire, et enfin des transformations de chaleur en travail mécanique dont nous exposerons plus tard la théorie.
L'injecteur Giffard est une des applications les plus extraordinaires de ces phénomènes.
Calcul de la perte de charge. — SI l'on élève au carré l'équation
et qu'on la résolve par rapport à h, on trouve
Donc, pour produire une vitesse v a l'extrémité d'un aju-
34^ IIÏDB1ULIQUË.
loge cylindrique, 11 faut à peu prés une fois et demie la hauteur qui produirait cette vitesse en mince paroi. La perle do charge esi donc le liera de la hauteur; cl, malgré cela, la dépense est augmentée dans le rapport de o,Hi à o,6a. Rien que, pour les applications ordinaires, les formules
Q : : o,fi?.A VâfiS Cl >
Q-.- o.fa A v'âff/i se traitent absolument de la même manière, il importe de remarquer que les deux coefficients n'ont pas la même signification théorique; le premier affecte la section, le second la vitesse. Nous les représenterons par m et (J..
lafig, [oa met en évidence les variations corrélatives (le la ligne de charge et de celle des niveaux piézométriques. Ces
deux lignes suivent des marches toujours indépendantes, quelquefois parallèles, souvent inverses, comme dans le cas actuel. Seulement la ligne de charge ne peut qu'aller en descendant; l'autre peut osciller dans des limites plus ou moins
Ajutages coniques. — Les ajutages cylindriques peuvent être remplacés par des ajutages coniques. S'ils sont divergents, ils produisent, tant qu'ils sont mouillés par le liquide, le phéno-
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mène des ajutages cylindriques exagéré. La perte de charge sera plus grande, parce que la différence des vitesses à l'entrée de l'ajutage el à la sortie est plus grande.
Si les ajutages sont convergents, le phénomène est double [fig. ioi). 11 y a à la fois réduction de vitesse due au gonflement de la veine el contraction extérieure due à la convergence
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des filets, et, par suite, la dépense est affectée d'un coefficient qui représente à la fois ces deux actions, el qui est égjl au produit de ceux qui résulteraient de chacune de ces actions prises séparément. En supposant que l'angle du cône varie de o à i8o degrés, nous arriverons des ajutages cylindriques à l'orifice en mince paroi, en passant par un orifice très-voisin de i'évaseinenl complet. Les expériences ont été faites sur des ajutages avant pour diamètre commun, à leur petite base, er*,Q\55, avec une longueur égale à deux fois et demie ce diamètre, et sous des charges de o"',to à 3 mètres. On mesurait directement la dépense, ce qui donnait le produit mu. des deux coefficients de réduction; les coordonnées de la parabole
décrite par le filet liquide perm
ver p, coeffi-
cient de réduction de la vitesse,
et enfin, par un
e division, on
avait le coefficient m dû à la c
oniraciion. On
a trouvé les
nombres suivants:
AnglB Coefficient Ju c6d«. il.: contraction,
^ Cosllicieiil
ti. 4 0,99
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Remarques sur ce tableau. — On volt que, tant que l'angle du cône ne dépasse pas 12 à i5 degrés, la convergence à la sortie est insignifiante, ci le coefficient m très-voisin de l'unité.
Au contraire, le coefficient a, qui représente la perle de force vive, diminue à mesure que l'angle augmente, parce que l'épanouissement de la veine après la contraction intérieure est plus faible.
Des effets combinés de ces deux causes qui agissent en sens inverse, il résulte que le maximum de dépense correspond à l'angle de ia°4'.
Buses. — Quand la longueur de la buse conique augmente, il se produit des frottements qui croissent avec !a longueur; mais on observe aussi un autre phénomène remarquable : c', au lieu d'être plus grand que e, est notablement plus petit, à cause de la convergence du cône; l'expérience de Veniuri donnerait un refoulement au lieu d'une aspiration ; d'un autre côté, cette môme convergence fait que l'épanouissement de la veine est moins considérable au sortir de la section contractée; donc, pour ces deux raisons, la perte de charge —
est assez faible.
Quant a la contraction i la sortie, le tableau montre qu'elle est négligeable, lorsque la convergence du cône ne dépasse pas 12 à i5 degrés : on peut, dans ces conditions, et malgré l'influence du frottement, arriver à des coefficients de 0,98 à 0,99.
§ V. — Écoulement pah déïehsoirs.
On appelle déversoir une échancrure rectangulaire pratiquée dans la paroi d'un vase, échancrure par laquelle s'écoule l'eau, que nous supposerons maintenue dans le vase à un niveau constant. On appelle seuil du déversoir l'arête inférieure pardessus laquelle l'eau se déverse en nappe.
Souvent les déversoirs sont en maçonnerie, souvent aussi ils sont constitués par une vanne de superficie qu'on soulève quand on veut empêcher l'eau de sortir, et qu'on abaisse quand on veut la faire écouler. L'arête supérieure de cette vanne constitue alors le seuil du déversoir.
L'écoulement par un orifice de ce genre ne diffère pus de l'écoulement par un grand orifice rectangulaire pour lequel la charge sur l'arête supérieure serait nulle. Lu théorie des grands orifices n'ayant pu être faite, celle des déversoirs n'est guère plus possible, au moins d'une manière satisfaisante. On est donc obligé de tout demander à l'expérience.
On admet, pour la dépense, la formule de Dubuai,
dans laquelle h est la charge sur le seuil, / la largeur du déversoir, par suite th la section d'écoulement. Le facteur \j o.gli représente à peu près la vitesse moyenne; enfin K est un coefficient que l'expérience doit déterminer.
Ce qui distingue ces formules de celles que donne In théorie, c'est que K n'est pas constant, même approximativement : il varie avec la charge, la largeur ahsolue du déversoir et le rapport de cette largeur à celle du canal.
Enfin il varie considérablement, suivant que la contraction est plus ou moins supprimée.
Il faut bien se garder de mesurer h en plongeant un mètre dans l'eau au-dessus du seuil, et mesurant la hauteur du liquide: il y a toujours en ce point une dénivellation {Jig. 104)
qui peut atteindre, selon les cas, i5 à ao pour 100 de la charge réelle. H est alors indispensable de comparer par un nivellement le seuil du déversoir avec un point du niveau liquide
Si l'eau iioîl aniniré dans te réservoir d'une vitesse nolatilo »„ it faudrait «crin
Q=KM •JïgU (*),
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assez éloigné pour que l'appel produit par le déversoir y soit insensible.
On doit éviter avec soin, dans la construction d'un déversoir, la contraction latérale {fig. to5) et la contraction inférieure;
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on peut ainsi dépenser plus d'eau avec une charge donnée. La contraction latérale est naturellement évitée, quand le déversoir occupe toute la largeur du canal.
Dans ces conditions, si la charge dépasse o™,o3, limite audessous de laquelle la permanence est difficile à atteindre et la valeur de A incertaine; si, de plus, la largeur / est assez grande, relativement à la charge, on peut admettre, avec M. Castel,
K = o,443 ou 0=:i,96tty^.
Telle est la formule qu'on pourra employer pour un avantprojet. S'il s'agit d'estimer la dépense d'un déversoir établi, il faut chercher, dans les Uccucils d'expériences, les nombres qui se rapprochent le plus des conditions de la question.
Des expériences faites d'abord par MM. Poncelet el Lesbros en 1817, ci continuées depuis par ce dernier, sur un orifice eu forme de déversoir dont la largeur était de o m ,?.o, tantôt avec contraction latérale, tantûl sans celle contraction, ont donné des résultats dont nous extrayons ce qui suit :
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Les derniers coefficients sont ceux qu'il paraît convenable d'adopter lorsque le déversoir a une grande étendue relativement à la charge Z, qui doit d'ailleurs excéder o m ,o3-, à cause surtout de la difficulté de mesurer exactement une charge moindre.
M. Clarinval, capitaine d'artillerie, a donné la formule suivante, qui contient un élément de plus que celle de Duhuat, l'épaisseur c de la veine, prise directement sur le seuil :
Ces formules sont très-importanlos, parce que les déversoirs existent réglementairement dans toutes les usines hydrauliques; ils fournissenl un moyen de jaugeage fréquemment employé pour calculer le volume fourni par un cours d'eau (').
Déversoirs larges. — Lorsque le déversoir esl accompagné d'un coursier plus ou moins incliné et d'une petite longueur [fig. 106), il y a réduction de la dépense lorsque la charge esl au-dessous de i5 à 3o centimètres. Pour des charges
île plus en plus fortes, la réduction devient de moins en moins sensible; mais, pour les charges de quelques centimètres, la
réduction est considérable. [Voir les Recueils du général Morin.)
Pêversoirs incomplets ou demi-déversoirs. — Un déversoir est dit incomplet quand le niveau de l'eau dans le bief d'aval se tient au-dessus du seuil (ftg. 107). On mène alors un plan
Fl(. 107.
horizontal qui prolonge le niveau inférieur et divise la hauteur A en deux parties h' et A". On considère l'écoulement comme se faisant à la fois par un déversoir dont la charge sur le seuil est A' et par un orifice noyé de hauteur h", avec une charge supérieure égale à h' : la dépense du déversoir incomplet sera la somme de ces deux dépenses partielles; on la représente parla formule
Problèmes sur les barrages. — Ces déversoirs incomplets donnent lieu à des problèmes de la plus haute importance, mais que souvent on ne peut pas résoudre d'une manière satisfaisante, même pour les besoins de la pratique; et c'est là ce qui montre combien il reste encore à faire pour l'Hydraulique, malgré tant de progrès récents que celle science ;i faits enlre les mains d'expérimentateurs habiles.
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On peul demander, par exemple, connaissant la profondeur II ei le débit Q d'un cours d'eau régulier, à quelle hauteur Z il faudra établir un barrage pour créer une chute de hauteur h'. Il est clair que l'établissement du barrage ne changera pas le niveau de l'eau dans le bief d'aval, puisque le lit et le débit n'auront pas changé dans cette partie, au moins une fois le régime redevenu permanent.
Ceci une fois admis, la formule des déversoirs incomplets permet de résoudre immédiatement le problème. 11 suffit de remplacer, dans la formule, A par A'-t- II — z, A" par H — z, et l'on en tirera la valeur de z en fonction des données H, Q et de la chute h' qu'on veut produire.
La même équation, dans laquelle on considérera z comme une donnée et h' comme l'inconnue, donnera la hauteur à laquelle un barrage donné fera relever les eaux immédiatement en amont.
On peut demander aussi de chercher jusqu'à quelle dislance le remous, ou gonflement produit par le barrage, sera sensible dans le bief d'nmont (Jig. to8j.
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Celle question a une grande importance pratique au point do vue de la dépréciation des propriétés riveraines d'un cours d'eau qu'on veut barrer dans un intérêt public ou particulier. Elle est extrêmement difficile dans l'état actuel de
Généralement la surface modifiée se raccorde asympioiiquemeni avec le plan primitif; mais il peul arriver dans certains cas que le raccordement soit impossible : il se passe alors des phénomènes dont nous dirons quelques mots plus tard.
DU FROTTEMENT ET DE LA VISCOSITÉ DES LIQUIDES
On n'a pas lardé à reconnaître que, si l'on pouvait négliger le frottement dans le cas d'un liquide en équilibre ou d'une reine qui ne se trouve que sur une petite longueur en contact avec des parois solides, il n'en était pas de même dès que l'on considère un cours d'eau d'une grande étendue comme une rivière, ou même un liquide s'écoulant d'un réservoir par l'intermédiaire d'un tuyau d'une cerlaine longueur.
Mouvement uniforme. — Nous restreignons noire élude au cas d'un mouvement permanent, ei si d'abord nous supposons en outre que les dimensions du lit ou la section de la conduite soient constantes, il est clair que le mouvement ne saurait être permanent sans être en même temps uniforme. En effet, la permanence donne
Si ta = w'= û>", on a
Or l'observation journalière démontre que ce mouvement uniforme s'établit en effet, malgré l'inclinaison du lit ou de la conduite, preuve de l'existence d'un frottement, c'est-à-dire d'une résistance tangentielle opposée au mouvement.
Ile plus, le mouvement devient toujours nécessairement uniforme, quelle que soii la pente, c'est-à-dire quelle que soit la composante motrice de la pcsanieur. Donc, la vitesse de ce mouvement uniforme étant d'ailleurs d'autant plus
_' : J li:0"J Lv
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grande que la pente esi plus forte, il faut que le frottement grandisse avec la vitesse, de manière à faire constamment équilibre à la force motrice croissante.
Enfin on reconnaît encore aisément qu'une conduite partant d'un réservoir fixe pour aboutir à un niveau donné débite d'autant moins d'eau qu'elle est plus longue, ce qui montre l'influence sur le frottement de l'étendue de la surface suivant laquelle te liquide est en contact avec des parois solides.
Ces principes, qui semblent très-simples, n'ont pas été posés dès le début, et Dubuat se glorifie à juste titre d'avoir découvert que, quand l'eau coule uniformément dans un lit quelconque, la force accélératrice qui l'oblige à couler est égale à la somme des résistance) qu'elle essuie, soit par sa propre viscosité, soit par te frottement du lit. Les remarques précédentes sont des conséquences Immédiates de ce théorème évident.
Pour aller plus loin et déterminer exactement la vitesse et par conséquent la dépense d'un courant dont la pente et le lit sont donnés (question sans la solution de laquelle il est impossible de prévoir le résultat d'aucune opération sur le lit des fleuves) des expériences précises et nombreuses étaient indispensables : elles Turent exécutées avec un rare esprit de discernement par Dubuat (i •380-1783). Les expériences antérieures de Bossut et Couplet sur les tuyaux de conduite et les canaux factices ne formaient pas un ensemble suffisant pour constituer une théorie.
De Prony s'est servi des expériences de Dubuat pour établir des formules qui ont été longtemps en usage. Enfin des expériences plus précises ont été faites récemment par Darcy, qui a pu meure en évidence de nouvelles influences, et arriver à donner plus d'exactitude aux formules destinées à traduire les résultats pour les besoins de la pratique de l'ingénieur.
Conformément à l'usage habituel, nous diviserons l'étude théorique et expérimentale du frottement des liquides en deux parties consacrées, la première à l'étude du mouvement permanent des liquides dans des tuyaux fermes, la seconde à celle des phénomènes qui se passent quand le mouvement a lieu dans un lit ou canal découvert.
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Élude physique. — Commençons par faire une élude physique du phénomène, afin de chercher à quoi peut tenir l'existence du frottement dans le mouvement des liquides. Nous voyons tout de suite qu'il y a lieu d'établir une distinction radicale entre le frottement des liquides et celui des solides.
La cause qui produit tout ce qu'on remarque dans le frottement entre les solides, pression et déformation mutuelles des corps en contact, parait perdre beaucoup de son importance quand il s'agit des liquides, à cause de leur incompressibilité presque complète. Il faut donc une autre explication pour le phénomène actuel. Or il est naturel de la chercher dans ce fait que les tuyaux qui contiennent le liquide en mouvement ne sont pas parfaitement polis. Ils ont leur intérieur hérisse de petites aspérités qui retardent presque jusqu'à l'immobilité la couche liquide qui se trouve directement en contact. Celleci, eu vertu de la viscosité, retarde à son tour la couche qu'elle enveloppe, et ainsi de suite jusqu'au centre, où le retard est minimum. Telle est la cause probable de la réaction longitudinale qu'exercent les parois encaissantes sur un liquide en mouvement.
Occupons-nous donc de chercher suivant quelle loi varie cette résistance longitudinale des tuyaux de conduite, résistance qui provient à la fois de l'effet de la réaction directe des tuyaux et de la viscosité du liquide.
i° Influence de la pression. — L'incompressibilité des liquides fait pressentir que leur frottement est indépendant de la pression. C'est là une des lois qu'on a le plus difficilement admises dans le principe, tant ce résultat était contraire aux idées préconçues provenant d'une assimilation peu justifiable avec le frottement des solides. Voici l'expérience par laquelle Dubuat a dûment établi ce fait capital dans la théorie actuelle. Il a pris deux vases assez grands, dans chacun desquels le niveau était maintenu à une hauteur fixe pour chaque expérience. Les réservoirs étaient réunis par un tuyau de con-
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duiie, et l'on mesurait par le trop-plein du vase inférieur la quantité d'eau débitée par la conduite venant du vase supérieur [Jig. [09). 11 augmentait ensuite de o m ,a5 la charge de
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ce dernier, en laissant la différence de niveau constante, cl ne trouva aucun changement dans la dépense. Darcy a confirmé ce résullal en Taisant varier les pressions absolues entre des limites beaucoup plus écartées que celles auxquelles s'était arrêté Dubuat.
a" Influence de la nature des parois. — Pour un liquide qui mouille la paroi, le frottement s'exerce sur une couche mince adhérente à la paroi : il est donc ù peu près indépendant de la nature de celle-ci, pourvu qu'elle ne présente pas de rugosités sensibles. Mais les expériences nouvelles do Dure y cl de M. Bazin ont fait reconnaître l'inexactitude de celte loi de Dubuat.
3° Influence de l'étendue de la surface de contact. — Les molécules liquides étant à peu près indépendantes les unes des autres, ia résistance s'exerce sur chaque élément; elle esi donc proportionnelle à l'étendue des surfaces en coniact, ou à -/_/, en appelant /_ le périmètre de la section mouillée, et l la longueur du tuyau.
4° Influence de la vitesse. — La résistance augmente avec la vitesse; il s'agit de trouver suivant quelle loi a lieu celle variation. Il est irès-difficile de prévoir celte loi directement, car on ne saii pas comment la vitesse varie pour les différents filets liquides; tout ce qu'on peut mesurer, c'est la vitesse moyenne, c'est-à-dire le quolicnl de la dépense par la section. Or il n'esi pas étonnant que nous ne puissions trouver une loi simple en fonction d'une variable qui n'esl point celle qui III. 23
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influe directement sur le phénomène. Quoi qu'il en soi!, appelons U celle vitesse moyenne. 11 esl naturel de supposer que les résistances croissent à peu près comme les carrés des vitesses. En elfct, la vitesse agit doublement : elle influe d'abord sur le nombre des molécules liquides mises en coniact avec la paroi, et ensuite sur la résistance qu'opposent les aspérités de la paroi aux diverses molécules liquides qui glissent à sa surface. Cependant l'expérience prouve que la résistance d'un même lit croit en moindre raison que le carré de la vitesse : ces deux variables ne sont donc pas liées par une loi simple, cl l'on est obligé d'employer une formule empirique [ ' ).
Nous nous abstiendrons de mentionner la formule proposée par Dubuat, laquelle n'a jamais été employée. De Prony a ealculé une formule parabolique à deux termes, qui a clé longtemps la seule en usage. D'après lui, la résistance longitudinale d'une longueur l de tuyau est donnée par la fonction
(*) Sur Ici f-nnllk-l empiriques. — l.iissanl ruiisUnts (uns k'S aulrcs clemcti 15, on l'cra varier la déjii'nsc du tiiy.ni , c'est-à-dire la vitesse L', et l'on observera II'-. perles, de eIi.Li[;e n.rri^innubnti'.. On on-.li ni I j une courbe avaul juilcs puur onluiini-rs, i'1 Ir. i ilessi.„ I" |i ' iilisdssra.
élimine l"ules Ii;. caui-eî i|Lii |ii'Nii.'jtl 1 1 1 - lj t > I 1- le plien s> jih'-ii e , cette courbe devra avoir une l'iuin.' as;..v. 11 . Si i|in-l.|in's insultais dVlpéyiiiices
(-"ru-i I.iute-. t u -iH-ii I n'.ullul ;ji 1.1] <|iii »>r;iil bit-n rmitiiiitc s.-r..il l.t
condamnation du la Ihiioria.
la liolicin du la <'(>Fili[iuilt-, <<n c1i.li1i.-i ^ |M[ iiiî ]■■> cuLirli.". que l'un n.nnail celle iIi.tu U fufinu se rapproche k' |.]ns île celle j esl [racée, cl l'un en dclerniinera I équation, ni s-.; guidant d'après les ousiiLuMlions suivantes :
1° Si la courlie se rapprut-ln; l.eanr.Mi|. de la ligne droite, de sorte que les dem ordonnées ne diflërenl que de quantités qui soient de l'ordre passible des erreurs d'ujpéricnces, la lot.clie.li cruil.a proportion nelletiieiit à la variai. le. et l'ëquation «primant la relation cherché sera
■,a Si la l'onction croit dans une proportion plu* rapide, on cherchera i/il y a proportionnalité- au carre-, ou .cube, ou ï une puissance, fraction» lire de
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dans laquelle a et $ soni indépendants de la nature et des dimensions du tuyau.
La perte de charge correspondante, pour une surface pressée égale à £1, est
soii, par mètre de longueur de luyau,
en désignant par J le quotient suivant l'usage habituel, et
j variable. D.ins Jlh cas plus compïi'l'ieï, ou mira recours ii ni u-c fotinif» pu-
j = d -i- * x -I- e x' -t- lie* -I- . . . , n prenant d'autant plus du terme* qu'on voudra une approximation pluscon-
5i la fonction crolL moins vile que 1' varbl.lu, ou prendra
3" Quand la fonction croit plun rapideri t que loutre les puisnonccs de I
variable, on prend des aiponanilelki de la forme „ f "_ i . ic ?' J -....
n prend tes inverses des «pressions pièce
j" En Un les fondions (rigonomttrique) convttnnanl au cas où la fonction est périodique.
On a ainsi l'équation qui rvpviiu.- lu l..i t Ij. i . l.! L c ; elle renferme plusieursmarque que chaque observation donne une relation entre ees rocflirients; le riumb:-c d'observations doit dont- itnr au moins i-;;id nu nombre d'inc. noues
choisir dans lo nombre les plus évade* et ,,.||,.. ,,!,i sont te plus .liuarrtei l'une de l'autre; on peul aussi employer la méthode des moindres carres, qui lient compte Je t.iulcs lis ohïerinliiun, mais i]iii est liien rarement recommanilablc liant t,--, question» .le pratique i.i .ji.hlri . Mu ; un bien encore une construction Graphique quand on peut en trouver nue sullisailimcnt simple-, comme nous allons le voir. Enfin une remarque d'importante capitale, c'est de n'emplover jamais une formule empirique que dont /« limites où elle a ilé établi/ par ("ejymcnce.
3^6 MÏBK1UL1QUE.
faisant
Si D csl le diamètre du tuyau, on a d'où
Telle est la formule usuelle.
Pour déterminer les coefficients a et b, Prony a mis à profil cinquante cl une expériences diverses qui avaient été faites par fiossul, Couplet et Dubuat. Apres avoir mis l'équation précédente sous la forme
il a construit une courbe, en prenant pour ordonnées les valeurs de jji et pour abscisses les vitesses U. La courbe ainsi obtenue s'ccarlail assez peu d'une ligne droite, dont il a mesuré l'ordonnée a l'origine a et le coefficient angulaire b. Il a trouvé ainsi
« = o,oooo« 7 3,
Eylclweinetd'Aubuisson oui repris la discussion des mêmes expériences, et ontproposé pour les coefOcients, le premier, les valeurs
Ces divergences Lien neui à ce que l'on peut tracer plusieurs droites qui ne s'écartent pas plus sensiblement l'une que l'autre de l'ensemble des points déterminés cxpérimeniale-
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meni. En générai, il faut que les écarts soient peu considérables cl qu'ils soient dans lotis les sens pour que la théorie et les expériences soient admissibles.
Si les écarts sont faibles, mais suivent une loi régulière, cela prouve qu'on a négligé une cause d'erreur constante : la théorie ne représente pas exactement le phénomène; elle peut d'ailleurs cire suffisante pour les besoins de la pratique.
Formules diverses. — DupuiL a remarqué que, si U n'est pas irès-petil, le terme aU devient négligeable devant ÉU\ Il faut alors changer la valeur de b et prendre
6, = o,oo 0 3S55,
en exagérant un peu l'effet des frottements. On met ainsi la formule sous la forme
M. Barré de Saint-Venant, en se servant toujours des mêmes expériences, a proposé de remplacer le binôme par un seul terme AU", dans lequel m est fractionnaire et égal à Y, et A = 0,00019557.
La détermination des coefficients A cl m peut se ramener aussi à la construction d'une ligne droite. Il suffit pour cela de prendre pour abscisses les logarithmes des vitesses logU, et pour ordonnées logJ ; on a. en effet, entre ces variables l'é-
logJ = logA m logtj.
Expériences de Darcy. — Depuis assez longtemps, divers ingénicuis avaient constaté que la formule de Prony était loin
néral des Ponts et Chaussées, a repris celle question, et faii exécuter un grand nombre d'expériences dont les détails se trouvent consignés dans son Ouvrage, intitulé : Recherches expérimentales relatives au mouvement de l'eau dans les tuyaux (1S57).
Darcy a opéré sur vingt-deux tuyaux différents par leur nature (fer étiré, plomb, tôle et bitume, verre, fonte, tantôt neuve, lanlôi recouverte de dépôts), cl par leurs diamètres,
UBUQCB.
depuis o'",oi 11 jusqu'à n", :ïo; cl il a fa il sur eux cent quatrevingt-dix-huit expériences. En faisant varier dans un même tuyau la vitesse et par conséquent la perle de charge par mèire, il a trouvé qu'en générai celle-ci est, pour choque tuyau, à peu près proportionnelle à une l'onction du second degré nU -f- 6U" de la vitesse moyenne; il a également reconnu que, comme l'avait remarqué Prony, lorsque la vitesse n'est pas irop petite, c'est-à-dire qu'elle esl supérieure à o™,io, on peut négliger le terme du premier degré; mais, contrairement à l'opinion de Dubuat, Darcy a constaté que les coefficients n et b, constants pour un même tuyau, varient avec le diamètre et avec la nature de la conduite. La- résistance de la fonte neuve serait environ une fois et demie celle du bitume. Une fois les dépôts formés, la nature de la surface recouverte perd naturellement son influence ; mais la résistance esl alors double de celle de la fonic neuve.
Quand il s'agit de tuyaux doni la surface esl altérée par de légers dépôts ou par l'oxydation, si la vitesse n'esi pas inférieure à o'°,io par seconde, la formule adoptée par Darcy revient a la suivante, où nous conservons le même premier membre que dans celle de Prony :
tandis que, pour une conduite en fonte à paroi lisse, il faudrait réduire le second membre à moitié, ou, ce qui revient an même, en désignant le rayon par r, poser, comme le lait M. Darcy,
Lorsque, dans une conduite à surface lisse en fonie, on veut comprendre le cas où la viiesse serait moindre que o™,]o par seconde, la formule qu'indique Darcy revient a celle-ci (chaque nombre étant réduit à trois chiffres significatifs) :
en y faisant
b = o,ooo443 -ï
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Problèmes relatifs aux conduites. — Voyons mai niellant comment nous appliquerons ces résultais aux différents problèmes relatifs à une conduite d'eau (fig.no). Ces problèmes
Ftg.no.
sont de deux natures. On peut demander de calculer le débit d'une conduite dont on donne les dimensions cl la pente, ou de calculer le diamètre d'un tuyau de conduite de longueur et de pente données, pour qu'il débile une quantité d'eau donnée.
Supposons qu'on ail une conduite simple mettant en communication deux réservoirs. La différence de niveau Y est In somme de la perte de charge duo au phénomène des ajutages qui se produit à l'entrée du tuyau, de celle due aux frottements et enfin de celle qui correspond à la sortie. Donc
Si l'orifice d'entrée est évasé, il n'y a pas lieu d'écrire le premier terme, et °>49~ disparaît ; le terme ~ reste toujours,
parce que la vitesse U disparait par agitation dans le réservoir inférieur : dans tous les cas, celle partie a d'autant moins d'influence que la longueur l est plus grande.
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Le débit Q est donné par la formule
.) Q = jD>U;
de l'équation (1) on lire li; la seconde donnera ensuite Q.
Si le tuyau débouchait dans l'atmosphère, Y serait la différence de niveau entre le réservoir et le centre de l'orifice d'écoulement.
Si l'on demande, au contraire, de calculer le diamètre d'une conduite capable de débiter sous une charge donnée un certain volume d'eau, le problème devient beaucoup plus difficile, à moins qu'on n'emploie la formule de Dupuîl
facile à calculer par logarithmes.
On peut aussi faire usage des tables à double entrée, parmi lesquelles nous signalerons celle de M. Mary, calculée d'après la formule de Prony, celles de Darey, et enfin celles de M. Bresse, qui reposent également sur les résultats expérimentaux de Darcy.
Cafoul de la pression en un point quelconque d'une conduite. — Calculons aussi la pression en un point quelconque d'une conduite. Soit p la pression en un point d'élévation s au-dessus d'un plan horizontal quelconque, p' et z' les quantités analogues pour une section distante de la première d'une longueur de tuyau égale à /; on a, en appliquant le théorème de Bernoulli, en avant égard à la perte de charge,
Lorsque la valeur de p' donnée par celte équalion pour un point quelconque du tuyau sera négative ou mémo notablement inférieure à la pression atmosphérique, on en conclura que la conduite projetée n'est pas possible.
Elude d'une distribution d'eau. — L'eau potable est amenée par des canaux ou élevée par des pompes dans de grands réservoirs ou châteaux d'eau, qui sont couverts pour éviter
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réchauffement de l'eau par le soleil el la fermentation des germes organiques qu'elle contient. C'est là qu'on établît généralement les filtres.
Conduites d'alimentation, — Du château d'eau partent de grosses conduites, ayant o m , 80 à i m , 10 de diamètre à Paris, i°,2o à Glascow, amenant l'eau dans les divers quartiers de la ville (").
On emploie, pour régler la dépense, des robinets-vannes mus par des via.
Conduites de distribution. — Les conduites secondaires s'embranchent sur les lignes maîtresses; elles ont o-,io de diamètre, s'assemblent, comme les précédentes, au moyen de bagues, et sont fermées à l'entrée par des robinets à boisseau, par des robinets-vannes ou dos clapeis.
C'est de ces conduits que partent les tuyaux pour les divers services publics OU particuliers.
Calcul du niveau piézoméirique. — S'il n'y avait pas de perte de charge, l'eau pourrait s'élever partout au niveau du réservoir; mais en chaque point il faut, pour avoir la colonne piézoméirique, retrancher de la hauteur du réservoir toutes les perles de charge qui ont lieu entre le réservoir et le point considéré. Outre la perle due aux frottements, et proportionnelle à la longueur du tuyau, il faut encore considérer celles qui sont dues aux rendements, étranglements, coudes et branchements.
1° Rendements. — Si c' est la vitesse avant le renflement.
FifJ.ll!.
v" la vitesse dans la partie renflée (jig. ni), la perte de
■ivl<- ciHiïi-e-jniiil ; mu' ha;;ni; 'II' jilnrnli ,M l'Ii^s^n'i- j t»Lip ik à fn.ij,
dam l'espace compris entre lu Luyau cl la bague qui sert de coime-joiii!. Ce mode d'assemblage a loulc In lloiibililé doiriiWu, et pcrniuldo couper le tuyau où l'on veut pour les réparations.
charge esi cl '' on a - r our ,a différence des sommets
des colonnes piézométriques,
le niveau pouvant d'ailleurs être plus élevé en aval du renflement qu'en amont, à cause de la diminution de la vitesse.
3° Étranglement. — La perle de charge, dans ce ras, est due à la contraction suivie d'épanouissement ( fig. na); elle a
pour valeur o,4g -j-^i et Ton a, pour la différence des sommets des colonnes piézométriques,
Il y a donc intérêt a éviter loul changement brusque de section. Si l'on fait le raccordement de deux tuyaux de diamètres différents par un tuhe conique de ia à 14 degrés au sommet, il n'y a plus aucune perte notable.
3" Coudes. — Les coudes donnent aussi lieu à une perle de charge; mais un coude bien arrondi, dont le rayon est assez grand, ne produit pas de perle sensible ( ').
(" ] Les coudes on! une influence d'une nuire nature et dont il importe de se glMBtir. SI le coude cal vertical, les branches étant dirigées vers le haut (jig. ■ r j), Il >e rassemble ilnui w pari Lu inférieur» des amas île lumières étrangères, telles que du mica in-, du [dllre, qui limitent :i l,i Icnjue par c*ner l'eau an passade, et l'irnHrraieiil rii[ii|ilcli-nient si l'on ne pratiquait nu lias des rohinela de vidange, qu'on ouvra île lempi en temps quand 11 conduite esl en charge, de manière à faire une châtie.
Si le coude a la position inverse i il se dé E aEO des bulles d'air dissoutes dans l'eau qui s'y rassemblent et qui font baisser le niveau. On emploie alors quelquefois la disposition suivante pour se débarrasser automatiquement
Digitizod by Cooglt:
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4" Branchements. — Dans ce cas, la différence do niveau piézomélrique pour Jeux sériions telles que AB el A' LV lient à deu\ causes : la variation de la vitesse, conséquence de ia
Fi C . i'3.
diminution du débit, et la perle de charge due à une contraction suivie d'épanouissement. Ce phénomène est analogue à celui des ajuiages cylindriques, mais la formule ohtenue dans ce dernier cas n'est plus applicable, parce que le liquide venant de la conduite alimentaire n'arrive pas symétriquement
de cet air avant que sa pression ne soil devenue aswi grande pour irriter l'eau
' Un pclil Ilouoiir supporte une soupape s'nppliquant eiaelemcnl mr une ou- Tflrlnra pratique* à la partie supérieure du coude. lorsque le niveau de l'eau
Fi e . n 5.
baisse un peu Irop par suite de ia quantité d'eau qui arrive, ta soupape s'abaisse, el l'air en eicès s'échappe; l'eau afflua plus rapidement, elcve le IloUciir, el, par suite, la soupopo qui forme alors JWcrliirc. Le plut souvent on emploi,? un simple robinet de purrje qui se manœuvre ù la main.
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de toutes paris dons lo tuyau d'embranchement. Des expériences faites en 1818 par Geniejs et Bélanger ont constaté que la conduite principale ayanto" 1 ,^ de diamètre, et le second tuyau ayant o^.oSi, si l'on désignait la vitesse dans ce dernier par V, la différence de niveau piézométrique entre deux poinis BetB', pris sur les deu\ conduites, serait de 3 — (')-Ce résultat,
bien qu'utile à connaître, ne suffit pas pour établir une formule empirique de quelque généralité.
Sur une conduite d'une grande longueur, la perle due aux
(*) Itien que les pressions dont il s'a ci -.suit de constater la pelilo diflVreiiee fussent lira -Ri-an des, on a pu obtenir cette dilTérence dans un local trèt-rcstreint, à l'aide d'un instrument dont 11. Ik'hntfer avait propose l'idée et qu'il ili^ii;fH- s.ïiii. U: ri'im ik- j>/< ] :"/<u!' tï< ./.v rr.tii-l. lin voici la description succincte (/g. Illi) :
Flg. 11G.
neus liivnui Hesiblet en plnm'' s'adaptent nui conduit» \, E, et à un lulie recourbé eu terre P.Cn porco en C d'un trou capillaire, qu'on peut a volonté
aaient a l'atmosphère oit menu: :in vide ; par on lion! uqilitfer lu ilill,:ivnrc impressions qun l'air enfermé OU comprimé dans le tuLc de lorro Cïcrco sur les doux colonnes.
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frottements l'emporte considérablement sur les autres qu'on peut négliger, au inoins pour une première approximation. Aussi, dans le calcul d'une conduite complexe, on suppose ordinairement que le niveau piézomélrique en chaque point de branchement est le même dans toutes les conduites qui s'y réunissent, et l'on calcule la charge en chaque point et par conséquent la vitesse d'écoulement qu'on pourra obtenir par un orifice ouvert en ce point, en ne tenant compte que des frottements. On doit toujours calculer les conduites pour pouvoir fournir éventuellement une quantité d'eau double de celle dont on a besoin d'une manière absolue. On règle la dépense au moyen de robinets; on se ménage ainsi un excédant précieux en cas d'incendie, et l'on peut remédier aux incon-
Ces concrétions sont de deux natures : i" elles sont calcaires quand les eaux tiennent plus de a5 centigrammes de sels anhydres par litre; a" celles qui en tiennent moins produisent des tubercules ferrugineux par suite de l'oxydation des tuyaux sous des influences électriques.
Enfin il convient de diminuer le nombre de modèles des tuyaux d'une distribution en Rusant seulement attention que le diamètre d'aucune partie de la conduite ne soit inférieur à son diamètre théorique.
MOUVEMENT DE L'EAU DANS LES CANAUX DÉCOUVERTS, g VII. - Des caiuox * régime pebmuSot et ukiforhe.
La question du mouvement de l'eau dans les canaux présente la plus grande analogie avec la précédente. Seulement, pour que l'écoulement de l'eau puisse avoir lieu dans un canal découvert, il faut nécessairement une pente de superficie, condition qui distingue ce cas de celui que nous venons d'étudier. Nous supposerons d'abord le régime permanent et, de plus, constant, c'est-à-dire que les dimensions de la section
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ei l'inclinaison du iii ne varient point d'un lieu à un nuire, de sorte que le mouvement csl uniforme.
Représentons toujours h perte de charge par l'expression
-/ représentai!! ici k périmètre muuillé de la section, parce
dénivellation superficielle, puisque récouloment a lieu à dé- On représente ordinairement par 1 [Jig. 117) la penie j par
mètre, et par H le rapport de la section au périmètre, rapport qu'on appelle rayon moyen. On a alors
RI=«U-t-6U\
D'après Prony on a
a ~ o,ooooji, li = o,ooo3oi), et, d'après Eviehvein,
a — 0,000042, li — o,ooo3(jij.
Autres formules. — Si la vitesse U est assez grande, on peut prendre seulement le terme on C de la formule, cl écrire III 4,U', dans laquelle on donne à h, la valeur o,oiii>4) d'où
U =5ov'RIi
c'est la formule employée ordinairement par les ingénieurs italiens.
III = AU
et alors on a
La détermination de ces coefficients se fait, comme nous l'avons dit, en prenant les logarithmes et construisant la courbe ijui a pour ordonnées log RI et pour abscisses log U ; l'ordonnée, à l'origine de cette droite, est égale à log A : son CoefflcieM angulaire est égal à m.
L'une ou l'autre de ces équations, et celle qui donne la dépense
Q = iïU,
servent à résoudre les principale! questions relatives aux canaux (').
Lois des vitesses dans l'intérieur du liquide. — On a étudié comment varient les vitesses des filets liquides dans l'étendue d'un même profil transversal. On a distingué la vitesse
uparM.Baxiii ■» par lui dam Ira i>rinci|ral,--,
ii qnatre inw»
>« tï[io, paroi, unies ~ =o,ouor.i(i-r
î' lype, parais pou unie» ?? = 0,00.11', ^1 +
0 rapport - do la vitesse minimum ù la ritena moyaune ett «primé par Baiin .111 moyen de l'énu.uî mi
a , il"!
moyenne U, la vilesse V à Heur d'eau dans la partie moyenne du canal, ei enfin la vilesse W près du milieu du fond.
Dubuat cl de Prony ont fail des expériences sur des canaux factices de nature irès-dillérenic, et ils ont trouvé les formules
Le rapport de Uà V n'est pas constant; on peut cependant, sans grande erreur, admettre, pour des vitesses variant depuis o"*,5oà i™,5«,
U = o,8oV,
d'où
Problèmes sur les canaux. — Pour trouver les formules qui se rapportent à rétablissement d'un canal, nous supposerons
que la section soit un trapèze IJig. 1 conformément à ce qui a lieu le plus ordinairement.
Soit / la largeur au plafond, h la profondeur d'eau, n le rapport de la base des laïus latéraux à la hauteur. On a
11— {1+ nh)h:
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En adoptant la deuxième formule, on a
Ces formules permettent de résoudre les deux problèmes principaux des canaux : Étant donné un canal, trouver la quantité d'eau qu'il débite, el construire un canal ayant undébit donné.
Dans ce dernier cas, le problème est indéterminé, car on n'a que deux équations pour déterminer cinq inconnues. Celte indétermination existe dans tous les problèmes de la pratique, qui sont rarement susceptibles d'une solution unique et rigoureuse. Les circonstances particulières dans lesquelles on se trouve placé pour chaque cas particulier permettront de résoudre la question en fournissant les données qui manquent. Dans le cas qui nous occupe :
i° n est donné par la nature du terrain. Il devra être au moins égal à i ; il prendra d'ailleurs des valeurs plus ou moins grandes, suivant la consistance du terrain dans lequel doit être creusé le canal. Le plus souvent, » = i,5 ou 2, ou même 5, 5. SI l'on construit des berges en maçonnerie, il y aura avantage à faire n = o, c'est-à-dire à faire des lalus verticaux.
2° La nature du sol détermine aussi le maximum de vitesse qu'on puisse donner à l'eau de manière à ne dégrader ni le fond ni les berges. D'après ce que nous avons vu, on peut admettre que la vitesse près du fond el des berges est les trois quarts de la vitesse moyenne. D'un autre côlé, voici un tableau indiquant pour quelles vitesses de fond les affouillements commencent :
Argile et terre détrempée 0,076
Argiles tendres o, i5a
Sables fins 0,200
Sables ordinaires o,3o5
Graviers 0,009
Schistes tendres 1 ,55
Roches de dureté moyenne. . 1 ,S5
Roches dures 3,o5
3° Si le canal doil servir à la navigation, la largeur ei la profondeur minimum du canal sont aussi déterminées par les dimensions et le lirani d'eau des bateaux.
4" On doit chercher enfin à économiser sur la quantité de terre à déplacer pour construire le canal, ei aussi sur la penie, de manière à arriver aux usines à la plus grande hauteur possible. Alors, Q élanl donné, il faudra rendre I un minimum.
On peut se donner I ei Q, ei construire une courbe en posant ^
2 nl ' ~ x ' k—T' L'équation de cette courbe est ■
\f[zx - »/)' = o,ooo8Q'[a: + r (v'T-^- «)].
La branche utile csiasymptotique à l'axe des x ; elle permet de trouver par tâtonnements une forme convenable pour le
En effet, si Ton prend un point M (fig. 119) et qu'on mène
Flg. 119.
par ce point une droite MQ ayant l'inclinaison déterminée par la nature du terrain, et une parallèle Mil à l'axe des x, on a la demi-section OQMR d'un canal satisfaisant aux conditions voulues. On en a ainsi autant qu'on veut, el l'on cherche celle qui convient le mieux au cas dans lequel on se trouve. La largeur peut augmenter indéfiniment; la hauteur a une limite supérieure OP, correspondant à une section triangulaire qui n'est |ias admissible en pratique.
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La formule se simplifie dans le cas où le lit est à* peu près rectangulaire, et de largeur assez grande pour qu'on puisse négliger les termes n/i et a/i yT+V devant (. On a alors les formules
'= 0 'ff' et Q = lhV.
De là on lire
De la prise d'eau. — Lorsqu'un canal est desliné à faire une prise d'eau dans une rivière {fig. .20), il faut avoir soin
Fi E . f>o-
d'évaser l'entrée pour éviter la contraction et faire en sorte que le niveau soil le même dans la rivière et dans le canal. Il faut souvent construire un poni à l'origine de la dérivation pour le service du halage de la rivière, si elle est navigable. On en profite pour se ménager le moyen d'intercepter au besoin la communication de la rivière avec le canal et pour empêcher, par exemple, les crues de la rivière d'y pénétrer.
Perles d'eau par évaporalion et infiltration. — Enfin, dans le calcul du débit d'un canal, il faut avoir soin de tenir compte de deux causes de pertes. 11 y aura perte d'eau par infiltration et par évaporalion; la seconde est, dans nos climats, en grande partie restituée parla pluie.
Dans le midi de la France, le déchet par évaporalion est ,4-
irès-nolaHle. Sur le canal de Bourgogne, au contraire, la pluie remporte sur l'évaporation.
Infiltration*. — La perle d'eau par infiltration est souvent considérable, surtout au moment de l'ouverture du canal ; une fois que le sol est bien pénétré de liquide, la perte par Infiltration devient généralement insignifiante, par suite de l'obturation par les sédiments des petits canaux de fuite. Quelquefois, cependant, on est obligé de faire un corroï d'argile ou même de bétonner le sol du canal ; c'est ce qu'on a fait pour une section du canal de la Marne au Rhin.
La nature des parois a une grandi! importance dans certains caa relatifs aux canaux et aux rivières. Le fond peut être encombré d'herbes qui retardent considérablement le courant, et dont on ne peut empêcher l'influence défavorable qu'en curant le canal. On obtient, par cette opération, une diminution considérable sur la hauteur qui correspond à un débit donné,
g XII. — Des gjlhaojl et des rivières a règihe permanent,
HAIS NO» UKIFOMI.
Le mouvement uniforme dans une conduite ou dans un canal est impossible, quand la section est variable, OU bien quand la pente du lit varie, comme cela a lieu pour les rivières. Les filets liquides qu'elle contient ont, aux divers points de leur cours, des vitesses très-variées, depuis la source jusqu'à l'embouchure, et cependant le régime est permanent, si la quantité d'eau débitée par la source est constante.
Quand il se produit une crue, le régime cesse d'être permanent jusqu'à ce que la hauteur du liquide soit celle qui con-
Haïueur Hauteur
lit la de ta
Irnnchn d'ean pluie tombée
évaporée par on. en un an.
Paris. .
Marseille.
Canal I Dijon... .
de Bourgogne, | Pouiily...
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Ment à la nouvelle quantité d'eau que débite la source; la rivière prend alors un nouvel éiai de permanence, qu'elle perd plus tard quand les causes qui ont produit la crue ont cessé d'agir.
La théorie du mouvement varié dans les rivières est très-difll file à établir par l'expérience, et presque inabordable au calcul.
Nous nous bornerons à indiquer un seul résultat relatif au cas où la section est constante.
Du ressaut à la surface du cours d'eau. — Nous étudierons un cas de régime permanent, mais non constant, qui présente une certaine utilité pratique cl qui est assez curieux.
Nous avons vu que, lorsqu'on a un cours d'eau à régime constant cl qu'on vient à le couper par un barrage, le niveau de l'eau et son régime ne sont pas sensiblement ebangés en aval; mais en amont la surface libre forme ordinairement une surface asjmplotit|ue de la surface primitive {Ji« 121). Il y a
Fig. >».
des cas ires-nombreux où ce raccordement n'a pas lieu; il se produit, au contraire, un ressaut brusque qu'on observe aussi dans d'autres circonstances, et généralement lorsque le courant est large, très-rapide et peu profond. Ce phénomène a été observé et décrit avec détails pour la première fois par Bidone ( * ).
(•| Lorsque les eaa.1 di! la mpr arriienl avre ont tL'csèc umi considérable sur une plaije peu inclinM (J!ff. lai), elle* Relaient d'abord uniformé-
Fi E . m.
ment, puis «lit* déferlent, perdent la plus [jrande partie d.' leur iitcssc, M □eh (vent de eouirir le sol d'one nappe mince.
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Examinons quelques-unes des circonstances qui accompagnent ce phénomène'
Faisons une section en amom et une section en aval , de manière à comprendre toute la parlie du liquide sur laquelle le phénomène a lieu, et appliquons le théorème de la quantité de mouvement à tout le liquide interposé. Soient h et h' les profondeurs d'eau en amont et en aval {Jig. ia3), v et V les vitesses correspondantes, <•> et a' les sections.
Fi a .
Si Q est le déhit en volume, l'accroissement de la quantité de mouvement en une seconde est
Nous supposons le lit peu incliné : alors les seules forces dont il faut calculer l'impulsion sont la pression en amont et la pression on aval. Puisqu'au point où l'on a fait la section le mouvement est uniforme, la pression en amont est
nj zd<ù — in»A;
de i'autre côté, on aura
donc, enfin, on a l'équation Or
0 = »C=wV.
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Donc
en substituai» ces valeurs dans l'équation écrite plus haut, et supprimant II qui est facteur commun, on a
d'où l'on tire
Pour' que le phénomène se produise, il faut un certain nombre de conditions qui ne nous sont point connues; mais d'abord il faut évidemment qu'on ait rt'> A, ou
ou enfin
donc le phénomène pourra se produire, lorsque la profondeur de l'eau sera inférieure au double de la hauteur due à sa vitesse. On cherche ordinairement à produire ce phénomène dons
Fij. uj.
les appareils destinés à donner de l'eau aux moteurs hydrauliques. Le réservoir est fermé par une vanne qui laisse écouler
au-dessous d'elle une lame mince de liquide. Si la vitesse esl assez forie, le phénomène du ressaut a lieu, et l'on augmente la ehute dont on disposa en installant le récepteur entre les points A Qth{fg. i?4). Si l'on diminuait de plus en plus 1a profondeur, l'orifice finirait par être noyé, el l'on n'en tirerait plus aucun avantage {*).
g XIII. — De CHOC BB L'EAU CONTBB ON PLH.K FIIE.
Un courant liquide, lancé dans le vide ou dans l'air, rencontre un plan fixe qui l'obligea se dévier. On suppose qu'à une certaine distance en avant du plan les divers filets liquides se meuvent parallèlement avec une vitesse commune, de manière que la pression dans toute la section de la veine soit égale à la pression atmosphérique. On suppose encore le pian assez étendu pour que le liquide ne le quitte pas sans avoir totalement perdu sa vitesse normale, de sorte qu'à une certaine distance du point d'arrivée de la veine le mouvement ait lieu parallèlement au plan.
A cet égard, remarquons qu'au premier instant, surtout si la vitesse de l'eau affluente est considérable, on a des rejaillissements partiels dont nous ne cherchons pas à déterminer la théorie. Bientôt l'air interposé entre le plan el la veine se trouve entraîne; la veine s'applique exactement contre le plan, et un mouvement permanent s'établit; nous allons calculer les circonstances du mouvement parvenu à cet état.
Considérons à cet instant la partie du liquide CDABD'C comprise entre une section AB faite perpendiculairement au courant, et une surface cylindrique CD, CD', au delà de laquelle le liquide coule parallèlement au plan pressé YZ. Ce plan esl perpendiculaire au plan de la figure et fait avec la verticale un angle a. Soilu la vitesse commune des molécules qui traversent le plan AB. Après un temps dt, ces molécules se trouveront dans un plan voisin ab dont la distance à AB sera vdt. Au môme instant final, les molécules qui se trouvaient d'abord dans ta surface cylindrique désignée dans la
(* ] Voir à ce «ujot lïniroduction b la Mtcaniqvc indnllrieltt de Poncclut.
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figure par CD, CD' seront sur une autre surface voisine dont v.d el c' d' représentent deux arêtes. Ainsi tout le système
Fi n . n5.
des points matériels considéré sera finalement compris entre le plan ab et la surface cd, c' d'. Ceu\ de ces points qui, au dernier instant, se trouveront entre ab el CD, CD' auront, en vertu de la permanence, les mêmes masses et les mêmes vitesses que ceux qui j étaient d'abord.
Cela posé, appliquons à toute la masse liquide que nous venons de définir le théorème de la quantité de mouvement, en prenant pour axe de projection la perpendiculaire OX au plan YZ.
D'après le raisonnement que nous avons déjà fait bien des fois, il n'y a pas à s'occuper de la partie géométrique commune au volume initial et au volume final. De plus, les vitesses entre CD, cd, CD', t'A' étant perpendiculaires à OX, la quantité de mouvement du liquide correspondant n'entrera pas dans notre équation. Nous aurons donc seulement à tenir compte du liquide AB, ab, dont la masse est
et dont la vitesse a pour projection
3^8 HÏDBAULIQCE.
en désignant par g l'angle de la vitesse v avec le plan YZ, angle qui ne se projette pas en vraie grandeur dans la ligure.
La quantité de mouvement que nous venons de calculer se rapportant à l'étal initial du liquide, il faut changer son signe pour la faire figurer au premier membre de noire équation ordinaire. Comme il n'y a d'ailleurs rien autre chose à écrire, ce premier membre est simplement
Passons aux termes qui y représentent les projections des impulsions des forces extérieures. Les réactions du plan sont' de deux natures, tangentielles et normales. Nous ne nous occuperons pas des premières, qui n'onl pas de projections sur l'axe que nous avons choisi, cl nous désignerons par F la somme des réactions normales, en faisant abstraction de la pression atmosphérique. L'impulsion projetée de celle force est
Fdl,
La pression atmosphérique ne doit pas entrer en ligne de compte, car nous avons vu que, sur un corps limité de toute part, la somme algébrique des projections sur un axe quelconque est nulle.
Enfin il ne reste plus qu'à tenir compte de l'impulsion du poids du liquide que nous considérons, soil
— Vsiuadt.
On a donc, en supprimant le facteur di,
= Û(*sina=F -Psina, H
d'où
F = Psina -t-flii -sin S.
ff
La partie Psina dépendant de l'action de la pesanteur est la pression qu'exercerait le système solide DCA B CD' reposant sur le plan YZ. L'autre partie de la pression F est égale au poids d'un cylindre liquide qui aurait pour base la section
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droite 12 du courant AB, ei pour longueur le double de In hauteur — due à la vitesse v, les arêtes faisant avec la base du cylindre l'angle |3 que !a direction du courant, prise au point où sa vitesse est v, faii avec le plan qu'il rencontre. On peut aussi mettre celle partie de F sous la forme
n _0 («!»£*, si» p ff
et dire que c'est le poids d'un cylindre du liquide, ayant pour base la section oblique faite au point A dans la veine supposée cylindrique par un plan parallèle au plan VZ et pour hauteur le double de la hauteur due à la vitesse i> sin |3, projection rectangulaire de v sur OX.
Si le plan rencontré était peu étendu, les vitesses du liquide au delà de ce plan feraient des angles obtus avec OX, et la force F serait diminuée, parce que la quantité de mouvement projetée finale serait algébriquement plus petite que dans le cas précédent. Il en serait de même si au lieu du plan on avait une surface convexe. Par la raison contraire, si, au moyen de rebords adaptés au plan pressé par le liquide, on obligeait le courant à le quitter en faisant des angles aigus avec la normale OX, ou si l'on faisait arriver le liquide'sur une surface concave, la pression F serait plus grande. On peut ainsi augmenter la force d'une roue hydraulique, en garnissant de liteaux les côtés des palettes qui reçoivent le choc de l'eau.
Aux premiers instants de la rencontre du plan parle fluide, avant que le régime permanent soit établi, la pression esl beaucoup plus grande, parce que les valeurs absolues des vitesses dans l'espace a&D'C'CD diminuent très-rapidement.
Si le plan, au lieu d'êlre fixe, était mobile, tout ce que nous venons de dire subsisterait □ la condition de remplacer la vitesse absolue v par la vitesse relative.
Résistance d'un fluide au mouvement d'un solide.
L'expérience a constaté que si, dans un courant de grandes dimensions transversales, on plonge un corps solide, la résultante des pressions horizontales que celui-ci reçoit du liquide
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en mouvement est, à peu près pour un même corps, proportionnelle au carré de la vitesse relative- En soumettant à cotte expérience une plaque mince, puis un cube, puis un prisme d'une longueur triple, Dubual a reconnu :
i° Que la pression sur la face opposée au courant est plus grande que la pression hydrostatique;
3° Que la pression sur la face d'aval où a lieu un remous est au contraire plus petite;
3" Que la résultante de ces deux forces peut Être représentée par la formule
dans laquelle II est le poids de l'unité de volume du liquide, A l'aire de la section transversale du corps; c la vitesse relative du liquide; K un coefficient qdi est, suivant Dubuat, i ,43 pour la plaque mince, 1,17 pour le cube et 1,10 pour le prisme. Si les plans antérieur et postérieur sont remplacés par des surfaces convexes, le coefficient K diminue.
La résistance de l'air suit des lois analogues. Pour un train composé de n wagons, A étant toujours la surface de front en mètres carrés, v la vitesse en mètres par seconde, on admet l'expression
Corps flottants. — Si l'on appelle A la section droite de la partie plongée d'un prisme, la formule de la résistance est, d'après l'expérience, la même que dans le cas précédent. Si le prisme est terminé reclangulairemcm et que sa longueur soit de trois à six fois sjfi, on a environ K=i,io.
Avec une poupe suffisamment aiguë, on peut avoir K = 1 ,00.
Si l'on ajoute à un bateau prismatique une proue formée, soil de deux plans verticaux d'une saillie égale à la largeur du bateau, soit d'une surface cylindrique verticale à base demi-circulaire, on a à peu près
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Une proue formée des faces latérales du bateau prolongées et coupées au-dessous par un plan faisant avec l'horizon un tiers d"angle droit réduit la résistance au tiers i dans ce cas K = o,33.
Pour un navire, A étant la surface plongée du maître-couple, on peut avoir, selon Navier,
On cherche aujourd'hui à donner aux lignes d'eau d'un navire la plus grande finesse de formes possible à l'arrière comme à l'avant.
IIÏDU.U-I.l'.!Vf.
DE L'ÉQUILIBRE ET DU MOUVEMENT DES FLUIDES ÉLASTIQUES
g XIV. — Des lois de l'équilibre des gaz.
La condition générale d'équilibre des fluides pesants s'applique aux gaz comme aux liquides. La pression et la densité doivent être les mêmes en tous les points d'une même couche de niveau. On déduit de là l'équation différentielle qui donne la loi des pressions aux divers points d'une masse gazeuse en équilibre
(rj dp = s,d î;
mais on ne peut intégrer cette équation comme quand il s'agissait d'un liquide, car le poids spécifique tu n'est pas constant ; il varie Irès-rapidemenl avec la pression et un autre élément, la température. Si l'on admet comme donnant une approximation suffisante les lois de Mariotte et de Gay-Lussac, on a entre ces Irois quantités la relation
K étant un coefficient constant pour un même gaz, a une seconde constante qu'on appelle coefficient de dilatation.
Pour avoir la valeur numérique de K, on se place dans l'hypothèse particulière où l'on a ( = o, et où p est la pression aimospliérique, io333 kilogrammes. Dans ces conditions
= Kra
pour
par suite,
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Tour l'air atmosphérique pur, on a, d'après M. Itegnaull,
11 divisant l'équation (1) par l'équation (a), il vient
On n'a d'ailleurs besoin d'intégrer celle équation, c'est-à-dire de tenir compte de la variation de la pression avec la hauteurs, que lorsque cette hauteur est très-grande, par exemple quend on considère toute la masse gazeuse qui consiitue l'atmosphère terrestre.
Mesure des hauteurs par le baromètre. — C'est !a connaissance de la loi suivant laquelle la pression de l'air varie aux différentes hauteurs accessibles qui permet de mesurer la hauteur des montagnes au moyen de l'observaiion du baromètre.
Pour trouver cette loi, il faut intégrer l'équation(3), en faisant K -- 7990,3 ei prenant
afin de tenir compte à peu près de l'humidité contenue dans l'air atmosphérique.
Quant à la température (, c'est une variable qui dépend de z, l'air étant supposé en équilibre, et, pour pouvoir intégrer l'équation (3), ii faudrait connaître la loi de décroissance des températures avec les hauteurs. On en conclurait la loi qui lie les pressions avec les hauteurs, et, par suite, au moyen de l'observation barométrique des pressions, on calculerait les hauteurs des divers points où l'on aurait observé. Malheureusement, la théorie et l'expérience n'ont pu jusqu'ici déterminer la loi des variations des températures; aussi les formules qui servent à déduire les hauteurs des observations barométriques sont-elles plus ou moins entachées d'empi-
Nous renvoyons à la Mécanique céleste de Laplace et à Y Annuaire du Bureau des Longitudes pour ces formules, qui oni été réduites en Tables d'un emploi commode, très-précieuses en l'absence de tout autre moyen de nivellement.
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Des gaz et des vapeurs. — Au point de vue des applications mécaniques, il y a lieu de conserver la distinction (qui n'a plus sa raison d'être sous le rapport physique) entre les vapeurs et les gaz permanents. Les vapeurs se trouvent dans les machines sous deux états, à l'état liquide et à l'élat gazeux, tandis que les gaz permanents ne changent pas de constitution.
Les propriétés des gaz et des vapeurs sont étudiées spécialement dans les Cours de Physique; nous nous contenterons de rappeler succinctement celles dont nous avons besoin.
La formule (2) donne, pour le poids de 1 mètre cube d'air, en appelant n la pression en atmosphères, c'est-à-dire
Pour chacun des autres gaz, il faudra multiplier le second membre par la densité ô du gaz prise par rapport à l'air, densité que l'on regarde comme constante; ceci n'est pas même une approximation pour les vapeurs dans le voisinage de leur point de saturation, c'est-à-dire dans les conditions de leur emploi mécanique. Il faut aussi remplacer a par le coefficient de dilatation spécial au gaz considéré.
En désignant par v le volume en mètres cubes de t kilogramme de gaz, c'est-à-dire en faisant
on peut mettre l'équation (2) sous la forme
Pour l'air atmosphérique, on a
(6) pv = 29,272(272%85 + t)= 29,2721,
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en désignant par r la température comptée à partir de -37a", 85 C.
Si l'on Tait r = o, c'csl-à-dire t — — 272°, 85, on a
c'est-à-dire v = o si le refroidissement do l'air s'opère sous une pression constante; p — o si ce refroidissement a lieu dans une capacité à volume constant.
On ne doit attacher à ce résultat aucune importance, même théorique; car les lois empiriques, dont les équations (2) et (5) sont la traduction, n'ont été établies que dans des limites bien éloignées de a;3 degrés au-dessus de zéro.
Quoi qu'il en soit, il est commode, dans les calculs relatifs aux gaz, de compter les températures à partir de ce point fixe qu'on nomme zéro absolu. La température r sera donc, pour nous, la température absolue; elle s'obtiendra en ajoutant 277.", 85à la température ordinaire exprimée en degrés centigrades.
Propriétés générales îles vapeurs. — Parmi les gaz qui, dans leurs applications industrielles possibles, sont susceptibles de présenter alternativement, à l'état liquide ou solide et à l'état gazeux, gaz auxquels nous resireignons, comme je l'ai dit, la dénomination ancienne de vapeurs, la vapeur d'eau est celle qui a le plus d'importance à notre point de vue, et c'est elle que nous considérerons spécialement en indiquant, s'il y a lieu, les différences qui ont été découvertes récemment entre ses propriétés et celles de certaines autres vapeurs.
Un admettait autrefois, sans preuve expérimentale suffisante, que les vapeurs obéissaient à peu prés aux lois de Mariolte et de Gay-I.ussac, et que, pour la vapeur d'eau en particulier, le coefficient de dilatation a avait la même valeur que pour l'air atmosphérique.
On employait alors, dans la théorie de la vapeur d'eau, des équations de môme forme que les précédentes, en tenant compte seulement de ce que la densité de la vapeur d'eau par rapport à l'air avait pour valeur
De la sorte, les équations (4)et(6jse trouvaient remplacées 111. =5
par les suivantes :
BÏDkABUQUÎ.
(6 bis)
pv = 47,023(.
Seulement, dans l'équation à trois variables ( a), appliquée à l,i vapeur d'eau, ces variables ne pouvaient pas prendre toutes les valeurs possibles satisfaisant à celle équation, puisque (el c'était là la partie connue avec le plus de précision de l'histoire de la vapeur) la pression p atteignait, pour chaque valeur de la température, un maximum dépendant uniquement de cotte température I, ce que nous exprimons par ( —f(p).
Tour achever ce qui se rapporte aux anciennes lois relatives à la vapeur d'eau, disons encore que, d'après H. Hegnault, la quantité de chaleur contenue dans i kilogramme de vapeur à la pression p cl à la température f est donnée par la formule
Nouvelles recherches sur les vapeurs. — - Dans ces dernières années, sous l'influence de nouvelles idées théoriques dont nous aurons à parler tout à l'heure, une vive impulsion a été imprimée aux recherches théoriques el pratiques relatives à la vapeur d'eau. Nous cilerons seulement, parmi les étrangers, MM. Clausius, Itankine, Zeuner; en France, M. G.-A. Hirn.
Occupons-nous d'abord de la vapeur saturée.
Il résulte des travaux dont je viens de parler que la vapeur saturée n'obéit pas aux lois de Harlolte el de liay-Lussac, c'est-à-dire que l'équation (6 bis) n'est point exacte d'une manière générale, bien qu'on puisse l'appliquer entre zéro et l5o degrés avec une approximation suffisante (il s'agit toujours uniquement de la vapeur saturée).
M. uner a posé la formule empirique
(7> />!■ = M logncji — ■
D'ailleurs, si l'on construit la ligne donnant les valeurs du produit pv en fonction de t, on trouve que cette ligne est
a -6nG,5o -4- o,3o5/(p) + o,4 7 5[( - f[p)\
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sensiblement droite dans les limites des pressions en usage dans les machines à vapeur.
On peut donc, dans ces limites, remplacer l'équation {■}) par une équation linéaire de même forme que celle qui répond aux gaz parfaits.
Posons donc
et déterminons les coefficients en faisant usage des nombres qui se rapportent à i et 5 atmosphères.
On trouve
On a ainsi ( ^
nombre que l'on peu! regarder, si l'on veut, comme le coefficient moyen de dilatation de la vapeur saturée de 100 degrés
Seulement il faut remarquer que, quand on parle du coefficient de dilatation d'un gaz, on sous-eniend toujours que ce coefficient répond à la dilatation du gaz sous pression constante; c'est ce qui n'a pas lieu ici, puisqu'on suppose que la vapeur reste saturée.
Densité tle la vapeur saturée. — Dans l'équation (7), remplaçons p par sa valeur en fonction de /; nous aurons la densité de la vapeur par la formule
Les nombres qu'on obtient ainsi pour m croissent un peu plus vite que ceuï qu'on déduirait des lois ordinaires. C'est ce qu'indique le tableau suivant :
Loi île MarioUo. Formula <le il- Zemim.
0,0823 o,o8ît;
o,58iii 0,6076 2,448i a.fioBa 7, .459 7,8GiG
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Vapeur» surchau ffées. — Pour les vapeurs surchauffées, les écarts de la loi de Mariotte, ainsi qu'on devait s'y attendre, sont d'autant moins grands que la surchauffe est plus considérable et que la vapeur se rapproche plus de l'état gazeux
Pour donner une idée de la grandeur des écarts dont il s'agit, je citerai les résultats numériques d'une seule des expériences de M. Hirn, dans laquelle la température a été maintenue constante et égale à 280 degrés :
on initiais p.
On vérifie, conformément a ce que M. Itegnault a annonce relativement aux gaz liquéfiables, que la compressibililé croît à mesure qu'on s'approche du point de liquéfaction.
M. Hirn a appliqué sa méthode de calcul à l'acide carbonique, et l'accord des nombres qu'il a calculés avec ceux qui ont été déterminés e\périmenlalemcnl par M. Regnault est extrêmement remarquable. {Exposition analytique et expérimentale de la Théorie mécanique de la Chaleur, par G.-A. Hirn, p. 386. J
Lois du mélange des gaz et des vapeurs. — Nous n'avons rien de nouveau à signaler sur celle question au point de vue qui nous occupe, ei nous renverrons aux lois connues des mélanges des gaz cl des vapeurs, qui ont été suffisamment étudiées en Physique.
Le tableau suivant, extrait de l'Ouvrage de M. Zeuner, est utile dans la théorie des machines à vapeur :
§ XV. — Écoulement des gaz et des vifeues.
Un gaz qui sort d'un réservoir n'csi pas dans les mêmes conditions qu'un liquide s'écoulani par le même orifice. En effet la pesanteur ne joue, pour ainsi dire, aucun rùle dans les phénomènes de l'écoulement des gaz; il faut un excès de pression, auquel correspond nécessairement un accroissement de densité, en vertu de la compressibilité des fluides élastiques, pour forcer un gaz à passer d'un réservoir dans un autre ou dans l'air atmosphérique.
11 suit de là que, au moment où le gaz s'échappe, il se détend, et il se passe, dans les environs de l'orifice, un phénomène complexe dont les lois n'ont peut-être pas encore été suffisamment étudiées par l'expérience.
Les choses sont encore bien plus compliquées quand il s'agit d'une vapeur. En effet on sait que la détente brusque d'un gaz est généraleinentaccouipagnée d'un refroidissement. Cet abaissement de température dépend d'ailleurs d'un grand nombre de circonstances, et il y a lieu de se demander s'il ne pourra pas, dans certains cas, amener la condensation partielle de la vapeur.
Bornons-nous, pour le moment, à donner les formules qui permettent de calculer la dépense qui se fait par un orifice donné, sous l'influence d'un excès de pression connu.
On trouve, dans plusieurs auteurs, une théorie basée, comme la théorie analogue relative aux liquides, sur le théorème des farces vives. On considérait la détente du gaz comme se faisant d'une manière graduelle et continue, depuis le réservoir jusqu'au point de sortie, et l'on tenait compte, dans rétablissement de l'équation, du travail développé par l'expansion du gaz.
En supposant la température invariable, ce qui n'est pas exact, on arrivait à une formule logarithmique due à Navier, et applicable seulement à de faibles différences de pression. On introduisait naturellement dans cette formule un coefficient de correction à déterminer expérimentalement.
Mais l'expérience ne confirme pas en général l'hypothèse
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fondamentale de ta théorie de Navier, celle de la détente du gaz dans le réservoir.
MM. Pecqueur et Poncelet, dans un travail présenté à l'Académie des Sciences le ai juillet 1845, ont montré que les gaz s'écoulent comme les liquides, en conservant à la sortie la densité qu'ils avaient dans le réservoir et se détendant seulement quand ils sont arrivés dans l'air atmosphérique. Les formules que nous avons trouvées pour les différents cas de l'écoulement des liquides s'appliquent aux cas correspondants de l'écoulement des gaz, aux coefficients près.
Cas d'un orifice en mince paroi. — Le volume du gaz qui s'écoule en une seconde, volume rapporté à la pression extérieure, est donné par la formule
m étant un coefficient de contraction. En introduisant la valeur de v, il vient
I.) Q—Aiy
p — p„ étant la pression motrice et oj le poids du métro euhe de gaz contenu dans le réservoir, de sorte que ^ - P' représente la charge estimée en hauteur de gaz; c'est la quantité que nous désignions par h dans le cas des liquides. Éliminons ra au moyen de l'équation
et faisons passer le terme y sous le radical, il vient
(3) Q = mi y/ aî K£(£-,)(. + „,™4').
en prenant 0,004 pour le coefficient de dilatation de l'air ordinaire.
Il reste encore à déterminer le coefficient m dans les limites qui correspondent au* exigences de la pratique.
3gï HTDB1ULIQUB.
On s'est servi longtemps des coefficients donnés par Girard cl d'Aubuisson, comme résultant d'expériences faites sous d'assez faibles différences de pression.
Dans les expériences plus précises de MM. Poncelet et Pecqueur, h différence de pression a été poussée jusqu'à une valeur égale à celle de la pression extérieure. Il résulte de ces expériences que le coefficient m diminue quand l'excès de pression augmente, exactement comme dans le cas des liquides.
On a en effet, la contraction étant complète,
MM. Wantzci et de Saint-Venant font croître ce môme coefficient avec la pression (').
Écoulement des vapeurs. — Quand une vapeur, traversant un orifice en mince paroi, s'écoule d'un réservoir à la pression p dans un second réservoir dont nous continuerons, pour conserver nos notations, à désigner la pression par p a , les expériences les plus récentes, contrairement à l'hjpotbèse de Navier, indiquent l'absence de toute détente intérieure et établissent que, tout comme l'air, la vapeur s'écoule à peu près comme un liquide, la détente se produisant seulement dans le second réservoir,
Cette détente, dans le cas d'un gaz, est accompagnée d'un refroidissement bien sensible, de sorte que, pour de la vapeur d'eau saturée, mais sèche, on doit s'attendre à lies condensa-
L'expérience vérifie ces présomptions : on aperçoit distinctement le jel sous la forme d'un cône trouble dont la base a le diamètre de l'orifice, et qui va se rétrécissant en venu du phénomène de la contraction. En même temps la vitesse aug-
(■) Journal de l'École Polytechnique, Culiior, l83i|; Co/nplei rendus de! ™« de l-Acidemic de, Scitncts, i. XVII, iBj3.
CHafitie iv. — aouïEsesT bes fluides élastiques. 3g3 même et aiteini un maximum qui, d'après M. Zeuner ('), a les valeurs suivantes :
3 a Go;
Quand la vapeur, saturée o 1a atmosphères cl à la température de i88° t 4'. tombe ainsi brusquement à 1 atmosphère au moment où elle a atteint sa vitesse maxima, elle contient o,i36 d'eau condensée et, par conséquent, 0,864 de vapeur à
perdu sa vitesse en chocs et frottements dans le réservoir, non-seulement l'eau condensée s'évapore, mais encore la vapeur se surchauffe et atteint i55 degrés. Aussi, au delà du cùne trouble dont nous avons parlé, le jet devieni-il diaphane et invisihle comme l'air.
Quant au coefficient de contraction, des expériences de MM. Minary cl Resal, lesquelles ont porté sur des différences de pression beaucoup plus considérables que celles relatives à l'air dont nous avons parlé, ont confirmé le fait de la diminution de m pour des charges de plus en plus fortes, en donnant pour m les valeurs suivantes, p. étant supposé consiani et égal à la pression atmosphérique :
o,5op, o
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à appliquer aux
gai les lois théoriques L*t ex [s ii i-i m i. 1 n i;i I »?
lontrées pour les
liquides, nous forons usny c, tians le ca
; -le 1
un court ajutage cylindrique, d'une forr.
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Pratiquement, pour tenir compte de la différence entre le coefficient calculé o,85 et le coefficient expérimental 0,82, nous prendrons
Des buses coniques. — lin général, on emploie pour les gaz des ajutages légèrement coniques, ou buses. Les evpériences de MM. Minary et Resal, dont j'ai déjà dit quelques mots, ont porté aussi sur l'écoulement de la vapeur par une buse de 43 millimètres de long. Le diamètre à la base était de i5 millimètres, 31 millimètres à la sortie. La contraction à l'entrée ayant été supprimée, voici les valeurs du coefficient mu :
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Ces coefficients sont irès-notablement inférieurs à ceux que d'Aubuisson avait déduits de ses expériences (0,926, en moyenne, pour les ajutages cylindriques, 0,94 pour une conicité de 12 degrés).
Des conduites de gaz. — Dans le cas de l'écoulement du gaz dans les tuyaux, on appliquera la même formule que pour les liquides, pourvu toutefois que la température du gaz n'éprouve pas une variation considérable, ce qui est bien loin de se réaliser dans la pratique. Seulement on admet, pour le cas des gaz, que la perle de charge due au frottement est sensiblement proportionnelle au carré de la vitesse, de sorte qu'on a simplement
Donc la perte de charge due au frottement pour une longueur L est
dune la charge totale A est égale à la perte de charge due à la contraction à l'orifice, augmentée de la perle de charge due au frottement, de sorte qu'on a
(3 est égal à o,oo3 ( 1 ) et M est donné en fonction de m par la
Toutes ces formules ne sont plus applicables quand on a
donc ou a
formule
( l ) Nnlior, d'i|>ri:i lui ei|iiiviiîtici-s Af ir.luljiiLiiut], iidinut, O,oo3).l. Cj l oir la Ihi'uriu d.'s ajuliiiji's c; lindriquci.
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des conduites d'une grande longueur. Dans ce cas, en effet, il n'est plus permis de supposer la température du gaz invariable. Souvent aussi, pour certaines opérations métallurgiques, on interpose en un certain point de la conduite d'air un appareil à air chaud, qui change plus ou moins brusquement la température et la densité du gaz.
Uans les mines, on a besoin d'entretenir un courant d'air très-actif, alin d'enlever l'air vicié parla respiration des hommes et des animaux et la combustion des lampes, ainsi que les gaz irrespirables qui se dégagent du charbon. La section du courant d'air, les obstacles qu'il doit franchir, la température ambiante varient d'une manière dont il est fort difficile d'apprécier i'inllucnce.
Enfin, même en faisant abstraction des causes extérieures d'éehauffement, on sait depuis longtemps qu* lu compression do l'air dégage de la chaleur, que la détente est, au contraire, généralement accompagnée d'un refroidissement. Plusieurs expérimentateurs ont cherché les lois de ces phénomènes calorifiques: i's n'ont pas lardé a reconu.it ire qu'il j avaii bien des précautions ù prendre si l'on voulait ohienir des résultats comparables, et <]ue lû dégagement o" l'absorption de chaleur était lié de la manière la plus intime au travail des forces agissant sur le gaz expérimente.
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