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COURS
PnOFESSE
PREMIÈRE PARTIE
CINÉMATIQUE.
1. Préliminaires, — La Mécanique est la science du mouvement et des forces. Nous commencerons par étudier d'abord le mouvement en lui-même, indépendamment des forces, c'est-à-dire des causes qui le produisent ou le modifient; quand on se place à ce point de vue particulier, on a une première partie de la Mécanique générale, à laquelle Ampère a donné le nom de Cinématique (du grec xivYjrAa, mouvement). La Cinématique peut elle-même se diviser en Cinématique pure et Cinématique appliquée, la première consacrée à Tétude du mouvement, en se plaçant au point de vue de la science abstraite et spéculative ; la seconde à l'étude des organes et mécanismes divers employés dans l'industrie pour guider, transformer et mesurer les mouvements, mais en laissant toujours de côté la considération des forces mises en jeu.
La partie de la Mécanique où l'on s'occupe des forces prend le nom de Statique ou de Dynamique, suivant que les corps auxquels les forces sont appliquées restent en repos ou possèdent un mouvement quelconque. La Statique et la Dyna miquc sont d'ailleurs intimement liées entre elles, et nous les étudierons plus tard, en les faisant, pour ainsi dire, marcher de front.
Bresse. — Cours de Mec,
CHAPITRE PREMIER
CINEAI.VTIQIE PURE.
§ I. — MouYement d'un point.
2. Mouvement d'un point sur une trajectoire donnée, — Lorsqu'un corps de dimensions finies se meut dans Tespace, chacun de ses points est lui-même en mouvement; les mouvements des divers points étant supposés connus, on connaîtrait par là même le mouvement de l'ensemble. Il est donc naturel et logique de commencer la Cinématique par Tétude du mouvement d'un point.
Le mouvement d'un point est complètement défini quand on peut indiquer la position qu'il occupe à chaque instant dans l'espace. Si l'on donne a priori la courbe qu'il décrit et qu'on appelle sa trajectoire, il suffira d'indiquer la position où il se trouve sur cette trajectoire à toute époque, choisie comme on voudra. Cette position du point mobile peut se définir en indiquant sa distance à une origine i\\e, 0 par exemple
(Jig. i), la distance étant mesurée suivant la rig. I. trajectoire; et, afin que les grandeurs succes-
sives de celle distance variable définissent tous les points de la trajectoire, si le point 0 n'est pas une des extrémités, on convient ordinairement que les dislances sont comptées positivement d'un côté de 0 et négativement de l'autre. L'époque se définit en indiquant le temps ou la durée qui la sépare d'une autre époque fixe prise pour origine, et l'on convient de môme que ces temps ou durées s'expriment par des nombres positifs ou négatifs, suivant qu'ils se
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rapportent à des époques postérieures ou antérieures à celle qu'on a choisie comme origine.
On voit ici s'introduire une idée nouvelle, celle de Tépoque, du temps ou de la durée, dont on n'avait pas besoin en Géométrie. Nous n'en donnerons aucune définition, parce qu'il s'agit d'une de ces idées premières que nous apportons avec nous en venant au monde, et que les définitions les plus ingénieuses sont impuissantes à rendre plus claires, si même elles ne les obscurcissent pas. La notion de la mesure du temps est également du domaine commun; les instruments employés à cet effet, c'est-à-dire les chronomètres, montres et pendules, sont décrits et étudiés dans un autre Cours.
Dans le langage ordinaire, on appelle moment un temps assez court. Nous nous abstiendrons de ce mot ainsi employé, car nous eu ferons usage par la suite pour désigner une quantité tout autrement définie, qui joue en Mécanique un rôle important. Nous détournerons aussi le mot instant de son acception usuelle, en l'employant pour désigner le commencement ou la (in d'une durée quelconque; ainsi compris, l'instant joue, par rapport au temps, le môme rôle que le point relativement aux longueurs, et de môme que le dernier n'a aucune longueur, l'instant est absolument sans durée.
Cela posé, nommons
s la distance OM, positive ou négative, comptée suivant la trajectoire AB, entre l'origine 0 et le point mobile M, à une époque quelconque;
t le temps qui s'est écoulé à cette époque, depuis celle qu'on a prise pour origine.
Si l'on connaît la relation entre s et t, on pourra, puisque la courbe AB est supposée donnée, trouver la position de M à telle époque qu'on voudra. Le mouvement de M sera ainsi connu; il suffît donc, pour le définir, d'une équation telle que
qu'on appelle équation du mouvement, et dans laquelle s Qi t sont évalués numériquement au moyen d'unités conventionnelles quelconques. Nous supposerons d'une manière générale, et sauf avertissement contraire, qu'on emploie : 1° le
mèlre pour les longueurs; 2» la seconde (soit gyj^^ de jour solaire moyen) pour les temps.
3. Mouvement uniforme. — Après l'hypothèse /( 0 = const., qui répondrait à rimmobilité du point, la plus simple qu'on puisse faire sur la nature de la fonction/ consiste à prendre une fonction linéaire et à poser
(i) s r^at-^- b^
a cib désignant des constantes quelconques. La propriété la plus essentielle du mouvement représenté par cette équation, c'est que, si Ton attribue à t des valeurs croissantes en progression arithmétique, les valeurs correspondantes de s ont également des différences constantes; la longueur cr parcourue par le point mobile, dans un intervalle de temps 6, est toujours aô, quelle que soit l'époque où l'on fera commencer ce temps 6. D'ailleurs le point se meut toujours dans le môme sens, celui des s positifs ou celui des s négatifs, suivant que le coefficient a est lui-même positif ou négatif. Ce coefficient a reçu le nom de vitesse; plus il est grand en valeur absolue, plus le point parcourt de chemin dans un temps donné, ce qui répond bien à l'idée exprimée par le mot vitesse dans le langage usuel. La relation a 3= «6 montre que la vitesse est le rapport constant qui existe entre un espace parcouru et le temps employé à le parcourir, ou encore que c'est l'espace parcouru dans l'unité de temps; ces espaces parcourus doivent toujours, bien entendu, recevoir un signe convenable, suivant le sens dans lequel ils sont engendrés, tandis que, au contraire, le temps 6 du parcours est censé toujours positif.
Il n'y a pas lieu, d'après ce qu'on vient de dire, d'indiquer une nouvelle unité pour la vitesse; le choix des unités de longueur et de temps Vwe suffisamment, dans chaque mouvement particulier, les valeurs numériques de a et de 6, d'où ré-
suite aussi celle du rapport -> ou de la vitesse.
La constante b n'est autre chose que la valeur particulière de s définissant la position du point mobile pour / =: o, c'est-
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à-dire quand on commence à compter le temps; elle ne donne lieu à aucune remarque parliculièrc.
L'invariabilité du rapport - a fait donner au mouvement
que nous venons d'étudier le nom de mouvement uniforme. Ce fait ne peut se produire, 6 restant indéterminé, que dans le cas où f{t) est une fonction linéaire. On peut, en effet, supposer un intervalle de temps infiniment petit dt pendant le-
ds quel le point parcourrait une longueur ds\ Téqualion — rri a,
dans riiypothèse de a constant, redonnerait alors Téqualion (i) par une intégration.
4, Mouvement varié; vitesse, — Tout mouvement non uniforme d'un point est dit mouvement varié. Dans ce mouvement, on ne définit plus la vitesse en disant que c'est l'espace parcouru dans l'unité de temps. Soient 0 {fig. 2) l'origine des s, OM rz:i5 la dislance du point mobile à celte origine quand le temps a la valeur t; supposons Pj„ ^
qu'à l'époque définie par une va- t
leur t -\- dty infiniment peu diffé- ^ '^-
rente, la dislance s ait varié de - îr
rfs=rM\r. Si la distance MM' était y\^
parcourue dans le même temps dt ^' par un point animé d'un mouvement uniforme, la vitesse r de ce point serait donnée par
l'équation
ds (» -- _ •
~~ dV
par définition, la vitesse ainsi obtenue est ce que l'on considère comme la vitesse du point mobile, quand il est dans la position M, à l'époque définie par la valeur t. Si donc on a Téquation du mouvement
il en résulte
On attribue conventionnellement à la vitesse v la direction
Fig. 3.
SI
et le sens de rélémeiit MM'; la direction est celle de la taii gente en M à la trajectoire; le sens est celui des s positifs ou des s négatifs à partir de M, suivant qu'en ce point s est croissant ou décroissant, ce que fait reconnaître immédiatement le signe de la dérivée /'(^).
5. Représentation graphique du mouvement d'un point: son emploi pour la détermination de la vitesse, — Soit s =y( / ) réquation du mouvement d'un point. Après avoir tracé deux axes rectangulaires OT, OS {fig. 3) et avoir adopté deux échelles arbitraires pour représenter les valeurs de ^ et de /
par des longueurs tracées sur le papier, construisons une courbe dont chaque point M aurait / pour abscisse et s pour ordonnée. Le lieu des points M ainsi obtenus se nomme la courbe des espaces; si cette courbe était donnée, il est clair qu'elle définirait le mouvement tout aussi bien que l'équation 5— /(/), car, étant choisi un temps quelconque représenté par OP, on connaîtrait la valeur correspondante de s par la mesure de l'ordonnée PM.
La construction de cette courbe peut rendre quelquefois plus apparentes certaines propriétés du mouvement, qu*on reconnaîtrait avec moins de facilité dans l'équation 5~/(i); elle est surtout utile quand on n'a pas cette équation, mais qu'on a pu observer un certain nombre de valeurs de 5, avec les valeurs correspondantes de t, La courbe est alors construite par points. Ce procédé a même l'avantage que, si certains points s'écartent trop d'un tracé régulier, il est naturel d'attribuer cette irrégularité à des erreurs d'observation; on peut alors contrôler les observations qui répondent à ces points ou les recommencer, et souvent découvrir des erreurs qui auraient pu échapper, si l'on s'était contenté de faire le tableau des valeurs numériques prises simultanément par s et t.
La courbe des espaces permet d'obtenir facilement la vî-
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> rr-.
lesse. Soient, en eiïet. A- et A' les rapports constants , ,
MP OP
soient de plus M et M' les deux points infiniment voisins qui répondent aux temps ^, t-\-dt; MP, M'P' les ordonnées de ces points ; MN la droite égale et parallèle à 1*P' menée par le point M; a Tangle que fait la tangente en M à la courbe des espaces avec Taxe OT. On aura
ds — k . NM', dt - k'. PP — k'. MN ;
donc
ds Â-.N^r k
V— -j- ~ — =_'. ■— -j langa.
La vitesse est donc dans un rapport constant -r, avec la tangente trigonométrique de l'angle a que la tangente à la courbe en M fait avec Taxe OT. En prenant A = A', on aurait simplement
r --= langa.
On peut aussi construire r géométriquement. Pour cela, remarquons que, si le mouvement devenait uniforme à partir du temps t^ en conservant la vitesse r qui existe à cette époque, la courbe des espaces deviendrait une ligne droite, puisque Tordonnée serait fonction linéaire de l'abscisse. Celte droite devrait passer par les points M et M'; car, en rendant la vitesse constante dans la suite du temps, nous n'avons rien changé aux positions du point mobile pour les époques ^ et ^ H- o?^; donc elle n'est autre chose que le prolongement MR de MM', c'est-à-dire la tangente à la courbe en M. Rappelons-nous maintenant que dans un mouvement uniforme la vitesse s'obtient en prenant l'espace parcouru dans l'unité de temps; il en résulte immédiatement que, si l'on porte parallèlement à OT, en partant de M, une longueur MQ égale à celle qu'on a choisie pour représenter l'unité de temps, et si l'on mène ensuite par le point Q la droite QR parallèle à OS, jusqu'à sa rencontre avec la tangente en M, la longueur QK ainsi construite représente la vitesse en ce point; c'est en effet l'espace parcouru pendant l'unité de temps, dans le mouvement uniforme qui ferait parcourir l'arc ds = NM' pendant le temps dt.
Pourrevenir de la longueur représenlalive QU à la grandeur réelle, il faudrait, comme pour une quelconque des ordonnées parallèles à OS, prendre le produit /i.QU.
La ligne QR étant portée en ordonnée à partir du point P, on obtient ainsi un point r, dont le lieu géométrique, pour toutes les positions de M, se nomme la courbe des vitesses. L'ordonnée de celte dernière courbe passe par zéro, quand celle de la courbe des espaces franchit un maximum ou un minimum, comme en U par exemple.
6. Mouvement uniformément varié, — On nomme ainsi un mouvement dans lequel la vitesse v varie d'une quantité con stante ti.v pendant un même intervalle de temps A^, quelle que soit l'époque où l'on prendra le commencement de cet inter-
valle. Le quotient —- a reçu le nom Ci accélération, et, comme
Af est arbitraire, si on le prend égal à i, on pourra dire que l'accélération est l'accroissement de la vitesse pendant l'unité de temps. L'évaluation numérique des vitesses n'exigeant que le choix des unités de longueur et de temps, il en est évidemment de môme pour l'accélération. L'accélération est positive quand la vitesse croît, négative dans le cas contraire ; dans le premier cas le mouvement est dit accéléré, dans le second retardé.
L'expérience a fait reconnaîlre que le mouvement vertical des corps pesants est uniformément varié; en nommant^ l'accélération positive qui se produit si le corps descend, et Vq la vitesse initiale pour ^i=o, on a
Dans le cas de ia descente v -^ s\ -^ gt
Dans le cas de la montée v --\\ — gt
D'une manière générale et pour un mouvement quelconque uniformément varié, désignons pary l'accélération positive ou négative, on aura, pour expression de la vitesse à un instant quelconque,
(0 v—Vo-i-/t,
ds et, puisque ç=z -^-y
(2) 5=:5o4- Vot 4- -/7',
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en nommant ^o la valeur de s pour ^ = 0. Réciproquement, loule équation de cette forme représente un mouvement uniformément varié, car on en déduirait par la dérivation une valeur de la vitesse exprimée par une fonction linéaire du temps, dont les accroissements sont en rapport constant avec ceux de sa variable.
Les expressions de s et de v montrent que la courbe des espaces (n°5) est une parabole ayant son axe parallèle à OS, cl que celle des vitesses est une ligne droite. L'accroissement de l'ordonnée de cette droite correspondant à Taccroissement i de Tabscisse donnerait la valeur de l'accélération. Cet accroissement devrait toujours, bien entendu, se traduire en nombres, d'après le dessin, comme toutes les lignes parallèles à US.
Étudions maintenant, sur les équations (i) et (2), quelques propriétés du mouvement uniformément varié.
Si ('0 et y sont de même signe, l'espace parcouru s — Sq, à partir de la position initiale, croît ou décroît constamment avec le temps t, suivant que t^oCty ontle signe -h ou le signe — . Le mobile s'éloigne donc indéfiniment de sa première position, en avançant suivant le sens des s positifs dans le premier cas, et en rétrogradant suivant le sens des s négatifs dans le second. En outre, la vitesse conserve toujours le même sens et grandit indéfiniment en valeur absolue.
Supposons maintenant To et y de signes contraires, par
ds exemple Pq positif ety négatif. La dérivée -^ ou (' commence
par être positive pour ^ = o, puis elle décroît et devient nulle
au bout d'un temps c'^=i ?; après quoi elle reste toujours
négative. Donc s — s^ est d'abord une fonction croissante,
passe par un maximum i^ot'-j- -Jt'- ou ^ pour ^=: ^', puis
devient indéfiniment décroissante, de sorte que, dans cette dernière phase, le mobile marche constamment dans le sens des 5 négatifs, en s'éloignant du maximum de s — s^ et prenant des vitesses qui grandissent indéfiniment en valeur absolue. L'hypothèse t^o<o>y>o conduirait à des résultats analogues; on la ramène d'ailleurs à la précédente par un simple change-
ment du sens des s positifs, qui a pour effet de changer les signes de (^ et dey.
Soit un intervalle de temps 6; il commence à une époque arbitraire, que nous sommes toujours en droit de choisir pour origine du temps t. Soient, en outre, <j Tespace parcouru pendant cet intervalle de temps; Tq» <'i et i', les vitesses au commencement, au milieu et à la fin. D'après les formules (i) et (2), on aura
r, .-: ('0-4- -yO, r, — Co -f-yO, j - c^O 4- -y 0-.
Le quotient - est ce qu'on nomme, par définilion, vitesse
moyenne du point mobile pendant la durée 0; c'est la vitesse lîu mouvement uniforme qui permettrait de franchir le môme espace dans le même temps. On lire de la dernière équation
OU bien, eu égard aux deux précédentes,
Donc la vitesse moyenne, pendant un certain intervalle de temps, est égale à la vitesse que le point possède réellement au milieu de cet intervalle, ou encore à la moyenne arithmétique des vitesses aux deux instants qui le commencent et le finissent.
L'élimination du temps entre les équations (i) et (2) conduit facilement à
(3) r'— r;~2y(.ç — ,Ço);
donc l'accroissement du carré de la vitesse entre deux posi tiens est égal au double produitde l'accélération par l'arc parcouru.
Remarquons, enfin, que les équations (i) et (2) peuvent prendre une forme plus simple en changeant les origines du temps et de l'espace parcouru. Elles peuvent s'écrire
Vz=r.j[t-\-^
-? , 5 4- -A — ^0 — -yM-^ - J V ■i-'V jl
CINÉMATIQUE PURE. II
ce qui revient à
(4) v=jt\ s'^^jr-,
en posant
c'est-à-dire en faisant rétrograder les origines du temps et de
l'espace parcouru, respectivement de -? et de — . — Sq. Dans
le cas où la nouvelle origine du temps serait comprise dans l'intervalle total pendant lequel le point mobile possède un mouvement uniformément varié, on peut dire que, pour ramener les équations (i) et (2) à la forme (4), il faut commencer à compter le temps et la longueur parcourue à partir de l'instant et de la position pour lesquels la vitesse esl nulle. Les hypothèses v^ et s^ nuls pour ^ := o font en effet disparaître le terme constant de Téqualion (1) et réduisent l'équation (2) à un terme du second degré en ^De cette manière les vitesses deviennent simplement proportionnelles au temps «^t les longueurs décrites au carré des temps employés à les diicrire.
7. Accélération dans un mouvement quelconque. — Soient M et W{fig. 4) deux positions infiniment voisines d'un point mobile sur sa trajectoire; / et ^ -h ^^ les valeurs correspondantes du temps; i^ et ^'«- '»•
V -^ dv celles de la vitesse; s Qi s -^ds les X
dislances OM et OM' du point à une origine /^
fixe 0 prise sur la courbe. On appelle accé- /m
lération du mobile, dans la position M ou à ^^
répoque ^, celle du mouvement uniforme- /^ ment varié dans lequel la vitesse varierait toujours de la môme quantité dv pour un môme accroissement û^^ du temps. Celle accélération est donc exprimée (n» 6)
par le quotient ^; elle est par conséquent égale à la dérivée
ds de la vitesse par rapport au temps, ou bien, puisque <'=-;;>
ac
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vitesse (^o; on demande la hauteur h à laquelle il s'élèvera malgré Taction de la pesanteur, et le temps T de Tascension. Commençons à compter le temps à partir de Tinstant où la vitesse est Tq et les longueurs décrites à partir de la position correspondante. Nous avons vu (n" 6) qu'on a
donc
ds
et, puisque s est nul pour ^ =z o,
I , s -. Vqù gr.
La vitesse s'annule et s devient maximum après le temps donné par l'équation ro— ^^ = o; donc
rp M) f ♦_o __ * 0 *^n
La hauteur — ^ se nomme hauteur due à la vitesse Vq, non
ig
seulement dans la question actuelle, mais toutes les fois que cette expression se rencontre, le dénominateur g représentant toujours, bien entendu, Taccéiération dans le mouvement vertical des corps pesants.
2* Mesure de la profondeur d'un puits par la chute d*un corps pesant. — On suppose un corps pesant abandonné sans vitesse initiale à l'orifice d'un puits; on mesure le temps T qui s'écoule entre l'instant du départ et celui où Ton entend' le bruit produit par l'arrivée du corps au fond du puits : on demande de déterminer la profondeur de celui-ci.
Soient V la vitesse du son dans Tair et h la profondeur demandée. Le temps T se compose de deux parties, savoir : le temps ï' de la chute, et le temps T" (jue le son a mis pour arriver du fond du puits à son orifice. On a (n* 6), puisque la vitesse initiale du corps est nulle,
h='-gV^, d'où T':=y/'^; on a ensuite, la vitesse de propagation du son étant supposée
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constante,
AnzVr, d'où T=^
Donc
ce qui permet de déterminer h par une équalion du second degré. Le radical étant susceptible d'un double signe, Télévation au carré qui le fait disparaître introduit en même temps une racine étrangère. Pour distinguer celle qui donne la solution du problème, mettons Téquation précédente sous la
forme
h-zzVl ï
nous voyons alors que la racine cherchée est plus petite que VT, tandis que la racine étrangère serait plus grande.
9. Problèmes divers sur la détermination des quatre quarttitésSy Vyjy t les unes au moyen des autres, — On suppose que, indépendamment des relations connues,
_ ds . _ dv ^"^'di' ''~di'
on en donne une autre distincte entre deux des quatre quantités dont il s'agit; alors trois d'entre elles peuvent être considérées comme fonctions de la quatrième et,. si celle-ci est donnée, on peut en déduire les autres. En d'autres termes, on peut obtenir entre 5, Vyj\ t trois relations sous forme finie; le problème se réduit toujours, comme on va le voir, à des différentiations ou à de simples quadratures, quand la relation donnée est censée pouvoir être résolue par rapport à Tune de ses deux variables, qu'on choisit, dans chaque cas, de la manière la plus avantageuse.
Les combinaisons des quatre quantités deux à deux sont au nombre de six et donnent lieu à autant de problèmes différents.
i<» On donne sr=z/{t). lien résulte immédiatement
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2« On donne r=/(^). Alors on a d'où l'on lire, en intégrant et nommant s^ la valeur de s pour
t =zOf
On a enfin
3* Soit donnée l'équation j =/{t). On en tire, par deux intégrations consécutives, en nommant i'o et ^o les valeurs de v et de s pour ^ = o,
i'— To-*-/ f{t)dty 5 — .9o-l- ('o^-H / dt l /{t)dt.
4^* On donne r = «&(.?). Celte relation peut s'écrire
ds ^ ^ . ds
-- = 0(5) OU dl —
dt '^ ' ' <p(.9)'
par suite.
D'autre part, la différentiation de la relation vz=^:^{s) conduit à
dv . ds
5« Si l'on suppose donnée l'équationy 1= o(s), on la mettra
sous la forme (n^T)
vdi*
HT
d'où Ton tire, par une intégration,
1 (r-— rj)— I o{s)ds.
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De celle dernière, on déduil c = F(5), Félanl une fonction connue; par suite, on posera, comme dans le cas précédent,
6»» Supposons enfin qu'on donne y = ?>(('), on écrira
dv
lit
d'où résulte
La vilesse esl ainsi connue pour chaque valeur de t, et l'on aura les espaces en calculant l'expression
i la relation trouvée entre f et (^ ne pouvait pas être résolue
, dv
par rapport a r, on pourrait remplacer dt par et poser
r"" i>dr
10. Jiemarfjuc sur la manière dont varient les valeurs numériques des vitesses et des accélérations, quand on modifie les unités de longueur et de temps, — Supposons que Tunité (\c longueur soit multipliée par un coefficient quelconque m et l'unité de temps par un autre coefficient k ; une longueur d'abord exprimée parle nombres prendra une valeur numérique
s' ^=1 —, et de même le nombre t, qui représentait le temps, deviendra t' -- 7/ Il résulte de là qu'on a
et, par suite,
, , ds , , dt ds' -^ —, dt'^ -y > m k
dfi' k ds
dp '" m dt'
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la vilesse qu'un point mobile possède à une époque arbitraire
ds^ cls a donc deux valeurs numériques -^-j -^> et celle qui se rapporte aux nouvelles unilés est égale à Tancienne multipliée
par le quotient — • De l'équation précédente nous déduirons
encore
, ds' k , ds
dt' ni dt
d' et, en divisant membre à membre parcf^'iii: -— ,
clt'^ ~ m dt^ '
A* Le changement d'unités a donc pour effet démultiplier par ~
la valeur numérique des accélérations.
Exemple, — La vitesse et l'accélération d'un train de chemin de fer s'expriment par des nombres v ety quand on prend le mètre et la seconde pour unités de longueur et de temps; quelles seront leurs valeurs numériques v' Qif si la lieue de 4*""" et l'heure sont prises pour unités?
Ici l'on a
ni = 4ooo, k = 36oo ;
on en conclut immédiatement
11 . Digression sur les résultantes géométriques, — En vue de certains énoncés à donner ultérieurement, nous allons exposer, à titre de digression, quelques propriétés qui peuvent être regardées comme appartenant à la Géométrie pure.
Soient données dans l'espace un certain nombre de droites D, 1)', D^', D"^, ..., Da- définies en grandeur, direction et sens; on mène, par une origine arbitraire 0 {fig* 5), une droite ÔA égale et parallèle à Detde môme sens; à partir de A, on mène
pareillement une droite AB ayant la direction, la longueur et le sens de D'; puis BC ayant les mêmes éléments communs avec D", et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on arrive à la dernière
Baisse. — Cours de Méc, 2
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droite Dx, qui sera reproduite en direction, longueur et sens par PR. Les sens sont marqués par des flèches sur la flgure.
On nomme résultante des droites D, D',D^, . . ., D^-la droite OR qui joint l'origine à rextrémîté du polygone ainsi construit, cette droite étant prise dans le sens de 0 vers R. Les droiles D, D^ . . . s.ont appelées composantes.
La résultante est égale et contraire à la droite qui fermerait le polygone 0ABC...PR; cette droite fermant le polygone est
RO, allant de R vers 0, pendant que la résultante va de O vers R.
On peut intervertir l'ordre de deux droites consécutives
sans changer le point final R et la résultante OR. Si, par exemple, on met D" avant D', ce changement aura pour seule conséquence de comprendre dans le polygone les deux côtés
AB' et B'G au lieu des côtés BG et AB, respectivement égaux et parallèles. Il résulte immédiatement de là qu'on peut faire arriver successivement une quelconque des droites D, D', . . . à tel rang qu'on veut, et produire par conséquent toutes les
permutations possibles sans changer la résultante OR.
La projection orthogonale ou oblique (*) de la résultante Sur un plan quelconque est la résultante des droites composantes, projetées de la môme manière sur ce plan. C'est ce qu'on voit tout de suite en projetant le polygone de composition sur le plan.
La projection, orthogonale ou faite parallèlement à un plan directeur, delà résultante sur un axe quelconque, est égale à la somme algébrique des projections des composantes. Cette propriété ne peut appartenir qu'à la résultante, car deux
(') Les projections orthogonales sur un plan ou sur un axe sont d'un emploi beaucoup plus fréquent que les. autres. Pour simplifier le langage, nous supprimerons ordinairement l'adjectif quand il s'agira d'une projection à angle droit; mais nous avertirons le lecteur par une mention spéciale quand la projection pourra se faire obliquement.
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droites ne peuvent avoir constamment leurs projections égales sans être identiques en grandeur, direction et sens.
II suffit même, pour qu'on soit en droit d'affirmer cette identité, que l'égalité des projections ait lieu sur trois axes non parallèles à un môme plan, pourvu que les plans directeurs des projections ne soient pas parallèles entre eux, ni à une même droite. Soient, en efTçt, OX, OY, OZ (Jig.O) des droites <^;gales et parallèles aux trois projections d'une première droite, que je suppose issue du point 0.
J'aurai sa seconde extrémité en menant par les points X, Y, Z trois plans qui devront la contenir, savoir : par le point X un plan parallèle au plan directeur des projections sur Taxe OX, et de même pour X et Z. Ces trois plansse couperont nécessairement en
un point unique, d'après' la condition admise relativement à leurs directions. Si maintenant je transporte la seconde droite parallèlement à elle-même en 0, elle aura aussi les projections OX, OY, OZ, et la construction de la seconde extrémité redonnera le même point que pour la première.
Lorsque les droites à composer sont au nombre de trois et ne sont pas parallèles à un même plan, on peut d'abord effectuer la composition en construisant
Kl 2. "7
le polygone ABCG {fig* 7) au moyen des droites portées bout à bout, \
comme l'indique la définition générale des résultantes. On obtient ainsi la résultante AG. On arrive également au but par un autre moyen.
On porte les trois composantes à partir du même point A, ce qui donne AB, AD, AE; puis on amène trois plans par ces droites prises deux à /^ ^
deux et trois plans parallèles par les ^ extrémités B, D, E, ce qui donne lieu au parallélépipède ABCDEFGH, dont la diagonale AG est la résultante cherchée. On énonce le fait ainsi établi en disant : La diagonale d'un pa-
rallélépipède, construit sur trois droites, est la résultante de
ces droites.
On peut remarquer que AB, Al), AE sont respeclivemenl les projections de ÂG sur trois axes coordonnés Ax, A v, \^, la projection sur chaque axe étant faite parallèlement au plan (les deux autres. Donc, moyennant cette condition, une droite est la résultante de ses trois projections sur trois axes coordonnés.
Supposons les axes rectangulaires, et nommons :
X, Y, Z la longueur des composantes, prises avec le signe -h ou le signe —, suivant qu elles ont le sens des coordonnées positives ou le sens contraire ;
R la longueur de la résultante prise en valeur absolue;
a, p, Y les angles d'une ligne ayant le sens et la direction de la résultante, avec les parties positives des axes coordonnés.
On a entre ces quantités les relations, bien faciles à élablir,
Xi::=RCOSa, Y~UC0S3, ZrrLllcOSY,
Le radical doit se prendre en valeur absolue; X, Y et Z ont respectivement les signes de cosa, cosp, cosf. Si les droites à composer ne sont qu'au nombre de deux, la
résultante R et les deux composantes X, Y forment un triangle, ou bien en- ^' core la résultante est la diagonale du parallélogramme construit sur les deux composantes OA==X, OC = Y (yZ^r. 8), portées avec leurs directions et leurs i) \ \ sens à partir d'un même point de dé-
part 0. Quel que soit l'angle COA = 0 des deux composantes, on a toujours, en vertu de théorèmes connus de Trigonomélric,
sin(R,Y) "" sin(U, \) "" sin(X, V)'
R2 — X* + Y' -1- 2 XY cos e.
Daps le cas d'axes rectangulaires, il faut faire 0 ~ 90% d'où
Kig. 8.
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résullc
X^Rcos(R,X), Y-^Rcos(R,Y),
Rirrv/V-h Y^
De même qu'avec trois axes, R se prend en valeur absolue, X et Y ayant un signe pareil à celui des cosinus qui entrent dans leurs valeurs.
La résultante d'un certain nombre de lignes porte aussi le nom de somme géométrique. Ce nom se justifie par plusieurs analogies qui existent entre l'addition algébrique et Topération consistant à porter des lignes bout à bout, en conservant leur direction et leur sens. D'abord il n'ya aucune différence entre les deux opérations, si toutes les lignes ont une direction commune. Secondement, on peut composer les lignes par groupes qui en comprennent un certain nombre et chercher la résultante des résultantes partielles; cela ne change évidemment rien à la projection totale des lignes sur un axe quelconque, et par conséquent ne modifie pas la résultante, de même qu'on ne change pas une somme algébrique en groupant les termes de diverses manières. L'opération inverse, consistant à décomposer certaines composantes en plusieurs autres lignes, donnerait lieu à une observation toute semblable. Troisièmement, si l'on ajoute à une somme géométrique un ou plusieurs de ses termes pris en sens contraire, ces termes ajoutés se détruisent avec ceux qui existaient déjà, et les uns et les autres disparaissent de la somme ; c'est ce qui a lieu aussi dans la somme algébrique. En quatrième lieu, on ne trouble pas l'égalité de deux sommes géométriques en ajoutant géométriquement une même droite à chacune d'elles. Enfin supposons que deux groupes
1), D', D", ... et d, d', d\ . . .
aient des résultantes égales, et traduisons ce fait par l'égalité
dans laquelle le trait placé sur chaque lettre est destiné à rappeler qu'il s'agit d'une composition ou d'une sommation géométrique. Si l'on ajoute géométriquement aux deux membres
la droite — - D, égale à D et de sens contraire, Tégalilé devieiil, en vertu des deux remarques précédentes,
ÎF-hD'' -h . . . --z: 5 -+- cT-h c^" -h . . .- î);
on voit donc qu'on peut faire passer un terme d'un membre dans un autre n changeant son signe.
Revenons maintenant au mouvement d'un point, mais sans supposer sa trajectoire connue a priori.
12. Relation entre la vitesse d'un point mobile et les dérivées de ses coordonnées par rapport au temps, — Que la trajectoire d'un point soit donnée ou non, la vitesse reste définie de la même manière ; lorsque le point passe de la position M à la position M' infiniment voisine {Jig. 9), en décrivant un élé-
/ / fi^yr' ■ /
jL^L
ment ds =z MM' pendant un temps dt, on dit par définition que
ds la vitesse v a pour grandeur -3 > pour direction celle de la tangente en M à la trajectoire, et pour sens celui de M vers M'. Prenons trois axes coordonnés quelconques 0 j?, 0/, 0:;, auquel nous rapporterons les positions du mobile, il faudra, pour que le mouvement soit déterminé, que les coordonnées ^,7, z de M soient déterminées en fonction du temps. Cela posé, remarquons que la droite MM' est la résultante de ses trois projections dx, dy, dz sur les axes, la projection sur
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chacun d'eux étant faite parallèlement au plan des deux autres ; il en est de même, à la limite, pour Tare ds^ qui se confond avec MM' en longueur, direction et sens. L'élément ds est donc la diagonale du parallélépipède construit sur les composantes dr, dy, dz. Maintenant, si Ton construit un autre parallélépipède semblable au précédent, en adoptant M pour centre d'homologie et amplifîant toutes les dimensions linéaires dans le
rapport -^> le sommet opposé à M se placera en V sur MM'
ds prolongé à la distance -j^ et les composantes de cette droite,
égale à la vitesse en grandeur, direction et sens, seront
dx
.^dy
dz
On peut avoir ces trois dérivées lorsque Xy j, z sont définies en fonction du temps; la vitesse s'obtient donc alors par la composition de trois droites connues.
Si les axes étaient rectangulaires, on aurait pour grandeur de la vitesse v (n®ll)
dt)
Fig.
et pour ses cosinus directeurs
ï dx ï dy i dz v^ de V dt V dt
On pourrait adopter un autre genre de coordonnées, par exemple les coordonnées sphériques.
On a un axe fixe 0^, issu du point 0 (fi^, lo); la posilion du point mobile M sera définie si Ton donne à chaque instant la longueur OM rz: r, l'angle cp du plan :;0M avec un plan fixe sOA, et enfin l'angle 6 que fait OM avec sa projection OP sur le plan ^
OAP perpendiculaire à O-s. Pour / passer du point M au point infiniment voisin M', on peut donner successivement aux trois
variables /•, 6, ç leurs accroissements dr.d^^ci^; Tare élémenlaire ds =z MM' est alors la résullanle de trois longueurs rectangulaires entre elles, savoir :
1® dr suivant le prolongement de OM;
2<» rd^ suivant la perpendiculaire à cette droite, dans le plan MOZ et dans le sens des accroissements de 6;
3^ rcosô^cp suivant une perpendiculaire aux deux premières, dans le sens des accroissements de <p.
Par suite, la vitesse a pour valeur, en vertu de raisonnements tout à fait analogues aux précédents,
et ses composantes, suivant les trois directions qu'on vient de
définir, seront
df* d^ ^ do
'j-> ^zn^ /cosO-T-:
dl dt de '
on pourrait en déduire la direction et le sens de r.
Supposons encore que les positions d'un point M mobile dans un plan soient définies par les coordonnées polaires,
Pig, ,,^ savoir le rayon vecteur OM = r
I {fg* II) et l'angle 6 qu'il fait avec
^^- l'axe polaire OP. L'arc élémen-
^^^^^Jk ^ taire MM' = ds de trajectoire sera
\ v^ / considéré comme la résultante
\<<--A? des deux lonffueurs MK r= rd^ et
KM'=:ûfr, la première perpendiculaire au rayon vecteur OM, la seconde comptée suivaiit ce rayon, dans les sens respectifs des accroissements de 0 et de /•. Par suite, la vitesse v a deux composantes
r/0 dr dt dt
dans ces mêmes directions et sens, et sa valeur est
/ o/^A)\- (dr
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La première composante '';7- a reçu le nom de vitesse de cir-
culation^ et la seconde -y^ celui de vitesse de glissement. Le
or tangRMM'— — ^> d*oîi
dr
dt
d^ rapport -T-> accroissement de l'angle ô rapporté à Tunité de
aîreOMM' temps, se nomme vitesse angulaire. Enfin le rapport .' ?
accroissement, rapporté à Tunité de temps, de Taire engendrée par le rayon vecteur, se nomme vitesse aréolaire; son
expression analytique est -^^ -jr
La sous-normale ON estégaleà rtangOMNouà/tangKMM';
dr^
rd^
dr
iTZ- dr dt
dt
La sous-normale en coordonnées polaires est donc égale au rapport de la vitesse de glissement à la vitesse angulaire.
13. Projection du mouvement d'un point sur un axe ou sur un plan. — Si Ton imagine que le point M {fig. 9) soit à chaque inslant projeté sur un axe des jr, parallèlement au plan des yz, le point de projection se déplacera en même temps que le point de Tespacc, et la distance du premier à Torigine 0 sera toujours égale à la coordonnée x, La vitesse
du point de projection sur sa trajectoire aura donc pour
dx valeur --z- (n* h). Or on a vu (n° 12) que la vitesse v est la
diagonale MV du parallélépipède construit sur trois droites
__-_ doc ^—— //v ■ //-
MA ^= -T-j MB = -^j y MC =: —9 respectivement parallèles
aux trois axes coordonnés; donc MA, vitesse du point de projection, est la projection faite sur Taxe des :r, parallèlement au même plan directeur r^, de la vitesse v de l'espace. 11 est évident d'ailleurs que l'axe des x et le plan des yz n'ont rien de particulier, mais sont tout ce qu'on veut, à la seule condition de ne pas être parallèles.
La projection m du point M sur le plan des xy, faile parallèlement à Taxe des 3, a constamment pour coordonnées ^, j'; la vitesse de m est donc la diagonale du parallélogramme
construit sur -t- et -^-y puisqu'ici ~ s'annule. D'autre pari,
celte diagonale, égale et parallèle à MD, n'est autre chose
que la projection de MV sur le plan des xy. Donc, si Ton projette le mouvement d'un point sur un plan, parallèlement à une droite quelconque, la vitesse du point de projection est la projection de la vitesse du point de l'espace.
14. Applications diverses. — Nous allons indiquer diverses applications des théorèmes énoncés aux n°* 12 et 13.
(a). Projection d'un mouvement circulaire uniforme sur un axe, — Soit un point M {fig, 11) qui décrit uniformément
le cercle OM ayant pour centre O et pour rayon OM=:r; cherchons l'équation du mouvement projeté orthogonalement sur 0^. On aura
Om TZ1X-— r cosMOMo = /cosô;
or l'angle 6 varie uniformément, d'après les données, et si l'on nomme a> son accroissement dans l'unité de temps, on pourra prendre 6 = a)^, en
convenant de placer l'origine du temps à l'époque où le point
M était en Mo sur Ox» Donc
X zz=. /"COSwr,
c'est l'équation demandée.
On trouve ensuite par la difîércntiation
dx
—j- --^ — 0) r sin w / -- — (0 . M wi ,
dx
ce qui montre que la vitesse -j- du point de projection m est
proportionnelle à l'ordonnée Mm du point M décrivant le cercle. Il est d'ailleurs facile de vérifier qu'elle est bien la
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projeclion orthogonale de la vitesse i^ de M sur 0^. L'arc
ds
yi(iM=^s a pour valeur rO ou rw^; donc t^= -j- = iùr. Cette vitesse, dirigée suivant la tangente au cercle, fait avec Taxe Ox un angle — i- 0 ou - h- w^; sa projection sur Ox est par
conséquent — cDrsinwf, égale à -^> conformément à un
théorème du n® 13.
Si Ton avait projeté sur une perpendiculaire 0/ à 0^, on aurait trouvé de môme
cfy
sur un troisième axe perpendiculaire au plan du cercle, on aurait des projections nulles. Donc (n^ 12)
ce qui a lieu effectivement, comme on vient de le voir.
Le mouvement représenté par Téqualion (i) est un mouvement périodique et oscillatoire; la distance x varie de -h r à — r. Le temps nécessaire pour passer d'une de ces limites à l'autre est celui que le rayon OM met à tourner de l'angle tt,
c'est-à-dire -•
(b). Quelques propriétés des vitesses d'une planète, dans son mouvement autour du Soleil. — Soient (/ig> i3)
S et M les centres du Soleil et de ^. ,
Fig. i3.
la planète; r le rayon vecteur SM joignant
le premier centre, supposé /A/ \
fixe, au second; ô l'angle décrit par SM à partir
d'une variable Sx; MM' — ds le déplacement infini- _inenl petit de M dans un temps dl; $P=p la perpendiculaire abaissée de S sur la tangente en M
à la trajectoire de ce point.
Kepler, célèbre astronome allemand (*), a conslalé par l'observation que les aires engendrées par le rayon vecteur croissent proportionnellement au temps. La vitesse aréolaire (n° 12) est donc constante; en la désignant par C, on aura
-~r'-r — C, d ou — — -^ .
'À dt dt t"
Donc la vitesse angulaire du rayon vecteur est en raison ini'erse du carré de sa longueur.
La vitesse de circulation s'exprime par r-^, soit dans le
cas actuel par -^; donc la vitesse de circulation est en raison
inverse du rayon.
L'aire du triangle SM>f s'exprime à la fois par - r-d^i et par
- pds; comme -r'd^ est égal à ddt, il en résulte qu'on a
pds -- iCdt, d'où -^ — -^ • ^ dt p
Ainsi la vitesse avec laquelle la planète parcourt un élément de sa trajectoire est en raison inverse de la distance entre le Soleil et la tam^^ente à cet élément.
(c). Méthode de Roberval pour mener des tangentes aux courbes. — Roberval, savant français, a proposé vers la fin du XVII'' siècle, pour résoudre le problème des tangentes, une méthode générale qui consiste essentiellement à considérer la courbe comme engendrée par le mouvement d'un point, dont on détermine la vitesse, au moins en direction. Comme cette direction et celle de la tangente sont identiques, chercher Tune ou l'autre c'est au fond la même chose, et il semble au premier abord que l'introduction de ce point mobile ne fait pas avancer beaucoup la solution du problème. Cependant il arrive souvent qu'on trouve un secours bien réel dans l'emploi du vocabulaire spécial et des théorèmes de la Cinématique; c'est ce qu'on va voir par qnclrnies exemples.
C) Né en 1071, mort en iCJo.
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1® Ellipse {ou hyperbole) cléjî nie par la propriété des rayons vecteurs menés des deux foyers à un point de la courbe, — Soient F et F' les deux foyers d'une ellipse {Ji^. i4); on sait que la courbe est le lieu des points M, tels que la somme des deux distances FM et F' M ait une valeur constante ia. Si
nous considérons d'abord F comme pôle, la vitesse du point M sur la courbe se composera (n° 12) d'une vitesse de glissement dirigée suivant le rayon vecteur, que nous représentons par MP, et d'une vitesse de circulation dans une direction perpendiculaire; donc, en menant PT perpendiculaire à MP, Textrémilé de la vitesse chercbée doit se trouver quelque part sur
cette perpendiculaire. Elle doit de même se trouver sur la perpendiculaire P'T menée au bout de la droite MP', qui représente la vitesse de glissement quand on choisit pour pôle le second foyer F', et par conséquent elle est au point de rencontre T de ces deux perpendiculaires. Mais on a, d'un autre côté, en nommant a et u' les deux vitesses de glissement.
dV^\ , dV'M
u r= — - — , u' — - — 7— dt dt
et, puisque la somme FM -h F'M est constante,
dVM r/l M
, - 4- — -, — ^=o OU bien u^=i—u. dt dt
Cela montre que, si MP est portée en prolongement de FM, MP' doit être portée, au contraire, dans le sens de M vers F', et de plus que les deux longueurs MP, MP' sont égales. Par suite les triangles rectangles MTP, MTP' le sont aussi, comme ayant l'hypoténuse commune et les côtés MP,MP' égaux: donc la direction MT de la vitesse, ou de la tangente, partage en deux parties égales l'angle formé par un des rayons vecteurs et le prolongement de l'autre.
Pour l'hyperbole, la relation entre les rayons vecteurs con-
Fig. i5.
siste en ce que leur différence est conslanle. On aurait alors, en suivant une marche analogue, u = u'; les deux longueurs représentatives MP, MP' devraient se porter en se rapprochant des deux foyers (ou en s*éloignant), et Ton arriverait à conclure que la tangente partage en deux parties égales Tangle des rayons vecteurs.
2« Courbe du second degré définie par la propriété d'un foyer et de la directrice correspondante, — On sait qu'une courbe du second degré est le lieu des points M {fig* i5) tels que le rapport des distances MP et MF de chacun de ces points
à une droite Vwq DD' et à un point fixe F conserve une valeur constante k. La droite DD' et le point F sont une directrice et le foyer correspondant. Considérons encore le point M comme mobile sur la courbe, et imaginons des coordonnées polaires avec F pour pôle. La vitesse de M se compose alors d'une vitesse de glissement (n<» 12), représentée par une longueur telle que MQ portée sur MF, et u'i d'une vitesse de circulation dont l'extrémité
est quelque part sur la perpendiculaire QR au rayon vecteur. On peut aussi considérer le mouvement du point M comme rapporté à deux axes rectangulaires, dont l'un serait DD'; la vitesse est alors la résultante d'une vitesse comptée suivant MP, que nous représentons par la longueur SÎS, et d'une autre vitesse dirigée suivant une perpendiculaire SR à la première. L'extrémité de la vitesse doit donc se trouver au point de rencontre R des perpendiculaires QR et SR. Maintenant, de la relation MP = AMF, on déduit
^MP , dMV ^r^ , r^T^
- k — — ou MS — k MQ ;
dt
dt
par suite, si l'on prolonge MR jusqu'à la rencontre V de DD', il est facile d'en conclure que la droite FV est perpendiculaire à MF. On a, en effet,
M_Q MF
Fig. iG.
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ce qui prouve le parallélisme de QR et de FV. Donc fînalemenl la tangente passe au point de rencontre de la directrice a\-ec la perpendiculaire menée au rayon vecteur par le foyer, 3® Conchoïde. — Une courbe MM' étant donnée {/ig, 16) ainsi qu'un pôle 0, on prolonge tous les rayons vecteurs OA, OB, OC, . . . d'une quantité constante /= ÂD^b1=:CF = ...; le lieu des points ï), E, F, . . . ainsi obtenus est une autre courbe NN', k laquelle on a donné le nom de conchoïde. On peut facilement mener la .tangente en un point E de cette courbe, quand on sait déterminer celle de la courbe MM' au point correspondant B. Imaginons, en effet, deux points parcourant simultanément les deux courbes, de manière à se trouver toujours sur le même rayon vecteur à une même époque. Quand le premier se trouve en B, par exemple, l'autre est en E. Appelons ensuite
r le rayon vecteur OB, 6 son angle avec une droite fixe; /•'le rayon vecteur OE, égal à / -h r.
L^ vitesse rdu point B étant censée représentée par la longueur BG suivant la tangente en B, on peut la décomposer
(n<»i2) en une vitesse de circulation r -t-> représentée par la
perpendiculaire Bll k OB, et une vitesse de glissement HG pa-
dr rallèle àOB et égale k -j-- Au point E, on aura, suivant les
deux mèmesi directions, les composantes El et IK, respecti-
dd dr'
vement égales -à r^ -r. et k -rr* Ces deux dernières sont dans
dt
dt
des rapports connus avec BH et IIG, car on a
d(i dr'
TA Bïï
dt
OE
IK
dt
IIG
dr dt
De là résulte la construction suivante : après avoir pris arbitrairement la longueur BG et tracé le triangle rectangle lUIG, on joindra OH et l'on prolongera cette ligne jusqu'à la perpendiculaire élevée en E à OE. La longueur El ainsi obtenue représente la vitesse de circulation de E, car
OË
elle est égale à BlI x — rT=- • Puis on mène IK égale et parallèle OB o I
à HG, ce qui donne la vitesse de glissement de E. Par suite, le point K est l'extrémité de la vitesse résultante, ce qui fait connaître la tangente EK.
On arrive encore plus simplement au but par l'emploi de la sous-normale. Cette droite est égale au rapport entre la vitesse de glissement et la vitesse angulaire (n'» 12); or ces deux quantités ont les mômes valeurs pour les deux points B etE; donc la sous-normale y est la même. Si donc on trace la normale BL à la courbe MM', et qu'on détermine la sous-normale correspondante OLpar la rencontre de BL avec une perpendiculaire à OB menée par le point 0, la droite LE joignant Texlré mité L de cette sous-normale avec E sera normale en ce point à la courbe NN'.
4° Spirale d'Arc/iimède, — L'équation polaire de la courbe étant
on en déduit
lit cil '
par suite, la sous-normale, dont la valeur est égale au rapport
de -r 'd -ry 'à une longueur constante a. Cetle propriété cft dt
donne le moyen de tracer facilement la normale et la tangente.
15. Accélération totale, — En étudiant le mouvement d'un point dans l'espace, nous n'avons jusqu'à présent considéré que ses coordonnées variables et sa vitesse; nous allons maintenant nous occuper de la manière dont la vitesse varie avec le temps, en grandeur et en direction.
Soient AB la trajectoire {fig. 17); M et M' les positions du point mobile aux époques infiniment rapprocbécs t Qi t-v- dt;
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velif-^dv les vitesses correspondantes. Menons par le pointE, arbitrairement choisi, deux droites EF et EG qui représentent respectivement les vitesses t' et t' -h dç, en grandeur, direction et sens. Ces deux droites font entre elles un angle infiniment petit doi, égal à l'angle de contingence de la courbe AB, pour le parcours M}l'=^ds. Le troisième côté FG du triangle
Fie. 17.
EFG se nomme vitesse acquise élémentaire. On peut, en effet, regarder EG =zç-i- dv comme la résultante ou somme géométrique (n® 11) de EF = r et de FG; à ce point de vue, FG est la différence géométrique entre les valeurs finale et initiale de la vitesse aux deux instants extrêmes de Tintervalle de temps dty ce qui explique le nom de vitesse acquise.
La vitesse acquise élémentaire, divisée par dt, donne ce qu'on nomme Vaccélération totale. D'après celle définition, l'accélération totale est l'accélération d'un mouvement rectiligne uniformément varié (n*6), dans lequel la vitesse éprouverait une variation égale à FG, pendant chaque élément de temps égala dt. On attribue à celte accélération totale la direction et le sens de FG.
On peut déterminer l'accélération totale au moyen de ses projections sur des droites déterminées. A cet effet, construisons d'abord un rectangle FIGH ayant pour diagonale FG et ses côtés dans les directions de EF et de la perpendiculaire à cette droite; puis construisons un rectangle homothétique
FPLK avec F pour centre d'homolhétie, en amplifiant les di-
mensions dans le rapport -^« Alors la diagonale FL = -r- re-
lUiBSSR. — Cours de Méc, I. 3
présente raccéléralion totale en grandeur, direction et sens; FP et FK sont ses composantes, suivant la direction delà vitesse en M et suivant une perpendiculaire à cette vitesse. Celle ^ seconde direction, parallèle à une nermaleenM, es; nécessairement celle qui va de ce point au centre de courbure O, car elle est, dans le plan EFG, parallèle au plan osculateqr, puisqu'il contient deux droites parallèles à deux tangentes consécutives; de plus, la Ggure montre que FH a le sens convenable. Il faut maintenant calculer les grandeurs de ces composantes FP'et FK. Or on a ' - '
•FI = (V -h c/r) cosûfa — r, FH :=z IG = ( r 4-.<?r) sin^/a
ou simplement, en négligcatit les infiniment -petits- d*ordre supérieur au premier.
FI =>/(', Fil — c^a;
d'où Ton déduit immédiatement
dt ' dt
Si Ton nomme p le rayon de courbure de AB- en M, on peut
ds ' . —
mettre — au lieu de tfadans rexpres^sion dé' FK, qui devient
ainsi
(* ds c'
dv
Donc finalement les deux composantes ortt pour valeur -=-
dt
et —; en les considérant comme issues du point M auquel
elles appartiennent, elles sont toutes deux, ainsi que leur résultante, contenues dans le plan osculateur de la trajectoire en ce point.
La première se nomme accélération tàngentlelle-; elle se confond avec ce que nous avons appelé accélération dans l'étude du mouvement d'un point sur une trajectoire donné.e. Dorénavant, pôpr éviter tout malentendu, nous conviendrons de réserver le mot d'accélération pour Taccélération totale, à moins qu'une épithète, comme celle de tangentielle par
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exemple, n'avertisse du coDtraire. La quanlilé -7- sera donc
ut
toujours nojoamée accélération tangentielle, même s'il s'agit d'un point en mouvement sur une courbe donnée. Dans le ôas le plus général, cetle composante jouit toujours des propriétés indiquées au n°7; nous ajouterons seulement que si le mouvement a Jieu en ligne droite, p devenant infini, la seconde composante s'annule et, par conséquent, l'accélération totale se réduit à l'accélération tangentielle.
■ v^ La composante normale — > toujours dirigée, comme nous
P l'avons dît, jers le centre de courbure de la trajectoire, s'appelle, pour, ce motif, accélération centripète. Dans le cas particulier'du mouvement uniforme, cette composante subsiste
seule, car l'invçiriabililé de la vitesse entraîne la* nullité de -j •
16. Propriétés projectiles de l'accélération totale, — Imaginons qu'o» projette la ^^. 17 (p. 33), sur un plan ou sur une droite quelconques, la projection étant faite parallèlement à une droite dans le premier cas, et parallèlement à un plan dirjBCteur dans le second. Désignons les projections obtenues pour les diverspointâ^ou lignes par les mêmes lettres que dans l'espace, mais en employant les petites lettres italiques au lieu des majuscule^ ordinaires. Les longueurs e/et eg représentent, en grandeur, direction et sens, les vitesses du mouvement projeté (n® 13), aux époques tel t-hdt; donc/Jf est la vitesse acquise élémentaire de ce mômemouvement, dans le temps û?^;
par suite //, égal à ^j- en vertu de la proportion
M^E^dt, fl FL
représente l'accélération totale du mouvement projeté. Donc enfin l'accélération totale du mouvement en projection coïncide, en grandeur, direction et sens avec la projection de l'accélération totale du mouvement dans l'espace.
On déduit de cette propriété un moyen de trouver l'accélération totale d*un point mobile M, quand on connaît, en fonc-
lion du temps, ses coordonnées x^y, z, relativement à un système d*axes concourants 0^, 0/, 0^.
Les longueurs a:, y\ z sont en effet les dislances entre rorigine et les trois projections de M sur les axes, la projection sur chaque axe étant faite parallèlement au plan des deux autres; ces points projections ont pour vitesses respectives
-T'y TT ' -r (n® 12), et, puisqu'ils se meuvent en ligne droite, at at at
ils ont les accélérations totales correspondantes (n<» 15)
dî \dt)' dî\di)' di \dt)
dû
ou bien, si Ton prend le temps t pour variable indépendante,
dt' dù^ dt'
Ce sont les projections de l'accélération totale J sur les trois axes coordonnés; comme, de plus, la projection sur chacun d'eux doit se faire parallèlement au plan des deux autres, et qu'alors une droite est la résultante de ses trois projections (n« 11), nous en concluons que J peut se trouver en prenant la diagonale du parallélépipède construit sur les trois composantes parallèles aux axes dont les expressions (i) donnent les valeurs.
Dans le cas particulier d'axes rectangulaires, on aurait, pour valeur de rnccéléralion totale,
/7dKvY /dWV id'Z
dt^ ) \ dt- ) \ di'
et, pour celles de ses trois cosinus directeurs,
T d-.r \ dry i d^ z j "TZê- ' J IF' J TÛ^'
Remarque, — Lorsqu'on projette sur un plan le rectangle construit avec les deux composantes tangenlielle et centripète (n» 15) de l'accélération totale J, on obtient généralement un parallélogramme.
La diagonale de ce parallélogramme, qui est la projection de
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celle du reclangle, donne bien Taccélération lolaley du mouvement en projection sur le plan; mais ses côtés, projections
de --T et — j ne peuvent pas être les composantes tangentielle
et centripète de y, lorsque leur angle est différent de 90% ce qui est le cas ordinaire.
17. Application, — Nous avons cherché (n° 14) les équations d'un mouvement circulaire uniforme, en projection sur deux axes rectangulaires 0^, Oy {fig- 12), et nous avons trouvé
cosw^, y=^ r%\tHiit
les notations élant celles du n^ li. On déduit de là
ai-
— — iti* /•
Oj* r COS (0 ^ m: — w'x,
z=z — (o' /• sin Cl) ^ =: - - co' K ;
dt par suite^ l'accélération totale est
d''JL'\' /d'y
et sa direction est celle de M vers 0. Ce résultat s'accorde avec la théorie du n* 15, car ici la vitesse v conserve une valeur constante wr et l'on a p = r, d'où résulte
dt p /•
L'accélération totale se réduit à sa composante centripète a>'/-, comme nous venons de le trouver par un autre moyen.
Projetons encore orlhogonalement le même mouvement circulaire sur un plan parallèle à Oj? et faisant un angle X avec celui du cercle. Les projections de 0 a: et de 0/ seront deux droites 0' x', O'y' encore perpendiculaires entre elles et passant par le point 0' projection de 0. Si nous les prenons pour axes de coordonnées, les coordonnées x\ y' de la projection M' du point M seront
x'm jc = r COS toi, j'zzz vcosX - /cosX sinw^
L*élimination du temps entre ces deux équations donne pour équation de la trajectoire parcourue par M'
fi
r^ cos- A
C'est, comme on le savait déjà, une ellipse ayant 0' pour centre, O'j?' et O'v'pour diamètres principaux, r et r cos X pour demiaxes correspondants.
On a d'ailleurs
cl}x'
cW
tu' /• cos O) ^,
~dF
zzz— u)*rcosX sinu)^
ou bien
dl*
d\v' de'
on en déduit l'accélération totale de M'
Cette accélération totale est donc égale au produit du facteur constant to' par le rayon vecteur M'O'; et les valeurs de ses composantes montrent qu'elle est dirigée de M' vers 0'. Ces résultats se démontreraient aussi en remarquant que l'accélération J' est la projection orthogonale de l'accélération
w*MO du mouvement circulaire.
Autre déjinition de l'accélération totale. — Soient M
et M' (Jig. i8) les positions du point mobile sur sa trajectoire
p. jg MM', pour les temps t et t-hdt. Si le
(^ ' point M s'était déplacé uniformément
sur la tangente en M à la trajectoire, avec la vitesse v qu'il possède à l'époque t, il aurait parcouru dans le même
temps dt une longueur MP =n>dt, et occuperait la position P au lieu de la
position M'. La longueur PM' a été nommée désolation. Si nous la considérons comme un chemin rectiligne parcouru dans le temps dt^ de P en M', par un point
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mobile parlant de P sans vilesse initiale et animé d'un mouvement uniformément varié, Taccéléralion J de ce point sera, par définition, l'accélération totale de M dans son mouvement réel, au temps t. La seconde formule (4) du n^ 6 donne alors
i^u' :^ - J dt^ ou J :=
PM
2 Cil^
Il reste à démontrer qu'une ligne portée suivant PM' et
égale à — jj-— coïncide bien avec l'accélération totale, telle
qu'elle a été définie plus baut (n® 15), car il n'est pas permis d'assigner deux valeurs différentes à une même quantité; à cet
effet, nous allons chercher les deux projections PQ et QM'
de PM' sur la tangente et sur la normale. Cette normale se trouve dans le plan osculaleur de la trajectoire et a par conséquent la direction du rayon de courbure MO, car le plan MM'P, qui la renferme, passe par la tangente MP et par un point infiniment voisin.
Soit <i l'arc infiniment petit parcouru à partir de M sur la trajectoire dans un temps 6 quelconque du môme ordre que l'arc <J. Les deux premières dérivées de a par rapporta 6 sont,
pour 6 ^ o, la vitesse v en M et l'accélération tangentielle ~;
on aura donc, par la formule de Maclaurin,
2 de
aux infiniment petits du troisième ordre près, pourvu que {^
dv et -.- restent finies et continues dans les environs de M, ce que
nous admettrons comme donnée relative à la nature du mouvement. Faisant dans celte équation 6 — dty on en tire
I dv
MM' — vdt-^ - -j-dt^,
2 dt
€t cette même expression donne aussi la valeur de MQ avec
le même ordre d'approximation, car MM' ne diffère de sa projection sur la tangente en M que par des infiniment petits du
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troisième ordre au moins. Donc
^i^zzz'SMi-.vdt—- ^dl\
3 ut
ce qui donne Tune des deux projections de PM'. L'autre projection QM' se trouve par une formule d'Analyse bien connue; on a
MM
p désignant, comme au n® 15, le rayon de courbure MO de la trajectoire. De là résulte, en mettant pourMVl' sa valeur el négligeant toujours les termes d'ordre supérieur au second,
QM'z=:l l-dt\
2 PO ^t'
Prenons maintenant PU = —rr — -7- et achevons la con-
at* dt
struction du triangle rectangle PRS, semblable à PQM', en menant RS parallèle à QM' el à MO jusqu'à la rencontre de PM' prolongé. La similitude des deux triangles donne
TTC 2QM' r« ir;r 2 PM'
Par conséquent, on voit que la déviation PM', amplifiée dans
le rapport ^> donne une droite PS contenue dans le plan os-
d\culateur, ayant pour composantes ^ suivant la tangente, et
— suivant le ravon de courbure: donc enfin cette droite coïn- P
cide bien avec Taccélération totale définie au n« 15, en grandeur, direction et sens.
§ IL — MouTement d'un solide inyariable.
19. Définition et observation générale, — Un solide invariable est un ensemble de points dont les distances n'éprouvent jamais aucun changement. Les solides invariables n'existent
CINÉMATIQUE PURE. 4'
pas rigoureusement dans la nature, mais il y a des corps qui en approchent beaucoup; on peut d'ailleurs les concevoir à titre de fîction géométrique et rechercher les lois de leurs déplacements. Afin de simplifier le langage, nous supprimerons ordinairement Tépithète d* invariable, mais elle sera toujours sous-entendue.
Pour définir le mouvement d'un solide, il suffit qu'on donne celui de trois de ses points non en ligne droite; en effet, un autre point quelconque peut être considéré comme le sommet d'un tétraèdre de figure et de dimensions constantes, dont le triangle des trois points donnés serait la base, et, dès qu'on aura la position de la base, on aura par là môme celle du sommet.
Cela posé, nous allons étudier le mouvement des solides, en commençant par des cas particuliers simples, pour arriver successivement au cas le plus général.
20. Moui'ement de translation. — On appelle translation un mouvement tel que tous les points décrivent à chaque instant, dans le même temps infiniment petit dt^ un élément ds de trajectoire qui soit le môme pour tous, en grandeur, direction et sens. Toutes les trajectoires sont des courbes égales et parallèles; toutes les vitesses à une môme époque ont la valeur
ds unique -^> et toutes ont la direction et le sens de l'élément û^5
parcouru par un quelconque des points. Enfin toute droite tracée dans le solide et participant à son mouvement se déplace parallèlement à elle-même, car, les déplacements de ses deux extrémités étant égaux et parallèles, deux positions consécutives de cette droite forment toujours un parallélogramme.
Il est presque inutile de prouver qu'un solide peut prendre un mouvement de ce genre; voici cependant comment on y arriverait au besoin. Considérons une première position du solide et nommons x^ j, z les coordonnées d'un point A quelconque de ce solide relativement aux axes rectangulaires Oo?, ^y^Oz {fig. 19). Si nous prenons un système d'axes parallèles Q'x'y O'y'y 0' z' et si, dans ce nouveau système, nous déterminons un point A' par des coordonnées x', j', z' égales
l'ir.- 19-
à X, j, Zy il est évident qu'après avoir opéré de même pour tous les points nous aurons construit un système superposable
à celui des poinls A, auquel on pourrait passer en déplaçant celui-ci. Or, dans ce mouvemeni, tout point se déplacera d'une longueur égale et parallèle à 00'; il résulle en effet de Tégalité de jc\
y, z' avec Xy r, z^ que O'A' est
égal et parallèle à OA, et que par suile la figure OAA'O' est un parallélogramme. En opérant de la mémo manière pour une série d'origines infiniment voisines, prises de manière à former une courbe continue OO'O", ..., on aura obtenu le mouvement de translation tel que nous Tavons défini.
Fig. 30.
21. Mouvement de rotation autour d'un axe fixe, — Lorsqu'on ^\\Q deux points A etB d'un solide, tous les autres poinls situés sur la môme droite deviennent nécessairement fixes; mais un plan quelconque passant par cette droite n'est pas déterminé en position. La figure suivant laquelle il coupe le
solide peut donc prendre une infinité de positions différentes en entraînant avec elle Tensemble des autres points, et l'on dit alors que le système a un mouvement de rotation autour d'un axe ^w^ AB.
Considérons un point quelconque C (fi g, 20), en debors de l'axe AB, et abaissons la perpendiculaire CD de ce point sur l'axe. Pendant que le solide se déplace et que le point C décrit la trajectoire CC, la longueur CD et Tangle CD A ne peuvent varier, puisque le corps est supposé rigoureusement solide. Le rayon CD engendre par conséquent un plan perpendiculaire à l'axe, et dans ce plan le point C décrit un cercle. Toutes les trajectoires sont donc des cercles contenus dans des plans perpendiculaires à l'axe.
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Si Ton suppose maintenant un autre point F décrivant Tare circulaire FF' autour du centre G, pendant que G décrit Tare CC', "il est facile de reconnaître que ces arcs décrits dans le même lennps répondent à un même angle au centre, c'està-dire que les plans CAD, FAB ont tourné simultanément du même angle. Soient en effet D/ et D/' les intersections du plan CCD avec les plans FAB, F'AB; Tangle de ces deux plans sera égal à/D/' ou à FGF' et il s'agit de démontrer qu'il l'est aussi à CDC. Or l'hypothèse de l'invariabilité du système exige qu'on ait CD/^^CD/, puisque ces deux angles sont deux positions différentes d'une même figure tracée dans le solide; en ajoutant aux deux membres de cette égalité un même angle/DC, on aura
CDC'=:/D/',
ce qu'il fallait établir.
Appelons « l'angle décrit, à une certaine époque ^ par un quelconque des plans passant par l'axe, à partir d'une position déterminée; dans les calcîils que nous aurons à faire ultérieurement sur les mouvements de rotation, cet angle sera toujours, sauf indication contraire, censé exprimé en arc pris sur le cercle de rayon i. Un point situé à la distance r de Taxe aura décrit, à la même époque, un arc ayant pour longueur
et sa vitesse sera
ds (It
^ " d't~' ~dt
La vitesse a toujours une direction perpendiculaire à Taxe et au rayon r( ou au plan de ces deux lignes), comme l'arc auquel elle est tangente; la dernière égalité fait voir en outre que les vitesses des divers points à une même époque sont proportionnelles aux distances de ces points à l'axe, le fac-
drt
teur -^ restant le même pour tous les points. Ce facteur, égal
à la vitesse d'un point situé à l'unité de distance, exprime l'augmentation qu'éprouverait l'angle a dans l'unité de temps, si clans chaque élément égal à dt^ après l'époque ty il y avait une même augmentation doL. Par analogie avec la définition,
.„„„.e a„ „.,.«,. .cesse ..„ p.... o„ „„.„«-„,..»
angulaire du solide.
Quand Taxe s'éloigne à l'infini, les dimensions d'un corps
fini disparaissent en comparaison des rayons r, qui peuvent
alors être considérés comme égaux et parallèles. Il en est par
conséquent de môme pour les vitesses simultanées de tous les
points, de sorte que le mouvement tend à se changer en une
translation perpendiculaire à Taxe. Il est nécessaire d'ailleurs
d% de supposer que la vilesse angulaire -j décroît indéfiniment à
mesure que Taxe s'éloigne, sans quoi les vitesses des points sur leurs trajectoires tendraient vers l'infini en même temps que leurs distances à l'axe.
22. Mouvement dUin solide parallèlement à unplanjixe, ou d'une figure plane dans son plan. — On dit qu'un solide a un mouvement parallèle à un plan fixe, quand les trajectoires de tous les points se trouvent contenues dans des plans parallèles. Le mouvement de rotation autour d'un axe fixe en fournil un exemple; on en aurait un second en prenant une translation dans laquelle un point décrirait une courbe plane quelconque. Mais ce sont là seulement des cas particuliers.
Quand un solide se meut parallèlement à un plan fixe, on peut à chaque instant retrouver sa position si l'on connaît celle de sa projection sur ce plan; les lignes projetantes restent en effet invariables et il suffit d'imaginer que chacune d'elles est entraînée, sans changer de direction, avec le point correspondant de la projection. L'ensemble de cette projection forme une figure plane invariable mobile dans son plan, et nous sommes ramenés à étudier le mouvement de cette figure. Nous allons en établir successivement quelques propriétés.
(a) Déplacement fini, — Supposons d'abord un déplacement fini quelconque dans lequel une droite quelconque AB de la figure vient de AB en A'B' {fig- 21). Je dis qu'il est possible d'amener cette droite de sa première position AB à sa dernière A'B' (sans avoir égard aux positions intermédiaires) par une rotation autour d'un certain point du plan . Soient en effet C
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le point de rencontre des deux droites et C le point de AB qui est venu se placer au point G de A'B'; le point C considéré comme appartenant à AB sera venu prendre sur A'B' une position finale C% telle que GC'= C'C, puisque GC est la position finale de la partie CC de AB.
Élevons maintenant des perpendiculaires au milieu des droites CC et CC; elles se couperont en 0, centre du cercle circonscrit au triangle isoscèle CC'C 11 est clair que, si Ton fait tourner autour de 0 la droite AB, d'un angle xMOM' égal à Fangle des deux perpendiculaires ou des deux droites elles-mêmes, la droite OM viendra en OM' et CC en CC; tous les points de AB auront pris leur position finale, et par conséquent aussi ceux de la figure plane dont AB fait partie et qu'on peut concevoir entraînés par le mouvement de cette droite. Donc, en résumé, on peut toujours amener une figure plane d'une position à une autre dans le môme plan, en la faisant tourner autour d'un certain point du plan, pris pour centre Vwq. Et si le solide dont cette figure est la projection la suit dans son mouvement, il tournera autour d'un axe mené par ce centre, perpendiculairement au plan.
On laisse de côté le cas où A'B' ne rencontrerait pas AB. La figure ABA'B' serait alors un parallélogramme, comme ayant deux côtés opposés AB, A'B' égaux et parallèles. Les déplacements AA', BB' seraient donc égaux et parallèles; un raisonnement semblable établirait leur égalité avec celui d'un point quelconque pris sur la droite, et celui d'un point quelconque de la figure entraînée par elle. On tomberait alors dans l'hypothèse particulière d'une translation, et l'on pourrait considérer celle-ci comme due à l'éloignement indéfini du point O (n«21).
(b) Déplacement infiniment petit; centre instantané de ro~ tation, — Une figure plane (F) ne peut pas passer à une position différente (F') sans passer par une série de positions intermédiaires se succédant d'une manière continue, de telle sorte que chaque point décrive une certaine trajectoire. Quand
on effectue le passage de (F) à (F') par une rotation autour d'un centre 0, tous les points décrivent des arcs de cercle ayant les points de départ et d'arrivée communs avec les arcs de trajectoire qu'ils remplacent, mais pouvant d'ailleurs s'en écarter plus ou moins dans l'intervalle si le déplacement est flni. Prenons au contraire le déplacement total inflniment petit, en supposant (F') indéfiniment rapprochée de (F) et faisant décrire à un point quelconque un seul élément ds de la courbe parcourue par lui; alors les arcs de cercle substitués aux éléments ds en vertu de la rotation autour du centre Oi, limite de 0 pour un déplacement nul, auront encore les mêmes points extrêmes et par conséquent ils coïncideront avec eux en longueur, direction et sens. La môme chose aurait lieu pour tous les points d'un solide projeté sur (F) pendant la rotation autour de Taxe projeté sur Oj. Donc :
Les arcs élémentaires décrits simultanément par tous les points d'une figure plane mobile dans son plan, ou d'un so^ lide mobile parallèlement à ce plan, peuvent s'obtenir, en grandeur, direction et sens, au moyen d'une rotation autour d'un axe perpendiculaire au plan.
D'un autre côté, on sait que la vitesse d'un point quelconque décrivant pendant le temps dt un élément ds de sa trajectoire
n'est autre chose que ds amplifié dans le rapport -i-- Donc
aussi :
Les vitesses des divers points de la figure plane ou du solide sont identiques çl celles qui auraient lieu, si la rotation ci-dessus indiquée se produisait effectivement pendant le temps dt.
Le centre 0| dont on vient de parler ne demeure pas, en général, immobile pendant que la figure (F) se déplace; il faudrait pour cela que toutes les trajectoires fussent des cercles concentriques. Si cela n'a pas lieu, le centre Oi variera de position avec le temps, et chaque point Oi ne se rapportera qu'à une position de (F). Pour celte raison on a donné à ce point le nom de centre instantané de rotation. L'axe passant par ce point et perpendiculaire au plan (F) se nomme de môme axe instantané de rotation.
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( c) Propriétés géométriques du centre instantané de rotation. — Le point A élanl amené en A' par une rotation autour de 0, le rayon OA est normal à Tare décrit dans la rotation. Or cet arc devient tangent en A avec la trajectoire réelle quand le déplacement décroît indéfiniment et que 0 arrive à sa position limite Oi; donc :
Les normales aux trajectoires, menées en tous les points dont l'ensemble /orme une des positions de la figure mobile, concourent toutes au centre instantané de rotation.
Si dans une position de la figure on connaît la direction dans laquelle un de ses poinls doit commencera se déplacer, en menant par ce point une droite perpendiculaire à la direction qu'il va suivre, on aura une ligne passant au centre instantané. On pourra déterminer ce centre par la rencontre de deux lignes analogues, lorsque les trajectoires de deux points seront données a priori et qu'on saura leur mener des normales.
Voici encore une remarque susceptible de conduire à la connaissance du centre instantané de rotation. Supposons une courbe C {fig- 22), faisant partie de la figure mobile et devant toujours rester tangente à une courbe fixe D, son enveloppe. Le contact a lieu actuellement en B ; puis il passe au point E quand la ^^* ^^*
courbe C a pris une seconde position infiniment voisine de la première.
Dans ce mouvement, le point B de la courbe C est venu se placer quelque part sur la nouvelle position C de cette courbe à une distance infiniment petite de E, en B' par exemple.
Puisque les courbes C etD sont tangentes en £, le point B' est à une distance infiniment petite du second ordre de la tangente en E et aussi de la tangente en B, menée par un point infiniment voisin de E. Il résulte de là que le déplacement BB' se fai l dans la direction de la tangente en B, s'il est du premier ordre; le centre instantané de rotation correspondant se trouve alors sur la normale BOi commune aux deux courbes C et I). Si BB' était du second ordro, on pourrait
regarder le point B comme ayant un déplacement nul en comparaison de celui des autres points; B serait alors le centre instantané. Donc, dans un cas comme dans Tautre :
Si une courbe fait partie de la Ji g ure mobile et qu*on lui mène une normale au point ou elle touche son enveloppe, cette normale passe par le centre instantané actuel de rotation, répondant à la position considérée de la courbe dont il s* agit.
Le cas où le point de contact B n'a qu'un déplacement infiniment petit du second ordre se présente quand la courbe G roule sur la courbe D, conformément à la définition donnée en Géométrie. En effet, les arcs BE et B'E sont alors égaux et il en est de même de leurs cordes, dont ils ne diffèrent que par les infiniment petits du troisième ordre; par suite, le triangle rectiligne BB'E devient isoscèle, et Ton a
BB^=2BEsin-BEB',
quantité du second ordre.
De là résulte ce théorème :
Dans le roulement d* une courbe mobile sur une courbe fixe, le point de contact est toujours centre instantané de rotation.
Les propriétés qu'on vient d'exposer fournissent souvent un moyen commode pour mener des tangentes ou des normales à certaines courbes, dont la génération est définie par le mouvement d'une figure plane dans son plan. En voici quelques exemples :
i*» L'ellipse peut être engendrée par un point M d'une droile
AB, de longueur constante (Jlg- 28), qui se meut en s'appuyant toujours sur deux droites fixes 0^, 0/. Puisque les points A et B parcourent les droites Ojt et Oj, les perpendiculaires AC et BC à ces droites donnent par leur rencontre le centre instantané C; donc CM est normale en M à l'ellipse sur laquelle ce point se déplace, et la perpendiculaire MD est la tangente.
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2» Remplaçons les droites Oj? et Oy par deux cercles, sur lesquels on fait toujours glisser les extrémités A et B d'une droite AB, de longueur constante {/ig. 24 ). Un point M de cette droite engendre alors une courbe, dite courbe à longue inflexion ou courbe de Watt, dont nous aurons à reparler plus loin, et a laquelle on mène bien facilement une tangente, quoique son équation soit passablement compliquée. Il suffît, en effet, de tracer les rayons OA et O'B; leur rencontre a lieu au centre instantané C. Joignant alors CM et menant la perpendiculaire MD à cette ligne, on a la normale et la tangente en M.
FiR. 2'|.
3« Considérons un angle droit ASH (fig. 25) dont les deux côtés se meuvent en touchant toujours une ellipse. Les normales aux points de contact A et B se rencontrent en C, centre instantané de rotation de Tangle ASB; donc CS est normale en S à la courbe décrite par le sommet de Tangle. On peut remarquer que CS, diagonale du rectangle SACB, coupe l'autre diagonale AB en son milieu D; donc SC passe par le centre 0 de Tellipse, puisque cette droite joint le sommet d'un angle circonscrit avec le milieu de la corde de contact. Toutes les normales au lieu des points S concourent donc en O, et par conséquent ce lieu est un cercle ayant pour centre le point 0, centre de Teilipse. Le rayon du cercle se trouve ensuite facilement, en supposant que les points de contact sont deux sommets de Tellipse; on voit ainsi qu'il est égal à la demi-diagonale du rectangle circonscrit, ayant ses côtés parallèles aux axes.
4* Si l'on regarde la conchoïde comme engendrée par le point E d'une droite BE {fig. 16, p. 3i), assujettie à passer par le point fixe 0, pendant qu'un de ses points (le point B) dé-
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crit la courbe MM', on voit d'abord que la normale BL à MM' passe par le centre instantané de rotation de la droite BE. Ensuite, comme le point 0 peut se remplacer par un cercle de rayon infiniment petit, auquel BE devrait rester tangente, la normale OL, commune à BE et h son enveloppe, passe aussi par le centre instantané, qui est par conséquent le point de rencontre de ces deux normales. Donc LE est la normale en L à la conchoïde, ce qu'on a déjà reconnu d'une autre manière (nM4.).
Remarque, — Les arcs de cercle décrits en vertu d'une rotation infiniment petite autour d'un centre instantané remplacent les arcs élémentaires ds des trajectoires réelles, sous le rapport de la longueur, de la direction et du sens, comme on l'a dit. Mais, en général, ils ne sont pas osculateurs aux trajectoires, parce qu'ils ont été déterminés de manière à avoir seulement deux points communs avec chacune d'elles. Le centre instantané ne coïncide que par exception avec le centre de courbure d'une trajectoire. Ainsi, dans \dijig. 23, les points A et B parcourent des droites dont les centres de courbure sont à l'infini, pendant que le centre instantané de rotation se trouve en C; dans \dijlg. 24, le centre instantanée est de même distinct des centres de courbure 0 et 0' relatifs aux trajectoires dQS points A et B.
23. Mouvement continu d'une figure plane dans son plan, — Quand le mouvement continu d'une figure plane dans son plan n'est pas une translation, ni une rotation autour d'un axe fixe, il existe à chaque instant un centre instantané de rotation 0, dont le lieu géométrique forme une courbe continue OO'O". . . {fig» 26) dans le plan fixe où se déplace la figure
mobile. Il y a aussi, dans cette figure, *^" ^ * une série de points qui lui appartiens
--^^ c j^ yi — " nent et qui viennent successivement
-^^^ ^ ^'^o^^^^ se placer sur les centres instantanés
0, 0', 0", ... ; ces points forment une autre courbe CC'C... fixe par rapport à la figure mobile, et qui sera entraînée dans son mouvement. Ces deux courbes ont à chaque instant un point commun, qui est la position du centre de rotation à l'instant considéré; à une certaine
CINÉMATIQUE PURE. 5l
époque, c'est le point C de la figure et le point 0 du plan qui coïncident et sont la position présente du centre instantané de rotation ; un peu plus tard, ce sera C* et 0', puis C et 0^, et ainsi de suite. De plus, les courbes sont tangentes en leur point commun, et ce point se déplace de quantités égales sur les deux courbes. En effet, le point C, supposé infiniment près du centre O ou C, est amené en 0' en décrivant autour de ce centre un angle infiniment petit, et par conséquent le déplacément C'O' est infiniment petit du second ordre. Or, dans le triangle rectiligne OO'C, on a
JyTP > ( Ôïy — ce ) en valeur absolue ;
donc, puisque les arcs ne diffèrent des cordes que par des quantités du troisième ordre, la différence entre Tare 00 et l'arc CÏy est au plus du deuxième ordre. Cela montre l'égalité entre les déplacements du point commun sur les deux courbes. Quant au fait du contact, il est aussi une conséquence de l'ordre de grandeur de C'O', car l'angle en 0 du triangle isoscèle OO'C satisfait à l'égalité
sin-!.0'OC=.-44J^;
il en résulte que les deux directions CC et 00' tendent vers une même limite quand les longueurs 00', CC décroissent indéfiniment, puisque le sinus de la moitié de leur angle tend vers zéro, et par conséquent les tangentes en 0 ou C aux deux courbes se confondent.
On conclut de là que :
Le mouvement continu d'une figure plane dans son plan peut toujours être regardé comme du au roulement d'une courbe solidaire avec la figure sur une courbe fixe. Cette dernière est le lieu des centres instantanés de rotation dans le plan fixe; la courbe roulante est le lieu des centres instantU" nés de rotation dans la figure mobile.
Le mouvement continu d'une figure plane dans son plan est donc toujours un mouvement épicycloïdal.
Si Ton suppose que la figure plane dont il s'agit entraîne
dans son mouvement un solide quelconque invariablement Hé avec elle, il est bien évident que, dans ce mouvement, les cylindres dont QÛ'C. . . etCCC... sont les sections droites rouleront Tun sur l'autre. On a dans ce roulement d*un cvlindre mobile lié au solide sur un cylindre fixe Timage du mouvement continu du solide parallèlement à un plan; le mouvement élémentaire serait à chaque instant une rotation autour de la génératrice de contact.
Voici un exemple de la détermination des courbes dont on vient de parler.
Supposons que la figure mobile consiste en une droite de longueur constante AB dont )es extrémités A et B sont assujetties à glisser sur deux droites fixes Dj, Dx (yî^. 27). Pour
la position que représente le dessin, le centre instantané de rotation se trouve à la rencontre 0 ou C des deux perpendiculaires BO, AO, menées à D j? et Dy par les extrémités de la droite. L'angle en C étant constant et égal au supplément de vDd7, le cercle circonscrit au triangle ACB est de rayon déterminé; il passe par D, etDC en est un diamètre, puisque les angles DAG, DBG sont droits. En ramenant la figure mobile AB d'une autre position quelconque à la position dessinée, le centre instantané resterait toujours sur ce cercle, à cause de l'invariabilité de l'angle des deux droites qui, dans celle autre position, auraient remplacé BG et AG; donc le cercle décrit sur DO comme diamètre est ici le lieu des centres instantanés de rotation dans la figure mobile. Pour le lieu des centres instantanés dans le plan rwe, il suffit de remarquer que DÔ — DG reste constant comme diamètre du cercle DAGB; le centre instantané dans le plan fixe conserve donc toujours la même distance au point D et décrit par conséquent un cercle ayant ce point D pour centre, avec un rayon double du précédent.
Le mouvement continu de la droite s'obtiendra donc en faisant rouler intérieurement un certain cercle sur un cercle
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fixe de rayon double. On démontre en Géométrie que, dans ce roulennenl, tout point pris sur la circonférence mobile engendre un diamètre du cercle fixe ; les points A et B décrivent donc bien les diamètres Dr, D j:, ce qui concorde avec le résultat auquel nous arrivons.
24. Mouvement dUin solide autour d'un point fixe ou d'une figure sphérique sur la sphère, — Lorsqu'un solide se meut autour d'un point fixe 0, on peut imaginer qu'il est suivi dans son mouvement par les rayons, de longueur invariable, joignant chacun de ses [toints au point fixe; si Ton coupe ensuite ces rayons par une sphère ayant le point 0 pour centre, sur laquelle ils dessineront la perspective du solide, il est bien évident que leur position i?t, par suite, celle du solide seront immédiatement connues dès qu'on connaîtra celle de cette perspective. On se trouve donc ici ramené à étudier le mouvement d'une figure sphérique sur la sphère, de même que, dans le cas du mouvement d'un solide parallèlement à un plan, on avait réduit la question à celle du mouvement d'une figure plane dans son plan.
Soit donc une figure sphérique (F) se' déplaçant sur la sphère et, dans cette figure, un arc de grand cercle AB {fig. 28); il suffit de produire le déplacement de AB pour entraîner simultanément celui de toute la figure (F) qui fait corps avec AB. Or je dis d'abord qu'on peut amener AB à une autre de ses positions A'B' (sans avoir égard aux posi- ,
lions intermédiaires) par une
simple rotation autour d'un certain pôle P convenablement choisi sur la sphère ou, ce qui revient au même, autour du rayon OP joignant P au point fixe 0, centre de la sphère. Il y a en efi'et un point C de AB qui, après le déplacement, se trouvera placé en C, à la rencontre des deux arcs AB, A'B'; de même, le point C de AB viendra en C sur A'B', et l'on aura nécessairement CC'r=C'C% puisque CC et C'C sont deux positions d'un même arc. Élevant ensuite les arcs de
grand cercle perpendiculaires aux milieux M et M' de CC el de C'C% on déterminera par leur rencontre le point P, tel que PM =1 PM'; si Ton fait tourner, autour de P comme pôle ou de OP comme axe, la figure PMAB, il est clair qu'on amènera PM à coïncider avec PM', que, par suite, CC couvrira ce, et qu'enfin, AB ayant pris la position A-B', la figure (F) sera venue aussi coïncider avec sa position finale (F').
Tout ce qu'on vient de dire s'applique aussi bien dans le cas d'un déplacement fini que dans celui d'un déplacement infiniment petit. Mais, dans le premier, les divers points de la figure (F) ou du solide qu'elle entraîne décrivent autour de OP des arcs de. ceicle ayant pour rayons les distances de ces points à OP, el, en général, ces arcs, n'ayant que les deux extrémités communes avec les trajectoires réejles qu'ils ont rcniplacées, pourront s'en écarter plus ou moins dans l'intervalle. Danslç second, au contraire, les arcs circulaires, ayant toujours leurs deux extrémités communes avec les arcs élémentaires cis des trajectoires, leur sont identiques en grandeur, direction et sens; toutefois ils ne sont pas en général osculaleurs, car il faudrait pour cela trois points communs au lieu de deux.
La limite vers laquelle tend OP quand l'écart entre (F) el (F') décroît indéfiniment se nomme ajce instantané de rotation. Les explications précédentes permettent alors d'énoncer ce théorème :
Le déplacement élémentaire d'une figure sphérique sur sa sphère {ou d'un solide autour d'un point fixe) revient à une rotation autour d'un certain axe instantané passant par le centre de la sphère {ou par le point fixe),
La même rotation, si elle est supposée effectuée dans le môme temps dt que le déplacement élémentaire du solide, donnera aussi les vitesses de tous les points, puisque la vitesse d'un point n'est autre chose que son déplacement élémentaire amplifié dans le rapport ~r'
Lorsqu'un point tourne autour d'un axe, le plan normal à son déplacement élémentaire contient nécessairement cet axe. Donc, en vertu du théorème précédent :
Tous les plans normaux aux déplacements élémentaires.
CINÉMATIQUE PURE. 53
simultanénient ejfec tués par les divers points dUui solide quia un point fixe, se coupent suivant une même droite issue de ce point.
L'intersection de deux quelconques de ces plans normaux donne y)ar conséquent la droite en question, c'est-à-dire l'axe instantané.
On peut aussi donner une image géométrique du mouvement continu du solide. Imaginons, d'une part, le lieu des axes instantanés de rotation dans l'espace et, d'autre part, le lieu des droites du solide qui viennent successivement coïncider avec Taxe instantané de rotation, ces droites étant toutes prises dans une môme position du système mobile; les lieux dont il s'agit seront deux cônes ayant pour sommet commun le point fixe. En considérant les courbes d'intersection de ces cônes par une sphère de rayon quelconque, la répétition exacte des mômes raisonnements qu'on a présentés au n*» 23 dans le cas des figures planes ferait reconnaître que ces courbes sont tangentes au point situé sur l'axe instantané actuel et qu'elles roulent l'une sur l'autre. On en dira donc autant des deux cônes; ils sont toujours tangents le long d'une génératrice commune, position actuelle de Taxe instantané de rotation, et le second cône, entraîné avec le solide, roule sur le premier, qui est fixe; les secteurs élémentaires, formés par deux génératrices infiniment voisines sur le premier cône, viennent en effet s'appliquer sur des secteurs égaux formés par les génératrices du second.
Il est prouvé par là que tout mouvement d'un solide autour d'un point fixe est un mouvement épicycloïdal sphérique.
25. Mouvement le plus général d'un solide, — Pour étudier le mouvement le plus général d'un solide, nous allons d'abord, comme dans les cas particuliers précédents, considérer un déplacement d'étendue quelconque. Il s'agit simplement (le faire passer le solide d'une position initiale à une position finale, sans s'inquiéter des positions intermédiaires. Il est possible d'y arriver par la combinaison de deux mouvements précédemment étudiés, savoir : une translation rectiligne suivie d'une rotation autour d'un axe.
Soit, en effet, un solide formé d'un ensemble quelconque
de points A, B, C, D, ... {Jig» 29), qu'on veut amener à la
position A'B'C'D' On pourra d'abord donner à tous les
points une translation rectiligne égale à la droite qui joint les positions initiale et finale de l'un d'eux, par exemple la translation AA', qui amènera le point A à sa position finale A' et l'ensemble du système à une position k'WCW,.,, Il reste
^. encore à passer de cette der-
FijT. 29. '
B^ nière position à A'B'C'D'...;
^\ ■ * et, comme le point A' peut
\ \ \ rester fixe dans le passage,
\ /«B* \^^, / r il est possible de Teffecluer
A'^ ^ V-^^Ijc j -• !_ • par une rotation autour d'un
\ '^ * / --/ axe k'x issu de A' (n° 24 )• Le
D* ^' ^ / ^ passage du solide de la pre-
^ mière à la dernière position
peut donc bien s'obtenir, comm^ nous l'avons dit, par une translation rectiligne suivie d'une rotation autour d'un axe.
Il y a même une infinité de combinaisons de deux mouvements du même genre qui conduisent au môme résultat final. Au lieu de choisir le point A, nous aurions pu prendre B ou C, ou tout autre point faisant partie du solide ou invariablement lié avec lui; dans tous les cas la translation aurait été la ligne droite joignant les positions extrêmes du point choisi, et Taxe de la rotation aui*ait passé par la seconde position du même point. Toutefois trois choses restent constantes dans ces deux mouvements simples par lesquels on produit un déplacement total donné.
i*» La direction de l'axe de rotation ne change pas. Supposons, en effet, qu'on substitue aux deux mouvements d'abord employés pour amener ABCD. . . en A'B'C'D'. . . une translation BB' suivie d'une rotation autour d'un axe B'j. Considérons un plan P perpendiculaire à A^ et invariablement lié au solide ABCD. . .; la translation A A' et la rotation autour de Ao: ne changeront pasla direction de ce plan, qui devra finalement prendre une position P' parallèle à P. Quand on emploie les deux mouvements substitués à ceux-là, il faut toujours arriver à la même position finale du système et, par conséquent, remplir la condition de ne pas altérer la direction de P. Or cette direction est conservée après la translation BB', mais
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elle serait changée par la rolalîon autour de B'y si celle ligne était oblique au plan P; donc cette obliquité est impossible el alors les axes AV, B'x sont parallèles, comme perpendiculaires à un même plan.
2* La translation projetée sur Taxe de la rotation conserve la même valeur. En effet, après que le point B a été amené en B' par la translation AA'=i BB", il passe en B' par une rotation autour de A'x, qui lui fait décrire un arc de cercle contenu, ainsi que sa corde B'B', dans un plan perpendiculaire à l'axe. Donc la projection de BB " ou AA' sur Taxe est la même que celle de BB', puisque celle de B'B' est nulle. Donc les déplacements de deux points quelconques ont une même projection sur Taxe, et le même énoncé s'applique à toutes les translations possibles à employer, car elles sont identiques aux déplacements des points qui font partie du système ou lui sont invariablement liés.
S* L'angle de la rotation conserve toujours la même valeur. Pour le prouver, considérons une droite contenue dans le plan P. La translation aura pour effel de lui faire prendre une position parallèle dans le plan P', el la rotation devra l'amener à sa position finale dans le même plan. La rotation devra donc toujours faire coïncider l'une avec l'autre deux droites de directions déterminées dans un même plan; donc l'angle de rotation sera toujours le même ,' puisque ce sera l'angle des directions de ces deux droites (n° 22).
Parmi toutes les combinaisons de deux mouvements qui aboutissent ainsi au même résultat final, il y en a une particulièrement remarquable : c'est celle dans laquelle la translation est parallèle à l'axe de la rotation. On l'oblienl en donnant au solide un mouvement de translation parallèle à A x et égal à la distance entre les plans P et P'; cela fait, une figure quelconque tracée dans le plan P n'aura plus à sortir de P', pour passer à sa position finale, en partant de la position intermédiaire que la translation vient de lui donner. Ce déplacement dans le plan P' pourra donc se réaliser (n»22) parune rotation autour d'un point du plan, ou, ce qui revient au même, autour d'un axe perpendiculaire au plan et parallèle à Ax. On voit que le déplacement du solide consiste alors en un glissement le long d'un axe, suivi d'une rolalion autour du même
axe. Quand une vis pénètre dans son écrou, elle glisse aussi le long d'un axe et tourne simultanément autour de lui, d'un angle toujours proportionnel à la longueur dont elle a glissé; mais rien n'empêche, quand la vis est passée d*une position à une autre, d'imaginer que la rotation totale a succédé au glissement total, car le résultat final serait le même dans les deux cas. Inversement nous pouvons imaginer que le plan P, emportant le solide avec lui, glisse le long de Taxe et tourne en môme temps d'une quantité proportionnelle, à la manière de la vis pénétrant dans son écrou, de sorte que les deux mouvements commencent et s'achèvent en môme temps. Chaque point du solide parcourt ainsi un arc d'hélice joignant ses positions extrêmes; toutes les hélices des divers points sont tracées sur des cylindres concentriques et ont un même pas.
On voit donc que le déplacement le plus général d'un solide, en tant qu'il s'agit seulement de passer d'une position à une autre, peut être assimilé à la pénétration d'une vis dans son écrou. C'est, comme on dit, un déplacement hélicoïdaL L'axe commun des cylindres sur lesquels se trouvent toutes les hélices prend le nom ù'axe de rotation et de glissement.
Comme le déplacement d'un solide est déterminé par ceux que prennent trois de ses points (n* 19), on peut se proposer.
avec cette seule donnée, de trouver l'axe '^* °* de rotation et de glissement, ainsi que la
grandeur des deux déplacements à effectuer le long de l'axe et autour de lui. Voici comment on y arrive :
Soient A, B, C (fig- 3o) les trois points;
nommons A', B', G' leurs positions après
le déplacement et menons par un même
point 0, arhitrairement choisi, des droites
i)a. Où, Oc égales aux déplacements AA',
BB', ce, en grandeur, direction et sens.
Si l'on menait aussi par le même point O
une parallèle à l'axe cherché et si Ton
projetait sur cette parallèle les trois droites
(507 Oui Oc, les trois projetantes des extrémités a, 6, c
devraient tomber au même point, car on sait que les trois
déplacements ont des projections égales sur l'axe. Ces trois
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projelanles se trouvent donc clans un môme plan perpendiculaire à Taxe, el ce plan est connu parce qu'il contient les trois points a, by c. Donc, en abaissant de 0 la perpendiculaire Oe sur le plan abc, on aura d*abord la direction de Taxe qui sera parallèle à Oe; ensuite, si e désigne le pied de la perpendiculaire, Oe sera la grandeur commune de tous les déplacements des points du solide, en projection sur Taxe, et par conséquent la grandeur du glissement le long de cet axe. Il reste encore à trouver la position de l'axe et la grandeur de la rotation. Pour cela, on donnera d*abordau triangle ABC une translation 0<?, et il faudra trouver la rotation capable de le faire passer de la position intermédiaire ainsi obtenue ù la position A'B'C. Or celte rotation constitue un mouvement parallèle à un plan abc, (le sorte qu'on rentre dans un problème déjà traité. On le résoudrait en projetant AB et A'B' sur un plan parallèle à abc et opérant sur ces projections comme on l'a fait au n° 22 sur les lignes AB et A'B' de lay//r- 21, p. 45; le centre de rotation qu'on obtiendrait serait un point situé sur l'axe de rotation et de glissement, et comme la direction de celui-ci est déjà connue, il so trouverait ainsi complètement déterminé. Quant à langle de la rotation, ce serait celui que font entre elles les projections de AB et de A'B' dont on vient de parler.
Jusqu'à présent nous nous sommes bornés à étudier et discuter divers moyens par lesquels on peut faire passer un solide d'une position à une autre, sans prendre en considération les positions intermédiaires, et aussi sans rien supposer de particulier sur l'ordre de grandeur du déplacement. Quand ce déplacement est infiniment petit, on peut encore l'obtenir parla coexistence d'un glissement le long d'un axe et d'une rotation autour de ce môme axe, qui prend alors le nom d*ajre instantané de rotation et de glissement. Les arcs d'hélice substitués de cette manière aux éléments ds des diverses trajectoires ont toujours les mêmes extrémités que ces éléments; ils peuvent donc les remplacer en grandeur, direction et sens, mais ne leur sont point, en général, osculateurs.
Soient, à une époque et dans une position quelconques du solide, NN son axe instantané de rotation et de glissement [fig* 3i), A un quelconque de ses points situé à la distance AP = r de l'axe. Le déplacement infiniment petit A A' = ds de
ce point peut se remplacer par un arc d'hélice, conrorméineni Fijj. 3,. à ce qu'on vient de dire ; on le décomposera
en un glissement A.V == ef/ parallèle à NN, et un arc A' A' 3= re/a, décrit en vertu d'une rotation dj. autour de NN. Les quantités e/7 et doL sont les mômes pour tous les points du solide, en considérant les éléments ds parcourus simultanément par eux. Rappelons-nous maintenant que la vitesse de A n'est pas autre chose que l'élément AA'
amplifié dans le rapport -7-* Si nouff imaginons un triangle AKL homothétique à A A' A"
ayant -7- pour rapport de similitude, AK représentera la vitesse i'=->- de A, AL et LK auront les valeurs -/> r -j-dt dt al
Ainsi V sera la résultante de deux composantes rectangulaires, savoir : i* une vitesse de glissement -j- le long de Taxe, com-
mune a tous les pomts; 2° une vitesse r --=- due a la vitesse
drx.
angulaire -3- autour de l'axe, cette vitesse angulaire ne changeant pas non plus d'un point à l'autre. On a, par conséquent,
d:\^ . fd%\
^•'=^'7Ù)^'-{lS'
expression d'où il résulte immédiatement que l'axe NN est le lieu des points du solide qui sont animés de la vitesse mini-
d^ mum. Pour un point de NN la vitesse se réduit en effet à -' \
cl pour tout autre point elle est l'hypoténuse d'un triangle
d-^f rectangle ayant -7^ comme l'un des côtés de l'angle droit.
D'ailleurs il est bien évident que deux axes différents ne peuvent pas jouir de cette même propriété de minimum, sauf le cas où, la rotation disparaissant, le mouvement élémentaire se réduirait à une translation; l'axe instantané de rotation et
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de glissement est donc une ligne bien déterminée, quand il s'agit d'un solide ayant lui-même un mouvement élémentaire bien défini.
En raison de cette propriété de minimum, et aussi parce que les surfaces comprenant tous les points animés d*une même vitesse sont des cylindres circulaires ayant la droite NN pour axe, on donne aussi à cetle droite le nom d'axe central du mouç'enient.
Cherchons comment on pourrait trouver la direction et la
position de cet axe, ainsi que les deux vitesses ~> -j-> en
supposant données les vitesses de trois points A, B, C du solide (Jig'. 3a). Ces vitesses Aa, Bb, Ce ont, comme celle des
l'ijî. 32.
autres points du solide, une même projection -jj sur Taxe inconnu NX; si Ton transportait toutes ces vitesses parallèlement à elles-mêmes en un point 0 pris arbitrairémeni, leurs secondes extrémités devraient toutes se trouver dans un même plan perpendiculaire à l'axe. Les trois droites Oa', Ob', 07, respectivement égales et parallèles aux trois vitesses données, suffisent pour déterminer le plan dont il s'agit, puisqu'on a trois de ses points, a', b\ c'. La perpendiculaire Oe à
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ce plan donne la direction de Taxe, en môme temps que la
dr
valeur de -j-i projection d'une vitesse quelconque sur NN ou
Oe. Pour avoir la position de l'axe NN, on remarquera que le mouvement de la projection AiBiCi de ABC sur un plan P perpendiculaire à NN est uniquement dû à sa rotation autour de cette droite ou, ce qui revient au même, autour de son pied Ni dans le plan P. Les vitesses de A,,_Bi, C| sont connues; ce sont les projections de A a, B^, Ce (n<» 13), c'està-dire les droites Aiûi, Bi^i, CiC,, égales et parallèles à ea'y 7P, ëc'. Si donc on mène en Ai, B», Ci les normales à ces vitesses projetées, elles iront concourir en Ni sur l'axe, ce qui achève de le déterminer; de plus, on aura
Ai«ii^NiAi-^> Bi6,iz.NiB,^, Cl Cl " ^'i^i^'
et la vitesse angulaire -^ se tirera de l'une de ces trois équa-
dt tions.
Remarque, — La nécessité de trouver un point de rencontre
unique Ni pour les trois normales NiAj, NiB,, Ni Ci et une
di.
seule valeur de -j- par les trois équations qui peuvent la donner, montre qu'on n'e^t pas en droit de choisir arbitrairement les vitesses de trois points d'un corps solide. Mais c'est là un point de vue sur lequel nous ne donnerons pas ici de plus amples explications.
Afou{'emenC continu le plus général d'un solide. — Le mouvement continu d'un solide, quel qu'il soit, peut toujours être regardé comme formé par la succession d'une infinité de déplacements élémentaires, à chacun desquels répond un axe instantané de rotation et de glissement. Le lieu de ces axes dans l'espace forme une première surface réglée, gauche en général, laquelle reste fixe pendant le mouvement du solide. Secondement, on peut concevoir, dans l'une des positions du solide, le lieu des droites qui lui appartiennent et qui viendront ou sont déjà venues successivement se placer suivant l'axe instantané; on a ainsi une autre surface réglée, fixe dans
CINÉMATIQUE PURE. 63
le solide et se déplaçant avec lui d'un mouvement commun. D'après leur définition même, ces deux surfaces ont sans cesse une génératrice commune, Taxe instantané actuel; il est facile de reconnaître qu'elles sont tangentes le long de cette génératrice. En effet, le glissement et la rotation qui se font le long ou autour des deux génératrices confondues sur une même droite, ne troublent pas leur coïncidence,'et à la fin de ce double mouvement, une autre génératrice de la surface mobile sera venue s'appliquer sur la surface fixe, suivant le nouvel axe instantané qui doit succéder au précédent; on peut donc considérer les deux surfaces comme ayant simultanément, à l'instant final qu'on vient d'indiquer, deux génératrices communes infiniment voisines l'une de l'autre, et, par suite, elles sont tangentes, comme nous l'avons dit. Quant au mouvement de la surface mobile, ce serait un simple glissement le long de la génératrice commune, si la rotation s'annulait; si celle-ci subsistait seule, on verra plus loin que la surface mobile roulerait sur l'autre. Dans le cas général, on peut dire qu'elle roule et glisse tout à la fois le long de la génératrice de contact. On a ainsi une image géométrique du mouvement continu du solide.
On peut en donner une autre. Prenons un point A dans le solide et imaginons trois axes de coordonnées de direction constante, ayant toujours A pour origine. Pendant que chacun des deux systèmes, axes et solide, se déplace en vertu de son mouvement propre, le second possède, relativement au premier, un mouvement dans lequel A reste fixe : on peut donc avoir le mouvement relatif au moyen d'un cône fixe dans le solide, qu'on ferait rouler sur un autre cône fixe par rapport aux axes (n'» 24). Ces deux cônes ont pour sommet commun le point A, et le second est en translation commune avec les axes et ce point. Donc, en résumé, le mouvement le plus général d'un solide se produit en faisant rouler un cône lié à ce solide sur un autre cône qui a même sommet, et qui est animé d'un mouvement de translation égal à celui du sommet commun, considéré comme point du solide.
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§ III. — Mouvement composé et mouvement relatif d'un point.
26. Définitions ; observations générales, — On appelle mouvement relatij d'un point celui qu'il a par rapport à un solide en niouvcmenl, el qu'on peut constater parla variation de ses coordonnées dans un système d'axes (S) faisant partie du solide. Le mouvement de celui-ci ou du système (S) est nommé mouvement d'entraînement. Le mouvement absolu du point se constaterait par le changement de ses coordonnées dans un autre système (S') qu'on saurait en repos; il prend aussi le nom de mouvement composé, en tant du moins qu'on l'étudié en prenant pour données le mouvement relatif et le mouvement d'entraînement, dont il est en quelque sorte un produit.
Au lieu d'une combinaison de deux mouvements, on pourrait en imaginer une qui en comprendrait un nombre quelconque. On supposera un point en mouvement dans un système (S), mobile lui-même par rapport à un autre (S'), qui aurait aussi un mouvement par rapport à un troisième (S"), el ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on arrive à un système fixe (S„).
Les mouvements que nous pouvons observer à la surface de la Terre ne sont que des mouvements relatifs, puisque la Terre possède un mouvement dans l'espace; ce dernier est luimôme le résultat de plusieurs mouvements, savoir : le mouvement diurne, le mouvement annuel, ceux de précession et de nutation, auxquels il faut sans doute ajouter un mouvement du Soleil parmi les étoiles et peut-être d'autres encore. La notion des mouvements composés s'offre donc tout naturellement à notre esprit. D'ailleurs il arrive bien souvent qu'un mouvement se définit d'une manière simple et facilement saisissable en le considérant comme composé de plusieurs autres, tandis qu'on aurait beaucoup de peine à démêler ses lois si on le traitait directement comme un mouvement absolu, sans faire usage de la décomposition dont il s'agit. Cela suffit pour faire comprendre l'importance de la question générale que nous abordons maintenant, et qu'on peut énoncer comme il suit :
On demande de déterminer le mouvement composé d'un
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point, quand on a une définition suffisante des mouvements dont il est le résultat.
27. Recherche de la trajectoire d'un point dans un mouvement composé, — Supposons d'abord un mouvemenl composé seulement de deux autres. Un point M se déplace, en vertu d'un mouvement relatif, par rapport à un système (S) comprenant trois axes coordonnés Ox, Oj, Oz (fig. 33), et ce système se déplace, en vertu d'un mouvement d'entraînement, par rapport aux axes OV, O'j', 0'^', formant le système ^\\^ de comparaison (S'). La figure représente la position de (S) à une certaine époque. Le mouvement relatif du point étant censé connu, on a les valeurs de ses coordonnées x, j, z en fonction du temps; on peut donc tracer, pour cette position ^' des axes, sa trajectoire relative MM, M,... et savoir les époques iy tut^, ... auxquelles correspondent les positions quelconques M, M„ M„ ... de ce point. Au temps t, le point mobile est bien réellement en M, et ce point M appartient à sa trajectoire absolue, aussi bien qu'à sa trajectoire relative; mais, pendant que le mobile allait de M en M„ le système (S), avec la trajectoire MM, M,... qui lui est liée, a subi un déplacement en vertu du mouvement d'entraînement, de sorte que M, n'est pas la position réelle du mobile au temps ^,. Pour l'avoir, il faudra donner au point M„ considéré comme faisant partie du système (S), le déplacement M,M; pioduit par le mouvement d'entraînement pendant l'intervalle de temps ti-t; on obtiendra ainsi le point M', de la trajectoire absolue, répondant à l'époque /,. On aurait de môme M;, qui répond à l'époque ^„ et ainsi de suite; la trajectoire absolue MM'jM'j. . . peut donc se construire par points. Cette construction se résume dans la règle suivante : Tracer la trajectoire relative dans la position qu'elle occupe à une époque déterminée t; puis donner à chaque point M, de cette courbe un déplacement MjM; égal à celui que produit le
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mouvement d'entraînement pendant le temps compris entre l'époque t et celle où le point mobile est arrivé en M^ sur sa trajectoire relative. Le lieu des points M.\ est la trajectoire absolue.
Si, au lieu de deux mouvements composants, il y en avait un plus grand nombre, le système (S') ne serait plus fixe, mais mobile relativement à (S^), qui léserait lui-môme par rapport à (S*^), etc. Imaginons que ces divers systèmes soient placés dans les positions qu'ils occupent à une même époque t. Dans ce cas, la courbe MM',M', . . ., obtenue comme on vient de le dire, ne serait plus que la trajectoire relative du point M, par rapport au système (S) pris dans la position contemporaine de Oa:yz (c'est-à-dire celle où il se trouve à Tépoque t). En parlant de cette nouvelle trajectoire relative, et tenant comple du mouvement d'entraînement de (S') par rapport à (S"), la répétition d'une construction analogue donnerait une troisième trajectoire relative, que Ton aurait encore à combiner de la môme manière avec le mouvement d'entraînement de (S") par rapport à (S''). Il est clair qu'une opération semblable répétée un certain nombre de fois conduirait finalement à trouver la trajectoire du point mobile relativement au système fixe (S;,), c'est-à-dire la trajectoire absolue.
On aurait pu prendre pour données la trajectoire absolue, avec les mouvements d'entraînement successifs, et déterminer les diverses trajectoires relatives par lesquelles on vient de passer. Il suffirait d'imaginer que les divers déplacements dus aux mouvements d'entraînement sont décrits en ordre et en sens inverses. Pour nous borner au cas de deux mouvements composants, par exemple, si, dans la /ig. 33, on donnait la courbe MMiMj... trajectoire absolue, il est bien éviden qu'on retrouverait la trajectoire relative MM1M2. . . en décrivant à partir de chaque point tel que M\ un arc ]Vr,Mi, égal et contraire à celui qu'il avait fallu décrire pour passer de la dernière de ces trajectoires à la première.
28. Composition des vitesses d'un point. — Faisons décroître indéfiniment les arcs MMi, MiMj, MM\ {Jig, 33) et la durée correspondante t^-^ t du parcours de ces arcs par le point mobile; à la limite, les arcs peuvent se remplacer par leurs
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cordes, en grandeur, direction et sens. Si nous concevons ensuite que les côtés du triangle infiniment petit MMiMi soient
amplifiés dans le rapport -> ils représenteront trois vî-
lesses, savoir :
La vitesse absolue, égale à lim * •
La vitesse relative, égale à lim
MM
-.aie cl mil ;
Enfin la vitesse dite vitesse d'entraînement, exprimée par lim — ^^—^ 7 celle que prendrait le point Mi (ou M à la limite)
s*il devenait fixe dans le système (S). Or, dans le triangle MMiM',, le côté MM\ est la résultante
géométrique de MMi et de MjM', ; on a donc, par la considéralion du triangle semblable, le théorème suivant :
Lorsqu'un point se meut relativement à un système animé lui-même d'un certain mouvement, la vitesse absolue de ce point est la résultante de sa vitesse relative et de sa vitesse (l'entraînement.
On aurait pu tout aussi bien considérer MMi comme la résultante de MM'i et deMjMi, ce dernier côté devant être alors parcouru en sens inverse de celui qu'on avait d'abord dû suivre; donc, les hypothèses de Fénoncé précédent restant les mêmes, nous pouvons ajouter :
La vitesse relative d' un point est la résultante de sa vitesse absolue et de sa vitesse d'entraînement prise en sens contraire.
Nous sommes arrivé à ces théorèmes en nous servant du point M, situé à Tintersection des trajectoires absolue et relative dans \dLfig. 33; néanmoins cela ne particularise rien, car l'époque r, à laquelle se rapporte la position attribuée aux axes mobiles, reste absolument arbitraire, et Ton aurait pu la choisir de manière à faire passer la trajectoire relative par tout autre point de la trajectoire absolue. Les théorèmes cidessus restent donc vrais pendant toute la durée du mouveuienl.
Dans le cas où le mouvement d'entraînement, qu'on vient
de supposer absolu, serait lui-môme un mouvement composé de plusieurs autres, comme on l'a vu au n" 27, la résultanle de la vitesse relative et de la vitesse d'entraînement, telle qu*on vient de la trouver, ne serait plus la vitesse absolue du point, mais sa vitesse relativement au second système d'axes (S'). En la composant avec sa vitesse d'entrainemenl produite par le mouvement de (S') relativement à (S'), on aurait une seconde résultante qui serait la vitesse absolue dans l'hypothèse de (S") fixe, ou une nouvelle vitesse relative dans le cas contraire. Cette composition successive des vitesses finirait toujours par donner la vitesse absolue, égale à la résultante de la vitesse relative du point dans (S) et des vitesses qu'il aurait s'il était lié à chacun des systèmes (S), (S'), . . ., (S„_i), dans le mouvement que ce système possède relativement au suivant. L'ordre suivi pour la composition est d'ailleurs indifférent (n° 11), et toutes les vitesses composantes peuvent se traiter de la même manière.
29. Emploi de la transformation des coordonnées, — Nous nous bornerons à étudier le cas auquel se rapporte Idi Ji^. 33, dans lequel on a seulement deux systèmes de comparaisons, l'un O^j-s mobile, l'autre 0' x'y' z' fixe. On définira le mouvement du premier en donnant, pour chaque valeur du temps t : i° les coordonnées $, r,, Çde l'origine 0, relativement aux axes fixes; a** les cosinus directeurs a^ b, c, (7i, 6,, c,, a*, bi, c, de chacune des lignes 0 j?, 0 v, 0^ dans le système 0' jt', O'y'y O^z'. Les deux systèmes d'axes étant supposés rectangulaires, CCS neuf cosinus doivent satisfaire h six relations distinctes qu'il est inutile de rappeler; écrivons seulement les formules de transformations
a'= 5 4- aœ -+- a^y -h a^z, j)^' — T, 4- 6 j -f- ^1 >' -\- bi z, z' = Ç 4- c J? -f- c,7 4- c^z,
OU encore
œ=za (a'-|)4-6 (/-.r,)4-c (^'-ï), z ■^^,(a'-î)4-^(y--T))4-C,(.'-C).
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Puisque Ç, r,, Ç, ainsi que les neuf cosinus, sont donnés en fonction du temps, le premier groupe définit les coordonnées absolues du point quand on donne les coordonnées relatives, c'est-à-dire qu'il permet de trouver le mouvement absolu au moyen du mouvement relatif et du mouvement d'entraînement ; inversement, le second groupe permet d'avoir le mouvement relatif au moyen des deux autres.
Supposons, comme exemple particulier, que les axes mobiles soient animés d'un mouvement de translation ; ils conservent dans ce cas des directions constantes, qu'on peut prendre pour celles des axes fixes. Supposons de plus que le point dont on étudie le mouvement soit en repos absolu à l'origine O'. Il faut faire alors
J:'=0, J''=:o, 5' =: O, ainT, 61=1, Cj= I, 6=0, C-=iOy «1=0, Ci=:0, «,mO, ^ji^ o,
et le second groupe devient
Les coordonnées de 0' dans le système 0xj5 deviennent égales et contraires à celles de 0 dans le système O'x'/'^s', ce qui serait d'ailleurs bien facile à voir sans calcul. Il résulte de ce fait que, si l'on construisait la trajectoire relative de 0' et la trajectoire absolue de 0 dans un même système d'axes, les deux courbes seraient symétriques relativement à l'origine; elle seraient égales en les supposant planes.
Par exemple, le Soleil décrit, dans une année, relativement à des axes de direction constante menés par le centre de la Terre, une ellipse ayant l'un de ses foyers en ce point; on peut en conclure que, relativement à des axes de direction constante menés par le centre du Soleil, la Terre décrit une ellipse égale, ayant de même ce point pour l'un de ses foyers.
La différentialion des équations précédentes conduirait sans peine à la composition des vitesses, démontrée par un autre moyen au n° 28; on pourrait aussi arriver, par une seconde différentiation, à connaître l'accélération totale dans l'un des deux mouvements absolu ou relatif, quand l'autre est donné, ainsi que le mouvement d'entraînement. Mais les calculs sont
assez prolixes, principalement quand il s'agit des accélérations; nous nous en tiendrons par conséquent aux démonstrations géométriques du n^ 28 et du n* 30 ci-après.
30. Composition des accélérations, — Nous nous proposons de déterminer l'accélération dans le mouvement composé d'un point. Nous allons d'abord le faire en supposant ce point en mouvement relatif par rapport à un système de comparaison mobile, animé lui-même d'un mouvement absolu de
translation. Concevons la trajectoire relative comme faisant partie du système mobile et se transportant avec lui ; soient AB {Jig. 34) sa position au temps t, M la position du point mobile
sur cette courbe à la môme époque, MMi l'arc élémentaire parcouru dans le temps dt, en vertu du mouvement relatif. Pendant ce môme temps dt, AB s'est déplacé et a pris la position A'B',par l'effet du mouvement d'entraînement, de sorte que MM, est venu en M 'M', et que le point mobile M est arrivé en M',, ayant parcouru un arc MM', sur sa trajectoire absolue. Sa vitesse absolue en M est égale à la résultante CE de deux vitesses, l'une CD égale à la vitesse d'entraînement, l'autre DE égale à la vitesse relative (n** 28). Pareillement, en M', nous aurions la vitesse d'entraînement CF et la vitesse relative FG, donnant une résultante CG égale à la vitesse absolue. Donc la vitesse acquise élémentaire, dans le mouvement absolu, est représentée par la ligne EG qui joint les extrémités de ces deux résultantes {n^ 15). Menons maintenant en F une droite FIT égale et parallèle à DE; de plus, joignons DF, EH,
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GH. La droite EG est résultante de EH et de HG, et, en ampiîOant les côtés du triangle dans le rapport -t-j on peut dire
aussi que --rr est la résultante de -j— et de —5-^ • Le premier at dt dt
de ces quotients exprime Taccélération absolue du point mobile (n*» 15) ; nous allons voir la signification des deux autres.
D'après la construction qu'on vient de faire, EH est égal et parallèle à DF, CD représente la vitesse d'entraînement en M, CF la vitesse analogue en M'^ ou en M', car dans un mouvement de translation tous les points se meuvent simultanément avec la même vitesse (n<* 20); donc DF est la vitesse acquise élémentaire dans le mouvement d'entraînement pendant le parcours
DF
MM', et --r— est l'accélération correspondante. D'un autre
côté, FH et FG sont les vitesses relatives en M et M', ou M| ; par suite, la vitesse acquise élémentaire dans le mouvement
ÏÎG
relatif est HG, à laquelle répond l'accélération-^^- Donc nous pouvons conclure que :
L'accélération absolue est la résultante de V accélération d'entraînement et de l'accélération relative.
S'il s'agissait de trouver cette dernière, on verrait par le même triangle HGE que HG résulte de la composition de HE et de EG. Par conséquent :
L'accélération relative est la résultante de i accélération d'entraînement prise en sens contraire, et de V accélération absolue.
La démonstration précédente ne subsisterait plus si les axes mobiles et, avec eux, la trajectoire relative n'avaient pas un mouvement de translation. Voici comment on pourrait procéder dans le cas d'un mouvement d'entraînement quelconque, lequel d'ailleurs sera toujours censé absolu.
Supposons encore la trajectoire relative emportée avec les axes mobiles; soient AH {/ig, 35) sa position au temps ty M cl Ml les positions occupées sur cette courbe par le point mobile aux temps / et / -+- dt. Pendant le temps dt^ la trajec-
Fig. 33.
loire AB se transporte on une position différente A'B', sur laquelle le point M de AB est venu en M' et M, en M', ; M', est
donc la position réelle du point mobile après le temps diy pendant î» lequel il a parcouru un arc MM, (le sa trajectoire absolue. Le passage de AB à A'B', dû au mouvement d'entraînement, peut toujours s'eflfectuer au moyen de deux déplacements successifs; on donne d*abord à tous les points une translation égale au déplacement MM' de M dans ce mouvement, et, en vertu de cette translation, le point Ml arrive en /w, sur la position intermédiaire ab de AB, ayant décrit Tare Mi/zi égal et parallèle à MM'; après celte translation, il ne reste plus qu'à donner une rotation autour d'un certain axe instantané M' -s passant nécessairement en M' (n<» 24), puisque ce point est arrivé à sa position fmale sur A'B' et reste immobile dans le trajet de ab îi A'B'. En vertu de cette rotation, le point m de ab décrit un arc m^\\ ayant pour rayon la perpendiculaire mV abaissée de m sur Taxe, et arrive ainsi à sa position finale M',.
Maintenant désignons par
*'> ^V> ^\ les vitesses absolue, relative et d'entraînement en M,
c'est-à-dire les vitesses avec lesquelles sont parcourus les
arcsMM',,MMi,MM'; jyjrjje les accélérations totales correspondantes; je une quatrième accélération , dite complémentaire y dont la
définition sera donnée plus loin; indt l'angle infiniment petit /?iPM', de la rotation, to étant la
vitesse angulaire de cette rotation; a l'angle mW z^ c'est-à-dire l'angle fait par l'axe de rotation
avec la vitesse relative «v, qui a la direction de M'/?i.
On a vu (n'* 28) que la vitesse v peut s'obtenir par la composition des vitesses (v et tv, c'est-à-dire (n** 11) qu'elle est la diagonale du parallélogramme construit sur ces vitesses. Si donc nous portons une longueur Ml) == r,.^^ suivant la tan-
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gente en M à MMi, et une longueur MC — ^^e^t suivant la tangente à MM' au môme point, la diagonale ME du parallélogramme MDEC construit sur ces deux droites aura une longueur vdt et la direction de r, ou de la tangente à la trajectoire absolue MM|, car MDEC est semblable au parallélogramme
de composition des vitesses r,. et ('«. Donc EM'j est la déviation (n® 18) dans le mouvement absolu, et l'on a par conséquent
em; =:y - -.
D'un autre côté, on voit immédiatement que les lignes DMi et CM' sont des déviations dans les mouvements relatif et d'entraînement de M, de sorte que
DM,=r.y,^, CM'-^y,^.
Pour arriver à la relation qui existe entre ces déviations ou les accélérations correspondantes, menons encore Mi F égal et parallèle aux lignes MC et DE, et enfin joignons EF et Y m. La figure DEFMi est un parallélogramme, comme ayant deux
côtés opposés égaux et parallèles; donc EF, égale et parallèle
dt'
àDMi, a pour valeur y,. — \ dans la même figure, Mi F w ayant
ses lignes Mi m, Mi F respectivement égales et parallèles à MM' et MC, il s'ensuit que Fm est aussi égal et parallèle à CM'
et a pour valeur /g Or EMj est la résultante du contour
EF, F/w, mM',; donc, en multipliant toutes les lignes par le rapport -7-^ j ce qui produirait un polygone de composition horaothétique àEF/wM'^, on pourra dire que :
L'accélération absolue j est la résultante de trois accélérations, savoir : l'accélération relative, V accélération d'entraînement et une troisième composante, à laquelle on donne le nom t/ 'accélération complémentaire.
L'accélération complémentaire, dirigée de m vers M'j, a
pour expression — -r^ ; il reste encore à en définir, d'une
manière plus précise et plus nette, la grandeur, la direction et le sens. Remarquons à cet effet que le triangle M'mP peut être, à la limite, considéré comme rectiligne; l'angle en P étant droit, on a donc
mP z^iM'msinmM'P = r,. ^^sina et, par suite.
mM'j = mV X angle wPMj =:r v^dtsina x t»idl. Donc Taccélération complémentaire /c, qui s'obtient en mul-
tipliant m'M, par -j-^y a pour grandeur '
yV= 2(o(';.sina.
Quant à la direction et au sens de Je, ils sont identiques avec ceux du déplacement mM\ que la rotation instantanée wdt donne au point m ou à tout point situé sur le prolongement rectiligne de l'élément M' m, et en particulier au point G, situé sur la tangente en M' à cet élément, à la distance a^v. Ce point G est à une distance atvsina de Taxe instantané M'^ et /c est égal à sa vitesse dans la rotation autour de cet axe. Donc, en résumé :
L'accélération complémentaire coïncide en grandeur, direction et sens avec la vitesse que prend, en vertu de la rota-tion instantanée dans le mouvement d'entraînement, V extrémité d'une droite représentant le double de la vitesse relative du point mobile.
Il reste sous-entendu dans cet énoncé que Taxe de la rotation instantanée doit toujours être amené à passer par le point mobile. Rien n'est d'ailleurs plus facile. Quand un môme mouvement élémentaire ou fini d'un solide est remplacé de diverses manières par une translation suivie d'une rotation, cette dernière ne varie pas, non plus que la direction de son axe. Si donc, d'après la définition immédiatement donnée du mouvement d'entraînement, l'axe instantané de rotation ne passait pas en j\r (ou M à la limite), il suffirait de l'y transporter parallèlement à lui-même, en conservant la même valeur de la vitesse angulaire.
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S'il s'agissait de trouver l'accélération relative au lieu de l'accélération absolue, on y arriverait encore par la considération du même quadrilatère EF/nMj. On voit que le côté EF de ce quadrilatère est la résultante de EM'j, M'^m, m¥;
donc, en imaginant tous les côtés multipliés par -7-5? on aura
ce théorème :
L'accéléralion relatwe est la résultante de l'accélération absolue, de V accélération d'entraînement prise en sens con^ traire et d'une troisième accélération égale et contraire à l 'accélération complémentaire,
Coriolis, qui avait obtenu les mômes résultats par l'emploi de la transformation des coordonnées, a nommé cette dernière composante accélération centrifuge composée. Il paraît difficile de bien saisir les raisons de cette dénomination, d'ailleurs un peu longue et qui s'est néanmoins conservée.
Supposons maintenant que le système de comparaison (S), auquel on rapporte le mouvement relatif du point mobile, ait un mouvement d'entraînement composé de deux mouvements; ainsi (S) se meut par rapport à un autre système (S'), lequel se meut lui-môme relativement à un système fixe (S"). Dans ce cas, on opérerait d'abord sur le mouvement relatif du point dans le système (S) et sur le mouvement de celui-ci par rapport à (S'), en le considérant comme un mouvement absolu d'entraînement; alors l'application de la méthode précédente conduirait à trouver une accélération qui serait considérée comme absolue par un observateur emporté dans le mouvement de (S'). Mais, en réalité, ce ne serait encore qu'une accélération relative, puisque (S') n'est pas fixe; il faudrait recommencer une opération analogue; en combinant cette accélération relative qu'on vient de trouver avec l'accélération d'entraînement et l'accélération complémentaire qui répondent au mouvement absolu de (S'). Dans le cas d'un plus grand nombre de mouvements composants, ce serait toujours la même chose; seulement l'opération dont on vient de parler se répéterait un plus grand nombre de fois.
Dans le cas particulier où tous les mouvements d'entraînement successifs seraient des translations, on se trouverait
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ainsi conduit à trouver Taccéléralion absolue égale à la résultante géométrique des accélérations du point mobile dans ses divers mouvemenls composants.
Applications. — i° Point en repos absolu, rapporté à un système d'ajces qui tourne uniformément autour dune droite fixe. — Soient 0 {fig. 36) l'origine d'un système d'axes qui tourne uniformément, dans le sens indiqué parla flèche, avec
une vitesse angulaire tx>, autour d'une
'^'(î- ^^- perpendiculaire au plan de la figure; M
Ac un point immobile dans ce plan. Pour
un observateur entraîné avec les axes,
h^ le point paraît décrire un cercle de
aj^i^ 1 2o)»r rayon OM — r, et il semble le parcourir
*» . "• avec une vitesse constante MB=:a)r,
^/ tA égale et contraire à MA = ai/-, vitesse
d'entraînement qu'aurait le point s'il était lié aux axes; il faut en effet que la résultante de MB et de MA soit nulle, puisque c'est la vitesse absolue d'un point immobile.
Nous pouvons maintenant chercher l'accélération absolue de M au moyen des théorèmes précédents et vérifier qu'elle est nulle. L'accélération relative et l'accélération d'entraînement sont l'une et l'autre celle d'un point qui décrit uniformément un cercle avec la vitesse w/-; chacune d'elles se réduit à sa composante centripète, dirigée de M vers 0 et égale
tu* rà -— - ou (0*/- (n° 15). Leur réunion donne 2o>*r, dans les
mêmes direction et sens. D'autre part, l'accélération complémentaire est égale à la vitesse que prend l'extrémité C d'une
droite MC =i2MB représentant le double de la vitesse relative, en vertu de la rotation w autour d'une parallèle menée en M à l'axe 0; cette vitesse wMC, ou 2(o2r, perpendiculaire à MG et par conséquent parallèle à OM, est en outre dans le sens-de 0 vers M. Donc cette dernière composante de l'accélération absolue détruit les deux premières et la résultante est bien nulle, comme on le savait d'avance.
2" Accélération d'un point rapporté à des coordonnées rectilignes ou à des coordonnées polaires dans un plan, — Les
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coordonnées œ^ y, z d'un point mobile M, dans un système fixe de trois axes Ox, Oj, 0^, définissent le mouvement absolu de ce point quand elles sont liées au temps t par trois relations que nous concevons mises sous la forme
Or le mouvement du point peut être aussi regardé comme un mouvement composé de la manière suivante : le point M glisse sur une droite (D) toujours parallèle à Taxe des j?, pendant qu'un point P, fixe sur la droite (D), glissesur une droite (D') parallèle à 0/ et contenue dans le plan des j-g; la distance PM est toujours /(^) et la coordonnée/ du point P est toujours ^{t); enfin le plan (D, D') des deux droites se déplace simultanément par une translation parallèle à Taxe des z, de telle sorte que la coordonnée z commune à tous ses points ait à chaque instant la valeur ^{t). Il est clair que de cette manière le point serait sans cesse défini par les mêmes coordonnées ^, r, z; son mouvement absolu serait donc demeuré identique à ce qu'il était.
Appliquons maintenant les théorèmes sur la composition des accélérations, en considérant d'abord le plan (I), D') comme immobile. Il ne restera au point que son mouvement relatif sur la droite D et un mouvement d'entraînement parallèle à l'axe des j; comme ce dernier est une translation, l'accélération dans le mouvement composé est la résultante
de l'accélération relative —r-. y et de l'accélération d'cntraîne-
ment -y^- Mais cette résultante n'est elle-même, au fond,
qu'une accélération relative, par rapport au plan (D,I)'), pris pour système mobile de comparaison. Comme ce plan est animé d'un mouvement d'entraînement qui est encore une translation, la première résultante se compose avec l'accélé-
(p z ration ~. de ce mouvement. Donc enfin l'accélération abso-
d^ jc d^ Y d^ z lue est la résultante des accélérations -i-^ > -pj j -r-^ ? respectivement parallèles aux trois axes coordonnés, comme nous l'avions déjà démontré par un autre moyen (n" 16).
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Supposons encore un point M {fig. 87) rapporté à des coordonnées polaires dans un plan. On concevra ce mouvement comme produit en faisant glisser le point M le long du rayon
vecteur OM pendant que ce rayon ^^^' •^7- vecteur tourne autour du point fixe
Ces deux mouvements, le pre
c /, mier relatif, le second d*entraîne-
yK ' ment, sont définis si Ton donne,
M en fonction du temps, le rayon
^^ OM=:r et rangle WQx — ^ qu'il
^ ^ fait avec Taxe polaire Ox; il s*agit
alors de trouver Taccélération de M dans son mouvement absolu. Pour cela, nous devons chercher Taccéléralion relative, l'accéléralion d'entraînement et l'accélération complémentaire.
La première est immédiatement connue, puisque la Irajec-
toire relative est droite ; elle a pour valeur-rj y que nous représentons sur la figure par la ligne MA. La seconde est celle qu'aurait le point M s'il devenait fixe sur OM. Il décrirait alors
un cercle de rayon ravec une vitesse angulaire -r.\ sa vitesse linéaire serait r -j- son accélération aurait une composante
tangentielle ^^^1=1 -i-( z-^- j := r-^-^ (puisque dans ce mouvement circulaire /• ne change pas), et une composante cen-
tripète ^**^ = "( ' tt; ) —^(57) (i^**^^)- H ^^ r^ste plus à trouver que l'accélération complémentaire. On sait qu'il faut,
à cet effet, prendre la droite ME égale au double de la vitesse
//ft
relative; la vitesse de E dans la rotation -r autour de M donne
dt
dr
cette troisième composante. Ici ME=:2-5-; la vitesse de E
dans la rotation dont il s'agit est 2-=- —, représentée sur la
at dt
figure par MD. Toutes les droites représentatives ont été tra-
d-r d-^ cées sur la figure en supposant positives les dérivées -7-r-j -r^y
dt* dt'
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-T-^ -T'y le sens qu'on leur a donné est le sens positif dans
lequel elles sont censées comptées, en conservant toujours
les expressions analytiques ci-dessus.
En résumé, nous trouvons pour l'accélération totale : Une composante suivant le prolongement du rayon vecteur
égaleà^-.r(gy;
Une composante ^'-jji-^ '^zn ^^ suivant la perpendiculaire à ce rayon, dans le sens des accroissements positifs de l'angle 6.
Voici une autre méthode pour arriver aux mêmes résultats. Prenons Taxe polaire 0^ et une perpendiculaire 0/ pour axes coordonnés; nous aurons
^i=rcos6, /=:rsin6,
d'où, par des différentiations successives, résulte
djc dr ^ , ^d^ dy dr . ^ ^ d^
—r — -T-cosÔ — rsmO —5 -7- = -.-smô-i- rcos6 — : dl dt dt dt dl dt^
d^œ d'r , . ^dr d^ \f<^^Y • ^^'^
_ = _cose-2sme-3-^~rcose(^^j-,.sme-^,
d^Y d^r . , ^drdfi . , fd^V ,t/*0
-rv = -777 sm6 -f- 2COS6-7- -= r sin6 -r. + /cosô-j-v"
dt* dt* dt dt \dtj dl*
d^ X d^ y L'accélération totale étant la résultante de ^^ et -—5- (n« 16),
ses projections sur le rayon vecteur OM et sur la perpendiculaire MD sont respectivement
d^ jc d^ y d^ jc d^ y
expressions qui, après substitution des valeurs qu'on vient de trouver pour les deux dérivées secondes et toute réduction faite, reproduisent bien les valeurs déjà obtenues par un autre procédé.
La composante suivant la perpendiculaire au rayon peut
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s'écrire sous la forme
CHAPITRE PREMIER
/• dt
dt
OU, en nommant V le double de la vitesse aréolaire (n* 12),
i_ dV r dt '
Si Ton sait a priori que cette composante doit être nulle, ou, en d'autres termes, que l'accélération totale doit passer par le centre fixe 0, il en résulte que V ne peut varier; la vitesse aréolaire doit alors rester constante, et Taire engendrée par le rayon vecteur varie proportionnellement aux variations du temps.
3<* Accélération totale d'un point lié à un cercle qui roule uniformément sur une droite: rayon de courbure de sa tra^ jectoire, — Soit un cercle OC {ftg* 38) qui roule sur une droite (\jc; son centre 0 décrit alors une droite parallèle. D'après les principes généraux établis au n® 25, nous pouvons toujoui's concevoir le mouvement du cercle comme produit par la coexistence d'une translation recliligne égale au déplacement du point 0 et d'une rotation autour de ce point.
Soient v la vitesse de la translation, o) celle de la rotation, r le rayon OC; nous aurons la vitesse du point C qui sera la résultante d'une vitesse d'entraînement t' et d'une vitesse relative wr (n° 28), car le cercle tourne avec la vitesse w autour de 0, par rapport à des axes de direction constante, emportés avec la vitesse v. Ces deux composantes sont dirigées suivant la même droite et leur résultante a pour valeur v — wr. Or on sait d'un autre côté (n<» 22, c) que le centre instantané de rotation du cercle se trouve en C; donc
Fiç. 38.
r — to /•
Il y a un rapport constant r entre les vitesses i^ et w : c'est la condition nécessaire du roulement; mais nous admettrons de
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plus, comme condilioa de son uniformité, que rel m sont invariables avec le temps.
La recherche de Taccélération d'un point quelconque M pris dans le plan du cercle devient alors bien facile. Dans son mouvement relatif, ce point décrit uniformément un cercle de rayon ÔM avec la vitesse angulaire w; son accélération se réduit à Taccélération centripète oi^MO, dirigée de M vers 0. Dans le mouvement d'entraînement recliligne et uniforme suivant O i*, l'accélération est nulle ; de plus l'accélération complémentaire est nulle, parce que ce second mouvement est une translation. Donc l'accélération absolue du point M se réduit à co'MO.
Ce résultat conduit sans peine à la connaissance du rayon de courbure de la trajectoire décrite parce point. Menons en effet la normale CM à cette courbe et abaissons du centre 0 la perpendiculaire OP sur CM; la composante centripète de l'accélération absolue est w^MOcosOMP ou to*MP. D'autre part, la vitesse angulaire autour de C est encore w, car on sait (n° i25) que, dans les diverses combinaisons d'une translation avec une rotation pou.r représenter un mouvement déterminé d'un solide, la rotation reste la môme; le produit wMC exprime donc la vitesse absolue de M, et par conséquent, en nommant p le rayon de courbure demandé, on a
d'où
MP
Le centre de courbure se trouverait d'ailleurs sur le prolonirement de MC au-dessous de Cx, puisque l'accélération cen-
tripète a le sens de M vers P et que J=-, égal à ^=^ , est plus ^ MC MP
i^rand que l'unité, d'après la relation précédente.
Remarquons enfin que, dans le cas particulier où le point M est pris sur la cijvonférence OC, MP devient égal à ^MC, et, par suite, pi=:2MC; le rayon de courbure d'une cycloïde est double de la normale. On retrouve ainsi un théorème connu.
Bresse. — C*uis<ie Méc, !.. G
§ IV. — Mouvements élémentaires composés on relatifs
d'un solide invariable.
Définitions et observations générales. — Un des moyens
par lesquels on peut définir le mouvement d'un solide invariable (S) consiste à donner son mouvement par rapport à un autre solide (S'), puis le mouvement de (S') par rapport à un troisième 'solide (S"), le mouvement de (S") par rapport à un solide suivant (S''), et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on arrive à un solide Çxxe^ (S«). Le mouvement absolu de (S) se nomme alors un mouvement composé, et les mouvements dont il est le résultat sont dits mouvements composants.
Dans le cas particulier où il n'y aurait que deux mouvements composants et où, par conséquent, le solide (S") resterait ï\\Qy on nomme ordinairement mouvement relatif le mouvement de (S) par rapport à (S'), c'est-à-dire celui qui se manifeste par la variation des coordonnées de tout point de (S) dans un système d'axes faisant partie de (S'); le mouvement absolu de (S') prend alors le nom de mouvement d'entrainement. Souvent on a besoin de rechercher le mouvement relatif de deux solides (S) et (S'), connaissant le mouvement absolu de chacun d'eux. Or on a vu (n** 27) qu'on passe des positions successives d'un point sur sa trajectoire absolue à ses positions contemporaines sur sa trajectoire relative par les mêmes opérations qui avaient permis d'obtenir les premières au moyen des dernières, sauf qu'il faut changer le sens du déplacement produit par le mouvement d'entraînement; cela pouvant s'appliquer à un point quelconque de (S), nous en conclurons que le mouvement relatif de ce solide est un mouvement composé, résultant de son niouvement absolu et du mouvement de (S') pris en sens contraire. C'est d'ailleurs ce qu'on peut établir plus directement, en parlant de ce principe évident qu'on ne change rien aux positions relatives d'un ensemble quelconque de points quand on déplace en bloc tout le système, comme un solide invariable, puisque les distances de tous les points entre eux ne sont alors auc\inement modifiées. Si l'on prend ce mouvement commun égal et
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contraire à celui de (S'), le solide (S') est réduit au repos^ et le mouvemenl relatif demandé devient le mouvement absolu de (S), lequel mouvement est composé de son mouvement absolu primitif et du mouvement commun, égal et contraire au mouvement primitif de (S').
Ainsi donc le mouvement relatif d*un solide n'est pas autre chose au fond qu'un mouvement composé, et les deux questions n'en font qu'une.
Voici maintenant le but qu'on se propose dans Tétude des mouvements composés d'un solide. On se rappelle (n** 28) que la vitesse absolue d'un point quelconque de ce solide peut s'obtenir en prenant la résultante des vitesses qu'aurait le môme point dans chacun des mouvements composants; la môme chose peut se dire quand on multiplie chaque vitesse par l'élément dt du temps el qu'on lui substitue ainsi le déplacement du point pendant le temps dt. Or il est naturel de se demander si toutes les vitesses résultantes ou les déplacements élémentaires résultants ne pourraient pas s'obtenir en supposant au solide un seul mouvement simple, de translation ou de rotation; dans le cas le plus général, on est certain d'avance qu'il suffit de la combinaison d'une seule translation avec une seule rotation (n** 2o), ce qui se réduit en fin de compte à un mouvement hélicoïdal. On peut aussi chercher à substituer à tel mouvement donné un mouvement composé, dans lequel les mouvements composants seraient choisis de manière à donner des facilités spéciales pour la résolution de certains problèmes ou pour la démonstration de certaines théories. Tel est le double but que nous allons poursuivre, en traitant successivement des cas particuliers pour arriver au cas général.
32. Composition des translations, — Si un solide (S) est animé, relativement à un autre solide (S'), d'une translation ayant une vitesse r, pendant que (S') possède une translation absolue avec la vitesse r', la vitesse Y d'un point quelconque de (S) sera la résultante des deux mêmes composantes v et i', puisque dans une translation tous les points ont la môme vitesse (n'» 20). La vitesse résultante de chaque point sera donc produite par une translation, dans laquelle la vitesse est
la résultante de celles qui ont lieu dans les translations composantes.
Si maintenant le solide (S'), au lieu d'une translation al>solue, avait lui-môme une translation de vitesse i', relativement à un solide (S") animé d'une translation absolue de vitesse (i''), le mouvement résultant qu'on vient d'obtenir ne serait plus que le mouvement relatif de (S) par rapport à (S'); pour avoir son mouvement absolu, il faudrait encore <^omposer ce premier mouvement résultant avec le mouvement (le (S"), et l'on verrait de môme qu'on arriverait à une translation dont la vitesse serait la résultante de V et de r'', ou, ce qui revient au môme, la résultante de r, v'^ i>\
Dans le cas d'un nombre quelconque de translations composantes, on pourrait appliquer le môme procédé de procbe en proche, et l'on arriverait toujours à conclure que le mouvement élémentaire résultant est une translation dont la vitesse est la résultante de celles qui ont lieu dans les translations composantes.
Il est également visible que deux groupes de translations composantes peuvent se remplacer l'un l'autre quand les deux vitesses résultantes sont égales, puisqu'ils donnent lieu au môme mouvement résultant.
33. Composition des rotations autour d'axes parallèles. — Comme on a déjà pu le voir dans diverses occasions, quand on sait composer deux mouvements, on sait par là môme en composer un nombre quelconque. Bornons-nous donc à supposer des rotations autour de deux axes 0 et 0' {/ig. 39), .^ „ perpendiculaires au plan de la fi-
D gure; leurs vitesses angulaires sont
c ^^^ ^..^^ to et o)', et nous leur supposons d'a-
^ t *^ "^ ^ bord un môme sens, indiqué parles
^^ t^ — - — j, Héches. On peut admettre, si l'on
y veut, qu'un solide (S) tourne autour
° de l'axe 0 relativement, à un solide
(S') avec lequel il a celle ligne commune, pendant que (S') tourne autour de la droite li\c 0'; il s'agit do trouver le mouvement élénienlaire al)so]u <le (S).
Dans le uiouvemenl composé ainsi défini, la vitesse relalive
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et la vitesse d'enlraînemenl d*un point quelconque de (S) sont toutes deux perpendiculaires à la direction commune des axes; il en est par suite de môme de leur résultante, vitesse , absolue du point. On peut donc dire que toutes les vitesses du mouvement absolu, à un instant quelconque, sont parallèles au plan de la figrure, et que par conséquent le mouvement élémentaire absolu se réduit à une rotation autour d'un axe perpendiculaire à ce plan (n° 22), c'est-à-dire parallèle aux axes O et 0'.
Cberchons maintenant un point de cet axe, ce qui suffit pour le définir, sa direction étant connue. A cet effet, déterminons sur la droite 00' un point A tel qu'on ait
(i) wOA—w'O'A;
ce point aura une vitesse relative AB exprimée par wOA, une vitesse d'entraînement AC exprimée par ui'O'A, et par conséquent une vitesse absolue nulle, puisque ses deux composantes sont dirigées perpendiculairement à 00', directement opposées et égales d'après l'équation ci -dessus. Donc le point A appartient à l'axe instantané demandé. Ainsi deux rotations de même sens autour d'axes parallèles produisent, pour chaque point, la même vitesse résultante qu'une rotation unique autour d'un axe parallèle aux deux premiers, contenu dans leur plan et partageant leur distance en parties inversement proportionnelles aux vitesses angulaires des rotations composantes.
Il reste encore à trouver la vitesse angulaire de la rotation résultante. Pour cela, on remarquera que le point 0 n'a pas de vitesse relative, et que par conséquent sa vitesse absolue se réduit à la vitesse d'entraînement OI) = u>'00'. Or, en nommant û la vitesse angulaire cherchée, la vitesse absolue du même point 0 s'exprimerait aussi par iiOA; donc
aÔÂ — to'ÔO' = <«^(ÔÂH- CVÂ) et par suite
û =1 w'-hw
OA ou, en vertu de (i),
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La vitesse angulaire dans le mouvement résultant est donc la somme des vitesses angulaires dans les mouvements composants. Le sens de la vitesse w'OO' du point 0 fait d'ailleurs reconnaître que le sens de Q est le même que celui de w et a>'.
Rien ne serait changé aux résultats que nous avons trouvés, si les deux rotations w, u>' permutaient réciproquement les rôles que nous leur avons assignés, c'est-à-dire si la seconde constituait un mouvement relatif et la première un mouvement d'entraînement. Mais il est bon de faire observer que le mouvement élémentaire, pour une position donnée du plan des deux axes, est seul identique dans les deux cas; le mouvement continu du solide diffère complètement. Supposons,
par exemple, -: constant; avec notre première hypothèse, le
centre instantané de rotation A décrirait dans le plan de la figure autour du centre 0' un cercle fwe de rayon O'A, sur lequel roulerait le cercle décrit autour de 0 avec le rayon OA, lieu des points A dans le solide mobile (n<*23); avec la seconde hypothèse, au contraire, on serait conduit à faire rouler le cercle mobile O'A sur le cercle fixe OA.
Une observation du même genre pourrait être répétée à Toccasion des diverses compositions de mouvements que nous avons à examiner plus loin. Nous nous dispenserons d'y revenir.
Examinons maintenant le cas de deux rotations de sens contraires. Soient toujours 0 et 0' {/ig. 4o) les projections des
deux axes, w et w' les vitesses angulaires, dont les sens sont mdiqucs par les flèches; on suppose, par exemple,
Xii "îilN k^ *"^ -^ ^'' ^® mouvement élémentaire ré-
Â !o 0' sultant a toujours lieu parallèlement à
^D un plan perpendiculaire aux axes, ou
c au plan de la figure; c'est donc encore
une rotation autour d'un axe parallèle à 0 et 0', et il suffit de trouver un point de cet axe ainsi que la vitesse angulaire u. Pour cela, on déterminera, sur le prolongement de O'O, du côté de la plus grande rotation, un point A remplissant la condition
(a) wOAizzto'O'A;
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ce point aura une vitesse relative et une vitesse d'entraînement représentées par deux droites AB, AC, directement opposées et égales en vertu de la relation (2); donc il aura une vitesse absolue nulle et sera par conséquent un point de Taxe instantané. Quant à li, on l'obtiendra en divisant la vitesse absolue de 0, c'est-à-dire to'OO', par OA; donc
OA OA OA
ou, en vertu de (2),
Û z^ 0) — to',
La vitesse w'OO' du point 0 étant représentée par une droite descendante, telle que OD, on voit en outre que le sens de Q est celui qu'indique la flèche, c'est-à-dire celui de la plus grande des deux composantes to et to'.
Les deux rotations se composent donc encore en une seule, dont l'axe, parallèle à ceux des rotations composantes, se trouve dans un même plan avec ces axes, en dehors de leur intervalle et du côté de la rotation la plus grande. La vitesse angulaire de la rotation résultante a le sens de cette dernière et une valeur égale à la différence des vitesses angulaires dans les deux rotations composantes.
En remplaçant, dans l'équation (2), O'A par OA -h 00', on en tire
OA r^
lorsque a>' varie et tend vers w, on voit que la résultante il tend vers zéro; en même temps l'axe A s'éloigne indéfiniment. On a dit (n<»21) qu'une rotation nulle autour d'un axe situé à l'infini est l'équivalent d'une translation. C'est ce qu'on peut, au surplus, reconnaître ici d'une manière directe et bien simple. Prenons en effet un point quelconque A du solide (Jïg. 40 et menons les perpendiculaires AO, AO' aux
deux axes O et 0'; soit w la valeur commune des vitesses angulaires, dont les flèches indiquent les sens respectifs. La
vitesse absolue de A est la résultante de deux vitesses, l'une relative, l'autre d'entraînement, représentées par les droites AB et AC, perpendiculaires à OA et O'A, dont les grandeurs sont cdOA et wO'A; celte résultante coïncide avec les diagonales AD du parallélogramme ABDC construit sur AB et AC Or les triangles OAO', ABD sont semblables; car l'angle A du premier égale l'angle B du second, comme ayant leurs côtés perpendiculaires, et de plus ces angles sont compris entre côtés proportionnels, puisqu'on a
Ali Bl>
OA O'A
Donc les troisièmes côtés sont aussi perpendiculaires entre eux et dans le même rapport. La vitesse résultante AD est donc toujours perpendiculaire au plan des deux axes, parce qu'elle se trouve dans le plan perpendiculaire OAO' et dirigée perpendiculairement à l'intersection 00'; sa grandeur es! toujours wOO' pour un point quelconque.
L'ensemble de deux rotations égales et contraires se nomme un couple de rotations. On voit par ce qui précède que le couple de rotations se réduit à une translation perpendiculaire au plan des deux axes, ayant pour vitesse celle que chaque rotation prise isolément donnerait à l'axe de l'autre. Il est à remarquer que la position du plan des deux axes, la situation des axes dans ce plan, leur direction et même la vitesse angulaire sont indifférentes; pourvu que la direction du plan ne change pas et que la vitesse wOO' soit conservée en grandeur et sens, le résultat final restera toujours le même.
3i. Composition d'une rotation avec une translation perp,.^ , pendiculaire à son axe, — Supposons
une rotation avec la vitesse angulaire w
'X autour d'un axe projeté en 0 {fig. 42)
" sur le plan de la figure ; soit t' la vitesse de
^ la translation, perpendiculaire à l'axe et
par conséquent parallèle à ce même
^ plan. Menons une ligne Ox perpendi-
culaire à l'axe et à c, et prenons un point quelconque A sur
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celle ligne, du côté où les vilesses dues à la rotation sont de sens contraire à v. Les sens des deux mouvements étant ceux des flèches, la vitesse résultante du point A aura pour valeur
r — tuOA et sera par conséquent nulle si l'on prend ()A=^ — •
D'ailleurs Tensemble des deux mouvements ne produit que des déplacements parallèles au plan de la figure, et l'on sait a priori que le mouvement élémentaire résultant sera une rotation autour d'un axe perpendiculaire à ce plan ou parallèle à O (n'^li). Cet axe est donc la parallèle à l'axe 0 menée par le point A, à la distance OA déterminée comme on vient de le dire.
La vitesse absolue des points situés sur l'axe 0 se réduit à f, puisque la composante produite par la rotation s'annule pour eux; la vitesse angulaire autour de l'axe instantané A
sera donc ^=t ou -, ou enfin w. Il est aisé de reconnaître OA 1'
qu'elle a même sens que la rotation autour de 0.
Donc, en résumé, la composition des déplacements élémentaires, produits par une rotation et par une translation perpendiculaire à l'axe de celle-ci, donne lieu à une rotation égale et de même sens autour d'un axe parallèle. Les deux axes sont dans un plan perpendiculaire à la translation; l'axe du mouvement résultant est le lieu des points auxquels la rotation primitive, prise isolément, donnerait une vitesse égale et contraire à celle de la translation.
On serait arrivé aux mêmes résultats en remplaçant la translation par un couple de rotations (n*» 33), formé d'une rotation égale à u) et de même sens, autour de l'axe A, et d'une rotation contraire autour de l'axe 0. Celte dernière aurait détruit la rotation primitive, de sorte que l'autre serait le mouvement résultant.
Réciproquement, si la rotation w autour de l'axe A était donnée, il est évident que, en supposant autour d'un axe parallèle 0, arbitrairement choisi, deux rotations égales et contraires (0 et — w, on ne changerait rien au mouvement primitif. On voit, par conséquent, qu'une rotation autour d'un axe A peut se remplacer par une rotation égale autour d'un axe parai-
lèle quelconque 0 et par un couple de rotations. Ce couple, formé de la rotation primitive et de la rotation égale et contraire autour du nouvel axe, serait équivalent à une translation perpendiculaire au plan des deux axes; enfin la vitesse de translation serait égale à celle que la rotation primitive autour de A faisait prendre au point 0.
35. Axe représentatif d'une rotation, — Lorsqu'un corps solide tourne autour d*un axe OA {fig. 4^), avec une vitesse
angulaire w et dans un sens déterminé, on convient de représenter ce mouvement par une droite qui suffit à en faire connaître tous les éléments
^ caractéristiques. On porte sur Taxe de
* rotation, à partir d'une origine arbitraire 0, une longueur OA =. «d, dans un sens tel qu'un observateur, ayant la tète en A et les pieds en 0, verrait la rotation s'effectuer dans le sens des aiguilles d'une montre. Dans \^fig. 42, la courbe BMCN est le cercle décrit par un point, BMC et CNB, ses 'deux moitiés, antérieure et postérieure; l'observateur voit bien tourner de sa gauche, à sa droite, sur la première moitié BMC, si* la moitié antérieure de son corps est en avant du plan de la figure et l'autre moitié en arrière.
La droite OA, construite comme on vient de le dire, suffit à définir la position de l'axe^ ainsi que la grandeur et le sens de la vitesse angulaire : on la nomme axe représentatif de la rotation.
36. Composition des rotations autour d'axes concourants, — Soit un solide qui possède, à un instant donné, un mouvement composé de deux rotations w et w', dont OA et 0\' {fig. 44) sont les axes représentatifs. Quand on veut seulement arriver à connaître le mouvement élémentaire ou les vitesses des divers points à l'instant considéré, il importe peu (comme on l'a déjà dit au n° 33) de spécifier quelle est celle des deux rotations qui constitue le mouvement relatif ou le mouvement d'entraînement; on trouverait le même résultat dans les deux suppositions possibles.
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Remarquons d'abord que les déplacements du point 0 par l'effet des deux rotations w et w' sont nuls; le déplacement résultant de ce point est donc aussi _. ,,
nul. Donc le mouvement élémentaire que nous voulons déterminer s'effectue autour d'un point fixe 0; c'est donc (n* 21) une rotation autour d'un axe instantané passant par ce point. Secondement, la vitesse absolue doit être nulle pour tous les points de cet axe, et par conséquent ses deux composantes, dues à o) et to', doivent être égales et opposées. Or, pour un point K en dehors du plan des deux axes, les deux composantes auraient des directions perpendiculaires à deux plans distincts KOA, KOA', et la coïncidence de direction ne s'établirait pas; l'axe de la rotation résultante ne peut donc se trouver que dans le plan AOA'. Ajoutons encore qu'il se trouve dans l'angle OAO' ou dans l'angle opposé ; car ces angles renferment tous les points dont les deux vitesses composantes ont des sens contraires. Maintenant il est aisé de voir que le sommet B du paralléiogramme OABA', construit sur les deux axes représentatifs AO, AO', a une vitesse absolue nulle, et qu'il est par conséquent situé sur l'axe instantané. Abaissons de B, en effet, les deux perpendiculaires BP et BQ sur les deux axes. Les deux vilesses composantes sont, pour ce point, w'.BP et w'.BQ, ou OA.BP et OA'. BQ, quantités égales, car toutes deux expriment l'aire du parallélogramme OABA'; de plus, elles sont dirigées en sens contraires : donc elles se détruisent. Donc l'axe instantané passe en 0 et en B, et par conséquent il coïncide avec la diagonale OB du parallélogramme.
Nous avons encore à déterminer la vitesse angulaire 12 de la rotation résultante, en grandeur et en sens. Pour cela, nous remarquons que la vitesse du point A se réduit à la composante produite par w', c'est-à-dire au produit de eu' par la perpendiculaire AS abaissée de A sur OA', ou enfin au produit OA'. AS, qui exprime l'aire OABA'. Celte aire s'exprime aussi par le produit ÔB.ÂÏÏ, la droite ÂK étant la distance de A à la diagonale OB. Or li est égal (n*» 21) au quotient de
la vitesse d'un point quelconque divisée par la dislance de ce
point à Taxe; donc
^ ÔB.ÂÏÏ
û = = — — OB
AU
La diagonale OH est d'ailleurs bien portée dans le sens voulu pour représenter la rotation Q (n<» 35). En effet, la vitesse ct>'. AS du point A doit tendre en arrière du plan de la figure, d'après la convention observée pour le tracé de Taxe donné OA'; Tobservateur couché sur OB, avec la tête en B et les pieds en 0, verra donc bien le point A tourner dans le sens des aiguilles d'une montre.
Ainsi donc le mouvement élémentaire composé qui résulte de deux rotations autour d'axes concourants est une rotation dont Taxe représentatif s'obtient en prenant la diagonale du parallélogramme construit sur les axes représentatifs des rotations composantes.
Si l'on avait à composer trois rotations autour d'axes concourants, on pourrait d'abord composer les deux premières, puis composer la résultante avec la troisième. Finalement, on obtiendrait pour mouvement élémentaire résultant une rotation dont Taxe représentatif serait la diagonale du parallélépipède construit sur les axes des rotations composantes.
Pour un nombre de rotations supérieur à deux, les axes étant toujours supposés issus du même point, la composition des mouvements pourrait encore s'effectuer en procédant successivement par deux. Le mouvement élémentaire résultant consisterait toujours en une rotation autour d'un axe passant au point de concours des axes donnés, et l'axe représentatif de cette rotation serait la résultante géométrique des axes représentatifs des rotations composantes.
37. Composition de mouvements élémentaires quelconques, — Supposons que le mouvement élémentaire d'un solide soit composé d'un nombre quelconque de translations dont les vitesses sont V, N'y V, ... {fig* 45), et d'un nombre quelconque de rotations représentées par des droites A, A', A', avec des situations également quelconques. Chacune de ces rotations peut se remplacer par une rotation égale autour d'un axe
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parallèle mené en un point arbitraire 0 et par une translation (n* 34); après ce changement, nous aurons : i' un certain nombre de translations qui, jointes aux translations primitive- ''»c- 4^ment données, pourront se réduire à une translation unique (n** 32); ^° des rotations autour d'axes concourants en O, également réductibles à une seule. ,^a , ^
Le mouvement élémentaire du ^^/«'
solide se trouve donc finalement ^ ^
ramené à la combinaison d'une ^ "'
seule translation avec une seule
rotation. La possibilité de le réduire ainsi était connue d'avance (n*2o); elle est confirmée parce qui précède, en ce qui concerne les mouvements composés, et, de plus, on voit Tensemble des opérations géométriques à exécuter pour effectuer la réduction.
Si l'on voulait pousser la réduction jusqu'au point de n'avoir qu'un mouvement hélicoïdal , voici ce qu'on pourrait faire. Soient OR {fig- 46) l'axe représentatif de la rotation résuhante et OT la vitesse de translation; ces deux lignes sont données par les opérations ci-dessus indiquées. On remplacera la translation par deux autres dont les vitesses
Fis- V».
seraient OQ et OS, égales aux projections de OT sur OR et sur une droite perpendiculaire dans le plan TOR. La translation OS combinée avec la rota- ' lion OR donne (n"» 35^) une rotation o' égale, représentée par un axe O'R' égal et parallèle à OR, et tellement situé, que le point 0 prendrait la vitesse OS en vertu de la rotation O'R'. Nous n'avons donc plus finalement que cette dernière rotation , avec la translation OQ, suivant une parallèle à son axe, ce qui constitue le mouvement hélicoïdal.
La droite O'R' n'est autre chose que Taxe instantané de rotation et de glissement du solide (n° 25) ou son axe central •lu mouvement.
Le point O auquel nous avons transporté tous les axes de rotation parallèlement ù eux-mêmes est complètement arbitraire; mais, quel que soit ce point, la rotation OR ne change pas, car il faut toujours prendre la résultante géométrique des mêmes droites. D'ailleurs Oï n*est autre chose que la vitesse du point 0 considéré comme invariablement lié au solide , car cette vitesse résulte de OT et d'une seconde composante qui disparaît, puisque c'est la vitesse due à la rotation OR. En vertu de ce que nous avons démontré au n* 25, nous pouvons donc affirmer : i« que la projection de OT sur OR ne varie pas quand le point 0 change de position; a*» que Ô'î devient minimum en même temps que OS s'annule, quand on prend le point 0 sur O'R'.
Au lieu de ramener le mouvement élémentaire à un mouvement hélicoïdal, nous aurions pu aussi le transformer en deux rotations autour d'axes non contenus dans un même plan. 11 suffirait pour cela de remplacer la translation OT par un couple de rotations (w, — w) contenu dans un plan perpendiculaire à OT, en s'arrangeant pour que Taxe représentatif de 0) rencontre OR. La composition de w avec OR donnerait alors une rotation autour d'un axe oblique au plan du couple, laquelle resterait avec la rotation — w contenue dans ce plan.
Réciproquement, supposons données deux rotations représentées parles axes ()R, O'R' non contenus dans un même plan (//^. 47); il s'agit de réduire ce mouvement composé, Pig /j- autant que faire se peut. Nous n'y
s changerons rien en ajoutant deuï
-^ rotations représentées par deux axes
J*^ / I égaux et contraires 0R% OR*', dont
j le premier est égal et parallèle à 0' R'.
"' ^ Or, les deux rotations OR, OR' peuvent se composer en une seule, repré- ^^' sentée par OS, ligne nécessairement
hors du plan OR^O'R', car si elle y étail, ce plan serait identique à celui du parallélogramme ORSR'', et les deux axes donnés seraient dans un même plan. Quant aux deux rotations O'R', OR^, elles forment un couple réductible à une translation OT perpendiculaire au plan
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OIVO'R'. Il en résulte que OT ne peut pas êlre perpendiculaire à OS. Dès lors, la combinaison de ces deux mouvements OT et OS ne peut que se ramener à un mouvement hélicoïdal en employant le moyen ci-dessus Indiqué.
38. Décomposition d'un mouvement élémentaire quelconque en trois translations parallèles à trois axes coordonnés et en trois rotations autour de ces axes. — Soient Ox^ Oj', Oz trois axes de coordonnées, dont Torigine 0 et les orientations peuvent ôlre choisies comme on voudra. On sait d'abord (n" 25) que le mouvement élémentaire le plus général d'un solide se ramène à une translation accompagnée de rotation. Si AR (Jig, tfi) est Taxe représentatif de celte dernière et AT la translation , nous remplacerons d'abord la rotation AR par une rotation égale autour de l'axe parallèle OR' (n* 34), et par une translation qui, par sa composition avec AT, donnera une translation ÔV (n^32). Il suffira ensuite de substituer à chacun des deux mouvements OT', OIV trois autres mouvements, représentés par les côtés d'un parallélépipède qui aurait ses faces parallèles aux plans coordonnés, avec or ou OIV comme diagonale (n°' 32 et 36).
39. Expression analytique de la vitesse d'un point quelconque appartenant à un solide, — Supposons qu'on effectue la décomposition ci-dessus indiquée (n° 38), en adoptant trois axes rectangulaires; soient a, b, c les trois composantes, suivant les axes 0^, 0/, 0-3, de la vitesse de translation or— A, et p, <7, r les trois composantes de la vitesse angulaire OIV = w. Dans un temps dt, les translations produiraient sur un point quelconque M, répondant aux coordonnées x, y, -, les déplacements
adt, bdtj cdt,
respectivement parallèles aux trois axes. Déterminons aussi ce que produirait chacune des rotations p, q, r considérée
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isolément. La rolalion p donne au point M un déplacemeiu éjral et parallèle à celui de sa projection Psur le plan des v:j: ce dernier point décrit un arc de cercle PP' autour de 0 comme centre, avec OP pour rayon et pdt pour angle au centre. La projection de PP' sur 0^ est nulle; les projections sur Oj et O2 s'obtiennent au moyen du triangle PP-Q, formé en menant par P la parallèle PQS à 0 j, et par P' la parallèle P'Q à 0^. Les triangles P P^Q, POS sont semblables comme ayant leurs côtés perpendiculaires; de là résultent les égalités
OP PS os
ou bien
W PQ
=z: := p de.
La variation de la coordonnée v, ou le déplacement de M en projection sur 0/ par l'effet de la rotation/?, est
— Y^i^ — —pzdt'y de même le déplacement suivant Oz sera
W':..pydt.
Nous avons donc
o, — pzdty pydt
comme expressions des déplacements produits par p suivant les axes. Une simple permutation circulaire donnerla ceux que produisent 7 et /*, savoir :
(fzdt, o, — qxdty — rydt, ru'dty o.
Maintenant, on sait (n^* 28 et 31) que le déplacement élémentaire absolu du point M est la résultante géométrique des déplacements produits par les mouvements composants; sa projection sur cliacun des axes est donc la somme algébrique (le celles qu'on vient de calculer. En désignant par 11, c, »• les \ri)]< composantes de la vitesse V du point M suivant O.r,
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0/, 0^, et, divisant tous les déplacements par dty on aura
donc
Iu^=:a + qz — ry, v~ b -\- rx — pZy \v ■=z c ->r py — qXy
ce qui fait connaître complètement la vitesse V (n® 12).
Remarques. — i» Lorsque la translation A n'existe pas, ou qu'on veut seulement exprimer les composantes de la vitesse produite par la seule rotation (o autour d'un axe OR' passant par l'origine des coordonnées, il faut faire a = o, 6=:o, c=:o dans les équations (i), qui se réduisent dans ce cas à
!u^=^qz — ry .
r r— rx — pZy w :=Lpy-^qx,
2* Rien n'oblige à supposer la fixité des axes 0^, Oj, 0;? dans l'espace; ils ne sont, en effet, dans les raisonnements et calculs ci-dessus exposés, rien autre chose que trois droites rectangulaires et concourantes, qui servent à faire des projections de lignes et de vitesses à une époque i quelconque, et relativement auxquelles on mesure les coordonnées a?, y y z du point dont on s'occupe. Peu importe qu'ils demeurent immobiles ou qu'ils se déplacent suivant une loi quelconque, puisque nous n'en avons considéré qu'une seule position.
Si l'on suppose que les axes restent immobiles, Xy y, z varieront en fonction du temps, et les dérivées rry j^ -r se-
at au at
roni égales (n*» 12) aux composantes m, f% w de la vitesse du point M. Si les axes avaient un mouvement quelconque, les mêmes dérivées n'exprimeraient plus que les composantes de la vitesse relative, pour un observateur entraîné avecles axes; elles ne devraient pas être égalées aux seconds membres des équations (i) ou (2), qui expriment toujours, comme on vient de le dire , les composantes de la vitesse absolue.
Souvent on choisit les axes fixes dans le solide; on y trouve cet avantage que x, y, z sont alors, pour chaque point,- des quantités ne variant pas avec le temps i, et par suite que w,
Rissse. — Cours de Méc, I. •:
i', w ne varient avec t qu'en raison des changements subis par a, ô, c, p, q, r.
3<^ On a supposé, dans les calculs qui ont conduit aux formules (i) et (2), qu'une rotation/? (censée positive) autour de Taxe Ox s'effectue dans le sens de Oj vers 0-, et que de même les rotations positives g, r autour de Oj et de 0- s'effectuent respectivement dans les sens de 0- vers 0.r et de Ox vers 0 j, en suivant toujours le même ordre des lettres
Xy y y Zf Xf y y ....
D'un autre côté, les trois grandeurs />, 7, r sont obtenues, avec les signes qui leur appartiennent, par la projection, sur chacun des trois axes coordonnés, de l'axe représentatif qui définit la rotation résultante w; il est donc nécessake que cette double détermination du signe des rotations composantes conduise à des résultats identiques. Par suite, un spectateur, ayant ses pieds en 0 et couché successivement sur OwT, O7, Os, doit voir s'effectuer dans le sens des aiguilles d'une montre les trois rotations de Or vers O2, de O5 vers Ox, de OvC vers O7. C'est ce qui a lieu quand les axes sont disposés comme dans \^Jjg> 48; mais il pourrait en être différemment, et il faut y prendre garde en choisissant les sens positifs des trois coordonnées rectangulaires.
La môme observation s*applique aux formules que nous allons démontrer au n® 4-0 ci-après, en les déduisant des formules (2).
M). Expressions analytiques des composantes de V accélération complémentaire d*un point, suivant trois axes rectangulaires fixes dans le système de comparaison, — Lorsque le mouvement absolu d'un point M résulte de la composition de son mouvement relatif par rapport à un solide ou système de comparaison (S), avec le mouvement d'entraînement de ce système, on a démontré (n*» 30) que l'accélération absolue de M est la résultante de l'accélération relative, de l'accélération d'entraînement et d'une troisième composante nommée accélération complémentaire. En supposant que le mouvement élémentaire de (S) soit décomposé : i** en une translation identique avec Tare de trajectoire décrit par son point en
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coïncidence avec M à l'époque considérée; 2^ en une rotation autour d'un axe passant par ce point, Taccélération complémentaire est égale à la vitesse que prend, en vertu de cette rotation, l'extrémité d'une droite égale au double de la vitesse relative.
Cela posé, soient Ox, O7, Oz {/ig. 49) trois axes rectan-
l'ig- 49-
gulaires fixes dans le système de comparaison (S); Ma^', M/', M^' des axes parallèles menés par le point de (S), coïncidant avec le point mobile M à répoque t; MG la droite qui représente à cet instant le double de la vitesse relative iv, et MA = w l'axe représentatif de la rotation instantanée. Les projections de Vr sur 0^, O7, Oz, et par conséquent aussi sur les parallèles Mx', My, Mz'y s'obtiendront en prenant les dérivées des coordonnées X, /, z du point M relativement au temps; donc les projections de MG , ou les coordonnées a:', y, z' du point G seront
dx
dt
dt
dt
Si maintenant nous nommons p, q, r les composantes de la
vitesse angulaire co (ou plutôt de son axe représentatif MA) suivant M j?', Mj', Mz', les formules (2) du n'^SO, où l'on mettra pour x, y, z les valeurs ci-dessus indiquées ^', y, z', donneront immédiatement les composantes de la vitesse de G par l'effet de w, savoir :
dz
"^di,
dx
dt dz
^ dt ^ dt
^( dy dx\
^'=^\PTt--'JTtp
ce sont les composantes de l'accélération complémentaire suivant Mo:', Mj', M;;', ou ses projections sur Ox, 0/, 0*.
lOO PBEaifcftE PAKTIC. — CBAPlTftE PftEJUEm.
Pour Taccélération centrîruge composée (n* 30) , il faut prendre les mêmes expressions changées de signe.
De quelque manière qu'on décompose le mouvemenl d'entraînement de (S) en translation et rotation, cette dernière ne varie pas (n*25)y de sorte que l'axe MA reste constant et conserve les mêmes projections />, y, r sur Ox, O^', Oc. A ce point de vue, nous pouvons dire qu'il n'y a rien dans les dernières formules qui tienne particulièrement aux axes ^x\ \Ly'y Me'; ils nous ont servi pour la démonstration, mais ils deviennent inutiles dans l'application pratique des formules.
4-1. De quelques particularités que peut présenter le mouvemejit relatif de deux sur J aces solides en contact. — Quand deux surfaces solides se meuvent l'une par rapport à l'autre en restant toujours tangentes, leur mouvement relatif élémentaire peut offrir des particularités auxquelles on a donné divers noms; le sens exact d'une même dénomination varie quelquefois un peu suivant les auteurs, et nous allons en conséquence donner une définition précise de celui que nous adoptons dans chaque cas.
Nous supposerons d'abord un seul point de contact commun aux deux surfaces.
Si le mouvement relatif élémentaire se réduit à une rotation autour d'un axe dirigé suivant la normale commune au point de contact, nous dirons qu'il y a pivotement. Le point de contact ne varie ni sur une des deux surfaces ni sur Tautre, et le plan tangent commun conserve la même position ; si donc le mouvement relatif se prolonge pendant un temps fini, ce devra être une rotation finie autour d'une droite ï\\e par rapport à chacune des deux surfaces.
Si le mouvement relatif élémentaire consiste en une rotalion autour d'une droite passant par le point de contact et . , contenue dans le plan tangent commun,
nous l'appellerons roulement simple.
Les deux plans tangents aux surfaces S 6t S' {fig> 5o), menés au point de contact M, actuellement confondus en un seul, vont nécessairement, si chacun d'eux reste solidaire avec sa surface, se séparer par reifel de ce mouvement, après
CINÉMATIQCE PURE. lOI
lequel ils feront entre eux un angle égal à celui de la rotation. Les surfaces ne peuvent donc continuer à être tangentes en M, et le point de contact se déplace au moins sur Tune des deux. Ajoutons tout de suite qu'il se déplace aussi sur l'autre ; car, en considérant sur chacune d'elles la courbe lieu des points qui arrivent successivement au contact, on démontrerait, par la répétition exacte des raisonnements du n'^âS, que le déplacement du point commun est égal sur les deux courbes, et que celles-ci restent constamment tangentes entre elles. On voit par là que le mouvement relatif de ces courbes présente tous les caractères qui servent ordinairement à définir le roulement en Géométrie; c'est pour cela que nous appliquons le même mot au mouvement relatif des surfaces S, S', en lui ajoutant Tépithète simple, pour le distinguer d'un autre, dont nous allons bientôt parler.
Lorsque le mouvement relatif élémentaire se réduit à une translation parallèle au plan tangent commun, nous le nommons glissement simple.
Quel que soit le mouvement relatif élémentaire de deux surfaces, on peut toujours le remplacer par une rotation dont l'axe passe au point de contact, accompagné d'une translation (n*»2o). Je dis que, si les surfaces doivent continuer à rester tangentes l'une à l'autre, la translation sera nulle ou parallèle au plan tangent. Soient, en effet, S et S' {fig. 5i) les positions des deux surfaces à une certaine époque, S, et S'i leurs positions après un temps infîniment petit dt. Les surfaces se touchaient d'abord au point M de S ou M de S'; après le déplacement elles se touchent en m, le point M étant venu en M, sur Sj, et le point M' en M'j sur S'j. Ces deux points Mi, M'i sont infiniment voisins de m, puisque les trois points se confondent en M à la limite; donc les dislances de Ml et M', au plan tangent en m sont infiniment petites du second ordre, et par conséquent la direction MiMj est dans le plan tangent m Ti (oti bien, à la limite, dans le plan langent MT en M), ît moins que la longueur M, M'j ne soit aussi du deuxième ordre. Or MiMj est le déplacement relatif de M' par rapport à M; c'est aussi le déplacement dû à la
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translation dont nous parlions tout à Theiire, car les points M et M' ne se séparent pas en vertu d'une rotation sur i*a\e de laquelle ils sont situés. La translation jouit donc bien de la propriété ci-dessus énoncée; elle s'annule si MiM'i est du deuxième ordre et, dans le cas contraire, elle a une direction parallèle au plan tangent MT.
La rotation pouvant d'ailleurs se décomposer en deux (n"36), Tune autour de la normale commune, l'autre autour d'un axe contenu dans le plan tangent, il en résulte que le mouvement relatif élémentaire des deux surfaces peut toujours être considéré comme composé d'un pivotement, d'un roulement simple et d'un glissement simple. Toutes les fois que ce dernier ne sera pas nul, nous conserverons à l'ensemble le nom glissement (sans épithète); ainsi le glissement diffère du glisseifient simple en ce que ce dernier se réduit à une translation parallèle au plan tangent, tandis que le premier comprend en outre une rotation autour d'un axe passant au point de contact. La translation MiMj sera nommée arc de glissement, et
sa vitesse *, *• vitesse de glissement. C'est la vitesse relative
ut
avec laquelle se séparent les points M et M', actuellement confondus au point de contact.
Lorsque la translation ou, si l'on veut, le glissement disparaît, mais qu'il reste une rotation autour d'un axe passant par le point de contact et oblique au plan tangent, nous conserverons encore le nom de roulement (sans épithète).
Dans ce dernier mouvement, comme dans le roulement simple, on établirait, par la même démonstration, que les courbes, lieux des points des deux surfaces qui arrivent successivement au contact, roulent Tune sur l'autre, en ce sens qu'elles restent toujours tangentes et que le point de contact se déplace également sur chacune d'elles. La démonstration ne suppose effectivement en rien que l'axe de rotation soit une tangente commune aux deux surfaces, mais seulement qu'il passe au point de contact.
Jusqu'à présent nous avons supposé des surfaces qui se touchent en un seul point, et nous n'avons considéré que leur mouvement relatif élémentaire. S'il y avait un nombre quelconque de points de contact, les définitions ci-dessus données
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ne s*appliqueraient qu'autant que leurs conditions seraient vérifiées pour chacun de ces points. 11 en résulte, par exemple, que le roulement devient impossible quand ces points ne sont pas en ligne droite, car alors aucun axe de rotation ne peut les contenir tous; de même le pivotement ne pourrait se produire simultanément sur plusieurs points, sauf dans le cas où les normales en tous ces points se confondraient toutes en une seule droite.
Enfin, s'il s'agissait d'un déplacement fini, on devrait le considérer comme produit par une suite de mouvements élémentaires, à chacun desquels on donnerait le nom qui lui convient, suivant la classification précédente. Le môme nom ne serait conservé pour le mouvement total que si les caractères indiqués par l'une des définitions se rencontraient toujours dans chacun de ces mouvements élémentaires successifs.
CHAPITRE DEUXIÈME
CINÉMATIQUE APPLIQUÉE.
Nous nous proposons d'étudier dans ce Chapitre :
I* Les dispositions employées pour obliger des pièces solides à prendre soit un mouvement de rotation, soit un mouvement de translation;
2^ Les mécanismes au moyen desquels on transforme un mouvement en un autre;
3<> Les mécanismes servant à modifier brusquement un mouvement;
4* Les moyens à Taide desquels on peut soumettre certains mouvements à l'observation, afin d'en découvrir expérimentalement les lois.
Eu égard à l'étendue restreinte que nous voulons donner à cette étude, nos énumérations d'appareils resteront toujours plus ou moins incomplètes. Les procédés de la Mécanique industrielle sont extrêmement nombreux et variés; en outre, ils se modifient sans cesse. Il n'est vraiment pas possible de les résumer tous en quelques Leçons; nous devons par conséquent nous borner à des exemples, en choisissant de préférence les choses qui sont d'un usage fréquent, que Ton retrouve dans presque tous les ateliers, et celles qui se recommandent par un certain intérêt, au point de vue de la théorie pure. •
§ L •— Guides du mouvement circulaire et du mouvement
rectiligne.
4-2. Guides du mouvement circulaire. — Un corps solide qu'on veut faire tourner autour d'un axe fixe est monté sur un prisme ou cylindre qu'on nomme un arbre. L'arbre est con-
CINÉMATIQUE APPLIQUÉE. Jo5
struit tantôt en bois, tantôt en métal; dans ce dernier cas» il présente souvent un vide intérieur. Voici diverses dispositions usitées pour l'obliger à tourner autour d'un axe fixe, qu'on cherche à faire coïncider autant que possible avec son axe de figure.
(a). Tourillons et paliers. — Lorsque Tarbre est horizontal, il se termine ordinairement par des cylindres métalliques pleins, à section circulaire de diamètre plus petit que celui de Farbre, concentriques à Taxe de rotation, auxquels on donne le nom de tourillons. Dans le cas d*arbres métalliques, les tourillons peuvent faire partie de l'arbre ou être rapportés; cette seconde alternative a toujours lieu pour les arbres en bois. Les tourillons présentent des renflements nommés épaulements, destinés à les empêcher de glisser sur leurs appuis, dans Je sens de Taxe.
Le coussinet, servant d'appui fixe à un tourillon, se compose de deux coquilles en bronze qui doivent embrasser le tourillon, en laissant entre elles un petit intervalle, afin que Tusure de leur surface intérieure n'empêche pas le tourillon de les toucher. Ces coquilles sont contenues dans le corps du palier, qui lui-même repose sur une semelle ou patin {\\q. Au-dessus se trouve le chapeau, qui maintient les coquilles et les serre contre le tourillon au moyen de boulons.
Le graissage des surfaces frottantes s'opère au moyen d'un godet placé au-dessus du chapeau. Ce godet contient une certaine quantité de graisse, qui fond peu à peu par suite de réchauffement du métal et vient se répandre sur le tourillon, en suivant d'abord un conduit ménagé dans l'épaisseur de la coquille supérieure, puis des rainures hélicoïdales tracées sur la surface cylindrique.
Dans le palier à graissage continu de M. Decoster, un disque porté par le tourillon traverse, par sa portion inférieure, l'huile contenue dans un réservoir; l'huile entraînée par le frottement se répand sur le tourillon et retombe dans le réservoir, après avoir rempli son office. Le tout est fermé aussi bien que possible, de sorte que l'huile se conserve et n'a besoin d'être renouvelée qu'à de longs intervalles.
(6). Tourillons portés par des roulettes ou galets, — Quel-
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quefois, par exception, les tourillons d'un arbre horizontal reposent chacun sur deux ou trois roulettes ou galets, mobiles chacun autour d'un axe, afin de transformer les glissements qui se produiraient sur des appuis fixes, soit en roulements, soit en glissements de moindre étendue, ce qui a pour effel de diminuer la résistance opposée par les appuis au mouvement de l'arbre. Lorsque celui-ci ne doit prendre qu'un mouvement oscillatoire, on peut remplacer les roulettes par des secteurs dont l'étendue correspond à celle des oscillations. C'est ce qui a été réalisé, par exemple, dans le mode de suspension employé pour la grosse *cloche de la cathédrale de Metz.
(c). Pointes d^un tour, œil d'une poulie. — Un corps qui tourne autour d'un axe horizontal peut être supporté et assujetti par des pointes fixes, qui entrent dans des trous coniques pratiqués dans les corps tournant. Cette disposition s'emploie fréquemment dans l'outil nommé tour, qui sert à tailler des surfaces cylindriques convexes.
Quelquefois le corps tournant, roue, poulie ou autre, est percé d'un trou cylindrique nommé œil, dans lequel entre, à frottement doux, un essieu ou un arbre, qui peut ôtre fixe, ou avoir un mouvement indépendant de la rotation du premier corps autour de son axe géométrique. Si le trou cylindrique est assez long comparativement à l'épaisseur générale de la poulie ou de la roue, l'espèce de moyeu où il est pratiqué s'appelle manchon ou canon. L'arbre ou l'essieu porte alors des épaulements pour empêcher le canon de glisser dans le sens de sa longueur.
{d). Pivots et crapaudines. — Un arbre tournant vertical est ordinairement supporté à sa partie inférieure et assujetti dans sa rotation au moyen d'un pivot, espèce de tourillon, qui fait partie de l'arbre ou lui est invariablement lié. Le pivot entre dans une crapaudine qui empêche, au besoin, les écarts de l'arbre dans les sens perpendiculaires à sa direction; la pression du pivot sur la crapaudine s'exerce par l'intermédiaire d'un disque d'acier nommé grain. Des agencements convenables permettent de déplacer un peu, soit horizontalement, soit verticalement, la boîte qui contient le gfain, afin
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de bien maintenir la position de l'arbre en cas d'usure. On remplace le grain quand il est trop usé.
Au lieu du pivot, Tarbre peut porter la crapaudine, et alors le pivot est rendu absolument fixe.
(e). Colliers. — Pour que la verticalité de l'arbre soit bien assurée, on le fait passer à travers un collier. L'arbre, à son passage dans le collier, doit être parfaitement arrondi et centré; le collier le presse par Tinler^édiaire d'étoupes graissées, afin de diminuer le frottement.
Lorsque la pression réciproque doit atteindre une grande intensité et que l'arbre est d'une certaine grosseur, on ne se sert plus des étoupes, mais on interpose entre l'arbre et les parties fixes du collier une série de roulettes ou galets, dont les essieux sont assujettis à une môme couronne mobile. On transforme ainsi le glissement en un roulement, ce qui donne lieu à une résistance moindre, comme on Ta déjà dit.
On peut se rendre compte des rapports qui existent entre les vitesses angulaires de l'arbre, des galets et de la couronne où s'assemblent leurs essieux. Soient
û la vitesse angulaire de l'arbre, R son rayon ; w la vitesse angulaire des galets, r leur rayon ; (o' la vitesse angulaire de la courbnne.
Puisque les galets roulent sur la surface fixe du collier, l'axe instantané de rotation de l'un d'eux est la génératrice A (fig. Sa), suivant laquelle il touche le cylindre fixe extérieur qui lui sert *^* ^^*
d'appui (n* 41); par suite, la vitesse du point de contact B entre ce galet et l'arbre s'exprime par arw. Mais elle s'exprime aussi par Rû, quand on considère le point B comme appartenant à l'arbre, et il faut que ces deux valeurs soient égales pour que le glissement soit nul en B. Si donc on admet que l'arbre roule eifectivement sur le galet, on a
io8
ce qui fait connaître le rapport —• Nous remarquerons en-
suite que le point C du galet a pour vitesse rto ou — ; celle
vitesse est la même pour le point de la couronne en coïncidence avec C, car Taxe du galet reste immobile par rapport à la couronne. La vitesse angulaire w' de celle-ci dians sa rotation autour de 0 sera donc
Rii
Enfin la rotation relative d'un galet quelconque, par rapport à la couronne, aura pour vitesse angulaire
ûR(R-4- >./)
Les deux vitesses w du galet et w' de la couronne sont en effet de sens contraires et leurs axes sont parallèles; pour réduire la couronne au repos, on doit appliquer à Tensemble une vitesse w' changée de sens, de sorte que le galet possède alors la vitesse angulaire o), augmentée arilhméliquement de o)'.
(/). Plaques tournantes des chemins de fer, — Les plaques tournantes des chemins de fer donnent un autre exemple des moyens employés pour assurer le mouvement de rotation d'un corps solide autour d'un axe vertical. Outre qu'elle a un pivot cylindrique inférieur qui tourne dans une crapaudine fixe, la plaque repose sur un système de galets coniques tels que AB {Jîg. 53). Pour définir la surface extérieure de AB et
celles suivant lesquelles il touche soit le sol fixe, soit la plaque, menons par un point 0 pris sur Taxe 05 de rotation une horizontale OC et, dans le plan vertical zOC, deux droites OA cl 08 également inclinées sur celle horizontale. La droite OA tournant autour de OC engendre un cône droit à base circulaire sur lequel on prend la surface du
Fig. 53.
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galet AB; la même droite OA, d'une part, et la droite OB, d'autre part, tournant autour de la verticale 0-s, engendrent deux autres cônes droits à base circulaire, dont le premier fait corps avec la plaque, le second avec les fondations fixes du système. Les galets roulent sur ces deux cônes à axe vertical. Chaque galet est monté sur un essieu horizontal par rapport auquel il peut tourner comme une roue; l'ensemble des essieux est rendu solidaire par des couronnes réunissant leurs extrémités; l'une de ces .couronnes entoure la crapaudine en passant sur elle à frottement doux. Le but qu'on se propose en employant les galets est encore d'éviter les glissements sous une forte pression.
Cherchons, comme dans l'appareil précédent, les rapports entre les diverses vitesses angulaires. Nommons
&2 la vitesse angulaire de la plaque autour de O2;
eu' celle du système des essieux;
b> celle d'un galet quelconque autour de son axe instantané
de rotation ; a l'angle AOCj_ X la distance OC.
On a d'abord
AC — CB — X tanga,
el les distances des points C et A à OB sont égales respec-
livement à
x%\Xia et sorsina.
Cela posé, remarquons que, si le galet AB roule sur le cône fixe inférieur, OB est l'axe instantané de rotation de ce galet; donc la vitesse de son point A s'exprime par 2a)j7sina, et ce sera aussi la vitesse du point A de la plaque, dans l'hypothèse où celle-ci ne glisse pas sur le galet (n* M). Mais la vitesse du point A de la plaque s'exprime aussi par Q.x\ donc
12 = 2w sinûT,
d'où résulte — Quant au rapport — > on le trouve immédiateraent en remarquant que le point C, commun à l'essieu
et au galet, va deux fois moins vile que le point A, puisque sa distance à l'axe instantané OB est deux fois plus petite; par suite,
Enfin, pour un observateur entraîné avec les essieux, le point A de la plaque aura seulement la vitesse — y et le
point A du galet une vitesse égale. Comme d'ailleurs ce point
est à la distance x tanga de OC, le galet tournera, relative-
ment à son essieu, avec une vitesse angulaire ou
° 2 tanga
cDCOsa, en vertu de la relation trouvée entre û et w.
{g). Articulations mobiles à charnières. — Il arrive fréquemment que deux corps réunis par une articulation ou charnière sont tous les deux en mouvement. La. liaison des deux pièces s'effectue, tout comme si Tune d'elles était fixe, au moyen d'un tourillon qui tourne entre deux coquilles soigneusement polies et graissées ; le tourillon est solidaire avec l'un des deux corps et les coquilles avec l'autre. Quant aux pièces dont la fonction est de maintenir les coquilles dans les appareils fixes, elles sont remplacées par diverses dispositions. Voici, comme exemple, celle qu'on emploie pour Tarticulation des bielles, longues tiges ou barres qui se rencontrent dans divers appareils dont on parlera plus loin.
Les deux coquilles formant coussinet sont portées par la bielle de la manière suivante {/ig> 54). L'une d'elles est appliquée contre une embase plane terminant le corps de la bielle; la seconde se place ensuite à une petite distance de la première, et la séparation est maintenue par le tourillon qui traverse leur vide intérieur. Une chape en fer entoure extérieurement ces deux coquilles et les fixe à la bielle. Cet ensemble est assujetti à la bielle au moyen de deux coins nommés clef (ti contre-clef à talons, ayant le même angle et posés en sens inverse, de manière à rendre parallèles les faces qui ne se touchent pas; ces coins se logent à l'intérieur d'une cavité prismatique pratiquée dans le corps de la bielle. La <:ontre-clef se place la première, puis on enfonce la clef avec force. Les talons de la contre-clef empêchent l'écartemenl
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des deux branches de la chape, el renfoncenient de la clef produit un serrage convenable entre les diverses pièces.
On dislingue deux espèces de lôte de bielle : l'une à chape mobile, et l'autre à chape fixe. Dans la première, la chape n'est liée au corps de la bielle que par la clef el la contre-clef; comme on le voit par la figure, la clef touche seulement la bielle, la contre-clef ne louche que la chape, et les deux corps sont serrés l'un contre l'autre, parce que, en enfonçant la cler, on augmente la distance des faces parallèles a, et b.
Chape mobile. Chape fixe.
Ij conlre-clef fait remonter la chape et rapproche le coussinet du corps de la bielle, qui se trouve par là un peu raccourcie. Dans la chape fixe, au contraire, la chape fait un corps pour ainsi dire unique avec la bielle, à laquelle elle est invariablement liée; la clef, en pressant sur le coussinet, l'oblige à s'éloigner de la bielle et allonge par conséquent celle-ci.
Comme la bielle porte toujours des articulations ù ses deux extrémités, on établit l'une avec chape mobile el l'autre avec chape fixe, afin que, si l'usure des coussinets oblige de temps à autre à enfoncer les clefs, il ne résulte de là aucune varia-
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tion notable dans la longueur totale de la bielle, mesurée entre les deux centres d'articulation.
4.3. Guides des mouvements de translation rectilignes. — Pour guider un corps solide dans un mouvement de translation rectiligne, on emploie :
i<* Des rainures et languettes de diverses formes;
1^ Des œillets ou douilles glissant le long de tiges fixes, ou inversement des tiges mobiles glissant dans des œillets ou douilles fixes;
3<^ Des galets cylindriques roulant dans des rainures fixes;
4^ Des galets à gorge roulant contre un guide saillant ou entre deux guides saillants;
5<* Des roues à rebords, analogues à celles des wagons de chemins de fer, roulant sur des rails.
Nous nous contentons de cette énumération, parce qu'il s*agit ici de dispositions très simples et très connues, dont on a continuellement des exemples sous les yeux.
On pourrait encore faire rentrer dans la même catégorie le parallélogramme de AVatt et autres combinaisons de tiges articulées, dont nous aurons à reparler plus loin, en les considérant à un autre point de vue.
§ II. — Classification des transformations de monvement. Mécanismes de la première classe.
k\* Classification des transformations de mous^ement. — Nous faisons cette classification d'une manière à peu près conforme à celle qui a été adoptée par l'auteur anglais Willis, comme il suit :
Première classe. — Transmission du mouvement d'un corps à un autre, avec un rapport invariable entre les vitesses, et des sens qui soient constants, ou, dans le cas contraire, simultanément variables pour les deux corps.
Deuxième classe. — Elle diffère de la première en ce que le rapport des vitesses est variable.
Troisième classe. — La transmission de mouvement du premier corps au second se fait dans un sens périodiquement
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variable pour un des deux et constanl pour Taulre; le rapport des vitesses peut être constant ou variable.
Chacune de ces classes sera divisée en trois genres :
Premier genre. — Les deux corps sont en contact immédiat.
Deuxième genre. — Il existe entre les deux corps un lien intermédiaire rigide; par extension, ce lien esX supposé pouvoir être remplacé par plusieurs solides articulés entre eux et avec les deux corps à réunir.
TRoisifeMB GENRE. — La transmissîou a lieu par un lien intermédiaire flexible, Tel qu'une corde, une courroie ou une chaîne.
Le tableau suivant, extrait (sauf quelques modifications et retranchements) du Cours de Mécanique et Machines de Bour, fait connaître, conformément à la classification cidessus, la liste des divers appareils que nous devons passer en revue.
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SENS
DE Ll TRAXSVISSIO?! 1
constant on changeanl slmallanemenl
poar iM d
1" CLASSB :
eux corps.
périodiquement Tariable.
S* CLAUB ;
S* GLASKB :
Rapport des Tltesses
Rapport des vitesses
Rapport des Tilesses
constant.
Tsriable.
constant on Tariable.
1" genre :
Cylindres et cônes de friction. •
Excentriques à galets, à cadre;
Pièces
Engrenages
Cames, courbes
cames
en
divers.
roulantes.
des marteaux
Contact
Cames et pilons.
Roues de Rœmer.
et
immédiat.
Vis et écrous.
Vis sans fin.
des pilons.
2* genre :
Bielles
Emploi
Accouplement
et manivelles.
d'un
de roues.
Manivelles jointes
Parallélogramme
lien rigide
Renvois
par une bielle.
de Walt
ou de
de sonnettes.
Joint universel.
et divers autres
plusieurs
liens articulés.
Tiges et varlets.
systèmes articulés.
Encliquetages.
Poulies et tambours pour cordes,
3* genre :
chaînes
Tambours
Emploi
et courroies.
coniques
d'un lien
Treuils
réunis
flexible.
et cabestans.
Poulies de renvoi,
de tension.
xMouQes et palans.
par une corde.
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45. Engrenages cylindriques; théorie générale» — Dans la première classe et le premier genre, le cas le plus usuel et le plus important est celui de la transmission du mouvement de rotation d'un corps tournant autour d*un axe fixe à un autre corps tournant autour d'un second axe fixe; on peut le subdiviser en trois cas plus particuliers, savoir :
Axes de rotation parallèles ;
Axes concourants ;
Axes non situés dans un même plan.
Nous allons d'abord supposer les axes parallèles, en nous donnant en outre la condition que les vitesses angulaires sont de sens contraires. Soient 0 et O' (y?^. 55) les intersections des axes par un plan perpendiculaire à leur direction commune, co et w' les deux vitesses angulaires dans les sens marqués par les flèches, vitesses dont le rapport est
égal à la quantité donnée — • Prenons sur
00', dans l'intervalle entre 0 et 0', un point A déterminé par la condition d'avoir
et traçons les circonférences ayant 0, 0' pour centres, ÔÂ, O'A pour rayons. Ces circonférences rendues solidaires, la première avec l'axe 0, la seconde avec l'axe 0', se toucheront constamment au point A de 00', pendant toute la durée du mouvement. De plus le point A de contact, considéré successivement comme appartenant aux deux circonférences, aura les vitesses w.OA, w'.O'A égales en vertu de la relation qui définit la position de ce point; ces vitesses ayant de plus une direction commune, suivant la tangente en A aux deux cercles, el le même sens, il en résulte que la vitesse relative des deux points des circonférences actuellement confondus en A est nulle. Donc le point A est, à un instant quelconque, le centre instantané du mouvement relatif élémentaire des deux circonférences, l'une par rapport à l'autre. Par suite, ces circonférences roulent l'une sur l'autre (n<» 23) dans leur mouve-
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ment relatif. Réciproquement, si les deux circonférencef roulent l'une sur l'autre dans leur mouvement relatif, le rapport des vitesses angulaires sera constant; car, pour qu'il j ait roulement, il faut (n** M) que la vitesse relative des deui points actuellement en contact soit nulle, d'où résulte
— tu O ' ï a
co.OA :=:a>'.0'A OU bien -> = -^^^^^ z= — :•
Si les deux vitesses angulaires étaient de même sens, il faudrait prendre le point A en dehors de rinter>'alle OC, du côté de la plus grande vitesse angulaire. Soit, par exemple,
«i> > (II'; il y aura ^fig. 56) un point A sur le prolongement de O'O, tel que
Fig. 56.
(XÂ
tl)
Si Ton trace ensuite les circonférences ayant 0, 0' pour centres, OA, O'A pour rayons, et qu'on les rende respectivement solidaires des axes 0 et 0', on voit de la môme manière que ces deux circonférences roulent l'une sur l'autre dans leur mouvement relatif, et que, réciproquement, si cette condition du roulement est remplie, les vitesses angulaires demeurent dans un rapport invariable.
Ces considérations conduisent à une première solution du problème consistant à transmettre le mouvement de l'un des
axes à l'autre, sous la condition de conserver —, constant. Ima-
ginons, en effet, que les circonférences OA et O'A sont les sections droites de doux cylindres ayant leurs génératrices parallèles aux axes de rotation et respectivement solidaires avec ces axes. Ces deux cylindres roulent l'un sur l'autre, tout comme leurs sections droites; et réciproquement, si ce roulement existe, il y a un rapport constant entre les vitesses angulaires. Il suffit donc, pour résoudre le problème, d'obliger ces cylindres à prendre un mouvement relatif de roulement l'un sur l'autre. On y parvient en établissant entre eux, par des movens faciles à concevoir, une pression mutuelle suffisante;
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il en résulte un frotteraent ou adhérence qui empêche les surfaces de glisser Tune sur Taulre. On obtient ainsi Tappareil nommé cylindres de friction.
Dans le cas de la Jig, 55, on aurait deux cylindres convexes; dans le cas de \2Lfig. 56, le cylindre convexe OA serait à l'intérieur du cylindre concave O'A. Il faudrait toujours, bien entendu, que ces surfaces cylindriques fussent prises sur des corps matériels d'une certaine épaisseur, de manière à présenter une rigidité suffisante.
Les cylindres de friction n'assurent pas complètement la transmission de mouvement de Tun des deux axes à l'autre , car il y a glissement dès que la résistance à vaincre dépasse une certaine limite; aussi préfère-t-on généralement adapter aux cylindres OA, O'A des parties saillantes et rentrantes, formées par des portions d'autres surfaces cylindriques, ayant encore leurs génératrices parallèles aux axes, et tellement dessinées que la transmission devienne obligatoire. Les cylindres OA, O'A se nomment cylindres primitifs et leurs sections droites circonférences primitives; les parties ajoutées sont les dents, et l'ensemble constitue un engrenage cylindrique com'^ prenant deux roues. Dans le cas de Idifig* 55, l'engrenage est dit extérieur; il est, au contraire, intérieur si l'une des circonférences primitives se trouve renfermée à l'intérieur de l'autre, comme dans la^^. 56.
Le rapport des vitesses angulaires devant toujours rester
constant, les circonférences ^^^- ^'- primitives doivent encore rou-
ler l'une sur l'autre dans leur mouvement relatif; pendant ce roulement, les profils de deux dents conjuguées sur les deux roues restent en contact, puisqu'il faut que l'un oblige l'autre à se déplacer. Ainsi donc, soient 0 et 0' les deux axes (fig. 57), AB le profil des dents sur la roue 0, AD le profil conjugué sur la roue 0'; si l'on donne à la circonférence primitive OA son mouve-
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ment relatif de roulement sur la circonférence primitive O'A, supposée immobile, la première circonférence entraînant avec elle la courbe AB, cette courbe devra, dans toutes ses positions, rester tangente à la courbe AD, et par conséquent AD est l'enveloppe des positions prises par AB dans le déplacement relatif dont on vient de parler.
Cela posé, représentons la nouvelle position prise par la circonférence OA, après qu'elle aura roulé de manière que l'arc AA^ de grandeur quelconque, se soit appliqué sur l'arc de même longueur AA'. Dans cette position OiAi, le point de contact A' est le centre instantané de rotation du mouvement relatif, et l'on sait {n^ 22, c) qu'il se trouve sur la normale commune menée à l'enveloppe et à l'enveloppée, au point correspondant où elles se touchent. Si donc nous traçons dans la circonférence Oj Aj la courbe A,B, , nouvelle position de AB après le roulement, et si nous abaissons de A' la normale A'C, sur AjBi , le pied C, de cette normale sera le point où AD doit toucher A,Bi. En répétant un certain nombre de fois la même construction, pour diverses positions de la circonférence roulante OA, on aurait autant de points qu'on voudrait de la courbe AD, avec les normales correspondantes; donc on peut déterminer l'un des deux profila conjugués, quand on se donne l'autre.
La construction qu'on vient d'indiquer présente l'inconvénient d'exiger le tracé de la courbe AB dans une série de positions différentes; mais il est facile de l'éviter. On peut, en effet, abaisser de A'' la normale A^C sur AB; quand, par l'effet du roulement. A' sera venu en A' et que AB coïncidera avec AiBi, A^'C devra coïncider avec A'C,. Comme, de plus, le rayon PX" se sera placé dans le prolongement de O'A', on voit qu'on aura le point Ci en traçant, à partir de A', la droite A'C, =: A^'C, qui fait, avec le rayon 0|A', l'angle OiA'C, = OA'C. On reporterait de même la normale atc abaissée d'un autre point quelconque en a'ci; il faudrait prendre arc Aa'=: arc Aa, a'c^ :=iac, angle oa'c, = angle Oac.
Souvent, dans la pratique, au lieu de construire les normales A'C| , a' Ci , . . ., on se borne simplement à décrire, des points k'a'f . . . comme centres, des arcs de cercle ayant pour rayons respectifs A'^C, ac, ... ; l'enveloppe de tous ces cercles
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Fig. 58,
est ensuite tracée approximativement et donne la courbe AD avec une exactitude suffisante.
46. Théorème et construction de Savary. — Cet auteur a donné un théorème et une construction géométrique simple, par laquelle on obtient sans peine le rayon de courbure de la courbe enveloppe AD, connaissant les rayons de courbure des circonférences primitives et de. la courbe AB.
D'une manière générale, supposons une courbe mobile AM (yî^.58) qui roule sur une courbe fixeAM', en entraînant une courbe aji dont l'enveloppe est ^^'. Actuellement les points de contact sont A et a, et la droite A a est la normale commune aux courbes aji, afi'. Soient, en outi'e, 0 et 0' les centres de courbure répondant au point A de AM et de AM', C et C les centres de courbure pour le point a de aji et aji'. Désignons par
R, R' les rayons de courbure OA, O'A ;
P, p' les rayons de courbure Ca, C'a;
/>]a longueur Aot entre le centre instantané de rotation A et
le point a commun à l'enveloppe et à l'enveloppée; çTangle de la normale A a avec 00'.
Il existe entre ces six quantités une relation que nous allons établir. Pour cela, supposons un déplacement infiniment petit de la figure AMa^x, en vertu duquel les points B et B' arriveront à se superposer, les arcs AB, AB' ayant une même longueur ûfe. Après ce déplacement, la normale OB se placera en prolongement de O'B', et par conséquent l'angle de rotalion sera celui de ces deux droites, soit BOA-hB'OA, ou enfin
On peut l'exprimer autrement. En effet, la normale B p abais-
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sée de B sur aji va passer au centre de courbure C, puisqu'elle est infiniment voisine de Aa; par une raison toute semblable, la normale B'p' abaissée de B' sur «fx' passe au centre de courbure C. Ces lignes doivent aussi se confondre quand B arrivera en B', pour donner la position de la nouvelle normale commune abaissée du centre instantané B' sur les deux courbes; donc Tangle de rotation est aussi égal à celui des deux droites BC, C'B' ou à ACB -+- ACB'. Or la perpendiculaire abaissée de B ou B' sur CC a pour valeur ds cos^, et son pied est séparé de C et C par les distances p +/>, p'—p, en négligeant des quantités infîniment petites par rapport à celles que Ton conserve; donc l'angle de rotation s'exprime encore par
\?'^P 9—pJ
L'égalité des deux expressions qu'on vient de trouver pour une même quantité conduit, en supprimant le facteur cb, à la relation
II / I I
■=5 4- Tw = COS^i h -7 )
qui constitue le théorème de Savary, et qui permet de trouver p' quand les autres quantités sont données.
Savary a traduit la relation (i) par une propriété géométrique fournissant une construction simple et élégante de la longueur p'. Menons en A la perpendiculaire AD à CC et joignons CO, C'O'; les trois droites ainsi définies se coupent en un même point D. Pour le prouver, abaissons de 0 et 0' les perpendiculaires OE, O'E' sur CC; puis désignons par D et D' les points de rencontre de AD avec CO et CO', points que nous commençons par ne pas supposer confondus. Nous aurons
OE=:Rsincp, 0'E' = R',sintp, ÂE = R coscp, AË^ = R'coscp;
les triangles semblables COE, CD A, d'une part, CO'E',
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CD'A, d'autre pari, donnent ensuite
ADiirRsing —^^ _ i^Rsin? P"^^'
CA — AE
* p -H/>~ KC0S5>
sino
COSç
AD'^R^sino ^ "^ ^^R^sino- ^JUL ^
AE'— C'A R'coscp— ^p'-/y)
Or la relation (i) peut s'écrire
SI no
COSîP
coso
COSO
Fig. 59.
donc AD = AD' et les points D et D' n'en font qu'un seul, comme nous l'avions annoncé.
Si maintenant on suppose donnés les centres de courbure 0, 0' et C, pour avoir C on mènera AD perpendiculaire à la ligne connue AC et l'on joindra CO; puis on joindra 0' avec le point de rencontre D de CO avec AD. La rencontre de O'D avec CA donnera le centre de courbure C
La même construction est applicable quand il s'agit de trouver le centre de courbure de la courbe engendrée par un point invariablement relié à la courbe roulante M. La courbe «ix est alors censée réduite à un cercle de rayon infiniment petit; les points a et C se confondent et l'on doit faire pzno dans les calculs précédents. Si, par exemple, on veut avoir le centre de courbure ^' {fig' ^9) de Tépicycloïde engendrée par le point a du cercle 0 roulant sur le cercle 0', il faudra tracer les lignes aA et aO ; le point de rencontre de cette dernière avec la perpendiculaire menée en A à Aa sera le point D diamétralement opposé à a. La rencontre de O'D avec le prolongement de aA donnera le point cherché C.
Maintenant menons par 0 la parallèle OF à aA; on aura
OF::^- JaC'== Js';
puis les triangles semblables FOO', CAO' donneront
AU
ou, en posant />=: A a, R::=AO, R'r=AO',
ïP ^(P — />)— jj; —
On lire facilement de là
On voit par conséquent que le rayon de courbure p' est égal
à la normale p amplifiée dans le rapport constant — ^-^ ^•
La disposition de la Jlg. 58 pourrait ôlre telle que la relation (i) ne fût plus exacte, à moins de changer les signes d'une ou plusieurs des lignes R, R', p, p', p. Nous n'entreprendrons pas la discussion de ces changements.
4.7. Du glissement pendant le mouvement relatif élémentaire de deux dents en contact^ dans un engrenage cylindrique, — On vient de voir que l'angle de la rotation relative élémentaire s'exprime, avec les notations du n® W, par
cfe f ^ +- ^ j ; il en résulte que le déplacement relatif des
deux points acluellement confondus en a (Jig. 58) sera
p'^'ik^w)
C'est la valeur de l'arc de glissement (n** 41).
Si les deux courbes qui roulent l'une sur l'autre, au lieu
d'avoir leurs convexités opposées comme dans la fig. 58, se
touchaient intérieurement comme les deux cercles de \2ifig. 56,
l'angle de la rotation relative élémentaire ne serait plus la
ds somme, mais j^ien la différence des angles de contingence -^
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et ÏJ7 ' de sorte que Tare de glissement aurait pour valeur
en supposant R < R'.
L'arc de glissement de deux dents conjuguées d'un engrenage peut encore s'exprimer autrement. y\s. 6o. Supposons y par exemple, le cas de deux circonférences primitives extérieures Tune à l'autre, et soient co et to' les vitesses angulaires autour des axes 0, 0' {fig> 60). Ces circonférences sont munies de dents qui se touchent actuellement en a et ont pour normale commune la droite «A, joignant 2 avec le point A commun îaux circonférences primitives, sur la ligne des centres. Si, après un temps infiniment petit dt^ les points B et B' doivent arriver au contact en A, il faudra faire
ds:=i\^—kB' — R(orf/ — R'tu'^/; par suite, on aura pour Tare de glissement
On trouverait de môme, dans le cas d'un contact intérieur,
l'expression
p(u) — tt>')dC,
co étant supposée la plus grande des deux vitesses angulaires. On arriverait aux mêmes résultats en remarquant que le mouvement relatif de la roue 0 par rapport à 0' résulte, à chaque instant, de la composition de la rotation (d avec la rotation û>' changée de sens. Après ce changement, si Ton suppose les circonférences primitives se louchant extérieurement, comme dans la Jig, 60, les deux rolations ont toutes les deux le sens de w et donnent une résultante o) -h w', de même sens, autour de l'axe parallèle passant au point A, qui divise la distance 00' en parties inversement proportionnelles aux vitesses
Fig. fil.
angulaires (n<»33). La vitesse relative avec laquelle le pointa du cercle 0 quitte le point a du cercle 0', c'est-à-dire la vitesse de glissement (n* H), est donc Aa (w -hio') ou p (co-hw'), et Tare de glissement sera par conséquent/? (w -h w') dt^ comme on Ta déjà trouvé par une autre méthode.
II n'y aurait aucune difOcuIté à modifier cette démonstration pour Tadapter au cas du contact intérieur.
4-8. Autre méthode pour le tracé des engrenages cylindriques, — La méthode générale indiquée au n° 45 s'appelle méthode des enveloppes ; il en est une autre qu'on nomme méthode des roulettes, et que nous allons faire connaître maintenant. Elle permet de déterminer les deux profils conjugués des dents par des opérations tout à fait semblables sur les deux roues.
Soient 0 et 0' {fig- 6i) les circonférences primitives, se
touchant en A sur la ligne des centres et touchées en ce môme point par une courbe auxiliaire MAN, arbitrairement choisie. Si l'on fait rouler cette courbe MAN d'abord sur la circonférence 0, puis sur la circonférence 0', un point quelconque a invariablement lié à MAN tracera, dans ces deux mouvements successifs, deux courbes CaD, BaE, qui seront des profils conjugués, satisfaisant à la condition essentielle (n*45) de rester toujours tangents pendant que les circonférences primitives roulent l'une sur l'autre.
Supposons, en effet, que, le cercle 0' avec son profil de dent BE restant fixe, on fasse rouler le cercle 0 de manière à amener successivement chacun de ses points, tel que F, en un point correspondant F' sur le cercle 0', et que simultanément on fasse rouler MAN sur la même circonférence 0', de sorte que G vienne s'appliquer sur F' en même temps que F; les trois arcs AF^ AF', AG devront être égaux, et il en résulte que MAN roule aussi sur le cercle 0, dans son mouvement par rapport à ce cercle. Quand F et G seront sur F', le point
CIiNÉMATlQLE APPLIQUÉE. 125
décrivant a aura pris une position ^ sur la courbe fixe BE; ce point 3 appartiendra aussi à la nouvelle position BH prise par la courbe CD entraînée avec 0, car, pendant tout le déplacement, MAN a roulé sur la circonférence 0, et le point décrivant a n*a pas quitté sa trajectoire relative CD. Donc les deux profils ont toujours un point commun (le point décrivant); de plus, ils sont tangents en ce point; car, lorsque G, F, F' sont confondus, F' est centre instantané de rotation dans le mouvement absolu de MAN et dans' le mouvement de cette courbe par rapport au cercle 0, d*où il suit que F'B est à la fois normale à la trajectoire absolue B£ du point a et à sa trajectoire relative pH.
Au fond j les deux méthodes ne sont pas distinctes, et toute solution fournie par Tune d'elles peut également s'obtenir par l'autre. C'est ce qui deviendra évident si nous démontrons que, étant donné un profil arbitraire CD sur le cercle 0, nous pouvons toujours trouver une courbe MAN, telle qu'un point a invariablemenflié avec elle parcoure la courbe CD, pendant qu'on fait rouler MAN sur la circonférence 0; le profil conjugué n'étant pas arbitraire, mais bien déterminé, les deux méthodes devront nécessairement le faire retrouver sans changement et conduire ainsi au même résultat final.
Plus généralement, remplaçons la circonférence 0 par une courbe quelconque KL (y?^. 62), à laquelle nous imposerons seulement pour condition d'être rencontrée par les normales de la courbe CD. On remarquera que cette condition doit être remplie par la circonférence 0, puisque la normale commune aux deux profils conjugués vient sans cesse passer par le point de contact des deux circonférences primitives (n*> ko). Menons les normales à CD en une série de points infiniment voisins a, a', a", . . ., et soient A, A', A% ... les points où ces normales coupent la courbe KL; imaginons enfin une figure plane à laquelle a serait invariablement lié. Nous pourrons faire tourner cette figure autour du centre instantané de rotation A, de manière, à faire décrire au point
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2 Télémenl »»' perpendiculaire à la droite Az; puis nous ferons tourner autour de A', de manière à faire décrire au même point mobile Félément a' a', et ainsi de suite. Le mouvement que nous aurons donné à la figure plane aura lieu dans son plan, et Ton sait (n*23) que ce mouvement peut toujours être produit par le roulement d'une certaine courbe liée à la figure mobile, sur le lieu KL des centres instantanés de rotation. L'existence àe la courbe roulante, capable d'engendrer la courbe donnée CD par un point « de son plan, se trouve ainsi rigoureusement démontrée.
Soient MN cette courbe et £ un quelconque de ses points; nous allons chercher une relation entre la distance aE =: /- et l'angle £xA = d, ce qui donnera l'équation polaire de la courbe. A cet effet, prenons sur la courbe KL le point F où E doit arriver par l'effet du roulement. Quand cela aura lieu, le point décrivant a sera venu se placer au pied I de la normale abaissée de F sur CD; par conséquent, aE se sera superposé à ÎF et l'on a _
rzulF.
D'un autre côté, MN devant toucher KL en E, on aura aussi
•/ft /- _ — tangatES z=z tangIFT.
Or, puisque les courbes CD et KL sont données, la longueur IF et l'angle IFT sont fonctions d'une seule variable (par exemple la longueur al) qui définirait la position du point I sur CD; il existe donc entre ces deux quantités une relation telle que _
langïFT:=/(ÎF),
/étant une fonction connue. Par suite, on aura
d'où résulte, en nommant /q la valeur A a du rayon vecteur qui répond à 6 == o,
c'est l'équation demandée.
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49. Profils d'engrenages cylindriques usités dans les machines. — Les profils ordinairement employés pour les ror.es d'engrenages cylindriques sont compris dans trois types que nous allons faire connaître, en supposant d'abord le cas d'engrenages extérieurs.
(a). Engrenage à lanterne. — Imaginons fictivement que sur la circonférence primitive 0 {Jig. 63) le profil des dents se réduise à un point A. Si Ton veut que ce point soit conduit au delà de la ligne des centres de A vers A', par le profil conjugué appartenant à la circonférence primitive 0', il faut remarquer que la suite des positions de 0 relativement à 0' rendue fixe s'obtiendra en faisant rouler 0 en arrière, vers Oi. Le point A engendre alors une portion d'épicycloïde A Ai, qui est sa propre enveloppe, et fournit par conséquent le profil conjugué. Si l'on avait voulu que ce profil commençât à pousser le point A avant la ligne des centres, il aurait fallu faire rouler la circonférence 0 à partir d'une position o prise de l'autre côté de 00', le point A étant en a. Ce point engendre alors la branche d'épicycloïde a A, se raccordant avec la première par un rebroussement. On voit par là qu'il est impossible qu'une roue conduise l'autre des deux côtés de la ligne des centres, car on ne peut construire pratiquement des dents qui présenteraient une discontinuité de ce genre.
Il y a plus, la branche A a ne saurait être adoptée pour conduire la dent A avant la ligne des centres : i^ parce que cette branche presserait le point A par sa concavité et que celte dent concave ne se prêterait pas à être établie pratiquement dans de bonnes conditions; a* parce que le point A, une fois arrivé à la ligne des centres, devrait, si l'engrenage continuait à fonctionner régulièrement en vertu de l'action de deux autres dents, se déplacer suivant AA, par rapport au cercle 0', ce qui ne pourrait se réaliser, puisqu'il faudrait pour cela que
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ce môme point A pénétrât dans le plein de la dent A a. Ou voit par là que la roue 0' portant les dents épicycloïdales ne devra conduire la roue 0, en agissant sur son point A, qu'an delà de la ligne des centres. En changeant le sens du mouvement des deux roues, le point A pousserait Tépicycloïde AAt et la roue 0 mènerait alors la roue 0' avant la ligne des centres.
Revenons maintenant à la réalité en donnant une certaine épaisseur à la dent A, que nous avions réduite à un point, et remplaçant ce point par un cercle de rayon r dont A serait le centre {,fig. 64). La circonférence 0 roulant sur la circonférence 0' rendue fixe, le point A engendre encore une portion d'épicycloïde AHC ; lorsque 0 sera en (3i et le point décrivant A en H, si Ton mène FH, cette droite sera tout à la fois la normale en H à répicycloïde et la normale abaissée de F sur la circonférence H. Donc les points I et G sont ceux où cette circonférence touche son enveloppe; par suite, cette enveloppe peut s'obtenir en allongeant ou raccourcissant d'une quantité constante HI=::HG==r toutes les normales à i'épicycloïde. On obtient ainsi deux courbes DE, de, parallèles à AC et ayant même développée que cette dernière. Comme on sait que la développée d'une épicycloïde est une autre épicycloïde, on peut définir les courbes DE, de, en disant que ce sont des développantes d'épicycloïde. Ces deux courbes DE, de resteront en contact avec la circonférence A, dans le mouvement réel des roues, au delà de la ligne des centres, si les vitesses angulaires ont les sens indiqués sur la figure; mais la courbe ^e ne peut être conservée, puisqu'elle conduirait à une dent concave. La courbe DE, au contraire, peut pousser la circonférence A.
Si l'on renverse les sens des deux rotations, la circonférence A et la courbe DE formeront encore des profils conjugués admissibles; seulement la circonférence poussera la courbe au
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lieu (l'ôtre poussée par elle. Dans le premier cas, 0' était la
roue menante et 0 la roue menée; dans le second, c'est l'inverse.
Dans la position A, la circonférence touche la courbe en D. En cherchant les points de cette courbe qui répondent à Tare AB de répicycloïde, on trouverait qu'à partir de D la courbe ED commence par entrer dans le cercle 0'. En effet la construction indiquée au n"» 46, pour avoir le centre de courbure de répicycloïde répondant au point A, donnerait un point K intérieur au cercle 0'; ce point K étant aussi le centre de courbure pour le point D de DE, la courbe DE peut, aux environs de D, se remplacer par un arc de cercle ayant KD pour rayon, lequel arc coupe la circonférence 0' et entre dans son intérieur, en continuant à tourner sa convexité du même côte. On voit par là qu'en prolongeant ED il serait possible de faire commencer le contact des dents un peu à gauche de 00'; mais ce serait toujours sur" une petite étendue, car le prolongement intérieur de ED ne tarderait pas à présenter un rebroussement qui rendrait son emploi impossible comme profil de dent. On peut donc dire que le contact a lieu presque entièrement d'un seul côté de la ligne des centres, avant ou après, suivant le sens des rotations.
Cest là un inconvénient de ce genre d'engrenages. En effet, quand il est possible de faire commencer le contact avant Ja ligne des centres et de le terminer au delà, on conçoit que, à égalité de l'angle total décrit par chaque roue pendant le contact de deux dents, ces dents s'écartent le moins possible de la ligne des centres, et par conséquent on diminue autant que possible la plus grande valeur de la normale menée aux deux profils par le point de contact des circonférences primitives. Donc on diminue le glissement (n® 47), et l'on verra plus tard, quand nous étudierons les forces mises en jeu dans les engrenages, que cette circonstance est avantageuse.
Ajoutons encore que, si le contact doit avoir lieu d'un seul côté de la ligne des centres, il vaut mieux que ce soit après qu'avant; nous le prouverons aussi dans la suite. Il faut donc avoir soin de placer les cercles A sur la roue menée.
La roue 0 porte un certain nombre de cercles égaux à A, régulièrement distribués sur son pourtour. Ces cercles sont
F.EE6SC. — Court de Méc, I. g
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les sections droites de cylindres pleins, ordinairement en métal, qu'on nomme des fuseaux. Les fuseaux, s'assemblent dans deux plateaux circulaires et le tout prend le nom de tanterne. Le plus souvent la roue 0' est de diamètre plus grand que la roue 0; elle peut être en métal ou en bois. Si les dents sont en bois, il faut les construire en bois dur. Ces dents de bois, implantées dans la jante de la roue 0', se nomment les alluchons.
Ce genre d'engrenages est très peu employé aujourd'hui.
(ô) Engrenages à flancs, — On adopte pour profil des dents sur l'une des deux roues, la roue 0 par exemple {fig> 65), un
rayon OA. Ce rayon, d'après un ihéo- ^'^' ^^' rème connu de Géométrie, peut être
^-V_^ considéré comme engendré par le roule-
ment d'un cercle o, de diamètre OA, à l'intérieur du cercle 0. En effet, si nous prenons une autre position Oj de ce cercle, pour laquelle le contact avec le cercle 0 se produit en B, At étant l'intersection de la circonférence Oi avec le diamètre AC, nous aurons
arc AB = OA x angle BOA, arc AjB — -OA x angleBo^Ai;
comme, d'autre part, BoiAi=:BOA h- 0AiOi= aBOA, il en résulte que les arcs AjB et AB sont égaux. Donc, en faisant rouler le cercle o à l'intérieur de 0, le point A de o restera toujours sur le diamètre AC.
Maintenant nous pouvons faire usage de la méthode des roulettes (n« 48) pour déterminer le profil conjugué sur la roue 0'. Nous n'aurons qu'à faire rouler le cercle o à l'extérieur du cercle 0', le point A décrira l'épicycloïde AD, qui sera le profil cherché. D'après le sens attribué aux mouvements des deux roues, l'épicycloïde AD sera l'enveloppe des positions de AO quand le point A' ira en s'éloignant de la ligne des centres. On voit par conséquent que l'épicycloïde
CINÉMATIQUE APPUQLÉE. l3l
peut pousser la droite à partir de la ligne des centres et au delà; en imaginant qu'on change le sens des deux mouvements, on verrait de môme que la droite peut pousser répicycloïde avant la ligne des centres et jusqu'à cette ligne.
Rien n'empêche de prolonger le profil DA en dedans du cercle O' par un rayon AO'. Ce rayon peut être décrit par le point A du cercle o' ayant AO' pour diamètre, pendant le roulement de ce cercle à l'intérieur de la circonférence 0'; le profil conjugué s'ohtiendra donc en faisant rouler le même cercle o' à l'extérieur de 0, ce qui donnera une épicycloïde Vl)'. D'après ce qu'on vient de dire de OA et Al), le rayon AO' pourra pousser la courbe AD' avant la ligne des centres; par suite le profil composé o'AD sera susceptible de pousser le profil D' Ao des deux côtés de la ligne des centres, ou d'être poussé par lui, également des deux côtés, si l'on change le sens des rotations. Les deux roues ont donc des profils composés de la même manière et jouissent, l'une à l'égard de l'autre, des mômes propriétés géométriques. On dit alors que l'engrenage est réciproque.
Nous avons déjà signalé ci-dessus, à propos de l'engrenage à lanterne, l'avantage que l'on trouve à ce que le contact des (lents ait lieu de part et d'autre de la ligne des centres.
Les portions droites Ao, Ko' des profils prennent le nom (le flancs.
Il y a dans le profil adapté à la roue 0' une partie, l'épi- «•ycloïde AD, qui dépend de la circonférence primitive 0, puisqu'on l'engendre par le roulement d'un cercle de diamètre AO. L'engrenage à fiancs, tel que Ton vient de le décrire, ne permettrait donc pas de conduire, au moyen d'une même roue 0', diverses roues telles que 0, ayant des rayons ioégaux. Pour que cela devienne possible, on ne s'astreint pas à prendre pour rayon du cercle auxiliaire o la moitié du rayon OA; on adopte une valeur constante pour toutes les roues devant engrener avec 0', et alors les fiancs droits oA peuvent se trouver remplacés par des arcs d'épicycloïde. D'ailleurs, comme ces arcs n'ont qu'une petite longueur, ils s'écartent assez peu des profils rectilignes indiqués en premier lieu.
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(c) Engrenage à développantes de cercle, — Soient 0 p. gg et 0' {Jlg. 66) les centres des deux
circonférences primitives, OA, D'A leurs rayons. Menons par leur point de contact A une ligne TT' inclinée sur 00', abaissons des centres 0 et 0' les perpendiculaires OT, O'T' sur cette droite et décrivons les circonférences ayant pour rayons OT, O'T'. Si maintenant nous enroulons la tangente commune TT' successivement sur ces deux dernières circonférences, le point A de cette tangente décrira les deux développantes de cercle BC, B'C, qui constituent deux pro- --" fils conjugués pour les roues O et 0'.
Nous pourrions d'abord le reconnaître par la méthode générale des enveloppes (n*»45), en nous donnant la courbe BC et cherchant l'enveloppe des positions qu'elle prend quand on fait rouler la circonférence OA sur la circonférence O'A. Les normales communes, telles que la droite A'G| de la/ig, 5-, devraient être tangentes à la position correspondante du cercle OT; on en conclurait facilement qu'elles passent à la distance O'T' du centre 0' et sont tangentes à la circonférence O'T'. Par suite, les noriTiales à l'enveloppe des positions de BC étant toutes tangentes à un même cercle O'T', cette enveloppe serait une développante de ce cercle.
On peut aussi le vérifier a posteriori de la manière suivante. Imaginons que la développante B'C pousse BC et produise un certain déplacement du système, qui amène BC en bCf B'C en b'c'. En premier lieu, le point de contact des deux courbes n'aura pas cessé de se trouver sur TT', car, cette droite étant tangente aux circonférences OT, O'T' est paria môme normale à toutes leurs développantes. Soit a le point de contact de bc avec b'c'; on aura, en vertu de la définition d'une développante de cercle.
Aa^Bb^B'b',
ce qui prouve que les déplacements sont égaux sur les circon-
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férences auxiliaires OT, O'T'. Or, les déplacements angulaires
qui correspondent à \^b eX. l^' b' sont -=- et • leur
OT or
rapport est -^=zr- ou -=^- • Donc les déplacements angulaires
des deux roues (et par suite leurs vitesses de rotation) sont dans un rapport constant, inverse de celui des rayons des circonférences primitives; la condition imposée aux engrenages se trouve ainsi satisfaite.
L'engrenage à développantes est réciproque, car rien ne dislingue une des roues de Tautre dans la construction géométrique ; le contact a lieu des deux côtés de la ligne des centres, et chaque roue peut être menante ou menée. En outre, l'engrenage en question jouit de trois propriétés spéciales :
I* On peut supposer que la distance des centres 0 et 0' augmente ou diminue un peu, par suite de Tusure des supports, sans que Tengrenage cesse de fonctionner régulièrement et sans qu'il y ait changement du rapport des vitesses angulaires, car cette variation de la distance 00' n'obligerait pas à modifier les circonférences OT, O'T' qui déterminent les profils; il suffirait de modifier Tinclinaison de TT' et de changer les distances OA, O'A dans le môme rapport
que 5(P.
2* Une môme roue 0' peut engrener avec plusieurs autres roues de divers diamètres, sans qu'on soit obligé d'employer pour les dents de ces diverses roues des profils nouveaux, formés avec des courbes qui ne seraient pas des développantes de cercle ; on pourra toujours, en effet, s'arranger pour conserver invariable le rayon O'T' dans tous les couples de deux roues dont 0' fait partie, et la développante conjuguée variera seulement de grandeur, en passant d'un couple à un autre.
3« Si l'on admet que chaque dent s'use uniformément et perde en tous les points de son profil une même épaisseur mesurée normalement, le profil ne subit par là aucune altération et convient toujours pour une transmission régulière.
(d) Quelques observations sur les engrenages intérieurs, — Le tracé des engrenages intérieurs est fondé sur les mêmes principes que celui des engrenages extérieurs, et l'on
peut y employer les trois types dont nous venons de parler. Toutefois, il y a quelques observations à faire au sujet de la réalisation matérielle des profils, laquelle est sujette à certaines restrictions spéciales, surtout quand il s'agit d'un engrenage à flancs.
Premièrement, il est impossible d'adapter les flancs droits à la grande roue. Soit en effet AB {fig> 67) ce flanc supposé possible; il sera engendré F'C» G7. par le point A d'un cercle de
rayon AK = - AO, roulant sur
la circonférence primitive extérieure, dont O est le centre.
Le profil conjugué sera Tépicycloïde AC engendrée par le même point A, quand le cercle OA roulera sur la circonférence primitive intérieure dont le centre est 0'. Examinons les positions de ces profils, en donnant à AB successivement deux directions OD, OD,, symétriques par rapport à la ligne des centres 00'. L'origine A de la courbe AC se placera en deux points symétriques E, Ei, tous deux en dehors ou tous deux en dedans de l'angle DOD,; par conséquent l'un de ces deux points E, El devrait se trouver dans le plein de la dent profilée par la droite AB, ce qui ne peut avoir lieu. Si donc il arrivait que, d'un côté de la ligne des centres, les profils obligeassent les circonférences primitives à rouler Tune sur l'autre, le même fait ne pourrait se produire de l'autre côté, et l'engrenage ne marcherait pas régulièrement; et même il s'arrêterait tout à fait s'il y avait simultanément deux paires de dents en prise, l'une sur la ligne des centres, l'autre dans le voisinage, puisque ces deux paires de dents tendraient à conduire la roue menée de deux manières différentes, ce qui est irréalisable.
Rien n'empêche, au contraire, de placer des flancs sur la petite roue, quand on suppose que son raj^on ne dépasse pas une certaine limite, que nous déterminerons tout à l'heure. Les centres des circonférences primitives étant O et 0
{fig. 68), on ferait rouler le cercle de rayon AK =: - AO' suc-
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cessivement sur ces deux circonférences, et Ton aurait les profils conjugués AB, AC, le premier droit, le second épicycloîdal. Le flanc conduirait la courbe avant la ligne des centres, ou serait poussé par elle après cette ligne; de l'autre côté, les profils n'auraient pas de point commun.
Fig. 68.
Si Ton voulait que la conduite des roues l'une par l'autre eût lieu des deux côtés de la ligne des centres, on prolongerail les profils que nous venons d'indiquer, par les épicycloïdes AD, AD', qu'engendre le point A d'un cercle de rayon arbitraire AK', roulant successivement sur les deux cercles primitifs.
Cherchons maintenant à déterminer la limite au-dessus de laquelle ne doit pas croître le rayon O'A, ou plutôt son rapport avec le rayon OA supposé connu, pour qu'au delà de la ligne des centres le dégagement des dents puisse s'opérer (*), c'est-à-dire pour que les profils AB, AC ne se coupent pas. Afin d'arriver plus rapidement à résoudre la question, nous regarderons comme démontrées certaines propriétés des épi-
(') Nous disons au delà de la ligne des centres, en raisonnant dans Thy* pothése où le sens des mouvements de rotation serait conforme à celui qu'indique la fg, 68, et où le flanc devrait pousser l'épicycloïde. L'hypothèse inverse conduirait à la même conclusion finale; ce qui a lieu avant la ligne des centres aurait lieu après, et réciproquement.
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cvcloïdes dont voici l'énoncé : i*Sî Ton fait rouler à rintérieur du cercle û\e OA une série de cercles tels que le cercle AK, tous tangents en A, le roulement ayant toujours lieu dans le même sens, vers la gauche par exemple, les diverses épicycloïdes engendrées par A, point de contact primitif, seront placées à gauche ou à droite du rayon OA, suivant que le
rapport 4=- sera inférieur ou supérieur à -> et s'écarteront OA "^ 2
AK I d'autant plus de ce même ravon que la différence -=-
• OA
aura une plus grande valeur absolue. 2"* Lorsqu'on attribue au raj'on AK deux valeurs dont la somme est égale à ÔA, les deux arcs d'épicycloïde engendrés par A sont symétriques relativement au rayon OA et appartiennent à la même èpicycloïde complète.
Cela posé, admettons d*abord qu'on fasse O'A = - OA. Quand
le point de contact des profils sera venu sur la ligne des centres en A, et que le mouvement des roues sera continué au delà de celte position, le point A, extrémité du flanc, décrira, relativement à la grande roue, le rayon OA, puisque le mouvement de la petite roue O'A, par rapport à l'autre, consiste dans le roulement du cercle primitif O'A, à l'intérieur du cercle OA, de rayon double. Celte trajectoire relative OA, emportée avec la grande circonférence, ira toujours passer par la nouvelle position, telle que Ej, prise par l'origine des dents épicycloïdales; celles-ci resteront donc toujours à droite et en dehors du flanc. La même chose a lieu a fortiori quemà O'A prend
une valeur moindre que - OA, car la trajectoire relative du
point A, au lieu d'être le rayon OA, devient une épicycloïde placée de l'autre côté de ce rayon par rapport au profil AC.
un I
Au contraire, si le rapport dépassait-? la trajectoire
de rextrémilé du flanc par rapport à la grande roue se trouverait placée du môme côté que le profil AC; il y aurait donc tout au moins une réduction du jeu ou espace libre entre les flancs et les épicycloïdes, au delà de la ligne des centres. Et même le jeu serait réduit à zéro quand O'A atteindrait la valeur
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^ OA) parce qu'alors la somme des rayons OK et O'A devien-
drail égale à OA, et que la trajectoire relative parcourue sur la grande roue par le point A de la petite se confondrait avec
le profil AC. Un rapport des rayons supérieur à ^ serait rigoureusement impossible, puisque les extrémités des flancs tendraient alors à pénétrer dans Tépaisseur des dents de la grande
roue.
Ainsi donc, en résumé, le rapport des rayons O'A, OA ne
doit pas dépasser la limite extrême -^j et, pour rései*ver un jeu suffisant, il convient, même dans la pratique, de rester notablement au-dessous de -•
La méthode indiquée pour les engrenages extérieurs à développantes conduit , quand on rapplique aux engrenages intérieurs, à construire des dents concaves sur la grande roue. On atténue cet inconvénient en faisant les dénis nombreuses et courtes, ce qui fait que les courbes se confondent à peu près avec leurs cordes et rendent les faces latérales assimilables à des plans.
On peut toujours éviter remploi des engrenages intérieurs au moyen d'une roue auxiliaire. Soient 0 et 0' {/i^. 69) les projections de deux axes parallèles qui doivent prendre des vitesses angulaires co, co'dans le même sens. Établissons d'abord la communication de 0 avec un troisième axe parallèle 0| par un *'•* '^*
engrenage extérieur, puis la com- / \
munication de Oi avec 0' par un ^ 1 rt/^lrt ^^ — .
second engrenage extérieur. Le /^ yC^ -\r- ^ mouvement donné à Tune des / y i ^^
roues rendra obligatoire celui des V *^ 7 Vv ^^ y deux autres, et, comme la vitesse ^- — -^ ^ \^ ^ angulaire wj autourde Taxe Oi est
de sens contraire avec <*> et w', il est clair que ces deux dernières sont de même sens. On est donc arrivé au but qu'on se
proposait, sans engrenages intérieurs. Quant au rapport -;> on
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eu (0
le déduit facilement des rapports — et — 7> connus eux-
* *^ (Dj (I)'
mêmes par les rayons primitifs r, /*,, r' des trois roues; on a
(I) r, cû, r'
d'où Ton tire, en multipliant membre à membre,
tu /•'
Le rapport est le même, en valeur absolue, que si les circonférences primitives 0 et 0' roulaient directement Tune sur l'autre; le seul rôle de la roue intermédiaire 0, consistée changer le sens de la rotation reçue par la roue menée.
{e) Engrenage d'une roue avec une crémaillère. — On peut concevoir que dans un engrenage cylindrique on fasse grandir indéflniment Je rayon de Tune des circonférences primitives, en conservant Tautre circonférence constante. Le
corps solidaire avec cette dernière aurait un mouvement de rotation autour d'un axe i\\^ 0 {Jig. 70), pendant que le corps solidaire avec la première au- ^ ., rait une translation (n®21) parallèle à la
- droite AB, limite de la circonférence
primitive à rayon infini. La droite AB devant rouler sur la circonférence OA, la vitesse est la même sur ces deux lignes; si l'on nomme co la vitesse angulaire autour de 0 et p la vitesse de translation, on aura
Fig. 70.
r =rco.()A.
On aura donc ainsi transformé un mouvement circulaire en un mouvement rectiligne, avec la condition que les vitesses conseiTcnt un rapport constant.
La transmission de mouvement entre les deux corps pourrait s'opérer par simple adhérence, comme dans le cas des cylindres de friction (n<»/i.5), mais le plus souvent ils sont tous deux munis de dents; le corps 0 se nomme alors roue ou pignon, et AB se nomme crémaillère. Dans tous les cas, le
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corps AB doit être, bien entendu, assujetti entre des guides qui assurent le mouvement rectiligne.
Les profils des dents se trouvent sans peine, en introduisant rhypolhèse particulière d'un rayon infini dans les propositions ci-dessus établies, au sujet des trois types d'engrenages usités. Nous ne dirons rien du premier, qui s'emploie rarement, surtout quand il s'agit d'une crémaillère. Dans le second, nous pouvons d'abord supposer une circonférence auxiliaire ayant un rayon oA moitié du rayon (M de la roue i^fig- 71); en la faisant roulersurlacirconférence primitive OA, le point A engendrera le '^^ ^*' flanc AO, et, dans son roulement sur / N la droite primitive AB, le môme point o \ A décrira la cycloïde AD, qui sera le ^ / ; ^ /y
profil conjugué de AO. Pour l'autre _i^ y ^
roue (remplacée ici par la crémail-. ^^ ^'\ "
1ère), la circonférence primitive a un *^ii d, ^| ? rayon infini, et il en est de même
pour la circonférence auxiliaire, de rayon deux fois moindre; à la limite elles se confondent toutes deux avec la droite AB. Le roulement intérieur de la deuxième de ces circonférences sur la première fait toujours décrire au point A le flanc AC, puisque c'est là un résultat indépendant du rayon des circonférences, pour\^u que leur rapport reste celui de i à 2. La droite AB roulant ensuite sur le cercle OA engendre par son point A la développante AD' do ce cercle, laquelle forme le profil conjugué de AC. En résumé, le profil CAD des dents de la crémaillère comprendrait un flanc droit suivi d'une cycloïde ; celui des dents du pignon, un flanc droit suivi d'une développante de cercle. Le mouvement étant supposé avoir lieu dans le sens des flèches, la crémaillère conduirait la roue; la développante AD^ serait poussée par le flanc AC, à gauche de OC, et le flanc oA serait poussé par la cycloïde AD, à droite de la même ligne. On pourrait aussi changer le sens des deux mouvements, de manière à faire conduire la crémaillère par la roue; ce cas est môme plus ordinaire que le premier.
L'emploi du flanc AC sur la crémaillère présente un inconvénient : la perpendiculaire abaissée au point A sur ce profil, dans l'une quelconque de ses positions, A,C| par exemple, est
toujours la droite AB, qui tombe constamment au même point Al du profil. Le contact se fait donc continuellement en ce point, ce qui tend à produire une usure rapide des dents. On préfère souvent remplacer les profils AC et AD' par une cycloïde et une épicycloïde qu'engendrerait le point A d'un cercle de rayon arbitraire, dont le centre serait sur le prolongement de 04, et qu'on ferait rouler successivement sur AB et sur la circonférence OA.
On peut également appliquer au cas de la crémaillère la construction géométrique dé l'engrenage à développantes. Soit OA {fi g. 72) la circonférence primitive de la roue, touchée en A par la droite primitive de la crémaillère. On mènera par ce point la droite inclinée AT et Ton décrira le cercle de rayon OT qui la touche en T. La développante BAC de ce cercle formera le profil des dents de la roue 0. Quant au profil conjugué, ce sera la limite de la développante d'un cercle dont le point de contact T' avec AT s'éloigne indéfiniment; le rayon de courbure de cette développante en A tend vers l'infini et la courbe se confond avec une droite EAD perpendiculaire à TT'.
(/) Détails sur les dents d'engrenages, — On donne ordinairement aux dents une forme symétrique par rapport aux rayons menés en leurs milieux, afin qu'une même roue puisse conduire l'autre dans les deux sens, ou bien pour que la même roue puisse être alternativement menante et menée, sans changer le sens du mouvement.
Toutes les dents d'une même roue sont égales et également espacées; la distance qui sépare deux profils identiques, répétés sur deux dents consécutives, dislance mesurée sur la circonférence primitive, se nomme le pas de l'engrenage. Après que deux profils en prise se sont avancés chacun d'un pas, sur leurs circonférences respectives, ils sont remplacés par deux autres qui fonctionnent dans les mômes conditions; les parcours simultanés qui s'effectuent sur les circonférences primitives comprennent donc toujours un même nombre de pas.
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et, comme ces parcours sont égaux, le pas est le même pour les deux roues. Il résulte de là que les deux circonférences primitives ont des longueurs proportionnelles à leurs nombres de dents, et qu'il en est de même pour leurs rayons. Par suite, ces rayons sont toujours dans un rapport commensurable; il faut même que ce rapport puisse s'exprimer par des fractions assez simples, car, sauf des circonstances exceptionnelles, le nombre des dents d'une roue est compris entre lo et I20. Les nombres trop grands ou trop petits rendraient la construction difficile ou impossible dans de bonnes conditions.
Le pas ne doit avoir qu'une petite longueur. Les dénis soni courtes et multipliées, et elles ont peu de saillie au dehors ou au dedans des circonférences primitives, afin que la normale commune aux deux profils en contact reste toujours petite et qu'il y ait peu de glissement (n* 47). Une portion du pas est occupée par l'épaisseur de la dent, l'autre reste libre et sert à loger une dent de l'autre roue. Ces deux portions se nomment le plein et le vide. Lorsque les dents ont la même épaisseur sur les deux roues (ce qui doit se faire lorsque leur matière est la même), le plein et le vide sont à peu près égaux; cependant, pour que la présence du moindre corps étranger n'empêche pas la marche de l'engrenage, on donne au vide un certain excès sur le plein. Le rapport du premier
au second varie de — à -?; leur différence constitue le /ew.
Les saillies des dents se déterminent assez souvent (quand cela est possible) par la condition que le contact commence un pas avant et fînisse un pas après la ligne des centres, de manière à avoir toujours deux paires de dents en prise. Supposons d'abord le cas très ordinaire d'un engrenage à flancs. Soient 0 et 0' les centres des circonférences primitives ( fig. 73) et A leur point de contact; supposons le mouvement dans le sens marqué par les flèches. Le flanc OA doit être poussé au delà de la ligne des centres par une épicycloïde dont le contact a lieu actuellement en A. Pour avoir la portion utile de ces deux profils, nous les prendrons dans la position qu'ils occupent après le parcours d'un pas, le flanc étant arrivé en OAi et l'épicycloïde en A'|B ; alors le contact se
fera au pied B de la perpendiculaire abaissée de A sur OA,. Il est évident que le point de contact aura parcouru la longueur AiB sur le flanc. A', B sur l'épicycloïde, et que ce seront là les portions ^ ^ utiles des deux profils. On aura de la même
/ '^ manière les parties utiles avant la ligne
des centres. On prendra sur les circonfé-
rences primitives les longueurs AA,, AA', égales à un pas, et Ton abaissera de A sur O'Aj la perpendiculaire AC; CA', sera la portion utile du flanc de la roue O', et Tare CA, la portion utile de répicycloîde conjuguée, appartenant à Tautre roue. En conséquence, on limite extérieurement les dents de la roue 0 par un cercle de rayon OC, et celles de la roue 0' par un cercle de rayon O'B; E et D sont les intersections de ces deux cercles avec la ligne des centres. Afin d'être certain que les parties extérieures des dents d'une roue pourront toujours se loger dans les creux de l'autre, on limite ces creux par deux cercles de rayon OD et O'E. Il en résulte que le profil complet d'une dent comprend :
Sur la roue 0, le profil FA,C doublé par un profil symétrique, et, dans l'intervalle, un arc de la circonférence OC, à quoi il faut encore joindre un arc de la circonférence OD, limitant intérieurement le creux;
Sur la roue 0', le profil GAjB doublé par un profil symétrique, avec un arc de la circonférence O'B entre les deux et un arc de la circonférence O'E.
Les engrenages à développantes peuvent aussi êl^re établis de manière à faire commencer le contact un pas avant la ligne des centres et à le faire finir un pas après. Il faut pour cela que la moindre des deux dislances Aï, A'T' {fig. 66, p. 182) ne soit pas trop petite, car le contact des dents ne peut aller au delà des points T et T'; cette condition est toujours possible à remplir en disposant convenablement de l'inclinaison de ÏT' sur la ligne des centres. Prenons en efl'et sur la plus petite des deux circonférences primitives, 0 par exemple {fig. 74)> un arc AAi égal au pas, menons le rayon OAi et prenons
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pour la normale commune Tï' la perpendiculaire abaissée de A sur ce rayon. Quand les dénis se touchent au point T, la développante fixée à la roue 0 occupe la position TB et coupe la circonférence primitive un peu au delà de Ai, de sorte que le con- *'^' ^^'
tact à droite de la ligne des centres . "T^^ ^
répond à un arc AB légèrement supé- ^ / \ \
rieui^au pas. Du côté gauche, on aurait ' ^ !
la possibilité de retendre encore plus, ^ i/
si l'on voulait; il y a donc des deux "^^22^\T
côtés une marge suffisante. , " /^ ^^lT^X
Uangle AOÏ étant toujours petit, AT / t'.^ \ ^ \
diffère très peu du pas; donc, si Ton >. .
prend A/=i AT, les circonférences de ,
rayons O^ et O'T pourront servir à li- o*
miter extérieurement les dents, comme les circonférences de rayons OC et O'B dans \^fig. 78.
Dans la pratique, Tinclinaison de TT' sur la ligne des centres descend rarement au-dessous de 70°. Si Ton détermine cette inclinaison par le moyen ci-dessus indiqué, on aura, en désignant par n le nombre de dents de la petite roue^
et par suite
angle AOT =1 —
angle TAO^- -
Pour que ce dernier angle ne soit pas inférieur à 76^ ou à ~ -, il faut que n atteigne ou dépasse i!\. La plus petite des
deux roues devrait donc alors avoir au moins vingt-quatre dents.
Lorsqu'il s'agit de l'engrenage à lanterne, le contact se fait d'un seul côté de la ligne des centres. Si Ton voulait toujours avoir deux paires de dents en prise, il faudrait donc le terminer (ou le commencer) quand les profils des dents auraient parcouru deux pas à partir de cette ligne. Il en résulterait des glissements plus considérables que dans les cas précédents. Pour les diminuer, on pourra faire que les dents se mènent
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pendant un parcours compris entre un et deux pas; mais il arriverait alors qu*on aurait seulement une paire de dénis en prise pendant une partie de ce parcours et que raclion mutuelle des roues porterait entièrement sur cette paire, au lieu de se répartir sur deux. Les dents seraient donc plus fortement éprouvées.
Comme on a intérêt à augmenter le nombre des dents d'une roue quelconque d'engrenage (afin de diminuer les glissements), et par conséquent à faire les dents assez minces dan* le sens parallèle aux circonférences primitives, on les rend capables d'une résistance suffisante en augmentant leur épaisseur dans le sens parallèle aux axes de rotation.
{g) Engrenage dit sans frottement^ de Hooke et de White. — L'artifice suivant, imaginé par Hooke en 1666, permet de multiplier en quelque sorte indéfiniment le nombre des dents et d'annuler le glissement, tout en conservant aux dents une épaisseur notable dans le sens de la circonférence primitive. Soient plusieurs roues dentées en nombre quelconque /i, telles que ab, a^ b\ a"h\ . . . {Jig. 75), juxtaposées etren-
Il I or " \ I 1,5. ^-J.
a- ///-rf' A
vA/i/c/yl
dues solidaires les unes des autres, sur un même axe de rotation. Ces roues sont identiques et en retraite de - de pas,
chacune par rapport à celle qui la précède. La figure représente le développement de la jante; les parties ombrées sont les pleins, et les parties blanches les vides. On construit d'une manière tout à fait semblable l'ensemble des roues juxtaposées, formant la roue correspondante avec laquelle doit engrener celle qui vient d'être décrite. Supposons qu'une dent de la roue ab entre en contact el
conduise une dent de la roue conjuguée pendant - de pas
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commençant à la ligne des centres; à partir du point de con= tact correspondant à la fin de cette période, les profils sont modifiés de manière à ne plus continuer à se toucher par la suite. Mais alors la dent d! vient au contact à son tour et conduit une dent de la roue conjuguée pendant - de tour, puis
elle cesse de toucher et se trouve remplacée par ûf", et ainsi de suite. Après le parcours d'un pas, le contact passe à la série voisine d^, d^, d], .... Chaque dent n*est en prise que
pendant — de pas, et cependant on peut lui donner la même
épaisseur à sa base, suivant la circonférence primitive, que si elle agissait pendant le pas entier.
Maintenant, supposons que n grandisse indéfiniment et qu'en même temps l'épaisseur des roues accolées, dans le sens parallèle à l'axe de rotation, tende vers zéro; l'ensemble des dents échelonnées d^ d^ d\ . , , va se transformer à la limite en une portion de filet de vis, car ce volume est engendré par une aire plane (projection d'une dent telle que d sur un plan perpendiculaire à l'axe) qu'on ferait glisser le long de Taxe, en la faisant tourner simultanément d'une quantité proportionnelle. Les profils des dents ne se toucheront plus alors que par leurs éléments situés infiniment près de la ligne des centres, puisqu'ils ne doivent se conduire mutuellement que pendant une fraction infiniment petite du pas. 11 en résulte (n** 47) que le glissement sera constamment nul. Les surfaces des dents rouleront l'une sur l'autre, suivant les hélices qui leur servent de base sur les cylindres primitifs.
Nous remarquerons cependant avec Bour {Cours de Mécanique, p. 225 du premier fascicule) que ce n'est pas là un roulement simple (n^ 41), mais un roulement accompagné de pivotement. Le mouvement relatif des deux surfaces consiste en effet en une rotation autour de la génératrice commune aux cylindres primitifs, rotation dont l'axe est oblique aux hélices dont nous venons de parler, ainsi qu'aux surfaces des dents en contact. i
L'idée de Hooke a été reproduite beaucoup plus tard par White, en i8o8, et l'engrenage est en général désigné par le nom de ce second auteur. Quoique ayant l'inconvénient d'ap-
Bbbssb. — Cours de Méc, I. lo
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puyer les arbres sur leurs épaulements, à cause de Tobliquité des surfaces latérales des dents, il fonctionne avec beaucoup de douceur et a été avantageusement employé par M. Breguet dans un cas où il s'agissait d*obtenir pour Tune des roues une vitesse angulaire considérable.
50. Engrenages coniques. — Il s'agit d'établir une communication de mouvement entre deux corps tournant autour de
deux axes OA et OB qui se rencontrent au point 0 {fig. 76), de telle sorte que la vitesse angulaire w du premier corps soit dans un rapport constant et donné avec la vitesse angulaire co' du second.
Supposons que OA soit dans le sens de l'axe représentatif de co et OB en sens contraire de celui de w'; on peut toujours s'arranger pour qu'il en soit ainsi, puisque chacune des droites OA, OB se compose de deux parties issues du point 0 et opposées l'une à l'autre. Prenons OC et OD respectivement égales à (d et à to', en valeur absolue, et construisons un parallélogramme sur ces droites OC et OD; faisons enfin tourner la diagonale OE de ce parallélogramme successivement autour de OA et autour de OB, de manière à engendrer deux cônes droits à base circulaire. Je dis que ces cônes, liés chacun au corps qui tourne autour de son axe de figure, rouleront l'un sur l'autre dans leur mouvement relatif. En effet, le point E du premier cône a une vitesse dirigée normalement au plan de la figure (plan des deux axes), en arrière de ce plan; la grandeur de cette vitesse est le produit de w r= OC par la distance EF du point à l'axe, ce qui donne la surface du parallélogramme. Les mêmes choses ont lieu pour le point E du second cône, dont la vitesse a pour expression le produit OD.EG, et se trouve en outre dans les mêmes direction et sens. La vitesse relative de ces deux points est donc nulle; et il en serait de même pour tout point de OE, car les deux vitesses à comparer seraient dans un même rapport avec celles de E. Les deux génératrices actuellement confondues suivant OE ont donc une vitesse relative nulle, et par conséquent OE est l'axe instantané de rotation
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dans le mouvement relatif, ce qui constitue la condition du roulement des deux cônes Tun sur Tautre (n» 41), puisqu'ils se touchent tout le long de OE.
Réciproquement, si les cônes roulent Tun sur Taulre, la génératrice commune coïncide constamment avec Taxe instantané de rotation du mouvement relatif; les vitesses absolues d'un point quelconque E de cette génératrice sont donc égales. On a par suite
et, comme on a d'autre part
EF . OC = EG . OD -= aire OCED, on conclut facilement de ces équations
co _ EG _ JOC^ ^' " ËP ~ ÔD '
c'est-à-dire que les vitesses angulaires sont dans le rapport
constant -==r- OD
Tout se réduit donc à faire en sorte que ces deux cônes roulent l'un sur l'autre, pendant que chacun tourne autour de son axe de figure. Pour cela, on peut d'abord construire matériellement les parties de ces cônes interceptées dans chacun d'eux par des plans perpendiculaires à leurs axes, ces plans étant menés de manière que les troncs se touchent suivant une même portion de la génératrice commune. On serrera ensuite ces troncs de cône l'un contre l'autre, assez pour que l'adhérence empêche le glissement, et alors, si l'un des deux tourne, l'autre tournera simultanément en remplissant la condition imposée au rapport des vitesses angulaires. On obtient ainsi l'appareil qu'on nomme cdnes de friction.
Les cônes de friction présentent le même inconvénient que les cylindres de friction (n® ^5). La transmission n'a lieu que si la résistance opposée au mouvement du cône mené ne dépasse pas une certaine limite, au delà de laquelle il y aurait
glissement. Afîn d'en éviter la possibilité, on prend ordinairement le parti d'armer les deux cônes ci-dessus définis, qu'on nomme cônes primitif s^ de surfaces ou dents saillantes, assujetties à la condition de rester toujours en contact pendant que ces cônes roulent l'un sur l'autre. On comprend que la surface fixée à l'un des cônes pourrait être choisie à peu près arbitrairement, sauf l'exclusion des formes pratiquement inadmissibles; la surface conjuguée sur l'autre cône serait l'enveloppe des positions prises par la première, pendant que son cône roulerait sur l'autre cône rendu fixe. Mais tout d'abord on diminue l'indétermination en adoptant pour ces surfaces arbitraires la forme de surfaces coniques ayant leur sommet commun avec celui des cônes primitifs, d'où résulte immédiatement celte conséquence que leurs enveloppes sont aussi des surfaces coniques ayant le même sommet.
Imaginons ensuite qu'on coupe les deux cônes primitifs et la surface conique adaptée à l'un d'eux par une splière de rayon quelconque ayant son centre au sommet commun. Les intersections de cette sphère avec les cônes primitifs seront deux cercles et son intersection avec la surface conique sera une certaine courbe ; dans le mouvement relatif des deux corps, ces cercles rouleraient l'un sur l'autre, et la courbe entraînée par l'un des deux devrait toujours toucher le profil conjugué à fixer sur Tautre. On conçoit par conséquent la possibilité de trouver ce profil conjugué, en exécutant sur une sphère des constructions analogues à celles qu'on a dû exécuter sur le plan, quand il s'agissait des engrenages cylindriques. Cela fait, on aurait les surfaces des dents en prenant les lieux géométriques d'une droite mobile assujettie à passer toujours par le centre de la sphère et à s'appuyer sur les profils qu'on vient de déterminer.
Mais on ne peut guère tracer des épures que sur une aire plane, et il n'est pas facile d'y transporter les constructions géométriques qui devraient être exécutées sur une sphère; peut-être aura-t-on pratiquement plus de chances d'exactitude, si l'on adopte une solution moins rigoureuse en théorie, mais plus facile à réaliser. C'est pourquoi l'on se contente universellement d'une méthode approximative, indiquée en i8a3 par le mécanicien anglais Tredgold.
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Soient OA et OB (y?^. 77) les deux axes de rotation; FOE, EOG les contours apparents des cônes primitifs, lesquels se touchent le long de la génératrice commune OE. Menons à celte droite la perpendiculaire AEB, l qui coupe les axes en A et B, et ^ , imaginons les deux cônes droits ' * ayant ces points pour sommets k'
et pour bases les cercles EF, EG.
Le problème sera résolu si nous parvenons à définir les surfaces des dents coniques portées par les cônes primitifs, au moyen de leurs intersections avec les cônes Fx\E et EBG.
A cet effet, nous remarquerons que ces intersections, formant les deux profils conjugués, ne sont en contact qu*à une petite distance du point E, car dans le cas contraire la vitesse relative des deux points en contact (c'est-à-dire la vitesse de glissement) atteindrait une valeur notable, puisque ces points seraient loin de l'axe OE de la rotation à laquelle se réduit le mouvement relatif. Pendant tout le temps que deux profils sont en prise, ils peuvent donc être considérés comme contenus dans le plan tangent commun aux deux cônes FAE, EBG, le long de la génératrice AB, si l'on admet approximativement que deux secteurs coniques de petite étendue, ayant A et B pour sommets, peuvent être assimilés à des plans. Par conséquent ces secteurs se conduisent mutuellement au moyen des profils des dents comme s'ils appartenaient à un engrenage plan dont les circonférences primitives auraient les rayons AE, BE, et se toucheraient en E. Après que ces deux secteurs auront cessé de se conduire, ils seront remplacés par deux autres tout pareils, et la même conclusion subsiste indéfiniment.
Nous arrivons ainsi à la construction suivante. On développe sur un plan les deux cônes FAE, EBG, ce qui donne deux secteurs finis FEF', GEG' {/ig. 78). Considérant ensuite les arcs de ces secteurs comme deux circonférences primitives, et adoptant pour longueur du pas une partie aliquote de ces arcs, on tracera un engrenage plan, dans l'un des systèmes précédemment étudiés; presque toujours on choisit Tengre-
nage à flancs. Cela fait, on enroule les deux secteurs respectivement sur les cônes qui les onl fournis; les profils qu'on avait tracés, maintenant reportés sur les cônes, sont pris pour directrices de surfaces coniques ayant le point 0 pour sommet. Ce sont les surfaces des dents.
Dans la pratique, les divers cônes qui constituent Tengrenage ne se prolongent pas jusqu'à leurs sommets. Chaque roue est comprise entre deux plans perpendiculaires à son axe, savoir : IH et LK {fig> 77) pour la roue tournant autour de OA, MN et KP pour la roue tournant autour de OB.
Les roues d*e^grenage conique se
nomment assez ordinairement roues d'angle.
51. Engrenage entre deux corps tournant autour d'axes non situés dans le même plan, — Quand deux axes ne sont pas situés dans le môme plan, on peut toujours, d'une infinité de manières, tracer une droite qui les rencontre tous les deux. Soient A et A' les deux axes, D la droite qui les coupe. S'il s'agit de transmettre le mouvement d'un premier corps S tournant autour de A à un second corps S' tournant autour de A', on commencera par établir un engrenage conique transmettant le mouvement de S à un corps intermédiaire assujetti à tourner autour de D ; puis, au moyen d'un second engrenage conique, on transmettra le mouvement de ce corps intermédiaire au corps S'. La vitesse angulaire autour de D sera dans un rapport constant avec chacune des deux vitesses angulaires autour de A et de A'; donc, ces deux dernières seront elles-mêmes dans un rapport constant.
La droite auxiliaire D pourrait être aussi une parallèle à l'un des axes, menée par un point de l'autre. Parmi les deux engrenages qu'on aurait à employer, il y en aurait alors un qui serait cylindrique.
Ces combinaisons ne constituent pas, à proprement parler, un mécanisme du premier genre (n<» &•&), parce que les deux
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corps S et S' ne sont pas en contact immédiat, mais agissent l'un sur l'autre au moyen d'un corps intermédiaire. Mais ce sont là des combinaisons fort simples de deux mécanismes du premier genre. En tout cas, elles appartiennent à la première classe, en raison du rapport constant des vitesses angulaires.
52. Vis sans ^n. — Lorsque les axes, sans être concourants, ont des directions perpendiculaires entre elles, on peut employer, pour résoudre la question du n^ 51, l'engrenage de la vis sans /in.
Prenons pour plan de la figure un plan mené par Tun des axes 00 (Jig, 79) perpendiculairement à Tautre axe O'. Imaginons un cylindre circulaire droit, de rayon DM = r, ayant 00 pour axe et qui coupe le plan de la figure suivant les droites CC, CC; lions à ce cylindre une surface de vis à filet carré, dont 00 serait la directrice rectiligne et dont l'autre directrice serait une hélice de pas h tracée sur le cylindre. Décrivons enfin de 0' comme centre une circonférence O'E tangente à la
droite CC. Il s'agit d'armer cette circonférence de dents ayant une forme telle que, si le mouvement se transmet de l'axe 00 à l'axe 0', ou inversement, par la pression réciproque de la surface hélicoïdale et des dents, les vitesses angulaires conservent un rapport invariable.
Soit DD une génératrice de l'hélicoïde, se trouvant actuellement dans le pian COC de la figure. Si la vis tourne autour de 00 avec la vitesse angulaire w, au bout du temps dt la génératrice DD sera remplacée dans le plan COC par une autre,
ayant même direction et située à une distance — — de la
première; après un second intervalle de temps, une troisième génératrice aura de même succédé à la seconde, et ainsi de suite. Toutes ces génératrices figureront les positions successives du flanc d'une crémaillère, animée, parallèlement à 00,
d'une vitesse — > qui doit se transformer en une vitesse an-
gulaire w' autour de 0', en rapport constant avec w; Or, si — est constant, il en est de même de ;: on se trouve donc
CU
ici tout à fait dans les conditions de Tcngrenage d'une roue dentée avec une crémaillère à flancs droits (n* W, e). En supposant que le contact des dents doive toujours avoir lieu sur la droite CC, le profil conjugué du flanc DD sera une développante AMB du cercle O'E.
Cette définition de la figure des dents serait complète si la roue 0' pouvait se réduire à un plan sans épaisseur; mais, comme cela est impossible, il reste encore à indiquer la surface qui doit les former, surface dont on ne connaît jusqu'à présent que l'intersection AMB avec un plan déterminé. Celle surface doit toujours rester tangente, dans toutes ses positions, à l'hélicoïde de la vis; ainsi, quand le contact se pro* duit en M, le plan tangent commun passe par DD, et fait avec le plan de la flgure un angle 6 égal à celui sous lequel Thélice directrice coupe les génératrices de son cj'lindre, ou, si l'on veut, égal à l'angle complémentaire de celui que la inème hélice fait avec les sections droites. La surface enveloppe de tous les plans tangents analogues menés par les divers points de AMB pourra être adoptée pour surface des dents, car elle sera constamment tangente à l'hélicoïde, et, attendu que le contact restera toujours sur la développante AMB, la transmission de mouvement se fera comme si cette développanle existait seule, c'est-à-dire suivant la loi voulue. L'enveloppe dont il s'agit est une surface réglée dont toutes les génératrices se projettent sur le plan de la figure suivant les normales à AMB ou les tangentes au cercle O'E, et font l'angle constant 0 avec leur projection. On sait que la surface ainsi définie est un hélicoïde développable, lieu des tangentes à une hélice tracée sur le cylindre dont le cercle O'E est la section droite; le pas de cette hélice aurait pour valeur air/'langB,
en nommant r' le rayon O'E.
lu'
Le rapport — des vitesses angulaires est facile à trouver.
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La vitesse — j avec laquelle se déplace la crémaillère idéale
dont on a parlé plus haut, se transforme en une vitesse égale sur la circonférence primitive O'E; on a donc
, , /lo) 0)' h ui' r ^ — ou — = >
ou encore, attendu que h := 2 7rrcotô,
Nous pouvons encore nous rendre compte du glissement. Supposons, pour fixer les idées, que les mouvements aient les sens indiqués sur \2ifig, 79; alors la vitesse v du point M de la vis est dirigée suivant une perpendiculaire au plan de la figure, allant en arrière de ce plan, dans lequel se trouve au con- Irairc la vitesse v' du point M de la roue, dirigée suivant une perpendiculaire à O'M. La vitesse relative ou vitesse de glissement de la roue sur la vis (n<» 4.1) s'obtiendra en composant v' avec ^ changée de sens (n°31). Or, si nous posons
EM r= j', nous aurons
v — tùr, i^'— co'.O'M — wV'''"-+-/' et, par suite, la vitesse u de glissement sera
car ses deux composantes \> et v' sont rectangulaires. En vertu de Téquation (i), cette valeur se met sous la forme
(2) « — ci>ri/i-HC0t'6/ I -h ^ )•
Dans la pratique, la distance y reste toujours très petite; si on la néglige, on aura simplement
(3) « =r (ori/i -hcot*0 = -T— V*
^ sinô
Celte hypothèse simplificative étant admise, les deux composantes V et v' se trouvent dans le plan tangent mené sui-
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vant ce au cylindre de la vis; le rapport — devient — - ou coU,
d'où Ton déduit immédiatement que la résultante fait l'an-
gle 6 avec (^ et a même direction que la tangente à Thé-
lice.
S3, Vis et écrou. — Le mouvement relatif d'une vis par rapport à son écrou considéré comme fixe est toujours un mouvement hélicoïdal , composé d'une rotation autour de son axe et d'un glissement le long du même axe; ce glissement, toujours proportionnel à la rotation, est égal à un pas de la vis pour chaque tour complet de celle-ci.
On peut concevoir qu'on donne à l'ensemble des deux corps un mouvement commun qui annule un des deux mouvements composants ci-dessus défmis. Si, par exemple, on oblige la vis à tourner sur place, on aura supprimé sa translation, et si l'écrou ne tourne pas, il devra prendre, suivant l'axe, une translation d'un pas à chaque tour de la vis. Inversement, si l'écrou tourne sur place et que la vis ne puisse avoir qu'une translation, elle parcourra une longueur d'un pas à chaque tour de l'écrou.
Plus généralement nommons
a Tangle décrit par la vis dans un temps quelconque;
a' l'angle décrit simultanément par l'écrou, compté dans le
môme sens que a; X la translation simultanée de la vis parallèlement à son axe; x' la translation simultanée do l'écrou, comptée dans le même
sens que x.
On aura l'équation générale
'ITZ
en vertu de la défmition géométrique de l'appareil , car x — x' et a — a' expriment l'étendue des deux mouvements composants de la vis relativement à l'écrou. On verra plus tard des applications de cette équation.
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54. Mécanisme de la première classe, deuxième genre, — Il s'agit de transmettre le mouvement d'un corps à un autre, en conservant un rapport invariable entre les vitesses, par l'emploi d'un lieu intermédiaire rigide. Voici quelques appareils employés à cet effet.
(a) Bielle d'accouplement. — Soient 0 et 0' {/ig. 8o) les projections de deux axes parallèles. On • p. «^
adapte à ces axes deux manivelles égales .
()A, OA' dont les extrémités A et A' sont articulées avec une bielle AA' ayant une
longueur égale à la distance 00'. Les choses étant ainsi disposées, quelque situation qu'on attribue aux manivelles, il faudra toujours que le quadrilatère AOO' A' soit un parallélogramme, puisque ses côtés opposés sont égaux. Donc O'A' reste parallèle à OA, et les deux manivelles tournent constamment de la môme quantité.
(6) Tiges et varlets; renvois de sonnettes. — Lorsque les lignes OA et O'A' de \difig. 8o représentent, non pas des manivelles tournant d'une manière continue autour de leurs axes O et 0', mais de simples tiges oscillant autour de ces mêmes axes, elles prennent le nom de varlets; AA' est une ti^e qui transporte en A' le mouvement de A. Le point A' pourrait ensuite agir d'une manière semblable sur un autre point k!', qui lui-même agirait sur A'', et ainsi de suite. Le
mouvement de A se transmettrait ainsi à distance. Les tiges soutenues par les varlets suivraient les ondulations du terrain (fig. 8i).
Cette combinaison avait été employée dans l'ancienne machine de Marly. Aujourd'hui elle paraît abandonnée, au moins pour les applications sur une grande échelle.
Les renvois de sonnettes sont des leviers coudés, le plus
souvent à angle droit ^fig. 82). Pendant que Textrémité A
p. g^ décrit, autour de Taxe fixe O, un petit arc
assimilable à une droite perpendiculaire ^— — sur OA, le point B décrit de même un petit chemin perpendiculaire à OB, et d'une Ion- *( 0 gueur égale à celle du premier multipliée
^ ÔB
par =-. C'est un moyen de transformer le
OA
déplacement de la tige A a en un déplacement de la tige B6, en changeant tout à la fois, si Ton veut, la direction et la grandeur du déplacement primitif, mais à la condition de ne donner à Ces mouvements qu'une étendue assez restreinte.
55. Mécanismes de la première classe, troisième genre. — Voici divers exemples de l'emploi d'un lien Hexible pour transmettre le mouvement d'un corps à un autre, en satisfaisant toujours à la condition commune pour tous les mécanismes de la première classe, celle de ne pas faire varier le rapport des vitesses.
{a) Poulie Jîxe, — La poulie fixe est une espèce de roue
assujettie à tourner autour d'un axe 0 immobile {fig. 83), sur
PI gj laquelle passe un corps flexible (corde,
chaîne, courroie) AB. La poulie étant suffisamment mobile sur ses supports, lorsqu'on tire la corde par un bout pour déplacer un corps M attaché à l'autre bout, on fait tourner en môme temps la poulie autour de l'axe 0, et la corde se déroule d'un côté pendant qu'elle s'enroule de l'autre. Si, d'ailleurs, elle est supposée inextensible et si elle ne glisse pas sur la poulie, le déplacement du corps sera égal à celui d'un point de la poulie situé à la même distance de 0 que les brins Aa, B6. On voit donc qu'on aura transformé le mouvement de rotation de la poulie en un mouvement de translation du corps M.
La poulie est dite mobile quand son axe de rotation se dé-
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place. Nous indiquerons ultérieurement quelques usages de ce second genre de poulies.
{b) Treuils ou cabestans. — Le treuil est un cylindre à axe horizontal, et le cabestan un cylindre à axe vertical; on peut concevoir aussi des axes inclinés. Dans tous les cas, une corde ou chaîne s'enroule sur le cylindre, auquel on communique un mouvement de rotation autour de son axe de figure; en s*enrouIant, elle lire et déplace un corps attaché à son extrémité libre, avec une vitesse constamment proportionnelle à la vitesse angulaire du cylindre. Pendant cet enroulement, la corde trace sur la surface du cylindre une hélice à pas très petit, dont chaque spire peut s'assimiler approximativement à une section droite.
(c) Courroies sans Jin, — Considérons deux solides assujettis à tourner autour de deux axes fixes 0, 0' {/ig. 84), que nous supposerons d'abord parallèles. Nous avons déjà indiqué (n•il^5) des moyens de transmettre le mouvement de Tun à l'autre, sous la condition d'un rapport constant des vitesses; il y en a un autre, très fréquemment usité, qui consiste dans l'emploi des courroies sans fin.
On établit sur les deux arbres des poulies ou tambours, dont les sections moyennes sont p. g,
dans un plan perpendiculaire à k'
la direction des axes. Sur les ^'"^7"' ^^^^ ^
jantes de ces deux poulies se / ^ \\ ' ^ \\
placeunecourroiesansfin(c*est- V ^' V \ ^' jy
à-dire formant un circuit fermé b "^ >^_ ^ ^
AA'B'B), assez fortement ser- ®'
rée contre elles pour ne pas glisser. Si l'on admet alors que la courroie soit inextensible, tous ses points ont môme vitesse, et, puisqu'il n'y a pas glissement, cette vitesse est égale à celle qui existe sur les circonférences des poulies; donc, en nommant
oj, w' les vitesses angulaires autour de 0 et 0', r, r' les rayons ÔA, O'A',
ces quantités satisfont à la relation
to r'
(i) u>r = w'r', d'où — r = —
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Le rapport des vitesses angulaires est donc bien constant; de plus, il est égal au rapport inverse des rayons.
La démonstration de ce fait suppose les courroies inextensibles. Si Ton tient compte de la faible extensibilité qui existe réellement, Téquation (i) doit subir une légère correction: nous la supposerons négligeable.
L'expérience fait reconnaître que, pour bien assurer la stabilité de la courroie sur chacune des deux poulies et enripècher son déversement latéral, il faut donner à la jante un profil convexe extérieurement, et non point un profil concave.
La disposition indiquée dans \^fig. 84 convient au cas où les deux vitesses angulaires o), cd' sont de même sens. Pour obtenir des sens contraires, on ferait suivre à la courroie sans fin les deux autres tangentes communes aux cercles des poulies, celles qui se croisent dans l'intervalle des centres 0, O' {fig. 85).
. g- On évite que les deux brins qui
se croisent au point C se gênent mutuellement, en tordant cha- \n cun d'eux de manière qu'ils se ; I touchent par la face et non par la tranche. De plus, on a soin qu'ils se touchent par celle des deux faces qui est lisse, tandis que la face rugueuse reste on contact avec les deux poulies.
Les courroies sans fin, disposées comme on vient de le dire et représentées par les fig. 84 et 85, établissent, entre les deux axes parallèles 0 et 0', une communication de mouvement qui peut fonctionner, soit dans le sens marqué par les flèches, soit en sens contraire.
Lorsque les axes ne sont pas parallèles et qu'on veut encore pouvoir faire fonctionner la communication dans deux sens opposés, il faut se servir de poulies de renvoi. Sur chaque arbre 00, O'O' i^fig. 86), on établit encore une poulie ou tambour, dont le plan moyen est perpendiculaire à Taxe. Soit XX la droite suivant laquelle se coupent les deux plans moyens; prenons sur cette droite deux points B, C et, par chacun d'eux, menons des tangentes aux cercles des deux poulies. Entre les deux tangentes issues de chaque point, on dispose une poulie de renvoi ; sur chaque poulie passe l'un des brins
Fig. 86.
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de la courroie sans fin, qui suit alors le contour fermé EGFE'D'F'G'DE. Toutes les portions de ce contour sont composées d'arcs de cercle et de lignes droites contenues dans les deux plans des deux cercles qu'elles touchent, d'où il résulte que la courroie ne tend aucunement à se détacher des poulies, en se déversant par côté.
Cet appareil assez compliqué peut se simplifier beaucoup, lorsqu'on n'impose pas aux poulies la condition de marcherdans lesdeux sens et que les axes ne sont pas trop rapprochés l'un de l'autre.
On peut alors supprimer les poulies de renvoi, eu égard à une remarque dont l'expérience démontre l'exactitude; le brin qui arrive sur une poulie doit nécessairement se trouver dans le plan de la poulie, tandis que le brin s'éloignant de la poulie peut sans inconvénient sortir de ce plan. Cela posé, soient 00, O'O' {fig^ 87) les projections des deux axes sur un plan parallèle à leurs directions; prenons dans ce plan un point B, dont les distances BA, BA' aux axes projetés soient égales aux rayons des poulies, et faisons passer les plans moyens de celles-ci par les droites BA, BA', En projection sur un plan perpendiculaire à OOO'O', par exemple sur le plan de la poulie AB, cette poulie sera placée en a, l'autre en a', et les deux cercles auront une tangente commune hb'y qui sera l'intersection de leurs plans. Si du point b on menait la seconde tangente au cercle a\ elle serait dans le plan de ce cercle, mais sécante au cylindre de la poulie a; toutefois, vu l'éloignement des deux poulies, elle n'entre que fort peu dans ce cylindre, parce qu'elle fait un petit angle avec la tangente hb\ En modifiant très légèrement la position de cette droite, on aura la droite C^qui, tout en restant tangente au cercle a' et contenue dans
Fig. 87.
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son plan, louchera le cylindre de Tautre poulie en un point f très voisin de b. On trouvera de même une droite D p' tangente au cercle a, dans son plan et touchant le -cylindre de la poulie a' dans le voisinage de b. La courroie sans fin devra sui^Te le contour ^C^'D. Si le mouvement a lieu dans le sens des flèches, on a bien rempli la condition que le plan de chaque poulie contienne le brin de courroie arrivant sur elle; mais il ne contient pas celui qui s*éloigne, de sorte que la condition cesse d'être remplie quand on change le sens du mouvement, et alors la courroie ne larde pas à tomber.
§ III. — Combinaisons diverses de mécanisme de la première classe.
56. Trains ou équipages de roues dentées, — On a ^^l (n®4.9, /) que les rayons des circonférences primitives d'un engrenage cylindrique sont proportionnels aux nombres des dents qu'elles portent; par suite, les vitesses angulaires sont dans le rapport inverse des nombres de dents. La même chose est vraie aussi pour les engrenages coniques. Les vitesses angulaires sont, en effet, inversement proportionnelles aux rayons des circonférences formant les bases des cônes primitifs (n° 50), et ces circonférences reçoivent chacune un nombre de dents en rapport direct avec sa longueur ou avec son rayon. Il résulte de là que le rapport des vitesses an^laires de deux axes communiquant par engrenage ne peut varier qu'entre certaines limites; car, ainsi que nous l'avons déjà dit, le nombre des dents d'une roue varie presque toujours entre lo et 120, de sorte que le rapport entre la plus petite et la plus grande des deux vitesses est compris entre
I et — •
Lorsqu'on veut obtenir un rapport notablement inférieur
à -9 on établit entre les deux arbres d'autres arbres in-
lermédiaires. L'un des deux arbres donnés reçoit directement une rotation et fait tourner, au moyen d'un engrenage, le premier arbre intermédiaire; celui-ci fait tourner de même un second arbre, qui en fait tourner un troisième ; et ainsi
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de suite, jusqu'à ce qu'on arrive au second arbre primilivement donné. Cette suite d'engrenages constitue ce qu'on nomme un train ou équipage de roues dentées. Dans chaque engrenage, en particulier, la plus petite roue se nomme un pignon.
Si nous supposons, pour fixer les idées, que la vitesse angulaire doive diminuer en passant du premier au second des arbres donnés, le premier portera un pignon engrenant avec une roue placée sur le premier arbre intermédiaire; sur ce même arbre sera monté un pignon engrenant avec une roue, qui appartient à l'arbre intermédiaire suivant. Chacun des arbres intermédiaires porte de môme un pignon et une roue, le premier pour mener la roue de l'arbre suivant, la seconde conduite par le pignon de l'arbre qui précède. Le dernier arbre (ou le second des arbres primitivement donnés) ne porte qu'une roue. Nommons :
oj, (I)' les vitesses angulaires du premier et du second arbre
primitivement donnés; co„ Cl),, . . ., co« celles des arbres intermédiaires successifs: a, ai,ai, . . ., a^^ les nombres de dents des pignons; Aj, A2, . . . , A«, A' les nombres de dents des roues ;
on aura les égalités
u) Al toj Aj co„ A
d'où Ton tire, par une multiplication membre à membre,
(!>' aa^ ' • »cin
0) AiAj. . .A'
Ce rapport se nomme la raison du train. La raison du train est égale, comme on voit, au produit des nombres de dents des pignons, divisé par le produit des nombres de dents des roues.
Dans le cas d'axes tous parallèles entre eux, on peut convenir de donner le signe -h ou le signe — aux rapports tels
que -r-> -r^> •••> suivant que l'engrenage correspondant est Al Al
intérieur ou extérieur. En passant d'un arbre au suivant, la
Bressb. — Cours de Méc. I. 11
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vitesse conserve le môme sens ou prend le sens contraire, selon qu'on rencontre la première ou la seconde de ces alternatives. Il est facile d'en conclure que les vitesses co et w' seront de même sens si la raison est positive, et qu'elles auront des sens opposés si la raison est négative.
57. Recherche d'un train dont la raison est donnée, — Si la raison est une fraction commensurable, on décompose ses deux termes en facteurs premiers; on combine ensuite ces facteurs, en multipliant au besoin les deux termes par un même nombre, de manière à obtenir au numérateur et au dénominateur le produit d'un môme nombre de facteurs convenables, c'est-à-dire compris (autant que possible) entre lo et I20.
Soit donnée, par exemple, la raison
Cl)' 8898 7 . Il . 109
on multipliera les deux termes de la fraction par 200, ce qui permettra de remplacer 7 par io.io.i4 et 2.8.5.87 P^^ 25.74.1 20. Alors on aura
w' 10. 10. II .14.109
Cl) 25.67.74.97.120
Le train comprendrait, outre les arbres extrêmes 0 et 0', quatre arbres intermédiaires Oi, Oj, Os, O4 ; les nombres de (lents seraient donnés par le Tableau suivant :
Arbre 0 Pignon de 10 dents
^ \ Roue de 25 »
* ) Pignon de 10 »
^ ( Roue de 67 »
î Pignon de 11 »
^ ( Roue de 74 »
' ( Pignon de 14 »
^ i Roue de 97 »
* ( Pignon de 109 »
9 0' Roue de 120 »
11 est à remarquer que, si l'on faisait les cinq engrenages
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extérieurs, les vitesses to, m' seraient de sens contraires; si l'on tenait à conserver le môme sens, il faudrait, ou faire Tun des engrenages intérieur, ou mettre un arbre intermédiaire (le plus.
Si les deux termes ont de trop grands facteurs premiers, la question peut se résoudre par approximation au moyen de la méthode suivante, due à Huygens. On développe la raison donnée en fraction continue; on en calcule toutes les réduites et Ton choisit parmi elles une fraction dont les deux termes puissent se décomposer en facteurs convenables. Cette fraction remplace approximativement la raison donnée. Quelquefois aussi Ton emploie une méthode un peu différente et
que voici :
Soient -j et -, deux réduites consécutives; l et m étant deux b a
nombres entiers et positifs quelconques, la fraction
la -f- me Ib 4- mb
d c sera comprise entre j et ^; il pourra se faire, non seulement
qu'elle approche plus de la raison exacte que Tune ou Tautre
CL C
des réduites t et ->> mais aussi que ses termes soient dé-
composables en facteurs plus simples. Si l'on prend pour ces
réduites l'avant-dernière et la dernière, -, sera alors la raison
exacte; d'un autre côté, on a
la-^mc c l{ad — bc) _^ /
lb'\- md d'^ d{lb -^ md) d{lb -h md) *
on voit ainsi qu'on rendra Terreur petite en prenant / petit et /n grand.
Exemple ; horloge lunaire. — Supposons que la grande aiguille d'une horloge doive faire un tour en douze heures, ou un demi-jour, pendant que la petite fera son tour dans la durée d'une lunaison, soit en 29J,53o6. Ici la raison est
0,5 25oo 2'. 5^
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el Ton demande un train capable de la produire avec une assez grande exaclitude.
D'abord on voit que Texactitude rigoureuse est impossible, car on ne peut songer à faire une roue de 433 dents. Transformons alors la raison en fraction continue ; nous aurons
25oo I
et les réduites seront
I 16 33 49 817 25oo
Les dénominateurs des quatre dernières contiennent des
facteurs premiers trop grands; on ne peut donc choisir parmi
ces fractions que —7^, = 7^:r^ — Cette raison approchée se
réaliserait avec trois pignons de 10, 10, 16 dents, menant respectivement des roues de 27, 5o et 70 dents, car on vérifie sans
peine que — ^ — = -- ^- L erreur relative en moins se\- ^ ^ 27.00.70 945
primerait par
25oo 16
' 2000 2500.945 23625oo 090620
soit environ jrrô^^ ^® Q^^ correspond à oi,ooo65 ou un peu
plus de 57* par lunaison.
On peut encore prendre, pour augmenter l'approximation, une des fractions qui suivent :
2894.6 -H 1949 19313 7.31.89 20.62.89.112 8i7.2-f-49 1^83 3*. II. 17 10.11.17.18
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les erreurs relatives seraieni
Pour la première. . . . yrr-â—^ — =■ ^^ s— ■^ 48282000 100750c
répondant à 01,000019 ou i',64 par lunaison; Pour la seconde
cliilTre tout à fait négligeable, qui produit seulement o*, ic par lunaison.
Ces erreurs sont d'ailleurs de même ordre que celle doi est affecté le nombre 29,0306, ci-dessus admis comme repn sentant la durée d'une lunaison, quand le jour est pris pot unité (').
58. Trains épicyclotdaux . — Un train de roues dentées e dit épicycloïdal f\aAné il est porté par un châssis mobile autoi d'un axe fixe; si l'axe de certaines roues n'est pas entratr par le châssis, c'est qu'alors il coïncide avec celui autour di quel ce châssis tourne lui-même.
Nous distinguerons dans le train trois pièces essentielles 1' le châssis; 2° la première roue, dont l'axe est toujoui commun avec celui du châssis; 3" la dernière roue, tanti concentrique, tantôt excentrique à la première. Dans le s< cond cas, le centre de la dernière roue décrit un cercle.
Considérons un train épicycloïdal dont 0 et A {fig- 88) sont la première et la dernière roue el OA le châssis; ^X ,v
soient m, 71,(1 les vitesses angulaires /^ \^ V"
respectives de ces trois pièces dans t^'f ~j~ '
leur mouvement absolu, ces vitesses -^^~-'i /"^-^-^ étant évaluées en adoptant un sens / ,--| '
positif déterminé, par exemple celui VJL/ qui est indiqué par la flèche. Il faut prendre garde aussi que m et a sont les vitesses de rotatic
('] D'après VAnnuaire du Bureau des Longitudei pour l'anoée iSt
cclU durée sérail de igiti^'ij-i'.g, c'est-à-dire de 3<^,5labSifi30. Le chifi de igJjSSoe est donc irop élevé de oJ, 00001088 au de o',^'f environ
FI,. I
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de la première roue el du châssis autour de Taxe fixe 0, tandis que n s'évalue relativement à des axes A j?, A/, menés par le point A de la dernière roue et se déplaçant parallèlement à eux-mêmes.
Le mouvement relatif de la roue 0 par rapport au châssis sera évidemment une rotation autour de Taxe 0 avec une vitesse angulaire m — a. Le mouvement relatif de la roue A par rapport au même corps sera une rotation autour de Taxe A, car les points de cette droite n'ont aucun déplacement relatif; de plus, la vitesse angulaire sera /i — - a, car le mouvement relatif résulte delà composition d'un premier mouveoienl comprenant une rotation n autour de A et une translation, avec une rotation —a autour de 0, et la règle générale du n** 37 donnera n — a pour vitesse angulaire du mouvement élémentaire résultant. Si donc on nomme e la raison du train, c'est-à-dire le rapport de la vitesse angulaire de la dernière roue à celle de la première, dans l'hypothèse de la fixité du châssis, on aura la relation générale, donnée par Willis,
ni — a
La raison e dépend uniquement du nombre des dents mises sur chaque roue; pour un train déterminé, c'est une donnée immédiate. L'équation (i) établit alors une relation entre les trois vitesses angulaires m, n, a et permet de calculer Tune d'elles quand les deux autres sont connues.
Les trains épicycloïdaux fournissent de nouvelles ressources pour obtenir des rapports compliqués entre les vitesses angulaires de deux arbres. Nous allons le montrer par deux exemples.
Premier exemple : Horloge lunaire de Pecqueur. — L'arbre MN {fig. 89), ayant son axe fixe, traverse à frottement doux une roue concentrique D, engrenant avec la roue d qui tourne autour de l'axe fixe IH. La roue D porte un canon ou cylindre creux, traversé aussi à frottement doux par l'arbre EF faisant corps avec deux roues B et c, dont la première engrène avec une roue fixe b concentrique à l'arbre MN, et la seconde avec une roue C calée sur ce môme arbre. Pour plus de simplicité, la figure représente les roues par deux lignes parallèles en
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projection sur un plan parallèle aux a\es. Nous supposerons aussi que les leUres employées pour désigner les roues désignent eo même temps leurs nombres de dents.
Nous pouvons ici considérer la roue D comme le châssis,
b comme la première roue et C comme la dernière. Alors on a
bc
BC
et la relation (i) devient
bc n BC — bc
_^__+, ou n = a^^^.
D'ailleurs la vitesse a du châssis est liée à la vitesse u de l'arbre moteur IH par l'équation _ _d
donc finalement
Les nombres de dents choisis par Pecqueur étaient rf=3i, D^54, b — &^, B = 85, c = 33, C=4i; il en résulte
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Cette dernière fraction élail regardée par Pecqueur comnie représentant le rapport de la semaine au mois lunaire, ce qui est en effet très approximativement exact, car celle hypothèse donne pour la durée de la lunaison 29ii:i''4^''38>, 8, nombre inférieur de o',i seulement ii celui qu'indique V Annuaire da Bureau des Longitudes (i883). Le nombre i439 étant premier, on voit qu'un train ordinaire d'engrenages n'aurait pu réaliser ce rapport, puisqu'il aurait fallu construire une roue (le 1439 dents, ce qui est inadmissible; on y arrive au contraire par l'emploi d'un train épicycloïdal, sans mettre plus de 85 dents sur une roue.
Deuxiëhe exemple : Appareil formé de huit roues invariablement liées deux à deux. — Le châssis est composé de deux tiges MN, PQ (fig. 90) perpendiculaires l'une à l'autre et inva-
Fig. 90.
riablement liées entre elles; il tourne autour de l'axe fixe MN- La tige MN traverse à frottement doux deux autres systèmes solides tournant autour du même axe et formés chacun de deux roues d'angle réunies par un canon, savoir : i" le système des roues B, C; a" le système des roues d, E. La tige PQ traverse de même à frottement doux un système analogue de deux cônes c, D qui engrènent respeclivcmcnt avec C etff. U est bien entendu que chacun de ces trois systèmes est empêché, par des épaulements convenables, de glisser le long de la tige qui le traverse ; les deux premiers tournent sur place
Tun à Tautre. La raison e sera donc égale à — rrrr? en con-
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autour de Taxe fixe MN, le troisième a un mouvement composé, et tourne autour de PQ pendant que le châssis tourne autour de MN. Enfin deux roues d'angle by e, calées sur un même arbre RS tournant sur des coussinets fixes, mettent en mouvement les deux systèmes B, G et E, d.
Dans cet exemple, nous pouvons regarder É comme la première roue et B comme la dernière. Il est d'abord facile de reconnaître que, relativement au châssis supposé fixe, ces deux roues tournent en sens contraires, parce que les points a et ? par lesquels se touchent d'une part les roues d et I), d'autre part les roues c et C, sont des deux côtés de l'axe PQ, de sorte que leurs vitesses relatives ont des sens opposés
cd^ CD
venant toujours de désigner le nombre des dents de chaque roue par la même lettre que cette roue elle-même; par suite, la formule (i) de Willis donne
cd n — a
CD m — a
Or l'arbre moteur, dont nous appellerons w la vitesse angulaire, communique à E la vitesse angulaire absolue m et à B la vitesse /i; ces vitesses, qui ont des sens opposés, sont données par les équations
Par la substitution de ces valeurs dans l'équation précédente, il vient
tùh
d'où Ton tire
CD ^(oe
a ï^cde—bÇA)^
u> BE(CD-f-céf)' La combinaison de ces huit roues permet d'obtenir pour le
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rapport - des valeurs très variées. Si Ton fait, par exemple,
6 = 82, cru 83, d = S3y e=S6, B — S3, Cr=65, D = 84, Enziio6,
on trouve
a> io86465o2
Le dénominateur est égal au produit 2. 53*. 83. 233; on ne pourrait donc obtenir rigoureusement ce rapport, avec un engrenage ordinaire, que par l'emploi d*une roue de 233 dénis, nombre inusité. D'ailleurs il faudrait, môme en acceptant ce nombre de 233, construire seize roues au lieu de huit; car, pour avoir le môme nombre de facteurs convenables, dans les
deux termes de la fraction qui exprime — > on devrait la mettre
sous la forme
lO.IO.IO.IO.IO.TO.IO.IO
— ' ■■ ■ ■■■■ !■ I ■ ■■ . ■■ Il I »■ ■
o3.83.ioo. ioo.ioo.ioo.io6.233
59. Equipages de poulies. — Quand on ne peut pas transmettre directement le mouvement d'un arbre à un autre par une courroie sans fin, on établit un ou plusieurs arbres intermédiaires. Désignons par A et A' les arbres primitifs, par B|, B|, . . ., B„ les arbres intermédiaires.
Une courroie sans fin transmettra le mouvement de A à Bj, un autre de Bj à B^, une troisième de Bs à Bs, et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on arrive à A'. Il faudra donc que le premier et le dernier arbre portent chacun une poulie ou un tambour, et qu'il y en ait deux sur chaque arbre intermédiaire. Si l'on nomme
co, 0)', wi, (i)„ . . ., <!);, les vitesses angulaires respectives des
arbres A, A', B,, B„ . . . , B„ ; r le rayon de la poulie placée sur A, Bi le rayon de la poulie
correspondante sur Bj; Ti le rayon de la seconde poulie placée sur Bi, Rj le rayon de
la poulie correspondante sur B,; r, le rayon de la seconde poulie de B,, Rs le rayon de la poulie
correspondante sur B3;
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r„ le rayon de la poulie placée sur B„, qui correspond avec Ja poulie placée sur le dernier arbre A'; R' le rayon de celle dernière poul.ie;
on trouve bien facilemenl
lu' _ rr,ri...r„
formule tout à fait analogue à celle des équipages de roues déniées. Seulemeni, les rayons des poulies pouvant filre quelconques, entre ceriaines limites, quand on
voudra obtenir un rapport —, on ne rencontrera pas les diflicullés qui tenaient à ce que les nombres de dents des roues devaient nécessairement être entiers. Les poulies de renvoi, analogues à celles dout on a parlé au n" 5o, n'ont d'ailleurs aucune influence dans le calcul que nous venons de faire ; elles servent, en quelque sorte, d'appui aux courroies sans fin, mais ne modifient pas les vitesses des arbres mis en communication.
60. Moufles oupalans. — Les moulles ou palans se composent de deux groupes de poulies portées par des essieux parallèles. On leur donne diverses dispositions, mais ces variantes n'en changent pas les propriétés essentielles. Dans celle que représente layî^-. 91, les poulies du groupe supérieur sont placées sur un essieu Qxe autour duquel elles tournent librement et qui fait partie d'une cliape également fixe; les poulies du groupe inférieur tournent librement aussi autour de leur essieu, qui fait partie d'une chape mobile. Les deux chapes sont munies de crochets, l'un servant à attacher la chape supérieure, l'autre à suspendre un fardeau qu'on veut soulever. Une corde, dont l'extrémité A est libre, entoure d'abord la première poulie supérieure, descend à la première
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poulie inférieure, puis remonte à la seconde poulie supérieure, redescend à la seconde poulie inférieure, et ainsi de suite. Les poulies sont en même nombre dans les deux groupes, et la corde, après avoir passé sur la dernière poulie inférieure, remonte pour s'attacher en B à la chape fixe. Lorsqu'on tire la corde en A, il en résulte un raccourcissement pour la portion commençant au contact avec la première poulie supérieure et finissant en B; par suite, la chape mobile et le fardeau qu'elle porte sont obligés de s'élever.
Nous n'avons pas ici à discuter l'appareil au point de vue des forces mises en jeu, mais nous chercherons la relation entre la vitesse r imprimée au point A et la vitesse r' avec laquelle monte la chape mobile. Pour l'obtenir, il suffit d'observer que, si l'on considère comme sensiblement parallèles entre eux les différents brins de corde allant du groupe supérieur au groupe inférieur ou inversement, le raccourcissement produit par le déplacement du point A se partage également entre tous ces brins, qui sont en nombre égal à celui des poulies. En nommant n ce nombre, on aura donc
r :=. nv'.
61. Mouvements différentiels. — Souvent, lorsqu'on veut communiquer un mouvement très lent à un corps, on s'arrange pour lui donner un mouvement composé de deux mouvements contraires presque égaux, de sorte que son mouvement absolu, égal à la différence de ces mouvements composants, devient presque nul. Voici quelques exemples des combinaisons de ce genre.
(a) Engrenages différentiels de la machine à aléser.— Quand il s'agit de polir intérieurement ou, suivant le langage technique, (ï aléser un cylindre circulaire creux, on emploie un outil terminé par un tranchant suivant les génératrices du cylindre, et animé d'une rotation autour de l'axe de celui-ci. Le tranchant enlève les rugosités excédantes ; mais, comme il est généralement moins long que le cylindre, il faut faire en sorte que, pendant sa rotation, il se déplace peu à peu dans la direction de l'axe. A cet effet, l'arbre MNL {fig. 92), qui porte l'outil, se termine par une vis NL entrant dans un écrou
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PL. L'écrou n'est pas fixe, mais animé d'un mouvement de rotation dans le môme sens que la vis, avec une vitesse angulaire tant soit peu moindre. Cette rotation est produite par un système de quatre roues dentées, savoir :
Une roue AB faisant corps avec V arbre ML et engrenant avec la roue BC, qui peut glisser le long de V arbre parallèle QR, mais détermine toujours sa rotation^ parce que Varbre est carré ;
Une roue EF faisant corps avec Varbre QR et engrenant avec une roue DE qui fait corps avec Vécrou,
Les trois roues AB, BG et EF ont un môme nombre n de dents; la roue DE en a n-hi; on peut faire, par exemple,
Vig. 92.
J.lf
w~36. Ajoutons encore que Tarbre ML peut glisser longitudinalement sur les supports; que l'écrou peut seulement tourner sans glisser, qu'il en est de môme pour l'arbre QR; et enfin que, pendant le glissement de l'arbre ML, la roue AB ne cesse pas d'engrener avec BC, parce que la première fait glisser la seconde en la pressant sur un rebord saillant.
Les choses étant ainsi disposées, on voit que, si l'on nomme w la vitesse angulaire de ML, celle de QR sera — w et celle
de l'écrou w ; donc la vitesse relative de rotation de la
vis, par rapport à l'écrou, sera la différence
CO/l (U
11 faudra que la vis fasse /i -+- 1 tours dans son mouvement absolu, pour en faire un seul relativement à l'écrou, c'està-dire pour s'avancer d'un pas. La formule générale du n<» 53
CHAPITRE DEUXIÈME
aurait conduit au môme résultat; on devrait y faire x- = o, puisque Técrou ne fait que tourner autour de Taxe 3fN, et
- > ce qui donnerait
Le mouvement de translation de l'arbre ML et de roulil qu'il porte est donc, enfin de compte, le même que si Ion
avait réduit le pas de la vis à la fraction de sa longueur.
On peut supposer que la vis a clé construite avec un pas aussi petit que le comportent les conditions pratiques d'une bonne construction; le rouage différentiel qu'on vient de décrire permet en quelque sorte de pousser la réduction encore beaucoup plus loin.
(b) Vis dijférentielle de Prony. — Le cylindre formant le noyau solide de la vis porte deux surfaces de vis, ayant des pas différents /i, h'; la première s'engage dans un écrou fixe E {fîg. 93), et la seconde dans un écrou mobile E', assujetti
J.BLAHADtT
j\ prendre une simple translation parallèle à l'axe de la vis. Les deux surfaces de vis sont d'ailleurs dans le même sens, c'est-à-dire engendrées de telle manière, que la génératrice rectiligne de l'hélicoïde gauche parcoure l'axe du cylindre dans le même sens, quand elle tourne dans un sens déterminé.
Supposons 'maintenant que l'on fasse décrire à la vis une révolution complète autour de son axe et qu'elle avance ainsi
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d'une quantité h, vers la gauche par exemple. L'écrou E' ne tournant pas, la vis doit aussi avancer, relativement à lui, d'une quantité h' vers la gauche; ou, ce qui revient au même, récrou E' doit s'avancer, relativemjent à la vis, d'une quantité A' vers la droite. Donc, puisque la vis a parcouru la longueur h vers la gauche, Técrou a parcouru seulement la longueur h — h' dans le même sens. La vis fonctionne donc, pour récrou E', comme une vis de rappel ayant un pas égal à la différence A — A'.
Or celle différence peut être rendue aussi petite qu'on veut, tandis que le pas d'une vis ordinaire ne peut descendre audessous d'une certaine limite. On a donc encore dans cet exemple une espèce de moyen artificiel pour abaisser cette limite autant qu'on le juge convenable.
La formule générale du n<» 53 aurait pu également s'employer ici, pour calculer le déplacement de l'écrou E'. Quand la vis tourne d'un angle a, sa translation jt, suivant l'axe,
est — ; considérant ensuite le mouvement relatif de la vis
ht dans E' et y appliquant la formule, on devra faire x=l — et
il— o, d'où résulte la translation de E', qui est
(c) Treuil dijférentiel, — Le treuil différentiel est formé avec deux cylindres de diamètres différents AB, BC {fig» 94), invariablement unis l'un à l'autre, et qui peuvent tourner autour de leur axe horizontal commun ABC. Une corde, attachée par un bout au cylindre AB, fait plusieurs tours sur ce cylindre, puis s'en détache à peu près verticalement, descend de manière à faire un demi-tour sur la poulie mobile 0, remonte et s'attache par l'autre bout au cylindre BC, après avoir fait plusieurs tours sur lui. On s'arrange pour que les points de contact D et E (les brins verticaux avec les deux cylindres se trouvent situés de part et d'autre de l'axe. Au centre de la poulie mobile est suspendu un fardeau P, qu'on veut déplacer verticalement.
Pour cela, on fait tourner les cylindres AB, BC; /* et r' étant
leurs rayons, à chaque tour il se déroulera en D une longueur 27tr de corde et il s'enroulera une longueur ir.r' en E, ou inversement, suivant le sens de la rotation; admettons la première hypothèse, pour fixer les idées. La quantité déroulée est alors égale à 2ir(r — r'), et, comme elle se partage entre les deux brins verticaux, il en résulte que le fardeau sera
descendu de 7c(r — r'), absolument comme s'il avait été suspendu à un treuil ordinaire dont le corps cylindrique aurait
eu pour rayon - (r — r').
Dans un treuil ordinaire, le rayon du corps cylindrique ne peut pas diminuer indéfiniment, parce que sa solidité diminuerait aussi et qu'il deviendrait incapable de soutenir les poids qu'on veut lui faire porter. Mais rien ne limite la petitesse de r — r', et l'on peut arriver ainsi à faire mouvoir beaucoup plus lentement le poids P, ce qui permet, comme on le verra plus tard, de l'équilibrer par une force plus petite. Néanmoins ce treuil est peu employé, en raison de la grande longueur de corde qu'il exige.
§ IV. — Mécanisme de la deuxième classe.
62. Transmission de mouvement entre deux axes de rotation parallèles par le contact de deux cames cylindriques, — Soient 0 et 0' deux axes fixes parallèles {fig. 90]), autour des-
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quels tournent deux solides ; le mouvement peut se transmettre de 0 à 0' en armant le corps 0 d'une came limitée d'un côté par une surface cylindrique, à génératrices parallèles aux axes, dont mn représente la sec- ^ tion droite, laquelle poussera, par contact / ^^
immédiat, une autre came limitée par une m'*»,
surface /n'/i', également cylindrique et pa- _.^,,^
rallèle aux axes , invariablement liée au a ^ !„/*
corps 0'. Proposons-nous de trouver, pour /
une position quelconque du système, le rap- ( ,o'a
port des vitesses angulaires co, w' des deux
corps, ainsi que le glissement élémentaire en C, point de
contact des deux profils m«, m' n'.
Pour y arriver, remarquons d'abord que les courbes m/i, m' /l' restent toujours tangentes Tune à l'autre dans leur mouvement relatif; le centre instantané de rotation pour ce mouvement se trouve donc, à un instant déterminé, sur la normale commune CA menée au point G où les courbes se touchent actuellement (n*»22, c). D'un autre côté, le mouvement relatif de mn, par rapport à m' n\ s'obtiendrait aussi par la composition de la rotation u) avec la rotation co' prise en sens contraire (n* 31); les deux rotations composantes ont lieu autour d'axes parallèles et se réduisent à une rotation unique, dont l'axe perce le plan de la figure en un point de la ligne 00' {n*» 33). Donc le centre instantané se trouve à la fois sur les droites CA. et 00' ; donc il est à leur point A de rencontre.
On sait, de plus, que le point où l'axe de la rotation résultante perce le plan de la figure détermine sur la ligne 00' deux segments OA, O'A inversement proportionnels aux vitesses angulaires w, w'; donc:
Les vitesses angulaires autour des deux axes sont en raison inverse des distances comprises entre les projections 0 et 0' de ces axes, et le point de rencontre A de la ligne 00' avec la normale commune CA aux profits des deux cames.
Enfin, suivant que l'axe de la rotation résultante est ou n'est pas compris dans l'intervalle des axes 0 et 0', c'est-à-dire suivant que le point de rencontre A qu'on vient de définir tombe entre les projections 0 et 0' ou en dehors, les deux
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rotations composantes sont de même sens ou de sens coqtraires. Dans la première hypothèse (qui a été admise en construisant la flgure), la vitesse angulaire du mouvement relatif ci-dessus considéré est w-hco'; par suite, la vitesse de glissement (n^ ki) du point C, de mn sur m'n\ aura poar valeur (co-t- co') CA. Dans Thypothêse contraire, cette vitesse serait zh (cd — w') CA.
63. Cas particulier des courbes roulantes. — Dans les engrenages cylindriques, on s'est arrangé pour que le point A
(/ig, 96) soit constant sur 00', et alors — reste invariablesmais cela exige que les courbes mn, m' n' aient entre elles une
certaine relation, si bien que, l'une étant donnée, Tautre en est une conséquence.
Alors la normale commune AC n*est pas nulle en général, de sorte qu'un certain glissement existe au point de contact C. £n se plaçant à un autre point de vue, on peut se proposer de déterminer la courbe m' n' répondant à la courbe donnée m/i, de telle manière que leur contact se produise toujours sur la ligne des centres 00', ce qui aura pour effet d'annuler constamment la normale AC et le glissement qui lui est proportionnel, mais sans conserver la condition d'un rapport invariable entre to et w'. Les courbes roulent alors Tune sur l'autre dans leur mouvement relatif et prennent, pour cette raison, le nom de courbes roulantes. Voici comment ce problème a été résolu par Euler : L'équation de la courbe mn peut être donnée en coordonnées polaires sous la forme
/(r,e)rzzo.
en prenant 0 pour pôle et une droite arbitraire OP pour axe polaire. Cherchons l'équation de la courbe conjuguée m'n^ en prenant le pôle 0' et l'axe polaire quelconque O'P', et convenant en outre de compter les angles 6, 0' dans le même
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sens autour de leurs pôles respectifs. Soient b et 6' deux points correspondants, qui arriveront simultanément sur 00'; les rayons r, r' seront alors portés bout à bout suivant la même droite, et Ton aura, en désignant par a la distance 00',
Maintenant, si Ton considère les angles <*, i' que les tangentes en b et en b' font avec les rayons vecteurs 0 6, 0' 6', on voit que, à rinstant où b et 6' coïncident, ces angles deviennent opposés par le sommet, puisque les courbes sont en contact; de là résulte l'égalité
tange-tang^' ou ^ = -^p-
ou encore, eu égard à l'équation (2), (3) r^ = — r'rfe'.
L'élimination de r et 6 entre les équations (i), (2) et (3) conduirait à réquation différentielle du profil m'n'.
Les relations (2) et (3) ont pour conséquence que le point de contact se déplace également sur les deux courbes. Soient en effet ds et ds^ les distances séparant b et b' des deux points qui doivent venir en contact après eux; on aura
ds' =L sj'dr'^ -h r'* t/6'* z=: v/( — ^r)* + ( — ^ ^ )' = ^^•
Les deux courbes roulent donc bien Tune sur Tautre. Nous le savions d'avance, puisque la nullité de la normale commune K^^fig. 92) entraîne l'absence de glissement; nous retrouvons la même propriété d'une autre manière.
Si l'équation (i) était mise sous la forme 6=:<p(r), on tirerait de l'équation (2)
r' ^za — r;
puis, substituant cette valeur, ainsi que celle de ^6 = <p'(r) rfr, dans l'équation (3), on aurait
d6'= ^<p'(/-)rfr ou 6'=:_r!V(zlËî:.
Les deux coordonnées r', 6' se trouveraient ainsi exprimées.
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au moyen d*une seule quadrature, en fonction de la variable auxiliaire r. On arriverait aussi facilement à un résultat semblable, dans le cas où l'équation (i) serait résolue par rapport à r ; en posant r =nK6), on aurait
r'— a — 4/(6) et 6'=:— f -^
En résumé, la condition nécessaire et suffisante pour que deux courbes puissent être prises comme courbes roulantes conjuguées, c'est que pour chaque point b de Tune il v ail sur l'autre un point correspondant b', variant d'une manière continue avec b, et tel qu'on ait
r'=za — r , i' in i.
Nous n'avons pas en effet exprimé autre chose dans l'analyse précédente pour arriver aux équations (2) et (3).
Profils dérivés. — Quand on a deux courbes roulantes conjuguées, on peut en déduire une infinité d'autres, qui sont dites dérivées des premières. Il suffît pour cela de conserver les mêmes valeurs de r et r', et de réduire les angles 6, 6' dans un rapport constant, le même pour les deux. Les conditions (2) et (3), nécessaires et suffisantes, resteront encore satisfaites après ce changement.
Si, par exemple, on réduit 6 et 0' au tiers de leurs valeurs primitives, deux courbes roulantes faisant un tour complet se trouveront transformées en courbes n'occupant qu'un secteur de i2o<>; en construisant ces courbes trois fois dans trois secteurs égaux adjacents, on pourrait encore faire le tour entier, mais avec cette différence que les rapports de vitesse primitivement existants se produiraient trois fois au lieu d'une dans chaque tour.
Exemples de courbes roulantes. — On peut adopter pour courbes roulantes deux ellipses égales tournant autour de deux foyers fixes O, 0' {/Ig- 97), dont la distance égale le grand axe 2 a, La figure représente les courbes à l'instant où leurs grands axes se trouvent en prolongement l'un de l'autre; F et F' sont les foyers mobiles. Si nous prenons sur les deux ellipses deux points b, b' à égale distance de A, il
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est clair, par raison de symétrie, que les triangles F06, F'0'6 sont égaux; donc
De même, Tangle f=:FôT, par suite des propriétés de Tellipse, et FbT=zf à cause de la symétrie; donc i:=ï'. Les conditions nécessaires et suffisantes sont donc vérifiées.
Quand les points b et b' arriveront sur la ligne des centres, celle-ci se trouvera partagée en deux segments égaux à 0^
txi
et 0'6'; le rapport des vitesses angulaires — sera donc égal
à -^— = — ou à -rtrr:-- Eu désignant par a: Tabscisse du point b
Ob Ob
dans le système C^, C/, et par c la demi-distance des foyers F et O, on aurait
ex a
lorsque x variera de a à — a, ce rapport variera lui-même
entre le maximum et le minimum — > puis repas-
sera par les mêmes valeurs en ordre inverse dans la seconde
moitié de la révolution autour de Taxe 0.
Il est à remarquer que, lorsque le point de contact parcourt
Tare A6D sur l'ellipse de gauche, le rayon vecteur Oô va toujours en croissant et le contact des ellipses a lieu comme dans \difig. 98; si Tellipse de gauche tourne dans le sens indiqué parla flèche, il est clair qu'elle oblige, par sa pression, l'autre
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ellipse à tourner autour de 0', sans que les deux courbes puissent glisser l'une sur Tautre ou se séparer. Mais, quand le point de contact a dépassé le sommet D et que la seconde moitié de la révolution a commencé, les rayons vecteurs de Tellipse de gauche vont en diminuant et le contact offre la
Fig. 98. Fig. 99.
disposition de H fig» 99. Le mouvement étant supposé devoir se continuer dans le même sens, on voit que Tellipse 0 n'entraînera plus Tellipse 0', car il faudrait pour cela que la première fût capable d'exercer sur la seconde une traction, au lieu de la pression qu'elle produisait dans le premier cas. Pour rendre la transmission obligatoire, on devra munir les demi-ellipses DEA, D'E'A {fig, 97) de dents qui engrèneront les unes dans les autres. Après avoir choisi le profil P de ces dents sur l'ellipse 0, on déterminerait'le profil conjugué sur l'ellipse 0' en faisant rouler la première sur la seconde et prenant l'enveloppe des positions du profil (P).
Comme second exemple, considérons un arc de spirale logarithmique kbOi {fig. 100) ayant 0 pour pôle et pour centre de rotation ; prenons
A0'= OC, 0'C'i= OA, angle AO'C'=: angle COA,
puis construisons la courbe C'A identique à AC. Je dis que
les deux arcs AC, AC, tournant P»c- ïoO' respectivement autour de leurs
9 pôles 0 et 0', satisfont aux con-
ditions que doivent vérifier les courbes roulantes. En effet, divisons chacun des arcs AC, C'A en -\ un nombre indéfini n de parties *^ égales, ayant toutes la longueur infiniment petite e. L'angle i du rayon vecteur avec la tangente étant constant, les rajons aboutissant aux points de division vont former deux progrès-
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sions arithmétiques. Tune croissante, l'autre décroissante, dont la raison sera ecost. Si nous prenons pour points correspondants 6, hf ceux qui sont à une même distance k^ de A (en suivant les courbes), nous aurons
06 — ÔÂ-hA-ecoSf, Ô^'=:ÎFÂ— A:eCOs/, d'où résulte l'une des conditions
i-0'6'=iOA4-0'A
la somme des rayons vecteurs est bien constante pour deux points correspondants quelconques. D'ailleurs, l'angle i est constant sur les deux courbes et a la même valeur de part et d'autre; la seconde condition est donc aussi satisfaite.
Les rayons de la spirale logarithmique vont toujours en variant dans le même sens, et la courbe ne se ferme pas. Pour obtenir un mouvement de rotation indéfini dans le même sens, on peut adopter une disposition analogue à celle de la fig. loi. On prend deux carrés égaux ayant les centres 0
Fi
et 0'; la droite 00', parallèle à deux côtés de l'un, est dirigée suivant une diagonale de l'autre. Ensuite on remplace chaque côté par deux arcs égaux de spirale logarithmique, ce qui fait huit courbes égales pour chaque carré. L'équation de l'un de ces arcs, A 6C par exemple, est aisée à trouver. En posant OAxzc, 06 = r, 60A = Ô, l'équation sera de la forme
r =: ce
pour le point C, l'angle 0 sera égal à -^ et r à c\Jiy et, par
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suite, on a
Donc
m = - La,
el réqualion de Tare AC devient fînalement
t6Li î8
Les équations des autres arcs seraient identiques, pourvu qu'on prît toujours le rayon le plus petit pour axe polaire.
Il est clair qu'on pourrait substituer aux carrés des polygones réguliers convexes de n côtés. Chaque côté se remplacerait encore par deux arcs égaux de spirale logarithmique dont le rayon croîtrait depuis l'apothème du polygone jusqu'au rayon de son cercle circonscrit.
Remarquons enfin que, dans le cas actuel comme dans celui des deux ellipses, quand les rayons de la courbe menante vont en diminuant, la transmission de mouvement ne se ferait plus simplement par son contact avec la courbe menée, et qu'il serait alors nécessaire d'armer ces deux courbes de dents qui engrèneraient les unes avec les autres.
61. Roues de Boemer, — Imaginons deux troncs de cône égaux, tangents l'un à l'autre le long d'une génératrice B^ ijig. 102), ce qui entraîne comme conséquence le parallélisme de leurs axes SO, S'O'. Les surfaces de ces troncs de cône portent des dents; sur abXB, ce sont des dents analogues à celles d'une roue d'angle, occupant toute la longueur des génératrices; sur a'bBk', ce sont de petites dents très courtes et rapprochées, qui sont disposées le long d'une certaine courbe MN, à déterminer d'après la loi que doit suivre le rapport des vitesses angulaires.
Dans la position représentée par la figure, ce rapport est égal au rapport inverse des rayons OM, O^M, car la transmission se produit comme par un engrenage ayant ses circonfé-
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rences primitives décrites avec ces rayons. Ainsi donc, en nommant
CD, o)' les vitesses angulaires autour des axes SO, S'O';
p, p' les rayons OM, O'M;
a la distance constante des deux axes.;
OD aura
Cl)
La même relation se conserve évidemment dans une position quelconque, pourvu qu'on y regarde p et p' comme des va-
FÎÇ. 102.
riables, dont la dent actuellement en prise sur la courbe MN détermine la valeur.
co
Supposons maintenant que Ton donne le rapport — en
CD
fonction de Tanglc o décrit par le cône S'O' à partir d'une origine quelconque ; on aura
/désignant une fonction donnée. Or, si Ton imagine le cône S'O' développé sur un plan tangent, et qu'on nomme y Tangle BS'O', le point situé à la distance p' de Taxe sera à une dis-
tance r du sommet, égale a -4— > et Tangle 9 se transformera
° smy
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en un angle 6 égal à ©sinY. Donc on peut écrire, en verlude réquation précédente,
rsin-y _ ./ 6 \ a — r siny \sin 7/
io3.
et Ton aura ainsi l'équation polaire de la courbe MN développée. On suppose que Ton a pris pour pôle le sommet et pour axe polaire la génératrice du cône contenue dans le plan diamétral origine des angles «p.
65. Transmission de mouvement , au moyen d'un lien rigide, entre deux arbres tournant autour d'axes parallèles.— Soient 0 et 0' {fig. io3) deux axes parallèles autour desquels
tournent respectivement deux arbres; ces arbres portent, dans un même plan perpendiculaire à leurs axes, des manivelles OA, O'B, de longueurs inégales, dont les boutons sont réunis par une bielle rigide AB, articulée en A et B. Le mouvement de rotation du premier arbre, en obligeant le point A à se déplacer, rend par là-même nécessaire le déplacement de B et entraîne par conséquent la rotation du second arbre. On verrait de môme que, réciproquement, la rolation autour de Taxe 0' détermine une rotation autour de Taxe 0.
Sans nous occuper de discuter complètement toutes les particularités que peut présenter l'appareil, suivant les rapports établis entre les longueurs des quatre côtés du quadrilatère 00' BA, nous allons seulement rechercher les conditions auxquelles il faut satisfaire pour avoir là véritablement un mécanisme de la deuxième classe, c'est-à-dire pour qu'une rotation continue et de sens constant autour de l'un des axes soit transformée en un mouvement de même nature autour de l'autre axe.
Pour que cela puisse avoir lieu, il faut qu'en faisant parcourir au bouton A de la plus longue manivelle son cercle complet PAMP, on trouve pour chacune de ses positions un point B du cercle QBNQ, qui en soit éloigné de la longueur
CIKÉMÀTIQUE APPLIQUÉE. 187
donnée AB — a. Posons R = 0 A , r ==: 0' B , e = 00', et considérons d'abord le cas où le centre 0' serait à Tintérieur du cercle OA, ce qui arrivera si Ton a e< R. Le point A étant supposé dans la position M, sa moindre distance au cercle O'B sera MN=iiRH-e — r, et par conséquent a doit remplir la condition
(i) a>R-he — r.
Quand A se trouvera dans la position P, sa distance maximum
à la circonférence O'B sera PN = R -h r — e, d'où résulte de même
Ces deux inégalités seraient incompatibles si Ton n'avait pas r>e; donc la distance des centres est moindre que le plus petit rayon, et par suite le centre de chacun des deux cercles se trouve à l'intérieur de Tautre.
Cette condition nécessaire est d'ailleurs suffisante, pourvu qu'on prenne a dans les limites indiquées par les inégalités (i) et (2). Le triangle OO'A donne en effet
et par suite
ÂË<RH-e — r, ÂF>R — e + r.
Si donc on prend pour a une valeur intermédiaire entre R-t-e — r et R — en-r, ce qui sera possible dans le cas de r>e, à plus forte raison tombera-t-elle entre AE et AF, et cela suffît pour qu'on puisse placer l'extrémité B sur la petite circonférence.
D'un autre côté, on n'aura pas à craindre que le point B reste renfermé, sur cette circonférence, dans certaines régions d'où il ne pourrait pas sortir. On peut en effet reconnaître, par l'emploi d'une méthode semblable, en se servant encore des inégalités (i) et (2) et de l'inégalité OB > /• — - e, fournie par le triangle OO'B, qu'à chaque point B de la circonférence O'B répond un point A situé à la distance a sur la circonférence OA.
Si nous considérons enfin le cas où le centre 0' de la petite
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circonférence serait placé en dehors de la grande, la même méthode conduirait encore à poser, au lieu des inégalités (i) et (2), les suivantes :
R-+-e — r<a< — R-i-e-hr,
qui sont incompatibles, dans l'hypolhèse ci-dessus admise de R > r. Le problème, tel qu'il est posé, ne comporte donc pas d'autre solution que celle qu*on a trouvée tout à l'heure. Il est à remarquer que, si l'on admettait les relations
les inégalités (i), (2), (3) pourraient être regardées comme satisfaites, et, quelle que fùl la position du centre 0' relativement à la circonférence OA, on aurait un appareil capable de fonctionner avec des rotations continues autour des deux centres. Mais on retomberait ainsi sur la bielle d'accouplement dont on a déjà parlé plus haut (n° 54, a).
Cherchons encore le rapport des vitesses angulaires w, ta' autour de 0 et 0'. Pour cela, prolongeons les rayons OA et O'B jusqu'à leur rencontre C; ce point C, situé sur les normales aux trajectoires des points A et B, sera le centre instantané de rotation de la bielle AB (n° 22, c). Nommons w' la vitesse angulaire autour de ce centre. La vitesse du point A s'exprime par (o^.CA et par w.OA, celle de B par w'.CB et par w'.jO'B; donc
<.CA=:a).UA, aj\CB — (o'.O'B; d'où l'on déduit, par l'élimination de w",
CB . OA CA.O'B
Cette expression peut se simplifier de manière à ne contenir qu'une seule ligne variable. Menons en effet par 0 une parallèle à O'B jusqu'à sa rencontre I avec la bielle AB; les triangles semblables AOI, ACB donnent
jTT OA . CB
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valeur qui, substituée dans Texpression précédente de — > conduit à
co' 01
Dans l'hypothèse de w constant, on voit que w' serait proportionnel à 01; d'une manière générale, co' est en rapport constant avec co.OI.
66. Transmission de mouvement entre deux axes concourants par un solide intermédiaire; joint universel. — Deux arbres qui tournent autour d'axes concourants sont liés l'un à l'autre de la manière suivante : Soit 0 {fig. io4) le point de
rencontre des deux axes OA, OB; l'arbre tournant autour de OA se termine par une fourchette CEc, dont le plan moyen contient OA; cette fourchette est percée de deux œillets dont les centres C, c sont sur une môme perpendiculaire à OA menée par le point 0. Le second axe, celui qui tourne autour de OB, se termine par une fourchette DF<i construite dans des conditions toutes pareilles. Dans les quatre œillets C, c, D, d passent les quatre tourillons qui terminent un corps solide nommé croisillon, formé de deux tiges se coupant à angle droit. L'ensemble de l'appareil ainsi constitué se nomme un joint universel ou joint hollandais. Le premier nom lui vient de ce que sa construction ne d'épend pas de l'angle des axes, le second, de ce qu'il a été fréquemment employé en Hollande.
Afin de nous rendre compte des relations de mouvement entre les deux axes, imaginons une sphère Vwe ayant son
centre en 0 et l'unité pour rayon; soient ^ et o {fig. io5) les points d'intersection de cette sphère avec les deux bras OC et OD. Le point y décrit sur cette sphère un grand cercle MN dont le plan est supposé pris pour plan de la figure;
le point 0 décrit un autre grand cercle PQ sur la môme sphère. Les plans de ces deux cercles sont respectivement perpendiculaires aux axes de rotation; ils se coupent donc suivant un diamètre ïoTi» perpendiculaire au plan des deux axes, et font entre eux un angle / égal à celui de ces axes. De plus, comme les deux bras du croisillon sont à angle droit, l'arc de grand cercle mené par deux positions contemporaines des points Y et 8 doit être égal à un quadrant. On voit par là que les déplacements de y cl- ^ sont ceux des deux extrémités d'un arc de grand cercle de longueur constante qui s'appuie toujours sur deux grands cercles donnés; l'une des extrémités ne peut se déplacer sans entraîner le déplacement de l'autre, et par conséquent aussi le mouvement de rotation se transmet d'un axe à l'autre.
Prenons maintenant pour position initiale du point y le point Yo situé sur l'intersection des plans MN, PQ; au même instant le point o est sur le cercle PQ, en S© sur la perpendiculaire 0 Sq à 0 Yo« Considérons le passage à une autre position quelconque Y> S> ot soient j? et / les angles décrits simultanément parles droites Oy, Oô dans ce passage, angles qui sont ceux dont les deux arbres ont tourné pendant le même temps. Le triangle sphérique YoY ^ ^ pour côtés
YYo = ^, Yo^
Yô =r -,
et «pour angle opposé à ce dernier côté; la formule fondamentale de la Trigonométrie sphérique donne donc
cos- =cosj7COsf - 4- j l-t-sin^sinf — h v Icost
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OU bien
o =1— cosj7sin/-+- sina;cos/cosi;
d'où l'on déduit
(i) langj = tangj? cosï.
Celte relation entre les angles décrits simultanément par les deux arbres, à partir d'une position déterminée, permet de trouver le rapport des vitesses angulaires co, to'. On a effectivement, en prenant les dérivées des deux membres,
I dy cosi dx w' wcos/
—L. zn - - — ou — := ■
eos^jK dt cos*d7 dt cos'/ cos'j?^
on tire de là
ù>' • cos'rcosf cosf
CD cos*j? cos*^(n-tang'7)
ou, en substituant la valeur (i) de tang/ et effectuant la multiplication indiquée au dénominateur,
Cl)' cos i
(o cos* jr -t- sin* x cos* i
cos I cos i
i — sin* X -\-s\n^x cos' l i — sin* x sin' i
Le rapport — est, comme on le voit, variable avec x; ses
valeurs extrêmes répondent à sin;r = o, qui donne le minimum, et sinj? = i, qui donne le maximum; elles sont cos/ et
.j et se reproduisent périodiquement au commencement
et à la fin de chaque quadrant.
On remarquera que tangj? et tang/ deviennent nulles et infinies en même temps; les deux arbres tournent donc simultanément du même nombre entier d'angles droits, depuis la position que nous avons prise pour point de départ.
Si les deux axes sont rectangulaires, cosz est nul, l'angle / reste toujours nul, en vertu de Téquation (i), et par conséquent la transmission devient impossible.
67. Transmission de mouvement entre deux axes parallèla par une corde et tambours coniques. — hajiff, 106 représente deux troncs de cône tournant autour d*axes parallèles 00 O'O' et disposés à l'inverse l'un de Taulre. Une corde, enroulée sur le tambour inférieur, s'en détache pour aller s'attacher sur le tambour supérieur; en faisant tourner celui-ci,
Fip. 106.
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la corde s'enroulera sur lui pendant qu'elle se déroulera de l'autre. Les longueurs perdues ou reçues parles deux tambours dans un même temps seront toujours égales, si Ton prend les précautions nécessaires pour que la corde, supposée inextensible, reste toujours tendue, et si les tambours sont assex éloignés pour qu'on puisse regarder comme invariable la longueur de corde comprise entre les deux points de contact. Ces hypothèses étant admises, on en déduit facilement le rapport des vitesses angulaires. Désignons par
w, w' les vitesses angulaires des arbres 00, O'O';
r, r' les rayons sur lesquels s'enroule ou se déroule la corde
dans une position quelconque; ''o> i"u ^'o> ''i *®s rayons des bases des troncs de cône;
le rapport des vitesses angulaires — s exprimera par— jquan-
tité variable entre -4 et -;?^> suivant la position de la corde entre A| Aj et AoA'^.
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Si l'un des deux corps élail animé d'un mouvement uniforme, la vitesse angulaire de l'autre varierait toujours dans le même sens, en augmentant ou en diminuant, suivant les dispositions particulières de l'appareil.
On voit d'ailleurs que la transmission cesse nécessairement de fonctionner dans le même sens quand toute la corde est passée d'un cône à l'autre; il faut alors faire tourner les cônes en sens contraire pour remettre les choses dans l'état primitif.
§ V. — Mécanismes de troisième classe.
68. Premier genre : Excentriques, — Les mécanismes appartenant au premier genre de la troisième classe ont ordinairement pour but de transformer un mouvement de rotation continu en un mouvement rectiligne alternatif d'une tige guidée. On peut y arriver par remploi des excentriques.
{a) Excentriques à galets, — Un arbre tournant autour de l'axe 0 {fig* 107) fait corps avec un cylindre dont la courbe EE représente la section droite et dont les génératrices sont parallèles à Taxe de rotation. D'autre part, une tige guidée TT, dont l'axe de figure passe par 0 et se trouve dans UD plan perpendiculaire à Taxe de rotation, doit prendre, tantôt dans un sens, tantôt en sens contraire, un mouvement de translation dont la direction est celle de TT. Pour le produire, nous fixons en un point de cette ligne un galet cylindrique, ayant pour profil un cercle que nous supposons d'abord de rayon nul. On a ainsi l'appareil qu'on nomme excentrique à galets; le cylindre EE en particulier est Texcentrique, et ce nom lui vient de ce que, dans le cas où il est établi avec un profil circulaire, on le fait tourner autour d'un axe qui ne passe pas par le centre du cercle.
Pendant la rotation de EE autour de 0, les rayons vecteurs OM arrivent successivement en coïncidence avec la direction OT; par suite, le galet ne pouvant pas entrer dans l'excentrique, le point G de la tige sera obligé de se déplacer
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tant que les rayons vecteurs iront en augmentant, et la lige se déplacera aussi, puisque tous ses points ont des mouvements identiques. Quand les rayons vecteurs commenceront à diminuer, il faudra que le galet reste toujours serré contre Texcentrique, soit en vertu du poids de la lige, soit par tout autre moyen; cela étant, la tige se déplacera encore, mais, comme le point G se rapproche de 0 au lieu de s'en éloigner, le déplacement sera en sens contraire du premier. Enfin, après un tour complet, si la courbe E£ est fermée, la tige sera revenue au point de départ, et pendant les tours suivants les mêmes alternatives se reproduiront. On aura donc bien produit un mouvement oscillatoire de la lige au moyen de la rotation continue de l'arbre.
Supposons qu'on donne l'équation polaire de la courbe EE, sous la forme
en prenant 0 pour pôle et OG pour axe polaire ; supposons aussi que le mouvement de rotation soit défini par une équation
(2) Oz^^^(0,
faisant connaître le temps nécessaire pour qu'un rayon quelconque OM vienne se placer sur la ligne TT. Prenons pour origine du temps l'époque où le rayon OG est placé sur cette ligne; à l'époque t, la distance x du galet au point 0 sera égale à r; on aura donc
(3) jczizr.
L'élimination de r et 6 entre les équations (i), (2), (3) donnera la relation entre x et t, c'est-à-dire l'équation du mouvement du point G de la tige; on peut l'écrire sous la forme
Réciproquement, étant donnée la relation entre x et i, telle que
ainsi que la loi du mouvement de rotation représentée par la
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relation (2) entre 6 et t^ on trouverait l'équation polaire de la courbe £E par rélimination de a: et ^ entre les équations (a), (3) et (5).
Dans la supposition assez ordinairement réalisée d'un mouvement de rotation uniforme, co désignant la vitesse angulaire, l'équation (2) deviendrait 6 = w^; par suite, l'équation (4) du mouvement de translation produit par un excentrique de forme donnée serait
et l'équation polaire de la courbe répondant au mouvement de translation défini par l'équation (5) serait
Les mêmes questions se résoudraient tout aussi facilement par la Géométrie, et les méthodes géométriques seraient même les seules à employer si l'on donnait la définition de la courbe £E par un dessin, au lieu de l'équation (i), ou si l'on remplaçait les équations (2) et (5) par des courbes représentatives. Supposons d'abord données la courbe £E et la loi de la rotation; nous construirons une courbe en prenant pour coordonnées rectangulaires : i^ suivant l'axe des abscisses, les valeurs de t répondant à une série d'angles 6 ; 2» suivant l'axe des ordonnées, les valeurs de r qui correspondent aux mêmes valeurs de 0. Il est clair que la courbe ainsi construite a pour coordonnées a: et ^ : c'est la courbe représentative du mouvement du point G de la tige (n® 5). Si cette courbe est au contraire donnée et qu'il faille déterminer EE, on construira une courbe en prenant pour coordonnées polaires : i^ les angles 0 répondant aux diverses valeurs de ^; 2<* comme rayons vecteurs, les distances x répondant aux mêmes valeurs du temps.
Il y a deux dispositions particulières qu'on peut employer, pour être tout à fait certain que l'excentrique mènera la tige guidée aussi bien quand les rayons vecteurs diminuent que lorsqu'ils allaient en augmentant, sans avoir besoin de faire intervenir une action extérieure, comme celle du poids de la tige ou celle d'un ressort, dont nous parlions tout à l'heure.
|0 Au lieu de mettre un seul galet G sur la ligne TT, on en
met deux GG' en ligne droite avec le centre de rotation 0 (/î^. 108). Cela exige évidemment que toutes les lignes MM' menées par 0, et terminées de part et d'autre à la courbe ££, aient
une longueur constante GG, égale à la distance des deux galets ; car si ces lignes avaient une longueur variable, il faudrait que la distance des galets fût égale au maximum de cette longueur, sans quoi Texcentrique ne pourrait pas passer dans rintervalle GG'; il s'ensuivrait que, sauf dans certaines positions particulières, un seul galet toucherait Texcentrique, et qu'ainsi l'addition du galet G' n'aurait produit aucun résultat. On doit donc assujettir la courbe ££ à remplir la condition exprimée par réquation
(8) OMh-OM'=iGG\
On tire de là, par la différentiation,
donc, quand l'un des rayons OM, OM' devient décroissant, l'autre devient, par cela môme, croissant ; par conséquent, un des deux galets est toujours poussé par l'excentrique, et tous deux sont toujours en contact avec lui. La transmission de mouvement se ferait encore de la même manière, si la rotation changeait de sens; le seul changement consisterait en ce que l'excentrique pousserait le galet G' au lieu du galet G, et vice versa.
11 faut aussi remarquer que, si à une certaine époque le galet G touche l'excentrique en M, il le touchera en M' après une rotation de i8o<*; le déplacement élémentaire de la tige, qui était £^.0M dans la première position, deviendra ^.O'M ou — rf.OM dans la seconde. On voit donc qu'une oscillation complète de la tige^ aller et retour, se compose de deux moitiés comprenant les mêmes chemins élémentaires, décrits dans le même ordre, mais en sens opposé.
2^ La seconde disposition consiste à remplacer le galet G
CINÉMATIljCE APPLIQUtE. I97
(fig. 107) par une cheville glissant à rintérieur d'une rainure pratiquée à la surface de Texcentrique ; le profil de celui-ci devrait alors, bien entendu, être extérieur à la rainure. Le galet auxiliaire G' n'existerait plus et la condition (8) ne serait pas nécessaire.
Nous avons raisonné jusqu'à présent comme si le profil des galets se réduisait à un point. Si de ce point, comme centre, on décrit un cercle de rayon fini, devant former le profil d'un galet, ce cercle sera tangent, dans toutes ses positions, à une courbe parallèle à EE {^fig. 107 et 108), qu'on obtiendra en portant sur toutes les normales à EE une longueur égale au rayon p du cercle. Ainsi donc on peut facilement passer du cas idéal que nous avons d'abord traité au cas pratique. S'il s'agit de déterminer le mouvement produit par un excentrique donné, conduisant une tige par sa pression sur un ou deux galets de rayon p, on fera cette détermination comme si le centre d'un galet était conduit par un excentrique idéal dont la courbe serait extérieure au profil donné, et en serait partout à la distance p mesurée suivant la normale. Si, au contraire, on doit déterminer le profil de l'excentrique, on le fera d'abord comme si le galet se réduisait à son axe de figure, puis on portera, intérieurement à ce profil fictif, une distance p sur toutes les normales et l'on aura le profil réel.
(6) Exemples d'excentriques à galets. Premier exemple : Courbes en cœur. — On formera le profil idéal EE de deux moitiés égales, symétriquement disposées par rapport à la droite TT {Jîg. 109); chacune de ces moitiés est un arc de spirale d'Archimède. En nommante une longueur constante, on a
OM = OG -h « 0, OM' = OG' — a 0 ; d'où résulte
OM -h 0\r=i OG -+- 0G'=: GG'.
La relation (8) étant vérifié3, on peut faire mouvoir l'excentrique entre deux galets.
Puisque le rayon OM = /• varie uniformément avec 9, on a
igB PREMIÈRE PARTIE. — CHAPITRE DEUXIÈME.
aussi
dt ~^ dt^
or le premier membre représente, en vertu de Téqualion (3),
La vitesse de la tige, et dans le second ^ exprime la vitesse
angulaire de Tarbre 0 ; donc ces deux vitesses sont ici dan> un rapport constant. En particulier, si la rotation est uniforme» la translation de la tige le sera aussi.
Le déplacement total de la tige dans un sens est égal à OG'— OG = ica; s'il est donné, on en déduit a. On peut alors prendre arbitrairement OG et tracer la spirale GMG'.
Quand on tient compte du rayon p des galets, il faut porter intérieurement une longueur p sur toutes les normales. On obtient alors deux courbes qui présentent une lacune aux environs de G ; on la remplit par un arc de cercle décrit de (i comme centre, avec p pour rayon. Dans le voisinage de G', on obtient, au contraire, deux courbes qui se croisent (fig. i lo), p. ce qui donnerait un profil pratiquement inad-
missible ; alors on supprime les arcs excédant:* «p, a^» 6t, de plus, on adoucit un peu la pointe i. Cette circonstance donne une certaine irrégularité à la transmission, vers les points extrêmes qui limitent les oscillations de la tige. De plus, comme la vitesse change brusquement de sens en môme temps, il se produit alors un choc nuisible à la conservation de l'appareil. Deuxième exemple : Excentrique du général Morin. — Dan^ cet excentrique, le général Morin s'est imposé pour condition de faire arriver la tige avec une vitesse nulle aux extrémités de sa course. H a défini comme il suit la courbe des espaces parcourus par un quelconque de ses points.
Soit AB {Jig, II i) la longueur représentant la durée d'une révolution; après l'avoir divisée en quatre parties égales, on élève au milieu une perpendiculaire DF égale à la course totale de la tige dans un sens, et, aux deux points de division
intermédiaires, des perpendiculaires CG, EH égales à - DF.
On trace ensuite une parabole GFH passant par G et H et ayant
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son sommet en F; Tare GF retourné donnera une parabole AG raccordant GF en G et ayant son sommet en A; de même, on prolongera FH par ce même arc retourné.
Ayant ainsi construit la courbe des espaces, on en déduira la courbe EE de l'excentrique [fig' 107), au moyen de la construction géométrique indiquée plus haut. Pour fixer les idées, supposons la rotation uniforme. Nous décrirons un cercle de rayon arbitraire OM {fig. 1 12) et nous le diviserons en parties égales, en ayant soin de prendre leur nombre n multiple de 4; nous diviserons ensuite AB {Jig. ni) en un même nombre n de parties égales et nous mènerons les ordonnées aux points de division. Ces ordonnées sont les espaces parcourus par la tige lorsque l'angle de la rotation prend les valeurs multiples de
Fig. III.
— > et comme ces espaces sont
égaux aux accroissements du rayon vecteur, il suffira d'allonger les rayons du cercle OM de quantités égales à ces espaces et qui se succèdent 4ans le même ordre. On obtient ainsi la courbe cherchée MNPQ, dont il faudrait encore diminuer toutes les normales d'une longueur constante, égale au rayon du galet.
On reconnaît bien facilement, d'après la définition de la courbe des espaces AGFHB {fig. m), que deux ordonnées
quelconques séparées par la distance - AB donnent une somme
constante FD; il en résulte que deux Fig. na.
rayons vecteurs diamétralement opposés OR, ÔS de la courbe MNPQ (fig, 112) donnent aussi une somme constante, égale à 2ÔM-+-FD. Donc la condition (8) est satisfaite, ce qui permet de faire marcher l'excentrique entre deux galets. On a vu que dans ce cas la loi du mouvement
de la tige est la même pour la marche dans les deux sens. La disposition de la fiig, 1 1 1 montre qu'il y a ici quelque chose
de plus; la marche dans un sens, représentée par la courbe AGF, se compose de deux moitiés, pour lesquelles les déplacements élémentaires sont les mêmes et disposés en ordre inverse, symétriquement par rapport au milieu.
L'excentrique du général Morin présente Tinconvénient de donner lieu à un changement brusque d'accélération, à chaque milieu de course dans un sens. Comme le montre la/^. nu la vitesse croît uniformément pendant la première moitié de la course, depuis 0 jusqu'à un certain maximum, puis décroît uniformément depuis ce maximum jusqu'à 0; raccêlération a donc successivement, au même point milieu, deux valeurs égales et de signes contraires. On éviterait ce défaut si l'on remplaçait la courbe parabolique discontinue AGFHB par une sinusoïde. L'équation de cette dernière courbe seraii
a? = -(i — cosw/),
/ désignant la longueur FD et w le quotient Tp- de l'angle
d'une révolution complète par le temps T = AB employé à le décrire. On aurait, pour la vitesse et l'accélération de la tige,
-yr ^= — sinoj^ -r— =^ — costo/; at 2 dr 2
la vitesse, nulle aux extrémités de la course, passerait au milieu par le maximum — ; l'accélération serait au contraire
maximum aux extrémités et changerait de sens au milieu, en passant par 0.
(c) Excentriques à cadre. — L'excentrique EE (/i^. ii3) tournant autour de l'axe 0 est tangent en S et T aux deux côtés parallèles AB, CD d'un cadre rectangulaire ABCD; ce dadre fait corps avec une tige guidée, dont la ligne XX menée par le point 0 est l'axe géométrique. Le mouvement de translation de la tige est parallèle à XX. Cette ligne est contenue dans un plan perpendiculaire à l'axe; dans le même plan, que nous supposons être celui de la figure, se trouve aussi le profil moyen du cadre. Menons au profil EE deux tangentes parallèles quelconques S' F', T'G', perpendiculaires à une droite
Fig. II 3.
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JF'OG' passant par 0 et faisant l'angle a avec OX. Quand l'excentrique aura tourné d'un angle a, les tangentes S' F', T'(i' seront venues se placer dans la direction perpendiculaire à XX et coïncideront avec les nouvelles positions prises par les côtés AB, CD. Pour que cela puisse avoir lieu, il faut que la distance de deux tangentes parallèles soit constante et égale à AC; on devra choisir la courbe ££ de manière à remplir cette condition. On voit d'ailleurs que la distance X du côté AB au point 0 est constamment égale à la perpendiculaire OF' = y?; si l'on donne la courbe EE, p est une fonction connue de a, qui lui-même doit être défini en fonction du temps, la rotation étant censée se produire suivant une loi connue. On aurait donc
x—p, /? = /(a), ai=cp(0;
d'où Ton déduit, par l'élimination de/> et de oc,
équation du mouvement de la tige.
Les valeurs de/?, pour deux valeurs de a différentes de i8o% donnent une somme constante; leurs différentielles sont, par suite, égales et de signes contraires. Le tour entier de l'excentrique se décompose donc encore en deux moitiés, et, pendant la seconde, les déplacements élémentaires reprennent la même suite de valeurs absolues que pendant la première ; ils se succèdent dans le même ordre, mais avec un sens contraire.
(«/) EXEMPLE : Excentrique triangulaire, — Soient E, F, K\ (fig, ii4) les trois sommets d'un triangle équilatéral; décrivons de ces trois points comme centres, avec un rayon égal au côté du triangle, trois arcs de cercles égaux EF, FG, GE. Nous aurons ainsi formé le profil de l'excentrique, dont le centre de rotation se place en l'un des sommets, G par exemple. Deux tangentes parallèles comprennent une tan-
gente h l'un des trois axes et la parallèle menée par son centre ; elles sont à une distance constante, égale au rayon des arcs. La condition générale ci-dessus indiquée (c) est donc bien remplie par ce profil.
Lorsque Texcenlrique occupe la position EFG, le cadre esl en ABCD ; les deux côtés AB, CD, perpendiculaires à la direction TT de la tige guidée, sont tangents en E et G aux arcsEF. GF. Supposons qu'on fasse tourner d'un angle « ne dépassant pas 60% de manière que E vienne en E\ entre E et F. Le celé
Fig. iï\.
FG restera toujours tangent à la nouvelle position de CD, et par conséquent la position correspondante de AB passe par F; donc l'espace x parcouru par le cadre esl égal à EH, et, en nommant r le rayon EG des arcs de cercle, on a
a:= r(i — cosa).
Le mouvement est celui de la projection H du point E' mobile sur l'arc EF; si la rotation est uniforme, on sait (n* 14, «) que la vitesse de H varie proportionnellement à Tordonoée
it
E'H. L'équation (i) s'applique jusqu'à a = ^> c'est-à-dire jusqu'à l'instant où E' arrive en F et où l'excentrique occupe la position FGK. Le côté CD du cadre esl alors venu en CD', ayant parcouru une dislance GG' égale à la moitié du rayon. A partir de là, pendant une nouvelle période de 6o», l'excentrique pousse le côté CD' du cadre par la pression de son sommet K; le mouvement produit est celui de la projection du sommet K sur TT; il est tout à fait symétrique de celai
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qui a eu lieu- pendant la première période. Quand la seconde période est terminée, K est arrivé en G*', CD' est en CD' et le cadre s'est encore avancé dans le même sens, d'une distance G' G' égale à la moitié du rayon; Texcentrique occupe d'ailleurs la position GKG". En faisant tourner encore de ôo'», l'arc KG', qui est en contact avec le côté C^D" du cadre, tourne autour de son propre centre; la tangente parallèle à CD reste donc immobile, et il en est de même du cadre. A la fin de cette troisième période, complétant une demi-révolulion, l'excentrique se trouve enGG'^L.
Cette dernière position est diamétralement opposée à la première EFG. Si la rotation continue toujours, il est clair que, pendant le demi-tour suivant, les mêmes phases vont se reproduire en sens inverse ; pendant une suite de tours complets, il est bien évident aussi que les mêmes déplacements auraient lieu périodiquement pour chaque tour.
69. Cames des marteaux ou pilons. — Les cames dont il s*agit ici consistent essentiellement en des surfaces cylindriques, tournant autour d'un axe parallèle à leurs génératrices et transmettant le mouvement par contact, soit à un autre corps tournant autour d'un axe parallèle, soit à un corps animé d'une translation perpendiculaire à leur axe de rotation. La came n'agit d'ailleurs que pendant une certaine fraction de tour, après quoi le corps, poussé ou soulevé par elle, reprend sa première position en vertu de son poids, jusqu'à ce qu'une nouvelle came, toute pareille à la première et montée sur le même arbre, vienne le déplacer de nouveau.
Les cames des marteaux (Jig, iiS), régulièrement distri-
buées sur une roue 0, soulèvent un marteau M tournant autour de l'axe 0' et le laissent ensuite retomber. Ces cames
ao4
sont tout à fait analogues à celles dont il a été question au n<* 62y et Ton pourrait même les ranger dans la seconde classe; car le sens du mouvement du marteau ne change qu'à l'instant où la came n'agit plus sur lui et où la liaison entre les
deux axes est supprimée. Le rapport — des vitesses angulaires
s'obtiendra en menant la normale commune AB aux deux profils en contact; on aura
PB
(Vil
Fig. Il 6.
Au lieu d'un marteau, on peut supposer un pilon guidé
dans son mouvement vertical; un arbre à cames le soulève et le laisse retomber périodiquement, en agissant sur une partie saillante H {fig, ii6), appelée mentonneL Théoriquement, on passerait de l'appareil précédent à celui-ci, en imaginant que le centre 0' s'éloigne à l'infini sur la droite 00' perpendiculaire au déplacement du pilon. On aurait toujours, en menant la normale commune AB,
iu'.0'B=:(o.OB.
Or, quand 0' s'éloigne à l'infini, w'.O'B exprime la vitesse V du point B considéré comme appartenant au pilon et, par suite, celle d'un point quelconque de ce corps ; donc
(' = a>.OB.
70. Deuxième genre : Balancier et manivelle réunis par une bielle. — Le balancier OA tourne autour d'un axe 0 {Jig. 117); la manivelle O'B fait corps avec un arbre tournant autour de 0'; la liaison entre les deux arbres est établie au moyen d'une bielle rigide AB, articulée en A et B avec le balancier et la manivelle. On suppose, d'ailleurs, que les trois droites OA, O'B, AB sont dans un même plan perpendiculaire aux axesO
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et O'; nous nommerons leurs longueurs /*, 6, a, savoir
B=:^ AB=a
Dans la pratique, on prend généralement le rapport j entre
5 et 6 et le rapport t aux environs de 3; la distance 00' diffère peu de rhypolénuse d'un triangle rectangle construit sur OA et AB; les cercles OA et O'B sont extérieurs Tun à l'autre.
Supposons maintenant qu'on décrive de 0 comme centre avec a -\- b et a — b pour rayons deux arcs de cercle coupant en Aq et A, (du même côté de 00') l'arc décrit par articulation A; joignons O'Aq et O'Ai. Ces droites couperont le cercle O'B en deux points
Fig. 117.
Bo et Bt tels que AqBq et A,B, auront des longueurs égales à a; ce seront les positions de l'articulation B quand OA occupera les positions OAq et OAi. Les points Bo et Bt se nomment les points morts, parce que, si B est en Bq ou en Bi, la bielle se trouve en ligne droite avec la manivelle. Avec une telle disposition des lignes O'B, AB, une force exercée sur le balancier serait incapable de faire sortir le
système du repos, car la force transmise par la bielle à la manivelle ne ferait qu'appuyer celle-ci sur le point Qxe 0'.
Un cercle décrit de A© comme centre avec a pour rayon sera tangent extérieurement en Bo au cercle O'B; un cercle de même rayon a décrit de A, comme centre touche le même cercle au point B„ en l'enveloppant. Il résulte de là que l'articulation A ne peut se mouvoir qu'entre Ao et At, et que le balancier oscille nécessairement entre les positions OAq, OAJ; quand on voudrait faire dépasser au point A les limites de Tare AoAi, on ne trouverait aucune position possible pour la
bielle; le centre d'un cercle de rayon a étant placé en A' ou A', ce cercle serait extérieur au cercle 0' B dans le premier cas et l'envelopperait dans le second. Au contraire, pour tout point A intermédiaire entre Ao et Ai, la distance O'A sera comprise entre 0' A© et 0' Ai, ou a -4- 6 et a — 6, de sorte que le cercle de rayon a, décrit du centre A, coupe le cercle O'B en deux points B et p. La manivelle pourra donc tourner dans le sens de la flèche, de O'Bo à O'Bi, en parcourant la suite des points B, pendant que le balancier ira de OA» à OA, ; puis elle reviendra de Bi à Bq par la suite des points p, en continuant sa rotation dans le même sens, pendant que le balancier reviendra lui-même de OAi à OA©.
On pourrait, sans changer le sens de l'oscillation du balancier, faire tourner la manivelle en sens contraire ; elle des- *cendrait de O'Bq à O'Bi, en passant par les points p, et remonterait en passant par les points B.
Dans tous les cas, on voit que l'appareil transforme le mouvement circulaire alternatif du balancier en un mouvement circulaire continu de l'arbre 0', ou inversement, qu'il produit le premier mouvement au moyen du second.
Le rapport des vitesses angulaires se trouverait par un moyen tout pareil à celui qu'on a employé au n* 65. Imaginons les lignes OA et O'B prolongées jusqu'à leur rencontre D (*); ce point sera le centre instantané de rotation de la bielle, et par suite les vitesses des points A et B de ce
AD
corps seront dans le rapport '=^ • Mais A et B font aussi partie,
l'un du balancier, l'autre de la manivelle, de sorte que leurs vitesses s'expriment par w.OA et eu'. O'B; donc
to.ÔÂ AD
to'.O'B BD
Maintenant, si l'on mène O'C parallèle à OA, les triangles
(*) En raison da grand éloignement de ce point de rencontre, oo ne Ta pas indiqué sur ia figure.
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semblables O'BC, ABD donneront
AD BD
(yc
ÔT5
égalité qui, combinée avec la précédente, conduit à
OÂ
Dans rhypothèse de w' constant, c'est-à-dire d'une rotation uniforme de la manivelle, la vitesse angulaire du balancier
varierait proportionnellement à O'C
71. Tige guidée et manivelle réunies par une bielle, — La manivelle OA {fig. 118) tourne autour d'un axe 0 perpendi-
Fig. 118.
Bi T
culaire à sa direction; en A elle s'articule avec une bielle AB, articulée elle-même en B avec une tige guidée. Le mouvement du point B se fait donc nécessairement suivant une droite, et Ton s'arrange pour que cette droite passe en 0. Les deux droites ÔÂ, AB se meuvent dans un môme plan perpendiculaire à Taxe; la longueur a de la seconde est ordinairement cinq ou six fois la longueur b de la première.
Soient Aq et Ai les points où le cercle OA est coupé par la droite OB suivant laquelle le point B se déplace. Lorsque A sera en A 0 ou en Ai, B occupera des positions correspondantes Bo, Bi, qu'on obtient en prenant
AoBo = AiB, = AB = a; ces points Bo et Bi sont les limites entre lesquelles oscille le
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point B, car tout point de OB pris à gauche de Bq est à une distance moindre que a de tous les points du cercle OA, et tout point à droite de Bi est au contraire trop éloigné pour que la bielle puisse y atteindre. Comme dans l'exemple précédent, pendant une rotation complète de la manivelle, comprenant Taller de Aq à Aj et le retour de Ai à Ao (dans le sens de la flèche ou en sens contraire), le point B va de B,
à Bi et revient de Bi à Bq. L'étendue totale BqBj est égale au diamètre 26 du cercle OA; on a en effet
OBo = a — 6, OB, =:a-h6, d'où résulte
b;b;=ôb;-^oBo = 2^.
Les points A©, A, se nomment />£rm/5 morts, parce que, si la manivelle occupe les positions OAq, 0A|, une force exercée dans la direction de la tige guidée ne pourrait faire sortir l'arbre 0 du repos et ne ferait que le presser contre ses appuis.
La vitesse i^ de la tige guidée, c'est-à-dire celle du point B qui lui e3t commune avec la bielle, se détermine aisément. Menons la perpendiculaire BC à la droite parcourue par ce point et prolongeons le rayon OA, normal à la trajectoire (le A, jusqu'à sa rencontre C avec BC. Le point C est le centre instantané de rotation de AB; donc les vitesses de 6 et A
CB
sont dans le rapport ^==-> ce qui s'exprime par l'équation
GA
CB
r = w.OA-=r > CA
en nommant w la vitesse angulaire de l'arbre 0 autour de son axe. Si l'on mène par le point 0 la parallèle OD à BC, les triangles semblables AOD, ACB donneront l'égalité
CA et par suite la précédente devient
f = u).ÔD
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Le point E, projeclion de A sur le diamètre AoAj, a une vitesse exprimée par ■' ^^ ; or, si l'on nomme a l'angle AqOA,
dl
on a
AoE = ^(i — COSa),
et, en différentiant,
c/.AoE
^=:: bsinOL -7- =:aj. AE.
at
Dans le cas où la bielle serait infmie, les lignes AE et OD seraient égales ; pratiquement elles diffèrent assez peu, ei Ton peut dire approximativement que les vitesses des points B et E sont égales, ou bien que les mouvements de ces deux points sont les mômes. On peut aussi juslilîer cet énoncé en remarquant que la bielle, vu sa grande longueur, fait toujours un petit angle avec OT, et que par conséquent on peut la regarder comme à peu près égale à sa projection BE; les points B et E, mobiles tous les deux sur une même droite et séparés par une distance constante, ont alors des mouvements identiques.
Pendant que la manivelle décrit le demi-tour compris entre OAs et OAj, la bielle AB passe d'un côté à l'autre du point 0 et se trouve coupée entre A et B par Taxe de rotation. Ce passage de la bielle ne serait pas possible, si Tarbre 0 n'était pas interrompu au droit de l'espace qui renferme toutes les positions de la bielle. On peut, ou placer la manivelle M à l'extrémité de Tarbre, comme dans la fi^. 119, ou con-
Fig. ii<).
ï'iQ. 120.
AÎ
slruire un arbre coudé AA, comme l'indique Idi /ig. 120. Les deux parties perpendiculaires M remplacent alors la mani-
Bressb. — Cours de Méc., I.
velle, et rarticulalion se trouve sur le corps réunissant les deux extrémités de ces parties perpendiculaires. Des deux manières on laisse toujours le passage libre à la bielle B; la deuxième a Tinconvénient de compliquer la construction de Tarbre et de diminuer sa solidité, mais elle est néanmoins employée dans la pratique.
72. Excentrique circulaire, — L'articulation A {fig* n8) entre la bielle AB et la manivelle OA se réalise au moyen de deux cylindres à section droite circulaire, ayant tous deux pour axe une même droite menée par le point A parallèlement à Taxe de rotation 0; l'un plein, faisant corps avecla manivelle ; l'autre dreux, de rayon aussi peu différent que possible, enveloppant le premier et faisant corps avec la bielle. La grandeur du rayon commun de ces deux cylindres est absolument indifférente, au point de vue purement géométrique;
Kig. 121.
quelle qu'elle soit, le point A de la manivelle coïncidera toujours avec le point A de la bielle, pendant que les deux corps tourneront l'un par rapport à l'autre autour de l'axe A» et c'est en cela que consiste tout l'effet de l'articulation. Dès lors on peut, sans changer le résultat géométrique de l'appareil précédent, augmenter le rayon des deux cylindres qui constituent l'articulation A, au point qu'ils en arrivent à comprendre l'axe 0 et la section de l'arbre dans leur intérieur {J^. 12 1). Le cylindre plein MN calé sur l'arbre remplace alors la manivelle; on le nomme poulie d'excentrique. Ce cylindre est enveloppé par un anneau M'N' nommé collkr
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d'excentrique, qui fait corps avec un cliâssis solide, articulé en B avec la tige guidée; Tensemble du châssis et du collier remplace la bielle. Souvent on emploie, au lieu du châssis, une simple tige faisant corps avec le collier; on la nomme barre d* excentrique.
Tout l'appareil prend le nom ^'excentrique, en raison de ce que la section droite du cylindre MN tourne autour d*un point 0 différent de son centre A. La distance OA se nomme rayon d'excentricité.
Il est évident que le mouvement aura lieu comme si la manivelle OA était reliée par la bielle AB à la tige guidée; mais si l'excentrique est géométriquement la même chose que la combinaison de bielle et manivelle, les deux appareils ont entre eux une différence importante. Dans les deux cas, en effet, les deux cylindres formant l'articulation A tournent l'un par rapport à l'autre en décrivant les mêmes angles, puisque les variations de l'angle OAB sont les mêmes; par suite, le glissement qui se produit à la surface de séparation est proportionnel aurayonAM.il y a donc des glissements plus grands dans l'excentrique, ce qui, comme nous le verrons plus tard, exige une plus grande dépense de puissance motrice. Aussi, malgré l'inconvénient signalé à la fin du u^ 71, préfère-t-on construire des arbres coudés, lorsque l'appareil doit se placer entre leurs extrémités et qu'il est destiné à transmettre une force considérable par l'intermédiaire de la bielle; au contraire, on préférera l'excentrique appliqué sur un arbre droit, si la force n'a qu'une assez petite intensité, parce que l'économie possible à réaliser sur cette petite force ne serait pas une compensation suffîsante des inconvénients inhérents aux arbres coudés.
73. Parallélogramme de Watt, — Watt voulait transmettre le mouvement rectiligne alternatif d'un piston P, mobile verticalement dans un corps de pompe, à un balancier OA oscillant autour d'un axe horizontal fixe (^fig. 122). Pour cela on pourrait simplement réunir les deux corps par un lien rigide AB articulé en A avec le balancier et en B avec la tige du piston; mais alors cette. tige éprouverait de la part du lien une pression oblique qui tendrait à la fléchir et à déformer la
El
boîte à étoupes £, circonstance nuisible à la conservation et à la bonne marche de Tappareil. Au lieu de cela Walt a cherché une combinaison au moyen de laquelle Je point B fût assujetti à décrire la ligne droite PB indépendamment de sa liaison avec la tige du piston et seulement en vertu du mouvemeiii du balancier. Cette condition ^ étant remplie, il est clair que, si Ton attache en B la tige du \ piston, elle se mouvra sans être
\ entraînée à droite ou à gauchr
) et sans frottement notable.
lJ_^ — ' Ayant dessiné un parallélo-
1 p gramme ABCD sur le lien ÂB et
sur une portion AI) de OA, Watt remarqua d'abord que, si le point B décrit rigoureusement la ligne droite BP, pendant que le parallélogramme suit, en se déformant, le mouvement du balancier, le lieu des points C est très approximativement un arc de cercle, pourvu cependant que Tamplitude des oscillations du balancier ne soit pas trop grande, et qu'il y ait des rapports de longueur convenables entre les lignes de la ûgure. Soit 0' le centre de cet arc de cercle. Imaginons maintenant qu'on ait fixé au balancier les tiges AB, BC, CD, formant un parallélogramme articulé en ses quatre sommets, et que de plus on ait réuni le point C au point fixe 0' par une bride ou un lien rigide O'C articulé en 0' et C; alors le sommet C décrira rigoureusement le cercle qu'il décrivait à très peu p^è^ quand le point B se mouvait en ligne droite, et par conséquent ce point B s'écartera très peu de la trajectoire BP qu'on lui avait d'abord assignée. Le problème sera donc approximativement résolu, au moyen d'une combinaison simple et facilement réalisable de tiges articulées.
En réalité, lejioint B ne décrit pas une droite. Prokmgeons en effet BC d'une quantité CF— 01), et joignons OF; la figui*e DCFO est un parallélogramme et OF=CD=:AB. Le point C se meut sur un cercle de rayon O'C, le point F sur
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un aulre cercle de rayon ÔF; donc la trajectoire du point B est engendrée par un point pris sur une droite CF de longueur constante, dont les extrémités glissent sur deux cercles donnés. Cette courbe porte le nom de courbe à longue inflexion ou de courbe de Watt, On sait que, prise dans toute son étendue, elle présente la forme d'un 8 dont les deux boucles se joignent sur la ligne des centres, en un point qui est Justement un point d'inflexion; or la partie utilisée par Walt est voisine de ce point, et pour cette raison elle s'écarte peu d'une ligne droite. Si Ton voulait la construire par points, sa définition géométrique en donne facilement le moyen; on p«ul aussi tracer les tangentes par le procédé indiqué au n* 22, c. Mais on n'arriverait pas à connaître ainsi bien exactement les écarts très petits entre B et Taxe de la lige du piston; nous dirons un peu plus loin comment on les détermine par le calcul.
Le centre instantané de rotation de la droite mobile BCF se trouve à l'intersection L des rayons OF et O'C, prolongés au besoin; en nommant v la vitesse du point B et w la vitesse angulaire de la droite, on aura
LB
Or eu est aussi la vitesse angulaire du balancier, puisque OA et BF restent toujours parallèles; l'équation ci-dessus exprime donc la relation entre les mouvements du balancier et du piston.
Voici maintenant les règles établies par Watt pour tracer la Ogure et limiter les excursions du balancier, de manière à rendre sensiblement droite la trajectoire du point B. Soient OAo {fig' 123) la position moyenne du balancier, OA, et OA, ses positions extrêmes, symétriques relativement à OAo. Pour tracer les trois positions correspondantes du parallélogramme.
Wall prend d'abord les côtés AiD, et BiC, égaux à - OA,,
le côté AjB, compris entre la moitié et les trois septièmes de la corde A, A,; puis il place les trois sommets Bo, Bj, B, sur une perpendiculaire à OAq, menée par le milieu I de la flèche AG- Ces trois points s'obtiennent en décrivant de A©, A,, Aj
l'ig. ii3.
comme centres, avec Ai Bj pour rayon, des arcs de cercle coupant la perpendiculaire IBs; ils sont en ligne droite et équidi-
stants, car BqG, égale à .\«H, pour raison de symétrie, esi aussi égale à A,Bi et à AjB.; les figures AoB,BoG, GB,B,A!
sont donc des parallélogrammes, de sorte que BiBo = A,(j ) et BoB, =zGAî, comme parallèles comprises entre parallèles.
Il en résulte aussi que la course totale de la tige du piston, ou BiB„ est égale à la corde AiA*.
• L'angle ez=AoOA|, qu'on nomme angle d* ouverture du balancier et qui mesure l'écart maximum entre la position moyenne et Tune des positions extrêmes de celui-ci, se déterminera u moyen de ia condition, également posée par Watt, que 01 soit triple de A, G. On a, en effet, en désignant par a le rayon OA, du cercle décrit par l'articulation Ai,
donc
A,G=:<7sin6, 01= - a(i -hcosô);
H-cos6 r=6sin6 ou 2Cos*- 0 = 12 sin- Ocos- 0,
d'où Ton tire
tang-er=:;^, 0=zi8"55'28\ ^2 0
L'angle - 6 est égal à Tangle inscrit AqA, Ai ; donc
AaG = 7; AjG ^= — Al A2,
c'est-à-dire que la flèche de l'arc Ai Aq A, est — de la corde. En outre, le rayon a est égal à 01 -h ~ AqG — [3 + y^ )-^«^'
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ce qui achève de définir les diverses lignes de la figure au moyen de AiG ou de la course BiB, qui est double de AiG. Ayant construit les deux positions extrêmes et la position moyenne du parallélogramme, Watt adopte pour cercle à faire décrire au sommet C celui qui passe par les trois positions Ci, Co, Cj. Nous allons démontrer qu'il a B© pour centre et le côté B^>Co du parallélogramme pour rayon. En effet, les deux droites BiCi et B,C,» égales entre elles, sont menées par deux points Bi, B,en faisant le même angle 90*»— 6 avec BjBj ; elles sont donc symétriques relativement à la perpendiculaire Bq Co au milieu de BiB,» et par suite cette perpendiculaire contient le centre de tout cercle passant par Ci et C,. Cela resterait
vrai alors môme qu'on aurait pris le rapport * ' différent de
-; le centre du cercle circonscrit au triangle CiCqC, pourrait alors varier sur BqCo. Mais supposons que, conformément
à la règle habituelle de Watt, on fasse A, Di = - OAi ; alors la
corde DiDs» parallèle à AjAst en est aussi la moitié. Les deux lignes CjDi et C,D, sont égales et parallèles, comme Tétant respectivement à A, Bi et à Ai B^; donc C,C, est égale et parallèle à DiDs, et par suite à BjBq et à BqBs. Donc les figures BqBiCiC,, BoBtCsCi sont des parallélogrammes, comme ayant leurs côtés verticaux égaux et parallèles; donc aussi B;cI=:Brcr = B^, et de môme B7c;=B;gI = B7C^. Le point Bq est donc bien le centre du cercle passant par Ci, Co» Cl, et le rayon est égal au côté BçC© du parallélogramme, ou à la moitié du rayon du balancier.
Remarquons enfin que Tangle Ao Bq I, c'est-à-dire le maximum d'inclinaison du lien sur BiB^, soit d'un côté, soit de l'autre,
a pour sinus -===•; or on a vu que AoI> moitié de la flèche
AoBo
AoG» est —7 Al A, ou — Ai G, et d'autre part que AoBo est une
fraction k, comprise entre - et i, de la môme ligne Ai G; donc on a
sinAoBoI:=-^>
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et, VU la petitesse de cet angle, on peut sans erreur notable le confondre avec son sinus.
74. Balancier à bride, — Le parallélogramme de Walt peul se simplifier par la suppression d'une partie des tiges articulées. Joignons en effet les points 0 et B {fig* 122) et considérons le point M où cette droite coupe le côté CD du parallélogramme; ce point est toujours, dans toutes les positions du système, le même point de la droite CD, car on a, en venu de la similitude des triangles ODM, OAB,
M!) = AB -=- = const. ; OA
de plus il décrit une courbe homothétique à celle du point B, puisqu'on a aussi
ÔM ÔÏÏ
= -^=r- = consl.
OB OA
Donc, puisque le point B décrit une trajectoire sensiblemeni rectiligne, il en sera de même pour le point M.
Le mouvement de ce point M sera déterminé en construisant simplement le balancier OD, le contre-balancier ou la bride O'C, assujettis à tourner respectivement autour des axes fixes 0, 0', et articulant à leurs extrémités C et D le lien rigide CD, de longueur constante. L'appareil se trouverait réduit à trois tiges.
Mais si Ton a gagné en simplicité sous ce rapport, on est tombé dans un inconvénient assez grave pratiquement; c'est que, à égalité d'espace occupé horizontalement par le balancier et la bride, l'espace parcouru en ligne droite par le point auquel on attache la tige du piston a diminué dans le rapport de OÏ) à OA, c'est-à-dire de moitié, si l'on se conforme aux règles de Watt. Aussi, pour cette raison, préfère-t-on employer le parallélogramme tel qu'il a été décrit au n» 73. Mais Watt a néanmoins utilisé la propriété du point M de décrire une ligne sensiblement droite, dans la construction de la machine à vapeur qui porte son nom ; en B il attachait la tige du piston recevant l'action de la vapeur, et en M il attachait la
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tige d'un autre piston qui joue un rôle important dans la marche de la machine.
Du reste, on pourrait trouver sur la droite OB autant de points qu'on voudrait, décrivant des trajectoires semblables h celle de B. Si Ton construit, par exemple, le parallélogramme DD'K'K articulé en ses quatre sommets, en ajoutant simplement les deux tiges D'K', K'K à celles qui existaient déjà, on voit que le point M', constant sur la lige D'K', décrit une courbe ayant avec celle du point B le rapport d'homologie
ai)'
L'inspection de lay?^. 128 montre sans peine quels seraient, avec les règles de Watt, les rapports entre les dimensions d'un
balancier à bride. Le balancier ODit égal à -4 de la course du
piston attaché au milieu du lien CiD,» aurait môme longueur que le contrebalancier BoCi; le lien CjD, serait compris entre
la course du piston attaché à son milieu et les - de cette
course. L'angle 6 d'ouverture du balancier et Tinclinaison maximum du lien conserveraient les mêmes valeurs, savoir :
6=z2arctang77 et CiI)|I)j= — 7»
k pouvant être pris entre i et -•
Afin qu'on puisse bien se rondre compte du degré d'exactitude avec lequel les points M et B (fig. 122) décrivent des lignes droites, nous allons chercher les coordonnées variables de l'un de ces points, le premier par exemple, quand on fait varier la position du balancier. Soient OD, DC, O'C (fg. 124) le balancier, le lien et le contre-balancier; désignons par
/*, /, r' leurs longueurs;
X l'angle que OD fait avec la position moyenne Ox\ Y, £ les angles de DC et DO' avec la même droite Ojc; a l'angle O'DC;
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n le rapport entre la distance MD du point décrivant M à l'articulation D et la longueur totale DC = / du lien;
Fig. 12^.
b, c les coordonnées du centre donné 0' relativement à Ox et à
la perpendiculaire Oj menée en 0, savoir 6 = OH , c = O'H; X, y celles du point M ; u la distance de 0' à la droite DQ menée en D parallèlement
àOjr; z la distance O'D.
Nous aurons d'abord
M ~ c -+- /' sina, DQ =^6 — /• cosa,
O'Q c -h r sina
tange = -=^ = 7 ;
DQ b — FCOSOL'
de u et £ nous déduisons
sme
Dans le triangle DCO', le périmètre est r' 4- / -h ;;; en le désignant par 2/7, on a la relation connue
cos
on calcule ensuite Tangle ^ = o -+- e. puis les coordonnées ^
et/, savoir
j"= rcosat -h /l/cOSY,
)' =: — r sina -h ni sin^.
La valeur de a: serait seule utile pour constater Técarl entre la courbe réellement parcourue par le point M et la dr^^
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qu'on suppose pouvoir lui être substituée. Après avoir calculé X pour une suite de valeurs de a suffisamment rapprochéesy sans dépasser la limite des oscillations du balancier, on prendrait les différences entre les valeurs obtenues pour x et la valeur particulière qui répond à a =z o.
Quand les dimensions sont prises conformément aux règles de Watt (n^ 73), Técart maximum varie un peu avec le rapport — T—z que Watt n'a pas déterminé d'une manière abso-
lue, mais pour lequel il a seulement indiqué des limites. Ce maximum est atteint pour a im4**4o' environ et a une valeur
à peu près égale, en moyenne, à — r- de la course du point M.
Dans l'hypothèse dont nous parlons, de dispositions conformes aux règles de Watt, le calcul ci-dessus peut être remplacé par un autre qui conduit approximativement au but d'une manière beaucoup plus rapide et donne l'expression de l'écart maximum, ainsi que l'équation de la courbe lieu des points M dans sa partie utile. Conservons en effet les notations précédentes, et nommons en outre
a' l'angle de O'C avec sa position moyenne, parallèle à 0^; o le complément de l'angle y, ?o ^^ valeur de çp quand OD et O'C font avec Ox leur angle maximum 0;
OT, m! les rapports t> t-> tous deux variables de — i à -m,
dans l'étendue complète d'une oscillation du balancier.
En observant qu'on a /• = r\ nous pourrons d'abord poser les relations
6 = r(cos/wô -f- cos/n'6) H- /sin<p,
c = /(sinm'ô — sin/n6) -h /cos<p;
et, attendu que les seconds membres doivent rester les mêmes dans la position moyenne pour laquelle on a /w = m'=o, ? = — <Po> Jl vient
(i) r(2 — cos/nô — cos/n'6) = /(sincp ~t-sintpo),
(2) r (sinmO — sin/n'6) ■=^ /(coscp — coscp^).
Si maintenant on compte les x à gauche d'une parallèle à 0/
menée par le milieu de Tabscisse b, Tabscisse du point M, moyenne arithmétique entre celles de C et D, aura pour expression
\ x^=i -[ rcosm'6 1 /*cosm6
(3) ^ ^^ f = -/(cosw'ô — cos/;i6).
La valeur de / satisfait de plus à la relation
(4) /sin?po= r{\ — cos6),
dont chaque membre représente la flèche de l'arc décrit par le point D dans son déplacement complet; en éliminant /au moyen de cette relation, les équations (i) et (2) deviennent
(5) sincpjj(2 — cos/n6 — cos/?i'0)=:(sin«p-hsinîpo)('-~ ^^s®^»
(6) sin<po(sin/w6-—sinw'é) i=(cos«p — cos«po)(i — cos6).
La dernière équation montre que (m — m') 6 est une quantité du troisième ordre relativement aux angles 6, 9, f©; nous
poserons donc
/w'= m — !JL,
|x étant du deuxième ordre. Si Ton développe alors les équations (3), (5) et (6) suivant les puissances entières de6,o,0oelft. en négligeant les termes du cinquième ordre et au-dessus, ce qui est justifié par la petitesse de ces quantités, on trouvera, toutes simplifications et réductions faites,
r^- \t-mr, m'cpo " - (? -^ ?o)» !^?o = ^ (?î — ^')^î de là résulte, par Télimination de {jl et de o,
formule qui fait connaître approximativement Técarl cherché X, en fonction du rayon r donné, des angles égalemeni donnés f© et 6, et de l'angle variable a défini par le rapport /w. Si l'on veut Téquation de la courbe décrite par M quand m varie de —i à 4-1, on remarquera que l'ordonnée de D au-
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dessus de Ox est rsina ou à peu près rm6; celle ordonnée est aussi celle de M au-dessus de sa position moyenne, car la petitesse de l'angle <p fait que la projection de DM sur Oj est sensiblement constante. Donc, en comptanl les ordonnées / de M en dessus de la parallèle à Ox menée par la position moyenne dont on vient de parler, on aura
(8) j = /-mO,
et, par élimination de m enire les équations (7) et (8),
Comme on le voit, l'écart est nul pour / = o et 7 = dz 0/-, c'est-à-dire pour la position moyenne et les deux posilions extrêmes du point décrivant. Le maximum de cet écart se produit pour
-7-=! G ou .5x-— — ^=0;
en écartant la solution j — o qui annulerait jc, il reste les solutions
/=±:/-0y/-^-=±:o,7746/-e, auxquelles répondent les plus grands écarts absolus
(10) JC' =z ±ZO, 09290 'io 0' '*.
Ces écarts se produisent quand m a les valeurs ±0,7746, c'est-à-dire quand le balancier esi un peu plus qu'aux trois quarts de sa demi-oscillation à partir de Ojc.
Afin de réduire en nombres, autant que possible, la formule (10), nous y remplacerons 6 et ^q par leurs valeurs
0 = 2 arctangg = 0,330297, cpo= ^;
de plus, nommant L la course du point M, nous ferons
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La formule (lo) devient alors
^'3iio,ooo43o-r = -ô— TTÎ
si A = I, récarl maximum est inférieur à -ir — de la course,
el il s'élève à de la même ligne pour Ar = -. La moyenne
entre ces extrêmes est bien — -zr- environ, comme on Ta déjà
dit.
La dérivée seconde -r-^ a pour expression, d'après l'équation (9),
elle s'annule^ et la courbe présente des inflexions, pour les points déflnis par les valeurs particulières
' = 0, j— zb/ôy/— =0,54
/wizio, m z=i 0,5477,
c'est-à-dire pour la position moyenne du point décrivant Mei celles qui répondent à peu près aux o,55 de la demi-oscillation du balancier, de chaque côté de 0^.
75. Parallélogramme de bateaux. — Pour les machines employées sur les bateaux à vapeur, on modifie un peu les
dispositions du parallélogramme de Watt ci-dessus décrites (n» 73). Dans le but d'arriver à une réduction de la hauteur totale occupée par la machine, on place le balancier OA (Jîg, 125) à la partie inférieure, ei l'on relie à un point fixe 0', pris sur le cylindre à vapeur, le point E du parallélogramme ABCD. La tige do piston est attachée en B. Si l'on joint OB, on voit encore que le point M où cette droite coupe CD ne varie pas sur ce
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côté du parallélogramme, et que les points B et M décrivent des courbes semblables. Or, si Ton s'arrange pour que M soit voisin du milieu de DE, ce point décrit une courbe sensiblement droite dans une certaine étendue, car les trois droites 0D| DE, EO' constituent la combinaison du balancier à bride (n» 74). Donc B se meut aussi à peu près en ligne droite.
76. Parallélogramme de Peaucellier. — M. le général du Génie Peaucellier a imaginé une combinaison de pièces articulées, qui, sans présenter beaucoup plus de complications que le parallélogramme de Watt, permet de transformer le mouvement circulaire d'un balancier en un mouvement rigoureusement rectiligne. Le balancier OA {fig. 126), oscillant autour du point fixe 0, s'articule en A avec un losange articulé lui-même en ses quatre sommets; le sommet D est relié par une bride O'D au point fixe 0', tellement situé que 0 se trouve sur le cercle O'D, décrit
Fig. laG.
de 0' comme centre avec O'D pour rayon ; la bride est articulée en D et 0'. Enfin une seconde bride OC, de même longueur que OA, articulée en C et Q, relie le point C au point fixe 0. Le point B se trouve alors assujetti à se mouvoir sur une perpendiculaire à 00'.
Pour le démontrer, remarquons d'abord que, vu l'égalité ()Â = ÔC, la diagonale BD du losange est une perpendiculaire au milieu de la corde AC du cercle AO et passe par le centre O de ce cercle. Les triangles rectangles OAE, DAE donnent ensuite
OE ~ DE = OA - AD
ou encore
(ÔÊ -f- DE) (Ôl — 51) = ÔB . ÔD = ÔÂ* — Âd' = const. Cela posé, joignons D au second point F où le rayon 00'
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prolongé coupe la circonférence décrite parce point D; abaissons de B la perpendiculaire BG sur 00'; nous formons ainsi deux triangles rectangles ODF, 0GB, qui sont sembiablcN comme équiangles. Nous aurons donc
OF OF
donc le point G est constant, et par conséquent le point B se meut bien sur une perpendiculaire à 00'.
T7. Coulisse de Steptienson. — La coulisse de Stephenson est employée dans certaines machines à vapeur, pour produire des effets dont nous parlerons dans une autre partie du Cours. Elle consiste essentiellement en une pièce solide portant une rainure circulaire CC {fig. 127); cette pièce, suspendue au point fixe F par une tige FE articulée à ses (ieu\
bouts, est articulée en G et C avec deux barres d'excentrique AC, A'C, dont les rayons d'excentricité OA, OA', solidaire^ l'un avec l'autre et égaux entre eux, tournent autour d'un môme axeO. Un petit cylindre K nommé co«/«5eaM, appa^l^ nant à une tige guidée TT, est engagé dans la rainure ou coulisse ce. La rotation autour de 0 détermine le raouvemenl de la coulisse; ce mouvement produit celui du coulisseau et, par suite, celui de la tige. On comprend que ce dernier dépend de la position initiale du point K sur CC; on la fai*
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varier quand on le veut, en agissant sur une combinaison de liges articulées, que nous réduisons, pour simplifier le dessin, à un levier FG mobile autour du point fixe L et articulé en F avec la tige de suspension FE.
Proposons-nous d'abord de trouver, à un instant donné, le centre instantané de rotation de la coulisse. Le point £ de cette pièce ne pouvant se mouvoir que sur un cercle ayant F pour centre, le centre instantané dont il s'agit sera nécessairement un certain point H de la droite FE. Joignons HC, HC et prolongeons ces droites jusqu'à leurs rencontres B, B' avec les rayons d'excentricité OA, OA'; ces points B, B' seront les centres instantanés de rotation respectifs des barres d'excentrique AC, A'C, comme étant obtenus, pour chacune d'elles, par la rencontre des normales aux trajectoires de deux points (n» 22, c).
Désignons par d%y d^ les rotations infiniment petites qui ont lieu simultanément autour de 0 et H; les déplacements élémentaires de A et C s'expriment par OA.e/a et HG.«/p, et, comme ils sont proportionnels à AB et CB, on a
AB. HC
CB' La combinaison de ces deux équations donne la suivante :
AB.nC _ A B .HC
Oa.cb "OA'.clr'
qui va nous conduire à la détermination du point H. Considérons en effet le triangle OBH comme coupé par la transversale AC, qui rencontre le prolongement de OH au point D ; l'application d'un théorème connu de Géométrie donne
AB.OD.UCtrzOA.DU.CB;
BtissB, — Cours de Mie., 1. l5
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d'où résulte
Dîï AB.HC
OD OD
ce qui entraîne nécessairement la coïncidence du point D'avec le point D. On arrive ainsi au théorème suivant, dû à M. Phillips :
Le centre instantané de rotation de la coulisse est au point de rencontre de la tige de suspension FE avec une droite OD, joignant le centre de rotation des excentriques et l'intersection D des barres d'excentrique AC, A'C.
Le rapport des vitesses angulaires w, tu' de l'arbre 0 e! de la coulisse est égal à celui des angles doL, d^; donc
et par suite
HC CB
DM OD
OD
DH
Après avoir ainsi calculé to', on en déduira la vitesse V du point K de la coulisse, qui est dirigée suivant la perpendiculaire KV à HK et a pour valeur u>'. HK. On peut regarder V comme la résultante de la vitesse (^ du coulisseau, dirigée suivant TT, et d'une vitesse relative t^', en vertu de laquelle la coulisse glisse sur le coulisseau et qui, par conséquent, nepcol avoir que la direction K/ de la tangente en K à la courbe CC
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La construction du parallélogramme KvVi^\ dont on connaît la diagonale KV=:V et les directions des côtés, donnera donc la vitesse t^ du coulisseau et de la tige, et accessoirement la vitesse de glissement (/.
Lorsque, à certains instants, on fait mouvoir le levier GF, pour donner une autre position à la coulisse relativement aux deux rayons OA, OA' et à la droite TT, les points A et A' restant fixes dans ce mouvement relatif, C et C tournent respectivement autour d'eux, en sorte que D est le centre instantané de rotation de la coulisse dans ce mouvement de relevage.
La solution de toutes les questions qui concernent la coulisse de Slephenson exigerait des développements trop étendus pour trouver place ici; on peut consulter sur ce sujet le Mémoire de M. Phillips, inséré aux Annales des Mines, année 1854. Nous ajouterons seulement à ce qui précède : i® que si le coulisseau est à Tune des extrémités de la coulisse, le mouvement de la tige est celui qui lui serait communiqué parTun des excentriques agissant seul, à Texclusion de Tautre ; 2<* que le mouvement de la tige s'annule à peu près, quand le coulisseau se place au milieu de la coulisse; 3<» que si le coulisseau est mis successivement dans une série de positions entre le milieu et l'une des extrémités de la coulisse, les mouvements oscillatoires de la tige, correspondant à chacune de ces positions, ont des amplitudes variables entre o et 2OA ou
ïÔA'.
78. Encliquetages. — Les appareils connus sous ce nom donnent un moyen de transformer un mouvement de rotation alternatif en un mouvement de rotation continu. Ils peuvent se diviser en deux espèces : ceux de la première comportent l'emploi d'une roue dite à rocket; dans la seconde, leur jeu se fonde sur l'impossibilité du glissement de deux pièces solides l'une sur l'autre, dans un certain sens, tandis que la possibilité existe pour le sens contraire.
La roue à rochet présente des saillies de forme analogue à
celle des dents d'une scie, et toutes inclinées dans le même
sens sur la circonférence extérieure {Jig. 128). La figure
donne en même temps l'emploi de celte roue dans un treuil
' destiné au montage des matériaux de construction. Un ma-
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nœuvre abaisse un levier AB mobile autour de l'axe 0, ta exerçant un effort descendant du côté A; une pièce CD, articulée en Cet toujours pressée contre la roue par un ressort E, l'oblige à tourner dans le sens de la flèche. Pendant ce mouvement, le c^içuefGF, mobile autour de l'axe fixe F, est écané par la roue, malgré la pression du ressort H, puis il vient se loger dans le creux suivant. Le passage d'une dent éunl alors effectué, l'ouvrier cesse de presser sur le levier pour abaisser la partie OA el la laisse remonter sous l'action d'un
contrepoids Bj ce mouvement inverse du levier ne fait pJ' marcher la roue, qui est alors arrêtée par le cliquet, et il n«' pas empêché par la pièce CD, qui tourne tant soit peu autour de C el glisse par son extrémité D sur une dent, pour se mettre en prise sur la dent suivante. On recommence indénnimenl celle oscillalion du levier el à chaque fois la roue avance d'une denl, toujours dans le même sens; celle roue est solidaire avec l'arbre du treuil.
Le levier de la Garousse, ainsi appelé du nom de son inven leur, offre une disposition analogue à celle du leïier AB. Cependant il en diflère : l'en ce que le levier et la roue ueloufnent pas autour du même axe; a" en ce que le contrepoids est supprimé et qu'il y a une seconde pièce comme CD, * manière à faire avancer la roue d'une dent à chaque oscillation du levier, dans un sens ou dans l'autre.
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Nous ne donnerons qu'un seul exemple des encliquetages du second genre : c'est l'encliquetage Dobo, Dans le creux d'un anneau cylindrique AA {fig> 129) se trouve un arbre concentrique 0, sur lequel sont articulées quatre cames a, a, a, a, pressées par des ressorts assez _.
flexibles r, r, r, r contre la surface intérieure de l'anneau.
Si l'on fait tourner l'anneau dans le sens de la flèche, il ne peut glisser sur les cames et détermine alors la rotation de l'arbre 0, absolument comme si le système se trouvait solidifié. Au contraire, si l'on veut faire tourner l'anneau en sens inverse, il fera fléchir les ressorts et glissera sur les cames sans entraîner l'arbre O, pour peu que celui-ci éprouve une résistance à la rotation. On pourra donc transformer un mouvement alternatif de l'anneau en une rotation continue de l'arbre 0.
On peut aussi transmettre le mouvement de l'arbre 0 à l'anneau; la transmission aurait ou n'aurait pas lieu, suivant que Tarbre tournerait contrairement à la flèche ou dans le même sens.
Nous donnerons plus tard la théorie de cet encliquetage et nous verrons alors la condition nécessaire pour qu'il fonctionne comme nous venons de le dire. Il présente le grand avantage de marcher avec beaucoup de douceur, en supprimant tous les petits chocs des cliquets et des pièces C, D contre la roue à rochet {fig. 128), lesquels produisent un bruit fatigant et augmentent la dépense de force.
§ VI. — Organes servant à produire la modification bmsqne
d'un mouvement.
79. Manchons d'embrayage. — Le manchon d'embrayage est une pièce calée sur un arbre tournant, de manière à tourner nécessairement avec lui, mais qu'on peut, à certains instants, amener dans une autre position, en la faisant glisser le ong de l'arbre, parallèlement à Taxe de rotation. Cette
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pièce reçoit différentes formes et s'emploie dans diverses circonstances, dont nous allons donner une idée.
(a) Embrayage par manchon mobile, pour deux arbres tn prolongement Vun de Vautre, — L'un des arbres porte, vers l'extrémité voisine de l'autre arbre, un manchon calé sur lui, mais pouvant glisser longitudinalementy comme on vient de le dire; ce manchon est muni d'un certain nombre de saillies ou dents qui, par l'effet du glissement, entreront dans les creui correspondants d'un autre manchon faisant corps avec le second arbre. De celte manière, l'un des arbres ne peut tourner sans entraîner l'autre. En séparant, au contraire, les deux manchons, les arbres redeviennent indépendants.
Le glissement du manchon mobile se produit au moyen d'un levier terminé par une fourche dont les branches en demicercle entrent dans une gorge pratiquée sur le manchon; on agit sur ce levier, soit à la main, soit par une vis de rappel si la force à exercer est un peu considérable.
Si la transmission de mouvement ne doit se faire que dans un sens, les dents sont souvent profilées, sur la surface dév^ loppée du cylindre qui limite les manchons, par une suite de lignes telles que ab {/ig. i3o), parallèles à l'axe, et d'autres lignes inclinées, telles que bc. En enveloppant ce profil sur le _.. - cylindre et le faisant parcourir par
une droite qui s'appuierait toujours sur lui et sur l'axe et qui resterait toujours perpendiculaire à celte dernière ligne, la droite dont il s'agit engendrerait les surfaces des dents; les lignes ab donneraient lieu à des plans diamétraux et les lignes bc à des hélicoîdes gauches. La pression mutuelle des dents, pour la transmission de mouvement, s'exercerait sur les parties planes. La figure représente les profils des manchons quand ils ne se touchent pas encore; il est clair, d'après celte figure, que, si le noanchon inférieur devait entraîner l'autre, il ne pourrait le faire sûrement que dans le sens de la flèche; dans Fautre sens, les deux pièces pourraient glisser l'une sur l'autre.
Si chaque manchon doit être capable d'entraîner l'autre dans les deux sens, les dents sont limitées seulement par des
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plans diamétraux el par des sections droites du cylindre; le profil développé de l'un des deux manchons est alors indiqué par la ^^. i3i.
"U^JIJ"
Dans l'embrayage à cAnes de friction, l'un des manchons porte un tronc de cAne creux, à angle au sommet suffisamment aigu, et l'autre un tronc de cdne convexe de même angle au sommet, pouvant entrer incomplètement dans la surface creuse. Lorsque ces deux surfaces sont rapprochées et suffisamment serrées l'une contre l'autre par la fourche d'embrayage, elles ne glissent pas et s'entratnent au contraire réciproquement, dans un sens comme dans l'autre. Toutefois, le glissement se produit et la solidarité cesse quand la résistance opposée à l'un des arbres devient accidentellement trop grande. Mais cela peut être parfois avantageux; des manchons dentés se hriseraienl sous une trop grande pression mutuelle des dents, tandis que les cônes glisseront jusqu'à ce que la résistance anormale ail disparu.
La fourche d'embrayage qui sert à rapprocher les deux
Fig. ,3,.
manchons peut également servir à les séparer. Quand on veut, en cas d'accident, avoir la faculté de désembrayer pour ainsi dire instantanément, on fait en sorte que les deux manchons rapprochés laissent encore entre eux, dans une partie eité-
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rieure à leurs dents, une espèce de fente à largeur variable {fig. iSa). Sur la plus grande partie du pourtour, celle largeur excède la longueur des dents, et sur le reste elle diminue progressivement jusqu'à devenir nulle. Sur l'un des manchons, la fente est d'ailleurs limitée par le plan d*une section droite, la réduction de largeur s'opère par une surface inclinée adhérente à l'autre manchon. A l'instant où Ton veut désembrayer, on pousse dans la fente une forte lige de fer maintenue entre des guides fixes; par l'efTet même de U rotation, la surface inclinée vient presser sur cet obstacle, ce qui opère la séparation voulue, en un temps moindre que celui d'un tour entier.
(6) Combinaisons d'un manchon d'embrayage avec une ou deux roues dentées folles sur leur axe. — Une roue dentée folle sur son arbre, ou deux roues dentées voisines portées
Fig. i33.
par le môme arbre, peuvent être calées quand on le veut, au moyen d'un manchon d'embrayage calé lui-même sur l'arbre, mais susceptible de glisser longitudinalement, de manière à faire entrer ses dents saillantes dans des creux pratiqués sur le corps des roues dentées. S'il y a une seule roue dentée qui puisse devenir solidaire avec le manchon, comme dans la fig, i33, on aura ainsi le moyen d'établir ou de faire cesser alternativement la communication du mouvement entre deux arbres a et b. Le second porte une roue calée qui engrèD« avec une roue folle sur l'arbre a; cette seconde roue tourne indépendamment de son arbre quand le manchon n'étabiiipa^
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la solidarité; et, dans le cas contraire, elle l'entraîne ou est
entraînée par lui.
Dans \difig» 1 34 on a supposé sur Tarbre a deux roues folies
Fig. i3{.
et dans leur intervalle un manchon calé, mais pouvant toujours glisser dans le sens longitudinal. Suivant qu'on le pousse
Fig. i35.
à droite ou à gauche, il cale l'une ou l'autre des deux roues sur l'arbre; dans une position intermédiaire, il les laisse toutes
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deux non calées. On voit par conséquent qu'on a la facalté, ou de ne pas établir la communication de mouvement entré les arbres a et bj ou, si on l'établit, d'avoir deux rapports différents entre les vitesses angulaires, suivant celle des deox roues qu'on aura calée sur l'arbre a. D'ailleurs cette combinaison ne change pas le sens de la vitesse angulaire pour l'arbre mené, quand l'arbre conducteur tourne toujours dans le même sens.
Les/ig, i35 et i36 représentent des combinaisons dans lesquelles, au contraire, l'arbre mené tourne alternativemeDt
Fig. i36.
dans les deux sens opposés, suivant la position du manchon, la rotation restant toujours dans le même sens pour la roue menante. Dans l'appareil de la Jig. i35 la roue conique de l'arbre b détermine, pour les deux roues avec lesquelles elle engrène, deux rotations égales entre elles et de sens contraires. L'arbre a participe à l'une des deux ou à aucune, d'après la situation du manchon. La même chose a lieu dans l'appareil de layî^. i36, sauf cette différence que les deui roues de l'arbre a ont des vitesses angulaires inégales, ma's toujours de sens opposés.
80. Embrayage d'une roue dentée par le glissement long^' tudinal de son axe, — L'arbre glissant a {/ig. 137) porte deux
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gorges dans Tune desquelles s'engage un levier d'arrêt c. Dans le cas de la figure, il n'y a pas communication entre les deux arbres a, b; si l'on veut embrayer, on soulève le levier d'arrêt, on pousse l'arbre a vers la gauche et l'on fait retomber
Fig. 137.
Fig. i38.
le levier d'arrêt dans la seconde gorge, dont l'emplacement est tel que les roues dentées, toutes deux calées sur leurs arbres, se trouvent alors en prise.
81. Embrayage des rouleaux de friction, — Quand un rouleau defriction doit mener un autre rouleau ou une tige guidée, on a un moyen bien simple d'établir ou de faire cesser la communication de mouvement; il suffît de faire naître ou cesser la pression mutuelle, moyennant laquelle le glissement est empêché. Pour cela, on se sert d'un levier qu'on manœuvre à la main.
Par exemple, dans la ^g» i38, l'un des rouleaux est mobile autour d'un axe fixe 0, l'autre mobile autour d'un axe 0', faisant corps avec un levier pouvant tourner autour de l'axe fixe A. On serre les rouleaux l'un contre l'autre en tirant une corde EDC qui passe sur une poulie de renvoi; alors le mouvement de l'arbre 0 se communique à 0'. Quand on veut laisser 0' immobile, on abandonne la corde, le levier retombe sur l'arrêt B et le contact des rouleaux cesse.
fâ. Embrayage de poulies avec courroies sans fin. — Lorsqu'un arbre est mis en mouvement par une courroie sans
Fig. 139.
fin passant sur une poulie ou sur un tambour, on peut em* ployer deux moyens pour embrayer ou déserabrayer.
Le premier moyen consiste à tendre ou détendre la courroie. Pour y arriver, on peut, par exemple, éloigner ou rapprocher Tarbre de celui qui lui communique le mouvement, en agissant sur un levier. Ou bien encore on exercera, pour embrayer, une pression vers le milieu d'un des brins de la courroie, par l'intermédiaire d'un rouleau dit tendeur, placé
au bout d'un levier {^g. iSg). On désembraye en faisant cesser la pression.
Le second moyen consiste à faire passer la courroie sur la poulie ou à l'en faire sortir, en poussant la première avec un levier terminé par une fourche, entre les branches de laquelle elle doit passer. Pour que la courroie ne cesse pas d'être tendue quand on la fait sortir de la poulie etqu'oa puisse aisément la remettre en place, on la fait alors passer sur une poulie d'égale dimension, placée à côté de la première sur le même arbre, mais folle sur celui-ci, de manière qu'elle tourne sans l'entraîner.
La fourche d'embrayage doit se placer près de Tune des deux poulies soutenant la courroie et sur celui des deuxbrios qui va s'enrouler; l'expérience montre que cette précaution est nécessaire pour que la courroie ne sorte pas des poulieSi
83. Changement de la vitesse angulaire d'un arbre mu par une courroie sans fin. — Nous nous bornerons à ciiei deux exemples par lesquels on peut atteindre ce but. Supposons d'abord les arbres a, a' parallèles {fig. i4o); l'arbre û porte un certain nombre de poulies calées, trois par exempICi ayant les rayons /-q, Tj, r,; l'arbre a' porte trois poulies co^ respondantes, également calées, ayant des rayons r\y r'p r,, tels qu'on ait
rj=:r,
Une courroie sans fin passe sur deux poulies correspondantes, et, au moyen d'une fourche ou autre système équiva-
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lent, on peut employer Tune ou l'autre des trois paires de poulies. On obtient ainsi successivement, pour le rapport entre la vitesse angulaire de a et celle de a\ les valeurs
To
La précaution qu'on a prise, d'avoir toujours la même somme pour les rayons des deux poulies correspondantes, fait que le développement total de la courroie qui les embrasse ne change pas, et de cette manière la courroie demeure toujours convenablement tendue, pourvu cependant que les arbres soient assez éloignés l'un de l'autre et qu'on puisse regarder les brins comme sensiblement parallèles dans l'intervalle de leurs points de contact avec les poulies. Ce système prend le nom de poulies alternes.
Fig. i4o.
Fip. i'|i,
Le système suivant réunit, en quelque sorte, une infinité de poulies alternes. Les arbres parallèles a, a! {fig, it\i) portent deux troncs de cônes égaux, dont les bases sont dans les mêmes plans, mais qui sont disposés à l'inverse l'un de l'autre. D'après cela les droites AB, A'B' font avec les axes des angles alternes internes égaux et sont par conséquent parallèles, de sorte que la condition ci-dessus posée pour la somme des rayons se trouve remplie. La courroie passe dans un œillet pratiqué sur une tige guidée; en poussant cette tige, on amènera la courroie dans une position quelconque entre les plans
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AA' et BB'. Si l'on nomme /-g et r, les rayons des bases des troncs de c6ne, le rapport des vitesses angulaires pourra varier entre les limites -ï et — ■ /■, r,
81^. Déclics. ~ On donne ce nom à certaines combinaisoiis de pièces solides et de ressorts, au moyen desquels on produii un mouvement ou un arrêt brusque. Nous nous contenterous d'en donner un exemple : c'est celui de la machine connue sous le nom de sonnette à déclic, qui sert à enfoncer les pilotis dans le sol.
Un corps pesant, qu'on nomme le mouton, assujetti à glisser verticalement entre des guides, est élevé à une certaine h»uteur par une corde passant sur une poulie; celte corde est tirée par un moyen quelconque, par exemple en l'enroulant sur un treuil que des hommes font tourner. Quand le mouton arrive à son maximum d'élévation, il s'agit de le faire retomber sans que le treuil revienne en arrière, car ce retour sérail dangereux pour la machine el pour les hommes chargés delà manœuvrer. A cet effet, le mouton Fis- 'iî- est suspendu à la corde par une pince
j a deux branches {fig. Kjal, qui enlrenl dans une boucle. Deux ressorts a, a, pressant sur ces branches, les tiennent ouvertes à leur partie supérieure el empêchent leursextrémilés inférieures de sortir de la boucle. Mais, è l'insltinl oh ce système atteint la hauteur lîmiie où il doit monter, les parties supérieures des branches de la pince entrent dans une ouverture fixe progressivement rétrécie, qui les oblige 1 se rapprocher malgré l'action des res- . - sorts; les extrémités qui entrent dans la boucle fixée au mouton s'écartent alors et laissent retomber celui-ci. On déroule ensuite la corde du treuil; la pince, arrivant sur le mouton, entre de nouveau dans la boucle, cl l'on recommence l'opération autant de fois que cela est nécessaire.
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S VU. — Appareils destinés à Tobsenration d'un mouvement.
85. Observation directe de certains mouvements particu-tiers, — Lorsqu'un point se meut en décrivant une trajectoire connue, on peut, si son mouvement est suffisamment lent, observer directement les époques auxquelles il atteint un certain nombre de repères établis d'avance sur cette trajectoire. Un premier observateur signalera le passage, un autre pourra compter à haute voix les battements d'un pendule, un troisième inscrira les numéros répondant au passage devant chaque repère. On aura ainsi les valeurs corrélatives du temps et de l'espace parcouru ; on pourra ensuite chercher une formule analytique donnant le mieux possible l'un en fonction de l'autre, ou bien on construira par points la courbe représentative du mouvement (n*5), d'où l'on déduira ses propriétés essentielles.
S'il s'agit d'un mouvement rapide, mais qu'on puisse regarder comme uniforme pendant un temps suffisamment long, il est toujours facile d'obtenir sa vitesse moyenne pour un parcours donné. C'est ainsi qu'on connaît la vitesse d'une voiture ou d'un train de chemin de fer, en constatant, au moyen d'une montre à secondes, le temps écoulé pour franchir une distance connue , par exemple celle de deux bornes kilométriques consécutives. De même on mesure la vitesse moyenne de la rotation d'un arbre en comptant le nombre de tours qu'il a faits pendant un temps déterminé, plus ou moins long; si N est ce nombre etT le temps correspondant exprimé
en secondes, la vitesse angulaire moyenne sera — fît-j conformément à la définition de la vitesse angulaire d'un solide tournant (n* 21).
Pour faire commodément le comptage du nombre N, on emploie un instrument nommé compteur^ dont voici la disposition générale. L'arbre dont il s'agit de compter les tours est muni d'une pièce saillante ou doigt qui, à chaque révolution, fait avancer d'une seule dent une roue d'engrenage montée sur un arbre parallèle; de même cette roue fait avancer d'une dent, à chaque tour, une seconde roue; celle-ci fait avancer
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une troisième, et ainsi de suite. Toutes ces roues ont chacune dix dents; en outre, chaque roue porte sur un cadran, mobile avec elle, les dix chiffres o, 1,2, 3, 4» ^9 ^9 7» ^» 9> également espacés, et, chaque fois que la roue avance d'une division, un de ces chiffres remplace le précédent en face d'une fenèire qui permet de le lire seul, tous les autres restant couverts par une plaque métallique. Au commencement de l'opération, le chiffre o paraît à toutes les fenêtres; pour moins de dix tours de l'arbre principal, la première roue seule a marché, et elle montre un chiffre significatif qui en donne le nombre; pour un nombre compris entre dix et cent, la seconde roue indiquera le nombre des dizaines et la première les unités excédantes; les centaines apparaîtront ensuite i la fenêtre de la troisième roue, les mille à celle de la quatrième, etc. Les fenêtres forment une ligne horizontale, sur laquelle les unités des divers ordres se succèdent avec la même disposition que dans l'écriture ou l'impression; il suffit par conséquent de lire le nombre écrit ou imprimé par les chiffres visibles aux fenêtres pour avoir le nombre de tours demandé, autant du moins qu'il ne dépassera pas le nombre maximum pour lequel le compteur a été construit, c'està-dire 10"— I, si n représente le nombre de roues à dix divisions qu'on y a fait entrer.
86. Appareil de Groshert et Mattei, pour mesurer la vitesse d'une balle de fusil, — Cet appareil consiste en un tambour cylindrique horizontal, à fonds de papier, animé d'un mouvement de rotation uniforme autour de son axe de Ggure. Une balle lancée parallèlement à cet axe avec unevi-
tesse V met un temps - à parcourir la distance /entre les deux
fonds. D'un autre côté, si u> désigne la vitesse angulaire du tambour et « l'angle entre les deux rayons aboutissant aux trous laissés par la balle dans les fonds de papier, ce même
temps s'exprimera aussi par — ; donc
- z= , d ou i^ = — .
Si l'on connaît w et / par des mesures préalables, Tobserva-
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lion de Tangle « suffira pour calculer la vitesse v du projectile.
87. Pendule électrobalistique du commandant Martin de Brettes. — L'appareil comprend : i** un pendule terminé par une pointe de fer qui se meut dans un plan très voisin d'une feuille de papier recouvrant une feuille de cuivre; a*» deux cibles parallèles, formées chacune d'un fil métallique très fin dessinant un réseau qui sera nécessairement coupé par une balle, dans son passage à travers la cible, de manière à intercepter en même temps un courant d'induction produit dans ce Gl.
Au commencement de l'expérience, le pendule est maintenu hors de sa position naturelle d'équilibre par un électroaimant contre lequel il est appliqué au moyen d'une petite armature en fer doux. Quand le chien du fusil s'abat, on s'arrange pour qu'il interrompe le courant de l'électro-aimant; alors le pendule commence à se mouvoir, et en môme temps une étincelle partant de la pointe laisse sur la feuille de papier une trace nettement visible, qui indique son point de départ. La balle traverse ensuite successivement les deux cibles; à son passage, elle brise le ^\\ de la cible traversée, coupe le courant électrique de ce fil et détermine encore une étincelle qui imprime sur la feuille de papier la position contemporaine de la pointe du pendule.
Connaissant le point de départ du pendule, on peut déterminer son mouvement comme nous le verrons plus tard; on peut donc connaître le temps employé par la pointe à parcourir l'intervalle entre les étincelles produites lors de la traversée des deux cibles, c'est-à-dire le temps que la balle a mis pour franchir la distance de la première cible à la seconde, d'où l'on déduit sa vitesse moyenne pendant ce trajet.
Nous parlerons encore, dans la quatrième Partie du Cours, d'un autre moyen pour mesurer la vitesse des projectiles.
88. Appareil du général Morin pour observer la chute des corps pesants, — Nous allons maintenant décrire divers appareils au moyen desquels on fait tracer par le corps mobile une courbe, qui sert ensuite à déterminer les lois du mouvement de ce corps. Le premier dont nous avons à parler a été imaginé
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par le général Horin pour établir expérimentalement les lois de la chute verticale des corps pesants.
Le corps abandonné à l'action de la gravité est guidé de manière à prendre une translation verticale, avec aussi peo de frottement que possible. Il porte un crayon ou un pinceau qui, pendant la chute, laisse une trace sur une feuille de papier enroulée autour d'un cylindre vertical. Si ce cylindre était immobile, la pointe du crayon parcourrait la génératrice en regard de laquelle elle se trouve quand la chute commence ; mais, comme on a communiqué une rotation uniforme au cylindre, à Taide d'un mouvement d'horlogerie, les génératrices qui viennent successivement se placer sous la pointe traçante sont à des distances de la génératrice initiale uniformément variables avec le temps. Si donc on développe la feuille de papier sur un plan, à la fin de l'opération, la pointe aura marqué une courbe AqAAi {Jig. i43) qwi» en prenant pour axes des a: et des y le développement de la section droite et la génératrice passant par la position initiale A|, aura ses abscisses AoP proportionnelles au temps et ses ordonnées AP égales aux espaces parcourus depuis Aq. Ce sera la courbe représentative du mouvement, conformément à la définition du n* 5. Désignons par
w la vitesse angulaire du cylindre ;
r son rayon, y compris l'épaisseur de la feuille de papier qu'il
porte; Xy y les coordonnées du point A ; t le temps employé par la pointe traçante à venir de A^enA
sur sa trajectoire relative.
L'expérience prouve que la courbe AqA Aj est une parabole.
Si le corps a été abandonné sans vitesse initiale, le somfflel
de cette parabole sera en Aq, et son équation pourra se mettre
sous la forme
en nommant p une longueur constante. D'un autre côté, la
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vitesse à la surface du papier étant w/-, la longueur AoP.=:^ de papier qui a passé devant la pointe pendant le temps ù s'exprime par
xzzziùrt.
De ces deux équations on déduit celle du mouvement rectiligne du corps
lo'r*
ce qui montre que ce mouvement est uniformément varié et que son accélération a pour valeur (n* 6).
89. Appareil à bande de papier d'Eytelwein. — Cet appareil a été employé par son auteur pour mettre en évidence la loi d*un mouvement rectiligne oscillatoire. Le corps en mouvement esty comme dans Tappareil du général Morin, muni d'un crayon ou d'un pinceau, dont la pointe laisse une trace sur une feuille de papier animée d'un mouvement de translation uniforme, dans une direction perpendiculaire au déplacement à observer. Supposons qu'au commencement de l'expérience la pointe soit en Ao (Jig* i44); si le papier était immobile, elle tracerait la ligne droite A©/ qu'elle parcourt; mais, comme le papier se dé- ,,
place, la distance de la pointe à celte droite varie uniformément avec le temps. Nous prendrons cette droite pour axe des ordonnées et nous compterons les alDscisses suivant une perpendiculaire Af^x menée par la position initiale : on voit alors que la courbe tracée sur le papier sera une courbe représentative du mouvement, suivant les conventions du n« 5. Cette courbe fera connaître l'espace parcouru à une époque quelconque; elle permettra aussi d'avoir la vitesse et l'accélération du corps mobile, pourvu qu'on donne, bien entendu, la vitesse v du papier, qui représente l'unité de temps comptée suivant l'axe des abscisses.
Voici maintenant comment on s'y prend pour donner au
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papier qui passe sous la pointe traçanle une vitesse invariable en grandeur et direction. Le papier, primitivement enroulé sur un cylindre A ^fig. i45), se déroule pour passer sur un cylindre C, auquel on donne un mouvement de rotation dans le sens de la flèche. Dans Tintervalle, le papier touche simplement un cylindre B qui lui sert d'appui, en regard de b pointe, afln d'obtenir une trace suffisamment nette. 11 faui remarquer que le rayon du cylindre C va sans cesse en aug-
Fig. 145.
mentant, à cause des épaisseurs de papier qui se superposent successivement; si donc la rotation de ce cylindre était uniforme, on n'aurait pas atteint le but, car la vitesse à sa circonférence, égale à celle que possède le papier, varierail proportionnellement au rayoA et prendrait, par conséquenl. des valeurs croissantes. 11 faut donc s'arranger pour faire décroître la vitesse angulaire de C en raison inverse, afin que son produit par le rayon ne change pas. A cet effet, C se prolonge par un tronc de cône D, qu'on nomme /««eV, faisant corps avec lui et tournant autour de leur axe commun; sur ce tronc de cône est enroulé un fil attaché vers la grande base, faisant un nombre de tours égal à celui des épaisseurs de papier qui doivent se placer sur le cylindre G et venant enfuis^ détacher vers la petite base, pour s'enrouler sur un cylindre Et
auquel un mouvement d'horlogerie donne une rotation uni-
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forme. Il Taut en oulre placer ce dernier cylindre assez loin de la fusée, pour que la longueur de cordon comprise entre ses deux poînls de contacl avec E ei D reste sensiblement invariable. La vitesse angulaire du système CD est alors en raison inverse du rayon sur lequel s'opère à chaque instant le déroulement du fit, et cette observation conduit sans peine à la solution du problème.
Soient en effet i' la vitesse constante et donnée du fil, égale au produit de la
vitesse angulaire du cylindre E par son rayon, si le rayon du
fil est supposé négligeable; V la vitesse du papier; r le rayon sur lequel se fait le déroulement du fil quittant la
fusée quand celle-ci a fait i tours ; r, la valeur initiale de r quand la fusée commence à tourner; R le rayon correspondant à r, sur lequel s'enroule le papier; It, sa valeur initiale répondant à r„; n le nombre toial de tours quand l'enroulement du papier sur
le cylindre C et le déroulement du fil de la fusée sont ter-
'■„ Ri les valeurs correspondantes de r et de R.
Puisque n épaisseurs de papier superposées ont produit l'accroissement R|— Rg du rayon R, on aura, après i tours seulement,
Le rayon r augmente de même d'une quantité constante à chaque tour, et l'on a
Ces deux équations font d'abord connaître — en fonction de - > quand les rayons extrêmes sont donnés, et l'on en conclurait sans peine la vitesse V du papier, car la vitesse angulaire de la fusée et du cylindre C est -, d'où résulte
Il suffit donc de s'arranger pour rendre constant le rapport -;
or si, en établissant Tappareil, on choisit les rayons extrêmes Ri, Ro, r„ r<,, de manière à vérifier l'égalité
Ro /'o
alors -- devient indépendant de - et conserve la valeur constante ~; par suite, la vitesse V du papier reste toujours
égale au produit de (^ par ce rapport.
90. Appareil à disque tournant de Poncelet. — L'appareiJ de Poncelet peut servir à déterminer expérimentalement la loi du mouvement de rotation d'un arbre tournant. Il consiste en un plateau circulaire, perpendiculaire et concentrique à Taxe de rotation 0 {fig. i46), et solidaire avec l'arbre, dont il partage le mouvement. Un crayon ou un pinceau reçoit, par p. j/g l'action d'un mouvement d'horlogerie,
une rotation uniforme autour d'un axe parallèle 0', et sa pointe tracerait sur le plateau le cercle O'Ao, si le plateau restait immobile. Mais, cette immobilité n'existant pas, la pointe tracera une autre courbe telle que AoAÂi, dont on peut déduire la loi de rotation de l'arbre. Considérons, en effet, l'instant où la pointe occppe la position A' sur sa trajectoire absolue. Tous les points du plateau qui ont pu se trouver sous la pointe, à cet instant, sont sur une circonférence décrite de 0 comme centre avec 0 A' pour rayon ; si donc on décrit cette circonférence, le point A où elle coupe la trajectoire relative AqAAi sera celui que la pointe a marqué sur le plateau lorsqu'elle était réellement en A'. Supposons encore qu'on prenne pour origine du temps l'époque où la pointe était en A©, point commun à ces trajectoires absolue et relative. Alors le temps ^, employé par elle pour aller de Aq en A', sera indiqué par l'angle AqO'A', qui lui est proportionnel, puisqu'elle tourne uni-
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formément autour de 0'; pendant ce temps le plateau a dû tourner de Tangle A'OA^ puisque le point A s'est substitué au point A' sous la pointe.
En répétant un certain nombre de fois la môme construction, on connaîtra les angles décrits par le plateau pour autant de valeurs de t qu'on le voudra.
La courbe AqAA, permet aussi de trouver, par une construction géométrique, la vitesse angulaire du plateau à l'époque ^ On connaît la vitesse absolue v de la pointe; on connaît aussi sa direction, qui est perpendiculaire à O'A'. Or la vitesse relative v' en A est dirigée suivant la tangente à la courbe, et la vitesse d'entraînement (^ suivant la perpendiculaire à OA; donc si, après avoir ramené ces deux droites à passer en A' par une rotation AOA' autour de 0, on décompose la vitesse v suivant leurs deux directions, on aura r' et v\ d'où
Ton déduira la vitesse angulaire en prenant le quotient -=.- •
Au lieu de faire tourner uniformément le pinceau ou crayon, nn aurait pu tout aussi bien le rendre solidaire avec l'arbre dont on veut étudier la rotation et donner au plateau un mouvement uniforme. L'angle AOA' ferait alors connaître le lemps t pendant lequel la pointe aurait tourné de l'angle AoO'A'. La construction géométrique de la vitesse angulaire devrait aussi subir une légère modification, bien facile à voir; on connaîtrait, pour le point A' de l'arbre, la direction des vitesses absolue, relative et d'entraînement, mais ce serait la dernière (au lieu de la première) qui serait donnée en grandeur.
91. Emploi du diapason pour contrôler V uniformité d*un mouvement de rotation. — Les mouvements d'horlogerie ne donnent pas des rotations parfaitement uniformes; pour reconnaître et corriger les erreurs qui en résulteraient, Wer- Iheim a employé le procédé suivant. Un plateau métallique, mû par le mouvement d'horlogerie, est recouvert d'une légère couche de noir de fumée; un diapason exécute ses vibrations dans un plan parallèle au plan du plateau, et une pointe fixée à l'une des branches marque sa trace sur celui-ci. Le diapason est placé de manière que la pointe oscille suivant un rayon
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du plateau quand il est en repos; mais, quand il est en moovement, la pointe trace une courbe ondulée {fig. i47)- Les maxima et minima des rayons vecteurs de cette courbe, issas du centre 0, répondent au commencement et à la fin des oscillations; vu risochronisme du mouvetnent vibratoire, il faut toujours le même temps pour aller d*un maximum au suivant. Ce temps est d'ailleurs très
FIg. 147.
SS^'^-L
petit, -^ de seconde, par exemple.
En mesurant les angles compris entre ces rayons maxima, on connaîtra dooc le déplacement angulaire du plateau pendant une série d'intervalles égaux
chacun à —^ de seconde ; et si Ton admet que le mouvement du plateau puisse être considéré comme uniforme dans un de ces intervalles, on pourra diviser Tangle correspondant en dix parties égales, et avoir les déplacements du plateau
pour des temps égaux à
25oo
de seconde. La subdivision a
môme été poussée plus loin par le commandant Scbultz, à l'aide d'un micromètre et d'un microscope.
Il faut avoir soin de donner au plateau une vitesse suffisante pour que Tangle décrit pendant une vibration du diapason ne descende pas à un degré de petitesse qui en rendrait la mesure trop difficile.
CHAPITRE PREMIER
PHÉLtlIINAinES SUR LES FURCUS KT LEL'R
S I. — Principes fondamentaux et conBequences imin qui B'en déduisant.
9i. Définition d' un point matériel. — On donne 1 point matériel à un corps de dimensions assez pel qu'on puisse regarder comme confondues entre ell les trajectoires des points géométriques renfermés volume. Tous les corps sont décomposables par la { éléments infiniment petils, dont chacun peut être i un point matériel.
Cette définition semble faire du point matériel u raison, car on sait bien que les corps de la nature décomposables en parlicules extrêmement ténues, pas susceptibles de se diviser à l'infini. Mais nous d rons plus tard qu'il existe dans un système maté: conque un point dont le mouvement est le même qu la matière du système y était condensée; en ne co que ce point, un corps de dimensions quelconques. Soleil ou un astre encore beaucoup plus volumineux un simple point matériel. La notion du point matéri ainsi ce qu'elle parait avoir d'un pou abstrait au abord. Elle est d'ailleurs fort utile en ce qu'elle p simpliQer le problème, très compliqué, consistant :
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le mouvement d'un corps sous l'action de causes données; après avoir négligé les dimensions du corps et s'être ainsi fait une idée de son déplacement dans son ensemble, on pourra reprendre la question pour voir comment se meuvent individuellement les diverses parties qui composent le tout.
Cette définition étant donnée» nous pouvons aborder l'étude des principes fondamentaux sur lesquels repose la Dynamique, non seulement du point matériel, mais aussi celle des systèmes de points et, par conséquent, des corps absolument quelconques. Ces principes, au nombre de trois, ne sont pas actuellement susceptibles de se démontrer par le raisonnement et ils ne se prêtent guère à une vérification expérimentale immédiate : ce sont des postulata admis a priori, et que l'on regarde comme suffisamment justifiés par l'exactitude des conséquences plus ou moins éloignées qu'on en déduit par des raisonnements rigoureux.
93. Premier principe : Inertie de la matière. — Ce principe consiste en ce qu'un point matériel libre ne peut, de luimême et sans l'intervention d'une cause extérieure, passerdu repos au mouvement ou changer le mouvement qu'il aurait précédemment reçu. Si aucune cause extérieure n'agit sur un point, ce point, supposé d'abord immobile, persiste indéfiniment dans çon immobilité; si, par l'effet d'une cause extérieure, il a pris un mouvement et qu'à partir d'un certain instant cette cause cesse d'agii*, le mouvement ne se modiûera plus à partir du même instant et conservera toujours la même vitesse en grandeur, direction et sens, de sorte qu'il sera rectiligne et uniforme.
On nomme force la cause dont il s'agit, en vertu de laquelle un point matériel libre cesse de persister dans l'immobilité ou dans le mouvement rectiligne et uniforme.
94.. Des forces et de leur mesure, — L'expérience de tous les jours nous rend familière la notion de diverses forces. Ainsi, nous savons que les corps abandonnés à eux-mêmes au-dessus du sol tombent en obéissant à l'action de leur poids; que l'homme et les animaux développent des forces et communiquent le mouvement par la contraction de leurs muscles;
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nous connaissons aussi les forces produites par les courants liquides ou gazeux, par Télectricité, le magnétisme, l'élasticité, etc. Malgré la diversité de leurs origines, toutes ces forces, et celles que Ton pourrait énumérer encore, ne se distinguent pas au point de vue de la Dynamique; nous y voyons toujours, conformément à la défînition ci-dessus donnée (n'» 93), des causes capables de modifier l'état de repos ou de mouvement d'un point matériel, et émanées de corps extérieurs à ce point.
Une force, quelle que soit sa grandeur, agissant sur un point matériel libre et primitivement immobile, le met toujours en mouvement; mais le contraire peut avoir lieu si le point est soumis à des obstacles, car de ces obstacles peut naître une autre force capable d'annuler l'effet de la première. Par exemple, un point pesant suspendu à un fil de direction verticale, ou placé sur un plan horizontal fixe, ne pèse pas moins et éprouve toujours l'action de son poids; néanmoins il ne tombe pas, parce que le fil ou le plan de support donne naissance à une force égale qui agit contrairement à la première. La force exercée sur le point matériel en vertu de la pesanteur ne le met plus en mouvement, mais elle produit alors un autre effet; elle fait éprouver à l'obstacle ce qu'on nomme, suivant les cas, une tension ou une pression. Dans les exemples que nous venons de donner, on dit que le fil est tendu et que la table est pressée.
Il y a plusieurs choses à distinguer dans une force, savoir :
1* Son point d'application; on nomme ainsi le point matériel sur lequel elle agit ;
2" 5a direction et son sens; par définition, la direction et le sens d'une force sont les mômes que ceux du mouvement communiqué par elle à son point d'application, en supposant celui-ci parfaitement libre et en repos initial;
3<» Son intensité; nous savons bien clairement qu'une force est susceptible d'augmentation et de diminution, que c'est par conséquent une grandeur capable de se traduire en nombres, au moyen d'une unité conventionnelle; la grandeur d'une force se nomme ordinairement son intensité.
Nous n'avons pas l'intention de faire connaître ici les meilleurs procédés pratiques pour évaluer les intensités des forces
naturelles; mais il importe de faire concevoir nettement U possibilité de cette évaluation, aOn que nous soyons autorisés à soumettre les forces au calcul et à les faire entrer dans les formules analytiques, avec autant de raison que les longueurs, les temps, les vitesses et généralement toutes les quantités capables de s'exprimer par des nombres. Nous raisonnerons d'abord sur les poids des corps, et nous étendrons ensuite ce que nous en aurons dit à des forces d*origine quelconque.
Lorsqu'un corps pesant est empêché par un obstacle de se mettre en mouvement sous l'action de son poids, on a vu que ce poids, ne produisant plus de mouvement, engendre une tension ou pression sur Tobstacle. La tension ou pression produit à son tour sur cet obstacle un effet particulier, souvent insensible à Tœil à cause de sa petitesse, et dans d*autres circonstances parfaitement visible et mesurable avec exactitude : cet effet consiste en une certaine déformation ou altération des dimensions primitives. Supposons, par exemple, que l'obstacle soit une lame d'acier suffisamment flexible, placée horizontalement et encastrée dans un mur par l'une de ses extrémités; un cot*ps suspendu à l'autre bout détermine un abaissement notable de son point d'attache. Cela posé, on peut prendre pour unité le poids d'un corps déterminé (A); tout autre corps qui, attaché à l'extrémité de la lame d'acier, produira le môme abaissement, aura également une intensité exprimée par i, puisqu'il produit le môme effet que (A) dans les mômes circonstances. On se procurerait ainsi aulanl de poids qu'on le voudrait, ayant l'intensité i; réunissant ensuite en un seul corps 2, 3, 4, • • . de ces poids égaux, on formerait des poids qu'on regarderait, par définition, comme ayant les intensités a, 3, 4> •••• Inversement on peut imaginer le corps (A) subdivisé en un nombre k de parties B ayant des poids égaux, l'égalité se constatant toujours par l'identité de la flexion produite sur la lame d'acier; chacun de
ces k poids aurait l'intensité -r' Maintenant, si l'on veut obtenir l'intensité P du poids d'un corps (C) quelconque, après avoir constaté la flexion qu'il produit sur la lame d'acier, on fera naître une flexion identique en suspendant un corps formé de m corps égaux à (A) et de n corps égaux à B, w
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et n désignant dos nombres entiers obtenus par un tit ment expérimental. On aurait alors
et, si ^ est suffisamment grand, on aura par ce moyc mesure de P tJiéoriquemenl aussi exacte qu'on voudra
L'expérience monlre que la flexion produite par un corps sur une même lame n'est pas la même dans 1 dans le vide; elle varie aussi avec la latitude du lieu de ralion et sa hauteur au-dessus du niveau de la mer. donc, pour donner une définition précise de l'unité de indiquer non seulement le corps dont on prend le poid unité, mais aussi l'existence du vide ou d'une almoi autour de ce corps et le lieu où il est supposé plai France, l'unité ordinairement adoptée est le poids d'ur mèlrc cube d'eau distillée à la température de ^",1, d vide, a Paris et au niveau de la mer. On sait que ce p( nomme le kilogramme. On emploie également les sou liples de dix en dix fois plus petits dont tout le mondi naît les noms. Pour les poids considérables, on fait usi /fuintal métrique, valant too^s, ou de la tonne, qui e 1000. Les variations du poids d'un même corps, suiva circonstances dontnous venons de parler, sontd'aillcur petites, et on les néglige ordinairement dans les questi .Mécanique usuelle.
Lorsqu'il s'agit d'une force aulre qu'un poî Is, on pet f'iiicr qu'on atlacbe son point d'application à l'cxIi d'une lame élastique disposée perpendiculairement à rection de la Torce, de manière à empêcher le mouvcm ce point et à produire une certaine déformation. Si 1' termine ensuite la même dérormulion au moyen d'uti ailaclié au mémo point et agissant encore dans lu dir perpendiculaire à la lame, on regardera ce poids c possédant la même intensité que lu force; celle-ci sera tout aussi bien que le poids, exprimable par un c nombre eiilior ou fractionnaire do kilogrammes.
On représente souvent les forces par des lignes droit porte, à partir tlu point d'application de chaque fore
DECXifaU PAITII. — CHAPITIE niESm.
droite de même direction et de même sens, faisant de plos connaître par sa longueur l'intensité de cette force.
95. Deuxièxe PII5CIPB : Égalité de l'action et de la réaction. — Toute force agissant sur un point matériel A émane d'an autre point matériel B; en même temps B est soumis à Faction d'une force émanée de A. Ces deux forces sont égales et contraires et dirigées suivant la droite AB; elles constiloenl ce qu'on appelle V action et la réaction; on dit qu'elles soat attractives ou répulsives, suivant qu'elles tendent à rapprocher les deux points l'un de l'autre ou à les éloigner.
On doit à Newton l'introduction de ce principe dans la Science.
96. TaoïsifeSB principe : Loi de l'indépendance et de la composition des ejfets des forces sur un point matériel libre, pouvant posséder une vitesse antérieurement acquise. — Ce principe, dont la première notion est due à Galilée, se résume d'abord dans l'énoncé que voici :
Une force agit sur un point matériel libre, en mouvement et déjà soumis à d'autres forces, absolument comme elle agirait si elle était seule et si le point était en repos initial.
Mais il convient d'ajouter à cet énoncé quelques explications et commentaires pour en faire bien comprendre la signification. Supposons d'abord le point matériel libre A parcourant la trajectoire AqAA' {fig. i48), en vertu d'une vitesse initiale
('o et de l'action de diverses forces, F, F,, ... , Frt_i ; imaginons un système d'axes A^, A^*, kz se transportant parallèlement à eux-mêmes et dont l'origine coïncide toujours avec le point mobile A. Si Ton fail agir sur le point A une nouvelle force Frt, à partir de la position de Ao, il prendra un mouvement différent et ne restera plus en repos relatif par rapport au système d'axes; mais son mouvement par rapport à ce système, depuis l'époque où il se trouvait en
Kig. i48.
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AE,, sera celui qu'il aurait reçu, si la force F„ eût agi se sur lui, ce point étant pris sans vitesse initiale, dans la pc tion Ag.
Nous allons maintenant appliquer la proposition ainsi f mulée, en imaginant qu'on introduise successivement tou les forces qui agissent sur le point, ce qui va nous conduir un énoncé de forme différente, quoique équivalent pour fond. Alin de faciliter le langage, nous appellerons (M^) mouvement rectiligne et uniforme avec la vitesse vt; (i (H,), . ..,(Hn) les mouvements que le point matériel, d'ab< placé en Ao sans vitesse initiale, prendrait respectivement, vertu de chaque force F, F,, . . ., F„, agissant toute seule l'exclusion des autres.
Imaginons que le point possède en A, la vitesse Cq et ne s soumis à aucune force; alors (n" 93), cette vitesse devra conserver invariable et le point sera immobile par rappor un système d'axes (S,,), animé d'un mouvement de translati égal à (M,). Si nous faisons agir la force F, le point aura mouvement relatif (M) par rapport à (Sg); son mouvemt absolu résulterait donc de la composition du mouvement i latif (M) avec le mouvement d'entraînement (M«), et parce séquent le point serait immobile dans un système (S) anii d'une translation obtenue en composant (M,) avec (M). nous faisons ensuite agir la force F,, le mouvement absolu point résultera pareillement du mouvement relatif (M,), coi posé avec le mouvement d'entraînement de (S), ou bien ( qui revient au même), il sera immobile dans un système (S animé d'un mouvement de translation résultant des mouv menls (M,), (M), (M,), et ainsi de suite. En introduise toutes les forces les unes après les autres, jusqu'à F^ indu vement, on arriverait Tmalemeut à voir que le mouveme absolu du point, tel qu'il se produit réellement, résulte de composition des mouvements (Mo), (M), (M,), .,.,(M„),1 mouvements d'entraînement successifs étant tous considéi comme des translations. Conformément à la tliéorie des mo vemcnts composés d'un point (n°* 27, 28 et30), on conclut là les propositions suivantes :
Si un point libre, animé de la vitesse c, à l'époque t„, i sollicité, à partir de cette époque, par diverses forces, son o
placement absolu, pendant un temps quelconque t — t^ commençant à la même époque, sera la résultante ou somme géométrique des déplacements qui auraient lieu : i* e/i vertu de la seule vitesse Çq; a* en vertu de l'action de chaque force appliquée seule, pendant le même intervalle de temps et sans vitesse initiale,
La vitesse du point, à un instant quelconque de r intervalle t — tQfSera la résultante de (^^ et des vitesses qui auraient lieu à l'instant considéré dans les mouvements produits par V action isolée des diverses j or ces depuis V époque t^, chacune étant toujours supposée appliquée au point matériel primitii'ement en repos. Enfin V accélération totale absolue du point sera la résultante des accélérations totales dans ces mêmes mouvements produits par les forces agissant isolément (*).
Le principe de rindépendance et de la composition des effets des forces renferme plusieurs conséquences immédiates très importantes, que nous allons développer.
97. Mouvement produit sur un point matériel libre par une force constante en grandeur, direction et sens, — Supposons d'abord le point en repos initial, et considérons le temps comme partagé en éléments infiniment petits, dt^^dt^y dt^,,.. se succédant d'une manière continue et tous d'égale durée. Pendant l'un quelconque de ces éléments, si la force agissait sur le point partant du repos, elle lui communiquerait une certaine vitesse e, dans sa propre direction et son propre sens, et cette vitesse sera évidemment toujours la même, puisqu'elle est l'effet d'une môme cause placée dans des circonstances identiques. La vitesse aura donc la valeur £ à la fin du temps di^; pendant le temps dt^^ e peut être considéré comme vitesse initiale, devant se composer, en vertu du principe précédent, avec la vitesse égaleproduitepar laforce, ce qui donne en loui 2 £ à l'instant final de dt^; de môme nous aurons, au commencement du temps* â^^3, la vitesse initiale 2£ recevant pendant ce temps le même accroissement e, par l'effet de la force, en vertu du môme principe, de sorte que la vitesse sera devenue
(•) Dans la recherche de l'arcélération, le mouvement (M,) u'csl pas* considérer, il donnerait une composante nulle.
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3& à la fin de di^, et ainsi de suite. La répétition d'un raisonnement identique nous montrerait Taccroissement uniforme delà vitesse avec le temps; le mouvement dont il s*agit est donc uniformément varié. De plus il est rectiligne, parce que la vitesse, dont la valeur initiale est nulle, se forme uniquement par l'addition successive d'un certain nombre de ces accroissements e, ayant toujours la direction et le sens de la force : il n'y a donc pas variation dans la direction de la vitesse, propriété qui appartient exclusivement au mouvement rectiligne.
Soit / l'accroissement constant de la vitesse dans l'unité de temps, c'est-à-dire l'accélération du mouvement (n® 6); l'origine du temps étant supposée placée au commencement de l'action de la force, on aura pour valeur de la vitesse i^, à une époque quelconque,
et par suite, pour l'espace a^ parcouru pendant le même temps,
Supposons maintenant que le point possède déjà une vitesse initiale Vq de direction quelconque, à l'instant où commence l'action de la force. Prenons trois axes coordonnés dont l'origine coïncide avec la position initiale du point, l'axe des x avec la direction de la force, l'axe des / avec la vitesse ('o» ie troisième axe étant d'ailleurs quelconque (Jig. i49)-
Comme on vient de le voir, si la force agissait sur le point primitivement en repos, elle lui ferait parcourir dans le temps /,
suivant l'axe des x, une longueur OM' = - Je* ; d'autre part,
si la force était supprimée, la vitesse (^o subsistant seule, le point se déplacerait suivant l'axe des y et parcourrait dans le même temps t une longueur 0M' = v^t. D'après le principe de la composition des effets (n"" 96), on aura le déplace-
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ment absolu du point en prenant la résultante géométrique de ces deux déplacements partiels, c'est-à-dire qu'après le temps t le point aura passé de l'origine 0, position initiale, au sommet M du parallélogramme construit sur OM' etÔM*. On aura donc ses coordonnées en fonction du temps
L'élimination de t entre ces équations donne les équations de la trajectoire, savoir
On voit donc par là :
I® Que la trajectoire est une parabole contenue dans un plan mené par la force et la vitesse initiale ;
2° Que l'accélération totale de ce mouvement parabolique est égale à celle du mouvement rectiligne qui aurait lieu sous la seule action de la force, en supprimant la vitesse initiale.
L'accélération totale se réduit en effet ici à -j^ =:j, puisque
rrr ©^ -^-5- sont nulles (n» 16).
Dans le cas particulier où les directions de la force et de la
vitesse initiale coïncideraient, les longueurs -jt* et ç^t de-
vaut alors être portées suivant une même ligne, Ox par exemple, le mouvement deviendrait rectiligne et uniformément varié; son équation serait
a: := VqI -\ — jr,
Mm
98. Proportionnalité des forces aux accélérations quelles donnent à un même point matériel. — Soient F ei F' deux forces; leur rapport, quelle que soit sa valeur, pourra toujours s'exprimer, avec telle approximation qu'on voudra, par celui de deux nombres entiers p et ^, de sorte que
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Nommons /la valeur commune des quotients -> — et J,
J', Y les accélérations dues respectivement aux actions séparées des forces F, F', /.
Puisque la force / se trouve contenue p fois dans F, cette dernière force peut être considérée comme formée par la réunion de ces p forces / agissant toutes suivant la même droite et dans le même sens : cela résulte de la définition donnée (n® 94) d'un poids multiple d'un autre poids, définition étendue à des forces quelconques. Chaque force / agissant seule sur le point, sans vitesse initiale, lui communiquerait un mouvement rectiligne uniformément varié, ayant l'accélération constante (n® 97); donc, en faisant agir simultanément les p forces/ ou la force F, avec ou sans vitesse initiale, on obtiendra un mouvement dont Taccélération /sera toujours la résultante (n<>96) de ces/? accélérations y égales en grandeur, direction et sens, ce qui entraîne l'égalité
Le même raisonnement, appliqué à la force F', montrerait qu'on a
par conséquent
ce qui exprime algébriquement la proposition énoncée par le titre même du n<» 98.
De la masse d'un point matériel. — D'après ce qu'on
vient de voir (n® 98), le rapport -.^ entre une force et l'accé-
ration qu'elle produit sur un point matériel donné, reste toujours le même quand on fait prendre à la force une série de valeurs différentes, auxquelles correspondent des valeurs, en nombre égal, prises par l'accélération; mais l'expérience montre que ce rapport varie d'un point matériel à un autre. Sa valeur constitue donc pour chaque point une qualité particulière, une sorte de caractère distinctif, fondé sur la manière dont ce point se laisse communiquer une accélération. On lui
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donne le nom de masse; en le désignant par /n, on aura donc
par définition
-. r-= m ou F = mj.
D'après cette équation, on voit que plus la masse est grande, plus est petite l'accélération produite par une force donnée; si F reste constant, m et y varient en raison inverse Tune de l'autre.
Le choix d'une unité de force (n* 94) détermine la valeur numérique de F; celle dey résultera (n« 4) du choix des unités de longueur et de temps. Ces choix étant supposés faits, il n'y a pas lieu d'indiquer une unité de masse.
Pour connaître la masse d'un point, il suffit de constater l'accélération qu'il prend sous l'action d'une force déterminée, son poids par exemple. On sait qu'un corps abandonné dans le vide à l'action de son poids, sans vitesse initiale, prend, au commencement de sa chute, une accélération verticale g^ à la rigueur un peu variable avec la latitude et la hauteur du point de départ; à Paris et au niveau de la mer, on a, comme on sait,
le mètre et la seconde étant les unités de longueur et de temps.
Si donc P désigne le poids d'un point matériel, sa masse w
s'exprimera numériquement par —•
Il est à remarquer que le poids d'un môme point matériel
varie, ainsi que ^, suivant le lieu où il se trouve ; mais lequo-
tient - ou la masse ne varie pas, puisque, suivant la remarque
faite plus haut, c'est une des constantes caractéristiques du point dont il s'agit.
(^) Nous donnons ici la valeur de ^ telle qu'elle est communéoieot admise depuis les expériences de Borda sur le pendule. Quelques expérieDce:i plus récentes tendraient peut-être à faire augmenter de quelques unités k dernier chiffre décimal ; toutefois cela est encore un peu incertain et n a d*ailleurs aucune importance pour la solution des problèmes pratiques.
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£d un lieu donné, le poids total d'un corps déterminé reste constant, quelque opération qu'on exécute sur lui. A ce point de vue, on peut dire que le poids d'un corps représente sa quantité de matière, c'est-à-dire de substance indestructible par des causes naturelles, et devant toujours se conserver au milieu de toutes les transformations qu'elles lui font subir. La masse, proportionnelle au poids, représente cette quantité tout aussi bien ; et même elle la représente mieux encore, car elle est plus absolue que le poids, et n'a rien qui tienne à la position présentement occupée par le corps.
Remarquons enfin, comme conséquence de l'équation F= my , que le mot inertie ne signifie pas résistance absolue de la matière à l'action des forces. Une force si petite qu'elle soit, communique toujours une accélération à un point matériel libre ; seulement cette accélération est d'autant plus petite que la force est elle-même petite et la masse plus grande.
100. Composition des forces appliquées simultanément à un même point matériel. — Supposons un point matériel libre, de masse m, possédant à l'époque t une vitesse v antérieurement acquise, et sollicitée actuellement par des forces F, Fi, Fj, . . ., que nous supposerons constantes en grandeur, direction et sens pendant l'élément de temps dt qui va suivre.
Le point soumis à chacune de ces forces, sans vitesse initiale, prendrait, pendant le temps dt^ des déplacements exprimés par
\jdi\ Lj\di\ lj\dt\ ...
(n® 97), en nommanty, y'i, y'j, ... les accélérations correspondantes, lesquelles ont pour valeur (99)
Son déplacement absolu sera donc la résultante géométrique (n® 96) des déplacements
. Fdt'- F,dt^ T^dt^
V dt, 9 y - ) • • • •
Construisons maintenant la résultante ou somme géomé-
Irique des lignes qui représentent les forces F, Fi, F„ . . ., et regardons celte résultante comme représentant une certaine force R; imaginons en outre que les côtés du polygone de
composition soient multipliés par — ; alors la résultante des
déplacements
F dt^ F, dt^ F, dt" 2/n 2/n 2m
sera égale en grandeur, direction et sens au déplacement
que produirait la force R en agissant seule, pendant le
temps dty sur le point matériel donné, pris sans vitesse initiale. Donc la substitution de la force R aux forces F, F,, F„... ne change rien au déplacement absolu du point pendant le temps dt. Le même raisonnement s'applique à tous les éléments successifs d'un temps fini quelconque; et par suite, en convenant d'appeler résultante des forces appliquées au point matériel, à un instant déterminé, une force obtenue par le moyen qu'on vient d'indiquer pour R, on peut dire que :
Les forces agissant sur un point peuvent, à chaque instant, se remplacer par leur résultante, sans qu'il y ait altération du mouvement; inversement une force peut se remplacer par plusieurs autres dont elle serait la résultante.
Les forces remplacées par une résultante se nomment o^ dinairement ses composantes, et l'opération qui fait trouver la résultante se nomme composition des forces.
Lorsque les forces composantes sont au nombre de deux, leur résultante s'obtient en construisant un parallélogramme sur leurs lignes représentatives et prenant la diagonale de ce parallélogramme (n« 11); s'il y a trois composantes, il faut de même construire la diagonale d'un parallélépipède dont elles seraient les trois arêtes concourantes. D'une manière générale, on peut obtenir la résultante d'un nombre quelconque de forces, par la construction d'un polygone formé en portant bout à bout leurs lignes représentatives, comme l'indique la définition ci-dessus donnée.
Nous avons tout d'abord supposé qu'il s'agissait d'un point matériel libre.
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Si l'on avait un point gêné dans son mouvement par de: stades, il est bien évident que ceux-ci ne pourraient proc un certain eiïet qu'en exerçant sur le point diverses foi ordinairement inconnues a priori. Si l'on tenait compt ces forces, en les joignant aux forces directement apptiq et censées connues, on aurait par là même tenu compte obstacles et l'on serait en droit de considérer le point coi libre. Alors on pourra concevoir que l'on compose toute forces en une seule résultante ; ou bien encore on pourra i placer cette résultante unique par deux résultantes partie I" celles des forces directement appliquées ; 2' celles des f( produites par les obstacles. On verra plus loin, dans deu: particuliers, comment l'étude du mouvement permet de ver cette seconde résultante partielle.
§ II. — Définition! et théorèmBS concernant direrBOB ^antité dépendent dei forces appliquées à nu même point.
101. Projection des forces. — Quand on projette sur ui ou sur un plan la droite représentativje d'une force, la pn tion obtenue représente une autre force dite projection > première. Le fait de projeter une force constitue donc opération en vertu de laquelle celte force est transformé' solument comme s'il s'agissait d'une longueur complet une ligne droite.
D'après la définition qui précède et d'après celle de 1 sultante des forces appliquées à un même point (n* 100), clair que les projections de celte résultante et celles des • posantes jouissent de toutes les propriétés établies au 1 quand il s'agissait de simples lignes. On peut dire notami que la projection de la résultante sur un axe est la so algébrique des projections des composantes, ce qui va permettre de déterminer par le calcul la résultante répor à des forces composantes données.
Prenons en effet trois axes rectangulaires O^, Oy, 0 nommons :
F l'une des composantes, ayant pour ses trois projection
DEUXlfeMB PARTIE. — CHAPITRE PREMIER.
R la résultante ;
Bx9 Ry> R2 ses trois projections;
ay p, Y ses angles avec les axes coordonnés.
On aura, en désignant par la lettre S une sommation étendue à toutes les forces F,
Rar=2Fx, Ry=£Fy, R^=:2F3;
R = V/H^ + R> + RJ = V^(2F:,)«+(2F^)«+{IF,)S
relation qui fait connaître la grandeur de la résultante. Ses cosinus directeurs seront ensuite fournis par les équations
Rcosa=:Rx=2:F;p, Rcos? = Rj,= 2Fy, RcosY = Rz = 2F-.
102. Travail des forces. — Quand un point mobile parcourt un élément ds de sa trajectoire et qu'il est simultanément soumis à Faction d'une force F faisant avec ds un angle a (*), le produit Fdscosa se nomme travail élémentaire de la force F. L'angle « doit s'évaluer en attribuant à chacune des lignes F et ds son sens propre; il est donc bien déterminé et ne peut se ' confondre avec l'un des trois angles formés par les mêmes lignes indéfiniment prolongées; le travail élémentaire sera positif ou négatif suivant que a sera aigu ou obtus» mais l'expression analytique de ce travail porte en elle-même son signe.
Le travail élémentaire peut être indifféremment considéré comme exprimé par les produits Fxds cos a ou bien ds x Fcosa: on peut donc le définir comme le produit de la force par télément de chemin parcouru en projection sur la direction de la force, ou bien comme le produit de Vêlement de chemin
( ' ) On dit souvent que le point décrit Télément ds en vertu de ractioû de la force. C'est une locution inexacte; car, si le temps du parcoun est (^^ la longueur ds résulte de la composition d'une longueur vdt, due à laTi-
tesse ç antérieurement acquise, et d'une autre longueur dt* due à action de la force. La seconde composante est infiniment petite relativemcot à la première.
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parcouru par la projection de la force sur la tangente à cet élément.
Si Ton considère un déplacement fini du point entre les positions qui répondent aux valeurs 5o et ^1 de la variables (celleci devant passer de ^o à 5i), on appelle travail de la force ap-
F cosa ûlls, c'est-à-dire
la somme des travaux élémentaires, pris chacun avec son signe propre. L'intégration indiquée se fait d'ailleurs immédiatement dans un cas particulier assez fréquent, celui où la force reste constante en grandeur et direction; le travail fini est alors égal, comme le travail élémentaire, au produit de la force par la projection, sur sa direction propre, du chemin résultant que son point d'application a parcouru.
Le travail des forces joue un rôle important dans les théories de la Mécanique rationnelle et aussi dans la Mécanique pratique. Il est bon d'en établir par avance quelques propriétés dont nous aurons souvent à faire usage, et qui se présentent comme des conséquences presque immédiates de sa définition.
Tbéorème. — La somme algébrique des travaux de plusieurs forces appliquées au m.ême point est égale au travail de leur résultante.
En effet, si Ton projette sur la direction de l'élément ds de trajectoire, d'abord la résultante R, et ensuite les composantes FjF,, Fj, . .., on aura (n* 101)
Rcos(R, ûfe) r= F cos(F, ds) H- Fj cos(Fiû!5) -+- Fj cos(F„ ds) + ...;
multipliant ensuite les deux membres par dsy on trouve une égalité qui n'est autre chose que. l'expression de l'énoncé du théorème, dans le cas d'un déplacement infiniment petit; il suffit ensuite de prendre l'intégrale définie des deux membres pour passer au cas d'un déplacement fini.
Théorèxb. — Le travail d'une force, dans un déplacement élémentaire pouvant se décomposer en plusieurs autres déplacéments, est égal à la somme algébrique des travaux de la même force dans les déplacements composants.
Soient da^ c/cr,, c?<t„ . . . divers chemins inQnimenl pelils, dont la résultante géométrique est égale en grandeur, direction et sens à l'élément ds de la trajectoire d'un point matériel. En projetant ces lignes sur la direction de la force F appliquée au point, on aura (n* 11)
dscos{F,ds)
• z=:dtJC0S{F,d9) H-û?<rtCOS(F, ûfdj) + ûf(J,C0S(F, rfcr,)"^"-»
équation dont le produit par F n'est autre chose que la traduction algébrique du théorème.
Expression du travail élémentaire d'une force en coordonnées rectangulaires. — Décomposons la force F en trois composantes X, Y, Z parallèles à des axes rectangulaires Ox, Oy, Oz et l'arc élémentaire ds en ses trois projections <ir, dy, dz sur les mêmes axes. Par application du second théorème précédent, le travail de X se réduit à \dx, car il est nul dans les deux déplacements perpendiculaires dr et dz; de même les travaux de Y et Z sont respectivement Ydy et Zdz. Appliquant alors le premier théorème, on en conclut que le travail élémentaire de F a pour valeur totale \dx-i-Ydy-hZdz.
Fig. i5o.
Travail d'une force dans la rotation de son point d'application autour d'un axe. — Supposons d'abord la force contenxie dans un plan perpendiculaire à l'axe; soit 0 {fg-^^) la projection de l'axe sur ce plan, qnc nous prendrons pour plan de la figure, F la force, M son point d'application. Si ce point décrit un élément de chemin iVÏM', répondant à une rotation infiniment petite MOM'= d^ autour de 0, I^ travail élémentaire dT de la force F sera donné par l'équation
cfT = F X HM^cosFMM' = F x OMc/0 x cosFMM'.
Or l'angle FMM' est égal à celui que le rayon OM, perpendiculaire à MM', fait avec la droite OP, perpendiculaire à F;
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donc, en nommant p la longueur OF, on a
ÔM cosFMM'= Oia cosMOP =/», et, par suite.
Le produit Yp d'une force F par sa distance à un axt lui est perpendiculaire se nomme son moment par rappi cet axe; la distance p se nomme souvent le bras du levie la force, sans doute parce que la considération du mor s'est d'abord présentée dans la théorie du levier. Sou aussi, oubliant pour ainsi dire l'existence de l'axe, on noi le produit Fp moment de la force par rapport au point 0 peut dire alors que, si un point matériel tourne autour i axe ou d'un centre, une force agissant sur ce point et tenue dans le plan du cercle qu'il décrit fait un travail mentaire égal au produit de son moment par le déplacer angulaire correspondant. Afin d'abréger l'énoncé, on s entend que le moment est pris par rapport à l'axe ou ce de la rotation. Si l'on veut en outre avoir le travail élén taire avec son signe, el non pas seulement en valeur absc voici ce qu'on pourra faire. Un mobile étant censé parct la ligne MF dans le sens de la force, un rayon vecteur gnanlce mobile avec 0 tournerait dans un sens délern; qu'on regarde comme étant celui dans lequel la force F i faire tourner son point d'application autour de l'axe adopte alors un sens conventionnel quelconque pour lei tations positives, et l'on donne le signe -f- ou le signe — deux facteurs Yp et d^, suivant que la rotation qui répo chacun d'eux est dans ce sens ou dans le sens opposé. I facile en effet de reconnaître que, si la force F tend à i tourner dans un sens identique à celui de la rotation d travail élémentaire est positif, et qu'il deviendrait néga ces deux rotations étaient de sens contraires.
Admettons maintenant que la force ait une direction t] conque et qu'elle ne soit plus contenue dans le plan du c( sur lequel se déplace son point d'application, c'est-à-dire ( un plan perpendiculaire à l'axe. Soient Oz l'axe ijig. i5i la force agissant sur le point M, MM'M' la trajectoire di
Okw ' \/
point, contenue dans un plan perpendiculaire kOz mené par le point 0. De Textrémité A de la force Q (') abaissons la perpendiculaire AB sur le plan OMM% laquelle détermine la projection MB = F de Q sur ce pian, et achevons le recUnglc
Fig. i5i. MBAC dont MB et BA sont deux côlés.
^ La force Q peut être regardée comme la résultante (n* 100) de la force F et d'une autre force /= MC, toutes deux appliquées au même point M; donc (n*l(fâ) B le travail de Q est la somme des travaoi de F et de /, et comme le travail de/ est nul, parce que cette force est perpendiculaire au déplacement, il en résulte que les travaux de Q et de F sont égaux. Par suite, si Ton abaisse de 0 la perpendiculaire OP =/? sur la force F, le travail cTT de R dans le déplacement élémentaire MM' s'exprimera, d'après ce qu'on vient de voir, par la formule
Le produit Fp de la projection d'une force Q sur un plan perpendiculaire à l'axe 0^ par la distance de cette projection à l'axe (laquelle n'est autre chose que la plus courte disrance entre l'axe et la force) se nomme moment de la/orceQ par rapport à Vaxe Oc; cette définition convient également dans le cas où la force et l'axe ont leurs directions perpendiculaires, et se confond alors avec celle qu'on a donnée spécialement pour ce cas. Nous dirons donc d'une manière générale que :
Le travail élémentaire (Tune Jorce, dans la rotation de son point d'application autour d'un axe, est égal au produit du moment de la force relativement à l'axe par l* élément d'angle décrit en vertu de la rotation.
On doit d'ailleurs se conformer à la règle énoncée plus
(') Rigoureusement, il faudrait dire : rextrémité A de la ligne MArfprésentative de la force Q. La dislinction entre une force et la ligne qt» la représente doit toujours rester présente à l'esprit, mais il cooTicnt del» supprimer dans le langage, qui autrement deviendrait lourd et pénible.
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hauty pour le signe à donner à chacun des deux facteurs F/> et^.
Le moment d'une force par rapport à un axe est une quantité complexe qui, comme le travail, se présente souvent dans les théories de la Mécanique, et il est bon d'en faire connaître dès maintenant quelques propriétés essentielles.
103. Moments desjorces. — Plusieurs forces 0> Qi> Qj» • • • étant appliquées à un même point M, supposons qu'on en cherche la résultante R (n^ 100), et qu'on l'applique également en H; imaginons ensuite que le point M ait un mouvement, réel ou fictif, de rotation autour d'un axe 0;;. Soient
d^ l'angle infiniment petit décrit par M dans sa rotation, à partir de sa position actuelle ;
'^9 Py Pu Pu ' " les plus courtes distances respectives (nommées aussi bras de levier) entre l'axe et les forces R, Q,
Qi» Qï> • • • ; H la projection de R sur un plan perpendiculaire à 0^, et
F, F,, F„ ... celles de Q, Qi, Qi, . . . sur un plan de même
direction.
Par application du premier et du dernier théorème établis (n* 102) au sujet du travail des forces, on peut écrire l'équation
VLrd^ =^ ¥pd^ -f- F^p^d^ -4- Ftp^d^
en ayant égard, bien entendu, à la règle concernant le signe de chaque moment {n^ 102). Cette équation, après la suppression du facteur commun d^, se traduit par Ténoncé suivant :
Théorème. — Le moment, relativement à un axe, de la resultante de plusieurs forces appliquées au même point est égal à la somme algébrique des moments des composantes.
Cette propriété est connue sous le nom de théorème de Varignon (*). Il est clair d'ailleurs qu'elle existerait toujours si l'on imaginait que les forces fussent remplacées par d'autres quantités de nature différente, comme des longueurs, des vitesses, etc., pourvu que ces quantités substituées aux forces
(') Géomètre français, de Caen, né ea i654) mort en 173a,
fussent représentées par les mêmes droites, en position, grandeur, direction et sens.
Moments d'une force relativement à trois axes coordonna rectangulaires, — Soient Ox, O7, 0^ (7^^- i^^) trois aies rectangulaires relativement auxquels on veut avoir les moments d'une force F, appliquée au point M défini par les coordonnées X, /, z. D'après le théorème de Varignon nous pouvons remplacer la force par ses trois composantes X, Y, Z parallèles aux axes, égales (n^ 101 ) à ses projections sar ces
mêmes axes; le moment de F
Fiff. i52.
par rapport à Tun quelconque de ^1 5 ç ces axes sera la somme des mo-
' //^; ments de X, Y, Z. Pour en faire
g^' I LlL_J__^ 1® calcul, construisons d'abord I "'""";/> px yn parallélépipède MABCDEGO ! J ^ I • formé par les plans coordonnés
; /^ , -''^ * ^ ^^ P*^ ^^^^^ plans parallèles me-
]Z y nés en M. Les arêtes de ce pa-
/ rallélépipède seront respeclive-
^ ment égales aux coordonnées
^9 ff ^' Cela posé, on voit : i<> que le moment de X relativement à 007 est nul, parce que X a une projection nulle sur le plan perpendiculaire 7O 5; a» que le moment de Z estZ/, parce que la force Z se projette en vraie grandeur suivant le prolongement de la droite GE, à la distance ÔiS =/ du point 0 ; 3* que le moment de Y est égal, en vertu d'un nisonnement tout semblable, à — Y s, avec un signe contraire à celui du précédent, parce qu'il tend à faire tourner en sens contraire. Il résulte de là que le moment L de la force F relativement à 0 o; est donné par la formule
On trouverait de même, et l'on peut obtenir par une permutation tournante, les moments par rapport aux deux autres axes; en les désignant par N et Q, on aurait
^=Xz---Zx, Q = Yo7-X/,
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Remarques. — On a VU dans le cours de la démonslr précédente que le momenl d'une force est nul relative à un axe parallèle, parce que la projection de la force si plan peipendiculaire à l'a\e devient elle-mâme nulle général, le moment est égal au produit de cette projeciio la plus courte distance entre l'axe et la force; il peut s'annuler aussi quand le second facteur devient nul, i à-dire quand la force rencontre l'axe. On renferme les cas dans un même énoncé en disant que le moment s'ar quand la force et l'axe sont dans uq même plan. La proque est également vraie, car un moment ne peut de nul sans qu'un des facteurs le soit, ce qui exige le pai lisme de la force à l'axe ou la réduction de leur moindre tance à zéro.
En choisissant le sens positif du momenl autour de ch axe, on a pris :
Pour l'axe Ox, celui d'une rotation de Oy vers Os;
Pour l'axe 0/, celui d'une rotation de Os vers Ox;
Pour l'axe 0-, celui d'une rotation de Qx vers Oy.
On constate dans chaque ligne que cela revient à s l'ordre x, y, z, x, y, en commençant successivement à la mière, la seconde et la troisième lettre. Conformément usage presque toujours suivi, les axes de la yîg'. 1 5a se trot d'ailleurs tellement disposés que les sens ainsi défmis ceux des rotations positives (ou des aiguilles d'une mo pour un observateur ayant les pieds en O et la tête su sivement en x, y, s.
Axe représentatif d'un moment, — Le moment ( force F étant supposé pris relativement à un axe pig_ , Ou <Jlg. i53),onporte, à partir du point 0 choisi «, arbitrairement sur l'axe, la longueur OK, qui, | mesurée à une échelle déterminée, serait nu- k| mériquement égale à la valeur absolue du mo- | ment. De plus on porte cette longueur dans un sens tel, qu'un observateur ayant les pieds en 0 "^ et la tête en K verrait la projection de la force sur un plan perpendiculaire à l'axe, tendant à (aire tourner son point d'application dans le sens de
guilles d*une montre. La droite finie OK est dite axe représentatif du moment; elle définit les seules choses qu'on ail généralement intérêt à connaître au sujet du moment représenté, savoir : la droite par rapport à laquelle il est pris, sa grandeur et son sens. Mais on ne pourrait pas, évidemmeot, retrouver la force elle-même.
Relation entre les moments d'une même force, par rapport à tous les cures issus d'un même point. — Soient F la force {fig^ 154), M son point d'application, 0^; Tun quelconque des axes issus de l'origine commune 0, Ou celui de ces axesdool la direction est perpendiculaire au plan OHF, mené par le
point 0 et par la force. Le moment de celle-ci relativement à Om (ou relativement au point O) sera le produit de la longueur MF par la perpendiculaire abaissée de 0 sur cette ligne ; il sera donc égal au double de Taire du triangle OHF. On peut le représenter, conformément à la convention ci-dessus indiquée, par une
longueur OK portée sur 0 u dans un sens convenable. Pour avoir maintenant le moment de F par rapport à 0;;, on projettera le triangle OMF sur un plan perpendiculaire à cet axe,^ O'M'F', et Ton prendra le produit de la force projetée M'F' par sa distance à 0\ ce qui donnera le double de l'aire O'M'F'. Représentons encore ce moment par un axe OK' porté sur O^ dans le sens voulu, et nommons K et K' je£ moments relativement à Ou et à O-s, ou les longueurs OK et OK'; a l'angle des deux pians OMF, O'M'F', égal à l'angle KOK' de leurs normales. Il résulte de ce qu'on vient de dire qu'on a Tégalilé
K' = 2.0'M'F' = a.0MFcosa=:Kcosa.
Ainsi donc le moment relativement à 0^ se déduit du moment relativement à l'axe particulier 0 a en multipliant ce dernier par le cosinus de l'angle des deux axes; ou bien encore l'axe représentatif OK' du premier moment est la projection orthogonale de l'axe OK du second.
Une longueur étant toujours plus grande que sa projection
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orthogonale, on voit que, parmi toutes les droites issues de 0, celle pour laquelle le moment devient maximum est la perpendiculaire au plan mené par ce point et par la force.
Lorsque Taxe 0^ varie en prenant toutes les positions possibles autour de 0, le point K' se déplace en restant toujours sur la sphère décrite sur ÔK comme diamètre. Cette sphère est tangente au plan MOF perpendiculaire en 0 à son diamètre OK; par suite, les rayons vecteurs OK' contenus dans ce plan sont nuls, et il en est de même, comme on le savait déjà, des moments par rapport aux axes correspondants, puisque ces axes sont tous dans un même plan avec la force F.
BiissB. — Cours de Méc, I. i^
APPLICATIONS
§ I. — Théorèmes généraux.
loi. Équations différentielles du mouvement d'un point libre, — Lorsqu'un point malériel libre M, de masse /n,subii l'action d'une force unique F constante en grandeur, direction et sens, on a vu (n** 97) que Taccélération totaley de son mouvement conserve toujours la direction et le sens de la force, et que sa grandeur, également constante, est liée à celle de la force par la relation (n* 99)
F =: mj.
Cette relation resterait également vraie pour chaque élément infiniment petit dt du temps, si la force devenait variable en grandeur, direction et sens, pourvu seulement qu'elle le fût d'une manière continue; car on pourrait alors la regarder comme constante pendant l'intervalle dt^ avec une erreur qui décroît indéfiniment avec dt jusqu'à la limite o. De plus on peut toujours en faire usage, quel que soit le nombre des forces appliquées au point, puisqu'on peut ramener ces forces à une seule, capable de produire le même effet (n"» 100).
Imaginons maintenant qu'on projette le point mobile, son accélération et la force sur un plan ou sur un axe, la projection étant faite dans le premier cas parallèlement à une droite fixe, dans le second parallèlement à un plan dire^ teur; la projection aura pour résultat, à chaque instant, d'altérer les deux longueurs / et F dans le même rapport, de
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sorte que, en nommant y' et F' leurs projections, on aura encore
(I) F=my'.
Or on sait (n* 16) que y' est l'accélération totale du mouvement projeté; si donc on attribue au point M', projection de H, la même masse qu'à celui-ci, on pourra dire, en vertu de la dernière équation, que la force capable de produire Taccélération du point projeté est égale à la projection de la force He l'esoace.
Après avoir pris trois axes coordonnés quelconques Ox, 0/, Oz, on peut appliquer la même équation F'^^mf aux trois mouvements projetés sur ces axes, la projection étant faite sur chacun d'eux parallèlement au plan des deux autres. Oo a vu (n® i6) que les trois projections de l'accélération totale y sont alors
1?' li^' dF'
Si donc on nomme X, Y,Z les projections correspondantes delà force F, dans les mêmes conditions, c'est-à-dire les arêtes d'un parallélépipède construit sur F comme diagonale avec ses faces parallèles aux plans coordonnés, ou encore les composantes de F suivant les trois axes, on trouvera de cette manière
Ce sont des équations différentielles du second ordre qu'on nomme équations du mouvement, et qui déterminent x, y, z en fonction du temps t, si X, Y, Z sont des fonctions connues
j dx dy dz , . ,, ,
de /, Xy y, z, ^- > -ik^ Zj/.^ ®^ si 1 on suppose en outre données les valeurs initiales des six dernières quantités, afin de pouvoir éliminer les constantes arbitraires introduites par l'intégration. On se trouve là en face d'un problème analytique sur lequel s'est exercé le génie des grands géomètres, comme Lagrange, Poisson, Jacobi et d'autres encore. Mais l'exposition de leurs remarquables travaux ne rentre pas dans le programme de ce cours. Nous allons seulement établir des théo-
rèmes généraux qui sont la conséquence des équatioris (i) et (2); nous résoudrons ensuite diverses questions particulières.
Remarque. — Si le point n'est pas libre, mais gêné dans son mouvement par des obstacles, on peut toujours, conformément à ce qu'on a déjà dit au n<* 100, remplacer ces obstacles par une force appliquée au point, et considérer ensuite celuici comme libre. Moyennant cette précaution, les équations (i) et (a) restent applicables; la force produite par les obstacles y figurera comme une inconnue auxiliaire.
105. Décomposition de la force en force tangentielîe et foret centripète. — On peut appliquer encore l'équation (i) do n*' iQk au cas oii la projection serait faite orthogonalement: 1® sur la tangente à la trajectoire, au point M où se troure actuellement le point mobile, a® sur la direction de la normale principale et du rayon de courbure de la trajectoire en M. Nommons
V la vitesse en ce point et p le rayon de courbure;
2 l'angle que la force F et l'accélération totale j font avec la vitesse v^ chaque ligne étant prise avec le sens qui lui appartient;
P l'angle analogue fait par F et j avec le rayon p, le sens de celui-ci étant supposé aller de M vers le centre de courbure correspondant.
Les projections ou composantes de F suivant ces deux directions se nomment /orcc tangentielîe et force centripète; elles ont les valeurs respectives Fcosa, Fcos?. Comme on
dv c' sait, d'autre part, que celles de j sont -n^t— (n^ 15), on aura
m-j: =Fcosa, ut
mp'
= Fcosp.
On voit par ces équations que, si la force tangentielîe s'anéantissait, et si par conséquent la force F restait toujours normale à la trajectoire, la vitesse resterait constante, puisque
dt s'^^ïïulerait. Si, au contraire, on supposait la force F re-
duite à sa composante tangentielle, - deviendrait constamment nul et le point devrait se mouvoir en ligne droite. On se rend ainsi compte du rôle spécial de chacune des deux composantes; Tune produit les variations de la vitesse et l'autre la courbure de la trajectoire.
106. Théorème sur V accroissement de la quantité de mouvement ou de la quantité de mouvement projetée, — Appliquons la première des équations (3) ou la première des équations (a), en ayant soin de prendre en compte les forces produites par les obstacles, s'il y en a, de manière à rendre ces équations toujours exactes; multiplions ensuite les deux membres par dt et intégrons entre deux époques t^ et t. Il viendra, en désignant par rindiçe o les quantités correspondant à /o»
(4) mv—mvQ^=l Fcosoidt,
Le produit mv de la masse d'un point matériel par sa vitesse reçoit le nom de quantité de mouvement dix point. Si la masse
est multipliée par la projection -^ de la vitesse sur un axe Ox
(n* 13), on a ce qu'on appelle la quantité de mouvement projetée sur ce même axe ( * ).
D*un autre côté, on nomme impulsion élémentaire d*une force le produit de la force par l'élément du temps; l'intégrale définie de l'impulsion élémentaire est dite impulsion totale; enfin on dit que l'impulsion est projetée sur un axe, quand on prend, à chaque instant, la projection de la force sur cet axe, au lieu de la force elle-même. Ces définitions per-
( * ) On peut aussi considérer m —r- comme la projection de la droite mv
portée suiyant la direction et le sens de v\ cela revient au même, puisque une droite et sa projection varient dans le même rapport si la direction et le sens de la droite ne varient pas.
mettent de traduire les équations (4) et (5) par les énonces que voici :
L* accroissement de la quantité de mouvement d un point matériel est égal à V impulsion totale de la force tangentielk dans le même intervalle de temps.
L'accroissement de la quantité de mouvement projetée sur un axe est égala V impulsion totale de la force résultante en projection sur le même axe et pendant le même intervalle de temps.
Remarque. — S'il y a plusieurs forces F appliquées an point, on peut d'abord concevoir qu'elles soient remplacées par leur résultante (n« 100), dont la projection sur la tangente et sur l'axe Ox donnerait les quantités F cos» et X, à introduire dans les équations (4) et (5). D'un autre côlé, la projection de la résultante sur une droite quelconque sérail égale à la somme des projections des composantes (n" 101), et, au moyen d'une intégration, cette propriété s'étend immédiatement aux impulsions totales projetées. Si donc on veut se dispenser de rechercher la résultante, il suffit de remplacer Fcosa et X par la somme algébrique des termes analogues provenant des diverses forces F.
107. Tïiéorème sur V accroissement du moment de la quantité de mouvement par rapport à un a^e. — Soient M et M {fig. i55) les positions d'un point mobile sur sa trajectoire,
aux époques infiniment voisines i et t-^-dt; V ei v^dv les vitesses correspondantes, respectivement dirigées suivant les tangentes en M et M'. Construisons un parallélogramme^'VV'V ayant pour diagonale M[V^= v^dv et l'un de ses côtés M'V égal et parallèle à p; l'autre côté M'V, déterminé par cela même, est ce qu'on a nommé vitesse acquise élémenr taire {n? 15); c'est donc le produit de dt par l'accélération
totaley, ou par — (n*» 99), en nommant m la masse du pomi
Fig. i55.
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et F la résultante des forces qui le sollicitent en M. Cela posé, appliquons le théorème de Varignon {n^ 103) à la résultante M'V et à ses composantes M' V, M^, après avoir multiplié les trois lignes par le facteur commun m; si nous désignons généralement parla notation orCj-un moment pris relativement à un axe quelconque Ox, il viendra
ou bien
ff
Or le point M' est à une distance inflniment petite du deuxième ordre de la tangente MT suivant laquelle est dirigée la vitesse v en M; le terme 311^ 'w M' V peut donc se remplacer, aux infînimcnt petits du deuxième ordre près, par CfïL^emç, la ligne mv étant alors portée sur MT, de sorte que le premier membre de l'équation exprime la différentielle de OïL^^^*
D'ailleurs, puisque le point M' coïncide à la limite avec M,
le second membre exprime DÏL^F dl, toujours en se bornant à
négliger les infiniment petits d'ordre supérieur au premier.
Donc on écrira
dOïL^ nn^ = aiLa. F dt,
ou, si Ton intègre entre deux limites ^o et t, (6) DïL;gmç — Oît^c/w^'o -= f ^x F de.
De là résulte ce théorème :
L'accroissement du moment de la quantité de mouvement d'un point matériel par rapport à un axe quelconque est égal à l* intégrale, dans le même intervalle de temps, du moment de l'impulsion élémentaire produite par la résultante des forces appliquées au point.
Les moments qui figurent dans cet énoncé, c'est-à-dire ceux de mi^, mv^^ Fdt doivent, bien entendu, se calculer d'après la définition du n? 103, comme si ces quantités complexes étaient des forces dirigées suivant les mêmes lignes que V, ro, F.
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On peut d'ailleurs faire ici une remarque toute pareille à celle qui termine le n* 106 : si le point est soumis à plusieurs forces, on prouverait de même que le moment ^«F doit être remplacé par la somme algébrique des moments de ces forces relativement au même axe.
108. Théorème des aires. — Il peut arriver, comme cas particulier, que la force résultante F appliquée au point matériel soit constamment dans un même plan avec l'axe Oxy ou, ce qui revient au même, que la somme des moments de ses composantes relativement à cet ax^t soit toujours DuQe (n^ 103). Dans ce cas, Téquation (6) devient
%f\Lxmv — 3îl/^/ni'^=:o,
et, par conséquent, le moment de la quantité de mouvement par rapport ^Ox reste invariable.
Si la résultante F passait toujours par un point Gxe, son moment serait nul et le moment de la quantité de mouvement serait constant, par rapport à tout axe issu de ce point Cette propriété reçoit une interprétation géométrique remarquable. Prenons pour plan de X^fig. i56 un plan perpendiculaire à Taxe 0^ par rapport auquel on suppose que le moment de F est toujours nul. Soit 0 la rencontre de Taxe avec ce plan, sur lequel la trajectoire da point mobile se projettera suivant une courbe AqAA'. Si A et A' sont les projections du point aux époques t et i-^ài, et qu'on nomme u la projection de sa vitesse v dans l'espace, on sait (n* 13) que u sera la vitesse du point projection, de sorte qu'elle jera
dirigée suivant la tangente en A et aura pour valeur -4r*
Donc le moment de mv par rapport à l'axe 0 s'exprimera par
AÂ'
m —^-- OP, la longueur OP étant celle de la perpendiculaire
abaissée de 0 sur la tangente en A ou sur l'élément AA' prolongé. D'autre part, en nommant a l'aire AqOA décrite en projection sur le plan de la figure, depuis l'époque t^^ par un
Fîg. i56.
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rayon vecteur joignant le point M de l'espace à un point de Taxe, on a
rf(T = AOA'=-AA'.OP
et par conséquent, puisque le moment de ms^ ne varie pas,
2 m -r :=:COnSt., de
ou, plus simple nent, en supprimant le facteur constant 2 m,
-y- = const.
at
On voit par là que Taire a s'accroît de quantités égales en temps égaux. Si l'on désigne par C l'aire décrite dans l'unité de temps, on aurait pour l'aire AoOA = <i, décrite dans le temps t — /o>
La constante C pourrait se calculer immédiatement, si Ton donnait la vitesse initiale ("o ^^ grandeur, direction et sens.
On en déduirait son moment et on l'égalerait à 2 ^ ou à 2 C.
En résumé^ nous énoncerons donc le théorème ci-après :
Lorsque la résultante desjorces appliquées à un point ma-ter tel en mouvement a son moment constamment nul relativement à un a^e fixe, Vaire décrite en projection sur un plan perpendiculaire à Vaxe par un rayon vecteur joignant cet axe au point mobile varie proportionnellement au temps.
Si la force résultante passe constamment par un point fixe, l'aire décrite en projection sur un plan quelconque, par un rayon vecteur, joignant le point fixe au point matériel en mouvement, varie proportionnellement au temps.
On démontrerait sans difficulté les réciproques des propositions du n<* 108. En effet, lorsque le moment de la quantité de mouvement par rapport à un axe (et par conséquent aussi la dérivée de l'aire décrite en projection sur un plan perpendiculaire) n'éprouve aucune variation avec le temps, il s'ensuit que le moment de la résultante F est nul relativement à
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cet axe, ou bien que la force F et Taxe sont dans un même plan (n^ 103). £t si la même chose a lieu pour tous les axes issus d^un certain point 0, il sera nécessaire en conséquence que la force F passe aussi par ce point.
Nous reviendrons ultérieurement sur le cas d'un point sollicité par une force centrale (passant par un point fixe), et nous établirons alors que la trajectoire est plane.
109. Théorème des forces vives. — La force résultante F, appliquée à un point matériel H de masse m et faisant Tangle a avec le prolongement MT de rélément * = MlF de la trajectoire {Jig. 157), a pour projection orthogonale sur MT la force Fcosa, qui s'exprime aussi
(n* 105) par ni-T-y en désignant par v la vitesse en M; on a donc
dv „ /n-r- = Fcosa.
dt
Celte équation, multipliée membre à membre par
vdt^=idsy donne
mv dv =: F cosa û?5,
ou bien, en intégrant entre deux positions Mo et M et désignant par l'indice o les quantités qui se rapportent à Hoi
(7) ~ mv^ mvl:=i l Fcosoids.
On reconnaît dans le second membre le travail total de la force F dans le parcours MoM (n« 102); on pourrait, si Ton voulait, le remplacer par la somme algébrique des irava© des forces dont F est la résultante; et si, parmi ces forces, il s'en trouvait qui fussent toujours normales à la trajectoire, on pourrait les laisser de côté, car leur travail serait toujours nul. D'autre part, le produit mp* de la masse par le carré de
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la vitesse est désigné par )e nom ùb force vive ('). L'é tion (7) signifie alors que :
L'accroissement de la demi-force vive d'un point mal entre deux positions quelconques est égal au travail toi la force résultante à laquelle il a été soumis dans le pan intermédiaire.
Le travail élémentaire Fcosaf£t pouvant (n* 102) se m sous la forme \.dx-<r\dy + Zds, l'équation (7) se ti forme aussi en
= r(Xrf:r+Yrf7-4-Zrf=)-(-C0nst.,
en désignant par X, Y, Z les composantes de la force F, p parallèlement à trois axes coordonnés rectangulaires, e1 x, y, s les coordonnées du point mobile, dans le même tème d'axes.
II y a lieu de signaler comme particulièrement intére: le cas où les trois composantes X, Y, Z seraient respec ment les dérivées parlielles, par rapport à x, y, z, d'une ! tion fix.y, z) de ces trois variables. On aurait alors
mvdv = ¥ cosxds = \dx + Y dy + Zds
= ^dx+^dy+^dx ''•■ •'
et, par suite, l'intégration entre deux limites donnerait
Imv*—^ mv\ — f{^,>', z) — î(^o,7*. «.)■
La fonction ? se nomme la fonction des jorces ou pote [du latin potentia, force, puissance] (*). L'accroissemei la demi-force vive est donc égal à celui du potentiel.
(') Ce nom et celui At quanlilé de mouvement àanai ta ■proAml m assez difGciles i Juslifîer el d'odI par eux-m£me$ aucune signiGcatioi nelt«. Od les conserve, néanmoins, parce qu'ils sont consacrés par ui otage et adoptés par presque tous les auteurs Français qui ont écrit : Mécanique.
<') Le mol potentiel rappelle qu'il s'agit d'une Tonction dépendant force F- On remarquera aussi que le potentiel exprime un travail, et
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Considérons toutes les surfaces représentées par l'équalioD générale
dans laquelle on attribuera successivement toutes les valears possibles à la constante C. Ces surfaces, qu'on nomme surfaces de /ixVeai/^ jouissent de propriétés assez remarquables.
I® (.'accroissement de la demi-force vive, quand le point M passe d'une surface de niveau déterminée à une autre également déterminée, reste toujours le même, quels que soient le point de départ sur la première surface et le point d'arrivée sur la seconde, et quelque chemin que le mobile ait saivi dans l'intervalle. On a, en effet :
Pour la première surface ? = Co,
Pour la seconde <?~C;
donc
- mt'* mej = C — Ca = const.
Si le point M, dans son mouvement, traverse plusieurs fois la même surface, il aura toujours la même vitesse en la traversant, car - mv^ aura la valeur constante -mvl -+- C — G*.
2® La force F qui agit sur le point M, dans l'une quelconque de ses positions, est normale à la surface de niveau qui passe par ce point. Les cosinus directeurs de F sont en effet proportionnels (n^ 101) à X, Y, Z, et par conséquent aux dérivées
d^ d^ ^' qui elles-mêmes sont proportionnelles aux cosinus directeurs de la normale à la surface ç(j?, v, 5) = C;il y a donc bien coïncidence entre les deux directions.
3» Soient M et M' {fig. i58) deux positions infiniment voisines du point mobile, S et S' les surfaces de niveau passant par ces points, F la force appliquée en M normalement à_S d'après ce qu'on vient de voir, e la longueur de la portion MA
Mécanique le mot puissance s'emploie souvent dans le sens de traraii. Aiisi Ton dit : la puissance d'une chute d'eau, la puissance d'une machine i vapeur, etc., pour indiquer le travail qu'on peut en retirer dans an leop^ donné.
de normale comprise entre les deux surfaces. Le travail élémentaire de F pendant le parcours MM' est égal à Fe, produit de F par la projection e = MA de MM' sur la direction de la force. Or ce travail doit rester constant et égal à la différence des valeurs de C pour les deux p. .o
*^ Fig. i58.
surfaces, quel que soit le point de départ M sur la surface S; donc le produit Fe ne varie pas dans toute l'étendue de S. La force correspondant à ses divers points M, Mi, ... est donc en raison inverse de la distance normale e. Si l'on admet que la force ne puisse jamais devenir nulle ou infinie, les distances & seront toujours d'un seul et même ordre de grandeur, et les deux surfaces S, S' ne pourront ni s'éloigner indéfiniment, ni se couper.
Nous citerons quelques exemples particuliers dans lesquels les forces dérivent d'un potentiel et où, par conséquent, le travail élémentaire est la dilTérentielle exacte d'une fonction des coordonnées or, j, z considérées comme variables indépendantes. II y a d'abord le cas d'un point sollicité par une force F constante en grandeur, direction et sens, son poids par exemple. Si l'axe des z est pris parallèle à F et de même
sens, on aura
et, par suite, <p(a:, /, z) se réduit à / Ydz^=.Yz\ les surfaces de niveau ont alors pour équation générale
z =1 const.,
ce qui donne une série de plans parallèles entre eux et perpendiculaires à la direction de la force. Dans le cas de la pesanteur, on obtiendrait une série de plans horizontaux. On pourrait supposer, au lieu d'une valeur constante de F, une
valeur variable avec z; le potentiel / ¥dz s'exprimerait encore par une fonction de la seule variable z et les surfaces de niveau ne seraient pas changées.
Le second exemple se rapporte au cas où le point maté-
riel M subit Taction de forces F, Fi, • • •> émanées respectiyemenl de centres fixes 0, 0|, ... {fig. iSg), chacune d'elles étant supposée fonction de la distance du point M au centre correspondant. Nommons r, r,, ... ces distances. Quand H
Fiff. iSg.
parcourt l'élément MH' de sa trajectoire, le travail de la force F agissant suivant OM sera le produit de F par la projection
MP de MM' sur OM, ou^F{OP-0M), ou encore Frfr, car OP ne diffère de OM' =zr-hdr que par des infiniment petits du second ordre. Cette expression Fdr suppose d'ailleurs la force F répulsive, c'est-à-dire tendant à éloigner M de 0, comme l'indique la figure; pour que la même expression convienne à tous les cas, il faut avoir soin de considérer comme négatives les forces d'attraction. Cette convention étant adoptée, le travail de Fi s'exprimerait de même par Fidr^ et celui des autres forces d'une manière semblable. Le travail élémentaire de la résultante serait donc (n"* 102) donné par la formule générale
¥dr -^¥idri
Or cette expression est intégrable, puisqu'on suppose F fonction de r, Fi fonction de ri, etc. ; en supposant l'intégration effectuée et posant
j¥dr=/{r), fF,dr,=Mr,), ...,
on trouverait pour valeur du potentiel
De là on déduirait la fonction <p(^,/, z) ci-dessus considérée, en remplaçant r, r,, ... par leurs valeurs en fonction des coordonnées x, y, z du point mobile et des coordonnées a, by c, ai, bxj c,, . . . des centres fixes 0, Oi, . . ., savoir
f\ = >J{x — ai)*4- (/— 6t)*-h (- — Cl)' ,
Dans le cas où il n'y aurait qu'un seul centre fixe 0, le potentiel se réduirait au terme /(r) et les surfaces de niveau seraient définies par Téquation
/(r):=const.,
qu'on peut imaginer résolue par rapport à r et mise sous la
forme
r =1 const.
Ces surfaces seraient donc des sphères concentriques, ayant le point 0 pour centre commun.
110. Mouvement d'un point sur une courbe donnée, — On suppose un point matériel M soumis d'abord à des forces connues, réductibles à une résultante F également connue (n* 100), et gêné en outre dans son mouvement par des obstacles qui rendent obligatoire pour lui le parcours d'une trajectoire donnée, définie par deux équations
(9) /(^>7,-) = o, /i{^yy,z) = o.
Ainsi qu'on l'a déjà fait observer au u? 100, les obstacles n'ont d'effet sur le point M qu'en faisant naître d'autres forces appliquées à ce point; soit Fi leur résultante, a priori inconnue. On peut se proposer de déterminer les coordonnées x, r, ^ de M en fonction du temps t, ce qui fera connaître le mouvement de ce point; puis de déterminer, pour chaque position de M, l'inconnue auxiliaire Ff Désignons par
X, Y, Z lés composantes de F suivant les trois axes coordonnés, qui seront supposés rectangulaires ; Xi, Yi, Zj les composantes de Fi suivant les mêmes axes.
Le point pouvant être considéré comme libre dès qu'on lient compte de la force Fi, on aura les équations dilDFérentielles de son mouvement (n* 104)
(10) m— r^X-hXi, m-^=:Y-^Yu m^=:Z-f-Z,.
Ces trois équations, jointes aux deux équations (9), n'en donnent encore que cinq, pour trouver les six inconnues x, y, z,
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Xiy Y], Zi en fonction du temps /; le problème est par conséquent indéterminé, tant qu'on ne fait aucune hypothèse particulière sur la nature des obstacles par lesquels le poini se trouve assujetti à se mouvoir sur la trajectoire donnée.
Pour faire disparaître l'indétermination, nous supposeroos les obstacles tellement disposés, que la force Fi produite par eux reste constamment normale à la trajectoire obligée da point, ce qui entraîne comme conséquence que son travail est toujours nul. Cela revient à dire que les obstacles sont de natnre à fournir toujours une force normale suffisante pour empêcher le point de s'écarter de la courbe, mais qu'ils ne contrarient en rien l'action d'une force tangentielle , tendant à produire un déplacement suivant la courbe même. C'est ce qui aurait lieu, par exemple, dans le cas idéal d'un point mobile sans frottement suivant une rainure, ou d'un point attaché à un fil parfaitement flexible et inextensible qui le maintiendrait, dans un plan, à une distance constante d'un centre fixe, et exercerait, suivant sa direction propre , une force normale à un cercle sur lequel se mouvrait le point (*). La nullité du travail de Fi dans chaque parcours élémentaire se traduit alors par l'équation
(il) \idx -h Yi dy -^-Z^dz^z o,
ce qui complète le nombre des équations nécessaires à la détermination des inconnues.
Sans insister plus longuement sur cette solution analytique de la question, voyons ce que pourrait donner ici rapplication des théorèmes généraux concernant les quantités de mouvement et les forces vives. La force F| étant, suivant l'hypothèse ci-dessus indiquée, normale à la courbe, sa projection sur la tangente est nulle ; si donc on nomme a Tangle entre la direction de la force donnée F et celle de la vitesse p ou de l'élément ds de courbe, on aura F cosa pour expression de la force tangentielle {n<» 105), et par suite les équations (4) du n* 106
(' ) En raison de la flexibilité que nous lui attribuons, le fil ne peat agir que s'il est tendu, c'est-à-dire s'il empêche le point de s'éloigner du centre; nous admettons encore que cette condition se trouve effectiTement remplit*
TT
Cl (7) du n® 109 auront lieu comme si la force F agissait seule sur le point supposé libre. Donc
-mt^o^: Tf - mç* mvl = / F cos a ds.
La première de ces équations ferait connaître v en fonction du lempSy si Fcosa était donné en fonction de cette variable; si, comme il arrive plus ordinairement, la force était déOnie au moyen de la position du point, la seconde équation déterminerait {f en fonction de l'arc s de trajectoire. Dans les deux cas, on a vu en Cinématique (n® 9) comment ensuite on achèverait la détermination du mouvement que prend le point sur la courbe.
Nous remarquerons encore que, dans le cas où la force F dériverait d'un potentiel et où, par conséquent, il existerait des surfaces de niveau correspondantes (n® 109), les accroissements pris par la demi-force vive ou par le carré de la vitesse, en passant d'une de ces surfaces à une autre, pourraient se calculer d'après la variation du potentiel, absolument comme si le point était libre et les obstacles supprimés. Cela est évident, puisque les forces n'interviennent ici que par leur travail, et que les obstacles sont censés ne donner lieu qu'à des forces dont le travail est en somme constam-ment nul.
Maintenant, le mouvement étant supposé déterminé, la recherche de l'inconnue auxiliaire F, n'offre pas de difficulté; elle se ferait au besoin par les équations (lo), qui fourniraient les trois projections Xi, Y,, Z| de cette force. Mais la marche suivante donne un résultat plus facile à saisir. Remarquons que la résultante des forces F et Fi peut se décomposer
dif (n* 105) en une force tangentielle ^-n ^^ une force centri-
/nc'
pète ; si donc nous imaginons la force F décomposée
aussi en deux forces, l'une Fcosa suivant la tangente, l'autre Fsina suivant une normale à la courbe, dans un même plan
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ago
avec F et F cosa, nous aurons» en employant une notation indiquée au n^ 11 pour indiquer une composition ou sommation géométrique,
mp" dv
p dt
F cosa 4- F sin X -H Fi = ou bien, eu égard à m -^ — F cos a.
mv^
Fsina-hF|= —
La dernière égalité peut se mettre sous les deux formes
Fi=:
Fsma,
— Fi:i=Fsina
. — mv^
dont chacune conduit à un énoncé particulier. Il suit de U première que la force inconnue subie par le point, de la part des obstacles, est la résultante de la force centripète et de la composante normale de la force connue, prise en sens con' traire.
Pour énoncer le résultat trouvé sous la seconde forme, nous supposerons que le point reçoit la force Fi d'un seul obstacle solide ou assimilable à un solide, comme serait, par exemple, une rainure ou un Ql qui resterait toujours tendo. Alors, en vertu du principe de la réaction égale à l'acUon (n®95), il exerce sur cet obstacle la pression ou tension égale et contraire — Fi (*), que nous appellerons, pour abréger, la
( ' ) On remarquera qu'il y a là uoe certaine extension donnée au priocipe général du n"* 95 ; car ce principe, tel qu'il a été d'abord énoncé, ne coocernait que les actions réciproques de deux points, tandis qu'on l'appliqoe ici aux actions qui s'exercent entre un point et un corps de dimensions arbitraires.
On rencontrera, dans la suite du cours, d'autres extensions analogues du même principe. Il ne serait pas possible, quant à présent, de les indiquer bien clairement et encore moins de les démontrer; mais la possibilité existe pour celui qui, étant en possession complète des théories de la Dynamique voudraient revenir a posteriori sur ces postulatum secondaires.
pression du point sur la courbe. D'un autre côté, la force
y égale et contraire à la force centripète supportée par
P le point, se nomme \^ force centrifuge. Toujours en vertu du
même principe (n® 95), on peut dire que c'est la composante
normale de la réaction exercée par le point mobile M sur un
corps duquel proviendrait la force ou action capable de lui
donner son accélération totale. Moyennant ces définitions, la
dernière équation démontre que la pression du point sur la
courbe est la résultante de la force centrifuge et de la compo-
santé normale de la force connue.
111. Mouvement d'un point sur une surface donnée. — Nous admettrons encore ici, comme dans le cas précédent, que les obstacles par lesquels le point matériel M est assujetti à se mouvoir sur la surface donnée, sont incapables de produire sur lui une force résultante Fi qui ne serait pas normale à la surface. Dès lors, en supposant la surface représentée, dans un système d'axes coordonnés rectangulaires, par l'équation /(jc, y, z) z=z o, les composantes de Fj suivant ces axes seront
proportionnelles aux dérivées partielles^ ^9 ^9 -^} puis
qu'elles doivent l'être aux cosinus directeurs de la normale. Elles peuvent donc s'exprimer par
df .df df
ax dy dz
en désignant par X un facteur convenablement choisi; par suite, si X, Y, Z désignent les composantes de la force F, résultante des forces données qui agissent sur le point, on aura les équations différentielles (n^ 104- )
d'x ^ , df qui, conjointement avec l'équation de la surface, suffisent
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pour déterminer les inconnues x, y^ z, X en fonctioD du temps t.
On peut remarquer que le théorème des forces vives s'applique au mouvement du point sans qu'on ait besoin de rechercher la valeur de la force inconnue F^, car cette force est constamment normale au chemin parcouru et fait un travail nul, de manière qu'elle ne doit pas figurer dans l'équation fournie par le théorème dont il s'agit. Dans le cas où il y aurait» pour la force donnée F, un potentiel et des surfaces de niveau {n^ 109), les accroissements de la demi-force vive ou du carré de la vitesse devraient encore se calculer comme si F agissait seule sur un point libre.
Le cas où le point ne subirait que la force F,, c'est-à-dire se déplacerait sur la surface en vertu d'une vitesse initiale,et sous la seule action d'une force produite par les obstacles dans une direction constamment normale à la surface, donne lieu à une observation intéressante. La force F, a ses deux composantes tangentielie et centripète (n<* 105) contenues dans le plan osculaleur de la trajectoire; donc elle s'y trouve ellemême contenue; donc le plan osculateurde la trajectoire passe constamment par la normale à la surface sur laquelle le point est assujetti à se mouvoir, propriété qui caractérise les courbes géodésiques de cette surface. On sait que ces courbes senties plus courtes qu'on puisse décrire sur la surface, entre deux quelconques de ses points, pris pour points invariables de départ et d'arrivée. Ajoutons encore que la trajectoire serait parcourue avec une vitesse constante, puisqu'il n'y aurait pas de force tangentielie.
Cette considération ramène le problème général des courbes géodésiques à un problème de Mécanique, ce qui a pu, dans certains cas particuliers, mettre sur la voie de solutions élégantes, auxquelles on n'aurait probablement pas songé sans cela.
112. Cas particulier de Véqulllbre, — Un point en repos absolu, ou seulement animé d'un mouvement recliligne et uniforme, doit avoir son accélération totale nulle. Si donc on réduit à une seule force F (n* 100) toutes les forces exercées sur lui, y compris celles qui proviennent des obstacles à son
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mouvement (s'il y en a), il faudra que celte force F soil car autrement il se produirait une accélération totale, mée (n' 10^) par le rapport de F à la masse du point proquement, la nullité de F entraîne celle de l'accéli totale; de sorte que la condition nécessaire et sufTisanl qu'un point reste en repos, ou persévère dans un moui rectiligne et uniforme, consiste en ce que la résulta toutes les forces agissant sur lui soit nulle.
On dit alors que ces forces se font équilibre.
Lorsque la résultante est nulle, il en est de même composantes X, Y, Z suivant trois axes coordonnés 0 Os, et réciproquement ; on a donc les trois conditions i libre nécessaires et suflîsantes
La composante suivant chacun des axes étant la pro de la résullanle sur cet axe, faite parallèlement au p deux autres, on la trouverait en cherchant (n° 101) la i des projections des composantes de toutes les forces qi citent le point.
Les équations (i3) conviennent aussi bien au cas d'ui gêné par des obstacles qu'au cas d'un point libre, | qu'on tienne compte de toutes les forces exercées sur lu si l'on veut distinguer ces forces en deux groupes sépari renfermant les forces données et l'autre les forces a inconnues qui proviennent des obstacles, F etF, éiant sullantes partielles des deux groupes, la condition d'av résultante totale nulle se traduira en disant que F et F, ( être égales et de sens contraires. On voit par conséquc la résultante donnée F doit remplir (à part ce qui co le sens) toutes les conditions imposées à F, par la nati obstacles. Ainsi, par exemple, quand il s'agit d'un poir jetU à rester sur une courbe ou sur une surface (n" 110 { on suppose que les obstacles font nattre sur le poii force F, d'intensité et de sens indéterminés, mais i normalement à la courbe ou à la surface; alors la foret avoir cette même direction. Cela suffira d'ailleurs, pour le point n'ait pas de vitesse initiale ; les obstacles rendt possible le mouvement que F donnerait au point s'ils >
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supprimés, et par suite ils font naître la force F| égale et contraire à F.
Il peut arriver parfois qu'un obstacle n'agisse que dans un sens déterminé. Ainsi une table horizontale empêche un poids de tomber, mais elle ne l'empêcherait pas d'être soulevé par une force suffisante; un fil inextensible attaché à un centre fixe oblige un point à se mouvoir sur une sphère si ce point tend à s'éloigner du centre; mais, s'il tendait à se rapprocher, le fil se courberait et cesserait d'agir. Dans ce cas, après avoir déterminé la force Fi, il faut encore voir si elle a bien le sens voulu pour que l'obstacle soit capable de la faire naître; et cela est nécessaire aussi bien quand on recherche le mou?ement du point que lorsqu'on veut s'assurer de son équilibre.
113. Extension des théorèmes généraux aux mouvements relatif s d' un point matériel. — On a vu (n** 30) que l'accélération relative y d'un point M par rapport à un système mobile de comparaison est la résultante de son accélération y dans le mouvement absolu, de l'accélération d'enlraînementy'f prise en sens contraire, et d'une troisième accélération — /f dite accélération centrifuge composée. Nous exprimons cela par l'équation
Tr—lJt- Jc^
les traits supérieurs étant destinés à rappeler qu'il s'agît/non d'une addition ordinaire, mais d'une composition ou sommation géométrique de diverses lignes. La même relation subsiste quand on multiplie toutes les lignes par un même facteur m égal à la masse du point matériel M sans changer leurs directions et leurs sens, car cela revient à construire le polygone de composition avec une échelle différente. On a donc aussi
mjr = mj — mjc — nijc
La force m/V est celle qui serait capable de donner au point supposé libre un mouvement absolu identique à son mouvement relatif (n* 104-); donc, si on la considère comme agissant réellement, on sera en droit de traiter le mouvement relatif comme un mouvement absolu et de lui appliquer tous les théorèmes généraux ci-dessus démontrés (n** l(tô à IW).
Or mj est la résultante des forces qui produisent le mouvement absolu, en comprenant parmi ces forces les actions dues aux obstacles s'il y en a ; m/e est une force capable de donner au point l'accélération d'entraînement, et pour cette raison elle se nomme Jorce d* entraînement; enfin — mjc prend le nom de force centrifuge composée* On peut donc énoncer ce théorème :
Les théorèmes généraux de la Dynamique d'un point matériel s'appliquent à son mouvement par rapport à des axes mobiles comme à son mouvement absolu, pourvu qu^on joigne à la résultante de toutes les forces agissant réellement sur ce point deux forces fictives ou apparentes y qui sont ; i« une force égale et contraire à la force d'entraînement ; 2® la force centrifuge composée.
Nous ajouterons encore les remarques suivantes, à l'égard des forces fictives.
La force centrifuge composée contient le facteur /<., qui luimême a un facteur égal à la vitesse angulaire (d du système de comparaison. Si ce système possède un mouvement de translation, sa vitesse angulaire ta s'annule et il en est de même pour la seconde force apparente. La première force s'annule également quand la translation devient rectiligne et uniforme, et les théorèmes généraux deviennent applicables en ne tenant compte que des forces réelles.
La force centrifuge composée contient aussi comme facteur la projection de la vitesse relative sur un plan perpendiculaire à Taxe de la rotation cd; elle est donc nulle dans les cas de repos relatif, et dans ceux où la vitesse relative deviendrait parallèle à l'axe.
Enfin, comme la direction de je et celle de la force centrifuge composée — mjc sont perpendiculaires à la vitesse relative, il en résulte que le travail relatif de cette force est toujours nul, de manière qu'elle n'entre pas en ligne de compte lorsqu'il s'agit d'appliquer le théorème des forces vives.
114-. Repos relatif à la surface de la Terre; poids d'un corps. — Lorsqu'un point pesant M se trouve en repos relatif à la surface de la Terre, nous pouvons, suivant ce qui vient
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d'être dit (n" 113), considérer ce repos comme absolu, è la condition de joindre aux forces réelles une force Active — m/e égale et contraire à la force d'entraînement, et alors nous dirons qu'il y a équilibre (n* 112) entre toutes ces forces. Nous arriverions directement à la même conséquence en remarquant que le point possède en réalité le mouvement d'entratnement et que, par suite, les forces véritablement agissantes ont une résultante my^, ce qui équivaut à dire qu'elles font équilibre à — mj^.
Les forces réelles comprennent : i<^la résultante des aUractions de la Terre, de la Lune, du Soleil et, en général, de tous les corps célestes sur le point M; 2« la force provenant des obstacles qui empêchent le point de tomber. En vertu da principe de la réaction égale à l'action (n^'OS), si l'obstacle consiste en un corps unique, il reçoit de M une force égale et contraire à celle qu'il exerce sur lui. La pression ou tension supportée par l'obstacle est ce que nous appelons, par définition, le poids du corps M; ce po.ds est donc égal à la résultante des forces auxquelles il fait équilibre quand on le change de sens, c'est-à-dire à la résultante des attractions de la Terre et des corps célestes, auquelles il faut encore joindre la force
Afm d'évaluer cette dernière, nous supposerons (ce qui est suffisamment exact pour un intervalle de temps n'embrassant pas une longue succession de jours ou même de semaines et de mois) que le mouvement de la Terre, relativement à des axes (S) qui se transportent parallèlement à eux-mêmes, avec son centre, consiste en une rotation uniforme de vitesse «), autour de la ligne des pôles, laquelle reste immobile dans le système (S). Soient R la distance du point considéré M au centre de la Terre, X sa latitude. Si la Terre est supposée sphérique, la distance de ce point à la ligne des pôles sera Rcos>, et son accélération dans sa rotation autour de cette ligne sera une accélération centripète w'RcosX dirigée suivant le rayon du parallèle terrestre passant en M (n« 17). D'un autre côté, le point M du système (S) aurait une accélération J égale à celle du centre de la Terre ; donc, suivant la théorie de l'accélération dans un mouvement composé (n« 30), h sera la résultante de w'RcosX et de J, parce que le mouve-
ment de (S), qui joue ici le rôle de mouvement d'entraînement, est une translation. Donc on a aussi
— mj\ :=. — mw'R cosX — /w J ?
la force d'entraînement prise en sens contraire est donc la résultanle de la force centrifuge mto^RcosX (force centripète changée de sens) et d'une force égale et contraire à celle qui ferait prendre au point matériel M le mouvement du centre de la Terre.
Il ne serait guère possible d'entrer ici dans tous les détails nécessaires pour faire comprendre comment les lois de l'attraction universelle, découvertes par Newton, permettent de déterminer la force exercée par les corps célestes sur chaque point de la Terre, ainsi que l'accélération J de son centre. Nous aurions d'ailleurs besoin pour cela de certaines théories qui seront données plus loin. Bornons-nous à dire, quant à présent, qu'on ne se trompe pas beaucoup en assimilant l'attraction du reste de l'univers sur notre planète à une sorte de pesanteur, en vertu de laquelle tous les points de la Terre prendraient, s'ils étaient isolés, une accélération commune, égale et parallèle à J. Si cela était rigoureusement vrai, il s'ensuivrait que l'ensemble des corps célestes exercerait sur le point M dont nous nous occupons une force réelle m J, qui se compenserait avec l'une des composantes de la force fictive — mjc. Il ne resterait d'ailleurs, parmi toutes les attractions exercées sur le point que celle de la Terre; nous arriverions donc à cette conclusion que :
Le poids d'un point matériel est la résultante de Vattractien terrestre sur ce point et de la force centrifuge qui correspond à sa rotation autour de la ligne des pôles considérée comme fixe.
En réalité, la compensation qu'on vient d'admettre n'existe pas avec une rigueur absolue. La valeur du poids, telle qu'elle résulte de l'énoncé qui précède, doit se composer avec une force comparativement très petite, et variable avec le temps, suivant la position de la Terre et du point considéré relaliveinent aux divers corps attirants. Cette force additionnelle entraîne dans la direction du fil à plomb des variations trop
398 DETXlftMI PÀtTIB. — CHàPITKE DBDXIÈMB.
petites pour être soumises à robservation directe, mais qui sont la cause de l'un des grands phénomènes naturels, celai des marées.
La Terre fait, comme on le sait, un tour complet en86i64\ d'où résulte la vitesse angulaire
Cii:
gg^ =0,000072951;
par suite, en faisant R égal au rayon de la Terre, soit eoviroD à 6 87 1 000™, on aura
mcû'RcosX =o,o3388/ncosX.
Le rapport de la force centrifuge au poids mg est
co'RcosX 8 '
et, comme g ne s'écarte pas beaucoup de 9,8 en un point
quelconque de la surface terrestre, ce rapport est encore ap-
^ - , . o,o3388cosX , '%fn \ n^
proximativement égal à — ^ ^^ ^ o,oo346cosa. Un
voit, par conséquent, que la force centrifuge est toujours une petite fraction du poids et que celui-ci diffère peu, en grandeur et en direction, de l'attraction réellement exercée parla Terre. Soit mG celte dernière force qui, composée avec mw'RcosX, doit donner la résultante mg; si nous projetons toutes les forces sur mg, en considérant comme négligeable l'angle de g et G, nous aurons l'équation
^z=G— w'Rcos'X.
La substitution dans cette équation des valeurs ^ —9", 8088 et X = 48^50', qui se rapportent à Paris, conduit à
si l'on pouvait supposer la Terre parfaitement sphérique et composée de couches sphériques homogènes, de manière ï produire la même accélération sur tous les points libres placés à sa surface, cette valeur de G conviendrait à toutes les localités.
On aurait donc, en un point quelconque de la surface terrestre,
^ = 9,8235 — o,o3388cos*X.
A réquateur, il faut faire X=z:o, cosX=:i; le terme soustractif du second membre de cette équation est alors à son
maximum, et sa valeur atteint à peu près — du terme positif 9, 8a35. Le facteur o,o3388 est d'ailleurs égal à a)*R; on voit par conséquent que, si la vitesse angulaire w devenait 17 fois plus grande, il y aurait alors très approximativement égalité entre les nombres 9, 8^35 eto,o3388 x 17'; l'attraction réelle et la force centrifuge qui, à Téquateur, sont directement opposées, deviendraient, en outre, à peu près égales, de sorte que le poids s'annulerait.
Les variations de la force centrifuge avec la latitude, tant sous le rapport de l'intensité que sous celui de l'angle qu'elle fait avec l'attraction de la Terre, expliquent en partie les variations du poids, qui est la résultante de ces deux forces. Il y a une autre raison du même fait dans le défaut de sphéricité de la Terre et dans la distribution de la matière à son intérieur, qui ne répond pas exactement à l'hypothèse de couches sphériques homogènes; il résulte, en effet, de là que G n'est pas réellement constant, et que les calculs précédents sur ce nombre, ainsi que sur la force centrifuge, ne peuvent être présentés que comme plus ou moins approximatifs.
§ IL — Applications diverses.
115. Mouvement rectiligne et vertical d'un point pesant, dans le vide ou dans un milieu résistant, — Supposons un système d'axes coordonnés rectangulaires 0^, O7, 0^, composé d'une verticale descendante, prise pour axe des -s, et de deux horizontales; la position initiale du point est prise pour origine; de plus, le point a reçu antérieurement une vitesse v^ suivant Taxe des 5, mais pouvant être à volonté positive ou négative. On appelle m la masse de ce point et l'on suppose qu'il reste toujours soumis à une force constante mg^ égale à son poids, ayant même direction et même sens que la partie
3oo
positive de l'axe des z; d'ailleurs on admet qu'il tombe oa s'élève librement et dans le vide.
Les équations (a) du n* lOI* deviennent ici, par la suppression du facteur m.
dt^
dt^
drz
on en tire, par deux intégrations successives, en désignant par «> P> T» «'> PS y des constantes arbitraires.
dx lit
dt ^'
dz de
Or les données du problème nous montrent que or, y^ z^
dx dv
-^>~^ doivent s'annuler pour ^ = o, si l'on commence à
compter le temps quand le point mobile est à l'origine des
dz axes, et qu'on a au même instant -^ =i c^o* ^^ exprimant ces
conditions, on trouve
a=:0, prro, Y = ^'o, «'=0, P'=0, y'=:0,
et les valeurs des coordonnées deviennent
;r=io. r=:
Le mouvement se fait donc en ligne droite suivant Taxe des Zy et il est uniformément varié. Nous croyons inutile d'insister davantage sur ce cas particulier fort simple, déjà étudié dans la Cinématique, et qui rentre aussi dans la question résolue au n^ 97. Nous allons modifier les données en introduisant une force nouvelle, la résistance de l'air ou d'un fluide pesant quelconque, dans lequel se meut le point considéré.
L'évaluation exacte de cette résistance est un problème difficile, dont la solution n'est pas encore trouvée. D'après l'expérience et certains aperçus théoriques exposés plus loin dans une autre partie du Cours, on admet que la force exercée par le fluide sur un corps en mouvement dans son intérieur est la
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résultaote de deux autres, qui sont : i" une force v ascendante égale au poids du fluide qui occuperait I du corps, si celui-ci étail enlevé; s* une force dépen< la vitesse relative avec laquelle le corps se déplace fluide, et proportion ne Ile au carré de celle vitesse, à 1 elle serait d'ailleurs directement opposée, dans le cas (que nous supposerons) d'un corps de révolution auio axe parallèle à cette vitesse. Nommant alors P le rapport entre la densité du fluide el la densilé n
du corps; t> la vitesse du mouvement relatif de ce dernier; t une vitesse constante,
la première force aura pour valeur mgp, et, comme retranche du poids, celui-ci sera réduit à mff{t — p) tité que nous continuerons à représenter cependi mg, en changeant le sens de la notation g, afin de si
l'écriture ('); la seconde peut toujours s'exprimer par
moyennant un choix convenable de la constante k, qu sente la vitesse pour laquelle cette seconde partie dev égale au poids réduit mg. D'ailleurs si, comme nous poserons, le fluide est stagnant, c deviendra la vitesse du corps.
Cela posé, un raisonnement direct permet d'étahlir, mier lieu, que si la vitesse initiale cg a une directio cale, cette direction se conservera pendant toute la di mouvement et que celui-ci sera recliligne. En effet, mier instant, la résistance de l'air, opposée à f», est i ainsi que le poids; ces deux forces, agissant seules ] un élément dl du temps, produiront une vitesse verli< se composera avec C|, (n" 96); donc la vitesse est encoi cale après le temps dl, puisqu'elle s'obtient par la c don de deux vitesses verticales. Le même raison prouve qu'elle l'est encore après un second intervalle après un troisième, et ainsi de suite; elle restera dor
(') On admctlra de plus dans le calcul ci-aprés l'hypothèse !s pourf et p, et l'on supposera p < i, pour finer
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finiment verticale , ce qui ne peut avoir lieu que dans un mouvement rectiligne, suivant la même direction.
Maintenant nous distinguerons deux cas :
Premier cas : Mouvement descendant. — Le point part de l'origine avec la vitesse positive \f^ et parcourt Taxe des z positifs. L'expression de la force tangentielle {n^ 103) est ici
dv v^
'^ Tt = ""^ - '^^ ¥'
équation qui se met sous la forme
k^dif kdv f X I \
On obtient ensuite, par une intégration immédiate,
-r~ = L -, h const.,
et, en déterminant la constante de manière qu'on ait c = u pour ^ = o,
k (k-ç){k-^-vS
De là nous tirons la valeur de la vitesse
_dz _ (A: + ro)g^ — (A- — Tq)
"^ dt^ m
il -1'
V __ (X-hro)e^ — -(A- — ro)g *
Une seconde intégration nous donnera z en fonction de t. Pour Teffectuer, on remarque que le numérateur de la fraction égale à t est, à un facteur constant près, la dérivée du dénominateur; on a par suite
(Âr-h ro)g* -H(A-— ro)g ik
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ta constante introduite par l'inlégratioD étant déterminée d manière qu'on ait ^ =: o pour t=^o.
Les équations (a) et (3) donnent, en fonction du temps, I vitesse et l'espace parcouru. Lorsque t devient très granc
l'exponentielle e 'tend vers zéro; v et s tendent en mCm temps vers les valeurs
La vitesse tend, comme on le voit, vers la limite k san jamais l'atteindre ; elle va en augmentant ou en diminuant lou jours, suivant qu'elle est d'abord plus petite ou plus grande comme on le reconnaît facilement par l'équation ( 3 ) qui donn sa valeur en fonctiondu temps. On voit aussi par l'équation (3 que le point mobile tend à se trouver à une distance constant
temps de l'origine, serait animé d'une vitesse constante suivant la verticale. D'ailleurs, cela ne constitue véritable ment une avance que si l'on a v,> ^;car autrement le loga ritbme devient négatif, et l'avance se change en retard comme il est facile de s'en rendre compte a priori.
Deciiève cis : Mouvement ascendant. — Si nous supposon une vitesse initiale ascendante, le point va commencer monter verticalement. Changeons alors le sens de l'axe des î en laissant toujours l'origine au point de départ, et nommon i la hauteur parcourue en montant, à une époque / quel
conque ; c la vitesse correspondante; Vg la vitesse initiale, pour z=.o, t=io.
Les autres notations restant d'ailleurs les mêmes, nous au rous ici
dv
"di
= -mg-~mg -
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d'où résulte, en tenant compte de ce que v doit prendre la valeur v^ pour ^ = o,
~ = — arc tang -r -h arc tang ^ •
Cette équation, résolue par rapport à Vy donne
<> = A: tang (arc tang -^ "" T )
(4) { J-tangÇ «.^cosÇ-A-sinÇ
X- tang ^ V. sin ~ -h A- cos
Onpeut intégrer une seconde fois, après avoir remplacé 7 par -7^> et Ton trouvera, eu égard à la condition z == opour/=o,
,5, .= |L(^.„Ç*cosf).
L*expression de -r est toujours négative, de sorte que le
mouvement ascendant se ralentit de plus en plus, sous ^a^ tion du poids et de la résistance de Tair, qui sont tous deux en sens contraire de la vitesse initiale. La vitesse v devieûi nulle au bout d'un temps 6 ayant pour valeur, d'après [l'équation (4),
(6) «^ -arc tang ^;
la hauteur parcourue h est alors, d'après les équations (5)el (6),
Le point mobile arrive à la hauteur h au-dessus de son point de départ, au bout du temps 6, avec une vitesse nulle. Dans l'intervalle de o à 6, les équations (4) et (5) donnent la vitesse et l'espace parcouru en fonction du temps. Après le temps 8 le mouvement ascendant cessera, puisque
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la vitesse s'est anéantie et que la force agit dans le se descente. Alors commence un mouvement descenda les circonstances peuvent se déterminer par les formi blies pour le premier cas. Il faudrait seulement tra: l'origine des 2 à la hauteur h au-dessus du point de reprendre comme sens positif celui de la descente, les temps à partir de l'époque 0, et faire enfin c, =: o formules (2) et (3),
116, Mouvement parabolique d'un point pesant vide. — Prenons trois axes rectangulaires Ox, i (Jig- i6o), parmi lesquels l'axe des z sera vertical et ascendant; imaginons un point pesant lancé à partir de l'origine 0 avec une vitesse c» contenue dans le plan et l'angle zOx, et faisant avec l'horizontale Ox un angle donné a. Les équations du mouvement de ce point, débarrassées du facteur qui représente sa masse (n' 101)
tfjT _ d'y _ d^z _
dt" ~ "' rfC ~ **' 'dF ~ ^'
Une première intégration donne
dx dy dz
^=consl., ^=con5t., j^=-j, + coll!
si l'on compte le temps à partir de l'époque où le p( en 0, on devra avoir, pour i = o,
dx dy . dz
déterminant les constantes par ces conditions, on au ' quelconque,
dx dy dz
-7- =i',COSa, -37—0, -j-= — gt + CtSm9
dt ' dt dt °
f*Utt. -~ Court df Mie. I.
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Une seconde intégration conduit alors à
a:^= ÇotcosoL, y
sans constantes, puisque Xy /, z s'annulent pour f = o.
La deuxième équation (7) montre que le point se met dans le plan des zx (plan vertical contenant la vitesse initiale] L'équation de la trajectoire dans ce plan s'obtient en élii nant t entre ]a premiè;*e et la dernière équation du méml groupe, ce qui donne
5 = a?tanga —
gx^
'^v\ COS*a
on voit que cette courbe est une parabole à axe vertical, pr(h|
priété déjà connue (n* 97).
L'ordonnée z commence à croître, puisque pour /isolai
dérivée -^ a une valeur positive CoSina; cette dérivée s*aih|
nule quand t prend la valeur — ^ à laquelle répondent
J?= — -SmaCOSa
i'îsin*a et 5 =
La tangente à la trajectoire est alors horizontale, et le point se trouve à son maximum d'élévation , au sommet S de la rabole. Ensuite z décroît et redevient nul au bout du tem) 2(^0 sina
; à cet instant on a
ÔÂ
- Sinacosa.
Pour rendre maximum cette distance, qu'on nomme \^^A tée du jet, en regardant ^o comme une donnée invariable, oe doit prendre « = 45°; carie facteur variable asinacosapeut se remplacer par sinaa, quantité toujours moindre que i,sa«n
pour a =r 45®. Le maximum de OA sera par conséquent—- En posant tanga -= p, l'équation de la parabole devient
On peut y considérer p comme un paramètre variable et chercher l'enveloppe de toutes les paraboles représentées par cette équation.
A cet effet on doit, suivant une théorie connue, éliminer le paramètre p entre Téquation (9) et sa dérivée par rapport à p, laquelle est
Oz=zX —
L'élimination se fait sans difficulté et donne pour équation de l'enveloppe
C'est encore une parabole, dont le sommet se trouve sur Taxe
des i; en 6, à la hauteur — ^- Son intersection avec Taxe des x
a lieu à une distance -^ double de OB, ce qui prouve que le
foyer est en 0, à l'origine. Tous les points intérieurs de cette parabole peuvent être atteints par un projectile lancé de 0 avec la vitesse Tq, dans le plan ^0^ et sous un angle a convenablement choisi, car les diverses paraboles obtenues en faisant varier p se succèdent d'une manière continue, dans leur enveloppe commune (*); les points ext'érieurs, au contraire, ne sont pas susceptibles d'être touchés. Pour cette raison, la courbe dont il s'agit se nomme la parabole de sécurité. Il est clair que, si l'on fait varier le plan zOx autour de O5, le paraboloïde de révolution engendré par cette parabole marquera la limite de la région exposée aux projectiles partant de 0, avec la vitesse t^o/ dans une direction arbitrairement choisie.
(') Si l'on cherchait la valeur qu'il faut donnera p pour faire passer le projectile par un point donné {^ZyX)y on aurait, au moyen de Téqua-
^on (9)»
cette expression est réelle pour les points intérieurs à la parabole enveloppe, et imaginaire pour les points extérieurs.
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117. Mouvement d'un point sollicité par unejorce centi fonction de la distance. — Lorsqu'un point matériel M si Taclion d'une force unique F passant toujours par ud poii fixe 0, l'accélération totale de ce point, ayant la même dir tion (n<* lOi), passe aussi par le point 0; donc le plan oscali leur de la trajectoire y passe également, puisqu'il contiei l'accélération totale. Cela suffit pour conclure immédiatemei que la trajectoire est plane. Soient, en effet, Hi, Ms, M), quatre positions consécutives infîniment voisines du poii mobile; un plan osculateur sera OMiM^Ma et le plan oscub teur suivant sera 0M,MsM4. Or ces deux plans coînclden| car ils ont trois points communs, savoir 0, M,, Ms.Doncchaqi plan osculateur coïncide avec le précédent et le suivant, et pa conséquent tous coïncident avec celui qui répond à l'origii du mouvement, et qui est déterminé par le point 0 etIaTÎ tcsse initiale.
Le même fait pourrait encore se démontrer comme il suit Imaginons deux rayons partant de 0 et joignant ce point deux positions intiniment voisines M, M' du mobile; soiei di l'aire OMM' et a, p, y les angles que la normale à son plî fait avec trois axes rectangulaires Ox, Oj, Oz. Les trois pr jections de l'aire d<T sur les plans coordonnés respectiveinei perpendiculaires à ces axes seront
^ffCOSa, dacos^, dvcoS'^;
donc, si l'on nomme A, B, C trois quantités constantes pendanf toute la durée du mouvement et dt le temps du parcours MM on aura, en vertu du théorème des aires (n«108),
da cos oL^zKdt, d<j cos ^^=Bdt, di cos y = C </^ ; d'où l'on déduit, eu égard à cos*a -^ cos*? -f- cos'y = ï»
cos a =r
cos? =
cos 7
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Le plan déterminé par deux rayons vecteurs consécutifs est donc toujours le même, puisque ses cosinus directeurs ne changent pas ; donc la trajectoire est contenue dans ce plan. Ce plan étant immédiatement connu,
Fiff 16 1
comme nous l'avons déjà dit, il suffît de .^
définir les positions successives du point ^^^
au moyen d'un système de coordonnées tx \
planes. Nous adopterons les coordonnées X^
polaires, savoir le rayon vecteur OM = r 0 F
{fig. 161), et l'angle 6 == OMP, décrit par ce rayon à partir d'une droite fixe OP. On sait que la vitesse v satisfait alors à l'équation (n* 12)
On sait, d'un autre côté (n<» 109), que si l'intensité delà force, considérée comme répulsive, est représentée par mip'(r), m désignant la masse du point M, il y aura un potentiel /w<p(r); par suite, l'application du théorème des forces vives donnera
en nommant h une constante égale \ v\ — 2«p(/-o), c'est-à-dire à la valeur que prend p' — 2<p(r) pour la position initiale du point.
Nous pouvons aussi nous servir du théorème des aires. Si nous nommons C le double de l'aire décrite par OM dans l'unité de temps (ou le moment de la vitesse initiale relativement à 0), nous aurons
attendu que r' d^ exprime le double de Taire décrite par OM dans le temps dt.
Les équations (i) et (2) permettent d'avoir r et 6 en fonction du temps, et par conséquent elles définissent complètement le mouvement du point M. L'élimination du temps donne d'abord la relation entre r et 6, et fait ainsi connaître la forme de la trajectoire ; pour obtenir cette relation, il suffit de porter
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dans l'équation (i) la valeur de dt fourme par réquation (2). Il vient alors
d'où Ton lire
il ne resterait à effectuer qu'une quadrature. Ensuite, après avoir obtenu 0 en fonction de r, on déduirait de l'équation (a)
r*rf6 dr
(4) dt=^ = -^=--.^-^^;
la connaissance de t en fonction de r, ou inversement de r en fonction de c, est donc encore ramenée à une quadratare. Enfin, connaissant r à chaque instant, on connaît par cela même 6, puisqu'on sait quelle valeur de 6 répond à une valeur donnée de r.
En supposant que la force fût donnée en fonction de la distance, nous avons pu déterminer la trajectoire. Réciproquement, si l'on donnait la trajectoire, nous en déduirions la force. L'équation (3) nous conduit en effet à la valeur du potentiel
et le second membre, en vertu de la relation donnée entrer et 0 pour définir la trajectoire, peut être regardé comme une fonction connue de r. On en tirera par une dérivation ?'(/")» qui exprime la valeur absolue de la force rapportée à l'unilé de masse, ou celle de l'accélération qu'elle produit. On trouve de cette manière
_C*/£ 2dr^ I d*r\
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Or on a identiquement
r i ar
dô r* d^'
^6» r»ûfô« /•« d^^'
la dernière équation peut donc se mettre sous la forme plus simple
118. Cas particulier du problème précédent; mouvement produit par V attraction d'un centre fixe, avec une intensité inversement proportionnelle au carré de la distance. — On
suppose la force exprimée par ^^ {x étant un coefficient
constant et l'expression étant affectée du signe —, parce qu'il s*agit d'une attraction ; nous devons donc prendre
Par la substitution de cette valeur, l'équation (3) du n^ 117 devient
Remarquons d'abord que ^ h- pi est nécessairement positif,
dr car autrement ^ resterait imaginaire pour toutes les valeurs
de r, ce qui ne peut évidemment pas avoir lieu dans un mouvement réel. D'ailleurs, on vérifierait le fait sans difficulté en
IX
remplaçant h par vl ^ et C par le moment de la vitesse
initiale; comme ce moment est au plus égal à v^r^^^ on aurait
C* " To vlrl
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OU bien
ce qui prouve bien que le premier membre de ces inégalités est positif.
En le désignant par /*, la valeur de d^ se met sous la forme
d'où résulte^ en nommant a une constante arbitraire,
ha=:arccos
\lr ICj
ou encore
Ci ^
c'est réquation d'une section conique ayant le centre d'ai-
traction pour un de ses foyers, une excentricité e = — el on
G* paramètre a(i — e')=— • La constante « se déterminerait
par la condition que les valeurs initiales Tq, % de r et de 9 doivent vérifier Téquation (6). La trajectoire serait alors complètement connue et, si Ton comptait les angles 0 à partir de l'axe passant par les foyers, on pourrait lui donner la forme
(7) ^^aO-e^)
^'' I -hecosO
Cette courbe sera une ellipse, une parabole ou une hyperbole, suivant que e, ou — y sera inférieur, égal ou supérieur à I. Or on a posé
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relation qui peut s'écrire
on voit, par conséquent, que le genre de la section conique dépend uniquement du signe de h. On aura rellipse, la parabole ou rhyperbole suivant que h sera négatif, nul ou positif, c'est-à-dire suivant que (*o 6t r^ satisferont à telle ou telle des trois relations .
Il est remarquable que la nature de la trajectoire, pour une position initiale donnée, soit uniquement déterminée par la grandeur de la vitesse et ne dépende en rien de la direction variable que Ton pourrait donner à celle-ci.
Nous devons encore chercher 0 et r, ou tout au moins Tun des deux en fonction du temps ^, afin de pouvoir connaître la position du mobile sur sa trajectoire à une époque quelconque. On pourrait, à cet effet, employer l'équation (4) qui,
par la substitution de cp(r) — - > deviendrait
, rdr
dtz
l'intégration s'effectuerait sans difflculté, puisque le radical est seulement du second degré ; mais il faudrait avoir égard au signe de h, si l'on voulait éviter l'introduction des imaginaires dans les formules. Sans nous arrêter davantage à ce calcul, nous pouvons, dans le cas de la trajectoire elliptique, le remplacer avantageusement par la démonstration géométrique suivante.
Soient ABDE {Jig. 162) l'ellipse parcourue, AD, BE ses axes principaux, C son centre de figure, 0 le foyer d'où émane la force attractive, M une quelconque des positions du point mobile. Suivant l'usage ordinaire, nous désignons par a la
longueur AC et par e le rapport -==- ou l'excentricité. Nous
supposerons le temps t compté à partir de l'époque où le
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mobile était en A, et nous allons chercher deux expressions du double de Taire MOA engendrée par le rayon vecteur OM depuis la position initiale OA. Une première expression est C^ la constante G conservant la signification qu'on lui a doanée
dans les calculs précédents. Poor en avoir une autre, décrivons le cercle A6|DE| sur AD comme diamètre, menons HP parallèle à BC et prolongeons cette .ordonnée jusqu'à sa rencontre en M' avec le cercle; soit u l'angle M'CA des rayons M'C et CA. Le double du secteur M'CA est a* « ; en le multipliant par v/i — ^S rapport constant entre les ordonnées du contour formé par CM' et l'arc d'ellipse MA d'une part, et celles du contour formé par CM' et l'arc de cercle M'A d'autre part, on aura deux fois l'aire CMA ; donc
2aireCMA=ia*£/v/i — e*.
D'un autre c6té, le double de l'aire du triangle MOC est le produit de OC — oe par la hauteur
d'où
MF = v^i* - e« U'y=a\^i — e* sin«,
aaireMOC = a^\ i — e-esinu.
Par suite, on a
aaireMOA — 2(aireCMA — aireMOC) i^à^^i — e'{u -esinu)
et, en égalant les deux expressions de cette même surface,
Ct
u c sm a =
La variable auxiliaire u est liée à r et à 0 par des relations fort simples. Une des propriétés connues de l'ellipse consiste d'abord en ce que OM = a — eCP, et, comme CP =acostt,
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on en déduit
(9) r = a (i — ecos m).
Par la comparaison de séquations (7) et (9), on a ensuite
I — e cos u =r
i-hecosô^
d'où résultent successivement les équations
^ cos u — e
cos6 = ,
I — e cos u
I — cos6 (i -i-e)(i — cosm)
I -H cos6 "" (1 — e)(i -h cos w)' . et enfin
(10) tang- e ziz y/ - — lang- u,
L*angle u étant connu en fonction de t par Téquation (8), les équations (9) et (10) donneront r et 0 à la même époque.
On peut mettre à la place de la constante C diverses expressions. D'abord ce serait le produit de la vitesse, à un instant quelconque, par sa distance au point 0. Secondement,
comme nous avons remplacé plus haut — par a(i — e*), on a aussi
ce qui transformerait l'équation (8) en (il) w — e sin w 1=: i / -- t.
in« = y/Ji
Enfin, si Ton désigne par T le temps employé par le mobile pour le parcours de la courbe entière, on aura
— 27ca' \i 1 — éf^ ou ^ = - ;
on voit, par conséquent, que le coefficient de t dans les équations (8) et (11) n'est autre chose que la vitesse angulaire constante d'un point qui tournerait uniformément autour d'un
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centre, en faisant un tour complet dans un temps égal à celai que met le point H pour parcourir son ellipse entière. En désignant par n cette vitesse angulaire, on écrirait la valeur de u^esiïiu sous la forme définitive
(la) u — esini/=:/i^.
En vertu de Tune des équations (8), (ii) et (la) (qui en réalité n'en font qu'une), u est une fonction du temps. La recherche de cette fonction est une question qu'on nomme le problème de Kepler; nous allons la résoudre dans Thypothèse où l'excentricité serait assez petite pour rendre négligeables ses puissances au delà de la seconde.
L'équation (la) donne d'abord
a=rn^ -h esini/;
en remplaçant u par nt-\-es\nu dans le second membre, cette équation devient
u=:nt -\- e sin {nt 4- e sin u) i=znt -\-e sin nt cos {e sin u)-he cos nt sin {e sin u).
Or on a aussi
cos(esinu) =1 e'sin'w -\-. . .,
sin {e sin «) = e sin w — ^ e'sin* a h- ... ;
la substitution de ces valeurs dans la dernière expression de u donne, en négligeant les quantités au delà du second ordre relativement à e,
u=z nt -\-e sin nt 4- e* cos nt sin u.
Enfin, si Ton remplace encore une fois u par nt -\-e sin u dans le second membre, on trouvera, e' étant toujours supposé négligeable,
u z= nt -h e smnt -h e^sïnnt cos nt.
119. Mouvement des planètes autour du Soleil; lois de Kepler et leurs conséquences immédiates. — Les lois du mouvement des planètes que Kepler a déduites de ses observations
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sont au nombre de trois et peuvent se résumer dans les énoncés suivants :
Première loi. — Le centre de chaque planète décrit autour du Soleil supposé fixe, et dans un plan passant par son centre, une orbite dans laquelle les aires engendrées par un raj on vecteur joignant les deux centres sont proportionnelles au temps.
Deuxième loi. — La courbe décrite par le centre de chaque planète est une ellipse dont le centre du Soleil occupe un des foyers.
Troisième lot. — Les carrés des temps des révolutions sont proportionnels , pour les diverses planètes, aux cubes des grands axes de leurs orbites.
La première loi nous prouve (n* 108) que le moment de la quantité de mouvement de la planète par rapport au centre du Soleil est constant; il Test donc aussi par rapport à un axe quelconque issu de ce point (n» 103). Donc le moment de la force exercée sur la planète est nul relativement à tous ces axes, d'où Ton conclut que la force passe par le centre du Soleil, si toutefois il est permis de considérer ce poinl comme fixe.
L'équation de l'orbite étant mise ensuite sous la forme (7), on en tire
donc
I I-4-CCOS6
r — ecosô
par conséquent, l'équation (5) du n<»117 nous donne pour expression de la force rapportée à l'unité de masse
' ^ ' ar'{i — e*) /•'
la notation [x conservant le même sens qu'aux n«» 117 et 118.
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Celle valeur est négative, car dans l'ellipse on a e<i; donc la force est une attraction variable en raison inverse du carré de la distance.
Si Ton nomme T le temps de la révolution entière d'une planète aulour du Soleil, on a établi plus haut (n» 118) l'égalilé
dont les deux membres expriment un même coefficient dans les équations (ii) et (12). Or la troisième loi de Kepler nous
montre que i./ 7=- reste constant pour toutes les planètes;
donc il en est de même, en raison de l'égalité précédente, pour le coefficient {a. Nous pouvons en conclure que l'accélération totale est la même pour toutes les planètes à égalité
de distance, puisqu'elle s'exprime par -^ en valeur absolue;
la force correspondante serait proportionnelle à la masse de chaque planète.
Les lois de Kepler ne sont pas d'une exactitude rigoureuse; de plus, nous avons raisonné, pour en tirer des conséquences, comme si le centre du Soleil était absolument fixe et comme si les planètes n'exerçaient aucune action les unes sur les autres. C'est cependant en adoptant ce point de départ approximatif que Newton est arrivé à découvrir la grande loi de la gravitation universelle, découverte qui aurait suffi à elle seule pour immortaliser son nom. Les petites erreurs que l'on commet ainsi se compensent avec tant d'exactitude que cette loi , prise à son tour comme point de départ et appliquée avec toute la rigueur possible, permet d'expliquer et, au besoin, de prévoir à l'avance toutes les circonstances des mouvements observés dans le système solaire; elle a même conduit Le Verrier à déterminer par le calcul une planète importante (Neptune), inconnue avant lui et dont il a pu indiquer la position aux observateurs. Mais c'est là un ordre de questions que nous ne pouvons développer davantage, et qui rentre plutôt dans le domaine de l'Astronomie ou de la Mécanique céleste.
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120. Mouvement d'un point pesant sur une droite tr. — Soil un point M (/ig. i63), soumis à son poids mg ei assujetti à décrire une droite inclinée M«A, qui angle x avec la verticale. Nous admettons, comme au n" 110, que les obstacles par lesquels on oblige le point à décrire cette trajectoire exercent sur lui une force N, normale à MjA et inconnue a priori. Si l'on remplace le poids MG par deux composantes rectangulaires, l'une MH = m^cos« dirigée suivant MA, l'autre Ml^m^sinct contenue dans le plan vertical MGH, le point pourra être considéré comme se mouvant librement sous l'action des trois forces m^cosi, mg sina, N. Le dernières ayant des projections nulles sur MA, la pr<
dv sera égale à lâ force tangentielle m -y- (a' 105), et l'ot
par suite,
dv
Cette équation sufTit pour déterminer le mouvement di sur la trajectoire donnée. Par une première intégration en déduisons la vitesse
v^ t>t, -h gt coai,
1', étant la vitesse initiale, à l'époque où le mobile était époque à partir de laquelle on comptera le temps. Ap maintenant x la longueur M,, M parcourue pendant le tei
à la place de c, nous mettrons -j-y et une seconde ir lion donnera
x^ 1-0(4- -gt* COSa.
Comme on le voit, le mouvement suivant Mi,A est t mément varié; son accélération est ^cos a, projection droite parcourue de l'accélération g qu'aurait le poi tombait librement.
Dans l'bypothèse c, = o, la longueur j: = o se réi
-^/*cosa, projection de la longueur verticale MoB=:-^(*
sur la direction Mo A. Si Ton imaginait des points pesants partant simultanément, sans vitesse initiale, de la position M« commune, mais dans toutes les directions possibles, la droite MqB que Ton devrait projeter pour avoir les positions de tous ces points à une même époque serait indépendante de 2; donc le lieu de toutes ces positions contemporaines serait une sphère décrite sur MqB comme diamètre. Le point B varierait d'ailleurs avec le temps et descendrait verticalement, comme un point abandonné en Mo sans vitesse initiale, sous l'action de son poids.
L'accélération totale d'un mouvement recliligne se réduisant à l'accélération tangentielle (n*» 15), la force centripète s'annule dans le cas particulier que nous traitons. Donc la force normale N est égale et contraire à la composante normale MI du poids /n^nzMG; ou bien encore la pression du point M sur l'obstacle qui lui fait parcourir la droite M«Aest égale à m^sina. L'inconnue auxiliaire N se trouve ainsi déterminée. On remarquera que son égalité avec la composante normale du poids tient uniquement à la nature de la trajectoire et ne subsisterait pas si le point parcourait une courbe au lieu d'une ligne droite.
121. Pendule circulaire simple. — Le pendule circulaire simple consiste en un point matériel pesant M, qu'on suppose assujetti à se mouvoir sur un arc de cercle MqAM'^ {^. '64),
contenu dans un plan vertical et tournant sa concavité vers le haut.
On admet ici, comme dans l'exemple précédent (n* 120) et dans la théorie générale du n« 110, que l'obligation pour le point de parcourir cette trajectoire résulte de l'action d'une force normale N, d'intensité a priori inconnue ; le point supporte en outre l'action de la pesanteur, c'est-à-dire une force verticale constante mg. En projetant ces deux forces sur la tangente et sur la normale, on obtient les composantes
Fig. i6'|.
tangentielle et centripète de la résultante (n« 105); donc, si Ton nomme a Tangle du rayon OM avec la verticale et / sa longueur constante, on a
— j- =z N — mg cos a.
La première équation permet, comme on va le voir, de déterminer le mouvement; ensuite la seconde fera connaître la
force N =1/12^ cos a H Cette force pourra être produite
P par une ligne matérielle qui réunirait le point M au point 0 ;
la réaction de M sur cette ligne la mettrait en état de tension, puisqu'elle agirait en sens contraire de N, suivant OM prolongé, autant du moins que Tangle a ne dépasserait pas Tangle droit. On pourrait donc, sous cette réserve, constituer la ligne avec un fil inextensible, dont la masse devra de plus être supposée négligeable, car autrement son poids aurait une certaine influence dans le mouvement du système total, et celui-ci n'aurait pas la simplicité idéale que nous voulons lui attribuer.
Occupons-nous maintenant de rechercher le mouvement du point M. Soit Mo sa position initiale, telle que le rayon OMo fasse un angle donné MoOA = ao avec la verticale; le point est supposé abandonné sans vitesse, après avoir été amené en Mo* Comme l'arc Mo M s'exprime par /(ao— a), on en déduit
.dx dv . ûP a
donc on a, en vertu de la première équation ci-dessus, (I) _^_|sma.
Multipliant les deux membres par 26^x et intégrant, nous trouvons
\dt) "" /
cos«-Hconst.,
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OU, si Ton tient compte de ce que la vitesse t' 6t ^ sont nulles en Mo,
dt
\dt) ~~ l
(COSa — COSao)*
On peut remarquer que le premier membre de celte équation, multiplié par m/*, exprime l'accroissement de la force vive du point dans le parcours Mo M; le second, multiplié par le même facteur, devient
2m^/(cosa — cosao) OU 2m^(0B — OBp),
c'est-à-dire le double du travail de la force verticale mg dans le même parcours. L'équation (2) n'est donc pas autre chose que le résultat de l'application du théorème des forces vives (n» 109), car le travail de N est toujours nul; on aurait pu, par conséquent, poser immédiatement cette équation. Elle permet déjà de constater une propriété du mouvement. L'angle i
va commencer à décroître, parce que, autrement, (-t-) devrait
prendre des valeurs négatives, ce qui est impossible; pendant
doi que a décroît de «o à o, ^ et t» vont en croissant; lorsque j
continue à décroître et passe au négatif, cosa reprend les mêmes valeurs que dans le parcours Mq A, de sorte que la wtesse est la même pour deux points M et M' symétriquement situés de part et d'autre de la verticale OA; le mouvement du point sur sa trajectoire conserve d'ailleurs le même sens, jusqu'à ce que la vitesse, progressivement décroissante à mesure que M s'élève, repasse par la valeur o. C'est ce qui a lieu pour la position Mq, prise à la hauteur de Mq. Le point mobile se trouve alors dans les mêmes conditions qu'au point de départ; il va donc revenir en Mo, en passant par des vitesses de même grandeur et de sens contraire, après quoi il reviendra encore en Mq, et ainsi de suite indéfiniment. Le mouvement est oscillatoire, et, comme toutes Içs oscillations présentent des circonstances identiques, il suffît d'étudier le passage de Mo à M'o, en faisant varier a de ao à — «o.
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Pour cela, nous tirerons d'abord de l'équation (a)
V'cOSa — COS»,
le signe — donné au radical se justifie, parce que quand t augmente. L'intégration de celte relation s< noie exigerait l'emploi des fonctions elliptiques; ma l'éviter en supposant les angles a et a^ assez petits p( négligeables leurs puissances au delli de la troisié
sans constante dans la dernière équation, parce ( 6tre nul pour a = a,, ce qui aura lieu pourvu que censé le plus petit des arcs positifs ayant leur coi
Il -■ On déduit de là
(4) « = a,co8(y/^,
ce qui définit a en fonction du temps.
Si l'on veut avoir le temps T d'une oscillation enl sitions H« et M', (dans l'un ou l'autre sens), il fat dans l'avant^ernière équation a := — a^ et arc cos( donc
ce qui montre que les petites oscillations ont une d pendante de leur amplitude.
Nous ne chercherons pas à exprimer « en fonctior le cas où l'amplitude des oscillations ne serait pas t
nous chercherons seulement ce que devient le temps T. Pour cela posons
J7 = I — COSa, b=zï — COSGCo»
- . » 1 dx dx dx
dx =z sina aa, aa = — — = = , ;
sina ^j_(i_^)i y/ax — j:*
la substitution de la variable x k a dans l'équation (3) donnera
dx
dt
I 77 dx
et, attendu que — exprime le temps du parcours MoA, égal pour cause de symétrie à celui du parcours AM^,
dx
OU enfln
L'intégrale qui entre dans le second membre de l'équation (6) peut se développer en une série ordonnée suivant les puissances croissantes de b. On a, en effet.
série convergente même dans le cas où a dépasserait -> ccr
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X ne peut dépasser la limile a, el — ne dépasse pas l'un
Donc, si l'on porte cette expression de I i 1 dans l'éq
tion (6) et que l'on pose d'une manière générale, n étant nombre entier quelconque.
Il ne reste donc plus qu'à déterminer les diverses intégrj
définies représentées par A», A,, A„ .... A„ Or on p
les ramener toutes à la première.
On a, en effet,
2\/bx (an — lii.^--'— anx»
2l/ÙX — x'
Multiplions par dx les deux membres de cette égalité et ii grons de o à 6; comme x"-^ \Jbx — x*, intégrale indéfinie premier membre, s'annule aux deux limites (pourvu que n descende pas au-dessous de i), nous trouverons ainsi
(an — i)iA„-, — araAn = o,
soit
art
Faisant successivement, dans cette relation, n égal à
on en tire
Ai
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A,= gA.Ô = ^Ao6S
An =
2/1 — I . , 1.3.5. ..(an — i) . .
D'un autre c6té, la valeur de Ao s'obtient bien facilemeot. On a
dx
arccos
si donc on prend les intégrales entre o et 6, il viendra
dx
\bx — x^
= Ao= arc cos(— i) — arc cos i = it.
Toutes les intégrales définies A;^ sont donc maintenant connues; leur substitution dans l'expression (7) de T conduit au résultat final
ri.3.5...(2/i — inv^y
Quand on suppose l'amplitude ao très petite, b est très
voisin de o, et cette formule donne T
=vi
comme noos
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l'avions trouvé directemenl. Si l'on veut exprimer T avec approximation plus grande en fonction de «a, on Tera dai formule (8)
&— 1 — cosa,),
ou, en considérant comme négligeable la quatrième puiss (le Os,
on trouvera ainsi
Effet de la résistance de l'air sur l'amplitude et la a des petites oscillations. — Conformémeni à ce qui a dêji fait dans une autre occasion (n° 115), on admettra que, tenir compte de la résistance de l'air, il faut : i" remplac par une valeur plus petite, ff' = S'U — p)i en désignant ] le rapport, ordinairement très petit, entre la densité de et la densité moyenne du pendule; a" introduire une I agissant sur le pendule en sens contraire de la vitess
exprimée par mg' -r^- Si l'on modifie, d'après cette im
lion, la valeur de la force tangentielle, l'équation (i) ci-d( devient
ou, plus simplement.
'\dt)
le coefficient p étant défini par la relation p -
Maintenant, on suppose le pendule abandonné à lui-m^ avec un écart initial a», et l'on demande : i" son plus g écart a', de l'autre côté de la verticale, à la fin de la prenoscillation; a» le temps de cette première oscillalion, A
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avoir résolu ces questions, il est bien évident qu'on pourra, par Tapplication des mêmes formules, trouver l'amplitude et la durée de Toscillation suivante, car il suffira de remplacer «0 par a!^ ; puis on passerait de la seconde à la troisième, et ainsi de suite.
Afin d'éviter un calcul trop compliqué, nous supposerons que le coefficient p est assez petit pour qu'on soit autorisé à
-j-j de
l'équation (lo) peut être évalué en prenant pour valeur de la
vitesse angulaire -r- celle qui aurait lieu si p devenait égal
à o. Or cette valeur est donnée par l'équation (2), sauf qu'on doit y remplacer g par g'; sa substitution dans l'équation (lo) donne
-^=— ySma-h ^- (C0S3t — cosoio),
ou encore, dans le cas où a reste très petit. Intégrant, après avoir multiplié par 2t/a, on trouve
Les limites de l'oscillation répondent à -j- = o, c'est-à-dire
aux positions où la vitesse devient nulle; cela se produit d'abord pour a = «<,, ce que nous savions d'avance, puisque le pendule avait été abandonné sans vitesse initiale, dans la position définie par a = ao. Pour avoir l'autre limite, on résoudra l'équation du second degré en a
«o-t-a-J- -^ (a*-f-aao— - 2aJ) =0,
qui a deux racines a', a'', exprimées par les formules
ol'
OU, en bornant Tapproximation aux termes contenant la première puissance de/?,
ip 3
Ces deux racines sont négatives; la première est légèrement inférieure à «o en valeur absolue; la seconde est très grande en raison de la petitesse de />. C'est donc la première qui fournit la limite cherchée, car le pendule arrive sans vitesse à la position a = a' et il ne peut aller plus haut, puisque son poids tend toujours à le faire redescendre.
Ainsi se trouve résolue la première partie du problème que nous nous sommes posé. Si Ton nomme «o, a'^, a^, ... les angles d'écart successifs pris en valeur absolue, il résulte du calcul précédent qu'on aura
ce qui permet de déduire tous ces angles du premier.
Cherchons maintenant le temps nécessaire pour passer de 2o à a', c'est-à-dire pour accomplir la première oscillation. Nous mettrons d'abord le facteur entre crochets dans le second membre de l'équation (ii) sous la forme
?^(a~a')(ot^a').
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Le facteur -y- (« — «') devient, en remplaçant a' par sa valeur,
il diffère donc toujours très peu de Tunité, et, par conséqaeDt, l'équation (ii) peut, sans erreur sensible^ se réduire à
(Êy=T("-')("-"')-
On en lire
et, en intégrant,
^ Tv^o— «)(* — «';
Or on a
r -doL r --di
_ r —dt _
— arc cos — , — ;
donc, en prenant l'intégrale entre les limites,
T= i,' ~7 [arCCOS( -l)— arc cos l] =:::-i:i /y
Le temps de la première oscillation est donc indépendant de/7, c'est-à-dire de celte partie de la résistance de l'air qui est proportionnelle au carré de la vitesse; et, comme ce temps ne dépend pas non plus de l'écart primitif a© (pourvu q»f celui-ci soit petit), il restera encore le môme pour les oscillations suivantes.
On voit, en résumé, qu'on tient suffisamment compte de U résistance du milieu fluide, en ce qui concerne le calcul du temps T des petites oscillations d'un pendule circulaire simple
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si l'on remplace dans la formule (5) la constante g par i valeur un peu moindre ^, égale à ^(i — p), ce qui condu la nouvelle formule
Ce temps aurait donc subi une augmentation, d'ailleurs ] sensible, quand le pendule est formé d'une petite lentille i ullique, car alors p peut descendre à i ou a dix-millièi et oième moins.
122. Pendule cyctoïdal. — Le pendule cycloïdal se c (inguedu précédent en ce que le point matériel pesant M assujetti à se tnouvoirsur une cycloïde BAC {fig. i65) conlei
dans un plan vertical. Pour remplir cette condition, on p concevoir qu'on ait établi deux cylindres horizontaux ay pour sections droites les demi-cycloïdes BD, DC, dont la r nion constitue la développée de BAC. Un lil flexible et iu' lensible, de longueur égale à BD, sera attaché en D par i extrémité et au point M par l'autre. Le fil étant supposé t jours tendu, une partie telle que DS s'enroulera sur la dé loppée, pendant que le bout M de la partie libre SM déci la cycloïde BAC.
Le point matériel a d'abord été mis en Mg sans vitesse i tiale. Nous pouvons trouver sa vitesse c répondant à une ; sillon M quelconque, par l'application du théorème des for vives. Si nous désignons par /^ et y les hauteurs vertica des points M, et M au-dessus du point le plus bas A de la
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cloïde BAC, le travail du poids mg de M sera mg{y^—y)\ te travail de la force exercée par le fil sera nul, parce que cette force agit toujours normalement au chemin élémentaire suivi par son point d'application. Donc l'équation (7) du a* 109 devient ici, après suppression du facteur - /n,
Cette équation montre que la vitesse croît de o jusqu'à uo maximum ^'^gy^ répondant au point A, puis décroît de ce maximum jusqu'à o, en repassant par les mêmes valeurs. Le point mobile, après avoir descendu le long de Mo A, remontera donc le long de AM'o jusqu'à la hauteur du point de départ; dans cette seconde partie de l'oscillation, les déplacements sont symétriques avec ceux de la première moitié, et, comme il y a des vitesses égales en deux points symétriques, il est clair que le temps total sera le même pour les deoi
parcours MqA, AM^.
Nommons 5 la longueur de l'arc de courbe AM et r le rayon du cercle générateur de la cycloïde. Lorsque le point décrivant était en M, ce cercle occupait une position RMQ, telle que l'arc RM = RB; le centre instantané de rotation du cercle est alors son point de contact R avec BC, de sorte que les droites RM, MQ joignant M aux deux extrémités du diamètre vertical RQ sont la normale et la tangente à la cycloïde en M; par suite, on a
dy .-^-3 MQ
-7- = cosMQR = —^ • as ar
Or, en abaissant de M la perpendiculaire MP sur QR, on sait que
MQ =2r.PQ = 2rj;
donc l'expression de -^ devient, eu égard à cette valeur de
MQ,
dy _ sfïry _
ds ' ir
V ar
On en déduit immédiatement
ds ziTy/ÔTr ~y
et, en intégrant,
s^zisjir \Jy ou 5- = 8r/,
sans constante, parce que 5 et/ s'annulent simultanément.
La substitution de ^ à la place de 7 dans la valeur ci-dessus trouvée de la vitesse donne
d'où résulte
- de- V4r^" '
< = i / — arc cos — h consi .
La constante de la dernière équation est nulle, quand on compte le temps depuis l'époque où le mobile est en Mo, et alors on a
Le temps total de l'oscillation T peut se déterminer, soit en faisant .v — — ^o, soit en faisant 5 r= o et doublant la durée correspondante. On trouve
cosTi/-r-~ — I ou cos- v/-r- = o, d'où l'on conclut
Ce résultat est remarquable en ce qu'il ne dépend pas de la position initiale Mo; les grandes oscillations s'effectuent dans
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le même temps que les petites. Pour cette raison, on dit que la cycloïde est une courbe tautochrone^
Parmi toutes les courbes contenues dans un plan Tertical et symétriques relativement à la verticale du point le plus bas, la cycloïde est la seule qui jouisse de cette propriété. Cest un fait depuis longtemps connu, dont on a donné (Uverses démonstrations; en voici une fort simple.
En vertu de l'équation
qui donne la valeur de la vitesse, on a, pour le temps de la descente.
I r -ds _ j_ Ç^' ds
Or supposons la courbe définie par une équation entre s et /i telle que
et prenons, en outre, une variable auxiliaire «= — ; la substitution de/(7) et de «/o» au lieu de s et de y^ change l'expression de - T en
uYndu
laquelle, en posant, comme définition d'une nouvelle fonction ^(a:),
se met encore sous la forme
y^)du
Si Ton veut que le temps - T reste le môme quand /otarie, je dis que ^Kwjo) doit se réduire à une constante. En effet,
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s'il en était différemment, on pourrait prendre ^b assez f pour que, entre u = o et m = i, la dérivée ^'{«/i)) conse toujours le même signe; alors un changement de y^ U varier dans le même sens tous les éléments de l'intégrale par conséquent, celle-ci ne pourrait conserver la même leur, ce qui entraînerait aussi le changement de - T. E nous devons poser
\/y/'(y)=consl.--C, d'où résulte
/'(7)=-^ et /(/) = 2Cv'r.
sans terme constant dans le second membre, si l'origine d et celle des^' sont placées au même point, ce qu'on est jours lihre de supposer.
Donc, enfin, la courbe cherchée est représentée par quation
s=:2C\/y ou 5'=4C'j';
c'est une forme connue (déjà employée plus haut) de quation d'une cycloïde, dont le sommet serait placé au f le plus bas de la trajectoire.
Remarques. — Nous avons admis que le fil DSM {fig. serait toujours tendu. Si l'on cherchait, conformément Ihéorie générale du n°110, la force exercée par le point M ce ni, on verrait qu'elle a bien le sens voulu pour le ten car la composante normale du poids mg et la force centri agissent toutes deux suivant le prolongement de 5M.
123. Brachislochrone d'un point pesant. — Lepointpe M est assujetti k descendre, sans vitesse pj„, ,56.
initiale, le long d'une courbe AB {fig- 166), j^ dont les extrémités A et B sont invariablement données. Parmi toutes les courbes, en nombre infini, qu'on peut imaginer entre A et B, on demande celle pour laquelle la durée totale du trajet entre ces deux points sera minimum. Cette courbe porte le non brachislochrone, qui se justifie par son étymologie grec
La solution du problème repose sur un théorème dû à Fermât, dont voici l'énoncé : Si un point doit aller de C en D ijig' 167) en trai^ersant un plan HG, et s* il se meut des deux côtés du plan avec des vitesses s? et v', dont chacune esi
constante, le trajet exigeant le minimum de temps sera composé de deux lignes droites CE, ED qui déterminent un plan CED perpendiculaire à HG ti qui font avec la normale Y^ à ce plan des angles i, i' vérifiant Végalité
sin£
sini'
En effet : i<* si CE et DE n'étaient pas des lignes droites, on diminuerait la durée de chaque parcours en remplaçani Tare par la corde, puisque, les vitesses restant les mêmes, il y aurait diminution dans la longueur du chemin; 2* la même chose aurait lieu en remplaçant le chemin brisé CED par sa projection sur le plan mené par C et D normalement à HG, dans le cas où le plan CED ne serait pas lui-même ce plan normal; 3*» si Ton fait ensuite varier E infiniment peu et qu'où mette ce point en F, le parcours CE s'allongera d'une quantité FE' = ËFsin«, pendant que ËD diminuera de lF=zËf sin/; donc la variation de la durée du trajet total sera
ëf(^'
sin«'\
et, comme cette variation doit être nulle dans le cas du minimum, on en conclut la dernière condition ci-dessus iudiquée.
Cela posé, revenons à la brachistochrone et soit AB celle courbe (y?^. 166). D'abord, elle doit se trouver contenue dans le plan vertical des points A et B; car, autrement, en remplaçant AB par sa projection sur ce plan, il est visible qu'on diminuerait la longueur du trajet; comme, d'un autre côté, l'application du théorème des forces vives fait reconnailre que la vitesse dépend seulement de la hauteur du point mo-
bile au-dessous d'un plan horizontal de comparaison (*), chaque élément de AB serait parcouru avec la même vitesse que sa projection et, par conséquent, ferait dépenser plus de temps que celle-ci; il y aurait donc bénéfice à remplacer AB par sa projection. Prenons maintenant pour axes coordonnés, dans le plan vertical de AB, l'horizontale et la verticale du point de départ A; soient M le point répondant aux coordonnées X et /, MMi, MM' deux éléments successifs de la courbe. Le travail de la pesanteur dans le parcours AM étant mgy^ on a, en vertu du théorème des forces vives, pour la vitesse V de M,
on peut admettre que MiM sera parcouru avec cette vitesse et que MM' le sera avec la vitesse
D'un autre côté, ces éléments font avec la verticale MN, normale au plan horizontal de M, des angles /, «' ayant pour
sinus .— et -7- -h ^-T-; or le théorème de Fermât, rappelé as as as '^^
tout à l'heure, assujettit les deux éléments MMi> MM' à la
condition que le rapport
dx
sin/ ds ou
prenne la même valeur sur chacun d'eux; car, sans cela, on pourrait, en changeant la position du point M sur son horizontale (sans changer celles de Mi et M'), diminuer la durée du parcours MiMM' et, par conséquent, celle du parcours lolal, ce qui est incompatible avec l'hypothèse du minimum.
I dx La différentielle de l'expression -= -7- est donc nulle quand
(') Oa supposs toujours que les obstacles en vertu desquels le point est obligé de suivre la courbe AB produisent, au total, une force normale à la courbe.
BsBSfir.. — C*>uts de M de, I. a a
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on passe d'un élément au suivant, et, par suite, cette quantité reste constante pour tous les points de AB. On déduit de là, en désignant par C une constante,
Cette dernière équation donne
d'où résulte, par une intégration,
s^=i — 2 v/C(C — /) -h const.
La constante qu'on vient d'introduire aura pour valeur 2C, si les arcs s sont comptés depuis le point A, car s et /devront s'annuler simultanément; on aurait alors finalement l'équation
qu'on peut écrire aussi
ou bien, en transportant l'origine au point de la courbe défini par les valeurs particulières
et posant
on mettrait l'équation sous la forme
qui représente, comme on le sait, une cycloïde dont le cercle générateur a C pour diamètre.
On remarquera que-— est égal à i pour y = 0; donc le cercle
sera tangent en A à la verticale Aj. En le faisant rouler sui l'horizontale Ajp, son point A décrit la brachistochrone cher-
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chée. Le diamètre C devrait se déterminer, de manière à faire passer la courbe par le point donné B.
Les résultats obtenus aux n^* 122 et 123 montrent que la cycloïde jouit de deux propriétés mécaniques fort remarquables ; elle est à la fois tautochrone et brachistochrone. Nous devons ajouter que ces propriétés n'ont jamais été utilisées d'une manière quelconque. Celle du tautocbronisme aurait cependant de rintérôt pour Thorlogerie; mais on a dû renoncer à s'en servir, en raison de rimpossibilité, bien vite reconnue pratiquement, de construire des appareils remplissant exactement toutes les conditions supposées par la théorie.
124. Mouvement relatif d*un point pesant à la surface de la Terre. — D'après la théorie exposée au n** 113, la force capable de produire l'accélération d'un point pesant, dans son mouvement relatif à la surface de la Terre, est la résultante : !• de toutes les forces réelles qui agissent sur lui ; 2° de la force qui produirait son accélération d'entraînement changée de sens; 3" de la force centrifuge composée. Parmi les forces réelles, on peut ensuite considérer à part les attractions exercées sur le point par la Terre et par tous les corps célestes ; la résultante de ces attractions, composée avec la force qui constitue le second des trois groupes ci-dessus, donne ce que nous avons appelé (n° 114) le poids du corpsy ordinairement désigné par la notation mg. Donc, en résumé, dans les mouvements relatifs dont nous voulons nous occuper ici, l'accélération relative sera produite par le poids, joint aux forces réelles qui ne proviennent pas de la gravitation universelle et à la force fictive qu'on nomme force centrifuge composée.
Nous allons appliquer ces indications générales à deux exemples.
(a) Chute libre d'un point pesant^ dans le vide, — Nous pannorlerons les positions successives du point à un système d'axes coordonnés fixes relativement à la Terre, dont l'origine sera placée en 0 {fig. 168), position du point mobile à l'époque ^ = 0. L'axe des x est une perpendiculaire au plan méridien de MO, dirigée vers l'est; l'axe des/, tangent à la méridienne du même point 0, se dirige vers le nord; l'axe des z est une verticale descendante, qui passe au centre C de
la Terre supposée sphérique. On sait que la rotation de la Terre se fait autour de la ligne des pôles PP', d'occident en orient; son axe représentatif (n« 35) sera une ligne CA, de
longueur égale à la vitesse angulaire co, portée dans le sens nord-sud, afin qu'un spectateur ayant la têle en A et les pieds en C voie tourner dans le sens des aiguilles d'une montre. Si nous appelons X la latitude boréale du point 0 ou M (*), les composantes de cette rotation suivant les axes coordonnés auront pour valeurs
o, — to cosX, cosinX;
par suite, les formules du n" 40 donnent pour les composantes de l'accélération centrifuge composée,
, ^ dv . dz
2 o) sm A -j — h 2 (O cos A -;- I at dt
. . dx
2a>SinA -r-j
at
. dx
— 2 Cl) cos A -r '
at
D'ailleurs, le poids se réduit à une force m§ suivant l'axe des z.
On peut alors appliquer au mouvement relatif les équations (2) du n<» iOl, qui deviennent, par la suppression du
facteur m,
r/'.r . . dv . dz
,- -- 2u)sinX -7- -h 2 0) cosX -j^. »
dt^ dt dt
(Py . ^ d.r
* —rr ~— 2 0) siUA -j- ,
dt* dt
, -y- ir i^ — 20)C0SA -77«
\ dt* * dt
L'intégration de ces équations ne présente aucune difficulté notable et pourrait faire connaître j?, /, z en fonction du temps. Toutefois, en raison de ce que l'exposé de la méthode à suivre supposerait la connaissance du Cours d'Analyse de
(' ) Nos calculs s'appliquent spécialement à Thémisplière boréal; pour les étendre à rhémisphère austral, il faudrait attribuer à X des râleurs négatives.
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seconde année, el aussi pour diminuer les calculs i saires, nous nous contcnlerons d'une approximation. '. tesse angulaire ti> esl un nombre très pelit, égal (n"
" ' ou 0,0000729; dès lors, il semble permis de néglig puissances, à partir delà seconde inclusivement. Quam aïons étudié plus baut (n" 113 et 116) le mouvemen point pesant dans le vide, nous n'avons eu égard qu'au mg et avons laissé totalement de côté l'effet de la fore triTuge composée, ce qui revenait à négliger ui; nous maintenant approcher davantage de l'exactitude, en ne géant plus que lu'.
Soient a, b, c les trois composantes de la vitesse r<
initiale, c'est-à-dire les valeurs de -j-i -j-i -^ pour t —
at al at leur à laquelle répondent j;=:^o,y — o, s=^o, d'après I nitiondes axes. Une première intégration des deux der équations (1) donne
portant ces valeurs dans la première équation et négi les termes en tu*, il vient
-j^ — ao>(6sin). + ccosX)-(- am^tcosl.
On déduil de là, par deux intégrations successives,
-^ =a+ 2(of(isinX-t-ccosX) + tu^(»COS>,
(3) X — a/-f-u)(*(*sinl-i- t;cosl) + iio^i'sInX.
Enfin, on substitue la valeur (3) de x dans les équalioi on trouve, en continuant à négliger lo*,
^ — 6— auxKsinX, -^ — c + <?■/ — aomicosX
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d'où l'on tire, par une intégration,
y=bt — (oa/'cosXy
Les équations (3), (4) et (5) fournissent la solution complèie du problème simplifié que nous nous sommes posé.
Dans le cas où le point serait supposé sans vitesse relative initiale, il faudrait faire a = o, b=io, c=zo; les équaùonsacviennent alors
^=5W^^'C0SX, /
z ^ - gt\
Si le temps ne prend pas de grandes valeurs, x reste toujours petit et, comme/ est nul, on voit que le point tombe à peo près suivant la verticale de son point de départ. Cependant, il éprouve une petite déviation dans le sens des x positifs, c'est-à-dire vers Test; l'étendue de cette déviation est donnée par la première des formules (6), ou encore par la suivante,
VT
obtenue en faisant t
2v/2tt) COSX
La déviation se trouve ainsi exprimée en fonction de la hauteur de chute z.
M. Reich a fait, dans un puits de mine à Freyberg, descipériences qui permettent d'essayer une vériQcation de cette formule. La latitude X était de 5i® et la hauteur z de i58%5; avec ces données, on trouve par la formule (7) la déviation orientale a^ == o*°,o276, tandis que Texpérience a donné moyennement o°*,o283, ce qui diffère bien peu du résultat théorique.
Supposons encore un corps lancé verticalement avec une vitesse initiale ascendante ^o» *l fst^t faire a=:o, 6 = 0, c = — ('o> ce qui donne
o;^ — (DPo^*cosX-f- ^ tùgt^cos'ky J = o,
éii —
e.t-h'-ii'-
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Quand le point cessera de monter, on aura -j- d'où résultent les valeurs particulières
En désignant par h la hauteur de l'ascension, solue, soit -Î-. la déviation à l'époque — deviei
,o, a<i>cosX , ,J it/â(ocosX
A égalité de hauteur verticale parcourue, le p bas en haut s'est dévié deux fois plus, quand il c ter, que le point tombant sans vitesse initiale,* d vialion a lieu en sens contraire dans les deux ca vers l'ouest si le point monte, vers l'est s'il desc paraison des formules (7) et (8) rend ces coi (lentes.
Si le mouvement présente successivement ic! qu'on vient d'étudier, c'est-à-dire une ascensioi
descente, pendant une durée totale — °, on
' dt
dx
— —r reste toujours positif, et par conséquer
— X s'accroît toujours dans le même sens, vers igu'à l'époque où le mobile est revenu à son poi La déviation occidentale est alors double de ccl la formule (8); puis elle décroît, si le corps co cendre au-dessous de son niveau primitif, i
( = — 'i 3= — °t et chanire ensuite de signe,
de nouveau vers l'est et grandir sans limite.
{&) Théorie de l'expérience de Foucault sur i Les axes de coordonnées, fixes relativement à li ceux de la Jig. i65, à part cette différence qui sera plus en coïncidence avec une des positions bile, imaginons un point pesant attaché à ceti
une droite inextensible et sans masse, de manière à constituer un pendule circulaire simple. Soit N la tension de cette ligne, ou la force qu'elle exerce sur le point; ses composantes suivant les axes seront, en nommant / la longueur
du pendule,
Nx Nr Viz
d'ailleurs le poids et les composantes de la force centrifuge composée auraient les mêmes expressions que dans le problème qu'on vient de traiter; par suite, si Ton applique encore au mouvement relatif les équations (2) du n« lOi, on trouvera ici
, ^ dv . dz
-h 2(0SinA -^ H- 2b>C0SA -r-j
dt al
dx
(9) {^=-rr/ -awsinX^,
dx
^— 2(DC0sX-^>
à quoi il faudrait joindre
et l'on aurait ainsi quatre équations permettant de déterminer les quatre inconnues j?, j, -s, N en fonctions du temps.
Sans essayer de pousser plus loin le calcul, nous allons déduire des équations (9) une propriété remarquable du mouvement. On a, par l'élimination de N entre les deux premières,
dt^
ml
d}y dt^
ml
dt^
ml
d}x d*y . ^/xdx-hydy\
vds
relation dont nous pouvons négliger le dernier terme dans l'hypotbèse de petites oscillations, parce que, dans ce cas, la vitesse relative du pendule est toujours sensiblement horizontale et ~ très petit ; alors cette relation se met sous U
forme
d ( dx dy\ . ^ ûf , , ,.
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OH encore, en intégranl,
^"' ^'Tt ~^i = (x* + j')iu sinl + consl.
Reprcaenlons maintenant à part le plan des xy (Jig. 169) imaginons que la projection P du pendule sur ce plan si suivie par un rayon vecteur OF — r; désignons en outre pa: l'angle de ce rayon avec Ox. Noos aurons
X = /■ cosfi, y^=r sinO v:
et, par suite, I /^
ydx — xdy—-. -~ r-dft,
valeurs qui, portées dans l'équation (11), la transforment celle-ci :
(11) — r'-y- =r*to5inX + consl.
Ij détermination de la constante dépend des circonstanc initiales. Pour adopter Thypothèse qui donne lieu au caU le plus simple, nous supposerons qu'à l'époque f =^ o on av r— o, c'est-à-dire que le pendule était alors en coïnciden avec l'axe des s, et qu'on l'en a écarté par une impulsion c lui a communiqué une certaine vitesse. Dans ce cas, la ce slante sera nulle, puisque tous les autres termes de l'éqL lion (la) s'annulent pour / — o.
L'équation (13} se réduit, en conséquence, à
— r' -j- — r-usinl, soit -j- =— usinX.
Le produit tusin> exprime la composante de la rotati terrestre autour de la verticale descendante du point de si pension ; c'est une rotation dans le sens de Ox vers Oy, c'e à-dire dans le sens est-nord-ouest-sud. La projection horiz(
taie du pendule a une vitesse angulaire apparente -t- égi
en valeur absolue à cette composante, mais dans le sens c posé, celui qui va du nord à l'est, puis au sud et à l'oue
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Comme la valeur numérique de (d sinX est toujours très petite et atteint au maximum 0,000072921, l'angle 0 varie très pea pendant la courte durée d'une oscillation du pendule ;celui-ei semble donc exécuter son oscillation dans un plan vertical, mais ce plan varie peu à peu en tournant autour de la verticale, avec la vitesse w sinX et dans le sens nord-est-sud-ouesl qui vient d'être indiqué. La durée d'un tour complet de ce
plan serait — r-^> cest-à-dire - . ^ > puisque ^^ ^, est la "^ wsinX sinX * ^ 86i64»
valeur de la vitesse angulaire w par !•. A Paris, avec A^ ^S'So',
on a
-^^ =^ 1x4458», soit 3i»»47"38*.
Ces déductions théoriques se trouvent confirmées par une remarquable expérience de Foucault; on y trouve une preuve nouvelle de la rotation du globe terrestre.
Ici se termine la série des problèmes particuliers donnés comme exemples de la détermination du mouvement d'un point matériel. Nous avons successivement considéré des points libres, des points gênés par des obstacles et eofin des points en mouvement relatif, et Ton peut avoir ainsi une idée de la manière dont s'appliquent les divers théorèmes exposés dans le § I de ce Chapitre.
Nous allons maintenant commencer à nous occuper, non plus de points matériels isolés, mais de systèmes formés parla réunion en un seul corps d'un nombre quelconque de points matériels. En premier lieu, ces systèmes seront considérés i l'étal de repos, sous l'action des forces appliquées à leurs divers points; on dit alors que ces forces se font équilibre, 00 bien encore que le système est en équilibre. La recherche des conditions des lois de l'équilibre fait Tobjet d'une partie de la Science, à laquelle on donne le nom de Statù/ue,
CHAPITRE PREMIER
§ I. — Équilibre des systèmes matériels quelconques.
125. Travail virtuel ^'une force. — Lorsqu'une force agit sur un point en repos, son travail élémentaire, tel qu'il a été défini au n** 102, est sans cesse nul, car on doit faire ds:=o dans l'expression générale ¥dscos{¥,ds). Mais on peut ima- ^ner fictivement que le point se déplace infiniment peu à partir de sa position fixe, dans une direction quelconque; le déplacement qu'on lui donne ainsi par la pensée, et qui n'existe pas réellement, se nomme déplacement virtuel. On le distingue d'un déplacement réel en employant la caractéristique S au lieu de d, et en désignant sa longueur infiniment petite par la notation ^s.
Le travail d'une force F dans un déplacement virtuel 85 de son point d'application se nomme travail virtuel de cette force; il aurait pour expressionF85COs(F, 85).
126. Transformation de la condition d* équilibre d'un point matériel. — Il résulte immédiatement du principe de l'inertie (n« 93), et du théorème sur la composition des forces appliquées à un même point (n<> 100), que la condition nécessaire et suffisante pour qu'un point persévère dans l'état de repos consiste en ce que la résultante de toutes les forces agissant
sur lui doit être nulle. Comme on Ta fait obsen'er déjà (nMlî), cela s'applique aussi bien au cas d'un point gêné par des obstacles qu'à celui d'un point libre, pourvu qu'on tienne compte des forces produites par les obstacles. Or, si la résultante des forces est nulle, son travail dans un déplacement virtuel quelconque sera aussi nul; et, réciproquement, la nullité du travail de la résultante dans un déplacement virtuel arbitraire eniralnera la nullité de cette force, car le facteur Is est censé différent de o, et le cosinus de l'angle (F, w) ne peut être nul pour toutes les directions de 85. On a donc démontré ainsile théorème dont voici l'énoncé :
La condition nécessaire et suffisante de l'équilibre d'un point matériel est que le travail de la résultante des força agissant sur ce point soit nul dans un déplacement virtuel quelconque.
On sait (n* 102) que le travail de la résultante est égal à la somme algébrique des travaux des composantes. On dira donc aussi que :
La condition nécessaire et suffisante de l'équilibre d'un point matériel est que la somme algébrique des travaux des forces agissant sur lui soit nulle dans un déplacement virtuel quel' conque.
En faisant varier la direction du déplacement virtuel, od tirerait de ce théorème une infinité d'équations, dont chacune serait une condition nécessaire de l'équilibre du point. L'ensemble de ces équations, en nombre infini, constituerait l« condition nécessaire et suffisante; il est facile de voir qu il peut se réduire à trois équations distinctes. Nommons, en effet, X, Y, Z les projections de la résultante sur trois axes rectangulaires, égales respectivement à la somme algébrique des projections des composantes; soient aussi Sor, 5/, S: les projections du déplacement virtuel 85 sur les mêmes axes. Le travail virtuel qu'il s'agit d'égaler à o s'exprime (n» IW) P*^
pour que cette quantité soit nulle indépendamment de toute hypothèse sur la direction de 8s ou sur les rapports entre
Ix, 0/, ^z, il est évidemment nécessaire et suffisant que les coettîcienls de ces trois quantités soient nuls, c'est-à-dire qu'on ait
(i) X~o, Y=io, Zr=o,
comme nous Tavons déjà trouvé par d'autres considérations (n« 112).
127. Condition générale de V équilibre d'un système matériel quelconque, —hoT^(\\x'\xn ensemble ou système de points matériels formant un corps quelconque est en équilibre, sous l'action de forces également quelconques, chaque point considéré isolément est lui-même en équilibre, sous Faction des forces qui le sollicitent et que nous pouvons diviser en deux classes : i* les forces dites extérieures, qui sont produites par des corps non compris dans le système considéré, ces corps pouvant agir comme obstacles, corps attirants, ou de toute autre manière; 2® les actions mutuelles des points ou parties de ce système, auxquelles on donne le nom de forces intérieures. La résultante des forces, tant intérieures qu'extérieures, agissant sur chaque point est nulle, ainsi que la somme de leurs travaux dans un déplacement virtuel arbitraire qu'on attribuerait au point (n^ 126); donc on peut dire, eo réunissant les travaux pour tous les points :
// est nécessaire^ pour Véquilibre de tout système matériel quelconque, que la somme totale des travaux des forces agissant sur tous ses points soit nulle, dans un déplacement virtuel arbitraire attribué à chacun d'eux.
Réciproquement, l'équilibre résulte de l'accomplissement de cette condition. En effet, puisque les déplacements virtuels (les divers points sont arbitraires, nous pouvons les supposer tous nuls, à l'exception d'un seul; le travail virtuel des forces appliquées à ce point unique sera donc nul dans tout déplacement, et par conséquent ce point sera en équilibre (n<» 126). Nous raisonnerons de même sur tous les points pris successivement et reconnaîtrons qu'ils sont tous en équilibre. Donc :
La condition ci-dessus énoncée est suffisante aussi bien que nécessaire.
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Cette condition pourrait s'exprimer analytiquement par l'équation
dans laquelle le signe £ indique une somme étendue à toos les points dont se compose le système; on en déduirait, yq rindépendance des déplacements virtuels, que les trois sommes X, Y, Z sont nulles pour chaque point en particulier. Si Ton appelle n le nombre des points, on obtiendrait ainsi 3/i équations d'équilibre, nécessaires et sufGsantes, qui seraient l'application des équations (i) à chacun des points. Il semble au premier abord qu'on a ainsi résolu, de la manière la plus générale, la question consistant à rechercher les conditions d'équilibre d'un système matériel quelconque; mais, si Ton essayait de se servir de cette solution, on verrait bien vite qu'elle est au fond assez illusoire. Premièrement tous les corps visibles et tangibles pour nous se composeot d'un nombre immense de particules, et, par conséquent, les équations d'équilibre, trouvées comme on vient de le dire, pour chacune de ces particules, seraient aussi en nombre très considérable. Secondement ces équations contiennent, comme inconnues auxiliaires, un nombre encore plus grand de forces qui ne sont pas données a priori; ainsi les actions
mutuelles des points deux à deux, en nombre — ^ > devraient se déterminer d'après les lois encore très imparfaitement connues qui régissent la cohésion dans chaque espèce de corps, et l'on peut avoir à rechercher encore d'autres forces produites par des obstacles gênant le déplacement du corps dont on étudie l'équilibre. On voit, par conséquent, qu'il reste des difficultés très sérieuses à surmonter, pour tirer du théorème général des travaux virtuels les conséquences pratiquement applicables, qui s'y trouvent implicitement renfermées. Le but auquel on doit tendre, c'est d'arriver, dans chaque cas particulier, au moindre nombre possible d'équations nécessaires et suffisantes pour l'équilibre, en se débarrassant autant qu'on le peut des inconnues auxiliaires, sauf à reprendre ensuite la recherche de ces inconnues, afin de voir si elles satisfont de leur côté aux conditions spéciales qui leur
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sont imposées, en raison de la nature et des propriétés physiques du corps considéré.
L'ensemble de la troisième Partie de ce Cours donnera, dans une certaine mesure, la réalisation de ce programme. Mais, avant d'entrer dans Texamen des théories particulières, nous allons tirer de Téqualion (2) quelques conséquences encore très générales, quoiqu'elles le soient à un degré moindre que cette équation elle-même.
128. Lemme relatif à la somme des travaux de deux forces égales et de sens contraires, — On suppose que deux forces ayant une même intensité/agissentsur deux points A et B {Jig. 170), dans la direction de la ligne qui les joint; on demande la somme des travaux de ces forces dans un déplacement infiniment &• * • ^^
petit, virtuel ou réel, qui amène ^ 7
AB à la position A'B'. Abaissons f a a ~~ b6 7 de A' et B' les perpendiculaires
k'a et B'6 sur AB; les travaux des deux forces seront — f.Aa eiJ.Bbf ce qui donne une somme
/(B6~Â^) ou, en ajoutant et retranchant aB dans la parenthèse,
/(^ — ÂB).
Or la longueur A'B' ne diffère que par les infiniment petits du second ordre de sa projection ab sur une ligne de direction infiniment peu différente; ab — AB est donc la différentielle de la distance AB = r des deux points dans leur déplacement, différentielle que nous désignerons par la notation Sr ou dr, suivant qu'il s'agira d'un déplacement virtuel ou réel. Le travail total des deux forces a donc pour expression
/ôr ou fdr.
Il faut remarquer que la figure a été faite pour le cas de forces tendant à éloigner l'un de l'autre leurs points d'application, c'est-à-dire de forces répulsives. Si les forces chan-
35a TROlSlfcXE PARTIE. — CHAPITRE PREMIER.
geaient de sens et devenaient attractives, les travaux changeraient de signe et leur somme pareillement; pour la complète généralité de l'expression ci-dessus, il faut donc convenir de considérer comme négatives les forces d'attraction.
129. Équations générales de Véquilibre, — On sait(n® 137) que la somme des travaux virtuels de toutes les forces agissant sur les divers points d'un système matériel doit être nulle, lorsqu'on attribue à chaque point un déplacement virtuel absolument arbitraire, pourvu qu'on tienne compte de toutes les forces, quelle qu'en soit l'origine. Si l'on fait choii d'un déplacement virtuel particulier et qu'on applique cet énoncé, on aura entre les forces une relation à laquelle elles devront toujours satisfaire, dans l'hypothèse de l'équilibre; c'est-à-dire qu'on aura une des conditions nécessaires de l'équilibre. On peut d'ailleurs choisir ce déplacement de manière à faire disparaître les travaux de telle ou telle catégorie de forces, et arriver ainsi à des équations plus ou moin^ simples.
Supposons, par exemple, qu'on choisisse un déplacement tel que tous les points conservent entre eux les mêmes distances, ou, en d'autres termes, qu'on prenne un des déplacements qui pourraient avoir lieu si le système était solidifie et parfaitement libre de tout obstacle; on fera ainsi disparaître les forces intérieures et l'on obtiendra une relation entre les forces extérieures seules. En effet, si une force/est exercée par un point A du système, sur un autre point B qui en fait également partie, le principe fondamental de la réaction égale à l'action (n*95) nous apprend que, réciproquement, le point B exerce sur A une autre force /égale et coiitraire à la première, de sorte que toutes deux agissent suivant la droite AB. Nous savons de plus (n* 128) que la somme des travaux de ces deux forces sera —y or (en nommant r la distance AB), c'est-à-dire zéro dans le cas actuel, puisque r n»' varie pas. Toutes les forces intérieures pourront ainsi éin* partagées en groupes de deux forces dont les travaux se détruiront algébriquement, et par conséquent leur travail total sera bien nul; donc on doit égaler à zéro la somme des travaux virtuels des forces extérieures seules, dans tout déplace-
ment qui sera, comme nous le supposons maintenant, compatible avec la solidification du système et sa complète liberté. Un tel déplacement peut toujours être considéré comme composé de six déplacements particuliers (n° 38), savoir : trois translations parallèlement à trois axes coordonnés et trois rotations autour des mêmes axes. Nous prendrons un système de trois axes rectangulaires Ox, Oj, 0^ et nous appellerons
8a, 86, 8c les trois translations;
8X, 8(x, 8v les trois rotations.
Soit, en outre, F une quelconque des forces extérieures, ayant X, Y, Z pour projections sur les trois axes et x, y, z pour coordonnées de son point d'application.
La définition du travail (n<» 102) nous montre d'abord immédiatement que le travail de F, dans chacune des trois translations oa, 86, 8c attribuées à son point d'application, a pour
valeur
Pour avoir le travail dans Tune des rotations, il faut faire le produit du moment de la force relativement à Taxe par le déplacement angulaire (n<» 102). Or les trois moments de F s'expriment (n* 103) par
donc les travaux de cette force, dans les trois rotations 8X, 2;jL, cv, seront respectivement
(Z7-Yx;)8X, (X5-Za:)8ix, (Ya? — X/)8v.
Par suite, comme le travail d'une force dans un déplacement résultant est égal (n<> 102) à la somme de ses travaux dans les déplacements composants, on aura pour le travail de ia force F
H-(X5 — Za:)8|x-h(Ya? — X7)8v.
Sommant enfin les expressions analogues pour toutes les forces extérieures, on obtient leur travail total, dans le dépla-
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cernent dont il s'agit,
oaSX -r- o62 Y H- 8c2Z -f- oX2(Z7 — Yc)
-T- S|xS(X:î — Zx) -t- ov2(Y:f — Xv),
car oa, S6, oc, oX, ôja, ov ne varient pas d'un point d'applicalioD à un autre et peuvent passer, comme facteurs communs, en dehors des signes sommatoires 2.
Maintenant, si l'on veut écrire que cette somme de iravanx est nulle, quel que soit le mouvement donné au système rendu solide, c'est-à-dire sans supposer aucune relation enlre les six mouvements composants, il est évidemment nécessaire el suffisant d'annuler chacune des six sommes partielles dont elle se compose, ce qui donne les équations
(3) SX— _0, 2Yi::rO, 2Z = 0,
(4) 2(Z7-Y5) = o, l.(Xz — Z^) = Oy 2{Y^ — Xr) = o.
Ces six équations entre les forces extérieures seules se nomment les équations générales de Véquilibre; elles se déduisent comme une conséquence du théorème établi aa n« 127, qui est vrai dans tous les cas, et par conséquent elles expriment toujours des conditions nécessaires de Téquilibrc d'un système quelconque. Mais, comme on n'a pas laissé aux déplacements virtuels qui figurent dans l'équalion (2) da n*» 127 toute leur généralité, oh ne peut pas affirmer que la vérification de cette équation résulterait de celle des équations (3) et (4); ces dernières ne sont donc pas, en général, des conditions suffisantes. Nous verrons toutefois plus loin qu'elles le sont dans un cas particulier très important, celui des systèmes solides.
Lorsque les équations (3) et (4) sont satisfaites, la somme des travaux des forces extérieures est nulle, dans un déplace ment virtuel quelconque, compatible avec la solidification du système et sa complète liberté. Si donc on exprimait la nullité de cette somme en employant d'autres axes recian^laires, on obtiendrait autant d'équations qu'on le voudrait, de même forme que les équations (3) et (4), mais qui en seraient nécessairement la conséquence. La substitution de déplacements de ce genre dans l'équation générale qui traduit
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analytiquement le théorème du travail virluel ne peut donc conduire qu'à six équations distinctes.
Un de nos trois axes rectangulaires, considéré séparément, est une droite quelconque. On peut donc dire, en vertu des équations (3), que :
La somme algébrique des projections, sur un axe quelconque, des forces extérieures appliquées à un corps en équilibre est toujours nulle; el, en vertu des équations (4)t que :
La somme algébrique des moments de ces mêmes Jorces, relativement à un axe quelconque, doit être également nulle.
§ II. — Équilibre des systèmes à liaisoss.
130. Des systèmes à liaisons. — Nous sommes resté, dans tout le cours du § I de ce Chapilre, sur le terrain d'une complèle généralité, en ce sens que nous n'avons rien supposé de particulier quant au système matériel considéré. Si nous disons maintenant qu'il existe une certaine dépendance mutuelle, ou des liaisons, soit entre les diverses parties du système, soit entre ce système et des corps qui n'y sont pas compris, nous ne faisons qu'exprimer une condition toujours remplie dans le monde réel; mais nous allons nous placer dans un cas parliculier, quoique toujours très étendu, en faisant une certaine hypothèse sur la nature de ces liaisons. Nous admettrons que : les forces produites par les liaisons, et en vertu desquelles elles sont capables de modifier l'état de mouvement ou de repos du système, font une somme de travaux virtuels constamment nulle, quand on attribue au système un quelconque des déplacements particuliers que les liaisons (aCisent possibles. Ces déplacements sont dils compatibles avec les liaisons.
Les liaisons présentant le canictère essentiel qu'on vient de définir n'existent jamais d'une manière absolument rigoureuse dans les corps ou systèmes de corps naturels; elles ne sont donc qu'une conception idéale, dont la réalisation pratique pourra être obtenue avec plus ou moins d'approximation, suivant les circonstances.
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Voici quelques exemples de ces liaisons idéales, avec cei tains moyens pour les réaliser qui entraînent la vériûcatit de la propriété caractéristique ci-dessus énoncée :
I* Deux points Jaisant partie d'un système matériel m
assujettis à conserver entre eux une distance constante, —I
liaison produit le même efTet que l'ensemble d'une action
d'une réaction égale et contraire, exercées sur les points p4
une ligne matérielle de longueur invariable qui les unir
l'un à l'autre, ces deux forces étant répulsives ou attracilî^
suivant que les points tendent à se rapprocher ou à s'éloigne
et possédant à chaque instant l'intensité nécessaire pourei
pécher cet effet de se produire; ou bien encore nous imaj
nons que les points sont capables par eux-mêmes de faii
naître cette action mutuelle. Si l'on attribue au système
déplacement quelconque compatible avec la liaison dont
s'agit, la distance r des deux points ne varie pas; nous ave
déjà vu, par application du lemme établi au n* 128, quedai
ce cas la somme des travaux des deux forces est nulle.
2* Un point du système est assujetti, soit à rester fixe, ioU^ se mouvoir sur une courbe ou sur une surface donnée, le point doit rester immobile, on conçoit la possibilité de maintenir en repos par une force d'intensité convenable q«< la liaison ferait agir sur lui, toujours en sens contraire d< mouvement qu'il tendrait à prendre. Dans tout déplacemenl compatible avec celte liaison, le point reste immobile, et pal suite la force de liaison qui lui est appliquée ne fait auc travail.
Si le point doit glisser sur une courbe ou surface donnéej nous avons déjà supposé (n*»" 110 et 111) qu'on arriveàce sultat au moyen d'obstacles produisant sans cesse une for normale à la courbe ou à la surface; la chose est évidenimeDi possible à titre de conception idéale, car une force ainsi dirigée et possédant une intensité convenable suffit pour empêcher à chaque instant le point de se mouvoir dans léser normal et pour l'obliger ainsi à rester sur la courbe ou laso^' face. Le mouvement du système étant supposé compatibKJ avec la liaison, le point dont il s'agit prend alors un déplie* ment perpendiculaire à la force que cette liaison produilr^| le travail de celle force est nul.
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3® Deux surfaces solides sont assujetties à glisser l'une sur Vautre. — 11 est clair qu'une action mutuelle dirigée suivant la normale commune au point de contact suffit encore pour maintenir les surfaces tangentes entre elles; nous supposons que leur action mutuelle soit effectivement normale. Imaginons maintenant un déplacement élémentaire quelconque compatible avec la liaison, c'est-à-dire dans lequel les surfaces ne cesseront pas d'être en contact. Nommons S et S' les deux surfaces [/ig. 171); N l'action normale exercée par S' sur S et N' la réaction égale et contraire p.
exercée par S sur S'. Si les deux surfaces avalent un mouvement commun, leur point de contact A aurait le même déplacement, et par suite le travail de N serait égal et de signe contraire à celui de N', de sorte que leur somme serait bien nulle. Si les deux surfaces ont des mouvements différents, on peut toujours regarder celui de S comme résultant de la composition de trois mouvements, savoir : i<> le mouvement de S'; 2* une rotation autour d'un axe passant en A; 3<» une translation nulle ou parallèle au plan tangent commun; ces deux derniers mouvements constituent, comme on Ta vu en Cinématique (n» 41), le mouvement relatif de S par rapport à S'. D'autre part, le travail de N dans le mouvement résultant est égal (n** 102) à la somme des travaux de cette même force dans les mouvements composants. Celui qui répond au premier détruit algébriquement le travail de N', et ceux qui répondent aux deux autres sont évidemment nuls, parce qu'ils donnent au point A un déplacement nul ou perpendiculaire à N. La somme algébrique des travaux de N et de N' est donc bien nulle dans tous les cas.
131. Théorème du trat^ail virtuel dans le cas d'un système à liaisons. — Nous supposons un système matériel dans lequel existent des liaisons jouissant de la propriété caractéristique définie au n<> 130. Nous pouvons toujours lui appliquer le théorème absolument général du n* 127, en choisissant certains déplacements virtuels particuliers, ce qui nous donnera, comme nous l'avons déjà remarqué (n* 129), un certain
nombre de conditions nécessaires pour l'équilibre, sinon rensemble des conditions suffisantes. Si nous choisissons pour ces déplacements particuliers ceux qui sont compalibies avec les liaisons, nous aurons l'avantage d'obtenir des conditions dans lesquelles n'entreront pas les forces dues aux liaisons, puisque ces forces font une somme de travaux nulle (n** 130) et que, par conséquent, les termes qui leur correspondent dans réquation fournie par le théorème du travail virtuel se détruisent toujours.
On peut dès lors partager toutes les forces en deux groupes, savoir : i^ celles qui sont produites par les liaisons; 2? celles qui ont une autre origine, quelle qu'elle soit (*). Od nomme ces dernières forces directement appliquées. Moyennant celle définition, nous concluons de l'observation qui précède que :
Dans tout système à liaisons en équilibre, la somme des travaux virtuels des forces directement appliquées est nulle, pour l'un quelconque des déplacements du système compatibles a^tc les liaisons.
On voit bien en quoi ce théorème diffère de ceux du n* lîT; on ne prend la somme des travaux virtuels que pour une partie des forces réellement agissantes; mais, en même temps, on ne prend plus un déplacement virtuel arbitraire, on prend seulement un de ceux qui sont possibles, eu égard aux liaisons. En procédant ainsi, on ne fait pas complètement la vérification prescrite (n® 127) pour être certain que l'équilibre existe; la réciproque de la proposition directe que nous venons d'énoncer n'est donc pas une conséquence des théorèmes du n° 127 et elle n'est en aucune façon évidente. Mais elleest vraie néanmoins, et nous allons établir que :
Réciproquement, si, dans un système à liaisons, la somme
( ' ) II est bon de remarquer que celte classifîcatioQ des forces ne coïncide pas avec celle que nous avons employée au n" 127. Sans doale, oo pest toujours considérer une force intérieure comme force de liaison, mais la ^^ ciproque n'est pas toujours exacte et une force de liaison peut ètrf, suivant les cas, intérieure ou extérieure. Par exemple, la réaction mnlaelk de deux surfaces solides comprises dans un système constituerait un groupe de deux forces intérieures; un point fixe produirait, au contraire, une fonci
extérieure sur le système qui lui serait attaché.
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des travaux des forces directement appliquées est nulle tout déplacement compatible avec les liaisons, le système posé primitivement en repos y persistera indéjlniment.
Supposons, en effel, que cela n'ait pas lieu el que le tème sorte du repos pour se mettre en mouvement. Cli poinl prendra une certaine accélération j dans le sens n de son déplacement, car ici la vitesse est nulle et l'accé lion normale n'existe pas (n° 13); si m désigne la masi ce point, la force qui détermine sa mise en mouvemen donc mj, dans le sens du déplacement supposé. Il est évident qu'une force égale et contraire —mj, appliqu chaque point, détruira le mouvement qui, par hypotlièsc, se produire, et que, sous l'action des forces primitive agissantes et des nouvelles forces — m/ appliquées à toi points, l'équilibre existera. Si l'équilibre existe, nous poi faire usage de la proposition directe donnée ci-dessu aous pouvons de plus choisir pour déplacement virtuel V placement réel qui allait se produire, et que nous avons péché par l'introduction de toutes les forces —mj. Ce di cernent est en effet l'un de ceux que les liaisons permel puisqu'il allait se produire sous leur influence. Or cela é 1° le travail de toutes les forces dues aux liaisons est l' le travail des forces directement appliquées est nul a par hypothèse. Donc la somme des travaux de toute; forces — mj, les seules dont il nous reste à tenir compK également nul. Mais, d'un autre côté, ces forces sont t( diroctemenl opposées au déplacement de leurs points i plication, de sorte que chacune d'elles fait un travail né} la somme de tous ces travaux de môme signe ne peut oulcr, sans que chaque travail soit individuellement DoDc l'accélération / de chaque point, dans le mouvei supposé, se réduit à zéro; donc, enfin, le système per dans son immobilité initiale, sans qu'on ait besoin d'au force nouvelle pour l'y maintenir.
13-2, Exemple de l'application du théorème précéden Prenons un système composé de deux soliilcs, qui Hent respectivement autour de deux axes parallèles ^'W'S- '72); la communication de mouvement se fait de
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à l'autre par un engrenage, en vertu duquel leurs déplacements angulaires respectifs Bx, ox' auraient, s'ils se produi-
ox'
salent effectivement, un rapport connu r=z-^ — Ce système
rentrera bien dans la définition du n^ 130, pourvu qu'on admette l'absence de frottement entre '^* *'^' les surfaces en contact et l'invariabi-
^^ /^ ^*' lité de chaque solide. En effet, les
points de chaque solide sont alors à
^ des distances constantes les uns des
^p, autres; de plus, la fixité de chaque
axe, ainsi que la communication de Fun à l'autre, s'obtiennent au moyen de surfaces mobiles glissant sur d'autres surfaces fixes ou mobiles, glissement que nous supposons pouvoir se produire sans que les surfaces éprouvent autre chose qu'une action mutuelle normale.
On suppose ensuite qu'une force P est appliquée au premier solide, sur la ligne 00', dans une direction perpendiculaire et à la dislance/? de l'axe 0; une force P', de direction parallèle à P, agit de môme sur le second solide, en un point de 00' et à la distance p' de l'axe 0'; quelle est alors la condition d'équilibre entre ces deux forces?
Le premier solide ne peut que tourner autour de 0 dans an sens ou dans l'autre; donnons-lui un déplacement angulaire virtuel ox dans le sens indiqué par la flèche; alors le second solide tournera autour de 0' d'un angle ûx'=rûx, dans un sens déterminé, qui sera, par exemple, le sens contraire à celui de Sx, si l'on a un engrenage extérieur. On peut maintenant appliquer le théorème du n"» 131, qui donnera
P/? 8a — Py r 8a = o
ou simplement
Pp r=z py r.
Telle est la condition d'équilibre demandée, et il n'y en aura pas d'autre; car le mouvement virtuel que nous avons donné au système est le seul que permettent les liaisons, sauf le changement possible du sens, qui n'entraînerait d'ailleurs aucune modification à l'équation obtenue.
On voit, par cet exemple, combien est considérable le pas
qu'on a fait en transformant le théorème général du n^ 127 en celui du n** 131. Le premier suppose remploi d'un nombre énorme d'inconnues auxiliaires, pour arriver en fin de compte à une seule relation, que le second nous donne tout de suite et sans avoir à faire aucune élimination.
Nous remarquerons encore que la condition d'équilibre entre P et P' peut s'écrire
Or r est le rapport des vitesses angulaires, qui se produiraient si les deux corps tournaient réellement autour des axes 0 et
0' et, par suite, - — exprime le rapport entre les vitesses des
points où agissent respectivement les forces P' et P; la condition consiste donc en ce que le rapport des forces est inverse de celui qui existerait, dans un mouvement réel du système, entre les vitesses de leurs points d'application.
La même propriété se démontrerait d'une manière analogue, sans aucune difficulté, dans le cas d'un système à liaisons, soumis seulement à deux forces directement appliquées, en supposant les points d'application assujettis à se déplacer dans la direction des forces et avec un rapport de vitesses déterminé a priori. Les anciens auteurs énonçaient cette propriété en disant : ce que Von gagne en force, on le perd en vitesse. Effectivement, quand on veut faire équilibre à une force donnée P, par une autre force P' qu'on applique en tel ou tel point, il faut prendre P' d'autant plus grand que son point d'application a une vitesse moindre, Qlvice versa.
PARTICULIERS
§ I. — Équations d'équilibre des solides libres on assujettis
à diverses liaisons.
133, Cas d* un solide libre. — On a trouvé (n^ 129) six équations générales auxquelles doivent satisfaire les forces extérieures appliquées à un système matériel quelconque en équilibre; ces équations, toujours nécessaires, ne sont pas en général suffisantes. Mais nous allons prouver qu'elles sont suffisantes dans le cas d'un solide invariable parfaitement libre.
En effet, les forces de liaison ou les forces intérieures qui se développent entre les divers points du solide, considérés deux à deux, sont des actions mutuelles égales et contraires (n* 95), qui ont pour conséquence de rendre invariables les distances de ces points; la somme des travaux virtuels de ces forces est donc nulle dans tout déplacement, compatible avec la solidité du système (n<» 128), d'où il résulte que les choses se passent comme si l'on avait établi entre toutes les combinaisons de deux points la première des liaisons données comme exemple au n° 130. Le corps solide n'est donc pas autre chose qu'un cas particulier des systèmes à liaisons, pour lesquels la condition nécessaire et suffisante de Téquilibre consiste (n*» 131) en ce que la somme des travaux virtuels des forces directement appliquées doit s'annuler, quand on imagine un déplacement quelconque permis par les liaisons. Dans ce cas particulier, les forces autres que celles de liaison, ou les forces directement appliquées, se confondeni avec les forces extérieures; les déplacements compatibles
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avec les liaisons sonl lous ceux que le solide peul réelleir prendre. Or les six équations générales (3) et (4) du n° expriment justement que la somme des travaux des Toi extérieures est nulle, en déplaçant le système sans le former; ce sont doncles équations suffisantes, enméme tei que nécessaires, conformément au théorème du n» 131.
Les six équations (3) ei (4) peuvent, d'ailleurs, se s pliGer dans divers cas particuliers que nous allons indiqi
1° Toutes les forces concourent en un même point. — l'on prend ce point pour origine des coordonnées, l'une qi conque des forces rencontrera les trois axes et aura son ment nul relativement à chacun d'eux. Les équations (4 trouveront, en conséquence, vérifiées identiquement et i restera, comme conditions d'équilibre à remplir, que les l équations (3), soit
SX^o, SY — o, SZ-^o.
Ces équations signifient que la somme algébrique des | jeclions des forces sur les trois axes doit être égale à zér
a» Cas des forces parallèles. — Prenons un des axes, I des s par exemple, parallèle à la direction commune forces; alors chaque force aura des projections \, Y m sur les deux autres axes, et son moment sera en outre relaiivemenl à l'axe des z. La première et la seconde équations (3), ainsi que la dernière équation (4). sontvéril identiquement, et il ne reste que les équations sZ = o, sZ/.^o, zT.x-=Q.
Elles expriment que la somme algébrique des forces el sommes algébriques de leurs moments par rapport à deux rectangulaires entre eux et perpendiculaires à la directior forces, sont égales à zéro.
3° Cas de forces contenues dans un même plan. — Si choisît ce plan pour plan des xy, les deux quantités s sont nulles pour toutes les forces. Trois des six équatior trouvent encore vériUces d'elles-mêmes; les autres se ré sent à
SX ^o, SY-o, E{Y^ — X7)-o.
Les deux premières signifient que les forces ont une sor
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algébrique de projection nulle, sur deux axes rectangulaires pris dans leur plan; la dernière que la somme algébrique de leurs moments est nulle, relativement à un point de ce plan ou à un axe perpendiculaire.
134. Solide assujetti à tourner autour d'un point fixe. — La fixité d'un point du solide pouvant être obtenue au moyen d'une force de grandeur et de direction convenables, appliquée en ce point, concevons que l'obstacle immobile auquel on attache le corps soit disposé de manière à être capable de produire cette force, mais rien de plus. Comme cette force fait, dans tous les déplacements que le solide peut encore prendre, un travail constamment nul et qu'il en est de même pour les forces intérieures (n° 133), on a encore ici un système à liaisons auquel s'applique le théorème du n<* 131.
Les seuls déplacements compatibles avec les liaisons sont (n« 24) des rotations autour d'axes passant par le point Gxe. Prenons ce point pour origine de trois axes coordonnés rectangulaires Oxy Oj, 0-5 et soient ^X, 6|x, ov les composantes d'une rotation virtuelle, autour de ces trois axes. L'expression générale du travail total des forces extérieures trouvée au n» 129 devient ici, puisque les composantes oa, 8^, le de la translation sont nulles,
8X 2(2/ — Y^) -h 8hl 2(X5 — Zx) -h 8v 2{Ya; — X/);
pour que celte somme des travaux virtuels soit constamment nulle, il faut et il suffit qu'on ait
'L(ly — Yz)^Oy 2(X-c — Za:) = o, 2(Ya7 — Xv)=o.
On retrouve seulement trois des six équations générales de l'équilibre, qui, avec les axes particuliers qu'on a choisis, sont les conditions nécessaires et suffisantes de l'équilibre dans le cas actuel.
Les trois équations ci-dessus expriment que les trois sommes algébriques de moments des forces extérieures relativement à trois axes rectangulaires issus du point fixe 0 sont égales à zéro. Comme chaque axe en particulier est une droite quelconque passant par le point 0, on peut dire que la somme algébrique des moments est nulle relativement à
chacune de ces droites; mais il suffit de Tavoir vérifié pour trois droites formant un système d'axes rectangulaires. Après cette vérification, il est prouvé que les forces se font équilibre ; on peut donc affirmer (n° 131) que leur travail sera nul dans une rotation du corps autour d'une des droites dont il s'agit; la somme des moments est donc aussi nulle, car elle ne diffère de la somme des travaux que par un facteur égal au déplacement angulaire (n» 102).
La méthode qu'on vient d'employer donne bien les conditions d'équilibre; mais elle ne conduit pas à déterminer la force exercée sur le solide par l'obstacle auquel est due la fixité du point 0. Afin d'y arriver, nous concevrons que, d'une part, on supprime la fixité de ce point, et que d'autre part on applique au solide, en 0, une force égale à celle que produisait l'obstacle. Rien ne sera changé aux forces agissant sur le corps, et par conséquent l'équilibre se maintient après comme avant cette modification; mais elle a eu pour conséquence de rendre le corps parfaitement libre, de sorte que nous devons lui appliquer les équations (3) et (4) du n® 129, nécessaires et suflisantes. Conservons toujours nos axes ci-dessus employés qui passent par le point fixe; soient Xi, Yi, Zi les projections sur les axes de la force inconnue, produite par l'obstacle et passant en 0. Rien ne sera changé par l'introduction de cette force, dont le moment relativement à chacun des axes est nul, aux trois équations (4)> et celles-ci restent les trois conditions d'équilibre déjà trouvées; mais les équations (3) donnent en outre
Xi-f-2X:i=0, Yi+SY^O, Z,H-2Z=:o,
ce qui fait connaître la force demandée par ses trois composantes suivant les axes. On peut remarquer que, si toutes les forces étaient transportées parallèlement à elles-mêmes en 0, ces forces transportées auraient une résultante R égale à celle de leurs lignes représentatives, et les projections de cette résultante sur les trois axes seraient justement (n<» 101) les trois
sommes
SX, 2Y, 2Z;
la force Ri exercée par l'obstacle a donc ses projections égales
et contraires à celles de R, en vertu des trois dernières équations ; donc Ri est égale à R et directement opposée.
135. Solide assujetti à tourner autour d'un axe fixe. — La fixité d'une droite peut s'obtenir en fixant deux de ses points ou un plus grand nombre; dans tous les cas nous admettrons, comme au n^ i^ky que chaque obstacle capable de rendre fixe un point du corps ne produit sur lui qu'une ou plusieurs forces passant par ce point. Le travail de ces forces est toujours nul, quand on donne au solide le seul déplacement virtuel qui reste possible, c'est-à-dire une rotation autour de la droite fixe; donc le solide est encore un système à liaisons, dans le sens défini au n<* 130, auquel s'applique par conséquent le théorème du n® 131. Si l'on suppose que l'axe fiie soit pris pour axe des z dans un système de trois axes rectangulaires Oj7, Oj, Ozy en conservant le sens des notations emloyées au n<* 13^, la somme des travaux virtuels dans la rotation 8v sera
et par suite on aura pour seule condition d'équilibre
11 est donc nécessaire et suffisant que la somme algébrique des moments des forces extérieures par rapport à la ligne ûie soit égale à zéro.
On peut encore demander les forces exercées sur le corps par ses appuis, en vertu de la fixité d'un certain nombre de
points de l'axe 0^. Pour résoudre
^^^' '^^* cette question, nous allons d'abord
^1 supposer qu'on ait fixé un point 0 de
P cet axe {fig. 173); nous y placerons
^"Àz» ^* l'origine de nos axes rectangulaires.
'Ç; ! Nous admettons que la fixité de 0 soit
"o *ï^~x obtenue par des forces appliquées en
0 sur le solide et donnant une réif ^* sultante dont X,, Y,, Zj représentent
les projections sur les trois axes. Le point 0 de 0;? étant ainsi rendu fixe, il suffit, pour assui-er
rimmobilité de cette ligne, d'empêcher un- autre point P de se mouvoir, et, comme le point P ne peut déjà plus se déplacer que perpendiculairement à OP, il suffit d'exercer sur lui une force en sens contraire de ce déplacement. Cette force est contenue dans le plan mené par P, parallèlement à a?0/, et Ton peut concevoir qu'elle soit produite par un petit anneau fixe dans lequel s'engagerait l'axe de rotation. Soient Xj, Yj ses projections sur des parallèles aux x et aux y. Le système des cinq forces Xi, Yj, Z,, Xj, Yj est le plus simple parmi ceux qui suffisent pour rendre l'axe 0^ fixe dans tous les cas, indépendamment de toute supposition sur les forces extérieures appliquées au solide.
La fixité de Taxe ne pouvant exercer d'influence sur l'équilibre du solide que par les forces X., Y., Z^, X„ Y, auxquelles elle donne naissance, nous avons le droit de considérer le corps comme un solide libre, restant en équilibre sous l'action de ces forces et de celles qui sont directement appliquées. Si nous nommons A la distance OP, les six équations d'équilibre entre toutes ces forces seront (n® 133)
2X-+Xi + X, — o, 2Y^Y,-hY,^o,
2Z -f-Zi— o, 2(Z7--Y^)-Y,>i = o, 2(X5 — Z:r)-hXj/i=3 0,
Yx — X/)r=o
La dernière de ces équations n'est autre chose que la condition d'équilibre, déjà obtenue par un autre moyen; la quatrième et la cinquième donnent Xj et Yj, et alors les trois premières permettent de trouver X,, Y,, Zi.
Si le deuxième appui P était, aussi bien que le premier 0, capable d'une réaction oblique à 0^, la composante Zj de cette force devrait figurer dans les équations d'équilibre. Elle ne modifierait d'ailleurs que la troisième, où il faudrait mettre Zj-hZ, au lieu de Zi. Les deux premières équations, jointes à la quatrième et à la cinquième, détermineraient encore Xi, ^u X„ Yj, c'est-à-dire les composantes perpendiculaires à l'axe fixe des deux réactions exercées en 0 et P. Suivant
Taxe il y aurait deux composantes dont on ne connattrait que la somme algébrique Zi-hZj, par la troisième équation. On voit que les réactions inconnues ne pourraient pas être complètement déterminées. A fortiori, rindétermination se produirait-elle si Ton avait plus de deux appuis, car la question comporterait encore un plus grand nombre d'inconnues, entre lesquelles on ne trouverait toujours que cinq équations. Cela ne veut pas dire que, dans l'équilibre d'un corps particulier assujetti à tourner autour d'un axe fixe et soumis directement à des forces données, il n'y ait pas en chaque poinl d'appui des forces dont chacune a une grandeur, une direction et un sens bien déterminés; mais nous ne pouvons pas arriver à les connaître en ne tenant compte que du fait de l'équilibre. Il y a une inflnité de systèmes de réactions compatibles avec ce fait, et il faudrait savoir autre chose pour être en mesure de discerner, parmi tous ces systèmes, celui qui se produit réellement. C'est un problème d'un ordre tout différent, et dont nous n'avons pas à nous occuper ici.
136. Solide assujetti à se mouvoir parallèlement à un plan fixe. — Nous supposons le solide obligé de rester en conlacl avec un plan ^vl^ qu'il touche par un certain nombre de points, trois au moins; on assujettit' ces points à ne pas sortir du plan en leur appliquant des forces normales de grandeur convenable, et nous admettons que les dispositions sont prises pour que les points dont il s'agit éprouvent, de la part de Tobslacie, des forces ayant nécessairement cette direction.
Ici encore nous pourrons appliquer le théorème général du vl^ 131, car les forces de liaison font un travail nul dans les déplacements compatibles avec ces liaisons. Prenons un système d'axes coordonnés rectangulaires comprenant un pian des xy parallèle au plan ^\\%^ et un axe des z perpendiculaire.
Si nous décomposons encore le mouvement virtuel du solide en trois translations 8a, 86, 8c parallèles aux axes coordonnés, et en trois rotations 8X, ofx, 8v autour de ces axes, il sera nécessaire, pour que ce mouvement soit compatible avec les liaisons (c'est-à-dire parallèle au plan des x, r), qu'on ail
8c =: iV, 8X m O, 8{JL ITT O.
Par suite, l'expression générale trouvée au n° 129 pour la somme des travaux virtuels devient ici, en conservant les mêmes notations,
aû2X-h8^i2Y-t-ov2:(Y^ — Xj).
Pour que cette expression s'annule toujours, quels que soient oa, 0^, ov, il faut et il suffît que les forces extérieures satisfassent aux équations
X = o, ZYzzzo, 2(Ya? — Xr) = o
c'est-à-dire que les projections des forces sur un plan parallèle au plan fîxe doivent vérifier les conditions d'équilibre d'un système de forces contenues dans un même plan.
Soient maintenant Zi, Z,, Z3 les réactions exercées, parallèlement à Taxe des z, sur trois points du corps ayant dans le plan des iTj les coordonnées j?„ 71,0:2, /2,j78,j3, afin de maintenir ces points à une distance constante du plan fixe; aucune autre force analogue ne sera exercée, par hypothèse, en d'autres points. Lorsqu'on tient compte de ces forces Zi, Z,, Zj, on peut regarder le solide comme libre; les équations d'équilibre, en conservant les axes employés ci-dessus, seraient au nombre de six, savoir les trois qu'on vient d'établir et les trois suivantes :
Zi-+-Zj + Z3-i-2Z = o,
Zi/i H- ZjJ, -+- Z3/3 4- 2 (Z7 — Y.5) = o, — JL\ %Vi — li^oc^ — Li^oc^ — H 2< ^ tL^ — làCCj — o»
On tirerait de là les inconnues Zi, Zj, Z3.
Dans le cas où Ton voudrait assujettir plus de trois points à se mouvoir parallèlement au plan fixe, les conditions d'équi. libre à vérifier par les forces directement appliquées resteraient les mômes; mais les réactions inconnues Z^ ne pourraient plus être déterminées au moyen du même procédé, puisqu'on n'aurait toujours que trois équations entre un plus grand nombre d'inconnues.
Brsssr. — Cours de Méc, I. ' 2^
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§ II. — Équivalence de deux systèmes de forces appliquées à un solide ; rédaction ou composition de ron de ces systèmes.
137. Définition et propriétés principales des systèmes équivalents, — Deux systèmes de forces sont dits équivalents, lor^ qu'on peut substituer Tun à Taulre sans troubler l'équilibre d'un solide parfaitement libre, auquel ils seraient successivement appliqués, soit seuls, soit conjointement avec un troisième système qui resterait commun dans les deux cas.
Désignons par
(A), (A'), (A") trois systèmes de forces;
X, Y, Z les trois sommes algébriques de projections des forces du système (A) sur trois axes coordonnés rectangulaires;
L, N, Q les trois sommes algébriques de moments des même* forces relativement aux mêmes axes;
X', Y', Z', L\ X, Q'; X% Y^ Z\ L^ V, Q'' les quanlilés analogues pour chacun des deux systèmes (A') et (A*^).
Si les systèmes (A) et (A''), agissant ensemble, se font équilibre sur un solide libre, ils devront vérifier les équatioD? nécessaires et suffisantes (n*» 133)
X + X^=o, Y + Y'^i^o, Z4-Z'=io,
Ln-L^rrio, N4-N''=:o, Q-i-Q'z^o.
Admettons maintenant qu'on puisse, sans troubler l'équilibre, remplacer le système (A) par le système (A'), ce qui permettra de dire, conformément à la définition précédente, que l'un est équivalent à l'autre; on aura pour conditions nécessaires et suffisantes de ce second équilibre
La comparaison de ces deux groupes d'équations donne immédiatement l'ensemble des conditions nécessaires et suffisantes pour qu'elles puissent avoir lieu simultanément, ou pour que (A) et (A') soient équivalents entre eux; elles con-
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sistent en ce que
( X=rX', Y=:Y', Z =Z',
Ainsi, pour que deux systèmes de forces soient équivalents, il faut et il suffit qu'ils aient les mêmes sommes algébriques de projection sur trois axes rectangulaires et les mêmes sommes algébriques de moments relativement à ces axes.
Chaque axe pris en particulier étant une droite que rien ne définit, il est clair que la même égalité des sommes de projections ou de moments doit se vérifier pour un axe quelconque; mais, puisque les six équations déjà établies suffisent pour assurer Téquivalence, il est bien évident qu'en variant cet axe comme on voudra, on ne trouvera que des équations pouvant se déduire des six premières.
Les équations d'équivalence (i) peuvent s'écrire
X-X'=:io, Y-Y'i=o, Z— Z'=o, L-L' = o, N-;N'=o, Q-Q'=:o
Sous cette forme, elles sont identiques avec les équations nécessaires et suffisantes pour que le système (A) fasse équilibre au système (A') changé de sens et appliqué au même solide, ces deux systèmes étant censés agir seuls. Ainsi donc, deux systèmes équivalents étant appliqués seuls au même solide, en changeant de plus le sens de toutes les forces pour l'un d'entre eux, ces deux systèmes se feront équilibre.
Le mouvement élémentaire le plus général d'un solide s'obtient par la composition de trois translations da, db, de suivant les axes coordonnés, et de trois rotations dk, <i|x, dy autour des mêmes axes; comme on l'a démontré au n® 129, le travail du système (A) dans ce mouvement serait
Xda-hYdb-hZdc-i-LdX-^'SdiK-hQdw; le travail du système (A') s'exprimerait pareillement par
\'da-^Y'db -\-Z'dc-h L' d). 4- N'^fi. -+- Q'rfv; ces deux expressions étant égales, en vertu des équations
d'équivalence (i), on voit que deux systèmes équivalenls produisent le même travail, dans tout déplacement du solide auquel on les supposerait appliqués, l'un au lieu de Tauire. Les deux propriétés qu'on vient d'indiquer en dernier lieu sont tout à fait caractéristiques de l'équivalence; on pourrait adopter chacune d'elles comme défînition, et rien ne serait alors plus facile que d'en tirer les équations (i) ci-dessus. On constaterait ainsi que toutes ces définitions rentrent les unes dans les autres.
138. De la réduction ou composition d'un système de forces. — Étant donné un système de forces agissant sur un corps solide en équilibre, il est naturel et il peut être souvent utile de chercher un système plus simple, comprenant le moindre nombre possible de forces, capable de remplacer le premier sans troubler l'équilibre du corps, c'est-à-dire équivalent, suivant le sens attribué à ce mot (n* 137). Ce remplacement d'un système par un autre plus simple se nomme réduction ou composition des forces données.
Avant d'entreprendre cette opération dans le cas le pins général, nous l'effectuerons dans divers cas particulier. El tout d'abord il est bon d'indiquer quelques propositions préliminaires dont l'usage est très fréquent :
I® Le point d'application d* une force peut être transport en un point quelconque appartenant au même solide et situé sur la ligne d'action de la force, — Soit donnée la force F appliquée au point M d'un solide en équilibre (flg. 174); j^
considère une autre force F' égale à la Fig. 174. première, agissant suivant la même
droite, mais appliquée en un autre "f M ^' *' point M' du même solide. Il est clair
que ces deux forces auront même projection sur une droite quelconque et même moment relativement aussi à telle droite qu'on voudra; donc elles sont équivalentes (n® 137), et l'une peut se substituer à l'autre, sans que le solide cesse d'être en équilibre.
2<» Bée ip roque ment, si deux forces sont équivalentes, elles sont égales et de même sens et agissent suivant la même ligne droite, — En effet, elles ne sauraient avoir des projections
égales sur un axe quelconque sans être égales, parallèles et de même sens. £t, si leur ligne d'action était différente, il existerait une infinité d'axes qui rencontreraient Tune sans rencontrer l'autre, de sorte qu'elles n'auraient pas de moments égaux relativement à ces axes.
3® Si plusieurs forces agissent au même point, on peut les remplacer par leur résultante, et réciproquement, — Cette proposition pourrait être regardée comme une conséquence immédiate du théorème établi au n* 100. La résultante produit sur son point d'application le môme effet que les composantes. Mais il est facile aussi de voir que la substitution dont il s'agit est conforme à la définition de l'équivalence (n<» 137). On sait, en effet (n** 101 et 103), que la projection de la résultante est égale à la somme des projections des composantes, et que la même égalité a lieu pour les moments relativement à un axe arbitrairement choisi.
4® Un système de forces reste équivalent à ce qu'il était primitivement quand on le modifie par V introduction ou la sup^ pression de diverses forces qui, prises toutes seules, se feraient équilibre. — Puisque les forces introduites ou supprimées se font équilibre, elles ont une somme de projections et une somme de moments constamment nulles pour un axe quelconque; les valeurs de ces sommes sont donc les mêmes dans le système primitif de forces et dans celui qu'on lui a substitué, ce qui assure leur équivalence.
139. Composition des forces concourantes. — Soient données des forces F, F', F*, ... en nombre quelconque, appliquées respectivement aux points A, A', A'', ... d'un même solide; on suppose que les diverses lignes suivant lesquelles elles agissent vont toutes se couper en un même point B. Alors on peut les transporter toutes en ce point, et, cela fait, les composer en une seule force, qui est leur résultante (n** 138, i* et 3*»). Cette force unique, équivalant au système des forces données, se nomme aussi leur résultante»
IW. Composition de' deux forces parallèles et de même sens, — Deux forces parallèles et de même sens, F, F', appliquées aux deux points A et A' d'un solide (A^. 176), son!
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équivalentes à une force unique P de mêmes direction et sens, égale à leur somme F -h F' et appliquée en un poinl B
de la ligne AA', tellement choisi que le? moments de F et de F' relativement à oe point soient égaux et de sens contraires. D'après cet énoncé, on voit que B doit se trouver entre A et A' et partager la distance AB en deux parties AB, A'B inversement proportionnelles à F et F'; car, si Ton nomme / et /' les distances de F et de F' au point B, Tégalilé
AB
AB
entraine
de sorte que les moments de F et F' relativement à B remplissent bien la condition indiquée. D'ailleurs il est toujours sous-entendu que le point B auquel on appliquerait la force P considérée comme équivalente au système F et F' (ou comme la résultante de ces deux forces) doit faire partie du solide, ou, ce qui revient au même, lui être invariablement lié.
Maintenant il est facile de justifier l'équivalence du système F et F' avec P. Prenons, en effet, trois axes rectangulaires ayant pour origine un point quelconque de P, Taxe des z étant perpendiculaire au plan FAF' et les deux autres dans ce plan. D'abord la condition d'équivalence relative aux projections des forces sur un axe quelconque est évidemment satisfaite; celle qui concerne les moments l'est aussi pour les trois axes que nous avons choisis, puisque pour chacun d'eux le moment de P est nul, aussi bien que la somme algébrique des moments de F et de F'; et cela suffit (n* 137) pour qu'on puisse affirmer l'équivalence.
14*1. Composition de deux forces parallèles et de sens contraires. — Si les deux forces parallèles F, F' appliquées en A et A' sont de sens contraires, comme dans la y?^. 176, elles
ont une résultante P égale à leur différence F'— F, ayant leur direction commune et le sens de la plus grande, et celte résultante coupe AA' en un point B tel que les moments de F et de F' relativement à ce point sont égaux et de sens contraires. Ce point B se trouve en dehors de la longueur AA', du côté de la plus grande force F', et, afin de vérifier la condition F/=F'/', on doit tou- *^' *' ' jours le déterminer par la proportion fa j^, b
AB F
yp
On démontrerait exactement, comme jp,
dans le cas précédent, que la force P, satisfaisant aux diverses conditions qu'on vient de poser, est bien équivalente à l'ensemble des forces F et F'.
L'égalité ci-dessus permet de trouver chacune des distances inconnues AB, A'B, puisqu'on connaît leur différence AA' : on en tire sans peine
AB=AA'p7— p, A'B^AA'prZF.
On voit que ces deux distances tendent vers oo , en môme temps que P tend vers o, lorsque les forces de sens contraires F et F' tendent vers une même intensité. Une force nulle agissant à une distance infinie ne peut pas exister réellement; c'est la simple conception d'un cas limite. Donc deux forces parallèles, égales et de sens contraires, ne peuvent pas se remplacer, en ce qui concerne l'équilibre d'un corps, par une résultante unique.
Le système de ces deux forces prend le nom de couple. On Ta connu et étudié avant le couple de rotations, dont nous avons parlé en Cinématique (n* 33), et qui doit évidemment son nom aux analogies qu'il présente avec le couple de forces.
Nous reviendrons bientôt sur la théorie des couples.
142. Composition d'un nombre quelconque de forces par al-lèles, — Si toutes les forces sont de môme sens, on peut d'abord en composer deux et les remplacer par une résul-
tante; puis on composera celle première résultante avec une troisième force, et l'on obtiendra une seconde résultante, que Ton composera de même avec une quatrième force, et ainsi de suite. A chaque opération semblable, le nombre des forces à composer diminuera d'une unité, et Ton Gnira par avoir une résultante unique remplaçant le système primiUf. Son intensité serait égale à la somme des intensités des composantes, et elle agirait dans la même direction et le même sens.
Si le système comprenait à la fois des forces dans un sens et des forces dans le sens opposé, on le diviserait en deux groupes ne comprenant que des forces de même sens; après avoir obtenu, comme on vient de le dire, la résultante de chacun des deux groupes, on n'aurait plus qu'à composer ensemble les deux résultantes, qui seraient des forces parallèles et de sens contraires. Leur résultante, équivalente au système proposé, se trouverait par le moyen indiqué au n* Ui, sauf dans le cas où elles formeraient un couple. On aura donc finalement une résultante unique ou un couple. On voit que la résultante finale, s'il y en a une, est encore égale à la somme algébrique des composantes.
143. Composition de forces toutes contenues dans un même plan, — Deux quelconques des forces dont il s'agit sont concourantes ou parallèles; on peut les remplacer par une seule, qui sera encore contenue dans le plan des autres. Cette opération aura diminué d'une unité le nombre total des forces; en la répétant un certain nombre de fois, on finira par n'avoir plus qu'une résultante unique ou un couple. Ce dernier cas se présenterait si la dernière composition à eflFectuer portail sur deux forces parallèles, égales et de sens contraires.
14.4. Théorie des couples. — Cette théorie se place ici en quelque sorte comme un lemme, qui nous permettra d'arriver d'une manière simple à la réduction d'un système quelconque de forces.
(a) Propriétés d'un couple; équivalence de deux couple$. — Un couple est un système de deux forces qui a les pro-
priélés suivantes, au point de vue des quantités à considérer dans réquilibre des solides :
!• La somme de ses projections sur un axe quelconque est nulle.
2" La somme des moments de ses deux forces, relativement à un axe parallèle à leur plan, est nulle. En effet, un plan (P) perpendiculaire à Taxe est alors perpendiculaire au plan des deux forces; celles-ci se projettent donc sur (P), suivant une même droite, et leurs projections ont des longueurs égales, comptées en sens contraires. Les moments de ces projections par rapport au point où Taxe coupe le plan (P), égaux par définition (n® 102) aux moments des forces relativement à cet axe, sont donc égaux et de sens opposés, et par suite leur somme algébrique est nulle.
3«» La somme des moments des deux forces d*un couple, relativement à toute droite perpendiculaire à son plan, est constante; sa valeur est égale au produit de Tintensité de Tune des deux forces par la *^' *"'"
distance entre leurs lignes représentatives. "'"^ Considérons, en effet, le couple (F, — F) {fig- 177) ; soit 0 le point où son plan coupe un axe perpendiculaire; abaissons de ce 0 a*""' '^Jl point la perpendiculaire OAB sur les deux forces, et nommons/ la portion AB comprise dans leur intervalle. La somme algébrique des moments des deux forces sera
F(C)B-OÂ) = F/,
quantité qui est bien indépendante de la situation du point 0 ; il en est encore de même quand le point 0 se place dans la bande comprise entre les lignes représentatives des deux forces, disposition qui a simplement pour effet de remplacer la différence des distances OA et OB par leur somme. On donne au produit F/ le nom de moment du couple; la longueur/=i AB est son bras de levier.
Quand on fait varier la position du point 0 dans le plan des deux forces, il est aisé de constater que celle des forces dont le moment est prédominant tend toujours à faire tourner dans le même sens, ou bien que ce sens sera le même pour les deux forces. Ainsi, dans la fig, 177, l'ensemble des deux
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moments tend à faire tourner dans le sens des aiguilles d'une montre pour le spectateur placé en avant du papier, quelque soit le point 0; ce serait le sens inverse, si les deux forces changeaient de sens. Le sens du moment total des deux forces est considéré comme étant celui qui appartient au moment du couple.
4° Les conditions nécessaires et suffisantes pour TéquiTalence de deux couples consistent en ce que leurs plans doivent être parallèles et leurs moments égaux et de même sens. D'abord ces conditions sont suffisantes (n° 137); car, d'une part, les deux couples donnent chacun une somme de projections nulle sur un axe quelconque; d'autre part, ils ont les mêmes sommes de moments relativement à trois axes rectangulaires, dont deux seraient parallèles et le troisième perpendiculaire à la direction commune de leurs plans. De plus, les conditions dont nous parlons sont nécessaires. £n effet, si les plans n'étaient pas parallèles, il y aurait des axes parallèles au plan du premier couple, sans l'être à celui du second; par rapport à l'un de ces axes le premier couple aurait une somme de moments nulle, et il n'en serait pas de môme pour le second, car la projection des deux forces sur un plan perpendiculaire à l'axe produirait un couple, ayant un certain moment par rapport au pied de Taxe, comme on vient de le voir (3*). Enfin, puisqu'il est ainsi démontré que deux couples équivalents ont leurs plans parallèles, il suffît d'exprimer que les sommes de moments des deux systèmes de forces relativement à un axe perpendiculaire sont égales, pour en conclure que les moments des deux couples doivent ôlr/e égaux et de même sens.
(b) Axe représentatif d'un couple, — En résumé, les considérations qu'on vient de présenter montrent qu'un couple est suffisamment défini, quant à son inQuence dans les conditions d'équilibre d'un solide, si l'on donne l'orientation de son plan, ainsi que son moment et son sens; avec ces données on connaît en effet la projectioj;i totale des forces du couple sur un axe quelconque (laquelle est toujours nulle), et la somme de leurs moments, relativement à trois axes rectangulaires, choisis d'une manière particulière (2^ et 3"). Or imagi-
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Fig. 178.
nons qu'on mène, à partir d'une origine arbitraire, une droite perpendiculaire au plan du couple, ayant une longueur égale à son moment, et dans un sens tel que le spectateur ayant sa tète au bout de la droite et ses pieds à Torigine voie le couple tendant à faire tourner dans le sens des aiguilles d'une montre; cette droite indiquera tout ce qui vient d'ôtre reconnu comme suffisant pour la définition du couple dont il s'agit. On la nomme axe représentatif de ce couple.
(c) Moment d'un couple relativement à un axe oblique à son plan. — Soit un couple (F, — F) et Om {fig- 178) un axe perpendiculaire à son plan; la somme des moments des deux forces du couple relativement à Ow, ou le moment du couple, a pour valeur F/, produit de la force F par le bras de levier/; son axe représentatif est la ligne A portée sur Oa dans le sens convenable. Cette ligne A est d'une longueur numériquement égale à F/, c'est-à-dire à Taire du parallélogramme CDEH construit sur les deux forces F, — F du couple. Considérons maintenant un autre axe 0^, oblique au plan du couple et faisant avec 0 a l'angle a. Si l'on veut calculer
la somme des moments des forces F, — F relativement à 0^, il faut projeter ces forces sur un plan perpendiculaire à O5 et prendre le moment total des projections par rapport à la projection O' de l'axe. Or les projections de F et — F constituent un couple (G, — G), et la somme des moments, relativement à 0' des deux forces de ce couple, est égale à son moment ou à l'aire du parallélogramme IKLM construit sur G et -G. Or l'aire IKLM est la projection de CDEH ^ F/, et, comme les deux plans font entre eux un angle a égal à celui de leurs normales, on a
fE
aire IKLM = F/cos a ;
c'est la valeur cherchée de la somme algébrique des moments des forces F, — F, relativement à Oa. L'axe représentatif de
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ce moment total ou du couple (G, —G) sera une ligne B comptée suivant O- et égale à Acosa; on Tobtienl en projetant Taxe A sur O^.
(d) Composition d'un nombre quelconque de couples. — On donne un nombre quelconque de couples, déûnis par leurs axos
si nous construisons la résultante géométrique A (n* H) de toutes les lignes, sa projection sur un axe quelconque sera la somme algébrique des projections des composantes, égalité que nous écrivons, pour trois axes rectangulaires O j, Or,
Oc,
A ■,. ^=r ûT - -h a'» -t- a ^ H- . - . ,
Aj. — ay -^ dy -\- cLy -^ • • - , - =11 ûf- -f- a- -r a. -f- . . . .
Or considérons maintenant A comme l'axe représenutif d'un certain couple; d'après le paragraphe précédent (e), on voit par les égalités ci-dessus que la somme des moments, relativement à chacun des trois axes, des forces dont est formé le couple A, est égale à la somme algébrique des moments des forces constituant les couples a, a', a', D'un
autre côté, la somme des projections des forces est toujours nulle, sur un axe quelconque, pour un ou plusieurs couples. Donc on a vérifié toutes les conditions d'équivalence entre le couple A et le système des couples donnés. Donc :
Un système formé d'un nombre quelconque de couples peut se réduire à un seul couple équivalent. L'axe du couple équivalent (ou résultant) est la résultante géométrique des axes des couples composants.
145. Réduction d'un système quelconque de forces à deux équivalentes, dont V une passe par un point donné. — Un système quelconque de forces F, F', F% ... {fig. 179) étant appliqué à un solide en équilibre, on ne trouble pas cet équilibre et l'on a un système équivalent au système primitif si, au point donné 0, faisant partie du solide ou invariablement lié à lui, on applique les forces F, F', F% . . ., égales et parallèles
aux forces données, et ces mômes forces changées de sens, car les forces ainsi ajoutées donnent évidemment une résultante nulle. On a ainsi remplacé chaque force primitive, telle que F, par la même force transportée parallèlement à elle-même en 0, et par un couple formé de la force primitive F et de la force égale et contraire — F agissant en 0. Toutes les forces F, F', F", ... transportées en 0 donnent une résultante R passant également par ce point; tous les couples se réduiront à un couple unique, dont l'axe OG se déterminera comme nous l'avons vu (IH, d).
Ce couple est équivalent à tout autre couple placé dans un plan perpendiculaire à OG mené_par le point 0, pourvu que son moment ait pour grandeur OG et que son sens réponde à celui de cette droite. On peut placer le couple de manière que l'une de ses deux forces S passe en 0; alors on pourra la composer avec R, ce qui donnera une autre résultante R' passant également en 0, à laquelle il faudra joindre la seconde force —S du couple. Toutes les forces primitives, F, F', F% ... se trouvent ainsi réduites à deux équivalentes R', — S, dont Tune passe par un point choisi comme on voudra.
La résultante R des forces transportées parallèlement à elles-mêmes prend le nom de résultante de translation. En général, elle ne sera pas dans le plan du couple (S, — S), de sorte que le système final se composera d'une force — S dans ce plan et d'une force R' en dehors. Il est aisé de reconnaître que, dans ce cas, les forces n'ont pas de résultante unique, et qu'on ne peut pas réduire le système donné à moins de deux forces. Supposons en effet que les deux forces R' et — S aient une équivalente T; alors il y aurait équilibre entre cette force changée de sens, R' et — S (n*» 137). Il faudrait pour cela que la somme des moments de ces trois forces fût nulle relativement à un axe quelconque; mais, comme les lignes T, — S et R' ne sont pas dans un même plan, on pourra trouver une infinité d'axes qui en rencontreront deux sans
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rencontrer ]a Iroisième, et la condition ne serait pas remplie pour ces axes. Donc Thypollièse d'une résultante unique est inadmissible dans ce cas.
Au contraire, si R, S et — S sont dans un même plan, ou, ce qui revient au même, si la résultante de translation R est perpendiculaire à l'axe OG du couple résultant, il y aura une résultante unique. En effet, la seconde résultante IV est alors dans un môme plan avec — S, et ces deux forces ne pourraient former un couple que dans le cas où R serait nulle. En laissant ce cas de côté, l'accomplissement de la condition dont on vient de parler suffit donc pour qu'il y ail une résultante unique. On verra un peu plus loin comment cette condition s'exprime analytiquement.
Ainsi qu'on Ta déjà fait observer, le couple (S, — S) peut, sans qu'on cesse d'avoir un système équivalent, se remplacer par un autre de même moment, mais formé de deux forces ayant une orientation ou une intensité différente de S; on peut, de plus, continuer à faire passer en 0 l'une des deux forces. Par cette modification, les deux résultantes finales R' et — S changeraient, et l'on aurait ainsi un nombre illimité de systèmes équivalents au système donné, et composés de deux forces dont l'une passerait au point 0 choisi à volonté. Tous ces systèmes ont quelque chose de commun : la seconde équivalente — S ne sort pas d'un plan déterminé, passant parle point 0, et son moment par rapport à ce point reste toujours le même. Cela est évident, lorsque tous les systèmes équivalents dont nous parlons se déduisent du système primitif par le procédé ci-dessus indiqué, car le plan dans lequel peut se déplacer la force — S n'est autre que le plan mené en O perpendiculairement à OG, et le moment de cetle force relativement à 0, n'est autre que celui du couple résultant, dont la longueur OG représente la valeur. Mais il est facile de démontrer que la même chose aura lieu de quelque manière qu'on s'y prenne pour opérer la réduction des forces primitivement données et les transformer en deux équivalentes R' et — S.
Imaginons, en effet, au lieu de R' et — S, un autre système équivalent, composé d'une force R,, agissant en O et d*une autre force T {fig. i8o); soient OG et OGi les axes représen-
lalifs des moments de — S et de T relativement au point 0
(n° 103). Puisque les systèmes (R', —S), (Ri,T) sont tous
les deux équivalents aux forces primitives, ils sont aussi
équivalents Tun à l'autre, et leurs
moments par rapporta toute droite
r issue de 0 sont égaux entre ^^ ciA ^c r
eux. Or ces moments se réduisent
à ceux de — S et de T, c'est-à-dire ^
(n<* 103) aux projections de ÔG et '
OGi sur Ox; donc ces deux axes -s
représentatifs ont môme projection
sur une droite quelconque, et par suite ils coïncident, ce qui
suffit pour justifier la proposition énoncée.
Le moment de la seconde équivalente — S ou T relativement à O, déterminé, comme on vient de le voir, par le seulchoix de ce point, pour un système donné de forces, se nomme le moment résultant du système dont il s'agit, relativement au point O. L'axe représentatif OG du moment résultant est identique avec celui du couple (S, — S); celui-ci s'obtient luimôme en composant les axes des couples (F, —F), (F', —F'), (F', — F''), ... de \difig. 179, lesquels axes représentent également (n* 103) les moments des forces primitivement données F, F', F", . . . relativement à 0. Cela prouve que :
Vaxe représentatif du moment résultant d*un système de forces est la résultante géométrique des axes représentatifs des moments de chacune des forces, relativement au même point.
D'après ce qu'on a vu un peu plus haut (n** 14.4, d), la projection de cet axe sur une droite quelconque issue du point 0 fait connaître la somme des moments du système de couples (F, — F), (F', — F'), . . . , et par conséquent aussi du système de forces F, F', .... relativement à cette même droite. La propriété démontrée à la fin du n°103 dans le cas d'une seule force, concernant la loi suivant laquelle varient ses moments par rapport à des axes concourants, se trouve ainsi étendue à un système de forces quelconques.
Réduction d*un système 'de forces à une résultante de
translation et à un couple; transformation des conditions gé" nérales de l'équilibre. — Nous avons déjà établi (n® liô) la possibilité de cette réduction et donné le moyen de l'opérer géométriquement. Mais ce moyen n'étant pas toujours d'un emploi facile, parce qu'il suppose des constructions de lignes dans l'espace, voici comment on peut y substituer le calcul. Soient R la résultante de translation appliquée en 0 {fig, i8i) et (S, — S) le couple résultant, dont l'ensemble
est équivalent au système des forces données F, F', F%
Désignons par G la longueur de Taxe OG du couple. Les deux
quantités R et G, qui suffisent pour définir le système, au point de vue de l'équivalence, peuvent être connues en grandeur, direc- ^ ^, tion et sens, au moyen de leurs projections sur trois axes coordonnés rectangulaires Ox, O7, 0;;, issus du point 0. En effet, l'équivalence du système R, S, —S et du système primitif exige d'abord l'égalité des projections sur ces axes, savoir :
R^-^-^F;^-hF;-hF;-+-...,
R^ ^:^ Fy -h T y -f- t y -h . . . ,
R^.rzF,-hF;-hF,-h..,
ce qui détermine R. Secondement, l'égalité des moments par rapport aux mêmes axes donnera les projections G^, Gj, G; respectivement égales à la somme des moments des forces F, F', F'', . . . par rapport à Oxr 0^, Oz, d'où l'on déduira G. Lorsqu'un système matériel quelconque est en équilibre, toutes les forces extérieures agissant sur lui satisfont à cette condition que les six sommes R^r, Rjr, R-, G^, Gy, G- sont toutes nulles (n° 129); il en est par conséquent de même pour R et G, Donc on peut dire que :
I*» Lesjorces extérieures agissant sur un corps en équilibre ont une résultante de translation nulle; 2<» le couple résultant produit par le transport des forces parallèlement à ellesmêmes, en un point quelconque, est également nul.
Cet énoncé exprime des conditions toujours nécessaires (n** 129), qui deviennent suffisantes dans le cas d'un corps solide (n^ 133). Dans tous les cas, la vérification n'a besoin d'être faite que pour un seul point 0.
147. Expression analytique de la condition pour qu'un système de forces ait une résultante unique, — Nommons
X, Y, Z les composantes, suivant trois axes rectangulaires Oœ, Oj, 0>s, de la résultante de translation R;
L, N, Q les sommes de moments des forces relativement aux mêmes axes, égales aux composantes de Taxe G du couple résultant, produit par le transport des forces en 0.
On a vu (n<» 14-5) que la condition pour Texistence d'une résultante unique consiste en ce que Taxe du couple soit perpendiculaire à la direction de la résultante. Or Taxe G fait avec les axes des angles ayant leurs cosinus égaux à
les cosinus
directeurs
de 1
ta résultante
sont,
d'un
autre
côté,
donc le cosinus de Tangle des deux directions s'exprime par
^(LX+NY4-QZ).
Si aucune des deux grandeurs G et R n'est supposée nulle, leurs directions ne peuvent être rectangulaires qu'autant que l'on a
(2) LX-hNY-hQZi=o;
et d'ailleurs cette condition suffit^ puisqu'il en résulte
cos(G, R)==:0.
Si G s'annule, il n'y a pas d'autre condition à remplir pour que le système de forces admette une résultante unique, car
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il se réduit à la résultante de translation R; dans ce cas l'équation (2) se trouve encore vérifiée, puisque L, N, Q s'annulent en même temps que G. Si c*est R qui s'annule, il en est de môme de X, Y, Z, de sorte que l'équation (2) se vérifie; et cependant il n'y a plus alors de résultante, puisque les forces sont réduites à un couple G, lequel ne peut se remplacer par une seule force (n® IW).
En résumé, dans tous les cas où il y aurait une résultante unique, la condition (2) devrait se vérifier; réciproquemenl, si la condition (2) est vérifiée, les forces sont réductibles à une résultante unique^ sauf dans le cas où l'on aurait simultanément
148. Minimum du couple répondant aux diverses positions de la résultante de translation, — Le point 0 (y?^- 179), auquel on a transporté toutes les forces parallèlement à ellesmêmes, est indéterminé ; imaginons qu'on le fasse varier el qu'on répète, pour diverses positions attribuées à ce point, les constructions indiquées au n® 145, par lesquelles on a réduit le système des forces F, F', F', . . . à la résultante de translation R, agissant en 0, et à un couple résultant, représenté par Taxe OG = G. Il est clair, en premier lieu, que le système de forces appliqué en 0 ne fera que se déplacer parallèlement à lui-même, ainsi que la résultante de translation R; mais chacun des couples, tels que (F, — F), produits par le transport des forces en 0, pourra varier d'intensité et en môme temps se trouver placé dans un autre plan, ce qui aura généralement pour conséquence de faire varier Taxe OG en grandeur et direction.
Afin d'étudier ces variations de la manière la plus simple possible, nous pouvons, au lieu du système primitif F, F', F^, . . . , considérer le système équivalent, composé de la résultante de translation R agissant en 0 {/i^. 182) et du couple dont OG = G est l'axe représentatif. Nous aurons encore un système équivalent si nous appliquons deux forces égales et contraires, R' et — R', égales et parallèles à R, en un point quelconque 0' invariablement lié au solide sur lequel sont censées agir toutes les forces. Ce nouveau système com-
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prendra : i"* la résultante de translation R'=R9 agissant en 0'; 2® le couple G; 3» le couple formé par R et — R', dont Taxe représentatif est une droite OK perpendiculaire au plan ROO'R'. Le système primitif de forces est ainsi remplacé par la résultante de translation R', agissant en 0', et par un couple résultant de la composition des deux précédentes. On peut alors faire les remarques suivantes.
Si Ton imagine Taxe OG décomposé en un axe OH suivant la résultante R, et un axe 01 dans une direction perpendiculaire, la première composante restera invariable quand Je point 0 prendra ^'^' '®^'
une autre position quelconque 0^ £n effet, le nouvel axe qui doit alors remplacer OG est^ la résultante de OG et ÔK, ou de ÔÏÏ, Ôï et ÔK. Or Ôî et ÔK sont deux droites perpendiculaires à R; leur somme géométrique fournira la composante de Taxe résultant dans la direction perpendiculaire à R, et la composante dans la direction de R sera -R' OH, aussi bien pour le couple répondant au transport des forces en 0' que pour le couple obtenu quand le transport s'était fait en 0.
La constance de la projection de Taxe G sur la direction de R s'exprime par l'équation
G cos(G, R) = const.,
ou bien, en remplaçant le cosinus par sa valeur trouvée au
n* IW, et remarquant que R ne varie pas non plus avec le
point 0,
LX-hNY-hQZ=:const
Cette équation signifie que son premier membre ne dépend en aucune façon ni de l'origine des axes rectangulaires, ni de leur orientation ; sa valeur reste invariable, ainsi que celle de la résultante de translation, pour un ensemble donné de forces, quels que soient les trois axes rectangulaires choisis pour calculer les six quantités X, Y, Z, L, N, Q. L'invariabilité qu'on vient de constater des deux lignes R
et Gcos(G, R) permet de démontrer bien simplement un théorème remarquable, donné par Chasles en 1828, et dont voici l'énoncé :
De quelque manière qu'on réduise un système donné de forces à deux équivalentes, le tétraèdre construit sur ces deux équivalentes, prises comme arêtes opposées, a un volume constant.
Supposons en effet que les deux équivalentes soient R' el BC ou ■— S {^, 180, p. 383); en appliquant en O deux forces égales et contraires, ayant la direction et l'intensité de BC, on reviendrait au système équivalent, considéré d'abord au n? 1&-5, formé de la résultante de translation R et du couple (S, — S), dont OG = G est l'axe représentatif. Or, si l'on prend OCR pour base du tétraèdre R'ORC, on voit qu'il est équivalent en volume au tétraèdre RORC, qui a même base et même hauteur, car RR' est une parallèle au plan de la base commune. La hauteur de ce dernier est Rcos(G, R), et sa base
OBC a pour surface -G; le volume R'ORC est donc
gGRcos(G, R),
quantité qui reste bien constante pour un même système de forces, puisqu'elle est ^ du produit des deux facteurs constants R et G cos(G, R).
Le point 0' peut être choisi et placé en Oi, de manière que les couples représentés par OK et 01 soient égaux et de sens contraires. A cet effet, on devra prendre Oi sur la perpendiculaire 0 (^ au plan GIOR, dans un sens convenable pour que le couple (R, — Ri) ait son axe représentatif suivant le prolongement de 10, et à une distance OOi calculée d'après l'égalité _
R X 00i = 01 = G sin(G, R).
Quand on transportera toutes les forces en Of, le système se réduira à la résultante de translation Ri , égale et parallèle à R, et au couple OH = Gcos(G, R) contenu dans un plan
perpendiculaire à cette résultante. Le résultat serait identique pour tout point pris sur la droite OiRi; mais pour un autre point quelconque, en dehors de cette droite, Taxe OH devrait se composer avec un autre tel que 01, perpendiculaire à sa direction, et l'axe résultant serait plus grand que OH. La droite Oi Ri est donc celle pour laquelle le couple à joindre à la résultante de translation est le plus petit possible ; Poinsot Ta nommée axe central des moments.
Il est impossible de ne pas remarquer la complète analogie qui existe entre les théorèmes démontrés, du n° 139 au n° 148 inclusivement, sur la composition des forces et des couples, et ceux qu'on a établis dans la Cinématique (n^' 32 à 37), sur la composition des mouvements d'un solide invariable. A chaque propriété des forces répond une propriété analogue des axes représentatifs des rotations, et chaque propriété des axes représentatifs des couples répond de môme à une propriété semblable des translations. Ainsi, par exemple, les rotations représentées par des axes concourants ou parallèles se composent suivant les mômes règles que les forces concourantes ou parallèles ; les translations se composent comme les axes des couples ; un système quelconque de forces et de couples est réductible à deux forces non situées dans un môme plan, comme un système quelconque de mouvements se ramène à deux rotations n'ayant pas leurs axes dans un môme plan; l'axe central des moments est l'analogue de l'axe central du mouvement, etc., etc. Il ne semble pas d'ailleurs qu'on puisse établir cette analogie directement, au moyen de quelque raison philosophique, par laquelle on serait dispensé de aire une des deux théories après avoir fait l'autre.
iW. Centre des forces parallèles. — On suppose divers points A, A', A^, . . . {fig. i83), invariablement liés entre eux, auxquels sont appliquées des forces parallèles /, /', f\ ... ; ces forces peuvent avoir une direction quelconque, et, en ce qui concerne leurs intensités, on sait seulement qu'elles sont respectivement proportionnelles à des nombres constants m, '»', m\ . . ., positifs ou négatifs, le changement de signe du coefficient indiquant un changement de sens dans la force correspondante. Dans ces conditions^ on peut déterminer un
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point 0 par lequel passe constamment la résultante des forces /, lorsque leur direction commune varie de toutes les manières possibles.
En effet, la résultante /h-/' des deux premières forces /et
/' passe en un point déterminé B de la ligne AA', tel qu'on ait
AB
entre A et A' ou en dehors, suÎTant que m et m' auront même signe ou des signes contraires. Joignant B avec le point d'application A' d une troisième force f, on déterminera de même un point C où passe toujours la résultante de/' et de/4-/', c'est-à-dire U résultante /-+-/'-+-/' des trois premières forces; le point C sera tellement placé sur BA" que le rapport
BC /" m'
cï^~ /-+-/' ~^^^
On combinera de même cette résultante avec une quatrième force/", et Ton aura une résultante /-h/' -h/' -f-/'' passant par un point constant D sur la ligne CA'', et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on arrive à la résultante de toutes les forces, ce qui aura toujours lieu (n® 1^2), sauf dans le cas où il J aurait un couple résultant. Il est clair que les divers points B, C, D, ..., 0 successivement obtenus par la construction qu'on vient d'indiquer, comme points d'application des résultantes partielles et fmales, ne dépendent en rien de la direction des forces et sont uniquement déterminés par les rapports entre leurs intensités.
Le dernier de ces points, le point 0 par où passe constamment la résultante générale de toutes les forces, prend le nom de centre des forces parallèles.
On pourrait varier l'ordre suivi dans la composition des forces, ou former des résultantes partielles, que Ton composerait ensuite pour en déduire la résultante générale; mais il est facile d'établir que le point final 0 qu'on obtient, quand
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on est arrivé à trouver celte dernière résultante, doit né cessairement rester invariable. Supposons, en effet, que après avoir trouvé une première résultante appliquée en Û OD arrive, par un autre moyen quelconque, à une second résultante appliquée en un point différent 0'. Les deux résu tantes sont équivalentes entre elles, puisqu'elles équivalent un même système de Torces, ce qui exige (n° 138) qu'elle agissent suivant une même droite. Cela ne peut avoir lie que si les deux résultantes passent à la fois par O et 0'. E supposant ces deux points distincts, on serait donc ainsi ai rivé à trouver la direction de la résultante des forces para] lèles sans connaître celle des composantes, avec la seule déf nilionde leurs rapports de grandeurs, ce qui est absolumer inadmissible. Donc O et 0' ne sont qu'un seul et mém point.
Si l'on construisait un polyèdre convexe ayant pour sommet an certain nombre des points A, A', A', ... et renfermant le autres dans son intérieur, la construction ci-dessus employé montre que le point 0 y serait également renfermé, pourv toutefois que toutes les forces fussent de mémo sens. Si ton les points A, A', A', . . . étaient dans un même plan, le sens d toutes les forces restant encore le même, le point 0 devra: être dans rinlérieur du polygone convexe circonscrit i ce points.
La détermination du centre des forces parallèles peut s'ef fectuer en employant le calcul, au lieu des constructions géc métriques indiquées ci-dessus, que l'on peut considérer plulf comme un moyen d'en établir l'existence. Imaginons un sys tème quelconque de trois axes rectangulaires; soient ^, y, les coordonnées d'un quelconque des points d'application de forces parallèles, /la force agissant en ce point, -ci, /i, ~i le coordonnées du point 0 cherché, par où passe toujours 1 résultante des forces, quelle que soitleur direction commune Cette résultante aura une intensité S/, égale à la somme al gébrique des composantes (n" li2); puisqu'elle est équiva lente à l'ensemble des forces/, elle a môme moment relati vemenl à un axe quelconque. Appliquons celle propriét d'abord pour les axes des / et des x, en supposant les force parallèles à l'axe des s, puis pour l'axe des / en donnant au
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forces la direction de l'axe des x; il viendra
x,i:f^\fx, y,Zf=^fy, z,Z/=Z/z,
oUy remplaçant les forces par des nombres proportionnels, ce qui revient à multiplier les deux membres de ces équations par un même facteur.
Les équations précédentes déterminent le centre 0 des forces parallèles, par ses trois coordonnées a:,, ji, z^. Ce point, que nous savons d'avance être unique, ne peut dépendre en neo du choix des axes; et il serait effectivement facile de constater, au moyen des formules de la transformation des coordonnées, que les mêmes équations, employées avec un autre système d'axes rectangulaires ou obliques, conduiraient à retrouver le même point.
On fait généralement peu d'usage du centre des forces en Mécanique, sauf dans un cas particulier dont nous allons maintenant nous occuper d'une manière exclusive : c*est celui où les nombres m, m', m\ . . . , proportionnels aux forces, sont précisément égaux aux masses des points matériels auxquels ces forces sont appliquées. Dans ce cas, le centre des forces parallèles, déterminé par les équations ci-dessus, prend le nom de centre de gravité^ parce que les forces / agissant sur les divers points matériels sont alors proportionnelles à leurs poids mg. Ce point a, comme on le verra par la suite, une grande importance, non seulement dans l'étude de l'équilibre de certains systèmes matériels, mais encore dans celle du mouvement des systèmes matériels quelconques. C'est pourquoi il est bon d'entrer dans quelques détails sur sa détermination et d'en donner un certain nombre d'exemples particuliers. Ce sera d'abord l'objet du § III ci après, où l'on s'occupera en outre de l'équilibre des syslèmes pesants à liaisons.
§ III. — Dn centre de gravité d'nn système matériel; équilibre
des systèmes pesants à liaisons.
150. Centre de gravité. — Le centre de gravité d'un corps ou système matériel est le point dont les coordonnées jt,, V|, v,
ifv-
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sont déflnies par les équations
(i) aTj X m = li m^, jiSm = Smj', z^Zm^zI^mz,
dans lesquelles m désigne la masse et x, y, z les coordonnées d'un point quelconque du système (*). Si le corps est solide, le centre de gravité n'est autre chose que le centre de forces parallèles et proportionnelles aux masses de ses divers points, c'est-à-dire le point par lequel passe constamment la résultante de ces forces quand leur direction varie. Les actions de la pesanteur, en particulier, font naître sur chaque point une action de direction constante et d'intensité proportionnelle à la masse, du moins on peut Tadmettre pour un corps de dimensions modérées (*); leur résultante passe donc au centre de gravité et continuerait à y passer si la pesanteur prenait une autre direction, ou, ce qui revient au même, si Ton changeait la position du corps relativement à la verticale. Il faut admettre, dans ce dernier cas, que les axes de coordonnées accompagnent le corps dans son changement et que Ton considère toujours le point défini par les mêmes coordonnées ^1,/1,-Si.
Lorsque le corps n'est pas solide, on peut toujours le concevoir solidifié et déterminer alors, par les formules ci-dessus, le centre de forces parallèles et proportionnelles aux masses; on conserve encore à ce point le nom de centre de gravité du système. Sans doute, puisqu'il ne s'agit plus d'un solide, la résultante, fictivement appliquée au centre de gravité, ne pouiTait pas, en général, se substituer aux composantes qui agissent réellement sur chaque point, sans changer les con-
(') Le produit mx de m par sa dislance au plan des yz est ce qu*on appelle quelquefois moment de m relativement à ce plan. Le facteur m. peut «♦xprimer une force ou grandeur quelconque, mais sans qu'on y attache l'idée d'une direction. Moyennant celte définition, les équations (i) evprimcnt que la somme algébrique des moments des masses élémentaires relativement à l'un des plans coordonnés (c'est-à-dire un plan quelconque) est égale au moment de la masse totale condensée au centre de gravité, relativement au même plan.
(^) A la rigueur, la direction de la verticale varie d'un pointa un autre, ainsi que la grandeur de Taccélcration g; mais ces variations sont insignifiantes pour les corps ordinaires, et Ton doit en faire abstraction dans les questions de Mécanique pratique.
394 TROISIÈME PiLETIB. — GHAPITR£ DBUXifclIE.
ditioDS d'équilibre ; mais la résultante produit toujours même somme de projections sur un axe ou même somme de moments que les composantes, et peut se substituer à elles dans tous les calculs où Ton a besoin de faire entrer ces sommes, comme cela est nécessaire, par exemple, quand on veut appliquer les équations générales de l'équilibre (n* 129).
On considère souvent le centre de gravité de lignes, surfaces ou volumes géométriques. S'il s'agit d'une ligne, on imagine que chaque élément de longueur dsy compté à partir du point défini par les coordonnées x^ j, z^ a une masse exprimée par pd!ï, en désignant par p une fonction connue dfô coordonnées. Si Ton applique alors les formules (i), les sommes se changeront en intégrales définies prises dans toute la longueur de la ligne dont on veut avoir le centre de gravité, et les coordonnées de ce point seront déterminées par les équations
i I pds •=z I px ds,
(2) ly^Jpds=jpyds,
z^ j pds =1 j pz ds.
Les mêmes équations resteraient applicables pour une surface ou un volume; il faudrait seulement considérer ds comme représentant rélémentde surface ou de volume, auquel on supposerait une masse pds et Ton devrait aussi, bien entendu, prendre les intégrales dans toute l'étendue de la surface ou du volume, suivant le cas.
Le facteur p exprime, en quelque sorte, la densité de chaque élément, puisque, à égalité de dimensions, la masse lui est proportionnelle. Dans l'hypothèse de lignes, surfaces ou volumes homogènes, ce facteur aurait une valeur constante en tous les
points; dès lors il pourrait sortir du signe / et disparaîtrait
comme facteur commun aux deux membres de chacune des équations précédentes. On aurait
(3) Xi I ds=^ j xds, 7i j d<i=z j yds, c, j €is^= j zds.
Tous les exemples donnés plus loin, pour la détermination des centres de gravité de lignes, surfaces ou volumes géométriques, supposeront toujours le fait de Thomogénéité.
151. Théorèmes divers pouvant faciliter la recherche des centres de gravité, — Les formules générales du n« 150 donnent les coordonnées du centre de gravité d'un corps quelconque, à la condition de calculer certaines sommes ou intégrales. On peut souvent éviter ce calcul, ou tout au moins le diminuer, en se servant des remarques ou théorèmes qui suivent.
Thêobèmb I. — S'il existe dans un corps un diamètre ou un plan diamétral, le centre de gravité du corps est sur cette ligne ou dans ce plan.
Nous appelons diamètre une ligne droite 0^ {fig* 1^4) telle que si l'on projette sur elle, en P, un point M quelconque du corps, parallèlement à un plan fîxe AB, et si l'on prolonge ensuite MP d'une quantité PM' = MP, il se trouve dans la position M' ainsi déterminée un autre point matériel appartenant au corps et ayant même masse que M.
De même, un plan quelconque AB sera dit plan diamétral, lorsque, ayant mené par un point quelconque N du corps une parallèle NQ à une droite Gxe 0^, jusqu'à sa rencontre Q avec le plan AB et l'ayant prolongée de l'autre côté du plan jusqu'en N', de manière que QN' = NQ, le point N' ainsi obtenu est la position occupée par un point matériel appartenant au corps et ayant une masse égale à celle de N.
Cela posé, admettons d'abord l'existence d'un diamètre tel que Oz. En faisant agir sur tous les points du corps des forces parallèles et proportionnelles aux masses, les deux forces égales appliquées à M et M' auront une résultante passant en P. Tous les points du corps pouvant se grouper par deux de la môme manière, l'ensemble de toutes les forces pourra ainsi se réduire à un système de résultantes partielles.
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de même direction, en nombre deux fois plus petit, et dont les points d'application seront tous situés sur 0^?. Si Ton effectue ensuite la composition de ces résultantes partielles, suivant la méthode générale du n"* 149, il est bien évident que le point fînal où doit toujours passer la résultante totale, indépendamment de la direction attribuée au\ composantes, ne pourra pas sortir de 0 z. Ce point final n'est autre, dans le cas actuel, que le centre de gravité : le théorème se trouve donc démontré, en ce qui concerne les diamètres.
Supposons maintenant un plan diamétral, tel que AB. Le^ forces égales et parallèles, appliquées en deux points conjugués N, N', donneront une résultante passant en Q. En opérant de même sur tous les groupes de deux points de masses égales en lesquels se décompose le corps, on obtient une série de résultantes partielles dont les points d'application se trouvent tous dans le plan AB. Le procédé du n^ 149 prouve alors que le centre de ces résultantes partielles, c'est-à-dire le centre de gravité du corps, doit nécessairement se trouver dans ce même plan.
TflÉORÈME II. — Dans tous les corps doués d'un centre défigure, si les points diamétralement opposés sont de même muasse, le centre de figure coïncide avec le centre de granité.
En effet, un système de forces parallèles et proportionnelles aux masses, appliquées à tous les points du corps, pourra être regardé comme formé d'un certain nombre de groupes de deux forces égales, agissant en des points diamétralement opposés. Chacun de ces groupes donnera une résultante passant au centre de figure; donc la résultante générale y passera aussi, quelle que soit la direction commune des forces. Donc enfin ce point est bien le centre de gravité.
Théorème III. — Si un corps est composé de deux parties ayant des masses M, M' et leurs centres de gravité en A et A {fig^ i85), le centre de gravité (s de V ensemble se trouvera sur la ligne A A' et la divisera en deux segments AG et A.' G inversement proportionnels à M et M'.
En effet, quand on fait agir sur tous les points du corps des forces parallèles et proportionnelles aux masses, celles de la
première partie donnent une résultante proporlionnelle à M et passant au centre A; celles de la seconde partie se remplacent également par une autre résul- p. g tante de môme direction, passant au
centre A' et proportionnelles à M'. La p S ^'
composition de ces deux résultantes par- ^ |"'
tielles (n^ 14>0) conduit toujours, quelle |
que soit leur direction, à une résultante ^
générale passant par un point G de AA' entre A et A', et tel
qu'on ait
ÂG M^
Cela justifîe l'énoncé, car G est le centre de forces parallèles et proportionnelles aux masses, agissant sur les divers points du corps ; c'est donc bien le centre de gravité.
Remarques. — 1° On pourrait supposer connus le centre de gravité G d'un corps, celui A d'une de ses parties, et demander le centre de gravité A' de l'autre partie. Le théorème qu'on vient d'établir fait voir d'abord que A se trouve en ligne droite avec A et G, du côté opposé à A relativement à G; on peut ensuite achever la détermination de A' en prenant
GA' = ^, AG
On aurait pu également considérer la force M', agissant au point inconnu A', comme la résultante de la force M + M' appliquée en G et de la force M de sens contraire, appliquée en A. On obtiendrait alors A' en suivant la règle pour la composition des forces parallèles de sens contraires (n'» 141).
2* D'une manière générale, si un corps est formé de diverses parties ayant les masses M, M', M'', ... et les centres de gravité A, A', A^, . . ., le centre de gravité de l'ensemble s'obtiendra en cherchant le centre de forces parallèles et proportionnelles à M, M', M'', . . ., respectivement appliquées en
A, A', A' Il suffit, pour justifier celte règle, de faire
usage du théorème III ci-dessus et d'en déduire successivement le centre de gravité du corps comprenant M et M', puis celui du corps formé par la réunion de M -h M' avec M', puis
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celui du corps formé de M -h M' -h M' el de M', et ainsi de suite.
Théorèhe IV. — Si tous les points d'un corps sont sur une ligne droite ou dans un même plan, le centre de gravité se trou\^e sur cette droite ou dans ce plan.
La proposition est pour ainsi dire évidente; elle résalle immédiatement du procédé général indiqué au n* 1^9 pour trouver le centre des forces parallèles.
Théorème V. — Les centres de gra\>ité de deux corps semblables sont deux points homologues.
Nous disons que deux corps sont semblables lorsque leurs figures le sont, dans le sens géométrique du mot, et qae de plus les masses placées en deux points homologues quelconques sont dans un rapport constant.
Cela posé, rapportons le premier corps (A) à un système d*axes Ox, Oy, Ozy le second corps (A') à un autre système semblablement placé par rapport à lui, O'x', O'y, Q's\ et appelons
m la masse d'un point de (A) et x, y, z ses coordonnées; f^'» ^'f y y ^' les mômes quantités pour le point homologue
de (A'); •^1» Ji> ^u «^1» /i» ^i les coonlonnées des deux centres de
gravité, chacun dans le système d'axes indiqué pour le corps
auquel il appartient;
OL le rapport constant — ;
p le rapport de similitude, c'est-à-dire celui de deux dimensions homologues.
Les formules (i) du n® 150 donnent d'abord les valeurs de ^1, /i, -1» savoir :
Xi=z
^mx Zm
Ji =
i^niy
les mômes formules permettent aussi d'avoir j?J, ji, ^!, qui s'expriment d'une manière toute semblable :
, s m'a?' 2àm
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Si maintenant on fait dans ces dernières expressions
m'=cLm, jc'—^x, r'=p/, z'=z^z,
elles deviennent
on voit, par conséquent, que les coordonnées du centre de gravité de (A') dans le système O'x'y 0'/', 0'^' sont bien égales à celles du centre de gravité de (A) dans le système 0.r, Oyy Ozy multipliées par le rapport de similitude; donc les deux points sont bien des points homologues, c'est-à-dire semblablement placés dans leurs systèmes respectifs.
152. Exemples particuliers de la recherche des centres de gravité de lignes, surfaces ou volumes y dans V hypothèse de l'homogénéité. — Nous nous contenterons d'un petit nombre d'exemples, destinés surtout à montrer l'application des théorèmes du n* 151.
{a) Centre de gravité d'une droite, — Puisque la droite est supposée homogène, il est clair que son milieu est un centre géométrique; c'est donc aussi le centre de gravité.
(6) Centre de gravité d'un arc de cercle. — Soient l'arc AMB {Jig. 186), OM le rayon perpendiculaire p. ^gg^
à la corde AB, 0 le centre du cercle. .
Désignons par
r le rayon OM;
a l'angle entre ce rayon ei un autre rayon ON quelconque;
<p le demi-angle au centre AOM;]
jOy y les coordonnées d'un point N quelconque de l'arc, relativement à des axes contenus dans son plan, dont l'un Ox coïncide avec Om, et l'autre 0^ est suivant la direction perpendiculaire ;
•^1» y\ ï®s coordonnées du centre de gravité G.
D'abord ce centre de gravité doit se trouver dans le plan de
Tare (n* 151, théorème IV); ensuite il doit se trouver surOX, parce que cette droite présente le caractère d'un diamètre de l'arc (n<* 151, théorème I), chaque point N ayant son conjugué Ni de l'autre côté de 0^ et à la même distance. On a donc /i = o, et il suffit de chercher ^j. A cet effet, nous emploierons la formule générale (n» 150),
•j / dsj=z I xds;
ici Ton a
.r z= r CCS a, ds =: NN' =: rch^
et par suite
ou, en effectuant les intégrations et résolvant l'équation,
Jt\^:z r
sino
On voit par là que le rapport — ou celui de OG à OM est
sin 9 égal à — - ou au rapport de la corde AB à l'arc AMB.
(c) Centre de gravité d'un parallélogramme, d'un cercle, d 'une ellipse, de la surface d'une sphère ou d'un ellipsoïde, etc. — Toutes ces surfaces, considérées comme homogènes, sool douées d'un centre géométrique ; ce point est en môme temps le centre de gravité (n° 151, théorème II).
(d) Centre de gravité d'un triangle, — Considérons le
triangle homogène ABC (Jîg. 187).
Joignons le sommet A au milieu D de la base BC, et concevons la surface totale divisée en tranches élémentaires par une infinité de parallèles à BC. L'une quelconque de ces tranches, telle que mnpq^ peut, i la limite, être regardée comme une
simple droite pesante, présentant les mêmes masses élémentaires à droite et à gauche de son mi-
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lieu, qui se trouve sur AD. Celle droile AD est donc un diamètre, conformément à la définition du n° 151, théorème I; donc elle contient le centre de gravité G. Par une raison toute semblable, ce point se trouve également sur les droites qui joignent les sommets B et G aux milieux E et F des côtés opposés; donc il est à leur point de rencontre.
Si Ton joint DE, celte ligne sera parallèle à AB, comme partageant les deux autres côtés du triangle en parties proportionnelles. Par suite, les deux triangles DGE, AGB sonl semblables et donnent la proportion
(iD
AG 4- GD AD
centre de gravité se trouve sur chaque médiane, telle que AD, au tiers de celle ligne à partir de la base, ou aux deux tiers à partir du sommet.
On peut remarquer enfin que le centre de gravité du triangle est le même que celui de trois masses égales placées aux trois sommets. Il faudrait en effet, pour avoir ce dernier centre de gravité, chercher le centre de trois forces parallèles égales, agissant en A, B, G. Les deux dernières donneraient une résultante double passant en D, et celle-ci, composée à son tour avec la force agissant en A, donnerait la résultante finale passant au point de AD qui divise cette droite en segments dans le rapport-? c'est-à-dire au point G.
(e) Centre de gravité du trapèze. — Le trapèze donné est ABCD {fig. i88)^ous nommons h sa hauteur, /==: ÂB sa petite base, L = GD sa grande base. D'abord, si l'on imagine qu'on prolonge les côtés non parallèles CA, DB jusqu'à leur point de rencontre S et qu'on joigne S au milieu F de CD, on aura une ligne SF passant aussi au milieu £ de AB et divisant en deux parties égales toute droite menée dans le trapèze parallèlement aux deux bases. Cette droite SF, qu'on peut tracer eu joignant simplement les milieux des bases (sans
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chercher le point S), est donc une ligne diamétrale; on le démontrerait exactement de la même manière que pour la ligne joignant le sommet d'un triangle au milieu de la base opposée {d). Donc le centre de gravité G du trapèze se trome sur EF.
Fig. i88.
Divisons maintenant le trapèze en deux triangles, par la diagonale CB. Le triangle ABC a pour centre de graviié le
point K, situé sur CE, à la distance ^ h de CD ; le triangle BCI)
a le centre de gravité I, situé sur BF, à la distance ^ h delà
même base CD; en outre, ces triangles sont censés avoir des masses proportionnelles à leurs surfaces, ou à / et L. Le centre de gravité G se trouve donc sur IK, et c'est le point de celte ligne où passe la résultante de deux forces parallèles appliquées en I et K et proportionnelles à L et /. Supposons les forces perpendiculaires au plan de la figure et prenons les moments par rapport à CD ; en désignant par y la distance de G à cette ligne, il viendra
(L-^/)7=.iAL+|A/=|(L-4-20,
équation exprimant que le moment de la résultante est la somme des moments des composantes. Si Fon avait pris les moments par rapport à AB, on aurait trouvé de même
Donc on a
^9l — ^—7 — /-1-2L GF ~" / "~^L-H2/"
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L'une quelconque des trois équations ci-dessus conduit sans peine à la détermination de y. La dernière peut se traduire par la construction géométrique suivante : prolonger BA d'une quantité AM = CD=:L, prolonger CD d'une quantité DN = AB =: /, et joindre MN; le point G où cette ligne coupe EF est le centre de gravité cherché. On a en effet, par la similitude des triangles EGM, FGN,
EG
EM
FN
- -hL , -
GF
le point de rencontre de MN avec EF divise donc cette dernière ligne en deux segments ayant entre eux le même rapport que les segments déterminés par le centre de gravité, et par conséquent il y a coïncidence entre ces deux points.
(/) Centre de gra^ûté du volume d'un parallélépipède ^ d'une sphère^ d'un ellipsoïde, etc, — Tous ces volumes ont un centre géométrique, lequel, dans l'hypothèse de leur homogénéité, est aussi un centre conformément à la définition du n<»151 (théorème II). Ce point est donc aussi leur centre de gravité.
{g) Centre de grai-ité d'un prisme ou d'un cylindre. — Divisons d'abord le prisme ou cylindre ABCDEA'B'C'D'E' (fig. 189) en tranches élémentaires par des plans infiniment rapprochés et parallèles aux bases; l'une quelconque de ces tranches pourra être regardée, à la limite, quand son épaisseur diminuera indéfiniment, comme une surface pesante dont chaque élément superficiel possède une masse proportionnelle à son étendue. Le centre de gravité de la tranche abcdea'b'dd' e', par exemple, coïncide donc, à la limite, avec le centre de gravité/de la surface abcde.
Or toutes les sections abcde sont comme des positions parti-
culières que prendrait la base ABCDE, en glissant, par an mouvement de translation parallèle aux arêtes du prisme (ou aux génératrices du cylindre), et par conséquent le poinl/ se trouve sur la ligne FF', joignant les centres de gravité F et F' des deux bases. On voit ainsi que le prisme total se décompose en parties dont les centres de gravité sont situés sur FF'; le centre de gravité de Tensemble sera donc aussi sur cette ligne (n* 151, théorème IV).
D'un autre côté, il est facile de reconnaître qu'un plan parallèle aux bases, mené par le milieu de la distance qui les sépare, partage en deux parties égales tous les prismes élémentaires déterminés, dans le prisme ou cylindre total, par des plans parallèles aux arêtes ou génératrices; c'est un plan diamétral, dans le sens défini au n® 151, théorème I, et il contient aussi le centre de gravité G cherché. On en conclut immédiatement que ce point est au milieu de la ligne FF.
{/t) Centre de gravité d'un tétraèdre. — Soit un tétraèdre ABCD {/ig. 190); le plan mené par AB et le milieu E de CD divise en deux parties égales toutes les droites parallèles à CD
et contenues dans Tintérieur du tétraèdre; par suite, c'est un plan diamétral, dans lequel se trouve le centre de gravité cherché. En vertu de la même raison, il est aussi dans le plan mené par AD et le milieu F de BC; donc il est sur la ligne d'intersection AH de ces plans, laquelle joint le sommet A avec le centre de gravité H de la base opposée. (Le point H est bien le centre de gravité du triangle BCI), puisqu'il est à la rencontre des lignes BE, DF joignant deux sommets aux milieux des côtés opposés.) Maintenant, si dans le plan ABE l'on mène HI parallèle à AB, h droite AE sera divisée dans la même proportion que BE et l'on aura
Fig. 190.
AE
BE
donc I est le centre de gravité de la base ACD, et, en le joignant au sommet opposé B, on aura encore une droite BI passant par le centre de gravité du tétraèdre, qui se trouve alors à la rencontre G des droites AH et BI. D'un autre côté, les triangles semblables ABG et HIG d'une part, ABE et IHE d'autre part, donnent les proportions
llï " GÏÏ ~ ÎÏE " '
donc GH = ly AG, d'où résulte Gll = 7 AH,
Donc, en résumé, le centre de gravité d'un tétraèdre est sur la ligne qui joint un des sommets avec le centre de gravité de la base opposée^ au quart de cette ligne à partir de la base.
Si l'on coupe le tétraèdre et les plans ABE, ADF par un plan parallèle à BCD, on obtiendra dans ce plan une figure semblable à BCDEHF; le point où la droite AH coupe le plan sécant est donc le centre de gravité de la section triangulaire déterminée par ce plan, car il se trouvera, comme le point H, à la rencontre de deux droites joignant chacune un sommet du triangle au milieu du côté opposé. Le point où la droite AH rencontre la section menée au quart de la hauteur du tétraèdre sera, par suite, le centre de gravité de cette section, et ce sera aussi, comme on vient de le voir, le centre de gravité du tétraèdre. Donc :
Le centre de gravité d'un tétraèdre coïncide avec celui d'une section parallèle à l'une de ses faces, faite au quart de la distance entre cette face et le sommet opposé.
On peut encore remarquer que le centre de gravité d'un tétraèdre est celui de quatre masses égales placées aux quatre sommets. En effet, le centre de gi'avilé des trois masses égales placées en B, C, D serait le point H, comme on l'a vu plus haut; pour obtenir celui des quatre masses réunies, il resterait (n° 151, théorème III) à joindre H à A et à partager AH de manière qu'on eût deux segments dans le rapport de 3 à i, ce qui donnerait bien le point G ci-dessus considéré.
EnHn on pourrait composer les deux forces parallèles et égales, appliquées aux sommets A et B, ce qui donnerait une
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résultante douhle, passant au point K milieu de AB : les deux forces appliquées en C et D donnei'sient de même une féconde résultante partielle, égale à la première el passant au milieu E de CI). Ces deux résultantes partielles se réduiraient, puisqu'elles sont égales, à une résultante lînale passant au milieu de KE. Ce dernier point est le centre de gravité des i]uatre masses égales placées aux quatre sommets; donc il coïncide avec le centre de gravité G du tétraèdre. Donc :
Le centre de gravité d'un tétraèdre est au milieu d'une des trois lignes qui joignent les milieux des arêtes opposées.
Voici une autre démonstration du même théorème. On a vu que le centre de graviié se trouve dans le plan AIÎE, passant par une arête AB et le milieu E de l'arête opposée; )wr la même raison il est aussi dans ie plan CDK, et par conséquent il est sur la ligne KE commune aux deux plans. On prouverait de la même manière qu'il se trouve sur la li^e FL joignant ies milieux de BC et de AD ; donc il est à la rencontre de ces deux lignes. Or tes deux droites KF et LE sont toutes
deux égales à - AC el parallèles à cette arêle; donc la figure
KLEF est un parallélogramme et par conséquent l'înlcrseetion de ses diagonales se fait au milieu de chacune d'elles. {/) Centre de gravité d'une pyramide quelconque ou lin. iqi. "^ "" *'^"^- — Considérons la pyramide
^ quelconque SABCDE {/ig. 1911 el sup-
posons-la décomposée en tranches intlniment minces par une série de plans tels que aùcde, parallèles à la base ABCDE. La tranche comprise entre abcde el la section inlinimeoi voisine peut, a la limite, être assimilée à une surface pesante, et son cenlre de gravité se confond avec celui de la surface abcde. D'un autre côlc, les surfaces ABCDEj abcde sont deu\ corps semblables; par conséqucni leurs centres de gravité F el /sont ux points homologues (n» 151, théorème V). Donc f n'esi
aulre chose que le point de rencontre du plan abcde avec la ligne SF, menée du sommet de la pyramide (ou du centre de similitude des deux surfaces) au centre de gravité de la base. Il résulte de là que toutes les tranches ont leur centre de gravité sur une môme droite SF, et par suite que cette droite contient aussi le centre de gravité G de leur ensemble (n° 151, théorème IV), c'est-à-dire de la pyramide.
Maintenant, pour savoir quelle est la position de ce point sur SF, on décomposera la pyramide en tétraèdres par des plans SAC, SAD, . . ., menés par Tarôte SA et les divers sommets do la base. Si li désigne la hauteur de la pyramide donnée, tous ces tétraèdres, ayant h pour hauteur commune,
auront leurs centres de gravité à une même distance y de la
base ABCDE. Tous ces centres de gravité se trouvent par suite contenus dans un même plan ; celui de la pyramide est donc
aussi dans ce plan (n* 151, théorème IV), à la distance -r de la
base.
Donc, en résumé.
Le centre de gravité d'une pyramide quelconque est sur la ligne joiv;nant le sommet avec le centre de gravité de la base, et au quart de cette ligne à partir de la base.
Le même énoncé s'applique à un cône droit ou oblique, à base quelconque. On peut en effet regarder le cône comme une pyramide ayant pour base un polygone dont les côtés seraient en nombre infiniment grand.
(y) Centre de gravité d'une zone sphérique ou d'un secteur sphérique, — Soit AD {fig* iQ^O ^'î^rc de grand cercle qui engendre la zone en tournant autour du rayon OC; divisons la hauteur totale de la zone en parties infiniment petites, égales entre elles, et menons, par tous les points de division, des plans perpendiculaires à OC. Ces plans partagent la zone donnée en zones élémentaires de môme surface. Chacun de ces éléments devient, à la limite, assimilable à une circonférence pesante; le centre de gravité de l'élément compris entre les plans mp, nq^ par exemple, sera donc le point I, centre de la circonférencs ////>. En imaginant que le poids de
Fig. 19a.
chaque zone élémenlaire soit appliqué à son centre de sravilé, on voit qu'on obtiendra une suite de poids égaux et équidistants appliqués tout le long de la droite FH; leur résultante passera donc au milieu de G de cette ligne, et ce
point, indépendant de la direction de ta pesanteur, est le centre de gravité demandé.
Si maintenant on considère le secteur sphérique dont la zone ACB serait la base, on pourra le décomposer en une inflnilé de secteurs de même volume, ayant pour base des éléments superficiels équivalents pris sur la zone ACB. Ces secteurs élémentaires, assimilables à des pyramides, ont leurs centres de gravité aux trois quarts du rayon à partir du centre; leurs poids sont uniformément distribués sur une
zone MLN homothétique à ACB, ayant un rayon égal à 7 OC.
Donc le centre de gravité de leur ensemble coïncide avec celui de la zone MLN et se trouve au milieu g de la hauteur KL de cette zone; sa distance 0^ au centre de la sphère est égale à
i(ÔK4-()L) ou |((5F + ÔC).
Fig. 193.
(A:) Centre de gravité d'un segment de parabole ou de paraboloïde de révolution. — Dans tous les exemples qui précèdent, les centres de gravité ont été déterminés, à peu près
exclusivement, par des procédés géométriques. Nous ajoutons cede^ nier exemple afin de montrer l'emploi du calcul.
Supposons en premier lieu une parabole AB ayant Kœ pour axe et Av pour tangente au sommet {fig> ip^)' on demande le centre de gravité da segment compris entre la courbe, la portion AC de Taxe et la parallèle BG à Aj. L'équation de la courbe sera, en posant
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Se = a, BC = 6,
car les abscisses varient proporlionnellement au carré des ordonnées; on sait aussi que sa surface / ydr a pour valeur
Si la surface est décomposée en éléments dxdy par des parallèles aux axes, les formules (3) du n° 150 donneront ici, pour déterminer les coordonnées a?,,/i du centre de gravité,
^abjc^^z j l xdxdy, | aby^z:^ l l y dxdy,
les intégrales doubles devant être prises dans toute retendue de la surface ABC. Une première intégration, faite pour une rangée d'éléments telle que mnpq, parallèle aux j, conduit d'abord aux équations
-abxi^zj yxdx, 3 «^7i~ ^ / •^'^^^'
Xf y désignant alors les coordonnées du point m de la parabole. On remplacera ensuite x par sa valeur -jj-y et Ton
aura
\abx,-^'^^^ j^ y^dy, | «^/i"- f. j /'^<>'
soit finalement, après avoir effectué les intégrations et supprimé les facteurs communs,
En second lieu, nous chercherons le centre de gravité du segment de paraboloïde engendré par la révolution de la figure ABC autour de Kx, La tranche plane mnpq engendre un volume qu'on peut, à la limite, assimiler à un cercle pesant; ce volume élémentaire a pour expression izy^dx et son centre
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de gravité csl en p sur Taxe de révolulion. Le centre de gravité de rensemble est donc aussi sur cette ligne et son abscisse x^ doit salisfaire à Téquation de momenls
,rt ^rt
ou, en remplaçant y- par sa valeur et supprimant le fac-
leur — >
xdx •=: I x^dx.
ou enfin, tout calcul effectué,
On pourrait multiplier à TinOni les exemples relatifs aav centres de gravité des lignes, surfaces ou volumes. Nous pensons en avoir donné un nombre suffisant pour bien faire comprendre l'esprit des métbodes à suivre dans ce genre de recliercbes.
153. Expression du travail de la pesanteur dans le déplacement d'un système matériel quelconque, — Soit donné un système matériel quelconque en mouvement; proposonsnous de calculer le travail total produit par le poids de chacun de ses points, pendant qu'il prend un déplacement d'une étendue quelconque.
Nommons, à cet effet,
m la masse de l'un des points;
z et Zq ses distances initiale et finale à un plan horizontal supérieur, pris pour plan de comparaison;
Z et Zo les hauteurs correspondantes du centime de gravité, audessous du même plan.
Le travail du poids élémentaire mg appliqué au point donl m désigne la masse sera {n^ 102) le produit de m^ par la projection verticale z — Zq du déplacement de ce point; donc le
ÉQUILIBRE DES SOLIDES, ETC. 4l '
travail total T dû à Tensemble des actions de la pesanteur s'exprimera par
T = I.mg{z^ z^,) ou T — ^Sm(5 — ^o),
la somme X devant s'étendre à tous les points matériels du système. Or on sait que les coordonnées Z et Zo vérifient les équations (n'» 150)
il en résulte, par soustraction membre à membre,
(Z-Zo)2m:^2m(^- :Jo), et, par suite, le travail T devient
Tzz.-(Z-Zo)2mzz.(Z-Zo)2:m-.
On énonce le résultat qu'on vient d'obtenir, en disant :
Le travail de la pesanteur dans le déplacement d'un système matériel quelconque est és^al à celui que produirait le poids total ^mg considéré comme agissant au centre de gravité,
Remarque L — 11 peut arriver que les volumes occupés par le système dans les deux positions considérées aient une partie commune (A); supposons en outre que cette partie commune comprenne, dans les deux positions, des masses égales et placées aux mêmes points géométriques ; enfin soient (Bo) et(B) les parties non communes dans les deux mêmes positions. Si nous mettons l'expression de T sous la forme
T — ^mgz — 1.171g Zq,
on voit alors que la partie (A) produit les mômes termes dans les deux sommes à retrancher l'une de l'autre, et que par conséquent elle disparaît. Le travail de la pesanteur est donc le môme que si Ton avait substitué au déplacement réel des divers points un déplacement fictif dans lequel on aurait simplement transporté la masse de (Bq) dans la position finalement occupée par la masse de (B). Il suffira de restreindre à ces deux volumes le calcul de la différence l.mg z — l.F?ig Zq.
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En appelant M' leur niasse totale, Z'o et Z' les ordonnées de leurs centres de gravité au-dessous d'un même plan horizontal de comparaison, le travail de la pesanteur pendant le déplacement du système total sera
Remarque IL — Tout ce qu'on vient de dire au sujet de h pesanteur resterait évidemment vrai si raccéléralion g changeait de grandeur et de direction. Donc on peut étendre les résultats obtenus à un système quelconque de forces parallèles et proportionnelles au\ masses de leurs points d'application. Leur travail total serait toujours égal à celui d'une force unique, égale à leur somme et considérée comme agissant au centre de gravité de l'ensemble des points.
On a vu (n** 137) que deux systèmes de forces équivalents entre eux font le même travail total dans un déplacement quelconque de leurs points d'application, pourvu que ces points forment un système invariable pendant le déplacement. On peut donc toujours, quand il s'agit d'un corps rigoureusement solide, sollicité par des forces réductibles à une résultante unique, dire que le travail de la résultante est égal à Ja somme des travaux des composantes. Quand on considère, en particulier, un système de forces parallèles et proportionnelles aux masses, comme le sont les actions dues à la pesanteur, on peut les réduire à une résultante passant par le centre de gravité et égale à leur somme; cette résultante, appliquée en un point quelconque de sa ligne d'action, serait toujours équivalente à elle-même et au groupe des foa-es primitives, qu'elle pourrait par conséquent remplacer sans changer la valeur du travail total. Mais il est remarquable que cette propriété subsiste encore sans avoir besoin de supposer l'invariabilité du corps, pourvu que la résultante des forces parallèles et proportionnelles aux masses soit censée appliquée au centre de gravité.
154. Équilibre d'un système pesant, à liaisons, — Nous allons nous occuper de l'équilibre de certains systèmes matériels, dans lesquels existent des liaisons remplissant la condition essentielle formulée au n^ 130, laquelle consiste en ce
que les forces produites par les liaisons font un travail total nul dans tous les déplacements que ces liaisons laissent possibles. Nous faisons en outre une supposition particulière sur les forces que nous avons nommées forces directement appliquées, et qui ne proviennent pas des liaisons : c'est que ces forces sont uniquement dues aux actions de la pesanteur.
Cela posé, appliquons le théorème général du n° 131. Soient
P le poids total du système;
z l'ordonnée de son centre de gravité, dans une position d'équilibre, au-dessous d'un plan horizontal de comparaison ;
^z un abaissement virtuel que prendrait ce point, si le système éprouvait, à partir de la position d'équilibre considérée, un déplacement compatible avec les liaisons.
Le théorème dont il s'agit, combiné avec celui du n° 133, nous donne pour condition nécessaire et suffisante de l'équilibre
PSjzzzo ou simplement lz=.o.
L'équation ox; = o signifie que le centre de gravité doit rester à la môme hauteur, quand on suppose le système écarté infiniment peu de sa position d'équilibre, en satisfaisant toujours aux conditions imposées par les liaisons. Si, par exemple, les liaisons obligent le centre de gravité à se mouvoir sur une courbe ou sur une surface, les positions d'équilibre seront celles pour lesquelles la tangente à la courbe ou le plan tangent à la surface seront parallèles à un plan horizontal; d'une manière générale, si, en vertu des liaisons, la hauteur z dépend d'un nombre quelconque de variables, ces variables auront, dans les positions d'équilibre, des valeurs telles que la difTérentielle de z soit nulle et que, par conséquent, le centre de gravité soit le plus haut ou le plus bas possible.
Il sera démontré plus loin (Cours de deuxième année) que dans le cas d'un maximum de z l'équilibre est stable, c'està-dire que le système tend à reprendre sa position d'équilibre quand on l'en écarte un peu.
Si les liaisons avaient pour eflet de rendre le centre de gravité Ï\\Q ou seulement mobile dans un plan horizontal, on aurait Zz-=zo dans toutes les positions qu'on pourrait donner
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au système; donc, en le plaçant dans Tune quelconque de cespositions sans lui donner de vitesse, il persisterait dans l'immobilité. On dit alors que Téquilibre est indij}érent.
155. Exemple d'équilibre indijjérent; porU-levis à flèche, — Cet appareil comprend en premier lieu un tablier AB ijig. 194) mobile autour d*un axe horizontal projeté en A; ce tablier, quand il est placé horizontalement, permet de franchir une excavation située au-dessous; mais en le relevant,
on intercepte le passage quand on Pig- 194- veut. A une certaine distance au-
*' dessus du tablier se trouve un bâti
CD appelé Jlèchej qui peut tourner
y /y^ autour d'un axe E parallèle à A et
« qui porte un certain contrepoids sur
la partie DE; enfin deux chaînes, Qt ^ toutes deux projetées sur BC et ar-
ticulées avec le tablier et la flèche en des points dont B et C sont les projections, relient ces deux corps l'un à l'autre. L'ensemble de l'appareil est symétrique par rapport à un plan vertical que nous supposons coïncider avec celui de la ligure. Si Ton fait abstraction des frottements qui s'exercent toujours dans les articulations ou sur les appuis fixes du tablier et de la llèche, on aura là un système pesant à liaisons. Ce système est construit de telle manière que son centre de gravité reste immobile, pendant que, au moyen d'une force convenable appliquée sur la flèche, on oblige AB et CD à tourner autour de leurs axes respectifs, afin d'intercepter ou de rendre libre le passage sur le tablier. S'il en est ainsi, les poids des diverses parties du système se feront équilibre, et la force appliquée ne devra avoir que l'intensité nécessaire pour vaincre les frottements.
Voyons maintenant comment on peut s'arranger pour rendre immobile le centre de gravité de l'ensemble.
Les chaînes étant de construction uniforme sur toute leur longueur, leur centre de gravité particulier se trouve en F milieu de CB, point où l'on pourrait condenser leur masse totale m, sans changer le centre de gravité général; nous avons aussi le droit de les remplacer par deux masses, cha-
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cune égale à — » placées en B et en C. Soit alors G' le centre
de gravité du tablier, en lui supposant jointe la masse — > en
B; soit G" le centre de gravité de la flèche et du contrepoids,
y compris aussi la masse — placée au point C; désignons
par M' et M' les masses totales dont les centres de gravité sont G' et G''. On comprend qu'on puisse faire varier à volonté le point G'^, en choisissant la dimension DE ainsi que remplacement et l'intensité du contrepoids. Il est donc possible de faire en sorte que EG" soit parallèle à AG', dans une disposition du système, et de satisfaire en outre à la relation
]Vr.AG'=M"EG''.
Si enfin on a eu la précaution de faire AE =:: BC et CE = AH, il est facile de constater qu'on aura atteint le but, et que le centre de gravité du système reste bien immobile, dans toutes les positions qu'on peut faire prendre à celui-ci.
En effet, la figure ABCE reste toujours un parallélogramme, puisque ses côtés opposés sont égaux; donc CE et AB sont toujours parallèles. Comme EG'' est parallèle à AG' dans une position particulière, il en résulte que les angles constants G' AB et G'ED sont égaux entre eux; par conséquent les droites AG' et EG* restent aussi constamment parallèles, car elles font un même angle avec les directions parallèles AB et CE. H suit de là que, si Ton joint G' G', les deux triangles GAG', GEG" seront équiangles et semblables, ce qui donne les égalités
AG' _ AG (;(;' A(i' _ M"
EG' GE GG" EG'^ M
la première démontre que le point G est toujours le même sur la droite AE, car il partage sa longueur dans un rapport constant; la seconde fait voir que ce point immobile est le centre de gravité du système, car il se trouve sur la droite qui joint les centres de gravité des deux parties auxquelles on a pu réduire Tenseinble des masses, et il divise cette droite
Ai6
dans le rapport inverse des masses M', M^ de ces parties (n^ 151, théorème 111),
156. Balances en général; exemple de la balance à bascule, — Les appareils divers connus sous le nom de balances et destinés à mesurer les poids comprennent, comme parties essentielles, deux plateaux tellement liés entre eux et à des supports fixes, qu'ils ne peuvent prendre que des mouvements de translation en sens contraires Tun de Taulre; ces mouvements sont d'ailleurs verticaux et leurs grandeurs ont un rapport connu, déterminé par les conditions d'établissement de l'appareil. Sur l'un des plateaux on pose le corps dont on veut mesurer le poids; sur l'autre on met des poids connus d'avance et marqués, et l'on en met une quantité suffisante pour que la balance soit en équilibre dans une certaine position déterminée, que des repères établis sur elle permcllent toujours de retrouver facilement. Soient
P le poids à mesurer;
V le poids marqué au moyen duquel on lui fait équilibre;
o/j un déplacement virtuel attribué, à partir de la position
d'équilibre, au plateau sur lequel est posé le poids P; 0/?' le déplacement correspondant que prendrait le plateau
supportant le poids marqué P'.
Si nous supposons que les poids propres des diverses pièces de la balance ont été choisis de manière à se faire séparément équilibre quand l'appareil ne porte aucune charge, la condition d'équilibre, quand il sera chargé, sera simplement
(nM31)
PB/? — P'S/r^O,
pourvu cependant que les liaisons remplissent la condition essentielle indiquée au n<» 130. Cela exige notamment que les pièces soient très peu déformables et qu'on réduise autant que possible les frottements des surfaces en contact. Sous cette réserve, l'équation ci-dessus donne pour valeur de P
l'expression P' -l- • Pour la commodité des opérations , on s'arrange ordinairement de manière à rendre le rapport -^
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égal à I OU à lo. Dans le premier cas, le poids à mesurer est égal au poids marqué; dans le second, il en est le décuple, et chaque hectogramme compris dans P' correspond à i^ dans révalualion de P.
On se rend facilement compte de la raison pour laquelle les deux plateaux doivent être assujettis à ne prendre que des mouvements de translation. Supposons en effet qu'il en soit différemment et que op et 8/?' varient d'un point à un autre pour chaque plateau; décomposons, d'autre part, les poids P et P' en éléments tst et w' dont chacun répondrait à un point de Tun des plateaux. L'équation d'équilibre deviendrait alors
Sw 0/7 — 2 m' ^p'=z o,
Fig. igS.
les deux sommes devant être étendues, la première à tous
les éléments w, la seconde à tous les éléments m'. On voit
qu'on ne pourrait plus en tirer le rapport p^; le poids marqué
nécessaire pour équilibrer un corps à peser dépendrait de la manière dont ces poids seraient répartis sur chaque plateau, cl l'usage de la balance deviendrait pour le moins extrêmement compliqué, sinon impossible, dans la pratique.
Nous donnerons comme exemple la balance à bascule, qu'on appelle souvent aussi balance de Quintenz, du nom de son auteur. On a un levier AD {fig. 195) placé horizontalement dans sa position d'équilibre et assujetti à tourner autour d'un axe horizontal projeté en B; en A est suspendu un plateau analogue à un plateau de balance ordinaire, destiné à recevoir les poids marqués P'; en C et D sont articulées deux tringles verticales. La première p
s'articule en E avec le plateau
horizontal EF, sur lequel se placent les corps dont on veut mesurer le poids P; la seconde s'arlicule en L avec un second levier horizontal LK, mobile autour de l'axe horizontal K, ce levier devant, concurremment avec la tringle CE,
ISaessk. — Cours de Méc, 1. 27
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supporter le plateau EF, avec lequel il est réuni par une articulation cylindrique H dont Taxe est également horizontal.
Supposons maintenant une rotation virtuelle oi du levier AD autour de son axe B. Le point C s'abaisse de BC.w, de même que le point E; les points D et L s*abaissent de
BD.d«;par suite, le levier KL tourne de Tangle _L^ > elles
LK
points I et G placés sur la verticale de H descendent d'une quantité exprimée par ' ' — ; pour que le plateau ait un
mouvement de translation, ce déplacement doit être égal à celui du point £, ce qui donne la condition
TTj, IK.BI) BC IK
BC= =r- OU ^=^ = -znrr-J
LK BD LK
à observer dans l'établissement de la balance. Cette condition est d'ailleurs suffisante, parce que tous les points de l'horizontale projetée en G se déplacent de la même quantité, et que le plan du plateau est déterminé par cette droite et le point E.
L'égalité précédente étant supposée vérifiée, les déplacements 8/>, §/>' auront pour expressions
le rapport de P à P' sera donc
P __ ¥ _ AB
On prend généralement le nombre lo pour valeur de ce rapport.
§ lY. -- Éqnilibre des systèmes fnnicalaires.
157. Définition; équilibre d'un cordon sollicite par deux forces appliquées en ses points extrêmes. — On appelle systèmes funiculaires ceux qui sont composés de fils ou cordons auxquels on attribue, par hypothèse, la flexibilité et l'inextensibilité parfaites. Peu importe que le fil soit fabriqué en
métal ou en matière textile, pourvu qu'il possède ces deux propriétés, qui, du reste, ne sont jamais absolument réalisées dans la nature.
Lorsqu'un fil ou cordon AB {fig- 196), ayant la forme rectiligne, est seulement soumis à des forces P et Q appliquées en ses points extrêmes A et B, il faut, en premier heu, pour que ^
l'équilibre existe, que ces forces
satisfassent aux conditions gêné- ^ ^ e
raies de l'équilibre (n<» 129). La ^
nullité de leur projection totale sur une droite quelconque permet d'abord d'affirmer qu'elles sont égales et de sens contraires; de plus, elles doivent être directement opposées, c'est-à-dire agir toutes deux suivant la ligne AB, car autrement on pourrait mener par le point A des axes qui ne rencontreraient pas Q, et la somme des moments ne serait pas nulle par rapport à ces axes. On trouve donc, comme conditions nécessaires de l'équilibre, que P doit être égal à Q et que ces forces doivent agir toutes deux suivant AB et en sens contraires. Maintenant il faut examiner si cela suffit.
Ici deux cas sont à distinguer. En premier lieu, si les forces P et Q tendent à écarter l'un de l'autre les points A et B, comme le représente la figure, l'inextensibilité du cordon suffira pour empêcher cet eiîet de se produire; le système supposé en repos initial y persistera donc, et il y aura équilibre. Les conditions ci-dessus indiquées seront alors suffisantes; mais, si l'on change le sens des forces égales P et Q, nous regardons comme un fait résultant de la nature du cordon (fait établi d'ailleurs par l'expérience) que ce cordon se courbera et sera incapable d'empêcher les points A et B de se rapprocher, en sorte que l'équilibre n'existerait pas et que les conditions ne seraient plus suffisantes.
Nous avons supposé le cordon rectîligne. Dans le cas contraire, l'équilibre serait toujours impossible, car deux forces égales et contraires appliquées aux extrémités le déformeraient nécessairement en diminuant ou augmentant sa courbure, suivant qu'elles tendraient à écarter ou à rapprocher leurs points d'application.
En résumé, les conditions nécessaires et suffisantes de l'é-
quilibre consistent donc en ce que : i° le cordon doit être rectiligne ; 2" les forces doivent être égales et agir en sens contraires suivant la ligne du cordon; 3* leur sens doit être tel qu'elles tendent à augmenter la distance de leurs points d*application.
Si maintenant on imagine un plan quelconque Cl) rencontrant le fil ou cordon en E, Téquilibre de la partie AE exige que l'autre partie EB exerce sur la première une force égale et directement opposée à P, et de môme l'équilibre de la partie EB montre que cette partie doit recevoir de AE une force égale et contraire à Q. Cette seconde force exercée enE sur EB est égale et contraire à celle qui est exercée au même point sur AE, puisqu'on aP — Q(*);ilya donc en E deux actions mutuelles des deux parties Tune sur l'autre, ou, si l'on veut, l'action et la réaction. Cette action réciproque en vertu de laquelle les deux parties ne peuvent pas se séparer, malgré les forces P et Q qui tendent à opérer la séparation, constitue ce qu'on nomme la tension du fil ou cordon. Comme on le voit, elle est constante dans toutes les sections, s'il y a équilibre, et sa valeur est celle des forces extérieures appliquées aux deux bouts.
Fig. 197.
158. Équilibre d*un cordon soumis à trois forces, — Supposons trois forces P, Q, R appliquées aux trois points A, B, 0 d'un cordon {Jig. 197) et se faisant équilibre. La partie AB ne supportant aucune force dans l'intervalle de ses points extrêmes A et B, l'équilibre exige, comme on vient de le voir, qu'elle soit droite et soumise à une tension constante, égale à P; il faut de plus que P agisse suivant la droite AB dans le sens voulu pour produire une tension. De même l'é-
( ' ) L'égalité des forces mutuelles exercées dans la section E aurait encore lieu (n<> 95), même dans le cas où P serait différent de Q et o'ù Téquilibre du cordon n'existerait pas.
quilibre de BG démontre que cette partie est droite, que R agit suivant sa direction et produit une tension égale à R en tout point de BC. Maintenant si nous imaginons deux sections faites dans AB et BC inOniment près de B, la petite quantité de matière ou le point matériel compris dans leur intervalle sera soumis à trois forces, savoir : la force Q et les deux tensions, respectivement égales à P et R, qui agissent dans les directions BA et BC. Puisque le point B reste en équilibre, Q doit être égale et contraire à la résultante de P et de R; donc, en prenant B/> = P, Br^R et achevant le parallélogramme Bpgr sur ces deux droites, la diagonale Bq devra être égale à Q et se trouver en prolongement de cette force.
Réciproquement, si cette condition est satisfaite, l'équilibre existera. En effet, l'équilibre existerait nécessairement en rendant fixe le point B, et il ne sera pas troublé quand on restituera sa liberté à ce point, car il ne pourra sortir du repos sous l'action de trois forces dont la résultante est nulle.
Les rapports de grandeur de ces trois forces s'obtiennent facilement par la considération du triangle Bqr; la proportionnalité des sinus aux côtés opposés donne les relations déjà connues (n* 11)
sin(Q, K) ~sin(R,P) ~" sin("P,0)'
On voit par là que, si les forces P, Q, R conservent entre elles des rapports finis, il doit en être de même pour les sinus; il serait donc impossible de supposer un cordon rettiligne tendu par les forces P et R et soumis en même temps à une force transversale Q, car on aurait alors
sin(R,P) = o, sin(Q,R)=i:sin(P,Q),
et les équations ci-dessus ne pourraient être satisfaites qu*en prenant
Nous remarquerons enfin que si la force Q, au lieu d'être appliquée directement au point B du cordon AC, agissait par Tintermédiaire d'un autre cordon noué en B avec le premier, ce second cordon devrait, dans l'hypothèse de l'équilibre
être tendu en ligne droite dans la direction de la force Q. Sa tension produirait alors sur le point B la force que nous y avions d*abord appliquée directement; la même condition d'équilibre et les mêmes rapports de grandeur entre les trois forces se trouveraient donc conservés.
On pourrait supposer un nombre quelconque de cordons réunis par un nœud et soumis chacun à une force; on verrait de même que les conditions d'équilibre consistent en ce que i<» chaque cordon doit être rectiligne; a" chaque force doit agir dans la direction de son cordon et dans le sens voulu pour le tendre; 3» les forces considérées comme agissant toutes sur le point de réunion des cordons doivent se faire équilibre.
159. Équilibre du polygone funiculaire, — Soit ABCDEF {fig. 198) un cordon sollicité en ses points extrêmes \, Fpar
Fip. 198.
des forces G, H, et aux points intermédiaires B, C, D, E par des forces P, Q, R, S, qui agissent immédiatement ou par Tinlermédiaire de cordons noués sur ABCDEF. Comme on vient de le voir, cela revient au même; on a supposé la seconde alternative en dessinant la figure. Il s'agit d'indiquer les conditions nécessaires et suffisantes pour l'équilibre de ce système.
Considérons d'abord la partie du système composée des cordons qui aboutissent en un point intermédiaire; prenons par exemple le point C, auquel se réunissent le cordon C^el les portions BC, CD du cordon ABCDEF. Ce système partiel
doit être en équilibre sous l'action de la force Q et des forces exercées en ses points extrêmes B, D, lesquelles peuvent toujours se réduire à une résultante unique pour chacun d'eux. On rentre ainsi dans les conditions de la question traitée au n® 158, et, en appliquant au système partiel dont il s'agit ici les résultats ci-dessus obtenus, nous pourrons dire que les trois cordons Cy, BC, CD doivent être rectilignes et sollicités chacun par une force suivant sa direction et dans le sens voulu pour le tendre. La répétition d'un raisonnement tout pareil pour chacun des autres points intermédiaires B, D, E nous conduit à dire la même chose de tous les cordons ou parties de cordons aboutissant à ces points; donc :
i<* Dans rétat d'équilibre le cordon principal ABCDEF ût/fecte la forme d'un polygone à côtés rectilignes, ayant ses sommets aux points où il est rencontré par les lignes d'action des forces intermédiaires P, Q, R, S; les cordons secondaires Bp, Cy, Do, Es sont également rectilignes ; chacun de ces cordons secondaires est y ainsi que les parties extrêmes AB, EF du cordon principal,, sollicité par une force ayant sa direction ^ et le sens convenable pour le tendre.
Ce premier point établi , remarquons que le point B doit être en équilibre sous l'action de deux forces connues G, P et d'une force inconnue T, égale à la tension du côté BC. Pour cela il faut que cette dernière soit égale et contraire à la résultante des deux premières; si donc, après avoir transporté celles-ci en B, on construit sur elles un parallélogramme, la diagonale de ce parallélogramme devra se trouver dans le prolongement du côté CB, et sa grandeur fera connaître la tension T. Nous passons ensuite au point C, et nous observons qu'il se trouve en équilibre sous l'action de la force T, maintenant connue, de la force Q connue aussi et d'une force inconnue U, exercée par le côté CD et égale à sa tension. La diagonale du parallélogramme construit sur T el Q, transportée en C, doit donc coïncider avec DC prolongé, et sa grandeur égale la tension U de ce côté. En appliquant le même procédé successivement à tous les sommets, on vérifiera que les diagonales des parallélogrammes ont bien les directions et sens voulus, et l'on déterminera en même temps
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les valeurs des tensions inconnues a priori; de plus, quand on arrivera au dernier sommet E, la tension X qu'on aura trouvée pour le côté £F devra être égale à la force donnée H, sans quoi ce côté ne pourrait rester en équilibre.
On remarquera que T est la résultante des deux première* forces G, P; U est la résultante de T et de Q, et par suite celle des trois premières forces G, P, Q ; de même V est la résultante de G, P, Q, R ; la tension X est la résultante de G» P, Q, R, S; et enfin la résultante de l'ensemble complet des forces G, P, Q, R, S, H est la môme que celle de X et de H, c'èst-à-dire zéro, comme on vient de le voir. Donc les conditions d'équilibre fournies par la recherche des tensions subie» par les divers côtés peuvent se résumer ainsi :
2* Si Von compose toutes les forces agissant sur le polygone, depuis une de ses extrémités (A par exemple) jusqu'à un sommet quelconque, y compris celle qui agit sur ce sommet, elles doivent se réduire à une résultante unique ayant la direction du côté suivant et le sens voulu pour le tendre. En outre, le système complet des forces extérieures doit se réduire à une résultante nulle.
Nous allons démontrer que ces conditions» jointes à celles que nous avons déjà indiquées, sont suffisantes. En effet, tous les côtés du polygone étant droits, ainsi que les cordons sur lesquels agissent les forces intermédiaires P, Q, R, S, et chaque force extérieure étant supposée dans la direction du cordon qu'elle sollicite et dans le sens voulu pour le tendre, il est évident qu'on rendra l'équilibre nécessaire et inévitable en fixant tous les sommets B, C, D, E. Maintenant nous pouvons, sans le troubler, rendre la liberté au sommet B, car la résultante T des forces G et P, qui lui sont appliquées, ne fait que tendre la partie du cordon BC et ne peut déplacer B, en raison de la fixité du point C. Nous rendrons ensuite h liberté à C également sans détruire l'équilibre, car ce point ne pourra sortir du repos sous l'action des forces T et Q, dont la résultante U tend simplement le cordon CD, attaché au point fixe D. On verrait de la même manière qu'on peut rendre la liberté àD; et l'on pourra aussi la rendre au dernier sommet, parce que les deux forces égales et directement op-
posées X et H tendront le cordon EF, sans lui faire prendre aucun déplacement. L'équilibre existera donc indépendamment de la fixité des sommets.
160. Construction de Varignon. — La deuxième série de conditions d'équilibre du polygone funiculaire (n" 159, 2<») se vérifie très élégamment par une construction due à Varignon, laquelle fournit en même temps les tensions inconnues. Supposons \dLjig. 199 construite à côté de \difig. 198, de la manière suivante : on mènera par un point 0 pris arbitrairement la droite 0^ égale et parallèle à la *^' *^" force G, et de même sens; au bout de cette ligne on transportera parallèlement à elle-même la force P •= gty puis successivement et bout à bout les forces Q, R, S, représentées en grandeur, direction et sens par les droites tu, uç, vx. Enfin on joindra le point 0 à tous les points ty u^ v, x, par les droites 0^, Om, Ot', 0:r. Il est clair, d'après cette construction, que 0^ est la résultante de 0^= G et de ^^ r^P; donc 0^ représente la tension T et la fait connaître en grandeur, direction et sens. On constatera de môme que les diagonales suivantes représentent les grandeurs, directions et sens des tensions U = 0 w, V = Ot^, X ~ 0 j?, lesquelles sont ainsi déterminées. Dès lors les conditions dont il s'agit se traduisent en disant que :
Les diagonales intermédiaires, allant de 0 à tous les points ty w, Vy doivent être parallèles respectivement aux côtés BC, CD, DE, dont elles représentent les tensions; elles doivent avoir le sens voulu pour tendre ces côtés quand elles sont rétablies dans leur vraie position, en les transportant parallèlement en'B, C, D; enfin, la dernière diagonale Ox doit être égale, parallèle et de sens contraire à la force donnée H.
Au lieu de cette dernière partie de Ténoncé, on peut dire que, si Ton achève le polygone des forces, en menant par le point X une droite égale et parallèle à H, ayant aussi même sens, cette droite doit se terminer en 0, de manière à fermer le polygone.
4^6 TROISIÈME PARTIE. — CnAPlTRE DBLXIËMB.
161. Cas particuliers du polygone funiculaire. — Nous allons étudier certaines modifications, intéressantes à divers points de vue, des données générales du n® 159.
{a) Les extrémités \et¥ {Jig* 198) du polygone sont attachées à des points fixes. — Les forces données n'agissent plus qu'aux sommets intermédiaires B, C, D, £; en A et F les appuis fixes produisent des réactions G et H, a priori inconnues. L'équilibre du système a toujours lieu sous l'ensemble des forces (i, P, Q, R, S, II; les raisonnements du n* 159 sont encore applicables et démontrent d'abord que le polygone doit avoir ses côtés droits; que les cordons secondaires 63, Cy, Dû, Ee doivent être également reclilignes et tendus par les forces P, Q, R, S agissant suivant leurs directions respectives et dans le sens voulu; enfin que les réactions inconnues G et H agissent dans les directions et sens BA, EF. Imaginons ensuite qu'on applique la construction de Varignon (n® 160). Rien n'empêchera de construire d'abord la partie gtuvx {fig. 199) du polygone des forces, laquelle comprend seulement les forces connues P, Q, R, S portées bout à bout; puis, comme les diagonales extrêmes Ogy Ox sont parallèles à AB et EF, on mènera ces parallèles par les points g et jr, et l'on obtiendra le point 0 par leur rencontre. Les conditions d'équilibre résultant de la construction de Varignon consistent donc ici en ce que : 1° les deux parallèles dont nous venons de parler doivent se couper; a® les diagonales intermédiaires Ot, Ouy Ov doivent être respectivement parallèles aux côtés BC, CE, DE; 3« les droites Ôgy Ô7, Wû, Or, Os, qui représentent les tensions des côtés AB, BC, I)E, EF, doivent avoir les sens voulus pour produire une tension dans chacun d'eux, quand on les suppose respectivement transportées en A, B, C, D, E.
On remarque enfin que les réactions G et H des points fixes sont représentées en grandeur, direction et sens par Ô^. pour le point A, et par xO pour le point B.
{b) Cas où toutes les forces sont parallèles à un plan. — Sup' posons toules les forces intermédiaires P, Q, R, S (fig, 198) et l'une des forces extrêmes, G par exemple, parallèles à un même plan (H). Il est facile de constater qu'alors le polv-
gone OgtuvxO (/ig. 199) résultant de la construction de Varignon est tout entier dans un môme plan parallèle à (n), et qu'il en est de même du polygone funiculaire ABCDEF, dans rhypothèse de Téquilibre, puisqu'il doit avoir ses côtés parallèles aux droites Og, Ot, Om, ....
(c) Les forces intermédiaires P, Q, R, S sont parallèles à une même droite. — Les côtés gt, tu, uv, . , . du polygone des forces {/lg> 199) se trouvent alors tous en ligne droite; quelque position qu'on donne au point 0, ce polygone sera compris dans un plan parallèle à la direction p. ^^^
commune des forces. Par suite, il en est de même, si l'équilibre existe, pour le polygone funiculaire correspondant.
La Jig. 200 représente ce que devient la fig. 199 dans Je cas particulier dont nous nous occupons maintenant. Les diagonales 0^, Ot, Ou, ... donnent en grandeur, direction et sens les forces qui tendent les côtés successifs AB, BC, CD, ... du polygone funiculaire. Or, en nommant a, a,, a„ ... les angles de ces droites avec gx, et traçant la perpendiculaire OK à cette direction, on aura
OK _ OK — - OK
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d'où Von déduit que les tensions des divers côtés du polygone funiculaire sont inversement proportionnelles aux sinus des angles que ces côtés font avec la direction commune des forces extérieures appliquées aux sommets intermédiaires. On remarquera aussi qu'elles ont toutes une môme projection OK sur une ligne perpendiculaire à la direction commune des forces.
(d) Polygone chargé de poids égaux et également espacés; application aux ponts suspendus, — Le polygone funiculaire ABCDEF. . . {fig, 201) est formé d'une suite de côtés AB, BC, CD, ... ayant tous une même projection horizontale h; en chacun des sommets A, B, C, ... on attache un poids constant/?. Pour appliquer la construction de Varignon (n« 160), on portera donc sur une môme verticale ag une suite de Ion-
gueurs égales entre elles, dont chacune représente Vun des poids p; puis on mènera par les deux points extrêmes a et des parallèles au côté du polygone qui précède le sommet A et à celui qui suit le sommet F; enfin Ton joindra le point de rencontre 0 de ces deux parallèles aux points de division intermédiaires b, c, d, e, /. On sait que, si l'équilibre existe, ce faisceau de droites issues du point 0 donne les directions des divers côtés du polygone ainsi que leurs tensions; de plus on peut en déduire, comme nous allons le voir, une propriété intéressante concernant la figure ABCDEF.
Fig. 201.
Cherchons en effet l'expression des coordonnées des divers points B, C, D, E, F, ... (que nous savons déjà être dans un même plan vertical), relativement à un système d'axes obliques, l'un Kx formé par le prolongement du côté AB, Tautre Ky pris suivant la verticale du milieu de ce côté. Si Ton pose AB = 2/, il est clair qu'on aura d'abord pour les abscisses la suite de valeurs
ce qui permet d'écrire, d'une manière générale, pour le /i^*™" sommet,
Menons ensuite par les points C, D, E, F, ... des parallèles à K;27 et, d'autre part, traçons une verticale à la distance h de 0, laquelle sera coupée en parties égales parles droites Oa, Oô, Oc, — . Le triangle BCC est égal à Op^» comme ayant ses côtés parallèles et môme hauteur h\ donc l'ordonnée du point C est la longueur Py> Qtie nous désignerons par k. Le triangle CDD' est égal à 0 pô, par la même raison, de sorte que Pordonnée YMS" du point D se compose deD''D'=A: et de D'D = p8 =r 2X:. On trouverait de la môme manière l'ordonnée de E, composée de £"£'= â:-+- 2A- et de ££'= 3 A:; en continuant à suivre une marche toute semblable, on formerait le Tableau des ordonnées, savoir :
Pour le point B. . . Ordonnée o.
et généralement, pour le n»*"»'' sommet,
L'élimination de n entre les expressions de a? et de j conduit à la relation
c'est l'équation d'une parabole à axe vertical, sur laquelle doivent se trouver tous les sommets du polygone.
Supposons maintenant, pour plus de simplicité, le cas particulier où le polygone aurait un côté horizontal; supposons en outre ses côtés en nombre infini, en môme temps que nous ferons décroître indéflniment la distance h et le poids />. Dans ce cas, le polygone se change en une courbe, et il devient
très facile d'en avoir directement Téqualion, ainsi que la valeur de la tension en un point quelconque.
Soient MN {fig. 202) la courbe funiculaire, toujours conlenue dans un plan vertical, comme les polygones dont elle est
la limite; 0 son point le plus bas; Ox, 0^ deux axes coordonnés dont l'un est la Udgente horizontale à la courbe en 0, l'autre la verticale de ce point. Nommons Q et T les tensions en O et en un autre point L quelconque, répondant aux coordonnées x, r. Une partie quelconque de la courbe, comprise entre les abscisses x et x* supporte des poids /»
en nombre égal à
, -> soit un poids total ^ix — a?) 00 h h
T!y(j? — x'), en nommantcT le quotient constant y > qui exprime
le poids supporté par chaque unité de longueur comptée horizontalement. Si l'on fait x' = o, on aura wx pour charge totale de la portion OL, et, comme les poids élémentaires sont uniformément répartis suivant l'axe des x^ la résultante
mx passe au milieu de l'abscisse OL', ou à la distance -de 0.
Considérons maintenant l'équilibre de cette portion OL sous l'action des trois forces Q, T et mx. Pour qu'il se réaUse, il faut nécessairement que ï soit égale et contraire à la résultante de 0 et demx; par conséquent, ces composantes étant rectangulaires, on a d'abord
(i) T = v^Q«-f-Tîj»x«;
puis on a l'équation des moments par rapport à L
Qy=zjsx 'X -x^zz-wx^.
L'équation (i) exprime la loi suivant laquelle varie la tension aux divers points de la courbe; cette tension a une composante horizontale constante Q et une composante verticale
égale au poids compris entre le sommet et le point L considéré. L'équation (2) est celle de la courbe et montre que c'est une parabole à axe vertical dont le sommet se trouve en 0.
Si Ton donnait, outre le sommet, un second point N de la courbe, répondant aux coordonnées x-=a^ y — /, on aurait, en substituant ces valeurs dans Téquation (2),
ma}
valeur qui, portée dans les équations (i) et (a), donnera
On connaîtra ainsi les valeurs de la tension et Téquation de la courbe en fonction de quantités immédiatement données.
Ces calculs sont approximativement applicables aux chaînes ou câbles des ponts suspendus. On ne peut évidemment pas considérer ces chaînes comme douées d'une flexibilité parfaite, mais elles sont néanmoins très flexibles; nous en dirons autant des câbles formés parla réunion d'un certain nombre de fils de fer, dont la section transversale est petite et la longueur comparativement grande. A ces chaînes ou câbles sont attachées des tiges verticales et équidistanles en assez grand nombre, de sorte que la portion comprise entre deux tiges peut être assimilée à un élément de courbe; ces tiges sont également chargées et, par conséquent, transmettent aux chaînes ou câbles une action verticale uniformément répartie suivant l'horizontale. A cette action s'ajoute le poids propre des chaînes ou câbles, dont la loi de répartition est, à la rigueur, uniforme suivant la courbe; mais nous admettrons que ce poids est petit en comparaison du précédent et qu'on peut, sans grande erreur, le regarder aussi comme réparti uniformément suivant l'horizontale. On se trouve alors dans les conditions voulues pour faire usage des équations (3) et (ZJ).
Supposons que les points extrêmes de la parabole soient à
une dislance 2a, sur une même horizontale, etque/soîlla distance du sommet à cette horizontale, c*est-à-dire la flèche de la courhe. Dans les circonstances ordinaires, 2a est donnée et le constructeur dispose de / entre ceiiaines limites. La parabole est alors déterminée, car son sommet se trouve sur la verticale menée à égale distance des points extrêmes, et il est aussi sur une horizontale connue ; on peut donc tracer les axes Oo:, Or de la fig. 202, et comme /et a sont les coordonnées d*un des points extrêmes, on aura l'équation (4) qui définira complètement la courbe. Quant à la tension, Téqualion (3) montre qu'elle est croissante du sommet à un point
jsa^
extrême, entre la valeur minimum — -j et la limite supé-
rieure
'■=vV
répondant à ^ = a. Les chaînes ou câbles doivent avoir une section transversale suffisante pour résister convenablement à celte tension Ti.
§ V. — Équilibre des systèmes polygonaux articulés
sans frottement.
162. Définitions ; propriétés caractéristiques des articulch tions sans frottement. — On appelle articulation la liaison réciproque de deux corps solides en vertu de laquelle ils ne peuvent prendre, relativement Tun à Tautre, que des mouvements de rotation autour d'axes passant par un point appartenant géométriquement aux deux corps et fixe dans chacun d'eux. Ce point se nomme le centre d* articulation.
L'articulation est dite cylindrique lorsque l'axe de la rotation relative est une ligne déterminée dans chaque corps; elle est dite sphérique dans le cas contraire. L'assemblage à charnière donne la réalisation pratique de la première espèce d'articulation; il consiste essentiellement, comme on le sait, en deux cylindres circulaires de même rayon, l'un creux et attaché au premier corps, l'autre plein et attaché au second corps. Pareillement l'articulation sphérique se réalise dans
l'appareil qu'on nomme assemblage à genou, consistant essentiellement en deux sphères concentriques et de même rayon, Tune creuse et Tautre pleine, respectivement attachées aux deux corps.
L'articulation sans frottement, qu'elle soit sphérique ou cylindrique, jouit de la propriété essentielle qui définit les liaisons considérées au n** 130. Elle est en effet toujours réalisée par le glissement de deux surfaces solides Tune sur l'autre, et nous admettons que la réaction mutuelle de ces surfaces est constamment dirigée suivant la normale commune. On rentre donc immédiatement dans l'un des cas où l'on a vérifié que la somme des travaux des forces dues aux liaisons est nulle pour tous les déplacements que ces liaisons permettent. Par conséquent, le théorème général du n*» 131 est applicable aux systèmes articulés sans frottement et permet d'obtenir les conditions nécessaires et suffisantes de leur équilibre.
Dans ce qui va suivre, nous supposerons toujours toutes les articulations sphériques, alors môme que le système en présenterait quelques-unes de l'autre espèce. Les conditions d'équilibre trouvées de cette manière pourront parfois ne pas être toutes nécessaires, mais elles seront certainement suffisantes. £n effet, quand on substitue à une articulation sphérique une articulation cylindrique (l'axe de cette dernière passant, bien entendu, par le centre de la première), une certaine partie des mouvements qui primitivement étaient compatibles avec les liaisons perd cette qualité, pendant que l'autre partie la conserve; la substitution ne peut donc avoir d'autre résultat que de supprimer la nécessité d'un certain nombre de conditions, parmi celles qu'on aurait trouvées en ne la faisant pas. Ce nombre peut d'ailleurs tomber quelquefois à zéro, et c'est ce qui arriverait si la somme des travaux virtuels produits par les forces directement appliquées était identiquement nulle, dans tous les mouvements virtuels rendus incompatibles avec les liaisons par le changement dont il s'agit ici.
Dans une articulation sphérique sans frottement, toutes les forces exercées sur l'un des deux solides par l'effet de la liaison étant normales h la surface d'une sphère, ces forces concourantes peuvent se remplacer par une résultante unique
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passant au point de concours, qui est le centre de la sphère, c'est-à-dire le centre d'articulation.
1G3. Equilibre d'un système polygonal articulé. — Nous allons prendre un système ABCDEFG {fig* '^oZ) formé d'une série de corps solides, dont les corps intermédiaires présentent chacun deux articulations, Tune avec le corps précédent, raiilre avec le suivant; B, C, 1), E, F sont les centres
Fi(;. 2o3.
(rarticulation. Indépendamment de leurs actions mutuelles, les solides supportent diverses forces extérieures directement appliquées. Il s'agit d'établir les conditions d'équilibre et de trouver les actions mutuelles qui s'exercent dans les articulations.
Désignons collectivement par (P), (P»), (P2), ...,le5S}slèmes de forces appliqués directement aux corps AB, BC, CD, ..., ces systèmes n'étant pas censés comprendre les actions que chaque corps intermédiaire reçoit de ses deui voisins, mais (levant comprendre, au contraire, les réactions (les articulations extrêmes A et G, si elles existent. Soient Ni la résultante de translation de (P) (n<» 143), N, la résultante (le ti^anslation de (P) et de (P,), N, celle de (P), (Pj) et(P,), (it ainsi de suite. Les groupes (P), (Pj), (P,), . . . sont regardés ])rovisoirement comme des données immédiates, d'où l'on déduira sans peine Ni, Nj, Nj,
Cela posé, considérons un certain nombre de corps consécutifs à partir d'une extrémité, trois par exemple à partir de la gauche. Ce système ABCD est en équilibre, et les forces extérieures agissant sur lui doivent satisfaire aux six conditions générales de l'équilibre (n° 129) ; en particulier la somme
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des iiiomciils (le ces forces cloil Olrc nulle rolalivcment à ir axes rectangulaires Dj-, Dy, D^ passant par le point B. Or Torces extérieures dont nous parlons compienneat les s, lèines (P), (P,), (l'î) et la réaction exercée par le qualriè solide sur le troisième. Comme celle réaciion passe au cen d'articulation U (n° 1C2), son moment est nul par rappoi tout axe issu du même point; donc la somme des mome de (P), (Pi), (Pi) doit être aussi nulle relativement aux a: Dj:, Dj, D;. De là résulte l'énoncé suivant :
Lorsqu'un système jwlygonal articulé se trouve en éq libre, si l'on considère l'ensemble d'un certain nombre corps consécutifs qui en font partie, depuis une ej:lrén Jusqu'à un centre d'articulation quelconque, la somme moments des forces extérieures appliquées à cet ensemble c être nulle, relatii-ement à trois axes rectangulaires menés ^ le centre dont on vient de parler.
Il faut (le plus que le svsième pris en entier satisfasse : si\ condiiions générales de l'équilibre que doivent toujo remplir les forces extérieures appliquées à un système ma riel en équilibre (n" 129).
Réciproquement, si toutes ces conditions sont remplies, forces se feront équilibre, c'est-à-dire que les solides i BC, .... FG, supposés primiiivemenl en repos, ne se ir troiit pas en mouvement. C'est ce que nous allons démont en appliquant le théorème du travail virtuel pour les systèi â liaisons (n" 131). II faut établir que la somme des travau\ forces directement appliquées (P), (P,), . .., (P,) est nu dans tout déplacement virtuel compatible avec les liaison)
On obtiendra un déplacement de celle nalurc, et le ] général possible, en procédant comme il suit : donner à 1' iicmblc complet, après l'avoir solidiTié, un mouvement i arbitraire ; imprimer simultanément au système ABCUEF ( lement solidifié une rotation (i) autour d'un axe passant pa cette rotation étant un mouvement relatif par rapport au lidc FG supposé fixe; donner de même une rotation rela simultanée (a') au système ABCDE solidilié, par rappori corps EF, puis une rotation relative {"■') b. ABCI) par rap| à DE, une rolation a" à AUC relativement à CD, et enfin
rotation (a'^) au premier corps AB relativement au second BC. Il est bien évident que de cette manière chaque corps a le mouvement le plus général qu'il puisse prendre en satisfaisanl toujours aux liaisons, car Tensemble a été déplacé arbitrairement et Ton a fait jouer, arbitrairement aussi, toutes les articulations. Maintenant, pour avoir la somme des travaux virtuels de toutes les forces dans le déplacement résultant, on peut faire la somme des travaux qui se produiraient si chaque mouvement composant existait seul. Or il est facile de coi>stater que, dans chaque mouvement composant, la somme des travaux des forces est nulle, i^ Les six équations générales de l'équilibre des forces extérieures agissant sur le système entier expriment cette nullité pour le mouvement (M), comine on Ta vu au n^ 129. a® Dans la rotation (a) le corps FG reste immobile et l'ensemble ABCDEF tourne comme un solide unique; le groupe (P5) ne fait aucun travail, et les autres groupes (P), (Pi), . . ., (P*') ayant une somme de moments nulle par rapport à trois axes rectangulaires menés par le centre F, leur travail total est nul dans la rotation (a) (n'» 134). Le même raisonnement s'appliquerait à chacune des rotations (a'), (a''), (a*^), (a'^). Donc les conditions d'équilibre ci-dessus données sont bien suffisantes, puisqu'il en résulte que la somme totale des travaux virtuels des forces directement appliquées est nulle dans le déplacement le plus général compatible avec les liaisons.
Il reste encore à trouver les actions mutuelles des corps du système les uns sur les autres. Si l'on veut, par exemple, avoir la réaction exercée en D par le quatrième corps sur le troisième, on observera qu'elle fait équilibre aux groupes (P), (Pi), (Pj), sur le système ABCD; une des conditions de cet équilibre est que la résultante de translation soit nulle (n<*ii6); donc la réaction dont il s'agit est égale et contraire à la résultante de translation N3 des groupes (P), (Pi), (Pj). Les autres se trouveraient de même, et l'on obtiendrait Ni, N„ . . . changées de sens, pour les forces exercées en B, C, ..., par le corps de droite sur celui de gauche; ou bien encore, ces forces Ni, Nj, ..., prises dans le sens qu'elles ont, seraient les actions exercées aux mêmes points par le corps de gauche sur celui de droite.
Dans tous les raisonnements qui précèdent, on peut prendre pour extrémités du système tels centres d'articulation qu'on veut, pourvu qu'on tienne compte des forces exercées en ces points sur la partie conservée, par celles qu'on laisse de côté. De même, s'il y a des appuis fixes assimilables à des articulations, les réactions de ces appuis devraient être comptées dans les groupes de forces tels que (P). Ces réactions seraient des inconnues auxiliaires qu'on déterminerait en se servant des conditions d'équilibre.
Le nombre de ces conditions est facile à établir. Nous avons d'abord les six conditions générales que doit vérifier l'ensemble de toutes les forces extérieures du système pris en entier, puis trois équations de moments pour chaque centre d'articulation B, G, . . . , F. En désignant par n le nombre des solides articulés entre eux, cela fait 6h-3(/i — i) ou 3/n- 3 conditions. Dans le cas, assez ordinaire, où le système aurait deux centres d'articulation fixes, vers ses extrémités A et G, les trois composantes des réactions de ces points, suivant trois axes coordonnés, deviendraient des inconnues auxiliaires, et après leur élimination il ne resterait que Zn — 3 conditions d'équilibre.
164. Exemple particulier. — Soit un système de quatre corps ABCH'A' {fig. 2o4) présentant cinq centres d'articula-
Fig. 284.
lion A, B, G, B', A' dans un même plan, pris pour celui de la figure; les deux extrémités A, A' sont fixes. On suppose qu'il y a symétrie relativement à CD, non seulement pour la forme du polygone ABC B'A', mais encore pour les forces directement appliquées aux corps du système; ces forces se réduisent pour
chaque corps à une résultante parallèle à CD, a^ant une intensité P pour les corps AB, A'B', et une intensité Q pourle> deux autres BC, B'C; nous admettrons que ces résultantes passent aux milieux des quatre côtés AB, BC, CB', B'A'. On demande d'indiquer les conditions d'équilibre et de déterminer les forces que chaque corps subit en vertu de ses liaisons avec les corps voisins ou les appuis fixes.
On reconnaît d'abord que toutes ces forces provenant des liaisons sont, comme les forces directement appliquées P, 0» situées dans le plan de la figure. Considérons, en effet, la partie du système comprise entre l'une quelconque des articulations, B par exemple, et l'extrémité A'. Cette partie est en équilibre sous l'action des forces Q, Q, P directement appliquées à BC, CB', B'A', des réactions qui s'exercent à ses extrémités B et A', et de ses forces intérieures. Appliquons l'une des conditions générales de l'équilibre (n"" 129), en égalant à zéro la somme des moments des forces extérieures, relativement à un axe arbitraire mené par A' dans le plan de la figure. Les forces Q, Q, P et la réaction du point Cixe A' ont un moment nul, parce qu'elles sont dans un même plan avec l'axe; donc le moment de la réaction exercée en B par AB sur BC doit être aussi nul, ce qui ne pourrait avoir lieu pour tous les axes menés par A', si la force n'était pas dans le plan de la figure. Le môme raisonnement s'appliquerait évidemment à toutes les articulations autres que B.
D'après cela, on peut décomposer la réaction exercée en V sur le système, par suite de la fixité de ce point, en deui forces, l'une X dirigée suivant AA', l'autre Y dans une direction parallèle à P et de sens contraire. Si l'on opère une décomposition analogue en A', on trouvera nécessairement deux composantes symétriques, car les équations qui détermineraient celle du point A s'appliqueraient tout aussi bien pour celles de A'. Pour avoir les valeurs de X et de Y, on prendra : i* l'équation de projection de toutes les forces extérieures sur la direction CD, ce qui donne
(I) Yr=P + Q;
a® l'équation des moments, relativement à B, des forces agis-
sanl sur AB, laquelle est, en désignant par a bI k les pi lions (le ÂB sur AA' et sur DC,
La première de ces équations fait connaître Y, et l'on i ensuite de la seconde
En considérant désormais comme connues les réa que le système des quatre corps reçoit en A et A', la tl {rénéralc du n° 163 nous apprendrait qu'il y a 3.;! 4 i5 conditions nécessaires et suriisanles pour l'équilibre ici ce nombre se réduit considérabiemeni, eu égard à ture particulière des données et à l'emploi déjà fait partie de ces conditions. D'abord les six conditions gén de l'équilibre du système dans son entier sont salis car les deux forces X se détruisent algébriquement da équations, et les deux forces Y donnent une résultante et contraire à celle des quatre forces P, Q, Q, P. En s lieu, on peut imaginer par cbacun des points B, C, Il axes rectangulaires, dont un perpendiculaire au plan figure et les deux autres dans ce plan ; les moments des seront toujours nuls par rapport à ces derniers, de sort sur les neuf équations de moments fournies par la i générale, il y en aura six qui se réduiront à des idei Enfin, nous avons déjà fait usage de l'équation des mo par rapport à l'axe B ; et comme la somme des moment: tivcmenl £i l'axe B' aurait même valeur, par raison de trie, cette somme est également nulle. En résumé, qu conditions sur quinze sont déjà remplies; il n'en rest qu'une à satisfaire, et on l'obtiendra en égalant à z somme des moments, relalivemcnl ù C, des forces appli enire A et C, d'oii résulte, en nommant // cl l les projc de ABC sur A\' et l)C,
(3) \l-\0-hV[b-
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La substitution des valeurs (i) et (2) de Y et de X transforme celte équation en la suivante :
{i-yo{^,!-i-')=-
c'est la seule condition à remplir par les forces données et Icb dimensions du système pour que Téquilibre ait lieu si le système est supposé en repos initial.
Nous avons encore à déterminer les actions mutuelles en B, C, B'. Conformément à ce qu'on a vu au n«163, la réaction exercée en B par le corps AB sur BC est égale à la résultante
(les forces Y ~ P h- Q X 1= -7 (P -+- 2Q) et P; elle aura donc
une composante égale à Q dans le sens et la direction de Y, et une composante égale à X. Au point B' s'exercerait une force symétrique de la part de A'B' sur B'C. Quant à la réao tion en C, on voit de môme, par l'équilibre de la partie ABC, que celte partie reçoit de CB'A' une réaction égale et directement opposée à X. La question est donc entièrement résolue dans les termes où elle a été posée.
On pourrait rendre le système articulé indéformable el son équilibre obligatoire, indépendamment de toute relation entre P et Q, en réunissant deux points symétriques M, M', pris sur BG et CB' par un tirant MM' articulé en ces deux points. Si nous supposons, pour plus de simplicité, que ce liranl ne soit soumis k aucune force directement appliquée, son équilibre exigera qu'il reçoive, par l'efTet des articulations M, M', deux forces ï égales et contraires qui constitueront sa tension. Réciproquement, le tirant exercera sur BC etCB'des réactions égales à T, qui seront en sens contraire des forces! subies par lui. La réaction T, appliquée en M, devra être introduite dans l'équation (3) des moments; si nous désignons par T, la distance de C à MM', cette équation deviendra
X/-YZ^-r-PU- - H-Qf - "l-^Tr, .= 0.
Après la substitution des valeurs de X et Y, on obtiendrait» non pas une condition d'équilibre, puisque l'équilibre est forcé, mais une équation déterminant l'inconnue auxiliaire T; celte
équation résolue par rapport à T donnerait
Dans le cas ou le tirant serait assimilable à un fil et incapable de supporter une pression, au lieu d'une tension proprement dite, il faudrait encore que la force T eût réellement le sens que nous lui avons attribué; on vérifierait que cette condition est remplie en constatant que le second membre de l'équation (5) est positif. S'il ne l'était pas, le tirant ne rendrait plus la distance MM' invariable, et l'équilibre ne pourrait avoir lieu.
11 est à remarquer que tous les calculs du n<» 164 subsisteraient sans aucune modification si les articulations en A, B, C, B', A' étaient simplement cylindriques, avec des axes perpendiculaires au plan de la figure.
Les deux problèmes qui suivent ne sont pas, à proprement parler, des applications de la théorie du n° 163. Leurs solutions reposent sur des considérations particulières; toutefois les systèmes dont on étudie l'équilibre sont toujours formés de corps solides réunis par des articulations sans frottement.
165. Pressions et tensions dans la charpente d'une grue, — La grue est un appareil employé pour l'élévation ou la descente des fardeaux; nous la supposons en équilibre dans une certaine position, et nous allons rechercher les actions mutuelles qui se développent entre les pièces dont elle se compose.
L'appareil consiste essentiellement en un arbre vertical AD {Jig. 2o5), articulé en C et D avec deux pièces inclinées DE, CE, appuyé en B sur un collier et terminé en A par un pivot entrant dans une crapaudine. La pièce DE se nomme le tirant, et CE la contrefiche. Le poids P est suspendu en E, centre d'articulation commun à DE et CE; on admet que ce poids a une intensité assez grande pour qu'on puisse négliger, comme comparativement très petils, les poids propres des trois pièces AD, DE, CE. Il s'agit de déterminer les réactions supportées par l'arbre en A, B, C, D, ce qui fera connaître en même temps les pressions ou tensions des pièces CE et DE.
Chacune de ces deux pièces n'est soumise, parhypothèïc,à Taction de forces qu'en ses points extrêmes; leur équilibre exige que les deux forces agissant aux points extrêmes soienl
égales et opposées, et, par con- '^' ^° ' séquent, les deux pièces sont
simplement tendues ou comprimées suivant leur longueur. Si l'on nomme Q la compression de CE et T la tension de DE, le point E doit rester en équilibre sous l'action de trois forces, savoir : i® le poids P; a* la force Q dirigée dans le prolongement de CE; 3* la force T dirigée de E vers D. Il faut donc que P soit égal et contraire à la résultante des deux autres forces; par suite, si Ton mène en P une parallèle à CE jusqu'à la rencontre G avec le prolongement de DE, on aura
QmPG, T:=:r,Ë,
car la résultante de ces deux forces est bien PE , c'est-à-dire P pris en sens contraire. D'ailleurs, ces deux lignes représentatives des forces Q et T subies par le point E ont bien le sens qu'on leur avait attribué a priori, ce qui montre qu'il y a effectivement compression dans la contrefiche et tension dans le tirant.
La similitude des triangles DCE, EPG prouve que les trois forces P, Q, T sont dans le même rapport que les côtés de DCE; on a donc
Q-P-^, Cl)
DE CI
ce qui permet de connaître Q et T sans avoir à construire la ligne PG.
Il faut maintenant trouver la réaction horizontale N fournie par le collier et la réaction de la crapaudine. Cette dernière se décomposera en une force horizontale X et une force verticale Y. On reconnaît d'abord facilement que N et X doivent
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se trouver dans le plan de la figure, car sans cela on ne pourrail satisfaire à Téquation des moments de toutes les forces extérieures du système, relativement à un axe quelconque mené dans ce plan par l'un des points A ou B. Il suit de là que toutes ces forces extérieures se trouvent dans un même plan ; les trois équations d'équilibre auxquelles elles doivent satisfaire (n* 133, 3°) suffiront pour déterminer les trois inconnues N, X, Y. En prenant lesprojectionssur l'horizontale et la verticale, on a
on voit alors que les forces se réduisent à deux couples (N, X), (P, Y), et si Ton nomme h et /fleurs bras de levier respectifs, réquation des moments sera, relativement à un point quelce nque du plan,
Les valeurs des inconnues sont donc définitivement
L'expression des réactions horizontales montre l'utilité de ne pas trop diminuer la distance A— AB, afin de ne pas soumettre le collier, ainsi que le pivot et la crapaudine, à des efforts trop considérables, qui pourraient amener la rupture et produiraient tout au moins des frottements nuisibles.
166. Pressions et tensions dans une ferme avec arbalétriers soutenus par des tirants et contrejiches, — La Jlg, 206 représente une disposition de ferme qui offre assez de ressemblance avec les fermes usitées dans les gares de chemins de fer et connues sous le nom de leur inventeur, M. Polonceau. Toutes les pièces sont comprises dans un plan vertical et symélriqucment placées de part et d'autre de la verticale passant par le sommet C. Aux points A, B, C, B', A', que nous considérons comme des centres d'articulation, sont suspendus des poids P, 2P, 2P, 2P, P, devant lesquels on néglige les poids propres des pièces. Les deux arbalétriers AG et A'C sont soutenus en leurs milieux par des contrefiches BI), B'D', reliées ellesmêmes par des tirants AD, DC, A'D',D'C, DD'. Tous les assem-
blagcs sont censés réalisés au moyen d'articulations sansfroltemonl. Dès lors, chaque pièce n*est soumise à des forces qu'en ses deux points extrêmes, et il est nécessaire, pour son équilibre, que les deux résultantes appliquées à ces poinls soient égales et contraires; donc toutes les pièces sont tendues ou comprimées par des forces qui agissent suivant leur longueur, et l'on demande de déterminer toutes ces pressions et tensions.
Fig. ao6.
La ferme repose en A et A' sur deux plans horizontaux Gxes; nous supposons l'un des dcuxappuis,A'par exemple, établi de manière à ne pouvoir donner qu'une réaction verticale. Cela étant, l'autre appui A ne pourra également produire qu'une réaction verticale; car, si sa réaction avait une composante horizontale, comme ce serait la seule force extérieure non verticale, la résultante de translation ne s'annulerait pas et l'équilibre ne pourrait avoir lieu. Quant aux deux composantes verticales qui forment toute la réaction de chacun des pointsA et A', elles sont égales par raison de symétrie ; de plus, l'équilibre des forces extérieures exige que leur somme égale le poids total 8P; donc
c'est-à-dire que chaque appui donne une réaction verticale ascendante, ayant pour valeur 4P. En réduisant celte force
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avec le poids P, il ne subsisterait plus que la force verticale ascendante 3 P, en A et en A'.
Désignons maintenant par
Q, R, S les compressions subies par les pièces BC, BD, BA; T, U, V les tensions des tirants DD', DA, DC: P rinclinaison des arbalétriers AC, CA' sur le plan horizontal; a Tangle des tirants AD et DC avec Tarbalétrier AC.
Les forces Q, R, S, T, U, V sont des inconnues à déterminer. En les qualifiant, les unes de compressions, les autres de tensions, nous leur avons attribué a priori nn certain sens arbitraire; ainsi, par exemple, dire que CD éprouve une tension V, c'est affirmer que les forces, encore inconnues, qui agissent aux deux extrémités de CD et suivant la ligne CD tendent à écarter Tun de l'autre leurs points d'application. Il n'y a aucun inconvénient à faire cette supposition arbitraire; si dans la réalité CD devait subir une compression, la force V figurerait dans tous nos calculs avec un signe contraire à celui qu'elle devrait avoir, et l'on serait averti de l'erreur en trouvant pour cette force une valeur négative. Voici maintenant comment on peut obtenir les valeurs de ces inconnues.
Le point A reste en équilibre sous l'action de la force Y— P=: 3P, de la force U dirigée suivant AD et de la force S agissant suivant le prolongement de BA. Chacune des trois forces devant être proportionnelle aux sinus de l'angle formé par les deux autres (n^ll), cette propriété s'exprime ici par les deux équations
P S _IT_
sin a cos ( ^ — a ) cos ^
d'où résultent les inconnues
c 3Pcos(?~-a) ., 3Pcos3 sinx sinx
Si l'on considère maintenant l'équilibre du point B, on voit qu'il a lieu sous l'action de la force donnée 2P, de la force S qu'on vient de calculer et qui agit sur B dans le sens BC, et des forces inconnues Q et R, la première agissant dans le sens BA, la seconde suivant DB prolongé. Les projections de
CCS forces sur les directions CA et DB donnent les équations Q r-S — 2PsinB = P ; 2sinp >
R:::Z2PC0S
Enfin nous connaissons déjà deux des quatre forces C, R, T, V qui sollicitent le point D, respectivement dans les seas de DA, BD prolongé, DD', DC; les deux équations de projections nécessaires pour l'équilil^re de ce point permettront de trouver T et V. En projetant encore sur CA et DB, on aura
(U — V) cosa — T COS? =: o, (U -+- V) sina — T sin p -- R — o
ou bien, eu égard aux valeurs trouvées pour R et U,
^ ^ _. 3Pr»n<îS co<î« Tcos3-4- VCOSa:= ; ,
sina
Tsin? — Vsinaz^Pcosp.
On tire facilement de là
_ /îProsarosS _^ Pcos3 /3cosatsin8 o
T— —7— 7rr-y V =: -r— 'tt. : COS?
sin(a-i-3) sin(a-hp)\ sinot
ce qui complète la détermination des forces inconnues; car les mêmes pressions et tensions se reproduisent symélriquement dans la seconde moitié de la ferme.
Ces calculs peuvent se remplacer par une construction géométrique bien simple. Prenons sur une verticale quelconque la ligne FE représentant, en grandeur, direclion et sens, la force Y — P ou 3P appliquée en A; puis menons par E une parallèle à CA et par F une parallèle à DA. La force ÊF, égale à Y — P changée de sens, est la résultante de deux forces représentées par ÈG et GF, et, comme c'est là justement la condition qui détermine S et U, on a
ÈGniiS, GF=lU.
On voit que le sens ainsi trouvé pour S et U s'accorde bien avec Thypothèse d'une compression dans AB et d'une tension dans AD. Si Ton passe ensuite au point B, la compression
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(le AB produil sur lui nue force représenlée par GE, combinée avec 2p~E[l, doiuiorait la résullanle fîH; force prise en sens coutraiie, c'est-à-dire la force ÏIG, résuUuntc des forces It cl Q, agissant suivant Dit et B.' aura donc ces forces en menant par II une parallèle à < par <î une parallèle à 1)B, car ÎKi est la résultante de de Iti ; donc
m = Q, ûi^it.
cl l'on constate encore que le sens de ces forces est bien qu'on uvait admis a priori. Enlin la tension U a^'issiinl i point M se compose avec la pression II sur le même poit ino,ven du triangle l'GI, et donne une résultante rcprési par une droite égale et jiarallèle à FI; celle-ci cliangi sens est la résuUarile de T et V dirigées suivant UD' e Si donc ou mène par I et F diis droites respectivement [ lèles à DD' et DC, les forces IK et KF, ajant IF pour r lanle, seront égales à T et V, ei l'on aura
ÏK ^ T, KF ^ V.
Ici encore les sens trouvés pour T et V sont conforme: que l'on avait supposé.
Toutes les forces inconnues se Irouvent ainsi déterm par la construction de sept lignes droites parallèles \ directions données.
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CHAPITRE TROISIÈSIE
EQUILIRRE DE DIVERS APPAREILS, EN TENANT COMPTE DC FROTTEMENT. DE LA RÉSISTANCE AU ROULEMENT ET DE LA RAIDEUR DES CORDES.
§ I. — Lois générales déduites de rezpérience.
167. Résistance au glissement réciproque des solides; frottement. — Quand deux surfaces solides doivent toujours se toucher, soit dans l'étal d'équilibre, soit dans l'état deniouvement, nous avons admis jusqu'à présent que leurs actions mutuelles en chaque point de contact sont dirigées suivant la normale commune; du moins toutes les théories et applications particulières des deux chapitres précédents, ainsi que celles de la seconde Partie, ont été faites dans celte hypothèse. Cependant l'expérience montre qu'elle ne se réalise jamais bien complètement dans la nature. Si, par exemple, on considère un solide pesant en équilibre, reposant par une base plane sur un plan horizontal d'appui, la réaction totale du plan doit être une force verticale, égale et contraire au poids P du corps; elle est donc dans ce cas normale à la surface de contact, et les actions mutuelles se réduisent alors» des pressions normales. Mais on constate que l'équilibre n'est pas troublé quand on applique à ce même corps une seconde force *, horizontale et tendant à le faire glisser sur son plan d'appui, pourvu qu'on observe certaines précautions et que, notamment, l'intensité de * reste au-dessous d'une certaine limite F. Puisque l'équilibre persiste, il faut que la réaction du plan soit égale et contraire à la résultante de P et de*; par suite elle n'est plus dirigée suivant la normale commune, et Ton peut la décomposer en une réaction normale et une réaction tangentielle, respectivement égales et opposées à P
et *. L'équilibre est rompu elle glissement se produit, quand la force additionnelle 4> dépasse la limite F; mais alors on observe que Taccélération du mouvement pris par le corps est moindre que celle qui aurait lieu sous l'action de *; l'effet de cette force se trouve donc partiellement détruit par la résistance tangentielie du plan.
Par une induction fondée sur un grand nombre d'expériences, on a pu généraliser ces remarques et reconnaître que, si deux solides naturels sont serrés l'un contre l'autre par des pressions mutuelles d'une intensité déterminée, agissant suivant la normale commune à la surface de contact, il se développe presque toujours des actions tan'::3ntielles, lesquelles, pour chaque solide, sont en sens contraire du glissement qu'il pourrait prendre relativement à l'autre; ces actions sont d'une intensité variable, pouvant diminuer jusqu'à zéro, mais ne pouvant dépasser une certaine limite supérieure, qu'elles atteignent quand le glissement se produit ou est sur le point de naître. Dans cette hypothèse d'un glissement effectif ou imminent, les actions tangentielles se nomment frottement de glissement, dénomination dont on ne conserve le plus souvent que le premier mot.
Les lois du frottement ont été étudiées par Amontons, vers la fin du xvn" siècle, et par La Hire à peu près à la même époque; Coulomb a produit un travail plus complet en 1781, et les résultats obtenus par lui ont été confirmés par les expériences du général Morin, commencées en i83i. Les lois indiquées par Coulomb se résument dans les énoncés suivants :
I. Le frottement varie proportionnellement à la pression normale, toutes choses égales d'ailleurs.
II. 11 est indépendant de l'étendue des surfaces en contact
III. Quand le glissement a commencé, le frottement ne dépend pas de la vitesse.
IV. Il dépend de la nature et de l'état de poli des surfaces en contact, ainsi que de la nature des enduits.
V. Le frottement au départ, c'est-à-dire à l'instant où le glissement va commencer, est généralement plus grand que le frottement pendant le mouvement.
Quelques remarques sont nécessaires pour bien faire com-
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prendre la véritable signification des propositions qu'on vient de formuler. La première suppose que la pression ne grandisse pas au delà d'une certaine limite; sous des pressions trop considérables les enduits sont expulsés, les surfaces s'échauffent et s'altèrent, des fragments se détachent de Tud des deux corps ou des deux à la fois, et, en supposant qu'il n'y ait pas rupture immédiate, le rapport du frottement à la pression peut du moins se trouver considérablement augmenté. Par la seconde on veut dire que, si entre deux surfaces de même nature il y a toujours la même pression totale, leur frottement restera le même, quelle que soit leur étendue; ainsi, par exemple, il faudra toujours la même force F horizontale pour déterminer le glissement, sur un plan horizonial d'appui, d'un polyèdre pesant homogène, qu'on poserait successivement sur ses diverses faces. Ajoutons cependant que la surface d'appui ne doit pas devenir trop petite, car dans ce cas un des corps au moins pourrait s'altérer, ou pénétrer dans l'autre à la manière d'un outil tranchant ou pointu.
En ce qui concerne la troisième loi, il faut aussi que la vitesse ne devienne pas trop considérable, sans quoi le frottement pourrait être sensiblement moindre que dans le cas d'une vitesse modérée. Suivant M. Bochet, inspecteur général des Mines, si l'on nomme
F le frottement relatif à ce dernier cas;
F' le frottement à grande vitesse, sous la même pression;
V la vitesse de glissement exprimée en mètres par seconde;
on aura la relation
La nature et le poli des surfaces ont sur la grandeur du frottement une influence que tout le monde connaît et que l'expérience de tous les jours rend à chaque instant évidente. On voit le frottement diminuer à mesure que les corps en contact deviennent plus durs et plus polis; on est par suite porté à croire qu'il disparaîtrait entièrement si ces qualités étaient poussées jusqu'à la perfection absolue. Le frottement tient sans doute à ce que les inégalités et rugosités des surfaces qui terminent les solides naturels s'enchevêtrent et en-
grènent, pour ainsi dire, les unes dans les autres, et cela d'autant plus que la pression est plus grande; en outre, le corps le plus petit s'enfonce un peu dans l'autre, en le déformant, et, pour qu'il puisse glisser, il faut qu'il rabatte comme une espèce de bourrelet placé en avant de lui. On comprend sans peine que ces causes de frottement s'atténuent de plus en plus quand les corps deviennent eux-mêmes de plus en plus durs et polis.
En résumé, si l'on suppose le contact établi entre deux corps (A) et (B), et s'il y a une pression normale N sur un élément superficiel C de la surface de séparation {/ig^^oy); si l'on admet, en »6- 207.
outre, que les deux corps glissent effectivement ou sont sur le point de glisser l'un sur l'autre, aux environs de C, alors la réaction de l'élément C de (A) sur le même élément de (B) sera une force (^, oblique R, composée d'une force normale N et d'une force tangentielle F, directement opposée à la vitesse relative i^ avec laquelle le point C de (B) glisse sur le même point de (A). En vertu de la première loi, on aura
/ désignant un rapport invariable tant que la nature des deux surfaces ne changera pas, sauf cette restriction que / devra être augmenté (cinquième loi) quand le glissement ne sera pas encore effectif, mais seulement imminent. Ce rapport / se nomme coefficient du frottement. On peut le considérer comme la tangente d'un certain angle «p, qu'on appelle angle du frottement; alors l'équation ci-dessus donne
(3) F:==Ntangcp,
et comme l'on a, d'après la figure, F = Ntang(R, N), il en résulte que l'angle du frottement n'est autre chose que celui de la réaction résultante avec la normale. Nous remarquerons encore que le triangle rectangle RCN permet d'écrire la relation
(3) F = Rsincpzz:--:£L^.
On représente souvent par /t le sinus de Tangle du frottement, dont/ est la tangente; dans les cas les plus ordinaires, /ne dépassant pas o,io ou o,i5, les deux coefficients /i et/ sont assez peu différents Tun de Tautre.
Il est très essentiel de ne pas oublier que les relations (i), (2) et (3) supposent le glissement existant ou sur le point de naître. S'il y avait repos et s*il fallait une force tangentieUe de grandeur appréciable pour déterminer le glissement de Tun des corps sur Tautre, ces relations ne subsisteraient plus;
le rapport =^ serait indéterminé et pourrait prendre telle valeur qu'on voudrait entre o et /. Comme on l'a déjà dit, le fait du glissement ne se produit ou ne devient imminent que si la force tangentieUe atteint une certaine limite ; le fait contraire prouve donc seulement qu'on est resté plus ou moins en dessous de cette limite, dont le produit /N exprime la valeur.
Lorsque le corps (B) est pressé contre le corps fixe (A) par une force oblique S, faisant un angle a. avec la normale, si l'équilibre existe, il faut que la réaction R de (A) sur (B) soil égale et contraire à S. £n nommant N et ^ les composantes normale et tangentieUe de R, on aurait donc
N = Scosa, * = Ssina.
Or, puisqu'il y a équilibre, le gUssement ne se produit pas,
et, par conséquent, le rapport ^ ne dépasse pas /, ou, ce qui revient au même, on a
tanga^/, a<o.
Dans le cas de l'égalité, l'équilibre serait instable, puisqu'il y aurait imminence du glissement; dans le cas contraire, où le second membre des inégalités est supérieur au premier, la différence ayant une valeur finie, la direction de S peui changer dans une certaine mesure sans que (B) sorte du repos, et, à ce point de vue, on peut dire que l'équilibre est stable. La condition a £9 se traduit en disant que, dans le cas d'équilibre dont il s'agit, la résultante S doit faire avec la
normale un angle inférieur ou tout au plus égal à l'angle du frottement.
Le Tableau suivant, emprunté au Traité de Mécanique de M. Collignon (t. II, p. i56), donne les valeurs numériques de y et de «p pour les cas les plus usuels. Il est bien entendu que tous ces nombres ne sont pas absolument constants, mais varient un peu suivant les circonstances particulières où Ton se trouve ; ce sont les résultats moyens fournis par les mesures expérimentales.
Tableau des valeurs de / et de 9.
NATCRB DES SURFACES FROTTANTES
A l'État de monTemont
AU Départ
Bois sur bois, à sec
— avec enduit gras.
Bois et métaux à sec
— avec enduit gras.
Métaux sur métaux, à sec
Métaux sur métaux, avec enduit
gras
Corde mouiUée sur bois
Corde sur fonte
Cuir sur bois ou sur métal, à sec.
Cuir sur bois ou sur métal, avec
enduit gras
Fer forgé sur pierre
Pierre sur bois
Pierre sur pierre
ii»i9 3o,ô8
n // If
ti
168. Travail des actions mutuelles de deux surfaces glissant l'une sur l'autre avec frottement. — Lorsque deux surfaces solides S, S' sont en contact par un point A et glissent Tune sur l'autre, on sait (n<» 41) que le mouvement élémentaire de S est composé : i® du mouvement de S'; a» d'une rotation autour d'un axe passant par A; 3* d'une translation parallèle au plan tangent commun. D'un autre côté, on a vu (n® 167) que les actions mutuelles comprennent, pour chaque
surface : i*> une force normale; 2*» une force tangentielle, égale à la précédente, multipliée par le coefficient / du frottement, et dirigée en sens contraire du glissement de celle surface sur l'autre.
Soient donc N et/N i^fig. 208) les deux composantes de Taction de S' sur S, N' et/N' celles de la réaction égale et
contraire exercée par S sur S'. Pour avoir le travail total des actions mutuelles résultantes R, R' dans les dé* placements élémentaires pris par les deux surfaces, on peut faire la somme des travaux de R dans chacun des trois mouvements de S (n<> 102), et y ajouter le travail de R'. Or, ce dernier travail détruit évidemment celui de R dans le premier mouvement composant de S ; de plus, le travail de R est nul dans le second mouvement, qui ne comporte pas un déplacement de son point d'application A. Il ne reste donc que le travail de R (ou de ses composantes N et/N) dans le troisième mouvement, lequel travail se réduit à celui de/N, car N est perpendiculaire à tout déplacement parallèle au plan tangent en A. D'ailleurs, /N est directement opposé au glissement de S sur S', c'est-à-dire au déplacement tangentiel dont nous venons de parler; si donc on nomme ds la grandeur absolue du glissement élémentaire, la somme des travaux correspondants de R et de R' sera — /Ncfe.
On voit que les composantes normales N, N' font un travail total égal à zéro, de sorte que le travail total des réactions résultantes est égal à celui des frottements /N, /N'; ce dernier travail, exprimé par — fSds, est toujours négatif. Mais il n'en serait pas de même si l'on considérait séparément le travail de R et celui de R'. Supposons, en eflfet, que, dans le mouvement élémentaire absolu des deux surfaces, le point A de S vienne en C et le point A de S' en B. La ligne BC étanl nulle ou parallèle au plan tangent en A (n*> W), les déplacements AB, AC ont bien même projection sur la normale, d'où il résulte que N et N' font des travaux qui se détruisent, comme l'on a déjà eu occasion de le constater (n« 130), sans que chacun de ces travaux soit nul; secondement, comme
BC représente le glissement de S sur S', cette ligne est parallèle à /N, ce qui montre que la somme des travaux de/N et de/N' est — /N.BC, tandis que la force /N prise seule ferait le travail positif /N.ACcos(AC,/N).
Si les surfaces avaient plusieurs points de contact, on pourrait répéter pour chacun d'eux des calculs et raisonnements tout semblables.
Le théorème du travail virtuel pour les systèmes à liaisons (n*» 131) suppose que la somme des travaux des forces provenant des liaisons est nulle, dans tous les déplacements qu'elles permettent. La condition ne serait pas remplie pour une liaison qui consisterait à maintenir deux surfaces solides en contact l'une avec l'autre, si l'on tenait compte du frottement. Afin de pouvoir toujours appliquer le théorème dont il s'agit, on devrait ne considérer comme forces dues aux liaisons que les composantes normales, dont le travail total reste nul, et compter les frottements /N,/N' parmi les forces directement appliquées. 11 est évident que de cette manière on ne commettrait aucune erreur, car cela revient à supprimer par la pensée le frottement, en ayant soin de le remplacer par les forces qu'il produit; seulement on aurait perdu l'avantage de faire disparaître complètement les forces de liaisons, puisque l'intensité de N figure dans le travail —/Nds, Aussi renonce-t-on le plus souvent à l'emploi du théorème du travail virtuel, pour établir dans ce cas les conditions d'équilibre; on verra plus loin divers exemples des procédés auxquels on peut avoir recours.
169. Résistance au roulement. — Pour faire connaître les lois de cette résistance et les conditions dans lesquelles elle se produit, nous allons d'abord considérer deux cas simples, qu'on pourra généraliser par induction.
Supposons en premier lieu un cylindre posé sur un plan horizontal et soumis à une pression totale P appliquée au milieu de l'axe. Si l'on fait agir une autre force verticale m en dehors de l'axe, par exemple en suspendant un poids qui agit tangentiellement à la section moyenne du cylindre {fig» 209), on observe que l'équilibre subsiste tant que cette force n'atteint pas une valeur limite p. Lorsqu'on aura m=^Pf le
cylindre sera sur le point de se déplacer en roulant sur son plan d'appui; pour une valeur plus grande de m, le mouvement aura réellement lieu.
Tant que l'équilibre existe, la réaction N du plan sur le cylindre doit être égale et contraire à la résultante de P et
de m; c'est donc une force verticale ascendante, égale à P + 13 et partageant la distance OB des deux composantes en parties inversement proportionnelles à celles-ci (n^ 140). En désignant par rie rayon 06 du cylindre, ^ la distance Aa entre N et P, on aura
B m isr
= — , d'où résulte p = jz
Fig.
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Ainsi la réaction totale du plan passe en avant du point de
contact géométrique A, du côté où le roulement tend à se
produire; sa distance à A croit avec rs depuis o jusqu'au
pr maximum ^ — > qui correspond au cas où l'équilibre est sur
le point d'être rompu. Nous désignerons ce maximum paro.
Il serait impossible que la réaction du plan fût exercée en un point différent de A, si le contact des deux corps n'avait lieu que suivant la génératrice du cylindre projetée sur ce point. Toutes les réactions élémentaires se trouveraient, dans cette hypothèse, distribuées le long de la génératrice dont il s'agit; leur moment total par rapport à cette droite étant nul, elles ne pourraient avoir une résultante qui ne la couperait pas. Mais on conçoit que les corps éprouvent une certaine déformation sous la pression qu'ils supportent, que le cylindre s'aplatisse un peu aux environs de la génératrice A et qu'en môme temps il se forme comme une rigole dans le plan, de telle sorte qu'il y ait contact suivant une bande kk' d'une certaine largeur. La réaction, répartie sur cette bande, peut donner une résultante passant en a.
Il résulte des expériences de Coulomb que, pour des cylinlindres faits avec la même matière et placés sur le même plan
horizontal : 1° le rapport 5-^ — ne change pas lorsque P varie
sans changement de rayon r; 2<» que, si Ton fait varier /•, le
même rapport varie en raison inverse. Il suit de là que la
pr quantité p^- — reste invariable quand il s'agit de cylindres
d'une nature donnée s'appuyant sur un plan de nature également donnée, la charge P pouvant, ainsi que le rayon r, prendre toutes les valeurs possibles dans les limites de la pratique. Comme, d'ailleurs, cette quantité est égale à la distance limite ci-dessus désignée par S, on voit que 8 dépendrait uniquement de la nature des corps en contact.
Maintenant, au lieu d'appliquer au cylindre la force verticale HT, appliquons-lui une force horizontale <p à la distance AB=/i de A (Jlg* 210). L'équilibre subsiste encore pour toutes les valeurs de 9 inférieures à une .,.
' Fig. 210.
certaine limite g, au delà de laquelle le cylindre roulera, potfrvu cependant que h remplisse une condition dont nous parlerons tout à l'heure. S'il y a équilibre, il faut que la réaction N de l'appui soit égale et contraire à la résultante de P et de <p; par conséquent, elle est représentée par une ligne passant au point 6 de rencontre de ces deux forces et contenue dans l'angle formé par leurs prolongements : donc elle coupe le plan d'appui en avant du point de contact géométrique A en un point tel que a. On peut l'y supposer appliquée et la remplacer par des composantes respectivement égales et opposées à P et <p; le cylindre est alors en équilibre sous l'action de deux couples (P, — P), (?> — ?)> ce qui exige qu'on ait, en désignant encore par p la distance A a,
P^^'f/^, soit p=?p'.
La distance ^ croît en môme temps que «p depuis zéro jusqu'à la limite ^j répondant à tp = ^.
Coulomb a vérifié par l'expérience que la limite ~- est la
même que la limite 77^ — trouvée dans le cas du premier dis- ^ P -^ p
positif. Ainsi donc, lorsque le roulement est sur le point de naître par l'effet d'une force additionnelle verticale ou horizontale, la réaction du plan d'appui passe toujours à la même distance o en avant du contact géométrique, et cette distance ne dépend que de la nature du cylindre et de son appui.
Dans le cas de la force additionnelle horizontale, on remarquera que le plan doit fournir une réaction tangentielle égale à ^ si l'équilibre est sur le point d'être rompu. Or le maximum qu'il puisse donner, sans qu'un glissement se produise, est le frottement répondant à la pression P (n*167), soit/P, en nommant / le coefficient de frottement des surfaces en contact. Pour que le cylindre ne glisse pas avant de rouler, il faut donc remplir la condition
et, comme on a d'un autre côté
on en conclut, par une multiplication membre à membre,
ce qui donne une limite inférieure au-dessous de laquelle ne doit pas descendre h pour des corps de nature donnée.
Si nous revenons au cas auquel se rapporte la fig. 209, nous voyons que la réaction N appliquée en a peut se transporter en A, pourvu que, simultanément, on applique au cylindre un couple (N, — N), ayant pour moment Np et opposé à la rotation qui tend à se produire autour de l'axe projeté en A. Cette force N appliquée au point de contact géométrique et le couple Np peuvent remplacer l'appui du cylindre. Dans l'hypothèse de corps parfaitement indéformables, on aurait, comme nous l'avons dit, p = 0, et la force N subsisterait seule; en même temps, la force additionnelle w s'annulerait. Le fait de la résistance au roulement consiste donc en ce que le cylindre supporte de la part du plan, en plus de la réaction N appliquée au point de contact géométrique, un couple Np opposé à sa rotation instantanée; la grandeur de ce couple varie suivant la force m qu'on fait agir, mais ne dépasse pas la limite Noqut
correspond à ^=p, c'est-à-dire à la valeur de m pour laquelle le roulement est sur le point de naître.
Une observation toute semblable peut être présentée sur le cas où le cylindre est sollicité à rouler par une force cp parallèle à son plan tangent en A {/ig. 210). Si les corps étaient parfaitement polis et indéformables, Tappui ne pourrait exercer sur lui que la réaction normale P appliquée en A. Mais, en vertu de l'existence du frottement, il peut d'abord donner en outre la réaction langentielle cp (pourvu qu'elle reste inférieure ou, au plus, égale à/P), et, en second lieu, par sa faculté de résister au roulement, il transporte la réaction normale P en a, ou, ce qui revient au môme, il fait naître un couple (P, — P), qu'il faut joindre à la réaction P agissant en A. Ce couple, opposé à la rotation autour de l'axe A, a un moment Pp variable avec la force additionnelle «p, entre zéro et la limite Po, qu'il atteint lorsque le roulement est imminent.
En généralisant par une induction plausible les conclusions auxquelles conduisent les expériences de Coulomb, on peut énoncer la proposition suivante :
Quand deux sur/aces S, S' appartenant à des solides naturels sont sur le point de sortir du repos en prenant, l'une relativement à l'autre, le mouvement /lomwe roulement simple (n* 41), S reçoit de la part de S' : i^* une réaction normale N passant au point de contact géométrique ; 2° une réaction tan- ^entielle inférieure ou, au plus, égale au frottement correspondant à /N et appliquée au même point; 3° un couple opposé à la rotation instantanée que S tend à prendre relativement à S'. Le moment de ce couple est égal au produit de N par une distance 8 qui ne dépend que de la nature des corps en contact.
Cet énoncé suppose le fait de l'équilibre. Mais on démontrera plus tard qu'un système en mouvement peut être considéré comme en équilibre, poui*vu qu'on joigne certaines forces fictives aux forces réellement agissantes. La proposition s'applique donc aussi dans le cas du mouvement, puisqu'on n'y a fait entrer aucune hypothèse particulière sur les forces auxquelles sont soumis les deux corps considérés; toutefois on
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peut supposer, par analogie avec ce qui a lieu dans le cas di glissement (n* 167), qu'il y aurait peut-être un changemeni plus ou moins sensible pour la constante o si le niouvemenl devenait effectif, au lieu d*èlre sur le point de se produire.
Voici enfin quelques indications sur les valeurs que peull prendre 8. Pour des cylindres en bois de gaiac roulant surdesj règles en chêne. Coulomb a trouvé 8=i:o™,ooo48. Pour des roues de voiture roulant sur une chaussée empierrée, on a trouvé :
o",oi5 si l'empierrement est dans un état d'entretien parfait;
o",o4i si l'empierrement est dans un état d'entretien ordinaire;
o"»,o63 si l'empierrement est neuf et imparfaitement agrégé.
170. Raideur des cordes, — Les cordes, surtout celles d'un diamètre un peu fort, sont assez loin de posséder la flexibilité parfaite qu'on leur attribue ordinairement dans les spéculations ou calculs théoriques. Ce fait est mis en évidence, notamment lorsqu'on fait passer une corde sur une poulie fiie et qu'on soumet les deux brins qui se détachent de la poulie
à des forces P et Q {fig* an). Supposons qu'on puisse annuler les frottements sur l'arbre de la poulie et que la corde soit parfaitement flexible, alors il est facile de reconnaître que la condition d'équilibre est
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de sorte que le moindre excès de P sur Q déterminerait la rotation de la poulie autour de son axe. En effet, une corde parfaitement flexible doit bien suivre le contour de la poulie et se détacher tangentiellement des deux côtés, à une même distance de l'axe 0. Les deux forces P et Q agissent donc sur la poulie avec un même bras de levier, et, comme la condition d'équilibre consiste en ce que leurs moments soient égaux
(n*» 135), on voit qu'elle entraîne Tégalité de P avec Q. La même condition doit encore être remplie, comme on le démontrera dans la suite du Cours, pour que le mouvement de la poulie se conserve avec une vitesse angulaire constante. Mais dans la réalité, même en s'arrangeant pour rendre tout à fait négligeables les frottements des supports, on constate qu'il faut pvendre P notablement supérieur à Q si Ton veut que le mouvement soit sur le point de naître dans le sens de P, ou reste uniforme quand il est une fois acquis. On explique ce fait par la raideur ou le défaut de flexibilité de la corde qui Tempêche de s'appliquer bien exactement sur la poulie, du côté où se fait l'enroulement, c'est-à-dire du côté de la résistance Q; la corde ne se détache parallèlement à cette force qu'en faisant un certain intervalle entre elle et la circonférence extérieure <le la poulie. Si donc on désigne par r le rayon de la poulie augmenté de celui de la corde, il en résulte que P agit à la distance r de l'axe 0, pendant que Q agit à une distance 9-' plus grande. L'égalité des moments
(i) P/=iQr'
subsiste toujours comme condition d'équilibre de la poulie; mais, puisque /*' est plus grand que r, il en résulte qu'on a P>Q.
Coulomb a conclu de ses expériences que l'excès P — Q peut ùire approximativement représenté par la formule
dans laquelle A et B sont des coefficients constants pour chaque nature de corde, et D représente le diamètre 2 r. Cette équation, multipliée par r, devient
Pr-Qrzzzl(A-hBQ),
ou bien, en vertu de (i),
(3) Q/-' = Qr+J(A + BQ).
Cette dernière équation montre qu'on obtient le moment réel
Qr' de la résistance Q appliquée à une poulie par rinterroédiaire d'une corde, en ajoutant au moment Qr, calculé comme si la corde était parfaitement flexible, un moment de même
sens égal à -(A-f-BQ). En d'autres termes, la raideur de
la corde équivaut ici à un couple résistant exprimé par
-(A-hBQ); si Ton en tient compte, on peut regarder la
force Q comme agissant tangentiellement à la circonférence de rayon r.
Le Tableau suivant, calculé par Navier, donne, pour certaines cordes expérimentées par Coulomb, les valeurs des coefficients Â et B, en supposant qu'on prenne le kilogramme pour unité de force et le mètre pour unité de longueur. Ces cordes étaient composées de trois torons ou cordes moins grosses, et les torons composés d'un certain nombre de brins nommés /Ils de caret.
Tableau des coefficients A et B.
INDICATION DES C0EDB8.
Cordes blanches de 3o fîls..
» i5 fils. .
» 6 fils. .
Cordes goudronnées de 3o fils » i5 fils
» 6 fils
POIDS
par mètre
de
lonfneor.
0,0097 o,oo55 0,0034 0,0136 0,0061 0,0036
Ce Tableau montre que A varie à peu près proportionnellement à la quatrième puissance du diamètre de la corde, et B proportionnellement au carré de la môme dimension. Quoique les expériences de Coulomb ne permettent pas de tenir compte du plus ou moins de vétusté de la corde, il est cependant bien certain que cette circonstance doit influer aussi sur la raideur; une corde à demi usée est toujours plus flexible que lorsqu'elle était neuve.
On a intérêt, d'après le même Tableau, à restreindre autant que possible le diamètre de la corde; mais il ne faut pas non plus soumettre cette corde à une tension trop considérable, eu égard à sa section, afin de ne pas s'exposer aux accidents que pourrait entraîner sa rupture. En général, on ne doit pas dépasser une limite de a''», 5 à S'^e par millimètre carré de section.
§ II. — Applicatioiis diverses.
171. Plan incliné, — Considérons un solide naturel qui s'appuie sur un plan incliné, en le touchant par une face plane; supposons que ce solide , sollicité par une force unique II directement appliquée, soit en repos, mais sur le point de glisser le long du plan par un mouvement de translation, ou qu'il possède effectivement un mouvement rectiligne et uniforme de translation parallèle à ce même plan. Dans les deux cas on reconnaît sans peine que toutes les forces agissant sur le corps, y compris les réactions de l'appui et les forces intérieures, doivent se faire équilibre sur le corps considéré comme système rigoureusement invariable. En effet, si chaque point est en repos ou parcourt uniformément une droite, les forces agissant sur ce point ont une résultante nulle (n<» 112); donc il y a équilibre pour chaque point en particulier, et par conséquent pour l'ensemble du système. D'ailleurs les forces extérieures prises seules doivent toujours satisfaire aux six conditions générales de l'équilibre, et celles-ci sont suffisantes quand le système est solidifié (n" 129 et 133); donc, dans cette hypothèse, il y a équilibre entre la force R et les réactions du plan d'appui, et il faut que celles-ci se réduisent à une résultante Ri égale et contraire à R.
Maintenant on remarquera que les réactions normales exercées par le plan d'appui sur le corps sont toutes répulsives, car elles tendent à empêcher la pénétration du corps dans son appui; ce sont donc des forces parallèles et de même sens. A chacune d'elles correspond un frottement proportionnel (*), de direction et de sens également constants, car il est en sens
( * ) On admet ici que la nature du corps et ceUe de son appui sont les mêmes pour tous les points de contact.
directement opposé à la translation effective ou imminente (lu solide. La composition de chaque réaction normale avec le frottement qui lui correspond donnera donc aussi une série de forces parallèles et de même sens; et quand on composera toutes les résultantes partielles pour avoir la résultante générale H] y on obtiendra une force ayant même direction et même sens que ses composantes et passant dans l'intérieur du polygone convexe formé par les points d*appui (n" IW et 149). Puisque II et R| sont des forces égales et directement opposées, on conclut de là que R doit remplir les conditions suivantes :
i^ Sa composante normale N presse le corps contre son appui;
2** La force R rencontre le plan dans Tintérieur du polygone convexe des points d'appui;
3° Sa composante tangentielle F a la direction et le sens de la translation qui se produit ou est sur le point de se produire;
4° Les rapports entre R, N, F sont les mêmes que pour les forces élémentaires exercées en chaque point d'appui, c'està-dire que R fait avec la normale au plan un angle égal à l'angle © du frottement.
Étudions maintenant le cas particulier d'un corps pesant qu'on veut faire [glisser uniformément le long d'un plan incliné AB i/lg. 212), en lui appliquant une force Q suivant une ligne déterminée, qui rencontre en D la verticale du poids P du corps. La ligne d'action DQ est d'ailleurs contenue dans le plan vertical QDP, que nous prenons pour plan de h figure et que nous supposons perpendiculaire au plan incliné.
Alors ce dernier doit avoir ses horizontales perpendiculaires au plan de la figure qu'il coupe suivant une ligne de plus grande pente AB. Désignons par
Fig. 212.
i l'angle du plan incliné avec le plan horizontal, c'est-à-dire
l'angle de AB avec sa projection horizontale AC, ou de la verticale P avec la normale DN au plan ;
p Tangle de Q avec la parallèle DU à AB, compté positivement lorsque Texlrémité Q va en s*élevant;
o l'angle de frottement du corps sur le plan.
Si nous supposons d'abord le mouvement sur le point de naître dans le sens ascendant et parallèle à AB, ou se produisant effectivement avec une vitesse constante, dans ces mêmes direction et sens, la composante tangentielle de la réaction R, du plan sera descendante, et sa composition avec une réaction normale dirigée comme DN donnera une résultante inclinée sur DN, ainsi que l'indique la figure. La résultante R de P et Q passant au point de rencontre D de ces deux forces, il en est de môme de R,, et la direction commune de ces résultantes fait Tangle © avec la normale. Cela permet d'avoir immédiatement les valeurs de Q et de R. En effet, dans le parallélogramme de composition QDPR, chaque force est proportionnelle au sinus de Tangle des deux autres (n<» 11); donc
sin(P, R) sin(Q, P) ~ sin(R, Q) On voit d'ailleurs facilement sur la figure les relations
(P,R)z^i4-cp, (Q,P)=9oo+p+/, (R,Q) = 9oO-o-|-p;
il en
résulte
sin(/-h9) cos(o p)
COS(<P-P
La force Q est représentée par la droite PR joignant l'extrémité de P à un point DE; la valeur minimum de cette force répond donc au cas où sa ligne d'action coïnciderait avec la perpendiculaire abaissée du point donné P sur la droite DE, el où Ton aurait par conséquent P = <?. L'expression analytique de Q conduit tout de suite à la même conclusion; en faisant varier Tangle p qui définit la direction de cette force, on ne fait varier que le dénominateur cos(<p — P), qui devient le plus grand possible pour p = «p et donne le minimum dont il s'agit.
Hressr. — Cours <fe Mt'c, I. 3o
Il est bon de remarquer encore que Téquilibre entre les trois forces Q, P, Rj deviendrait impossible si Tangle p croissait assez pour que la ligne DQ ne reslàt pas comprise dans l'intérieur de Tangle HDG formé par le prolongement de P avec une parallèle DH à AB, car alors les trois forces agiraient dans le sens de la descente, et la somme algébrique de leurs projections sur AB ne serait pas nulle. De là résulte la
condition
p<90^ — i ou p-M'<9o®.
Lorsque le corps est sur le point de se mouvoir en descendant parallèlement à BA, ou descend effectivement avec un mouvement de translation uniforme dans cette direction, la détermination de Q et de R n'offre pas plus de difficulté. La force de frottement change alors de sens; par suite, les résultantes R, Ri, qui doivent continuer toujours à faire avec la normale DN un angle <p, passent de l'autre côté de cette normale. Ici deux cas sont à distinguer.
1° L'inclinaison i du plan est plus grande que V angle o da frottement. — Comme la force verticale P fait Tangle /avec la normale au plan, la direction DR de la force R, résultante de P et de Q, se trouve dans l'intérieur de l'angle FDM {fig. 21 3); le parallélogramme des forces PDQR donne encore régalité des rapports
sin(P,R) "~ sin(Q,P) "" sin(R,Q)'
d'où l'on déduit sans peine, en remplaçant les angles par leurs valeurs en fonction de t, p, «p,
[ cos(ji-^^)
Ici l'on aurait intérêt, pour diminuer Q, à prendre p =— ?» c'est-à-dire à faire agir Q suivant une ligne dirigée en dessous de la parallèle DH à AB et faisant l'angle y avec cette parallèle.
On remarquera que les équations (2) peuvent se déduire
des équations (i) par le simple changemenl de <p en — o. On voit aussi que la valeur (2) de Q est moindre que la valeur (i), à égalité des angles ij cp, p et du poids P, et en supposant toujours remplie la condition nécessaire p4-i<9o°; cela est facile à reconnaître aussi bien par leurs expressions que par la construction géométrique d'où nous les avons déduites.
Fig. ai 3.
Fig. 214.
2<* L'angle i est plus petit que ©. — La ligne DR des fig, 212 et 2i3 passe alors de l'autre côté de DP; il en résulte que la
ligne PR, qui représente Q en grandeur, direction et sens, passe aussi de l'autre côté de DP, et la figure prend alors une disposition analogue à celle de la yî^. 214. La force Q agit dans le sens de la descente, suivant une ligne faisant un angle y avec DF parallèle à BA. On a toujours
sin(P,R)""sin(Q,P) ce qui conduit de même à
sin(R,Q)
RznRizriP
sinfo — i)
cos((p-Y)'
cos(« — y)
cos(cp — y)
La différence entre ce cas et le précédent consiste surtout en ce que, dans le premier, la force Q doit s'opposer à la descente du corps, tandis que, dans le second, elle doit néces-
sairemenl contribuer à la produire. Dans le cas interinédiaire i-=^y on aurait Q = o; le corps abandonné à la seule action de son poids descendrait uniformément, ou serait sur le point de sortir du repos en descendant.
Calcul du travail des forces dans le mouvement uniforme, — Nous considérerons successivement les trois hypothèses auxquelles se rapportent les fig, 212,213, 2 1 4 et nous nommerons toujours T, T', T'' les travaux respectifs, pris en valeur absolue, des trois forces Q, P, Ri, dans un déplacement x du corps. Comme la résultante de ces trois forces est nulle, la somme algébrique de leurs travaux Test aussi; mais, comme les signes de T et de T' varient suivant Thypothése particulière où Ton se place, Téquation exprimant cette propriété prend diverses formes.
i^ Mouvement ascendant. — La force Q fait seule un travail positif; les forces P et R| font un travail négatif. On doit donc avoir
d'où résulte T = T'-4-T^ et par conséquent T>T'. Les expressions de ces travaux sont d'ailleurs
Qj7C0Sp
p a: sin «, RiJ?sin^
-, sin(£ -h©)cos3
PX -^ ■ — y
COS(cp — ?)
T. sin© cosO-f- 1*) 1 X ' •
cos(? — p)
La force Q, qui agit seule ici dans le sens du mouvement, se nomme la puissance et son travail se nomme le travail moteur; le poids P qu'on élève au moyen du plan incliné, et qui est la seule force directement appliquée au corps en dehors de la force Q, prend le nom de résistance principale, et son travail changé de signe est le travail résistant utile qui correspond à l'élévation du poids P. Ce second travail T' serait égal au premier T si le frottement disparaissait, car on aurait alors «p = o et T^ = o. Mais en réalité o n'est pas nul et T^ a une certaine valeur qui s'ajoute à T' pour donner T, de sorte que la puissance doit fournir un travail supérieur au travail utile.
La force R, peut se remplacer par ses composantes normale et tangenlielle; cette decnière, qui est le frottement, fait seule du travail. On la compte parmi les résistances dites secondaires, en vue desquelles l'appareil employé n'a pas été construit, mais qui sont la conséquence forcée des circonstances au milieu desquelles s'exécute l'opération qu'on avait à faire.
On vérifie sans peine, au moyen des expressions précé-
dentés, que le rapport 7^, est supérieur à l'unité. On a, en
effet,
T^ sin(^-^-cp)cosP
T' cos(cp-- p)sini et, par suite,
T^ _ _ sinf£ H- q))cosP — cos(«p — P) sint\ ï' cos(<p — {i)sini '
or le numérateur du second membre peut s'écrire
(sinicos? ^-cos^sin^) cosp — (cos<f cosp 4-sin<psinP) sint
ou, toute réduction faite,
sin o ( cos i cos 3 — sin i sin p ) ou encore sin 9 cos ( P -4- 0 5
donc
T _ sin 9 cos (p -h i)
T' sin«cos{<p — p)
expression nécessairement positive parce que i, <p et p sont des angles aigus d'après leur définition môme, et qu'on a montré que p H- 1; Test également.
2® Mouvement descendant; i'>f, — Les forces Q et Ri sont opposées au mouvement; la force P agit, au contraire, dans le sens de ce mouvement. Donc T' est positif, T et T*' sont négatifs, et l'on a
T'==T + T% d'où résulte T'>T;
la puissance P fait encore un travail supérieur à celui de la résistance principale Q. On a, d'ailleurs, pour expressions de
ces divers travaux,
T =Q^cos? :
T'r:=Ria7Sin(ï>
-. Sln{^ — o)cos3 P-^ 70^ — r-^>
p^cos(p4-0sin?
cos(p-h«p)
3® Mouvement descendant; i<,^. — Les forces P et Q direclement appliquées agissent toutes deux pour faire descendre le corps; ce sont deux puissances. Il n'y a plus de résistance principale et le seul travail négatif est celui du frottement. On posera donc
et Ton aura pour valeurs de ces travaux
T =:Q:r cosY T' rzzParsinf, T'— Rjo^sintp
^^sin(? — OcosY cos(? — y)
p^^-Os(i; — Y)sino cos(? — y)
Ici, Tordre de grandeur de T et T' n'est plus connu d'avance et dépend des trois angles t, y» ?•
On verra plus tard l'importance que présente la détermination du travail des forces dans les machines.
172. Coin isoscèle. — Le coin isoscèle est un prisme triangulaire en métal ou en bois dur, ayant un triangle isoscèle pour section droite. Soit ABC ce prisme {/ig- 2i5); une force P agit normalement au centre de la face AB, pour le faire pénétrer entre deux obstacles qu'on veut écarter, comme par exemple deux parties d'un corps qu'il s'agit de fendre. Supposons le coin sur le point de se mouvoir dans le sens de P; alors il éprouve, de la part des deux obstacles, des réactions qui ont une résultante égale à P. Les deux réactions totales exercées sur les faces AC, BC font un même angle q, égal à celui du frottement, avec les normales à ces faces; elles sont donc également inclinées sur P, et par suite il faut nécessairement qu'elles soient égales pour que P puisse être leur résultante.
Désignons par R Tintensilé commune à ces deux forces, représentées par les droites BU, EU. Comme Tangle cp doit être compté en dessus des normales DN, EN, afin que les composantes tangentielles des forces R ou frottements agissent en sens contraire *^' ^'^'
du glissement du coin sur les obstacles, on voit que DR et ER font avec CP des angles égaux à 90° — « — cp, en nommant a le demi-angle au sommet C du coin. Alors, si l'on égale à zéro la somme algé- -^^Xrn^^' ^^1.9 brique des projections des forces R, R, '^ ' "^^
P sur la direction de la dernière, on
trouvera
P =^ 2Rsin(a -h 9),
relation qui fait connaître R en fonction
de P. On en déduit la pression exercée
normalement par le coin sur chacun des deux obstacles; elle
est égale à R coscp, soit, d'après Téquation précédente, à
P cos©
2 sin(a-i-cp)
Dans le cas d'un frottement nul, cette pression serait -- . — >
2sina
puisqu'on aurait ç — o; le frottement la réduit dans le rap-
^ , coscpsina , I - 1. -«x 1?
port de ^-— r ou de a 1 unité. En supposant,
^ sin(a-i-cp) tanj>Q> ^^
tanga
par exemple,
tanga r= o,i5, tango = o,45,
on trouve ce rapport égal à 7: le coin exercerait des pres-
sions quatre fois moindres que celles qu'il serait susceptible de produire si le frottement disparaissait.
Supposons maintenant que le coin soit sur le point de remonter sous l'action de deux forces R' produites par les obstacles, malgré une force descendante P' appliquée au centre de la face AR. Le frottement change alors de sens et, puisque la composante tangentielle des forces R' est descen-
dante, l'angle <p de ces forces avec les normales aux faces AC, BC doit se compter en dessous, d*où il suit qu'elles font avec CP' des angles égaux à 90*— a -+- <p. La relation entre P' et R', obtenue par le même moyen que dans le premier cas, deviendrait
P'i=2R'sin(a — ç>).
Si l'on avait « > <p, cette relation donnerait pour P' une valeur positive, et il serait alors effectivement nécessaire d'appliquer au coin une force descendante, pour l'empêcher de remonter après qu'il aurait été enfoncé, ce qui en rendrait l'usage incommode. Au contraire, si le coin est suffisamment aigu pour qu'on ait « < ©, P' deviendra négative, et il faudrait exercer un effort ascendant pour que le coin fût sur le point de remonter; donc, si l'on supprime cet effort, le mouvement en question ne sera pas sur le point de se produire, et le coin restera en équilibre stable dans la position qu'on lui avait précédemment fait prendre en l'enfonçant.
173. Presse à coin, — Un coin isoscèle, soumis à une force P qui agit au centre de la face supérieure AB ( fig. 216), s'en-
Fig. 216.
fonce entre un obstacle fixe F et une pièce H nommée bloc qui, d'un côté, s'appuie sur un support fixe K, et de l'autre exerce une pression Q sur un corps M, retenu lui-même par
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l'obstacle fixe L. Supposons le mouvemenl sur le point de naître sous l'action de P, dans le sens de cette force; alors le coin éprouve de la part de G et H deux réactions symétriques R, faisant avec les normales DN, EN des angles égaux à Tangle de frottement © et données par Téquation (n°172)
2 siïi(a -+- o)
Considérons maintenant Téquilibre du bloc. Il est prêt à
glisser sur le support K, sous Faction de trois forces, savoir :
I*» une force R' exercée par le coin, égale et contraire à R, en
vertu du principe de la réaction égale à Faction (n*»95); 2° une
réaction exercée par le corps M, égale et contraire à Q, par la
même raison; 3<> une réaction S due au support et faisant avec
la normale à la surface commune un angle ^'y égal à Tangle
du frottement des corps U et K. Chacune de ces trois forces
devant être égale et contraire à la résultante des deux autres,
on a (n<» 11)
sin(R', S) ~ sin(S, Q) "" sin(Q, K')'
Nous admettrons que Q a une direction perpendiculaire à P et qu'il en est de même du plan de séparation de H et K; alors les angles qui figurent dans les deux égalités ci-dessus sont faciles à évaluer, et Ton trouve
(R', S) := ç'-h 1800— (R', P) zzz 900-h a + ? + ?',
(Q, R') = 90°-+- (R', P) = i8o°— (a -4- cp).
Il en résulte immédiatement
cos'f' 2 cos©' sin(a + (p)
sinfa-f-©") P
COS©' 2C0S
On connaît donc les valeurs de Q et de S qui répondent à une valeur donnée de P.
Il faut remarquer que si Ton avait
a -i- o -h 'f ' > 90° ou a > 90° — o — q',
Q deviendrait négatif; cela signifie que le glissennent ne serait pas sur le point de se produire dans le sens supposé, à moins de changer le sens admis pour Q, de sorte qu'il faudrait lirer le bloc dans le sens du glissement à produire, au lieu de lui donner une résistance à vaincre. On voit qu'alors Tappareil n'atteindrait pas son but; il faut donc avoir soin de le construire en prenant a inférieur à 90^» — ? — ?'; et même, comme Ton aurait Q = o dans le cas de Tégalilé, il convient de rester notablement en dessous de celte limite de a.
La condition a<^ doit, d'ailleurs, être maintenue, afin que le coin, abandonné à lui-même après son enfoncement, ne puisse pas remonter par TefiFet des forces qu'il supporte sur ses faces latérales (n*» 172).
174. Coquille mobile entre deux glissières. — Un corps solide, dit coquille, servant à Tassemblage d'une bielle avec une tige guidée, est assujetti à prendre une translation rectiligne, en glissant sur deux pièces fixes nommées glissières. Ce corps est soumis à une force ou puissance P, dans la direction et le sens de la translation, et à une résistance Q de direction oblique; on pourrait également admettre l'hypothèse inverse, mais nous nous en tiendrons à la précédente, pour fixer les idées. La section de la coquille par un plan parallèle à P et Q est un rectangle, au centre duquel se rencontrent les deux forces et dont les côtés sont parallèles ou perpendiculaires à P. Le mouvement de la coquille étant, d'ailleurs, supposé uniforme, ou seulement sur le point de naître dans le sens de P, la résultante des forces P et Q doit être tenue en équilibre par les réactions des glissières, comme on la démontré au commencement du n<* 171; cela exige que ces réactions se réduisent à une force unique, contenue dans le plan de P et de Q, et de plus égale et directement opposée à leur résultante.
Maintenant, comme la coquille n'est pas serrée entre les glissières, mais que celles-ci présentent, au contraire, un certain jeu destiné à faciliter le mouvement, leur réaction peut
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se produire de deux manières clifféienles que nous allons successivement examiner.
PsEniER CAS : La coquille touche une seule glissière. — Prenons pour plan de ia ligure celui de P et Q; soienl ABCD ifig. 217) la seclion de la coquille, GG, G'G' celles des glissières. On suppose que le contact a lieu seulement sur l'une des deux, soit GG, soit G'G'; mais les forces ayant les directions indiquées sur la figure, '^' "'''
il est clair que la seconde alternative tic peut se présenter, car, si elle se produisait, la réaction de G'G' aurait une composante normale dirigée vers la gauche, comme celle de Q, et la somme algébrique des projections des Torces sur cette direction ne pourrail s'annuler. Le contact s'établit donc suivant GG, et la réaction Iti de la glissière de gaucliedoit ôtre égale el contraire à la résultante R des forces P et Q; de plus, cotte force R, fait avec la normale à la surface de contact l'angle ip du frottement, cet angle étant porté en dessus, puisque la composante tangenticlle de R, agit en sens contraire du glissement, lequel a le sens descendant, comme la force P. Par suite, on aura
^sinlP,Uj
ou, en nommant i l'angle supplémentaire de (P, Q),
^sin(qo'' — I -1-0) „cos(i — f) - •■-..■. P = Q — — --'--=Q i-- — ^=Qcosi + QsiniUng9.
sin(9o"— f) * cosf °^
11 faut ajouter encore, en vertu d'un raisonnement donné au n" 171, que la résultante R doit couper AR entre A et B. Supposons le point 0 placé au centre du rectangle ABCD, dont nous désignerons les deux dimensions par a ^ AC et é ^ AB; si la rencontre de R avec AB se fait en E, la distance de ce point au milieu F de AB doit être moindre que -i ce qu'on exprime par l'inégalité
- langu < - ou b>/a.
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condition nécessaire pour que le premier cas puisse eue réalisé.
Deuxième cas : La coquille touche les deux glissières. — Puisque la dimension a reste légèrement inférieure à Técartement des glissières, afin de conserver un certain jeu, le contact ne peut avoir lieu simultanément des deux côtés que si la coquille a un peu tourné autour de son centre, de manière à toucher les glissières par deux angles opposés, soit A et D, soit B et C. Mais on reconnaît encore que l'une des alternatives, la première, est impossible. Supposons, en effet, les réactions Rj, R, exercées en A et D {Jig. 218) suivant des directions faisant des angles ç avec les normales AC, BD, et en dessus, puisqu'il y a glissement imminent ou effectif dans le sens descendant. Il doit y avoir équilibre entre les quatre forces P, Q, R,, R,. Cela exige d'abord que Rt soit plus grand que R, pour que la différence de leurs projections sur AC annule la projection de Q. £n second lieu, la somme algébrique
Fig. 218.
Fig. 219.
des moments des quatre forces relativement au point 0 devrait être nulle. Or les moments de P et de Q sont nuls; la somme des deux autres, calculée en remplaçant chacune des forces Ri, Rs par ses composantes normale et tangentielle, a pour expression
-R, (^coscp-h asino) -^ -Rj(6cos9 — asino).
quantité qui ne peut s'annuler, car on a reconnu que Ri
est moindre que Ri, et, d'autre part, la valeur absolue de Acos^ — a sin 9 ne peut qu'être inférieure à 6coscp + asin<p. L.'hypolhèse du contact en A et D conduit donc à une impossibilité; par suite, elle ne se réalisera pas, et il ne reste que celle du contact aux deux autres sommets B et C du rectangle. Les réactions Ri, Rj sont alors dirigées comme l'indique la flg. 219. Si l'on écrit les trois équations d'équilibre des forces P, Q, Ri, Rj contenues dans le môme plan, en égalant à zéro les sommes de projections sur les directions OP, CA et la somme des moments relativement àO (n«133), on aura
P — Q cos / — Ri sin o — Rj sin cp = o,
Qsin/— Ri cosç 4-RiCOS^ == o.
Ri (a sin cp — ôcosçp) — RjCasincp 4- ^cos«p) =0.
La dernière équation deviendrait impossible si l'on n'avait pas
a sin<p — 6cos9>o ou 6<atangî> ou encore 6</a,
car alors les deux termes en Rj et Rj seraient tous deux négatifs et ne pourraient donner une somme nulle. Cette condition nécessaire du second cas est justement la négation de celle qu'on a trouvée dans le premier, de sorte qu'on saura toujours celui des deux qui doit se réaliser. Si c'est le second, la deuxième des trois équations ci-dessus donnera
COScp
la troisième peut s'écrire
(Ri — Rî)asin^ — (Ri 4- Ri)6cos«p = o,
et Ton en déduit
w^ T> /r. ^.atanffo O^sin/lanp:© Ri+Rj = (Ri— Rj) — -—^ z=L ^,
valeur qui, portée dans la première des trois équations d'équilibre, donne finalement
PzzzQcost-i- -^sinttang*©.
La comparaison de ce résultat avec celui du premier cas montre que la valeur de P est plus grande dans le second, à égalité de valeur de la résistance Q et des angles i et o. En effet, la différence entre la seconde valeur de P et la première
a pour expression Q sint tangçf t tangç -— i j, quantité positive en vertu de la condition d'existence du second cas. On a donc pratiquement intérêt à empêcher la réalisation du second cas^ et il convient, par conséquent, de construire la coquille de manière qu'on ait b > fa,
175. Tige du pilon mue par une came et guidée par des appuis Jîœes. — Considérons une tige de pilon guidée, dans le mouvement vertical de translation qu'elle doit prendre, par quatre appuis A, B, C, D (y?^. 220); elle porte un mentonnetM
que soulève une came montée sur un arbre tournant autour de Taxe horizontal 0. La figure représente une coupe par un plan perpendiculaiie à Taxe de rotation et contenant la verticale GZ, axe de figure de la
Fig. 220.
tige; les sections des appuis par ce
plan sont supposées très petites et
o V \ ! I réduites à de simples points A, B,
C, D, situés aux quatre sommets d'un rectangle à côtés horizonlau^i et verticaux. La tige est censée à l'état de mouvement uniforme ascendant ou sur le point de monter en partant du repos. Il s'agit d'établir la relation qui doit exister entre la force S exercée en E par la came sur le mcntonnel et le poids P du pilon agissant suivant la verticale ZP. Ici encore deux cas peuvent se présenter si Ton admet que, pour faciliter le mouvement de la tige, il y a un peu de jeu entre elle et ses appuis.
Premier cas : La tige touche deux appuis sur une même verticale. — Ces deux appuis ne peuvent être que A et B, c'està-dire les deux qui se trouvent, par rapport à la tige, du même côté que 0. En effet, la force S exercée sur le mentonnet ré-
suite d'une action verticale ascendante et d'un frottement horizontal dirigé de droite à gauche, comme le glissement de la came sur le mentonnet. Si la tige touchait les appuis C et D, et non pas A et B, les réactions des appuis touchés auraient encore des composantes horizontales dans le sens de droite à gauche ; Téquilibre entre ces réactions, le poids P et la force S, ne pourrait donc se réaliser, car la somme des projections horizontales de toutes ces forces ne serait pas nulle.
Soient © et «p' les angles du frottement de la tige sur ses appuis et de la came sur le mentonnet. La force S fait avec la verticale, normale commune au point de contact E, un angle o' à gauche; cette force, composée avec le poids P, donne une résultante R qui sera équilibrée par les réactions en A et B, et qui doit, par conséquent, faire comme elles Tangle © avec riiorizontale. Cet angle ^ se compte en dessus de l'horizontale, parce que la force R est en sens contraire des réactions qui s'opposent au mouvement d'ascension de la tige. Puisque R s'obtient par la composition de S avec P, on a
S _ p s'n(P,R) _ p sin(90°-i-cp) __ p cos©
sin(S, R) sin(9oo — ©' — ©) cos(cp -[- ©')
Cette équation donne lieu à une première remarque. Si la somme des angles 9 et o' dépassait 90% l'équation ne pourrait se vérifier que par une valeur négative deP; par conséquent, pour donner à la tige un mouvement ascendant uniforme ou pour la mettre sur le point de monter en sortant du repos, il serait nécessaire d'aider l'action de la force S par une force P agissant de bas en haut. Le même résultat deviendrait impossible à obtenir en laissant agir la force P de haut en bas, quelque petite que fût son intensité. D'ailleurs, on ne rencontre qu'exceptionnellement des angles de frottement plus grands que 45°; il arrivera donc presque toujours que la condition d'avoir
se trouvera satisfaite.
Mais celte condition n'est pas la seule à remplir. Les forces parallèles et de même sens R', R", appliquées à la lige en A et R, donnent une résultante Rj coupant la ligne AB entre ces
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deux points ; comme il faut que R, soit directement opposée à R, il en résulte que Tintersection H de R avec AB doit tomber dans rintervalle entre A et B. Afin d'exprimer analytiquement ce fait, nommons
2 a, ^ les deux dimensions horizontale et verticale du rectangle ABCD;
/ la dislance du point de contact E à la verticale PZ;
h sa distance à Thorizontale menée par B dans le plan de la figure.
La projection verticale x du contour EGH est
X = /cotcp' — a tang^p;
donc
BH — ^ — arm/i — /cot<j>'H-atango.
Si iTon exprime que cette longueur BH est comprise entre zéro et 6, on obtient deux inégalités
o < BH < 6,
qui, multipliées par tang^' et résolues par rapport à /, preonent la forme
(A + atangcp) tangtp'> /> (A -h a tango — 6) tango'.
Il faut, comme on le voit, que la distance / se trouve comprise entre certaines limites pour que Thypothèse du premier cas se réalise.
Secoxd cas : La tige touche deux appuis diamétralement opposés. — Il y a deux combinaisons de deux appuis diamétralement opposés, savoir A et D, B et C. Mais on voit aisément qu'on doit encore en rejeter une comme irréalisable, el que la seconde seule est admissible. En effet, si Ton supposait le contact en A et D, avec un mouvement sur le point de naître en montant ou un mouvement uniforme dans le même sens, l'équilibre existerait entre les forces P, S, la réaction R' de l'appui A et la réaction R'' de TappuiD ; cette dernière serait une force dirigée de droite à gauche en descendant. Or cet équilibre est impossible, parce que toutes les forces ont des moments de même sens relativement à A, sauf la réaction R^
dont le moment est nul. On ne peut donc admettre a priori que riiypoihèse du contact en B et C, sauf à discuter les conditions pour qu'il se produise réellement. Pour cela, nous allons chercher les trois équations d'équilibre entre P, S et les réactions R', R'' de B etC(/^. 221).
Les projections sur la verticale et rhorizontale, égalées à zéro, donnent les équations
S coso'- P - (R'-h R'')sino = o, Ssincp'— (R'— R'')cos(p=z=o;
puis on a Téquation des moments relativement à B :
S (/ — ûs)cosç' — SA sin tp'-h Pa -h 2R*'a sincp — R"^ cos» = o.
On tire des deux premières
Scosc?' — P
Fig. 331.
smcp
S sin o'
C0SC
et, par suite,
^j^,^S_cosO^-9^_ V_ ^j^,^Scos(? + ?^) P ~= sin<p'
sinocoso
smc? cos©
sincp
La substitution de R" dans Téquation des moments donne une relation entre P et S, d'où résulte Texpression de cette dernière force; on a
S(/- a) cos?'- ^h sincp'+ Va + ^^cos(?-^?0
cos©
13 S6cos(p-+-9') P6coso
2sinç 2sin'^ '
d'où résulte
P b cos' »
2 /i sin ^ cos o siii 9' -♦- ^ cos © cos ( ? -+- 9' ) — 3 / sin 9 cos 9 cos 9' -f- :2 « sin^ 9 sin 9'
Après avoir calculé S au moyen de P, on pourrait obtenir les valeurs de R' et R''.
PiBESSB. — Cours de Méc, I. ■^,
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Pour que le mouvement puisse avoir lieu comme on Ta supposé dans le second cas, il faut que les valeurs de S, R', R' soient positives, car ces forces ne peuvent pas avoir un autre sens que celui qu'on leur a donné dans \difig. 221. La condition S > o sera remplie si son dénominateur est positif, et réciproquement; elle s'exprime donc par l'inégalité
l< (/i + atang9)tang«p'H -. — '■ ^•
\ DT/ OT asmocoso'
Comme R'— R'' est positif, il suffit que R'' le soit pour que R' le soit aussi ; on doit donc poser encore la condition
ScOS(cp-t-o') P _ X ScOS(oH-o')^ 1-: ! — 1 ^ o ou — ^ '-—■ ])> I*
sin<i>cos9 sincp Pcos?? '
lit i
en substituant la valeur de S dans cette dernière inégalité et remarquant qu'on peut multiplier par le dénominateur de S, puisqu'on le sait déjà positif, on trouve
2 A sin 9 cos o sin ©' — 2 / sin ç cos © cos o' -t- 2 a sin* ç sin o' < t>
ou, plus simplement,
/> {Il 4-atangîp)tangçr'.
Ainsi la possibilité du second cas exige les deux conditions (A -4- a tango)tang«p'
ft cos (0-4-0') , ,1
H ;— ^^ '-r > / > (/« H- a tango) tango .
2sincpcoso' 01/ o.
En résumé, on a trouvé, pour les limites de /, dans l'ensemble des deux cas, trois quantités que nous transcrivons de nouveau, en les rangeant par ordre de grandeur,
(A -4- a tango — 6) tango',
(// -f- atangç)tang«p',
6cos(cp -4- oM
(// -t-atang<p)tangtp'
2sincpcoso'
La différence entre la seconde et la première est étang?', quantité évidemment positive; la différence entre la troisième et la seconde le sera aussi, en admettant que <p-4-o' soit audessous de 90% ce qui a pratiquement toujours lieu. Si / se
trouve compris entre les deux premières, le premier cas se réalisera; si /tombe entre les deux dernières, ce sera le second cas. Enfin les deux cas deviendraient tous deux irréalisables et, par conséquent, l'appareil ne pourrait fonctionner d'aucune manière, si / dépassait la troisième limite ; une force S de grandeur quelconque ne le ferait pas sortir du repos. La même chose ne peut d'ailleurs arriver par la raison qu'on aurait pris la distance / trop petite, car la construction de la machine oblige à prendre /> a, c'est-à-dire au-dessus de la première limite, en supposant cp et <p' inférieur à 45® et 6 — h positif, comme cela existe habituellement.
Lorsque le second cas se réalise, la force S à employer pour mouvoir le pilon devient plus grande que dans le premier. En effet, l'équation donnée plus haut, qui exprime dans le second cas 7lW en fonction de S et de P, peut se mettre sous la forme
^ Pcos© 2R''sincpcos©
" COS('>p -i- tp' j COS(oH-o')
Or le premier terme du second membre est précisément la
valeur de S relative au premier cas, et l'on a exprimé, comme
condition du second cas, que R" est positif; il en est de même
3 sin © coso de son produit par ■ r > et par conséquent nous pou-
vons en conclure le fait énoncé.
176. Valet de menuisier, — Cet outil donne un exemple de l'emploi du frottement pour empêcher le glissement d'une pièce solide maintenue entre des guides. Il se compose d'une tige cylindrique en fer AB {fig> 222), faisant corps avec une patte recourbée AC, de môme métal. La tige AB s'engage dans un trou DEFG de Vétabli et l'extrémité G de la patte se pose sur un corps M que l'ouvrier veut assujettir, afin de le soumettre à une opération quelconque. On donne alors quelques coups de maillet sur la tête A du valet, afin de produire une pression suffisante sur le corps M; on peut ensuite abandonner le système à lui-même, sans que le valet cesse de serrer ce corps contre l'établi, quelle que soit l'intensité de la réaction P qu'il reçoit vers son extrémité C et qui tend à le
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faire glisser sur les parois du trou, pourvu cependant que la patte soit suffisamment longue.
Supposons en effet que Tinstrument, après avoir été enfoncé dans le trou^ tende à remonter lorsqu'on l'abandonne à lui-même; on pourra toujours le maintenir dans la position qu'on lui avait primitivement donnée, en lui appliquant dans les environs de A une force descendante S, de grandeur convenablement choisie, moyennant quoi le mouvement ascendant ne se produirait plus, mais serait seulement sur le point de naître. L'équilibre existerait alors entre les forces P et S agissant en C et A, le poids/? du valet appliqué en son centre de gravité 0 qu'on imagine lui être invariablement lié et le>
Fi(r. 233.
iP Aït
V. à.ji \Axr
réactions R', R' des points d'appui D et G. Ces dernière^ forces font, avec les normales menées en D et G à la surface de la tige, des angles égaux à l'angle ^ du frottement, et cei angle se compte en dessous de la normale, puisque le frottement s'oppose au mouvement ascendant du valet. Soit H le point de rencontre des lignes, connues a priori, suivant lesquelles agissent R' et R". Supposons, d'un autre côté, qu'on ait eu soin, tout d'abord, pendant la mise en place du valei, de faire P >jy, de manière que la résultante R de ces deux forces soit de même sens que P et placée plus loin vers h droite {n^ Hl). Cela posé, nous distinguerons deux cas :
I*» Si le point H tombe dans l'intervalle compris entre S et R, il faudra, pour amener la résultante de ces deux forces à passer par H, donner à la force additionnelle S le sens ascen-
dant; cela sera une condition nécessaire de Téquilibre entre P, /?, S, R', R', car la résultante des trois premières doit être directemetît opposée à celle des deux dernières, laquelle passe en H. On voit que dans ce cas le valet ne pourrait être mis sur le point de remonter que par l'introduction d'une nouvelle force agissant dans le sens de ce mouvement. Faute de cette force, il restera en équilibre stable.
2^ Si le point H était plus éloigné du trou que la force R, il faudrait prendre une force additionnelle dans le sens indiqué par la figure pour amener la résultante de R et de S à passer en H. L'équilibre ne pourrait alors se maintenir qu'à la condition de continuer à exercer en A une pression suffisante dans le sens de la descente; l'instrument ne remplirait plus son but, et, par conséquent^ il faut s'arranger, par un choix convenable des dimensions, de manière à rendre impossible la réalisation du second cas.
Lorsqu'on veut desserrer le valet, il faut lui appliquer une force ascendante, comme la force S du premier cas, mais dépassant un peu l'intensité nécessaire pour l'équilibre. Dans la pratique, on produit cette force en donnant un ou deux coups de maillet sur l'extrémité inférieure R du valet.
1T7. Visa filet carré. -^ Nous considérons une vis à filet carré, mobile dans un écrou fixe et soumise, d'une part, à un couple agissant dans un plan perpendiculaire à l'axe, d'autre part, à une force agissant suivant l'axe lui-même. On peut faire diverses hypothèses tant sur le sens du mouvement de la vis que sur celui des forces; nous ne nous attacherons pas à les discuter toutes; ce qui suit suffira pour montrer la marche à adopter dans tous les cas.
Nous admettrons que la vis soit sur le point de se mouvoir dans le sens du couple et contrairement à Faction de la force; d'après la disposition de l^fig- 228, ce mouvement, non encore produit, mais imminent, aurait le sens ascendant. L'équilibre existe entre le couple Pp, la force Q et une infinité de réactions élémentaires, exercées sur la vis en tous les points de la surface hélicoïdale gauche suivant laquelle elle touche son écrou EE. Le filet étant supposé avoir peu de saillie sur le noyau, on pourra regarder la réaction sur un élé-
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Fig. aî3.
ment de surface compris entre deux génératrices infiniment voisines comme s'exerçant au milieu de cet élément, c'està-dire sur ThéHce moyenne, dont nous nommerons le rayon r. Chacune de ces réactions élémentaires se composera d'une force normale N et d'une force langentieiie descendante /N,
toutes deux situées dans le plan tangent au cylindre de rayon r, <p sur lequel est tracée Thélice moyenne. Ces deux forces pourront se composer en une seule R, faisant avec la normale N un angle <p égal à celui du frottement, dont/désigne la tangente; tout le long de Thélice moyenne on trouve réparties, suivant une loi quelconque, des forces analogues à N,/N, R. Si Ton nomme / l'angle de la tangente à Thélice moyenne avec le plan d'une section droite, on voit que toutes les réactions R font avec Taxe un angle / + o et en sont séparées par la dislance r. Alors, en égalant à zéro la somme des projections sur Taxe de toutes les forces appliquées à la vis et la somme de leurs moment> par rapport à la même droite, on trouvera
Q--cos(/4-<î.)2R, P/?=:-rsin(«-f-o)2R, d'où l'on lire, par l'élimination de SR,
P/? = Q/'tang(« -h o).
Si le frottement n'existait pas, q> serait nul, et la valeur de Pp répondant à une valeur donnée de Q serait Qrtangi; on voit que l'existence du frottement produit sur le moment du couple nécessaire pour faire sortir la vis du repos le même effet que l'addition de l'angle q> à l'inclinaison de la vis. Si les deux angles étaient assez grands pour que leur somme /4-0 atteignît 90% Pp deviendrait infmi; au delà, il y aurait impossibilité de produire le mouvement dans le sens supposé, car
P/> et Q désignent les grandeurs absolues d'un moment et d'une force de sens déterminés, et leur rapport ne pourrait être égal à la quantité négative rtang(«H-<p). Pour pouvoir faire monter la vis, on serait obligé, dans ce cas, d'aider à l'action du couple Py> par une force Q ascendante, au lieu de lui donner à vaincre une résistance qui agirait dans le sens opposé.
Examinons maintenant le cas où, le couple et la force conservant les mêmes sens que précédemment, le mouvement de la vis serait sur le point de se produire en descendant. Alors le frottement /N change de sens et la force R fait l'angle <p au-dessus de N, au lieu de le faire en dessous. L'application des conditions d^équilibre conduit, en conséquence, aux équations ci-dessus, dans lesquelles on mettrait — <p au lieu de (p; on trouve donc dans le cas actuel
P/> = Qrtang(/— f), soit
Q=-y tang(90«— i -+- o ).
Ici encore, on voit que l'angle ç s'ajoute à l'angle complémentaire de i quand il s'agit de calculer la force mouvante Q capable de surmonter la résistance produite par le couple Pp. Lorsque t = ?p, Q devient infinie; on prouverait ensuite, par un raisonnement tout semblable à celui du premier cas, que pour <p > « aucune force Q ne peut déterminer le mouvement de descente, à moins qu'on n'aide à son action par un couple tendant aussi à faire descendre la vis.
Si l'angle <p n'atteint pas 45", ce qui a pratiquement toujours lieu pour des surfaces en bois ou en métal convenablement construites et entretenues, il est possible de prendre une inclinaison i comprise entre ^ et 90* — o, de manière à remplir simultanément les deux conditions
alors le couple P/? pourra déterminer le mouvement ascendant de la vis sous l'action de la résistance, ou bien, si l'on veut, on pourra intervertir les rôles, en faisant de Q la puis-
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sance produisant la descente de la vis sous l'action résistante du couple F p. Si, au contraire, on prenait i tout à la fois inférieur à «p et à 90<> — (p, le couple Pp serait bien susceptible de mouvoir la vis, malgré la résistance Q; mais, quand il aurait cessé d'agir, la force Q serait incapable de déterminer, à elle seule, un mouvement en sens contraire. Cette propriété est utilisée pour construire des vis de pression, qui ne se desserrent pas lorsqu'on les abandonne à elles-mêmes après avoir effectué le serrage.
Travail des forces appliquées à la vis, dans le cas du mouvement uniforme produit par le couple» — Nous supposons maintenant que la vis tourne et monte uniformément sous l'action du couple P/>, malgré la force résistante Q, et nous voulons trouver, comme nous Favons fait au n<» 171 pour le plan incliné, le rapport entre le travail moteur de P/> et le travail résistant utile Q, ces travaux devant répondre à un déplacement angulaire quelconque 0 de la vis.
D'abord on peut établir que la relation (i), établie dans rhypothèse d'un équilibre sur le point d'être rompu, subsiste encore dans celle du mouvement uniforme, à part celte différence que l'angle ^ du frottement au départ sera remplacé par l'angle <p qui se rapporte au glissement effectif. En effet, si la vis tourne uniformément, un quelconque de ses points possède un mouvement uniforme et rectiligne en projection sur l'axe, et un mouvement circulaire également uniforme en projection sur le plan d'une section droite; il en résulte immédiatement (n° 104) que la force totale produisant son accélération est perpendiculaire à Taxe, et qu'elle le rencontre, puisqu'il faut (n° 105) que sa projection sur le plan de la section droite passe par le centre du cercle décrit par la projection du point. Dès lors, on peut toujours dire, aussi bien dans le cas du mouvement uniforme que dans celui du repos supposé en premier lieu, que toutes les forces agissant sur les divers points de la vis ont une somme de projections nulle sur l'axe et une somme de moments nulle par rapport à cet axe. Or, dans cette somme de projections ou de moments, les forces intérieures, deux à deux égales et opposées (n*95), ne donnent que des termes qui se détruisent algébrique* ment; donc, on retrouve ainsi les mêmes équations entre les
forces extérieures, et notamment Téquation (i) ci -dessus mentionnée.
Si maintenant on fait tourner la vis d*un angle 0 en lui appliquant le couple Pp, le travail T des deux forces P de ce couple sera P/?6 (n**» 102 et 144); comme le point d'applicalion de la force Q aura pris simultanément un déplacement égal à rotangs suivant Taxe, le travail de Q sera égal, en valeur absolue, à QrOtangt. En désignant par T' cette dernière quantité, on aura donc
T ziz P/?e 1= Qr6 tang(e' 4- ?),
T'^Qretange
et, par suite,
T _ tang(/-hc5)
IV
F tangi
Les angles l et ^ -h <p étant nécessairement aigus, on voit par là que T surpasse T'. Il est aisé de reconnaître, en outre, que la différence T — T' représente en valeur absolue la somme — T^ des travaux négatifs effectués par les forces de frottement. En effet, chaque point ayant un mouvement uniforme sur Fhélice qu'il décrit, le travail de la force résultante qui le sollicite est nul (n<* 109); donc la somme des travaux de toutes les forces agissant sur les divers points de la vis est aussi nulle. Or dans un solide les forces intérieures produisent un travail total nul (n° 128), parce que les distances des points ne varient pas; d'un autre côté, les forces N ne font pas de travail, parce qu'elles agissent dans des directions perpendiculaires aux déplacements respectifs de leurs points d'application. Il faut donc égaler à zéro la somme algébrique des travaux dus aux autres forces extérieures, ce qui donne
T-T'— T^=o ou T'=:T-T';
on pourrait, d'ailleurs, vérifier directement cette relation en y remplaçant T et T' par leurs valeurs déjà connues, et T"' par
«T^ rO Qrôsino sm<»SR . ou — ^ r^ — -■
cost COS«COS(i-h©)
Le rapport =7 deviendrait infini pour / = 0 et i=igù^ — o;
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on peut se demander quelle est, dans rinter\'alle de ces deui limites, la valeur de i qui le rendra minimum; avec cette valeur de i, la vis jouirait de la propriété de consommer le moins de travail moteur possible, pour un travail utile donné, en supposant, bien entendu, qu'on l'emploie dans les conditions où nous nous sommes placé, c'est-à-dire en la faisant tourner au moyen du couple P/>, perpendiculaire à son axe, sous l'action de la résistance longitudinale Q. Il s'agit donc de trouver le minimum de la fonction
tang:(i -hs^ 7=- •
tang^
lorsque / varie de o à 90^— ?. Pour cela, posons
tangi^ia:, tangçii:^/;
on aura
La condition de minimum s'obtient en égalant à zéro la dénvee ~- > ce qui donne
OU, toute réduction et simpliOcation faites.
X* H- 2 fx — 1 =1 o.
De là résulte
x — —f+\J\-ff*.
Désignons maintenant par cp' le complément 90°— © de l'angle du frottement; on aura
r . COS©' I ^ / COS-9' t
/=: tango = —. -, y^I -h/^=:i/ 1-4- . , , 1= -: ■;
^' sino' ^ -^ V sm-o' sins
et, par suite,
I — COS9' X ^ langf — — ; — pi-
smo
2 sin-- ^'
2 sin - Q> cos - o 2 ' 2 *
11 en résulte que la valeur cherchée de i^ donnant le minimum
du rapport ?p7> est égale à - <p', c'est-à-dire à la moitié de
l'angle complémentaire de celui du frottement.
On a, d'ailleurs, en appelant ji ce rapport minimum,
lang ^(90**—?) + ?
tang^(90^— cp)
lang^(9o°-^?) ,
= -^ = lang» - (900 -h ?).
tang^(9o«— cp)
Le tableau suivant donne une idée de la manière dont /i varie avec <p.
?• Xr
On voit par là combien il importe, pour l'économie du travail moteur, de réduire autant que Ton peut, par la bonne exécution de la vis et un graissage convenable, la valeur de l'angle du frottement.
178. Pivots et épaulements. — Lorsqu'un arbre est assujetti à tourner autour d'un axe vertical, il se termine par un pivot s'appuyant sur une crapaudine; la surface d'appui est un cercle ayant son centre sur Taxe. Soient p ^ OA (/ig. 224) le rayon de ce cercle, P la pression totale exercée sur lui, suivant la direction de l'axe de rotation. 11 serait très difficile de déterminer la loi réelle suivant laquelle la pression P se partage entre tous les éléments w de la surface d'appui irp'; comme le frottement dont nous voulons nous rendre compte ici n'a pas, en général, beaucoup d'importance et qu'il suffit
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de s*en faire une idée approximative, nous admellrons Tuniformité de la répartition. Cela signiGe que chaque élément t^
supporte une pression — : proportionnelle à son aire, ce qoi
conduit bien à une résultante totale ayant P pour intensité et passant en 0. Quand le mouvement de rotation existera oa
sera sur le point de naître dans le sens de la flèche, il se produira sur l'élément cd un frot-
Fig. ai4'
tement proportionnel à la pression -^^j soii
/"Pw
= — r-> en désignant par / le coeflicieDt de
frottement. Cette force aura une dîrectioD perpendiculaire au rayon Oœ et sera opposée au déplacement que cd prend ou tend ï prendre en vertu de la rotation. Il s'agil maintenant de composer entre eux tous ces frottements élémentaires et de les remplacer par un systèaie plus simple.
On remarquera d*abord que l'élément superOciei diamétralement opposé à (o supporte un frottement de même intensité que celui de «>, mais dirigé en sens contraire; ces deai frottements constituent donc un couple, et, comme le système total peut être décomposé de même, il en résulte qu'il est formé par la réunion de couples tous contenus dans le plan d'appui, et qu'il se réduit à un couple résultant contenu aussi dans le même plan. Le moment de ce couple, ou la somme des moments de ses deux forces par rapport à une perpendiculaire quelconque à son plan, est égal à la somme des moments des forces élémentaires relativement au même axe; on peut choisir pour cet axe Taxe de rotation 0, qui rend le calcul plus commode. Considérons tous les éléments superGciels (0 compris entre deux circonférences décrites du centre commun 0 avec les rayons r ei r -hdr; la somme des moments des frottements sur cette bande annulaire sera
T- SW ou -^ ; y
irp' p'
attendu que Sw — 27: r^/r. Intégrant cette expression entre
I es limites o et p, on obtiendra pour le moment total
2/P rC
^±J'''r*dr=l/Pp.
L.e couple résultant équivaut donc à un couple formé avec deux forces de sens contraires ayant /P pour intensité com-
m une et agissant sur un bras de levier ^ p.
Un calcul tout semblable s'applique au cas où un arbre serait pressé contre un épaulcment par une force totale P agissant suivant Taxe. La seule différence consiste en ce que la surface d'appui n'est plus un cercle, mais une bande annulaire comprise entre un cercle extérieur de rayon p et un cercle concentrique intérieur de rayon p\ le centre commun étant toujours sur Taxe de rotation. Par suite, cette surface a pour expression Tr(p'-— p'*), et dans le calcul de la somme des moments l'intégrale définie doit se prendre entre p' et p; on trouve ainsi pour le moment du couple résultant
^/'^ ry . _ ^fi'i?'-?'') __ 2/p(p^+pp-4-p-^)
Si Ton appelle p, le rayon moyen - (p 4- p') de la bande et / sa largeur p — p', on posera en conséquence
P = Pi+;^ ? — Pi— -^^ et la valeur ci-dessus donnée du moment résultant deviendra
Çj
Le moment total des forces de frottement étant connu, on en déduit leur travail pendant une rotation d'étendue quelconque autour de Taxe 0. Si 0 désigne l'angle décrit, ce travail sera en valeur absolue
-/PpO dans le cas d'un pivot,
/Pô (pi H j dans le cas d'un épaulement.
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Dans lous les cas, ce sera ud travail négatif, puisqu'il esi produit par des forces qui agissent en sens contraire du déplacement de leurs points d'application. Pour un tour entier on ferait 8=: ^-a.
On doit, afin de diminuer le moment et le travail du frollfment, prendre aussi petites que possible les dimensions f et p'; mais il ne faut pas pousser la diminution trop loin, car. si l'on soumettait la surface d'appui à une trop grande pression par unité superficielle , les matériaux pourraient se rompre, ou tout au moins il pourrait y avoir expulsion des enduits, altération du poli des surfaces, et par suite augmentation du moment résistant qu'on avait l'intention de diminuer.
179. Treuil horizontal soumis à des forces perpendiculaire à son axe. — Le treuil consiste en un arbre horizontal terminé par des tourillons qui reposent sur des coussinets Tues: cet arbre porte une poulie B {Jig, aa5), tangentiellemenl à
laquelle s'exerce la puissance P, dans un plan perpendiculaire à l'axe de rotation; de même, la résistance Q, êgalemenl perpendiculaire à l'axe, est appliquée tangentiellement aune autre poulie C, qui est remplacée souvent par la surface cylindrique limitant le corps de l'arbre. En outre, le treuil supporte son poids propre n, que nous considérons comme applique au centre de gravité G, en un point de l'axe. Enfin il éprouve, de la part des coussinets, des réactions que nous concevons remplacées par deux forces U', H'.
Si le mouvement de rotation autour de l'axe est seulement sur le point de nailre, dans le sens où agit la puissance P, il
y a repos, et par conséquent toutes les forces extérieures qu'on vient d'énumérer doivent satisfaire aux conditions d'équilibre des solides (n* 133). La même chose est-elle encore vraie dans Thypothèse d'une rotation uniforme? C'est une question que nous ne traiterons pas à fond quant à présent, parce qu'elle rentre dans le cadre du cours de seconde année; mais nous répondrons affirmativement, en supposant que le treuil soit un solide de révolution, non seulement au point de vue de sa forme géométrique, mais aussi pour ce qui concerne la distribution des masses. En effet, un point matériel quelconque du treuil, ayant une masse m et situé à la distance p de l'axe, possède une vitesse constante t'sur la circonférence qu'il décrit; les forces qui le sollicitent doivent
mr*
donc se réduire à une force centripète (n® 105). Le point
diamétralement opposé à celui-là est sollicité par la même force, agissant en sens contraire suivant la même ligne. Donc toutes les forces, tant intérieures qu'extérieures, qui agissent sur l'ensemble des points du treuil, peuvent «e ramener ainsi à des groupes de deux forces égales et directement opposées; donc elles se font équilibre, d'où il résulte que les forces extérieures, considérées séparément, satisfont aux conditions de cet équilibre, puisque les forces intérieures ont toujours des sommes de projections et de moments identiquement nulles.
Dans l'état de mouvement parvenu à l'uniformité ou de mouvement non encore produit, mais imminent, nous pouvons donc égaler à zéro la somme des moments des forces extérieures par rapport à Taxe du treuil. Désignons par
p Q\. q les rayons des poulies sur lesquelles agissent P et Q; r', r" les rayons des tourillons;
/ le coefficient du frottement des tourillons sur les coussinets, ou la tangente de l'angle du frottement;
f /, ^ -7-^-— le sinus du même angle.
Si le frottement n'existait pas, l'équation des moments se réduirait à
car les réactions R' et R', normales aux surfaces des lourillonSy rencontreraient Taxe. Mais en réalité chacune des forces R', R' se compose d'une force normale ayant un moment nul, et d'une force tangentielle égale à/,R' ou à/,R' (n^l67)y dont le moment est opposé à la rotation et a une valeur différente de zéro. En en tenant compte, l'équation précédente devient
(I) Pp^Qq-\-A^'r'^f,R''r'',
c'est la relation entre ia puissance et la résistance, mais elle renferme aussi les inconnues auxiliaires R', R', dont il faut maintenant se débarrasser.
Pour cela nous supposerons d'abord que, vu la petite longueur des tourillons, les réactions R', R*' puissent être considérées comme agissant en des points A', A"" situés à égaie distance des sections extrêmes qui limitent la partie appuyée de chaque tourillon. Par ces points A', A' nous mènerons deux plans perpendiculaires à Taxe, puis nous remplacerons chacune des trois forces P, Q, n par deux composantes parallèles et de môme sens, contenues dans ces plans, et satisfaisant aux conditions d'équivalence indiquées au n« ikO; de cette manière la force P, par exemple, sera remplacée par deux composantes P', P" ayant avec P des rapports connus; la même chose aura lieu pour Q et n, auxquelles on substituera des composantes Q', Q', n', n*^ égales à des fractions connues de Q ou de n. Cela fait, toutes les forces extérieures appliquées au treuil se trouvent ramenées à deux groupes de forces contenus dans les deux plans perpendiculaires à l'axe, menés par A' et A". Nous allons prouver que l'équilibre entre toutes ces forces ne pourrait se produire, si dans chacun des deux plans la résultante de translation des forces qu'il contient n'était pas nulle. £n effet, si la résultante de translation n'était pas nulle dans l'un des deux plans, les forces de ce plan ne se réduiraient pas à un couple et auraient par conséquent une résultante unique {n^ 143); cette résultante ne pourrait faire équilibre aux forces de l'autre plan, ni dans le cas où elles auraient aussi une résultante, parce qu'elle ne serait pas directement opposée à la première, ni dans le cas où elles se réduiraient à un couple, parce qu'un couple ne peut
Fig. 226.
faire équilibre à une force. Au contraire, l'équilibre est possible entre deux couples situés dans ces deux plans parallèles.
Ce point étant établi, représentons les forces contenues dans Tun des deux plans, celui de A' par exemple. Le cercle O'A' {^fig. 226) est la coupe du tourillon, qui se meut, avec un certain jeu, à Tintérieur d'un coussinet de rayon tant soit peu plus grand, et tourne dans le sens de la flèche. Les forces P' et Q' agissent tangentiellement à des cercles de rayons connus, ayant 0' pour centre; n' agit en 0'. La résistance à vaincre Q étant supposée une donnée immédiate, on connaît n' et Q',
et Ton peut composer ces forces en une seule S', qui sera également connue. Puisque la résultante de translation de toutes les forces comprises dans ce plan doit être nulle, la réaction R' supportée par le tourillon en son point de contact A' avec le coussinet sera égale et contraire à la résultante de S' et de P'; donc
R'=:v/S'*-hP'«H-2P'S'cos(P', S').
On aurait de même, en considérant les forces dans le plan parallèle mené par A'', et désignant par S'' la résultante des forces connues 11% Q",
R" — v^S''* -f- P"» 4- 2 P'' S" cos ( P% S" ) .
Les composantes P' et P* sont avec leur résultante P dans des rapports connus, dépendant uniquement de la situation occupée par la poulie B entre les points A', A"; les autres quantités qui entrent dans les expressions de R', R' sont toutes connues, et Ton voit par conséquent que R' et R'^ sont des fonctions données de la variable P. En les substituant dans l'équation d'équilibre (i), on aura la relation entre P et Q, au moyen de laquelle on déterminera la valeur de P correspondante chaque valeur de Q.
Rrksse. — Couri de Méc. I. Sa
Quand cela sera fait, on pourra se rendre compte des iravaux effectués par la puissance P et la résistance Q pendant un déplacement angulaire 6; ces travaux auraient pour laleurs Ppe et Q^e (nM02), et leur différence (Pp — Qq)^ représenterait le travail /,6(RV 4- R'r^) des froltemeDls exercés sur les tourillons, comme on le voit par Téquation (i) et comme on le prouverait directement, au besoin, par un raisonnement tout semblable à celui qu'on a donné à Toccasion de la vis (n* i77).
L'équation qui détermine P contient Tinconnue engagée sous deux radicaux du second degré; il faudrait deux élévations successives au carré pour les faire disparaître, et Foo obtiendrait alors une équation du quatrième degré. Pratiquement on évite celte complication par l'emploi du procédé des approximations successives. Les frottements ne devant avoir qu'une influence assez restreinte dans un treuil bien établi, à cause de la petitesse du coefficient /i et des rayons r\ r', od commence par le négliger; l'équation d'équilibre devient alors Pp = Qq et donne, comme première approximation,
Au moyen de cette valeur approchée on calcule R' et R' en se servant des équations (2) et (3), et Ton prend comme valeur plus exacte
P = i(Q^+/tR'r'+^R'r^); P
cette nouvelle valeur de P conduirait à son tour à d'autres valeurs plus exactes de R' et R*, que l'on substituerait dans la formule précédente pour s'approcher encore plus de P, et ainsi de suite. On s'arrêterait quand il y aurait une différence suffisamment petite entre les résultats de deux essais consécutifs.
Dans le cas particulier où les forces P et Q sont verticales, les calculs se simplifient, car on a
et l'équation à résoudre s^abaisse au premier degré. Si Ton
admettait en outre que les rayons r', r" des tourillons sont
égaux, cette équation deviendrait, en nommant r leur valeur
commune,
P/>=:Q^-+-/jr(R'4-R'')
ou encore
attendu qu'on a
?=:.?' -hP% Q = Q'4-Q', n = n'-hn'.
De là on déduirait enfin
Poncelet a indiqué un procédé approximatif pour abaisser au premier degré, dans tous les cas, Téquation à résoudre. Il remarque d'abord que R' et R^ peuvent se mettre sous la forme v/X* -\ Y*, en désignant par X et Y des quantités positives; à cet effet, s'il s'agit de R' par exemple, on projette sur deux axes rectangulaires contenus dans le plan A' les forces qui doivent donner la résultante R' et l'on prend pour X et Y les valeurs absolues des deux projections; on fait la même chose pour R*. Poncelet montre ensuite que, si Ton choisit convenablement deux coefficients a et 6, on pourra, sans erreur notable, admettre l'égalité
v/X«-^Y*r=aX-+-6Y.
Voici comment il détermine a et b.
L'erreur relative commise quand on remplace le radical par aX 4- bY est égale à
aX-f-6Y,
elle ne dépend que du rapport y» ^t, en désignant ce rapport
par tangY> elle se met sous la forme
I — acosY — 6sinY ou encore
I — X cos (y — ïi )
si Ton pose x = v/a'-+- 6', tang^i = - • Supposons maintenaDi
que, sans connaître le rapport ^t on puisse afBrmer qu'il satisfait à rinégalité
^ < tange,
6 désignant un angle déterminé , compris dans rintenalle de o à 90*; alors Poncelet adopte les valeurs
1 4- cos - 6
d'où l'on tire
2 cos - 8
a^z.x cos Yi = = I — tang" -^ 0,
I H- cos - 6 "*
2 sin - 6 6 — a? sin Yi = = 2 tang y 0.
I -h cos
Avec ces valeurs de a et de ô. Terreur relative s'exprime par
I cos
I ^ I -h cos - 6
lorsque y varie de o à -6, elle est d'abord égale à lanç^T-ft,
puis décroît jusqu'à o, devient ensuite égale à — tang* 7 6 ;
elle repasse par les mêmes valeurs entre y= -8 et y = ^« On
voit donc que son maximum en valeur absolue est tang* 7 6.
On pourrait démontrer (mais nous nous abstiendrons de le faire) que les valeurs de a et 6, adoptées par Poncelet, sont celles qui réduisent à son minimum la limite supérieure de l'erreur relative prise en valeur absolue. Nous nous bornons à indiquer quelques résultats numériques dans le Tableau ci-après :
5oi
A.KGLE 6.
COEFFICIENTS
0,0000 o,i3ii 0,2633 0,3960 0,5359 0,6789 0,8284
LIMITE SCPÉRIEURE
de
rerrenr reUtfTe
= tang* 1 0.
0,Il52
Ce Tableau montre que l'approximation devient satisfaisante dès que Tangle 0 ne dépasse pas 4^^ ou en d'autres termes dès qu'on peut savoir quel est le plus grand des deux carrés dont la somme est sous le radical. £n prenant alors 0,96 de la plus grande racine et ajoutant o,4o de la plus petite, on commet sur le radical une erreur proportionnelle limitée
à -79 approximation bien suffisante dans les questions relatives au frottement, car on ne peut pas répondre que les valeurs du coefficient / soient connues avec le même degré d'exactitude.
180. Treuil soumis à des forces quelconques, — Les forces appliquées à un treuil peuvent toujours, quelles qu'elles soient, se remplacer chacune par deux composantes, l'une contenue dans un plan perpendiculaire à l'axe, l'autre normale à ce plan. La seconde composante ayant une direction constante, on pourra composer toutes ces forces parallèles en une seule T, puis remplacer cette résultante par une force égale et parallèle T agissant suivant l'axe et par un couple (T, — T); il suffît pour cela d'appliquer suivant l'axe deux forces T égales et contraires (n® 145). Le couple sera ensuite tourné dans son plan (n° ikk) de manière à rendre ses forces perpendiculaires à l'axe; on aura ainsi remplacé les forces primitives par une force qui agit suivant l'axe et par une série
de forces perpendiculaires, qui sont dans les mêmes conditions que les forces P, Q, n considérées au n® 179. Alors s'il y a mouvement sur le point de se produire ou mouvemeoi effectif et uniforme, l'équilibre existe entre les réactions des appuis et les forces directement appliquées, transformées comme on vient de le dire. Il faudra d'abord qu'une crapaudine ou un épaulement, suivant les cas, donne une réaction égale et contraire à T, d'où naîlra un couple de frottement, dont on sait évaluer le moment M (n« 178). La force T suivant Taxe étant ainsi équilibrée par une réaction égale et contraire, on peut considérer le treuil comme n'étant plus soumis qu'aux forces perpendiculaires et au couple M; cv couple, contenu aussi dans un plan perpendiculaire à l'axe, ne change rien aux raisonnements faits plus haut (n® 179) et à la méthode suivie pour déterminer les réactions R', R' des coussinets, mais il doit entrer dans l'équation d'équilibre exprimant que le moment total des forces est nul relativement à l'axe du treuil. Si l'on désigne par N celui des forces directement appliquées, évalué dans le sens de la rotation effective ou imminente, cette équation sera
N = M^-/lR'r-^/lR'^'.
181. Articulations cylindriques. — Quand deux surfaces solides restent toujours en contact, la somme algébrique des travaux de leurs actions mutuelles se réduit à celle des travaux effectués par les forces de frottement (n'» 168), et dans le calcul de cette dernière on peut n'avoir égard qu'au mouvement relatif des deux corps, puisque le glissement dépend de lui seul et non du mouvement absolu de chaque corps en particulier. On peut donc imaginer que l'un des deux corps soit en repos, pendant que l'autre aura le mouvement relatif, sans rien changer à la valeur des arcs élémentaires de glissement qu'on a besoin d'évaluer.
Supposons maintenant une articulation cylindrique de rayon r et une pression N entre les deux pièces qui la composent. Le frottement correspondant sera le produit /N de cette force par le coefficient de frottement; si l'une des pièces tourne relativement à l'autre d'un angle dct, le glissement
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élémentaire sera rdoL et le travail du frottement sur l'ensemble des deux corps aura pour valeur ^f^rda (n'» 168),
Ce calcul est applicable aux charnières ayant leur axe fixe, comme aux articulations entre bielle et manivelle ou entre un excentrique et sa barre. La présence du facteur r montre pourquoi Texcentrique est désavantageux, au point de vue de l'économie du travail des forces.
Fîg. 227.
182. Engrenages cylindriques. — Considérons deux roues d'engrenage 0 et 0' {/ig' 227) qui tournent dans les sens indiqués parles flèches, c'est-à-dire de manière que les dents se touchent au delà de la ligne des centres; la première est soumise à une puissance P, la seconde à une résistance Q. Si l'on suppose le mouvement sur le point de naître ou établi avec une vitesse constante, on prouvera, comme dans le cas du treuil {n^ 179), que les forces appliquées à chaque roue se font équilibre. Ces forces sont, pour la roue 0 : la puissance P, les réactions de ses coussinets et la réaction exercée par la roue 0' en B, point de contact des dents; cette dernière force peut se décomposer en une force normale N et une force tangentielle ou frottement /N, agissant en sens contraire du glissement de la dent CB sur la dent C'B, lequel est dû à une rotation autour de A dans le même sens que celle de la roue 0. Pour la roue 0' nous aurions de même la résistance Q, les réactions de ses coussinets et deux forces N', /N' égales et directement opposées à N et/N, en vertu du principe général énoncé au n® 95. Les composantes normales N, N' doivent passer par le point de contact A des circonférences primitives (n^ 45).
Nous allons maintenant égaler à zéro la somme des moments des forces agissant sur chaque roue, relativement à son
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axe de rotalion, Mais^ avant d'entrer dans le calcul algébrique, il est bon de faire encore deux observations :
I® Comme ]a puissance ne doit figurer dans TéquatioD d'équilibre de la première roue que par son moment relativement à Taxe 0, on peut la remplacer par une force P ayant un moment égal et appliquée tangentiellement à la circonférence primitive de cette roue; de même, par une raison toute semblable, on remplacera la résistance par une force Q agissant suivant une tangente à la circonférence primitive deO'.
a<» Dans l'évaluation des moments nous ne tiendrons pas compte des frottements sur les coussinets et supposerons par conséquent nuls les moments des réactions de ces coussinets, parce que nous ne voulons étudier ici que Taccroissemeot de la puissance P et de son travail, pour une valeur donnée de la résistance Q, par Teffet spécial du frottement de Tengrenage. A la vérité, les frottements des coussinets exigeraient encore une autre augmentation de P, et celle-ci aurait aussi une certaine influence sur le frottement que nous nous proposons de calculer. Mais nous pourrons tout au moins considérer Je résultat de notre calcul comme une première approximation, si, comme d'babitude, les frottements modifient peu la puissance capable d'équilibrer une résistance donnée.
Désignons maintenant par
r, r' les rayons des deux circonférences primitives;
p la longueur de la normale commune abaissée du point de
contact A de ces circonférences sur les profils des dents; 3 l'angle de cette normale avec la ligne des centres; a le pas de l'engrenage (n" W,/); /i, n' les nombres respectifs des dents sur cbacune des roues
Alors on aura l'équation des moments, relativement à 0, des forces de la première roue :
Pr =r Nr sina -i-/N(rcosa -h/?),
car les réactions des coussinets, supposées réduites à leurs composantes normales, donnent un moment nul. De même, en
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prenant par rapport à 0' le moment des forces de la seconde roue, on trouvera
Qr'^N'r'sina-h/N'C'cosa— /?).
On déduit de ces équations, par une division membre à membre, après avoir divisé la première par r et la seconde par r', eu égard d'ailleurs à l'égalité N r=N',
p sina-+-/cosa-h:^ fp[l^l\^
Sma -H/coSa — ^ sma -h/cOSa — "^
Si le frottement des dents n'existait pas, la dernière équation prouve qu'on équilibrerait la résistance Q appliquée sur
la circonférence 0', par une puissance égale P = 0 appliquée
sur la circonférence 0, puisqu'alors on aurait je =:i;mais,/
ayant une valeur différente de zéro, l'équation donne tt > ^
et par conséquent il faut, outre la force Q, appliquera la circonférence 0 un certain excédent P — Q destiné à compenser le frottement. Cet excédent a pour valeur, d'après la même équation,
''-«=^ — ) — fp-
sm 1 4-/ COSa — ^
Le rapport jr et la différence P — Q peuvent s'exprimer
plus simplement, en se contentant d'une approximation très admissible dans les cas ordinaires de la pratique. L'angle a
est habituellement assez voisin de 90» et ^ est, ainsi que/, une
petite fraction; on ne commet donc qu'une petite erreur si l'on prend
r fp
sma — I, /cosa — ^-Ç — o.
et par suite
Ldifig. 228 représente le cas où le contact des dents précède la ligne des centres. Si l'on recommence dans ce cas un calcul semblable au précédent, on trouvera de la même manière
Sina — /cosa — =p-
r fP
sma —/cosa — ^
Fig. 228.
En admettant encore que Tangle « soit toujours voisin
de 90^ et qu'on puisse négliger sans trop d'erreur les termes
fp P
/cosa,-^-, on retrouve pour -yr elP — Q
les mêmes valeurs simplifiées que dans le premier cas. Ainsi donc, lorsque les dents sont courtes, convenablement construites et graissées, et qu'enfîn on é\ile les valeurs de a trop inférieures à l'angle droit, il n'y a pas d'avantage notable à ce que le contact se fasse plutôt après qu'avant ]a ligne des centres, quoique la première alternative soit cependant préférable en toute rigueur, comme on le voit sans peine par la comparaison des deux valeurs de P.
Abaissons de 0' la perpendiculaire O'D sur la normale commune BN'; dans le triangle O'BD, nous aurons
0'D=:rr'sina, BD =/> -4- r'cosa, tangO'BD =
sma
cosa -I- -,
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Si Ton suppose Tangle cp du frottemeni égal à O'BD, c'est-
à-dire
sina
COSa-h -5 r
alors racjtion totale R exercée par la dent de la roue 0 sur la dent de 0' actuellement en prise, action qui fait avec BN' Tangle cp, passera par le centre 0' et ne pourra mouvoir la seconde roue, qu'elle pressera seulement sur ses appuis. Il en serait de même si / dépassait la limite qu'on vient d'indiquer, car dans ce cas R passerait à gauche de 0' et son moment agirait contrairement au mouvement supposé ; ce mouvement ne pourrait avoir lieu qu'en remplaçant la résistance Q par une force en sens contraire, et il resterait encore impossible en annulant toute résistance. On dit aJors qu'il se produit un arc'boutement.
L'examen de la fig. 227 montre que le môme fait ne peut guère se réaliser quand le contact est au delà de la ligne des centres; à moins d'admettre des valeurs tout à fait inusitées pour a,/et^, l'action totale de la roue 0 sur la roue 0' aura bien un moment opposé à celui de la résistance Q.
L'arc-boutement peut se produire par suite d'un vice de construction, lorsque l'angle d'une dent s'engage dans quelque petite cavité que présenterait la surface delà dent conjuguée. On comprend d'ailleurs sans peine que ces défauts soient capables d'arrêter le mouvement dans un sens et ne l'arrêtent pas dans l'autre, et ici encore on peut voir que les chances d'arrêt sont plus grandes avant la ligne des centres qu'au delà. Dans le premier cas, en effet, les dents d'une roue pénètrent de plus en plus à l'intérieur des creux correspondants de l'autre; si alors une de leurs arêtes louche la dent conjuguée, elle produira un effet analogue à celui d'un outil taillé en biseau, qu'on voudrait faire mouvoir sur une surface, en y posant le biseau et le poussant en avant. On sait que le glissement est difficile de cette manière, parce que le biseau tranchant peut entamer la surface sur laquelle on l'appuie; mais il n'y aurait aucune difficulté à produire ce glissement en sens inverse, et c'est justement la condition dans laquelle
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on se trouve après le passage de la ligne des centres, parce que les dents se retirent des creux, au lieu d'y pénétrer.
Calcul du travail des forces. — Lorsqu'on suppose un déplacement élémentaire ds sur chacune des circonférences primitives, la puissance P et la résistance Q font des travaux Vds^ — Qd!s, et il est aisé de constater que la somme algébrique (P — Q)rf5 de ces travaux égale précisément le travail du frottement, pris en valeur absolue. En effet, les équations d'équilibre donnent, eu égard à l'égalité de N avec N',
et par suite
Ov pdsi- -\- —A est l'expression du glissement élémentaire
des dents l'une sur l'autre (n® 47); donc le second membre est bien le travail élémentaire des frottements, conformément à ce qu'on a vu au n« 168.
On aurait pu également établir cette propriété a priori^ par un raisonnement semblable à celui qu'on a indiqué au n^ 177, à l'occasion de la vis.
Vds P
Le rapport TT — ou ^y entre le travail moteur élémentaire et ^^ Qas Q
le travail j*ésistant utile qui lui correspond, varie sans cesse avec la position des deux dents en prise, parce que les quantités a et/> qui entrent dans son expression ci-dessus donnée varient elles-mêmes. Nous allons en chercher une valeur moyenne, et pour cela nous déterminerons, à l'aide de certaines hypothèses simpliflcatives, le rapport des travaux finis
jVdSfJQds produits pendant toute la durée du contact des
deux dents. On admettra : i^ que les expressions (i) sont d'une exactitude suffisante, quelle que soit la position des dents en prise, avant ou après la ligne des centres; a** que le contact n'a lieu que dans l'étendue d'un pas à partir de cette ligne, soit avant, soit après; 3<» que le pas est assez petit et l'angle s assez peu différent d'un droit, pour qu'on soit autorisé à con-
sidérer la longueur /> i= AB {fig. 227 et 228) comme sensiblement égale au déplacement s des dents, compté sur les circonférences primitives à partir du point A, ou jusqu'à ce point, s'il s'agit d'une position précédant la ligne des centres; 4** que la résistgince Q est constante. On tire alors de la première équation (1)
et, si les intégrales sont prises dans l'étendue d'un pas commençant ou finissant à la ligne des centres.
Pds-Qa
La quantité entre crochets représente le rapport du travail moteur au travail résistant, ces deux travaux étant ceux qui répondent au parcours d'un pas limité d'un côté à la ligne des centres.
A l'instant où cesse le contact des deux dents que nous venons de considérer, deux autres dents viennent en prise et elles se toucheront encore pendant le parcours d'un pas; puis le contact s'établira entre deux nouvelles dents, toujours 'pour un égal déplacement. Pendant chacune de ces- périodes,
les travaux moteur et résistant iPûfe et Qa conservent la
même valeur; le rapport qu'on vient de trouver reste donc exact pour un nombre entier quelconque de périodes, et par conséquent il s'applique aussi à la marche indéfinie de la machine.
Il arrive souvent que le contact des dents commence à un pas avant la ligne des centres et finît à un pas au delà de cette ligne; alors il y a simultanément deux paires de dents en prise, et, comme les calculs précédents en supposent une seule, il est nécessaire de les modiQer un peu. Continuons d'employer les notations ci-dessus admises, pour la paire de
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dents au delà de la ligne des centres; maïs pour la paire eo deçà nommons
Ni, /N, les composantes normale et tangentielle de leur action réciproque;
Px^ a, les valeurs de la normale commune et de son angle avec 00', c'est-à-dire les quantités analogues à la longueur ÂB et à l'angle O'AD de lay?^. 228.
La puissance et la résistance étant toujours désignées par P et Q, on trouve les équations d'équilibre
Pr — N(r sina-h/r cosa-+-y)>)-hNi(r sina, — /r cosxi-h^t)» Q r' = N (r' sin a 4-/r' cos a — y)?) ^- Ni (r' sin «1 — ./r' ces a, — yîPi),
qui, divisées respectivement par r et r', donnent par soustraction membre à membre
Nous pouvons toujours admettre, en vertu des mêmes raisons, que/? et/^i sont égaux aux arcs s^ s^ qui mesurent le parcours des dents depuis ou jusqu'à la ligne des centres; lintégrale de l'équation précédente multipliée par ds^ pour l'intervalle d'un pas (c'est-à-dire en faisant varier ^ de o à a et/?i de a à o), donne alors
yPc?5zz:Qa4-^\N4-Ni)^l + p).
D'autre part, en supposant les angles a et sj très voisins de 90® et considérant comme négligeables les termes /cos a— -t
y cosai~-^> ainsi qu'on Ta déjà fait pour obtenir les équations (i), la valeur de Q se réduit à
Q = Nh-Ni,
et l'on retrouve par suite, pour exprimer le rapport de / fds
à Qa, la même formule que dans le cas où il n*y avait qu'une seule paire de dents en prise.
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Cette formule peut se transformer en y introduisant les nombres n, n! de dents. On a en effet
a Tc a it ^
ces valeurs introduites dans l'expression i -h — f - -f- > ] la transforment dans la suivante :
Exemple ; / = o,io, n = 20, n* = (\o. On trouve
le travail moteur excède le travail résistant utile environ de
7— de la valeur de ce dernier.
183. Engrenages coniques. — Soient OA et OB {fig» 229) les axes de rotation et OC Farête de contact des cônes primitifs ODC, OCE. Les dents étant supposées courtes, on sait (n« 50) que l'engrenage fonctionne comme un engrenage plan, dont les cercles primitifs auraient les rayons CA, Clî déterminés par une perpendiculaire ACB menée en C à la droite OC.
Si nous nommons
r, r' les rayons CF, CG des bases des cônes primitifs; a, a' les angles de OC avec les deux axes; 6 Tangle de ces axes ; a le pas de Tengrenage,
on aura
r -rrrr /'
CA = -— -> CB
COSa COSa'
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Le rapport du travail moteur T au travail résistaDt utile T, pendant le parcours d'un pas commençant ou finissant en C, sera donc (n° 182)
T _ fa fcosi
/cosa COSa'\
On donne habituellement une autre forme au factear
C0S3t cosot'
1 ,-• En nommant to et eu' les vitesses angulaires
autour de OA et 06, et Q leur résultante, on a d'abord
il z=z y/w* -^ a)'* -t- 2 a)w' COSÔ ;
d'un autre côté, la projection des composantes &>, c»' sur la direction de la résultante donne
Q z= u) COS a -h w' COS a',
Si Ton égale ces deux valeurs, on trouve, en observant que ct> et tu' sont en raison inverse des rayons r et r'.
COSa COSa' / i i 2 C0S6
DSa' / I I
rH
Par suite, l'expression du rapport Fp, devient
T fa/i 12 cos6
T' 2 y r' r'* rr
Enfin, si n et n' sont les nombres de dents des deux roues,
on aura encore
a it a ic
2 r n 2 r' n' et il en résultera la formule
nn'
184-. Engrenage de la vis sans fin. — Faisons d'abord la coupe de l'appareil par un plan contenant Taxe de la vis et perpendiculaire à celui de la roue; la ligne AB (^fig. aSo) est
l'axe de la vis, HCI la circonférence primitive de la roue, a^'anl 0 pour centre; BD est la génératrice delà surface hélicoïdale de la vis, qui se trouve actuellement en prise avec une dent CD de la roue. On sait (n° 52) que le profil CD est un(> développante de cercle et que le point de contact D reste toujours sur une parallèle DH à Taxe AB, menée tangenliellement à la circonférence HCI. Sur un plan perpendiculaire à AB, le plein de lavis se projette suivant un cercle B'F'
Fi(j. aSo.
et sa surface hélicoïdale suivant Tanneau circulaire compris entre les cercles B'F', B'D'; la roue supposée réduite à un plan a pour projection la droite DT. Enfin nous faisons une projection sur un plan tangent en D à un cylindre circulaire ayant AB pour axe et BD pour rayon; Thélice lieu des points de la vis qui arrivent successivement au contact y est représentée partiellement. On suppose que la vis conduise la roue, et que le mouvement ait lieu dans le sens des flèches, sous l'action d'une puissance P appliquée à la vis et d'une résistance Q supportée par la roue, contenues dans des plans respectivement perpendiculaires aux axes AB et 0. Le mouvement est supposé uniforme ou seulement sur le point de naître; on pourrait alors prouver, comme on l'a fait à propos de la vis (n* 177) et dans d'autres circonstances, que la somme algébrique des travaux des forces extérieures, agissant sur chacun des deux corps (vis et roue), est égale à zéro. Comme, d'un autre côté, la somme des travaux est, pour chaque solide, égale à la somme des moments des forces relative-
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ment à son axe de rotation, mullipliée par le déplacement angulaire commun à tous ses points (n^ 102), les sommes de moments sont également nulles. Nous allons écrire les deu\ équations qui expriment la nullité de ces moments, mais en admettant, pour plus de simplicité, qu'on néglige les moments résistants produits par les frottements sur les coussinets; on fait ici une chose analogue à ce qui a déjà été fait à Toccasion des engrenages cylindriques (n« 182, deuxième observation préliminaire).
Désignons par
/• le rayon Bl) de Thélice lieu des points de contact sur la \is;
i son inclinaison sur le plan d'une section droite de son cylindre ;
r' le rayon OH de la circonférence primitive de la roue;
'u, w' les vitesses angulaires constantes des deux corps, dans rhypothèse du mouvement uniforme ;
fy q les bras de levier des forces P, Q;
o l'angle de frottement mutuel des dents et de la vis;
fr=L tang?' le coefficient de frottement.
La réaction de la roue sur la vis sera la résultante de deux forces. Tune N normale, contenue dans le plan tangent en D au cylindre ABD, l'autre /N opposée au glissement; si les dents sont courtes, on peut admettre approximativement que cette dernière est suivant la tangente à Thélice en D (n« 52). Ces forces sont toutes deux représentées en vraie direction dans la troisième projection ci-dessus indiquée. Leur moment par rapport à l'axe de la vis, égal à celui de leurs composantes perpendiculaires à AB, aura pour valeur
(Nsint H-/Ncos£)r; donc réquation des moments sera, pour la vis,
Vp :=r N r (sin £ -^ /cos t).
L'action de la vis sur la roue ayant les composantes N',/N' respectivement égales et contraires à N et /N, on trouve de môme pour équation des moments relativement à l'axe O
Q<7^Nr'(cosf — /"sini).
L'élimination de N entre ces deux équations donne la relation entre P et Q, laquelle est
P/? r sin^'-i- /"cos/ r ^ j_ — . , — __ — . ^ tang(f -f- o).
Si la somme i-\-o devenait égale à 90°, P deviendrait inflni; dans le cas où Ton aurait «-+-©> 90°, il n'existerait plus de puissance capable de rendre le mouvement imminent ou de Tentrelenir à l'état uniforme, à moins de supposer Q négatif comme tang(i4-cp), c'est-à-dire de changer la résistance en une puissance qui agirait aussi dans le sens du mouvement.
Lorsque la roue conduit la vis au lieu d'être conduite par elle, on peut concevoir que Q devienne la puissance et P la résistance, et que les rotations des deux corps se produisent dans des sens contraires à ceux qu'on a indiqués sur la figure. Rien n'est alors changé aux calculs précédents, sauf que les forces de frottement s'exercent en sens contraire, ce qui conduit à remplacer/ par —/ou o par — cp. Le rapport du moment moteur au moment résistant devient ainsi
p;j;^pcot(i-?);
on voit qu'il est infini lorsque i — cp s'annule, et que la transmission est impossible lorsque cette différence prend une valeur négative.
En supposant l'angle «p inférieur à 4^** (ce qui se réalise habituellement), on pourrait prendre i de manière à vérifier simultanément les deux conditions
fH-©<90° cl f'><p;
alors l'engrenage pourrait fonctionner dans les deux sens.
Calcul du travail moteur et du travail résistant utile. — Considérons d'abord le cas où P est la puissance, Q la résistance; les déplacements angulaires des deux corps pendant Tunité de temps étant to et to', les travaux correspondants de P et de Q ont pour valeur P/?w, Qqoi'. On a donc pour le rapport du travail moteur T au travail résistant utile T'
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OU bien, eu égard à la relalion —r-, — . (n'»o2) (' t,
T ^tang(i+jp)_ T' langi
On a vu (n° 177) que le minimum de ce rapport, quand on faii varier «*, répond à
et a pour valeur
tang- (900 + 0) ^
j ou lang*-(9oo-f-s).
lang-(9oo— çp)
Lorsqu'on intervertit les rôles des forces P et Q, en faisant de la première la résistance et de la seconde la puissance, lo rapport du travail moteur au travail résistant utile s'exprime
par
Oq^' tangr
j*_' — ou •
PjDoj tang(f — o)
Son minimum répond à « =1 - (90°-+- <p), et la valeur de ce minimum est la môme que dans le cas précédent. C'est ce qu'on pourrait établir par un calcul tout pareil, en considérant/—^ comme Tinconnue à déterminer.
185. Frottement cl' une corde ou lanière sur un cylindre fixe, — Une corde ou lanière, supposée de poids négligeable, s'enroule autour d'un cylindre fixe à section droite circulaire,
( ' ) Cette relation se retrouve par un moyen qui peut servir dans d autres occasions et qu'il est bon de faire connaître. Imaginons que le frottement s anéantisse; alors la vis sans fin devient un système à liaisons (n* 130), et sa condition d'équilibre, d'après le théorème général du n* 131, consistera
en ce que T soit égal à T'. Donc l'expression -7-; tang( £ -h 9 ) devient égale a I pour 9 = o, ce qui donne bien
b>'/'' langi
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ayant son axe projeté en 0 {Jig. 281); à ses deux extrémités A et B agissent une puissance F et une résistance Q. Le mouvement étant supposé sur le point de naître dans le sens delà première, on demande la relation qui existe entre ces deux forces.
Fig;. 23i.
Ni T+rfT
Menons les rayons OC et OD qui aboutissent aux points où la corde se détache du cylindre, et nommons :
at l'angle COI) de ces rayons;
6 l'angle d'un rayon intermédiaire quelconque Ok avec OC;
/• le rayon du cylindre, augmenté de celui de la corde ou de la
demi-épaisseur de la lanière; /le coefficient du frottement des deux corps Tun sur Tautre; jx la masse de la corde par unité de longueur.
Si nous considérons l'élément de corde iknm compris entre les rayons 0/, 0/n, qui répondent aux angles 6 et 6 -1- c^O, cet élément reste en équilibre sous l'action de quatre forces, savoir : la tension T de la corde dans la section ik] la tension T -h cTT dans la section mn; la réaction normale N du cylindre, et enfin le frottement ou la réaction tangentielle/N. Il faut pour cela que la résultante des deux premières forces soit égale et contraire à celle des deux dernières, et par conséquent on aura, en égalant les composantes normales et tangentielles,
N~(2T-4-6rr)sin-c/0, /N --= dT cos - d% ou, plus simplement, en négligeant les infiniment petits du
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second ordre.
De là résulte, par l'élimination de N,
équation dont Pintégrale est, en désignant par /K une constante,
/^^/e ou T"Ke/«.
Pour déterminer la constante, on remarquera que, si le poids de la corde est supposé négligeable, la tension au point C, pour lequel on a 0 = 0, sera égale à Q; la substitution de ces valeurs dans la dernière équation donne Q t= K, et Ton a, par suite,
En particulier, on peut appliquer cette expression générale au point D, pour lequel 0 - a et T -- P; on trouve ainsi la relation demandée
(i) P:=Qe/«.
Cette expression de la puissance P répondant à une résistance donnée Q montre que P croît très rapidement lorsque » augmente; ainsi, pour a = 7: et /= 0,20, on a
^=eM"« = 1,8744;
pour a — 27C avec la même valeur de/, on aurait
P —et .«66» --3^5,35.
Lorsque la corde fait plusieurs tours, on admet encore que chaque spire diffère très peu d'une section droite du cylindre; on continue en conséquence à appliquer la même formule en attribuant à a des valeurs plus grandes que 21t. En conservant
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la même valeur numérique de/, on trouverait alors
Pour deux tours a m 4?:, ^ - 12, 3453,
Pour trois tours a = 61:, r= 43 , 3763.
Cela fait voir la possibilité d'équilibrer une grande force P avec une petite résistance Q, dès que la corde fait seulement quelques tours.
Si Ton conçoit Téquation cTT = /N écrite pour chacun des éléments de la corde entre les points C et D, et qu'on fasse la somme de toutes ces équations, le premier membre de l'équation obtenue par ce moyen sera Taccroissement fini de la tension entre les points extrêmes de la portion de corde CD, soit P — Q; le second sera la somme des frottements élémentaires subis par cette même portion CD. En nommant F cette somme, on aura donc
ou, d'après l'équation (i),
Les calculs qui ont conduit aux équations (1) et (^) ne subsisteraient plus rigoureusement dans le cas où la corde aurait un mouvement uniforme, au lieu d'être seulement sur le point de sortir du repos. L'élément iknm aurait une accélération tangentielle nulle; mais, comme il décrit un cercle de rayon r avec une vitesse constante t^, il a une accélération centripète
— • Les forces qui le sollicitent doivent donc donner une rér
sultante opposée à N et égale au produit de sa masse jxrf/O par — 5 soit à jxt^* <iO (n*» lOV) ; en projetant ces forces sur les directions N et /N, on trouvera, par conséquent,
N-Trfe-H[xr»f/e=ro, /N — d/T = o,
équations qui diffèrent de celles que nous avons employées,
5ao
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en ce que la première contient le terme jx^'e/li. Leur intégration n'offrirait aucune difficulté ; mais, comme nous avons commencé par négliger le poids de la corde, lequel est }i^grdH pour l'élément considéré, nous resterons dans le même ordre d'approximation en négligeant aussi \i.ç^d^y ce qui ne pourra donner matière aux objections que dans le cas où la vitesse aurait une grande valeur et où, par conséquent, il en serait de
même pour le rapport ~ • Si la vitesse reste modérée, on con-
tinucra donc à se servir des équations (i) et (2), même dans rhypothèse du mouvement uniforme de la corde.
La formule (2) donne alors le moyen de calculer le travail produit par les forces de frottement pour un déplacement élémentaire ds. En effet, la force /N produit un travail négatif, ayant /N ds pour valeur absolue; comme le facteur ds est le même en tous les points de la corde, à cause de Tinextensibilité qu'on lui attribue, la somme de ces valeurs absolues sera é/52/N ou F ds^ ou encore Q ds{e^^-~ i).
Frein à lame flexible, — Un arbre tourne autour de
Taxe projeté en G {fig- 282 ), dans le sens de la (lèche, et Ton
veut avoir un moyen pour modérer
son mouvement en cas de besoin.
A cet effet, l'arbre porte une poulie
sur laquelle s'enroule une lame
métallique flexible, embrassant un
2 3 arc égal à environ ^ ou 7 de la
circonférence. La lame se détache de la poulie en ligne droite de deux côtés, aux points A et B, et ses extrémités vont s'attacher. Tune sur l'articulation ^\\e O d'un levier DE, l'autre à l'extrémité 1) de ce levier. En exerrant un effort P à l'autre point extrême E, on serre la lame contre la poulie et l'on fait naître un frottement assez considérable qui tend à ralentir le corps tournant.
Nommons
T, t les tensions des brins OB, DA; 1 le rapport de l'arc BM A au rayon CA :
/le coefficient de frollemeiit de la lame sur la poulie;
a ei b les distances du point fixe 0 à la force P et à la ligne I)A ;
/• le rayon CA.
Par rapport à la poulie, la lame glisse de A vers B, en sens
contraire de la flèche; T est donc la puissance, r la résistance,
et Ton a (no 185)
T - tef^ ;
cette équation resterait encore vraie dans le mouvement varié du treuil, caria lame est immobile, et Téquation ci-dessus résulte de ses conditions d'équilibre. D'un autre côté, Téquilibre du levier, corps assujetti à tourner autour d'un axe fixe 0, exige la condition (n"13o)
Pazrztb.
On tire de ces deux équations les valeurs de T et /, savoir
et Ton en conclut que le treuil est soumis à une force résistante T et à une force mouvante t, qui produisent un moment résistant égal à (T — t)r^ soit h
L'arbre étant en outre soumis h des forces données, on apprendra dans le cours de seconde année comment on pourrait déterminer son mouvement, et notamment comment on trouverait l'angle total décrit par lui^avant de s'arrêter.
Le frein pourrait encore fonctionner à la rigueur, mais dans des conditions beaucoup moins bonnes, si le sens du mouvement de rotation de l'arbre était supposé contraire à celui de la flèche. Le glissement du frein sur la poulie se produisant alors de B vers A, la relation entre / et T deviendrait
l — Tef'';
on aurait d'ailleurs toujours
V a -- Ib,
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et ces deux équations donneraient
Par suite, le moment total de la force résistante exercée sur la poulie serait réduit à
Par
c'est-à-dire à la valeur précédente réduite dans le rapport de ^-^* à I. On voit par là que, si le sens du mouvement de Tarbre est donné, il faut disposer le levier DE de manière à faire passer par le point 0 celle des deux forces T et ^ qui agit en sens contraire de ce mouvement.
187. Encliquetage Dobo, — On a vu au n^ 78 la description de cet appareil, et il s'agit maintenant d'expliquer théoriquement la manière dont il fonctionne. On se rappelle qu'il est composé d'un anneau creux A A {Jlg* ^33) en communica-
Fig. 233.
tion avec un arbre intérieur B par l'intermédiaire de quatre cames analogues à C; ces cames sont articulées avec l'arbre B en des points tels que E, et pressées légèrement contre l'anneau par des ressorts r encastrés dans l'arbre. Supposons maintenant que l'arbre soit rendu immobile, et qu'on essaye de faire tourner l'anneau dans le sens de la flèche en lui appliquant une puissance de grandeur convenable; pour savoir si ce mouvement est possible, admettons qu'on ail réussi à le produire et que l'anneau glisse sur .les cames.
La came C supporte alors en D une réaction R, composée d'une pression normale N et d'un frottement /N, et il est facile de donner à la came une figure telle que le centre d'articulation E soit dans l'angle formé par les forces N et R. Si l'anneau pouvait glisser, il ferait alors nécessairement tourner la came autour de E, dans le sens où il tourne lui-même, car la résultante R et la pression du ressort tendent toutes deux à entraîner la came dans le sens dont il s'agit; mais cette rotation sera impossible (et, par suite, il en sera de même du glissement supposé), car il en résulterait que le point D de la came devrait pénétrer dans Tanneau. Donc, moyennant la condition qui vient d'être indiquée, l'anneau ne pourra glisser dans le sens de la flèche, si l'arbre est rendu absolument fixe; mais s'il n'est soumis qu'à une résistance limitée, en augmentant de plus en plus la puissance appliquée à l'anneau, on finira par mettre l'ensemble en mouvement, comme s'il s'agissait d'un solide unique pouvant tourner autour de l'axe 0.
Supposons, au contraire, que, continuant à rendre fixe l'arbre B, on essaye de faire tourner l'anneau dans le sens opposé à celui de la flèche, au moyen d'un moment moteur Pp; nous allons démontrer que, dans ce cas, il est impossible de faire grandir indéfiniment Pp sans déterminer le glissement de l'anneau sur la came. Remarquons d'abord, en effet, que celle-ci doit toujours rester en équilibre; car, si d'une part elle ne peut pénétrer dans l'anneau, d'autre part elle ne peut pas davantage cesser de le toucher, parce que le plus petit commencement de séparation supprimerait l'action mutuelle répulsive R et qu'alors le ressort, agissant tout seul, rétablirait le contact. Maintenant si, malgré l'augmentation de Pp, le glissement ne se produisait pas, le moment contraire, produit sur l'anneau par la composante tangentielle de l'action réciproque R, resterait toujours égal à Pp et devrait aussi aller en croissant; cette composante /N, qui tend maintenant, ainsi que N^ à faire tourner la came contrairement à la pression du ressort, finirait par l'emporter sur celle-ci, même sans tenir compte du moment de N par rapport à E. L'équilibre de la came serait donc rompu, ce qui ne peut avoir lieu; donc l'hypothèse de l'absence du glissement est inadmissible,, et le glissement se produira lorsque Pp atteindra
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une certaine limite Vp', d'autant moindre que les ressorts r auront moins de raideur. Si Ton supprime la fixité de l'arbre B et qu'on le suppose seulement soumis à une résistance limitée, on pourra s'arranger pour que le moment de cette résistance relativement à l'axe O soit supérieur à P'p'; alors le mouvement imprimé à l'anneau en sens contraire de la flèche n'entraînera pas celui de l'arbre B, de sorte que la iransmission du premier corps au second fonctionnera dans un sens et non pas dans lo sens opposé.
La théorie de l'appareil serait la môme si la puissance était appliquée à l'arbre B au lieu de s'exercer sur l'anneau À; seulement on ne pourrait transmettre le mouvement du premier au second que dans le sens contraire à celui de la fiècbe.
188. Transport sur rouleaux, — Un fardeau dont nous désignons le poids par P est soutenu par deux rouleaux en forme de cylindres circulaires droits; ces rouleaux ont un même rayon r et sont posés sur un plan horizontal. On demande la force T qu'on doit appliquer au fardeau, dans une direction perpendiculaire aux axes des rouleaux et horizontale, pour que le fardeau soit sur le point de se déplacer dans le sens de cette force.
Soient 0 et 0' les axes des rouleaux {Jig. 234), <^n projec-
,«» TN ^ •■» X>y^'^
7~' '.^/.Tr77777f777777?777^/fy777777/7777y;
lion sur le plan vertical de T; AB, A'B' les diamètres verticaux de leurs sections droites. Les actions supportées par le premier rouleau de la part du fardeau et du plan horizontal, aux environs des points A et B, ne passent pas rigoureusement par CCS points, à cause de la résistance au roulement (n" 169); mais on peut néanmoins les y transporter parallèlement à
elles-mêmes, à la condition de joindre à chacune d'elles un couple de sens opposé à la rotation du rouleau, couple qui représente la résistance dont il s'agit. Nous décomposerons l'action au point A en une pression normale N et une force tangentielle F; de même l'action en B se remplacera par ses composantes normale et tangentielle N,, Fi; alors les deux couples introduits par le transport des réactions en A et B auront pour moments Nô et N|ôi, ô et o, désignant les distances caractéristiques de la résistance au roulement du rouleau sur le corps supérieur et sur le plan horizontal d'appui. Pour le second rouleau, on pourrait imaginer une décomposition analogue des réactions qu'il supporte en A' et B'; nous les représenterons par les mômes lettres avec un accent.
D'un autre côté, le fardeau supporte de la part des rouleaux, en A et A', des réactions égales et contraires à celles que nous venons d'indiquer (n<» 95).
Cela posé, l'équilibre du premier rouleau exige qu'on ait, en nommant p son poids propre agissant au centre de gravité 0,
2F/- 1-- No + N, 0, ^ N(ô -4- oj ) -h /?3, ;
les deux premières équations expriment que les sommes algébriques des forces projetées sur l'horizontale et la verticale sont nulles; la troisième est l'équation des moments relativement à B. On aurait de même, pour le second rouleau,
2FVz.iN'(5-4-80+/?8i;
puis, en ajoutant la dernière équation avec celle qui lui correspond dans le premier groupe,
2r(F H- F') = (N -+- NO (8 + §0 4- 2/p8,.
D'un autre côté, on doit avoir comme conditions nécessaires de l'équilibre du fardeau
F4-F=:T, N + N-irP;
donc
ce qui détermine la force de traction T. Celle force aura généralement une inlensilé beaucoup moindre que celle qui pourrait produire le glissement du fardeau sur le plan liorizontal, pourvu que les corps soient suffisamment durs et polis, circonstances qui rendront les distances o et Oj très petites en comparaison du diamètre ar.
Le calcul de la force T capable, non plus de faire sortir le système du repos, mais d'entretenir à Tétat d'uniformité le mouvement une fois acquis, serait tout à fait pareil au précédent. Puisque le mouvement du fardeau est supposé rectiligne et uniforme, l'accélération de chacun de ses points est nulle; d'un autre côté, l'accélération d'un point quelconque appartenant à l'un des rouleaux est la même, dans ce cas, que s'il tournait autour de son axe de figure rendu fixe (n* 30, troisième application), Ov on 2i vu, à l'occasion du plan incliné et du treuil (n^* 171 et 179), que cela suffît pour qu'on soii en droit d'appliquer à chacun des trois corps les conditions d'équilibre entre les forces extérieures, absolument commo si le système était en repos.
Quant au travail à dépenser pour un déplacement x du fardeau, il serait
T^ ou ;^[P(S-f-80-h2/>S,];
il représente exactement, comme il est aisé de le vérifier, le travail des couples produits par la résistance au roulement.
189. Poulie, — La poulie peut présenter diverses dispositions : tantôt la chape est fixe, tantôt elle est mobile; quelquefois la poulie est munie de tourillons faisant corps avec elle, qui s'engagent dans des œillets pratiqués dans la chape, ou inversement la poulie est percée d'un œil concentrique à son axe, et cet œil est traversé par une espèce d'essieu qui fait corps avec la chape. Toutes ces variantes n'introduisent pas de modifications bien notables dans la théorie que nous avons à faire ici; nous supposerons, pour fixer les idées, la chape fixe et munie d'un essieu rond qui traverse un œil pratiqué dans la poulie, comme l'indique la fig. 235. La poulie est soumise à une puissance F et à une résistance Q, et l'on
suppose le mouvemenl sur le poinl de naître dans le sens de la première. L'équilibre existe alors entre P, Q et la réaction R fournie par le point d'appui A; puisque le glissement est sur le point de se produire, cette force R fait avec la normale ON un angle <p égal à celui p. ^^^
(lu frottement, et se décompose par conséquent en une force normale N et une force tangenlielle /N riz N tangcp = R sin cp --/, R. D'ailleurs la puissance P agit tangenliellement à la circonférence de la poulie; mais, en raison de la rai- <leur des cordes (n'* 170), la ligne d'action de la résistance Q est un peu extérieure à la circonférence, ot si on la transporte parallèlement à elle-même, pour la rendre tangente, il faut lui adjoindre en même temps un couple opposé à la rotation de la poulie, ayant un moment ex-
primé par- (A-hBQ), A et B étant des constantes connues
pour chaque espèce de corde.
Il est facile maintenant d'établir la relation entre P et Q. D'abord ces deux forces font équilibre à R, qui, par conséquent, est égale et contraire à leur résultante; on a donc
R = V^P»-hQ*-h2PQcos(F,Q);
ensuite, si l'on prend les moments, relativement à l'axe de la poulie, des forces N, /,R, P, Q qui lui sont appliquées, en désignant par r et p les rayons de la poulie et de l'œil, on devra poser la condition d'équilibre
(i) Prir:Qr4--(A-T-BQ)-t-/,p/P*4M^>*4-î>PQcos(P,Q),
qui permettra de trouver P lorsque Q sera donnée. L'équation du second degré à laquelle on arrivera, en élevant au carré la précédente après avoir isolé le radical dans un membre, donnera deux valeurs de P, dont une seule répondrait à la question. L'autre répond au signe — attribué au
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radical. On les distingue l'une de l'autre par ce fait que la première doit donner
Je w
tandis que Tinégalité changerait de sens avec la seconde.
L'équation (i) se simplifie beaucoup dans le cas où les forces P et Q sont parallèles. Le radical devient alors égal à I* -I- Q et l'équation peut se mettre sous la forme
soit plus simplement
en désignant par a et 6 deux coefficients constants pour une poulie et une corde données, coefficients dont le second b excède toujours l'unilé, comme le montre immédiatement sa définition déduite des deux équations précédentes.
Dans le cas général, on arriverait encore à une équation de môme forme, en remplaçant approximativement le radical par une fonction linéaire de P et de Q, conformément à la méthode de Poncelet (n<» 179).
Si le frottement et la raideur des cordes n'existaient pas, on devrait faire les coefficients A, B, /i tous égaux à zéro; on trouverait alors simplement P — Q, comme il eût été facile de l'établir directement.
Pour étudier l'équilibre de la poulie à chape mobile, la force Q étant remplacée par un point fixe où serait attaché le brin de corde suivant lequel elle agit, on pourrait encore employer les équations
R« -p«H-Q«4-2PQcos(P,Q), P/— Q/ + i(A4-BQ)-H/ipR;
seulement ici R serait donnée et Q deviendrait une inconnue auxiliaire.
Dans le cas où la poulie serait en mouvement uniforme, la masse des cordes étant de plus supposée négligeable, on
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pourrait reconnaître, par des considérations analogues à celles que nous avons exposées à propos du treuil (n® 179), que les forces P, Q, R doivent encore satisfaire aux conditions d'équilibre, et que par conséquent elles vériOent les mêmes équations, sauf que la valeur attribuée au coefficient/i devrait être un peu diminuée (n^ 167).
Travail moteur et travail résistant utile. — Supposons d'abord la poulie fixe; si le point d'application de la puissance P parcourt une longueur j?, celui de la résistance Q éprouvera le même déplacement, en raison de l'inextensibilité que nous attribuons à la corde, et les valeurs absolues des deux travaux seront Pa: et Qx. Leurs valeurs ainsi que celle de leur rapport, quand on donne Q et ^, sont faciles à calculer au moyen de la relation ci-dessus établie entre P et Q.
S'il s'agit d'une poulie à chape mobile, nous nous bornerons à considérer le cas où les forces P et Q sont parallèles, ce qui entraîne comme conséquence que la résistance principale R doit avoir aussi la même direction. Alors on a les
équations d'équilibre
P — a-^bQ,
d'où résulte, par Télimination de Q,
P(i -^b) = a-hbR.
D'un autre côté, si le point d'application de la puissance P se déplace de x, comme la diminution x dans la longueur de corde se partage également entre les deux brins, le point d'application de R ou le centre de la poulie ne se déplace
que de -; le travail moteur et le travail résistant utile sont donc respectivement égaux à Px et - R:c, soit à
x(a-\- bR) , I -, — ^^ ï et -l\x;
on peut donc les calculer quand R et x sont donnés. Leur rapport s'exprime par
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il devient égal à i quand on supprime le frottement et la raideur des cordes, parce que, alors, a devient nul et b égal à i. Dans le cas contraire, il est facile de voir qu'il dépasse l'unité; en effet, l'inégalité b > i entraîne 2 6 > 1 4- 6, et le rapport en
question comprend le quotient t> auquel il faut encore
sgouter quelque chose.
190. Moujlès ou palans. — Nous renvoyons au n* 60 pour la description de cet appareil, qui consiste en une combinaison de poulies. Nous allons considérer le type représenté par \difig. 91, p. 171, en y supposant toutes les poulies égales entre elles, construites dans les mêmes conditions, et au nombre de n; une puissance P tire l'extrémité libre de la corde et une résistance Q agît sur la chape mobile, dans la direction parallèle à P, qui est sensiblement celle de tous les brins de corde allant d'une poulie à une autre, ainsi que du brin extrême attaché au point fixe. Il s'agit d'établir la relation entre P et Q, quand la première force atteint l'intensité nécessaire pour que le mouvement soit sur le point de se produire ou se produise avec une vitesse constante.
Imaginons qu'on parcoure la corde en allant du point d*attache à celui où s'applique la puissance; nommons
ll> Ij» ^3» •••> 1/1-1» 1 M» p
les tensions des divers brins, dans l'ordre ou ils sont successivement parcourus. Puisque toutes les poulies sont égales et de même construction, les deux forces appliquées à chacune d'elles doivent vérifier une équation analogue à l'équation (2) du n* 189, dans laquelle a ei b conserveront des valeurs constantes, en passant d'une poulie à une autre; cela permet d'écrire le groupe d'équations suivant :
Tsi^ia-hôT,, T4 = a-H^^T„
P Tzza-^bJn,
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auxquelles il faut joindre, pour Téquilibre de la chape mobile,
Ou a ainsi obtenu un système de /i + 1 équations qui, s*il était résolu, ferait connaître en fonction de Q les n tensions et la puissance P. Pour arriver assez simplement à cette résolution, remarquons que les « — i premières sont toutes de la forme
et qu'on peut y satisfaire en prenant d'une manière générale l'expression
dans laquelle M et N désigneraient deux constantes; on déduit, en eflFet, de là
et, en substituant ces valeurs de Ta- et T;t-,-i dans la relation qu'elles doivent vérifier,
La vérification se fera identiquement si l'on adopte la valeur
et si l'on pose en conséquence
(0 T* = ~i-^+NM->,
le coefficient N conservant une valeur arbitraire.
Moyennant l'adoption, pour les tensions Ti, Tj, . . ., T„,des résultats donnés -par la formule précédente quand on y fait successivement A: = i, 2, . . ., /i, les n — i premières équations du groupe à résoudre sont satisfaites, et il ne reste plus à considérer que les deux dernières. La substitution dans celles-ci
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des valeurs des tensions, toujours déduites de la même formule (1)9 les transforme en
Les équations (2) et (3) déterminent N et P en fonction de Q; par la substitution de Ndans l'équation (i), on aurait l'expression d'une 'tension de rang quelconque. Si Ton veut se borner à trouver P en fonction de Q, on éliminera N entre (3) et (3), ce qui donne
c'est-à-dire encore une relation de la forme P n^ « h- ôQ, mais avec d'autres valeurs de a et de b.
Si le frottement et la raideur des cordes n'existaient pas, on devrait faire a — o et 6 = i ; le système d'équations à résoudre deviendrait alors
T, = T, = T,= ... = T« = P, Q=/iP,
et la solution serait ainsi toute trouvée. L'équation (4) donne également Q =in P, quand on y fait a = o, 6 = i , en ayant soin de remplacer aussi par leurs vraies valeurs les expressions qui se présentent sous une forme indéterminée.
Voici un exemple numérique tiré du Cours de Mécanique appliquée de Poncelet. On a un palan composé de deux systèmes de quatre poulies chacun, avec les données numériques suivantes :
Rayon des poulies, augmenté du rayon de la corde. . . o"',o593
Rayon de l'œil o",oio5
Coefficient du frottement d'une poulie sur son essieu. , o, i55
Diamètre de la corde o",oi8
Poncelet, prenant pour point de départ les résultats des expériences de Coulomb rapportés au n<^ 170, évalue les coefficients A et 6 à o, 19 et o,oo83, puis il en conclut, par Tapplication des formules données au n° 189 dans le cas des forces
parallèles,
Ces valeurs substituées, avec n—S, dans la formule (4) cidessus, donnent
Pzii8,43-ho,2o6Q,
au lieu de P = o, i25Q, qui serait la puissance nécessaire si le frottement et la raideur disparaissaient.
Travail moteur et travail résistant utile, — Quand le
point d'application de la puissance parcourt une longueur Xy
celle-ci fait un travail moteur P j?, que la formule (4) permet
d'exprimer en fonction de a? et Q ; simultanément le point
ce d'application de la résistance Q' parcourt une longueur —
(n°90), en sorte que le travail résistant utile est — — Le
/iP P
rapport de ces deux travaux est donc -^ ou ij-> en re-
présentant par P© ce que devient P dans l'hypothèse où le frottement et la raideur des cordes s'annulent. Par exemple, avec
les données numériques ci-dessus, ce rapport serait ^p'
c'est-à-dire
on voit qu'il diminue à mesure que Q augmente, mais sans
descendre au-dessous de la limite i ,65 ou environ -^ •
192. Transmission de mouvement par courroies sans /in, — Supposons deux poulies ou tambours fixés sur les axes 0, 0' {fig, 286) de deux treuils et servant de supports à une courroie sans fin CDMEFN, qui transmet le mouvement du premier treuil au second. La puissance P est appliquée au treuil 0
tangentiellement à une circonférence de rayon 0A = /7; la résistance Q agil sur le treuil 0' tangentiellement à une antre circonférence de rayon 0' B = ^. Pour plus de simplicité» on suppose les forces P et Q perpendiculaires à la ligne 00', et Ton néglige la petite inclinaison des brins CD, £F de la courroie sur cette même ligne. On demande quelle est la relation entre P et Q dans le cas du mouvement uniforme des treuils,
Fig. a36.
OU lorsque l'équilibre existe et qu'il est sur le point d'être rompu.
Nommons
T, t les tensions des brins CD, EF;
a, %' les angles au centre correspondant aux arcs CNF, DME
embrassés par la courroie sur chaque poulie ; r=i ON, r'= O'N les rayons de ces poulies; /, /' les coefficients de frottement de la courroie sur les
mêmes poulies; /i le sinus de l'angle de frottement des tourillons des deux
treuils sur leurs coussinets; p, p' les rayons de ces tourillons.
Si nous considérons séparément l'équilibre de chaque treuil, en tenant compte des forces T, t qu'il reçoit de l'autre, et aussi des réactions produites par les supports, nous aurons les deux équations de moments
P/? .= (T - 0 ^ -H/, p\/P^^RT-h7?,
ce qui fait, quand la résistance Q est donnée, deux équations
seulement entre Tinconnue principale P et les deux inconnues auxiliaires T, t.
Afln d'en établir encore une, nous supposerons connue la tension initiale To, qu'on a dû préalablement donner à la courroie dans toute sa longueur, lorsqu'on Ta mise en place et avant de s'en servir pour communiquer le mouvement au treuil 0'. Lorsque, ensuite, le mouvement est arrivé à son état régulier et permanent, la tension T du brin conducteur devient nécessairement plus grande que la tension t du brin conduit, car le treuil 0', soumis à une résistance Q et à des frottements sur ses tourillons, ne peut se mouvoir dans le sens de la flèche que si l'on a (T — 0^>o ou T>t. Mais on peut prouver que la somme T-{-t s'écarle peu de sa valeur primitive 2T0. Considérons, en effet, un élément de la courroie, ayant une longueur primitive ds^ sous la tension To et une longueur finale âf^i sous la tension Ti ; nous admettrons, comme démontrée par l'expérience, la relation
ci Sx — cIsq
= const.= C,
qui exprime l'invariabilité du rapport entre l'allongement
ds — ~ ds
proportionnel — ~ et la variation Ti — Tq de la tension.
ds Comme, d'ailleurs, le rapport -y-î s'écarte toujours très peu
de I dans la réalité physique, on peut poser aussi, sans erreur
sensible,
(T, — T^)ds, = C{ds, - ds^).
Or la longueur totale de la courroie n'a pas changé : c'est toujours NCDMEFN ; donc / {ds^ — dso) = o, et, par suite, l'équation précédente donne
f{T,-To)ds,^o,
l'intégrale étant prise dans l'étendue complète du circuit. Ce circuit comprend :
i« Une longueur CD = L, où la tension T, a la valeur con-
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siante T, et une seconde longueur EF = L» où T| conserve aussi une valeur constante / ;
a^ Deux longueurs comparativement petites CNF = /, DME = /', où la tension varie entre les limites T et / et où Ton peut, par approximation, lui attribuer la valeur moyenne
D'après cela, nous aurons
= L(T-To) + L(/-To) + (/+/')(^^-To)
équation d'où résulte immédiatement
(3) T-f-^ — 2To = o.
Il est maintenant facile d'éliminer T et t entre les équations
(i), (a) et (3), ce qui conduità
(4) PK^Q7'-^/i('->v/p^+^-h/'pVQ*+4T5).
Ce serait la relation entre la puissance P et la résistance Q, d'où Ton pourrait, au besoin, tirer la première en fonction de la seconde, simplement par la résolution d'une équation du second degré. Mais il est encore plus simple de concevoir la valeur de P développée suivant les puissances de /i, et d'admettre que, vu la petitesse des produits /tp, /ip', on puisse négliger dans le développement les termes du deuxième ordre et des ordres supérieurs, ce qui serait d'une exactitude suffisante dans les circonstances ordinaires de la pratique. On peut alors mettre dans l'expression v/P*-*-4Tî, qui se trouve
déjà multipliée par/i, la valeur approximative P = — ^ qui
répond à/i =o, et l'on trouve
(5) Py>,'^Q^,.+/,(^r>y/^^^ -^4T; + /^VO^^^Tj).
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Les équations (2) et (3) donnent aussi les valeurs des ten-
sions
i = To--^,(Q9-H\/Q« + 4Tl),
2r ou bien, si l'on pose To = Q^,
T = Q L + ^, ( 7 +/, P'V/TT
Or, pour qu'il n'y ait pas glissement de la courroie sur les poulies, il faut que T et r vérifient les inégalités
T < tef"", T < ^e>"«',
ou bien, en désignant par m la plus petite des deux exponentielles e-^", e-^^' et par k un coefficient moindre que i, mais cependant tel que km excède Tunité, il faut qu'on ait
T = kmt.
La substitution des valeurs (6) dans cette équation donne, par suite,
{km—i)x —l{q^f^pf^TTJx*) = o,
équation qui déterminera :r et par suite la valeur convenable de To, quand on aura choisi celle de k. La valeur de x peut d'ailleurs se trouver par la résolution d'une équation du second degré ou par un système d'approximation tout pareil à celui dont nous avons fait usage pour arriver à l'équation (5). On prend d'abord l'expression approchée
^___ {km-hi)q 2{km — i)r'
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qui répond à /,p' = o, puis on la substitue sous le radical y/ w^~4^, et Ton a finalement l'expression corrigée
(7) ^- ^^i.^^^)r'[''^-^\/ '^\lmr:rï) PîJ-
_ {km -h 2 {km —
D'après Bélanger, on pourrait prendre en général A: = 0,9, quand l'appareil n'est pas exposé à des secousses ; dans le cas contraire, il faudrait une valeur moindre, mais il est difCdle de donner à cet égard une indication précise. On doit se garder, d'ailleurs, de diminuer ce coefficient au delà de ce qui est nécessaire, car alors km — i pourrait se rapprocher beaucoup de o, dî et To prendraient de grandes valeurs, et, par suite, les termes qui représentent l'effet du frottement dans les équations (1), (2) et (5) prendraient une plus grande importance.
Dans la pratique, on se réserve la possibilité de fixer la valeur de To par un tâtonnement expérimental,- en employant un tendeur ou faisant varier la dislance des axes, comme on l'a dit au n« 82.
Cherchons enfin les travaux des forces P et Q, c'est-à-dire le travail moteur et le travail utile, pendant que le treuil O
tourne d'un angle 6, auquel répond un angle 6'z= —7 décrit
simultanément par 0'. Le travail de la puissance P s'exprime par P/?6; si l'on y substitue la valeur de Pp donnée par l'équation (5), il vient
ou bien, eu égard à To = Q^ et à l'équation (7), en continuant toujours à négliger le carré de /i,
D'un autre côté, le travail utile est Qq—; le rapport du prc-
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nïier au second sera donc
formule qui met encore bien en évidence l'ulililé de ne pas trop diminuer le rapport km de la plus grande tension à la plus petite.
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Texte : https://archive.org/details/coursdemcanique01bresgoog. Domaine public ; numérisation mise à disposition par Internet Archive. Mise en forme : liregratuitement.com. Tout ce que nous ajoutons reste libre.
OEBPS/nav.xhtml
Table des matières
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