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ANALYSE
L’inlelligence de ce livre ne comporte que la connaissance des premières notions de mathématiques : les éléments de Géométrie; Y Algèbre bornée au calcul des quatre premières opérations et à la discussion des équations du premier et du deuxième degré ; et l’étude ■de la •Trigonométrie dite rectiligne.
Les nombreux exercices que renferme ce livre , à la suite de chaque théorie, sont purement analytiques.
L’auteur s’est abstenu de chercher ses applications dans le domaine de la mécanique, afin de conserver l’harmonie qui existe entre les Éléments de Mécanique kationnelle que publie son camarade M. Saxiax, et ce Cours d’analyse, écrit pour ceux qui ne demandent h la théorie que l’instrument de la pratique.
TABLEAU DES FORMULES DE TRIGONOMÉTRIE
sin o = ^ corde 2 a.
sin 0° = 0 = cqs 90°.
sin 18*= j (v/5 — i ) = co. 72*.
sin 30“— ^ = cos 60*-.
sin 36° = j 1/10 — 2 1/5 = cos 54*.
sin 45*= ^ — cos 45*.
sin 60* = ^ v/3 — cos 30°.
sin 90* = 1 = cos 0*.
sin’a -t- cos’a = 1 .
... sin a
“ cos a
cos a col a — - — .
sin a
séc « = — - = V^i + Tg’a. cosa v ”
sin a Tg<i
cosec a = sin a
cos a =
\/l + Tg’a
V/l -H Tg’a
sin ( t — a ) = sin a.
cos ( t — a ) = — cos a.
Te ( TT — a ) = — Tg a.
sin ( — a ) — — sin a. ,
cos ( — a ) = cos a .
Tg ( — «» ) = — Tg a.
gin ( a -t- 6 } = si» (a — B) = cos (a + b) =z cos {a — b ) =
Tg ( a 4- b ) =
Tg ( a — 6 ) =
sin 2 a = cos 2 a =
Tg 2a =
si» 3a = cos 3a =
Tg 3a =
sin a cos b + sin b. cos a.
si» a cos b — sin b. tos a.
cos a cos b — sin a. sin b.
cos a cos b -h sin a. sin b.
Tg a -t- Tg b 1 — Tg a. Tg b'
Tg « — Tg b
1 4- Tg a. Tg b'
2 sin a cos a.
eos*a — sin‘a.
i Tg a
i - TgV
3 sin a — 4 si» 3 a.
4 cos’a — 3 cos a. •
Tg a - Tg 3 a
1 _ 3 . Tg : a '
1 — cos a ~2 sin* s .
i 4- cos a = 2 cos*
sin p - 4 - sin q — 2 sin cos ^ j •
sin p — sin 7 = 2 sin cos (^g^)-
cosp 4 - cos 7 = 2 cos j cos cos 7 — cosp = 2 sin sin (^~g^)'
sin p 4- sin 7 __ sin p — sin 7
MW
*in a < a < Tg a. A •
Lim -A- = 1 ( lorsque a tend vers zéro ).
sin a ' n 1
Si un arc est suffisamment petit, on peut le prendre .pour sou sinus, et prendre 1 pour son cosinus.
Tg a + V/1 + 'ïffa = Tg («• 4- \ ).
Formule s pour la résolution des triangles rectilignes rectangles ( a est l’hypoténuse ) :
b — a. sin B.
b — a. cos C.
6 = e. Tg B.
Formules pour la résolution des triangle* rectilignes ubUquangles.
sin A sin B sin C
a 1 — b 1 ->r c 1 — 26c. cos A.
Expression d'un arc.
a étant le nombre de secondes contenues dans un arc, cet arc est représenté par a 1” ou bien si l’on remplace l’arc 1" par sin 1" ( ce que l’on peut faire en raison de la petitesse de l’arc 1" ) on écrira :
a. sin 1".
Valeur d'un are a, ni fonction de {angle au centre corretpondant A et du rayon R de cet are.
Dana cette formate : il Tant considérer l’angle au centre A , comme mesuré par l’arc décrit de son sommet comme centre, avec l'unité de longueur pour rayon.
INTRODUCTION
Compliment de géométrie.
La section oblcnuc par un plan qui rencontre toute» les généra trices J'une môme nappe d’un cône droit est limitée dans tous les sens. — Cette courbe est le lieu des points dont la somme des
distances à deux points fixes est consiante ( ellipse ) , 1
Iji lif;ne <ini joint les foyers et la perpendiculaire élevée sur le mi lieu de cette ligne sont les deux axes de l’ellipse 3
Le point-milieu de la ligne qui joint les foyers est le centre de l’ellipse. . . • ■ ■ . . 3
La ligne qui joint les foyers est la ligne la plus grande que l'on
puisse mener par le centre de l’ellipse 4
Expression de la distance du centre à l’un des foyers de l'ellipse
Construction de l’ellipse au moyen de ses axes 5
Définition de la tangente à une courbe 6
La tangente en un point de l'ellipse fait des angles égaux avec les
rayons vecteurs de ce point. 6
I.es tangentes aux extrémités des axes de l’ellipse sont perpendi culaires à ces axes. ■ * 7
Problème. — Mener par un point une tangente à l’ellipse f deux solutions, si ce point est hors de la courbe; une seule, si le point
est sur la courbe ). . . ■ . , . . . 8
Problème. — Parallèlement à une droite donnée, mener une tangente à l'ellipse^ deux solutions ) 10
Section du cône droit par un plan parallèle à l’une des généra-
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triées du cône. — Cette section est le lieu des points équidistants d'nne droite et d’un point fixe. — On la nomme yarabole. . . 111
La parabole peut être considérée comme une eUipse dont le centre
et l’un des foyers sont situés à l’infini 11
Construction de la parabole par points, connaissant son foyer et sa
directrice 12
La tangente à la parabole, fait des angles égaux avec le rayon vec teur et la parallèle à l’are , menés par le point de contact. . . LU Problème. — Mener par un point donné, une tangente à la parabole (deux solutions, si le point est hors de la courbe; une seule,
si le point est sur la courbe) 13
Problème. — Parallèlement à une droit donnée, mener une tangente à la parabole ( une seule solution, toujours possible, excepté le
cas où la direction donnée est parallèle à l’axe ) ~ la
La sons-normale en un point de la parabole est constante et égale
à la distance du foyer à la directrice lü
.Section du cône droit, par un plan qui rencontre toutes les génératrices d’une même nappe. — Cette section est le lien des points, dont la différence des distances à deux points fixes est constante, lti
i v Complément d’algèbre.
Formule du binôme de Newton
ml m — 1 ) „ „
( a: + a J 1 " = aj" 4- max^-' -) b, — ! a 2 x'"“ , 4- ... a". . . 17
Loi deformation du développement précédent 12
Les coefficients des termes du binôme vont en croissant jusqu'au
terne du milieu. . . . . . , , ; , ^ ...... 12
Application de la formule du binôme.
e = Lie» ( 1 ■+■ <l )* lorsque * tend vers zéro.
Quand on dit que a. tend vers zéro, il faut entendre que « prend la valeur que l'on obtient par la pensée, en passant de l’état aère au premier nombre. — Il faut concevoir que « soit le passage de ce qui n’est pas, à ce qui est infiniment petit.
f Le nombre e est compris entre 2 et 3.
Le nombre c est incommensurable
Recherche de la somme des puissances semblables des termes d'une '
progression arithmétique.
Application à la suite naturelle des nombres.
n(»M-l) n(n-f-l) (2ii + 1) n , (n-+-lj* ,
Sommation des piles de boulets.
n(n-t-l) (ft-t-2)
Pile rectangulaire.
Dans cette dernière formule : n est le nombre de boulets contenus dans le plus petit c6lé de la base et ;i désigne le nombre— 1, de boulets contenus dans la pile horizontale (|ue forme rareté. . .
NOTKWS DK OKOMfclHIK A> ALYT1Q0E.
Détermination d’un point sur Une ligne droite
Détermination d'un point sur un plan par le moyen de ses coordonnées rectilignes i .
Divers systèmes de coordonnées. . . . ...
Équation d’une ligne. {Relation constante qui existe éntre les coordonnées d'un point quelconque de cette ligne. )
Problème. — Une ligne étant définie trouver son équation.
Équation do l’ellipse ai , tj l -+- ti^r 5 = a’6 5
Équation de la parabole y 1 — 2 px •
Équation de l’hyperbole a’y 3 — = — aV
Problème. — L’équation d’une ligne étant donnée, construire cette ligne.
Construction des courbes données par les équations-:
«V -I- IA r» .= a'b'-
i/’ zz 2 px
i/ — r s>in .t. . .
XV
sin x
Équation polaire de l’ellipse. . . r — \ ^«<1. . . 40
Équation polaire de la parabole. . r=-j — j-. . . . . il
Équation polaire de l’hyperbole. . r — j 1 tcnsi 8 ^^' ' '
Transformation des coordonnées. — Formules :
Changement d’origine x = a X, y = b + Y 42
Passage d'un. système d’axes obliques à un autre système d’axes obliques ( sans changer d’origine ).
X. sin et + Y. cos a
3 sin fl v
Passage d’un système d’axes rectangulaires à un système d’axes
obliqnea :
x -- X. cos g 4- Y. cos a.’ '
y — X. sin * -f- Y. sin «' . . . . • 44
Passage d'un système d’axes rectangulaires à un autre système d’axes rectangulaires :
■x 5= X. COs a. — Y. sin a.
y = X. sin « + Y. cos a. 45
Généralités 43
Distance de deux points en coordonnées rectilignes.
/* = (*" — *')* + (y"_ ÿ 7 + 2 (*"_ *’) (y" — y’) cos fl.
fl étant l’angle des axes 47
Équations du cercle
( x — a )’ + ( y — |S / -H 2 ( x — a.) (y — £ ) cos A — K 2 ( x — a ) 2 ( y — £)*=: R*
a, C sont les coordonnées du centre ; lt est le rayon ... 48
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Elude de la ligne droite.
PaRfS-
Toute équation du premier degré à deux variables représente une
ligue droite VU
Réciproquement toute ligue droite est représentée par une équation du premier degré à deux variables 50
Remarque. — y = ax 4- b étant l’équation d'une droite, a l’inclinaison de cette droite sur l’axe des x et 9 l’angle des axes, ou a :
h = - — 7 * - * 1 * j ; sin ô .r: 00“ a = Tg a 51
stn ( fl — a ) "
équation d’une droite en fonction de ses coordonnées a l’origine :
Angle d’une droite avec l’axe des x :
... a sin fl
Tg «
.ri
t an' = o. . . . . . . . axes rectangles
Distance d’un point x', y' à une droite y ax + b : .
. { v* — «T — b ) sin fl ...
p — ' • L . axes obliques.
iifi
- 2a cos fl
r y' — ax' — b
j yTTTi» ^
axes rectangles. . . 57
Exercices sur la ligne droite. • • ' • •
xyiij
lit quelques propriété* Je l'ellipse.
Construction de l’ellipse par points, connaissant ses axes. ( Trois
procédés. )
Équation de la normale en un point .c\ <j de l’ellipse :
Équation de la tangente en un point »/ de l’ellipse :
ÿ ~ y = ~ aV ■<*-« >
ou a 8 !/’'/ + 6 j .c'j = a’é ? . ül
Relation Tg L T i; t ~ JÎ3
Relation Tg. /, T;; — f -~ . . jÜ
Calcul d’un rayon R de l’ellipse :
R = o. ^/j — gi sj — p* sinV — n* sinV.
Dans cette formule : a est lo demi-grand axe de la courbe, r est
le rapport V^ . a _ — î_ / (>s i l’angle, que la normale à Icxtré-
mité du rayon, fait' avec le grand axe. (ü
ÉLÉMENTS DE CALCUL DIFFÉRENTIEL
ilérivée et différentielle.
La limite du rapport de l’accroissement d’une fonction', à l’accroissement correspondant de la variable, est une quantité générale-
. ment finie et déterminée ■ 01
La limite de ce rapport est appelée la dérivée de la fonction; cette dérivée représente géométriquement ; la tangente de l’angle «
que la tangente à la courbe fait avec l’axe des x OR
Loi de formation de la dérivée d’une fonction entière ‘ f(x) = Ax"4- Bx"-4- ... f (x) = mA*’" -l + (m — 1) Rr'" - * 60
La dérivée d’une constante est nulle 03
Théorème 1. — Suivant que la dérivée d’une fonction est positive; ou négative, la fonction est croissante on décroissante. . . . ïl)
Théorème 11. — Lorsque pour une valeur finie de la variable, une, fonction est tinic et a une dérivée finie, la fonction est continue. Il
Digitizèd by Googli
xi*
P«Rrs-
Théorème 111. Si pour toutes les valeurs que l'on petit donner
à la variable dans l’intervalle de a à h, uue fonction conserve
toujours la même valeur ; sa dérivée est constamment nulle pour
les valeurs de x comprises entre a et h
Théorème IV. — Si pour des valeurs de la variable æ,‘ comprises
dans l'intervalle de a et i, deux fonctions ne diffèrent que par
une constante ; leurs dérivées sont constamment égales pour Us
valeurs de la variable comprises entre a et h
Différentielle d’une fonction
f(x) df (a-) = f'(x). Ax rf.r = at.
df (x) =/ ’(*). dx.
sa représentation géométrique
Expression générale de l’équation de la tangente à une courbe quelconque y = f[ s), en un point de cette courbe
V — «/' = gf ( * — *' )• • . • • • • • îfi
Principe des fonctions de fonctions :
La différentielle d'une fonction f [u) ; u étant une variable dépendante a encore pour expression
f (u) du 77
Extension du principe des fonctions, de fonctions à un nombre
quelconque de fonctions 77
Extension de la notation différentielle. 78
Hèqln de lu différentiation des fonction» explicites d'une seule variable.
Différentielle d’nne somme. s
</ ( u + t? -F- te -h ....) ~ du 4 - de -F- die 4- 79
Différentielle d'un produit d’une constante par une fonction dau — adu.
•en d'autres termes : on peut faire sortir un facteur constant en
delrors du signe d , ■ . tMf
Différentielle d’un produit :
dur. ic... ~ v. te... du -+- u. te... de -+- ...
Itèjjle : considérez dans le produit chaque fonction comme seule variable, les autres comme constantes, appliquez dans chaque cas le principe dnu =. udu et laites la soguuo des différentielles ainsi
obtenues. Kl
Différentielle d’une puissance • . •
du'" — mil" 1-1 du, «nielle nue soit la constante ni 'ICI
Différentielle d’un radical.
NX
fine».
Différentielle d’un quotient.
Hz) = rJ ^’- •• • • *
bifférentialian des fonction* transcendantes.
Différentielle de Log x.
ii du . , , du
d Log « = — . Log «... d log u — — 8G
différentielle de a" ( « étant variable ).
da U = a* log a.du 87
Différentielle de u* ( u et r étant variables ) 88
Différentielle de sin «.
d sin i* = cos udu. . . .’ : 88
Différentielle de cos «.
1 d cos u — — sin udu 89
Différentielle de Tg «.
d Tg u = — ^ — 89
COS* n
Hifprentiation des fonctions circulaires.
d arc sin n — — f X ~ '90
j du
d arc cos u = === 90
d arc Tg u — ■ - ». 91
Exemples de différentiation 9:1
Différentielle d'une fonction de plusieurs fondions de la variable indépendante
d f{-u, v, ir...\ — . du -f . de + . die...
' • ' du dv ihc
Règle : considérez chaque fonction comme seule variable, les autres
comme constantes: differentie: dans chaque cas et faites la somme
de toutes les différentielles ainsi lilitenues . ‘ 98
En mples de différentiation 100
Différentiation des fonctions implicites. . . . ; 102
IXj
Différentielles des ordres supérieurs, des fonctions explicites d’une seule variable. . ,
Si x est variable indépendante, dx est constant. En effet, si l'on donne à la variablo indépendante un accroissement ax, \x sera un nombre arbitraire et variable; la limite de ax ou dx sera donc en quelque sorte le premier nombre que l’on obtiendra par la pensée, si I on imagine la suite que forment les nombres en partant de zéro et en croissant par degrés infiniment petits. dx est donc un nombre que l’on peut considérer comme
constant
Exemples de différentiations successives. . . 106
Série de Taylor.
f(x+h) = f[x) + hr (a-) + ^ 2 f'\x)+...+ r ±—f^ x] .. no
Série de Mac-Laurin.
l(x)=f( 0 )+x.f'{ 0 )+ ~ f"{ o)+... + o y .,., w f*(0). m Série de Taylor à deux variables ;
f(æ + h,y + k) = f(x,y) r hhf'[x,y + m x
y) + PA*
+)QM. ..... 113
Application * des séries de Taylor et de Mac-Laurin.
Développement de Log ( x + h ).
Lo S (x + h)-Lo S x + Lo e e[j — ~^ + ^ + :..y . . (, 3
Série au moyen de laquelle on calcule les logarithmes des nombres :
■ Log (n+l) = Logn+2Logr
Développements de log { 1 -+- x ), log { 1 — . x J
Expressions du sinus et du cosinus d’un arc, eu fonction des exponentielles imaginaires : . • •
sin x :
Développement en série de l’expression :
xi/— 1 — «l/— 1-
cos x'— -- . 115
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Pige».
- Tg * = NI. Tfî a
x == 0 — u. sin 2 « + t- sin 4a — . - 3 - . sin Ga 4- etc.
'là O
dans cette formule u = t—
Développement de sin x :
sin x = x — 4- 12 .j 4 5 — • ■ •
Développement de cos x :
cos x 1 OTîTî ‘ ’
Développement de e X et de a X . . .
Étude des séries
Caractère de convergence d’une série. . -
Théorème i. — Lorsque les termes d’une série sont alternativement positifs et négatifs, et qu’ils décroissent indéfiniment, la série est convergente et le premier terme négligé représente
l’approximation. ■ . . .
Lorsque les termes d’une série sont tous positifs, il ne suffit pas qu’ils décroissent indéfiniment pour que la série soit convergente
Théorème II — Lorsque dans une série, à partir d’un certain terme, le rapport d’un terme au précédent a une limite déterminée inférieure à l’unité, cette série est convergente; elle- est
divergente si cette limite est plus grande que l'unité
Erreur commise en s’arrêtant à un terme ......
Théorème III. — On peut toujours prendre n assez grand, quel
que soit x, de telle sorte que l'expression — - devienne
moindre que toute quantité donnée
Théorème IV. — Si la série à termes positifs
est convergente et si A 0 , A,, A a , ..... A„ sont des nombres constants assujettis à ne pas dépasser un maximum A, la série
A 0 t, + A,t, A„t„ est convergente. . .
Théorème. — Si dans le développement de f(x + h ), on fait xcn,e t si pour, cette valeur, toutes les dérivées successives ont des valeurs finies, on pourra toujours donner à A une valeur assez petite pour qu’un terme quelconque du développement soit plus grand que la somme de tous ceux qui -le suivent.
mij
lign
Des expressions fractionnaires qui pour certaine hypothèse deviennent g. *
Règle. Si f[a) =r o, K(«) = o. Lira £[-) = C.,-1^1 . . . , . 130
Exemples 132
Des expressions fractionnaires qui deviennent ^ pour une certaine hypothèse de la variable . 135
Conditions de maximum ou de minimum d’une fonction f(x).~ Conditions de maximum j ^ ’’ T ' — °’
Conditions de minimum j ^ | J ' °‘
Applications . . 138
Différentielle de l’arc d’une courbe plane :
dt = \/ dx 1 ~hdij > , dt r’4- ^J—.di • . 142
Différentielle de l’airo d’une courbe plane
d\ = y.dx, d\ = i r* di. . 144
De lu courbure et du raijim de courbure.
Si l’on considère deux éléments rectiligucs consécutifs d’une courbe située dans le voisinage d’un point: l’inclinéison du second élément sur le premier, est la déviation de ce second élément par "rapport au premier, c’estla.courbure de la courbe au point considéré.
La courbure d’une courbe en un point est donc mesurée par l’augle que font entre eux deux éléments consécutifs pris dans le voisinage du point; or ces éléments prolongés sont la tangente an point de la courbe cl la tangente infiniment voisine; par suite « étant l’angle que la tangente à la courbe fait avec Taxe des x, lu courbure est représentée par l’angle du.
Et si l’on convient de rapporter l’angle du à Tare dt que soustendent ces deux éléments consécutifs, on dira que la courbure
de la courbe est mesurée par le rapport T"’.
La courbure du cercle est constante et égale à l’inverse du rayon. 145
t’.ercle de courbure en un point d’une courbe quelconque. . . ■ 146
Calcul «lu rayon de courbure d'une courbe dont l'équatiou est ■donnée :
Piges
d* y dx *
, x est variable indépendante.
R = i x est variable dépendante. . .
d* y dx — dyd‘x
Du centre de courbure. — 11 est dans la concavité de la courbe.. 149 Rayon de courbure d’une courbe rapportée à des coordonnées polaires :
dr'-
l)e l’ interpolation.
Définition et formation des différences successives des termes
d'une suite ■ ISO
Problème. — Connaissant le premier terme d’une suite et les différences successives de ce terme , calculer un terme quelconque
de la suite. 151
But de l'interpolation. — Formule d'interpolation :
“* = + ~~K Au «
etc...
on limite cette suite, en y supposant nulies la différence d’un
certain ordre et les différences suivantes " . • •
Application numérique. . . . . . . . . • • • • ••
Représentation graphique d’une fonction
Notions générales sur la construction des racines réelles des équations de forme quelcontjue à une inconnue
Courbe des erreurs
NOTIONS ÉLÉMENTAIRES DE CALCUL INTÉGRAL
Tiges.
Définition de l’intégrale d'une fonction. . . . . . . . . 161 Théorime. — Une fonction quelconque a toujours une intégrale.
— Représentation graphique d'une intégrale ’ . . . 161
Principes élémentaires :
J' Audæ = A J' udx, • ■ .
J ' [udx+vdx+ttxLc zz J'udx+J' v.dx+ Ç te.dx, ' . ,! .
J' udx = J’ ud ( x — a.) • . .
De l’intégrale définie. . " " ,
Si F (x) est la fonction dont la différentielle est f[x)dx et si dans F (a:) on donne à. x d^ux valeurs particulières a et 6 ; la différence F [h ] — F (a) est dite l 'intégrale définie de f[x)dx. Cette
’x)dx. . . 163
intégrale définie se représente par la notation j f[.
renversement des limites change le signe de l’intégrale définie. - 163 Les nombres c, d, e, f étant écrits par ordre de grandeur et étant compris entre a et h on a : . •*
Intégrales fondamentales déduites de. la différentiation
/ * JiW | I
x-ix = -i - C quel que soit m.
/ dx . , „ Log x _
— log x -f- C ou é 6.
a dx = -FC, Je dx — e -FC.
J'iinxdx = — cosx + C, J cos x dx = sin * -F C.
J cïPx = Tg x -F C, J ' Tg x. séc xdx = scc x -F C. .... C x" * 4 ,, .
Remarque sur 1 intégrale J x"‘dx •= pp -FL.
îtrj
r*gei.
Celle intégrale donne :
l -^= l *~™ds =* — ^- + C 165
— = log x + C 166
Méthode d’intégration par parties :
idu = uv — J' udr. . 167
D'un principe facile et commode, au moyen duquel on peut généralement déterminer, presque sans artifices de calcul, les intégrales simples. . . . . . . .' 168
Calcul des intégrales de quelques fonctions trigonométriques. . . 168
Du calcul de quelques intégrales.
J l/ o 5 — il.r
f — ; - = "4= arc Ig ( ]/-. x\ 176
J v/« -+■»** v/ afc ' a ’
f- ** . = log (-•+- l/i +%) + c. ‘ . . . . 177
J y/oV — 1 “
J j- \ f x — x'-dx~ — — — - l/ x — x’-t- “ arc sin (2a> — D-t-C. . 176
f ds / a — 2x \
J \/ax — x' ' « /.
Intégrer l’équation = n-’i/.
Intégrer l’équation
xrfy — ijilx = y/ 3 " 8 + j/ 8 rfx 185
Méiliode d’intégration par séries. . . ’. . •. . . . . 187
Développement de arc Tg x en série 188
lK'veloppement de arc sin i çn série et calcul du nombre t. . . 189
II VI J
Application» diverses .
fëges.
Tangente à une courbe algébrique. 191
Expression de la sous-tangente ST — . . . . . . .. 191
Longueur de la tangente T rr — . \/ih J -t- rfy*. ..... 192
Expression de la sous-normale S N =: ^£r-
Longueur de la normale N = — i/etx'- -t- dy 1 .
Tangente à une courbe polaire. — La tangénie à une courbe rapportée à des coordonnées polaires est déterminée par l’angle V, . qu’elle fait avec le rayon vecteur du point de contact
Tg V • . . . . . . . . \ . . : 193
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Sous-tangente et sons-normale d’une courbe rapportée à des coordonnées polaires
SN
longueurs de la tangente et de la normale , • • .
Applications :
Spirale d’Archimèilé
Spirale logarithmique. . . .
Concavité et eont'e-riU det courbes.
Une courbe ij = f{x) est convexe ou concave vers l’axe îles ,r, suivant que f[x) et f" (x\' sont de mente signe ou de signes contraires.
(Ptf
Aux points d’inflexion on a f" (te) — o, ou = o.
Aux points maximum ou minimum on a f (x) ~ o ou ^ = o. . 19C Applications des théories précédentes.
I. Construire le lieu de l’équation y* = ** — x*. .~ . . . -. 199
II. Construire le lieu de l’équation y‘ — s kc i y -+• ae* — .**•:= o. . 204
III. Déterminer le lien des points tels, que le produit de leurs
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distances à deux points fixes, soit constant et égal au carré de la moitié de la ligne qui joint ces deux points fixes • . 209
IV. Construire le lieu de l’équation : r
. fl a sin g .
Du trois courbes Représentées par F équation générale du deuxième degré à deux variables.
L’équation générale ay' + bxy ex' + dy ex + { — o du 2' degré, suivant que l’on a : b 7 — 4oc < o; b‘ •— 4 ne > o ou b ! — 4ac ~ o, représente : une courbe limitée dans tous les sens ; illimitée dans tous les sens, à deux branches infinies; ou une courbe limitée dans un sens, illimitée dans l’autre, et se
composant d’une seule branche infinie • . . . 214
Construction de courbes du 2* degré • 219
Simplification de l'équation générale du 2* degré à deux variables.
Disparition des termes du 1" degré en x et en y . — Cette disparition n’a lieu que pour les courbes des caractères 6 5 — 4oe<o et b 1 — bac ^>o.
Loi de formation des équations de la nouvelle origine. f(x,y) étant l’équation générale du 2 e degré, les coordonnées de la nouvelle origine, pour laquelle l’équation est rapportée à des axes parallèles aux premiers, sont données par les équations :
jU o, f = 0...' ....... 233
rf.r dy -
La nouvelle origine est le centre de la courbe v . , 233
Calcul du coefficient numérique que présente l’équation de la courbe lorsqu'on l'a rapportée à de nouveaux axes parallèles aux
premiers. . 235
Disparition du terme en y et du ternie indépendant des variables, dans l'équation générale du 2’ degré alors que b '- — 4ac = o. . 236 Disparition du terme contenant le rectangle xy des variables. . . 237 Les nouveaux axes sont des diamètres conjugués de la courbe. . 238 Les courbes du 2 e degré , dont le caractère analytique est
b ' — 4uo <d, sont des ellipses 240
Les courbes du 2' degré , dont le caractère analytique est
6’ — 4ac > o, sont des hyperboles. . . 241
Disparition du terme contenant le rectangle des variables, dans l’équation générale du 2 e degré alors que b- — inc = o.
Avec ce terme disparait en même temps le terme en a-’. ... . 242 Les coorbes du 2* degré, dont le caractère analytique est
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’ b ’ — iac — o, sont de*» paraboles. ......... 243
Disparition des termes en t‘ et en y 1 .
(’.elte disparition n’a lieu que pour l’hyperbole 244
Applications numériques sur la réduction de l’équation générale du 2 e degré. . • 245
Théorie des asymptotes.
Asymptotes des courbes quelconques. . . . . .. . , . 254.
Asymptotes des courbes algébriques. . . ... . . , . . 257
l.’asvmptote peut être considérée comme une tangente dont le point de contact est situé à l’intini. 259
Asymptotes aux courbes rapportées à des coordonnées polaires. . 264
De quelques courbes sur lesquelles on applique les théories précédentes.
I. Construire le lieu de l'équation y 3 +x 3 — 3a.xy=o, ... .
II. Construire le lieu de l’équation y 4 — 96.o J i/ 2 -t-100.a î jr ! — x 4 ssso
V. Construire le lieu de l’équation r
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Ou centre des courbes.
Lorsqu’on transporte, parallèlement à eux-mêmes, les axes coordonnés au centre d’une courbe , la noùvcllc équation de la courbe ne -change pas alors qu’on y remplace i par — x et y par — y : . . 287
Si une courbe a plus d'un centre, elle en a une infinité tous situés en ligne droite.
Les courbes algébriques ne peuvent avoir plus d’un centre.
Dans une courbe algébrique de degré impair, le centre est sur la courbe. . . 288
Des diamètres d’une courbe. r
Recherche des diamètres d’une courbe tpielconque 290
Des diamètres des courbes dit 2* degré. 1 f [ .r, y ) — o étant l’équation générale du 2 r degré à dettï variables, et m étant la direction des cordes parallèles qu’un dia-
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mètre divise en parties égaies, l'équation de ce diamètre est
P**es.
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Les diamètres des courbes du 2* degré sont des lignes droites et passent tous par le centre.
La tangente à l’extrémité d’un diamètre d'une courbe du 2' degré, est parallèle aux cordes que ce diamètre divise en parties égales. 290 Dans la parabole, tous les diamètres sont parallèles. .... 291
Des diamètres conjugués dans les courbes du 2' degré 291
Des axes dans les courbes du 2* degré 292
Contact des courbes plana.
Définition des infiniment petits de divers ordres. . . . . . 292
Théorie des contacts.
Deux courbes ont en un point un contact de l’ordre n, lorsqu'on ce point la différence de leurs ordonnées est un infiniment petit de l’ordre n+1.
Il résulte de cette définition que si y = f[x) et y = F [x) t sont les équations de deux courbes , ces deux courbes auront un contact do l’ordre n en un point, si pour l’abscisse de ce point on a :
F (*) = fl*); F’(*)=n*); F" (x) = f" F W (*j — f 294 Lorsque l'équation d’une courbe contient n -4- 1 constantes indéterminées, on peut l’assujettir par les » 1 équations précé-
dentes, à avoir avec une courbe donnée un contact de l'ordre n. 295 Droite oieulatrice. Elle a un contact du. 1” ordre avec une
courbe. C’est la tangente à cette courbe 29i*
Cercle oscillateur. — C'est le cercle qui avec une courbe , a un contact du 2' ordre.
Les coordonnées « et C de son centre sont données par les équations
rfy*
dx 2
son rayon R a pour valeur :
.rfy
rfy’
dx'
dx*
rfy*\
dx')
<P y dx'
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Dans ces équations les rapporta sont tirés de l’équa-
tion de la courbe , avec laquelle le cercle a un contact du 2* ordre. . . ' . . . ' 29fi
Propriétés du cercle osculaleur :
I. Le centre du cercle osculateur en un point d’une courbe, est sur la normale de ce point.
II. Le centre du cercle osculateur est dans la concavité de la courbe.
HL Le cercle de courbure et le cercle oscillateur sont identiques. 298
liquation de la développée d’une courbe.
La développée est b Keu des centres des cercles osculateurs de
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Rayon de courbure et équation de la développée de la parabole : *
k = l £±P - L . C l = sr- . ( « — p )* 305
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COMPLÉMENT DE GÉOMÉTRIE
ÉTüDK DES SECTION» CONIQUES.
Un plan ne peut couper un cône droit que de trots manières : 1* il rencontre toutes les génératrices d’une même nappe; 2* il est parallèle à l'une des génératrices; 3° il rencontre les génératrices des deux nappes du cène.
Section obtenue par un plan qui rencontrt toute* te* génératrice* d'une mime nappe. — Ellipse. ■
Soit. SZ l’axe d’un cône droit et soit M un plan qui coupe toutes les génératrices <ftme même nappe, la nappe inférieure. Par l’axe SZ faisons passer un plan perpendiculaire au plan M. Ce plan perpendiculaire coupe la surface du cène suivant les deux génératrices SX, 8Y; en sorte que l’angle générateur du cône est l'angle XSZ. Soit MMT la trace du plan de section sur le plan XSY.
Ceci posé, dans le triangle ASA' décrivons le cercle inscrit de centre O, pu» le cercle exinscrit de centre O’ ; les points de tangence de ces cercles avec le côté AA' sont F et F. On a vu dans les éléments de géométrie que AK =r A'F' (*)
O Sur U figure on a s
s* «a’a+a’k+sk ^AT+A'F+sK^w'r-ffr-fsE,
SA'=AA'-t AK’+SK’=AF’ +AF +Slt=2AF -î-FF'-j-SK.
Or - SA=SA’ : doue A’F* = AF.
ANALYSE. 1
Si l’on fait toerner l’angle générateur XSZ autour de SZ, l'aréte SX décrit le cône, et les demi-circonférences de centres O et O’ engendrent des sphères tangentes au cône suivant les cercles parallèles KK’ et hk'.
Ces sphères sont aussi tangentes en F et en F’ au plan de section MM’, car les rayons OF, O'F' sont perpendiculaires à ce plan. - •• •
Soit P un point quelconque de la courbe d'intersection du plan ■ MM' et du cône ; joignons PF, PF', puis menons la génératrice -SP de ce point P ; les droites PF, PF'.PV, PV'-sont des tangentes aux sphères de centres O, O'; et puisque les tangentes 'issues d’un même point et menées à une mèiùe sphère sont égalés, on a :
Mais
PF’ PF = A’F ■+• AF = AA
Donc : la courbe de section d’un cône droit, par un plan qui rencontre toutes les génératrices d’une même nappe, jouit de cette propriété que la somme des distances d’un de set points à deux points fixes situés dans le plan de la courbe, est constante et égale à la ligne qui joint ces deux points ■ et est terminée à la courbe.
Une telle courbe s’appelle Ellipse; et les deux poiuts fixes F et F' (lesquels sont situés à égale distance des extrémités de la droite AA' j sont dits les foyers de l'ellipse.
Les distances FP, F'P d’un même point de la courbe aux deux foyers sont appelées les rayons vecteurs de ce point.
Remarque. — On voit aisément que pour tout point situé hors de l’ellipse, la somme de se» distances aux deux foyers est plus grande que le grand axe et pour un point pris dans l’intérieur de la courbe, la somme de ses distances aux deux foyers est moindre que le grand axe.
Variétés de l’ellipse. — Si le plan MM', au lieu d'être oblique sur
l uxe 5Z, était perpendiculaire, la section serait un cercle, et si le plan MM' se rapprochait du sommet S, la section serait une courbe de plus en plus petite ; au sommet S la courbe se réduirait à un point.
Les variétés de l’ellipse sont donc un cercle et un point.
Ln ligne qui joint les foyers et Ut perpendiculaire élevée sur le milieu de cette ligne sont les deux axes de l'ellipse.
Par axe d'une courbe, on entend une ligne qui divise cette courbe en deux parties symétriques.
Soit FF' AA' la ligne'qui joint les foyers ; appelons 2a la distance AA’ et menons la perpendiculaire RB' sur le milieu O de FF'. Soit M un * point de la courbe, alors
(1) [' MF + MF = 2a.
1* Abaissons de M la perpendiculaire MP et prolongeons -la de
PM 1 = PM ; je dis que le point M' symétrique de M appartient à la courbe ; en effet, les obliques MF, M’F sont égales ainsi que les obli- A ques MF' et M'F', l’égalité (1) devient donc, par substitution,
Le point M' est donc sur la courbe ; donc la droite AA' est un axe de l’ellipse.
2* Abaissons de M la perpendiculaire MQ sur BB', et prolongeons-la deQM”=MQ; puis joignons M"F,M"F',M 'O et MO. Les triangles rectangles QMO, OM"G sont égaux ; donc MO=M"0 et angle M"OB=MOB; par suite, les triangles MOF, M' OF’ sont égaux comme ayant un angle égal compris entre côtés égaux chacun à chacun; donc MF = M''F'. De même, les deux triangles M"OF et MOF' ont un angle égal compris entre côtés égaux chacun à chacun; donc M''F — MF'; l’équation (1) devient donc, encore, par substitution,
MF + M'F’ = 2a.
Le point M” est donc sur la courbe et la droite BR' est un axe de cette courbe.
Nous désignerons par 2 b l’axe BB'.
Le point milieu de la ligne qui joint les foyers est le centre de l'ellipse.
Par centre d’une courbe on entend un point tel que toute corda qui passe par ce point y est divisée en deux parties égales.
Soit M un point de la courbe ; alors
[l) v ... MF 4- MF' = AA' ou 8a.
Joignons la ligne MO et prolongeons-la de M'O as MO, puis joignons M'F' et M'F ; puisque le point O est le milieu des lignes FF' et MM', il en résulte que la figure MFM'F' est un parallélogramme ; donc M'F' = MF et M’F=MF', en sorte que l'équation (1) devient, par substitution,
Le point M' appartient donc à la courbe, 'et la droite MM’ est une corde divisée en deux parties égales par le point O. Par suite , ce point
Mt le centre de l'ellipse.
l/s ligne qui Joint Ut foyer» et t la ligne la plut grande que l'on puiste mener par U centre de l’ellipte.
Soit une ligne quelconque MM' menée par le centre, joignons MF, MF' ,M'F, M'F' . Dans le trian- ' gle MFM', on a :
MM' < MF + MF
Et puisque le point M est sur la courbe, on a :
MF + MF' = AA'; donc : MM' < AA'.
La droite AA’ est dite le grand axe de l’ellipse, et BB est appelé le petit axe.
Le- grand axe diffère du petit axe, outre la différence de longueur, en ce qu’il contient les foyers.
Expreuion de la distance du centre d l’un de» foyers en fonction des axes
Soient AA', BB' les deux axes désignés par 2a et 2b ; en joignant BF, le triangle rectangle BOF donne
— m OF bs V BF — OB.
Et puisque BF = BF' et qu’en outre BF 4- BF' =r 2o, ou a, par suite,
OF = s/a' — b*.
La distance OF, que l’on désigne par 2c, est appelée la distance
focale de l’ellipse, et le rapport ^
prend le nom d'excentricité.
Si a =» 6, c = 0 , et l’ellipse devient un cercle.
Conetruction de l'tlhpte au moyen de eee axee.
Soient AA' et BB* les deux axes d’une ellipse ; si , du point B comme centre avec OA pour rayon, on décrit un cercle, ce cercle coupe le grand ase AA' en deux points F et F', lesquels sont les foyers de la courbe.
Si l’on marque un point quelconque M sur AA' et situé entre le* foyers F, F'; et si de F et de F’ comme centres, avec des rayons respectivement égaux aux longueurs AM et A'M, on décrit des cercles; ces cercles se couperont en deux points symétriques P et P', lesquels seront des points de l'ellipse, car sur la figure on a :
PF + PF’ r= MA + MA' = AA',
PT + PT' = MA + MA' = AA
1,cs deux cercles qui déterminent les points P et P' se couperont toujours, car la distance FF' de leurs centres est plus petite que la somme AA’ de leurs rayons et plus grande que la différence MA' — MA de ces mêmes rayons.
Un même point M, pris entre F et F', donne lieu ainsi à quatre points de l’ellipse; car aux centres F et F' on pourra intervertir l’ordre des deux rayons MA et MA'.
Par ce procédé, on construira l’ellipse par points.
On peut décrire l’ellipse par un trait continu; é cet effet, on fixe aux foyers F et F' les extrémités d’un fil de longueur AA', puis on tend ce fil au moyen d’un style dont la pointe décrit la courbe.
DÉFINITION GÉNÉRALE DE LA TANGENTE A CNE COURBE QUELCONQUE
Par tangente à une courbe en un point M, on entend la limite MT des positions successives que prend une sécante MM' qui passe par ce point et un second point M' de la courbe, lorsque ce second point se rapproche indéfiniment du premier en restant constamment sur la courbe.
On peut ainsi considérer la tangente en un point d’une courbe , comme le prolongement de l’élément rectiligne, infiniment petit, dont »e compose la courbe en ce point.
La perpendiculaire MN, menée à la tangente au point de contact, prend le nom de normale.
La tangente en un point de l'ellipse fait det angles égaux avec les rayons vecteurs de ce point.
Soient AA' le grand axe, et F, F’ les deux foyers de l’ellipse.
Prenons deux points M et M' sur la courbe; la sécante TMM' deviendra la tangente au point M alors que le point M' se sera confondu avec le premier point.
Du foyer F' abaissons sur MM' la perpendiculaire F'P, et prolongeons-la de PU = PF', puis joignons MU, MT, FU et KF’
Je dis que le point K de rencontre de FU avec MM' doit se trouver entre les deux points M et M'; car si le point K pouvait se trouver en dehors des points M cl M', l’une des lignes brisées UMF, UM'F serait enveloppante de l’autre, ces deux lignes brisées seraient alors inégales, ce qui ne peut être, puisque, les points M et M' étant sur l’ellipse, on a :
MF -t- MF' ( ou MU ) = AA', '
M’F 4- M’F' (ou M'U)= AA*.
Et par suite :
MF + MU = M F -t- M U = AA',
Le point K se trouve donc situé entre les denx points M et M' ; par conséquent, lorsque M' viendra se confondre avec M, les trois points M, M’ et K se confondront; or, de ce que la ligne UKF est droite et que les perpendiculaires FU et PF' sont égales, on a :
angle F'KP * angle FKM'.
Donc la tangente en un point de l'ellipse fait des angles égaux avec les rayons vecteurs de ce point.
Remarque 1 . — Il résulte de ce théorèipe que la normale à l'ellipse divise en deux parties égales l’angle des rayons vecteurs du point de contact. - • .
Remarque II. — L'ellipse provenant de la section d'un cène droit à base circulaire par un plan, il eu résulte que l'ellipse ne peut être coupée par une ligne droite en plus de deux points, par suite la tangente à cette courbe ne la rencontre qu'en un seul point.
Lee tangentes aux extrémités des axes de l’ellipse sont perpendiculaires à
ces axes.
Soient AA', BB', F et F' les axes et les foyers de l’ellipse.
Les rayons vecteurs du point A se confondent avec le grand axe K AA'; par suite TT’ étant la tangente en A, on a ;
angle A'AT = angle A' AT',
et comme la somme de ces deux angles vaut deux droits, il en résulte que TT' est perpendiculaire sur AA".
De même T"T" tangente en A' est perpendiculaire sur AA'.
Soit TT" la tangente en B, les rayons vecteurs du point B sont BF, BF', et l’on a :
angle TBF = augle T"BF'.
Et puisque le triangle F!BF est isocèle, il en résulte que angle F’BO = angle OBF.
Par suite TT" est perpendiculaire sur BB’.
De même T'T'" est perpendiculaire sur BB'. ,
L'ellipse est donc inscrite dans le rectangle construit sur ses axes.
Les points extrêmes des axes sont appelés les sommets de la courba.
PuoblImi. — Mener par wn point un* tarifent* à l'tllipt*.
Si le point est donné sur la
k rayons vecteurs MF et MF' de ce point, puis la bissectrice MN de l'angle formé par ces rayons.
t' Cette ligne MN est la normale menée en M ; alors, si snr MN on élève la perpendiculaire TT', on
courbe en M, je mènerai les
a en TT' la tangente cherchée. Ou bien, on pourrait mener immédiatement la bissectrice de l'angle F'MK , MK étant le prolongement du rayon vecteur FM.
Le problème n'admet évidemment qu'une sente solution.
Soit R le point donné ; supposons le problème résolu, et soit RMT la tangente cherchée.
Si le point M de tangence était connu, la question serait résolue. Cherchons ce point.
Abaissons de F' la perpendiculaire F'P sur la tangente, et prolongeons-la de PU = F'P; puis joignons RF', RU, MF', MF et MU.
De cette construction résulte ceci : •
La ligne UM est le prolongement de MF; donc, si le point U était déterminé, T intersection de la ligne UF avec l’ellipse donnerait le point de tangence.
Le point est hors de la courbe.
Or RU = RF', donc le point U se trouve sur le cercle décrit de F comme centre avec le rayon connu RF'.
De plus , MU = MF’ ; donc MU -+- MF = MF' -+- MF = A'A ; donc le point U se trouve sur le cercle décrit de F comme centre, avec le grand axe pour rayon.
Le point U se trouve donc à l'intersection de deux cercles dont le centres et les rayons sont connus.
De ces considérations résulte la construction indiquée sur la figure.
La construction est-elle possible? Pour que la construction soit possible, il faut que les deux cercles se coupent, ce qui exige que leur ligne des centres, laquelle est RF, soit plus petite que la somme de leurs rayons et plus grande que leur différence.
Le triangle RFF' donne :
' RF<RF'+FFV
RF > RF' — FF".
Et à fortiori, puisque FF' est moindre que AA',
RF < RF' -4- AA', I RF < AA' 4- RF',
RF > RF' — AA', ’ 0U en I RF > AA' — RF'. . .
Si le point est hors de la courbe, les deux cercles se coupent ; donc, dans ce cas, il y a deux tangentes & l'ellipse menées par le point donné.
Si le point est sur la courbe,
RF = A A — RF'.
Donc les deux cercles sont tangents intérieurement, et l'on ne peut mener qu'une tangente à l'ellipse par le point donné.
Enfin, si le point est dans l'intérieur de la courbe,
AA’ > RF + RF; d’où: RF' < AA'— RF.
Les deux cercles sont donc intérieurs, et il y a impossibilité de mener une tangente à l'ellipse.
Remarque. — Les deux points C et P sont les milieux des droites FF' et F U ; donc, en joignant CP,
CP = i FU, ou - AA'.
Donc la -ligne qui joint le centre de l'ellipse au pied de la perpendiculaire abaissée d’un des foyers sur la tangente en un point de cetle courbe est constante et égale au demi-grand axe , c'est-à-dire que :
Le lien des projections des foyers de l’ellipse sur ses tangentes est le cercle décrit sur le grand axe de cette courbe.
Problème. — Mener à l'ellipse, une tangente parallèle, à une direction
donnée.
Soit MM' la direction donnée; supposons le problème résolu et soit TT' la tangente cherchée laquelle est parallèle à MM'.
Abaissons de l'un des foyers, F' par exemple, la perpendiculaire F'U, et prolongeons-la de UK = UF', si le point K était connu, h» question serait résolue, car en menant par le point U milieu de KF' une perpendiculaire sur KF', on
aurait la tangente cherchée.
Joignons le point P de tangence aux points K et F, F', dès lors KP = PF' et KP est le prolongement de PF, par suite,
KF = PF' 4- PF =. AA
Donc le point K cherché se trouve sur la perpendiculaire abaissée du foyer F' sur la direction donnée et sur le cercle décrit de l’autre foyer F avec le grand axe AA' pour rayon.
Le problème admet donc deux solutions. •
La solution de la question n’exige point la connaissance de la courbe, il suffit d’avoir le grand axe et les deux foyers.
SECTION DD CÔNE DROIT PAR UN PLAN PARALLÈLE A l’üNE DES GÉNÉRATRICES.
Par l’axe SZ du cône, faisons passer un plan perpendiculaire au plan de section MM'. ,
Le plan passant par SZ coupe la surface du cône suivant les génératrices SX, SY ; soit MM' la trace sur le plan SXY du plan de section. Alors, les droites MM’ et SY sont parallèles.
Menons le cercle de centre O, tangent aux droites SX, SY et MM'; ce cercle en tournant autour de SZ engendre une sphère inscrite dans le cône suivant le
cercle de diamètre AA' ; cette sphère est tangente en F au plan MM’.
Le plan du cercle AA' et le plan MM' étant tous deux perpendiculaires sur le plan XSY, se coupent suivant une droite DD' perpendiculaire au plan XSY, et par suite à MM'.
Sur la figure, on a :
AF = AA = AD
En sorte que le point A, origine de la courbe d’intersection du plan MM' et du cône, divise en deux parties égales la longueur DF.
Ceci posé, soit P un point de la courbe d’intersection du plan MM’ du cône ; menons par ce point le cercle uu' perpendiculaire à l’axe du cône ; puis joignons PF, PK et menons la génératrice SP.
De cette construction il résulte que KP est perpendiculaire sur MM' et par suite parallèle à DD' et que PF est tangente à la sphère de centre O ainsi que PA.
Comme tangentes menées d’un même point à une même sphère,
PF = Pô. b
Or.
Donc :
PA = uA — AA ( ou DA 1* Au ( ou AK ) = DK.
PF = DK.
Et puisque DK représente la distance du point P à la droite PP\ il en résulte que :
La section du cône droit par un plan parallèle à Lune des génératrices, est une courbe dite parabole, dont tous les points sont également distants d'une droite et d'un point déterminés et situés dans son plan.
La droite fixe DD' se nomme directrice et le point F foyer.
Remarque I. — Tout point pris en dehors de la parabole est plus rapproché de la directrice que du foyer; le contraire a lieu pour un point pris-dans J’intérieur de la courbe.
Remarque II. — Si le second point M' ( voir la première figure ) de rencontre de la trace du plan MM' avec la génératrice SY s’éloigne constamment du sommet S, il arrivera à être parallèle à la génératrice SY qu’il rencontre à l’infini.
Dans ce cas, le second foyer de l’ellipse ainsi que le centre de cette courbe, se trouvent A l'infini; et l’ellipse s'allongeant de plus en plus devient la parabole.
La parabole peut donc être considérée comme une ellipse dont le etntr* et l'un des foyers sont situés à f infini.
On démontrera comme précédemment que la perpendiculaire AF •abaissée dn foyer sur la directrice DD' est l’axe de la parabole.
<• Le point A milieu de DF est le sommet de la courbe.
COKSTBUCnO* DE LA PARABOLE PAR POIHTS CO JOUISSANT SON POTER ET SA DIRECTRICE.
Soient F le foyer et DD' la directrice de la parabole.
En abaissant de F sur DD' la perpendiculaire KFx on a la direction de l’axe et si l'on prend le point A milieu de KF, A est le sommet de la parabole.
Sur l'axe Kx et à partir de A, prenons un point quelconque C ; en ce point sur Ax, élevons la perpendiculaire uu ' , puis du point F comme centre avec la distance KC, de cette perpendiculaire à la directrice, décrivons un cercle, lequel coupera uu' en deux points M et M' ; ces deux points appartiennent à la parabole, car on a :
MF = MP
Pour tout point, tel que C pris sur Ax, on a ainsi deux points de la parabole ; on obtiendra par ce procédé autant de points de la courbe que l'on voudra. La jonction de ces points par un trait continu donnera la parabole.
On peut par le procédé suivant, décrire la parabole d’un trait continu :
One équerre a6M, glisse suivant un de ses côtés de l’angle droit, le
long de là direc trice DD’,
un fil de longueur &M est fixé parsesdeux extrérai- . tés en M et en F, à me-
sure que l’équerre glisse le long de DD', un style amène le fil le long du côté M b et puisque dans toutes les positions de l’équerre, la pointe du style est équidistante du foyer F et de la directrice DD', cette pointe décrit la parabole.
Variili de la parabole. — Si le plan MM', passe par le sommet du cône, il devient langent au cône et la section se réduit à l’arête de contact. La parabole peut donc se réduire à une ligne droite.
La tangente fait des angles égaux avec le rayon vecteur du point de contact et la parallèle menée par ce point à l'axe de la courbe.
TT' étant la tangente menée en M à l’ellipse, on a :
(1) angle TMF' = angle TMF.
Si l’on suppose que le foyer F s’éloigne successivement vers l’infini, l’égalité (1) subsiste toujours.
A la limite, c'est-à-dire lorsque la distance FA’ est infinie, la li- AA’ et l'ellipse devient la parabole , en sorte que pour cette courbe on a :
angle TMF = angle FMU.
Remarque. — La tangente à la parabole n’a qu’un point commun avec la courbe. En A, la tangente est perpendiculaire à l'axe.
Problème. — Mener par un point donné , une tangente à la parabole.
1* Le point donné est sur la courbe.
Soit M le point donné par lequel on veut mener une tangente à la parabole dont le foyer est F et dont la directrice est DD’.
Supposons le problème résolu et soit MT la tangente cherchée, on a :
ang. TMF = ang. T’ MU.
Par suite si l’on prolonge MU jusqu'à sa rencontre en P avec DD’,
angle PMT = angle TMF.
Donc pour mener la tangente au point M pris sur la courbe, il suffit de mener le rayon vecteur Mt
de ce point et la perpendiculaire MP abaissée de ce point sur la directrice, pnis de tracer la bissectrice de l'angle formé par ces deux lignes.
Ce qui revient 4 joindre le point donné M au point de rencontre 1, de la tangente KK' au sommet et de la ligne FP.
En effet, le triangle PMF étant isocèle, la bissectrice Ml doit passer au milieu de la base PF. Or ce milieu est le point I, car AH = AF et KK' est parallèle à DD‘.
Remarque. — La ligne Fl est perpendiculaire sur la tangente MT ; donc ;
Le lieu des projection» du foyer de la parabole sur set tangentes ut la tangente menée au sommet de la courbe.
I-a droite KK' est en effet ce que devient le lieu des projections des foyers de l'ellipse sur ses tangentes, lorsqu'on suppose infini le grand axe de cette courbe.
2* Le point donné est hors de la courbe.
Soit K le point par lequel on ■ veut mener une tangente à la parabole ét soit RM cette tangente cherchée; menons le rayon vecteur FM, puis la perpendiculaire MP et joignons PF.
Nous savons que le point 1 est le milieu de PF, dès lors si le point P, situé sur la directrice DD' était connu, le point de tangence le serait également; car ce y ' point- s’obtiendrait par l’interscc-
rt"-' tion de la droite PM élevée en P
sur la directrice et de la perpendiculaire RI, abaissée du point donné R sur la droite PF, de plus cette perpendiculaire RI serait la tangente cherchée.
Or, remarquons que le point I étant le milieu de Pt, on a :
RF = RP.
Donc : le point P cherché est le point d’intersection du cercle décrit du point donné comme centre avec la distance RF de ce point au foyer pour rayon.
De cette analyse de la question, résulte la construction indiquée sur la figure.
Le point R étant hors de la courbe, RF est plus grand que RR'; alors le cercle de rayon 11F coupe DD' en deux points et le problème admet
deux solutions. Si le point H est sur la courbe, RF = RK', par suite une seule solution. Knfin, si le point R est dans l’intérieur de la courbe RF est plus petit que RR', par suite impossibilité de résoudre la question.
PaoBLKXK. — ParnlUUment à un t droite donnée mener une tangente - à la parabole.
Proposons-nous de mener une tangente à la parabole, parallèlement à la direction donnée VV'.
Supposons le problème résolu et soit TM la tangente cherchée; si le point de tangence M étakeoanu, la question serait résolue.
Menons la perpendiculaire MP sur la directrice et joignons PF ; nous saxons que PF est perpendiculaire sur la tangente MT et qu'en outre le point I est le milieu de PF.
Or PF étant perpendiculaire à MT, l’est aussi à sa parallèle VV'; donc en abaissant de F la perpendiculaire FU sur VV', la rencontre de cette ligne avec la directrice donne le point P.
Si l’on élève en' P sur la directrice, la perpendiculaire PM, on a ainsi un premier lieu du point M; et enfin , si par le milieu I de PF on élève sur PF une perpendiculaire TI, on a un second lieu du point M ; de plus, ce second lieu est la tangente cherchée. ., .
Le problème est donc toujours possible, sauf le cas où la direction donnée est parallèle à l'axe Ax.
La question n’admet jamais qu’une &eule solution.
La tout-normale en un point de Ut parabole etl constante et égale à la . distance du foyer à la directrice. .
Soit M un point de la parabole, menons le rayon vecteur de ce point, puis la perpendiculaire MP que nous prolongerons sur la droite.
Si nous menons la bissectrice MN de l'angle FMU , MN sera évidemment la normale du point M, car TM étant la tangente, on a :
angle TMF = angle T’MU.
Si l’on projette le point de tangence M en M\ sur l’aie Aa: , la distance M'N est dite la sousnormale.
Si l’on joint PF, les deux lignes PF et M.N sont parallèles comme perpendiculaires toutes deux à la tangente MT ; donc
M’N = HF
Remarque. — La connaissance seule de la distance HF suffit pour déterminer la parabole ; en effet, l’une des extrémités F de cette ligne est le foyer de la courbe ; et si l’on élève à l'autre extrémité H et sur cette ligne la perpendiculaire DD’, on obtient la directrice.
Pour cette raison, la distance HF est appelée paramétre de la parabole.
Section du cône droit par un plan qui rencontre les deux nappes.
En effectuant les mêmes constructions et en suivant la même marche que précédemment, on trouvera que la section est le lieu dès points _dont la différence des distances à deux points fixes F et F’ est constante et égaie à AA’.
Celte courbe composée de deux branches infinies prend le nom d'hyperbole.
Les points fixes F et F’ sont dits les foyers de la courbe.
Yaritti de i hyperbole.
Si le plan MM’ passe par le sommet S, la section se compose de deux lignes droites, c'est-à-dire que l'hyperbole se réduit à deux droites qui se coupent.
FORMULE DU BINÔME PE NEWTON
La multiplication algébrique donne les résultats suivants :
( x 4 - a )* = x 3 4 - 2 aat 4 - à 1 ’
( œ -+■ a )* = x* ■+■ Sax 3 ■+■ 3a*x 4 - a*
( x 4- a ) 4 = x* 4- 4 ax 3 4- Ba’x 1 4- 4a*x 4 - a 4 ( x a j s = x* 4- 5ax* -f- iOa 1 #* 10a** J 4- 5o*x 4- a*
L'observation de ces résultats établit cette loi évidente :
Dans le développement d'une puissance entière du binôme x a.
1* Les exposants de x vont constamment en décroissant d’une unité depuis le premier terme, dans lequel l’exposant de x est celui de la puissance du binôme, jusqu’au dernier terme dans lequel l’exposant de x est nul.
2* Les coefficients du premier et du dernier terme sont l'unité.
3" Lè dernier terme est une puissance de a, marquée par l'exposant do la puissance du binôme.
4° Enfin le nombre des termes du développement est égal à l’exposant 4 - 1 , de la puissance du binôme.
Donc la puissance m”"* du binôme sera une expression de la forme :
(i + a] , = r + A. a "" -1 4- B x "— 3 4- Gr m ~ 3 4-
les coefficients A, B, C, étant des nombres convenablement déterminés. . . ' • • .
D'après la loi reconnue précédemment, le second membre doit avoir m 4 - 1 termes et son dernier doit toujours être a m .
Pour m = 0, le second membre doit se réduire à un seul terme, donc tous les termes à partir du second doivent s’annuler pour m = 0 , ç’estânalyse. 3
à-dire que les coefficients de ces termes doivent contenir le facteur m ; donc le développement de ( x -H a )" doit être de la forme :
( x 4 - « }"* == a?" + 4 - mBx " -5 mCx " - 1 4 -
Pour m= 1, le second membre ne doit avoir que deux termes et le deuxième doit être a, pour m = 1, mAx”— 1 devient A par suite :
< De plus, puisque tous les termes à partir du troisième inclusivement doivent s’annuler pour m = i, il en résulte que les coefficients de ces termes doivent contenir le facteur m — 1, en sorte que le développement de ( x -+- a }■* doit être de la forme :
(x + a)"=r"-(- max m ~‘ 4- m ( m — 1 ) Bx™ - ' 4 ... .
Pour ni = 2, le second membre doit se réduire 4 trois termes dont le dernier a pour valeur a’, pour m = 2 le troisième terme m { « — 1). devient :
Par suite :
En outre, tous les termes du second membre à partir du quatrième inclusivement devant s’annuler pour m— 2, les coefficients de ces termes doivent donc contenir le facteur m — , eu sorte que le développement est de la forme :
(x4-a)" =x” max m -‘-h — o’x'" - 5 4 -m(m — 1) [m — 2iGx“ _3 4- ..... Et ainsi de suite, on trouvera de même :
C ~ 1.2.3.’ D “ H3l’ elc
en sorte que, pour le développement de la puissance m“*“ du binôme x 4- a, on trouve la formule :
(x4-a)“ =x" -4-max“-'4 — -a > x~- a 4 — <i 3 x— J 4-..
tn(m — 1) (m — 2)...(m — »4rl)
Cette formule est due à Newton.
Loi de formation du développement de ( x -t- a )“.
Le développement de ( x -+- a }« se forme d’aprè9 la loi suivante, reconnue à l’inspection de la formule que nous venons de trouver.
1“ fat exposants de x, vont constamment en décroissant d'une unité depuis le premier terme dans lequel l’exposant de x est celui de la puissance du binôme, jusqu’au dernier où cet exposant est nul.
2° Les exposants de a, tout au contraire en croissant constamment d’une unité, depuis le premier terme dans lequel l'exposant de a est nul jusqu'au dernier dans lequel l'exposant de a est celui de Ut puissance du binôme.
3 ° Les coefficients du premier et du dernier ternie sont l'unité et pour passer du coefficient d’un terme au coefficient du terme «uitrini, il faut multiplier ce coefficient par l’exposant de x dans ce terme et le diviser par le rang de ce terme.
Le nombre des termes du développement de ( x -t- a )“ est m ■+■ i.
Les coefficients des termes du binôme vont en croissant jusqu’au terms du milieu.
Dans le développement ,
( * + o)T = *"' -HW<W— ‘-h - '^ - q ^ a i sc~~ a -r -4- o“.
Considérons le terme qui en a n — 1 avant lui et dont le rang est n ; appelons K. son coefficient numérique, la valeur de ce terme est :
Ko” - 1
D’après la loi de formation reconnue plus haut, le terme suivant a pour valeur
Le coefficient de ce terme est donc
Et pour qu'il soit plus grand que le coefficient K du terme précédent, il faut que l'on ait :
Cette inégalité donne :
Donc, tant que n { c’est-à-dire le nombre qui indique le rang d’un
TTh j J *
terme } sera moindre que — 5 — ou le. nombre des termes du dévelop-
pement de (i + o)* ; l’inégalité (a) sera satisfaite, c'est-à-dire que le coefficient d’un terme sera > que le coefficient du terme précédent.
fn— 4~1 *
Or —g— indique le rang du terme milieu. Donc, les coefficients des
termes du binôme, vont en croissant jusqu’au terme du milieu.
Les développements de ( X-+- a )’, (x-t-a) J , (x-t-a)\ etc... montrent que les coefficients des termes à égale distance des extrêmes sont égaux.
Développement de ( x — a )~ .
En remplaçant a par — a dans le développement :
(x-t-a)" =x" -Hnax” -1 - 1 — - n t -
On obtient :
" — max”— 1 ■+■ ■
Ce développement dopne en y faisant m = 2, 3, 4,.
( x — a J* = x* — 2ax a 1 ,
( x — a )* = x* — 3oa^-+-3a’x — a*,
• ■ (x — a ) 4 = x 4 — -àax 3 -}- Co’x’ — ia’x-t-a*.
APPLICATION DE LA PORHTLE DO BINÔME
Du nombre e et de tes propriétés.
Soit à déterminer la limite de l'expression.
lorsque « tend vers zéro.
Posons *= ^ alors la limite « = 0 correspond à la limite m=ao et réciproquement.
La formule du binôme donne :
Ou bien
M , m(m-l)[m-2) , fflfm-f){m-2)m-3)
Ou bien encore ; en effectuant les divisions :
Et en passant à la limite <t = 0, c’est-à-dire m = oc , il vient finalement :
Lim. {i + a )*=2+ î ^ +JX3 +
Cette limite est appelée le nombre t.
Si a. est négatif 1 4- « est < 1 ; soit alors 1 -t- « = une fraction positive dont la limite est zéro,
,, ü étant
L’équation 1 et
donne
en sorte que
1 + lS
£ étant une fraction positive, on a
is
Lim. (1-4-6) = e.
Lorsque S converge vers zéro. On a donc aussi
Lim. ( 1 -h/l)
Car alors l'exposant ( 1 + .'* } devient 1. Donc encore
CL
Lim. ( 1 -I- « ) ' = e.
Théorème I. — Le nombre e tel comprit entre 2 et 3
Puisque
e ~ 2 + l72 + ÏX3 + i.2.3.4 + '
t est évidemment > 2.
Je dis que
re+ro + 1.2.3 + ‘
En effet, remplaçons les facteurs 3, 4,... des dénominateurs par le nombre 2, nous augmenterons ainsi chacune des fractions, en sorte que l’on a :
Or
Donc e est compris entre 2 et 3.
Théorème 11. — Je nombre e est incommensurable.
Nous venons de voir que e est compris entre 2 cl 3, le nombre e ne peut donc êtreeutier; il sera donc établi que e est incommensurable si l'on démontre que le nombre e ne peut être égal à une expression fractionnaire.
Supposons en effet que l'on puisse avoir, a et 6 étant entiers : a a 1 1 1
b~ ,i ~ h i.2 + i.î.3 + roi +
La loi de formation des dénominateurs du second membre montre
que, quel que soit le nombre eutier 6, on aura dans le second membre la fraction j f ^ En sorte que l’on peut écrire
y_2+ rra+ÏX3 + .,.4-
En multipliant les deux membres de cette équation par le produit 1.2.3... 6.
Les fractions du second membre jusques y compris la fraction j -g- g - sont remplacées par des nombres entiers, en sorte que
si l'on appelle P l'ensemble des nombres entiers , on a :
l).fi P < + j— » + ... + {ppjp
Or:
rri (6 +i) , + (î+ï? +
La différence de deux nombres entiers serait donc une fraction, ce qui ne peut être j ne peut donc représenter le nombre «.
Ce nombre est donc incommensurable.
Valeur de e. — En effectuant les calcels indiqués dans le second membre du développement :
t=2 ^r2 + ro + TOa +
On trouve :
ARITHMÉTIQUE ET SOMME DES PILES DE BOULETS
Recherche de la tomme des puissances semblables des termes d'une progression arithmétique.
Soit une progression arithmétique
Appelons r sa raison, dès lors :
6 = a-t-r, c = b + r , d=±e + r,.„. l = k + r. .. . Désignons par s m la somme inconnue
a“ 4 - 6" + c" -t- dr 4- +!;“ + (".
On a, par la formule du binôme : ;
i- +, = Q ^ '+ (m+l).r.a’+ ^ + - 1 lf , r il .a"-»+ ... -Hm+l)r.*a+r* +1 ,
-c—*-»— 6— ... -t-(m+l)r".tH-r~+ l ,
d“+ l =c*-H -+-{nH-l).r.c"4- ^ w ~ l ~^ ^r 1 .e**~ t - 4 - ...+[m-hl)r".c+r* , + l , *“+'=
l-V = kr± ' + (m+l)r>+ ■+ ... +(ro4-l)r“.*4-r~+ 1 i .
On a de même :
En ajoutant membre à membre ces équations, il vient après toutes réductions faites :
De cette équation on tire ?
Telle est la formule cherchée.
Application à la mite naturelle det nombre ».
Si l’on considère la progression
La raison et le premier tertne sont l'unité, et le dernier terme exprime le nombre n des termes de la progression ; en sorte que pour la suite naturelle des nombres, la formule s m obtenue ci-dessus, devient :
5 “ m+ï -O 1 îxr - *— *“ -
Si dans cette formule, on donne successivement à m, les valeurs 1, 2, 3 on trouve :
n(n-hl)\ I _ .
Application det formules s, et i, à la recherche du nombre des boulets contenue dans les piles triangulaire, quadrangulaire et rectangulaire.
Pile triangulaire. — Ayant disposé sur le sol, une série de boulets de
même calibre, de telle sorte que les boulets qui se trouvent sur les bords forment un triangle équilatéral; on place entre les vides que laissent ces boulets (tous tangents entre eux ), une nouvelle série de boulets.
On obtient ainsi une seconde tranche , laquelle est encore un triangle équilatéral dont le côté, a un boulet de moins à ta base.
En continuant ainsi on arrive à ne pouvoir plus placer qu'un seul boulet, et la pile triangulaire se trouve construite.
Appelons n le nombre de boulets contenus dans le côté de la première tranche située sur le sol. Le nombre total de boulets contenus dans cette première tranche est évidemment :
1+2 + s..... +(«-i)+» -.,=ï!^±i! = ïlÿj;.
Si dans cette formule on donne à n les valeurs décroissantes n — 1,
n — 2 3, 2, 1, 0» obtient pour résultat le» nombres de boulets
contenus dans la seconde tranche, la troisième tranche, etc à partir
de la base.
Donc si nous appelons le nombre total des boulets contenus dans la pile triangulaire, nous aurons :
y+3, Ï + S. P + l + — 2 — +— r +- rf—
Ou bien :
Et finalement après toute réduction de calcul* :
Pile quadrangulaire. — Dans la pile. quadrangulaire, la base est formée par des boulets rangés en carré.
Dans les vides que laissent ces boulets, on place une série de bou-
let», lesquels forment un nouveau moins que celui de la base.
carré, dont le côté a un boulet de
En continuant ainsi, on arrive à ne pouvoir placer qu’un seul boulet, et la pile quadrangulaire se trouve construite. Soit n le nombre de boulets contenus dans le côté de la base, alors le nombre des boulets contenus dans cette base est ri 1 , et puisque chaque tranche de la pile est un carré dont le côté contient un boulet
de moins que celui de la tranche précédente, à partir de la base, il en résulte que désignant le nombre total des boulets contenus dans la
pile quadrangulaire, on a :
Pile rectangulaire. — Dans la pile rectangulaire, la base est un rectangle, les tranches successives à partir de cette base, sont aussi des
rectangles dont les deux côtés contiennent chacun et successivement un boulet de moins. La pile se trouve terminée par une file de boulets en ligne droite.
On peut remarquer que dans la pile rectangulaire, il y n autant de trancha horizontale», en y comprenant la bute et Car (te qui termine la pile, qu'il y a de boulet» contenu » dans le petit côté de la base.
Ceci posé, soit p -+- 1 le nombre des boulets contenus dans le plus petit côté de la base. *
Les côtés de la base contiendront p -H n et n boulets.
Ceux de la tranche immédiatement supérieure, contiendront et » — t boulets.
Et ainsi de suite. .
Les côtés de l’avant-dernière tranche contiendront p+2 et 2 boulets. Enfin, la dernière pile se réduit à une ligne droite contenant p ■+■ t boulets.
Donc si nous désignons par Pj_ -j le nombre total des boulets contenus dans la pile rectangulaire, nous aurons :
P | — | — [p~i-n)n-h (p-t-is — i) (o— i)-4- -4-(p*t*8).8-t-(fr-t*8) S+-JM-1.
Ou bien :
P , — j — n*-t-(rt“l)*-i-...-4-3 î -t-2 î -t-i*+p(n-l-n— l-t-...-t-3-t-2-fr-i) ~
Et finalement après toutes réductions faites :
□ — r tïï . •
Dans cette formule : n désigne le nombre de boulets contenus dans le plus petit Côté de ia base, et p désigne le nombre — 1, de boulets contenus dans la pile horizontale qui termine l’aréte.
NOTIONS DE GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE
Détermination d'un point su r une ligne droite.
Un point M d’une droite xx' est' entièrement déterminé, lorsqu'on
connaît sa distance OM à nn point fixe O de cette droite, et le sens suivant lequel cette distance OM doit être comptée à partir du point fixe O. Suivant que la distance OM comptée à partir de O, est prise dans un sens ou dans l’autre, on l’affecte du signe 4 - ou du signe — .
La convention du signe 4- ou du signe — se rapportant à l’un des deux sens ( à droite ou à gauehe ) est complètement arbitraire.
Pour fixer les idées, nous conviendrons d’appeler distances positives, les distances comptées à droite du point fixe O, et nous les affecterons du signe 4-; par suite les distances comptées à gauche du point fixe O seront appelées distances négatives, et nous les affecterons du signe — .
Ainsi la distance OM, est positive et la distance ON est négative.
Détermination d'un point, sur un plan, par le moyen des coordonnées rectilignes.
Traçons sur un plan, deux droites xx' et y g' se coupant en O, sous nn angle quelconque.
Convenons que les distances comptées à partir du point fixe O, seront : positives, lorsque prises sur xx', elles seront portées à droite de O et que prises sur yy‘, elles seront comptées au-dessus de xx'.
Ces distances seront négatives, lorsqu’elles seront comptées dans les sens inverses.
Ceci posé, soit à déterminer la position d'un point quelconque M du plan. Menons par ce point M, les droites MP et MQ, respectivement parallèles à yy‘ et à xx' .
Le point M sera entièrement déterminé lorsqu’on connaîtra les nombres positifs ou négatifs qui représentent OP et OQ. Car ces nombres étant connus on en déduira les positions'des points P et Q sur les droites xx' et yy', puis en achevant le parallélogramme OPMQ, on aura le point M.
M finitions. — La longueur OP, prise avec le signe qui lui convient, est appelée l'abscisse du point M.
La longueur OQ ou son égale MP, prise avec le signe qui lui convient, est appelée l’ordonnée du point M.
L’abscisse et l’ordonnée sont aussi désignées par le nom commun de coordonnée*.
Ainsi l’on dit : les coordonnées du point M sont OP et OQ.
L’abscisse se représente généralement par la lettre x, et l’ordonnée par la lettre y.
Ainsi l’on a, d’après les conventions établies ci-dessus :
Pour le point M x = -+- OP, y.= + OQ = -t- PM.
Pour le point M' x — , — OP’, y = + OQ' = -4- P'M’.
Pour le point M" x — -+- OP", y = — OQ 1 = — P" M".
Et enfin pour le point M'" ... x = — OP”', y — — OQ" = — P"M'".
Les droites xx' et yy’, prennent le nom d’axes des coordonnées ; xx est dite l’axe des abscisses ou l'axe îles x, et yy' est dite l'axe des ordonnées ou l’axe des y.
Divers systèmes de coordonnées.
Lorsque deux quantités sont telles, que la connaissance de ces deux quantités permet de fixer la position d'un point sur un plan, on donne à ces quantités le nom de coordonnées de ce point.
Les coordonnées définies ci-des,sus, sont dites coordonnées rectilignes.
Les coordonnées rectilignes sont rectangles ou obliques, suivant que les axes forment un angle droit ou oblique.
Soit une droite fixé P* tracée sur un plan et soit P un point fixe marqué sur oette droite.
Il est évident qu'un point quelconque M du plan est entièrement dé-
terminé par la connaissance de l’angle MP* et de la distance MP.
Ces deux quantités sont dites les coordonnées polaires du point M.
La coordonnée linéaire MP est dite le rayon vecteur ; le point fixe P est dit te pôle, et la droite fixe P* est désignée par le nom d'axe polaire. »
On représente le rayon vecteur par r et l'angle variable PM* par 6.
L'angle variable MP* se compte de 0° à l’infini et suivant qu’on le compte daus un sens ou dans l’autre, il est positif ou négatif. Nous conviendrons de le considéret comme positif lorsqu'il sera décrit de la droite vers la gauche et comme négatif dans le cas contraire.
On admet des valeurs positives et des valeurs négatives pour le rayon vecteur.
Il existe plusieurs systèmes de coordonnées. Nous ne parlerons que des coordonnées rectilignes et des coordonnées polaires.
Equation d'une ligne.
Les lignes considérées en géométrie, sont définies par une propriété commune à leurs différents points; ce sont donc des fieu* géométriques.
On conçoit qu'une ligne étant ainsi définie, on pourra de sa définition, déduire une relation entre les coordonnées d’un quelconque de ses points. ‘ ,
Cette relation sera évidemment la même, quel que soit le point considéré, puisque la définition est la même pour tous les points de la ligne.
La relation constante, qui existe entre les coordonnées d’un point quelconque d'une ligne, est dite l'équation de cette ligne.
Problème 1. — Une ligne étant définie, trouver son équation.
Soit par exemple à trouver l’équation de l’ellipse.
Soient F et F' les déni foyers de la courbe ; appelons 2a la longueur de son grand axe, alors pour un point M de cette courbe on a :
MF -+- MF' = 2a ..... (1)
Désignons FF' par 2c :
Prenons la droite FF' pour axe des * et sur le milieu O de cette droite FF', élevons une perpendiculaire yy’ que noua prendrons pour axe des y.
Par ce chai* des axes et d'après la nature de la question, on voit que le lieu cherché est symétrique par rapport aux lignes xaf et t/y'.
En abaissant MP perpendiculaire sur xx, MP et OP seront l’y et l’x du point M.
Nous avons à chercher la relation qui existe entre x et y.
A cet effet, les triangles rectangles MFP et MF'P donnent :
-• (i),>..MF =y* + (e + »)\
[3} ... . MF' = y® -*- ( e — « )*
En retranchant la seconde équation de la première, il vient puisque MF -F MF = 2a
2a ( MF — MF) = kcx.
D’où l’on tire :
MF — MF =r
2ex
Cette dernière équation combinée avec l’équation (1) nous donne :
MF — a -t- — , MF'=a — — .
La valeur de MF portée dans (1), conduit à l'équation : , (o + y) = y J + (c — x}’
laquelle devient après toute réduction de calculs :
'• ay -F (a* — «*) a? = a* («* — c*), ■>
ou bien, en posant a 1 — <? = b* ,
Telle est l’équation du lieu proposé.
CSC ex
Rtmarque. r- 1-es expressions MF = a -F — , MF' = a font
connaître les valeurs des rayons vecteurs d’un même point de la courbe, en fonction de l'abscisse a- de ce point.
Les fonctions a -F a — — sont rationnelles et du premier degré. Équation dt la parabolt.
Prenons pour axes des x, la perpendiculaire FH abaissée du, foyer F sur la directrice DD' et pour axe des y la parallèle Ay menée à la directrice par le sommet A.
Soit A un point de la parabole, alors :
MF □= MP
Appelons x, y les coordonnées AQ et MQ du point M, et désignons par p le paramètre HF de la courbe.
Sur la figure, on a :
MP =;= x -h jj.
MF = y* +(#-!)*. ■
Et par suite, puisque MF = MP ; il Vient :
El après toute réduction de calculs :
' y 1 = 2px.
Telle est l’équation de la parabole, rapportée à son axe et à sa tangente au sommet.
Remarque. — L’expression MF =: MP = x 4- ^ fait connaître la valeur du rayon vecteur d’un point de la courbe en fonction de l’abscisse de ce point. ■ . > . \
La fonction x -+- E est rationnelle et du premier degré.
Équation de l'hyperbole. •
cale FF'.
Prenons l’axe AA' pour axe des x et la perpendiculaire Oy élevée au milieu 6 de FF' et sur FF' pour axe des y.
Soit M, un point de la courbe dont les coordonnées x et y, sont OP et MP.
Nous appellerons 2a l’axe AA' et 2c la distance fo-
Le point M appartenant à l’hyperbole, on a r . ‘ - ■ » •
MF — MF - 2a v .. ,<1) N
Sur la figure on a ! ...
mÏ” *= y* •+* ( ç + * .. . (2!
MF = ÿ* 4- (e — *)’ (3)
Ces équations donnent par soustraction : • .
MF' — MF = Uex.
Et à cause de. (1}
; MP 4 - MF ) ( MF’ — MF) = 4àr.
MF’ 4- MF
2ca:
Cette dernière équation combibée avec (1) donne
MF’ = — 4- 9 , MF *=■— — a.
* U substitution de l’une de ces valeurs dans l'une, dés équations J2) ou (3) conduit à l'équation finale : • ■ ,
D’où, en -posant : «* — •*— t*. .* -
ay — è^iE® — * o 3 t’. • . - • ;
Telle es^ l’équation de l’hypérbole.
»* * CSC* • tlt' * *
Remarque. — Les expressions MF' =± ■+■ a, MF = — — n.sont
les valeurs des rayons vecteurs d'un môme point de l’hyperbole, en fonction de l’abscisse a; de ce point. Ces fonctions sont rationnelles «t Uu premier degré. ’ . . .... ,
Problème fl. . — L'équation d’-une ligne étant ilonnée, construire ’ • cette ligne.
I. Soit A construire la ligne dont l'équation est
. . 0 y 4- F 1 * 1 jo « 2 h 2 .
Cette équation est celle du lteu des points dont la somme des distances à deux points fixes F, F séparés par la longueur 2c est constante et égale à 2n; de plus dans cette équation, b q représente la différence à 1 — c*. Soit OA = 0A' = a, alors AA' est la constante 2a.
L’équation :
RésoKie par rapport à y, donne ,
Sous cette forme, on voit que la Valeur, variable d'e y, dépend de la Valeur arbitraire donnée àî(on dit alors que y est une fonction d'a;).
Pour construire la courbe proposée, noos ferons croître x de 0 à + co et de 0 à — ® ; nous en conclurons les valeurs correspondantes de y et en construisant les systèmes de valeurs correspondantes de x et de y, nous obtiendrons une série de points, dont la jonction par un trait continu, sera la courbe cherchée. * •
Pour x = 6, y = + i.
La forme j = J j y mon l re que pour .r = 0, la valeur b
correspondante de y, est la valeur maximum de y. Donc si de F' comme Centre avec OA ( on a ) pour rayon on décrit un cercle, les points B et B' de rencontre de ee cercle avec.yy 1 , sont Ut points de la courbe Ut plut élevés au-dessus et au-dessous de l'axe des x; car
0B = OB' = y/w’ — 0F* — -j/ 0Â*— 0F.= v/«^ — c 1 = b.
Et de pins, nous venons de reconnaître qûe b est la valeur maximum de l’ordonnée y. • : * "
Pour des valeurs de x, comprises entre 0 et a, l’équation :
montre que lés ordonnées correspondantes ne cesseront pas titre réelles et de décroître constamment; c’est-à-dire que de 0 à a, dans l’espace des deux parallèles yy' et aa’, il y a une infinité de points de la courbe lesquels partent de It rn s'abaissant constamment vers Casse des x. Pour x = a, y = 0. Donc le peint A est un point de la courbe.
< Pour des valeurs de x plus, grandes que a, l'ordonnée y=i ~ \/ n*"— **
ne cesse d'être imaginaire, c'est-à-dire qu'au delà de la parallèle aa' il n’y a pas de points de la courbe.
Nous avons reconnu plus haut que cette courbe est symétrique par rapport aux. axes xqs‘ et yy', ce que confirme encore la forme de son ’ équation , ’ ’ ' . ■
. . .. •. ay,+ 6V = a’i) 1 ,
laquelle ne contient que des termes de deuxième degré en x et en y et qui par conséquent ne change pas alors qu’on y remplace x par — * et y par y. ;
La courbe en question est donc limitée dans tous les sens, car. ta dif* fércnce b 5 — c* ou i* est finie. ■ .. ..
Soit à. construire la courbe dont I’êquaticm est
= 2 fa
Pour je = 0, y — O, la coàrbe passe par- l'origine A des axes lesquels sont supposés rectangulaires. La forme de ('équation montre que la courbe est symétrique par rapport à l’axe des x ; car pour une valeur quelconque de x, on obtient pour y deux valeurs égales et de signes contraires. • '
■ On voit aussi que la courbe ne s'étend pas au delà du point A •du cêté des x négatifs: en effet pour toute valeur négative dei, l’ordonnée y est imaginaire. • • ‘ .
Si l'on donne à x des valeurs positives et croissantes, y ira sans cesse en croissant; la courbe part donc du point A et s’étend verà l’infini symétriquement par rapport à l'axe \x, ainsi que l'indique la figure.
On peirt remarquer que pour chaque point de la court», l'ol îionuée y est moyenne géométrique entrer l'abscisse et le double du paramètre j> ; si donc l’on prend sur Ax ot à gauche de A une longueur AK = 2 /j, on déterminera un point M de. la courbe correspondant à une certaine abscisse AU par la construction indiquée sur la figure.
III. Settà construire la' courbe dont l’équation est
. • *• -.a 5 ÿ’ — iV.sa
, . La forme de cette équation montre que la courbe est symétrique par rapport aux axes coordonnés, lesquels sont supposés rectangulaires ; en effet , pour une même valeur de x, on obtient pour y deux valeurs égales ' et de signes contraires ï ' de même pour uné même valeur de y, on obtient
pour é deux valeurs 'égafès et de signes contraires. « .
L’axe des x seul rencontre la courbe, pour cette raison on. le nomme axa Iransrrrae. * ' ’ . * • • ■
Pour des valeurs croissantes et réelles de x et plus grandes que a, y ne cessa d'être réel et de croître indéfiniment.
La Courbe proposée a la forme indiquée sur la figure, elle se compose de deux branches infinies.
IV. Soit A construire la eputbe dont l’équation est
Pour x
O, oh a y r-
Donc si sitr l'axe des y et eu dessous de xx’, jo prends la longueur AA == i, j'ai on A. un point de la courbe. . • ' #
En décomposant le numérateur et le dénominateur de leqyalipn proposée, en facteurs du premier degré, ce qui est possible ici, l’équaliou proposée devient : . ...... . , ...
- • ' y ^ (x— ÏT) (x-^-6 )••• •• .
Sous celle forme on voit que : ' , ■ : .
Pour des valeurs de x comprises enlre 0 et 1, l'ordonnée y ne cesse < d'ètre négative et de plus pour * -= 1, y = 0.. Donc, si l'on prend sur xx' la longueur Dit = 1, la courbe part du point A et va.au point B en restant au-dessous de l'axe des x.
‘ En donnant à x des valeurs comprises entre 1 et 2, l'ordonnée y devient positive»- c'est-à-dire qu’à partir de B Ja courbe passe au-desàus <kr l’axe desÆ. Pour x.=X, y = ao ; donc si par le point C tel que OC *= 2, on mène une- parallèle lt‘ i l’axe des y, la courbe dans l’ intervalle de x = 1 à x x= 2, part du point B et ya rencontrer la parallèle l l' à l'infini, en restant au-dessus de Paxp des x. ■ . .
Pour des valeurs de x plus grandes que 2 et plus petites que -6; l’ordonnée y devient négative; donc la courbe repasse au-dessous, de l’axe des y. Pour x =c 6; y devient encore infini, .donc si je prends sur xx', la longueur OD ■= 6 et si par D, je mène la parallèle kk‘ à l'axo-des y, dans l’intervalle de-as = 2 à x = fi, la courbe part de l'ipüni suivant la parallèle II' et revient à l’infini suivant la parallèle kk', en restant au-dessous de l'axé des abscisses. '
Ponr des valeurs de X, plus grandes que 6 ot croissant indéfiniment, l'ordonnée y. redevient et reste constamment positive. Elle part de l’infini.
Polir savoir quelle limite «lie atteint, alors-que ± tend vers l’infini, nous diviserons haut et bas le second membre de l’équation
par x’ et en introduisant l’hypothèse x—ao , après cette division, nous trouvons y st: 1. . . . ,
Donc si par le point E.-distant de 0 d’une longueur OE =: 1 , je mène , la parallèle EX À l'axe des x,.la courbe au-delà de x — G, pari de l'infini suivant la parallèle H' et va rencontrer à l'infini la parallèle-, EX, en restant toujours au-dessus de l'axe des x.
Pour obtenir la portion de là courbe, représentée par l'équation
et située du côté des x, je remplace x par — x dans cette équation et j'ai ainsi pour l’ordonnée de la courbe située à gauche de yy' :
Ou bien : . 4
Les valeurs positives données à x, dans cette équation, doivent être portées à gauche de l'origine.
Pour x = 0, y = — • ^ ce que nous savions.
Pour des Valeurs de x comprises entra 0 et -3, l’ordonnée y, ne cesse d'étre négative, et puisque pour x = 3, y i=; 0 il, en résulte que si l'on prend à gaucho de l'origine, une distance 0F ^= 3, la- partie de la cmirbe située à-gauche des-y, part du point A et arrive en F en. restant au-dessous de l’axe des x; duos l'intervalle à«x-a-Oàa = 3.
Pour des valeurs de x plus grandes que 3 et indéfiniment croissantes, l'ordonnée y rédevient positive et puisque- pour la limite'x ac oo , y 3= 1, il s'ensuit qu’à partir de F la courbe passe- afi-dessus de l'axe des x et va rencontrer à l’infini la parallèle EX. -
■ Ainsi se trouve construite la courbo dont l'équation est : “ ••• .
• •'• •• - y = x*—Sx + 12\ •• ' '•
Remarque. •— La branche BAF, qui va d’un point B de l’axe des x .à un autre pointF de ce même axe, a évidemment un point particulier dont f ordonnée est la plut granit parmi les ordonnées cpmprises entre les points A et F. t
La branche MNP qui va de l'infini à l'infini, au-dessous de l’axe des x, a évidemment un point particulier, dont l'ordonnée est la phs petite
parmi toutes les ordonnées des points de la eourbe, situés entre les
points extrêmes M et P de cette branche. -
Nous étudierons plus tard krmoyen de déterminer exactement la position de ces points particuliers dont on soupçonne ici l'existence.
V. Soit à construire la eourbe.dont l'équation est
y = sin x.
Pour x =r: 0, y = 0 la courbe passe donc par l'origine.
Pour toute, valeur de a: de la forme x = K.tt, y =0; donc si l’on partage F ale des x à partir de l’origine 0 en parties égales à w aux points A, A’, A", A,, À,'..».,, ces points sont ceux où la courbe rencontre l'axe des <r. .; .- ..
Pour les abscisses comprises entre 0 et À ; A’ et A", de deux en deux, les ordonnées sont positives; au contraire les ordonnées sont -négatives de-deux en deux à partir des abscisses comprises entre A et A'.
La valeur maximum de l ordouuée est l’unité; elle correspond à
Donc si 0 = OP' = 1, la courbe à la forme indiquée sur la figure. VI. Soit à Construire la coürbe dont l’équation est :
Cette courbe ne part pas de l’origine 0, elle rencontre l'a*e .des y. au point A, tel que OA = 1. *•••_*
Comme la courbe précédente, celle-ci rencontre l’axe des * aux.points dont les abscissés sont x = K-r. .•
Les parties de cette courbe, situées au-dessus et au-dessous de l’axe des x sont inégales et vont sarts cesse en se rapprochant de l’axe des x.
La valeur maximum de l’ordonnée est OA = 1 ; cette valeur maxi mum ne se présents qu’une Seule fois et à l’origine.
VIL Soit il construite la courbe dont l’équation est :
croissantes en valeur absolue, y va x = — pc , y = d.
Supposons a > 1 ; pour x = 0, y = 1, si donc l’on prend 0A= 1 on a en A un point de la courbe Pour ries valeur*, positives et croissantes de ai,- -y Vj* sans cesse en- croissant ef pour x~tx> , y =oo.
Pour des valeurs négatives et constamment en dimimuant pour
La courbe rencontre l’axe des x à l’infini pelle a la forme ci-contre.
Si a est < i, on trouve la même, courbe' placée d’une manière différente. '
Equation polaire de l'ellipu.
rectangle MF'P nous donnp :
. ÿoit M un |K>int quelconque de l'ellipse, prenons l’axe A'A pour axe polaire et le foyer F' pour pôle.
Albrs les coordonnées polaires du point M sont :
MF’=t angle MF'x=0.
Ceci posé, le triangle
F'P ou (* + ey=srcos4.
Et puisqu'on a trouvé plus haut :
MF 1 = a + ~.
On a par substitution les calculs suivants :
c ( r cos 0 — c ) r = a -r- .
a — r cos S a — c cos i
1 4- - cos 0 a
Et en représentant — par p et - par e, il vient :
t — e cos 8
Telle est l'équation polaire de i ellipse.
Dans cette équation, e est < 1.
Équation polaire de la paraboli.
Prenons l’asc Ax pour axe polaire et le foyer F pour pôle, alors M étant un point quelconque de la courbe, les coordonnées polaires de ce point sont MF = r, angle MFx = 0.
Le triangle rectangle MFP donne :
FP ou (as— |) — r cos 0.
Et puisqu’on a trouvé :
MF = x -t-
On a par substitution les calculs suivants :
r = | .4- r cos 0 4-
t — co s 0
Telle est l'équation polaire de la parabole.
ANALYSE
liquation polaire de l'hyperbole.
Eli suivant la môme marche, on trouve pour équation polaire de l'hyperbole, l'équation :
r t — t cos S‘
tr> . r
Dans laquelle p représente le rapport — - et e le rapport Dans cette équation le rapport « est > 1.
Démarque — Des trois équations polaires que nous venons île trouver, il résulte que l'équation générale :
I — e cos b
représente l'ellipse, ou la parabole, ou l’hyperbole suivaRt que le nombre t est <[ 1 , ou = i ou > 1 .
De la transformation des coordonnées .
Dans l’étude des lieux géométriques, il est souvent utile de changer les axes coordonnés, considérés d'abord, et de rapporter tous les points du lieu à d'autres axes, soit pour simplitier les équations, soit pour chercher à découvrir plus aisément les propriétés des figures.
La transformation des coordonnées a pour objet la recherche des formules par lesquelles on exprime les coordonnées qui se rapportent à deux axes, eu fonction des coordonnées relatives à deux autres axes.
Changements d'origine.
Proposons-nous d'abord de déterminer les formules propres à [tasser
Considérons ces parallèles comme <
d'un système d’axes coordonnés an système obtenu, en transposant les premiers axes parallèlement à eux-mêmes, en un point déterminé.
Soient yy' et a\r' les axes primitifs.
Par un point O' déterminé par. S'es coordonnées jt = OP et t/ = O'P, que nous désignerons par a ci li, menons des parallèles O'X et O’ y aux axes j\r' et yy\ e nouveaux axes.
Soit M un point do plan, vu point rapporté aux axe» primitifs .va '■ ot y y a pour coordonnées : ,
x = (Ht, y =: MD.
Ce même point rapporté aux nouveaux aies XO' et YO" a poOr coordonnées
X = <)'.\, Y = MA
La question est 'd'exprimer les anciennes coordonnées r, y en fonc- . • tion des nouvelles X, Y et des coordonnées a, t> de la nouvelle origine.
Or, sur la figure, on a : ‘ ' *' . y. ; ■
>*OP+*PB,' y.=t AB + MA.
D’où : ^
X = A rh X, .y.=ci-*r Y.
T (dtes sont les formules cherchées.. . : . .•' *
Passer d'un système d’qxe* oblique* à un autre sijtlènie (taxes obliques, sim* c ftanjtr d’ongme. *. •
Soient yy‘ et xx' les pxti* primitifs, appelons X i l’angle yûx qu'ils for-
ment entre eux.'
. Soient YO -et XO les .nouveaux axes; appelons ' a et *' les anqles XOar et •Voir que forment çes . nouveaux axes, avec J’ai) cien axe des x. La connaissance de ces angles ost nécessaire et suffisante pour la détermination des nouveaux axes. • * "
Un point quelconque M du plan rapporté aux axes primitif» yy' et xx â pour coordonnées . '....•
x — (IP. y 3 MI‘. .'
Ce même point rapporté ;fux pouvéaux axes OX et OY a' pour coordonnées ; >
X = OK, Y MR
Il s’agit d’exprimer r et y en fonction de X; Y et de» données t, a. et
■ A cet effet, menons par. le point K les parallèles KQ et KH aux ancien» axes.
Sur la figure, on a :
*, * x t=z OH + KQ. , , ,
(2) y = KH + MQ.
Le triangle OHK donne :
0 H sin,{ fl — *- j" , • , „ X sin \ fl t- «. )
, . X sin fl , sin. fl
KH sin a. „ v - X sin «
X sin fl . sin fl
Le triangle MKQ donne, semblablemont : '
. MQ sin a' , : * 'Y si» a 1 '• . • ••
. ‘ dou MQ= "^îrr-
. KQ = iin;fl-a') ■ • ^ kQ = v sm(fl- a -).
\ sin fl^ - v * sin fl
Les formules (1] et [2) deviennent donc par substitution : ,
X tiïn 1 fl * a ) + Y sin ( 'fl — «' )
sin fl
X sin « + ï sin a' '
.. • . sm fl
Si les bouveaux axes sont rectangulaires, la différence «' — « = ÎH>°, en sorte que l’on a a' = 00° 4- a et les-formules écrites ci-dessus deviennent après toutes réductions de calculs : .
' • •< X siO ( fl — a ) — Y cos ( fl — a )
‘ ‘ sin S
, ■’ Xstn* Y cos a' ' ’* ,
* . sin fl
Telles sont les formules cherchées. '
Pas-er d'un système d’axes reotangulaires à un sifstéme d'axes obliques, mots changer d’origine. , •
Si les axes primitifs sont rectangulaires fl-= 00° et les forint) les générales * >
_ X sin ( 0 — en) Y sin ( 0 ■ sia 0
X sin ce Y sin
Mil i
deviennent ;
x — \ cos a -+- Y cos y — X sin « 4- Y sin
• Telles sont les formules cherchées. ;
Paner <f uji système tares rertangstiains à un autrt système tares ■ ' ’ rectangulaires, Sans changer d‘ origine. __ v • '
Reprenons lés formules , • , •' *
'• ‘ ' X sin{ 0 — a)— Ÿ cos ( 0 — ■«’)"
“ TnF J -• ’
X:&in 4 rt- Y cos
y sin ô ’
qui servent à passer d’un système d'axes obliques à un système d’axes rectangulaires.-
Si l<;s premiers âxes sont eux-mêmes rectangulaires. 0 => 90“,- et l'on obtient pour les formules cherchées :• ■
* • ’• p x = Xcos« — Y sin k, .
y = X sin « -j- Y cos.«. •• •
Remarque. — *■ I.es formules de transformation que- nous venons de trouver sonl toutes des fonctions du premier degré des anciennes et des
nouvelles coordonnées. • ; ,
céSÉRAUTÉS. ' * . ...
. , Classification des lignes. mi .
Une ligne est dite algébrique ou transcendante , suivant que son équation est elle-même algébrique ou transcendante. . '
Les lignes algébriques sont naturellement classées d’après le degré de leur équation en coordonnées rectilignes. Ainsi, .une ligne est dite du i", du degré suivant tjuq son équation est du l* 1 , du 2°, v ...
degré. ’ ,
Le degré d'une équation d'une ligne, ne change pas alors qu'on rapporte celte ligne à de nourtaux ares.
hn effet, soit ({ x, y ) = U I équation d'une ligne rapportée à de certains axes ; si je rapporte cette ligne à de nouveaux axes, je remplacerai dans f ( x, y ) = 0, x et y par des fonctions des nouvelles coordonnées, lesquelles fonctions seront du premier degré. Donc, après cette substitution, le degré de f( x, y ) = 0 n'a pu être augmenté. Je dis qu'il ne saurait être diminué, car en passant réciproquement des nouveaux pxes.aux anciens, le degré de réquation viendrait^ être augmenté. Ce qui ne peut être. , '
Donc, le degré de l’équation d’une ligne reste le njéme après (a transformation des coordonnée^. ..
Hemartfue. — I. équation générale d'un certain degré, comprend les lignes dont l’ordre est indiqué par a degré et toutes celles d'-un ordri inférieur.
Ainsi l’équation du 2” degré ‘ ' ” . *
„ (y — ax — 6) ( y’ — a! x — 6'")=4t r
se trouve vérifiée par y — : ax,— &=0 et y — a'x — b' 3=0 , elie représente donc les deux lignes du premier degré par les équations
u > — *ax — 6 = 0, y- — a'x — 6' = 0.
' Du caractère auquel on reconnaît qu'un point est sur une courbé dont l’équation est donnée.
y ) =* 0, i’éqoation d’une courbe ef soient rr et 6 les coordonnées d’un point; l’équation f[i r, y} = 0 représentant la relation qui existe entre les coordonnées d'un quelconque des points de lacourbe, il en résulte. que si le point [a, b) est sur la courbé, les coordonnées a et 6 de ce point devront satisfaire à l’équation f ( x, y ) = 0 ; donc suivant que la relation * . •
sera ou ne sera pas satisfaite, le point dont les coordonnées sont a et 6 sera ou ne sera pas sur la courbe .
Détermination des coordonnées du point commun à deux combes données par leurs équations.
Soient-: •
les éqira-ions de (feux courbes.
Appelons a et 6 les coordonnées d’un point commun h ces deux courbes ; alors nous aurons :
f{a,b)=0 et F { *, 6 ) = 0..
fl
Donc les coordonnées des points communs à leurs courbes sont lits valeurs de x et de y, obtenues en résolvant les équations de ces coarbes.
Une ligne-du degré m ne peut être rencontrée par une ligne droite en plut de m points.
Kii effet, prenons pour axe des r In droite dont il s'agit. L'équation de l’axe des x est évidemment y = 0, si donc je remplace dans l’équation proposée- ( supposée du degré m), y pour 0', l'équation F (x) = 0 à laquelle j’arriverai, aura pour racines réelles, les abscisses? des points d’intersection de la courbe et de ta droite. Or cette équation F (x) «t 0 est au plus du degré m, elle a dpnc au plus m racines réelles.
Donc, la droite ne pourra rencontrer la courbe en plus de m points. Remarque I. — Il pourrait se faire qup la substitution y —-O donnât lieu à l’identité 0=0. Cela tiendrait à cq que dans l'équation f(jt,y)xa 0 de la courbe, on pourrait mettre y en facteur commun, eu sorte que, après ia mise de y eir facteur commun, ou aura : v
La fonction « (_x, y ) étant du degré m — i-. . ...... •
L’équatiou
donnerait donc lieu aux équations . •
. C'est-à-dire que i’éqûation proposée /( «, y ) ,= 0 représenterait dans ce caè l’axe des x et une courbe dd degré m — 1< > . ■ . *
Remarque II. — It* résulte de ce principe que les ligne* du premier degré ne peuvent être rencontrée* -par ufte droite qu’en un seul point. Donc, les ligna du.premier degré sont des lignes droites.
Distance de deux points en coordonnées rectilignes.
. . . • ’ •* , • ùjf'vayl j
• H - Soient x’, y’.et x.", ÿ" -les coor-
'* •' données de deux points M' et . M ", rapportés â deux axes quel-
’ f‘ •• •> l f a ° nt, >Bk “M-, • !>
Après avoir effectue les .constructions indiquées sur la figure,
. '•* le triangle M'M" dontie :
IM
>rM"=*!rü + îi”üV-
2M'Ü . M"U cos M'DA .
On bien : . . „i
ITM* =.(*' — y» )*+(*''— *" )* + 2(x'— x" ) {y' — y" j.Cosfl.
Telle est l’expression de la distance cherchée.
Cette formule convient à toutes les positions des deux points.
, Dans le cas Où les axes sont rectangulaires, é = 90", et cette formule devient : , r .
Si l’un des points donnés M" se confond avec l'origine, on a :
MT
: i/“ ■+- x'* + âx'y'. cos fl,
lorsque les axes- sont obliques;.* ' -
et M^M" — y’’ 4- x’ 1 ’
lorsque les axes sont rectangulaires.
Équation du ccrçlt. — a et fi étant les coordonnées rectangulaires du centre d’un cercle dont le rayon est R ; et x, y étant les coordonnées d’vm point de ce cercle, on- a, d'après les formules de la. distance des points : • • .
tï» + (y_g)î=R*. .
Telle est l'équation du cercle si Jes axes rectangulaires ont pour origine lè centre; alors «=0, fi = 0, 'et l’équation du cercle est dans ce
«ta :. - . .... ^ ...
ÉTUDE DE LA (SIGNE DBOITE
L'équation générale du premier degré i deux variables' est :
Ay-b = 0,
Notis savfons déjà que celle équation ne peut représenter-qu’une ligne droite. Établissons directement ce principe en discutant cette équation : Si A = 0, l’équation dévient :
Bx-t-c = 0, d’où x=. — -g.
représeutè évidemment inrt» parallèle à Taxe des y, me-
fiée à ûrpv.rti stance compté»- suc l'axe des x, à partir de l'origine et égale
Si B =?0, l'équation générale devient : • *' . v
Ay+€ = 0, d’ou y = — — . .
y == — ^ représente évidemment nue parallèle à l'axe d,es x, menée à une distance comptée sup r axe des y à partir de l.’oiigine et égale
Si A =0'et C = 0, l’équation générale devient :
r. Bx 0, d’où x = t).
x = 0 représente l’aie des y.- Si B = 0 et ,Ç == O, l’équatioo générale devient :
■■ Ay-x^-O, d’où y* 0
‘ ÿ«= 0 représente t’axe dgs x.
Si C — 0, l’équation générale- dévient :
... Ay + II* — • 0, d’où y = — -5.x.
Il ’
• Ou plus simplement, y — ox, en représentant par a le rapport — .
Ghcrchdns ù construire le’ücu de i’écyiàtion y = ax, laquelle hiontre que dans ce lieu : le rapport Je r ordonnée d l'absciist tit constant, car
Pour x = 0, onayt 0, donc le lieu cherché passe par l'origine ü des coordonnées.
• ' ’ i •• ’ ’ Supposons que M et M’ sjoient
deux jioints de ce lieu, délc. ciliés en donnant à x des valeurs . parlicuHères 0P et OP'.
Le» coordonnées de points , ; étant MP et 0P; M P et OP’, on a :
-—g MP = a.QP, M'PiJ.#'.
1 4. • • . • . Et par suite : ‘ ,, , .
• MP _ MP' x. i '**
- -0P a,J OP*-» -'—p
Donc, si l’on joint OM et OM', on forme deux triangles MOP, M’OP' semblables, puisqu’ils ont un angle égal MPO = M'P’O compris entre cétés proportionnels. Donc les angles MOP, M'OP' sont égaux, et par suite les points 0, M et M’ sont en ligne droite. -, . •
Donc l'équation y — ax représente une ligne droite qui passe par l’originc.
Enfin, supposons qu’aucun des coefficients dé l’équation Ay + B* -H C = 0 ne soit nul. De cette équation on tire :
Et plus simplement, en posant
En comparant cette équation à l’équation y = ax, on Voit qtle ces deux équations ne diffèrent que par la constante' é. Donc, si l'on augmente les ordonnées des divers points de la droite y zp. ax dç Inconstante 6, on obtiendra les ordonnées- du lieù de l’équation y = ax -+- b. Le lieu des extrémités do ces nouvelles ordonnées, lequel est une parallèle à la droite y = ax, menée 4 une distance de l’origine comptée sur l’axe des y et égale.à b, est donc le lieu de l’équatibn y — ax + k.
Donc, alors qu'aucun des ■coefficients de l'équation •générale du 'prerflur degré à deux variables n’est nul, cette équation représente une ligne droite située d’une manière quelconque par, rapport aux axes. \
Réciproquement. — L'équation d'une ligne droite quelconque est du, . premier degré.
En effet, soit une droite j y ' AB; traçons sur le. plan .deux
! ><■'" axes quelconques yÔ, 0X dont
T' est ••
_ • . La droite AB sera èntiére-
• / *" ment déterntinéo lorsqu'on
- JT' J- , x connaîtra Tua do ses points
s' J ' ' ; ’ . ( le point B par exemple ), et
» • . . • l’angle BAX qu’elle fait avec
l'axe dés x. Appelons » cet
angle, et soit b la distance OB laquelle fixe la position du point B.
Prenons un point quelconque M sur la droite et cherchons la Relation qui existe entre les coordonnées x =» OP et y = MP da ce point.
Ôt
A cet effet , menons par l’origine la parallèle OK. i AB, dé» lors sar la figure, on a :
&H> = PK + MK, d’où . y = PK+b. ....... (tj
Le triangle OPK donne : . .
PK sin KOP , . PK. sin «
■ , ou bien — - =>-r-
OP . sin OKP * * * * „ '
Et par lutte : ' .
bir —
L'équation (1) devient donc ppr iubstitution :
■ x- ain ( 9 — *)'
. sin ce , •
^ — sin ( 9 — a ) ' *
Cette équation qui est celle de la droite AB eet du premier degré entre a: et y. , .
Remarque. — L'équation
sin l 8 — *
montre que si l'équation d'nne droite est raisp sous la forme y=tea - -4-fc, le coefficient a de x est une fonction de l’inclinaison « de la droite sur l’axe des x. Ce coefficient a, firend pour cette raison le nom de coefficient aiujulairede la droite. - .
Alors que les âxes sont rectangulaires ê — 90" et a tg st ; c'està-dire que datas ce cas : le coefficient de x dans l'équation y ax ■+ b, représente la tangente Irigonotnétrique de l'angle que la droite fait arec l’ale des x. ' 7 ’ • • ’
Le ooefficient b, qui représente l’ordonnée du point de rencontre de droite avec l’axe des y, est dit le cvefficitnt linéaire de la droite.
■ Les distances OA et OB comptées sur les axes et depuis l'origine jusqu'aux points de rencontre- A et B de la droite avec ces axes sont dite» : let coordonnées à l'origine if. la droit». .
La connaissance de ces coordonnées , détermine la position des deux points A. et B, et par suite, la droite AB se trouve entièrement déterminée. * • '
t* ' T ' IWtj'l , f. *
Expression de l'équation d'une droite en fonction de set coordonnées
, ' à l’origine.
Soit une droite AB dont les coordonnées à l’origine sont' OB et OA ; -appelons m et n ces quantités.
Soient MP et OP les coordonnées a:' et y d’ilnf point quelconque, de la droite.'
‘ : Le triangle AOB donne :
y ^ ni — J) n m
D’où
Telle est l'expression de l’équation d'une droite en fonction de ses coordonnées à l'origine. ’ . '
Remorque., — L’équation d’une droite étant donnée soit y — ace -h b cette équation ; les coordonnées à l'origine de cette droite sont l’abscisse et l'ordonnée de ses points de. rencontre avec l'axe des x et avec l'axç
des y dont le£ équations sdnt y = O'et ir 0. ’ •
Ces coordonnées ont donc pour valeurs':
, Le* viitcuss.de a et de b, tirées de ces deux érpration» et portées dans
l’équation y = ux -t- b de la droite, donnent l'équation :
trouvée ci-dessus. " , f . :'\ » _ -
Prôbuüsk. — L'équation d’tme droite étant donnée, rntruler l’angle ;'
qu’elle fait arec t'axe des x. ' ' * ’ " - *
Soit y ?= nx + b l'équation d’une droite.
En désignant par • l’angle inconnu que dette droite fait avec l'are de» x, et par é l’angle des axes, on a -: •
Slll (£-—«;
* De celle équation on lire ; <
a s in 8
^ “ — 1 -f- a . cos i
Telld.est Ja formule cherchée. • ' . • - . . '
Si les aies sont rectangulaires (1) devient tg a = a, résultat déji
connu.
Du calcul numérique de l' angle *.
La formule .. . •
„ • •« sin 9r *
"• < ‘g “ — i, a . cos i " .
n’est pas commode pour le calcul numérique de 1 angle « . < Reprenons la relation * <
sin ( 9 — *-]
On en tire :
Et par suite :
si n ( 9 — * ) — sin « 1 — ~ n
sin f9 — a ) -t- tin « 1 -V- ft
•lg (§-•>) l_q
D’où
Cette formule permet de calculer l’angle a, au moyen des logarithmes.
Remarque sur la manière de complet' l' angle *. • *' ■
L’angle «- de la formule (1)- est l'angle formé par la direct ioa dec absci}se* positives avec celle ries deux directions de la droite donnée qui s’étend Au côté des ordonnées positives. ... .
Cet angle varie de 0° à 180°. . .
Trouver réquation d'une droite qui fume par un point donné (s’, ÿ j.
Ce prablème est évidemment indéterminé. • • ..
. L’équation delà droite cherchée doit être de la forme ï^w + L rt et ft sont ici- les inconnues de la question..
point x'y' devant étrcsur la droite, nous aurons : y' = ax' +'6-
Telle estla seule équation que donne l’énoncé , elle contient les deûx inconnues a et b, elle montre bien l’indétermination du problème. Cètte équation donne ‘ k • * »
bj=y‘ — ax' .
Et ert portant cette râleur dans l’équation y = ax + b cherchée- de droite, en trouve : -, ,«
Telle est l’équâtion demandée. Le coefficient angulaire a de la droite y est indéterminé. .
On pourrait de même avoir une équation ne contenant que b.
Trouver l'équation de la' droite qui patte par deux pointi donnée x'y' et x"y" .
D’après le problème précédent, la droite cherchée devant passer par le point x',y', son équation sera de la forme
Et puisque la droite doit contenir le second point a:'', y", on aura la relation :
'La valeur de a tirée de cette équation et portée dans l’équation (t) donne:
-■ Telle est l’équàtion de 4a droite cherchée.
Remarque. — Si l'on suppose l’un des points, si tac sur l’axe des x, ”{tr' on, y == 0") et le second situé sur l’axé des y [y' e= ip, x".= 0]:
l’équation obtenue ci-dessus devient + j=t. Équation déjàcohnue
Déterminer le point tl‘ intersection de deux droites donnée* par leurs
' ‘ ' équations* '• '
Soient y = ax + b, y = o’x- -4- b' les équations de deux droites. Les coordonnées de leur point de 'rencontre doivent satisfaire à la fois à’ces . deit* équations, car le point est -commun i chacune de ces -droites.
Donc, pour obtenir les coordonnées. X et Y. de ce point d’intersection, il faut déterminer les yaltîurs de x et de y communes aux deux équations y = ax 4- b, y = a'x -+- b, c'est-à-dire qu’il faut résoudre ces deux équations.
On trouve ainsi : ’ . <
b — b' y _ én' — ab'
pour les coordonnées du point cherché. .
Remarque. — Si les droites sont parallèles jour point de rencontre est à l’infini. Alors -X = oo , Y = x , cë qui exige que a =r a'.
L’équation a — a' est donc la condition de parallélisme de deux droites dont les équations sont :
y = ax-|-i, y =s u'i-hi 1 .
La condition de parallélisme de deux droites est' donc indépendante des coefficients linéaires do leurs' équations.
Calculer l'angle de deux droites données par leurs équations.
' ■ ' ' ■ , o' sin 8
* i . r. i a' COS 8'
La substitution de ces valeurs dans (1) donne après toutes réductions de calcul': , , 1 ■
tgU-,
1 4- ( a 4* «' ) cos 8 4- aJ'
Telle est la formule qui fera connaître l’angle cherché M. Si les axes sont rectangulaires, cette Formule devient :
tgM = r
aa
Condition de parallélisme de deux droites.
Si les deux droites sont parallèles, M — 0, Ig M = 0 et alors on trouve indépendamment de l’inclinaison des axes. ...
Condition de perpcndiéuiariti de droites .
Si les deux droites sont perpendiculaires M = '90“ , l(g M = x et 1 on
trouve lorsque les axes sont. obliques . . . , ,
1 + { a -f- a' ) cos fl 4- aa 0. ..
Et si les axes sont rectangulaires. .
1 + aa’ = 0.
Ce sont là les conditions de perpendicularité de deux droites, suivant que les axes sont obliques ou rectangulaires. •
Remarque. — L'équatioir d'ünc droite qui , passant par un point donné, serait perpendiculaire à une droite donnée y = ax-i- b, serait :
t- a cos fl
. n + cosfl
si les «rxes sont obliques; ou
si les axes sdtit rectangulaires.
Déterminer la rfutar.it» d’un point ,(x' y)'d uns droite donnée y =nx+ b.
1* La axes sont obliques.
Soit AU la droite donnée dont l’équation est y=ax-hb; soit M le point donné dont lés coordonnée* sont x' — OK et y' = MK .
. Appelons t la . distance cherchée MP: le triangle rec-
langle MPH donne : ■ «. •
<f = MH sin ( £ — « ) = ( HK — y' ) sin ( ê — * ).
■ Or, HK = ordonnée de la droite y = ax -+- 6 correspondante é l’abscisse ÜK ou x'\ donc : HK = a. r' + b; par suite :
(1) — i — (ax' + 6 — y' ) sin (6 — #).
Pour calculer sin [•( — y ) on n :
sin a
.. , T - _ *, • . , . , soi «
o =: ~-f — j-j- d ou sin £ — a =
sin £ — a ) \ ' . a
De plus :
a sin £
1 4- a cos £
par suite : \
Sin a =
a sin £
± V/i-HlfiV ^ \/l 4- a‘ 2a cos i L'équation (1) donne donc par substitution :
ox’ -t- b — y' ) sin £
. ± \/ • + n’ -t- cos £
j ty' —.ct* — b) sin £ + V '1 -t- fl’-t- 2n cos £
Telle est la formule cherchée.
Remarque. — J 1 étant une valeur absolue, on prendra le signe — ou le signe’-t- du radical, de telle sorte que la valeur de <f soit positive.
Le numérateur est positif ou négatif, suivant que le point donné M est nu dessus ou au-dessous du point H.
2" Les axes sont rectangulaires. — Si les axe$ ijont rectangulaires, £ = 90", et la formule obtenue ci-dessus devient :
y' — 1 ax' — b
On peut obtenir cette formule, directement sur la figure.
EXERCICES SUR I.A I.IGNE DROITE
'j, Déterminer les côtés, les angles,. les hauteurs, les bissectrices,
les médianes et la surface du triangle formé par les droites dont les
ANALÏSE. • ’ ' / ” m w K
équations sont :
Les axes sont supposés rectangulaires.
2. — Déterminer le lieu des points dont la somme des distances à deux droites données est égale à une longueur donnée m. ( On prendra pour axes les deux droites données. ) '
3. — Dans un triangle BAC, ou mène une série Je droites telles que MN parallèles à la base, on joint BN et MC. Déterminer le lieu des points tels que P. { On prendra pour axes les côtés AB et AC. )
4. — Démontrer que dans un trianglë quelconque, les trois hauteurs se coupent en un même point. On prendra pour axe des x l’un des côtés et pour axe des y la hauteur abaissée sur ce côté. )
5. — Démontrer que dans un triangle, les perpendiculaires élevées sur les milieux des côtés se coupent en un même point. ( On prendra pour axe des x, l’un des côtés et pour axe des y, la perpendiculaire
*• élevée sur le milieu de ce côté. )
6. — Démontrer que dans un triangle, les médianes se coupent en un même point. { On prendra pour axe des x, l’un des côtés et pour axe des y, la médiane qui part du milieu de ce côté. )
* 7. — Démontrer que dans un triangle, les bissectrices se coupent en
un même point. ( On prendra pour axe des x, l’un des côtés et pour axe des y, la hauteur abaissée sur ce côté. )
8. — Démontrer que dans un triangle, le centre du cercle circonscrit, le point de rencontre des hauteurs et le point de rencontre des médianes sont en ligne droite.
DE QUELQUES PROPRIÉTÉS DE L’ELLIPSE
Construction de l’ellipte par pointe, connaissant les axes de cette courbe.
Premier procédé. — Soient AA' et BB' les deux axes 2a cl 21 d’une
ellipse..
Sur ces lignes comme diamètres, décrivons des circonférences. Par le centre commun 0, menons un rayon quelconque OMN, ce rayon coupe les deux cercles en M et en N. .
Par ces points menons les parallèles MP et NQ aux axes, le point P de rencontre de ces parallèles est un point de l’ellipse ayant pour axes AA’ et BB'.
En effet, les coordonnées du point P sont y = PQ , x = 0Q et les « triangles semblables MNP, ONQ donnent
PQ 0M ,, , y _6
NQ ~ ON ’ d 0U ~ «'
Et par suite :
n’y* +. JV — o’i*.
Le point P est donc un point de l'ellipse et par cette construction, on obtiendra autant de points de la courbe que l'on voudra.
Remarque. — Le rapport des ordonnées PQ et NQ de l'ellipse et du cercle, correspondantes à une même abscisse est constant. Ce fait résulte de la construction. Donc, si l’on mène une ordonnée quelconque
CU du cercle et si ou la divise en un point R tel que = -, on aura
U fl
en R un point de l’ellipse ayant pour axes 2a et 26.
En d'autres termes, »i ion augmente ou si ion diminue proportionnellement les ordonnées d'un cercle on obtient une ellipse.
Dexuciéme procédé. — Soient | AA' et BR’ les deux axes 2a et 26 d’une ellipse.
Imaginons une droite MN de longueur a -h b, laquelle s'appuie constamment sur les directions des axes, le point M étant toujours sur Oy et le point N étant toujours sur Ox. - Soit, sur cette droite MN, un, point P tel que PM =a.
Je dis qu'alors que- MN glisse entre les deux droites rectangulaires yy' et xx', le point P décrit l'ellipse dont les axes sont AA' et BB'.
En effet, menons les parallèles PQ et PR aux axos; les coordonnées de P sont x — 0Q, y = PQ et les triangles semblables PQN et MRP nous donnent :
PN = i,
PQ _PN MR — MP
Et par suite :
Le point P décrit donc l'ellipse.
If
Troisième procédé. — On verrait de'. même que si une droite MN de longueur a — 6, glisse entre les deux axes yy'et xx'\ le point P ( situé sur le prolongement de MN ). tel que MP = a, décrit 1,’ellipse dont tes axes 2a et 26 sont AA’ et BB'.
Equation de la normale ri l'ellipse.
Soient x‘, y’ les coordonnées •d'un point M de l’ellipse; on sait que la normale en ce point est la bissectrice MN de l’angle F’MK formé par les rayons vecteurs de ce point.
Cherchons à calculer ON.
Puisque MN est bissectrice de l’angle F’ MF, on a
F'N FM FN ~ FM
Ou bien ;
c + ON __ F M e — ON — FM,'
Mais on sait que
ex
VI, ex
en sorte que l’on a ;
c -4- ON c— ON
ex
Cette égalité de rapports donne :
• Kt par suite :
ON
ON
ex
I,es coordonnées du point N sont donc : ,
et
j = ON
(il
Donc, en appliquant ici l'équation de la droite qui passe par deux points, on trouve pour l'équation de la normale MN, laquelle passe par
(pX \
les deux points M ( x', y' ) et N ( y == 0, ± — -jpr)' y‘ / îVi , y’
Ou bien : puisque d l — c* = i’
iv* )•
Telle est l'équation de lii normale en un point x', y' de l’ellipse. Équation de là tangent': à t' ellipse.
Soient x', y' les coordonnées du point de l’ellipse par lequel on veut mener une tangente à la courbe.
Devant passer par ce point, l'équation de cette tangente est de la forme :
De plus, lu tangente devant être perpendiculaire à la normale, et
. t G? Il' «
celte dernière avant poyr coefficient angulaire le rapport ainsi qué le montre l'équation (1) ; on a :
D'où :
îrx
l.a substitution de celte valeur de m.dans (2) donne :
Telle est l'équation de la tangente à l'ellipse, en un point ( x ' , y‘ ) de cette courbe. > ; ’ .
Forme remarquable sous laquelle on peut mettre l'équation de la laiigcnte
d l’ellipse.
L'équation .
AV
que nous venons de trouver, donne en chassant le dénominateur et par transposition :
a’ÿ'y + 6’x’x = ahj" 1 4 - b 7 x' 7 . „
Mais le point x', y’ étant sur l’eHipse, on a : »
En sorte que l'oti trouve pour l’équation de la tangente à l’ellipse : a’y'y 4 - é’x'x = a 7 b 7 . •
Propriétés déduites de F équation de la. tangente à l'ellipse.
I. — L’équation
montre que lé coefficient angulaire de la tangente est :
_ 6V <Py'
Ce coefficient reste le même alors qu’on y remplace x' et y' par — x' et — y' ; donc : . .
Les tangentes menées à l'extrémité d’un même diamètre , de l'ellipse sont parallèles.
, II. — L’équation peut s’écrire ainsi :
ahj'y 4- fr’x'x = a *é*
Donc , les coordonnées à l’origine de la tangente à l’ellipse sont
— pour l’ordonnée et —7 pour l’abscisse,
L’ordonnée à l’origine est donc indépendante du grand axe et de l’abscisse x' du point de contact.
L’abscisse à l’origine est donc indépendante du petit axe et de l’ordonnée y’ du point de contact.
Arrêtons-nous à celte dernière propriété; elle noua fournit une construction très-simple, pour mener une tangente à l’ellipse en un point donné de cette courbe.
Soit à mener la tangente en un point M d'une ellipse dont les aies sont AA' ou 2a et BB’ ou 26.
D’après la seconde propriété que nous venons de reconnaître : pour tous les points de la parallèle P/, situés sur des ellipses ayant pour grand axe AA’, les tangentes en ces points auront mèmè abscisse à l'origine ; donc le point U de cette parallèle située sur le cercle de diamètre AA' ( lequel cercle est une ellipse dont les deux axes sont AA' ), jouit de la même propriété.
Or, si l’on mène la tangente UT au cercle de diamètre AA', son abscisse à l’origine est OT, par suite OT est l’abscisse à l’origine de la tangente inconnue menée ft l’ellipse au point M.
Donc, en joignant MT, on obtient la tangente menée à l’ellipse au point M.
Relation importante.
Sur les deux axes AA' et BB' d’une ellipse, décrivons des cercles concentriques.
Par le centre O, menons un rayon quelconque Omm', lequel coupe en m et m' les deux cercles. On sait que les parallèles menées de ces deux points aux axes, déterminent par leur intersection un point
fii
M de l’elüpse, et l’on a :
MQ _ A m'Q o
On sait en outre que si l’on mène les tangentes au poiut in du cercle de diamètre 2 a et au point M de l’ellipse, ces deux tangentes se côuperont en un même point T de l’axe AA'. Ceci posé, menons la normale MN et désignons par ? et l les angles BOm' et MM .
Les triangles rectangles MQ f et m 0 1 donnent'
MQ=QT.tg6TM=Æ
m'Q = QT tg OTm’ = QT . tg » . .
D’où par division :
MQ 1 .
m'Q — tg l tg *’
„ . MQ b ’ • •
Kt enfan, puisque -, ( j = -• -
Telle est la relation cherchée.
Relation entre Ut angles gue jorment arec U grand axe et avec h petit ame, Ut normale el le rayon d’un même point Je L ellipse.
Soit M (a-’, y') un point de l’ellipse, menons la normale MN et le rayon OM de ce point.
Appelons I et « les angles (pic font ces lignes MN et OM , la première avec le grand axe et la seconde avec le petit axe.
L’équation de MN a
IJ
«w U-» oftmnfa'lrt i
pour coefficient angulaire :
I(W> **♦> sh
.■^9 ac
rrfffi (g |s
AV
* L'équation de 0M est y — ^ x.
donc :
coig» = |r (2)
D’où en divisant (1) par (2) if vient :
tg i tg «
Telle est la relation cherchée.
l'aïeul d’un rayon de l'ellipse.
■Soit 0M le rayon de l’ellipse correspondant A un point quelconque M dont la normale MP fait avec le grand axe un angle MPA que nous appellerons l.
Appelons » l'angle MOB du rayon <0M avec le petit axe.
Les coordonnées du point M étant x’, y’, on a sur la figure, en appelant R le rayon OiM : _ ' , ,
y' = Rcœ m , x'=Rsinw.
Le point x', y ’ étant sur l'ellipse, on a :
«y* -+- fcv*'<= oV. '
Et par substitution : t ,
"" (a’ cOs’ • 4 -6* sin 1 » ) R* == a*6’.
D’où l’on tire : . •
a 1 co p 7 » -t- 6 2 sin* »
sin*« (l-f- col*
ANALYSE
Or, la relation ■:
donne :
Et par suite :
tg/tg« =
tg m =
b* tg i
eo^.= *Ü5l'
a* . tf'-t-'é 4 tg 1 1 ‘
En sorte que l'équation (1) devient par substitution et après réduction :
k? - ?-t t4 K 1 ri)
• * -h 6 1 tg 1 1 [ )
Appelons t le rapport — ; alors, puisque
o* — 6 5 =c J , on a i 2 = à 1 — c*:
• Et par suite * -
'L’équation (2). devient donc par substitution :
, 0 4 + a 4 ( W)«tg«f •
a’+o^l— e>) tg* t '
Et successivement : '
R’ cos’ l + a 1 ] 1 — e’ )* sin’ l
• ^ * 1 crtP'l+fl' — é*)sin*r .
■ , ' : d*T i — sin» l' 4- ( t + e 4 — 2r»)_»in , 71 J ' ' '
1 — sin’ f-4- sin 2 / siu’ < “ ,
•_ n* [1 — gt 2 sitr 1 i •+■ e‘ sitl* l ]
• ' ’ 1— .«*sîn*f , ' •
En. développant le quotient du second membre, on a :
R , = a * ( 1 — <«?sro*i — e 4 sm 4 < — e 8 sin*/ — )•
Et finalement :
R = a \/ 1 — e‘ sut 1 / — « 4 sin 4 1 — t 6 sin 8 1 — .....
Telia est l’expression d'un rayon de l'ellipse.
• c \/ a 1 - "fr?
Rtmarqut. — Si le rapport e == - = est sufiisamment pe-
lit, on pourra, dans le développement do R, négliger les puissances de e, à partir de la quatrième inclusivement.
Dans ce cas : ....
. . , ^ ^ a .y/l — e î -sin 3 i.
DÉRIVÉE HT DIFFÉRENTIELLE
Lorsque Jes valeurs d'une quantité variable deviennent de plus en plus petites et tendent vers la limite zéro, on dit que cette quantité devient un infiniment petit.
Upe quantité infiniment petite est indéterminée et ce qu’il importe de savoir sur une telle quantité, c'est que sa limite est. zéro (*).
L’étude d'une quantité infiniment petite , prise isolément, ne présente aucun intérêt; mais si l'on considère deux quantités infiniment pétites dont l'une dépend de l’autre, c’est-â-dire dont l'une est fonction de l'autré, leur rapport, alors que toutes deux tendent vers la limite zéro, tend Vers un© limite généralement /înic et déterminée.
En effet, considérons une fonction de x, yxzf[x). L’équation y—f[x) . représente généralement une certaine courbe AB.
Considérons utrpcdnt M • de cette courbe, dont les *• "coordonnées sont x et y.
St l’on donne à la variable x , un accroissement PP’==A ; l’abscisse x •• ou OP va devenir OP', et généralement oh trouvera • sur la courbe un point M’
• ayant pour abscisse OP’, u4 ©n sorte que pour l'ac-
croissement PP' donné à la variable x, l'ordonnée y a pris l'accroissement
[*) Une quantité infiniment petite peut -provenir d!une quantité tres-graude : telle est t’ordonnée d’une droite oblique sur l’axe des x ; cette ordonnée qui pejit être Ifès-çrande devient intinimént petite dans le voisinage du point où la droite renfcontre l’axe des ri
correspondant M'H. Appelons h l’accroissement de x et k {‘accroissement de y. «
Les coordonnées étant supposées rectangulaires, le triangle M MR nous donne :
î = tgM'MR
Si le point M' se rapproche, indéfiniment du point M, leq quantités k et h deviennent infiniment petites et l’équation (l) ne cesse d'avoir lieu quelque voisins que soient les deux points M et M’.
Lorsque les deux points se confondent, la. sécante MM’ devient la tangente MK menée en M à la courbe et l’angle M’MR' devient l’angle KMR, donc lorsque k et A tendent vers la -limite zéro, l’équation (1) devient : ’ • . .* ‘ V ’ •’ *
limite ^ — tg KMR. '
La limite du rapport - est donc une quantité généralement finie et
déterminée. , ....
Je dis généralement finie et déterminé «; par la tangente de l’angle L’MX, c’est-à-dire de l’angle que fait avep Taxe des x, la tangente en tm point d’une courbe, peut être finie, nulle, infinie ou indéterminée. :
• Si la tangpnte à la courbe est oblique sur l’axe des x, la limité est une quantité finie,
Si la tangente à la courbe est parallèle à l’axe des x, limite £== 0.
Si la tangente à la cèurbe est perpendiculaire à Taxe des x, limite
Si la courbe se réduit à un point, comme on l’a vu pour l’ellipse, la
AO
tangente en ce point est indéterminée et dans ce cas limité r = ».
DÉeiSITIOS DE Là DÉBITÉE DISE FONCTION,
La limite vers laquelle. tend le rapport de l’accroissement d’une fonction, à l’accroissement correspondant de la variable, lorsque cehii-ci tend vers zéro, est appeléo la dérivée de cette fonction.
Nous conviendrons de désigner par i-ft, l’accroissement donné à une variable ou à une fonction u. . _ . „
Si donc, l’on appelle y une fonction de x, et si l'on donne à fe nn
certain accroissement ; non» appellerons 'ax cet accroissement; la variable x prenant l'accroissement ax, la fonction y en prendra un correspondant que nous désignerons par Ay; en sorte que si l'on appelle y' la dérivée de la fonction y, on aura, par définition,
lim = y. ax y
LOI DB FORMATION db LA DÉRIVÉE' d’p»* FOKÇXIO!* rvnÈRB.
fioit une fonction entière de x ;
• - {1)., j/=Ax-'-f
Donnons à x un accroissement ax, et soit Ay l’accroissement correspondant de la fonction y, nous aurons !
(2). . 1 . ...... y 4- Ay = A ( x -t- ax )" 4-
Les équations (t).et (2) donnent par soustraction : •
Ay == A (x 4- AX.)" — Ax" 4-..-J.
Et si l’on développe le second membre au moyen de la formule do binôme, on a :
‘ Ay Ax"~‘ Ax 4- ^ a — Ax" -1 (Àx)*q- . . . . .
par suite . .
* V ±afn.Ax*-‘4- — - Ax*— 1 1 AX4-
ax- ' 1.3
Et en passant à la limite ax = 0,
y’ où lim =s m. kx n —
&dC 1 .
Ce résultat montre que.: , • * •• • ■;
La dérivée d’une fonction entière /‘obtient- en multipliant chaque terme de celle fonction par l'cxpoiant de x dans re derme et en retranchant une unité à cet exposant, après la multiplication. .
’ Ainsi, les dérivées des fonctions entières : . . ,
sont :
- Il résulte de cette .loi de fbfmation, (pie la dérivée d'une quantité constante est zéro, car dans une constante l’exposant de x est nul.
Remarque. — Sort y une fonction de se, f(é) ; désignons par f ' (x) i dérivée, nous aurons par définition
En sorte que l’on pourra poser
ay
s étant une quantité dont la limite est zéro, alors que ax tend lui-méme vers cette limite.
DE QUELQUES THÉORÈMES STR LES FONCTIONS ET SUR LEURS DÉRIVÉES
Définition. — On dit qu'une fonction f(x\ est • croissante dans le voisinagetd’une certaine valeur de la variable, lorsque pour un accroissement positif infiniment pelit doitné'.à la variable, à partir de celte valeur; la fonction augmente. • . • ", *• T ;
Théorème I. — Suivant que la dérivée d'une fonction est positive ou négative, la fonotion est croissante ou décroissante.
Soit une fonction fi(x) dont la dérivée est pour un accroissement A de * on a ; - * ‘ .
f[sc + h)-f(sc)=htr.(x) + '
c s’annulant avec A. * ' ‘ ••••».. >
Ici, nous supposons h positif et infiniment petit ; alors e est lui-même infiniment petit, donc le signe de f' (x) -t- e est celui de f' (x). Et puisque A est positif, il en résulte que le' signe de h\ fi (x) +. 1 ] est aussi celui de f ' (x). - * ” ■ v •
Donc si fi (x) est positif, f (x -+- A ) — f{x) est 5> 0 , c’est-à-dire que f(x + h)>f(x); au contraire si est négatif, f[x -h h ) — f far), est’ <0, c’est-à-dire que f J x H- A Xff*)-.
Donc si fi (.r) est positif f(x) va en croissant ; et si fi (x) est négatif f[x) va en décroissant. _ ,
Définition. Une fonction est dite continue, lorsque pour des accroissements infiniment petits de la variable, elle prend elle-même des accroissements infiniment petits. ,, -
Théorème II. — Lorsque four une valeur finie de lu r iriable, une fonction ut finie et a une dérivée finie, la fonction est continue.
Soit une fonction f (x), pour un accroissement A de la variable, la fonction f[x\ prend l'accroissement f[x + h ) — f (x), et Ton a :
Si f ' (x) est finie et si A est infiniment petit, < est .infiniment petit ; par suite /* (x) 4- s est une quantité finie et le produit A [ f (jc> -t- /] est une quantité aussi petite' que l'on voudra; doue l'accroissement f(x + fi)~-f[x) de la fonction f(x) étant infiniment petit, celte fonction ei»l. continue. * . »
La réciproque de ce théorème e»t fausse. _ *
• En effet, 1 égalité . L
montre que si à la limite A =x 0, le premier et le second membre sont nuis, il n’est pas nécessaire qee f [x] soit finie.
Théorème III. — Si pour toutes lu veifkurs que l'on peut donner d la variable dans l’intervalle, de a à b, une fonction conserve toujours la mem« valeur * sa dénuée ut constamment nulle pour Us valeurs de x comprises ,
En effet, soit -une fonction de f, f(x), appelons / la valeur de cette fonction; l'équation y ==/(x) représente géomélriqüe- ^ t . , ' ' . • nieht une eourbe dont les
o .a . • . points ont pouf ordon» *
: . _ nées les * valeurs de la
. ■ fonction, correspondantes
aux abscisses de ces pointa et pour une valeur particulière de x, V» r tangente au point correspondant fait avec Taxe des r, un angle dont la taùgente irigonométi ique est f (*]•
Ceci posé, Soient OA et.OB les valeurs de x- entre lesquelles la fonction conserve upe valeur constante et. soit AM cette valeur constante.
Dans l'intervalle de OA et 0B, la coarbe.doilt l'équation est/-(x) se ■séduit à la ligne droite MN- parallèle à l'axe des x. • - '
. Or, pour tout point de cette droite, la tangente se confond avec MN,
entre a et ...
çi puisque MN est parallèle à l’axe des x, il eu résulte que pour tout point de cette droite, on a :
Réciproque de ce théorème. — Si pour toutes les valeurs de la variable x, comprises entre a et b, la dérivée d’une fonction est constamment nulle, il eu résulte que dans l’intervalle de ces valeurs, la fonction reste constante^
Soient OA et OB les valeurs de tr entre lesquelles la- dérivée f (x) de là fonction /'(x) ést constamment nulle.
La tangente à une courbe -en un point étant- le prolongement de l’élément rectiligne infiniment petit, dont se compose la courbe en ce point, il en résulte qu’entre OAct’OB, les éléments reelilignes de la courbe y = flx) sont tous parallèles à l'axe- des x. Or, entre OA et 6B, la dérivée f'{x) est nulle, c’est-à-dire finie, il en résulte' que ta courbe y = f (x) est continue entre 0\ et OB. Doue, entre OA et OB les éléments rectilignes de la courbe sont situés sur une même parallèle à l’axe des x-
C’est-à-dire que si MA est l’ordonnée de la courbe pour x = OA, la courbe entre OA et OB se réduit à la parallèle MM; son ordonnée f[x) est donc, constamment égale à MA dans l’Intervalle des valeurs de x comprises entre OA et OB.
Théorème IV. — Si pour des râleurs de la variable x, comprises dans . {'intervalle de a d b, deux fbnetions ne différent que par une oanstante,
leurs dérivées sont constamment égales -po\tr les râleurs de la variable
comprises entre les limites a et b.
Soient OA et OB les valeurs de x entre lesquelles deux fonctions de x, f[x) et F (x) ne diffèrent que par une constante.
Appelons y. et Y les valeurs de ce.vfonctionS.
Les équations y-= f [tc), Y = F [x) représentent deux courbes MN, ‘ M’N', et pouf des valeurs de x comprises entre OA ’et- OB, lâ différence Y *— y est constante. ’ * • .
Ceci posé, soit OC une valeur de x comprise entre OA et OB; à l’abscisse "OC correspondent les points M et M' situés sur les courbes MN et MTr.
Pouf un accroissement très-petit CD donné à l'abscisse, on obtient les deux nouveaux points N et N' de ces Courbes; et par hypothèse, on a :
- “ • MN' ou - N'D — ND = MM' ou ' M'C — MC,
CD étant infiniment petit, les éléments MN et M'N' des courbes peuvent être considérés comme rectilignes; en sorte que ces éléments prolongés sont les tangentes menées aux courbes en M, et M'. Donc, si i’-o» mène
les parallèles M a I' et .MI A l’axe des .r," on 4 : ’ ■ •
(’ (*);= i e N.AJI, ' F' («) = ig N'MT. . '
Or, les.lignes MM' et NX' étant égales et parallèles, la figure MM'NN’ est un" parallélogramme, donc M Y est parallèle à. M.V. '
Les angles N M'I et NMI ont donc leurs côtés parallèles et dirigés dans le méme.scns; ils sont donc égaux", et par suite :
• • • rM = F' {*).'■
Réciproque de ce thiorèmec — Sipour des raJeurs'de X coin prise s entre a et 6, tes dépitées de déni- fonctions sont constamment égales, les "fonctions ne diffèrent que par une constante pour les râleurs de x cvmprists entre
Soient f' [x) et F' (x) les dérivées de deux fonc-.
tions f (,r) et F (.r). On suppose que pour des valeurs de æ comprises entre OA et OB, dn ait constamment
Je dis que la différence F (ar) — f(x) ou la différence Y — y de6 ordonnées des deux courbes Y = F (ar) et y — f[x) est constante entre OA et OB.
En effet, poiir une valeur de x, OC comprise entre 0 V et OB et pour 1111 accroissement CI) infiniment petit de x, on a les' points M, N sur la première courbe et M’, N* sur la seconde J. en sorte qu’en menant les parallèles MI, M F à l’axe des ,r> orna :
f'(x) — tg N’M'I', ‘ F' (x) = tg NMI.
, Mais : • . f' {x) — F' (x)^ . . . ‘ •
Donc : ' . YM 'F = XML
Par conséquent, puisque les côtés MI et M'I' de ces angles sont parallèles, il en résulte que les autres côtés MN et M'Y «font, aussi parallèles. . . . ‘ •
La figure MN.M N. est donc un parallélogramme, d’où il suit : .
u Si - n y,
c’est-à-dire que ’ • . ■ ••
* ■ Y y on ’ F(x) — f (jr)‘=constairte.
ANALYSE. • • 10
les mêmes lineites. , * •
U| AC» B X
Différentielle d’une fonction. — L’équation '
obtenue ci-dessus , donne': ' -
‘ Ay = /■'(*). ax > e . A*
Lette équation montre que Ay, ou l’accroissement d’une fonction se compose de den* parties; l’Une f' (x).A-r qui est le produit de la dérivée delà fonction par l’accroissement de ta variable et l’autre s. ax.
Le produit de la dérivée* d’une fonction par l'accroissement de la variable s’appelle la ilifféri n ■ Mie de ta fonction.
, L’accroissement de la v variable étant indétesininé . et ayaiit pour limite-zéro, il en résulte que la différentielle est -elle-même indéterminée et a pour limite zéro.
Sur la figure, on voit que MB étant la courbe dont l’équqtion est y =f (x) et PP' étant l’accroisMnient de l’abscisse OB ou x; Rj est la différentielle, car on a :
Rl = Ml tg 1MR = Kx.f x)
, Eu sorte que M'R est rAx. - • . # .
Différentielle de la variable. - — Si l’on considère ta fonction entière y xr, su dérivée est mz*" 1 ; sa diffêijeiitielle est doue :
mx"~"‘.. ax. . .
Et dans le cas où m = 1 ; cptte différentielle (pii est la différentiellede x ( puisque y = x ) devient &x ; donc : ’*
Ln différentielle de la variable est l’accroissement même de cette variable. ■ * •
.Xotalion différentielle.. — La différentielle d’une fonction se’ désigne en mettant d devant cette fonction ; ainsi, une fonction étaut représentée par f(x) ou y, sa différentielle sera désignée par la notation :
d.f[x) ou .Jy.
Eu sorte que lu définition de la différentielle donnée ci-dessus, s’é
cnra ainsi :
rfÿ f (x) àx. • ■
Ou bien, puisque Ax = dx,‘
dy = f (x) dx.
Celle équation donne : .
On emploie souvent la' notation
dy = . dx.
J dx
il no faut pas y avoir une identité.
Oq doit, dans ce cas, regarder ^ comme une expression qu'on ne
peut jamais séparer et qui représente la .dérivée. «■
On verra bientôt que cette notqtion, alors que $ ne sera plus une variable indépendante, deviendra l'expression d'uri. lliéorépie important.
ÇtmsiiUralim sur la différentielU. — Si l’on considère une quantité et si l'on imagine la suite de ses valeurs dans la continuité ki plus intime de cette quantité en partant de l'état zéro : le premier état de cette quauTitè, c’est-à-dire la première valeur, qu'elle prend est la différentielle de cette quantité. • . • .
La différentielle est donc en quelque sotte le passage de- ce qui n'est, pas à ce qui est. Unetelle valeur, échappe à oos’ sens'; elle est indéterminée et si l'on veut l'apprécier on doit la considérer comme nulle.
La notation d-qui la représente est une chose purement fictive, la- ' quelle permet de conserver dans le calcul et de soumettre aux régies du calcul, des quantité* dont l’appréciation est impossible, mais dont les rapports donnent dos résultats. appréciables et de la pins haute importance. • *
Expression générale de l'équation de ta tangente à une courbé algébrique,
L'équation d'une courbe étant y — f\x) représente le coefficient angulaire de la tangente à cette courbe; en sorte que l'équation de là tangente en un point x’, ÿ' de celte courbe-est : * .
Ou d’après la notation différentielle :
PRINCIPES DES PONCTIONS DE FONCTIONS
Jusqu’ici, en considérant une fonction
nous y avons supposé que x fût la variable indépendante.
Considérons actuellement la fonction :
« étant une fonction de x, et soit
On a par substitution : '•
y = f[ Fl a - ) ] == une fonction dq a» ; soit.ç x.
On dit alors que : y ht une. fonction de fonction.
Si dans la fonction u = F (.r), on donne û x ho accroissement xr, la fonctiori u , prend un accroissement correspondant au: et ‘puisque dans y — /■(“). « est la. variable, la fonction y prendra elle-même un certain accroissement ai/, ** -
Les accroissements au et ai/ convergent vers la limite zéro, lorsque ■ l’accroissement arbitraire Air -de la variable indépendante X, converge vers celle même limite. •
Ceci posé, on a identiquement : *. >. • •
v ay _ àÿ au . , .
. Aa: Au.’ Aai •
Kt si l’oii passe £ la linrite de m, il tient :
Or liin dérivée de y ou i (a) prier par rapport à x — t (x).
• lim -- ■ = dérivée de y ou- f(u) prier par rapport à h == f (»). lim — ■= denr ée de u ou F (x) prise par rapport à x = F’ (ar). L’équatipn (1) devient donc par substitution.: * - •
C’est lit le principe des fonctions de fonctions.
Il exprime que r la dérivée priser par rapport A * d’une fonction de fonction est égale au. produit des dérivée» de chacune des fonctions prises respectivement par rapport aux variables qui entrent dans ces fonctions.
La différentielle d'une fonction f («), u. n’étant pas h variable indépendante, est égale au produit de la dérivée de la fonction f (u) prise par rapport à u, multipliée ppr la différesUieHe île «, comme n u était la variable indépendante. -
En effet, soit une fonction de fonction • •
y=ft*)-' *=f(«). ' . . . v
y étant représentée par tp [x), on a : • v . j
»’(*)= rw- f- ( x).
Et par suite en multipliant par dx
, ' % (xj i dx — f (h) F’ (x) . dx. (1)
Or par définition, puisque x est la variable indépendante dans les fonctions y = ç (x.) at u = F (x), • •. ; « «• ..* *
On a :
dy = s)' (x).dx et du = ¥' ( x).di i.
L’équatioif ( 1 )" devient donc par substitution :
On voit donc ëucore, par. cotte éipiation, que : u n’étant pas la variable indépendante, la différentielle de la fonction f(u) s'obtient aussi en multipliant, la dérivée de f(u) prise par rapporté u, pat la différentielle de n. . . .
Extension du principe des fonctions 'de fonctions à un nombre quelconque de fonctions dépendantes les unes des autres. . .
Soit : . ... ’ .
• .*• ■ y = f[u], « = F (ti e = 4 (xjv ' * ’ ’ ’ ’
y est une fonction de x que f appellerai p fxj, et je dis que l’on aura encofe :
»»=r («) • f- ( ti) . 4 .; (x). . ’
En effet, appliquons le principe qfie nous venôrt» de démontrer, sur
lê diftorepueLU d'un* fonction dont la variable n’est pas indépendante atu fonctions ■ . : .
Nous aurons :
En multipliant Et par suite :
dy= f‘[u).du (a)
**,= ?'{»).. de (é)
de ;= jj.' (x) ,dx..., (c)
fera à membre ces équations, *1 vient
dy=f(u).F.'(o)..\,'{x).dx.‘
dx-
Mais
Donc enfin :
tri*'''.'
Extension de la notation différentielle.
Si comme dans ce cas, on a plusieurs dérivées à considérer provenant des fonctions :
Au lieu de les représenter par f (u), K’ ( 4 ! (x) comme nous Tarons fait, nous les désignerons par les simples notations ^ , — ,
■en sorte que les équations («), (A) et (e) s'écriront ainsi i .
rfy “ il (*> ■
du= d £. de. ...... (ej
dv = ^ dx ' (/)
En multipliant membre à membre ces dernières équations, il vient : , du du de
d >~du Tv'tx 4 '-
d’où :
d y __ d y du dr
d#"~du : de‘ dx]
C’est là l'expression du théorème général de» fonctions de fonctions, il faut bien se garder d'y supprimer les facteurs communs; non plus que dans les équations (d), (s), (f), lesquelles représentent ainsi un théorème et ne représenteraient rien du tout après la suppression des facteurs. •
Extension des théorèmes III et IV aux différentielles des fonctions.
La différentielle d'une fonction étant le produit de la dérivée par ^accroissement arbitraire de la variable, il en résulte que :
1* Si une (onction, dérivée s'annule pour des valeurs de x, comprises entre deux valeurs a ét 6, la différentielle s'annule dans le même intervalle et réciproquement.
2* Si deux fonctions dérivées sont égales «laits un certain intervalle, les différentielles sont égales dans le même intervalle et téciproquemeat.
On peut doive dans les théorèmes III et IV remplacer les dérivées par les différentielles. • . ’ . • '
RÈGLES DE LA DIFFÈBENTUTION DBS FONCTIOKS EXPLICITES d’cNB
; - selle variable. ,
Une fonction, est dite explicite, lorsqu’elle est résolue par rapport A la variable, telle est y = f[x). •
Une fonction est dite implicite, lorsqu’elle n’est pas résolue par rapport à la variable, telle est la fonçtiop y de <r, donnée, par l’équation
Avant de passer outre, remarquons que. chercher la différentielle ou la dérivée d’une fonction est le mémo problème ; car la différentielle d'une fonction dix étaut trouvée,’!! suffit de la diviser par dx pour avoir ta dérivée.
Théorème I. — La différentielle d'une somme' de fonctions es t égale A ta
somme des di firent Mes dé Chacune des parties de la somme. '
[Le mot somme doit s'entendre algébriquement. ) • v
Soit . - •
(I) f 1 — u -t - 1 tes- ........
une somme dans laquelle u,'p, u>, sont des fonctions de m: y est
alors une fonotion .de ac. • s
Si l’on donne à x l'accroissement Aar, les fondions u, », t»,..„..r. y, deviennent: • , ...
•*' • u 4* A“i ® + Àv, tc-f-.it»,.....;: y +•' Ay,
et l’on a
(2) y -H Ay = u + au -t- v -H At> + t» -I- a«» 4- •
D’où:." *
(2) — (1)..: Ay = am ■+■ a» -f- Ato -t-
Et en divisant de pari et d’autre 'par \x . . ■ . .
• Ay _.A« A» At»-^ .
j . , , •• A«B- AX • AX. * ’ AX v t •
Et à la, limite, il vient :
■ . . _• - rfy^'d** </». (iv> • ’ -
’,.dx dx dx^dx- "" v .•
D’où enfin, en multipliant par dx afin <f introduire- lEs différentielles : dtj = du 4 - de 4 - rfir..,..
Théorème II. —, La différeittieHe du produit d’une constante par une fonction est égale au produit de cette constante par la différentielle de la fonction. •
Soit; y— .a.u.-.j..;, . (Il K • _ ' .
u étant une fonction de x Tel ri une constante. ” ,
En donnant à x l'accroissement 4 -r, les fonctions u et y prennent le» accroissements A«,'Ay, et l'on a :
ÿ -+- Ay r±?à {■ u -4-' au ) •... (2)
D’oà
(2)‘-i(l) Ay = o.'au. *
Par suite :
Et la limite
ay a« .
*• Aar •> * aj*’ r- ‘ - *
r/y du
jlx, ’ *’ îr"
D’où - . . • .
. dy = a. du.. ....... (3)
Remarque. — .Si n = — 1, y devient — u et l’équation (3) donne dy eç — du. r e »
Donc, si une fonction change de signe, /a differentMU ctiange.de signe.
‘Thkobkhk 11 } — La différentielle d'un produit de plusieurs fonctions d'or,, etl égale à la tomme des produite det différentielles dt chacune dee fonctions , multipliées par le produit det autres fonctions. , e .
.Considérons d’ai>ord un produit de deux fonctions
En donnant à x l’accroissement sx, les fonctions u, r et y prennent les accroissements correspondants :,au,' a® etay, et l’on a :
ou bien :
D’où.
.. V -f Ay = ( u au ) ( v -f- ),.
y 4- Ay = ne + ». Au 4- u. Ar+ au. AP.
Par suite :
■ ( 2 ) — U}" ;• Ay = t). AU -+7 tl. Ae + AU., A*.
ay au , . *t> .. a»
— — i- u. “ — (- au — .
àx a « m a x
Ct en passant à la limite, il rient :
dy_ du ebs *' <£Ë
tlv v
+ dï (î)
Car dans le produit — . au, le facteur au devient nul et le facteur
Ax *
At>
AX
devient la dérivée de r.
L’ équation |3) dçnne enfin : *. •.
• • . • du = v. Hu -+- u. dt. ■
i Hnnarque sur h firme particulière du quotient de la différentielle d’un produit dicisét par ce produit.
Kn divisaiTt par ue ou y, les. àeux membres de l'équation r\é ■’ ... v <Jy t=t\ du -t- «. de, s
on a :
(ly du
C'est-à-dire que .-le quotient de la différentielle d’un produit de fonctions
XXM.TSE 4* .
de x, dittié» par te produit est égal à la somme det quotient» de t différentielle» de chacun det fadeur» diviser» par ce» facteur». •
Ce principe s'étend à un produit d'un nombre quelconque de facteurs. - • * • • •: • * . ' >
En effet, supposons cè principe vrai pour un produit
de « facteurs; je dis qu’il est vrai pour le produit
* ' . ’ ¥*= *. e. te d t. K, ••
contenant on facteur de plus.
Le principe étant vrai pour le produit * • '•
_ f/u dv
Or;
Et puisque ce produit n'a que deux facteurs, nous aurons, d'après la remarque du théorème II,
uTY
Et à cause de (a), d Y
du dv dm
dt -x. *
Le principe est donc général, car étant y rai pour deux facteurs,' il est rai pour trois ; vrai pour trois, Il l’est pour quatre, et ainsi de suite. L’équation (6) donne, en chassant le dénominateur Y, . . • • -
rfY = du. 1- dv. h die h
u e te .
Et ainsi se trouve démontré pour un nombre quelconque de facteurs le théorème II énoncé ci-dessus.
Théorème IV. — La différentielle <Tunt puissance ( de degré entier et positif ) d'une fonction de x, est (gale : au produit de Ç exposant de cette puissance par la fonction élevée à une puissance d'un degré moindre d’une unité multiplié pur la différentielle de cette fonction.
En effet, considérons le produit de m fonctions de x.
. ÿ = U. V. IC....... I.
On a, d'après la remarque établie ct-dessos,
du — du. - -h dv. - -t- dw — + ....... -t- dt. ï..
Et si l'on suppose I = u> = u = e, on a :
Et par suite : '
dy — m.W*- 1 . du.
Extension du principe du”== mu™ -1 . du pour un exposant quelconque. Supposons m fractionnaire; et soit ,
tf rr- U *
En élevant à la puissance q de part et d'antre, il vient : D’où en différentiant :
q p il. = u .
q.g .dy.— p. u r du.
Cette équation donne successivement:’ '
dy = t . *
du. .-vi f :•
ri.
— du
Si m est négatif, soit
Celte équation donne : .
Si
Èt si l'on applique 4 cette équation le principe de la différentiation d’un produit et d’une puissance, on a successivement :
W'.dy 4- y.rnu m -' du = 0.
‘ , dy^-m.**—4u. * .
dy — — ^
Théorème V. — - Différentielle d'ijn radical-
Soit u une fonction de x; et soit • ....
En élevant à la paissance m de part et d’autre, 'fl viènt : ’’
Et en prenant les différentielles de part et d'antre m. yr"‘. dy =. du.
. m. v «““‘-dy = v
Ou bien :
D’où :
d ÿ si _i“ '
Telle est la différentielle de -v/“ ■ '* •’ ,
Dans le cas où m = 2, \J u== \/ u et la formule (1), dévient :
C’est-à-dire que : la différentielle de la farine carrée d'une fonction de x al égale nu quotient de la différentielle de Ut fonction divisée par le double de la racine de cette fonction .
On peut remarquer qire\/«t = u“ et l'on rentre dans le cas précédent.
Remarque. — L'expression : . ■ <
d (u.c.u; ) = tev du -+- u.te de -+- u.r.
. dut
montre que la différentielle d’un produit rérient à faire la somme des différentielles obtenues en considérant successivement dans ce produit
chacune des fonctions comme seule variable.
ThéoièME. — La différentielle du quotient de deux fondions de x, est égale : au quotient de la différentielle du numérateur multipliée par le dénominateur, diminué du produit de la différentielle du dénominateur multipliée par le numérateur, cette différence étant divisée -par le carré du dénominateur..
En effet, soit la fonction :
m et v étant des fonctions de x.
* L'équation (1) peut s’écrire, ainsi :
Et' en différentiant dé part et d'autre, il vient successivement : „ ‘ dg = t>“‘ du -h ( — 1 ). u.'v- 2 dv.
du u de
v.du — adv , •'
Remarque. — Si u est constant, alors du — 0 ; et l'on a :
U.dv
# Ni ’
De même, si v esC constant-, dv = 0 ; et Ton i.:
r u'\ du'
Si l'on ajoute les différentielles (2) et (3) obtenues en considérant
dfin» et ® successivement et séparément comme constantes , on a :
rf» u.dv v. du — u. de
C’est-à-dire, que la remarque faite ci-dessus sur la différentiel d'un produit s’applique aussi à la différentielle d’un quotient.
DIFFÉHENTIATION DES FONCTIONS TRANSCENDANTES
Différentielle de Log. x." 1 • »
Soit la fonction :
y = Log. x: . . .
Je donne à x l’accroissement a* et j’ai
y -H Ay — Log. ( je -t- A* ). . (*)
D’où :
Ou bien :
Et par suite :
(2)— 4y = Log. ( x + ax ) — Log. *.
Ay=Log. (l 4-
^9 LJ r
AX
Posons ^ = a { alors quand ax convergera vers zéro, * convergera
vers la même limite ).
L’équation (3) devient donc :
Ou hien :
rx=~x ^-d + ri- J| = iLog|(l + ^{.
Si l’on passe à la limite de ax, l’expression (1 4 - x) K devient » , et l’on a : | •
. -, = - Lds. «.
Par suite : , • , , '
f(jp i t
dy ou d Log. x 5 = - ■ Log. e. •
Telle est la différentielle d’une fonction logarithmique.
Remarque I. -*- Afin de distinguer les logarithmes de Briggs ou 'vulgaires ( dans lesquels la base est 10 ) des logarithmes de Néper ( dans lesquels la base est e ), nous désignerons les premiers par la notation Log et les seconds par la notation log.
Dans les logarithmes de Néper log e = 1 , en sorte que l’on a :
d log. x=~.
Remarque H. — Sj l’on considère une fonction ude x, on aura d’après le principe des fonctions de fonctions :
d Log. u = ^ Log. e. d log. u = ^ .
En prenant les logarithmes d* un produit et d’un quotient, d’une puissance et d’une raeine et en différentiant les expressions obtenues, on arrivera aisément aux différentielles connues du produit et du quotient', d’une puissance et d’une racine. ' "•
Ihffirentielle de a X (a étant une constante ).
Soit la fonction . ,
En prenant les logarithmes népériens de part et d'autre, il vient
.log. y = x log. a.
Et en différentiant, on a : .
Q — dxlog. a. - '
■D’où :
dy ac a X log. a dx.
Si a == e, log. a = 1, en sorte que l’on- a :
. * . de x
dy = c dx, ■ — =e . _•
C'eSl-à-dire que la dérivée de la fonction c* est cette fonction même. Le prinoipe des fonctions de fonctions donne :
d ( e“ ) e" du.
Différentielle de xC ( u et v étant des fonctions dé x).
Vif
Soit la fonction On en tire :
•log. y = e. 1 log. o.
.JAji
Et en différentiant de part et d’autre, d’après le théorème sur la différentielle d’un produit, i) vient successivement ; • , • .
du ' ’• ’ *
-S = t>. d. log. u -(- log. u. dv. i
du du . •
— = c. (- log. u.dv.
dy = v. n** 4 du + u v loç, u. ’dv. * • '
Telle est la différentielle cherchée. . ' ... .» , •
Remarque. — Si dans la fonction «*’ nous considérons successivement et respectivement u et c comme constantes.
Noos aurons :
y - f PT* * • . **..*•,! r *- ( V . * •.
v supposée constante....... d ( u v ) = è. n*’ -1 du.
u supposée constante d ( o” ) = u* Log. u. de.
La somme de ces deux différentielles donne précisément la différentielle de la fonction u v ( u et t étant ' toutes deux variables).
Différentielle de sin x
Soit la fonction y = sin x. . . . •• , * .(1 1 ■
En suivant la marche ordioaire pour Calculer In dérivée d’une fonction, on a successivement : • '.
y + Ay = sin ( x ix). . . . (2)
.(2) — (ii)... Ay = sin (x+a») — sinx=2eos s * n ■
2co.( Æ +- ÿ )s.n T
ax
ou cc qui est la Même chose :
— = COS (x-h
AIV "2 ) ’
. sx
Ax
Et par suite :
dy •
T 1 = COS X
dx
D’où
dy = cos x. dx.
Telle esUa différentielle du sinus. •
Donc : • d. sin u = cos n. du.
Différentielle de ,co$ x.
Soit la fonction y = cos x. * -
On a y = siri ( ^ — x ^ et si l’on applique à cette formule la différentielle de sin u, que l'on vient de trouver, on a :
i*®»** înâl » *1
Jy = cos(?-x)d(?-.x). = -cos(?-x)dx.
Et enfin :
dy =± — sin x. dx.
Toile est) la différentielle de cos x.
Donc : „ ,
d cos "u = — sin «. dp.
Di/Jérenlielle de tg x.
Soit la fonction y = tg x. On a : 1 -
* sinx . ^ * ci)sx‘
Et d’après le principe de la différentielle d’un quotient : cos’ 1 xdr + sin 1 xdx dx
»«* je
dy = -
Donc :
Et par suite
ANALYSR.
Cos’^r
J . dx
d. tg x = • — .
w cos’x
A t du
d. tg u == — ç— .
^ cos i u
On trouvera de même :
d. cot u = —
du
sin’u'
d. séc u = d ■*— — =' tg u séc u du — y/ séc^u — t sée udu.
cos u
d. coséc u = d — r~ — =— cot u coséc u. du = — y/ ceséc’u — 1 coséc udu. sin u . •
DIFFÉRENTIATION DES FONCTIONS CIRCULAIRES
Pour exprimer que y est l'arc dont le sinus est x, on écrit : y == arc sin x.
, Différentielle de y = are tin x.
L’équation.: • *
donne :
Et en différentiant ;
D’où :
y = arc sin x x = sin y.
dx — cos y dy.
^ dx
dx
dx
Doqc :
Et par suite :
L’équation
donne :
Et par suite :
cos y VI- sin 2 !/ y/l— x 1
, • dx
d. arc su» x — — t «=st
, . du
d. arc sin u = — ;
Différentielle de y — arc cot x.
y = arc cos x x = cos y.
dx = — sin y. dy.
D’où
dy — —
dx sin y
dx
y/l — cos’y l/l — x 1
Donc :
Et:
ÎM
A arc co» x = — d arc cos u = —
du
Remarque . — Les différentielles de arc sin x et de arc Cos x ne différent que par le signe ^ ce que l’on voit à priori de la manière suivante :
En effet on a :
arc sin x arc cos .r. = 2/it 4- ^ .
D’où en différentiant :
d arc sin .r + d arc cos x = 0.
El par suite :
' d arc sin x = — ■ d arc cos x.
L’équation
Et par suite :
Différentielle de y = are tg ar.,
y = arc tg x donne :
x= tgy.
1 + tg V dy.
D'où :
dij ’=
dy _
dy
COS 7 IJ
i+tg’y
dx
dx
t -h tg 1 ;/ 1+r
. 'dx , du
darctgx = j— , d arc t(* « = r -^ i .
On trouvera dé même :
d arc cet x s= — d arc séc x = d arc coséc x = —
dx
dx
r \/ æ ’ — 1 dx x v/- r ’“ l
On peut appliquer aux différentieljes-tie arc tg a; et arc cot ; de arc séc et de aro coséc la remarque laite sur les différentielles de arc sin et de arc co». ’ r •* ,
TABLEAL DES DIFFÉRENTIELLES ET DES DERIVEES DES FONCTIONS EXPLICITES d’une SELLE VARIABLE.
du du dv die
y - y + » + » Tx~Tc + Tx + Si
dy =.du+dv-r
y = au.
y = 1og«.
.dy,
du
. . du
dx
dx
dy
dv
dut
.. dy
= r-,c- si
. -5- -f MP.
ax
" dx '
dv
dy
'dx “
" dx
dx
dy
du
dx .
du
dy
, dx
.. du
dx
t'.du — ll.rf»
du
y — Loc u
d y il. r
Sx u
, - du
dy L °g
dx u
dy:
I.Of» c du
y = o" — = a“ lo<; a, Jy = a“ iofj a du.
Sx
-r 1 = e“ .• dy = e“ du.
dx dx
dy , du . , d » , . . , ,
y sb u* jj-Pu’Iogu^ dy—v.u v ~ 'du-\-u' logu.dï.
y = sin u..
y =: cos
dx
dy
dx d u
-, COS U -r- dy 3cr cos « du.
dx dx J
dy
du
dx dx
• du dy dx
dy — — sin u du.
dx cos'u’
* du
dy =
du
y =%cotu....‘.
“r/ÿ Sr_ .
dx'
. dy =■ —
J • • sm’u
y=séc m. ...... = v/ soç* u — 1 séc u du = \/séc?i< — f séc u.rfu.
dx v ,ly
rf.r ’
.. rfy— -
du
y= cosoc « — — — \A'o-,oc i « — t coséc u du— — \/ cos c“ cî|< — 1 cosoc u.rfu.
J dx v dx • J v
‘ ‘ du '
. rf y </ r
y^arc sin u. = — -, — >r=
dx y/ |
du
dy dx
y —arc cos u. = .7 7±
dx
, du y
. rf y ~dx-~ ■ v’-
y = ar cl gu ..^ = 1 —
dij~
du
du
du
rf y rf.r
y=arccot u. -r- = — ; 5..
J dx i+i* 1
du
rfy rf.r -
V— .arc sec u . -r- = — — r — .
dx u V „-— 1
• ' rfn' t
rfy rf.r
, rfu
rfy— — . , .
du
.-... rfy=
y=arccosécn
rfy=_
11 \/« J — 1 du
l Jx ■ k’^/ ij 1 ' U \/ II ' 1
Exemple» de di/férenlialivn.
I. — Soit. tj = ( a + 0x m
La difforenliation do la fonction proposée donne successivement : rfy = n [a + bx"‘)"~ l rf {a-t-tx'") = n [a- , r bx"')"~ l d bx" — • — n.b. (a-i-bx"') n ~‘ dx* — m.n.b . (a+ bx “')"~ 1 x ”'~~ 1 dx.
• dll * , » \ 1 t *
~ = mn.o. I a-\-ux ,n j'*-* x m ~\
II. — y = e • ï-ès principes rff“ = e“ rfu, rdn"’ = m«"“ 1 1 rfu
donnent rfy =•(•'* .dx" = n.o’ x"-‘ rf.r.
rfy r
rf.r .
donne :
dx
Lotf e
j d Lor x x ü , dx , ,
d J = — : . Log <r = — = . Log f = — ( Log « )*.
Log J- ü Log» 0 x.Logx v b ‘
t dy _ ( Log t ) a
dx x Log x
V. y z= log l^x 4- l/ 14-x
rfy
— . • mai
; mais on vient de trouver ( IV j
m - ^'.r + y/i Jx .
En sorte que l'on a :
rfy —
dx
y = arc sin ( — . * - )■
Les principes
d arc sin u =
du
donnent :
• d (— JU r )
. u rdu — udv
du " — tnu m -‘du.
• VTt-x*. dx— a r.dV / t + 3 -’ , rf _ *.dft+**)
x i dx
\/ 1-t-a 2 (t -t-x 2 ] dx — x’dx dx
dx
- 2 = arc tg x. Donc :
Remarque.
. arc tg x = arc sin ( — •
Ce que l’on vérifie aisément.
VII. y
Les principes d (")
u\ xdu — udv
du m — mu"-'du donnent :
, (1 -t-x)" dx 1 * — x”(i(i+x)"
• ' m (t -t- j}« i»- 1 dx — n.r~ ( 1 +xj— 1 d (1 + x)
r" 1 (1 + x)’- ‘{m (1 4- x) — n.xj dx _
— n)x+m]rfx ! (TTxJ"+‘
d y _ x— 1 [ (m — n) x + m j dx fl -I- xM-' . ; ' •
Les principes
d arc tarig «>
du- = mu"*- 4 du.
donnent :
rfy:
wT* r<
, _2x_ • . ffr'
1— J- 1 _ i 1 — -r~ ) dix — 2xrf (1 — a* ) _
■ 2 (1 — x a ) tfx 4 - 4 x*_dx 2 ( t 4- .r’j d.v ïdx
~ (1+ a 1 '? ~ (14- a?] 1 ~ TTx 5 '
dx 1 4 - ,ï r
i-i Y i ri') -r
Itemarque. — On a d aro te x = s . - — _ —
Donc d arc tg x — s d. arc (g , -
Ce que l'on vérifie aisément. * * ' * .
IX. y = ( <J +- x )•". ( t.-Kx
•Les principes 1
duv = rrfn -+- udv, du’" - mu— 1 , du.
donnent : •. . .
rfy = (6 -t-x]“. d (a-t-x)" 4- (n + x) m . d{b + x)’ =
. = m. (1-Kr)" d [a+x)4-n (a4-x," (64-x)"- 1 d (i+x) =
= m. (ft+a 1 )" (a+x)— '.dx + n. (a+x] m T b+x )"- 1 dx — « '
En prenant les logarithmes népériens de part cl d'autre on a : • log y = x. log x.
La différentiation des deux membres de celte'équalion donne :
D’où :
«/ y rfâr .
— = x h loff x. dx.
y je 0
dy = x X dx -+- x X logx. dx. • ■ . • .
2! = *' ( 1 + loe * ) = * X loe ( «X ).
VT^X
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DinriuirruTioif d'une fonction de plusieurs fonctions explicites
DE Là VARIABLE INDÉPENDANTE.
Nous avons remarqué, dans la recherche des différentielles du produit d’un quotient et de u v que : pour obtenir la différentielle de ces fonctions, lesquelles sont des combinaisons de fonctions, il faut considérer successivement chaque fonction comme seule variable, les autres comme constantes, differentier dans chaque hypothèse et faire la somme dès-résultats obtenus.
Ce principe est général.
Soit à déterminer la différentielle d'une fonction f{ u, « ), u et v étant des fonctions explicites de x.
Désignons par y la fonction f(u, v).
Si l'on donne à la variable Indépendante x\ l’accroissement ax,- les fonctions u, v et y prennent les accroissements correspondants au, a®, Ay, et l'on a; .
ay = f(u + a«, r 4-A v) — f{u,v),
ce que l’on peut écrire ainsi :
Aÿ = /■ ( U-t-AU, tH-At>) — f[ U, DH-A») + f^U, «H- A v) — f(u, v). ’ La division par ax des dèux membres de celte équation donne :
Ay _ f[u+\u, r + Ac) — f[u, g-t-Ae) f[u, P + AC) — f[u, v ) A bc AX • • AX *
ou ce qui revient an même :
Ly _ f[u + lu, y+M')—f[u,v+\v) AU | f{U, v+&v)~-f{ U,V ) AT AX AU ‘ AX AO ' ’ AX - ' '
En considérant dans v et ac comme
Au # * *
constantes, alors la limite de ce rapport est la dérivée de la fonction f(u,v) prise par rapport à la variable u, comme si u était seule variable. Nous désignerons cette dérivée par (u, r).
De même en considérant u comme constante dans le rapport
f (u, ~~ f (“» c ) . j a jimite d e ce rapport est la dérivée de la fonc-
tion prise par rapport à c, comme si e était seule variable.
Nous désignerons celte dérivée par (J (u, f). L’équation (1) devient donc en passant à la limite de ax, ..
ày
. r . , du . \ dv
= f » («. «)• TL + U (*> •)■ JZ.-
Par suite, la différentielle de la fonction f(u, e) a pour expression :
d f(u, v) = f.' («, e); du fj (u, v). dv (a)
La notation différentielle appliquée aux fonctions dérivées f.' ( *, v ), f.' (u, v), nous conduit à écrire l'équation (a) de la manière suivante :
... , àf(u,v) , df(u,v) .
df[u, ») = du + -4ür- - dv •
dv
Ou plus simplement, en désignant f (u, v) par f,
i r=Tu du +l dv -
C’est ici qu’il faut bien se garder de considérer les expressions
comme des rapports ; le signe df qui y entre, n’y représente pas le if du premier membre, lequel représente la différentielle totale de la fonction.
Le principe que nous venons de démontrer s'étend à une fonction f[u, v, ta,...) d’un nombre quelconque de fonctions implicites u, e, ta,... de la Variable indépendante, en sorte que pour cette fonction, on a :
Remarque. — Si au lieu de la fonction f («,«), on avait eu la fonction f[u, x) on aurait :
df=, d l.du+^.dx.
Et en mettant les dérivées en évidence : - • ’
‘ . ’ • • <tf _df du.iT •
dx du' d » . £c‘
df
Il faut bien remarquer ici que le du premier membre n’est pas le ^ du second.
Le du premier membre représente la dérivée de la fonction totale
f(u, x ) prise par rapport à x; tandis que le ^ du second membre représente la dérivée, prise par rapport à x, de la fonction f (u, x) dans laquelle on considère u comme constante et x comme seule variable.
Afiti d éliter toute confusion dans l’équatioit précédente , nous l'écrirons ainsi :
du df_
’ \ dx ) du dx dx'
. Exemple» de différentiation.
I. Soit À différentier la fonction
D'après les principes v
on d successivement :
du = -i— ; **+>1 ~ (^Vy*) d (x a — y*) —(x*— ,,») dtxL-y?) __
- {^+y’) • {^jdx—ïydy) — (x a — y») (2xdx-f-2frdyJ _
_ &gy ( ydx — xdy )
$ % il. . u = sin (x"y") . t
du = cos (*-y.) d(x“y») — (myx"-'dx- htury- ‘dy) cos {.zry) = — x*— 'y — 1 (mydx+nxdy) cos (x"y). *'
lü. «fcwctgf. : . '• . , ■ * .
• j X ydx — xdy
du — IL — y’ __ ydx— xdy
■ - . t-t-i A-^TLj .**+**
AT
y.dx—.tdy
sin - cos - sirt - cos -
2 \jy.dx -r- xdy) _ 2 {y.dx—çdy)
y*2 sin ^ cos - y* sin (2. î)
, _ (g 3 — X 3 ) rfy.r 3 — yx 3 d (n 3 — x?) (a 3 — x 1 ) <2x y dx -f- x*rfy) 4- 2 yx*dx
VI "' “ ° ^ ( * + '= x i' + -
— Iog (x — %/x 3 — y 3 ).
_ dfx4- y/ x^-y 2 )
rfx4-
rfx^ igas
■ JX+
xrfx — yrfy y/x 2 — y 2 _
[x 4 - y/x 7 — ÿ^) dx — ydy [x — \/ x 1 — y 2 ) dx—y.dy
_ dx yMy , dx _
ydy
2 dx
ydy / 1
l/x 2 — y 2 ' 'x4-y/* 2 — If*
2 [ydx — xdy) .
IX
Ici y est une fonction de la variable indépendante X, car on peut toujours concevoir l’équation f ( x, y ) = O.Tésolue par rapport à x.
Si l’on avait :
on aurait : •
du = Ty?y + d i.- dl r (,)
Dans le cas de f[ x, y) = 0, u est constante et égale à zéro; alors du = 0 et l’équation (1) nous donne :
y- . rfy 4- dx = 0.
rfy dx
Et par suite :
dj_ ■ ■
' dy dx
35 df'
Rappelons ici que la notation représente la dérivée de f[x, y ) prise par rapport à x, en considérant y comme constante ; la notation ^ représente la dérivée de ({ x, y ), prise par rapport à y, en considérant* comme constante.
Les équations connues des sections coniques
a l y ! — b*x*-‘ra*b*—(}
dy 6**
dx a’ y
dy Px
donnent :
dx a*y.
dy _ P
dx y
En sorte que les équations des tangentes à ces courbes en un point x\ y' sont : •
y ÿ=s j-, ( x — ai ) pour l’ellipse.
y — y'— ÿç,[x — x') pour l’hyperboIe.
'y— y'== ( x — *' ) pour la parabole.
DIFFÉaEUTlELLES UES ORDRES JUPÉBUIUS DES FONCTIONS EXPLICITES D’UNE SEULE VARIABLE. . v
Soit une fonction de x, y =f (*)•
Que x soit ou ne soit pas la variable indépendante, on a .
dy — fix^dx. . . . • ( 1 ) ■ •
SI * est la variable indépendante, dx est une quantité numérique considérée comme cônstanle, et l’équation (1) montre que la différentielle dy Je la variable dépendante y étant le produit f’(x) dx, lequel est une fonction de x, est elle-même une certaine fonction de x. -•
Donc si x n'est pas la variable indépendante, dx est une fonction, puisque alors x est variable dépendante.
dy étant nne fonction, on pourra prendre la différentielle de dy; on la nomme la différentielle seconde de y, et on la désigne par d.dy ou plus simplement d*y. En prenant de même la différentielle de la fonction < Py , on a d.d , y ou d l y ( différentielle troisième ) ; et ainsi de suite.
On désigne par d*î/ les différentielles quatrième,..:., «r*** de
la variable y. • ...
Si x n’est pas la variable indépendante, on pourra prendre les différentielles successives de dx , lesquelles seront représentées par tPx, <f*x,...., d’x. ■: , '
Si x est la variable indépendante, dx étant constant, il en résulte que iPx = 0, d 3 x = 0 On sait en qffel que la différentielle d’uqe con-
stante est nulle.
Les dérivées successives d’une fonction f[x) se désignent par les notations f (x), f"[x),. ... f" (x).
DIFFÉRENTIELLES DES ORDRES Sl'PÉRIEl'RS d’iNE FONCTION EXPLICITE DE LA VARIABLE INDÉPENDANTE. 4
Soit la fonction y = f[x), x étant la variable, indépendante, on en tire :
dy = f (x)M. . , . . . ( 1 )
Et en différentiant successivement, il vient d’après le principe d (au) — - a.du, puisqu’jci dx est constant.
(?)..., d , yszf ll (x)dx.dxzzf"[x)dx*
(3) ... d}y=*f m (x\dx.dx*=f' n (x)dx l I '
* * /ii
(4) ... d i y=r(x)dr.dx 3 =f f ’(x)dx*
|d’oé : I
Les équations' ( I ),. (2), (3). (•) pourront donc s'écrire aimé :
UR
</ s ÿ= ~-.Ar 3 .
àj'"
Et afin que ces équations ne représentent pas des identités, il faudra y considérer les rapports ^ comme des notations.
DIFFÉRENTIELLE* DES ORDRES SUPER tEURS D ISK FONCTION BXPLICfTE D U*K ' FONCTION’ , DONT LA VARIABLE N’EST PAS INDÉPENDANT!!.
Soit la fonction i/xs:f(jrj, z n'étant pas la variable indépendante. I.e théorème des fonctions de fonctions donne : *■ ■ ; ' " -•
, JB ^ • J >
ki dy est une fonction. ^ .
L’équation (1) dtwu« en différentiant successivement, d'après le prin-
cipe if(ti, v) = ^ du 4- de et en adoptant lés notation* indiquées et employées ci-déssua i . ■ s . f
tPystf" fclé&it-f' V * . .(*) -/«•'*
dhj=f"[x)dx 3 -t-S/ - " [jr).//r . dSr+f {x).tPx±^ =f u {x).dx l -\~$('\^d*d?x±f\ (x}<Px. . . (3)-.
Alors que x.n.’est pas lh variablé indépendante/ Ig thédrème des fonctions de fonctions donne rfy'= [' (x).<ir, en sorte que Je rapport ^ représente encore la dérivée f (x) ; mais les équations (St et (3, montrent ' j’y '* ' * , ; ' ■
que les rapports dx 3 ne fe P regentenl P* s Je» dérivées seconde et troisième; /'*(*),/'"(*). ’ *•'* 1 ‘
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Néanmoins nous conviendrons, par extension de la notation différentielle, de représenter les dérivées f" (x), f" r [x), par les notations
(Pu (Py
dx s ’ dx*’ en s0rle que lM é 9 uation8 t 1 )» (2),'<3), dans lesquelles x
u’est pas la variable indépendante, s'écriront ainsi :
dy= d £dr. ■ .
^ = -à dx7 + d £ <t ' T -
dp-
Nous le rappelons encore, il faut bien, dans ces équations, ne cpnsidht d'n
dérer les expressions £ ,... . que comme des notations,.
Exemples de différentiations successives,
l. Déterminer les différentielles successives de la fonction
y = jc".
Supposons que x soit variable indépendante, alors, cKaprésJea principes du" = mu m -‘du et dau =» adu , on a successivement , puisque ici dx est une constante :
dy =r mx“— ‘.dx “
(f J y = m ( 1 ) x m ~ t dx' ’•
' d*i/ — m ( ni — t")( m — 2 ) r*— *dx*
d"y » m (m— 1 ) {mi-2}.:. (rt — n+ j )x-— dx". î
Supposons que x soit variable dépendante , alors dx. est ûtie fonction, et. d’après les principes du" et
df (u, v, te. -* ) = d Jdu + ÿdt- + d J dw
On a successivement : /
• * ' >• . dy ~ *tx"*— 'dx. ’’ ’ ' -
d*U = m (<n — - 1 ). x"— ’dx* -+- m.x m ~'d i x. ... dhj = m (m — ») (m — $ ) x^-'dr* -t- 2. m [m — 1 ) x— Vx.d'x -+- -+* m ( m — 1. jr°-*dx(Pr 4- mx" - 'd*.r. =
= m { m — 1) [m — 2) x"*-*dx? f. 3. m(m — 1) x~- 2 dx d*x +- mx"- , d J x.
•fl. Déterminer les différentielles successives de la. fonction
Cette fonction rentre cjqns la précédente, car — = x~“.
111. Déterminer les différentielles successives de la fonction ;
tr
- ‘ xx *
Si x est variable indépendante , les principes da *» a log adr et
dau = adu donnent successivement :
dy —a log a. dx.
d*y = log a. dx. da = a ( log « )* dx*.
<Py = ( « X log a ) ’dr 1 . da =» a* ( lpg a ) *d.r*
d" y = a ( log a) n <Lr \
Si x est variable dépendante-, alors les principes d«“ = o- log adu et
df [u, et.. ) = $-’. du 4- ÿ. d» 4- ... donnent successivement :
' ' ‘ d* dv
dy — a log a. dx.
d’ÿ = o X (log a( t dx l 4 - a' r log adV.
d’y =.tf r (k)g b) W* 4- 2a X (lèg a) *dx d»x 4- a X (log a}*dxd'x 4-'
• ‘4- a x leg b . d’x. r
= a 1 (Log a\ s dr 1 + ’da' (Log -a) ’d.rd'x 4-« J logad’-r.
IV. Déterminer les différentielles successives de la fonction :
■> ■ • »/ = sin tu.
Supposons d'abord x variable indépendante, alors les principes d sin ù — cos udu, d cos « = — sin udu et dau — adu donnent successivement : • •
dy =. cos nx d(tue) = ». cos nx. dx.
d’yxz — n sin'nXiInx Âr = -i. n ! s m nxdx 3 . (Py z= -r n* cos nx dnx. dx 3 = — n 3 cos nx dx 3 d'n = + «* sin «x dnxdx 3 = -K » 1 sin nx dx*.
Si x est variable dépendante, on applique les principes d sia h = cos udu , </ cos « = - sin «du et d/ (u, e) =* d« + ... et lon a 8UC . cessivement : 3 • . . v . * , »
dÿ =5 cos nx d(nx J = n. eos nsr dx. •
d ! ÿ = — ■ n. sin nx dnx. dx + n: cos nx- d J x = — n ! . jin nx dx 1 + 4- n. cosnx d 3 x.- *
d*j/ = n» cos nx dnx. dx 3 — 2 n*. sin nx dx d 3 x n sin nx dnx d 3 x+ + n. cos rtx. (^x. .
c= — . n 3 . cos nx dx 3 . — 3 n 3 . sin nx dx d*x. -H n. cos nx d 3 x. .
V . Déterminer les différentielles successives de la fonction :
y = Lof ! r -
Supposons d’abord x variable indépendante ; l’application des principes dlog d = — . Ldg e, et duu"‘ = amu‘ H ~‘du donne :
. “?/ — • Log « = x~‘. Log-e. dx :
• d 3 i/ = •—' 1 , jr-J. L,og t dx 3 = — ‘ t— -* dx 1 • . . ’ * / •**.
d*y ~ L 2: Lo 8 x dx- 3 =r + Sxj'Wy. dx 3 •.
d 1 ;/ = — - t. 2. 3.’ *-*. Log td.f* ~ — — 3 . 1 -°(>f d.r‘
* . ar
rfy*" 4 * 1 4- 1 ; 2. 3, . . {2*v Lo g C t=
= + 1.2.3. 2n Loge .
dj^ 2 = — 1.2. 3... (2 n 4- 1) x-*"-’ Ug e dx 2 "* 2 =*
Si x est variable dépendante, l’application des principes r d Log « =
— . Log e, dan* — amu'"~' d» et df [u, v) = — . du + donne succes-
«ventent :
WI
//jT , *
. dij =». — k, Log fr x“‘. Log-e. dx. •" '
tPif = . — 1. x~ 7 . Lo;; r.dx* + ar~ l . Log e.- d 7 x. d 3 y = . + 1.2 x ~ *. Lo;; f. dx? — . 2. a; -5 . Loge. dx. d ! x. —
-rxr*. Loge. Ax iPx.
. • +■' x~J. ï-og e. tfa*. • •» *
= + 1.2 x~ 3 . Log e. d.r 1 —. 3. x~ 7 . Log e. d.r. d’à- +\.x~ k . Log (. d 3 x. d*y == — 1.2. 3. x-\ Log c. dx* + 1.2.3. a; -1 . Log e dx 7 d*x +
..... t-, -U2.3v.r~ 1 . Log e. dx 1 d ! x.
... ,.-r- 3. x -7 }x)g e. (d 3 x) 7 — 3 X~ 7 . Log e dx dPx . •
■ — 1 . x~ 7 Log e. dx <Px. +- x~ l . Log e. d*x
■ = 1. 2. 3. x— 4 . Log e.. dx ' + 1. 2. x -1 . Log t. dx*. d r x —
— '3x~ 7 . Log e. (d’x) 5 —
— 4. x~ 7 . Log e. dx d 3 x + x 1-1 . Log e. d’x.
VI. I’üobi.kmk. —,On donne l'équation
1 du d , u
x dx dxf ' '
rfll *
dans laquelle ^ et représentent par notation , les dérivées première et seconde d’iinc certaine fonction u prises par rajipqrt à x.
. .r est donnée par l'équation • •
6 est ici la variable indépendante. — On demande d'exprimer' l'équation (1) cp fonction de u-et de t.
* du
Quoique x soit variable dépendante, le rapport^- représente encore la dérivée première (page 103); quant à la 'dérivée seconde représentée par. ^ elle a pour valeur : ....
dx d 7 v. dx — du. d J x. * ,
• dx dx 1
En sorte que l’équation (1) devient par substitution ' ■>
' 1 d/l d-\i. dx — du. iPj .
x dx . . . dx J . . v
HO
ou ce qui revient au même, en ."y introduisant les rapports —, *(- ,
d.t d*x d3 ’ dâ*' :
du d’u dj- ((« dV
1 d3 d^ ’ df _ dT d?"
u +• -. -j— + ir dj;
ir
djT»
Je 3
L'équation .r»= 43. ou* = 23* donne en la dilfércntiant deux fois -afin d’avoir iLr et d’x, et puisque 3 est variable indépendante :•
x dx = 2 d8. d’où : = 2 -
(jij* (j jçi
x d’x 4- dx* = 0. d’où : J- _ 3 + _ = 0, et par substitution :
cPx
dô r
(Poe
La substitution des valeurs de x, j- et -, 3 'dans|2) donne :
du
’ d’u 1 du. . 1
+ . rtjn^o. .
d’où finalement :
du d*u •
-jT~ “4“ 3 -rr# 3= 0.
Telle est l’expression cherchéê. —
SÉRIES DE TAYLOR ET DE MAC-LUR1S
Série de Taylor.
Soit à déterminer le développement f[x + h) que présente la fonction f{x), lorsqu'on donne à la variable x un accroissement Arbitraire h.
En représentant par H le rapport inconnu de l’accroissement de la fonction f(x),À l'accroissement A de r, on a
H est ici une fonction de x et de h, laquelle devient f (x) lorsque h devient- oui.
• L’équation (1) donne :
Ici x et h sont toutes deux variables,’ et comme elles ne sont liées entre elles par aucune relation, on peut les assujettir à telle conditionque l’ou voudra.
Supposons donc qu'on les fasse varier de telle sorte que leur somme reste constante et soit a cette somme constante, alors x-t- h — a, h =z a — z et l’équation (2) devient :
. Dans cette nouvelle équation H est une fonction d’z.
L’équation (3)‘donnc en prenant les dérivées successives d’après- le principe .
•. *) — d f de
lx djc dv " dx' ' ,
' 0 = r (x) + H' (a — -ait — H. . .* (4) . \
0 =/*"(*) Té- H'"{« — x) — SH".
Afin d'éliminer H, H', Vt', H ** dans ces équations^- je multiplie
respectivement le* équations (3), (4% (5), (%), ($), par 1, a — x, ,
gjj •»’ j , et en ajoutant les nouvelles équations obtenues
par ces multiplications, il vient après réduction :
n*)=f(x)+ Mrw+^ÿrixi + r» (xj +!.».*’
Et puisque n = x h, a — x =* h, il vien{ finalement :
. /(i4-*)=/ii)+*.f'M+ £2 r w + r f 3 r ; À + ;‘-r- . .
Telle est la série de Taylor* ... • ,
Cette série donne le développement <le /'( x-f A ) d'ajwès les puissances entières et ascendantes de l'accroissement h.
Pour une fonction entière de x, f (*) r A„x"‘ 4 - A, x"!~[ 4- on
obtient aisément le aéVelôppemeirf • •
f(x+h)=f[x)+ h.r w + ~ rwi +
par la formyle du binôme.
Série de Mac-Laurin. — Dans la série de Taylor, .si J'on change. A en ir et réciproquement, on a .. ^ . .
Et en faisant A = 0, il vient : - - . . . , •
Telle est la série de Mac-Laurin.
Cette série donne le développement d'une fonction, d'après tes puissances ascendantes et entières de la variable xr. • '
Forme particulière 'tous laypelte on peu / développer une [motion.
Soit une fonction d’-r, f(x)\ quel que soit x, ou a l'identité : *
Ut en développant le second membre d’apçès la série de Taylor, il vient' :
t . n Série. tU Taj-lor à- deux variables.
Si dans la fonction f[x, y ) on considère tf abord r cqmmc seule variable pn donnant à x un accroissement h, on qura d’apiès la série de Taylor : " , : • ■ • '
(!)-• f(x+h, y)~f [x,'j] 4- A. /_' (a-, y) -+- MA*,
M étant l'ensemble des termes dans lesquels on peut mettre A* en facteur commun. • ' ' < ,
Dahs l'équation- (lj considérons y comme seule variable, alors en donnant à y Paccroissement k , qous aurons- :
(2)... f(x+k, y +*) = f{x, y+h) +h. f'\x, y 4 *) 4 -MA î .
La série de Taylor appliquée aux fonctions f{x, y+k) et h.f^' [x, y+k )
dans lesquelles y est considérée comme seule variable donne les développements : ' . ' •
, W- ffc, y+k) = f(x, y) 4; k. f (.r, y) P k\
(4)... A. y (x, y+k )=ïh. f-J (x, y ) 4- AA. (x, y) 4-
L addition dos équations (2), J3) et (4) donne après réduction : f[ * .+-M V + * ) = f[ *. ÿ ) 4- A. fj (x, y ) 4- M'A’
APPLICATIONS DSS «ÈBIES DE TAYLOR .ET DE .MAC-LAURIN
Développement de Ij)g { x 4- A ) et calcul des logarithmes des nombres.
... , ■ , . . dl.op.-u Lo a e .. '.
D après le principe - on a en prenant les dérivées
successives de la foiictioh f(x)== Log {x)-: * .
f(x)=,Lo e x,f'(x)=^,nx)=- ^rw= .
La série de Taylor donne donc : . , .
(1).., Log(x-t-A)=I^x+Lo e . (|- £ + 8 *
Tel est le développement de Log (x -kA). • • •J'-
En remplaçant A par — A dans ce développement, il vient : '
. (2) — Log (x— A)=Loçx4-Log e ^ w .)
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En retranchant (2) de (i), les termes contenant les puissances paires de A disparaissent, les termes contenant les -puissances impaires' de A sé doublent, et l’Qn trouve : . .
Log (ar+A)— Log [x—h)=sà Log e [ £ + ~ + A
) = 2 Los « [ 5 + sS + Si»
ou bien :
Cette série devient en y faisant <c — 1 :
M L °e ( iâ ) = 2 Loe *[ï + T + T + ]
Et si l’on pose :
en sorte que l'équation (*) devient :
^3*(2rM-l) sH
(fcs+t) 1
d’où :
* Log (n+l)=LogIn+ - 2 Log e 1
Telle est la série au moyen de laquelle on calcule les logarithmes des nombres.
Heman/ut. — La série : % ’ * . .
Lçg (c-hA) = Log x +• Log * [ £ — A* H- ]
donne pour un autre accroissement A' : ’ ■ *
Log (*+*')== Log x -+- Log e f + 1
De ces équations, on tire : ,
Log (x + A) — Log a:
l ïx
2 x f Sx 1
Log (*■ -+- A’j — Log x f A' A » .
Cette équation montre qne pour des valeurs de pins en plus grandes
de x, le second membre se rapproche de plus en plus du rapport
Donc : à mesure que les nombres augmentent, le rapport de leurs accroissements tend à deVentr égal à celui des accroissements de leurs logarithmes. ' * " *
Développements de log ( 1 -+- x )• et de log f 1 — x ).
Reprenons les développements :
• Log (x 4- h) =. Log 'x+ Log 3x> “ J'
Log (x-A) = Logx-t- Loge ^ ^ ^ ].
St l'on y suppose que e soit la base des logarithmes, si de plus 6a y fait x = 1, et si l’on ÿ remplace A par . x, il vient ;
log{l-t-x} = x- ¥ + T _- r +
Exprfseione du einus et du cosinus d’un arc en fonction des exponentielles
• imaginaires e , e
d. cos x ^ — sinx. dx (1);
di sin x = cos x. dx.
Et en multipliant par V — »1 cette dernière équation : ‘ l/— î. d. sin x = — l.cosx. rfx (*)
ou bien :
d(s/-l . sin .r1= \/ — 1 . ços x. dx.
(*) Par définition, on dit que U dérivé* <fuoc eiprcsaiou imaginaire de la forme
, F f x l + V-i fie*) est F '( x ) ■+■ \/— *• f (*)i
Et . d [ F(x) fi*)] — E' xdx -f y'-r-I (> («> ix.,- • •
En retranchant (2) de ( I ), les termes contenant les 'puissances paires de A disparaissent, les termes contenant les yttiiSsancés impaires' de À se doablent, et l’on trouve :
Log (x-i-A) — Log [x—h)=à Log e [ £ 4- 4- ™
ou bien : ‘
Cette série devient en y faisant a — 1 :
Et si l’on pose :
i — , = 1 4- - on aura : A = s 1 •— A '• n Sn-f-l
en sorte que l'équation (*) devient :
L «g ( — — ) ,== ' 2 U8 e [s»+ 1 * î(S+ip + 5 (a»it)' il
d’où :
•Log(n+l)=Lo g :n + 2Log e [ ÿf| - , r 3 (2fl +T)S
Telle est la série au moyen de laquelle on calcule les logarithmes des nombres.
Hcmarqu*. — La série : ’ ....
L?g (*+A) = Log x + Log « [ î — 2i» + ]
donna pour un autre accroissement A' : '• 4
Log (x+A’) = Log x 4- Loge — ^ + J
De ces équations, on tire :
Log (x + A ; — Log x
, /. A A 1 kj ( 1— S& + 3i*
Log (« -t- A’j — Log x / A’ A’» \. .
'Cette équation montre que pour des valeurs de plus en plqs grande»
de x, 1b second membre se rapproche de plus en plus du rapport 4-,.
Donc : à mesure que les nombres augmentent, le rapport de leurs accroissements tend à deVenrr égal à celui des accroissements de leurs logarithmes.
Développements de log ( 1 4- x ) et de log f 1 — x ).
Reprenons les développements :
• Ug (* + *) = Log *-|- Log « ^ 4- - ].
Lo e [x — h)z~ Log * -t- Log e ^ g ].
Si l'on y suppose que e soit la base des logarithmes, si de plus On y fait x = i, et si l’on y remplace h par il rient ;
log (!—*)=>
Erprçsiioni du tinus et du cosinue d'un arc en fonction de» e-xponentielki
"On a :
... x \J — 1 —“jcv/— 1
imaginante e , e
d.cotxx — sin x. dx (1);
ds'sin x = cos x. dx.
Et en multipliant par \/ —1 cette dernière éejuation : ‘ t/~ 1 . d . gin x — \J — f . cos x. dx (*)
ou bien :
d(s/-l . sin .r)= y/ — 1. posa-, dx.
(*) Par définition, on dit que la dérivée d'uni- «pression imaginaire de 1a (orme
E» • d [ F(«) 4- \/ — 1 /‘(x)] F' jrdx \f-r-l
Et en ajoutant (1) et (2) il rient :
d. cO*x 4- d (l/’—t sin *) .= y/— t. cos-x. dx — sin *. dx. : ■
ou ce quj est la même chose :
d (cos x + \/— = l-cosjp.Ar4-(t/-‘l) 1 sina;.Ar.
Et par suite en mettant \/ — 1. dx en facteur commun dans le second membre : i ; .
d (cos a: 4- \/—i sin r) = (cdsx 4- \/—t. .sin.*) v/^t- dx.. • D’où :
Or t.-"
d (cos* 4 t/— l.'sinx) .
cos * 4- y/ — t . sijO *
d. (cos *4- y/ — 1. sin x
cos T 4- v'-i . sin x
On a donc :
= d. log (cos * 4- v/ — 1 sin *)• «
l/— 1. dx = d . (x. t/— ^î). .
J3) _ d log ( cas * 4- l/— 1. sin x) = d[x y/— 1).'
Mais on sait que si les différentielles de deux fonctions sont égalés, les fonctions ne diffèrent que par une conslaple.
L’équation (3) donne donc, C étant constante :*
W log (eas * 4 - sin *) =i x. y/'-Zi+.c.
Afin d’avoir la valeur de la constante C, jp fais *=0 dans (4) et j’ai : Log 1 == C. D’où 'C = 0.
L’équation (4) devient alors : , . > .. ■
• log(oos*4- \/— î- sit) *) = *. \/— ï.
Puisque e est la base des logarithmes, cette équation donne :
(a) cos x 4- 'Sj — 1. sin xz=e X ^ V ■ •
Cette nouvelle équation devient, en j remplaçant * par — * et.cn remarquant que cos {-r-*) = cosvr, sin ( — x] = — sin a:. ’ •
Ml
(6) cosx — v — 1. sma:==e.
Des éqaatfons.(a) et* (6), on tire ;
cosx =
sin ar =
j.|/-I — xv/-“l '
Telles sont les expressions cherchées.
* Développement Ai Urie de l'exprcfrion • _tgx = m. tg a.
L'équation
tg x = m. tg o donne :
stn x cos * '
sin a ' cos a
Et en remplaçant ici les sinus et cosinus par leurs expressions çn' fonction des exponentielles imaginaires, -il Vient :\. • •'
x V 7 — 1 — x \/ — 1 • a\/ — 1 — al/ — 1
Ou ce qtii revient au même puisque e
e 2xv/-l
: ni
2xv/^n . •
De cette équation, on tire pour la valeur de e v : ‘
* » ■ • f 2xv/^n _ (1_4- m ] f 2nl/ _ 1 4- 1 — m
Ou bien :
Vl-i-mj
Appelons u le rapport et nous aurons en mettant t “ a * en facteur au numérateur du second membre
D’où en prenant les logarithmes népériens des deux membres de cette équation, il vient :
'W’^=2«v/-=î+log(t+«i e -2aV/=:î )-log(l-Mi .W-*)
Etpar suite : • '
Il ne reste plus qu’à développer en série' la partie située à droite de a, à cet effet dans le développement :
. Ipg (14- *) + y • •
Remplaçons successivement x par u. e * e ( p ar v ' ^
npus aurons :
—2a l/— 1 ■ _2al/_ 1 ,r> —ka\/~\
io e i+«« “*)=«:«
u 3 — Cal/ — 1 + 3 *
log (1-
•2al/ — . 1 2nl/ — 1 u* 4av/ — 1
Et par soustraction, en ordonnait’ par rapport aux puissances de u :
, ” •_2av'— 1> 2«\/— ,W^T — 2al/— L
Iog(l-Me v log(4+ue v ]=-u(« . —e ) +
Les deux membres de cette équation divisés par 2 l/^T donnent :
logtl-frus -2 '*^ -1 ) — \oÿ[l+Mt ia ^ / ~ i ) _ e* aV/ ' i -rf~ [ kV'-*
t — 4al/ -1 . i>a\/^î . — Gal/^ *
. T . • vn — .X- VïT " +
Mais d’après fe calcul du sinus . d’un arc en fonction des exponentielles imaginaires, on a : . * - .
4a V — 1 4at/ — 1
— = sin 4a, etc.
— = snr2a, -
L’équation précédente devient donc : log(l-H*.e 7 — .ogd+u.^)
=— u. sjn 2a-+- -j- sin 4a —
j sin 6a -+-
L’équation (1) donne dope par subétituiipn :
x=.a — .«. sm2a -4- -g si«4a->— -j sin. 6a -f- J Telle est l’expression demandée.
Vivelappemeni de tifl x./ _ •’
Soit la fonction'/ - (x) = sin x en prenant les dérivées successives, on a :
/■(x) = sin x ( . f[d)=± 0
f (x) = C0S x : • /*(x) =*’ — sin x H*) = — cos X ’ f"[jc) = + sin x
Et en faisant x=0 dans toutes ces équations, on trouve :
no) ..= i .
rm - »
Par conséquent, la série d£* Mac-Laurin appliquée à la fonction f[x) = sin x, nous donne : , "* , ,
Développement de cot x. .
Soit la fbnetion f :(.r) — cos x; ses dérivées successives sont I æ‘ *
COS X
p (x) = — sin x f (x) = •*- cos x .' f" (x) = -t- sin x f" (x) = 4 - cos a!
Et ên faisant x = 0 dans ces équations, il vient :
Et la série de MaC-Laurin , appliquée à la fonction f (x) = gos x , donne.:
Ce développement su déduit aisément en diSérentiant le développement de sin x.
Démarque. — Les formule? quë nous vénons <i« trouver . ?
sur
ne sont pas homogènes. Afin de les employer djins le calcul., il faut remarquer que l’arc x étant exprimé en secondes, on a l’équation :
‘ longueur arc x” _ longueur arc 1"
* angle x" ** angle 1" *
Cètte équation devient en prenant , suivant l’usage , angle 1" pour
unité :
longueur arc x" = x arc l 1 '.
.El en remplaçant are l' 1 pat" *tn 1",‘ on a*: • * _
' longueur arc x' 1 = x. sin.l".- • \
■ Les formules qui donnent sin x et cos x , deviennent donc par substitution : • •' '•
. xésinM" or 1 sin s ’l'' . . •
* =• * sm 1 “ HT + 07075 ~ x’sin’V' . • x 4 sin 4 1"
CO S X
Dans ces formulas , Je rayon du cercle , dans lequel on considère les lignes trigonométriques, est supposé égal à l'unité. • , ,
Développements de c* et àe g*. !
La fonction f lx) =x es. et ses dérivées successives donne
r (*)=<*■ f jm =.C ,.
' Les équations ' deviennent pour x — 0. ’ 1
t (OJ = 1.
Tl oj=iv r ioi=i.
La série de Mac-Laurin, appliquée à fit fonction f [x)-= e .donne donc : . ,
Par définitiop', on a : d’où a’ = e* **; sî donc, dans le
développement Je e X , on remplace -r par i log a, if vient :
• x log « xMog 1 n t 3 log* a
IMvrlopiietnents de, e, V ' «le “
En remplaçant dans le-développement de e X , x par x y/~ -leixpar — x \J — 1, on trouve :
_ -ry/ — I _ x 1 ■
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De ces deux équations, on déduit aisément par addition et par soustraction, les formules trouvées plus haut.
cos x =. ! sin jt = -
ÉTUDE DES SÉRIES
Par séries on entend une suite de termes qui se succèdent suivant une loi déterminée. ‘ . *
Lorsque les termes d'une série sont- en nombre limité , leur somme arithmétique est dite la somme de. cette série.
Lorsque les termes d'une série sont en nombre illimité, si la somme t, des n premiers termes tend vers une limite déterminée, i mesure que » augmente, cette limite déterminée est dite la somme de la série. — .Et, dans ce cas, la série est dite convergente.
Si la somme des n premiers termes d’une série, à mesure que n augmente indéfiniment, croit au delà de tome limite, il n’y a pas lieu à chercher cette somme et la série est appelée divergente.
Ainsi, la progression géométrique décroissante et d'un nombre illimité de termes : . • •’ • , .
a 4 - aq + aq* + aq 1
est une série convergente, car la somme de ses termes. s'approche de plus en plus de la limite finie a I #r9 l’on prend plus de termes.
Au contraire, la progression. géométrique croissante et d'un nombre illimité de termes, est une série divergente. ' •
Si les termes d’une série sont respectivement moindres, à partir d’un certain terme , que les termes d’une progression géométrique décroissante, la série est évidemment convergente
Si les termes d’une série sont respectivement plus grands, à partir d’un certain terme,- que les termes d’une progression géométrique croissante, la série est divergente.
. Soit une série : ,
U, -t- U 2 -f- U- -+. + l/„ -+- M n -fl -f- Mn^.2 -f-.
Appelons * la somme lie cette série et ». la somme de ses n premiers
termes, nous aurons :
- • # = f* 4- -h Un-f2 -f-
Donc , pour que la série sott cenVcrgente , il faut que , pour des valeurs de n de plus en pkis grandes, * „ soit finie et que la somme u n+ i
u.+a 4- tende vers«zéro
Une série ne peut être employée dans te calcul qu'autant qu’elle est convergente; il est donc important de savoir reconnaître i quel caractère une série est convergente, et lorsqu'on s’arrête à un certain terme de la Série , de savoir quelle est l'erreur cotnmise eu prenant ponr somme, la somme des termes compris depots le premier jusqu’au terme où l’on s’arrête. * • '
ThéoSèjie I. — lorsque les termes d'une série sont alternativement positifs et négatifs, et qu'ils décroissent indéfiniment , la série est convergente et le premier des termes négligés représente l'approximation. .
• Soit la série ; . . . . .
<ç T* t|'4- ■ — fj 44. <»-fl + t a + 5 <„+»•••••'•••• •
telle que ' ’
Je dis qu’elle est convergente. " •
En effet, si fon-s'arrète au terme positif t„, on a fa somme •:
f„ — h 4- tj — <j +• t„ — a, * -
laquelle est plus grande que la somme totale des tenpps de la séries
car, st l’on appelle 2 cette somme totale, On a
ou ce qui est la même chose : f .•
Les différences entre parenthèse^ sent toutes positives, puisque
donc la somme ». est plus grande qne x. Je dis que si l’on arrêtes un terme négatif — f.+i , la somme
* _ fe • *
*«+ 1 = t , — l t 4- — fj 4-.” + f» — f»4'
bornée à ce terme est moindre que Ja somme totale X , des termes de la
série ; car on a : - ' * •* * ’■
. ï = *„ +i + f„ +a — L, -p •+• f « — 1„<^5 -h... ou on groupant les termes par différences : ,
2 = *»+l +■ tfn+ï fn-fj) + (L..+ V ft+i) +■••
. Chacune des différences est positive, -donc j„ xi est moindre que t> ' Ou a donc : •
far suite, si l’on prend >„ pour la somme de la séfie, l’erreur commise est < *„ — ».+, = _r. + i. ; .. • ^ . , '■ ’
Donc, puisque t„ _p est de plus en plus petit à mesure que h augmente, il en résulte que la série est convergente. —
Rrmurqut. — Lorsqué les termes d’une série sônl tous positifs, il ne sqflit pas qu’ils décroissent indéfiniment pour que jn série soit convérgenle. , v
Soit, par exemple, la série : *
Les le rm os de cçtte série sont indéfiniment décroissants, néanmoins cette série est flivergente.
En effet’ je partage les termes de cette jérte en groupes successifs lerminés chacun à un terme dont le dénominateur soit une puissance
île 2, cl j’obtfens pour chaque groupe :
5^6 4 î + 8 > 8 + 8^8ï , ~8 <iu 2
W+lt
4 *° + 14 ^ 15, + 16 ^ ÏO + 16 + fg'
vu 8 ï 6 0 ,, 2 :
Et ainsi de suite , la somme des termes de la série est donc plus grande que , ; ’
Cetté'somme Contiendra autant de fois = qu’on peut 1 imaginer , elle
est donc plus grande- que toute quantité donnée.
Il en serait de même de la série : • * *
Et en général
ivl.v4
t mêlant moindre quoi; car bas tenue*' de oette «éric étant pins glands que ceux de la série
• ' in
la somme de eelte séria est aussi plus grande. An contraire, la série :
est convergente lorsque m est plus grand que 1„
En effet, partageons les termes de cette série en groupes dont .chacun, coiqqtpnce par ou terme ayant au dénominateur tme puissance de 2, iioqs aurons : ‘
La soin nie dés’ termes' de la' série proposée est doiic plus petite ^uo la suite : . . . • .
1 ■ 1 , J. , tJ
Celte dernière suite est une progression géométrique décroissante , puisque sa raisotlV^jj est t jUlendu spie.» 1 > t •• r ; >>)
Donc la série proposée, étant moindre qu'une 'série convergente, est elle-même convergente. • .
Théorème II. — Lorsque , dont une série , à partir d'un certain terme, le rapport d'un terme au précédent a une limite déterminée inférieure à l'unité, cette série ut convergente ; elle est divergente si celte limite est plut grande que t unité. .
Soit la série : ' ■ -
Supposons qu’à partir du terme h +) , le rapport soit moindre . * , *" que le.nombre déterminé r-, lequel est moindre que i ; admettons que cela ait lieu aussi pour tous les termes suivants, alors on aura :
l„ + i < rt u »• 4 1 < r <» +i *»+»< ri.+j
On à donc : '
Et par suite
tn+,<rt.
»*-+-», -t-'t» +a -K < . </ 4 4-t, 4-<n-+- .. . 4 <„ (1 4-r -t-r 2 +... L’eapr.essiop L {1 -f-r 4- r, 4-...j = est finie /donc la série
proposée est convergente. ' •. >
Erreur commue en s'arrêtant au terme tà. — r La somrne X de» termes de la série est moindre que : ...
»«.H- 1| 4-»i,4--r»ii(l4-r4-r, -f-r,
L’erreur commise en s’arrêtant au terme t„ est donc moindre que :
rl,(l-)r + r 1 +r 1 4-... ) ou :
Remarque. — Si r = 1, il y a doute, la sérié peut être convergento’ou
divergente.
En effet, dans la série divergente
le rapport d'un terme au précédent tend vers l'unité à mesure que » augmente. * ■ '* *•
Théorème III. — On'peut toujours prendre n assez grand quel que
* co n
toit x, de telle torte que l’expression ■ devienne moindre que
toute quantité donnée. •
En effet, soit un nombre p plus grand que x, on a :
— i -+- n — p -+- 1 ; en sorte que l’on peut écrire : ■
XV— 1 X X X
Et si dans les facteurs
eh nombre n — p , on
remplace p + l,p + 2, n par p, on aurv
Or, ? est < 1, on pourra donc prendre a assez grand pour que l'ex-
-y deviennemoiirdreque toute quantité donnée. lien sera
/jjfl gpp ~ ’l * ^ •
donc de même de > puisque . a - „ * est une con-
1» 2. «i fl 1* «• O
stante.
Théorème IV. — Si la série à termes poülift
to ■+■ li + + lj 4 - -h tn +
est dbpvergente et si A„, A,, A a A„ sont des nombres constants
assujettie à ne pas dépasser un maximum-A, la série :
A 0 . t 9 -f- A,. t t -H A,. f 2 -f- Aj. ty -f- ....... -f- A„. t m *4- .à
est convergente. 1 ’ • . *
Puisque la série est convergente A partir d’un certain terme f„, la somme : •
est moindre que toute quantité donnée. . ; k *.
Donc A ( (* 4.1 4 (,,+a 4- ) est,aussi moindre que toute quantité
donnée.
Or : ‘ ■
Af+.rtfft-i + Amwf+ti 4 Ad+j l»4.3 4-...,... < A (.Cp ■ 4- C+? 4“ )
Donc la somme -
A.q.1, f,vf i 4- AVp,j, 4-
est elle •‘même moindre que toute quantité donnée et puisque Iq -f t, 4- 4 fj 4- 4- 1„ est jmè quantité inie, la somme
A 0 .' < 0 4- A,, t, 4- Aj.- t a
est aussi, tinie, c’est-à-dire .que la série : •
A 0 . t, 4- A t . t 2 + jVj. (j 4
est cçnvergeqje- • • , ‘ • .
Applications des théorèmes I, if, III et lV aux séries vues précédèinment.
La série : ’• - * • .
Los(«.4 ft)=rLoR*4*L©g ^ — <.../)
est convergente ponr h < r~[ théorème -I . '*
Les séries : • •
Log (l+Aj =s Log * ( fc — a - + y — )• '
* Logii— A)----Lo g * (a + £ 4 '£ 4
sont convergentes pour h <1 ( théorème 1 ). .
La sérto : ’•
est çonvcrgenle, puisque ses termes sont. alternativement positifs et ué-
gatife et vont en décroissant à partir d’un certain terme ( théorème III ) et si l'on s’arrête au premier terme, l’-erreur commise est moindre que
le suivant ( théorème I J. Donc, 1’errour commise en remplaçant
le sinus d'un arc par cet arc, est moindre que le sixième du cube de l’arc. ,
La série
est convergente ( théorème III ).
La série
03 ‘ fc v ’
est convergente, car à partir du rang n, le rapport d’un terme au •précédent est ~ ; on pourra donc ( théorème II ) prendre n assez grand pouif
que ce rapport devienne < I .
La série - • '
est convergente, car dans cette série ie rapport du terme de rang » au
X lof r d
précédent, a pour valeur — —, ; x et loge étant déterminés, on pourra
tl . •
prendre « assez grand pour que ce rapport soit < 1 , et cela aura lieu à fortiori pour les termes suivants.
Théorème. Si dans le développement de {[x -+- h ), on fait f =, a, et ti pour eette valeur, toutes tes dérivées successives ont des râleurs finies, on pour ni toujours donner à h une valeur assez petite pour qu'un terme quelconque du développement soit plus grand que la somme de tout ceux qui [e suivent.
On a :
' f(x+h) = f[x ) + *. r ~ rw + • • .
Et pour x = a •
Je -dis que : f (a), f" (a), f m (a) étant finies, on pourra toujours
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prendre A assez petit , de telle sorte que l'on ait :
* f w > f" M + 0:3 * rw .+
ou :
rw >râ / ” w + r£s^" w+ (,)
Soit M la plus grande valeur absolue des dérivées successives; l’inégalité ) sera satisfaite si l’on a : •
rw > ^M + t4^m
ro
et encore, en remplaçant les dénominateurs par des dénominateurs moindres
f («) > M (jj -I- 2? -r gT -t- j.
Or.
On devra donc prendre pour A tyie valeur telle que l’on ail :
D’où :
< tw
Celle inégalité pourra toujours'étre satisfaite. Le principe est donc démontré. • ’>
UES EXPRESSIONS FRACTIONNAIRES QUI POUR CERTAINES HYPOTHÈSES
‘ ’ 0 DEVIENNENT g.
Supposons que pour uné valeur a de x, l'expression ‘
devienne g, c'est-à-dire supposons que l'on ait : /'(<*] =0 et F (a) 3=0.
Proposons-nous do délenniner la véritable valeur de l'expression
fw'
Chercher la limite de l’expression revient évidemment à calculer la limite de l'expression
pour h = 0.
Ou a donc :
L,n rw = L,ra Fbn
pour A = 0.
Et puisque f (u) et F (à) sont nuis, jo puis lés retrancher respectivement du numérateur et du dénominateur, en sorte que j’ai :
• Lim ^ - Lim A) -/» '
ou ce qui revient au même en divisant haut et bas par A :
.. (la) .. /T
Lim y-; = Ltm jr; rr-r- ÎT 7 - 1 -
F(d) F(a -H A ) — F (fl)
A la limite A =x 0, on a \
Donc :
c’est-à-dire que :
Si une expression fractionnaire devient pour une râleur particulière
attribuée à la varitible, ta véritable valeur de texpressioh (obtient : en remplaçant les fonction t qui s'annulent par leurs dérides, dans lesquelles on donne <1 la variable la valeur particulière considérée.
Lim
/ («) _ rw
Rmarque. — Si = g, on aura de même
Lim f >) = Li,D Hï) = F^)-
Et ainsi de suite.
Exemple s.
i. Jrouwr la véritable valeur de C expression :
CW
sin x
pour z = 0.
F (z) — 1 — cos x
Pour * = 0, sin x = 0, cos * = 1, 'cl l’on a ;
. sin x 0 O
. ^ , 1 — cps*~t —
Ici / (z) =t= sin x. f {x) z? cos x. f (0) = 1.
F (z) = 1 — cos x. F’{x) = sin x. F’ (0) = 0.
_ .. sin z f (0) 1
Donc Lim = F]S)“8 ~ '
VII. Déterminer la véritable valeur de
f [h) _ sin (x -t- 3 h) — 3sin (x -t-2 h) -t»3sin(x4-A) — sinx Vjk) “ ’ Â*“
pour A=û
f (0) = sin x — 3 sin x -h 3 sin x — sin x = 0.-
f (A) = 3 cos (*•+ 3 A) — 6 coâ (x 4 - 2 A) -t- 3 cos (x +■ A). F* (A) =± 3 A 1 .
/"(A) cos(an-3A)— 2cos(x q-2A)4-oos(x4-A) f'[ 0)_/_ 0 F'(A) ~ ’ _ A a F* (0) ë* .
f" (A) == 3 [ — 3 sin (x 4- 3 A) -f 4 sin (x 4- 2 A) — sin (x 4- A) ].
f" (A) — 3 sin (x -t- 3 A) -t- 4 sin (X 4- 2 A) — sin (x 4- A) f" (0) 0
F]SJ 1 Tk r ~ : “^ — ô‘
f"'{ A)= 3 [ r— 9 cos (x 4- 3 A) + 8 Cos (x -t- 2 A) *-coS(x 4- *)].
f" (A) — 9cos(x4-3A)m-8cos(x4-2A)— cos(x4-A) f‘ u (0)
F" (A) 2 F'"(0) cosx ‘
Donc : , 1 ’ »
Lim f (0) ~ Lim f:( 0) ~ Lim F" (ô) * L,m . F(ô) — cosx '
DES EXPRESSIONS oui DEVIENNENT — POL'B CNE CERTAINE hypothèse de
go • .
LÀ VAR1ABLB.
Supposons que pour x 5» a, l’expression devienne — , c’est-à-
dire que l’on ait :
Je dis que la limite est encore , comme pour les expressions qui deviennent g.
En effet l’expression peut s’écrire ainsi :
Et pour x — a, puisque F (a) = ao , f[a) ='a> , on a :
Fjô) — 0’. 4-
* * • * \ « *vÿ i7?é
Si donc à l’expression on applique la règle donnée précédem-
ment ( page 134), on aura, d’après le principe de la dérivée d’un quotient :
.- fM . *:
Um fu! = L im ”^2r-
Cette équation donne successivement :• .
Um^j^ LimÇ^. Lia.
d’où enfin :
1 = Lim 7$' Lim W
fjm 4% = Lim riî
Donc : *»' une e xpreuion fractionnaire devient — pour une certaine valeur de la variable, il faut , pour avoir ea V iritable valeur : remplacer chacune de* fonction t par ta dérivée el introduire dans le quotient de ce* dérivée» la valeur particulière de la variable.
» -jÉÊ. V*?
CONDITIONS DE MAXIMUM ET DE MINIMUM D UNE PONCTION D UNE SEULE , VARIABLE*
(Jh dit qu’une fonction f (x) est maximum, pour une certaine valeut a de x; lorsque la valeur de cçltc fonction est plut grand» que les valeurs ' {[ a — A) et /(a -t- A) correspondantes aux valeurs — h et a + A infi-
niment voisines de a.
Ainsi, pour x = a la fonction f[x) devient maximum si l’on at, ,. ' f(a) >f(a-h)
rw
| h étant infiniment petit.
Une fonction f[x) est dite mintmum, pour une Certaine' videur a de x; lorsque la valeur ([a] de cette fonction est plitt petite que les valeurs f[ a — A et f( a 4- A ) correspondantes aux valeurs a — A pt a + h infiniment voisines de a. .<■’ s . - * 1
Ainsi, pour r = a, la fonction f(n devient minimum si l’on a :
f[T<rÏÏ+'ü t * •’ anl in * i, " D,c,rtp ® liL .< ...” •
La série de Taylor donne : ’ .. » »
.et, (S |
JNv ’ • , t . -I .•> ..... nUi * «u.> |v« . .)|'m
Donc si pour x *=■ «,/(«) est un maximum ou un minimum, les seconds membres de «es équations devront être tous deux négatifs ou tous deux positifs, A étant infiniment pe.tift.
Celte condition 41 c pourra être satisfaite qu’aulant que le premier terme sera nui, cor A étant infiniment petit, le aigue du second membre est celui du premier terme. _ . •
Donc si a rend maximum ou. minimum U fonction (U), on doit avoir :
C'est-à-dire que : toute valeur de x qui rendra maximum ou minimum une fonction d'x, est racine de l'équation f I») = 0, laquelle s’obtient en égalait à zéro, la dérivée de la fonction proposée.
Pour une valeur a de x qui reud une fonction maximum ou minimum, analyse. • 18
. «ta
le» équations précédentes deviennent :
; f[a+h)-f[a) = ^fl'(a)+\ v
ri» -h) — r w=
Et pnisquë k est infiniment petit, le signe dn second membre est celui de ton premier terme.
Donc : •
flo) est maximum si f[' (a) est ■< 0.
/(a) est minimum si f “ (a) est ;> 0.
Les conditions de maximum sont donc : ; ,
rw.Wo v • ;rw<o. • • . .
Et les conditions de minimum sont :
Si Von avait [*\af= 0, pour qu’il y ait maximum il faudrait que l’on eût :
. ^ • rw-°- f*w< «•' ■
Et pour qu’il y eût minimum, on devrait avoir :
rw- o.-
Remarque . — Puisque pour une valeur d’or, ‘ qui rend maximum ou minimum une fonction d’x, on a f (ar) = 0, il en résulte que pour une ordonnée maximum ou minimum de la courbe y '= f(x) la tangente est parallèle à l'axe de» as. • : : . ■ * i
- t Application t.
|. Déterminer le maximum ou le minimum ée la fonction ' " ‘
, ... : - • /» = sin <r cos c. . v
Ici : ' '
f‘ (x)'= cosfr i— sin*T r= cos ïr.
• f(x) = — 2 sin Sx. ,
Les valeurs qui rondcnt f(x) maximum ou minimum sont données par l'équation : . •• •. *•
cos 2x = 0. .* » o
II. Déterminer U maximum ou le miçimum de la fonction
nx)=
Ici : * • • • -
7'(x) = 2x— .Se’. \ .
r(*) — 'a — aiv’- •; • •••• • ;
Les valeurs de r qui rendent fft) maximum ou minimum sont tirées de l’équation : • '
2<r — 3af* =. 0. • , j ’
D’où : . . . ’
La substitution de ces. valeurs dans f" (x) donne : f" (8) = 2 > 0. Done x = 0 rend f{±) minimum. f" (xl =2 — 2 = 0, et puisque f"'[x ) =— 3 ne peut être annulée,
il en résulte-que la racine x = ^ tirée de f‘(i !) = 0, ne rend f(x) ni maximum ni minimum.
III. Déterminer le maximum un le minimum de la fonction ' f (x) = x* — 4.x* -h3x’. :
Ici :
Les valeurs de x qui rendent f(i), maximum ou minimum, sont racines de l’équation /'(*) = 0 on :
D'on :
x = 0. 2 a-’. — bi + 3x=0...x=— j — • = — -£ ■ — .
La substitution de ces trois valeurs de a dans f" (x^ = 6 ( 2 X* 'i- 4 x 4- 1 ) donne successivement’:
f" (0) = 6 > 0, donc rend f[x) minimum,
f" ^+a/ 3 j — 6(l -f-v'i) > 0. donc x = - rend f[x) minimum, f " —6 (l-^-t/3)<0, doncx=:^^^ rend f [x) maximum.
IV. Déterminer la râleur -de x, gUi rend maximum ou minimum la
1 — log x
Les valeurs de x qui rendent f[x) maximum ou minimum sont racines do l’équation f (x) = 0 ou : ’ •
fonction
Ici :
I — Il Ig .T
IV6ù :
1 — log x = 0. . . x = e. > •
La substitmiou de & s= t dans Ç‘ (x\ dojjnp : , . .
Donc : .r — e, rend f\x) maximum. ..
V. Déterminer le maximum Ou minimum de la fonrtio
sm 3 x cos x. • ■
Ici : • “ ’• * ' *
. f" (x) = 3 sin 2 x cos 2 x — sin* x, f" (x) = (3 cos 2 « — osin 2 x) sin 2x.
Les valeurs de .r qui rendent f (.t) maximum ou minimum, sont racines de l'équation f (a-) = 0 ou :
sin 2 x (3 cos’ x — sin* ar) sa 0.
D’où les équations :
sin 2 * = 0. 3 cos? x — sin* x = D.
Kl, par suite • ' ...
X = -À Kt. Tg X == V 5.- — * *.
VI. Déterminer U maximum du le minimum ■ de la fonction
Ici J
. -fM=* • ; . , - ,
n*)=>**îiogx+t),
.. . • rw='*iwi** i)* +«f l . . •.
Les valeurs de .r qui rendent f(x) maximum ou minimum sont racines de l’équation : * ' . ’
D’où :
x (log x i) = 0.
Log s + 1 = 0. IVou x;
La snbslitution do - ùJa place de x dans f" (x) donne :
us
Donc : la valeur * — ~ rend f(x) minimum.
VU. Déterminer la valeur de x, qui rend maximum ou minimum la fonction
f (x) = gin* sin (a — x). -
Ici: •
f (x) = sin (o — x) cos x — sin x cos (a x) = sin (a — 2 x), f" (x}éz — 2 cos (a — 2 x). /
La valeur de x qui rend f (x) maximum ou minimum est racine de l’équation :
■ • f (x) £= 0 ou :
sin (b — 2 x) = 0, d’où x =. j..
La substitution do | à la place de x dans f" (x) donne :
Donc ; x = | rend f(x) maximum. - ‘ ,
DIFFERENTIELLE DE LARC D’UNE COURBE FLANE.
I. Coordonnées rectilignes . — Soit AA' une courbe rapportée à des axes
rectangulaires.
Soit M un point dqnt le? , coor-
- données sont x et y, si l’on donne
- à la variable x un accroissement PP' = ax, on obtient un nouveau point M' de Ja courbe correspondant ù l’abscisse x -+- • ax, et le triangle rectangle MM'U nous
• donne t
MM' — Ax -H- A3 .
A la limite, lorsque le point M' se rapproche indéfiniment du point M, la corde MM' se confpnd évidemment avec la courbe et Ton dit à cette limite que MM' est , Ta différentielle de Tare AM; pour
celte limite at et \y deviennent dx et dy ; en aorte que si l’on appelle s l’arc AM, l’équation (1) devient à la limite :
di = \/dxP + dy 1 =s dx ^ 1 +
Telle est l’expression de la différentielle de l’arc d’une courbe plane. Remarque. — a étant l’angle que fait MM' avec l'axe des x, le triangle
stn « =
! ây •
MM
■ 008 ‘-vr
■dy . •
ds
dx
COS « = -r ■
dt
Et la limite :
Dans ces derpières formules, a. est l’angle que la tangente à la courbe fait avec l’axe des x. ' . " * ’
II. Coordonnées polaires. — Si l’on prend, l'origine des coordonnées . ' • • rectilignes rectangles pour pèle
■ . J. >' et l’axe des x pour axe. polaire ;
» • / on a pour un point M de la
U / * " courbé :
V • x — r cos ft.
y =rr sin t.
f'j' . La différentiation de ces éqûa-
; -, / . » • .*.*•■ tiras donne en y remarquant
cl - I- o que » est la variable indépen-
** r ’ • d^n te : (
•* • \ * dx =cosMr — rsiné.dl.
. _ dy = sin i.dr + r cosS.iùî.
D’où l\m tire :/ • - • ’ ■ '*-'•• ; " ’ '*
"*> - ‘ • dx 1 A- du * <fr* -tA dtP. •' ' '
•** * ’ • dxP A- dy* = dr* -f- r ! rffi 3 . •'
La substitution de cette somme dans la formule
ds = \/ daP -f- dtr
donne :
Ou bien encore : , ‘ .
Telle est, en coordonnées polaires, l’expression de la différentielle de l’arc d’uue courbe. • •
DIFFÉRENTIELLE DS LAIRE D VMS COURBE PLANE
1. Axei rectangulaire.’— Soit une, courbe A P, rapportée à des axes „ ' , .rectangulaires et dont l’équation
. j- y ■ S éstÿ = f(4 -
... j. . ; • •; . ■ ■>. Si l'on considère- l'arc AB de
. < .. celte courbe, l'aire de cette courbe
/ > est la portion de surface AaBi comprise èntre les ordonnées ex- - / • ' trémet A a," flfc, Taxe des x et
N | — yÀ l aro AB,
» .=£_ J» . • Appelons A l’aire AaiB ; alors
pour un. accroissement bc de l'abscisse Ofc, l'aire A prend l’accroisr - j sement B4dC, et l'on à :
aA 3 = B6eC.
Or. sur Ja figure ;
... . . . rectangle BMùe < aA <; rectangle éeNC. .
Ou bien, eu appelant x et y le» coordonnées du point extrême B,
y Ax <. aA < (y 4- Ay) Ax.
D’où: . ' ’
. aA
•J + Ay.
Bar suite, si l o» passe à la limite de ax, aA devient dk, et les ordonnées y et y -KAy deviennent égales, en sorte que i'on a :
dk
— y. D'où dk = y.dx.
Telle est l'expression de Ja différentielle de l’aire d’une courbe plane. U. Coordonnées polaires .• — L’aire d’une courbe polaire, est la surface
comprise entre uii arc de cette confbé et lès rîtÿons vecteurs des extrémités de cet arc.
Ceci posé, soit un point M dont les coordonnées polaires sont :
OM=r. Mûx^a.
Si l'on donne à l'angle 9, l’accroissement MOM'= AÉ, l’accroissement de l'aire -est la surface MOM', et f dn a
* rfA = Lim. surface MOP. . . . ‘ . (1)
MP étant i’arc de cercle, décrit de 0 comme centre avec OM ou r pour rayon. ...
La surface MOP est celle d'un secteur circulaire, et l’on a :
surf. MOP = ^ r. arc MP.
Or :
arc MP = r. aô.
Donc : . • . .....
• surf. MOP = a«. '
Et l’équation (t) devient alors : ' *
Telle est l'expression de la différentielle de Taire d’une courbe, rapportée à des coordonnées polaires.
DE LA COURBURE BT DU RAYON DE COURBURE
Soient un cercle de centre 0,’et une droite PQ tracée dans son plan
et que nous prendrons pour axe des x. ■ -
- Supposons que sur la circonférence, on compte les arcs à partir d’un point fixe A ; considérons deux points voisins M, M'; menons les tangentes au cercle en Met M', et appelons « et «T les angles que font ces tangentes avec l'aie PQ. Alors, en menant les rayons orf, DM', on a :
R étant le rayon du cercle.
Ou bien, si l’on appelle » Tare AM,
ANALYSE
D’où : •
ur> .
.1 lv •
Et à la limite •
Le rapport qui est constant et égal à l'inverse du rayon, représente
par défimtiùn la courbure de la circonférence. On voit donc que la courbure d'une même circonférence est constante pour tous ses points.
Remarque ntr la ligné droite. — Le ligne droite peut être considérée comme une circonférence de rayon intiivi ; alors pour la ligne droite
fia. ‘ • '
— = 0, c cst-à-cjirc que la Hgne droite n’a pas de courbure.
r.eacLK t>* couMtcitfe es tnt- eofcr o'uae coi rdk qi ei.covqik.
Soit «ne courbe AD: et soient trois points M, M’,> M" infiniment Voisins pris sur cette courbe. Par ces trois points, on peut faire passer un corde. .
Si l’on suppose que les trois . ..points M,_M' et M" se rapprochent indéfiniment du point M en restant toujours sur la courbe ; la position limite, du cerclé qui passe par çes trois pointe, est un cercle de centre C, lequel jouit évidemment des propriétés suivantes :
1° Attendu que les cordes MM' et M'M'', deviennent deux tangentes infiniment voisiner de la courbe au point M. Ce cercle est tangent a la courbe au poipl M, son centre est donc sur la normale à la convlie menée en ce point, et de plus Ce centre est le point de-rencontre des deux normales infiniment voisines menées en M et dans le voisinage de ce point.
2* Les deux tangentes infiniment voisines MM' et M'M" du . cercle et «le la courbe se confondent; donc pour la cercle et poiir la courlie l’angle da est le même.’
3” L’arc il * du cercle de centre C, compté à partir de M, se confond avec l’arc de de la courbe compté à partir du ménie point M.
La courbure de la courbe au point M est donc celle du cercle de centre C au point M : or la cogrbtwe du cercle étant la même quel que soit le point considéré de ce cercle, et cette courbure ayant pour expression
. du
Il en résulte que la courbure de la courbe au point M a pour expression ce rapport étant.tiré de leqaatktit y *= f{x) d» la courbe. Ce
rapport déterminé, il faudra y remplacer x et y par les coordonnées du point M considéré. ’ :
Le rayon de courbure de la courbe au point M « donc pour expression * • ,
CALCUL DU BATON DE COURBURE d'ÛXB COURBE DONT LÉpCATION RST DONNÉE.
Soit y ~ f[x) l’équation d’une courbe rappo/tée à des axes recüntjjulaires ; puisque : - J
dt
H s’agit de âtteujef d# et afin d'avoir K; ’
On a trouvé : •' ' •
.. ■<h = (Hx* + d,j>f ~: t Lr\ ! -H (g)’j .
Cette formule a tien, <[ne tr soit 'ou ne soit , pas la ‘variable indépon dante.
Pour calculer du, supposons d’abord * variable indépendante.
On a : v
■ _ dy
'fi ■
La différentiation de celte équation donne'
• cos’ot dx
El puisque x est la variable indépendante : •
* 1 * H r.~ dx '
HR
On a donc :
Ou bien :
Par suite :
' dx <Py COS* a _ ~i* '
d* (l+tg* a) = ^.
Et à cause de (lj
<Py'
dx
1 4* tg’a
. dx
Doù
t/et d*y
tte
d’y ' dx 1
Telle est, x étant la variable indépendante, l’expression du rayon de courbure en un point *, y d’une courbe.
Les dérivées ^ sont tirées de l’équation, y =/ (x) de la courbe,
çt dans ces dérivées on doit remplacer x et y par les coordonnées du point particulier, pour lequel on veut établir la courbure de la courbe.
Si x n'est pas la variable indépendante, la différentiation de l’équation
- . dy
donne :
_ d’y. dx — iPx. dy tte*
dx ( 1 4- tg’ac ) =
Ou bien et successivement : • •• . . •
dy ’ -4- dx ’ j _ d*y. dx — d } x. dy
dx ^
dx»
tte*
, d’y. dx — tPx. dy = - -~ dy * TdP ’
UQ
Et A cause de (t), on a :
ilt „ (d^/ , 4- dx 1 )
. du ° U ÿi/. dx — <Ar. rfy'
Telle est, a- n’étant pas la variable indépendante, l’expression dn rayon de courbure.
Dl' CENTRE DK COURBURE.
Le centre C du cercle de courbure est dit le centre de courbure de la courbe au point M ; pour obtenir ce centre de courbure , il suffit de prendre sur la normale menée à la courbe en M et à partir de.ee point, une longueur égale au- rayon R que l’on vient de calculer. •
Il ne peut y avoir de doute sur le Sens de la direction de la normale, suivant lequel on doit porter le rayon R, pour avoir le eentre : on - remarquera que le centre d’un cercle est toujours dans l’intérieur dn cercle, c'est-à-dire dans sa concavité : et puisqu'au point M de la courbe, l’élément du de la courbe se confond avec l’élément ds du cercle, il en résulte que le centre de courbure eu M devra se trouver dans la concavité de la courbe.
Remarque. — L’angle d*. que forment deux tangentes infiniment voisines est dit l'anyle de contingence. .. . . :
EXPRESSION Dl RA VOS DE COt'RM’ftB dT'NE COCHEE RAPPORTÉE A DES • COORDONNÉES POI.AIHES.
Les axes -étant supposés rectangulaires, si l’on prend pour axe po- 1 laipe, l'axe des s et pour pôle, l’origine : •
On a :• . ' -
x =.r. cos fl. y =* r sin fl.
En diffé rendant successivement ces équations, on trouve, eu .y considérant 0 comme variable indépendante :
<£r = cos fl. dr — r. sin fl. i 14.
dy — sin 6. ib- -i -, r. cos 4. rffl.'
•Ps •?= cos fl. d ! r — 2 sin fl. dr. dl — r cos fl. dj*. d*y — sin 4. d ? r -4- 2 cos-A. dr. df) — r siq fl. d fl J .
Si l’on porte ces valeurs dans l’expression
_ Ur’ + df r , dx. ’tPy — dy. tPx-
du rayon de courbure, déterminée dans l'hypothèse où -x n'est pas la variable indépendante, on trouve, toutes réductions faites :
drj
Telle est l’expression du. rayon de. uuurburv d'une court>e rapportée à'des coordonnées polaires. ,
K INTERPOLATION
.Définition. — Si dans une suite de quantités : ' •* * • .
déterminées d'après une loi quelconque, on retranche choque quantité de relk qui ht suit, on forme une nouvelle suite :
dont les termes sont appelées les différence* première* des termes de 'la stiitu primitive.
La différence u, — u, est dite la différence de tl, ; de même, les différences u, — . u,: u, — i< 3 ; u, ;,soa| dites les différences de
u,, de de w„. •
Mutation. — Pour représenterles différences première, on sC sert du sijjne A, que l'on faïl suicre tlu second 1er me de la différence. Ainsi les différences :
u,, — u,, «r-'-.-ts, v.+i — u„
sont iepit;seiitées par la signes t, -, . • , ‘
*^ M I » ^ U 3 » Ati a .
Une suite tpielconque de quantités étant donnée, leurs différences forment une nouvelle suite ayant nn terme dé moine que la première.
En opérant sur cette suite de différences comme sur cfclle qui lui a donné naissance, on .forme ainsi les différences :
Au, — A«, , Au.i — Au, au» — i„'_i . _ •
lesquelles sont dite» les différences secondes des ternies de la suite u, , u, ,
«1. 'Vu- - . . '
Les différences secondes 'sont désignées par levsigne V et l.on a :
l«i suite :
AU 2 — AU, , = A’u, ,
AU, -*-AU 2 , = A 1 U
AU. — A«,-i =r AV,_i. - ,
A*U f , A^U 2 ,, A^U, ,.. .. . A U .— ,1 a évidemment un terme dfe moins que la suite.:
AU t , AU,, AUj, 'au,.
Kn opérant sur la suite des différentes secondes, comme on l’a fait sur la suite proposée, on formera les différences des différences secondes que l’on nomme Indifférence! troisième t, et que l’on désigne par A 1 . ’ Ainsi : ■ - .
La suite : • • • »
A’tt.i 4’uj. AS! A 5 !*. -i
a évidemment un terme de moins que la suite des différentes secondes.
On peut continuer ainsi indéfiniment et former les différences quatrièmes , cinquième!, etc....» que l’on désigne'par a V A 5 le nombre
de ce* différence* e'édwi limité que pdr celui de\ terme s de la mite propotée. ,,
Ainsi, une suite de n +- 1 termes donne lieu : à n différences premières; à né — 1 différences secondes; à n — 2 différences troisièmes......
et à une seule différence n"'"' .
Si une suite est illimité^, on peut coftsidérgr des différences d’un ordVç illimité. . " " ... .
Remarque. — Si l’on a : * -, * .'
on en déduit :
Ay = au + ad ■+- àib -f- ' . . • > .
C’est-à-dire que :
La différence d'une totnine de quantité! est égale à la tomme det dïffirenret dé cet quantité*.
l’aotiLfcxE. — Cormaittanl le premier terme u, et le* différence* ruéeettitet Au,, a’u,, a 3 u, A’ l 'u, de ce teéme , dan* la mite ,
...... U, , Hj, Sf,v‘;t.. U n , S., 4_i ,
mita • î- 'à-ns ÿfltf.vp » •• • . 1
calculer le dernier terme. u„ 41 de-rette, tulle. . - * l
L’équation u* — u, = au, donne :
De même, l’équation u 3 — u* = au, donne :
AU
Kt, si dans cette équation, on remplace u* par sa yaleur (ai, on aura :
Mj = U, 4" AB, -+- A («, 4“ AU,) ou bien, d’après la remarque faite ci-dessns :
u, = M, 4- au, 4 - au, 4- A ! u,.
Et, par suite : •• . - v - •
[b) u, = u, + 2 Au, -+- À’u,.
Cette équation combinée de la même manière avec l’équation u, — u 3 = Au 3 , donne après toute réduction de calculs :
(c) u, = n, 4- 3 au, 4- 3'a’u, 4- A s u,. .
On trouvera de même t ' *
(d) « 5 = u, 4- 4 au, 47 ti a*», 47 4 A s u, 4 - A 4 », ,.
(«J.,.,. u 6 = u, 4- 5 au, 4 - 10 A 1 !/, '4- 10 A s u, 4 - 5 A*u-, 4 - a s u, ,-
et ainsi de suite.
L'inspection des seconds membres des équations (li), (6)', (c) , (d), (e), montre que leurs coefficients sont ceux des termes deS développements des puissances (x 4-o), (x 4- a)*, (x 4- a) J , -t- a) 4 et’(x 4- a)*.
• Les indices de A sont précisément les exposants dé a dans les développements de ces mêmes puissances.
On a donc par analogie :
u„ + * .= u, 4- n AU, 4- " ^ 1 1 ■ A*u, 4-.,... + « A " -1 u, 4 - A u,.
Telle est l’expression cherchée.
DE L’iîtTERPOI.ATlOlt.
Insérer entre les termes d’une suite, assujettis à une certaine loi, de nouveaux termes assujettis à la même loi. .
Tel est le problème de l'interpolation.
Ce problème est d'une grande facilité parfois, lorsque la loi des termes est connue. — C’est ainsi qu’entre deux termes d’urie progression , on peut insérer un certain nombre de moyens.
Si l'on considère, au contraire, des nombres dont la loi soit inconnue, le problème de l’interpolation devient indéterminé, et pour le résoudre, il faut imposer aux termes inconnus une condition qui fasse disparaître l’indétermination.
Cette condition est le plus souvent que : les différences et un certain ordre soient égales à zéro.
• C’est ainsi que, dans le calcul numérique des logarithmes , on admet que les différences secondes sont nulles; car, admettre qne l’aCcroissement des logarithmes soit proportionnel à celui des nombres , c'est admettre que, pour des accroissements égaux des nombres, les accroissements des logarithmes sont aussi égaux ; én d’autres termes , c’est admettre que la différence première des logarithmes soit constante et que , par suite , la différence seconde soit nulle. ,
, Alors que , dans la construction d’une table, on s’apercevra que les différences d'un certain ordre deviennent jle plus en plus petites , Sensiblement nulles, pour des accroissements égaux de la variable: on admettra que ces différences sont nulles et à fortiori , qu’il en serait de même pour des accroissements plus petits.
Ce fait reconnu et le principe admis , le problème de l'interpolation -'Mat s’énoncer ainsi : .. . . j. . -
Prosi.Kmk. — Connaissant les valeurs t» 0 , u, ...... u„, d’une fonction qui
. correspondent à def valeurs x„, x,’-t-.A» x 0 4- 2 h x t -b* h de la
variable , et admettant que , pour des accroissements égaux quelconques de x, les différences (n -fc- i )<'"■" de la fonction soient égale» à zéro ; trwirer la valeur de cette fonction qui correspond à une valeur donnée de x, cqmprise entre les limites x # et x 0 + n h.
’ Dans le calcul des différences, ob a trouvé la formule : fit „ - u i n t n — ^ i "(n— 1) ("— 2) .
Et si, dans cette formule , ou snjqjose que l'accroissement A de x soit
représenté, par - , on aura A == — — ’ et par suite :
.■ nA = x — a:,, d’où x =-x # + nh.
En série que la valeur x 0 ■+■ nh à laquelle se rapporte la valeur u„ de la fonction -sera x. L'équation
nA =r x — x # donne n ■= x -
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et la formule (1) devient
Telle est U formule qui servira au calcul <f interpolation.
Applicaliofi numérique . .
Supposons que l'on veuille obtenir le logarithme du nombre 3,1415926536 (ir) par le mojcn d'une lâbte de Wgaj-itibmés à dix décimales. ■ - "
On regardera les logarithmes contenus' dans celte table comme les valeurs donnée* de la fonction u . et l’bri formera le tableau suivant :
La différence quatrième est -extrêmement petit#, on peut donc eonuidérer la différence cinquième comme nulle.
Ici: '' Æ = 3;t4l5foi63S6. ^ = 3,14.
■ œ — 0,001 59âfifcttS. '
àu 0 = + 0,0013809037.
A 5 ii„ *= • 0,(KKMHKMW77 i* U(l = — 0,0000000003
tramât
eu '»
\ alrui s Je ».
t.OClKlTtl»t< ou vajpuri
hUirtHK» t».
n i rr t n s s «a »
pnuii ira
u rn.hf MA* trettntirt*
(rouir nus
i-irrCftt\tea.
t|M|nrmes. ■
J. ii
-0 v «000»45lfi9
L S, Iti
0, l*»tjS7ü820
— o.t'Ltxrtid+y?
O.dtHinm
—ILOOOOviOltOiti
0,5010691*22 0,50 J V27 liMO
-fo.oonr.'iTirt
-I-o.ooi;«i7»57«
— 0 f «nrt0ttil«
-|4>,udoOOO«.'7 4
En portant ces valeurs dans la formule générale, laquelle, puisqu'on néglige les différences cinquièmes et les suivantes, se réduit à :
on obtient finalement :
». on Log 3,1415926536 = 6,4971498726. -
RWBKSKM ATION OHAPHIQUK B BE rOJtCTION.
Soit une fonction y = en considérant : x comme l’abscisse, et y comme l'ordonnée d'an point, l'équation!/ = f(x), représente une courbe que nous’ savons Construire lorsque la fonction fx) est donnée.
Si la fonction f (oq est inconnue, et si de cette foncion on ne connaît qn’une Suite de valeurs u 0 , «„ «$, »„ correspondantes aux valeurs ar„, x, ^ h, x„ 4- 24, x a -+• «A de la variante x.
On aura eu construisant les ordonnées u t , u, , »,, u„ correspon-.
liantes aux abscisses Xg, x 0 + h, æ,-i- 2A, -t- «A.unc série de
points situés sur la courbe dont l’équation inconnue est y =s= f[xj.
On pourra au moy eu de la formule
%= + iu « + —Tî^ A ** +
15fi
calculer quelques ordonnées intermédiaires ; alors les points ainsi obtenus seront assex rapprochés pour que, en les joignant par un trait continu, on puisse considérer la courbe ainsi décrite comme une représentation suffisamment exacte de la fonction inconnue f(x).
Cette courbe, ainsi tracée, permet de calculer approximativement une valeur de f(x) correspondante à une valeur quelconque de x comprise entre x 0 et x 0 -4- nA.
Si l’on veut avoir la valeur de f(x) correspondante A une valeur x p de x, on prendra OA = x r et en menant l’ordonnée MA que l’on terminera à la courbe en M, on aura en MA iine valeur approchée de f{x p ).
Une courbe étant ainsi tracée , on possède alors quetques notions sur sa forme, et quoique la question soit essentiellement indéterminée, on peut se proposer de déterminer l’équation de cette courbe, par l’ob-
Supposons, par exemple, que l'on veuille déterminer l'équation de la courbe OÀB, par rapport aux axes t/0, Or.
L’observation d.e cette courbe montre que :
t 4 Elle passepar l’origine, son équation doit donc éBe satisfaite poiir x=0 et y— 0.
2“ (.'ordonnée A a est maximum, done pour x=0o, l'équation y = f[x) de la courbe doit donner f ©o)=0, et f" (Ou) <^0.
3" La courbe rencontre l’axe des x à l'infini, c est-à-dire que 1 équation de cette courbe doit être telle que pour x = « , on. ait y = 0.
i” L’ordonnée? y de la courbe doit rester constamment positive pour des valeurs positives de x.
J Ces propriétés déduite^ de l'observation, seront simultanément établies par l’équation
ax '
^ bx l -t- c
servation de la forme qu’elle présente.
dans laquelle les coefficients «, b, c supposés positifs 'sont inconnus.
,, , , ‘e[bx' 1 -h c ) — 2bax' 1 a (r — bx* )
fW —~(bx *- hcf = (é/r’-t-c)*’
Ici :
Paj: suite :
Et pour le point culminant A, on doit avoir :
c — bx 7 = 0. D'où: x— l/jj-
Et par suite :
Oq aura donc, les quantités An et Qu étant évaluées numériquement :
• Ou = ]/|'. . . . , . (1) ••
Pour avoir une troisième équation, nécessaire avec (t) et (2), à la détermination des constantes n, b,r, on mènera la tangente en un certain point , le point C par exemple ; on évaluera avec soin l'angle CTx = <c, et, l’on eit déduira la troisième. éqûaliou :
tg <t =
a [c — b. Oe j ( b. Ce 4- e) 2
La résolution des équations (1), (2) et (3f fera connaître les constantes a, b, c. .
Si l’on avait besoin de plus- de constantes on pourrait employer l'équation '
1 bx‘‘ + ex 3 4- dx -I- e
C'est par de telles considérations, que parfois, l'interprétation des données de l'expérience, conduit aux formules empiriques.
ÉQUATIONS DE PORXE QUELCONQUE A UNE INCONNUE
Soit une équation à une inconnue
Cette équation peut être considérée, d’une infinité de manières, comme
résultant de l'élimination de y cotre deux équations :
Chacune de ces équations représente uhe courbe.
Si l’on construit avec soin ces deux courbes, le* abscisses de leurs points d'interscciion, lesquelles abscisses sont données par l’équation f(x) = 0 , seront les racines réelles de l'équalion proposée f(x) = 0 . Soit, par exempte, l'équation ‘
'hc — 4 sin * — 1 = 0 (1)'
dont on veut détermiucr les raciues réelles.
Posons : y = sin x.
Alors les racines réelles de l’équation (1), s.oni les abscisses des points communs à lq courbe . , •
_ y =5 si n'a?.
Et tV.la droite :' . .
" . ir , — ,ly — 1 =^ 0 .
La courbe
y =.sin x
construite précédemment est AB.
. * ir-s. 4y — 1 = 0
sont :
I a droite MN ne rencontre la courbe AB qu’au seul point P dont l’jtbsrisse 0K est comprise entre 0 et ir. ;
usy
L’équ«rion proposée %r — 4 sm x — 1=0 n donc qu'une seule
racine réelle, laquelle a pour valeur numérique l’abscisse 0K dû point P, coiume aux deux courbes *■ _ « y
■ * •er* ' vtV .& t* Ê£&**
• ÿ = sin x. |9NH
Si l'on voulait résoudre L'équation
on poserai! x* — y; alors les' racines réelles seraient les abscisses des points communs aux deux courbes :
«y -+- px + q = 0; * •
lesquelles sont ; lu première uhe parabole et la seconde une hyperbole.
COLB Bb OCS tHHKLB.S.
Nous terminerons Ce rapide aperçu de géométriepra tique, en parlant ' dois courbe dite dti erreur*, dont l’emploi permet, approximativement, de résoudre une question quelconque.
Pour la faire connaître,, proposons- nous uli problème ; celui-ci, par exemple :
Dtvx point* A et B étant donnée (Une te plan d'un cercle, trouver * or la circonférence 'un point M tel
• que le joignant aux pointe À et |t et menant k rayon RM ; ce rayon 0M prolongé, déviée en deux parties égales, l’angle AMB.
Prenons sqr le cercle un point tixe V; si la distance MV, du point inconnu M au point fixe r V, était déterminée; il en serai! de même du point M, et le problème serait résolu.
Supposons le point cherché en m, puis joignons mA, mR, 0m
• et menons la bissectrice tnP de l'angle AmB. .
A la distance inexacte Vm correspond ici une .erreur angulaire, laquelle est l'angle O’mP.
ItiO
• Convenons de considérer comme négatives, les erreurs angulaires comptées à gauche du rayon 0 m ; et comme positives, les erreurs angulaires comptées à droite. ,
Ceci posé, soit Vx une droite fixe, considérée comme axe polaire ; au-dessus de cette droite et à partir de F, nous compterons les erreurs angulaires positives, et au-dessous nous compterons les erreurs angulaires négatives. < .
Alors si en F, avec Fat nous formons l'angle x¥p = angle O’mP et si
sur la direction de l'p nous prenonsFm,=:Vnt, nous aurons en m, * un point de la courbe d'erreur.
Supposons maintenant le point cherché en m'; refaisons sur la première figure les constructions établies ci-dessus, et nous trour ' ' vonSainsiqH’àladislanceincxacte . Vm' correspond une erreur angulaire négative P'rta'O"; les nouvelles coordonnées Voi' et l v m'0" déterminent ainsi un nouveau point de la courbe d'erreur.
On. en déterminera ainsi, autant que l'on voudra, Wj,
On devra en prendre quelques-uns, correspondante a des erreurs angulaires positives. • ...
Un assez grand nombre de points étant déterminés de la sorte, ou les joint par un trait continu. • • •
On obtient ainsi la courbe d’erreur. .
te point M, où celte courbe rencontre l’axe Fa-, donne la distance FM pour laquelle l’erreur angulaire est nulle; c'est-à-dire ht distance pour laquelle la bissectrice de l'angle Am B se couldnd avec le rayon üm On a donc ainsi l’inconnue de la cpiestion.
CALCUL INTÉGRAL
On appelle intigrale d’une fonction f(x), la fonction dont f(x) est la dérivée.
Si l'on désigne par F (x) la fonction dont la dérivée est la relation qui existe entre F (x) et f{x) s'indique ainsi ; . ■
F(x)= Ç f[x).dx. .
F.t s’énonce :
F (x) == somme de f[x).dx.
Théorèhk. — (ne fonction quelconque f(x) a toujoun une intigrale.
En effet, supposons que l'on construise la courbe représentée par l'équation g = f(x ) ; et soit AB cette courbe.
Si l’on prend une ordonnée fixe. MF et une ordonnée mobile M'F' ; on a, d'après le principe de Ta différentielle de l’aire d’une courbe :
d (surf. MPM’P*) = y.dx, ou bien : «
' • - d (surf. MPM'P') = f(x) dx. '
x II est ’ évident que Ja surface
MPM'P', qui varie avec x, est une . . fonction dex ; si donc, on désigne par F (x) l’expression de la surface MPM'P 1 , on aura :
d. F (x) = f{x).àx.
Done la fonction F (x) est l’intégrale de f{x], puisqu’elle a pour différentielle f[x)dx et pour dérivée /'(x).
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Remarque I. — Une fonction a une infinité d’intégrales, car si F (x) a pour dérivée f(x), la fonction F (x) 4- G ( C étant une constante quelconque ) a aussi pour dérivée Z' (x).
Remarque II. — Les signes Ç et d, placés consécutivement, se dé-
truisent, ainsi • , . . t
L'intégrale étant l’inverse de la dérivée, il en résulte que toutes les formules relatives aux dérivées ou aux différentielles, donnent des théorèmes sur les intégrales. • •
Ainsi l'on a : -a; v, V étant dés fonctions d* x : ,
d(u-t- 1> -j-icJ.— du-bdv -t- die = *»'dx 4 - v'dx +w'dx -= (u'-t-c'-f-te'jdx. De là, oti tire : • ' ’’
J ' ( u‘ -t- r* -+- w’ ) dx =3 u -t- »-+- te = J' u'ifa + J' e'tfx-t- J ' ic'dx.
C’est-é-dire que : l'intégrale de liLsomme de plusieurs fonctions, est égale à la somme des intégrales de cet fondions.
On' a :
d'où l’on tire :
dA.u = A. du = Kuèix,
J \u' .dx — \,u = k. f u' .dx.
C’est-à-dire que : l’intégrale du ' produit d'une constante pur une fonction est égale au produit de la constante par l'intégrale de la fonction. Donc dans une intégrale, on pourra s’il y en a, faire sortir les facteurs constants hors du signe J' ‘ .
Il résulte de ce principe, que si l’on sait intégrer f(.r).d.r, on saura intégrer f ( ax + h ).dx. En effet, on a d I ax -t- b ) = adx ; donc
dx sx ~.d ( «x t- b }> et par suite :
f f{ax+b) dx == £ lf[ax+b)d{ax+b) = ^ J'flax+bfd (ax+b).
Donc si f /(*) dx = « (x). on aura:
/ f[ax-\-b)'dx qri q ' • •
Ht LINTtX.RAtK JJKKtMK.
Si l’on construit ta courbe AB, 1 , dont Féquation est y = f[x) et ' si l’on compte les aires à- partir . * » de l'ordonnée fixe MP ; on a en désignant par F [x) la fonction d’x qui représente l’aire comptée , à partir de MP : . v
F(*)= f f[*).dx.
Et si l'on prend deux valeurs de a-, ©P’ — o, OP"~b, on aura :
F (a) ou aire MPM'P' = j f (x).dx pour x = a.
F (ft)oq aire MPM"P" = j f {x).dx pour x =b. ,
La différence F(6)-r- F (a) représente l'aire MT V M"P" obtenue en faisant x = a et art= b dabs 'j' f[x).ds et en prenant la différence des résultats. 0<i convient de désigner.cette différence par la notation
que l'on énonce : tomme de a à b de f(x).dx.
On dit alors que / f[r).d.r est une intégrale définie, et l'orra :
f f(*).<tr=:F(é) — V(a).
a et b sont dites les limites de l'intégrale définie.
Remarque. — 1* Le renversement dés limites ‘a et b change le signe de l'intégrale définie; en effet, par définition :
f f (x).dx = F («) — F (6) =s-r [ F (6) — F («)]= — f /».dx.
2° Si e et d sont des nombres compris entre a et b, la décomposition de l’aire M'P'M"P" montre que l’on pourra écrire :
f f[x}.dx = J f[x).dx -f J f(x),dx ■+■ J f(x).dx.
Si l’on conçoit l’intervalle de a à 6 divisé en'parties infiniment petites et si x, , x t , x , , x„ sont les abscisses des points de division, on aura :
f f f[x).dx + J' /(x).dx-K..4- /. f(x).ix.
On voit ainsi que l’intégrale définie
représente
la somme des
éléments de surface infiniment petits, prise entre les limites « et h.
dont se cpmpose l’aire totale com-
Hem arques sur la représentation graphique d'une fonction.
S»i l’on construit la courbe
l“L’ordonnée MP, d’un point de la courbe correspondant à l’abscisse OP, représente .la valeur de fonction f (x) pour x = OP.
2" Si l’on mène la tangente MT en un point M de la courbe , on a :
n op)- '
S* L’aire de la courbe, comprise entre l’ordonnée MP et une autre ordonnée AB, représente l’intégrale définie :
RECHERCHE DES INTÉGRALES INDÉFINIES
Si F (x) a pour dérivée f[x), on a :
F (*) = j f[x).dx.
Et l’on dit que J f\x).dx est une intégrale indéfinie. Puisque la différentiation fait disparaître les constantes, il faudra les rétablir pour compléter les résultats de l'intégration.
On aura donc, en appliquant ce principe à quelques fonctions con-
nues :
f a X dx = .-2 — -PC.
J log a
J'e X dx=* + C.
J * — sin i,dx = cos x -+- C. .
J ' cos x.dx = sin * 4 - C.
r —T* = tg * -t-c.
. J cos J x
C (g x séc x dx = séc * 4 - C.
jffL — — arc sin x 4- C ou — * arc coe x 4- 1.
<lx = are, r.os x -4- C OU — arcsin«4-C.
dx
: arc Ig a; -H C ou — arc col x 4 - C.
/ dx
je V" x’ — 1
= arc séc x + C ou — arc coséc x + C.
Remorque sur T intégrale aft 1
.fx
X m dx :
Le principe
m + 1 dxr = mx™ _l dx,
d'où l’on déduit l’intégrale
fr-dx=^ + t,
Kifi
* lien quelle que soit la constante m ; donc l'intégrale J m -f- 1
a lieu quelle que soit la constante ni.
Cette intégrale donne lieu aux intégrales suivantes ;
/* m /• jr* m ,
J \Zxdx=. J a- dr =■ — 4 - (T.
| xr "dx = TT -t-C — .
— l)ar- 1
Çdx f m .r fit «
iv = J* <to = — r . / +c - •
Remarque sur l'intégrale 'dæ
/ -=to«*+'C. • '
L'intégrale f y peut s’écrire j x~‘ itx\ en sorte que si l’op applique à cette intégrale, le principe
on a : pour m = — i ,
■ 1 dx ou
/• dx a?-‘4‘ ^ 1
Il semble donc que | ^ = » ; pour expliquer cette singularité ,
et
afin de retrouver
reprenons l'expression générale .
j T"dx =
jt—h
et remarquons- y que : la constante C étant indéterminée, on peut- donner à cette constante la forme
en sorte que l’on aura :
D’où
Pour m = — J, cette équation devient :
Afin d’avoir la vérilable valeur de i’exprcssion
laquelle devient g podr m — J, prenons les dérivées du ntiinérateor
et du dénominateur, en remarquant qu’ici m est la variable ; alors la dérivée de x™+'— 1 est x-+‘ log x, e; la dérivée de m +- 1 est 1, et pour m = — 1, le rapport de ces dérivées est log x. Donc
Luu
Et par suite :
tlette particularité indique le ré le que peut jouer la constante dans une intégrale.
MÉTHODE D’INTÉGRATION PAR PARTIES
Soient u et e deux fonctions de la variable indépendante de x, on a :
<iu.e = v.du + u.dv.
D’où :
c .du = du.P~u.df.
Et en intégrant
Ou bien :
j'v.du — J" i.uv — j «.de.
j'v.du=^u.v — y «.de.
Tel est le principe de l'intégration par parties.
Ce principe môntre que : si l'on a £ intégrer e.du, la difficulté est ramenée à intégrer u.dc.
D’UN PRINCIPE FACILE ET COMMODE, AU MOYEN DUQUEL ON PEUT GÉNÉ- RALEMENT DÉTERMINER, PRESQUE SANS ARTIFICES DE CALCUL, LES IN- TÉGRALES SIMPLES.
Les spéculations trigonomélriques permettent de faire disparaître aisément un radical, un dénominateur, et sous 'ce rapport leur emploi nous sera d’une grande ressource dans le calcul d'une intégrale.
La représentation d'une variable : par un sinus ou un cosinus, si elle doit être moindre que 1 ; par une sécante, si elle doit être plus grande que 1 ; ou enfin par uue tangente, si la variable doit être quelconque ou n'êst indiquée par aucune limite, nous permettra d’éviter dans le calcul des intégrales simples certains artifices considérés comme d'autant plus élégants’, que, tout imprévus, ils conduisent au résultat.
En dehors de la représentation de la variable par une ligne trigonométrique, convenablement choisie , il est impossible jusqu’à présent d'indiquer une raSrche générale pour déterminer une intégrale quelconque ; néanmoins, comme on va le voir dans la suite, ht recherche d'une telle inconnue pour les cas simples et usuels sera toujours ramenée à des- spéculations trigonométriqiies.
Nous n’aurons généralement besoin, pour tous les cas , que des principes suivants : . , • ........
J'sinxdx= — côsx-i-C,
/ • dx
sinV — _
= — cot .r -+- C.
fe^dmx = r + C, y =log*+C.
y c osxdx=sipx4-C, j~ 7 ~ =
Afin de ne pas revenir constamment sur les mêmes calculs, nous traiterons d'abord les intégrales suivantes :
II. Calculer On a
j sin* dr = Çain x sin x dx = J'ain x d ( — cosx).
Et en appliquant le principe d’intégration par parties :
J sin x d ( — uos x) = — sin x cos x— j'— cos x d sin x =
Jcos* ^
= — sin x cos x 4-
1 x dx.
J siu*x dx =s; — sin x cos x +’ J'ço&x dx,
— — sin’.xcosx'-f- j'il — sin dx, -
• • — sinx coax-h^ix — J*sin a xdx.
Et en faisant passer — J' sin’x dx, dans le premier nombre et divisant par 2 , de part et d’autre, il vient finalement : f •
sin 7 x dx = — ^ sin x cos x 4- ^ 4- C ’
III. Calculer : J ' cos a x dx
On a successivement :
J cos dx = J cos x cos x dx = Jcosx d sin x.
or, d’après le principe d’intégration par parties :
Jcos x d sin x sin x cos x — Jsi» x,d cos x =
. =r sin x cos x 4- J sin a x dxl-
ANALYSE
Donc :
J cos *x dx = sin x cos x ■+■ J" sin *x dx =
= sin * cos x 4 - J( 1 — cos *x) dx —
= sin x cos x 4- J'dx — Jcos ‘lie.
et en faisant passer — J' :os s x dx dans le premier nombre, puis divisant par 2, de part et d'autre, il vient finalement :
cgs ’x dx = - sin x cos x •+- g -t- C.
C. , . •* Csin ** dx r. , sin x dx r
J t fi * <fcrc= J T m’F" MP ' X - ëôTï ■ côs i x = J * l « * **' 1 *»^
= 2 J sinV-2 tg x.â tg x = ^ sio’x.d tg’x.
Et en remplaçant sin’x par sa valeur j en ft >ncl ' on * a lan "
gentei il vient :
r. a j i r 4ü’ x j. » * c teV- rf (i+tg**)
J*' xdx = *J rhfr d{ *' x ^ij -d#* -■
_ i /• (l+tg’-r-l) , rf{l f t 8 3 xj _ 1 _
SJ ï+V x - 2 J <*(!+•«*) *j-<Tte’.r -
* =| (1+tg 1 *) — | ,0 g(l + tg*X).
XII. Calculer : J
-col J’) —
On a successivement : '
r ** = r ,L . =rj-’d[i
J sin 3 .» J sin a- sin. ’x . ' sim
’= — f -4— d cot x. '
• J sin t . .
Et en appliquant le principe, d’intégration par parties, il vient :
f — r-!— cot x + f cot xd •
J sin *x Sin T J ' '* ln ** •
Or :
,/ 1 \ cos x <Lr
, sin^ ’
Donc:
cos x dx
f - - = « r— — cot x — f cot x
J sin *x sin x J sin x
... * cos x • f cos *x <ix
* — "sin ’** J sin *jr
co s x
sin Ç cos sin
-(1 — sin ‘‘x) dx
sin ’jt
cos x /’ d x f dx
lin \r sin ’.r + J ji« x
Et en faisant passer / - • 3 dans .le premier nombre, puis
divisant par 2 de part et d’autre, il vient :
/ dx .5 cos x u 1 f dx
sip J x 2 sin 1 ?. + 2 J sin x
r déC
C d * - _ * Cm * -t- - '10B te % 4-’ C.
J sin** 2 sin ‘‘x 2 • ’ 2 ^ .
Mil- Calculer : /-’ c £^- . . /.*. ^ •
On a
p dx p dx * p «1(00* -rj „
J cos *jT ~ J sin *(90» — x) J .sin* (90°— x).
XIV. (feuler: f ÈL
En suivant la marche indiquée dails le calcul de j f tg^.cci.r , on à successivement :
/ te _ C cos’y dx r , cos y àx
tg *■* J sîn s y J cos x sin x ' sin*x —
= — 5 J cos ? x cot y . d cot x = — | J cos'x.d cot’x =
= “ s/îî ^yk d l i+COl ’ x) ^~l j lH i+coi^ <) <i(1+Cofe >"-
= — g ■ *+ cot** ) . 4 - log( i+cot’y ) 4-6, '•
I. Soit à calculer : f
Le radical devant être réel, x doit être moindre qute a, nous poserons donc :
D'où en différenliant :
x — a sut f .
dx = a cos d: .
L'expression proposée devient donc par substitution :
/ .T m d /» a" sin'“« a cos tdt ' C ■
— r — r ~~ / ■ . — =a". j sin * dp =:
V» 1 — x a J ay 1 — sin x p J
=u m . j' sin— ‘j sin p dp=-~ a”. J\ sin— 1 ?d cos p.
Et en appliquant le principe d’intégration par parties :
/ i nn a “ f ** n > rf T — — o”sin— ‘jicosf -t*o" ^ cosjdsin— ‘a —
— — a m sin— ‘î cos % -4- or j" cmp.[m — i) sin—Vcost d® =
= — fi-sin— ’f.cos® + {m—i)a”'.fcop , p sin— ’jd® =
= — a” sin— '« cos 4 (m — 1 )<rvj* (1 — sin’») sin®— J d» - % . * *
= — n” sin— '® cos ® 4- (m — l)a"; d®-r-(m— i) a” j'siD-p dt.
En faisant passer — > (ra — 1 ) a". /* sin 1 "? dp dans le premier membre; puis divisant par m de part et d’autre, il vient :
/ ' jrdx C ■ . «“ . , m — 1 C • . ,
- -_ oii a- jstn ’ m pdp= sm— *5Cosç+ — - a m . / sin— 8 <dt.
\/a 3 — xf J « m J 4 *
La question est donc ramenée à calculer : •
J sin— *® dp.
L’exposant. m a donc diminué de 3 unités. On ramènera de mfeme le calcul de Jstn—* p dp au calcul de J sin— ‘t dé, et ainsi de suite; on diminuera successivement de 2 unités l’exposant m. En sorte que si m est pair, on est en dernier lieu, conduit à calculer ^ dp = p; et si m est impair, on est ramené au calcul de
• • j'sin pdt — — cos p + C.
* ' /» /pm J/p *
L’intégration de û" 1 / sin'"ç d% ou I — ■ est donc chose ac*
quise. — - . ' • • •
Remarque. Les deux derniers cas auxquels on est conduit J' ‘h et Ç sin ç </» reviennent à faire les hypothèses ms=0 et » = i dans lexpreyto
Or:
'/*. — ' ■ 35 g - = n~ /sin' ,|, $dî
Pour m — 0; cette équation devient :
mais a; es a sin y, dent $=arc siir'^ et par suite
" : . ' . f — - • =arc sin - 4- C.
J V 'STZ7» «
Pour m = l, l’équation (I) devient :
/ ■ X ^ X ■ — = O / SHt t dx = — a COS t + C.
J yV-? J
• et puisque * = a sin a, on en déduit ’ • . . , • •
sin 9 = - et cos' ç = |/ i — = - V a -*-* •
Et par suite : „ .
Soit à calculer - On a
dx
dx
a+lv?
dx
Ç dx f dx _[ Ç dx
J a+bx> + J a ~ a J
Supposons a cl b positifs et posons :
]/- * = tg *• r a
Ko différon liant, H vient :
y» ir== _^ d'oùdr=/2
r n r-rta *♦ r h pnc 1
COS
L'équation (1) devient donc par substitution :
V cos’t'
r dx 1 / b cos 1 /’
J a + bx* ~~ a séc \/âb J ^ ~
t/ ab
ür, l’équation - xs= tg ; : donne : *=«tc tg {/- x, dono enfin :
-^r aro *( ^ I * ) + 1 c - *
— ir - ' •
vV + **
L'inspection du radical, montre que : x peut être quelconque par rapport à n. Nous .poserons donc :
D’où :
Par suite :
dx
dx — a
x = a tg if.
dy
COS
/ CQS*9 _ f COS V _ /* dj
■ a \/t 4- tg *t * ^ " cüs t
cos f '
y/aP+x?
On a tronvé (intég. n" IX, pagè 172) r
/---cot-r" ^ lof!t{] ( 45 ° + l)
ANAI.YSK.
Donc
Mais on sait par la trigonométrie, que :
( 45 ° ■+■ — *fî <t> v/ 1 -H tgV
tg
Donc :
./Wfef- =*“* (■«• + %/< -H*.*»)-
Et puisque j = atR», tgip=r-.
Donc enfin ;
J * dx
Le radical devant être réel , ax doit être moindre que 1 , nous poserons donc : .
ax — séc % d’oii rfr = - tg' ç séc $ .
Par suite :
/ dx _ 1 /•tg $ séc f d%_ _ t /• tg f séc $ d% = « J v/ iéc <-f ~ 8 4 *«**■'
a J a J cos p
Mais on a trouvé (intég. n° !X, page 172 dt
dont :
et, puisque la .trigonométrie donne la 'formule : •
'« (**" + |) *= *6 T + y/ f -+- tg V
On «i :
/ )/ ' a^îïï * =* \ (M! ? + ^ 1 *4- *8 *?) + C
ou ce qui revient au même :
J\/ ab>-l = 7 t loe ^ T. + + C
Et puisque sée ? = «x, on a finalement :
J y/ ai - 1 = ( aJ + 1/ «»*’ - 1 ) + c.
Cette intégrale rentre dans la précédente. (
V. Soit à calculer : I x \/x — x’dx
ou a : . '
J'.x l/x— x’dx =. J* , 7 J — (.«!— d*. . . (i).
L'inspection du radical montre que m — | doit être moindre que|,
nous poserons donc :
1 1 . ' , ' 1 . . , . , x — s = s sin? d ou x — ô ( 1 + sin? ).
El en difTérentiam dx = g cos» d- f .
L’équation (1) devient donc par substitution :
J x yjx—x 1 dx = J ÿ(i 4- sin? ) |/ i — £ sin J ? . ^ cos? d» = , ■ a: I ~(i -r sin? ) c©»*? d? «v .
= g J cos 2 ? d? 4- g J cos*? sin? d? =
_gj cos’? dy — 1 Ç cfts’? d co»f. .. . (2)
or, on 3 trouvé (intég. n” III, page 169) :
f cos'a- dx — i sin x cos * +
en outre :
J cos J f d eus f
I équation (2) devient donc par substitution :
J r \/x—.? dx = siiif cos* ~h — ^ cos 3 ? 4- C. Or, l'équation x — ^ ^ sin? donne :
sin$> = 2x — 1, cos? = y/ 4x _ ix t _ 2
■ ? = arc sin (2x — 1).
en sorte que l'équation (3) devient finalement :
,/ x \/x, — x } dx = 2 (2x — 1) l/a; — x 7 4- ^ arc sin (2a: — 1)-
-, gj 8 (a: — x 1 ) x 1 4- C.
= 2Ï y* — r* 4- jg arc sin (2x — 1) 4- C.
VI. Soit à calculer
,/ \/ nx — .r’
On a :
l’ dx i' • dj
J \/ ox — x ! ~~ J , / n* /a \* * 4 -( 2 - T )
l’inspection du. radical montre que ^ — - x doit être moindre que nous poserons donc :
d’où en différentiant :
SCI a
lix — g Slllf dy.
l’équation (I) devient donc par substitution :
ç dx = 2 siny,i? _ ç d _ Jy/ax-x’ J 1
Or, l’équation | — x ~ \ cos ? donne :
, = arc cos ■
donc
/ ,-è. i = arc cos (- — •+• G.
J \J ax — x i Va/
\/ ax — x‘
Vil. Soit à calculer : J arc sin x dx.
Posons x — sin?, alors arc siii x — ? et dx — cos? d?: par suite : • . • •
j arc sin x dx = J $ cos? d? = J ? d sin?.
D'où en intégrant par parties :
j arc sin x dx = ? sin? — j sin? d? = ? sin? 4- cos? -+• G-
et en remplaçant : .?, sin? et cos? par leurs valeurs, arc sin x, x et V^i — x ? , il vient finalement :
J arc sin x dx = * arc sin x -+- l/ 1 — x*.
VIII. Soit à calculer : J. a rc tgx dx
Posons x ='tg?, alors ? = arc tgx et dx :
par suite :
cos’?
d’où en intégrant par parties : * * '
I arc tga- dx — ,?fe? — / tgyd Ÿ .
mais on a trouvé (intég. n° I, page 169)-; * ’ f y ^ tg Ÿ (/ Ÿ = — log cos ? -t- C. *JT'ï
donc :
^ arc tgx dx — y tg^. -+- log cos? 4- C.
Et en remplaçant f, tg y et cos f par leurs valeurs
f = arc tg x, tg <f = x et cos y =
il vient :
X/l-Hg?? VT*"?’
j arc tg x dx = x arc tg x + log ( ^=TT,) -+- C.
f arc tg xdx = x arc tg x — log l/ï+â? + C.
X. Soit à intégrer l’équation
dans laquelle « est la variable indépendante. Posons ;
An
la différentiation de cetle équation donne, puisque a: étant la
riable indépendante d.r est «ouatant :
(far cos>
d'où en divisant par (fcr, de part et d’antre :
dx ' cos*y ’
L'équation (1) devient donc par substitution :
va-
(fcr ’ cqs’y L'équation (3) donne :
dx:
(fat cos ®.du ‘tg sin r
et en portant cette valeur dans (3), il vient :
cos*y . dy
d'où l'on tire successivement :
sin y.dy ...
V- î = nfa/.du
cos> s ’
. d cos y 1
' — cos r*f.d cos f = | «* d ( y»
co.- ft dces ? = d^ î ^_Jd 1
Or
donc
cos*y
V cos’o / 3
i cos*?
Et en intégrant, il vient, (? étant une constante arbitraire,
-V = cw.
t'OS 2 ?
mais = séc 2 ? = 1 + tg ? ®, par suite :
COS 2 ?
1 + tg 2 ? = Cy»V .
En remplaçant tg ? par sa valeur
'+& = CW-
cette équation donne :
d'où :
ou bien :
dx —
dy
dx =
v/cw — t
1 dCny
Cn ' v/CVy 4 W
d’où en intégrant, il vient, a étant une constante arbitraire, et puisque
= Jog ( Cny 4- 1/CVy 2 — l)(intég. n"IV, page 178).
J yC’nV — lt
Par suite :
a + x ~ Cn ‘ Io6 ( Cbî/ + V/^»V-1) (4)
Cn(o+ar) _ ^ + y/c«„y_|.
Ou bien si l’on appelle A, le facteur constant qui multiplie r , il vient : .
A.e^. Cny -+- \/ r.’n’i/ 2 ' — (m)
L'équation (4) donne, en multipliant baut et bas et entre parenthèses
par C mj — C*n^* — 1 ,
a x = ^ log ( ^==rr-= ) .
Cn B 'Cm/— 1/PnV— 1 ;
mais oq sait que log ( ^ ) = — log ( - ) t donc :
a -+- x = — log (Cf);/ — \/ CVy* — 1 ) . .
et par suite :
— Cn ( a -t- x } =■ log (Cn;/ — \/ C 2 » 5 ;/ 1 — l).
d’où :
—Cn ( a 4- x) _ Cnÿ _ 1 .
ou bien si l’on appelle B, le facteur numérique constant qui multiplie
B « = Cny — ï.
En ajoutant cette équation à l’équation (m), il vient :
, nx _ — ni
’t / . nx — nx .
ÿ = S!n( Ae +Be )’
et plus simplement, en appelant A’ et B’ les quotients de A et de B divisés par 2Cn :
nx — nx
Telle est ta fonction cherchée.
XI. Soit à intégrer l’équation
xdy — ydx — \ x* 4- y 7 .dx (I)
Posons y = x tg d’où en différentiant :
dy = *?■**+
l'équation (1) devient donc en y remplaçant y et dy par ces valeurs : r. tg ? (I.r — .r. tg r dx = y/a- 3 -Kr’ Ig 1 ® dr
IVoù :
jI ^ T = *- V t+ts’?^.
par suite en supprimant le facteur commun x et remarquant que V 7 ! 4-tg 3 ? = séc ? = — , j| vient :
COS
J)*où :
da
cos ?
(L r dy
* t cos
et en intégrant il vient, log C étant uiie constante arbitraire :
Mais on a trouvé ( intég. n" IX, page 172 ) :
. ésb = lof: •« ( 45 ‘ + 1) = l0 « («e ? + y/i+ teM-
donc :
log ^ = log f Ig T + l/î'+lgV).
Par suite . •
* = c (tg ? + v/r+ te 5 ?).
et puisque y = x tg y , il vient, en remplaçant tg ? par sa valeur
ou bien :
ai h
MÉTHODE D'INTÉGRATION PAR SÉRIES
Gt'Ue méthode est basée sur le principe suivant :
Soit une fonction f[x) laquelle développée en série donne :
si la série du second membre est convergente pour toute, valeur de r comprise entre deux limites a et x, la série :
(2) / f(x).dx= I u,dx[+ I ir^.dx-\- j u,.<ix-.h
est aussi convergente.
En effet, la série (i) étant convergente, on pourra toujours prendre « assez grand pour que R soit moindre que toute quantité donnée Si
je démontre que j R.dx jouit de la même propriété, il sera établi J a
que la série (2) est convergente.
L'inégalité R < e donne :
I R.iér< / i.dx.
j t.dx — { j lix — s ( .r — a]
donc
I R.iÉr <i $ l x — a ).
la quantité t (a- — a) sera elle-même moindre que toute quantité
donnée si x et « sont des quantités finies. Donc la série (2) est convergente.
• Développement de arc ty x en série.
de
d arc tg x =
d’où ,
r dx
J = arc '« r +
et puisque pour x = 0, arc tg x == 0, ôn a :
dx
i llx
J nrT 3 = arc ■ r -
La divisiop algébrique doinie :
nous aurons donc :
=fc 1 — x 3 4- x* — x"-t-
/ x , x X . ,rX „ X
r +^= / dx ~i. X ' ldæ+ J ***—'-±1 w dx -
ou bien puisque :
J arc ■ *• / Jx =- T ' f *^*=4* J E,d *=' y*
arc tg x — x t + — +
Cette formule est convergente pour x < 1 . Elle est aussi convergente pour x = 1 , car les termes de la série :
sont alternativement positifs et négatifs et vont en décroissant.
Pour x = 1 , arc tg x = VH" = - .
on a donc :
et par suite :
Cette série permet de calculer le nombre t, elle est peu commode en ce que sa convergence n’est pas assez rapide. II faudrait y prendre un trop grand nombre de termes pour calculer t avec une approximation suffisante.
Ditxloppement de are un x en série et éalcul du nombre
On a :
d arc sin x —
<lx
dx .. 2
— (1 — x*) .dx.
par suite :
/ dx r 2
— *^r=. = / (I — x r \ . d. r — arc sin x + C.
et puisque pour x = 0, arc sin x = 0, on a :
' I dx
I — — = arc sm x.
Le développement du binôme donne :
d'où :
J (i — x ! ) ^ dx =J (Lr+^J x 1 .
274 J X dÆ + 2X6 ' J
dx +
et eu intégrant :
(*) arc slnx = x + 273 2X5 2X677 xM -
Tel est le développement de arc sin x en série.
Pour x = arc sin x = 30° = -, en sorte que la formule (1) trouvée ci-dessus donne :
(iclte série est convergente et permet de calculer i.
PROBLÈME DES TANGENTES
Tangente à une courbe algébrique.
L’équation d’une courbe étant f(x,y)= 0, l’équation de sa tangente a pour coefficient angulaire :
dj
dx'
pour déterminer le rapport on différence l’équation f[x, y)=0 et l’on obtient comme on l’a vu plus haut :
dy dx '
dx <Ç‘
Expression de la
On a
tous- tangente.
Soit une courbe AA’ rapportée à des axes rectangulaires : considérons la tangente MT de cette courbe au point M.
La portion TP de l’axe des x, comprise entre l'ordonnée du point de contact et la tangente, est appelée la sous-tangente. La longueur TP se désigne par ST.
Le triangle MTP donne :
™ T -=îrSrp
donc pour la valeur absolne de la sous-tangente : • gT _ ’J- dx
dy
Exprtuion de la longueur de.la tangente.
On appelle longueur de la tangente, la portion MT de la tangente comprise entre le.point de tangence et l’axe des x.
En appelant T cette longueur, le triangle rectangle MTP donne :
T* = v , + TP = V* + ST-
d’où :
par suite :
_ /. . dx*
On peut mettre T sous la fotmc
T = Ty
en sorte que y dy* -+- dx’ représentant dt, on a aussi :
dy
Exprution de la tout-normale.
L’ordonnée d'un point M étant MP, la normale en ce point étant MN< la distance NP est .dite la * sous-normale, que l’on désigne par SN.
Le triangle rectangle MNP donne,:
x NP ou SN = MP. tg. PM N.
d'où :
• r *. SN =
• fa
Telle est l'expression tle la sous-normale. * Remarque. — L’équation de la parabole étant
on en lire :
et par suite.
fa y
8N ou y ÿ '
Résultat obienu en géométrie.
Longueur de la sous-normale. — En appelant N la longueur MN de la normale, le triangle, rectangle MNP donne : .
N = l/m + PM = y. \Zi + % j flr
ou bien encore :
N = h v/rfx ’ + d /= 9 ds-
De -la tangente à une courbe polaire .
La tangente MT, en un point M d’une courbe AA’, rapportée à des coordonnées polaires, est entièrement déterminée par l’angle PMT, qu'elle fait avec le rayon vecteur du point de fcontact.
■Cherchons à déterminer cet angle PMT que nous appclle- . ,, rons T.
A cet effet, considérons un point M’ infiniment voisin de M; menons le rayon vecteur de M’ et décrivons de P comme centre, avec PM pour rayon, un arc de cercle qui coupèra PM' en I) et joignons MM', alors :
angle MPM' = <M, M'D = rfi-, arcMD = r.d$.
Ceci posé, le point M’ élant infiniment voisin de M, le triangle MM’D
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peut être considéré comme rectiligne et rectangle, car dans le cerdr ch «que rayon est perpendiculaire' à la courbe; remarquons en outre que dans ce triangle, l’angle PM'M devient l’angle V, lorsqu'à la limite le point M' se confond avec le point M. Ce triangle rectangle M’MD donne : '
MD = M'D. tg V.
d’où :
et par suite :
r,d j = dr tg V.
Hemiirque. — Pour un point dont la tangente. est parallèle à l’axe polaire, on a :
Pour un point dont la tangente est perpendiculaire à l'axa polaire, «n a :
De la terne-tangente et de la tout-normale à une courbe polaire.
Soient : PM le rayon vectenr d’un point M, d’une courbe rapportée à des coordonnées polaires, et MT et MN la tangente et'la normale de ce point.
Au pôle P menons la perpendiculaire PP' sur le rayon vecteur:
Ips longueurs TP et PN sont dite»
la sout-tangente «fl la eous-normate du point M.
Pour calculer ces distances, les triangles rectangles PMT et PMN dopnent ; .. .
d’où 4=^ 2 k . ' .
d’où
"rfr •
Longueur* île In langenle et de la normale.
Le» longueur» de la tangeute et de la formate sont le» distances MT et MN : pour calculer ce» longueurs, on a sur la ligure :
' , T= > // Tp‘t-PM 7 d’où T = rl/n-r»(~)
. N ^ j/\P + MP. d’où N \/ ,» + (^)\
ArPLir.nTiois.
Spirale d'Archimède.
s Si l’on constr.uit la courbe dont l’équation est r — a. P, on obtient la courbe ci-des»^, laquelle est dite tpirale d" Archimède*
Le rayon, vecteur y est proportionnel à l’angle 6. La courbe est tangente à l’axe polaire au pdle.
L’équation r = aô, donne :
dr
•ft
ou
SN = a.
Donc : ilans la tpirale d' Archtmède, la tout-normale etl contlanle.
Cette courbe est la seule dan» laquelle la sous-normale soit constants.
Spirale logarithmique.
lût construisant la courbe ddnt l’équation est r — a , on obtient la
courbe ci-dessous, laquelle est appelée tpirale logarithmique.
Si a est > 1, la courbe part de PA == 1 et s’ouvre de plus en plus pour des valeurs croissantes et positions de 6.
x Pour des valeurs négatives de • f, r va indéfiniment en décroissant. Cette spirale s'approche donc indéfiniment du pôle sans jamais l'atteindre.
Si n est < 1 , on obtient pour les mêmes valeurs négatives de S , et pour les valeurs positives, les mêmes valeurs obtenues pour r. C’est ta même courbe située symétriquement par rapport à l'axe polaire.
En difTérentianl l'équation : ' *
on trouve :
dr = u . logn.dé=r. loga. di.
et par suite : • "
16 ' ou dF=to^ = constan,e ' * -
Donc : dans la spirale logarithmique, l'angle du rayon recteur et de la tangente est constant.
La spirale logarithmique est la seule courbe qui jouisse dé cette propriété.
CONCAVITÉ ET CONVEXITÉ DES COURBES
Points d'inflexion . — Points ma.rimunr. — Points mtniiutVH. — Points multiples. — Points de rebroussement et points isolés.
Une courbe est dite cogcexe par rapport A l'axe des i dans une de ses parties, lorsque dans cette partie, étant au-dèssus de Taxe des r. elle est au-dessus de sa tangente. On dit alors qn'elle présente sa convexité à l’axe des x.
Une courbe est dite ennrare par rapport à l’axe des x dans une de ses parties, lorsque dans cette partie étant au-dessus de l ’axe 'des r, elle se trouve au-dessous de sa tangente. On dit dans ce cas que la courbe présente sa cnncarilé à l'axe des .r.
Soit une courbe AA', dont l'equation est y = f(x).
Considérons deux points voisins M et M' de cette courbe. Soient .r, y; x -t- sx, x -+- a// les coordonnées «le ces points.
Alors : . « i,
MP - H*)- ' M'P' = A* + A
La série de Taylor donne :
(i) ' /’(x4-Ax)=f{x)-t- ax./'(x)4- j-glf* (*)+«].
t étant l'ensemble des termes, autres que f (x) dans lesquel? on a mis 4 X 1 en facteur commun. • - « s’annule avec ax.
Sur la ligure, MT étant la tangente à la courbe au point M; TI = ax . f (x) en sorte que l'équation (i) devient :
M'F = IP’ + TI + (x) 4- ].
d’où l’on-tire :
C’est là ^expression dé l’ordonnée M’T de la courbe comptée à partir de la tangente, «u-d«**u*si [f (*! 4- *] positif; au~ile»mui dans le Cas contraire
c devenant infiniment petit avec ax,- il en résulte que le signe de
■ ii*
f" (x) 4- t et, par suite dp j. ^ [_/' , '(X)4-t] dépend de f "{*]', ce signe est
donc indépendant de ax: l’expression [f" (x) -t- t ] reste donc la
même , à droite et à gauche du point de tangence.
Par suite si f <x) est > 0, la courbe est au-dessus de sa tangente: et si f" (x) est < 0, la courbe est au-dessous de'sa tangente.
I)oiic :
Si l'on a :
/■(*) >eetr (x) > 0 ,
la courbe est siluée au-dessus de 1 axe des x et lui présente sa con- • vexité.
Si l'on a :
/»> «et rw<»,
la courbe est située au-dessus de l'axe des x et- lui présente sa concavité.
. Si l’on a :
f(x) < 0 et /"» > 0,
la courbe est- située au-dessous de l'axe des x et lui présente sa concavité.
Si l'on a :
f{*)<0eir(*t<0.
la courbe est située au-dessous de l'axe des x et lui présente sa convexité.
De cette discussion résulte ce fait : '
I ni: rourbe ut convexe ou concave vers F axe êtes x, suivant que f (x)
*• et f" (ar) sont dr même signe ou de signes contraires.
Points d’inflexion. Si la fonction f" (x) passe du positif {tu négatif ou inversement, alors la courbe qui se trouvait au-dessus de sa tangente passe au-dessous ou inversement. On dit dans ce cas qu’il y a inflexion au point de tangence. Pour ce point f'(x)=0.
lais points d inflexion ont donc poqr abscisses, les racines de l'équation
f" (x) es 0.
v TT
Vm~''
AïZ.
Point» maximum nu minimum .
Un point est <]it maximum , lorsque son ordonnée est plus grande que les ordonnée? des points infiniment voisins. Un point est dit minimum, lorsque son ordonnée est plus petite que les ordonnées des points infiniment voisins. On sait que pour ces points (' (x) =; 0, c est-è-dire I ' que la tangente en ces pointa est
parallèle à Taxe des x.
Sur la figure, M et M’ sont des point» minimum et N M un point ■ maximum.
La courbe est concave au point maximum et convexe aux points mi- * nimum.
Point» multiple». — §i deux branches d’une courbe se coupent en un point, ce point est double. S’il y a trois branches, ce point est triple.
De tels points sont ditd poinU multiple». ’
X. Point» de rebrou»»ement. — On
nomme point de rebroussement, un point où deux branches d’une même courbe ont une tangente commune et s'arrêtent au point
de contact.
Point d'arrit. — Ce point est celui où une branche de courbe s’arrête brusquement, if diffère du point de rebroussement en ce qu'au point d’arrêt il n’y a qu’une seule branche de courbe.
Point» isolés. — Par points isolés, on entend des points dont les coordonnées satisfont à l’équation d’une courbe et qui ne se trouvent pas sur cette courbe.
I. Construire la courbe dont l’équation est
Cette équation donne successivement :
. / zl.
2y dy — ( Sa:’ — 4x* ) <ir,
dy 3x* — 4x* 3x — ix 2 ,, , ,
HT ~~¥y - 2v/x(l-^“' (X) ’
d*y Sx 2 — 12x 4-
L’observation de l’équation de la courbe
y = ± x \/x (1 — x) établit que: -■ "•
1* La courbe est symétrique par rapport à l’axe des x ( à cause du signe ± placé devant le second membre) ;
2° La courbe passe par l'origine; (
3° Pour des valeurs négatives de x , y est constamment imaginaire ; donc à gauche de l’axe des y, il n'y a aucun point de la courbe ;
4° Pour des valeurs de x O 1 . y est réel; au delà de x = 1 , y ne cesse d'être imaginaire; donc si sur l'axe des x on prend OA ac 1, il n’y a aucun point de la courbe au delà de la parallèle qq menée à ('axe des y.
Quelle eit la forme de la courbe à i origine?
Pour x = o, devient - ; prenons donc les dérivées du numérateur
dx o r
et du dénominateur, nous aurons :
Lim ~ = Lim dx
rtE
pour a: = 0 l-ini i ( _ v 2r . —
donc la courbe csl tangente à' l'axe des æ.
Donc puisqu'il y a 2 branches de courbes à l’origine , l'origine est nu point de rebrouitement
Remarque sur un moyen simple de déterminer la tangente d’une courbe dy
à l'origine , sam employer
L’équation de la tangente À l’origine est de la forme : y = ax.
on en tire, pour la valeur de son coefficient angulaire a,
A l’origine : x = 0, y — 0 ; et par suite :
o - Lini -.
or à l'origine : l'élément de la courbe se confond avec l’élément rectiligne de la tangente ; donc le coefficient angulaire de la tangente à l'o-
rigine a pour expression Lim -, celle limite étant tirée de l'équation de
la courbe.
Au lieu de chercher directement Lim -, on pourra, suivant l'équation
et si cela est plus facile, déterminer Lim Lim , etc., pour en dé-
duire Lim L.
dy
Ainsi dans la courbe qui nous occupe , il nous a fallu prendre
puis les dérivées-du noininateur'el du dénominateur de cette expression; tandis que, en appliquant la remarque que nous venons de faire, sur l'équation de la courbe ;
on a tout de suite
ANALYSE
et pour x = 0,
\fl V
Lim i 5 - = 0, d’où Lim’ -= 0.
La tangente à l’origine se confond donc arec l’axe des x. Quelle eit la forme de la courbe au point A ?
Dans :
d ± i Ix
• 21 /*; 1 — .r)’ faisons x — 1 (abscisse de A),’ il vient :
dx ~ 0 ~
Donc la parallèle qq', menée à l’axe des y, est tangente à la courbe. Hecherche des point* maximums ou minimums.
l’our ces points = 0, il faut donc que l'on ait :
(3-4 *)^. ft 2 V/x(l-“ ’
d’où
3 — ix = 0,
La valeur x = 0, nous apprend que la courbe est tangente à l'origine.
La substitution de ^ à la place de x, dans donne :
", iN /5
Donc les jioitiLs ayant pour coordonnées t' ’
tt>
sont des points maximums.
Htrhereht des pninls'd'iiiflcxinn.
' . fi^tl
Pour res points -^.5-= 0, il finit ilouc que l’on ait :
et en résolvant :
ftr» — llr + a (| 2 V/ x ( I — x )
H.c’ — lir + 3 = 0
La première valeur * ^ ^ ■’* étant > 1, doit être rejetée; donc pour • 3
l'abscisse «= - ^ — - laquelle est positive et moindre que 1-, il y a
point d’inflexion. ,
La courbe a donc' la forme indiquée sur la figure.
Aire de la courbe. — . D’après le principe </ A = yd.r, l'aire de la courbe sera donnée par l’intégrale
= fydx.
et, puisque la courbe est comprise entre les abscisses 0 et I , il en résulte que l’aire totale sera donnée par le double de l'intégrale définie :
vt-1 .
J yd.r
car la courbe est symétrique par rapport à l'axe des x.
On a donc pour l’aire totale A de cette courbe
A = 2. J ydy.
l = x. \/ x — a-*, donc :
A — 2. J x \/ X — .r' J fis
mais on a trouvé (iutéfj. 11 “ V, paye 179) :
J x\J.r — x 1 di— - — \ ~ — ,r Q 4- Yjj arc sin (' 2x — 1 ) 4- C. Pour x — (3 , -celte intégrale indéfinie devient :
1 arc si» (- 1 ) + C = - .£ + <:.
Pour x =. i , cette intégrale indéfinie devient :
— arc si ii « +C = i.j
d’où en faisant la différence .
Donc
Utmarque. — Si l'on considère le cercle dont l'équation est y a + j* — x — 0 , laquelle peut s’écrire ainsi :
ce cerclé a pour rayon i et pour centre le point x = 5 , y = 0; sa 1 ■ - 2
surface est donc , . •
donc : l’aire de la courbe considérée, est la moitié de celle du cercle décrit sur OA comme diamètre.
II. Construire la courbe dont l'équation est
Celle équation , icsolue par rapport à y et dificrcntiée deux fois, 'douée en appelant y' et 1/" les deux valeurs obtenu?* potit y ;
y” = Xr X 1 \/X,
dtj 4.x + 5i\/i dy u Vx — 5x \/x '
dx 2 da ? ~ 2 ' ■"
dx* ~ 4 ,/jr-* — 4
L'observation de -l’équation y — a-* + x'\l/ x de la courbe montre que :
1" La courbe passe par l'origine, puisque le système r — 0- , y = 0 , satisfait à l'équation ;
2° Toute valeur négative de r rend y imaginaire : donc la courbe ne s’étend. pas du côté dits ,r négatifs:
3” Si l’on construit la cour lie y = x‘, laquelle est une parabole Alla, dont le sommet est l’origine et dont l’axo est l’axe des y, les points de lu courbe, cherchée , sont symétriquement placés, par rapport à celte parabole, car Péquqtion
montre que : pour avoir les points de la courbe correspondants à des valeurs de x, il faut augmenter et diminuer les ordonnées de la parabole correspondantes à ces valeurs de x, de la valeur que prend la fonction x’.y/x pour les mêmes valeurs de x;
L’arc OA seul est donc un diamètre de la courbe.
4" Pour toute vafeur positive de x, l'ordonnée x a \,/ x comptée à
partir ilu diamètre parabolique OA . -est sans cesse réelle et va constamment en croissant.
La courbe se compose donc de deux branches infinies lesquelles partent de l'origine.
L'origine est donc un point double.
L'ordonnée des points situés au - dessus du diamètre OA a pour expression y =x? -+- t 7 l/x, et l’ordonnée des points situés au-dessous de ce diamètre a pour expression y" — x 1 — x * l/.r.
Quelle fit la' forme de la courbe à l'origine '!
• dy' dy
Pour x = 0, les coefficients angulaires et sont nuis , donc
à l'origine les deux branches de la courbe sont tangentesà l’axe des x.
Puisque la courbe ne s'étend pas du côté des .r négatifs . il en résulte que l'origine est un point de rebroussement.
■Recherche des points de rencontre île la courbe avec l'axe des r.
Les points sont donnés fiar la résolution des équations :
y = jp* -t- x* \/ x, y = x’ — X* l/x.
Ces couples d'équations donnent la solutiou commune x = 0, y ■= 0, c’est-à-dire l’origine; le second système d'équations donnc.cn outre, le point ij = 0 , x — 1 ; -donc si sur l’axe des x , on prend OB — 1 , on a en B le point de rencontre de l’axe des x avec la branche de courbe située au-dessous du diamètre OA.
Forme de la courbe en B.
Pour x — I, le coefficient angulaire devient :
donc ; si l’on, mène en B la droite UU' telle que tg U B t = — ^
on a en I L" la tangente de la courbe au point H. #
Recherche de s pointe maximums et minimums.
Pour ccs points ■— = 8, nous aurons donc, pour les deux branches, les équations :
4jt + l/ a- - 0. • iar — 5x \/x = 0.
La première comme la seconde de ces équations donne x — 0 ; nous connaissons ce résultat ;
La seconde équation admet, en outre, la racine :
La
substitution de ce nombre dans
rfy
dx i
donne :
rfy
Donc l'abscisse x = = 0, 64 donne un point maximum sifué sur
la branche de courbe placée au-dessous du diamètre OA.
Les coordonnées de ce point M sont :
racine réelle, il n’y a la branche de courbe
située au-dessus du diamètre OA.
‘ Recherche des jioints d' inflexion. . t
Pour ces points, on a = 0, nous aurons donc, pour les deux branches, les deux équations :
La première de ces équatipns n'admet pas de racine réelle , donc il n’y a pas de points d’inflexion sur la branche de courbe placée au-* dessus du diamètre OA.
n __ rvo
L’équation 4-1-5 l/ï = 0 n’admet pas de donc ni point maximum- ni point minimum sur
La seconde équation donne : .
L’ordonnée de ce point N est y" = ( t — = 0, 03.
Remarque tur la brancjie de courbe situce nu-dessous du diamètre.
L'ordonnée de celte brandie, comptée à partir de l’axe des x, a pour expression :
Pour toute valeur de x < 1, y" est positive, et pour des valeurs de x > 1 ; y" ne cesse d’être négative, donc du point 0 au point B ; cette branche de courbe est au-dessus de l’axe des a:, en B, elle rencontre l’axe des x; à partir de B, elle passe au-dessous de l’axe des x.
La discussion des signes des cocfficiénls et -J— , jointe à tout ce'
que nous venons de dire, établit la forme de la courbe.
Remarque. — L’angle 1,'Il.r étant obtus , on est sûr que la coprbc ON MB ne coupe pas la perpendiculaire élevée en B sur l’axe des x en un autre point que le point B.
Cette remarque est utile pour. la détermination de l'aire de la courbe.
Aire de ta courbe.
Cherchons l’aire de la courbe comprise entré les limites 0 et 1, on voit évidemment sur la figure que y' et y" étant les ordonnées des deux branches OA' et 0B , correspondantes à une même abscisse , on a :
A étant l’aire cherchée :
(1) A — J y dx — ' I y"dx.
d’où :
■ Jydx =J* (x 2 dx 4 - x 2 d.r j = y + ^ + C.
J't/"d.r=-J (,r' J dx — 3 ^ tir )
Pour x = 0 ; ces deux intégrales se réduisent aux constantes, lesquelles sontévidemment milleÿ. ' ”
Pour !r = 1 ; ces deux intégrales deviennent :
/ v*- / >j"di ou A
Telle est l’expression de l’aire de la courbe.
III. Déterminer le lieu tien pointe tels, gue le produit de leurs distances à deux jioints fixes, soit constant et égal au carré de la ligne gui joint res deux points fires.
Soient P, P’ Jes deux points fixes, et soit 0 le milieu de la ligne qui joint ces deux points.
Sort M un point du lieu cherché, alors en appelant 2 a la ligne PI*', nous devrons avoir :
MP. MF
Prenons PP' pour axe polaire et 0 pour pOle ; les coordqnnées polaires du point M sont : •
ÜM = r, angle MOP = 6. ■
Les triangles MOP, MOP' (Jonnenl :
. , MP = «* 4- r 5 — iar. cos 6.
« MP’ = a 5 + r* 4- Sur. -cas ?. •
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et par suilt* :
MÎ\ MP’ = (a* + r 2 ) 2 — 4aV. cos 2 3 n 4 — u' 4 - 2« , r 2 4- r* — 4a*r 2 . cos J 3.
r 2 = 2u 2 t 2 cos 2 6 — 1 ).
d’où : • • '
_ On» — cos 2 6.
Telle est l'équation du lieu cherché.
Avant de construire ce lieu, différentions d'abord son équation afin
i . v rd)
d avoir Ig \ = ~ d y.
l.a différentiation donne :
4; V = — ’COt 23 ;
L’équation du lieu étant fonction de cos 23, il en résulte que le lieu est symétrique (jiar rapport à l’axe polaire et à la perpendiculaire kk' menée en 0 sur cet axe.
Pour 6 = 0 r = « \/ï. *
donc : si en P'on éléve la perpendiculaire' PA = OP = »et si l’on rabat le point A en M et en M' sur Ojt, suivant l’arc de cercle AM dc.centre 0, on a en M et en M' deux points de la courbe situés, sur l’axe polaire.
Pour des valeurs de 6 <! 45*, cos 23 est positif, alors r est réel pour 6 45°, r = o, le point 0 est donc un point dé la courbe.
Po'y r des valeurs de 3 comprises entre 45° et 90°, cos 23 esi : négatif, r est alors imaginaire; les points de ta courbe compris dans le quadrant AOar ne sont donc compris qpe dans l’angle AOM.
il esj inutile de faire varier 6 au delà de 90°, puisqu’on a reconnu que la courbe est symétrique par rapport aux deux lignes PP’ et -kk'.
Quelle tel la forme de la courbe en M et en 0?
En M, 6 =o, et ig V devient infinie, donc V = 90°.
La courbe esi donc en M, perpendiculaire à l'axe 1*1*' ; île même en M'.
En ü, 9 = V5°, cl l|j V ilevicnl zéro, donc V = 0.
Donc en 0 là com be esi tangente à l’axe 1*1*'.
las rayon vecteur 0M est évidemment le plus graiid.de tous les rayons vecteurs de la courbe.
Hechache des points maximum ou minimum.
Nous allons ici chercher les points compris dans I angle AO/ pour lesquels la tangente est parallèle à l'axe polaire.
Pour ces points on doit avoir :
Or l’équation de la courbe donne :
Ig V — — cot 29.
ou bien : . ,
Ig V = — tg ( 90” — 20 )
et par suite :
. y + 90» — 38 = 180 mais • . V + S = 180».
donc par soustraction on a : -
d’où :
Pour J = 30”,
r* = ia ! cos 00” — r*, d'où r — n.
si donc l’on fait l'angle .rON = 30° et si l’on rabat P en N suivant l’arc NP de centre 0, on a en N, un point de la courbe dont h tangente est la parallèle l>h' menée à l’axe polaire.
La courbe proposée a donc la forme indiquée sur la figure.
Cette courbe est appelée lemniscate.
.lire de la courbe. — L’aire de la courbe se compose évidemment de quatre fois l’aire comprise entre l’arc 0NM et l’axe 0M, les limites angulaires de cet arc sont 0” et A3”, et puisqu'en coordonnées polaires
dA = ^ r? </é, faire totale A de la courbe sera ijonnée par l'expression :
Puisque r-’ = -la' 1 cos 23 on a :
J ir’ dê =f i» cos 23 di =^a f J'cos 23 rf3 = i<i f sin 23 4 - C.
Pour 3 = o, cette intégrale devient C. C est évidemment nulle.
Pour 3 = 45°, cette intégrale devient - a’
On a donc pour l’aire totale dé la courbe :
IV. Construire la courbe dont l'équation est
r = a. sin ^ , •
L’équation différentiée donne :
tfiV =
r.di
Pour 3 = o, v = o ; le pôle P est donc un point de la courbe.
Si l’on donne à 3 des valeurs croissantes de 0 à- 00", r croll de 0 à a. v/2
— 5 — = PA ; donc P étant le pôle et P.r l’axe polaire, on a dans le quadrant ÿPx la branche de courbe PmA
De 3 00" à 3 = 180", r croit de à. h, et l'on obtient dans le
quadrant yP.i la branche AA’.
Si l'on fait croître 9 do 180° à 360°, le rayon r reprend dans l'ordre inverse* les mômes valeurs qu’il a prises de 0 à 180" ; on trouvé ainsi les deux branches A'A" et A"m’P.
De 360° à 2,360° Ou 720°, le rayon vecteur i; repasse absolument par les mômes valeurs que de 0 à 360°, seulement ces valeurs sont négatives, Dans l’intervalle de 390° À 720° on trouve dofie les quatre branches l'rjA", A"M, FyA et AM.
cs points A, A" et, P sont donc multiples
Formait la courbe aux point t A', M.
Kn A’ ( ê = 180° ) tg V = 2 tg 90" = x . V = « ; en M ( 0 — 300° -1-180' l|; V = 2 tg ( 180* + 90* ) =2 tg 90* = x .
donc en A’ et en M, la courbe est perpendiculaire à l’axe polaire.
Forme de la courbe au pôle.
Au pôle d = 0, tg V = 0, V = 0, donc au pôle la courbe est tangente à l’axe polaire.
Air* de la boucle PmAç’P.
L'aire A de la boucle PmAÿ’P, est donnée par l’expression :
On a successivement :
/~|r’ f sin , |dj = n , y*sin’ii!d^ =
=a — a ! j sin ^ S d cos ^ = — a 1 sln 9 cos ^ 9 ré j eus* ! r il ^
= — f i 1 sm - cos 2
. 2 . 6 — ni sm ^ cos ^
’sin't d l
En faillit passer — n 1 .
f sin s ^ d ~ dans le
premier membre et di
visant par 2, il vient .
uH . '
— J SI II g cos ^ +
four à — 0, r.eUe intégrale devient C, el la constante C est évidetnineui nu Ht'.
Pour S = celle intégrale devient : —■ ( - — 1 floue :
111' TROIS COURBES REPRÉSENTÉES PAR I.’ ÉQUATION GÉNÉRALE III DEUXIEME DEGRÉ A DEUX VARIABLES ET SIMPLIFICATION DK CETTE LOCATION .
Soit l'équation générale du deuxième degré à deux variables iti/ } -t- b.ry H- e.r J + <ly rx -t- / = 0, résolue par rapport à y : celle équation donne :
y — — — x — = — f- r — v'{è ? — 4an x*-t- 2 iM*v-2fi*> x ■+■ tP—'vil. 2 n zo zo
ou plus simplement en- posant :
~èi = k ’ ~~ Ta~ h ' hd — ‘ lae = P' — W = 1-
y = fci )- h + \/( h' — iur ) y ' 1 -H 2px -t- q-
Celle équation montre que si l'on construit la droite AB dont l’équa- ( ion est :
y =z kr -4-
pour obtenir les points de la courbe, correspondants aux diverses valeurs de l’abscisse x, il faudra augmenter et diminuer Igs ordonnées de la droite, correspondantes à ces valeurs de l’ab- ’scisse, des quantités provenant des résultats de la substitution de ces mêmes valeurs de l’ab- Scisse, dan» la fonction :
l,;i droite AB divise donc en parties égales, une série de cordes parallèles de la ro.urbo dont l'équation pst (1 ) , pour celte raison, on «lit que AB est un diamètre de la courbe.
De plus, on voit que dans la courbe de l'équation i) la fonction
i ^ \/ ( tP — 4 ac ) X* 4 ~ 2 px -h g
représente l'ordonnée de la courbe, comptée à partir du diamètre AK, dont l'équation est «/ = k.r 4- h.
Appelons Y cette ordonnée comptée à partir de la droite AB , alors
Y = + ) ( t/ (l/ 1 — ’iar j-’ 4- ipi 4 q.
Les valeurs de l'abscisse s étant indéterminées et pouvant croître positivement et négativement de 0 à l’x , on voit que sous le radical de Y-, on pourra toujours donner à j- une valeur. assez grande pour que le signe de la (onction
b ! — 4 tic j j' 4- ipx 4-9 ,
soit celui de son premier ferme , et puis«|ue t* est positif, il en résulte que le sigHe de cet e fonction dépoud de b* — 4ar.
Y sera «lonc réel ou imaginaire suivant le signe de b } — 4«r. Kxaminons donc les trois hypothèses suivantes :
b * — 4 ac <Z 0, • lr — 4ar >0, A* — 4àc = 0.
1" cas. b- — 4 ac < 0. Si A* — 4 ac est négatif, soit b* — 4«e= — S 1 , alors :
V = ± ^ V— J , ? , + 2 px + q. , .
Pour dos valeurs convenables, positives ou négatives de x, le radical pourra être réel ; mais on conçoit que , à partir d’une certaine valeur positive, comme pour une valeur négative et suffisamment grande, prise pourx, le signe de la fortetion :
— JV 4- 2px.4- q
sera celui de son premier tgrine, c’est-à-dire que la fonction sera négative et qu’à partir de ces deux valeurs de x , Y ne cessera -d’étre imaginaire.
Donc, au delà de ces deux valeurs, il n’y aura aucun point de la courbe. •
Sffi
Donc, dans cc cas la' courbe est limitée dans le sens des x positifs cl dans le sens dos x négatifs. . ■ , ^
Il est aisé de voir que dans ce cas la fonction *
• — Px? +.2 px ■+- q
est susceptible de maximum, car ici :
f (x) = — /’x’ + 2px -+- q,
{ (x) =— 2<T î x + 2p, f (x) = — 2 PC 0.
Le maximum de Y correspond donc à l’abscisse x = yj-. La courbe
est (Jonc limitée ai»-dessus et au-dessous du diamètre AB.
Donc : «for* que P — 'tac est < 0, l'équation générale du deuxième degré à deux variables, représente une ruurtu limitée dans tous les sens.
Variétés de cette eourbe.
Mettons i 5 en facteur commun sous le radical , puis complétons le carré, nous aurons : . ,
sous oette forme, on voit que si
est négatif, toute valeur de x rendra Y imaginaire : on dit , dans ce cas, : que l’équation (1) représente un lieu imaginaire.
• Enfin, si ...
Y devient
Sous celte forme , on voit que Y ne pôurra avoir qu’une sente valeur réelle, laquelle est zéro el correspond à ’ •
La courbe se réduit donc à un seul point, lequel est sur la droite VIS puisque Y = 0.
2' cas. A 2 — 4 ac > 0. Si A» — iar est positif , -soit h- lac — jt
'alors : ’ . T_ '
•V ± l/JV -h 2par -+. 9 ",
Un conçoit que, à partir d une valeur positive , comme a partir d'une valeur négative de ^.suffisamment grande, la fonction
sera constamment du signe de son premier terme, c'est-à-dire sera positive; de plus, cette fonction étant entière et $a dérivée étant
Comme on pourra toujours prendre pourr une valeur qui rende cette fonction dérivée , positive , il en résulte que la fonction (1) ira toujours en croissant à partir de cette valeur de*, donc, ici la courbe de l’équation (I) s’étend indéfiniment dans le sens des x positifs et dans le sens des x négatifs.
Elle est donc illimitée dans tous les sens.
Si les racines de l’équation
i , x l 4 - 2 px -f- ç =, 0 .
sont réelles, alors pour ces racines : Y = 0 , c'est dire que la courbe rencontre en deux points son diamètre Alt.
Si les racines de cette. équation sont imaginaires, la courbe ne rencontre pas son diamètre AB, et, dans ce cas , l'ordonnée Y est susceptible d'un minimum; car ici :• ■ . ’ •
f (ar) = S , x' 1 + 2par - 4 - q, f (a-) = 2Px + 2p,
I-e miniiyvm de Y correspond à l’abscisse
DÔ)ijs,:, alors ^uf 1 A 2 — 'kic ^ 0, l'équation générale du deuxième degré représente une cnurltt illimitée daéts tous les sens , laquelle peut renrinirtr snabysk. -28
sim dieitfièlrr en tient point* ou' si elle ne le rencontre pas, elle a (leur points minimum au-dessus et au-dessous de ce. diamètre.
Variétés de cette eourlie.
Motions J' 1 on facteur commun sous lo radical, puis complétons le carré, nous aurons :
v-±-sri
M I on a :
il vient :
et, par suite :
i/ = kt.+ h + (.*+-£-)•;
L'équation générale du deuxième degré donne donc, dans ce cas, eu séparant les signes :
ÿ = ( k + -ir) x + h + .
Ce sont là lys équations de deux lignes droites non parallèles , puisque leurs coefficients angulaires sont différents. .
# L'équation du second degré représente donc, dans ce cas, un système île deux droites qui sC coupent.
3 1 ' cas. A’ — 4 ne ~ (>. La différence A 5 — 4flC' étant nulle , oi), a :
V = ± ~~ i/'üpt + q L'inspection de la fonction
ipx.-h q -
montre qu'elle pourra toujours être annulée , donc , dans ce cas , la courbe rencontre toujours le diamètre A I>, en un seul point, car l'équation 2 pr -+- q — 0 est du premier degré.
,.3tO
De plus, quels que soieul les situes de p el de q , ou pourra toujours trouver pour x une valeur positive ou négative assez grande pour rendre la fonction
2px 4- q
constamment positive et- croissante à partir de cetté valeur de x. — Ou jiourra toujours aussi trouver pour x une valeur négative ou positive qui rendra la fonction
ipx 4 - 9
constamment négative à partir de celte valeur , alors Y , de réel qu'il était, deviendra constamment imaginaire.
Ici l'équation générale du deuxième degré représente donc une courbe illimitée dans un sens , limitée dans l’autre , et qui rencontre sou diamètre en un seul |>oint.
Si p =: 0, on a :
Variété* de cette courbe.
L’ordonnée Y étant constante , la courbe se réduit ici à deux droites parallèles au diamètre à partir duquel on compte l’ordonnée Y.
Si q était nul , ces deux droites se confondraient avec le diamètre ; enfin, si q est négatif, les deux parallèles seraient imaginaires.
Remarque. — Pour construire une courbe du deuxième degré, il faillira , avant d’en discuter l’équation , mettre cette équation sous la forme.
yx — k 4- A + v/lt !; r — a' 1 4 -C. ‘
Cônttruction de rouriendu deuxième degré.
I. Construire la courbe représentée par l’équation
Ici b s — 4<ic = 4 — 8 — — t < 0 , la courbe est donc fermée’ dans lobs les sens,.
L’équation proposée, résolue par rapport à g, donne successivement :
i/ =: .r 4 I + \S (.r 4 t I — •ÏT l 4- 3x — 7,
Et en complétant le carré' sous le radical :
Mise sous cette forme , on voit que la droite AB (j=i+ 1 ); est un diamètre de la courbe; l'ordonnée Y, comptée à partir de ce diamètre, a pour valeur :
Posons (a- — ^ ) = a-’ 5 . d'où ® — 2 i x ' • a ^ ors * l’on prend
<>K = les valeurs de x' devront
être comptées à droite et à gauche du point K et Y devient par substitution ; '
Y-;tl /{-;
Le maximum de Y correspond à x' = 0 , ce maximum est 5 ; si donc
"là
l’on mène la parallèle KC à l’axe des x , et , si , à partir de C , on prend
CM = CM' = g , la courbe sera comprise entre les parallèles M'U' et MU et passera en M et en M'.
Pour des valeurs de x' < 5, Y ne, cesse d’être réelle , pour x' = * Y * i
= 0 et au delà de x' — Y devient imaginaire et ne cesse de l’être.
Si donc l’on prend KH = KH' = g, et, si, par les points H et H’, on
mèno- les parallèles HN, H’.Y à l'-axe des y, les points N et N’ appartiennent à la courbe et cette, courbe est comprise entre les parallèles HN et H’N’. ' • ’
Ou a donc une idée première de la forme de la courbe.
On achèvera la détermination complète de la courbe par la recherche ’ des points maximums cl minimums et de quelques points particuliers.
La diffèi entialion de l'équation (I donne :
il y 2y — 4.r -f 1 3 __
dx 2y — Ar — $
rfx 3 + •-<
Les coordonnées des points maximums et minimums seront données par lu résolution des équations :
y 1 — 2xy 4- Zx* — 2 y — 3x 4- 7 = 0,
2y — ix 4- 3 = 0.
l’élimination de y entre'ces équations donne l’équation suivante :
fcr 1 — 10x4- ^-= 0,
laquelle a pour racines les abscisses des points maximums ou minimums. Les deux racines de cette équation sont :
Remarquons ici que les signes -*- et — du nydical. )<' g correspondent respectivement aux signes — et 4- de f" (xl.
On a donc par substitution :
rw> o,
par suite :
x, — 4- j/g est l’abscisse d’uu point maximum
j-., = ^ — V r, est T a lise iss J 2 R
•c d’un point minimum.
•Les coordonnées des points de la courbé, pour lesquels la tangente est perpendiculaire à l’axe des r, sont données par la résolution ries éipiations :
. i/’ — 2.ri/ 4-’ 2x 2 — 2j/ — ilx 4- 7 — 0,
Les coordonnées île ces potins sont :
Ce sont les points N et N'.
.La courbe a donc la forme indiquée sur la ligure, lire de la courte. — Si l’on désigne par A l’aire totale de la tourbe
et
^ | / tj Z
si l’on appelle y'- l’ordonnée x +• I + ' ^ ( ,r — j de l’arc
N’M’N, et y" l’ordonnée i + I — ’ | ( x — ? ) de. l’arc YMN ;
ori a , en remarquant que les points extrêmes N et Y répondent aux abscisses 2 et 3 :
A = J y'dt-r—f ,y"dx..... • (I).
Calculons j y'dx, nous aurons successivement :
fydm= frdx + f<U + J l
1/ j — f r — d.t, nous remarquerons que
— g doit être moindre que ^ et nous poserons :
d’où :
par suite :
d.» = - COS » dj, ’
/’ , 7 s? , ri A 1 •
J [ r"( x ~i) * ■= Ji cos > '■ Pî !
ÇeotP-tdi,
Mais iui a trouve (intég n" 111, page Itiil) :•
sin*; il, , ~~
I cos’j </{ = 3 sinjcost. 4- î -f- (1,
donc :
/ ï 7 4 — — 2/ dx = 8 s,nt cm * + 5 + ( ' -
et puisque sin$ = 2* — 5, cos$ = y/ 1 — (2/ — •>)’,
% = ère sin (2x — 5),
i — (.t — ^ d.r = g (2* — 5} v/l — (2jp — 5)’-)- gare sin (2 j- — 5).
L'équation (2) devient donc par substitution :
I y'dx— *2 -H x 4- g arc sin (2* — 5) -4- g (2îr — S) y/ 1 — i- ~ — Sÿ* - -t- C. On a de méipc :
I y"dx — ~ >* — g arc sin (2x — 5) — g i2x — 5)1/ 1 — (2r— 8)*+C.
Par suite : *
J y'dx =
J y".dx == ^ — g [are sin 1 arc sin ( — 1 )"}•= ^ — J •*.
et enfin :
g + g [arc sin 1 r— are sin [ — t) ] = ^ + j V.
il. Construite la courbe représentée par l’équation.:
.y 1 — irt* — àr 1 -t- x = 0.
Ici 6’ 4 tic = 4 > 0. La courbe est donc une hyperbole ou upc variété de celte coorbe.
La courbe passe par l’origine puisque le systèine x = ft, y = 0 satisfait â son équation. . . . ,
L'équation résolue par rapport à y donne successi ventent, en Com-
pléiant le carré sous le radical :
y = *±V*V(r-lj‘-±-
La droite OA, y = x est un diamètre de la courbe et l’ordonnée Y comptée à partir de ce diamètre a pour valeur :
ou bien , si l’on pose ( x — j J = x'’.
Si donc l’on prend OB = j, les valours de x' devront être portées à
droite et à gauche du point B, car l’équation ( x — ^ J = x'* donne 1 , ,
Pour toute valeur de r‘ moindre qué Y est ‘imaginaire, pour
x' = |, Y=0, et toute valeur de ar’J> | et croissante, rend Y réel
et croissant ; pour x' = ao , Y = ' ^
Donc si l’on prend BK= ^; il n’y aura aucun .point de la courbe
compris entre les parallèles yy' et KK’: les points 0 et P appartiennent
à la courbe et à partir de O et (Je H, les deux branches dont se compose la courbe cherchée, s'étendent vers l'infini dans les deux sens.
Reeherrht des points maximums et minimums.
L’équation différentiéc donne :
dy _2y + 2x — 1 dx ~ 2(y — ar)
dx 1
(/(xZITTl
* v 4/ IC
Les coordonnées des points maximums ou minimums sont données par la résolution des équations : .
%j + ïx — 1 = 0 .
y' — ïxy — x* - 4 - * = 0 .
l'élimination de y donne l’équation
laquelle a pour racines les abscisses des points maximums ou minimums. Les racines de cette équation' sont imaginaires, il n’y ;j donc' ni points maxmums ni points minimums sur la courbe.
Aux points 0 et H , la tangente est perpendiculaire à l'axe des 9 .
drtv* de la eourhe.
L'équation de la courbe est :
Si l’on appelle y' et y", les deux ordonnées correspondantes aux signes q_ et — , on aura pour Faire A du segment HMM' compris eutre
l'abscisse x = 0* = ^ et l’abscisse indéterminée ON.
i ~ f y'dx — y y"dx (*J
vï, .
Calculons chacune des iutégralesiûdéfinies Ç jàx, Jy"dx. On a . y y’dx= fdx+ \/ï.f\/(x— i) — i«ir. fy'dx = 1 + \/% f V (*— 5 ) — ^ dx ( 2 )
il s’ agit de calculer
/ y' ( x -lf-u dx -
Remarquons ici que x — i doit être plus grand que nous poserons
d'où en différentianl :
par suite
= séc».
Ax = j. tg * séc f d%
fv' r - \ )’— ïü dx= J séc ’» ~ & r *« *
*' '= ^ j~\/sec\ — ï..tg e séc $ df =
~Të J l6J *' ^ ^ ~
1 z'sin*» j
— 16 J cos s ç “
_ J_ r } 1 — •tos*» ) <4 _
~ 10 J cos s #
16' J cos*f 16'j cosf'
Or on a trouvé ( intég. n" XIII, page 173 et intêg. n° IX, page 172 )
fJX = ^ >C « * , - 1 log l 6 (» + |)
.Asr.» 1 -* «(“•-►?)■
»h>nc
f \/ • <te =i l e» 8éc »-â ,08tc ( w ’ + i) +c=
= tg * séc If — jg loe (tg * 4- \/ 1 4- tg } $) 4- C.
Et puisque séc ? = 4x — 1, tg j = \/ séc ! ® — 1= \Z[kc — 1)’ — ï î il vient : •
fA^îfr à-*= i^- 1 ) -
- A (og [4x - 1 + v/(4x— ii’- l |‘+ C. , ..
d'où :
I M f 4jt—1 î N/f^— M 2 — 1— ^ Nj (fc®-»44- v/{4«— *)’ — l) J 4- 0. on a de même : *
/ y"itE — x — \/ï . |
| ~ (4a»— 1} |/ (4a? — ï)*— i — ~ log (4*— 14- ^r-lï’-l)] 4-C.
De ces deux intégrales on déduira aisément l'aire A.
111. Construire la courbe représentée par l'équation : ry — r* — y — 1 = 0.
Ici 6’ — 4«e = 1 > 0. La courbe cherchée est donc illimitée dans les deux sens.
Lcquaiion résolue par rapport à y,- donne :
et en effectuant la division
Soit AB la droite y = x -+- 1 ; alors en posant
Y est l'ordonnée comptée à partir de la droite AB : au-dessus si
Y est > 0 et au-dessous si Y est
Pour i=0, Y =s — 2; donc en prenant AC = 2, on a en C un point de la courbe.
Ptrfir toute yaleur de x moindre que 1, Y ne cesse d'être négatif, et lorsque x = 1, Y = ao , la courbe part donc de C, en restant au-dessous de AB, et s’en va rencontrer à l'infini la parallèle k'k" , menée A l'axe des y à une distance 0k = 1 ; on a ainsi la branche CD.
Pour toute valeur positive de x > 1, Y redevient positif, la courbe se trouve donc alors au-dessus de AB; elle part de l’infini suivant kk\ et l'ordonnée Y va sans cesse en décroissant.
Pour x = ao -, Y = 0, donc Ip courbe rencontre AB à l’infini.
Occupons-nous de la portion de la courbe située du cbté des x négatifs ; à cet effet remplaçons dans V, x par — x, nous aurons ainsi pour l’ordonnée Y, située du côté des x, négatifs ;
Y restera donc constamment négative. Pour des valeurs de x croissantes depuis ïéro, Y va sans cesse en décroissant, et pôur m»,
Y =0, donc la branche CD se rapproche indéfiniment de AB et rencontre cette droite à l’infini. • •
Recherche des points maximums ou minimums.
L’équation de la courbe différontiée deux fois donne :
rfy 2x — y
. eP'i 4
ilx !
Les coordonnées des points maximums ou minimums seront données par la résolution des équations :
2x — y = U, xy — a'* — y — 1 = 0, lesquelles, en éliminant y, donnent l'équation x 1 — 2x — 1=0.
Les abscisses dos points maximums ou minimums sont donc; x' = 1 4 \/2, x’ = 1 _ v/2 = - (\/2 — 1).'
la substitution de ces racines dans f" (x) donne :
Le point M [ x = 1 -r l/2 , y' = 2 ( 1 -r- V/2 ) ] est donc un point
minimum, et le point N [ xj = — (l/2 — l), y" = — 2 [\/ï — l) ] est aussi un point minimum.
Aire de la cifurbe. — Cherchons l'aire de la courbe, comprise entre l'origine et une ordonnée correspondant à une abscisse x <C 1- Puisque :
nous aurons, A étant l’aire cherchée :
\= J y dx=f xdx+f dx Y 2 J -~j.
= + x -t- 2 log (x— 1).
IV. Construire b courbe représentée par l'équation : • y 1 — 2xÿ -A- a 3 4- r — I ~0.
'TcTV — -W = V — 4 = 0 , la courte cherchée est donc limitée dans un seps et illimitée dans l'autre.
Résolue par rapport à .y . l’équation donne :
La droite OA ( y = x), est un rhamètre de la courbe: et l'ordon* née Y comptée à partir de ce diamètre, a pour expression :
Pour je =. 0, Y = ^ 1. i. ' t
Si doné l'on prend OB = OB' = i , on a en B ei eu B’ deux points -de. In courbe.
Pour des valeurs positives et moindres que i attribuées à jc, Y uc cesse d’étre réelle; pour x = t, Y = 0 , et au delà de I, Y ne cesse d’ètre imaginaire. Donc , si l'on prend OC = 1 , et si par C on niéne la parallèle C/. à l’axe des tj , laquelle parallèle rencontre OA en M , on a en M une pointe de la courbe. Entre les parallèles ijy' et Ca, on obtient la branche de courbe BMB* et au delà de la parallèle Ma, il n’v a aucun point de la courbe.
Pour obtenir la partie de la courbe située du cèté des x négatifs, remplaçons x par — x dans Y, et nous aurons :
Y = ± 1/ i -H jc.
Donc, du côté des x positifs, Y ne ccsse.d’êtrc réelle et de croître indéfiniment; la courbe s'étend donc vers l'infini à partir des points Bel B',
Recherche de* point* maximums ou minimum».
L’équation de la courbe différentiée deux fois donne :
rfy ,2y — 2x — 1 _
<Lt 2 (y — x)
< l ’y _ -r 1 di'— ‘ "
* il— j
Les coordonnées des points maximums ou minimums seront données par la résolution des.équàtltms :
— 2xi/ -4- x’ -t- x — 1 =0, ày — 2x — 1 = 0.
l'élimination y donne l'équation ;
* — * t = 0, d ou x = t.
.la substitution de cetto valeur dans f" (x) donne : r3\
f <. B. pour le signe — de f" (x).
Donc, à l’abscisse x = j correspond un point maximum N dont l of-
donnée est + Il n’y a pas de point mumqum
Forme de lu courbe en M. — La substitution des coordonnées x — J, y— 1 du point M dans ^ donne : . -
ÜX
ty. — —L
dx 0
la courbe est donc tangente en M à la droite Ca.
Aire de la courbe. Appelons y' la valeur de y qui correspond au signe-fdu radical et proposons-nous de calculer l’aire BNMO. A étant l’aire cherchée , on a la figure :
Or:
A =* J* y'dx — triangle OSJC.
I y'dx = j~ xdx + j 1/ 1 — x dx, =
— ig — J" l/l — X d (1 — Æ),
Pour x = 0 , cette intégrafe devient — C.
Pour x = 1 , cette intégrale devient 1 -t- C.
Donc :
» J y'dx = s, et par suite :
SIMPLIFICATION DE L'ÉQUATION GÉNÉRALE DU DEUXIÈME DEGRÉ A .DEUX VARIABLES.
Dupurition de$ terme * du premier degré.
Si l’on transporte les axes parallèlement à eux-mêmes en un point dont les coordonnées sont m et n : les formules de transformation étant :
l'éqnation générale du deuxième degré ay t h-bxy-hcx i +dy-hex-hf= o, rapportée aux nouveaux axes devient'.
a(y-M») 3 -t-i>(a: -+- m) (y-hn) -+- e(x -h m) a -+- d{y -+- n) -t- e {x + m) + f = 0.
on bien :
ay‘-4-éxy-|-cx , 4-'2an
+bm
y-t-Üem
x-Hm*
+ èn
-hbmn
-hem 7
-t-dri
-hem
La nouvelle origine étant arbitraire, ses coordonnées»! et n sont indéterminées; on peut dope profiter de cette indétermination pour leur donner les valeurs tirées des équations :
2on -+- bm 4- d zz. 0.
' âam+.ftn +« = 0. • lesquelles valeurs sont :
_ üa « — bd - _ — be
m V 1 — %ac~ " b 1 — 4ac'
Alors, rapportée à cette nouvelle origine, l'équation (1) se réduit à : ay 1 -+- bxy -t- ex 1 -+- K = 0.
K étant le résultat de la substitution des valeurs du m et de n, dans le terme indépendant des variables.
Par cette transformation, .l'équation du deuxième degré perd ses termes du premier degré.
Loi de formation (leu équations de la nouvelle origine.
Les coordonnées de la nouvelle origine sont données par les équations :
. 2am-6m-t- d = <>.
2rm -+- hn -r e — o.
I-es premiers membres de ces équations sont •: les dérivées du premier membre de l’équation générale du deuxième degré, prises respectivement par rapport à y et à <r, en y considérant successivement y et x comme seule variable; puis en remplaçant dans ces dérivées'x et y par m et w. . . •
Ln sorte que f [x, y ) = b étant 1 équation générale du deuxième degré, les coordonnées de la nouvelle origine, pour laquelle l'équation perd ses termes du premier degré, sont données par la. résolution des équations : . .
Si l’on voulait construire géométriquement- cette nouvelle origine, il suffirait de construire chacune des droites dont los équations sont
df df
dx ~ °’ dy~ ° .
leur intersection serait J’origine cherchée. . „ ' , • . . .
- ' * La nAuvelte origine est le rentre, de la rourb".
«apportée à cette nouvelle origine l’équation du deuxième 'degré devient :
ai/* -I- bxy, -I- cx 2 ’-f- K = o.
L'Observation de cette équation montré quelle lie change pas alors qu'on y remplacé ét y.par — x et- jute -i- y. Donc si M est "un point de la Courbe, rapportée à sa nouvelle origine 0, le.- point M' tel que ses coordonnées sont. . ,.-•••■ ■ ,
ÔP’ = — (OP).
M'P'— — (XiPf. 1 •
est aussi un point do. la' courbe. Or, si l’on joint MO et M'O, en foriue deux triangles MOP, M'OP égaux; par suite ‘ .
ANALTSE. ;(0
angle MOP = angle M'OP’ MO = MO,
c’est-à-dire, que la ligne MOM' est droite et qu’elle" est divisée à l’origine en deux parties égales.
Celte droite MM' est une corde delà ceurbe; donc toute corde qui passe par l’origine y est divisée en deux parties égales, c’est- ^ à-dire que l’origine est le centre de la courbe.
" La courbe du deuxième degré dont le caractère analytique est b* — bac = o , n’a pat de centre et
dans ce cas, liquation générale du deuxième degré ne peut perdre à la foi t tes termes du premier degré.
En effet, la discussion de l’équatioti générale du deuxième degré, nous montre que cette équation représente trois courbes distinctes par leur forme, lesquelles répondent aux trois caractères analytiquos :
6»_ 4aé<o,- è 1 —- bac > o et 6*— 4ac = o.
Pour les deux premières, les coordonnées
2 ae — bd 2c<f — bc
b* -—bac' n 4* — 4ac
du centre sont des quantités finies puisque à* — 4ae est différent de zéro. • • .
Pour la troisième, la différence b f — 4ae = o ; alors m et n sont infinie»; le centre y est donc situé à l’infini, c’est dire qu’il n'y en a pas et que les équations • . . ‘ .
dx ’ dy
sont incompatibles.
La courbe du caractère 6* — 4ae = o n’a donc pas de centre et son équation ne peut perdre à la fois les termes du premier degré.
Ce qui précède suppose que lenumérateur de m ou de n n’est pas nul;
s’il en était ainsi, c’est-à-dire si m a la forme ^ ; on sait que « a aussi
la même forme; dans ce cas tes valeurs de m et de n se présentent toutes deux sous la forme - ; elles sotit donc indéterminées, ce qui in-
dique une infinité de centres.
En effet, si bd — 2 ne = o, ainsi que 6* — 4 ac = o, l'équation générale
ay 1 + bxy ex 1 + dy 4- ex + f = o, qui résolue , donne :
y = — ^ ar— çg ± 1/ (6*— 4oc)a^-f-2 (M — 2frclT-Hd’^W
devient :
'-g-c±kV^.
L’équation représente alors deux droites parallèles. Le lieu de leurs centres est la parallèle équidistante.
Calcul du coefficient numérique K.
On a :
K = an’ + brun + cmï+dn -+- cm+f.
Les équations de la nouvelle origine :
2cm.-t- bn + e =o. ...... .(2)
donnent en multipliant la première par n, la seconde par m et en ajoutant les deux équations obtenues après cette multiplication :
2 ( a n* 4- ému ■+ cm* } + dn -4- em = o.
d’où : ;
, , , dn 4- tm ' < '
an’ 4 - bmn 4- cm 1 =j — » ■ ^
fc
le coefficient K devient donc, en y remplaçant an* 4 - bmn t- cm’ par cette valeur:
K= dn + eM + f ' ,
La substitution des nombres m et n tirés des équations (1) et (2) achèvera la détermination du coefficient IC.
Disparition ilu terme en g i‘t i/u terme indépendant des variables dans i équation générale du deuxième degré, alors que b * — 4 ac — O.
Puisqu'on ne peut ici, faire disparaître les termes du premier degré dans l'équation :
tiif 1 Trh.rfi 4 c3r*-+-ünir
y-hictn
dn
-hem |
Qn pourra profiter de l'indétermination des quantités m et n pour leur donner les valeurs tirées des équations :
• • . 2an 4- bm + d = o an* 4- brn'n 4- cm 2 + rfn + (m + f= o.
La seconde devient en Multipliant par 4 a ses deux membres :
ia 2 n 2 4- 4a6m 4- 4 acm* 4- 4 adrt'-v 4 àtm -i-'iaf = o
ou bien puisque 4 ar — h*
( 2 an + bm )* 4 - 4 âdn 4 - 4 aeftt 4 - 4 af = 0 . *
et ptmqbe la première' donne :
i an 4- bm — d
4 adn 4- 4 aem 4- (P -4 Hnf = b.
Les coordonnées de la nouvelle origine seront donc données par la résolution des équations :■
* • 2an -(- bm 4- d.= o (u)
'sadn 4- 4acm 4 ri* 4- kaf = o («'■) . •
‘ Le dénominateur ,
4 a ( bd — 2ftr }
est généralement différent de zéro. -S’il était nul, on sait, que la courbe se réduirait à deujt lignes droites [ page 2 îlo )._
La transformation est doue toujours possible-, et par rapport à la nouvelle origine, l’équation de la courbe du caractère analytique se réduit à : •
ay* -t- ft.ry •+- ex* 4- Hx = o.
La nouvelle origine est donc un point de la Courbe. Les équations (u) et (u'j comme les équations
sont du premier degré, c’est-à-dire que ios transformations que 1 on vient d'indiquer n’ont lieu' que pour un seul point.
Disparition du terme rùntenant le rectanyle xy des variables.
Considérons d’abord l’équatipn générale du deuxième degré, alors que b ! — 4ac est différent de xéro; supposons qu on y ait fait disparaître les termes en x et y; cette équation est alors ramenée à la forme .
ay* -+- hxij -t- ex ' 1 4- K — O.
Supposons ep outre les axes rectangulaires.
Passons de ces axes rectangulaires à un .système d'axes obliques sans changer d’origine ; alors e. et *' étant les angles que les nouveaux axes font avec l’ancien axe des x, lqs formulés de transformations sont :
x = X cos «t -h Y cos et y = X sin et 4- Y. sin et’*
En sorte que, rapportée aux nouveaux axes obliques, 1 équation de la courbe devient : .
a sinV
, y ! -t-2a sin a sin a'
xy-t-a sin’a
C COS*x
■4- 2e cos a cos t'
Les angles a et «’ étant indéterminés, on pourra profiter de cet|,e indétermination pour leur donner les valeur^ Urées do l'équation :
2 1 sin : sin -.'+b (sin *' cos 4-sin ■ cOs +2c cos a cqs »' - o.
ou bien
2a tg et tg u.'+b ( tg -t-tg a’ ) -l-2r — O.
Et alors. Inéquation' de la courbe pour les valeurs de * et do V tirées de (1), prend la forme :
My* ■+■ Na? 4- K = o.
l.’équation (1) étant unique pour déterminer & et il en résulte qu’il existe-une infinité de valeurs pour u. et en d’autres ternies, il existe une infinité d’axes obliques passant par le centre ( car l'origine est le centre de la courbe ) pour lesquels l’équation de la courbe prend , la forme :
. . My 3 -t- Nx* K = o.
LES NOUVEAUX AXES SONT DES DIAMÈTRES COXJUliUÉS DE LA COURBE.
Soit i/o , OX un des systèmes d’axes pour lesquels l’équation de la courbe se ramène à la forme :
X Cette équation montre que pour
une même valeur de x, on obtient pour y deux valeurs égales et de signes contraires; l’axe des x di- . vise donc en parties égales, les
. bordes de. la courbç , parallèles à
l’axe des y.
L’axe des x est donc un diamètre.
De même, pour toute valeur de y, on obtient pour x doux valeurs ■ égales et de signes Contraires; l’axe des y divise donc en parties égales les cordes de la courbe, parallèles à l'axe des x.
L’axe des y est donc un diamètre.
Oit voit ainsi que l'axe des x et l’axe (les y sont des diamètres réciproquement parallèles aux cordes qu'ils divisent en. parties égales. Pour cette raison, on dit qu'ils sont conjugués.
Puisqu’il y a une infinité de systèmes d’axes obliques pour lesquels l’équation du deuxième degré, alors que IP — -inc est différent de zéro, se ramène à la forme M y 3 + N ** + K = o, et que les axes Sont des diamètres conjugués, il eh .résulte que , dans les deux courbes , dont le caractère analytique est IP — 4 ac < ^ o ou 6* — 4ac > o, il. y a une infinité de systèmes de diamètres conjugués.
Dan s les courbes du caractère analytique b 2 — 4 ac < 6 ow 6’ — 4ac o, il n’y a qu’un seul système d'axes rectangulaires pour lesquels les_ équations de ces courbes peuvent se ramener à la forme M i/' J 4- N i 5 4- K = o.
Les angles a et *’ donnés par la relation
{1) 2 a sin* sin*' -4- ésin (*' -t- *) 4- 2c cos* cos*' '= o,
sont en nombre illimité, si on les assujettit à la condition «t* — « — 90*,
laquelle exprime que les nouveaux axes sont rectangulaires; l'indétermination cesse, car la seconde équation donne a! — 90* + a. et l’équation (1) devient ;
, (a — c ) sin 2* -4- 6 cos 2* = o,
d'où l’on tire t
On ne trouve donc qu’une seule valeur pour a (') , et , par suite , uno seule pour
Il n’y a donc qu'un seul système d’axes rectangulaires pour lesquels l'équation du second degré , alors que b 1 — 4 ac est < o ou > o , peut se ramener à la forme >1 y 1 4- N x 1 4- K s o.
11 n’y a donc , dans les courbes que cette équation représente , qu’un seul système’de diamètres conjugués' rectangulaires.
Dans ce Cas, ces deux diamètres conjugués sont dits les axes de la courbe. , •
Calcul des coefficients M et N de y 2 et de x 1 .
Les nouveaux axes étant rectangulaires, on a :
M =« cos 2 * — b sin**cos* -4- c sin’*,
N = a sin 2 * -t- b sin* cos* 4- e cos**,
(*) L'angle 2* étant donne par sa tangente, il semble que l’oo trouve pour * quatre valeurs, savoir :
*, 90* -f *, 180* !- «, et Î70* + <*•
Ces quatre valeurs de a ne représentent qu'un seul système de dcui droites perpendiculaires. , , ,
i io
d'où on tire successivement :
M — N = a (cos’it — sin’ctî — 6 . 2 sin* cos* — r (cos 1 * — sin J *) , =* (a — c) cos 2* — b sin 2«,
= cos 2* (a — c — ùtg2*), =
V/1 4 tj; 1 ix
c—b tf; 2«t),
et en remplaçant tg 2* par sa valeur
il vient finalement :
d'où :
M = ^(a -4- c + \/ja — r)? -+- f !_ ), N = î (n+r — (« — «)•+ *’)i
ainsi se trouvent calculés les coefficients M et N.
Les courbe s du deuxième degré dont le caractère analytique est b 7 — 4 ac < 0 sont des ellipses
L'éqaatioù du deuxième degré étant rahienée à la forme :
nous supposons les axes rectangulaires, ces axes représentent alors les seuls axes de la courbe. . _
Ici :
b 7 — iac = — 4M N. •
donc, pour que b ’ — 4ac soit < o, il faut que M et X soicnt.de même signe.
Supposons — K positif, et soit — K — p‘, alors M et N étant tous deux positifs et l’équation de la courbe devient : .
AV + N** = p» (I);
Pour x — o,
Le valeur absolue (te i/ , tirée de celle équation, -est celfc du demiaxe de la courbe, dirigé suivant l’axe des y; si donc, on appelle b ce
demi-axe, on aura :
b' = — jj—> d'où
I\>ur y = o....... x ! = — ^ — .
La valeur alwolue (Ig x, tirée dé cette équation , est celle du demiaxe de la courbe , dirigé suivant l'axe' des x; si dohc , on appelle x ce demi-axe, on aura :
d'où n = -4-,
et en portant ces valeurs de il et de N dans (1), il vieiit :
d'où :
r'-irr+P 1 -^- =P*.
ifl.y 1 + A 7 ..r 2 = a 1 b*.
nous retrouvons ainsi l’équation de l'ellipse.
Donc , alors que t ! — 4 ac < o, l'équation générale du deuxième degré représente une ellipse. < . • .
Et, de ce qui précède, il résulte que f 'ellipse a un ctnlre , un* infinité de diamètre* cçmjdguc* et un teuî système d’nxes.
Le* courba du deuxième degré , dont le caractère analytique est’ b 1 — 4«r o, tont de » hyperboles.
L'équation du deuxième ‘degré étant ramenée à la forme M ÿ ! + Nx J = - K,
nous supposerons les axes reçtangulaires, ces axes représentent alors les seuls axes de la courbe.
. Ici: . .. . . .. : ■*. . . . . s'*
b 1 4 ac = -rr 4 MM. .
Donc, pour que /»* — 4a* soit ;> o, il faut .que M et N soient de signes contraires. . ' . .....
Supposons ici — K négatif «.puis N négatif et M positif, l'équation proposée s’écrira ainsi : • ■ .
M ÿ* — N x* =* — p 7 (If. •
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Pour x = o : y* = — .
Cette- valeur de y étant imaginaire, cela veut dire que l’axe de la courbe , dirigée suivant l’axe des y , ne rencontre pas la courbe ; pour
celle raison, cet axe est appelé l'axe non transverse
Appelons 6* la valeur absolue - — ^ — , alors !
Pour y = o.. x 1 = — ^ .
1-a valeur de £ , tirée de cette équation , est réelle , elle représente la longueur du demi-axe de la courbe, dirigée suivant Taxe dès x ; cet axe est dit Caxe transcri te, et si l’on appelle a ce demi-axe-, on a :
a* = — ^ — d'où N — — ^- î -.
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L'équation (1) devient donc en y remplaçant M et N par les valeurs que nous venons de trouver : %
d’où : ■ . ,
. a? tj* — b*a? = - — n' J è 2 ,
nous retrouvons ainsi l'équation de l’hyperbole.
Donc : alors que b } — -tac > o , l'équation générale du deuxième degré représente une hyperbole.
l)e ce qui précède, 'if résulte que l’hyperbole a un centre y une infinité île diamètres conjugués et un seul système d’dxes.
Disparition du terme contenant le rectangle xij dans l’équation générale du deuxième degré alors que IP — iac = o.
Nous aVon» vu comment on ramenait l’equation générale du deuxième degré à la forme : t
ay 1 4- bxg -+- ex’ 1 + Hx = o (2),
alors que b * — haczso.
Supposons ici les axes rectangulaires.
Si au moyen des angles <* et «’ que font les axes d’un système d’axes obliques avoc l’ancien axe des x , on veut faire disparaître le terme en xy ; on n’aura qu’une seule équation pour déterminer a et*', c’est-àdire qu’iLy a une infinité d’axes obliques pour lesquels l’équation, alors que b 2 — 4 ae = o , perd son terme pu py ; on ne trouvera aussi qu’un seul système d’axes rectangulaires qui remplissent le même but.
Le terme en xy ayant disparu, l’équation (IJ prend alors la forme :
My’ -f- Nx* + Px = o.'
Ici : <•
b 1 — kac = *— 4MN = o,
il faut donc que M ou N soit nul, ce ne peut être M, car , alors , l’équation se réduirait à :
Nj# -f- Px = o,
,et représenterait deux lignes parallèles à l’axe des y, donc M =»0 et la transformation qui fait disparaître le rectangle xy des variables , ramène du même coup, l’équation à la forme très-simple :
My* -t- Px= o. . •
Les courbes du deuxième degré , dont le caractère analytique est b * — 4ac = o, sont des paraboles.
L’équation étant ramenée à la forme :
on en tire :
My’ 4- Px = o,
et si ’ l’on pose
y’ = 2 px.
Nous retrouvons ainsi l'équation de la parabole.
Donc : alors que b’ — 4ae o, t’ équation générale du deuxième degré représente UHe parabole.
De ce qui précède , il résulte que la parabole n'a pas de centre ( il est à l' infini) et il existe une infinité d'axes obliques et un seul système d'axes rectangulaires pour lesquels sou équation se ramène à la forme y 5 = 2px.
-, Disparition des teriixs en x 7 et en y 7 .
Une telle transformation ne peut se faire pour la parabole; car, alors h 7 — 4«r dev'ant êlre'nul, et <J et r* le devenant par cette transformation, on aurait fc’= o; de telle sorte (pie l'équation générale du deuxième degré se réduirait* à une équation' du premier degré.'
l-a transformation ne saurait avoir liéu non plus pour l’ellipse, car /»* — 4ac devient b 7 ; cette différence ne saurait donc être négative après cette transformation.
Prenons donc l'équation générale de l’hyperbole rapportée à son centre ; cette équation est ;
atj 7 -h bxy ex 5 -t- K = o.
Supposons les axes rectangulaires et. passons à un système d’axes obliques , u et *’ étant les angle's que les nouveaux axes font avec l’ancieti axe des x, l'équation rapportée à ces nouveaux axes devient :
a sinV
ia sim sina
' b sin (et — 1~ et ) 4- 2 c cos« cos.*'
xy +< osin 2 * 4 - k 4- b sin* oos* 4 - e cos 1 a.
Pour que les termes en x 7 et en y 5 disparaissent, il faut donner à u. et à a 1 les valeurs tirées des équations ;
u sin**’ -f- b sin*’ costt' 4- c cos ! *' — o, a sin’* 4- b sin* cos* 4 -* c cos’* ’= o, ou bien': . ' '
a tgV 4- b tg *' 4- c = 0 I ,ji
a tg 5 * 4- 6 tg* 4- c = o j
Ces deux équations sont identiques , et puisqu'elles sont du deuxième degré par rapport à l'inconnue tg* , il <i) résulte quç les valeurs, tirées de l’une d’elles pour *, sont les valeurs respectives de « et de a 1 . Il n’y a donc qu’un seul système d’axes pour lesquels ia transformation soit possible; encore, faut-il que les racines de l'équation (I) .soient réelles, ce qui exige que l’or» ait : ' *
V-*-4or>'Q
Il en résulte que la transformation n’a lieu que pour l’hyperbolé, ce que l’on savait. Si l’on porte dans l'équation (u) les valeurs de a. et a 1 tirées des équations (1), et si l’on appelle P le résultat de celte substitn-
lion dans le coefficient de anj, on aura pour l'équation de l'.hyperbole la forme particulière et très-simple : ‘
P.ry + K =o.
APPLICATIONS NUMÉRIQUES SUR LA RÉDUCTION DK L’ÉQUATION. GÉNÉRALE DU DEUXIÈME DEGRÉ.
Kaniener à la forme My* + Nx J = P, l’équation numérique
y- — 2-ry + ^r 5 — 2y — 'j: + 7=i;Q (i)
Di f position des ternies du premier degré. — Calcul des coordonnées du
centre.
Les coordonnées du centre de la courbe sont données par la résolu-, lion des équations :
Les coordonnées du centre., tirées de ces équations, sont donc :
Par suite, si l’on transporte les axes parallèlement à eux-mémes
au pointe (*=|, y= ?).
Rapportée aux nouveaux, axes YC, CX, l’équation (1) perd ses termes éu x et y et prend la' • • ’ forme :
Calcul de K. — On sait que :
,, dn + cm , , k = — ^
lui m — 5, n = 2.’ = — 2 > c_ — 3 . f
D’où : • • . • I .
Donc, rapportée aux axes YC, CX, l’équation (1) devt» . y* — 2xy + = o.
Disparition du rectangle xy des variables. •
Kn passant des axes rectangulaires YC, CX à un autre sjaic-nc d’axes rectangulaires, on introduit une indéterminée (l’angle * que : s 5 v.vel axe des x fait avec CX ) ; on profite de cette indétermination p ut annuler le coefficient du terme en xy, ce (fui donne, pour la détermination de cet angle, l’équation :
Pnr suite ici :
tg 2 a étant négative, il en résulte que 2* est >90“ posons 2a =90“-t-u, d'où :
tg 2a = tg (90” 4 - u ) = — tg ( 90” — ù ) = — «cot «.
• coi u = 2. •
log ccrt u = 10,3010300. .’
Donc ; *
Par conséquent si en Ç on fait un angle X'CX = 58° 16' 40", et si l’on élève la perpendiculaire Y C sur CX' on a en CX.' et en Y'C la direction des axes de l’ellipse. L’équation de la courbe rapportée à ces axes est de la forme :
My* -+- NV — y .*
Calcul de M et de N. — On a obtenu les formules :
Par suite :
d’où :
Donc rapportée aux axes Y'C et CX\ l’équation de la courbe devient :
Calcul des axes . . — En faisant .r — o, puis y == o, dans l’équation de la courbe rapportée ù ses axes, on a, en appelant 2o et 24 les axes de cette courbe : •
II. Ramener à la forme My* + Nx } P l’équation
y 1 — 2iry — (1)
Disparition des termes du premier degré. — Coordonnées du centre.
Les coordonnées du centre de la courbe sont données par la résolution des équations :
■ fy = 2y-_2* = o.
£ = -2y-ar + l=o.'
Les ; cordonnées du centre, tirées de ces équations sont donc :
Par suite si l’on transporte les axes parallèlement à eux- mêmes
au point C y =| jj; rap-
portée aux nouveaux axes YC , CX , l’équation perd ses termes ,du. premier degré et prend .la forme
y* — 2xy — ;r* + K = o.
Calcul de K. — On sait que :
. dn + em
d’où
rt = 4’ *-ï< d
L’équation (J) rapportée aux axes YC, XC devient donc :
(/* — axy — *> = — g (21 . , .
Disparition du rectangle oCy des variables.
En passant des axes rectangulaires YC, CX à un autre système d’axes rectangulaires, on introduit une seule indéterminée (l’angle que le nouvel axe des x fait avec CX*); oh profite de cette’ indétermination pour annuler le coefficient du terme en x\j; ce qui donné pour* la détermination de cet angle,, l’équation . • •
tg 2* — —
Par suite ici i
d’où :
tg 2 =
■2s = Üi?,
■= 22° :to.
Donc si en C, avec CX, on fait l’angle .
f X’CX = 22” 30".
et si en C on élève- la perpendiculaire CY'; rapportée aux axes Y'C, CX', l’équation (2) perd son terme en a-y et prend la forme :
My*-+-N** = — g. ‘ •
• Caleul de M et de N. — On a obtenu les formules :
M — N = \/( n — cY + b\
Ici :
Par suite :
M — ai = 1/8 = 2 \/2.
d’où :
Rapportée aux axes Y'C, CX', l’cquation de la courbe devient donc :
Calcul de s n.re*. — 2 a et 2 b étant les axes de la courbe, lesquels sont dirigés suivant les droites Y C et C X, on a . . .
ia =
L’axe 26 dirigé suivant l'aie des y est l’axe non transverse de la courbe
III. Ramener a la fortne Pxy = Q , I équation
y’ — 2 XtJ — X 1 + x — o.
On vjent de' voir que, en transportant les axes parallèlement à euxmêmes au point C {t=\, y = J) , rapportée aux nouveaux axes YC, CX, l’équation proposée perd son ternie du premier degie et prend la forme : ' ^
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Pour foire disparaître les termes en y* et en x 1 , on passe du système des axes rectangulaires YC, XC à un système d’axes obliques, ce qui introduit deux indéterminées* ces indéterminées ou les angles que les nouveaux axes font arec l’ancien axe des x sont donnés par l’équation
. a. tg’a +6. Ig* -t- c = o.
laquelle devient ici ( puisque a = i, 6 = — 2, e = — i), tg 1 a — 2ig a — 1=0 («)
d’où :
tg* = l±\/2.
Les deux valeurs , tirées de cette équation , ont pour produit — 1 , ainsi que le njontre l’équation ( u ) ; il suffit donc de calculer la première valeur de a, donnée par tg« = 1-+- l/2, laquelle fera connaître la direction du nouvel axe des t, car le nouvel axe des y doit être perpendiculaire au nouvel axe des x.
L’équation tga = 1 4- l/2 donne le calcul suivant :
= 2 [sin 30° 4- sin 45°) =
^4 sin (37- 30'), cos (7* 30').
SO
Log sin 37° 30' = 9,7844471 Log cos 7» 30' = 9,9962686 Log 4 = 0,6020600
Log tg* = 10,3827757
Si donc l’on fait en G avec CX, l’angle X'CX = 67" 30' et si en C sur X'C on élève la perpendiculaire Y'C , on a en Y'C et C’X les axes pour lesquels l'équation perd son terme en 4-y et prend la forme :
Calcul, du coefficient P.
On sait que :
P = 2 a sina sin*' + b ( sina' cos* + sin* cosa' ) + 2 C cos* cos*'. Par suite, on a successivement, puisque a =» 1, b = — 2 et c — — 1 :
tg«, tga'
V i + tgv i/îTW te*' : tg*
Or:
donc :
—2 ( — L. te» \ _
Vl + tgV \A 4- tgV v/t-Htg 1 * 1/ 1 -t- tgV'
i/i+tg’cT i/i + tgV =
_ 2 (tga tga— tga' — tga— 1)
l/ 1-4-tg** l/n- tg ! *'
tga = 1 +VÏ. ‘g* = 1 — V/§.
donc rapportée aux aies ¥'C, CX 1 , l’équation proposée devient :
l/8jry = g.
IV. Ramener â la forme y 5 = 2px, l’équation
j/ 5 — 2xy 4- x } — 2y + x — 1 = q (1)
Disparition du rectangle des variables.
a étant 1 angle du nouvel aie des x , du système d’axes rectangulaires auquel on rapporte l'équation et poqr lequel cette équation perd son terme en xy, on a :
et puisque
b = — % a — c = 1, il vient :
tg2* = oo . a — 45°.
L équation (1) rapportée aux nouveaux axes devient :
f en y remplaçant x par x cos* — y sin* et y par x sin* -+- y cos*.
( 2 ) ,41y 3 -+- Sx’ 4 - (d cos* — e sin*) y 4 - (d siu* -+- e cos*)* — 1 = 0 ,
et l’on a :
M = a + e = 2 puisque a zx 1, e = 1,
L’équation (2) devient donc par substitution :
: iy 1 — ( 2 cos* 4- sin* ) y.— ( 2 sin* — cos*,) x — 1 = o, et puisque a = 45*,
2y 3 — | s/2 y — l Vï x ~ 1 = 0
Disparition du trrmc en Y et du terme indépendant des variables.
Transportons les axes parallèlement à eux.-mêmes en uu point dont lus coordonnées indéterminées, sont a et b. Rapportée à ces nouveaux axes, l’équation devient :
et si l’on détermine a et b paf les équations :
rapportée aux axes de cette nouvelle origine, l'équation devient :
Les coordonnées de la nouvelle origine , tirées des équations (1) et (2), sont :
Donc : si i/O , O* sont les axes rectangulaires auxquels est rapportée l'équation proposée :
y* — 2ry-t-x ! — 2y +x — 1=0 .
Kn menant les bissectrices YO , XO de ces axes et en prenant sur cés lignes :
puis en menant- par les points M et N les parallèles A Y' , AX' aux axes OY , OX , on a en Y’A, AX' les axes pour lesquels l'équation proposée devient :
Le point A est donc le sommet de la parabole. AX' en est l’axe.
Enfin le foyer F de la courbe se trouve à une distance de A marquée par
DÉFINITION
Une droite MN est dite asymptote d'une branche de courbe AA', alors
qu’elle s'approche indéfiniment de celte courbe et ne la rencontre qu’à l’infini.
Il résulte de cette définition, que la différence PK des ordonnées de la courbe et de l’asymptote, correspondant à une même abscisse, tend vers zéro, lorsque x tend vers l’infini, c’est-à-dire que pour x = ao , les ordonnées de la courbe et de l’asymptote deviennent égales.
. Proposons-nous de déterminer les asymptotes d’une courbe quelconque dont l’équation est f{x, ij) = o.
L’asymptote étant une ligne droite, son équation est de la forme :
y — ax -\~ b.
il s’agit donc pour déterminer l’asymptote de calculer les coefficients a et b.
Puisque pour x = » ,. l’ordonnée de l’asymptote se confond avec l’ordonnée de la courbe, il en résulte que l’équation de l’asymptote étant y = ax + 6, l'équation f { x, y ) = o de la courbe devra- pouvoir ee mettre sous la forme :
y = ax -t- b + V (1)
V étant une fonction d'x, laquelle s’annule pour x = » (*).
(*) Pour qu'une courbe tit une asymptote, il faut qu’elle ait une branche infinie ; ainsi l'équation ;
montre que la droite y = x -f- 1 n'est pas asymptote du lieu de cette équation , bien que le terme j/ _L_ s'annule pour x = * , car le lieu ne S’étend pas au delà de l’abscisse x = 1.
Il s'agit donc dans l'équation (1), laquelle est l’équation-de la courbe, de calculer les coefficients a et b.
Calcul du coefficient a, — L’équation (1) donne :
et pour æ ±=: œ , en a : .
a = Lim ' •
Donc : le coefficient angulaire de l'aiymptote dune courbe t'obtient, en
cherchant dant l'équation de celte courbe la limite du rapport -,alortquex
tend vert l'infini.
La limite ^ , c’est-àrdire la valeur de a étant ainsi trouvée , portonsla dans l'équation
g =zax + b 4- V
de la courbe. '
Cette équation donne : ' ,
6 = y — ax — V.
et en passant à la limite x = ce , qn en tire :
b =* lim (y — ax),
Donc : le coefficient linéaire b de l'atymptote, t'obtient en calculant dant l'équation de la courbe, la limite de y — ax, pour x = oo , a étant calculé par le moyen indiqué ci-destut.
Appliquons cette méthode à la recherche des asymptotes des courbes suivantes. "JKt -
I. Soit la courbe dont l'équation est y = m , on suppose m >1.
Cette équation donne successivement :
x* log*
•r 1 -f x log. m 4-
^ = î + lop. m 4- 4- h-
et si l’on fait x = -+■ oc , on trouve lim - = x, .
II. Soit la courbe dont l'équation est
, sin x
Cette équation donne successivement :
et pour x — t»
Lim - ou a =s.o.
Puisque a = o : lim ( y — ax } devient :
.... . . siu x
Lim {.y — ax) =- Lim y - Lim — — — o.
Comme nous l’avons, vu ( page 40), cette courbe présente cette particularité qu’elle passe constamment au-dessus et au-dessous de l’axe des x, c’est-à-dire de son asymptote.
Soit la combe dont l’équation est
1 /’ = cos
Cette équation donne :
- = arc cos y’.
La plus grande valeur d'un. t;osinu9 est l'unité, y ne dépassera donc pas i ; en sorte que : • • • ‘ •
. , Lim - = arc cos 1 = o. • »• . .
Donc a = o, par suite : • ‘
b ou Lim (y — ax)=Limy.
Or:
Lim y 1 = 1 .
donc : »
Lim y = i 1.-
d'où :
La courbe a donc deux asymptotes dent les équations sont :
les asymptotes de
cette courbe sont donc deux parallèles à l’axe
des x.
DÉTERMINATION DES ASYMPTOTES DES COURBES ALGÉBRIQUES
Soit p déterminer les asymptote^ d’une courbé, dont l’équation est f ( x, y ) = o, la fonction f (-x, y ) étant entière par rapport à x et y ; c'est-à-dire, que dans cette fonction les exposants de x et de y sont entiers et positifs.
Il s’agit dans cette équation, de déterminer les limites Lim ■ Lfrn (y — «x). •
Calcul du coefficient h. — Cherchons le rapport 4 à cet effet, soit m
le degré de là fonction f[x, y); séparons les termes de cette fonction en groupes dont tous les termes seront respectivement des degrés m ,
Appelons : • . • * " <
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1rs fondions fournies par les divers groupes.
Alors nous aurons : *
Dans chacune des fondions ç„ (x, y), (a - , -y mettons respectivement x", .r" — j"— 7 , en fadeurs communs, les quotients
par x a"*' 1 , a-" 1- ', seront alors des fonctions du rapport
en effet, si je considère un terme de la fonction ;„ ( x, y J, ce ternie étant du degré m est de la forme Ax*. y" - '’; et si j’y mets jr" en facteur, j'obtiens : • /
Axe. jr~f = x- .A 7 = JT. A ( J ) .
Appelons donc :
les fonctions obtenues en mettant x", x* -1 , x'" - ’,. ... en facteurs communs dais les fonctions ( x, y }, ( x, y ), etc.; nous aurons :
Kn divisant par ar*.et en passant à la limite x = ® il vient :
M?! = ® ou /. ( « ) = °- _ ‘
Telle est l'équation dont les racines seront les coefficients angulaires des asymptotes de. la courbe proposée.
De là, cette règle :
Pour obtenir le' coefficient angulaire de l'qinjmptotc, réunissez (bus les termes du mime deyré que celui de l'équation de la courbe, remplace z-y :
pur I et ij par a et égales à zéro. Léquàtum ainsi obtenue, a pour racine
coefficient angulaire de l'asymptote.
Remarque. — I. 'équation f [x, y ) ^ o étant dit degré in, la fonction f t [a] sera au plus du degfé m, elle a donc au plus m racines réelles; c'est-à-dire, que si l’équation d’une courbe est du degré m, cette courbe a au plus m asymptotes.
Calcul du coefficient b. L’éijüalion de la courbe :
. . ‘ y =r ax -+• b ‘h- V
donne :
En portant cette valeur de £ dansTéquation (2), il vient :
x~f,(a + J+x"- 1 fa (a+ YtY |+a*-i fa f n -(- 4- *=0
Et en développant d'après Ta série de Taylor :
rf|( o ) + (l + V)f|' (a) x?~ l 4- Pas" -3 4- Qx m ~ i +... \
ou bien, puisque fa (a) iro.
' [( b + V) fa' (fl) 4-^(0)] x— 1 -h Px—* 4- Qx^- 3 + =r 0.
divisons par x m ~ l çl passons à ta limite x = x , nous aurons en remarquant qu’alors V = o ,
b ■ I, {<•) + fa W = o.
d'où :
Telle est la valeur de b. Cette valeur de 6 traduite en langage ordinaire, nous donne la régie suivante :
Pour calculer le coefficient linéaire de C asymptote ; prenez le quotient en signe contraire de la fonction obtenue- en groupant ensemble tous les termes d'un degré moindre d'une unité que celui dg f équation de la courbe , dans laquelle vous remplacez 1 par 1 tt y par la t racine de' l’équation f t (a) = o et que vous- divisez paria dérivée du premier membre de celte équation: Remarque. — La Valeur de b est fournie par une équation du premier degré en b, doue à chaque vqleur réelle de a correspond une seuie valeur de b. Si l'équation fa' (a) = 0 admet des racines égales, la courbe aura des asymptotes parallèles.
A CT RE MÉTHODE Kl CH DETERMINEE L' ASYMPTOTE D’UfiE COURBE QUELCONQUE.
L'asymptote peut être considérée comme la limite d'utre tangente dont le point de contact avec la courbe, s’éloigne à l'infini.
Par snite, l'équation de l’asymptote s'obtiendra, en supposant x' et y infinies dans l'équation , . .
laquelle est celle de la langeptc au. puini y‘ de la courbe.
Afin de n avoir qu une seule variable, on remplacera dans celte équation y' par sa valeur tirée de l'équation de la courbe ; puis après, celle substitution, on fera a? == » .
Applications de cette méthode.
Soit à déterminer les asymptotes de l’hyperbole dont l'équation rapportée à ses axes et exprimée en fonction de ces axes est :
.La diffùrentiatioq de cette équation donne :
2 d’y dij — 2 b’x dx- = o.
> et par, suite : . ,
- .. '<ky c b*x •
• ■ dx a ! y ’ ,
L’équation de la tangente aii point x', y’ e;>l donc,:
ft V ", -
y— y =-^ri x — x )-
Cette équation peut être simplifiée, car on en tire :
nVÿ — Vhts = ti*y '- — h , r' 1 |l.)
et puisque le. point x ,jj' est sur la courbe, on a : 4 .
Vx'' 1 — — n-K 1 . ...... (2),
l'équation (I) devient donc par substitution :
« ? yy' — b*xx' — -r- a ! fr ! . •
Telle est l’équation simplifiée de la tangente au point x', y'. Résolue par rapport à y, celte" équation donne :
b } [rx' — a 1 )
Portons dans celte éqnation (3) la valeur
tirée de l’équation (2), nous aurons :
Jarjr' — cr)_
Telle est l'équation de la tangente exprimée au moyen de l'abscisse x' du point de tangence.
Pour en déduire l'asymptote , il faut y faire x' = » . Avant d'établir cette hypothèse , divisons haut et bas par X' le second membre, nous aurons ainsi:
et pour x' = oc , il vient :
L’hyperbole a donc deux asymptotes donb'les" équations sont : • * % *
L’observation de ces équations montre que, dans l’hyperbole :
1° Les deux asymptotes passent pat l'origine, c’est-à-dire par le centre de la coutbe ; . .
2° Les coefficients angulaires de ces asymptotes étant 4- et — —,
ces asymptotes sont les diagonales du rectahgiè construit sur les axes AA' et RB' de. la courbe.
Soit à déterminer l’ asymptote de la parabole.
L'équation de cette courbe, rapportée à son axe, étant : y* = 2px, .
on en tire successivement : • *
, 2 ydy — 2/>dx,
% _ JL
dx y ’
L'équation de la tangente au point x’, y' de cette courbe est donc : • y — y'=-ï r (x — x'),
ou bien :
yy z=px + y" 1 —px',
et puisque le point x , y' est sur la Courbe t/’ 1 - 2px’.
yy' =ptc-^px\
par suite
et si l’on remplace y' pâr sa valeur t/2 p.r' tirée de (1), il vient :
Telle est, co fonction de l’abscisse x? du (joint de contact, l’éqûation de la tangente à la parabole- . ...
La division haut et bas du second membre par x' donne :
et pour x' = * , on trouve :
I-a parabole n’fl donc pas' d’asymptote, puisque l’équation
que nous trouvons pour i’asymplotc, indique deux parallèles à l’axe des x, situées à l’infini. . . -
Remarque. — L’ellipse étant uite çourbe limitée ne peut avoir d’asymptote.
Donc , des trois courbes du deuxième degré , l'hyperbole seule a des asymptotes. On peut établir directement cette conclusion sur l’équation générale :
A y* + Bxy -t- Cx ! 4- Dy 4 - Ex -t- K = o.
Appliquons à cette équation la détermination des asymptotes aux . courbes algébriques :
Ici :
f(x, y) = Ay 3 4 - Bxy 4-Cx 3 4 - Dy-t-Ex -t- F .'. m~ 2,
[x, y) = l>y -t- Ex. ’
Pour avoir f, (o) et A (a), il faut dans y., (j., y) et (x, y) remplacer x par 1, y par a, ce qui donne :
(a) =r An*4-Ba -t-C..- ... f t ‘ (a) = 2Aa -t- B,
A («) = Da -H E.
Les valeurs du coefficient angulaire sont les racines de l’équàtion f t (o) — o, c’est-à-dire ici :
Xa* -4- 8« + C = o. (1).
Les racines de cette équation ne sont réelles que pour B 3 — 4AC>o. Ce qui n'exclut pas le cas où B 3 — 4AC'= 0.
L’équation (t) donne:
et en portant ces valeurs dans
A. («) " 2Aa + B ’
on trouve pour h deux valeur* finies, si B J — 4AC > o, et deux valeurs infinies alors que B’ — 4AC = o. .
On arrive donc ainsi à la conclusion établie ci-dessus, au sujet des asymptotes dés courbes du deuxième degré.
Asymptotes aux courbe» polaire».
Soit une courte AA' dont l’équation en coordonnées polaires est
r = fW-
Si une valeur a. de i, donne pour r une valeur infinie, on en conclura que le rayon vecteur correspondant à â = et, ou une parallèle à ce rayon vecteur est asymptote de la courbe.
Pour reconnaître lequel du rayon, vecteur ou de la parallèle à ée rayon est asymptote , prenons un point M de la courbe et abaissons la . perpendiculaire MK sur le rayon recteur PP' correspondant à ê = a.
Le triangle rectangle MPK nous donne :
• MK = r sin (6 — «):•
Pour 6 = « , r = oo par hypothèse ; en sorte que pour 9 = », MK prend la forme
On cherchera la véritable valeur de l'expression r. sin (6 — a) pour 9 = a ; trois cas pourront alors se présenter.
Ou cette véritable valeur est nulle, finie ou infinie.
Si Lira r sin ( 9 — » ) est nulle , limite de. MK = o ; c’est dire que le ravon recteur PP’ est asymptote. , •
Si Lim r. sin (9 — ») est finie, limite de MK est une quantité fihie , h par exemple, c’est dire que la parallèle au rayoïr recteur, menée à une dislanre h de ce rayon, est asymptote (suivant que h est potiiif nu uéijatif, la parallèle doit être comptée au-dessus ou au-dessous du rayon recteur).
ÛA M
- Enfin , si Lini r sin (<| — «) est infinie , on en conclura que la courbe n’a pas d'asymptote, s .. ’ r .
DK QUELQUES COURBES SCR LESQUELLES ON APPLIQUE LES THÉORIES ' PRÉCÉDENTES.
^ 1 Construire la courbe dite folium de Detcarles ) dont l'équation est :
• y 3 4- x 3 — 3axy =rr'o.
L’obserration de l'équation montre que :
1° la courbe passe par l'origine, puisque son équation est satisfaite pour x = o, y = o; * . •
2* l’équation ne change pas alors qu’on y remplace x par y et y par x; donc la courbe est symétrique par rapport à la bissectrice ÛX.
Dope, si l’on prend pour aies la bissectrice OX et la perpendiculaire OY sur OX; puisquè la courbe doit être symétrique par rapport à l'axe OX dés x, il en résulte qu'une même valeur de x donnera pour y deux valeurs égales et de signes contraires. Par suite, l'équation proposée étant du troisième degré en *, par rapport au* axes rectangulaires yO, Ox, ne devra contenir q«e des termes en y’; lorsqu’on la rapportera aux axes rectangulaires YO, OX.
Cherchons cette équation transformée , afin de simplifier, la discussion de la courbe.
A cet effet, prenons les formules :
. ’ * = X eos* — ; Y sin«,
* • ’’ ‘ y = X sin* + Y cosd,
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qui servent à passer d'un système d'axes rectangulaires à un autre système d’axes rectangulaires, sans changer d'origine. Puisque le nouvel axe OX de» x, est la bissectrice de l'angle des axes : <t = 45°, et les formules deviennent ... «. ; •
y=(X-l-Y)Vf.
donc la courbe cherchée, rapportée aux axes YO, OX, a pour équation : .
ou» plus simplement, après toutes réductions
.(*) (3 1/2* + Su) y 1 — (3 a — x \/ï) **= 0 .
Cette équation résolue par rapport à y donne : -
y = ±- Vf
ou bien •'
Sous cette forme , on voit bien que la courbe est symétrique par rapport à l’axe OX des x-. ' +
L'équation (1) différentiéé dorme :: ’ ' • •
dy a y/lto — y» — y» -
■ ix ^2a?-t-a \/l y
d'où, en remplaçant y* et y parleurs valenrs. sans s'occuper du double signe placé devant y : * • . 1
rfy
. Occupons-nous maintenant de la discussion de la courbe. Dans l'équation de cette courbe ‘
on voit que : pour x = o, ÿ — o; et, pour .des valeurs positives de x
moindres que , y ne cesse d'être réelle. Pour x= * = °’ cl *
au delà de cette valeur de x, y ne cesse d'être imaginaire. • -, ■
■Donc : si l’on prend sur OX une longueur OA =' la edurbe part
de l’origine 0 et vient, symétriquement par rapporté OX, rejoindre OX en A, et ne dépasse pas A du côté des x positifs. a
Forme de ta courbe à C origine.
La substitution de x = e, dans ~ , donna : • * •• ' ■ *
dy 3a’ ' ‘ • '
. dx~W ~ 1
Donc, à l’origine, la tangente est inclinée de 46° sur l’aie des x, c'està-dire que les anciens axes sont tangents à la courbe.
• Forme de la. courbe en A.
La substitution de l’abaeisse x. du. point A, dans donne :
K le
dx
donc la courboest perpendiculaire, en A,’à l’axe OX. -. ■ ..
Recherche du point piaximum situé entre 0 et A.
Puisque la courbe rencontre l’axe OX en 0 et en A, il existe évidemment un point maximum dont fabscisse est comprise entre 0 et
OA
Pour ce |>oint j- =t o, l'abscisse du point maximum sera donc donnée
ajc
par l’équation :
les racines de cette équation sont :
La première racine, étant négative, ne peut convenir à la question ; la seconde, étant positiva et <04, convient seule,
Donc, si sur 04, o» prend OB ==; a. ' g; on » çu B l'abscisse du point maximum.
La substitution de x = <i. I dans y, donne l'ordonnée du point maximum M.
Cherchons maintenant la portion de la courbe située du côté des x négatifs. A cet effet, remplaçons dans y, x par — x : l’équation devient alors.: -,
Le signe ± qui était devant y est devenu donc la branche de courbe OMÀ, située du côté des-x positifs et au-dessus de l’axe des x, passe au-dessous de cet axe , du côté des x négatifs; au contraire, la branche 0M ; 4, située du côté des m positifs et au-dessous de l’axe des x, passe au-dessus de cet axe, du côté des x négatifs.
Les valeurs données à x dans (2; doivent être comptées à gauche de l’origine.
Pour toute valeur de x moindre que “ Ç/c>, !/ nc cesse d’être réelle.
Pour x — " ÿ=, y=oo,ctau delà de cette valeur, y reste constamineut
imaginaire. ’ •
Donc si l’on prend :
et si l’on mène la perpendiculaire DD' à l’axe OX ; la courbe, partant de l’origine 0, va rencontrer DD' à l’infini en restant. symétrique par rapport à l’axe 6X: et au delà de PD' if n’y a aucun point de là courbe, l-a droite PD' cet donc une asymptote de la courbe. ••
Calcul direct de (’ asymptote DD'.
Iteprenons l’équation proposée :
j^-t-x 3 - — 3 axy = o,
rapportée aux axes yo, Ox.
Celte équaiion est du troisième degré, donc ici :
(jt, ÿ) = x» + y* y«._i (x, y) = — 3 ajry.
par suite : • '
/ f x [k) =.* 3 V». ( t (k) = -3ak.
Le coefficient angulaire k de J’asymptote sera donc donné par Icquation :
* î + l = cr, ’ ’ « • ’
laquelle n’admet que la seule racine réelle, k = — 1.
Le coefficient linéaire b de l’asymptote a pour expression :
f t (k) ~ + a * 1 Tt
et pour k — *- i,
Là courbe n’a donc qu'une seule asymptote dont l’équation est :
Hf marque. — Sur la figure OP — OP' = a, et l’on voit aisément que
Aire de la courbe. — Proposons-nous de calculer l’aire de la feuille OMAM'O. — A cet effet, reprenons l'équation de la courbe rapportée aux axes yO, Ox.
• . . {r * + x 3 3aj'y = o>
Pour plus de simplicité , nous rapporterons la courbe à des coordonnées polaires, en prenant pour pôle l'origine 0, et pour axe polaire l’axe Ox; les formules de transformation sont alors :
. • * x =• rÆds i, f
y = r.sin ô.
L'équation exprimée en coordonnées polaires a donc pour expression : . ’•
r* (sin 3 0 -t- oos’fl) — 3ar } sinô cosô — o.
d’où
— ‘Oi sinfl cosi i
. . • r ~ sin’é -+- cos’â ’ . . .
et en divisant, haut et bas, par cos’ô, il vient ;
^ cos’Ô
l + tg«
or sur la figure . A, étant l’aire de la feuille OMAM'O, on a :
La substitution de r, dans cette expression, donné :
di
cos’fl , ,
il + tg’S) 4 (u)
di
cl si l.’on remarque que — , = d Ig-, on a successivement ;
('OS o
J (î+tg’e} 1
tfi’fl d tg»
_ V atg’Mtc»
= J ■ , 3 , ('f-i-ïg s «] r - •
. 1 r d'e 5 * _* ftf(n-tg>ô)
~ 3.’. J JT+ tg J »)* ~ » ‘ J 1TTW =3 / (i +te , «) _J <i'(i + tg‘«)
3' l+tg*8
Pour S «= o, ce résultat devient : — ^ + C.
Pour ê =s. j ce résultat devient : o + C.
Donc :
dû
cos-t
(l + tfê)’ 3"
l'équation (u) donne alors par substitution’ :
Telle est l'expression de Poire de la feuille ÔMAM’O. II. Construire la courbe représentée par, l’équation :
, ■ , V 4 — 9S.a ! y ! -i- lOO.aV— x* = o.
L’inspection de «elle équation, montre qpe :
'1* La cobrb.e passe par l’origine. ,
2° Ne contenant que despuissanc.es paires de x et de y,. la eourbe est Symétrique par rapport aux deux axes coordonnées.
3° L’équation ne change -pas alors qu’on y remplace x par — x et y par — ,y; donc f origine est le centre de la courbe.
équation résolue par rapport à y domne
V^lSa 8 + — iOOa’x* + a*.
La décomposition de la fonction placée sous le second radical donne , successivement :
. • = ( ar-r- 6*).{x-t- fia ).( x — 8a ).( x -f- 8a ).
donc : ...
y = -il V 48a’ +' \/ (x — 6a) .■(x-t-6/i) ."(» — 8q).(.i -+- W). . .
Le signe ^ placé devant le premier radical indique que la courbe est symétrique par rapport à l'ato des x. Nous ne nous en préoccuperons pas.
Pour a* 3= o, on trouve pour y les valeurs ; ' • -
Si donc OA = OA’ = la \/(t : Porigine et lés deux points A et A' sont les deux points de la courbe situés sur l’axe des y.
Pour des valeur» de x conqiTises entre 0 et f vï, du a pour y quatre valeurs réelles, égales, deux à deux et de signes contraires.
Déx = 6a à x = 8/i, toutes les valeurs de y sont Onaginffires: de * = 8aàx= 10a, les quatre valeurs de y sont réelles ; enfin.de x= 10./ à x = po , deux valeurs de y seules sont réelles et vont indéfiniment en
croissant.
Forme de la courbe à l'origine, %
l-a différentiation de l'équation donne :
dy _ x 3 — 5Qa ? jr dx ~ y* \8«V
Pour : x = o, y — o, devient au lieu de remplacer y par sa valeur , cherchons dans l’équation
i/ v — 96a ! y* +■ lOOa’x* — je* = o
la limite du rapport pour x = o.
La division de (1) par je 1 , donne :
( p- ) ÿ’ — 96o ! ^ + 100a 1 — je 1 = o.
pour : x =. o, y = o cette équation devient :
06a 1 Lim ( ^ J — lOOo 5 = o
d'où :
et par suite :
Lim - = + — 5=r .
Donc les tangentes à l’origine ont pour équations
if =
, Pointe maximum!. . .
Pour oes points |p = o, les abscisses de ces points sont donc données par l’équation :
x 3 — oOa 1 ® = o.
d'où :
x — O, x = ;£ ba. j/i
ANALYSE
Or 5a l/2 est plus grand que 6a, et l’on sait que de 6a à 8a les valeurs de y sont imaginaires; la solution x = o convient donc seule pour les points maximums, donc les points A et A' sont les seui$ points maximums de la courbe.
Recherche du atgtnpjolc» de la courbe.
En appliquant la méthode des asymptotes des courbes algébriques, à la courbe proposée dont l’équation
y 4 — 96a y 4- iOOa’x* ■ — x* ~ O
est du quatrième degré, on a successivement :
*«. (*, y ) = Tm— i ( *, y ) ~.o.- •
tl’où les deux racines réelles -t-1 et — 1 pour le coefficient angulaire K de l’asymptote; et, puisque le coefficient linéaire b est nul, la côurbe proposée a deux asymptotes dont les équations sont
y = «» • y — — ce.
Ces asymptotes sont les bissectrices des angles des axes.
La courbe proposée a la forme indiquée sur la figure.
III. Conttruire la cintrée représentée par l’équation
— x, la courbe cherchée est donc symétrique par rapport à l’axe des y.
Pour x = o, y = — 1.
Si donc OA =a 1, le point A est un point de la courbe.
Pour des valeurs de x < 1 ; y ne cCése d’être négatif, pour x = 1, y = o donc si OB = OB’ = 1, les points B et B' sont des points de la courbe.
Au delà de x .= 1, y devient positif: donc la courbe à partir des points B et B' passe au-dessus de l’axe des x. ’
La valeur de y peut s’écrire ainsi :
sous cette forme» on voit que pour des valeurs croissantes de x, y s'approche de l'unifé et pour x » , y = 1 -, dope si l’on mène la parallèle KK’. à l’axe des x à la distance 01* — 1,1a courbe va rencontrer cette parallèle à l’ihfiifi.
I-a droite KK’ est asymptote de la courbe
Forme de la courbe aux points A, B et B’.
l.a différentiation de Y équation de la éourbe donne : v .
dy _ • 4x dx ~ 4- 1 )*’
• du • *
Au point A : x =o, ^ =. o, la epurbe est donc tangente en A, -à la parallèle CC’ menée à l'axe des x.
Au point B : x— 1, = 1.
AupoimB’:x = — i, ^ î — < 1. . *
\» courbe, en. B et en B', est donc tangentb aux droites AB et AB".
Le point A est évidemment un point maximum..
Recherches des points d'inflexion.
L’équation de la courbe donné :
* rfy _ 4(1 — 3x a ) *
dx? (x* -+-i ) J
* O et
Pour les points d’inflexion : — o ; donc ici il existe deux points
d'inflexion dont les abscisses sont données par l'équation : 1 — 3X 5 = o.
Les coordonnées des points d'inflexion sont donc :
Au premier point d'inflexion M , la tangente a pour inclinaison
Recherche directe de l'asymptote KK\ •
L'équation de la courbe, mise sous la forme :
donne :
et pour x = x
Lim - = o.
IJasymptote est donc parallèle à l'axe (tes x.
. Cherchons maintenant le coefficient linéaire 6 de l'asymptote.
. On a : é=Lim ( y — ax). Puisque n=o, cela rerient à chercher Lim y pour x = » . Or Lim y = 1, l'asymptote de, la courbe a donc pour équation y =; 1. Ainsi nous retrouvons KK‘.
Aire de la courbe.
A étant l'aire de la courbe comprise entre l'axe des x et l’arc BAB\ on a :
La substitution de 1 / donne successivement :
r , ^v— 1 )dx r[x*+ « r **
J » " X = J L Wr = J ~Wi — 2 y TS?
* x — 2 arc tg-x -+- C. ’
• ( * pour x = o, cette intégrale devient C. ,
pour x = 1, «lie devient; 1 — -J + C. » •
Donc:
Remarque I, — L’aire. ^ représente la surface du demi-cercle dé- %■ , *
crit sur BB' comme diamètre; donc la surface de la courbe B'AB est égaie à celle du demi-cercle, moins le carré du rayon OA, c’est-à-dire que l’aire-comprise entre Je demi-cercle et l'arc BAB' est commcnsurablè.
Remarque 11. — Proposons-nous de calculer Paire de la courbe comprise entre la parallèle UK, à l’axé des x, la parallèle BU à Taxe des y et la branche infinie qui part de B.
A cet effet, transportons les axes parallèlement à eux-mêmes au point U dont les coordonnées sont x =» 1, y = 1.
Rapportée aux-nouveaux axes YU, UK l’équation de la courba devient :
J 1 ~ (jT-t-lj’rt-l’
ou plus simplement :
9 = (x + l) 1 + r L’aire cherchée a pour expression :
J ,J ~ l {x+ir+i= J 1 -+- (x-t-i)’
or :
J (x + lj*+l
. Ç d (x-t-1). = et puisque pour x = x . arc Ig àc =j, on a
• le
(ï+lji = arc tg (* 4- 1) + C.
Cette 'équation ne contient l’angle 6 que par son sinns, il en' résulte que la courbe (]u'elle représente est symétrique par rapport à la perpendiculaire KK’ menée au pôle sur l’trçe polaire Par.
ir 3
Il suffira donc de donner à 0 des valeurs' de 0 à ^ et cjp-g it à 2t. -,
Pour 0«= o, r = 1 ; si donc PA = 1, A est un point de la courbe.
Pour des valeurs de é, comprises entre 0 et r croît positivement de 1 à l’infini.
Pour 6 = J , r = » .
Sj donc on fait en P un angle yPa> = 30*, il s’agit de savoir laquelle des droijes, Py ou une parallèle à Py, est asymptote de‘la courbe.
Cherchons donc la limite de l’expression rsin ! fi — 30”) pour 0 ±= 30”; on a :
r sin (£ — 30”)
sin (0 — 30* ■ 1 — 2 sinS
Pour A = 30°, ïe second membre devient eu appliquant ici la règle connue pour la recherche des expressions de ce genre , on trouve :
t • r ■■ I A «IV, \ 1 COS ( A — 30° ) Lun [rsin(fl 30")] = • ZTïTosSÔ*
Donc : si sur Py et au-dessous de cette ligne, on mène à eette ligne la
parallèle aa' distante de — î-= , la droite aa' esi urie asymptote de la
courbe. • . ... j »
Au delà de A = g , r devient négatif , les poiuts correspondants de la
courbe seront donc situés dans l'angle y'PK' , noiis u’avons pas à nous en occuper , puisque noüs l'avons dit plus haut , il Suffit de déterminer les points de la courbe, situés à droite de la perpendiculaire KK'.'
Pour A = g, r = — 1 : donc en prenant PB = 1, on a e» B un point
de la courbe, ce point appartient à la branche située dans l’angle y'PK’.
De S a?’ à- A c= ^ -t- ^ , r est négatif et les points correspondants r de
la courbe sont situés dans l’angle rPy". >J -
Pour A = t — g, sinA = ^, r = ao , et l’on trouve Comme précédemment que la parallèle JJ’, menée à Py", au-dessous de celte ligne et à
une distance égale à est asymptote de la cotfrtoe.
De * — g à *•, r redevient positif et les. points correspondante de la
courbe sont situés dans l'angle y"'Vx ; nous n’avons pas à nous en occuper.
De j vki t, A est négatif et r devient
t T 1+2 sinA '
Pour A = ^ -m, r — g; si donc l’on prend OB' = g,/ on a en B’ un
point de la courbe; A croissant de à 2 t, r croit de g à I; la courbe revient ainsi en A.‘
A droite de KK', on a les deqx branches de courbe B'AU et BU’.
Lâ courbe totale se compose donc des deux branches infinies .tracées sur la figure.
Celle courbe est une hyperbole équilatère dont l’un des foyers est le pôle.
Forme de la courbe en RrlinB'.
L’équation proposée donne par la différentiation :
• ‘ r. d) ... t — 2 sinô .
— J— ou Ig V = — r — .
, dr 2co»0 • , .
Au point B, 0 = ^-, cos0 = o, tgV = <*> ; en B’, 0 = g t, co«0 = o, tgV = ®. * .
Donc, en ces points, les tangentes sont perpendiculaires aux rayons vecteurs, c'est-à-dire que les tangentes, en ces points, sont parallèles à l'axe polaire.
• Aire de la courbe.
L'aire A d'une courbe exprimée en coordonnées polaires a pour ex-
pression A = g J r 3 A0, et, puisque ici ne f ^ g . — , il s'agit de cal-
culer :
• J ( t — 2sj
■ üsjné ) r
A cet effet, posons 0 =90* — % ; alors d0 = — dç, par suite- /(l— 2sin0P ~ — /( 1— 2cosv)’- * ^
Soit tg | = s; d'où :
COS 1 J
et par suite : -
2 dz
df - TÏV ’ “ co ? 2 “ si,,î I = ~1 + 7 " .
L’équation (1) devient donc, par substitution.
di / 1-^3*.' / i{t+x*) dz.
et . si l'on pose s = , d’où rf» = -^= , il Vient :
C <, _ CÙitft i"
t (1 — 2iin(l^ 31 ’f (u* —
• . i . / (3 + «*j du ■
La question revient donc i-intégrer nous a ^ ons n ’ BI *
placer 1 exçrewon fracbonnatre fjî .= fi y -+rif m Mne
somme de fractions rationnelles : '
à cet effef , posons - : ; !..
A, B, C, D étant des nombres indéterminés. . .
En réduisant au même dénominateur, il vient : •
3 -T «’ =: A <»—♦)* 4- B [u +■ 1) (u — 1)» -f-'E (u 4- 1 Y + D'n— 1 )'(* -h 1 )*; ou bien : » . ■; ' ;• v . , •
3+w 1 = A (* — l) 1 + B(u*— tH»— >) -t-.C (“ -H »)' -+- D(« J — 1) '“ + <)•
et' en effectuant lès calculs indiqués, puis faisant tout panser dans le second membre :
analyse. :M>
£ette équation dort être satisfaite , quelle que soit la valeur donnée à u; donc, pour déterminer A, B, C, D, on a les relations :
On en tire : •
A =» C, à cause de (<c) et de (1)
l’addition- ét la soustraction de (C) ét de 1/) donnent, à cause de (I) :
et à cause de .(et) :
te substitution des valeurs de A, B, C, D dans (m) donne :
■ 8-rf--* * 1 | 1 1 '| * 1 4- t- '
(u-^ 1)* (*4-7)* ~ (u-t-lf 2 « -4- 1 . — 1 :
et par suite : • .
J( u — 1) d(u— 1) — | log(w
D’où :
Et, puisque :
on tire :
“•= v/5- te (w-| )■
On a donc Hnalement :
.r d6 2 [«Vâtg (•«•-!)
3 V 5 l 3%I ( 4Sb _|)_ 1
\/3tg(45»-|) +1
l/5tfi.(48*-4)-l
. -Cette formule permettra d’achçver la détermination complète de l'aire de la courbe. ' . '< \
Remarque ■*- On trouverait plus aisément l’airç de la courbe
r = — — J-4 — , en rapportant «ette courbe à des' coordonnées recti- 1 — 2. stn 9 ^ r ,
- lignes. En prenant l’axe polaire pour àxe îles x, et la perpendiculaire élevée au pôlfe sur cet axe, pour axe des y ; la courbe proposée a pour équation: • .• ... ’
• .. . 3y J r—. -f- iy -+- ,1 = o. *
Construire ta eourbe reprétentée par l'équation ) . -r
. ' . . a cos 29
Pour 9=-o, r«==ae ; il s’agit de savoir si c’est l'axe polaire Pa:, ou une parallèle à cet axe, qui est asymptote de la courbe.
• A cet effet, cherchons Lipi r sin 9, pour 9 = o.; on a :
Lim r sio9 *= Lim à cos «9 = a, pour l?o.
si donc, au-dessus de l’axe polaire et parallèlement à cet axe, on mène là parallèle KK' à la distance PA = a, la droite Kk' est asymptote de la courbe. , •
Pour dés valeurs croissantes de 3 , comprises entre 0 et 45", r va en' diminuant et en restant positif; pour 3 = 45°, cos 23 = o, r = o. La courbe passe donc eu P. (
De 45° à 90° , cos -23 devient négatif . sin0 est positif, le rayon vecteur est donc négatif, il est croissant en valeur absolue; donc, de 45° à 90° , là confbe passe au-dessous de l’axe polaire et se trouve dans J r ângle B Pi/’ ; pour 3 = 90° , cos 2; =± — 1 , r — — n; si donc, l’-on prend PA' = PA on a en A' un point de la eourbe.
De S’= 90- 1 à 0 = 90° ■+• 45°, cds 21 est négatif, sin0 est positif; donc, la courbe reste au-dessous de l’axe polaire et .entre Ges limites , elle se trouve CQtnprise dans l’angle li'Piy". Le rayon vecteur décroît en valeur absolue çt pour ê = 90° ; 45°, ‘cos 23 = o, r tz. o ; la courbç repasse donc au pôle.’
Pour des valeurs de 3 comprises entre 90°+ 45° et 180°, pos23 redevient positif, siné est aussi positif, le rayon vecteur l’est donc aussi: entre ces limites, il est croissant et pttur 3 —.180°, r = «C L» courbe est donc comprise dans l’angle.y"'P.r' , et l’on voit , comme ci-dessus , qu elle est asymptote de la parallèle KK'. . *
De 6 = 180° à 0 = 38Oe, cos 23 va repasser par les mêmes valeurs que nous venons de considérer, sin 3 reprend aussi les mêmes valeurs absolues négatives. On retrouve donc de 180° à 360° la même courbe, seulement elle se trouve symétriquement placée par rapport à Taxe polaire; cette nouvelle branche passe en A et elle a deux branches iith'nies asymptotes de la parallèle VV”, menée par à' à l’axe polaire.
forint de In courbe au pote I’, en A* et en \.
l/équation do la courbe donne par différentiation :
■dù 1 gin*j _
dr -ri ’ cosfi. cos2ô + 2 sin{. sut 28
t sht» 8
a cos 8 + sia ô.sin 2j ' .
d'où :
r rf8 * y _ . ’ sin 8 cos28
dr ° U — cos 8-t- sin.S'sin 2j
Au pèle P, S = V5°, tg V = o ; donc, au pôle, la courbe est tangente à la bissectrice Py de l’angle APjh ,
En A', 8 = 90°, .cos 28 — — 1 , cos ê = o, sîn 28 = .o; par suite, tg V = » , la courbe est donc en A', tangéntc à la parallèle IT, menée à- l’axe polaire.
De même, la courbe est tangente en A à la parallèle IHJ*. La courbe a donc la forme indiquée sur la figure
Le pôle esf un point multiple et chacune des quatre hranches qui y passent ost respectivement tangente aux-droites.yy', y”y'".
Aire de la courbe.
Proposons-nous de calculer l’aire A dit folium PmA'm'P; celle aire sera donnée par l’expression :
r 1 di.
car sur la figure aire PmA'm'P zz 2. aire Pm'A’ Cherchons d’abord l'intégrale indéfinie :
I t la il cos 1 2 ) d)
J .1 stn J j
à cet effet, on a successivement : •
“ cos 1 26 dS C ( 1 — sin 1 26 ).dè '
Ç cos 1 2 6 d6 _ r I
J sin 1 6 J
sin* 6
— f pun* 29.49 _
J sin* 5 J sin* 9
r 4 sin* 9. cos 1 6-di cot 6 — J -
sin 1 6
= — cot fl — 4. J' cos* 6.d6.
Mais on a trouvé ( iutég. III , page 169 ) :
cos 1 6.d6 — g sin 9- cos 9 + g-
Hotte par substitution :
f cos 1 29. 49 • . . o « «
/ — . j— = — cot 9 — 2 stn 9. cos 9 — J sin J 9
cl eu portant cette valeur dans (m) il vient :
■ r J' r*.49 = — a* [ cot 9 4- sin 29 4- 29 | 4- C.
Pour 9 = r , cette intégrale devient :
Pour 9 = g, dette intégrale devient
"Par suite :
Telle est l'expression de l’aire cherchée.
DD CBÎtTRE DES COURBES. i .
On appelle centre d’une courbe, un point tel que tonte sécante passant par ce point, rencontre la Courbe en des points qui sont deux à deux équidistants de ce point.
Il résulte de cette définition que si l'origine des coordonnées est placée au centre dStne courbe quelconque, l’équation de la courbe ne sera pas
altérée lorsqu’on y remplacera respectivement x et y par — x et par — y.
En effet, soit une corde MM d’une courbe passant par le centre 0 de cette courbe ; le point 0 est supposé l'origine des coordonnées.
Puisque 0 est lé centre de la courbe, on a :
MO =0M
Par suite, les triangles MOP, M’OP sont égaux comme ayant un côté égal adjacent à deux angles égaux;
donc : •
mp = mr, op = 0P'.
Lés coordonnées du ppint M' sont donc égales à celles du point M, et elles sont de signes contraires.
Donc, si x, y sont les coordonnées du point M, — x et — y sont oclles de M'; et puisque M et M' sont deux points de la-coorbe, les coordonnées x, y et — x, — y satisferont à l'équation de eeite courbe.
La réciproque, est vraie, - c’est-à-dire que :
Si l’équation d'une courbe ne change pas alors qu’on y rêm place et y par — x et par — y, l'origine- est le centre d/e la courbe. •
Donc pour obtenir les coordonnées inconhues a et 6 du centre d’une courbe, dont l'équation est f{x, y) = o, nous transporterons les axes parallèlement à eux-mêmes au point dont les coordonnées sont a et b ; l'équation de la courbe par rapport aux nouveaux axes serir"
()n profitera 'de l'indétermination des quantités a et é, pour faire disparaître les termes du degré impair si l’équation est de degré pair ou les termes de degré pair si l’équation est de degré impair.
Les' éqaatiofls de condition ainsi déicrminéas feront connaître, a et b.
La courbe proposée aura donc on centra on n’en aura pas, suivant
que l'on pourra tirer de ces équations des valeurs réelles et finies pour a et b, ou que les équations de condition seront incompatibles.
Si les équations sont indéterminées, il y aura une infinité de centres.
Il résulte de ees considérations que si l’équation d'une courbe est de (Jejjrè impair, sou centre, s’il y eu a un, se trouve sur celte courbe, car l’équation ne devra pas contenir de terme indépendant des variables x et y. - . ..
Ainsi, la courbe y = x 3 a pour centre l'origine -
Kn appliquant la marche, que nous venons d’indiquer pour déterminer le centre, au* courbes du deuxième degré, on a vu que parmi ces courbes, l'ellipse et l’hyperbole seules ont un centre.
Si une courbe a deux centre p, elle en a une infinité, tous situés nu r Ut ligne qui joinj ees deux rentres.
Supposons que 0 et 0’ soient deu* centres d’ùnc même courbe. Menons une sécante quelconque -AB, par le premier centre O; alors AO ==OB, et si Ton joint AO' et BO' et que l’on prolonge «le telle sorte
Les points A'. et B’, appartiendront à la courbe, puisque 0’ est aussi un autre. . •
^ -En. joignant A'B' on obtient donc une corde quelconque de la courbe et puisque cette, corde est divisée en O" eu deux parties égales, il en résulte que le troisième point 0" esl aussi un centre de la courbe. . . • - .. r
Des .centres 0 et 0" ou des centres O' et 0”, on déduira un quatrième centre et ainsi de suite. . • , ••
Remarquons ici que, dans ce cas, on trouve une infinité de point s de la courbe , situés sur les deux |>arallèles AA’ et BB menées à la ligne qui joint les centres. . _ ^ . .
D’où il résulte que : les courbes algébriques ’nr peurenj avoir qu’un centre, car une courbe algébrique né pçut être rencontrée par une ligne droite qu'en un nombre déterminé de points (autant de points qu'il y a d'urdtés dans le. degré (le son équation ).
La courbe transcendante ;/=sin r, a une infinité 3ê centres, lesquels
que l'on ait : * ' .
■ 0'A' = OiB,
sont sur l’axe des x, aux points dbnf lé* sttSHSS® Sbftt x ëi K.» tpi te lieu de ses points maximum forme l'ensemble de deux droites parallèles à la ligne des centres.
. DES DIAMÈTRES î> UNE COLRBE.
Par dtamètre d’une courbe, on entend le lieu géométrique des milieux des cordes de cetto courbe, parallèles à une direction donnée.
Chercher le diamètre d’une courbe, c’est résoudre la question sui-
La direction m d’tfne droite y=fnx+n et l'équation f(x,y)=o d'une courbe , étant données ; trouver le lien des milieux de toutes les cordes de la courbe, praralièies à la direction, donnée.
Soit AA' la courbe dont l’équation est f[x, y) = o\ soit BC une corde de cette courbe parallèle à __ la direction donnée.
* SI l’on transporte IS axés parallèlerftent fi éux-mèhiès au point milieu M de cette corde, l’équation de la bourbe rapportée aux nouveaux axes est ’ . •
f,[cc-è-x", y -+- y') = o.
x et y’ représentant les coordonnées du point milièu .M. L’équation de la corde BC est alors y = mat, puisque M est l’origine.
Le& coordonnées des point# B et C d’intersection de ia courbe ({jc + x\ y + y' } = o et de la droite y = wx sont donc égales et de signes contraires puisque M est l’origine.
Ces. coordonnées sont données par ia résolution des 'équations :
f fx H- y -4- y' ) = o.
y nue . •
L’élimination de y entre ces deux équations donne l’équation :
(\fX ■+- x’, mX 4- y' ) = u.
laquelle a pour racine# les abscisses des points B èi, C ; .4! I’6rt V Vtprime que les racines sont égaies et de signes cotrtfaires, t>rt arrivera à
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vante :
iy
une équation ;.ne eèntenantque x', y' et m
laquelle est une relation entre les coordonnées du point milieu d'une corde quelconque parallèle à la direction m.
Cette équation est donc celle du diamètre cherché.
DES DIAMÈTRES DES COURBES DU DEUXIÈME DEGRÉ
Soit :
Alors :
f ( x, y ) = <iy* -J- bxy + ex 1 -4- dy 4- ex -t- f= o.
f[x+x‘, «w+i/)= am 5 -+- bm
x’-+- (2a y' -H bx' + d ) m +by'+2cx'+e
x-|-ay'* ’+bx y -hc*” +dÿ +cx'
Pour que les racines de celte éqnatioti (i) soient égales et de signes contraires, il faut que l’oi) ail ■
( 2ay' 4- bx' +'d ) m -t- &y' -(- 2c^ 4- e = ot ’• *
L’équation des diamètres des cordes parallèles à la direction ni est donc . ’ •
( 2ay M- bx + d ) m -H 6y 4- 2 ci + e = o. ....... (2)
Cette équation est du premier degré; dotic :
Les diamètre s des courbes du deuxième degré font de* ligne» droite», en nombre illimité car m est arbitraire.
L’équation (2) peut s’écrire ainsi ; ,
df . df
m dy + dï = 0 -
Cette équation est donc satisfaite pour les valeurs de x et de y, tirées des équations ;
lesquelles donnent les coordonnées du centre. Donc
Les diamètres det courbes du deuxième degré passent tous par l* centre.
L’équation (3) donne :
d.r dy
df dx‘
Donc : la tanyenu à une courbe du deuxième degré ut parallèle aux cordes que ce diamètre divise en parties égales. > \ ,
Ru mettant l’équation du diamètre sous la forme y == ax 4 - b, on trouve que son coefficient angulaire k est :
bm -+• 2 c 2a m -t- A'
Dans le cas de la parabole, b’ 1 — 4 ac = o, d’où 2e = ; en sorte
que ponr les diamètres de cette courbe, on a :
bm + .g- . .
Donc : lu diamètru de la parabole sont parallèles
DES DIAMÈTRES CONJUGUES DANS LES'CÜURBBS DU DEUXIÈME DEGRÉ
Soient m et m' les directions des cordes vjue divisent en parties égales deux diamètres et soit k le coefficient angulaire du premier diamètre ; alors : _
‘ , _ , . bm -t-. 2 c
* • K ~ ~~ 2rfm-4-A‘
Si ces 'diamètres sont conjugués, c'est-à-dire, si l'un est parallèle aux cordes que l’autre divise en parties égales, et réciproquement, è — m! et l’on a : »
, _• Am 4 - 2c
d’où :
2am m' + A,( m 4 - m' ) 4 - 2c = o.
Telle est la-relation qui existe entre les directions de deux diamètres conjugués. Cette relation étant unique entre m et m', H en résulte que les coùrbes du deuxième degré, à l’exclusion de la parabole, ont une infinité de diamètres conjugués.. Ce. que l’on savait déjà.
DES AIES. DANS LES COURBES DU DEUXIÈME DEGRÉ
On appelle axe d'une courbe, le diamètre de celte courbe perpendiculaire aux cordes parallèles qu’il divise on parties égales Si un diamètre dont la direction est perpendiculaire aux cordes parallèles, de direction m, qu'il divise en parties égales: cm a, en supposant les axes rectangulaires :
et par suite :
(-Esr+jJ
Telle est l'équation dont les racines sont les directions des cordes que les axes divisent en parties égales. Cette équation ayant ses racines réciproques et de signes contraires, on peut la considérer comme ayant pour racines les directions des axes.
Donc : Ut courbes du deuxième degré n'ont que deux ùçet lesquel * te coupent d/roit. . , .......
La parabole n'a qu'un axe dont l'équation est :
' ■ 'h hc +iad
y ~ “ Sr* 6* + 4a» - • :
En- effet, si b* — bac — o, les racines de l'équation [»} sont — ~ et
y e| la première de ces racines rend iufinie l'ordonnée à l’origine du second axe. • •
CONTACT DES COURUES fLANES.
Dé finition. ilct infiniment petits de divers ordres.
Si l’on coMsidère plusieurs iufiiuuieut petits dépendant les uns des autres, de, telle sorte que l’un étant déterminé, tous les apires le soieqt, Ct que |'on en prenne un en .particulier pour j rapporter toits les autres; on appelle : in/inwept. petits du. premier ordre, cçyxdoi^l tes rapports avec
celui-là auront des limites finies; infiniment petits du second ordre, ceux dont Ips rapports avec le même infininicut petit principal seront des infiniment petits du premier ordre ; infiniment petits du troisième ordre, ceux dont le# rapports avec l’irifiniment petit principal seront des infiniment petits du second ordre; et en général, on appellera infiniment petits de l'ordre u, ceux dont les rapports avec .('infiniment petit principal seront des infiniment petits de l'ordre n — 1.
Il est facile d'exprimer les infiniment petits de divers ordres au moyen île l’infiuiment petit principal.
En effet, désignons par a l'infiniment petit principal; soit C un infiniment petit 'du premier ordre ; par définition, la limite du rapport
- est une quantité finie, que nous appellerons K, en sorte que l'on a-:
» tendant vers zéro en même temps que <t.
L’expression de tout -infiniment petit du premier ordre Sera donc de la forme # • . '
a> étant infiniment petit et K étant une quantité finie.
Soit y un infiniment petit du second ordre, le rapport de y à t'infinimenl petit principal * devant être du premier ordre, on aura :
— ~ et. ( .K -4- 0) ).
• if (l t 0
L'expression de tout infiniment petit du second ordre sera donc de la forme :
En cimtii.Hiaut aiusi» on reconnaît que la forme généjrale des infiniment petits de l'ordre n est :
« étant infinimeul petit, et K étant une quantité Unie.
Théorie des contacts.
Soient deux courbes dont les équations sont :
y=/(*)etY = F(*);
supposons que ces courbes se coupent en un point M, dont l'abscisse est x = OP. •
Soit $ ( x ; la différence
Pour un accroissement xx de x, on a sur la figure :
KH = y — Y = f[x + xx) — x 4- ax ) = *.(x-t- Ax ). et d’après la .série de Taylor :
AX* ,, , , XX
KH = $ (x) +- xx. ç' (a-) -t- 9 “ (x)
xx" +*
ou bien :
xx"
KH = * (x) -+- ax. ?’ (x) 4- ^ î" (x) + t" l*) +
- H ^ + ' (li0tîj + H’
Par définition : on dit que deux courbes ont un contact de l’ordre «, en un point lorsque la différence KH de leurs ordonnées est un infiniment petit de l’ordre n 4 - 1 dans le voisinage de ce point. Il faut donc que la différence KH de leurs Ordonnées se, réduise à :
KH = ^ + '(ox:
I.AXJ
cl cela quel que soit ax; puisque ax est ici un infiniment petit principal, lequel est indéterminé et a pour limite zéro.
be contact de l’ordre n des deux courbes proposées est donc établi par les équations :
lesquelles reviennent aux suivantes :
f (*) = F (ar).
rw=F”(4
/•(*) = F -(jc).
Donc: pour yu« deux cou rie f aient en un point, un confact de tordre n, il faut que le» fonction» qui représentent leur» ordonnée* et le» n premières dérivée» de res fonctions deviennent égales lorsqu'on y remplace les coordonnées variables, par les coordonnées particulières du point où l’on veut établir le contact.
Remarque I. — Si deux courbes A'AjB'B se coupent en un point M et ont en ce point un contact de l’ordre n; il est évident qu’une troisième courbe MG passant par M ne pourra se trouver entre les deux courbes AA’ et Blf, sans avoir avec chacune d’elles un contact d’un ordre supérieur à n, car avec chacune d’elles la différence des ordonnées sera encore plus petite.
Remarque II. . — L’expression de la différence des ordonnées de. deux courbes y = f[x J, y = F (x) dans le voisinage d’un point, dont le con>tact est de l’ordre n :
KH =^y
montre que si le contact est d’ordre impair, " KH ne changera pas de signe avec a*: par sujte les deux courbes se toucheront sans se couper. C’est ce qui a lieu pour la ligne droite, excepté aux points d’inflexion.
Si au contraire le contact est d’un ordre pair,' KH change de signe avec ax et dans ce cas les deux courbes se coupent.
la tiifférenpe KH des ordonnées peut être considérée comme l’ordpnn ée de la première courbe comptée *à partir de la seconde courbe.
Lorsqu'une courbe y — F (x) a un contact de l'ordre n avec une -autre couebe y = f(. r) ; on dit que ces deux courbes ont une osculation de l'ordre n et la courbe y —l (x) prend le nom de courbe osculatrice.
Un contact tîc l'ordre n donne lieu i\ n + 1 équations.
Par suite si l'équation y =s F (a 1 ), contient «4-1 constantes indéterminées, on pourra déterminer ces constantes en exprimant que celte courbe, a un contact de l'ordre «, avec une courbe y — f (x) en un point x, y' de cette dernière courbe.
Les n -f- 1 équations qui serviront à déterminer les « 4- 1 constantes de la courbe y = F ^x) seront les suivantes :
FW =/■(*'). F , {«’)=r(*'i. F-(x') F ■‘{J)xxf(x-).
on les a obtenues ci-dessus.
Les courbes les plus simples que l'on puisse mettre en contact avec une courbe donnée, sont tes courbes dites paraboliqute, lesquelles sont renfermées dans l'équation générale :
y — K 4- Bx» 4- Cx* +- ..... +' K.**.
Droite osrulatt icè.
L’équation d’une droite est y s= ax 4 - 6, il n’y entre que deux constantes; une droite, ne peut donc avoir avec une courbe f(x, y) = o qu’un contact du premier ordre.
Pour établir ce coutact en uq point x', y’ de la courbe proposée, nous aurons les équations :
y' = dx‘ 4- b.
SF “ ai
rfy'
Le rajpport . étant tiré de l’équation de la courbe exprimera l é-
glilité des dérivées du premier ordre dé la courbé et de la droite. *
La substitution des valeurs de a et de b tirées des équations (1) et (2) dans l'équation y = ax 4 - b, donne pour l’équation de la droite osculatrice : '
. _ rf.*/
ds'
, rfy’ ,
Ladroite osculalrice en un point i',y’ d’une edurbe est donc la tangente en ce point ; car est tirée de l’équation f {r, y) = o de la courbe.
. ■ Cercle otru/uteur:
L’ équation générale du cercle est ( x — * )? 4- ( y — C J* = R*, il n’y entre (pie trois constantes «, c et R ; k v cercle ne peut doue avoir avec
une coorbe donnée f (x, y)~o en un point donné ÿ qu’on contact du second ordre.
L’équation du cercle et les deux équations qu’on obtient en la diffëremiant deux fois, donnent les trois équations :
[x — *) + (y — Ç) d ~2=zo.
Si dans ces trois équations, on exprime que tes coordonnées x, y sont celles du point particulier af, y' de la courbe, et que les dérivées première et deuxième sont tirées de l'équation f ( x, y ) = o de la
courbe ; on aura les trois équations :
(«r-.p-Hy’-cp-R*! (1)
.'+S + (»'-og,=° ;« _
lesquelles expriment tes trois conditions nécessaires au contact' du secoud ordre entre le cercle et la courbe. Ces équation» feront donc connaître : les coordonnées a. et C du centre et le rayon R du cercle oscillateur. *
Les équations (2) et (3) feront connaître les coordonnées « et C du centre ; la substitution des valeurs de a et de C dans la première fera connaître le rayon R.
Avant de passer outre, rappelons encore que dans les équationg (2) et (3) les dérivées première et seconde sont tirées de l’équa-
tion f (x, y) — o de la courbe proposée.
Calcul du a, C et R. . • •
Les équations (2) et (3J donnent :
dy" 1 . dy' 1
VV
a-X. . rf!ÿ ,
j ’• dj J1 ' '• . ' (&'*
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Et en portant les valeurs de x' — « et y’ C dans (i), on trouve :
(* + ~dh) d lï
Ax"
Telles sont les valeurs des coordonnées du centre et du rayon du cercle osculateur d’une courbe f[x, y ) = o, en un point x\ y' de cette courbe.
Propriété du cercle osculateur. . .
Le contact du cercle osculateur est du deuxième ordre, donc le cercle osculateur coupe la courbe ( page 295, Item. Il ).
L’équation (2) montre que les coordonnées a et C du centre satisfont
à l’équation (x — x' ) -f- ( y — y r ) =0 de la normale au point
x', y' de la courbe ; donc
Le centre du cercle osculateur en un point d’une courbe est sur la normale de ce point.
Les longueurs x 1 — a, y' — C représentent évidemment, les projections du rayon du cercle oscillateur sur les axes coordonnés; elles indiquent ainsi de quel côté du point de contact se trouve le -centre du cercle osculateur.
: L’équation < . " . "
montre .que y' — Cet ~y- t sont de signes contraires.
dV .
En discutant sur les signes des quantités' y' et- on ‘ voit que le
centre du cercle osculateur est 'toujours situé dans la concavité de la courbe. L’expression du rayon
montre quef si est nulle ou infinie, R est infini on nul. .
Si la dérivée seconde est nulle ou infinie, il y a inflexion , c’est-
à-dire qu'aux point* dinflcxionle rayon du rtrcU oiculateur eit nul ou
infini .
Le cèrcle de courbure et le cercle oscvlatcur en un même point d'une courbe tant identique.!. '
Ces deux cercles onl môme rayon, car tous deuxont pour expression
SS
dx ’■
De plus, leurs centres sont tous deux sür la normale du point considéré et dans la concavité de la courbe.
Ces deux cercles ont donc même rayon et même centre ; par suite ces cercles sont identiques.
ÉQUATIOX Dt U DÉVELOPPÉE.
Si entre leé trois équations
. ... dy " 1
1 + dU +l .
dans lesquelles : a et Ç sont les coordonnées du centre du cercle de courbure en un point, particulier x\ y' de. la courbe f[x, on éli-
mine x' et y'; on arrivera à unb équation ç { «, C ) laquelle sera le lieu des centres de coutbure.
Un tel lieu prend le nom de développée de la courbe f [x, y) — o.
■ • I. Propriété! de la développée' d’une eburbe.'
Les équations :
dy" 1 . <Py’
1 + dï’~* (y ~ C] dh-°-
qui servent à déterminer les coordonnées a, C du centre de courbure ou du point de la développée, correspondant au point (x', ÿ' ) de la
courbe donnée f(x, y) — o, ont lieu quel que soit le point considéré ; si donc l’on donne & x' un accroissement infiniment petit, les quantités y', u. et£ qui varient avec x (*) et qui par conséquent sont fonctions de x' prendront des accroissements correspondants et les équations (t) et (2) seront encore satisfaites ; les accroissements de leur premier membre seront donc nuis et par suite leurs dérivées par rapport & x'.
L’équation (t) différentiée, en considérant y’, a et C comme fonctions dV, donne :
_eygf+(V-*) g = o.
d’où :
iï. + (v_ei -4- ^
rfx- ‘ dx" 1 ^ dx" 1 dx‘ dx‘
Et à cause de l’équation (2) :
d’où :
du dC dy'
dx' dx' ■ 4 dx'
de.' dx
Cette équation montre que : le rayon de courbure ou la norihale en un point de la courbe f[x, y) xz'O, est tanyent à sa développée au centre de courbure.
Cette propriété pouvait se déduire à priori de ce fait, que le centre de courbure en un point est la limite du point de rencontre de la normale eu ce point et de la normale infiniment voisine ( page i46, 1°).
IJ. Reprenons l’équation •
*’ étant variable, les quantités y’, a, C et R sont fonctions de x'.
En différentiant cette équation, il vient : .
f x 1 — « ) dx — (pc — a)ttu~h(y‘ — C ) dy' — fy’ — 6) dC zx R.t/R. d’où :
Or, les coordonnées #, C du centre de courbure, sont données par
(*; En effet, si l’on donne à j- un accroissement, on obtient on nouveau point de la courbe x, y )= o, «t à ce nouveau point correspond un uouveau point sur la développée. •
les équations :
4 dy'* . , 0 \ d *i/ •
1 + 5 Ji + (y-C) dj ,,= o.
L'équation précédente devient donc à cause de (1) :
-(* ïp-(»
dC
dx'
H. dH dx'
On vient, de démontrer la relation — -- on sorte que Toqua*
lion (1) devient : .
et si l’on résout les deux éqdations :
de 4
d: R. dit
dx'
en y considérant x' — a et y' — C comme inconnues, on trouve successivement :
, , /d**4-dCV „ rfR .. . , . • R.dR.d:
La substitution de cette valeur de y ' — î dans la première équation (a)' donne :
R.dR.d*
; '* • * d^Trfë**
Et si Ton porte les valeurs de x’ — « et de y' — C dans l'équation • '
il vient après réduction : •
dR !
. ’ d«? -t- dC !
d’où :
dR =
Or si Ton appelle «■ Tare de la développée dontlequation esl % (*j C )
dr = v/rf* 1 + d(,\
on. a ( page 143 ) :
par suite :
d, = dit.
d’où, en intégrant, il vient R' et R* étant les rayons de courbure extrêmes de l’arc i
c’est-à-dire que :
Un arc de la développée d'une courbe est égal à la différence des rayons de courbure de celte courbe, situés ou r extrémités de cet arc.
Si donc l’on considère un arc de l courbe AB dont l'arc correspondant de
la développée est ab ; les normales extrêmes de l’arc AB sont Ao et Bé; et l’on a :
. arc ab = Ri — A a.
Par suite , si l’on conçoit un fil inextensible tendu en B suivant B6; en enroulant ce fil sur la développée ab, de telle sorte qu’il lui soit constamment tangent, son extrémité B décrira la courbe AB.
C’est celte propriété qui a fait donner le nom do développée d’une courbe au lieu géométrique -de ses centres de courbure.
Appuçations. — Déterminer les ilévrkppécs des courbes du deuxième degré fl leurs rayons de courbure.
Avant de passer outre, rappelons les formules trouvées ci-dessus :
dx*
ePy
dy
x — a = — dx
Te*
lx ï )
dx 1
lesquelles ont lieu pour un point*, y d une courbe, correspondant au ppint a, C de sa développée.
R est le rayon de courbure îtu point *, ÿde la courbe.
Rayon de courbure et développée de l'ettipse
L'équation o’y ! 4- IPx’ = aV de l'ellipse, donne en la différentiant deux fois, et en y considérant x, comme variable indépendante :
a*y dy 4- b’x dx = o d’où : — -*• (1)
à * dy * 4 a’y <Py + 4 3 dx 1 = o.
Cette dernière' équation donne successivement à cause de (4) :
d’y dx *
AL
dy’
ydx’
aWy * + b*x* . b’ (a*y* 4- b*x’)
Et puisque : o'y ! + b’x* — a’b’,
La substitution des Valeurs tronvées pour Zp dans l'expression de R, donne puisque R est une valeur absolue :
( 1 + iiv).
(a*y ! H- 6*x 5 ) : . ’ ô*fc*
Telle est l'expression du rayon de courbure de l’ellipse. dr
aurons :
Substituons les valeurs de et dans y — C et x — r <t, naus
fc'x* '
, _ ay
y ~ — zr
ay
(ay + 4*x 1 ) y ' « 2 4**
fc’-r (a*y’ + y . • (a*)/ 1 4- b’x’) x , ,
x a ~ «*» ' nV,*- ^ u v;i r ‘ W)
L’équation a 1 y* 4- 4*** = oV donne :
6‘jc 1 — a’b* — a’b’y 1 , a*y* = a*t* — aPb’x*.
Afin d’élimifier x dans (p ) et y dans ), portons dans ces équations les valeurs b'x 1 et o*y* ainsi obtenues, nous aurons d'abord dans (p) :
_ /• _ ( a V "+• a? 6' — fl’i’y 3 ) y
J b ’ — • —————J ST"."'
d'où :
et en posant a 1 — ii*ï= e 3 ,
— Z = —jjr'J J d’où y =■
puis dans (q) :
et puisqu'on a posé :
d'où x = ■
Et en portant les valeurs de y et de x, de ( r ) et ( « ) dans l’équation a*y / -t- 4 2 x ! = a'-b 1 de l'ellipse, on a :
ou plus simplement :
b C -ha a = C
Telle est l'équation de la développée de l’ellipse. On en déduira aisément la construction de la courbé.- . . • • .
II. Rayon de cturbure el dfvfloppêe de l'hyperbole
En différentiant deux fois l’équation :
de l’hyperbole, on trouve :
a'y rfy — b'x dx
■ df ■ 6*j
— o d ou : — f— — — .
dx a'y ’
a 1 y d'y + a'dy ' — é*rfjr s = o.. ' d’où
dx* a'y 1 '
Kn suivant identiquement ici, la marche que nous venons de prendre dans le calcul du rayon de courbure et de l’équation de l’ellipse . on trouvera: • ■ > •
*■" • Vs» *
pour le rayon de courbure de l’hyperbole, ei
TT a T T
pour l'équation de la développée dé l’hyperbole. Ici :
III. Rayon de courbure et développée de In parabole
En différentiant deux fois l’équation y* 2;>jr de la parabole, on trouve :
ydy =i pdx. ........ d’où : — — £_,
dx ■ y
,, . . d'y ’ rfy* p* •
dx 1 ydx' y*
yd'y -h dy‘ — o
La substitution de ces valeurs dans R donne :
Telle est l’expression du rayon de courbure de la parabole.
La substitution de» valeurs de et -44- dans v — C et x —
•> . * • dx . rfjr* 3
donne d'abord :
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d'où — C =: -p- et par suite, y = — p C
Puis :
Or:
doue :
x a = V— -Jl ± . K'J - y 8 . + ■£•_ .
y* 3= 2px ,
2px + p* „ • • ' "
et par suite :
^( JL T £ ~) M-
En portant dans l’équation y- = 2 px de la courbe , les valeurs de y et x, (rj et («), il vient :
d'où ; . . * ' < . ■>
et finalement :
Telle est l’équation de la développée de la parabole.
Remarque. — * Le cercle osculateur et le cercje de courbure d’une courbe étant' identiques , il en résulte que le layon du cercle osculateur en un point d’une courbe exprimée en coordonnées polaires a pour expression ( voir page 149 } :
dr* \ * ..v,
rfV
( DR QUELQUES QUADftATG*K*.
Aire du eerele
L'équation du cercle est y* + x'
L’aire du quart de cercle comprise entre le diamètre 0B et le point A , dont l'abscisse est R , a pour «pression :
J ydx.
Donc la surface totale i du cercle a pour valeur :
* =4 J y dx ( 1 ).
* R'; par suite :
y = l/R* — x 1 ; l'équation (1) devient donc :
i = 4 f y/R 1 — x* dx
x‘ dx.
11 s’agit donc de calculer
remarquons qu'ici : x devant être moindre que R, nous poserons x = R siny, d’où : dx == R cos T d* et par suite (int. n* 111, page 169) :
f |/R* — x 1 dx = R 1 J cos'y d?=: R 1 (g sitif cos? 4- |) +• C.
sin? = ^ , eos? — ^ l/K’ — f = arc sin
Mais :
donc enfin :
J y/R‘ — x* dx = | y/ R ’ — x * + arc »* n ^ ■+■ C.
Pour x — o, le second membre 5e réduit à C. Ici la constante C est nulle.
Pour x = JA, le second membre devient :
5 H* arc sin I » R»; ,
donc : • »' * J
, , . « ou i J \/ R* — x’dx = T R«.
In, l ‘t *. î . *!
Telle est l’expression connue de l’aire du cercle.
Aire de
■ ' A == J’ [/" 2p x dx =1/
ou bien : . " > ’ ' • -
parabole. *
(Cherchons l’aire OMP de la parabole comprise entre l’origine et une abscisse quelconque 0P = x.
En appelant A cette aire, on a :
Or , l’équation de la parabole
est :
y' — ipx,
par suite':
' ,x 1 JL‘ : '
pj î T ^ = ^V /î f’ .
A = Tj V 2 px x = ;• xy:
C’est-à-dire que l’aire de la parabole, comprise entre l’origine et l’ordonnée d’un point de la courbe-, est égale aux deux tiers Oa 1« surface du rectangle construit avec cette ordonnée et avec l'abscisse qui correspond à cette ordonnée.' . . • ' p .... j .
UE Aire df L’elUptt.
L’équation de l’ellipse étant : ....
(IV...... A = jf *efa = J ,5^
Il s'agit donc de déterminer : .
.«y+éVss «*4\
on en tire :
Par suite, en désignant par A l'aire comprise entre le demi-petit axe OB et le sommet A dont l'abscisse est a, on a :
' . / ; .fy/ ai —? d *, ■
remarquons qu’ici : x doit être moindre que a , nous poserons donc .
x — a sinf , • d'on : tx a cosf rfy.
par suite ( int. n° III, page 169) :
J y/ — r! = «' jcos‘f fa = a s sinf eos T + |) + C, or :
X * 1 ___________ jf» "
siny == - ;.cosf = - t/- «* — a*, y = arc sin -, donc, par spbstitution :
J'i/ o’ — *’ dx = ^ \/ a'- — x 1 -+- ~ arc sin ^ 4- C.
Pour x =.o, le second membre devient C ( sur la figpre , on voit que C=;o)-, pour x=n, le second membre devient arc sin 1 = -j, * , en sorte que :
On a donc, d'après ( 1 ), pour, la surface A du quart de l'ellipse :
La surface totale de l'ellipse est donc t ah.
Si a = b, on a la surface du cercle ou va 1 .
Remarque. — Si les axes sont obliques, dk = y sinê dx, 6 étant l'an* gle des axes, en sorte que si l'on suppose l'équation de l’ellipse rapportée à deux de ses diamètres conjugués, on trouvera pour faire totale de l’ellipse :
7 r a b', sin 8
a', b‘ étant deux demi-diamètres conjugués et 8 étant leur inclinaison , on a donc :
ab — ab’ siné,
c’est-à-dire que la surface du rectangle dos axes de l’ellipse, est équivalente à la surface du parallélogramme construit sur deux diamètres conjugués d’un même système.
, . , IV. Aire de l' hyperbole. .
(I) jcy = m 5 .
Cherchons l'aire MPM'P' de cette courbe, comprise entre l’asymptote ox et deux ordonnées MP.M'P' correspondantes aux abscisses arbitraires OP et OP' que nous désignerons par a et J.
L’aire A cherchée a pour expression :
De (IJ, on tire
-i-, en sorte que (2) devient :
or ;
donc :
f~ * = Loe * + c *
Telle est l’expression de l’aire cherchée.
Remarque. — Si m = l,OPr=o = lélside plus e est la base des logarithmes, on a : _ >>/'. .. ,
A = log b.
L’airé de l’hyperbole a donc alors pOui- expression le logarithme népérien de l’abscisse , de là vient le nom de logarithme t népéritnt ou Ayperboliquee. •
Supposons la court* 1 rapportée à ses axes, son équation est :
n’y* — i’x* sz — \/ .t* — a'*'.
Il s’agit de calculer :
— J ydx=—j y/ a-' — a'dx.
afin d'avoir l'aire AMP comprise entre le sommet A et une ordonnée quelconque MP. • ,
Il s'agit donc de calcaler j \/ x- — or éc.-.or , remarquons qu'ici x doit être plus grand que a, nous poserons donc donc :
x — n sécy, d’où ; dira tgy SéC® dj,
par suite : . 1 1 ' • ' ï •
j y/ x* — a 1 dx =. a'- J y/ séc ! ® — 1 tgy sécy dy = a 1 J tg‘y sécy dy —
T wàyrfr f (1 — COS*y) dy _
J COS 3 ? J
= «* f — ^T~ — flI
J cos’y ■ J. cosi
Mais on a trouvé (intég. n° XIII, page 173) :
cos 3 ?
J H . rè "» *
cos t ..
=; g. tgy Sécy 4- g log (tgy 4- l/ 1 -t- tg'yj' '
et (intég. n* JX, page 172) : * _ .
done par substitution :
f y/ x’ — a* dx =-^-. tgy sécy — log ( tgy 4- l/ ’t 4- tg*y ) , or r- .
sécy = tgy 3 = y/séc ! y — 1 = i s/x 1 — n , ~\/ i 4- tg*y = séc» =
mS
AA — ~ e d$.
par suite, l’aire de la courbe , comprise entre les limites S’ et S", sera donnée par l’intégrale définie :
ri 2 me,, i r 2 me..
a = J-T* dd = -rJ e *•
or : .
donc r A ou
r 2m 8 ri 2m 9 , .. 1 2m 9
/ * dS =J 2m ' *.
fi”
2m8„ 1 / 2mfi" 2mfi f \ r"* — r' !
Vm
VT. Aire de la tpirale d'Archimède.
L’équation de cette courbe est, r = a. 8; l’aire A de la spirale sera donc donnée par l'équation : .
A = 4/ «I’ = 4- «■/ IV, = l .
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VII. Aire de la courbe logarithmique
L’équation de cette courbe est y — m logjr, l’expression de son aire est donc :
= m Ç log'xdx,
on a trouvé précédemment :
I log xdx = x log a- — x = x log 4- C,
donc :
A = m [ x» log (-^— ) — lo B (~) ]■
Différentielle de l'aire d'une surface de révolution.
Soit une courbe AA' dont l’équation donnée. est y = f[x).
’ Cette courbe, en tournant autour de l’axe de x, engendre une surface de révolution.
Si l’on considère un arc infiniment petit nm de l’arc AA-' , la surface engendrée par tnn sera celle d’un tronc de cône (l’élément nm pouvant être considéré comme rectiligne), et l’on aura :
. _ /mm' 4 - nn'\ .
surf. mn = 2xmn ^ ^ }•
Or, à la limite de tnn , mn devient ds, les deux ordonnées mm' et nn' se confondent et surf, mn n’est autre chose que la différentielle de l’aire de la surface de révolution; en sorte que l’on .a finalement
, d. surf", de révolution ~‘ix y ds.
Cette expression de la différentielle d’une surface de révolution donne, pour l’expression s de oette surface :
Application. — Surface de l’ellipsoïde de révolution.
L’ellipse étant rapportée à ses axes, son équation est ;
ay 4 - = a*b‘.
A = J m log xdx
d'où :
b /— r dy b*i !
y — — v 8 — x i — rr
a ’ dx o*y*
Par suite ; eu posaul a‘ -*■ b* = oV :
ilt = rfjr 'p/ 1-i- = dx. \/ 1 -)- ^73 = — ^ . \/ u 1 ' ( u ; — c ! x 4 ) =
r dx 2 • r a*ÿ’ a?y v ' '
L’équatiôn :
— — y/ ai 1 — erx^.dx.
ay
2 = -2t. J’ y,ds.
donne ilonc pour.l’ex|)ression de la surface du demi-ellipsoïde de révolution :
Ou a trouvé cirdessus ( voir ïaircde l’ellipse ) :
' ' Ç (y/a 1 — x*) dx = • y/u* — ** -t- ^ arc sin j 4- C.
par suite
r/ , /a 1 . \ . x , /a 4 , a 1 .ex
J (Kjr — * ) •** = 2 r e» x + 2e* 3,0 S,n T + t '
Pour x — o, le second membre devient C, or la surface étant nulle pour x — o; C = o.
Pour x = a, lo même second membre devient, puisque C = o :
_ y _ - «' + ^ . arc sin « = S + arc s,n e.
En sorte que l'équation ( 1 ) donne pour la surface du demi-ellipsoïde de révolution :
2 — t. tr 4- - — — arc sin t.
La surface entière de l'ellipsoïde a donc pour expression :
i.TT.b 1 h — arc si n « (2).
Lorsque b = a, l'ellipsoïde devient la sphère.
Dans ce cas, l’équation (2) devient en remarquant que pour 6 == a, .. -arc sine .
e — o et que par suite lim — zz 1 :
surf, sphère = W a*.
Volume de l'ellipsoïde de révolution.
Si 1 on considère le volume engendré par la surface comprise entre
la courbe, l’axe de» x et deux ordonnées infiniment roisines; alors que cette surface tçurne autour de l’axe des x ; la limite du volume ainsi engendré a pour expression :
t. y 7 dx.
Donc : le volume Y du demi-ellipsoïde, engendré par la surface de l’ellipse tournant autour de l’axe AA' a pour expression :
Pour x — o, le second membre devient C ou o, car pour a: = o le volume est nul.
Pour x = a, ce mémo second membre devient :
Donc :
y 7 .dx = ~ ab l .
et par suite
V = g 7 t. ab 1 .
Si b = a, on a le demi-volume de la sphère
Expression d'up arc d’ellipse, dont les points extrêmes sont déterminés par Us angUs que les normales en ces points, font avec le grand axe.
Soit M un point de l'ellipse et soit l l'angle que fait avec le grand
axe, la normale en ce point.
La figure ci-contre ( laquelle rappelle un des. procédés employés pour la construction de l'ellipse ) nous donne en appelant $ l'angle BOm et x, y, les coordonnées du point M :
œ — a sin ç. y — b cos
Ces équations montrent que x et y sont fonctions de l'angle »
que nous prendrons pour variable
indépendante.
Ceci posé, on a :
de = \Z<tx'- -I- </j s = \/ a- cos 1 q.dq 1 -h b‘ sin 1
d’où :
di — — \Za‘ — (a‘ — b*) sin» $ d ? .
et en posant a 1 — 6’ = aV,
ds = — adç\/\ — e* sin- ? (i)
Mais on a trouvé ( pages 98 et 99) 1
tgf. tg ? =j (2)
doue :
b: ïg
Et par suite :
sin $ =
ros Z
\Zo s + 6 ! tg l l/l — e* sin* l ' La différentiation de l’équation (2) donne ;
dl . dp
tg p j-j + tg Z — — = o.
cos* < ' cos* «
ou bien :
d’où l’on lire :
dl
COS* ^ a dy
* côs*"7 Ü. tg } ' cos* %
. b sin* <f ,, v/ 1 — t* dl
1 dp — . - . . . dl — — - - — .
a cos* l t — c* sin 1 l
En portant dans l’équation (1) les valeurs de dp et de sin* p, il vient :
j \/l — c* dZ _ / . , cos* Z
1 — r e* sin* Z r __ 1 — e* sin Z
et après réduction :
di — a \i — e*) (1 — e* sin* <•) * . dl.
Développons le binémc du second mentbre, en négligeant les termes à partir du terme en e 4 inclusivement, nous aurons :
di — a (l — e* ) ^1 -t- L e « gin* Z ^ 1 — cos.‘2Z
dl.
puis en remarquant que sin* < ^
<U = a ( 1 — e* ) ^t t* — j e* cos. 2 1\ dl.
Et enfin, la multiplication effectuée du second membre dans laquelle on néglige les termes en e 4 donne
dt — a ^1 — ) dl — j «.e* cos. 2 Z. dZ.
— a ^ 1 — — ^ dl — 8°‘ ei ^ ^ s * n
Si donc, nous appelons Z’ et l" Jes angles que font avec le grand axe
les normales des poims extrêmes d'un arc dont la longueur est « ; nous aurons :
j' | « (l — dl — ^ a t‘ d sin 21 J.
Et par suite :
* = «(l— — **)— g«e*(Mn21"— tin 21). -
* = a (l— y ) ( l" — I ’ ) — ? a e* sin ( l" — F) eos ( l” + 1 ').
Telle est l'expression cherchée.
étude de la cycloVoe.
Soit Mx une droite sur laquelle roule sans glisser, une circonférence de rayon constant OM et soit M un point fixe de cette courbe. Le point M, dans le mouvement de la circonférence, engendre une courbe appelée cytloide dont nous allons étudier les propriétés. •
Lorsque la circonférence aura passé v en entier sur la droite Mx, le point M se retrouvera sur Mx; donc la cyclo'ide a une infinité de points communs avec Mx. L'équation de cette courbe ne peut donc être algébrique.
Si à partir de M : on divise la droite Mx aux points M', M", M'",
tels que MM' = M'M" := M" M", = tO.M; lorsque la circonférence
de rayon OM se trouvera en ces points, le point générateur de la courbe se trouvera sur la parallèle l'B à Mx. Ces positions particulières du point générateur, sont évidemmentcelles des points maximums de la courbe.
Cherchons l’équation de la cycloïdé ; à cet effet, prenons Mx pour axe des x et la perpendiculaire My pour axe des y.
Pour une position particulière de la circonférence, son centre étant en 0', le point M se trouvant en m. on a : MA = arc Am. Ceci posé,
a: et y étant les coordonnées du point m, et u étant l’angle mO'A, on a
sur la figure :
x = AM — AP = a.u — a sin u = a. [u — sin « ). , y = PQ 4- mQ = a — a ços u = a ( 1 — cos u ).
a représente le rayon du cercle.
L’élimination de u entre les équations :
x = a. ( u — sin u ).
y = a. ( 1 — cos u ).
donne :
u = arc cos —— sih u = ^ t/2ay — y 1 ,
et par suite : ... . <•
x — <f. arc cos — s/^y — y*.
Telle est l'équation de la cycloïde.
Au lieu de prendre cette équation, il egt plus simple de prendre pour représentation de l’équation de la cycloïde, I'çn semble des deux équations :
x = a(u — sin u ) (1)
y = a ( 1 — cosu)...'. (2)
dans lesquelles : l'indéterminée u, sera considérée comme variable indépendante ; en sorte que a: et y sont des fonctions explicites de cette variable. \
Tangente à la cycloïde.
La différentiation des équations (1) et (2) donne :
sin y
<ly . dx '
1 — cos u'
et en éliminant u ,
Pour y = o, =ao ; donc aux points de rencontre de la courbe avec l’axe des x, la courbe est perpendiculaire è l'axe des x.
Lorsque y = •>«, =o; un vérifie ainsi l'existence des points niaxi-
munis situas sur la parallèle l!B.
Remarque. — La relation :
dy _ si n n
• JE ~ 1 — cos u'
donne :
, a .in le. CO, 1 .
Ar
et par suite : .
dx
2 sin’ ^ u
, u dx
or ^ représente la tangente de l’angle C , que la tangente à ht courbe
fait avec l’axe des y: donc C ±= 1 1 ».
sans glisser sur une courbe fixe AB,
Sur. la figure, l’angle inscrit MBA = | u ; donc MB est la tangente à la' courbe en M et par suite MA en est la normale.
Donc, nous voyons que dans la cycloïde : la ligne qui joint le point A de contact dif cercle roulant au point générateur M est normale à la courbe engendrée.
Ce principe est général; c’està-dire que si une courbe CD roule in point M lié à la courbe CD en-
gendre une courbe et pour chaque position du point de contact N des courbes, la ligne MN est normale à la courbe engendrée par le point M.
En effet, les deux courbes peuvent être considérées comme des polygones à côtés égaux hnn'pq, Hnn’PQ ; les deux courbes étant tangentes, les deux polygones ont un élément coàimun un' ; la rotation du polygone Hnn'PQ se fait autour du point n comme centre et les éléments
n'P, PQ, viennent se confondre successivement avec les éléments
n'p, pq, Dans ce mouvement le point M qui engendre la courbe
décrit une série de petits arcs de cercle. dont les centres sont n' f p, q et les rayons correspondants n'M, pM, qM de ces. petits arcs de cercle sont normaux à ces arcs, c’est-à-dire à la couébe engendrée par le point M.
Expression de la normale.
La normale à la courbe étant MA, on a, sur la figure qui vient avant la précédente. :
MA .ou N = 2a siu g.
« It
On arriverait au même résultat au moyen de la formule comme :
dx*'
Rayon de courbure i
Ici x n’étant pas la variable indépendante, on a :
R zr
{dx i 4 - dy 1
dx.iPy — dy.d t x '
la différentiation des équations (i^ct (2) donne successivement :
dx = a( 1 — cos u ).du.
dy zz a. sin u.du.
<f*xzz a. sin u.du 1 .
d*y— a. cos u.du 1 .
et la substitution de ces valeurs dans (a) donne pour R :
R zz 4a. sin ^ zz 2N.
Donc : le rayon de courbure de la cycloidt est double de la normale.
Remarque. — Ce résultat conduit à la propriété suivante :
Si sur le prolongement du diamètre AB du cercle générateur, on décrit un cercle de centre 0’ et de diamètre AB' = AB; ci étant la position .du point générateur mA sera la normale et en prolongeant rnA jusqu’à sa rencontre en m avec le nouveau cercle, on aura mm' zz.2mA, donc mm’ est le rayon de courbure de la cycloïde au point m ; et m' est le centre de courbure. ...
Ceci posé, soit C le point le plus élevé de f a cycloïde, menons la perpendiculaire CC’ sur Mx et prolongeons -la de C"C' = CC' ; alors MC = MQ’ = arc BmA = arc Am'B' car les deut cercles sont égauï. De plus, arc Am = arc Am', donc les suppléments de ces. arcs, c’està-dire arc mB et arc m'B' sont égaux à AC' ou B'C*.
L’égalité arc B'm' zz B'C" montre que : le centre de courbure m', se trouve sur la cycloïde engendrée par un cercle de même rayon, glissant en sens inverse sur la même droite Mx et symétriquement placé audessous de cette droite. , •
La développée- de la cycloïde etl donc une cycloïde.
Aire de la cycloïde.
L’aire A, de la courbe MAB, produite par une révolution entière du
cercle roulant est donnée pm' l'équation :
et en remplaçant y et iLx par leur» valeurs, on a :
(1) A = j a’ [1 — cos ufdu=j}iP sin* | u.d g.
Or :
J 8mt l d i = - J*" 3 £- rfco 4
et d’après le pri ncipe, d'in té;; ration par parties :
fm' 2 “ s : =— s,n a- ^ 5+ 3 J sin *’
i = — sll > 2 008 2 + 3 / 8in 2' “ g • f sm 2’ d 2'
d’où l'on tire :
( 2 ) - •• . J S,m‘ g. rf 2 — - 4 s*" 2 t '' os 2 + 5 J *»> g- g-' ’
■ • ‘ * de même : -
J s,n 2 rf â rf cos 5 =-s.n s cos a + J cos* g g “
J «Wj+.j d 5 ^Js.n?g.«<|.
d'où :
s,n 2 rf 2 =;_ 2 s,n 2 COS 2 + î-
L'équation (2) devient donc par substitution : l . . 14 « 3 . «
sin 2 d 2 = 4 S ' n 2 cos 2 “ 8 S ‘ n i C0S 2 + Ï6 “ + C '
Pour h =0 le second membre est nul, car l’aire étant nulle pour u .= 0 , la constante est nulle aussi.
Pour u = 2 t le second membre devient jj Par suite ; •
L’équation (1) donne donc pour l'aire de la cycloïde :
c’est-à-dire que : l’aire de la cycloïde est égale, au triple de celle du cercle sur lequel se tro.uve le point générateur. 1
On arrive plus simplement à ce résultat, par les considérations suivantes :
prenons, à partir de l’origine, une longueur OA égale au diamètre 2a du cercle générateur , et menons en A la perpendiculaire AL' à l’axe des y.
■ Soit P le point du cercle engendrait la cycloïde et supposons que ce cercle tourne sur la parallèle' UU\ ■
Lorsque le point- 0 sera venu en M, sort abscisse sera OA = 2a et son ordonnée *er;i MA = ir a.
L’aire totale M OM sera donc
durinée par l’expression : •
J ydx = xy -i- Jj-Hy T.. (*),
mais on a trouvé précédemment
d’où
dy *= às.
L’équation (1) devient donc :
J ydx = xy — J x |/ X dx, — xy — j' \J b<tx — x s dx, = xy — J 1/ a 1 — (a —
as)’ dx.
Le cercle de diamètre OA a pour équation : ...
par suite :
J V «’ — (" — x) 1 dx — ^ aire du cercle de rayon OC zz: 1 -r a*.
Pour x — 2a, yt= t a. L’équation :
J ydt = xy — J y a* — [a — x)' dx ,
donne zéro pour x — o, et pour x~a , son second membre devient 2 t* j — j tô*, donc : *
J ydx ou A =r 4 na‘ — ta' = 3
Longueur de la cycloïde.
( Noue revenons à la première figure tur la génération de la cycloïde. ) Proposons-nous de calculer la longueur de ”arc AM B compris entre x — o et * = 2 t, on a :
. dtéxy/ dx* + dy‘ =2a sin | du — iasin ^ d g.
au * j'za
(•) On a trouvé précédemment — = y/ 1, niais si l'on remarque
dy / 2 à
dx
que sur la figure actuelle, Ja manière do faire rouler le cercle est changée , on a pour ce
du /'la
changement — y — - — 1.
dx a*
La longueur * de I arc AMB sera donc donnée par l’équation :
(J).,..... * = 4a J sin j d | = ha jf d ( cos -|-) = 8 «■
On prend ici pour t le signe 4- , car l’arc de la courbe et l’angle au centre u varient dans le même sens.
L équation (i) montre que l’arc de eycloïde, comprit enlre deux point! consécutifs de cette courbe, situés sur l’axedc rotation, est égal d huit fois le rayon du cercle roulant.
Surface de révolution engendrée par la eycloïde.
L’arc AMB de la eycloïde , en tournant autour de l’axe de rotation , engendre une surface de révolution , dont l’expression est donnée par l’équatiqn : .
(*)•: 2 — f yds = 2t 4 a‘ (1 — ’cosn) sin 4- d ~ —
= 16to«/ si n'yd-f.
Mais :
J si " s l d l r= j si0 ‘ i ,lB ï ' d l = ■ - /(* -™*l) d cos l -
. - — fd cos|+ Jcos*J’dcos| = " • •
= — Côs g + J cos 2 c *.
Pour u = o, le second membre devient — ^ 4 - C.
Pour u — 2-r, ce second membre devient — =1 C, donc :
L’équation (1) donne donc pour la surface engendrée par la cycloîde : • ' •„ " ■
Volume de révolution engendré pnr la eycloïdc.
L' expression V du volume de révolutiou engendré par faire comprise entre l’arc AMB et l’axe de rotation est donnée par l’équation :
V = r J y s dr zz t a s / (1 — coe v) J du —
~ 16 t a 3 J sin 6 ^ d -*J-
En suivant la marche indiquée ci-dessus pour déterminer l’intégrale
de i sin 4 s d !(, cm trouée :’ • '
et par suite t
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DE LA CHAINETTE.
- Equation de la chaînette.
L’étude des propriétés du polygone funiculaire conduit & ce théorème :
!a rapport de la longueur d'un are de la chainetté, au coefficient angulaire de la tangente et t constant.
Nous prendrons cette propriété pour définition de la chaînette.
Donc, si a est le rapport Constant qui existe entre la longueur de l’arc de la chaînette et le coefficient angulaire de la tangente , nous aurons :
et en appelant p la fonction ^ :
La différentiation de cette équation donne en nous rappelant que
de = dx. \/ 1 4- = dx. \/l -t - p’ :
dx.\/l + p^ — a.dp.
d’où l’on lire :
•tftf *.
' dp 1 1
V/f+p 3 ~a dX ' 4
mais on a trouvé ( intég. n” III, page 1T7 ),
' /-r=b=îk« (ï+i/ÇTTv
donc, en intégrant l'équation (u), il rient :
(!)•• ' log (p + Vl+p) -
a étant une constante arbitraire, l' équation (1) donne : .
L’équation (If donne en mnltipliant liant et bas entre parenthèses par p — l/ 1 + p 1
loe ( p _ N /n-p>) = _ r 1 ' -
et puisque k»g ) = V- log ^ , il vient :
d'où :
et par suite :
Les équations (m) et [n) donnent par addition :
• x — bl x — «
c’est-à-dire; puisque p = X : ' ■ ' * ' ’
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et en intégrant, il vient :
JC— ol fit
»- fi = *[ e ' -*-• )’
l étant une constante arbitraire.
Telle est l’équation de la chaînette.
Si l’on transporte les axes parallèlement à eux-mêmes au point dont les coordonnées sont a et C,.on a l’équation plus simple :
L'équation :
Construction de la courbe.
V-IK+* “)• (fi
ne change pas alors qu’on y remplace x par — x, donc la chaînette est
symétrique par rapport à l’axe ly des y; déplus a étant positif y
reste constamment positif quel qne soit le signe de x.
La différentiation de l’éqnation (1) donne :
Donc, si oA = a : et si l’on mène la parallèle XX’ à l’axe des x, on a eh A un point de la courbe et en ce point la courbe est tangente à XX’.
rfü •
Si x croit, y va aussi en croissant et ^ reste positif et va en croisdy
sant ; pour x = *,y = »;^=e».
Donc la chaînette s'étend à l'infini à droite et à gauche rie l'axe des y et puisqu a l’infini la tangente à la courbe devient perpendiculaire à l'axe des x, il en résulte que la courbe n'a pas d’asymptote.
Remarque. — L'équation de la chaînette
BANS LESQUELLES ON EST CONDUIT A DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES
]. Trouver une tourbe telle que la normale pane par un meme point fixe.
puisque celte droite doit toujours doit loujours être satisfaite pour x -
Soif P le point fixe par lequel doivent passer toutes les normales de la courbe cherchée. Nous prendrons ce point pour origine des coordonnées, supposées rectangulaires. •
Soient x', y' les coordonnées d’un point de la courbe; l’équation de la normale en ce point est ;
* i dx , , »
tasser par l'origine, son équation o, y =. o ; on a donc :
d’où :
i/.dy' -t- x' .dx' = o.
Telle est l’équation’ différentielle de la courbe cherchée.
Cette équation donne, en riniltipliant par 3 ses deux membres :
d’où :
2 y'.dtf 4 - 2 e .'. dx' — o.
rfy'S- 4 - dx' 1 =■ o.
et en intégrant : r * • . ' . ' -
• y’* + xT' — ü.. • - '
Telle est l'équation du lieu cherché. ■ *
La courbe cherchée est donc un cercle de rayon iadétermipé et dont le centre est le point fixe P. ',
II. Trouver une courbe dans laquelle la normale soit constante.
Supposons les axes rectangulaires et soient x, y les coordonnées d’un point quelconque de la courbe cherchée.
Soit m la longueur de la normale en ce point, on a trouvé pour l'expression de cette longueur ( page 199 ) :
d'où :
et par suite :
dx , ‘
\/ m* — y 5 dx — y dy.
Telle est l’équation différentielle de la courbe cherchée.
Afin de l'intégrer, remarquons qu'ici y, doit être moindre que m; nous poserons donc y — m sin f. d’où dy = m cos y <(?> en sorte que l'équation précédente devient : >
m cos f dx == ta. .sin y. cos y dy.
' dx = — m. d cos y.
d'où en intégrant :
. x — (1 zx — m. cos y. •
L'équation y = m sin donne
par suite :
et enfin, élevant au carré :
La courbe cherchée est donc un cercle ayant pour rayon la longueur donnée et dont le centre se trouve sur l’axe des x.
Remarque. — La division des deux membres de l'équation t/ ni’ — y 1 rfx — t/rfy par \/ m* — y* rovient 'à supprimer le facteur commun y/m* — y 2 , il faut donc, dans la question, tenir Compte de la solution \/m 2 — i/'* = o, d’où .
Nous trouvons ainsi que les deux droites parallèles à l'axe des x, et menées au-dessus et au-dessous de cet axe, à une distance égale à m, répondent aussi à la question; ce qui est évident. >
III. Trouver une fonction qui soit à elle-même sa dérivée
Soit f[x) la fonction cherchée, sa dérivée est ; on doit donc
avoir :
d'où :
dx.
ou bien : -
d. Iog f ( x ) = dx.
et en intégraut :
log f(x) = x + C.
par suite :
La fonction cherchée est donc yne exponentielle .
IV. Trouver une courbe dans laquelle la sous -normale et la sous lange nie d'un point soient toujours dans le rapport de la puissance «*•*“• de l'ordonnée d la puissance n lim ‘ de l'abscisse.
SN et ST étant la sous-normale et la sous-tangente d'un même point , on doit avoir :
• sN_r .
ST x" ‘
or ( pages 191 et 192 ) ; . t
SN = Sp, &T=yp.
ai dy
par suite :
Telle est l'équation différentielle du lieu cherché. Afin de l'intégrer écrivons-la ainsi :
rfy* dx^
d'où •
rfy •_ v dr
donc enfin : •
Telle est l’équation générale de toutes les courbes qui répondent à la question.
Remarque. — Si m — n.= 2, l'équation de condition devient : rfy’^yl • •
dx* x r
d'où :
m (Ce x'
xdy ^ ydx — o.
et par suite les deux équations :
xdy 4- ydx = o.
xdy — ydx = o.
La première donne :
il ( xy ) = o.
d'où :
ry=,C.
("est là l'équation de toutes les hyperboles ayant pour asymptotes les axes coordonnée.
La seconde équation
xdy >— ydx = o
peut s'écrire ainsi :
xdy — ydx
as* ' .
d’où :
et par suite :
C’est là l'équation générale de toutes les droites passant par l'origine des coordonnées.
La propriété se vérifie aisément, pour ces droites, comme pour les hyperboles trouvées ci-dessus.
• V. Trouver une courbe telle que la sous-normale y toit confiante.
Soit p la longueur constante de la sous-normale; l'expression de celle
ligne étant y ^ ( page 192 ), on doit avoir : •
ydy
Telle est l'équation différentielle de la courbe cherchée. On en tire :
lydx = ipdx.
y- = 'lpx
Telle est l'équation des courbes cherchées. Ces courbes sont des paraboles ayant pour axe , l’axe des x.
VI. Trouver une courbe telle que la tow-tangente y toit double de l'abtcim.
La sous-tangente en un point x, y, d’une courbe, ayant pour exprèsdjc %
sion y ^ ( page 191 ), on doit avoir :
. dx O y — = SLr.
dy
Telle est l’équation différentielle des courbes cherchées.
On en tire successivement :
JL— —
dy dx'
.... . - ! Ay i dx •
d log y = g d log *.
et en intégrant :
, . log y = i log X + Ç.
On peut mettre la constante sous la forme | log C, en sorte que l'on a :
• - ' log ÿ = | log Car. •
d’où : ' .•••
2 log y = log (>.
log y 5 = log O.
et enfin : '
y* == Car,
Les courbes cherchées sont donc des paraboles ayant toutes pour sommet l’origine, et pour axe l’axe des a:. . . ,
VIL Trouver une courbe telle que le segment de surface compté à partir de l’origine et comprit entre la courbe, Taxe det x et une ordonnée, toit égalait logarithme de l'abscisse.
Soit A l'expression de l'aire du segment terminé à l’abscisse x, on
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doit avoir: . ,
A = log x.
or :
A = J* y. dx.
J' y dx = log x.
et en différenliaut cette équation :
d’où
d'où :
. dx yix 3cr — . .
. ty = 1 .
La courbe cherchée est donc une hyperbole équilatère ayant pour asymptotes les axes coordonné».
VIII. Trouver une courbe telle que la tout-normale toit proportionnelle
à l’abtcitte.
SN étant la sous-normale en un point x, y de la courbe :
SN
_-»• <7 . dx
Si donc, m est le rapport constant de la sous-normale à l'abscisse; on aura : • "
SN
rae m.
et par suite : •
x.dx
Telle est l’équation différentielle de la courbe cherchée. Ün en tire successivement :•
et en intégrant :
i/ydy = m.2 xdx.
dy? — d ( mx* ).
ÿ»=r«Ur»4-C.
Telle est l’équation des courbes cherchées. « • . • S • Suivant que m est négatif ou positif, ces courbes sont des ellipses ou des hyperboles.
IX. Trouver unr courbe tell*, que la portion rie tangente comprùe entre deux droites fixe* données, soit toujours divisée en deux parties égales par le point de contact. •
est :
Soient yy et xx‘ les deux droites données; prenons-les pour axes coordonnés.
Soit TT' la tangente en un point M dont les coordonnées sont x', y'.
D’après l’énoncé, le point M est le milieu de TT.
■L’équation de la tangente TT'
, dÿ 1 . ,,
son abscisse , à l’origine A T , s’obtient en faisant y — o , dans cette équation, on a donc :
AT'-l’:
y' dx'
Or, sur la figure, le point M étant le milieu de TT, il et* résulte que A T’ = 2x'.
L’équation (1) devient donc :
' dx'
du ’
d on :
J x'dy 4- y dx' 3=0.
Les courbes cherchées sont donc des hyperboles ayant pour asymptotes les deux droites données. •
Ce problème, montre que : dans une hyperbole le point de contact d’une tangente, terminée aux deux asymptotes, est le milieu de cette ligne.
X. Trouner une courbe dans laquelle le rayon de courbure soit constant.
.Soit R, le rayon de courbure constant de la courbe cherchée ; l'expression de ce rayon de courbure au point x, y est :
dxV
d’où
• ÿt
dx*
Telle est l'équation différentielle de la courbe cherchée. Afin désintégrer, posons :
dy
remarquons que :
par suite :
«te* —
i ir
d’y _ d tfiy _ dy 1 dx’ dx dx eos 1 ?
L'équation différentielle devient donc par substitution :
(1-Mfi‘T) _
dj
i_ i / sin 1 ? -t- cos’y
dx COS -1 y
COS 1 ? / C06*y
1 ' dy 1
dx cos 1 ?
dix co s 1 ?
dx
d’où :
d.t = [l cosy’d? = A d sin?,
et en intégrant, il vient, a. étant une constante arbitraire x — a — R sin?. < . . . (i).
Reprenons l'équation :
llx cos?
remplaçons-y, dx par sa valeur R cos? dy, nous aurons :
dy sin?
H cos? dy cos? ’
d’où :
dy z z II siny dy = — R d cos»,
et en intégrant il vient, C étant une constante arbitraire :
y — C — — R cos?. . . . . . . (2).
L’addition membre é membre des équations (1) et (2) élevées au carré donne : \ ■ /
Telle est l'équation du lieu cherché.
Ce lieu estant cercle de rayon R et dontle centre. est indéterminé.
XL Trouver une courbe telle. que, en un point quelconque, la somme de la sous-tangente et de la sous-normale soit constçnte et égale d une longueur donnée 2c.
On doit avoir :
or :
SN + ST ~ 2c,
SN=^, ST
dx , 4 dy
L’équation différentielle de la courbe cherchée est donc i r / iy > di\* ; _ '
■> idx + dû)- 2C -
Cette équation donne successivement : >
éx
d'où:
et par suite :
dx - ' ^ , -
Telle est l'équation qu'il s’agit’ d’intégrer.
A cet effet , multiplions en haut et bas le second membre par c l / e* — y *, nous aurons :
et en intégrant :
d'où :
iU _ >j ['■ ~-Fv f * — y *)
f vA*— y’dy
- , = fM-M:
Il nous reste là calculer ; -
’ y/i^T^ rfy
Remarquons qu’ici, y doit être moindre que e , nous pouvons donc poser : y — c siny, d’où rfy = e cosy dy et par substitution :
Ç \/ c* • — y* rfy _ i" c 1 cos*y rf < f Ç (I — sin*y) rfy
J’y J C SMIf J . allly •
= c f-i 5? " * J 8inŸ
r rf»
— e I — 1- e cos®.
J MO* ;|J
Hais on a trouvé (intég. n* VIH, page 171}.
-.Æ = ,oe, ei-
fl/ c* — y" i . Ÿ
• .. = g 'oe te i--*-*'
La trigonométrie donne tg X = ■
sin -jr
2 _ sin?
cos 2 eos* 1
1 + coa* ’
L'équation y = <• siihv don le sin» = X, co^ ? ~ -1- l/c 1 — y’ et par
substitution :
/ = r los ( — /— l) + v^? =
= c log ( * , -) + V e’— y 2 .
L'équation (1) devient donc par substitution , en remarquant que log
x = c log y ± s/r' — y- + « log (y + Vy, — 1 ) + C', ’
Telle est l'équation de la courbe cherchée. . • ' < • . i,
La séparation des signes donne les équations :
x = c log ( c 4- V e * — V? ) — V 7 c ’ — !/’ +
Telles sont les équations des deux genres de courbes, qui répondent à la question'.
XII . Trouver une courbe dans laquelle Ut normale soit proportionnelle à la racine carrée de C ordonnée.
N étant la longueur de la normale en un point x,y. d’une courbe,
on a :
dx*'
En sorte que si |/2m est le rapport Constant, qui existe entre la normale et la racine carrée de l’ordonnée , il vient :
tt: i i ■
d’où l’on tire successivement :
dy _ . / 2m — ;/ <te y
(te = ^
dy.
Telle est l'équation différentielle de la courbe cherchée.
, Afin de l’intégrer , remarquons que y devant être moindre que 2 m , nous pourrons poser :
y= m { 1 — - cos Ÿ ). . . . d. '{a), 1 ’
par suite, en différentiant :
dy — m sin? dy.
L'équation (1) devient donc par substitution : ,
. . / m ( 1 — cos® ) . ,
V / - am - m (l_ COSf) •
d’où Ton tire successivement :
dx
— COSf
COStp
■ sin? dy.
dx
' \ I 2sin ’i '
S cos* |
sin? dy,
sin £
dx — m — r-?-.2 sin ^ oos s i /?,
cos^
dx = 4 m sin ! | d
et en intégrant :
x = km J sin 2 -i- d
or :
f sin *T d TT“ 2 8in T COS 2' + ii' {intée ' 1,1 P a e° 169 ) ;
En portant cette valeur dans (3), il vient •
jc = — 2m sin cOs -g +• m?, x — — m sin? + rny -f- C. . .
il suffit maintenant , de remplacer dans cette équation , y par sa valeur en fonction de y. ' * , .
L’équation (2) donne :
COSf - —JL
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d’où : •
9 = arc cob 2 — ,
sin T = j/l — 1/ 2my — y*.
Prenant pour siny, la valeur négative du radical; il vient par substitution dans (u) :
x = m arc cos 1- \/ 2my — y 1 .
Telle est l'équation de la courbe cherchée.
Cette courbe est donc une cycloïde dont le point générateur est situé sur un cercle de rayon m. .
XIII. Trouver une courbe telle, que la tangente en un point, fane avec le rayon vecteur de ce point un angle constant.
V étant l’angle que la tangente à une courbe exprimée en coordonnées polaires, fait avec le rayon vecteur du point de contact dont les coordonnées sont r et ô; on a :
tgV =
r dû dr
Si donc C est la tangente de l’angle opnstant, on a ;
r dû dr
Telle est l’équation différentielle de la courbe cherchée. Cette équation donne successivement :
dr dd ,
d\ogr = d —
et en intégrant ;
, log r = — c
ou bien ;
et en appelant m le rapport — :
mi
Telle est l’équation de la courbe cherchée.
Cette courbe est la spirale logarithmique.
XTV. Soient Vx Voie polaire et P le pôle, trouver une courbe BB’ telle que :
en menant la tangente AK, en un quelconque de te* point*, que l’on termine à la perpendiculaire PK élevée au pôle sur le rayon vecteur du point de contact, on ait :
tj'i .
surf. PAK
surf. PAM
C étant une constante.
Sur la figure, on a :
surf. APK = ÏPK AP =
=tir*tgPAK,
donc
or :
tg PAK = surf. APK = i r»
on sait, eft outre, que :
aire MAP J*r ! dè.
L’équation de condition (1), devient donc par substitution
<tt _
dr
d’où :
di
et en différcntiant :
ds di
dr 1
dp
= C r 3 dô.
et par suite en divisant par rfô et réduisant :
iPr dr-
r W +( c “ 3 )l7Hr = o-
dp
Telle est l’équation différentielle de la courbe cherchée. Pour l’intégrer posons :
dr
di ~ P ’
d’où :
iPr _ dp
L’équation (2) devient alors par substitution : dp
dr
ou ce qui est la même chose, puisque p*= p.p = p
r 'di + {C ~ 3) p llf ~ °‘
Cette équation donne successivement :
. ,r dp ■+■ (C — 3) pdr = o.
et en intégrant :
log p = log r d'où, A étant une constante arbitraire :
dr ,
La substitution de - à la place de p donne dans cette équation :
dr . 3-
1 ' dr
-r- r dr — dt, \ *
d’où, en intégrant, il vient, a étant une constante arbitraire :
ot si l’on appelle B le produit A (C — 2), on a finalement :
Telle est l'équation du lieu cherché.
Cas particuliers. — 1° C = ® .
L’équation que nous venons de trouver :
peut s’écrire ainsi :
ou plus simplement en appelant b l’expression B r = b . («—*)'
Pour C = x , = o, et par suite : , . .
r — h =z constante.
r = constante ô, représente un cercle de rayon b ayant le pôle pour centre; on vérifie aisément sur cette courbe l’hypothèse. C r- ao , introduite dans l’énoncé de la question.
2° C — 2. — Reprenons l’équation obtenue plus haut ■:
, »* le
rdp -h {c — 3) pdr — o. ' pour C = 2, elle devient : ’
d'où :
et en intégrant :
rdp — pdr,
ÉL — dr
log p = log r,
par suite , m étant une constante :
p=mr.
or :
donc :
dr
dr
log r = m9,
et enfin , A étant une nouvelle constante :
mfl
Cette équation est celle de la spirale logarithmique.
On vérifie aisément sur cette courbe, l'hypothèse C = 2 , introduite dans l'énoncé de la question.
3” C = 3. L'équation générale du lieu :
devient pour 9 = 3:
Celte équation est celle de la spirale d" Archimède.
4* C = 1. L’équation générale du lieu :
devient pour C ;= 1 :
r (ô — «) = -g. = constante.
Cette équation est celle de la ipirale hyperbolique.
XV. Trouver une courbe, dam laquelle : le rayon de courbure toit proportionnel à la normale.
Soient R et N le rayon de courbure et la normale en un point x, y de la courbe cherchée, alors :
Par suite , si m est le rapport constant qui existe entre le rayon de courbure et la normale, on a :
dû?
Telle est l’équation différentielle de la courbe cherchée. '
Avant de l’intégrer, nous remarquerons que les valeurs de R et de N, étant ici prises en valeurs absolues , cela indique que le rayon de courbure et la normale en un même point sont directement opposés, m étant supposé positif.
Arrivons à l’intégration et supprimons d’abord le facteur
(l + ) commun aux deux membres de Y équation ( 1 ), nous au-
rons en chassant le dénominateur
dsr*
1 + -ij. - my .
d'y dx' '
im-
posons :
d’où :
el par suite :
d’y dp du dp
. TE* -*■ ix ' dx ' dy
d*y _ p dp dx 1 dy
L'équation (2) devient donc par substitution
pdy
1 + p* = my
dy ’
d’où :
ou bien :
dy m 2p dp
* dy m d (1 -+- p’)
d’où en intégrant , C étant une constante :
logCy =-|- log(l -+-p î ), .
Par suite :
Cy = (!■+ P 1 ) .
et on remplaçant p par sa valeur -^y, et extrayant la racine -^-départ
et d'autre : . • * *■
y dx' '
d’où :
dx = ■
JL il.
et en intégrant, il vient, a étant une constante arbitraire :
t dy ’
Telle est l’expression qu’il s’agirait d’intégrer, m étant quelconque.
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Cat où m = 1 . Pour m = 1, l’équation (A) devient :
* J v'cy — i
d'nè .
dC,*j
mais on sait que
J \/uCZÎ ~ lo f! \ u + l), donc :
1 “ « = i log (Cy + l/(ÿ— i)
Cette équation donne en multipliant , haut et bas entre parenthèses , parCy — l/Cy — 1 :
et puisqne leg =± — leg il vient :
* — »=. — £ (Cy - y/ C f y*- 1).
ou bien :
— (x — a) c= - log (Cy — v/C*V— D-
Les équations (1) et (2) donnent, après y avoir chassé le dénominateur C : ...
e(*“«> =Cyt i/ C yrrî *
• " ' Cy-l/(?^=T. •
d'où en ajoutant et divisant par 2C de part et d’autre, il vient finalement : ,
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Telle est l’équation du lieu, pour le cas où m = 1.
Pour plus de simplicité si l’on transporte l’axe des y parallèlement à lui-inémc au point dont l’abscisse est a, l’équation du lieu devient :
Gr — Gr
Cette équation est celle d’une chaînette dont l’axe est l’axe des y. Donc : dans la chaînette le rayon de courbure et la normale en un même point sont igaux et directement opposés « jiartir du point de contact.
On vérifie aisément cette propriété.
Cas où m = 1 . Pour m = — 1, l'équation (A) devient :
d’où, par transformations successives :
et si l’on remarque que Cy devant être moindre que 1, on peut poser Cy = sin <? ; on trouve :
Puis en élevant au carré :
[x — a) s +Cy s =~.
Telle est dans le cas de m — 1, l’équation du lieu.
Cette équation est celle d’uu cercle dont le ventre est sur l’axe des x.
Donc : dans un cercle dont le centre est situé sur l'axe des x, la normale est égale au rayon de courbure et ces deux lignes sont dirigées dans le mime sens, ce qui est évident.
Cas où m = 2. Alors que m — 2, l’équation (A) devient :
d’où, par des transformations successives :
1 r dCy
1 rd (Cy-i )
■* - « = -J-- y* (Cy — lf *rf(.Cy— 1)>‘ x — a = -g- (Cy— 1)~ ^ 4- 1.
If
(Cy — • i) T . .
et en élevant au carré il vient fina : ement :
C*(x — «)* = 4Cy — 4.
Telle est l'équation du lieu dans le cas où m — 2.
Cette équation est celle d'une parabole dont l’axe est perpendiculaire a l’axe des x.
Donc : dans une parabole , dont l'axe est perpendiculaire à l’tixc des r, le rayon de courl/ure est double de la normale et ces deux lignes sont dirigées en sens contraires, à partir du point de contact.
Cas où m xx- — 2. Si m = — 2, l'équation (A) devient :
d’où par des transformations successives : en posant pour plus de sint-
plicité C =
. r^JUL.
Ici y doit être moindre quo 26, nous posorons :
y rr 26 «in 5 g:
d'où :
dy — 4 b sin * cos ? dy.
et par substitution :
*-« = f = 46. Ain» T . d t .
J l/26 cos f J
niais on a trouvé ( intég. n” II, page KS9 ) :
f »in ! ydy ;= — | siu y cos y +
donc :
x — a = — 26 sln y cas y + 26 y a
l'équation y — 26 sin : f donne :
s,n » = y Tv 009 V = y 1 *“ 2î = V®=ï-
y zr arc cos ’ *
L'équation (a) devient donc par substitution, en prenant le signe — do radical
x — a= l/2Ay — y* +26 arc cos
Telle est l'équation du lieu, dans le cas où m = — 2.
Et si pour plus de simplicité, on transporte l’axe des y parallèlement à lui-même, au point dont l’abscisse est a ; cette équation devient :
x = \/iby — y’ + 26 arc cos Cette équation est celle 1 d'une cycloïde.
Donc : dan* la ajcloidt le rayon de courbure e*t double de In normale et ru deux ligne * te comptent dam le même tent, à partir du point de contact.
XVI. Trouver une courbe, dan» laquelle : la longueur de la tangente en un point quelconque, comprise entre le point de contact il l’axe dre x, toit constante et égale à une ligne donnée m. \
Soient yO^Oj les axes coordonnés, supposés rectangulaires.'
Sur l’axe des y, à partir de l'origine prenons urte longueur OA — m , alors A est un point de la courbe et cette courbe part de A langeoticlleraent à l’axe des y.
T étant la longueur de la tangente en un point x, y de la courbe on a : ;
T =»/*+ ' L’équation différentielle de la courbe cherchée est donc :
de cette équation on tire :
dx _ , /m‘ , y/ m* — y 2
Par un point pris hors d’une droite, on peut mener à celte droite
deux lignes d’une mémo longueur; nous conviendrons : du côté
des j positifs, de prendre de cos deux lignes, celle dont l’inclinaison
sur l’axe des x est plus grande que 90". Nous prendrons donc
dx . ,
-j— avec je signe — .
Pout- intégrer cette équation, on remarquera qu’ici y doit être moindre que m ; on posera alors y — m sin y, et l’on trouvera comme dans le problème XI qui précède : >
x = —\/ m 1 — ;/ s + m log (y + f/— — 1 ) + C.
Telle est l'équation de la courbe cherchée.
Cette courbe présente des particularités curieuses. Nous allons les étudier.
Je remarque d’abord que la constante C est nulle. En effet, pour y = m, on doit avoir le point A, c’est-à-dire que pour y = m, x = o.
Pour y = m le second membre de l'intégration se réduit à C ; donc C = o.
La véritable équation du lieu est donc :
x = — l/m* — y* +m. log (y + j/pr — l).
«=- y/srz? + m . log { ^+\^ F = X y
Forme de la courbe. — La courbe est évidemment symétrique par rapport à l’axe des y
La plus grande valeur de y est m, et à mesure que l’ordonnée y diminue de «n jusqu’à zéro, l'abscisse c augmente Constamment et a pour limite l’infini.
Donc la courbe part de A tangentiellement à Taxe des y et s'approche indéfiniment de Taxe des x qu'elle rencontre à l’infini.
I.’axe des x est donc asymptote de la courbe
Pour avoir la tangente en un poipt quelconque de la courbe, il suffira de décrire de ce point avoc m pour rayon un cercle . 1 Le point de rencontre de ce cercle avec Taxe des x, joint au poïnl de la courbe, donnera la tangente.
la courbe a donc la forme indiquée, sur la figure.
Aire de la courbe. — L’aire A de la courbe comprise entre l'origine et l’abscisse x a pour expression :
or l'équation différentielle
; . . dx l/ m* y 1
donne :
A devient donc en y remplaçant dx par cette valeur :
A = f — l/ m* — tf rfy.
Cherchons l’aire J comprise entre l’axe des y, l’axe des x et la
branche infinie AU; à cet effet, puisque sous le signe J* se trouve
une fonction de y, remplaçons les limites 0 etao de x, par les limites correspondantes de y, lesquelles sont m et 0 ; en sorte que nous aurons pour l'expression de l’aire totale :
A — /-V mi — y’ rfy • 1 ' j ' '
quand on renverse les limites de l’intégrale définie on sait que l’on change le signe de celte intégrale, donc :
A = -J . y/m 1 — y'- rfy.
(lotte intégrale définie est celle d'un cercle, on sait en effet que
J l/R 1 — x 1 dx représente l’aire du quart de cercle dont l'équation
est x 1 + y 1 = R 1 ; donc l'aire totale A, est celle du quart de cercle dont l’équation est x 1 -+- </ = m*; c’est-à-dire que l’aire totale A, est équivalente à celle du quart de cercle OAB décrit de l’origine comme centre avec OA ou m comme rayon.
Remarque sur l’expression de l’abscisse à l’origine de lu tangente à la court*.
Soit M un point de la courbe dont l’ordonnée y est MP; menons la tangente MT en ce point, alors MT = m ( c'est la définition de la courbe ).>■■» - •
L’abscisse à l'origine de la tangente MT est OT ot sur la figure (ma;
,0T = OP + TP • OT zz ,x + y/m* — y*.
or, l’équatioH de la courbe !
* = — l/m‘ — y* + m log — y,
donne :
. * + v *»— jr* = m log ( ÿ— - — ;
La valeur de OT devient donc par substitution :
or- m iog ( *+ V 7 ” 1 !— .a: ).'- • - • .
Calcul du rayon de courbure en un point dt la courbe.
L’expression du rayon de courbure en ut point x, y d’une courbe est :
R ss
(Pte
dlr‘
xétant la vagable indépendante. Puisqu’ici, réquation est résolue par rapport à x, y est pris pour variable indépendante , en sorte que l’expression du rayon R est :
L'équation différentielle :
dx _ / m-
~dÿ ~ V */*“" *
donne «ncressivement
tPx
dx> _ m 5
+ dy'- ~ y"
m 8 dy
2 y/'ü? _ | ■*/»'_ t ■ t' V rf.-»’
en portant ces valeurs dans K, il vient « ipj, .■ iv. -i ... , .
y* \/ nr — y- y‘ \/ m 1 — y 5
d’où : ' • •
H zz m s/ m * ~ y*
Telle est l’expression du rayon de courbure. . . • i
Au point K, y — m, par suite R = a; le point A est donc un point de la développée de la courbe proposée.
Conttruclion géométrique du rnyon et du centre de courbure.
Soit M un point de la courbe dont la tangente est MT, alors MT zz tn. Je mène la perpendiculaire MC sur MT, alors MC est la normale et si tfù point T, sur l’axe desÆ-, j’élève la perpendiculaire TC laquelle rencon 7 tre la normale MC en C; je dis que le point G est le centre de courbure du point M de la courbe. ’ .
Il suffit, pour établir ce fait, de démontrer l'égalité , ..... , ir . y
MC = R = ? V
à cet effet, je mène la parallèle MK à l'axe des x :
l.es deux triangles rectangles CMK et MTK sont semblables et nous donnent :
MC . s MK A • ,
MT “ ’TK ’
or, sur la figure : , • ’ / 1 1 •
• ■% " ' is
MT = m, MK = TP = \/ MT* — MP' = —y*,,. ,
TK = MP — y,
par suite : ' /
MC l — y 1
ANALYSE
MC— w* V — y 1
L’égalité (1) est donc démontrée.
Le point C est donc bien le centre de courbure.
Développée ou lieu de t centres de courbure de la courbe.
Appelons <t , C l'abscisse et l’ordonnée du point C et proposons nous de trouver l'équation qui lie entre elles, les quantités « et C.
Cette équation sera celle de la développée.
Sur la ligure, on a :
CT = C, OT
Le triangle rectangle CAT donne :
MT* = CT. TK. ou m* = C'y,
par suite :
nous avons trouvé précédemment :
OT — m log
donc, puisque y = OT == « :
«=m log (-
d’où :
et par suite :
En changeant les signes de l'équation (c) et en la divisant par m, on a :
=-i„ ( ±+yjL=j °j).
d’où :
— — = — log (c + v'fi*— "*’l + lo e m -
tn
multipliant haut et bas entre parenthèses, par C — \/ 6* — il vient :
d'où:
et en ajoutant cette équation à l'équation (d), nous aurons :
Ci Jt
d’où l'on tire finalement : .
Telje est l’équation de la développée de la courbe.
Cette développée est donc une chaînette. Le point le plus bas de cette chainette est le point A : car, la valeur minimum de C est donnée par « — o, et cette valeur minimum est C := m.
NOTIONS DE GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE A TROIS DIMENSIONS
DÉTKIIJIlKAflON d’d» point dans l’espace.
positives, les distances comptées
Un point A de l’espace est entièrement déterminé lorsqu'on connaît sa projection a sur un ' plan, et l'élévation Ao de ce point au-dessus de ce plan, ainsi que le seu&suivant lequel on doit porter cette élévation.
La projection a du point A , est déterminée par ses coordonnées prises par rapport à deux axes OX et OY ( supposés rectangulaires pour plus rie simplicité) tracés dans le plan.
Construisons un troisième axe OZ, perpendiculaire au plan des deux axes OX et. OY et passant par l’origine 0 ; alors si nous convenons : de considérer comme suivant l’axe OZ lorsqu’elles seront au-dessus dn plan XOY; et commè négatives, les distances situées au-dessous de ce plan; nous introduisons [tour la détermination du point A de l'espace trois coordonnées, lesquelles sont nécessaires et suffisantes.
Les trois plans qui passent par les trois axes coordonnés OX, OY, OZ sont perpendiculaires entre eux. On les nomme plans coordonnés. Ces trois plans déterminent huit angles trièdres. Les
signes ries trois coordonnées x, y, s d’un point, feront connaître celui des huit angles trièdres dans lequel est situé ce point.
Ainsi le point M dont les coordonnées sont :
se trouve dans le triédre ZOX'Y'.
Remarque. — Un point de l’espace
est situé à l’extrémité de la diagonale du parallélipipèdc construit sur les trois coordonnées.
Remarque. — On voit sur la figure, que si l’on projette un point de l’espace sur deux plans coordonnés : la coordonnée de ce point comptée sur l’axe d’intersection de ces deux plans est commune aux deux projections du point.
Dit tance de deux pointe en fonction de leurs coordonnées rectangles. Soient deux |>oints M' et M”, dont les coordonnées rectangles sont
m' et m" étant les projections de M' et M" sur le plan XY, on a :
et si l’on mène la parallèle M'P à m'm”, le triangle rectangle M'M"P donne en appelant a la distance cherchéo M'M" -
i'=mW r +(«' 1 — i’ )*
d’où par substitution :
Telle est l’expression de la distance cherchée
Remarque 1. Si l'un de» points passe par l’origine , alors :
par suite :
Remarque II. — En appliquant la formule (1) à deux points infiniment voisins dont les coordonnées sont x, y, Z ; x 4- dx, y -+- dy, * +■ dx et dont la distance est dt, on trouve :
d» = \/ rfx 1 r dy i + dz‘.
Reprétenlation géométrique d'une équation à une variable.
Soit une équation f[x) = o.
Décomposée en facteurs du premier degré, cette équation est de la forme :
d’où :
x == a, X — b x zz b
Si a est réel, le lieu de l’équation x = a est tel, que pour tous ses points : son x est constante; ce lieu est donc le plan parallèle au plan des YZ mené à une distance a de ce plan. De même, le lieu de l’équation x — b est un plan parallèle au plan des YZ, si b est réel.
L’équation f(x)zzosi elle a des racines réelles représente donc un nombre déterminé de plans parallèles au plan des YZ.
Rcprétrntation géométrique d'une éipiathm ù deux variublet.
Soit l’équation à deux variables f[x, y) = o.
Sur le plan XY, l’équation f ( x, y ) = o représente une certaine courbe AA’; et il est évident, que pour tout point M de l’espace, ayant pour projection sur le plan XY, un des points de la courbe AA', les coordonnées de ce point M satisfont à l’équation proposée.
En effet,' la projection m du point M étant sur AA'; et «, C étant ïx et l’y de ce point, on a ; f(*. C) = o.
Or y étant le z do M, puisque l'équation f{ x, y ) = o peut s'écrire f[x, y, o.z ) = o ; on a aussi :
Les coordonnées du point M satisfont donc À l'équation proposée. L’équation f [x, y) = o représente donc dans l'espace le lieu de toutes les parallèles à l'axe des z menées par les différents points de la courbe [{ x, y) = o construite dans le plan XY. ,
Une équation à deux variables représente donc une surface cylindrique, dont la génératrice est parallèle l'axe dont la coordonnée n'entre pas dans l'équation et dont la directrice a pour équation sur lè plan perpendiculaire à cet axe, l'équation proposée.
Remarque. — Si l’équation ([x, y) — o, est du premier degré : elle représentera un plan parallèle à l'axe des z, dont la trace sur le -plan XY a pour équation f'x, y) = o.
Représentation géométrique d'mse équation à trois variables.
Soit une équation à trois variables :
Cette équation est le résultat de l’élimination de z entre les deux équations :
la quantité a étant arbitraire.
En d’autres termes, les coordonnées d’un point quelconque du lieu de l’équation f( x, y, z ) = o satisfont aux deux équations :
l'équation x = a , représente un plan parallèle au plan XY et l’équation f (x, y, a) — o représente une surface cylindrique dont la génératrice est parallèle à l’axe des z ; l'ensemble des deux équations :
représente donc la courbe d’intersection du plan et de la surface cylindrique.
De même, pour une autre valeur a' donnée à z, on obtiendra une nouvelle courbe et ainsi de suite ; ces courbes seront très-rapprochées , si l'on suppose voisines les valeurs a, a\ données é z.
L'équation f ( x, y, : ) = o qui donne ainsi toutes tes courbes, représente donc le lieu géométrique des positions voisines d'une ligne, c’està-dire une surface.
Remarque. — L'équation d'une surface étant du degré m, on voit que la surface ne pourra être rencontrée par une droite en plus de m points.
Une turface étant définie, trouver son équation.
La définition de la surface donnera pour un quelconque de ses points une relation entre les trois coordonnées x, y, z de ce point ; cette relation sera l’équation de la surface.
Exemple. — Equation (le la sphère.
Appelons «, C, y les coordonnées du centre, et R le rayon de la spfière. Soient x, y, z les coordonnées d’un point quelconque de la surface; sa distance au centre est R. Pour exprimer cette relation on a d’après la formule de la distance de deux points :
(*_*}* + (y — £)«+(, ->j« = RL
Telle est l'équation de la sphère. .
Représentation d'une ligne de l'espace.
Une ligne est déterminée par ses projections sur deux plans ; si donc nous prenons pour plans de projections le plan des ZX et le plan des ZY; nous représenterons une ligne par les équations :
(1). * = F .(s), ' ' jf = ♦(*).' ‘ " .
des projections de cette ligne sur les plans ZX et ZY. .
L'élimination de z entre les équations (1), donne une équation fonction de x et de y, laquelle est celle de la projection de la ligne sur le plan XY. ■ .
Représentation de la ligne droite.
La projection d’une ligne droite sur un plan est une ligne droite ; donc une ligne droite de l'espace sera représentée par les équations ;
x = az + p y — bz + q
de ses projections sur les plans XZ et YZ.
ParalUlùme de deux droite e.
Les équations de deux droites étant :
x = ax + p. . . . x = a'x + p'
y = bx 4- q y — b'x + q'.
pour qn’elles soient parallèles, il faut que l'on ait :
On sait, en effet, que si deux droites sont parallèles, leurs projections le sont aussi et réciproquement.
Êquationt de la droite qui pane par deux pointe donnée ut, y*, x’:
l-es équations de la droite cherchée sont de la forme :
y = bz
les inconnues sont les constantes a , b, p, q.
Les deux points devant se trouver sur la droite, on a les équations :
x' — az' 4- p.
. y', = bx' + q. .
x" = ax" + p.
y" = bi" 4- q.
La substitution des valeurs de : p, q, a et 6 tirées de ces quatre équa- , lions, dans les équations (1)' donne, pour les équatidhs de la droite cherchée :
Equation t d'une droite paeeant par un point donné x', y', x'.
Les équations de la droite cherchée sont :
Les coefficients a et b, y sont indéterminés, ün sait pourquoi.
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Memarque. — Si la droite passant par le point x' , y', *' devait en outre , être parallèle à une droite donnée ; les coefficients angulaires a et b des projections rie la droite cherchée, seraient ceux de U droite donnée.
Calcul des coordonnée* du point -de rencontre 4e de aœ droite ».
Soient les équations des deux droites données :
j- = az + p t = a' z -f- p'
yznbz + q. y = b'z-t-q‘.
Les coordonnées de leur point de rencontre doivent satisfaire à ces équations, four avoir les coordonnées de ce point, il suffit donc de résoudre les quatre équations ci-dessns.
Ici le nombre des équations est supérieur d’une unité à celui des inconnues, il y aura donc une équation de condition, VarjoeHe es» :
Cette équation exprime donc le condition qui doit exister pour que deux droites se coupent, c’est-à-dire pour qu’elles soient dans un même plan.
Angle <f une droite avec te» trois axes coordonnés.
Soit OM la parallèle à la droite, menée par l'origine; , ’ prenons OM — 1 « soient f ' « ' x', y', t' les coordonnées
m du point M, alors :
Sur la figure on a, en désignant par a, C et y les angles cherchés :
x' — cos a., y' — cos C, s’s= cos y
Les équations de ht droite OM sont :
« = az, y — bz.
a et b sont des nombres donnés, et puisque £ , y', z' est sur la droite on a : ■>
x' = a*', y' = bx'.
La résolution des «à équations ;
x' = cos ut, y' = cos C, r* = cos y.
x' = a:', y' — bz\ x '* -I- ÿ'* + *'* » t.
donne : • •
"*■ 1 = “■ 8 - TôKHsa- “ - es*?*?* •
Remarque. — La somme des carrés de ces trois inconnues est l'unité. Donc : la somme des carrés des cosinus des angles qu'une droite fait avec trois axes rectangulaires, est égale à l’unité.
Et plus, 'généralement :
La somme des carrés des cosinus des angles, que la diagonale d'un parallélipipède rectangle fait avec les trois arêtes est égale à l'unité.
Expression du cosinus de l'angle de deux droites en fonction des cosinus des angles que ces droites font avec les axes.
r Soient deux droites 0M\ OM" passant par l'origine.
• Prenons OM' m OM" *= i.
Appelons : x', y. x'\ *"
les coordonnées des points M' et X M"; puis V, l’angle des deux droites et «, C, y, C’, >' le* angles que cos droites font avec les trois axes.
Alors, d’après ce qui précède ;
x' =eos y... cos , *-f-cos , C-t-COS a y= 1 . 2 "— cos y' ... cos'* + cos'C é-cos’y= 1 .
Le triangle M'OM" donne :
M 7 M"= OM' + OM 7 ' — SOM'.OM" .cos V =s 2 — 2 cos V . MÏiF*=(*'' — x' ) J + (y" — y')*4-(x"— x' )* =
cl à cause des équations (1) :
2 — 2 cos V —2—2 cos t cos — 2 co* C coi C— 2 co* y ci» y
D’où finalement :
co* V = cos «. cos *' 4- cos C cos C 4 cos y cos y'.
c’est-à-dire que : . ■
Le cosinus de l'angle de deux droites, est égal à la somme des produits des cosinus des angles, que font respectivement les deux droites, avec chacun des axes coordonnés.
Définition et équation du plan.
Le plan est la surface engendrée par une droite mobile, qui en s’appuyant constamment sur une droite fixe, reste toujours parallèle à une même direction.
La droite mobile prend le nom de génératrice et la droite fixe est dite directrice.
Ceci posé, soient
x = az +f, y = bz -f- q (1)
les équations de la génératrice. Puisque la génératrice reste constamment parallèle à elle-même, les coefficients a et b sont constants; au contraire p ci q varient pour chaque position de la génératrice.
’ Soient ;
les équations de la directrice; alors a', b\ p' et q' sont des constantes pour un même plan.
Exprimons d'abord que la génératrice s'appuie sur la directrice , c'est-à-dire la rencontre, nous aurons l'équation ;
Et afin d'éliminer les indéterminées p et q portant dans (2) les valeurs p = x — az, q = y — bz tirées de (1), il vient ainsi ;
p' + az — x q 1 4 bz — - y
Telle est la relation qui existe entre les coordonnées d’un point quelconque de la génératrice indépendamment de la position particulière qu’elle peut occuper.
C’est donc l'équation du plan.
Cette équation est du premier degrc en x, y, z.
Réciproquement. — Toute équation du premier degré à Irai» variables représente un plan.
En effet, i’équation générale du premier degré à trois variables :
Ax 4- By 1 - Cx - 4 - D = o
étant du premier degré, représente une surface, laquelle 11e peut être rencontrée par une droite en plus d’un point; cette surface est donc plane.
• Equation d'un plan en fonction de ses coordonnées à T origine.
Soient M, N, P les trois points de rencontre d’un plan avec les trois axes.
Les distances OM, ON, OP que nous désignerons par p, q , r sont dites, les. coordonnées à l’origine du plan.
Les coordonnées des points M, N, P, sont :
Soit Ax 4- By 4 - Cs 4- I> = 0, l'équation du plan.
Les points M, N, P étant sur ce plan , leurs coordonnées satisfont à l’équation de la surface et l’on a :
Ap 4- D = 0 d’où
By 4- D — o
Cr 4 - D = o
la substitution des valeurs de A, B, C, dans l’équation du plan, donne après toutes réductions :
Tell-’ est l'équation cherchée.
Du problème t *ur le plan.
Pour résoudre sur le plan les problèmes résolus sur la ligne droite dans la géométrie à deux dimensions, on suivra la marche indiquée dans cette partie du cours.
On trouvera ainsi î
1* Pour l’équation du plan qui passe par un point x' y z'.
ou bien :
2" Pour l’équation du plan qui passe par trois points donnés
_/ » _f» ..n _i». ..m _rr»
(y’-y'K^H VWllÿ-ÿ) z'Ü;/— y 1 .
3» l/intersection de deux plans sera donnée par la combinaison des équations.
A-r -+- By -4- Ci 4- D =o,
de ces plans.
L élimination de y entre ces deux équations donnera la projection de Pinterseclion sur le plan Xz.
I. intégrer l’équation
Remarquons que l'équation -~g- — — n*y se déduit de l'équation ~j^r— n 'v, on remplaçant dans cette dernière a par n \/ — U or, nous
avons trouvé (intég. X, page 182), que l’intégrale de Féqnation = n’y est :
. «a: „ — itx.
y = Ae -+ Be
Si donc , dans cette équation , nous remplaçons r par n \/ —4, «tous
fpfl
aurons, pour l’intégrale de l’équation — — n’y, la fonction :
. nx\f — I _ — nx\/* — 1 ...
y = Ae v 4- Be v (1),
mais on a trouvé (pages 1I6«1 HT) :
e = cos wr + K — 1 sin nx.
DONNÉE
Soit une courbe dont l'équation [ [x, y, a) — o , contient une consiante a que l'on met en évidence.
Pour une valeur différente de a, la courbe f (x, y, a) — o, représente une autre courbe , de même forme et de même nature , or , si l’on fait passer la constante a d'une manière continue par toutes les grandeurs, l'équation f (x, y, a) = o , donnera lieu à une infinité de courbes de même nature , lesquelles seront infiniment voisines. Toutes ces courbes se coupent entre elles, et le lieu de leurs intersections successives prend le nom de courbe-enveloppe de la courbe proposée.
Proposons-nous de calculer l’équation de la courbe-enveloppe d’une courbe donnée par son équation.
Soit f [x, y, a) = o , l'équation d’une courbe dans laquelle on fait varier la constante a.
Soit a -t- ao une valeur voisine de x, pour cette valeur on obtient une courbe dont l'équation est :
f ( x, y, a -h an ) = o.
Appelons X et Y les coordonnées du point de rencontre des deux èourbes f[x, y, a) = o et f[x, y, a + Aa); ce point étant sur chacune des courbes, on a :
/•(X, Y, a + ao) =io,
par suite :
f(\, Y, a + ia)-f(X, Y,o)=o,
d'où , en divisant par Aa :
f(X, Y,g + An)-f(X,Y, o)
AO
Cette équation a lieu quel que soit &a ; en sorte que, si l'on passe à la limite de àa, elle existe encore ; pour cette limite, son premier membre
devient c’est-à-dire que son premier membre est la dérivée de la
fonction f (*, y, a) prise par rapport à a considérée comme seule variable.
L’équation ^ est une fonction de X, Y et de a.
Si donc, on élimine a entre les équations ^ et f (X, Y, o) ou (1) , on
trouvera une équation en X et Y , laquelle sera celle du lieu cherché.
Donc : pour atoir l’équation de la courbe-enveloppe d'une courbe donnée , dam laquelle on fait varier une confiante; il faut éliminer cette constante entre cette équation et la dérivée de celte équation prise par rapport à la constante considérée comme seule variable.
Application. — Proposons-nous de calculer l’équation de la courbeenveloppe , de la trajectoire dans le vide.
Soit l’équation de la trajectoire dans le vide :
y = xtg« —
44 cos 1 *
Il s’agit de déterminer la courbe-enveloppe de cette trajectoire, en y faisant varier la constante <t.
L’équation (1) peut s’écrire ainsi :
y = X »g * COS et.
la dérivée de cette équation, prise par rapport à * considérée comme seule variable, est :
OC
0 r— nr 2 cos * sin *,
cos’« 4 K
ou bien :
•— 2/ur — x*tg*
° — 2 h cos’*
et par suite : tg* = — ,
Si l’on porte cette valeur de tg* dans (1), il vient :
ANALYSE
Telle est l’équation de la c.ourl>e-enveloppe , de la trajectoire dans le vide.
Cette courbe-enveloppe, comme la trajectoire, est une parabole.
Itl . ÉQUATION DU PLAN OSCULATEUR D’UNB COURRE A DOUBLE COURBURE.
Par plan osculntcur d'une courbe à double courbure , en un point de cette courbe, on entend le plan-limite du plan qui passe par ce point et deux autres points voisins situés sur la courbe , lorsque les deux points tendent A se confondre avec le premier.
Proposons-nous de calculer l'équation du plan osculateur d’une courbe à double courbure, en un point dont les coordonnées sont % » y » ^ •
Si l'on donne à x', y, z' les accroissements Ai’, Ay', As' , on aura les coordonnées d’un second point, voisin du premier ; les coordonnées de ce second point seront :
x' 4 - ai', y' + a y', s’ +- Ay'.
Si, aux coordonnées de ce second point, on donne les accroissements ai’, Ay’, as’, on obtient les coordonnées du troisième point , voisin du second, les coordonnées de ce troisième point seront alors :
x’+Ai’-j-A (*'4 - ai’), y'4-Ay'4-A (y'4-Ay’), c'+Ai'-HA (z'4-Aî’),
ou, d'après la remarque faite sur la différence d’une somme (page 132) :
/ 4-ÎAx' 4- AV, y' -t- 2Ay' 4- A’y', ï' 4-2ai’ -t- aV.
Calculons l’équation du plan qui passe par les trois poinls
( ï* 4- Ai', y -t- Ay’, z' 4- Az’ ) et (x' 4- 2 ax' 4- AV, y' 4- 2Aÿ' 4- A*y\ 4- 2 a 2 ' 4 - a *2’).
Devant passer par le premier point r, y’, z, l’équation du plan cherché sera de la forme (page 37 i ).
Ici a et b sont inconnues , en exprimant que l'équation de ce plan est satisfaite par les coordonnées des deux autres points, nous aurons les deux équations :
4*' == a Ax' H- h A y',
lesquelles donnent pour n et 6,
.. — Az &V — Ay' aV , Âx’ aV — Ai’ aV
Ax' A*y' — Ay' a’x” Ax' A*y’ — Ay' a*x'’
La substitution de ces valeurs dans l'équation (1) donne :
(x — x') (Ay' aV — az'a V) + (y — !/*) (aï’ aV- ax’ a 2 *’) +■
+ (i — z') (ax' A’y’ — Ay* A ’x') = O.
Telle est l’équation du plan qui passe par trois points de courbe , si l’on passe aux limites de ax’, ai/ , az’, ce plan devient le plan oscnlateur, dont l’é(|uation est alors :
(x — x') (rfy' riV — (lz‘ tPy ) + [y — y'j (rfz' d'x' — rfx' rf’x”) 4 - -+■ (î — z,’) (rfx’ d'y’ — rfy' rf’x’) — o.
Si les coordonnées x’, y', s’ sont fonctions d’une variable indépendante t, l’équation du plan osculateur devient :
rfV
rf?
rfz' d‘y’ dt dt }
(é'x' rfx' rfV \
rf/ 1 rfl rft»/ '
/rfx* c/y </#/' d*«'v
rf/ ! — rft rf/»" / — 0
IV. CALCUL Df VOLUME D’UN COUPS TE RM I NÉ PAR DES SURFACES QUEL- CONQUES. — INTÉGRALE DOUBLE.
Considérons un volume terminé par une surface quelconque , partageons-Ie en éléments infiniment petits , par une série de plans perpendiculaires à l’un des trois axes coordonnés rectangulaires, l’axe des x par exemple. On peut considérer chaque élément de volume, compris entre deux plans consécutifs, comme étant le volume d’un cylindre droit, ayant pour base l’une des sections et pour hauteur la distance infiniment petite rfx qui sépare ces deux plans.
Supposons que l’ou puisse obtenir, en fonction de la variable x, l’expression de l’aire de la section faite ainsi dans le volume, par un plan quelconque perpendiculaire à l'axe des x; alors l'expression d'un des petits cylindres représentera la différentielle du volume proposé ; en sorte que, si l’on appelle F (x! la fonction qui représente l'aire d’une
section, la différentielle du volume sera donnée par l’expression :
F (*) dx.
Par suite, si l'on désigne par V la portion du volume du corps, comprise entre deux plans perpendiculaires à l'axe des x et ayant pour équations :
x — od, x = x" ,
on aura :
V = f F (x) dx.
Donc, pour avoir V, il suffira de connaître F (x).
Si l'on ne peut déterminer directement l'aire F (x), on en déterminera la valeur par une première intégration.
En effet, appelons s et z' les coordonnées comptées suivant l’axe des z et menées par le point le plus haut et par le point le plus bas de la surface dont l’aire inconnue a été désignée par F (x). L'équation de la surface qui termine le volume est de la forme :
elle montre que les ordonnées z et z' sont des fonctions de x et de y , car cette équation peut être résolue par rapport à z. Ces fonctions de x et de y peuvent être de nature différente.
Ceci posé , l'aire de la section F (x) correspondante à une certaine valeur de x, aura pour expression :
f (*—*') iy,
y étant considérée comme seule variable et x comme constante dans les fonctions x et z ' , puisqu’ici on considère une valeur particulière de x.
Si donc l’on intègre la fonction (x — z' ) dy entre les limites y' et y", le résultat de l’intégrale définie :
sera une fonction de x, nous l’avons appelée F (x) et x"
grale J F (x) dx nous donnera l’expression V du volume
alors l'intécherché.
Pour obtenir V, il faudra déterminer deux intégrales successives de fonctions d’une seule variable.
Ces deux intégrations successives s'expriment ainsi :
Application. — Calcul du volume de Cellipioide.
L’équation du volume de l'ellipsoïde rapporté à ses trois axes 'la , 26 et 2c, est :
— ï ri — I r — 1.
La section de ce volume , par un plan quelconque perpendiculaire à l’axe des x, et menée au point dont l’abscisse est x, a pour équation :
dans cette équation , il faut considérer x comme constante; cette équation montre que cette section est une ellipse dont les demi-axes , placés dans les directions de l’axe des y et de l’axe des s , sont :
donc , l’aire de cette section sera (d'après la formule A = xab trouvée page 308, pour l’aire totale de l’ellipse ) :
si, dans cette formule , on tait varier x, on obtiendra les aires de toutes les sections de l’ellipsoïde par des plaus parallèles à l'axe des x perpendiculaires à l'axe des x, et ayant pour abscisses les valeurs de x.
L’expression (1) que nous venons d'obtenir ici , sans intégration , est précisément la fonction F (xj dont nous avons parlé ci-dessus.
Par conséquent , le volume V de l’ellipsoïde compris entre les plans perpendiculaires à l’axe des x et ayant pour abscisses x* et x ', sera donné par l’expression :
= J rbc ( 1 — S) ds =
= T 6C / ( 1 “ t ) dx = T bc ( + £ “3 * )•
Si l’on fiait x' = — a, x" — t- a , un a lu volume entier (Je l’ellip-
soïde dont l’expression est - -r abc.
Si, a — 4 — c, l’ellipsoïde devient la sphère, et l’on trouve ^ t a 1
pour le volume de la sphère.
V. CALCUL DE l’aire II’ UNE SURFACE TERMINÉE PaK UNE COURUE NON
DÉCIME
Proposons-nous de calculer l’aire de la surface «A. Va', comprise entre une courbe non définie AA', une droite fixe XY et les ordonnées Au , AV des points extrêmes A, A' de la courbe.
Partageons na' en un nombre pair de parties égales aux poinls b, r, il.... , soit « l’une de ces divisions; on devra prendre j. assez petit . de
telle sorte que, en élevant en b, r, il, etc., les ordonnées 4B, cC. etc
les arcs AB . BC, etc., de la courbe compris entre deux ordonnées consécutives puissent, dans la pratique, être considérés comme rectilignes.
Ceci posé , considérons l’aire a A rC composée de deux tranches consécutives; partageons ne ou 2a, en trois parties égales aux points m et 11 , alors : •
et le point b est le milieu de mtr, enfin élevons en m et en n les ordonnées mM et nN.
Les petits arcs AM MN CN. étant considérés comme rectilignes, la mesure du trapèze, donne :
aire am AM = (A, 4- Mm),
aire mn MN = ^ (Mm 4- Nn),
aire ne NC — ^ (Nn 4- AJ, en ajoutant ces trois équations, il vient :
aireaACc=:^ [A, 4- 2 ( Mm 4- Nn) 4- A,], ou bien, puisque le trapèze mn MN donne Mm 4- Nn = 2A, 2 : aire aA Ce = 5 ( A, 4- 4A., 4- A* ) (1).
En appliquant cette loi aux surfaces cC Ee et Ke AV, on a de même :
aire Ce Ee s (A s 4- 4A 4 4- AJ (2)
aire Ee AV = g (A s 4- 4A„ 4- A,) (3)
L’addition des équations (i), (2) et (3), donne finalement :
aire oA AV — ^ [ A, 4- A, 4- 4 ( A, 4- A 4 4- A„ ) 4- 2 ( A, 4- AJ].
Telle est la formule qui permettra de calculer l'aire a A AV.
Cette formule montre que, l’expression de l’aire d’une courbe non définie, s’obtient : en multipliant le tien de la division a, par la somme des ordonnées extrêmes, augmentée de quatre fois la somme des ordonnées de rang pair, et de deux fois la somme des ordonnées de rang impair.
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