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PRÉFACE
La Cours élémentaire de mécanique ^ dont nom publions aujourd'hui la première partie, est principalement destiné aux élèves de l'enseignement secondaire spécial ; il s'adresse aussi aux personnes qui> possédant les éléments de la géométrie et de Falgèbre, mais n'ayant pas poussé plus loin leurs études préparatoires, désirent apprendre la mécanique rationnelle.
Les programmes officiels de i 866 reconnaissent au professeur le droit d'intervertir Tordre des matières, et de commencer le cours par la cinématique, sauf à aborder plus tard l'étude des forces et de leurs effets. Cette marche est si naturelle, que nous n'avons pas hésité à l'adopter^ Notre Cours comprendra donc trois parties : la Cinématique j la Statique et la Dynamique. Pour faire répondre cette division au partage réglementaire de renseignement entre les deux dernières années d'études, nous avons admis que la cinématique et la slatique formeraient l'objet dit coui'8 dé pretnière année (cVst-à-dire ie la troisième
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au plan qui tend à le faire glisser suivant la ligne de plus grande pente.
Pressions exercées par un liquide sur le fond et sur les parois latérales d'un vase. — Centre de pression : remarquer qu'il est forcément au-dessous du centre de gravité.
Égalité de niveau dans les vases en communication.
Corps plongés. — Principe d'Archimède. -— Conditions de stabilité.
Corps flottants. — Carène, déplacement , flottaison, centre de poussée ou centre de carène. — Arrimage : il détermine la position du centre de gravité du bâtiment en charge.
Si le flotteur incline, Téquilibre est stable ou instable, selon le sens du couple formé par le poids et la nouvelle poussée. — Cas très-simple d'une sphère non homogène. — Analogie entre sa stabilité sur Peau et sa stabilité sur un plan horizontal.
Du mouvement en général.
Mouvement par rapport à V espace, — Le mouvement est rectiligne ou curviligne. Exemples tirés de mécanismes qui fonctionnent journellement autour de nous : un seau qui descend au fond d'un puits, cheval qui suit la piste d'un manège, la roue d'un rémouleur, etc.
Mouvement alternatif. — Ex. ; piston d'un corps de pompe.
Mouvement par rapport au temps, — Mouvement uniforme. — Ex. : une troupe militaire qui marche au pas ordinaire. — Une roue de mouh'n qui fait toujours le même nombre de tours dans la même temps.
Mouvement varié. — Ce que l'on entend par accélération ou ralentissement. — Ex. : trains de chemin de fer se rendant d'une station dans une autre.
Mouvement uniforme.
Vitesse dans le mouvement rectiligne uniforme. — On l'obtient en divisant le chemin parcouru par le temps employé à le parcourir. — Le choix de l'unité varie suivant les cas. — Exemples :. nombre de mètres par seconde. — Nœud marin ; filer un nœud , c'est-à-dire marcher h raison de un mille h l'heure. — Exemples numériques dans lesquels on proposera successivement comme inconnu l'espace parcouru et la vitesse ou le temps. — Représentation graphique du mouvement uniforme.
Mouvement de rotation uniforme. — Notion de la vitesse d'après le nombre de tours ou de révolutions dans un .temps donné. — Comparaison des angles décrits au temps employé à les décrire.
Vitesse angulaire dans un mouvement de rotation uniforme : on peut l'exprimer de diverses manières : — Nombre de degrés dont le corps tourne en une seconde ou do tours qu'il fait en une minute. Les divers points du corps tournant se meuvent uniformément suivant des circon-'
férences de cercle. — La vitesse de chaque point peut être mesurée en mètres par seconde comme pour le mouvement rectiligne. — Les vitesses des points qui se meuvent autour d'un axe de rotation sont pro-» portionnelles à leurs distances k cet axe. — Connaissant le nombre de tours par minute, calculer le chemin parcouru par un point, en une seconde , le long de la circonférence décrite. — Application à la scie circulaire.
Tendance des points d'un corps animé d'un mouvement de rotation à s'éloigner de l'axe. — Explication de quelques phénomènes. — Force centrifuge : elle est d'autant plus grande que la vitesse angulaire et le rayon sont plus grands , ou d'autant plus grande pour une même vitesse estimée le long de la circonférence décrite, que le rayon est plus petit. — Renversement d'une voiture à caisse élevée qui tourne trop Jsrusquement.
Calculer les vitesses dont sont animées les zones terrestres dans leur mouvement autour de la ligne des pôles.
Nombreux exemples numériques pour bien faire comprendre les lois ci-dessus énoncées.
Mouvement varié.
Mouvement varié: — accéléré ou retardé. — Représentation graphique d'un mouvement varié. — Insister beaucoup peur que les élèves ne confondent pas la trajectoire du mobile a\ec la courbe qui représente la loi de son mouvement. — Exemples nombreux.
Vitesse dans le mouvement varié. — La vitesse que possède un corps à une époque quelconque du mouvement varié est celle avec laquelle il se mouvrait uniformément, si les forces auxquelles il est soumis cessaient d'agir. — Détermination graphique de la vitesse à un instant quelconque, connaissant la loi du mouvement. — Vitesse moyenne.
Mouvement uniformément varié. — Force accélératrice. — Force retardatrice. — Vitesse initiale, vitesse finale, vitesses extrêmes.
Le chemin parcouru d'un mouvement uniformément varié est la moitié du produit fait avec la somme des deux vitesses extrêmes et le temps estimé en secondes.
Du mouvement uniformément accéléré. — Étude des lois de la chute des corps à l'aide de l'appareil à cylindre tournant du général Morin. — Relation entre la hauteur de chute et le temps , la vitesse acquise et le temps, la vitesse et la hauteur de chute. — Valeurs numériques fie l'espace parcouru pendant la première seconde de chute et de la vitesse acquise au bout de ce même temps, à Paris, h Londres, etc.
Une force constante communique à un mobile un mouvement uniformément accéléré. — Chute verticale.
Mouvement uniformément retardé d'un corps pesant lancé verticalement et de bas en haut.
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Lois du mouvement que prend un corps abandonné à lui-même sur un plan incliné. Abstraction faite des frottements, la vitesse acquise dépend de la hauteur et non de la pente du plan.
Du mouvement relatif.
Principe de l'indépendance des mouvements simultanés constaté par Tobservation. — Exemple d'un corps qui se meut uniformément; et en gne droite, sur un bateau qui descend lui-même d'un mouvement 'Ccliligne et uniforme. — Le mouvement relatif de deux points n'est pas altéré quand on leur donne un mouvement commun d'entraîneraent rectiligne, Ex. : chute d'un objet dans Tintérieur d'un wagon de chemin de fer on du bout d'un mât d'un bâtiment. — Composition des chemins. — Parallélogramme des espaces parcourus. — Mouvement parabolique d'un corps pesant, lancé obliquement, obtenu par la composition du mouvement ascendant et descendant suivant la verticale, avec un mouvement de transport rectiligne et horizontal de cette ligne verticale.
DU TRAVAIL MECANIQUE
Étude des machines à Véta't de mouvement uniforme.
Indication des machines les plus usuelles : levier, treuil, etc. — Objet de l'emploi des machines : l* vaincre une résistance ; 2" déplacer le point d'application de cette résistance en sens contraire de son action ; exemples divers. La mesure industrielle d un travail mécanique, élévation des fardeaux, sciage, limage, burinage, etc., dépend donc toujours de deux éléments : 1° effort développé ou vaincu; 2* chemin parcouru.
Le travail, tel qu'on le définit en mécanique, est la véritable mesure de l'activité des forces dans Tindustrie; il est proportionnel à l'intensité de la force et au chemin parcouru selon la direction, et il est exprimé par leur produit. — Quantité de travail d'une force dont le point d'application ne se meut pas dans sa direction inropre. — Travail d'une force tangente dans le mouvement de rotation.
Choix d'une unité de travail mécanique. — En France, c'est le kilogrammèlre; quelquefois l'un de ses dérivés ou multiples.
Expression numérique de la mesure du travail d'une foroo en kilogrammètres. -^ L'homme qui, poussant une brouette, esercc constamment, dans le se?is du mouvement, un effort de 50 kilogrammes et parcourt 0"',50 par seconde fait dans chaque seconde un travail mécanique de 50 X 0,50 = 25^kilograramètre8,
Principe de la transmission du travail dans les madtines à l'état
de mouvement uniforme,
La juxtaposition de pièces inertes ne peut créer ni force ni travail mécanique. — Nécessité d'un agent moteur. — Trayail moteur. — Travail résistant.
Le travail moteur dépensé est égal au travail résistant produit. — Faire bien ressortir que la machine se borne à échanger le travail reçu, et qu'elle ne peut rendre plus qu'on ne lui donne. — Avec une dépense limitée de travail moteur, si grande qu'elle soit, Fhomme ne peut jamais réaliser qu'un travail également limité. — Ce que Von gagne en force on le perd en chemin parcouru.
Prendre successivement les machines les plus simples, et vérifier le principe précédent, en les supposant animées d'un mouvement uniforme.
Conséquences du principe de la transmission du travail relatives à la détermination du rapport de grandeur des forces qui se font équilibre sur une machine.
Le principe de la transmission du travail dans une machine susceptible de se mouvoir d'un mouvement uniforme étant une fois admis, on en déduit immédiatement un moyen simple de trouver le rapport de grandeur de deux forces qui se font équilibre par Fintermédiaire d'une machine de cette espèce.
Exemples choisis parmi les machines déjà étudiées. — Treuil. — On supposera que la puissance demeure tangente à la circonférence décrite par le bouton de la manivelle. — Exemples nouveaux : vis mobile dans un écrou fixe (presse à vis) qui ne peut prendre qu'un mouvement de rotation, agissant sur un écrou qui ne peut que s'avancer sans tourner; treuil différentiel, etc.
Balance à plateaux supérieurs ou balance de Roberval, actuellement employée dans le commerce.
Transmission du travail dans les machines animées d'un
mouvement quelconque.
Le travail mécanique fait pour imprimer une vitesse ii un corps est» en kilogrammètres, la moitié du produit de la masse et du carré de cette vitesse. — Force vive. — Prendre des exemples numériques pour faire comprendre la définition ; exemple ï le gaz produit par la com^ bustion de la poudre qui imprime une vitesse do 294 mètres à un boulet de 24, dont la masse est 1,225> produit un travail mécanique de 52,855 kii. 614, c'est-à-dire une force vive égale à 105,711 kil. 22^, etc. — Variation de la force vive dans la chute d'un corps suivant la verticale ; — dans le mouvement parabolique.
Notions qui découlent du principe des forces vives pour la transmission du travail dans les machines. — Machines animées d'un mouvement un^orme; machine^ à mouvement périodique ; machines animées d'un mouvement quelconque. — Pour cet examen succîûcC le professeur aura soin de choisir ses exemples dans Tinduslrie locale. — Emploi des volants qui servent à emmagasiner la force vive, tout en maintenant la vitesse générale entre des limites assez rapprochées Tune de Tautre.
Résumer dans une leçon récapitulative les notions acquises jusqu'ici sur rinertie, les forces et les effets, soit d'équilibre, soit de mouvement, qu'elles peuvent produire.
Organes des machines.
Les machines sont des appareils propres à l'emploi des forces qu'exige un ouvrage déterminé.
Indiquer sommairement les organes que l'on distingue dans les machines : le récepteur, Topérateur, les communicateurs, les supports, les modificateurs, les régulateurs et les restituteurs. Ex. : les ailes I d'un moulin k vent, la manivelle d'un puits, les chaînes et les courroies qui embrassent deux roues, la poulie d'un puits où l'on puise Tean par traction, la vanne et le déversoir d'un moulin hydraulique, les volants, etc.
Énumération et description succinctes des principaux organes pro- i près à transmettre ou à transformer le mouvement dans les machinas.
Guides. — Guides pour le mouvement de translation; tiges et œillets, languettes et rainures, glissières, roulettes ou galets avec ou sans gorges (roues à boudin des chemins de fer).
Guides pour le mouvement de rotation ; arbres tournants, tourillons et coussinets, paliers^ pivots et crapaudines, colliers pour arbres verticaux, couronnes de galets pour ponts tournants et plaques tournantes de chemins de fer.
Transmission du mouvement.
Les machines simples précédemment étudiées sont des organes de transmission de mouvement.
Variétés ou combinaisons de machines simples. — Leviers accouplés. — Palan sur palan. — Constater le rapport des chemins décrits par la main de l'homme et par le fardeau.
Transmiâsion du mouvement circulaire d'un arbre à un autre, les axes étant dans le môme plan, par contact de deux cyhndres, par cordes, chaînes ou courroies sans fin, par engrenages. — Rapport des nombres de tours des arbres. — Équipages de roues.
Indications sommaires relatives au tracé pratique d'un engrenage.
— Pas deTengrenage; creux, largeur, épaisseur et saillie des dents en fonte ou en bois.
Boues d'angle. — Rapport des nombres de tours des arbres qu'elles relient.
Cric. — Rapport des chemins décrits par le bouton de la manivelle et la tête de la crémaillère.
Vis et écrou. — Rapport du chemin parcouru par le bouton de la manivelle et parTécrou ou la vis, suivant Taxe.
Vis tangente dite sans fin.
Faire application, k propos de ces exemples, du principe de la transmission du travail à la détermination du rapport des deux forces capables de se faire équilibre, connaissant le rapport des chemins que décrivent simultanément leurs points d'application.
Cric composé.
Cette dernière application montre, comme conséquence du principe de la transmission du travail, que si Tintroduction d'un mécanisme réduit le chemin du point d'application de la résistance dans un certain rapport, la puissance est réduite dans le même rapport. — Applications numériques.
Transformation des mouvements.
Rectiligne continu en rectiligne continu. — Plan incliné. — Coin.
— Poulies. — Moufles.
Rectiligne continu en circulaire continu, et réciproquement. — Rourriquet à cheval, — à manège. — Treuils divers. — Chèvres. — Sapines. — Vannage. — Roues des bateaux à vapeur. — Vis et son écrou.
— Hélices. — Vilebrequin.
Circulaire continu en rectiligne alternatif. — Manivelle et sa bielle.
— Pistons. — Relation géométrique des mouvements. — Exemples de quelques cames ou excentriques.
Circulaire continu en un autre mouvement circulaire continu, — par simple roulement, — par engrenages, — par cordes ou courroies, — par le levier. — Rapports géométriques des vitesses.
Dans toutes ces transformations de mouvement, le professeur s'attachera à faire calculer le rapport du chemin parcouru par les points d'appli< cation du moteur et de la résistance, en choisissant le plus d'exemples possibles dans les machines de toute nature en usage dans la localité.
Résistance à V action des forces»
Notion des résistances passives. — Pom* entretenir une machine en mouvement, même sans produire aucun travail utile, il faut une dépens&de travail moteur. — Dans la pratique, le travail utile est toujours moindre que le travail moteur. — Impossibilité du mouvement perpétuel.
Rendement d'une machine.
. Diverses espèces de résistances passives.
Frottement, où résistance au glissement : frottement au départ, frottement pendant le mouvement. — Simple énoncé de ses lois.
Le frottement est nuisible dans les machines en mouvement; le travail résistant qu'il occasionne absorbe une portion équivalente du travail moteur.
Mouvement et conditions d'équilibre d'un corps sur un plan incliné, en tenant compte du frottement. — Ce qu'on appelle angle de frottement. — Il varie suivant la nature des surfaces qui tendent à glisser l'une sur l'autre. — Expériences. — Données numériques sur le frottement.
Résistance au roulement, comment elle se produit. — Son intensité.
Roideur des cordes. — Résistance et, par suite, perte de force qu'elle occasionne.
Résistance des milieux. — Exemples de quelques milieux.
Moyens divers employés pour diminuer l'influence des résistances passives dans les machines en mouvement. — Diminution de cette influence par les dimensions et les formes des pièces qui frottent (tourillons), et par le graissage des parties frottantes. — Substitution du roulement «au glissement : roulettes galets.
Utilisation de la résistance au glissement comme point d'appui. — Marche de l'homme. — Vis de pression. — Notion de l'adhérence. — Il n'y a pas de chemin parcouru par le point d'application de la résistance. — Pas de perte de travail.
Application du travail dû au frottement pour un travail utile. — Frein.
Étude particulière de la machine à vapeur comme application des principes expliqués dans le cours de cette année.
Principe et composition de la machine à vapeur. — Un cylindre et un piston sur les faces duquel s'exercent des pressions inégales dont la plus forte est alternativement d'un côté, puis de l'autre. — Admission, condensation.
De là un mouvement rectiligne alternatif.
Tiroir de distribution mis en mouvement par la machine elle-même* -^ Pompe à air. — Rôle de ces organes accessoires.
La transformation du mouvement du piston en circulaire continu et la mise en marche de divefs organes accessoires, exécutée automatiquement par la machine elle-même, complètent la machine h vapeur.
Détente de la vapeur ; son utilité ; moyens de la produire.
Classification des machines à vapeur selon le régime de la pression; de la détente et de la condensation, et appropriations correspondantes à des besoins spéciaux.
Description de la machine à basse pression de Watt. — Parallélogramme articulé; — Excentrique.
DE MÉGANIQUE
INTRODUCTION
1 . Un corps est eu mouvement quand il occupe successivement diverses positions dans Tespace. Un corps est au contraire en repos lorsqu'il conserve indéfiniment la position qu*il occupe à un certain instant. Dans ces deux définitions entre la considération du temps.
L'idée de temps est une idée première qu'on ne peut définir et que tout le monde possède ; il nous suffit ici d'observer qu'une durée quelconque est une portion du temps, commençant à un certain instant et se terminant à un autre insfant ; l'instant est à la durée ce que le point géométrique est à la longueur d'une ligne. On conçoit très-bien ce que sont deux durées égales, et par suite ce qu est une durée double, triple, ou moitié d'une autre. En un mot, le temps est susceptible de mesure comme toute autre grandeui*, et on évalue une durée en donnant le rapport de cette durée à une unité arbitrairement choisie.
La seconde, la minute, l'heure, le jour, l'année, sont les unités de temps que l'on adopte habituellement. Le jour et l'année, durées définies par les mouvements naturels des astres, sont les
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unités fondamentales. La seconde, la minute et l'heure sont des fractions connues du jour; on les évalue à laide des appareils chronométriques, tels qu'une montre, un sablier...
Le phénomène du mouvement fait donc intervenir deux ordres d'idées bien distincts : le temps et les grandeurs géométriques qui fixent la position du corps mobile. Ce nest pas tout. L'expérience nous apprend que pour mettre en mouvement un corps qui est en repos, il faut y appliquer un certain effort ; qu il faut de même déployer un certain effort pour empêcher, dans certains cas, un mouvement de se produire; c'est ce qui a lieu, par exemple^ quand la main soutient un poids qui . tomberait si on Tabandonnait à lui-même. Des faits analogues se renouvellent constamment dans la vie pratique, et conduisent à la notion de forcBy notion nouvelle, comme celle de temps, La force doit être considérée comme une cause capable de mettre en 'mouvement un corps en repos, de faire rentrer dans le repos un corps en mouvement*, de maintenir en repos un corps qui est sollicité à se mouvoir par d'autres forces, etc.. Les forces sont très-diverses par leur nature ; par exemple, la force musculaire que développe un animal est, du moins en apparence, d'une autre nature que les forces qui se manifestent dans le mouvement des planètes. Mais les forces, quelle qu'en soit la diversité, sont comprables les unes avec les autres et susceptibles d'évaluation numérique. L9 mécanique n'a pas pour objet l'étude de leur nature intime ; elle ne s'occupe que des caractères communs à toutes, et pour nous,* une force sera regardée comme complètement connue quand nous connaîtrons son pointa* application y sa direction et son intensité, sans que nous cherchions à pénétrer plus avant dans la recherche de sa nature. Ces notions seront, du reste, éclaircies dans la suite du cours, lorsque nous étudierons les principes fondamentaux de la mécanique.
2. La Mécanique esih science du mouvement et des forces qui le produisent ou le détruisent. Elle se divise en trois prties.
La première, appelée cinématique par Ampère, a pour objet rélude du mouvement, abstraction faite des forces qui peuvent le produire ; on y considère les corps comme des figures géométriques mobiles et déformables ; la cinématique n'admet dans ses raisonnements que les quantités géométriques ot le temps, ce qui
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a fait dire d'elle qu'elle est une sorte de géométrie à quatre dimensions,
La seconde partie de la mécanique est la statique : c*est la science de V équilibre. On entend par équilibre l'état d'un corps soumis à la foij à plusieurs forces qui se contre-balancent, et qui par suite le laissent en repos s'il y est déjà. Un po^ds que l'on porte à la main, et que Ton maintient en repos malgré l'action de la pesanteur est en équilibre sous celte action de la pesanteur, qui tend à le faire descendre, et sous l'action contraire de l'effort de la main qui tend à le flnre monter. La statique étudie les conditions auxquelles diverses forces doivent satisfaire pour que l'équilibre ait lieu.
En général, un corps soumis à plusieurs forces agissant à la fois se met en mouvement ; l'équilibre des forces est le cas particulier très -remarquable où le repos du corps persiste malgré les tendances diverses que le corps subit, et en vertu de la coexistence de ces tendances contradictoires ; ce cas particulier, plus simple que le cas général oii le mouvement est effectivement produit, est l'objet spécial de la statique.
La troisième partie de la mécanique est la dynamique ou science des effets de mouvement des forces. Nous venons de voii* que la statique y rentre à titre de cas particulier.
On isole ordinairement, sous les noms d* hydrostatique et d'hydrodynamique, l'étude de l'équilibre et du mouvement des fluides.
Nous nous proposons dans cet ouvrage d'exposer les principes de la mécanique d'une manière tout à fait élémentaire, en commençant par la cinématique, suivant l'usage généralement adopté. Auparavant nous rappellerons quelques propositions générales sur lesquelles nous aurons à appuyer nos raisonnements.
DES LIMITES ET DES INFINIMENT PETITS
5. Nous ferons fréquemment usage dans ce cours des quantités infiniment petites, U est utile d'en donner ici une définition bien précise.
Une quantité constante est la limite d'une quantité variable, lorsque
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la différence entre ia quantité variable et la quantité constante peut être rendue plus petite en valeur absolue qu'une quantité donnée, aussi petite qu'on voudra.
On a un exemple de linaite dans Tarithmétique élémentaire, en considérant le nombre variable dont les valeurs successives sont représentées par les nombres décimaux
Cette quantité variable a pour limite Tunité ; car la différence entre la quantité variable et Tunité est successivement
et elle peut être rendue moindre que tout nombre donné, quelque petit qu'il soit» en prenant un nombre de 9 suffisamment grand dans le nombre décimal 0,9999.... On peut donc poser l'égalité
1 = lim. (0,9999....)
On démontre d'une manière analogue qu'une fraction décimale périodique a pour limite la fraction ordinaire qui l'engendre par la division.
En géométrie, la surface du cercle est la lignite de la surface d'un polygone régulier inscrit dans le cercle, k mesure que le nombre de cotés de ce polygone augmente. En effet, la surface du cercle est comprise entre la surface d'un polygone régulier inscrit et la surface d'ojn polygone régulier circonscrit du même nombre de côtés. Or il est aisé de démontrer que la différence entre le polygone circonscrit et le polygone inscrit peut être rendue aussi petite qu'on veut en prenant un nombre de côtés suffisamment grand. Il en est de même, à plus forte raison, de la différence entre le cercle et le polygone inscrit, et par suite le cercle, quantité constante, est la limite du polygone inscrit, quantité qui varie avec le nombre de côtés attribué à ce polygone.
On exprime quelquefois celte proposition en d'autres termes , en disant que le cercle se confond avec un polygone régulier inscrit d'un nombre infini de côtés : manière abrégée de dire que le cercle est la limite du polygone inscrit, k mesure que le nombre des côtés augmente, de sorte que l'erreur commise en confondant le cercle avec le
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polygone inscrit est d'autant plus petite que le nombre des côtés du polygone est plus grand. '■
i. Dne quantité infiniment petite est une quantité Tariablequ*on peut rendre aussi petite qu'on voudra, ou qui a zéro pour limite. La différence entre une quantité variable et sa limite est donc infiniment petite.
Une quantité variable est infiniment petite par rapport k une autre quantité variable, lorsque le rapport de la première à la seconde, rapport généralement variable, est lui-même infiniment petit. On dit dans le même cas que la seconde quantité est infiniment grande par rapport à la première.
Lorsque deux quantités variables sont à la fois infiniment petites, leur rapport peut rester fini. On dira, par.exem- g, ^
pie, que ces deux quantités infiniment petites^ont égales si leur rapport a pour limite Tunité. Prenons pour exemple un arc de cercle ÂB ; soit son centre. Si Ton fait décroître indéfiniment Tangle au centre BOÂ, Tare BCÂ décroîtra indéfiniment, et la corde BÂ , qui est toujours moindre que Tare sous-tendu, décroîtra elle-même jusqu à zéro. La corde BÂ et Tare BCA sont donc à la fois infiniment petits. Or nous allons démontrer que la ^^8- i< limite de leur rapport est Tunité. En effet, menons, perpendiculairement à la corde AB, le rayon OC qui passera par le point I, milieu de BA, et par le point G, milieu de Tare BCA; puis menons en G ta tangente A' B', iusqu*à la rencontre des rayons OB et OA prolongés. On sait que l'arc
BCA est plus petit que la droite B' A'; donc le rapport -^, qui est plus
B'A' grand que Tunîté, est moindre que le rapport ^^, ou quele rapport
OG égal jrr. De là la double inégalité :
BCA OC ^^BA^^Ôi'
A mesure que Tangle au centre diminue, la flèche Gide Tare diminue elle-même, et elle a zéro pour limite lorsque Tangle au centre devient nul. La distance 01 augmente quand Tangle BOA diminue, et a
OC pour limite le rayon OC. A la limite, le rapport ^ devient donc égal
INFINIMENT PETITS
BCA à Tunité, et par suite -^j-, toujours compris entre ce rapport et runité,
ileTj'ent luî-znéme égal k l'unité. Nous pouvons donc poser-régalité
.. arc BCA .
' corde BA
5. La uième figure nous montre une quantité infiniment petite par rapport à une autre quantité infiniment petite elle-même. La flèche CI est infiniment petite, non-seulement d'une manière absofue, mais encore par rapport à la corde ÂB, ou à la moitié Bt de cette corde. Ces deux ({uantités CI, BI, se réduisent ensemble à zéro quand Tangle BOA devient nul. Mais la quantité CI est infiniment petite par rapport à la quan-
tité BI, parce que le rapport variable ^ a zéro pour limite quand les
Dl
quantités CI et BI deviennent nulles. En e(Tct, prolongeons le rayon GO jusqu'au point D, où il rencontre la circonférence à laquelle appartient Tare ÂCB. Nous savons que dans le cercle, le carré de la demi-corde BI, perpendiculaire au diamètre CD, est égal au produit CI x ID des segments interceptés sur le diamètre ; donc
CI_BI BI~ ID
Faisons décroître indéfiniment Tangle BOA; BI décroîtra indéfiniment, andis que ID croîtra et deviendra égal au diamètre CD tout entier
BI
lorsque Tangle BOA deviendra nul. Donc le rapport ^k décroit à mesure que BOA diminue, et se réduit à zéro en même temps que Pan-
gle BOA. Il en est donc de même du rapport égal ^, de sorte qu'on a
En d'autres termes, Tinfiniment petit CI est infiniment petit par rapport à l'infiniment petit BI.
Cette remarque nous apprend qu'il y a lieu d'admettre différents ordres de quantités infiniment petites. Au lieu de chercher la limite du rapport ^, cherchons la limite du rapport ^, , a étant une
BI ^'^ Bjt
ID
Bl et par suite, passant ù la limite :
,. Clx« ,. « « '""■ -gfî- = "•»• ID = CD'
rapport fini. Nous voyous donc que CI, infiniment petit par rapport
à Bl, n''est pas infiniment petit par rapport au carré Bl'.
Si donc on convient d'appeler infiniment petits du premier ordre' la quantité BI, et toutes celles qui, conmie BÂ, comme arc BG, arcBCÂ, ont avec BI un rapport limite différent de zéro, on pourra appeler infiniment petits du second ordre les quantités telles que CI,.... qui
ont un rapport limite différent de zéro avec le carré Bl*; infinimentpetits du troisième ordre les quantités qui ont un rapport limite différent de zéro avec )e cube Bl , et ainsi de suite.
6. Dans la mécanique comme dans la géométrie, on a souvent à considérer des grandeurs infiniment petites, et on arrive à poser des égalités dans lesquelles entrent des termes infiniment petits de divers ordres. Ces égalités peuvent toujours se simplifier, comme nous allons le voir par un exemple.
Soit régalité
A 4- B/i +C/4* — A' -H Wh -+- C /#^
dans laquelle A, B, C, A', B', C, sont des quantités variables ou constantes, mais finies, et k une quantité variable infiniment petite. On dira que dans cette équation les termes A et A' sont les termes finis, que les termes B/i et B/t' sont infiniment petits du premier ordre, et que les termes C/i*, C k^ sont infiniment petits du second ordre. On d(kluit d'^abord de cette égalité Téquation suivante :
(A — A') -h (B— B'jft 4- iC— C')/i2fc 0.
i^ette équation se décompose nécessairement en trois autres : , ,: A=A', B=B', C=C'.
En effet, Téquation étant toujours vraie quelque petit que soit h, est
8 miOBLÈMI-:
vraie quand h = 0, ce qui donne Â=:A'; supprimant done k terme A — A' et divisant par h, on aura une nouvelle équation :
(B— B')-h(C— C')ft=0,
laquelle est encore vraie quelque petit que soit h, et par suite vmie quand ^ == 0. Donc B = B'. Supprimant donc encore B — B', il vien Ç — C = ou C = C'. Ce résultat est général quelque soit le nombre des termes de Végalité donnée. Une équation dans laquelle entrent des termes infiniment petits d'ordres différents de petitesse se décompose nécessairement en autant d'équations qu il y a d'ordres différents. * Si Ton n'a besoin que d'une seule équation pour résoudre la question proposée, on la trouvera, en général, en prenant la première de» équations A := A% B = B', C = C', qui ne se réduit pas d'elle-même à une identité.
Si, par exemple, A est identique à A', mais que B ne soit pas identique à B^, l'équation B = B' renfermera la solution cherchée. On voit qu'elle résulte de l'équation primitivement posée, en réduisant les termes identiques A et A', et en effaçant les termes du second ordre, comme infiniment petits par rapport aux termes B/t et B'h qui sont du premier; on a alors :
BA=B
et supprimant le facteur commun h, on en déduit B=:B'. On dit dans ce cas que la solution dépend des termes du premier ordre.
Si A est identique à A', et B identique à B', Téquation se réduit à G=C', ce'qui revient à effacer, après réduction des termes identiques, les termes d'ordre supérieur au second, en supposant que l'équation en renferme.
La solution dépendrait alors des termes infiniment petits du second ordre.
Un exemple éclaircira cette méthode
Soit proposé de mener en un point M une tangente à une courbe plam^ donnée AB. On entend par tangente à une courbe « en un point donne M, la position limite d'une
^^B' ^ sécante mobile MM' menée *par le point
fixe M et un second point M' qui se rapproche indéfiniment du point M. A mesure que le point mobile M' se rapproche du pnint M, la sécante prend diverses positions MS. MS'..., et au moment où le point M' Tient coïncider avec le point M, la sécante se trouve dans une certaine position NT, qui est la tangente cherchée.
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Pour trouver cette position limite, menons arbitrairement dans le pian de la courbe une droite OX, et abaissons du point N une perpendiculaire MP sur cette droite. Par le second point M', menons M' P perpendiculaire à OX ety enfin y menons la droite MN parallèle à.OX. La
position de la sécante MS est entièrement définie par le rapport -j^j^,
car ce rapport étant donné, on peut construire un triangle rectangle semblable au triangle MNM', et si Ton place ce triangle de manièie à rendre parallèle à OX le côté droit homologue k MN, Thypoténuse du triangle sera parallèle à la direction cherchée. Tout se réduit donc à
M'N évaluer la limite du rapport -tj^ quand le point M' se rapproche indéfiniment du point M, auquel cas les deux termes du rapport sont à la fois infiniment petits.
Cette recherche est facile si Ton connaît la relation générale qui lie Vordonnée MP de la courbe à Vabscisse OP correspondante. ^^^ - m
Nous ferons la recherche de cette i^ m'
limite pour un cercle Â6, ayant pour centre le point 0, et pour rayon /
OA = OB. Soit M le point où l'on "a o p" p-Ij
veut mener la tangente à la circon- Pig, 5
férence. Menons une sécante MM' S et
BIN
cherchons h évaluer le rapport -rr^n-* dont la limite définit la direction
de la sécante au moment où elle devient tangente à la courbe. Nous avons MN =:MP - M' P' et NM' = PP'.
Or, les propriétés connues du cercle donnent les relations :
_MP* = APxPB, !iPF'* = AP'xP'B.
Ketranchons, nous aurons la suite d'égalités
MP* — ÎFF'* = (MP — M'P'y (MP -f- M'P') = MN X (MP + M'P') = AP X PB — AP' X P'B = AP X l'B — (AP 4- PP') X (PB — PP') r^APxPB — APxPB — PP'X(PB — AP)-|-PP'«
MF OP
ou MP* = OP xPT, ce qui indique que le triangle GMT est rectangle en M.
Cet exemple suffit pour montrer comment il est possible de déterminer la tangente en un point donné d'une courbe, connaissant la relation générale qui lie Y ordonnée MP de la courbe avec Vab-' scisse OP correspondante. L'équation dont on s'est servi renfermait des infiniment petits du premier et du second ordre et, en outre, des termes finis qui se sont réduits et ont disparu d'eux-mêmes. La solution a été donnée par les termes du premier ordre, et il n'y aurait eu aucune erreur à ci'aindre en effaçant tout de suite le terme
PUOJËGTION D UKE DROITE FINIE.
P^'* comme infiniment petit par rapport aux termes du premier ordre, qui devaient seuls concourir k la solutioi^4;berchée.
Nous supposerons dans ce qui suit quç Ton sache mener des tangentes aux lignes dont on aura à faire usage. La recherche des tangentes aux courbes constitue une branche particulière de Vanalyse qu'il ne serait pas possible de développer ici» Observons, d^ailleurs, que le tracé de la tangente à une courbe peut en général se faire graphiquement et sans calcul. Cette opération graphique donne donc un moyen
MN
indirect de trouver la limite d'un rapport -z?^ de deux grandeurs infiniment petites. '
Avant de passer à la cinématique, nous établirons encore les deux propositions suivantes, dont nous aurons à faire de fréquentes applications.
LEMHE I.
8. La projection orthogonale d*une droite finie sur une direcUon qui fait avec celle droite un angle infiniment petit, est égale à la longueur de la droite, à moins d'un infiniment petit du secondordre.
Soit AB la droite finie ; MN, la direction sur laquelle se fait la projection. Du point A on abaisse ka, et ^ du point B, Bb, perpendiculaires sur MN. La longueur ab .est la projection de AB. — La construction revient à mener par les points A et B deux plans P et Q perpendiculaires h MN, et à prendre les intersections a et 6 de ces plans avec la droite.
Par le point A, menons une droite AC parallèle à MN; elle sera, comme la droite MN, perpendiculaire aux plans P et Q, et percera ce dernier plan en un point G. Joignons G^ et BC ; la droite AG, perpendiculaire au plan Q, est perpendiculaire aux deux droites G&, GB, qui passent par son pied dans ce plan. Donc d une part, la figure Aa^G est un rectangle, et par suite AC = a/^; d'autre part, le triangle ACB est rectangle Ai G, de sorte que AG est la projection orthogonale de la droite AB ^ur une direction AG menée parallèlement à MN parle point A. La projection d'une droite AB sur un axe quelconque MN est donc égale à la ))rojeclion de cette même droite sur tout autre axe parallèle au premier. €ette première partie de la démonstration est générale et ne suppose pas infiniment petit Tangle BAG des deux directions AB, MN. Ceci posé, nous avons à chercher une limite du rapport de AB à sa
Fig. 5.
PROJECTION D'UNE DROITE FINIE
projection AG, dans le triangle rectangle ÂBC, lorsqae Tangle BAC est infiniment petit.
n Nous savons déjà que Tôblique AB est plus
grande que la perpendiculaire A€. Posons
donc,
Fig.5W«. ' AC ^ "
i étant un nombre positif» variable avec Tangle BAC, et se réduisant à zéro quand Tangls BAC devient nul. Il s'agit de trouver une limite supérieure de e.
On tire de cette égalité :
AB = AC -h AC X e, et élevant au carré,
AB* = AC* 4- 2ÂC* X e 4- ÂC* X e*.
Nais le triangle rectangle ABC donne :
ÂB* = AG* 4- BC*.
2AC'x«4-AC*Xe* = BC*,
et par conséquent, on a. en supprimant le terme positif AG x i'*,
2AG*Xfi<BC',
ou bien
AC
AB
et par suite le rapport -^ est toujours compris entre Tunité et le nombre
AB Si doncBC est infiniment petit par rapport à AG, le rapport -^-n diflere
de Tunité d'une quantité moindre que la moitié du carré du rapport
np Ail
infiniment petit 77,; la différence entre ^^ et T unité est infiniment Ali AL
Bf petite par rapport à Tinfiniment petit ^.
On peut donc, dans tout problème dont la solution dépend des infiniment petits du premier ordre, confondre sans erreur une longueur AB
LEMME II
9. Étant donnée une courbe DG,tenninée à deux ordonnées DA^CB, perpendiculaires à un axe MN, on partage Tintervalle AB des deux ordonnées en un certain nombre 4le parties égales, en menant les «ouTelles ordonnées a A, bi, ck, dl, em, fn, gp; puis par les points D»
h, i, ky.,,p, on mène parallèlement àMNdes droites D/i', ^t^ ikf, kl',,.. p(j, qui par leurs rencontres avec les ordonnées voisines achèvent les rectangles D\ah% habi\ ibck',.,, pgl^'. Cela posé, je dis que la somme de Ions ces rectangles a pour limite Vaire comprise entre la courbe DC, les deux ordonnées DA, CB, et Vaxe AB, lorsque le nombre des parties dans lesquelles on a partagé V intervalle AB augmente indéfiniment,
La démonstration que nous allons donner suppose que les ordonnées successives AD, ah, bi,.,. BC, soient croissantes du point A au point B, «u du point B au point A . S'il en était autrement, elle s^appliqueraif séparément aux portions de la courbe CD pour lesquelles cette condition serait remplie.
Supposons donc, que la courbe s'élèA e du point C au point D, comme cela a lieu sur la figure. Alors tous les rectangles indiqués dans Ténoncé sont intérieurs à la courbe et si Ton désigne par A Taire de cette courbe on aura par conséquent :
A > DA X Xa -^ haX ab -h ibx bc -\- . . . -^ pg X gB,
mais
si Ton désigne par n le nombre de parties égales obtenues en divisant
la droite AB; donc
il»
A >(DA 4--Aa H- fè -h . . . +;?^; X — .
Prolongeons extérieurement à la courbe les droiles hi',ik\ kl'., , pC,
AIRE D'UNE COURBE PLANE
et menons par le point G la droite Cp'\ parallèle à MN, de manière à former un ensemble de rectangles kahD'% Ifahi, {"bck,.,, p'^^BC, qui feront tous saillie sur Taire de la courbe, et dont la somme sera plus grande que cette aire. Nous avons donc aussi :
A<^XA«-f-i6Xrt&-f ... -f-;^X/5'-f-GBx^B.
ou bien
AB
k<,(lia-\-ib'\- ... -H;j^4-CB)X
L'aire A est donc comprise entre les deux produits,
AB (DA -h Â« -h ib-\- . . . -y-pg) X-
et
(/i«4-i7 4-...-l-i^-hCB)x— ,
dont la différence est égale à
AB
CB - DA) X
Or cette différence est le produit d'une quantité constante, GB — DA,
AB par une quantité — , qui est variable avec le nombre n, et qu'on peut
rendre aussi petite qu*on veut en prenant le nombre n suffisamment grand. Donc elle est infiniment petite.
La différence entre A et Tun ou l'autre des deux produits est moindre que cette différence; elle est donc elle-même infiniment petite, et par suite ^ l'aire constante A est la limite commune de la somme des rectangles intérieurs k la courbe et de la somme des rectangles saillants, lorsque le nombre n de ces rectangles augmente indéfiniment.
CINÉMATIQUE
DU MOUVEMENTD'UN POINT
DEl'IMTiONS.
i . Lorsqu'un point est en mouvement, Ja suite des différentes positions qu'il occupe dans l'espace forme une ligne que Ton peut concevoir comme engendrée par le mouvement du point; on donne à cette ligne le nom de trajectoire. La trajectoire d un point mobile est donc la ligne, droite ou courbe, que ce point décrit dans son mouvement.
2. On dit que le mouvement d'un point est rectiligne quand la trajectoire de ce point est une ligne droite ; qu'il est curviligne^ quand la trajectoire est courbe; qu'il est aVcM/aire, quand la trajectoire est une circonférence de cercle; qu'il est elliptique, quand la trajectoire est une ellipse; qu'il est parabolique^ quand la trajectoire est une parabole, etc.
5. La connaissance de la trajectoire d'un point mobile ne suffit l^as pour définir le mouvement de ce point; il faut encore, pour que le mou-* ^^ ^-
vement du point soit entièrement connu, que l'on sacbe à quel instant s'effectue le passage du mobile aux divers points géométriques de la trajectoire. .
Supposons, par exemple, que la ligne MN soit la trajectoire d'un point mo- ^^^' *^-
bile, et qu'à un moment quelconque le mobile ait été observé î^u point A; cpi'uue seconde après il ait été obserVé en R; qu'une
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seconde plus tard il ait été vu en C; qu'au bout de trois secondes, il ait passé au point D, et ainsi de suite de seconde en seconde; la position du mobile sur la trajectoire sera connue, et la loi du niouvement sera définie approximativement par le tableau des espaces successivement parcourus, AB,BC, CD,... pendant les intervalles de temps qui se sont écoulés d une observation à l'observation suivante. On peut prendre ces intervalles assez petits, pour que l'approximation soit équivalente, au point de vue pratique, à la connaissance complète de la loi cherchée. Par exemple, si MN est un chemin de fer, et que les points A, B, C, I>, en soient les stations successives, le mouvenjent des trains qui parcourent la ligne dans un sens ou dans l'autre est en général suffisamment défini par les tableaux donnant l'heure du passage du train à ces diverses stations.
4. Supposons qu'un mobile parcoure une trajectoire donnée MN; on définit son mouvement de la manière suivante : on commence par choisir arbitrairement sur la trajectoire un point géo-
N^ métrique fixe 0, qui sert d'origine, et à
partir duquel on compte les longueurs
^ des arcs de la courbe ; la position d'un
point quelconque A de la ligne MN esl déterminée par la longueur de l'arc OA.
Fig. 8. On convient de plus de distinguer pnr
les signes -f- ou — les arcs portés à partir de l'origine daus un sens ou dans l'autre ; les arcs positifs seront comptés par exemple dans le sens OA, et les arcs négaûfs dans le sens OM. Une longueur aflectée de l'un des signes -h ou — définit donc un point de la courbe et un seul. Appelons d'une manière générale 8 un arc variable issu du point 0. A chaque position du mobile sur la ligne MN correspond une valeur particulière de .<?, positive ou négative; le mouvement sera enlièiemcnt déterminé si l'on donne les valeurs successives que prend cet arc variable .< dans la suite des temps, ou, pour parler le langage de l'analyse, si Von exprime Tare s en fonction dit temps t.
5. Appliquons cette méthode à un mouvement circulaire, dont la loi soit exprimée par la relation
LE MOUVEMENT D'UN POINT
€1 représentant un liombre constant que l'on suppose corinu. Soit C le centre du cercle qui sert de trajectoire au mobile, l'ofigine des arcs, que Ton comptera positivement dans le sens OA, et négativement dans le sens opposé. Si Ton l'ait < = 0^ Téquation (i) donne s =0, ce qui correspond au point lui-même. On voit donc que pour /=0, ou, comme on dit, àVoriginedes temps y le mobile est au point 0, ou à Vo- b rigine des arcs. Si Ton donne à t des valeurs positives croisantes, et que le nombre a soit positif, s sera positif, et ira croissant. Le mobile se déplace donc sur la circonférence dans le sens OA. Cherchons le moment du passage du mobile au point B, seconde extrémité du diamètre mené par le point 0. Désignons par R le rayon du cercle, et soit tt le rapport de la circonférence au diamètre. L'arc OAB, qui est égala une demi-circonférence, aura pour loni-ueiir RXtt; la durées du trajet du mobile de en B sera donc donnée par Téquation :
Rx- = «x/'. - On en déduit
Le mobile,- après avoir passé au point B, parcourt la Jemi-clrconférence BDO, et revient passer au point ; la valeur particulière du temps, f, pour laquelle a lieu ce second passage fera donnée par Téquation .'
SttR = fli X r.
c'est-à-dire
rR
On voit que ^ est double de t\ de sorte que le mobile inet autùnt de temps à aller de B en qu'il en a mis à aller de en B. A partir du retour au point 0, le mobile fera une seconde
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fois le lourdu cercle en y mettant autant de temps qu*il e» a uns* a faire le premier tour, et ainsi de suite indéfiniment. Lesr valeurs^ négatives de t correspondraient aux tours qui auraient précédé celui que nous avons regardé tout à Theure comme le premier ; enfin si a était un nombre négatif, le mouvement du mobile s'effectuerait dans le sens OD, au lieu du sens OÂ, que nous avons regardé comme le sens positif.
Proposons-nous de déterminer le nombre a par robserTalioii du mduvement ; • nous évaluerons à l'aide d'un chronomètre W temps T que le mobile met à parcourir la circonférence en< tiëre OABDO, et nous aurons Tégalité :
T X « = 2:tR.
Donc
Substituons cette valeur de a dans l'équation du mouvement, il viendra :
27rR , « = -y- X /,
OU bien encore
*i7cR T
Cette équation n'est autre chose qu'une proportion, ou une égalité de rapports : les arcs s et Stt R, sont entre eui comme les temps t et T que le mobile metr à les parcourir ; en temps égaux, le mobile parcourt donc des arcs égaux, ce qu'on exprime on disant que le mouvement est uniforme.
MOLVEMIINT UMFORME. — MOUVENEM VAIlIK.
6. Le mouveaient d'un point est dit uniforme lorsque le point parcourt en lemps égaux des arcs égaux de sa trajectoire, et l'on appelle vitesse du mouvement unifonne la longueur de l'arc décrit dans un temps égnl à l'unité.
NfiSlUE OË LA VITESSE. f9
7. La vitesse d'un mouvement uniforme est une longueur déterminée dès que Tunité de temps est choisie. On prend ordinairement pour unité de temps, en mécanique, la seconde sexagésimale, ou la 86400* partie du jour solaire moyen. Cette unité étant bien défniie, on saura ce que représente une vitesse égale à une droite finie quelconque AB ; cette
expresâon indique que le mobile parcourt . .
un espace égal à AB dans une seconde. '
Pour représenter la vitesse par un Figio
nombre, il suffit de donner la mesure de la longueur AB qui la représente, c est-à-dire de prendre le rapport de cette longueur à Tunité de longueur, au mètre par exemp'e. Ainsi, l'expression
, vitesse de \0 mètres définit un mouvement uniforme dans lequel le mobile parcourt un espace de 10 mètres pendant chaque seconde.
Quelles que soient les unités employées pour l'évaluation des vitesses, on peut les ramener à la seconde et au mètre; c'est ce qu'on fait toujours en mécanique.
Par exemple, un train de chemin de fer parcourt 45 kilomètres à l'heure. Sa vitesse serait représentée par le nombre 45 si l'heure était adoptée pour unité de temps et le kilomètre pour unité de longueur. Mais comme c'est à la seconde et au mètre qu'on est convenu de rapporter les durées et les espaces, on observera que 45 kilomètres équivalent à 45000 mètres, et qu'une heure équivaut à 3600 secondes. Le train parcourant 45000 mètres en 5600 secondes, parcourt en une seconde le quotient
45000 ,,, ^ 36Ua ~ '
11 parcourt donc 12*", 50 par seconde, et sa vitesse est représentée, dans le système usuel d'unités, par le nombre 12,5.
9. La vitesse des navires s'estime habituellement en nœuds. Cette expression vient de la méthode employéeà bord des bâtiments pour déterminer la vilesse de la marche. On jette à la mer, à l'arrière du navire, l'appareil appelé loch; c'est un flotteur attaché à une longue coidelle (^ùi s'enroule sur une bobine ; un matelot soutient l'axe de cette bobine de manière à la laisser tourner librement, pendant que la corde se dévide. Un autre matelot
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porte un sablier, qui sert à mesurer exactement une durée^ d'une demi-minute pat exemple.
Onjmprime un mouvement de rotation rapide à la bobine au moment où Ton jette le loch, etia corde commence à se dérouler L'observation d*oii Ton déduit la vitesse ne commence pas à cet instant ; il faut altendre en effet que le flotteur soit à une certaine distance du bâtiment, pour qu'il ne soit pas influencé par son- sillage et pour qu'on puisse compter sur son immobilité. Le sablier est retourné, et Tobservation commence, au moment précis où l'on voit passer une marque rouge fixée sur la corde en un <iertain point suffisamment éloigné de l'extrémité qui s'attache au flotteur. La corde se déroule tant que dure l'écoulement du sable ; on l'arrête subitement lorsque le sable est épuisé. Alors on retire . le loch, en ayant soin de compter les nœuds ou marques équidistantes placées sur la corde à partir du signal rouge quisert d'origine à la graduation. Si l'on en trouve buit par exemple, on dira que le navire file huit nœuds. Les nœuds sont espacés sur la corde de telle sorte qu'un nœud corresponde à une vitesse de 1852 mètres par heure*. Il faut pour cela, si l'observation dure une demi-minute, que Tespacement réel des nœuds soit égal à
Une vitesse de 8 nœuds équivaut donc à une vitesse 1852"'X8 ou 14816™ par heure, ou à une vitesse de 30,86x8=246,88
par minute, où enfin à une vitesse de -—^ — z= 4'",i 1 4 la se-
conde étant prise pour unité.
• Ixi quart du méridien terrestre ayant une longueur de i 0000 000 nictres, un •Icgrc vaut, en moyenne, à la surface de la terre ^ ^*^^^^ = m nj» j|
et une minute sexagésimale qÔ^— ^ 1852 mclres environ. Le nœud
correspond donc à une minute de grand cercle parcourue en une heure a la surface du globe.
« Dans la pratique, on a reconnu qu'il fallait réduire un peu cet intervalle, et on le fixe à 14»,62, pour tenir compte de l'innuence exercée sur le loch par la marche du bâtiment.
MOUVEMENT VAIUÉ. '21
iO. Le mouvement circulaire que nous avons étudié tout à l'heure (g 5) est un mouvement uniforme ; car le mobile parcourt des arcs égaux en temps égaux ; et le nombre a est la vitesse de ce mouvement, puisque pendant une durée égale à Funilé de temps, le mobile décrit un arc mesuré par le nombre a d'unités de longueur.
41. Le mouvement d'un point mobile est varié lorsque les espaces décrits en temps égaux -ne sont pas égaux. F ~1 ÎT ^~^~V~\
Spit MN la trajectoire, droite ou courbe. *^*
Supposons que A,B, C,D,... soient des positions successives du mobile, observées à des intervalles de temps égaux entre eux. Le mouvement sera varié et non uniforme, si les espaces .\B, BG, CD, décrits en temps égaux, ne eont pas égaux entre eux. Supposons que les observations aient été faites à des intervalles de temps
AB
égaux chacun à t secondes. Le quotient — représentera l'espace moyen décrit par le mobile pendant chacune des t secondés qu'il a miïcs à passer du, point A au point B. Ce quotient est ce qu'on appelle la vitesse moyenne du mobile entre les points A
BC CD
et B. De même — est la vitesse moyenne entre B et C, et — la
vitesse moyenne entre C et D/etc.
12. En général, la vitesse moyenne d'un mobile entre deux positions qu'il occupe successivement sur sa trajectoire s'obtient en divisant la longueur du trajet entre ces deux positions par la durée de ce trajet. Si le mouvement e;t uniforme, cette opér^ion donne la vitesse constante du mouvement. ~
Par exemple, un train de chemin de fer part de Paris à 7 heures 30 minutes et arrive à Creil à 8 heures 1 9 minutes ; la distance du point de départ au point d'arrivée, est de 51000 mètres ; le trajet s'accomplit en 1 heure 19 minutes ou en 4740 secondes. La vitesse moyenne est donc :
4740 ~ ' • Si au lieu de considérer la distance entière des deux stations de
VITESSE DANS LE MOUVEMENT VAltlË
départ et d'arrivée, on avait observé pendant la marche la durée du parcours accompli par le train entre un poteau kilométrique particulier et le poteau kilométrique* suivant, et qu'on ait trouvé cette durée égale à 45 secondes, la vitesse moyenne pendant cet intervalle aurait été de
nombre plus grand que la moyenne obtenue pour la <listance entière.
La vitesse moyenne dans un mouvement varié n'est donc pas la même pendant toute la durée du mouvement ; et elle varie suivant qu'on la prend à des époques différentes et pendant un intervalle de temps plus ou moins long. Pour un train, elle est trèsfaible dans les kilomètres voisins du départ; elle s*accroit ensuite^ puis elle décroît rapidement au moment de l'arrivée.
13. On appelle vitesse du mobile à son passage en, un point particulier k de sa trajectoire^ la vitesse moyenne avec laquelle le mobile parcourt un arc intiniment petit A A', aboutissant à co point A, ou la limite du quotient
AA'
b étant la durée infiniment peti(^ du parcours de cet arc intiniment petit. En pratique, on ne peut meç J^ suier directement (|ue des durées et des <:^ N arcs finis ; mais si le temps est suffisamment court, et Tare AA', suffisam-
AA'
ment petit, le rapport — différera trÔ^-
peu de la valeur qu'il aurait si ses deux termes étaient infiniment petits, et il fera connaître avec une grande approximation les valeurs de la vitesse au point A.
14. L'arc très-petit AA' peut être confondu avec une ligne droite; prolongeons indéfiniment cette droite dans la direction du mouvement. La direction AB ainsi obtenue a avec la courbe MiN deux points communs A et A', infiniment rapprocbés. On sait qu'une telle droite s'appelle en géométrie une tangente à la courbe
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^m poiiU A. Elle indique la direction du mouvement du mobile pendant qu'il parcourt Tare AA\ Cette considération conduit à attribuer une direction à la vitesse du mobile, que jusqu'ici nous n'avions regardée que comme un rapport. La vitesse du mobile 4iu point A a pour direction là tangente menée à la trajectoire en^se point; elle a pour sens, le sens même du mouvement en ce. point de la trajectoire. On peut représenter la vite^e en grandeur <3n portant sur la droite AB, dans le sens du mouvement, une longueur AG égale à l'espace que décrirait le mobile dans l'unité de temps, s'il parcourait la droite AB d'un mouvement uniforme
AA' A A
avec une vitesse égale à—-. En d'autres termes, AG est égal à—- '
car, dans le mouvement uniforme, les espaces parcourus sont proportionnels aux temps mis à les parcourir, et par suite on n la proportion :
\C _ AV i ~ B
OU bien
De cette manièixî, on peut représenter graphiquement la grandeur et la direction de la vitesse d'un mobile en un point quelconque A de sa trajectoire. Le mobile se dépla- b. çant par exemple dans le sens MN, on mènera au point A une tangente AB à la courbe MN ; sur cette tangente on portera à partir y du point de contact A, et dans le sens du ^' mouvement, une longueur A G égale à l'es- w pace que le mobile décrirait d'un mouve- '^' ment uniforme pendant l'unité de temps, s'il conservait, pendanttoute celte durée, la vitesse moyenne qu'il possède aux environs du point A. La droite AC représentera la vitesse du mobile au point A en diiection, en sens, et en grandeur. Cette représentation suppose l'unité de temps définie ; elle subsiste quand même on n'aurait pas fait choix d'une unité de longueur ; car la droite Anie AC, qui exprime la grandeur de la vitesse, est donnée par
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une longueur effective, et non par un rapport à une unité çirbi- Irairement choisie.
En se reportant à cette construction géométrique, on saura cr qu'on entend par la direction de la vitesse d'un mobile en un point donné de sa trajectoire. Si le mouvement est rectiligne, la direction de la vitesse est la droite elle-même que le mobiU* décrit.
La recherche de la direction de la vitesse d'un mohjle ei^ un point de sa trajectoire se ramène donc immédiatement à la construction d'une tangente à une ligne. Nous allons voir que la rechei"che de la grandeur de la vitesse peut se ramener à un problème du même genre, au moyen de la Cburhe représentative du movrement, •
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15. Le mouvement du mobile sur sa trajectoire est connu dès que l'on donne, pour chaque instant, l'arc s qui sépare sur la trajectoire la po>ition actuelle du mobile d'un point fixe pris pour origine. Cette relation entre l'arc s et le temps t peut se représenter par une ligne.
Soit MN la trajectoire, l'origine des arcs, et A la position dii
Tfi*
P Échelle îles temps.
H Échelle dta longueurs.
mobile au bout d'un certain temps t. L'arc OA sera la valeur de s correspondante.
CONSTRUCTION DE L'ÉPURE
Menons dans un plan deux axes rectrnngulaires GX, CY; à partir du point C, portons sur l'axe CX une abscisse CE proportionnelle au tenjps t; cette construction suppose qu'on a l'ait choix d'une échelle arbitraire P, dont les divisions égales correspondent à des intervalles de temps égîiux; si par exemple^ les divisions de Féchelle représentent des secondes, et que t soit exprimé en secondes, on prendra pour CE un nombre t de divisions.
Au point E, ainsi obtenu, menons une droite EF parallèleà CY, et portons sur cette ligne une longueur EF égale ou proportionnelle à Tare OA = s ; on emploiera ponr cette construction une seconde échelle, Téchelle des longueurs, R, dont les divisions égales, arbitrairement choisies, représenteront chacune l'unité avec laquelle on aura mesuré l'arc OA.
Uordonnée EF devra contenir autant de ces divisions qu'il y aura de fois celte unité dans l'nrc s.
Si Ton répète cette construcûon à différentes époques, le mobile occupera à ces époques difierents points de sa trajectoire, et à chaque position , correspondront une valeur du temps t qui fournira sur l'épure une abscisse, et une valeur de l'arc s, qui fournira une ordonnée; à chaque position A du mobile correspond donc un point F .de l'épure : la suile des points F forme sur le plan YCX une ligne continue GH qui représente la loi du mouvement du mobile. L'arc s peut être positif ou négatif; il est positif quand il est conipté sur la trajectoire à droite du point 0, il est négatif quand on le compte en sens contraire. On distinguera ces deux cas sur l'épure en portant nu-dessus de CX les ordonnées représentatives des valeurs positives de 5, et au-dessous les ordonnées représentatives des arcs négatifs. De même, le prolongement vers la gauche de Taxe CX servira' à porter les abscisses négatives qui correspondent aux valeurs négatives du temps t. L'origine des temps y qui correspond à<=0, ou au point C, est en effet complètement arbitraire ; et une fois qu'on la adoptée, on doit regarder comme négative toute valeur du temps qui correspond à une époque antérieure à cette origine.
16. D'après ces conventions, on pourra déterminer toutes les circonstances du mouvement d'un point par rinspection de Té-
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pure représentative jdece mcuvement. Soit par exemple Tépure suivante, relative a un mouvement qui s'opère sur une ligne
Hg. lo.
droite MN. Les inlervalles égaux(Cl), (J.2), (2.3),..., (— |,— -2), pris sur Taxe CX, représentent les secondes successives ; les ordonnées corresponda;iites *
{-*«), (-3^), (—2c), ôh), (W), pA), ( /), r?»!)
représentent les valeurs correspondantes de la distance variable OA, prise sur la trajectoire MN à partir d'une origine fixe 0; l'on sait de plus que ces distances doivent être comptées â partir du point vers la gauche, lorsque Tordonnée est dirigée vers le bas sur répure ; c'est ce qui arrive aux points — 4, — 3, — 2, et 7 ; et qu'elles doivent être portées à droite lorsque les ordonnées sont dirigées dans le sens po>itif, comme aux points — 1 , C, 1, 2, 3, i, 5 et 6.* Cela posé, il est facile de trouver sur la droite MN les positions du mobile pour toute valeur du temps t comprise entre les-limites de.Fépure, c'est-à-dire de — 4? secondes à -{- 7 secondes, ce qui fait en tout une période de j 1 secondes.
m' h' ai
r (/• e Fig. 16.
Prenons,
à gauche de 0,
0(1' = 0^ = Oc' =
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Prenons à droite de Oj 0<f = {^-td)
or={\n
Osf = {^) OV = (3*) Oi' = (4i) Okf = (5*) or = (6/) à gauche de 0, Om' = i^m)
Les points a', 6', c\ d\ e\ f,g\ h\ i', k\ l\ m', seront les positions successives du mobile, de seconde en seconde, à partir de 4 secondes avant i*épO£}u^ prise pour origine du temps. On voit que le mobile passe au point entre les positions c' et d\ c'est-àdire pour une valeur du temps comprise entre — 2 secondes et — i seconde, et qu'il y repasse, en sens contraire, entre V et w', pour une valeur de t comprise enire 6* et ?•. Les points d'intersection n et J9 de la courl)e avec l'arc X' X, donnent les époques précises de3 passages du mobile au point ; il suffit pour les déterminer d'évaluer à Téchelie les temps représentés par les abscisses Cp, Cw, des points de rencontre. L'ordonnée de la courbe acquiert uu maximum aux environs du point g y qui correspond \it=zi secondes; ceci indique que le mobile, après s'être éloigné <lu point dans le sens ON, jusqu'à sa position ^, revient sur ses pas dans le sens y'O. Enfin fépure nous donne, ainsi que nous ''avons annoncé tout à l'heure, un moyen de mesurer la vitesse du mobile à un moment quelconque. Supposons par exemple qu'on veuille déterminer la grandeur de la vitesse lorsque le temps t a pour Videur ~|- 1 seconde. Le mobile est alors au point f sur sa trajectoire, qui correspond au point f de V épure. En ce point /*, menons une tangenle /T à la courbe représentative du mouvement, et une parallèle /S à l'axe CX. La tangente coupe en T Fordonnée (2gf), qui est éloignée du point fie la quantité (i ,2), représentant l'unité de temps, et fintervaile ST représente la vitesse cherchée.
En effet (fig. \ 6) la droite /*T étant tangente à la courbe au point /", peut être considérée comme ayant, avec cette courbe, un second point commun /i, inOniment voisin du premier. Par le point /j, ^îîenoïis /j Y, parallèle à l'ordonnée (/*, 1); celte droite coupe ^" A la parallèle /S mfenée par le point /* à Taxe CX. La distance
Fig. 17.
MESURE DE LA VITESSE
/r. reprétente à réchelle des temps une durée «ifininient netite Fndant laquelle le mobile s'est déplacé sur sa t.ajectSe'JÏ!^
des /!? f "«T "' f '"' ^' ^' : °-'-' '«« Wang'es /;, A, /bT sont semblables et donnent la proprtion :
Dans le temps ff„ le mobile parcourt IV Pace /i A; SI donc, à partir de cet instant son monvement restait uniforme pendant tout^ 'a durée fS, il parcourrait l'esuace ST Mai* /S représente par hypothèse Tunilé de temps. Donc ST est l'es" pace que parcourrait le mobile pendant l'unité de temps s'il conservait pendant cette durée la vitesse qu'il possède au moment de son passage en f . Donc enfm, ST est la grandeur même de la vitesse cherchée. ° -"uem
Pour trouver la vitesse â un moment quelconque, il suffît donc
de mener à la courbe représentative du mouvement une tangente MT au point M qui correspond à ce moment ; puis de mener par le p6int M une parallèle MS à 1 axe des temps CX ; de prendre sur cette parallèle une longueur MS égale à l'unité de jéchelle des temps, et d'achever le _ triangle MST en menant par le point S une ï parallèle ST à l'ordonnée MP. La lon-
gueurST représentera, à l'écheUe des espaces, la_v,tesse du mobile à l'instant déOni par la valeur d!,
U recherche de la vite^, en direction, revient au tracé d'une tangente a la trajectoire ; le tracé d'une tangente à la courbe repr&entetive du mouvement conduit de même à la détermination de la vitesse en grandeur.
parallèle à CX, la vitesse est nulle; le point mobile, après s'être avancé jusqu en g' s„r sa trajectoire, s'y arrête un inîtant tS court avant de rétrograder. Au point h, le triangle qui donnela
Fig. 18.
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vitesse se renverse, c'est-à-dire que la tangente ^T' coupe Torclonnée (4 i) en un point T' situé en dessous du point S' où celte ordonnée est rencontrée par la droite hS' menée parallèlement à Taxe des temps. Cette circonstance se présente toutes les fois que le mobile a un mouvement rétrograde sur sa trajectoire ; alors les ordonnées de la courbe représentative diminuent à mesure que le temps aug- ~ mente *, et la variation de lordoiméeest Fig. i9.
négative pour une variation positive du temps. On dira donc, dans ce cas, que la vitesse est négative et qu elle est égale a — »S 1. . :
il. Incombe abonde f.., m (fig. 15), qui nous a servi à étudier le mouvement du mobile sur sa trajectoire et à déterminer ses vitesses en différents points ou à différents moments, prend le nom de courbe des espaces^ parce que les différences de ses ordonnées représentent les espaces successivement décrits parle mobile. Cette courbe peut avoir des formes très-variées, suivant la loi du mouvement du point. Mais elle possède nécessairement les caractères suivants, dès qu elle représente un mouvement effectif et réel :
1** A chaque valeur du temps correspond une seule valeur de Tordonnée, car il est impossible qu'à un même instant le mobile soit à là fois en plusieurs points distincts de la trajectoire, dont <:liacun correspondrait à l'une des ordonnées de la courbe ;
2** La ligne des espaces est continue, car il est impossible que fie mobile passe d'un point à un aulre de sa trajectoire sans avoir passé par une série de points intermédiaires. Les ordonnées successives de la ligne des espaces varient donc par degrés infiniment petits et non pur sauts brusques ;
3** La ligne des espaces peut avoir, dans certains cas, des points (inguleux. On appelle ainsi un point A d'une ligne BAB' (fig. 20) -où viennent se réunir deux branches BA, AB' de courbes ayant des 'tangentes différentes AT, AT', llrésulte de cette disposition que la ^^ilessie du mobile subit, à Tinstanl t == CD, une variation brusque ;
Rappelons que d'après les définitions de l'algèbre, une quantité négative <ïst toujours moindre qu'une positive, et que de deux quantités négatives, la i*'»» petite est celle qui Ji ta plus grande valeur absolue.
POINTS SINGULIERS
Fig. 20.
en effet, à gauche de l'ordonnée ÂD, la vitesse sera déterminée par une construction où l'on fera usage de la tangente AT, et, h droite, elle sera déterminée par une construction où l'on fera
usage delà tangente ÀT^ Si l'on prend sur la figure une longueur DD' égale à l'unité de temps et qu'on achève les triangles ÂSE, ÂSE', en menant la droite âS parallèle à CX, la vitesse passera brusquement de la valeur -i- SE, avant l'instant < = CD à la valeur — SE' après cet instant. Ce changemeut brusque est possible dans le mouvement des points géométriques ; mais, rigoureusement, il est inadmissible dans le mouvement des points matériels ; la vitesse d'un corps matériel ne peut subir que des changements graduels ; les variations instantanées de la vitesse d'un point matériel ne sont admissil)les dans la mécanique que comme un procédé d'approximation plus ou moins grossière ;
4<^ Enfin, la courbe des espaces ne peut avoir, en aucun point, de tangente parallèle à l'axe CY. Si la courbe venait toucher son ordonnée au point A, le triangle qui donne la vitesse se cliangerait en une bande indéfinie comprise entre deux parallèles, et la vitesse^ Pig- 2^- serait infinie, ce qui n'est admissible que dans,
certains mouvements géométriques.
COURBE DES VITESSES
17. Supposons tracée la courbe des espaces A BDEF6. Nou> savons construire, pour chaque point de celte courbe, la vitesse du mobile sur sa trajectoire au moment qui correspond à ce point. Cette vitesse nous est donnée par une certaine longueur, qui est parallèle à l'axe CY, et qui représente à l'échelle des longueurs un espace déciit dans l'unité de temps. Nous pouvons nous servir
COURBE DES VITESSES
de ces longueurs représentatives des vitesses pour construire une seconde courbe dont les ordonnées indiqueront les vitesses du mobile, comme les ordonnées de la piemiëre indiquaient les arcs décrits. Menons une ordonnée quelconque MP ; construisons la
à Jd
B H CT
Fig. 22.
vitesse QR correspndante à l'instant < = CM; prenons sur Fordonnée MP, à partir de Taxe CX, une longueur Mp = QR. Répétons cette construction pour un certain nombre de points, et nous obtiendrons une ligne abdpefg qui sera la courbe des vitesses. On voit, pnr Finspection de cette courbe, qne la vitesse est positive du point a au point é, c'est-à-dire de l'instant t = — Ca à rinstant t=-^Ce; cette période est celle pendant laquelle le mobile se déplace dans le sens positif sur sa trajectoire. Les points (i et e sont les projections faites sur l'axe des temps parallèlement à l'axe CY, des points A et ^ ^, où l'ordonnée de la courbe des espaces atteint un maximum ou un minimum. Alors le mouvement - — change de sens . La vitesse est maxi- > miim au point i, c'est-à-dire au "^ c moment t = — CH. A cet instant, la courbe des espaces, qui donne » = -|-HI, aun point d'inflexion 1; la tangente à la courbe atteint en ce point son maximum d'inclinaison sur l'axe GX. Au delà de e=-|-Ce, la vitesse est négative et le mouvement du mobile est rétrograde. S'il y avait des points anguleux S dans la ligne des espaces (fig. 22), il y aurait discontinuité dans lai^ courbe des vitesses ; pour l'abscisse CT, Tordoiméc de cette dernière courbe passerait subitement de la longueur Ts à la longueur T/.
Fig. 25.
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i8; Nous veiK)ns de voir comment on pouvait déduire du tracé de la courbe des espaces le tracé de la courbe des vitesses. Nous allons montrer comment on peut résoudre le problème inverse: Étant donnée la courbe des vitesses, construire la courbé des espaces.
Soit abef la courbe des vitesses. Considérons le mouvement du mobile à partir d'une époque quelconque, par exemple à partir
'. . « , ^ ■ Kig. 24.
de celle' qui est délmle par Tabscisse i = — Cà. Partageons l'axe des temps, à partir du point A, en parties égales infiniment petites ; elles représenteront chacune une durée très-courte B. Par les points de division menons les ordonnées, de la courbe, qui représenteront les valeurs successives de la vitesse, aux époques définiesr par les valeurs suivantes du temps :
__Ca-h0, —€«-+- 2ô, — Cfl-h3ô, — C«H-4e.elc. . .
Appelons d'une manière générale v l'ordonnée de la courbe pour une certaine valeur t du temps. Cette ordonnée v représentant la vitesse, c'est-à-dire l'espace décrit d'un mouvement uniforme pendant l'unité de temps, l'espace décrit par le mobile sur sa trajectoire pendant le temps Q sera le produit vB. Or, ce produit peut s'interpréter sur la figure : c'est le produit d'une ordonnée B6 par la distance BB' de deux ordonnées consécutives, c'est-à-dire l'aire du rectangle BQ'b"b, lequel diffère infiniment peu de l'aire comprise entre l'arc de la courbe, l'axe des temps et lâs deux ordonnées Bt, B'b\ Chacune de ces aires infiniment
Fig. 25.
QUADRATURE DE LA COURBE DES VITESSES. ÔT
petites représente donc l'espace décrit par le mobile sur la trajectoire pendant un même temps Q , compté à partir de l'époque définie par Tabscisse correspondante. Les valeurs négatives de lu vitesse indiquent le mouvement rétrograde du mobile ; on devra donc prendre négativement les aires correspondantes aux ordonnées négatives. Les signes étant ainsi définis, si l'on fait la somme algébrique de tous ces éléments de surface à partir d'un point quelconque a, jusqu'à un point quelconque m, le résultat que l'on obtiendra, el qui n'est autre chose que Taire de la courbe des vitesses, représentera le déplacement total du mobile sur sa trajectoire à partir de l'époque < =. — Ga jusqu'à l'époque t = -h Cm; en d'autres termes, les aires siLccessives de la courbe des vîtesseSy à paitir d'un point quelconque a de l'axe des abscisses, représenteront en grandeur et en signe les déplacements totaux successifs du point mobile sur sa trajectoire, à partir du point qu'il occupe à l'époque définie par l'abscisse du point a qui sert d'origine à la mesure des aires.
Le problème est donc ramené à la recherche des aires dans la courbe des vitesses ou, comme on dit en géométrie, à la quadrature de cette courbe. Ce problème résolu, il suffira, pour définir entièrement le mouvement du point, de faire connaître le jieu qu'il occupe sur sa trajectoire à V époque que Pon a prise pour origine des aires.
i9. La géométrie fait connaître pour certaines lignes des procédés de quadrature ; on pourra donc employer ces procédés lorsque la ligne des vitesses sera l'une des lignes étudiées en géométrie : ligne droite, parabole, ellipse, Si, comme cela arrive
souvent, la courbe des vitesses ne rentre pas dansuu type connu, on aura recours aux procédés géné-
raux de quadrature par approxi- g
mation, qui permettiont de tracer graphiquement la courbe des espaces avec une suffiisanle exactitude.
Pour évaluer l'aire ABCD corn- i^ ^ f g h t c prise entre la courbe AD, les or- ^'6- 2C.
données AB, CD, et l'axe des abscisses CB, on inscrira dans la courbe un contour polygonal AEFGHID, dont les côtés rectiligni s
ll£CAll. EN8. SPÉCIAL, 5* ÀVS. Z
5* QIADRATUKË DE U COURBE Mis VMËSSËS.
s'écartent peu des arcs de courbe compris entre leurs extrémités ; etTon évaluera les aires des trapèzes successifs ABeB, EFfe, ¥Ggfy .... IDCi, que la^éoméUie enseigne àmesurer. La seinme de ces trapèzes représentera avec une grande approximation Taire dé hi courJîe cherchée, car la dilTéreace est égale à la somme des aires des segments: compris entre les cordes AË, EP, FG, .... ID, et les arcs sons-tendus, somme qui peut être considérée comme négligeable si Ton a sufljsamment multiplié le nombre des côtés dn [iolf gone inscrit.
On ne doit pas être surpris de voir un espace décrit, c'est-ùdire une longueur, représenté par une aire, ou une suriace. Il est faoite de se rendre compte de cette particularité. Nous avons vu que L'espace élémentaire décrit dans le temps 6 est vQ ; dans ce produit, vest une longueur, et 6 un nombre ; c'est le rapport de la duréedu trajet du point mobile à Tunitc de temps. Le rectingh* élémentaire i»6 n'a donc pas ses deux dimensions, de même nature, et si la figure fait de Q une longueur, il est entendu qu'en réalité
on doit substituer à le rapport — de cette longueur à la loii-
;;ueurqui représente Tunité de temps. Alors Texpression — =- représentera une longueur, c'est-à-dire la seconde dimension d'un rectangle qui aurait vQ pour surface et T pour première dimension. Après avoir déterminé, à l'aide de l'épure, les aires A de la courbe dés vitesses, il faudra donc diviser ces aires par la longueur T qui représente l'unité de temps à Téchelie, et les résultats de celte opération, qui seront des longueurs, représenteront les arcs de la trajectoire, o:i les ordonnée-^ de la courbe de> espaces.
EXTENSION Dli LA DKFI.MTIOX [>f MOÏ VITESSE.
20. La vitesse d'un mobile à un instant donné est le rapport de l'espace infiniment petitqu'il décrit sur sa trajectoire au temps employé à le décrire. Nous avons vu comment on pouvait par la considération d'une courbe auxiliaire, celle des espaces, ramenei la recherche de ce rapport à .la construction d'une tangente.
VITESSE Itl UEFUGIÛlSSeMËNT.
Plus.généiBileai/^t,, loi*squune quantité variable quelconqpe dépeml du temps^ on appelle vit^se de oelte quantité à liUHiie ment donné, le rapport de la variation infiniment petite, ftneiliTe ou négative, de celte quantité, au temps infiniment, petit emp^yé pour produire cette variation; et comme GAI peut. toujpurfi>repc6senterrpar< les ordonnées d'une courbe le& valeurs. d!uuft quantité qudeoDque,. puisqu'il suffit pourcela de faire choix d'une échelle arbitraire, on saum trouver par la construetieades tangenlesiaux dilTérents points de cette courbe auxiliaire ies' valeurs sueûesaives de la:vitessci de cette quantité.
Par exemple, un corps à une température de 100? est exposé à l'aff libres par une température extérieure de 0^. Ce covp^ se refroidit; Sa iempétature est' ici la quantité variablaaveGLleteâip&; et la vitesêû de cette qumUite' sera plus* grande en. valeur abselue au commencement de l'observa- ^ tion que vers»la fin.
La courbedes temperatune& suocessives présente bforme ÂB.
A Torigine des temps, c'est-à-dire au point 0, qui. cor- Fig. 27.
respond au commencement de l'expérience, le corps a une température QA;= 100^. Use refroidit d'abord très-rapidement, et sn température est représentée par les ordonnées décroissantes
CD, au bout d'une seconde, EP, de deux secondes,
GH, de trois secondes, etc.
Au bout d'un certain nombre de £.3condcs, (=rOH, sa température. est représentée par BH, quantité très-voisine de 0% ou de la températme du milieu où se fait rexpérience. La température va donc toujours en diminuant, sans pouvoir toutefois descendre au-dessous de zéro; la vitesse de la température, qui esl négative,, va de même en diminuant en valeur absolue.; car la tangente Â la courbe au point A est plus inclinée sur Taxe OX q^ic la tangente au point D, celle-ci Test plus que la tangente au point F,
VITESSE ANGULAIRE
et ainsi de suite; eu B, la tangeute est presque horizontale, la diminution de température par unité de temps est alors à peine sensible.
Remarcpions que dans ce cas particulier, il existe un point mobile dont le mouvement sur sa trajectoire a précisément les mêmes vitesses que celles de la quantité variable dont nous venons de construire la courbe. Ce point est le sommet de la colonne thermométrique qui sert à mesurer les valeurs successives de la température. La courbe AB est la courbe des espaces relative an mouvement de ce point dans le tube du thermomètre qui lui sert de trajectoire.
2i . On concevra d'une manière tout à fait semblable ce qu'on appelle vitesse d'un angle variable avec le temps, ou plus simplement vitesse angulaire. Si dans un certain temps très-court 9, un angle variable reçoit un accroissement positif ou négatif or,
la vitesse de Tangle à ce moment est le rapport — et la déter-
mination de cette vitesse revient à la construction de la tingente à la courbe dont les abscisses représentent les temps et dont les ordonnées représentent les valeurs correspondantes de Tangle variable.
22. Lorsqu'un point mobile A se meut sur une ligne HN tracée dans im plan, on est souvent conduit en mécanique à consi-
sidérer les aires décrites dans ce plan par la droite mobile CA, menée à chaque instant d'un point fixe du plan à la position occupée par le mobile. Par exemple, entre deux positions M et A, du mobile, le rayon mobile aura décrit l'aire HCA.
Cette aire, comptée à partir d'une origine fixe, qui est le rayon CM, est variable avec Fig. 28. le temps ; et si nous prenons une position
A' infiniment voisine du point A, elle s'accroîtra pour ce changement de position de l'aire du triangle ACA', dans lequel le côté infiniment petit, AA' peut être considéré comme une ligne droite. La vitesse de Vaire sera donc le rapport de Taire de c*' triangle an temps e mis par le mobile à aller du point A au point A'. Or, on peut évaluer la surface de ce triaxigle : elle est
; VITESSE AREOLAIRE. 3T
égale à ia moitié du produit de sa base AA' par la hauteur abaissée du point C sur cette base, ou par la distance CH du centre de aires, C, à la tangente AB menée par le point A à la trajectoire. On a donc :
triangle ACA' = |CHxAV.
Et divisant par le remps 6 :
. ,, . triangle ACA' 1 _„ ^^ AA'
vitesse de 1 aire = 2_ = cH X -^•
AA'
Mais — est la vitesse v du mobile. La vitesse de taire à
un moment donné est donc égale à la vitesse v du mobile à ce moment multipliée par la moitié de la distance du centre des aires à la direction de la tangente mepée à ce même moment à la trsgectoire. Mais ceci suppose expressément que le mouvement du mobile s*accomplisse dans un plan.
La vitesse de Taire ainsi définie s'appelle quelquefois vitesse aréolairè.
Ainsi, lorsqu'un point décrit une circonférence de cercle d'un mouvement uniforme, la vitesse A& ce point est constante; la vitesse angulaire du point autour du centre du cercle est constante aussi, et égale à la vitesse du mobile divisée par le rayon du cercle^ ; enfin la vitesse aréolaire du point .«autour du centre du cercle pris pour centre des aires, est constante et égale au produit de la vitesse du mobile par la moitié du rayon.
Pour distinguer la vitesse d'un point sur sa trajectoire des vitesses d'un angle, d'une aire, etc., oh appelle vitesse linéaire celle qui exprime le rapport de la variation d'une longueur au temps employé à la produire.
VITESSE DE LA VITESSE, OU AGCÉLÉRATIOK TANGEiNTIELLE.
25. Revenons à la courbe des espaces construite pour représenter la loi du mouvement d'un point. Nous avons vu comment
* Cette relation suppose que l'oa prend pour unité d'angle, conformément à l'usage adopté en analyse, Tangle au centre qui, dans un cercle quelconque, correspond à Tare dont la longueur, est égale an rayon.
VITESSE DE LA VITESSE
on pouvait déduire de cette courbe le tnaeé de la ceurbe des ¥ittssev. Cette nouvelle courbe donne parses ordonnées fes^vitesses du mobile sur sa trajectoire, aux moments définis par les abscisses correspondantes. La vitesse est ici une quantité généralement variable avec le temps ; on peut donc appliquer à cette quantité la définition générale du tnot vitesse, et déterminer la vitesse de la vitesse linéaire, nouvelle quantité très-utile à considérer en mécanique, et à laquelle on donne le nom d' accélération tangentieile. Nous verrons plus tard pourquoi on ajoute cette épilhète de tangentieile au root accélération.
Soit OX Taxe des temps, OY Taxe commun parallèlement au-
Fig. 29.
quel nous porlerons les ordonnées représentatives des eiipitces décrits, des vitesses, et des accélérations tangentielles.
On donne la courbe des espaces, ABCDEF ; nous en déduirons la courbe des vitesses, abcdef, par la considération des tangentes menées à la première courbe.
De la courbe des vitesses abcdef, nous pouvons dédiûre, par un procédé identique, la courbe des accélérations tangentielles clVdd'e'f , dont les ordonnées seront proportionnelles aux rapports des accroissements infiniment petits de la vitesse aux temps pendant lesquels ces accroissements se sont produits.
La courbe afrc^fe/* coupe Taxe des temps en des |X)ints a, d, f\ qui sont les projections des points A, Q, F, où la courbe des espaces atteint un maximum ou un minimum. Ces points définissent, comme nous l'avons vu, les époques où le mobile s'arréti'
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sur sa trajectoire pour revenir sur ses pas. Les ordonnées de la courbe des vitesses sont positives entre les points a ét'd, 'parce que le mobile a entre ces époques un mouvement direcSt; elles sont négatives entre d et /, parce que le mouvement du mobile est alors rétrograde.
'De ménie, la courbe a'Vc'd'e^f coupe Taxe des temps en des points {* et k\ projections des points / et A:, où la eourbe des vitesses atteint un maicimum ou un minimum, et despointsl et K, où la courbe des espaces a une inflexion. Les ordonnées de la courbe des accélérations sont négatives entre i' et k', parce que, entre les deux époques déûnies par ces points, la vitesse du mo- J)ile diminue ; elles sont positives en dehors de ces régions, parce que la vitesse du mobile augmente. Elles passent par un maximum ou un minimum eni', parce qu'en /, la courbe des ^ilesscs a une inflexion.
Si Ton donnait la loi des accélérations tangentielles^de manière qu'on pût tracer a priori la courbe /l'tVdVf', on pourrait revenir de cette courbe à la courbe des vitesses en observant que les aires de la première courbe sont proportionnelles aux «accroisse* ments des ordonnées de la seconde ; ce problème est identique à celui que nous avons résolu pour passer du tracé delà courbe des vitesses au tracé de la courbe des espaces. Si pour une cet tainc valeur particulière du temps, fQ=OM,,on donne la valeur correspondante Vo = M4 m de la vitesse, on n aura qu a évaluer Taire (positive ou négative) de la courbe des accélérations tangentielles à partir de l'ordonnée M^m', jusqu'à une ordonnée quelconque PQ. Cette aire, qui sera ici négative et égale en valeur absolue à la surface M^ mYPi, terminée à la courbe imfd^Vq\ étant divisée par la longueur T de l'unité de temps prise à l'échelle, donnera ci; qu'il faut retrancher de la vitesse de M^ m pour avoir en grandeur et en signe, la valeur — P^ qf de la vitesse au moment délini par l'abscisse OPj. La connaissance d'un point m de la courbe des vi tesses suffit donc pour construire cette courbe au moyen de cell«* des accélérations tangentielles. De même, on pourra déduire Li courbe des espaces de la courbe des vitesses, dès qu'on connaîtra im point M de la courbe cherchée, c'est-à-dire la valeur de l'arc jf^=z}H^lH correspondante à une valeur particulière, t=CW, du temps (.
MOUVEMENT UNIFORxME.
La connaissance de la loi de Taccéiération (angentielle définit entièrement le mouvement d'un mobile sur sa trajectoire, pourvu qu'on connaisse aussi la position du mobile sur sa trajectoire à un moment donné et sa vitesse à ce même moment.
Lorsque la trajectoire est une ligne droite, la tangente à la trajectoire se confond partout avec cette droite elle n^e, et Faccolération tangentielle est, comme nous le verrons, la seule accélération à considérer dans le mouvement. Dans ce cas particulier, on peut supprimer Tépithète de tangentielle et dire simplement r accélération.
ETUDE DU MOUVEMENT UNIFORNi:.
La loi du mouvement uniforme est définie par réquation
dans laquelle le coefficient v, qui représente Ja vitesse, est constant. Cette équation suppose que Ton compte les arcs de la trajectoire à partir de la position qu'occupe le mobile au moment <=0: s'il en était autrement, Téquation du mouvement uniibrme serait :
en appelant So la valeur de Tare s pour < = 0, ou à l'origine des temps.
Contruisons la courbe des espaces en prenant, pour simplifier,
la première équation. Sur l'axe OX portons bout à bout , à partir du point 0, des Ion Flp'___iw gueurs OA,AB,BC.., égales
1 à l'unité de temps prise à l'é-
^ ^ ^ cbelle. Les points A, B, C,
^'^'^' représenteront des époques
correspondantes à < = 1»<=2, t=Z....
Le coefficient constant v exprime l'espace décrit par le mobile
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dans l'unité de temps. Les ordonnées correspondantes à t = 1 , /= 2, i = 3, seront respectivement égales à Aa = v, Bb =2v, = 3v,.-; 6^l6s croissent proportionnellement aux abscisses. Tous les points a,b,c^ ainsi obtenus, sont sur une même droiteOM ; la ligne des espaces est donc une ligne droite quçind le mouvement est uniforme.
En quelque point qu'on applique la construction géométrique de la vitesse, on trouvera toujours une vitesse constante Aa, ou b'b, ou c^c, partout égale à v, ce qu'on savait déjà par la définition même de la vitesse. La courbe des vitesses a donc ses ordonnées constantes, et se réduit à une droite nm, menée parailèlementf à Taxe OX à une distance ka = v.
Il est facile de vérifier en ce cas particulier la relation qui lie les ordonnées Aa, B&, Ce, de la courbe des espaces aux aires successives pOha, pOBb\ pOCc' de la courbe des vitesses. Ces aires ont pour valeurs les produits :
OpxOA, OpxOB, OpxOC,...
c'est-à-dire
vxOX, vXOAxî f/XOAxS...
Si on les divise par la longueur représentative de Tunité de temps, longueur égale ici à OA, on obtient pour quotients :
ce sont les accroissements successifs de l'ordonnée de la courbe des espaces, à partir de l'origine prise pour l'évaluation des aires, et comme cette courbe a une ordonnée égale à o au point 0, ce sont les valeurs mêmes des ordonnées de la courbe. On a en effet :
La courbe des vitesses étant dans ce cas particulier une droite parallèle à Taxe des temps, la vitesse de la vitesse, ou Vaccé" lération tangentielle est constamment nulle, et la ligne qni la représente coïncide avec l'axe OX.
Si au lieu de considérer l'équation s = vt^ nous avions pris réquation plus générale s = «^ -+- vt, les résultats que nous
MOUVEMEIST UNIFOllME MOYEiN
aurions obtenus ^auraient été identiques; seulement la droite des espaces, au lieu de passer par Torigine, aurait coupé Tnxc OY en un point dont l'ordonnée aurait été égale à s^.
^En résumé, dans le mouvement uniforme, la ligne des espaces est une droite, la ligne des vitesses est une parallèle à Va.ce des temps, la ligne des accélérations tangentielles est Vcure des temps lui-même,
25. Soit FG une courbe représentative d'un mouvement quelconque effectué par un mobile P sur sa trajecloire MN. OX est
l'axe des temps, OY celui des espaces.
Prenons deux points C et D sur la courbe et menons la droite HK qui passe par ces deux points. Cette droite peut être considérée comme représentant nu niou- _ vement uniforme qui s'opérerait sur h même trajecloire.
Or, on remarquera que le mobile fictif qui subit le mouvement uniforme ainsi déûni coïncide avec le mobile réel P aux époques i= OA et ( = OB, c'est-à-dire aux points C et D', correspondants sur la trajectoire aux valeurs CA, BB de l'espace décrit. La corde CI) représente doncle mouvement uniibime qui amènerait le mobile de sa position C à son autre position b\ dans le temps qu'il emploie effectivement à passer de l'une à l'autre, en vertu de son mouvement varié. La vitesse de ce mouvement
uniforme est donnée par le rapport -t^t- ou par le rapport
de l'espace total décrit C D' au temps que le mobile met à le décrire. C'est donc la vitesse moyenne du mobile entre les deux époques considérées.
26. Exemple. Un mobile part du repos au point E et parcourt la distance EF avec lihe vitesse graduellement croissante jusqu'au milieu I de cette distance ; puis, à partir delà, il continue à se mouvoir avec une vitesse graduellement décroissante jusqu'au point F, oii il arrive sans vitesse.
OA étant à l'échelle la dmée du trajet, la courbe des espaces partira du point et aboutira au point B à une distance AB = EF.
MOUVEMENT UÎÏIFORME MOYEN.
FJllc sera tangente en à l'axe OX, et en B à nnc parallèle à cet axe, car la vitesse au départ, pour <= 0, et à larrivée, pour ^=:0A, sont nulles par hypothèse. On peut admettre i|ue le mouvement soit réglé de manière à fiiire passer le mobile au milieu I de son parcours à la moitié de k durée de se trajet, ce qui ^ donnera Oc' = |< Oâ pour 1 abscisse cofresfondante au passage en 1.
On sait, par Ténoncé, qu'en ce poinik' vitesse atteint sou maximum ;'la courbe des espaces a donc uBe> inflexion au point G. ^''
La courbe des vitesses sera ^^' ^^•
représentée, dans ce ( as, «par une courbe OcÂ, passant par les points et À et ayant en c une tangente horizontale, et la ligne dW des accélérations tangentielles coupera l'axe OX au point c\ On pourra régler le mouvement de manière que cette dernière ligne .'oit droite. S'il en est ainsi, la courbe des vitesses OcA est une parabole ayant pour axe la ligne c^C, et les trois points 0,C,B, sont sur une même ligne droite OB. Celte droite définit le mouvement uniforme moyen du mobile entre son départ E et son arrivée F. La viles- e de ce mouvement uniforme est la moyenne de toutes les vitesses successives du mobile ou de toules les ordonnées de la courbe OcA.
La condition du contact de la courbe des espaces en et eu B avec des lignes horizontales est toujours remplie lorsqu'il s'agit du mouvement d'un corps matériel qui part du repos et qui y revient, car il est impossible que la vitesse d'un tel corps passe subitement de la valeur zéro à une valeur finie, ou d'une valeur finie à la valeur ze'ro ; elle passe, eti réalité, par tous les degrés de vitesse intermédiaires. La substitution d'une droite à la courbe, ou d'un mouvement uniforme moyen au mouvement varié réel, efface cette transition, et fait succéder une vitesse finie à une vitesse nulle. Mais il ne faut pas oublier que cette substitution est entièrement fictive.
APPLICATION. — GRAPHIQUE DES TRAINS
27. Oq appelle, dans Texploitation des chemins de fer, graphique des trains, une épure où le mouvement de tous les trains est représenté par des lignes droites.
Pour construire cette épure, on prend 45ur un axe horizontal 24 parties égales représentant les heures d une journée, on les subdivise chacune en parties plus petites représentant des intervalles de 10 minutes ; les intervalles plus petits sont appréciés à Toeil. Sur un autre axe, perpendiculaire au premier, on porte des parties proportionnelles aux distances, et Ton place les stations successives de la ligne d'après leur distance à Torigine du chemin. Cette construction permet de couvrir la feuille de l'épure d'un réseau de droites rectangulaires, dont les unes, les droites verticales, correspondent à une heure déterminée de la journée, et les autres, c'est-à-dire les horizontales, à une station déterminée.
Considérons un fragment de l'épure du mouvement des trains.
Fig. 35.
Soient Â, B, C, D, E les stations réparties sur l'axe vertical à leurs distances respectives ; les verticales équidistanles Xlï, I,
AU MOUVEMENT DES TRAINS
II, III, représentent les heures de midi, une heure, deux heures, etc.
Un train part de la station A à midi et arrive à la station B à midi 50 minutes. Le mouvement moyen qu'il a pendant ce trajet est représenté par la droite ab.
Le train reste 5 minutes dans la station B. Il repart donc à midi 35 minutes. Sa vitesse moyenne étant supposée la même, le mouvement, à partir de la station B, sera représenté par une droite Vc parallèle à ab. Cette droite vient couper la ligne de la station C au point correspondant à 1 heure 15 minutes. Si le train passe ensuite 25 minutes dans cette station C, il en repart à 1 heure 40 minutes et arrive à la station D à 2 heures 5 minutes ; il en repart à 2 heures 10 ininutes et arrive à la station E à 2 heures 35 minutes, et ainsi de suite.
Son mouvement, réduit aux 'vitesses moyennes en dehors des temps d'arrêts, est donc représenté par la ligne brisée afc6'cc'«?d'a, dont les parties inclinées correspondent à la marche et les parties horizontales au stationnement.
Les trains plus lents seraient représentés par des lignes plus voisines de l'horizontale, telles que le tracé app'y.--; l^s trains plus rapides, par des lignes plus voisines de la verticale; tel est le tracé aajccc'c'ee. Il correspond à un train rapide, qui part de A à midi 50, qui brûle la station B, arrive en G à 1 heure 30 minuteS) en repart à 1 heure 35 minutes, brûle la station D et arrive ù la station E à 2 heures 5 minutes. On voit que ce train paît du point A plus tard que le train abb'c..,, et qu'il atteint et dépasse ce train dans la station C ; le train abVc, est alors gare et le train rapide repart plus tôt que lui. Le graphique des trains met en évidence ces rencontres de trains de différentes vitesses, et permet de combiner les heures de leurs passages aux divers points d'arrêts, de manière à éviter les collisions.
Les trains qui marchent en sens contraire sont figurés sur l'épure par des lignes inclinées dans l'autre sens. Ainsi, le train £^^7' part de E à 1 heure 50 minutes, arrive enD à 2 heures 25 minutes, y séjourne 5 minutes et arrive en G à 2 heures 55 minutes. Il croise les deux trains aaccee eiabcde, .. dans l'intervalle cofnpris entre les deux stations D et E, ce qui n'a pas d'inconvénient si le service est établi sur la double voie entre ces stations. A s'en
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rapporter strictement à répure, on pourrait déieriniiier iîheure et le lieu de chacun des croisements. En effet, la àroiieM'dee coupe la droite;s^ en un point m qui correspond sur Taxe de&distan ce&à un certain point dachemin, bien Aéùni par sa^ distance Am' à Torigine, et sur Taxe des temps, à un point, qui déiinit une heure, bien, déterminée. Mais nous avons vu que la substitution d'une droite à la courbe des espaces revient à la substitutiou d'un mouvement moyen uniforme au mouvement réel qui est
nécessairement varié. Qe sorte ■^ — _ qu'en réalité, les lignes du mouve-
ment vrai, au ]ieu.d!être droites, devraient être des.courbes sinueuses, analogues à celle que nous a vous indiquée dans le paragra^die précédent. Cette altération. peut '^"'l ' ^A% déplacer les points de rencontre
X^l^Vv d®s deux, lignes* comme ou le voit
par la tigure ci-contre :
p. Les deux droites c'c'ctf, e^ se
coupent en m« Hais les courbes réellesc ont la forme sinueuse, cc^pqee, ersS^ et elles secoupent eu p ; le point de rencontre e<t donc déplacé sur la ligne vers le fioint E delà quantité my.
ee
MOCVEM^NT RECTILIGNE UNIFORMEMENT VARIE.
28* Le^mouvement rectiligne et unifovme est le plus simple de tous les mouvements; c'est celui pour lequel la vitesse est constante, et dans lequel les espaces parcourus croissent, proporf ionnellement au temps. Laccélération est constamment nulle dans ce mouvement. Le m(mvement rectiligne uniformément varie' est de même le plus simple des mouvements variés. C'^est celui dans leqaelV accélération estconstante, et dans lequel la .vitesse croit piroj^Unmellement.au' temps . Ces deux.<îonditions rentrent l'une dans l'autre. En. effet, si la. vitesse crxut proportionnellement au tempSy raccAleration, qui n'est autre chose que la vitesse de la
Tra-
VoyagAPHI
iS3. 6 BAI 2Sû. S
sas. ^
1rs. .
fSê. 8
BU
Vin.
fsâ.c
fi
rjf.
ras:
ilG.
ÎS:
fis
-ff.
Jtf.
fi. i
f€Ln~
Tor*br
DOi
Nkn\
LAF,
5aft
UiMIOUMtMEM VAUIÈ. 47
.6s>c, est une quantilâ G<)iistaiU'e' qui indique llaccroissement I la vitesse du mobile pendant runité de temps» Et réciproqueenty dire que l'accéléra tion est coD&taate, c'est dire que' la yisse croit d'une même quantité pendant des temps égaux, ce qui ivienl à dire qu'elle croit proportionndlement au temps.
Le mouvement uniformément varié est essentiel à considérer ans la mécanique; nous verrons qu'on y ramène tous les autres. Test de plus une espèce de mouvement qu'on réalise avec une Tande facilité ; car il suffit de laisser tomber un corps pesant uivant la verticale pour en avoir une image.
L'accélération j du mouvement uniformément varié étant don u'e, il est facile d'en déduire la vitesse i\ à un moment quelconque, dès qu'on connaît la valenr v^ de la vitesse à un instant déterminé,. peur ^=0 par exemple. On sait en effet que par chaque unité de temps, la vitesse s'accroît de la quantité;; donc au bout de t unités de temps, la vitesse v^ se sera accrue delà quantité j7, et la vitesse à ce moment sera représentée par l'expression
Cherchons la loi des espaces parcourus. Noust ferons usage pour cela du théorème démontré §. 18, et en vertu duquel le& variâr tionsde l'espace parcouru sont proportionnelles aux aices de la li^ne représentative des vitesses. Commençons donc par construire cette ligne, qui est ici une droite y AB, définie par son ordonnée à l origine OA = ?v> ^^ V^^ son inclinaison f qui est «'fîale à j.
Considérons, un instant défini par 1 abscisse t = OG ; V ordonnée CD correspondante sera la valeur de la vitesse à cet instant; et l'aire de la ligne des vi- ^^' ^'
lesscs, à partir de l'instant <=0 jusqu'à l'instant < = OC, seni «''pale à la surface du trapèze AOuD, c'est-à-dire à
4(AOH-CD)xOC.
On sait qu'il faut diviser cette surface par la longueur représentative de l'unité de temps ponr avoir une longueur égale à
MOUVEMENT VERTICAL
Tespâce parcouru par le mobile ; mais cette division se fera toul naturellement en remplaçant la longueur OC par le nombre l d'unités de temps qu'elle représente à l'échelle. Nous avons de plus :
AO=»o.
Donc enfin l'espace parcouru pendant le temps ( est donné par l'expression :
ou bien
Si donc ^oCst, à l'instant t= 0, la distance du mobile à Torigiiie prise sur la trajectoire, nous aurons pour déterminer la valeur «le la distance au bout du temps t, l'équation :
«— so=''o^^-|;'*• Remarquons que Taccroissement s — Sq» o^ l'espace parcouru pendant le temps t, se compose de deux parties : l'une, v^ t, est celle qu^aurait décrite le mobile s'il avait conservé pendant tout ce temps la vitesse v^ qu'il possédait à l'instant t = 0; l'autre, j(, ne dépend que de l'accélération 7, et serait par conséquent la même si le mobile était parti du repos à l'instant t=0.
La première partie est proportionnelle aux temps, la seconde est proportionnelle aux carrés des temps.
La ligne représentative des espaces est dans ce cas une ])arabole.
29. Il est facile de déduire de ces formules les lois générales de la chute des corps pesants. On sait par expérience que la pesanteur communique en une seconde à un corps quelconque pris sous la latitude de Paris et à peu de hauteur au-dessus du niveau delà mer, une vitesse de 9*", 8088 ; ce nombre est légèrement variable d'un point à l'autre du globe, et on le représente par g; c'est l'accélération produite par la pesanteur ; les formules du mouvement vertical des corps pesants s'obtiendront donc en remplaçant ToC' céiération / par le nombre g, et l'on aura :
' 8 = SQ-i-Vot-tkOi*'
DES CORPS PESANTS
Supposons que le corps tombant parte dn repos, et comptons les distances s sur la verticDle à partir du point où il a commencé sa chute. Nous aurons à faire *o=0, et Vo= dans les formules, »|Hi deviendront
s = y fi.
Supposons au contraire qu'on lance le corps de bas en haut avec une vitesse v^y et qu'on demande la hauteur s à laquelle il montera. Les formules seront :
s = vot-\- y fi.
Comptons positivement les distances en descendant au-dessous de l'origine et négativement, dans le sens contraire ; 1»^ sera négatif, puisque la vitesse initiale est dirigée par hypothèse dans le sens des 6 négatifs. Remplaçons donc Vq par — V, V étant la valeur absolue de la vitesse initiale. Il viendra :
s=z-yt-hytK
Le corps montera jusqu'à ce que sa vitesse soit nulle ; donc le moment où il cessera de monter sera donné en faisant vz=^o. On en déduit :
Substituant cette valeur de t dans l'autre é([uation, nous aurons :
C'est la valeur de ^ à laquelle le mobile lancé de bas en hau! s'arrête pour redescendre. Elle est négative, parce que nous comptons négativement les s dans le sens montant à partir de l'origine ,
'•t sa valeur absolue est-r-.
NÉCAN. EXS. SPÉCIAI,, 3* ANN. i
50 MOUVEMEST VERllCAL DES COUPS PESANIS. '
Si donc on voulait faire monter verticalement un corps pesaiil à une hauteur H au-dessus de son point de départ, il faudrait lui imprimer de bas en haut une vitesse V satisfaisant à l'équation :
oe qui donne en résolvant V = \/2^H
CHAIUTRE II
DU MOUVEMENT PROJETÉ
50. L'emploi de la méthode des projections permet de simplifier notablement l'étude des questions de mécanique. On sait que la géométrie descriptive a pour but de ramener à des constructions planes les opérations nécessaires à la solution d'un problème de géométrie de l'espace. De même, la méthode des projections ramène la considération d'un mouvement qui s'accomplit dans l'espace, à celle de mouvements de points situés dans des plans, mouvements plus faciles à étudier. On peut pousser plus loin cette simplification. Car à un mouvement plan, dont la trajectoire est généralement courbe, on peut substituer les mouvements rectilignes des projections du point mobile sur deux axes fixes. La même réduction s'applique à l'espace. Il suffit de projeter le point mobile sur trois axes fixes ; l'étude des mouvements rectilignes des trois projections conduit à la connaissance de tous les éléments du mouvement qu'on s'est proposé d'étudier.
Rappelons d'abord quelques définitions.
31. Étant donnés un plan fixe P, et une droite fixe L, on appelle projection d'un point M sur le plan P, le point m où ce plan coupe une droite menée par le point M parallèlement à la droite L.
Lorsque la droite L est perpendiculaire au plan P, la projection est dite orthogonale : c'est la convention qu'on fait dans la géométrie descriptive.
Dans tous les cas, la droite Mm, qui joint le point M à sa projection, s'appelle droite projetante.
PROJECTION SUR UN PLAN
La projection d'une ligne quelconque N sur le plan P est le lieu géométrique des projections sur ce* plan des points de la ligne N ; c'est l'intersection du plan P avec une surface cylindrique engendrée par le mouvement d'une droite qui s'appuierait constamment sur la ligne N en restant toujours parallèle à la direction de la droite L.
Lorsqu'un point mobile M parcourt une trajectoire quelconque R, imaginons qu'on projette à choque iietatift sur le plan P,
par des droites parallèles à la direc- ^ tion L, la position du mobile à cet instant. La projection m du point M pourra ê(re regardée comme un second inobiJe,jqiii parcourrait la ppojecttim r de la trajectoire R. On dit alors que le mouvement dupomt msurlaligne r est la proiectwn'dumottvememi du ^' point Usuria ligne R. jOnvoitqnc si
l'ontpteiid des poii^sM, M\ M", sur la trajectoire R, et lesipcojectieos m, m\ m" de ces points sur la trajectoire r, le «K^le réel elfle mobile fictif qui en occupe la projection se tix>uveroot simultanément aux points M et m, aux points H' et mf, laux fK)ints M'' et m''...;. que, par suite, le mobile, projeté' imeUnsi autant d^' temps là «aller du point tn au point m', que lemoUle réel on mettiia àaller du point H au point H'.
PROJECTION SUR UNE DROITE
52. Étant donnés une droite fixe L, et un plan ûtla P, uoii parallèle à la droite, on appelle projection d'un point M sur la droite L le point m où cette droite L rencontre un plan mené par le point H parallèlement au plan P.
Lorsqu'on prend le plan P perpendiculaire à la droite L, la proection est dite orthogonale.
La projection d'une ligne quelconque N sur la droite L est la droite L elle-même.
ou SUR USE DROITE.
S>, à €iiai|iie instant, on profeUe sur la droite L la position d\in mobile MicpiitSQ ment dans Tespacc le long; d*tuie trajectoire quelconque R; on obtiendra, en considérant le nonvemraA neotiligae de la projeetîoR du niob3& ie long de la droite L, un second moiivenient, qu'on, appellera la projection du premier.. Les. points M, H', M"...
étant dès positions successives du mobile sur la trajectoire R, et m, m', m",,, leurs projections sur la droite L parallèlement au plan fixe P, le nuibile fictif mettra autant de temps à p^er de. m en »»', de m'en m",... que le mobile réel à passer de M en M', de M'enM^..
Fig. 37.
ItËPRÉSENTATION d'uN MOUVEMENT DANS l'eSPAGE.
35. Lo mouvement d'un point dans Tespace est entièreiwiiÉ difini (jnand on connaît les projections de ce mouvement, faiteeà sur trois directions fixes parallèlement à des plans domiés. Voici comment on procède à cette définition d'un mouvement.
Par un point de Tespace on mène trois droites fixesOX, OY, OZ, non contenues dans un seul et même plan ; ces trois droites sont deux à deux d*ns un même plan, de sorte (|U€ le choix^arbitraire de ces itxÀ^axes définit à la fois trois droHes OX, OY, OZ, et trois plans YOZ, ZOX, XOYqu on appelle plam coordonnés.
Par un point quelconque M de l'espace, menons troi^ plans, Tun parallèle î^ YOZ, l'autre àZOX, le ti-oisièmeà XOY.
Lepremier plan coupe Taxe OX en on point m; qui estia pro^ jecftoTr' (parallèlement au {^ii fixe YOZ) du point H snr la <lvoiteOX: Ilcoupelés plans ZOX, XOY, suivant» ks' droites V', ^^'/\ respectivement parallèles à OZ et à OY.
Fig. 8;
REPRÉSENTATION
Le"secoud pian coupe Taxe OYen un point m', piojeclion de M sur 0¥, parallèleraenl à ZOX ; il coupe de plus les plans XOY, YOZ, suivant les droites m"fA, m'p, parallèles respectivement à OX et à OZ. Enfin, il coupe le premier plan suivant la droite M/a", parallèle à Taxe OZ.
Le] troisième plan coupe Taxe OZ au point m", projection de M sur OZ parallèlement à XOY; il coupe les plans YOZ, ZOX, suivant les droites m"iiy m"it.\ respectivement parallèles à OY et à OX; et, enfin, il rencontre les deux premiers plans suivant l(^s droites Mfz', M/x, respectivement parallèles à OY et à OX.
Le solide compris sous ces trois plans et sous les trois plans fixes est un parallélépipède, et le point M, dans cette figure, est le sommet opposé à 1 * origine 0, Les sommets m, m', m", situés sut les arêtesaboutissani au point 0, sont \es projections du point Msur les axes; les autres sommets p, p', yJ'^ sont les projections du point M sur les trois plans fixes , parallèlement aux axes OX, OY", OZ, ()ui forment les intersections mutuelles de ces trois plans.
Si, à un instant donné, on fait connaître les distances Om, Om', Om", de Torigine aux projections sur les trois axes d'un même point M de l'espace, on pourra en déduire la position cor. respondante de ce point. 11 suffit pour cela d'achever le parallélépipède en menant par m, m\ m" des plans respectivement parallèles aux plans coordonnés. Ces trois plans se couperont en un point unique, qui sera le point clierclié.
De même, si f on donnait les projections ^', u" du point M sur deux plans coordonnés, on obtiendruit le point M eu menant par Itf et fit" des droites f*' M, p" M, respectivement parallèles à OY et OZ : rintersection de ces deux droites donne le point cherclié. La position du point M est donc définie par ses projections sur deux plans coordonnés, tandis qu'elle ne peut être définie que par ses projections sur trois axes coordonnés. Mais il y a généralement avantage à employer en mécanique la triple projection sur les axes plutôt que la double projection sur les plans.
Non-seulement on ramène ainsi tous les mouvements à des mouvements rectdignes, mais encore les positions des projections m, m', m", du point M sur les axes sont complètement indépendantes les unes des autres, tandis que les projections ^a', ^a", sur deux des plans coordonnés sont assujetties à une rondition pour
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qu'elles correspondent à un point de Tespace, car elles doiven élre toutes deux situées dans un plan parallèle au troisième plan roordonné *.
Remarquons encore que les distauces Om, Om', Om", peuvent entrer dans les calculs avec Tun des signes -i- et — , suivant qu'elles sont portées sur les axes d'un côté ou de l'autre de l'origine ; grâce à cette convention, à chaque point M de Tespaco correspond une valeur bien déterminée, en grandeur et en signe, des trois distances Om, Om', Om" ; ces trois distances données en ^'randeur et en signe font donc connaître la position du point M sans aucune ambiguïté.
On désigne ordinairement par x la longueur Om, prise avec son ^iigne et comptée sur l'axe OX ; par y h longueur Om', prise sur l'axe OY, et par z la longueur Om", prise sur l'axe OZ. Ce sont les trois coordonnées du point mobile. Le mouvement du point M dans l'espace est entièrement défini si l'on donne les valeurs successives de j?, de i/, et de z en fonction du temps L
Quand le mouvement a lieu dans un plan, on peut prendre ce plan pour plan des XOY et y mener deux droites OX, OY, qui seront deux des axes coordonnés. Le troisième axe OZ sera dirigé en dehors du plan, et comme le point mobile n'en sort pas, sa coordonnée ;s sera constamment nulle. Il n'y a donc, dans ce cas particulier, que deux coordonnées variables, x et i/, et il suffit pour définir le mouvement de donner leurs valeurs successives on fonction du temps t
KiUDË DU MOUVEMENT DANS l'ëSFACE AU MOYEN DES PROJECTIONS DE CE MOUVEMENT SUR LES AXES.
54. Les valeurs des coordonnées x, y, z, en fonction du temps t, définissent trois mouvements rectilignes ; nous pouvons appliquer à chacun d'eux les méthodes géométriques données dans
* C'est la condition que l'on rencontre en géométrie descriptive, et en vertu de laquelle les projections d'un même point dans toute épure <loivent être situées sur une même perpendiculaire à la ligne de terre.
PROJECTION DES VITESSES
le cliapitie précédent, et déterminer pour chacun les valeurs des vitesses et des accélérations.
Le premier problème qui se présente ici cousiste à déduire des
vitesses des coordonnées x, y, z, la grandeur et la direction de
la vitesse effective du mobile sur sa trajectoire à ce même instant.
Soit R[\' la trajectoire d'un point mobile, LL' une droite sur
laquelle on projette le mouvement parallèlement à un plan fixe;
y soient Â, A', deux positions successives
iJjl -^ \ très-voisines du mobile sur la ligne RR',
îT" I ! ^1 et a^ a', les projections de ces deux
positions sur la ligne LL'. Nous aTons
déjà remarqué que le vrai mobile met
~T'" autant de temps à aller de S. en A'
^'^s- 59. que le mobile idéal représenté par sa
projection met de temps à aller de a en a'. Soit V la vitess<^
du mobile au point A, et i;la vitesse du mouvement projeté, nous
aurons à la fois :
., AA' , flfl'
V = - et . . = -,
étant la durée commune aux deux trajets AA' et aa\ Diane
T _ AA' V ~' aaf'
Or, aa'^ est la projectian sur L de l'élément rectiligne AA ; it y a entre aa*^ et AA' un certain rapport qui dépend des situations relatives de ces deux éléments. Le même rapport existant entre les vitesses vet V, nous pourrons dire par analogie que v est hpr(h jectivn de V. Nous avons vu que la vitesse v pouvait être considérée comme une longueur portée en A sur la tangente à la trajectoire ; par l'extrémité V de cette longueur, menons un plan projetant, qui rencontrera en v la droite L. Les deux droites. AV, av étant rencontrées respectivement aux points A> A^ V, et. a, a', Vy par trois>plans parallèles^ sont coupées en parties proportionnelles, et Ton a :
y^_ AA'_ y
av ^ act "^ ?*
l'ARALLÉLÉPirÈDE DKS VITESSES PROJETÉES.
Si donc, AV = V, on a aussi av = », de sorte que la vitesse V du mouvement prcgeté s'obtient en projetant la vitesse V du niouvemeni réel,
La même proposition s'applique à la projection du mouvement sur un plan parallèlement à une droite fixe.
35. Il est aisé maintenant de résoudre le problème que nous nous sommes proposé tout à Thenre.
Soient a, b, c,\es projections d'une des positions A du mobile sur sa trajectoire R.
Nous savons par le théorème qui précède quela vitesse du point a est la projection sur OX de la vitesse du mobile au point A ; que la vitesse du point b est la projection de la même vitesse sur OY; quenfîn la vitesse du point c est la projection de la même vitesse sur OZ. Prenons donc sur les trois axes à partir de a, b^ c, des quantités aa', bb\ cc\ égales ou proportionnelles aux vitesses respectives de ces points, et cherchons le point V qui a pour projections a', b\ c' ; la droiie AV sera la vitesse demandée en direction et en grandeur. Au lieu de procéder ainsi, nous pouvons mener par le point A trois droites Aa", kb'\ kc^, parallèles et égales respectivement à aa', bb\ cc\ et dirigées dans le même sens. Le plan mené par a' parallèlement au plan YOZ passera par Je point a" ; de même les plans menés par V et par c\ parallèlement à ZOX et XOY, passeront respectivement par W et par c^. Ces trois plans achèvent un parallélépipède qui a pour arêtes aboutissant au point A les trois vitesses Aa", Aft", Ac", égales et parallèles aux vitesses aa! , bb\ cd \ I^a vitesse cherchée AV est la diagonale de ce parallélépipède. De là résulte ce théorème :
io. vitesse du mouvement effectif est, à chaque, instant, représentée en grandeur et en direction par ladiagonale d'un parallélépipède dont les arêtes sont égales et parallèles aux vitesses fin mouvement projeté sur les trois axes.
Lorsque le mouvement est plan^ le paTallélépipède.so réduit à
Fig. 40.
PARALLELOGRAMME DES VITESSES.
Fig. Ai.
un parallélogramme ; et la vitesse AV est représentée en grandeur et en direction par la diagonale du parallélogramme dont les
côtés Aa", Ab'\ sont égaux et parallèles aux vitesses aa'f bb' , du mouvement projeté sur les deux axes, OX, OY, et dirigés dans le même sens que ces vitesses.
36. On pourrait procéder de même pour les accélérai ioïi s des mouvements projetés sur les axes ; mais on obtiendrait, non pas Vaccélératiofi tangentielle du mouvement effectif, la seule que nous oyons encore considérée, mais \ accélération totale, que nous étudierons dans un autre chapitre.
37. Remarque, Il n'est pas nécessaire, pour trouver la vitesse
d'un mouvement réel, de former entièrement le parallélépipède des vitesses des mouvements projetés; il suffit d'en construire les arêtes utiles, savoir Aa", égale et parallèle à la vitesse de la projection sur l'axe OX, a" h^* égale et parallèle à la vitesse de la projection sur l'axe OY, et V" V, égale et parallèle à la vitesse de la projection sur Taxe OZ. On obtiendra ainsi le sommet V du parallélépipède opposé au tommet A ; AV sera la diagonale de ce parallélépipède et représentera en grandeur et en direction la vitesse cherchée.
Lorsque Iqs axes sont rectangulaires, le parallélépipède devient rectangle, et la grandeur de la vitesse V peut s'obtenir au moyen de l'équation :
Fig. 12.
en d'autres termes, le carré de la vitesse du mouvement daub l'espace est la somme des carrés des vitesses des mouvements projetés sur trois axes rectangulaires.
En général, on appelle résultante géométrique d'un certain nombre de droites finies, AB, Ae, Ad, Ae, issues d'un m^nie
RÉSULTA>TES GÉOMÉTRIQUES
point A de l'espace, et dirigées chacune dans un sens défini, la droite AE qui joint le point A à rextrémité E du contoui* polygonal obtenu en menant par Textrémité B de la première droite AB, une droite BG égale et parallèle à la seconde droite Ac, et dans le sens même où elle est dirigée ; par le point d
G, une droite GD égale et parallèle à la troi- /
sième droite kd, et dans le même sens que A^^; par le point D, enfin, une droite DE, égale et jparallèle à Xe, et dirigée dans le même sens que he, I^a résultante a le sens AE. Les droites Aft, Ac, kd, Ac, sont appelées les composantes, et l'opération prend le nom de composition. Fig. 45.
Nous verrons plus tard les raisons qui ont conduit à adopter ces définitions.
Nous pouvons dire en nous servant de cette nouvelle expression que la vitesse du mouvement dans l* espace est la résultante géométrique des vitesses des projections de ce mouvement sur trois axes coordonnés.
PKOJECTIUM DU MOUVEMENT RECTILIGKE ET UNIFORME.
38. Soient MN une trajectoire rectiligne, et PQ Taxe sur lequel on projette le mouvement parallèlement à un plan donné.
Prenons sur la trajectoire des points A, B, G, équidistants ; les projections a, fe, c, de ces points sur Taxe PQ, seront aussi équidistantes. Le mobile animé d*un mouvement uniforme le long de la droite MN, parcourt en (emps égaux les intervalles égaux AB, BG. La projection du mobile, qui décrit la droite PQ, parcourt dans le même intervalle de temps les ^^^' ^' espaces égaux a&, bc, pris sur sa trajectoire. Donc son mouvement est uniforme, 11 en résulte ce théorème : la projection sur une droite fixe d'un mouvement rectiligne et uniforme est un mouvement uniforme.
^Si au lieu de projeter le mouvement sur une droite pai'allèfeinciit à un plan donné^on projette le mouvement sur un plan P parallèlement à une droite donnée L, tout mouvement rectUigne
dans l espace aura pour projection un mouvement rectUigne sur le plan.
En effet,, la trajectoire du mouvement projeté sera la projection de la h^oit droite MM' que le mobile décrit dans Tes^ pace^; elle s'obtiendra dono en roenant *'i«- ^- par la droite MM' un plan parallèle à
lu droite fixe L ; Tintersec^tian mm' de ce.plan avec le plan P sera la droite cherchée. La projection du mobile décrit dMM»-uiie ligne droite dans le plan P. De plus, on démontrerait oommc tout, à l'heure qu en temps égaux la projection du mobile décrit des espaces égaux sur sa trajectoire mm\ si le mobile décrit lui-même des espaces égaux en temps égaux sur sa trajectoire MM'. Doncla protection sur tm plan. d* un mouvementreciiligne ^t uniforme est un mouvement rectUigne et uniforme, 39. Nous allons démontrer une proposition inverse. Lorsque les projections sur trois axes OX, OY, OZ, du mouvement d'un point M, sont des mouvements uniformes , le mouvement du point M dam l'espace est rectUigne et uniforme.
Considérons trois positions
queèeonques M^, M,^ M^, . du
mobile • M sur sa trajectoire.
Par chacun de ces points me-
nous une parallHe àFiaxe OZ
^^^'^' juaqu*à la rencontre du plan
XOY ; par le pied b de cette parallèle, menons une parallèle ba
à 1 axe OY, jusqu'à la rencontre de l'axe OX. Nous formons ainsi
trois contours poljgoanux,
dont les c^és suoœssifesont les^ valeurs -des coordonnées des trais points Ml, M«, M,.
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Jeiis d abord que les trois points fri, ^t» ^s* ^^^^ ^^ ^^^^^ àmke.
ilfenons, eii effet, par le point fr^ une droite b^c paraHèle à OX : elle coupera en ^ la droite a, fr, et en e la droite a^b^; les paralléiograninies a^^^c^at^asa^dc, nous donnent les égalités:
a^ iii = a^d z= a^Cy b^ il = <i| flj, 6| c = «1 flj.
La distance a^a^ représente la variation deTabscisse x du point mobile pendant le (emps 6 qu'il a mis à se .transporter du point \ au point Mg ; pendant ce même temps G, lordonnée y de ce point a passé de la grandeur a^ b^ à la grandeur a, b^ ; elle a donc varié de la quantité a^ b^ — a^ b^=zb^ d,
La vitesse deo: qui, par hypothèse, est constante, est donc égale à
— , et la Mtesse de t/ a — .
Appelons de même ô' le temps que le mobile met à aller *du^ point M^ au point M, ; les coordonnées x et y varient dans cet intervalle de temps de quantités égales à a^a, ^è^c et à b^c; leurs
vitesses sont donc — ;— pour la première, et — ;- pour la seconde.
Et comme les mouvements des projections sont supposés unilormes, nous aurons les égalités :
Divisons ces égalités membre à membre, il viendra la proportion :
6a d _ bjC
OU bien
Les triangles b^ db^, bi cb^, ont eu c? etc, des angles égaux comme correspondants ; les côtés qui comprennent ces angles sont proportionnels en vertu de Tégalilé précédente. Les deux triangles saal donc semblables, et Tangle h^b^^d de Tuu est égal à langle &. b^c de l'autre. Donc, les trois points b^, fr„ b, sont en ligne droite.
On en peut conclure sur-le-cbamp que les trois point M|, M„ U-, sont situés dans un même plan mené par la droite bi b^ b^ parallèlement à Taxe OZ.
Les points fr^, b^, b^, sont les projections des points M^, H,, M^ sur le plan XOY ; nous venons donc de démontrer que le mouvement projeté sur le plan XOY est rectiligne, du moment que les mouvements projetés sur les axes OX, OY sont tous deux uniformes.
On peut ajouter que ce mouvement projeté sur le plan XOY esl uniforme.
En effet, 6. est le temps que met la projection du mobile sur Je plan XOY à parcourir l'espace b^ ft„ et 6' est le temps qu'elle met à parcourir l'espace b^ b^. Or, les trianglosèj b^d^ b^ b.c, donnent la proportion :
b^b^ b^d «jfl^
Mais * * ="^7 y cai' le mouvement projeté sur l'axe OX
étant uniforme, les espaces décrits sont proportionnels aux temps mis à les décrire.
h h fi
Donc —^ = — ^ , et les espaces décrite sur la Irajectoire ft^ t-
sont aussi proportionnels aux temps mis à les décrire ; le mouvement projeté sur le plan XOY est par suite un mouvement uniforme.
Nous avons reconnu que la trajectoire réelle M^M^M, est contenue dans un plan mené par la droite b^ b^ b^ parallèlement à Li droite OZ. Il en résulte immédiatement que cette trajectoire est droite et que le mouvement qui s'y opère est uniforme. Remarquons, en effet, que ce que nous avons dit de la figure plane b^b^b^a^^a^a^^ nous pouvons le répéter de la figure planr
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Mi M, Mj ^3 b^ ^1- Nous mènerons par le point M^ une parallèle U^e à ia droite b^ b^ ; elle coupera en /" Tordonnée ft^Mj ; les longueurs /IMj, eMj seront les variations du z du point mobile pendant les temps 6 et 6', et nous savons qu'elles sont proportionnelles à ces intervalles de temps ; nous venons de démontrer que ft^ è„ bib^ ou M^fj M^e sont aussi proportionnels à ces mêmes intervalles de temps ; donc, la similitude des triangles M^fM^M^eMs est encore établie, et les trois points M^M^M- sont, par conséquent, en ligne droite. Enfin, les espaces M^Mj, M^Mj sont parcourus sur cette droite en des temps égaux respectivement à G et à G' ; or, ces temps sont proportionnels aux espaces ; donc, le mouvement du point M est uniforme, et le théorème est démontré.
40. — Remarque. Nous avons vu dans le chapitre précédent comment on pouvait trouver la vitesse moyenne d*un point sur sa trajectoire entre deux époques déterminées. Si Ton applique ce procédé aux mouvements projetés sur trois axes OX, OY, OZ, en ayant soin de les considérer chacun entre les mômes époques, on obtient Ij vitesse moyenne pour chacun des mouvements projetés, et on détermine ainsi le mouvement moyen des projections pendant' la période considérée. Mais le mouvement dans l'espace qui, pendant celte même période, a pour projeQti')ns sur les trois axes les mouvements moyens ainsi- déterminés, n'est pas, en général, le mouvement moyen du mobile sur sa trajectoire. En effet, le résultat de la composition des trois mouvements moyens, qui sont tous trois reclilignes el uniformes, est luimême un mouvement recliligne et uniforme. Soient donc A et A' les positions du mobile aux deux époques entre lesquelles on a cherché les mouvements moyens des projections; le mouvement résultant de ces trois mouvements moyens sera le mouvement uniforme qui s'accomplirait dans le même intervalle de temps le long de la corde AÂ'et non le long de l'arc ABA'.
Si les points A et A' sont infiniment voisins, le mouvement moyen résultant s'accomplirait encore suivant la sécante AA'; mais cette sécante, ayant avec la courbe BB' deux points com-
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rauns infiniment rapprochés, serait en réalité une tangente à la courbe. La résultante des vitesses des mouvements projetés est donc dirige suivant la tangente à la trajectoire, co que l'on savait déjà par le théorème du g 55.
PROJECTION SUR UN l?LAN d'uN MOUVEMENT DANS l'esiWCI:. • VITESSE ARÉOLAIIIR PROJETÉE.
41. Supposons les trois aies OX, OY, OZ rectangulaires. Soit 8R' la tpajecloire d'un point mobile ; soient A, A', deux positions
successives du point mobile; a, a\
les projections de ces positions sur
Taxe OX, et b, &', les projections des
mêmes points sur le plan XOY.
Les points a et a' seront aussi les
-- projections sur OX des points ^ et b',
pieds des perpendiculaires atiaissées
de A et A' sur le plan XOY.
y \b' Soit rr' la projection sur ce plan de
la trajectoire RR'. Menons du point des droifes 06, O&'aux positions successives de la projection du mobile.
Le rayon mobile, allant du point à la projection du mobile sur le plan XOY, engendre une aire qui s'accroît de la surface du triangle très-petit bOV lorsque le mobile passe du point A au point A'. Si donc 9 est le temps qu'il met à parcourir l'arc A\\ la vitesse de l'aire projetée sera égale au rapport.
sorf. bOl/
On peut exprimer cette vitesse en fonction des coordonnée^ .xz=zOa, y=:ab in mobile au point A, et des vitesses de ces coordonnées.
Par le point &, menons bc parallèle à OX, et joignons 0^. Nous aurons :
Fig. 48.
surf, toi/ = surf. Ocl/ — surf. Ocb — surf. bel/.
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Mais le triangle bcb' a deux dimensions infiniment petites, tandis que les triangles M)^', Ocb', Och, n'ont qu'une dimension infiniment petite. On a donc, avec une exactitude d'autant plus grande que l'arc bb' ou l'arc AA' est supposé plus petit,
surf. bOb' = surf. Ocb' — surf. Ocb,
Le triangle Ocb^ a pour base cb\ et pour hauteur Oa\ ou ./• -i- flfl'; il a donc pour surface :
i cft' X [X -h nn').
JiC ti'iangle Obc a de môme pour base bc ou aa\ et pour hauteur ba=z y ; W a donc pour mesure :
i rtrt' X y.
Ik)nc
• surf. bOb' = i cb' (c -|" aa') — | ««' X /y.
' . . cb'
Divisons par 0, et observons que — est la vitesse Vy do l'or-
donnée î/, et que—- est la vitesse Vxde 1 abscisse x. H viendra
ffUesse aréolaire projetée = '- =5 [r^ {:r -f- ««') — vx y],
a(/ est infiniment petit, on doit donc le supprimer devant x, el Ton a en définitive
vitease aréolaire projetée = J (a:i>y — yvx)-
Celte formule est générale pourvu qu'on fasse attention aux signes. Nous savons déjà dans quels cas x et y sont positifs, et dans quels cas ils sont négatifs. Les vitesses Vx, v , sont positives si le mouvement projeté sur les axes s'opère dans le sens qui accroît les coordonnées a: et y. Enfin, la vitesse aréolaire projetée est positive, si le rayon 0^ se meut autour du point dans le sens qui amènerait l'axe OX vers Taxe OY.
MéCAN. ENS. SPÉCTAL, 3" KTfTK. ^
PROJECTION DU MOUVEMENT
Sur les autres plans, la vitesse aiéolaire projetée serait donnée par des formules analogues :
Sur le plan YOZ... ^(yvz — zvy], Sur le' plan ZOX... t[zvx — xvt).
Le sens positif des aires projetées sur le plan YOZ est le sens de OY vers OZ, et sur le plan ZOX, de OZ vers OX.
On voit donc que la connaissance des coordonnées x, y^ z, d'un point mobile M et de leurs vitesses à un instant donné, permet de trouver les vitesses à cet instant des aires décrites sur les trois plans coordonnés par les projections sur ces plans du rayon mobile OM. Mais les formules obtenues supposent les coordonnées rectangulaires.
EXEMPLE DE MOUVEMENT PROJETÉ. PROJECTION SUR UN DIAMETRE DU NOl- VEMENT U9IF0RME D^OK POINT QUI PARCOURT UNE CIRCONFÉRENCE PE CERCLE.
>&2. No)is supposons qu'un mobile M parcourt dans le sens de la (lèche, avec une vitesse constante V, la circonférence d'un cercle AB . On demande de déterminer la vitesse i'u:!r^^,. du point P, projection orthogonale du mo- 1 ^M bile M surle diamètre fixe AB.
Nous désignerons par v la vitesse cher-
, , -^- chée; et nous conviendrons de la regarder
^i / comme négative si elle est dirigée dans le
! / sens AB ; et comme positive, si elle est
--^-t — ^ diriffée en sens contraire. Pour la dé-
terminer, considérons le mobile dans une Fig. 49. position M' très-voisine du point M; la
position correspondante du mobile projeté sera le point P^, trèsvoisin du point P. La vitesse du premier mobile M est connue : elle est égale à V, et si Ton appelle Q le temps que le mobile met à passer du point M au point M\ on aura :
MM' - Vo.
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On aura de même :
PP' = — vO.
en. mettant le signe — • devant v, parce que la vitesse de P e.-t dirigée dans le sens négatif PO, ce qui rend v négatif. Par siiife,
y __ PP^ V ~~ MM'*
On obtiendra donc la vitesse v en cherchant h valeur du
PP' rapport 7^77 lorsque le point M' est infiniment près du point M. -MM
L'arc MM' se confond alors avec un élément de la tangente au
cercle au point M ; il est donc perpendiculaire au rayon OM.
Abaissons du point M une perpendiculaire MI sur M' P' ; cette
droite MI sera parallèle à PP', et par suite sera égale à PP', comme
côtés opposés dans un même rectangle. Donc
MP ^ = - ^ X OM
OM est une quantité constante, égale au rayon OA du cercle. La formule précédente indique donc que v, vitesse du point Q est proportionnelle à V ordonnée MP de la circonférence.
La vitesse du mouvement projeté est donc nulle au passage du mobile M au point A ; elle croît en valeur absolue jusqu'à ce que le mobile M ait atteint le point C, extrémité du premier quadrant. Alors elle est égale à V, car l'ordonnée MP devient égale
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à OC , rayon du cercle. Lorsque le mobile a dépassé le point G, la vitesse négative décroit en valeur absolue, et se retrouve nulle quand il atteint le point B. Au delà de B, la projection a un mouvement rélrograde, la vitesse cbange donc de signe et«devient positive de B vers A ; en même temps, Tordonnée MP est dirigée de baut en bas, et doit entrer dans les calculs avec le signe négatif. Si donc on désigne par y Tordonnée MPdu point M, prise avec le signe -f- ou le signe — , suivant qu^elle est située au-dessus ou au-dessous du diamètre BA , on pourra poser réquation générale :
R étant le rayon OA du cercle donné,
Proposons-nous de trouver Taccéléral ion j du mouvement du point P. Nous savons que cette accélération est la vitesse de la vitesse v. Or, i; est le produit de l'ordonnée y par un facteur
constant — -b* • l^^i vitesse de v est donc le produit du Ïm- R
teur — -^ par la vitesse de j/, qui reste à déterminer.
Lorsque le mobile qui parcourt la circonférence passe de M en M', Tordonnée y s'accroît de la quantité M'I, de sorte que la
vitesse de y est la limile du rapport lorsque MM' décroît ind»'»-
finiment. Les triangles semblables M'IM,OPM, donnent régalilc :
MM' "" OM
Donc
OP
et divisant par d,
M'I .. , OP .. V Va:
— = Tilesse de î/ = ^ X Y = -^^.
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en appelant x Vabscisse OP du point M. 11 «si facile de voit' que la formule est générale pourvu que l'on prenne l'abscisse x avec le signe + si elle est portée à droite du point 0, et avec le signe — -• si elle est portée en sens contraire.
La vitesse de V ordonnée est donc représentée en grandeur et en
signe par l'expression — , et comme Taccélération j du point P
est le produit de cette vitesse par — —, il en résulte qu'on a :
L'accélération du point P est donc négative tant que le point P reste compris entre À et 0, et positive quand il est compris entre et B. Elle est proportionnelle à la distance OP. Lorsque le mobile P est au point A, j?=R, et l'accélération j est égale
à — -TT-; elle est nulle quand le point P passe au point 0.
En déûnitive, la vitesse du point P est proportionnelle à l'ordonnée HP du point du cercle qui a OP pour abscisse, et l'accélération , toujours dirigée deP vers le centre 0, ou, comme on dit, toujours centripètey est proportionnelle à l'abscisse OP.
Proposons-nous de construire la courbe des espaces, qui définit ie mouvement du point P ; puis la courbe des vitesses, et, enfin, la courbe des accélérations.
Pour cela, observons que le temps t, compté à partir de l'un des moments où le point H passe au point A est proportionnel à l'arc AM décrit par le mobile à partir de ce moment; on a en offot :
arcAM=V/.
[>onc
arc ÂM
Cela revient pour ainsi dire à admettre que OM est l'aiguille d'un quadrant, sur lequel on lit les heures.
PROJECTION DU MOUVEUËKT
Sur une droite indéûnie A' X, prenons des longueurs A' C = C'B' = B' D = D' A'i =. . . . égales au développement des quadrants successifs AC, CB, BD Ce sera Técheile des temps ; A' C repré-
sentera le temps nécessaire au mobile M pour aller de A en C, de
G enB...«
Prenons le peint pour origine des espaces décrits par le
point P.
Pour t == 0, ou pour le moment du passage du point M nu point A, le point P est à une distance OÂ = R de Torigine 0. Nous porterons donc au point A' une ordonnée A'Ë, positive et égale au rayon OA.
Quand M passe en G, le point P coïncide avec le point 0; donc, pour t = Ck\ Tordonnée de la courbe des espaces est nulle.
Pour t = A'B', c'est-a-dire au moment où le mobile M pass«î au point B, le mobile P se trouve à une distance OB = R de l'origine dans le sens négatif. Nous porterons donc l'ordonnée B'F=R dans le sens des ordonnées négatives.
La courbe repasse au point D' pour indiquer que le point P coïncide avec le point lorsque le mobile H passe au point D.
Enfin, quand M a achevé sa révolution entière, et est revenu au point A, le point P se retrouve en A à une distance positive OA = R de Torigine. La courbe passe donc par le point G, dont es coordonnées sont A\ G = R et A'A\ = circonférence OA.
Au delà, le tracé se répète indéfiniment pour chaque révolution successive du mobile H. Le mouvement du point P est un mouvement oscillatoire du point A au point B avec retour du point B au point A, qui se reproduit indéfiniment d'une manière périodique.
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La courbe indéfinie ainsi obtenue est appelée une sinusoïde. La courbe des vitesses peut se déduire directement de la courbe (les espaces ; mais on peut aussi employer la formule
y étant Tordonnée MP prise dans le cercle. Cette nouvelle courbe passera aux points A', B\ k\, et sera une nouvelle sinusoïde Â' HB' KA\ ; on peut, en faisant choix d'une échelle convenable
(les vitesses, laisser de côté le facteur constant -^ et, alors, la
sinusoïde des vitesses sera la sinusoïde des espaces, déplacée vers
la gauche de la quantité C'A' é<!ale à un quadrant. De même, la
courte des accélérations, absti'action faite du facteur con-
stant-^, dont ou peut tenir compte par une division convenable R
de Téchelle des accélérations, sera la sinusoïde des vitesses déplacée d*un quadrant vers la gauche et occupant la position Ë'C F'D'(j', ou encore la sinusoïde des espaces renversée autour de Taxe des temps.
Si nous voulions la vitesse moyenne du point P dans son trajet du point A au point B, il faudrait diviser l'espace parcouru AB =: 2R par le temps T mis à le parcourir .; or, ce temps T est la durée du trajet du mobile M du point A au point B, suivant la circonférence AGB ; donc
ACB ou TiR = T X V et
j, ttR
La vitesse moyenne du point P, dans une de ses oscillations simplesy e>t donc égale à
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Le nombre tt étant égal à très-peu près à -— , on voit que la
vitesse moyenne du point P dans une de ses oscillations simples
est à peu près les -— - de la vitesse V du mobile M.
I^s valeurs absolues extrêmes de la vitesse du point P sont et V .
DU MOUVEMENT RELATIF
45. Les mouvements dont nous nous sonunes occupés jusqu'à présent étaient des mouvements absolus, c'est-à-dire des transports eflectifs d'un point mobile en divers points géométriques de 1 espace. Nous avons vu qu'on peut les définir en donnant en fonction du temps les valeurs successives des coordonnées x, y,z,du point mobile par rapport à trois axes fixes.
Nous allons étudier dans ce cbapilre le mouvement relatif ou mouvement apparent; il diffère du mouvement absolu en ce qu'au lieu de chercher la trajectoire et les vitesses du mobile dans Tespace absolu, ou par rapport à des axes fixes, on cherche la trajectoire et les vitesses du mobile relativement à des points ou à des axes qui sont eux-mêmes animés d'un certain mouvement.
Un exemple éclaircira cette nouvelle image
Un voyageur se promène sur le pont d'un bateau qui se meut le long d'une lîvièf e. On peut considérer le mouvement relatif du voyageur par rapport au bateau ; c'est ce mouvement qui amène successivement le voyageur de l'arrière à l'avant, de l'avant à l'arrière, du côté droit au coté gauche, etc. Tous ces mouvements sont caractérisés par une trajectoire qu'on pourrait tracer sur le pont du bateau et par certaines vitesses le long de cette trajectoire ; la vitesse propre du bateau sur la rivière n'intervient en rien dans la détermination des éléments de ce mouvement ; c'est un mouvement relatif pour l'étude duquel on peut supposer que le bateau reste fixe, en faisant abstraction du mouvement qu'il possède sur la rivière.
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Si l'on connaît le mouvement du bateau et le mouvement du voyageur par rapport au bateau, il est clair quon pourra en déduire le mouvement du voyageur par rapport aux bords de la rivière ; on saura trouver, en effet , à chaque instant, la position exacte du bateau par rapport aux rives, et, sur le bateau, la position exacte du voyageur ; en reportant ces indications sur le plan de la rivière, on y tracera la suite des positions occupées par le voyageur ; ce sera la trajectoire du voyageur par rapport aux rives, et le mouvement du voyageur sur cette trajectoire sera connu, puisqu'on saura l'heure de son passage aux divers points de cette trajectoire. En ré>umé, de la connaissance du mouvement reUitifdu voyageur par rapport au bateau, et du mouvement du bateau par rapport aux rives, on peut déduire le mouvement du voyageur par rapport aux rives.
Ce dernier mouvement serait le mouvement absolu du voyageur si les rives étaient immobiles. Or, on sait qu'il n'en est rien et que la terre entière est animée d'un certain mouvement dans Tespace. Connaissant le mouvement du voyageur par rapport aux rives et le mouvement absolu de la terre, on en déduirait de même les positions successives du voyageur dans l'espace, c'est-à-dire on déterminerait le mouvement absolu du voyageur.
Tous les mouvements que nous observons à la surface de la terre ou dans le ciel sont des mouvements apparents; l'observateur n'a pas conscience du mouvement d'entraînement qu'il subit.
45. Proposons-nous de résoudre d'une manière générale le problème suivant :
Connaissant le mouvement d'un point H relativement à un système S y dit système de comparaison, qui est lui-même mobile dans V espace, et connaissant le mouvement absolu de ce système S, trouver le mouvement absolu du point M.
Le mouvement absolu du système de comparaison auquel on rapporte le mouvement relatif du point M, est appelé mouvement d* entraînement.
Le point M décrit par rapport au système S une certaine trajectoire T, qui est sa trajectoire relative ; au bout d'intervalles de temps égaux entre eux, il occupe sur cette trajectoire les positions A|, A,, Âj, A4....
Mais la trajectoire relative fait partie du 8y>tème S et parlicifie
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Fig.
ol.
à son mouvement d entraînement. Elle occupe donc successivement, au bout des mêmes intervalles de temps, les positionsT|, T^T^, T4. Le mobile pendant le premier intervalle de temps, passe de Â^ en A, sur sa trajectoire relative ; |:cndant le même temps, la trajectoire passe de la position T^ à la position '\\ ; par suite la position réelle du mobile, au bout de ce temps, «st le point B,. On reconnaîtra de même qu'au bout du second intervalle de lenips^ le mobile sera en G,, et au bout du troisième en D4. La trajectoire absolue est donc la ligne Al B, C5 D4, et le mouvement .du mobile est entièrement défini, puis- 4U on sait que dans le premier intervalle de temps il passe de Â^ en Bj, dans le second de Bj en C,, dans le troisième de G, en D^, etc.
La relation qui lie la vitesse relative et la vitesse absolue du point M se déduit de celte coustniction de la trajectoire absolue.
Soit G un temps infiniment petit, pendant lequel le mobile M passe sur sa trajectoire relative de la position H à la position M| infiniment voisine. Pendant ce même temps 6, la trajectoire se déplace d*nne quanlilé infiniment petite et vient occuper la position T^. Le point géométrique M de lu trajectoire passe en H|, après avoir décrit en vertu du mouvement d'entraînement T élément recliligne MM|. Dans le même intervalle infiniment petit d, le point mobile passe en réalité du point M au point N, situé sur la ligne T^, à ime distance. M|N = NM' du point H^; il décrit donc dans son mouvement absolu la diagonale MN du parallélogramme MMi NN' construit sur les chemins MM', MM^, dont l'un MM' est décrit par le mobile dans son mouvement relatif, et dont 1 autre serait décrit
Fig. bi.
VITESSE ABSOLUE, RELATIVE
par le mobile si, pendant le temps B, il était entraîné par le mouvement du système de comparaison S.
Les directions MH', MN, MM^, sont les direclions des vitesses du point M : MM' est la direction de la vitesse relative y MN, celle de la vitesse absolue, et MM^, celle de la vitesse d'entraînement du point du système S avec lequel coïncide le point M au commencement du temps B considéré.
Les grandeurs des vitesses sont données par les rapports - - ,
— . — ^; elles sont donc proportionnelles aux longueurs MM',
MN, MHi, des éléments eux-mêmes, ou aux côtés de l'un des triangles MM| N, MM'N. A la figure MM^ NM',qui est infiniment petite, on peut substituer une figure semblable de dimensions finies, sans altérer les rapports cherchés.
En défmitive, la vitesse absolue V du point M à un moment
y quelconque est représentée en grandeur
et en direction par la diagonale M Y d un
parallélogramme, dont les côtés Mt% Mk,
représentent en grandeur et en direction
le premier la vitesse relative, v, du point
Fig. 53. M^ le second la vitesse d* entraînement,
u, du point géométrique du système de comparaison avec lequel
le mobile M coïncide au même moment.
Ce théorème s'exprime plus brièvement de la manière suivante :
La vitesse absolue est la résultante de la vitesse relative et de la vitesse d'entraînement, 46. Si l'on donne en grandeur et en direction la vitesse absolue MV et la vitesse d'entraînement Mtf, il est facile d'en déduire la vitesse relative ; en effet, la vitesse relative Mt; sera égale et parallèle ^ *** à la droite uY, qui achève le trian-
^^^' ^' gle Mm Y. On peut dire aussi que
la vitesse relative Mv est la résultante de la vitesse absolue MY et de la vitesse d'entraînement Mn', prise en sens contraire.
VITESSE D'ENTRAINEMENT
Eu eflet, siToii prend Mu' = MusurIe prolongement lie la droite teM, et qu'on joigne u'v et vS, la figure MVrw' sera un parallélogramme dont Mt^ sera la diagonale.
On prouverait de même que la vitesse d^ entraînement est là résultante de la vitesse absolue, et de In vitesse relative changée de sens.
H. Nous avons supposé pour résoudre celle question que le niouvemeiït d'entraînement était un mouvement absolu. Mais le théorème subsiste encore si le mouvement d'entraînement est luirméme un mouvement apparent ou relatif, de sorte qu'on peut le généraliser de la façon suivante :
Lorsqu'un point M est unmouvement relatif par rapport à un système de comparaison S, qui a, par rapport à un second systême^\fixe ou non fixe , unmouvement relatif connu, la vitesse relative du point M par rapport au système S' est la résultante delà vitesse relative du même point par rapport au système S, et de la vitesse relative d* entraînement du point du système S f/MÎ, à Vijistant considéré, coïncide avec le point Bf, par rapport au système S' .
Si donc on connaît le mouvement absolu du système S', et le mouvement relatif du système S par rapport à S', et enfin le mouvement relatif du | oint M par rapport au système S, on pourra trouver le mouvement absolu du point M par la compo • sUion de ces trois mouvements ; la vitesse absolue de M sera la résultante de la vitesse relative de M par rapport à S, de la vitesse relative de S par rappoi t à S', et de la vitesse absolue de S'.
Par le point M, menons une droite Mm', qui représente, en direction et en grandeur, la vitesse u^ du point du système S' qui coïncide à un certajin instant avec le point mobile M ; par l'extrémité u' de cette vitesse, menons m'm, qui représente en grandeur et en direction la vitesse relative, w, par rapport au système S', du même point, considéré comme appartenant au système S. La droite Mm représentera, en vertu du théorème du §45, la grandeur et la direction de la vitesse absolue du point M du système S. Soit enfin mV une droite menée par Textrémilé n de la vitesse m'm, et représentant en grandeur et en direction la
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vitesse v du mobile M relativement au système S. La vitesse al>solue du mobile M s*obtiendra en joignant MV, c'est-à-dire en composant les deux vitesses Mu, uV, ou encore en composant les trois vitesses Mu', ti'u, u\. La même construction s'applique à autant de vitesses d'entraînement qu'on voudra.
48. Dans cet exemple et dans tous les cas analogues, le point M subit à la fois plusieurs mouvements ; à chacun de ces mouvements appartient une vitesse particulière définie en direction et en grandeur ; et la vitesse absolue du point M est la résultante des vitesses particulières qu'il aurait si on le supposait successivement soumis à chacun de ces mouvements considéré seul. C*esl dans ce sens qu'on dit que ces vitesses particulières coexistent pour le point H. Un point en mouvement peut être considéré comme animé de plusieurs mouvements simultanés ; il suffit pour cela que la vitesse du point dans l'espace soit la résultante des vitesses particuhères correspondantes à chacun de ces mouvements simultanés, abstraction faite de tous les autres.
49. Supposons qu'un mobile se déplace le long d'une trajectoire ÂA^ rapportée à trois axes Gxes OX, OY, OZ. Projetons sur les trois axes, parallèlement aux plans coordonnés, deux positions très-voisines Â,Â', du mobile sur sa trajectoire et
/ r/l~7 X soit 6 le temps très-court qu'il met à
/ '/ /^ • parcourir Tare A A' ; puis, construi-
l sons le contour ABCA', formé de trois
Fig. 5G. éléments reclilignes, respectivement
parallèles aux trois axes, et aboutissant aux extrémités A et A' de l'élément décrit. L'élément AB sera l'accroissement de T.r du point A pendant le temps B; BG sera l'accroissement de l'y, et C.V l'accroissement du 3, de sorte que la vitesse absolue V du point A est, comme nous l'avons déjà observé, la résultante des vitesses projetées y V^, V^, V-, qui sont égales
DES VITESSES
voir Je mouvement revient à admeltre que l'une de ces vitesse» est une vitesse relative, et ([ue les deux autres sont des vitesses d'entraînement. On peut supposer par exemple que le point A se meuve avec la vitesse V^ sur une droite AX', parallèle à i'axe OX ; que pendant le temps 6, que le mobile met à passer du point A au point B sur cette trajectoire relative, la droite AX' soit animée dans le plan horizontal d'un mouvement d'entraînement relatif, qui fasse décrire à chacun de ses points, parallèlement à l'axe OY, un élément égal à BC ; qu'en outre, le plan horizontal dans lequel est située la droite AB, soit animé d'un second mouvement d'entraînement, parallèle à Taxe OZ, et en vertu duquel chacun de ses points décrive pendatit le même temps 9 un élément égal à CA'. I^a coexistence de ces trois mouvements équivaut au transport effectif du mobile du point A au point M.
Les problèmes de mécanique se simplifient beaucoup par cette décomposition d'un mouvement en plusieurs autres qu'on suppose coexister dans le preinier. On fait aussi un usage fréquent de la proposition suivante, qui est une sorte d'axiome : I^e mouvement relatif de deux systèmes Vun par rapport à Vautre n*est pas altéré lorsquon imprime à ces deux systèmes un mouvement d'entraînement commun.
APPLICATIONS DE LA THEORIE DU MOUVEMENT RELATIF
50. Soient AB, CD les rives parallèles d'un fleuve; l'eau de ce ileuve s'écoule par filets parallèles, dans le sens de la flèche, avec une vitesse constante u.
Un nageur, parti du point E delà rive CD, traverse la rivière en imprimant à son corps une vitesse ^ connue en grandeur et en direction \n rapport à l'eau dans laquelle il nage.
On demande en quel point F le nageur atteindra l'autre rive AB. ^ ^ ^ **
Le mouvement du nageur, du point Fig.57.
E au point F, peut être considéré comme un mouvement absolu,
en faisant abstraction du mouvement d'entraînement commun qui emporte la terre dans Tespace.
La vitesse absolue du n ageur est la résultante de la vitesse relative i) du nageur parrapportàTeauet delà vitesse d'entraînement u de Teau ; on obtiendra donc la direction cherchée EF en construisftnt au point E le parallélogramme mEwV, dont les côtés Em,Ei; sont respectivement égaux et parallèles à la vitesse d'entraînement et à la vitesse relative ; la diagonale EV représentera en grandeur et en direction la vitesse absolue du nageur, et le point cherché, F, sera l'intersection de la rive AB avec le prolongement de cette diagonale.
En un point quelconque I de la trajectoire absolue EF, la vitesse absolue IV' se décompose en deux vitesses, Tune IH, cjui est la vitesse d'entraînement u ; l'autre IK, qui est la vitesse lelative du nageur par rapport à Teau, égale et parallèle a la vitesse v.
Cette vitesse v est la seule vitesse qui coûtera des efforts ai^i nageur.
Le nageur, en se mettant à l'eau en un point E, donné, peut se f^ p g proposer d'atteindre un poinfc- F dé- / terminé de l'autre rive ; dans ce cas, il doit régler la direction et la grandeur de la vitesse relative v qu'il iniprime à son corps, de manière que la
^ ^ p- K^ ^ résultante de v et de m, construite au '^' ' point E, ait une direction passant par
le point F. Prenons donc sur la rive CD une quantité Em égale et parallèle à la vitesse u de Teau du fleuve. Prenons arbitrairement sur EF un point V, qui représentera l'extrémité de h vitesse* absolue et joignons \u : cette droite représentera en grandeur et en direction la vitesse relative, r, que le nageur doit réaliser, fit» problème a une infinité de solutions puisque le point .V reste arbitraire sur la droite EF. Mais toutes ces solutions ne sont pas également avantageuses. Pour que le nageur ait le moins de peine possible à traverser la rivière, il convient que sa vitesse relative* par rapport à l'eau soit la moindre possible. Cette solution s'obtiendra en abaissant du point u la perpendiculaire uV sur la droite EF. On trouvera ainsi le minimum admissible pour la vitesse r.
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car la perpendiculaire u\ est moindre que toute oblique partant du point u et aboutissant à la droite EF.
51 . Un mobile M décrit uniformément, avec une vitesse m, la droite fixe ÂB.
Un second mobile C se meut avec une vitesse v dans le plan CàB ; sa trajectoire est* une droite non définie de position. On demande quelle est la direction à assigner à ce
mobile pour qu'il rencontre le rao- ^x _
bileM. ^ M -5-^^ »
Si le point M était en repos, la tra- ^^' ^'
jectoire à assigner au mobile C serait la droite CM. Mais le point M est animé le long de AB d'un mouvement défini par la vitesse u. On ne change rien au mouvement relatif des deux points M et C, en leur imprimant à tous deux un mouvement d'entraînement commun. Choisissons pour ce mouvement d'entraînement additionnel, un mouvement égal et contraire au mouvement du point M sur la droite ÂB. Le point M sera ainsi ramené au repos. Quant au point C, il est animé de deux mouvements, l'un dans le sens CD, égal, parallèle et de sens contraire à la vitesse ti, l'autre égal à la vitesse v, mais de direction encore inconnue ; la résultante de ces deux mouvements donne la direction du mou- . vement relatif de C par rapport à M, et comme M est maintenant supposé fixe, cette direction est CM. Du point D comme centre, avec un rayon DE égal à v, décrivons un arc de cercle, qui coupe la droite CM en un point E ; DE sera la direction à donner au point D, et la trajectoire qu'il doit décrire est en réalité une parallèle CF menée par le point G à celte droite DE.
Il est facile de vérifier que le point F sera le point de rencontre
des deux mobiles. En effet, le temps que le mobile C met à aller
CF du point G au point F est égal à — ; le temps que le mobile M
MF met à aller du point M au point F est — . Or, les triangles
CDEjMFC, sont semblables et donnent la proportion :
MF_ CF
Les deux temps sont donc égaux entre eux et, par suite, les mobiles, qui sont au même moment en M et G, seront aussi au même moment au point F.
Le problème peut n'avoir pas de solution si la vitesse v est moindre que la perpendiculaire abaissée du point D sur la droite CM. Car alors, Tare de cercle décrit de D comme centre avec DE pour rayon ne rencontre pas CM. Il y aura deux solutions sir est compris entre la perpendiculaire abaissée du point D sur CM et la vitesse w, car cet arc de cercle coupera la droite CM en deux points situés au-dessous du point C, pourvu, toutefois, que Tangle DCM soit aigu. 11 n'y a qu'une solution si i'>w, ou si l'angle DCM est droit ou obtus ; dans ce dernier cas, la condition V > w est nécessaire pour que la solution existe. Autrement, le problème serait impossible, du moins dans le sens strict de l'énoncé.
C'est ce problème qu'un piéton C résout instinctivement quand
il a à traverser une route parcourue suivant la droite ÀB par N^ une file de voitures P,Q... Le
„^„ ■ / y , . ^ , ^ X^ point M qu'il doit se proposer
^-^~M~t-^d ^~ g d'atteindre est alors un pomt de " ^ l'intervalle libre entre deux
^*^- ^^- voitures consécutives P, Q, et
comme la vitesse des voitures est généralement plus grande que celle que le piéton peut se donner, il faut que l'angle DCM, supplément de l'angle AMC, soit un angle aigu ; il y a alorh deux solutions, qui correspondent, l'une, CF, au triangle CDE, l'autre CF' au triangle CDE'; celle qui donne lieu au moindre parcours, CF, est celle que le piéton doit adopter de pi'éférence.
52. Ce problème peut se résoudre géométriquement d'une autre manière.
Il s'agit de trouver sur la droite A B un point F tel que le rapport
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FC
— des distances de ce point aux deux points donnés C et M soit
FM
égal au rapport connu - .
Or on sait que le lieu des points dont les distances à deux points fixes C et M sont dans un rapport donné, est une circonférence de cercle, dont le centre est situé sur la droite CM qui joint ces deux points.
Supposons d'abord v>m; nous déterminerons sur la droite indéfinie CM, deux points I et K tels que Ton ait IC__KC_v
Puis nous décrirons sur IK comme f^g- ^>^-
diamètre une circonférence qui coupera la droite AB en deux points F et F', situés de différents côtés du point M. Chacun de ces points répond au problème géométrique que nous nous sommes proposé ; mais le point F seul donne une solution directe du problème de mécanique que nous devions résoudre, car, pour adopter le point F', il faudrait, ou bien faire marcher le point mobile M sur sa trajectoire dans le sens MA, au lieu du sens MB, ou bien supposer que la rencontre des deux points a eu lieu au point F', avant l'époque du passage des deux mobiles l'un en C, l'autre en M.
Soit ensuite v = M. La circonférence de cercle se transforme dans ce cas particulier en une droite perpendiculaire au milieu H de la droite CM. 11 n'y a qu'une c solution dans ce cas, et elle n'esl admissible dans le sens de l'énoncé Hy que si l'angle CMB est aigu. /
Enfin, soit 2;<;w. ^ ^^ y h
Nous résoudrons le problème en ^'^s- 62.
cherchant sur la droite CM deux points V et K', l'un entre C et M, l'autre au delà de C par rapport à M, tels qu'on ait
rM
rc
Puis nous décrirons suri' K' comme diamèlrc une circonférence qui coupera AB en deux points F^ et F'i, ou qui touchera AB, ou
enfin qui ne rencontrera pas AB. Dans le premier cas, il y aura deux solutions; dans le second, il n*y en aura qu'une; dans le troisième, il n'y en aura aucune; et les deux solutions du premier cas ou la solution du second ^ cas seront admissibles, pourvu que Tangle G MB soit aigu; car alors les
points Fi, F'i, seront situés à droite du point de départ M du mobile assujetti à décrire la droite AB, c'est-à-dire du côté vers lequel le mobile se dirige.
53. Action du vent sur les girouettes^ suivant qu'elles sont en repos ou en mouvement
Le vent oriente une girouette placée sur le toit d'une maison, suivant la direction même dans laquelle il souffle.
Supposons qu'on observe une girouette placée sur le mât d'un bateau. Soit M la projection horizontale du mât à un instant
donné; soit MA, la direction et la grandeur de la vitesse u du vent ; et MB, la direction et la grandeur de la vitesse v du bateau. Nous ne changerons pas le mouvement relatif du bat'-nu ^ '^ par rapport au vent, en imaginant qu'on imprime au vent et au bateiui un mouvement d'entraînement commun; choisissons ce mouvement de manière à rendre le bateau immobile; nous *^' supposerons donc qu'on imprime au bateau et
à l'air une vitesse MB' égale et contraire à la vitesse MB. Le bateau sera ramené au repos et la vitesse du vent sera la résultante MC de la vitesse MA qu'il possède réellement, et de la vitesse MB' qu'on a communiquée fictivement à tout le système. Tout se passe donc comme si, le bateau étant fixe, le vent avait une vitesse représentée en grandeur et en direction par la diagonale MG du parallélogramme AGB'M. Li girouette du bateau s'orientera donc dans la direction de celte diagonale.
La direction de la girouette n'est pas altérée par le mouv(>.
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Fig. 65.
ment du bateau lorsque le bateau et le vent ont de^ vitesses dirigées suivant la même droite.
Cette construction explique pourquoi un même vent agissant sur deux navives ou sur deux convois de chemin de fer qui marchent en sens contraire, donnent aux drapeaux des navires, ou aux fumées des machines, des directions toutes différentes.
Le navire A qui suit la route XY, avec une vitesse v, aura ses pavillons et sa fumée orientés suivant MN, diagonale du parallélogramme MVNv, construit sur le côté MV, égal et parallèle à la vitesse V du vent, et sur le côté Mv, égal, parallèle et contraire à la vitesse 2; du navire. Le navire A', qui parcourt la route parallèle X'Y' avec une vitesse v\ aura ses drapeaux et sa fumée orientés suivant la droite M' N', diagonale du parallélogramme MVN' V^ construit de même sur M' V, vitesse du vent, et M'v', égale et contraire à la vitesse du navire.
54. Direction à donner à un parapluie pour s* abriter quand on marche.
Un homme immobile doit tenir son parapluie vertical pour se garantir d'une pluie qui tombe verticalement. Mais s'il marche dans une certaine direction, il doit incliner son parapluie dans cette direction.
Soit Av la vitesse de la pluie suivant la verticale, et Au la vitesse de l'homme suivant Thorizontale. Imprimons à rhomme et à la pluie un mouvement commun, égal et contraire à la vitesse u de Thomme. L'homme devient immobile par cette hypothèse qui n'altère pas le mouvement relatif de la pluie par rapport à lui. Quant à la pluie, elle possède à la fois la vitesse Av, suivant la verticale, et une vitesse Am' égale et contraire à celle de la progression de l'individu. La résultante de ces deux vitesses est une vitesse V, vitesse relative de la pluie par rapport à l'homme. Tout se passe donc comme si la pluie
Fig. 66.
MOUVEMENT APPARENT
tombait suivant la droite AV, rhomme resl^tnt immobile, el par suite l'homme doir, pour s'en garantir le mieux possible, donner au manche de son parapluie une direction parallèle à AV.*
L'observation des étoiles a fait découvrir un phénomène complètement identique. Chaque étoile nous envoie des rayons lumineux qui se propagent avec une vitesse de 508 €00 kilomètres par seconde; l'observateur qui, placé sur la terre, pointe sa lunette sur une étoile, reçoit le rayon lumineux dans sa lunette comme tout à l'heure notre homme recevaitlesgouttesd'causurson parapluie. Si la terre était immobile, la lunetteaurait la direction mêmedu rayon lumineux. Mais la terre n'est pas immobile ; elle décrit autour du soleil, avec une vitesse moyenne de 50 kilomètres à la seconde, une ellipse dont elle acliève le tour en une année. La direction de la lunette qui reçoit l^s rayons émanés de l'étoile, est donc la résultante de la vitesse de la lumière et d'une vitesse égale et contraire à celle de''la terre sur son orbite ; et par suite la direction dans laquelle Tétoile paraît, fait dans le sens du mouvement de la terre un petit angle avec la direction j^éelle dans laquelle rétoile se trouve. De là résulte que toutes les étoiles semblent décrire annuellement une petite courbe fermée à la surface du ciel. Ce mouvement apparent, dû au mouvement propre de la terre, constitue ce qu'on appelle V aberration de la lumière. 55. Mouvement annuel apparent du soleil.
La terre T, que nous supposerons ici réduite à un seul point matériel, parcourt en un an une ellipse A6, dont le soleil S occupe l'un des foyers. La vitesse v de la terre est dirigée à un instiint quelconque suivant la tangente Tr à la trajectoire, et elle a à chaque instant une grandeur que nous supposerons connue.
On propose de chercher le mouvement relatif du soleil par rap* ^iS'^' porta la terre, ou le mouvement
apparent du soleil pour nous, qui, habitant la terre, la regardons comme fixe dans l'espace.
Ce problème se résoudra de même en imprimant à chaque innx deux points T et S, un mouvement d'entraînement
DU SOLEIL
commun, égal et contraire à la vitesse v que possède ia ten^e à cet instant. Il en résultera que la terre T deviendra immobile, et que le soleil S aura à chaque instftnt une vitesse v' égale et parallèle à celle que possède réellement la terre au même instant, mais dirigée en sens contraire. En définitive, le soleil S semblera décrire autour de la terre une ellipse égale à l'ellipse ÂB, dont la terre occupera un des foyers, et avec une vitesse égale et contraire à ciiaque instant à celle de la terre sur son orbite. Pour construire la trajectoire apparente du soleil, prenons différentes positions, T, T', T",.... de la terre sur sa ti*ajectoire réelle ; joignons-les au point S ; puis par un même point T^ de l'espace, menons des droitesTi S, , Ti S/ ,Ti S^'i, . . . . respectivement parallèles etégalesà TS,T'S, T" S,.... Le lieu des points S^, S/, S/', ainsi obtenus ^era la trajectoire cherchée. L'observateur, qui passe en
Fiff. 68.
réalité du point T au point T, sur sa trajectoire réelle, et qui se croit en repos en un point T^ quelconque, verra le soleil parcourir Tare Sj S'i <le sa trajectoire apparente pendant le même intervalle de temps.
De même, le mouvement de rotation de la terre qui s'opère d'occident en orient autour de la ligne des pôles, produit pour les hommes l'apparence d'un mouvement de rotation commun à toute la voûte céleste, et qui s'opère en sens contraire autour de la même droite.
MOUVEMENT RELATIF
même plan, et que le soleil occupe le centre commun de ces cercles. Les vitesses des deux planètes sur leurs trajectoires respectives sont liées entre elles par la troisième loi de Kepler : n Les carrés des temps des révolutions sont comme les cubes des grands axes,» ou ici, comme les cubes des rayons.
Soit donc S le soleil, supposé fixe, T une planète, la terre par
exemple,àladistanceST=a, du soleil ; M une autre planète, à la distance SM = ('• Appelons t et f les temps -7 que les planètes T et M mettent à faire le tour entier du cercle qui leur sert de trajectoire. La vitesse de*la planète
_ 27ra , ,
T sera , et la vitesse de
-, 2irfl _^ .
M, _- — Or, en vertu de
la loi de Kepler qui vient
d'être citée, nous avons la propoition :
Donc
et par suite
Les vitesses sont donc entre elles en raison inverse des racines carrées des rayons des orbites.
Supposons que les deux planètes- partent ensemble d'une conionction, c'est-à-dire des [x>sitions T et M, situées sur une même
DE DEUX PLANÈTES
droite passant par le soleil, et du même côté du soleil sur cett^ droite.
Au bout de la durée -3- d'une derai-révolulion, la terre parvient
en T^, au point opposé de son orbite ; la planète M aura, pendant ce temps, décrit un certain arc, MM^, sur sa trajectoire; les arcs MMj, TTi, éfcml décrits dans le même temps et chacun avec une vitesse uniforme, sont entre eux comme les vitesses des mobiles, c'est-à-dire comme yjH est à yfôT'j on aura donc :
«rc MM| ^a
équation où tout est connu, sauf Tare MM^. On en déduira cet arc. La terre revient ensuite, dans un second intervalle de temps
égal à ~ , au point T oii elle était d*îïbord ; pendant ce temps,
la planète passe de M^ en M„ en décrivant un arc M^M,, égal à
De même la planète décrit l'arc M^M. = M^M,, pendant que la
Fig. 70."
terre retourne de T en T,, et Tare M3M4 pendant que la terre va de Ti en T.
90 COÎ^STRUCTION DE LA TANGENTE
Supposons, pour simplifier les constructions, que M ^ soit le point opposé au point H sur Torbite de la planète.
La terre et la planète, qui se trouvaient en conjonction aux points T et M, se trouveront en opposition aux points M^ el T. Puis au bout de quatre autres demi-révolutions de la terre, la planète se retrouvera à son point de départ M et la terre à son ix)int de départ T.
Pour construire la trajectoire relative de M par rapport à T, joignons par des droites les positions simultanées des deux planè.'es, TMJiMi, TM^T^Mj, TM^, T4M5,TMe, T^M^, TM; puis,parun|)oinl quelconque 0, qui représentera la position tixe attribuée à la teno, (fig. 70) menons des droites, 0^^ Op^, 0|Xj, Of*,, Of^^, Ofij, Oy„ Oj/7, OfA, égales et parallèles à ces lignes de jonction. Le lieu des points fA, jUi,... P7, sera la trajectoire apparente. On en aura d'autres points en fractionnant les arcs décrits par'les deux planètes.
Telle est la courbe sinueuse que la planète M semblera décrire par rapport à la terre. Les boucles correspondent aux rétrogradations apparentes des planètes supérieures au moment des conjonctions. La planète M, que Ton voit marcher dans le sens direct tant qu'elle parcourt les arcs XY de sa trajectoire apparente, paraît se déplacer à la surface du ciel dans le sens rétrograde quand elle parcourt lun des arcs ZX, ou YW. Le mouvement d'entraînement de la terre donne une explication très-simple de ce phénomène.
Fig. 71.
57. Jl est facile de construire la tangente en un point donné fi, tk la trajectoire relative. Eneiïet, cette tangente est la direction de
A LA TRAJECTOIRE APPARENTE
lii vitesse relative de la planète M par rapport à la terre , laquelle est la résultante de la vitesse absolue de M, et d'une vitesse égale jet contraire à la vitesse absolue de T.
Soient à un même instant T et M deux positions des planètes; par le point 0, menons Op, égal et parallèle à TM ; ^i sera le lieu apparent de la planète M par rapport à la planète T supposée itnmobife au point 0. Menons aux points T et M les tangentes, Tm, MV, aux trajectoires absolues, et prenons sur ces tangentes, dans le sens du mouvement, des longueurs Tm, MV, égales ou proportionnelles aux vitesses des deux mobiles. Par le point u, menons ij.u\ égal, parallèle et de sens contraire à Tu ; puis /aV, égal, parallèle à MV, mais de même sens que MV. Construisons le parallélogramme ^m'/:x'V' ; la diagonale iia de ce parallélogramme sera la direction de la vitesse relative de M par rapport à T ; ce sera donc la tangente à la courbe apparente décrite par la planète M.
POUR LE TRAC:Ê DES TANGENTES AUX COURBES
58. Lorsqu'un point mobile engendre une courbe Ja vitesse de ce point est à chaque instant dirigée suivant la tangente à celte courbe. Décomposons à un certain moment le mouvement du point en deux mouvements simultanés : la vitesse absolue du point sera la résultante des vitesses correspondantes à chacun de ces deux mouvements. Si donc on sait trouver les vitesses de ces deux mouvements, on pourra construire la tangente a la courl)e par la règle du parallélogramme des vitesses.
Quelquefois, on peut déterminer facilement Tune des deux vitesses composantes en grandeur et en direction et, la seconde, en direction seulement, ce qui ne suffit pas pour construire le parallélogramme dont la tangente cherchée est la diagonale. Dans ce cas, on peut souvent achever la solution en décomposant le mouvement du point d'une autre manière, dans laquelle les deux*vitesses composantes soient encore connues «m direction et Tune d'elle en grandeur. Ces diverses méthodes sont connues en géométrie sous le nom de Méthode de Roberval.
MÉTHODE DE HOBERVAL.
Cherchons, par exemple, à mener ime tangente en un point donné de la conchoïde. Cette courbe EF s'obtient eu menant par un même point des transversales OD, qui rencontrent une droite fixe ÂB, et en prenant sur ces transversales une longueur constante CD à partir de la rencontre avec la droite AB.
Soit D le point auquel on demande de mener une tangente à la courbe.
Considérons une position infiniment voisine OD' de la transversale,
ce qui nous donne un point de la courbe D' infiniment voisin du point D. Soit C le point de rencontre de la transversale avec la droite ÂB.
Projetons les points C et D' sur OD; nous décomposons ainsi chacun des éléments CC\ DIX, j^M décritspar les points mobiles C etD, en deux éléments CC'et C"C',DD^ et D'' D', et si nous divisons tous ces éléments par le temps infiniment petit que la droite OD met à passer à la position CD", nous aurons les vitesses des points C et D, et les composantes de ces vitesses projetées sur OD et sur une perpendiculaire à OD.
Les longueurs CD et C D' sont égales par hypothèse ; d'ailleurs, la longueur C D'^ projection de C D' sur une direction qui fait avec OIV un angle infiniment petit, est égale à C D', à moins d'un infiniment petit du second ordre. Par suite Fig. 72. C^'D^^CD, et retranchant de part et d'autre
la partie commune C" D, il vient CC" = DD". Si Ton divise par d, on voit que les vitesses des points C et D, projetées sur OD, sont égales.
Les vitesses de ces points perpendiculairement à OD sont égales à
— r- et — r— , et, par suite, elles sont entre elles comme CCeUyD*,
ou comme les distances OC', OIV, qui deviennent à la limite égales à OC et OD.
Prenons donc, à partir du point C dans la direction CÂ, une longueur arbitraire CH, qui représentera la vitesse du point C le long de la droite BA. Puis décomposons cette vitesse CH en deux vitesses, Tune CG suivant OD, Tautre CK perpendiculaire à la première. Nous venons de voir que la vitesse absolue du point D a une composante suivant OD égale à la composante de la vitesse du point C, c'ci^t-à-dire égale k CG. On prendra donc DM =CG. La composante de la vitesse du point D perpendiculairement à OD est à la composante CK comme OD est à OC. Élevons
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au point D, DL perpendiculaire à OD, puis joignons OK et prolongeons cette droite jusqu'au point L ; nous aurons la proportion :
DL_OD CK~OC
Donc DL est la composante de la vitesse du point D normale à OD.
Achevant le rectangle LDMT, on en mènera la diagonale DT, qui sera
la tangente cherchée.
59. Second exemple. Mener une tangente au point M à la courbe lieu
MA des points tels que le rapport -rr^ des distances de ces points à deux
points fixes A et B soit égal à un nombre donné K.
Soit M' un point du lieu in6niment voisin du point M. Abaissons du
point M' les perpendiculaires M' M", M' M" sur les droites MA, MB. Puis
MM' MM" M" M' MM"' M"' M
considérons les rapports —5— , — ^j— , —^ — , —7 — , —g — , des
longueurs infiniment petites
MM',... M"' M', à Imtervalle
de temps infmiment petit 6
que le point mobile met à
aller du point M au point M'.
Le premier rapport est In
vitesse du point. Les deux
. , MM" M" M' , suivants — r— et — r— sont
les composantes de cette vitesse suivant MA et une per-
Fig. 73.
MM"' M"' M' pendiculairoàMA.Deméme, ' et — -^— sont les composantes do
la vitesse absolue du point suivant MB et une perpendiculaire à MB. Or, nous pouvons déterminer le rapport de MM" à MM"'. En effet, AM" diffère de AM' d'un infiniment petit du second ordre, de même BM"' diffère de BM' d'un infiniment petit du second ordre ; donc, MM" et MM"' sont, ^ des infiniment petits d'ordre supérieur près, les différences entre AM et AM', entre BM et BM'. Mais nous avons h la fois :
xVM = BM X K
et
AM'=BM'xK, puisque M et M' sont deux points du lieu. Par suit»
AM— AM'= (BM- BM')X K,
METHODE
ou bien
MM''=:MM'"xK.
Les longueurs infiniment petites MM'^ MM''' sont entre elles^ dans le même rapport que les distances MA, MB; il en est donc de même
des vitesses — r— et — r— , c'est-à-dire des vitesses du point mobile
estimées suivant les directions MA et MB.
Prenons la longueur MA pour représenter la vitesse du point M projetée sur la direction MA. Nous obtiendrons la vitesse absolue de M en composant MA. avec une vitesse perpendiculaire à sa direction, etr par suite, la vitesse absolue sera représentée à la même échelle par une droite partant du point M et aboutissant en un point de la droite AN» élevée au point À perpendiculairement à AM. Par la même raison, la vitesse absolue est représentée par une droite partant du point M et aboutissant en un point de la droite 6P, perpendiculaire à BM menée par le point B. Donc la droite qui représente cette vitesse ab<mtit au point T, où se coupent les droites AN et BP, et MT est la tangente cherchée.
Ici, nous avons obtenu la tangente en décomposant le mouvement de deux manières, et nous n'avons pas eu à déterminer en grandeur les vitesses normales aux rayons MA, MB.
Il est facile de reconnaître d'après cette construction que le lieu cherché est un cercle dont le centre est situé sur la direction AB. Au point M élevons une perpendiculaire sur MT. Ce sera la normale à I:i courbe lieu des points M, et nous allons prouver qu elle coupe la direction AB en un point fixe 0. Les angles MAT, TBM étant droits par construction, les quatre points M, A, T, B sont sur une même circonférence et MT est un diamètre de cette circonférence ; donc MO, perpendiculaire au diamètre MT, est tangente à cette circonférence au point M. L'angle 0MB, formé par une corde MB et une tangente MO, a pour mesure la moitié de l'arc MB sous-tendu par la corde, il est donc égal a l'angle inscrit MAB, qui comprend lo même arc entre ses côtés. Les deux triangles MAO, MBO, qui ont un angle commun en 0, et les angles MAO, BMO égaux entre eux, sont semblables et donnent la suite de rapports égaux :
BO _MB_MO MO"~AM"" AO' Donc
BO
Les distances du point aux points Â et B sont donc entre elles dans ie rapport connu K^, et, par suite, la position du point est fixe sur la direction ÂB.
Les mêmes relations donnent MO*=BO X ÂO, et comme BO et OÂ sont constants, MO est aussi constant. Le lieu du point M est donc une circonférence décrite du point comme centre avec la grandeur MO pour rayon.
OU MOUVEMENT CURVILIGNE
ET DE l'accélération TOTALE.
60. iNous avons déjà défini, dans le chapitre l<^'',cequ oneutend par accélération lorsque le mouvement est rectiligiie, et par accélération tangentielle lorsque le mouvement ne s*eiïectue pas suivant une ligne droite. Nous allons reprendre Texamen des questions relatives à Taccéléralion, et nous pourrons eu étendre la définition au moyen de la théorie du mouvement relatif.
Considérons d* abord un mouvement rectiHgne. Soit AB la ligne
Fig. 73. Fig. 74.
droite qui sert de trajectoire à un mobile, M, dont la vitesse est variable. Les vitesses du mobile en deux positions successives très-rapprochées, M, M', prises sur la trajectoire, seront généralement diiïérentes ; appelons v la vitesse au point M, et »' la vitesse au point M' ; soit enfin ô le temps Irès-court qui s*est écoulé entre le passage du mobile en Met son passage en. M'.
Imaginons qu'un mobile fictif parte du point M en même temps que le mobile réel, et avec la même vitesse v, et qu'il se meuve dans le même sens Â6 que le mobile réel, mais d*un mouvement uniforme; puis cherchons quelle est au bout du temps la vitesse relative du mobile réel par rapport au mobile fictif.
Pour cela, nous appliquerons le théorème du § 46 : la vitesse
VITESSE ACQUISE ÉLÉMENTAIRE
relative à un moment donné est la résultante de la vitesse abso* lue et de la vitesse d'entraînement prise en sens contraire.
Au bout du temps©, la vitesse absolue du mobile réel est v'. Menons donc une droite OG égale à v', et parallèle à la direction de la vitesse, c'est-à-dire parallèle à la trajectoire AB.
La vitesse d* entraînement est la vitesse du mobile fictif ; elle est égale à v, et elle est dirigée suivant la droite AB ; mais nous devons ^a prendre en sens contraire, ce qui revient à porter sur CO, de G vers 0, une quantité GC' = v ; la difiérence OG' = v' — v sera la résultante des deux vitesses d' et v ; c'est donc la vitesse relative cberchée.
Les deux vitesses v et v^ diffèrent infiniment peu Tune de l'autre, et la quantité infiniment petite v' — v est ce qu'on appelle la vitesse acquise élémentaire; si on la divise par
le temps 0, le rapport exprime la quantité dont s'accroî-
trait la vitesse du mobile pendant l'unité de temps, si pendant toute cette durée la vitesse recevait en temps égaux des accroissements élémentaires égaux.
Ce rapport est, comme nous lavons vu, la vitesse de
la vitesse, ou Y accélération du mouvement rectiligne.
Représentons-le par^ ; nous aurons v' — v =j Q ; nous pourrons dire en conséquence que la vitesse du mobile s'accroît pendant un temps très-court d'une quantité égale au produit de V accélération j par cet intervalle de temps 0, ou, en employant la notion du mouvement relatif, que le produit]^ est la vitesse apparente qu* aurait le mobile au bout du temps 0, par rapport à un observateur qui pendant tout le temps conserverait la vitesse V qu'avait le mobile au commencement de ce temps,
La considération du mouvement relatif conduit ainsi à décomposer le mouvement du mobile, entre deux positions très-voisines M, M', occupées successivement par lui sur sa trajectoire, en deux mouvements simples ; le premier est un mouvement uniforme, dont la vitesse constante est v ; le second est un mouvement uniformément varié, qui part du repos et dont Yaccélération constante estj. Le mouvement effectif du mobile sera la résultante de ces deux mouvements; l'espace total décrit sera la
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somme des deux espaces respectivement décrits en vertu de chaque mouvement considéré seul, puisqu'ils sont tous deux dirigés suivant la même droite.
Or, en vertu du premier mouvement pris 'isolément, le mobile parcourrait dans le temps 9 iS m Jp une longueur Mm = vô ; en verlu
du second mouvement, le mobile ^^^' '^- parlant du repos, parcourrait une
longueur égale à | j0* (§ 27).
Ces deux longueurs, qui sont dirigées suivant la même droite, s*additionnent pour donner l'espace réellement décrit. Donc enfln
MM' = V0 -4- I jQK Mais Mwi = i;0. Donc
mW = I ;6*.
De là résulte une nouvelle méthode pour trouver Taccélération j dans le mouvement recliligne, en considérant les espaces parcourus.
On a en effet
2mM'
Pour trouver l'accélération j à un instant donné, on prendra donc, au bout d'un temps ô très-court après cet instant, la distance mM' entre la position M' du mobile, et la position m qu'il aurait, si pendant tout le temps ô il avait conservé sa vitesse, et on divisera le double de cette distance par 0*. L'e quotient sera la mesure de l'accélération cherchée.
Les formules que nous venons d'obtenir sont générales pourvu que Ton donne aux vitesses v, v\ à l'accélération j\ enfin aux espaces décrits sur la trajectoire, les signes algébriques qui correspondent au sens de ces diverses quantités.
HOUVEMExNT CURVILIGNE.
6i . Nons'pouvons appliquer les mêmes principes au meuve' ment curviligne.
2Soit AB la trajectoire ;
DANS LE MOUVEMENT CURVILIGNE
M el M', deux positions successives du mobile, l'une M au commencement, l'autre M' alafind'un intervalle de temps très-court.
Menons en M et M' deux tangentes à la trajectoire, et sur ces tangentes prenons dans le sens du mouvement deux longueurs Mv, M'v' égales aux vitesses du mobile à son passage en M et en M'.
Puis cherchons la vitesse re- ^'^* '^
lative du mobile parvenu en M' par rapport à un mobile fîctit qui serait entraîné le long de Mv, avec la vitesse v que possède le mobile à son passage en M.
Pour cela, menons par un même point de l'espace deux droites OC, OC, égales et parallèles à Mv, MV. Joignons CC Cette droite représentera la vitesse relative cherchée.
En effet, achevons le parallélogramme OCC'D ; dans ce parallélogramme, la diagonale OC est la résultante des deux côtés OC, OD ; donc la vitesse absolue l ~Z^^^ v' du mobile au point M' est la résultante /^^^^'"^ / de la vitesse OD, ouCC, et de la vitesse d'en- o c
traînementy OG = v, du système de com- Fig. 76.
paraison. Donc CC est la vitesse relative en grandeur et en direction.
Celte vitesse relative est encore ce qu'on appelle la vitesse acquise élémentaire. C'est la vitesse infiniment petite qui se compose avec la vitesse v pour produire au bout du temps B la vitesse v\ .
ce
V accélération totale j est le quotient de la vitesse acquise
élémentaire par le temps B du trajet du mobile de M en M'. La direction CC, ou OD, est la direction de l'accélération j. Dans le mouvement curviligne, l'accélération totale a une direction différente de la vitesse ; elle a la même direction que la vitesse dans le mouvement rectiligne.
La vitesse acquise élémentaire s'obtient en multipliant par 9 l'accélération totale j.
L'application de la théorie du mouvement relatif conduit donc encore à décomposer le mouvement réel du mobile pendant un temps
ACCÉLÉRATION
Fig. 77.
très-court ô, en deux mouvements rectilignes simultanés. Le premier, uniforme, s'effectue le long de la tangente à la trajectoire au point M avec la vitesse constante v que le mobile possède
B à son passage en M. Le mobile parcourt
en vertu de ce mouvement l'espace
Um=vQ,
Le second, uniformément varié, fait
parcourir au mobile l'espace rectiligne mM', avec une accélération constante égale à^ ; ce second mouvement part du repos, et par suite, au bout du temps 0, l'espace décrit mW est égal à |yô'.
V accélération totale j se déterminera donc en r/trcction, par la recherche de la position que prend la droite mW à la limite, lorsque décroît indéfiniment ; en grandeur ^ en divisant le double de la distance mM' par 0*,
et en prenant la limite de ce rapport.
AGCÊLÉRATION DANS LE MOUVEMENT CIRCnLAIRE UNIFORME.
62. Gomme exemple de cette détermination, proposons-nous de trouver l'accélération totale dans le mouvement uniforme d'un
mobile qui parcourt, avec une vitesse constante V la circonférence d'un cercle de rayon R.
Soit H la position occupée par le mobile à un certain instant, et M' la position qu'il prend au bout du temps très-courl 0. Nous aurons arc MM' = VO, puisqJie le mouvement est uniforme.
Par le point M, menons une tangente MT au cercle ; et prenons sur cette droite une quantité Mm = Vô = arc MM'. A la limite, la droite mM' sera
2mM' la direction de l'accélération cherchée;, et -^^-T— en sera la gran-
deury.
Fig. 78.
1)A^'S LE MOUVEMENT CIRCULAIRE UNIFORME. iOI
L'arc infiniment petit MM' peut être confondu avec Tordonnée M'N abaissée du point M' perpendiculairement sur le rayon OM, et par suite la figure infiniment petite MNM'm est un rectangle dans lequel les côtés opposés mM% MN, sont égaux et parallèles.
Donc à la limite la direction de Taccélération j coïncide avec le rayon MO ; en d'autres termes, Taccélération est centripète^ c'est-à-dire dirigée du point M vers le centre 0.
Quant à sa grandeur j, elle est donnée par l'équation
._ 2xmM^ _ 2xMN
Prolongeons jusqu'en P le rayon MO, et joignons M'P,M'M; nous aurons dans le triangle rectangle PM' M
MâP* = MN X MP.
Mais la corde MM', qui est infiniment petite, se confond avec Tare UM', et par suite est égale à vB ; MP est égal au diamètre 2R du cercle. Donc
V«ô« = MN X 2R.
On en déduit
MN __ . _ V
Donc enfin, lorsqu^un mobile parcourt uniformément un cercle de rayon R, avec une vitesse V, X accélération totale du point est dirigée constamment vers le centre du cercle, et est égale au carré de la vitesse divisé par le rayon.
On remarquera par cet exemple combien Y accélération totale j}eut différer de \ accélération tangentielle étudiée dans le chapitre P',; ici la vitesse étant constante, l'accélération tangentielle, vitesse de la vitesse, est constamment nulle, tandis que l'accélé-
ration totale est constante et égale à — .
Remarquons encore que — est, abstraction faite du signe,
y accélération que nous avons trouvée (§41) pour le mouvement rectiligne de la projection du mobile sur le diamètre fixe MP, lorsque le mobile atteint l'extrcmilé M de ce diamètre.
ACCÉLÉRATION
ÂCCéLÉRATION DANS LE MOUVEMENT CIRCULAIRE VARIE.
63. Supposons encore que le mobile décrive la circonférence de rayon OM, mais que sa vitesse, au lieu d'être constante, soit variable.
Soit V la vitesse du mobile à son passage en M ; prenons sur la
j tangente MT une longueur Mm = v0. Soit M' la position occupée par le mobile au ^' bout du temps 0; nous n'aurons plus comme * tout à l'heure arc MM'=Mm, parce que le j^, mobile ne conserve pas la vitesse v pendant tout le temps de son trajet de M en M'.
La position limite de la droite mW représente en direction Taccélération totale, Fig. 79. et la grandeur de cette accélération est
donnée par l'équation
là à regarder l'accélération totale j, égale à —7^—, comme laré-
. 2mM'
Projetons le point M' en m' sur la tangente MT. Nous pouvons considérer le chemin mM' comme la résultante géométrique des deux chemins mm\ m! M', dont l'un est dirigé suivant la tangente et dont l'autre est perpendiculaire au premier et parallèle à la normale à la trajectoire au point M. Nous sommes conduits par
2mM'
sultante de deux accélérations, Tune iangentielle, qui sera égale
2 mrnf à — -r — , et l'autre normale ou centripète qui sera égale à
; — ■, tous ces rapports étant pris à la limite quand décroît
indéfiniment.
Il reste donc à évaluer la limite vers laquelle tendent ces rapports. Observons que la vitesse du mobile, quand il se transporte du point M au point M', passe de la valeur v au point H, à une valeur v' au point M'. La vitesse moyenne du parcours infiniment
DANS LE MOUVEMENT CIRGULURE VARIE
petit MM' diffère infiniment peu de - — et, par suite, Tare
MM' est égal à îf^ x 9.
Cet arc infiniment petit se confond avec sa projection Hm' sur la tangente MT ; donc
Mais Mm = vO, par construction. Donc
mm' = -:|— X ô — »0 = — ^X 0.
V accélération tangentielle f s obtient, comme nous venons de
2 mm' . -
le voir, en prenant Je rapport — - — , ce qui nous donne
. ^xÇ^xQ. .-.
résultat conforme à la définition que nous avions donnée de Taccélération tangentielle, considérée comme vitesse de la vitesse.
IJ accélération normale /', nommée aussi centripète^ parce qu'elle a la direction m' M% et qu'à la limite cette direction se confond avec la droite MO, menée du point H au centre du cercle, est donnée par la formule
Or, nous avons vu tout àTheure que (arc MM')* =m'M' X 2 R. Donc
„. (arc Mtf'^* m'
et par suite
[arcMMT
.„ (arc MM')* RO*
EXTENSION AU MOUVEMENT CURVILIGNE QUELCONQUE
64. SoitAB une courbe tracée dans Tespace. Considérons un arc
très-petit MN de cette courbe : nous pouvons prendre sur cet arc
trois points M, P, N, non situés en ligne droite et par ces trois
points faire passer un plan qui contiendra Tare MN entier, pourvu
y que la longueur MN soit assez petite ;
ce plan est le plan de la courbe dans la région MN; on lui donne le nom de plan oseulateur.
Par les trois points M, P, N, qui ne
sont pas en ligne droite, on peut faire
passer une circonférence de cercle, qui
f''fif- ^- se confondra avec la courbe dans toute
rétendue de l'arc MN. Cette circonférence est appelée le cercle
osculateur.
Ces définitions supposent que l'arc MN est infiniment petit ; le plan osculateur et le cercle osculateur sont le plan limite et le cercle limite que l'on obtient en un point M donné quand l'arc MN décroit indéfiniment.
La normale principale à une courbe en un point M est la normale élevée à la courbe au point M dans son plan osculateur. Elle *» par le centre du cercle osculateur.
Le rayon OM du cercle osculateur reçoit le nom de rayon de courbure.
Menons deux tangentes à la courbe, Tune au point M, l'autre au point N. L'angle de ces deux tangentes, qu'on appelle angle de contingence, est la mesure de la courbure totale de l'arc MN. Cet angle est le même pour la courbe et pour le cercle osculateur. Or, dans le cercle osculateur, il est égal à l'angle au centre NOM, et si on évalue cet angle, non en degrés, mais en parties du rayon, suivant l'usage de l'analyse, on pourra poser
arc MN = OMx angle MON.
D'où l'on déduit
arc MN OM, ou le rayon de courbure = — ; — ^r^rrr.
•* • angle MON
Le rayon de courbure est donc égal à la longueur de l'arc MN divisée par l'angle de contingence, ou plutôt est égal à la limite de ce rapport.
65. Ces définitions posées, il est facile d'étendre à un mouvement curviligne quelconque le théoième que nous venons d'établir pour le mouvement circulaire varié.
Soit AB la trajectoire ;
M, la position du mobile à un certain instant;
V, sa vitesse à cet instant ;
M^, la position du mobile au bout du temps 0;
v'y la vitesse du mobile au bout de ce temps.
Menons la tangente MT et prenons sur cette tangente, à partir du point M, une longueur Mm = v9.
Joignons mW et projetons M' en m' sur la tangente MT.
V accélération totale sera égale à
2 X wiM
et elle se décompose en deux :
2 mw! ., laccélérationtangentiellej—r — =j ,
et \ accélération normale, — ^ — =; .
106 ACCÉLÉRATION TANGEMIELLE.
Al 1 Aj'
Or Mm', à la limite, se confond avec MM' qui est ^gal à x 0,
v' — V et par suite mm' = — - — X o- Donc
ce qui justifie notre définition générale de Taccélération tangentielle.
Pour évaluer /', considérons le cercle osculateur de la courbe au point M, et soit /> le rayon de ce cercle, ou le rayon de courbure de la trajectoire en ce point. Nous aurons
M'm' X 2/5 = (arc MM')*,
et
.„ _ mm' _ 2 X (arc MM^) *^ t)« •^ ~ 6« — 2/56» ~" f
Nous retrouvons les mêmes expressions que nous avons posées pour le mouvement circulaire, grâce à l'introduction du rayon de courbure. Remarquons que la direction limite de/' est une normale à la courbe menée dans le plan du cercle osculateur ; Taccélération normale est donc dirigée suivant la normale principale delà courbe. En résumé, nous parvenons ace théorème général :
V accélération totale dans le mouvement curviligne est la résultante de deux accélérations, lune tàngentielle, qui est égale à la vitesse de la vitesse, Vautre centripète, qui estdirigée suivant la normale principale, et qui est égale au carré de la vitesse divisé par le rayon de courbure.
Ces deux accélérations composantes ont chacune leur rôle dans le mouvement d'un point. C'est la première qui produit à chaque instant la variation de vitesse du mobile ; et c'est la seconde qui produit la déviation en vertu de laquelle il abandonne une direction pour en prendre une autre.
Lorsque le mouvement est rectiligne, l'accélération centripète disparaît, car le rayon de courbure devient infini, et l'accélération totale se réduit à l'accélération tangentielle.
DÉMONSTRATION DU MÊME THÉORÈME PAR LA CONSIDÉRATION DES VITESSES
66. Soient toujours M, M^ deux positions successives infiniment voisines du mobile sur sa trajectoire AB.
Pour trouver Taccélération totale, nous savons qu'il suffit de
mener par un point C de Tespace deux
droites CD, CE, égales et parallèles aux
vitesses Mv, M'r', du mobile aux points
DF M et M', et de prendre le rapport —
de la vitesse acquise élémentaire, laquelle est représentée par le côté DE du triangle construit sur ces deux droites â), CE, au temps Q que le mobile met à aller de M en M'.
Or, nous pouvons décomposer la vitesse DE en deux vitesses simultanées, DF, FE, en projetant le point E sur la direction CF ;
DE raccélération — se décomposera de même en deux accélé-
DF rations, Tuae — > parallèle à la tangente à la trajectoire au
FE point M, et l'antre — , normale à cette tangente, et dirigée
parallèlement au plan osculateur qui contient à la fois les deux tangentes Mv, Wv\
L'angle ECF est Y angle de contingence de Varc MM'; il est infiniment petit, et par suite CF diffère infiniment peu de CE.
CE La limite du rapport — est l'unité, et Ton peut poser
Lr
DF = CF — CD = CE — CD = v' — v.
DP i;' 1)
Donc — = r> valeur déjà trouvée de l'accélération
tangentielle.
D'un autre côté, EF se confond à la limite avec l'arc de cercle
INDICATRICE
EF' décrit du point G comme centre avec CE pour rayon; appelons &> l'angle de contingence ECF exprimé en parties du rayon. Nous aurons
EF = CEXw = «'«.
EF , v'w
L'accélération centripète — est donc égale à — .
Mais rappelons-nous que le rayon de courbure p de la courbe au point M, multiplié par Tangle de contingence (u, donne la longueur de Tare HM'. Donc
arc MM'
Nous savons enfin que Tare MM' est égal à Substituons ces valeurs de u et de MM' :
quantité qui doit être prise à la limite, c'est-à-dire au moment où v' devient égal à v ; elle se réduit alors à
comme nous l'avions trouvé par une autre méthode.
DES ACCÉLÉRATIONS
Menons en ces points, dans le sens du mouvement, des tan* gentes à la trajectoire, et prenons sur ces tangentes des longueurs Uv, M^Vj, Mjt^j, M5 Vj }IL^v^,,,, égales respectivement aux vitesses successives Vy v^, v^, v-y v^y.,» que possède le mobile à son passage en ces différents points.
Par un point G, pris arbitrairement dans l'espace, menons des droites CD, CD^, CD2, CD3, CD4...: égales et parallèles à Mr, M^Vj, M^v,, A Mj v^, M4 V4, . ... Le lieu géométrique des points D, D^, Dj, D5, D4.... sera une ligne dont les arcs infiniment petits successifs DDj, D^'D^, Dj D5, DjD^,... seront égaux aux produits des accélérations totales par la durée 0. Cette courbe auxiliaire donne donc par ses arcs les produits j0, et par ses rayons vecteurs les valeurs des vitesses v. Nous rappellerons la courbe indicatrice des accélérations totales.
Lorsque la trajectoire AB est plane, Tindicatrice des accélérations totales est aussi plane.
Lorsque le mouvement sur la courbe AB est uniforme, l'indicatrice des accélérations est située sur une sphère décrite du point C comme centre, puisque tous les rayons CD, CD^,... sont égaux. Elle devient alors la courbe qu'on appelle en géométrie Yindîcatrice sphérique de la courbe AB.
r 3 •. / CD 4- CDA
Le produit I ^ ^^ \ x B donne la longueur de l'arc MM^
de la trajectoire. Le produit CDxô est la longueur Mm=v0 que le mobile décrirait sur sa tangente Uv si à partir du point M il conservait un mouvement rectiligneet uniforme. Nous savons enfin quemM^ = ^j 0^; maisj Q^W^; doncmM^^ * DD^XO. La courbe indicatrice des accélérations totales fait donc coimaître les éléments utiles à l'étude du mouvement sur la trajectoire.
Fig. 85.
et notamment les directions des accélérations totales qui sont parallèles à ses tangentes.
A mesure que le mobile parcourt la trajectoire ÂB, on peut imaginer qu'un second mobile parcoure l'indicatrice DD4, de manière que les deux mobiles soient à la fois aux points correspondants, M et D, Ml et D^, M, et D,,.... des deux courbes. Les vitesses du mobile auxiliaire sur sa trajectoire DD^ seront à chaque instant égales et parallèles aux accélérations totales du mobile réel sur sa trajectoire AB.
DE l'accélération DANS LE MOUVEMENT PROJETÉ.
68. Soit AB la trajectoire d'un mobile, et abh projection de cette trajectoire sur un plan PP', parallèlement à une droite donnée. Soient M, M' deux positions successives et infiniment voisines du mobile; M^ et M\, les positions correspondantes du mobile projeté.
Menons la tangente Mm à la trajectoire AB au point M ; cette droite aurai pour projection sur le plan PP' la tangente Mim^ àla courbe ab au point Mj. Prenons ensuite sur la tangente à AB une longueur Mm =vB, v étant la vitesse du mobile au point M, et le temps que le mobile met à aller de M en M^ La projection du point m sur le plan PP' sera un point m^ de la tangente M^m^, et M^m^ sera égal à v^ G, v^ étant la vitesse du mouvement projeté ; en effet M^ m^ est la projection de Mm, ou de V 9. Mais nous savons que la projection de la vitesse v est égale à la vitesse v^ du mouvement projeté ; donc la projection de V est égale kv^Q; et par suite M^ m^ =: v^ ô.
L'accélération dans le mouvement réel est égale à
a pour direction la direction limite de la droite mW.
L'accélération dans le mouvement projeté est égale à
Fig. 84.
et
et a pour direction la direction limite de la droite m^M/. Or cette droite m^ M/ est la projection de la droite mM'.
DES ACCÉLÉRATIONS
Itl
Donc VaccéUratUm du mouvement projeté est, en direction et en grandeur, la projection de Vaccélérationdu mouvement réel.
Le même théorème a lieu lorsque, au lieu de projeter le mouvement sur un plan parallèlement à une droite, on le projette sur une droite parallèlement à un plan. La projection de la longueur Mm, prise sur la tangente, et égale à t;^ 0, est une longueur M^ m^, égale à V4 ; et la droite mW, qui par sa direction et sa grandeur défmit Taccélération * "*»*' » ^ du mouvement dans l'espace, a pour pro- ^*8- ^* jection une longueur m^ M\, qui définit de même l'accélération du mouvement projeté. Ici le mouvement projeté est un mouvement rectiligne, pour lequel Taccélération totale se réduit à Taccélération tangentielle.
69.0n rapporte habituellement, comme nous l'avons vu, lemouvement d'un point mobile à trois axes OX, OY, OZ, menés par un même point de l'espace.
Projetons sur ces trois axes le contour MmM', formé par le côtéMm=:vô, pris sur la tangente à la trajectoire et le côté
mW = -j jB*, qui ramène à
la position réelle M' du mobile sur sa trajectoire. La projection Mim^M/, de ce contour sur l'axe OX, se composera de deux parties : l'une M^m^ = î;x9 , l'autre
m^ M'i = -fi*®*» projection de F»?- 86.
mW, Nous représenlons par Vx et jx la vitesse et l'accélération du mouvement sur OX.
De même sur l'axe OY nous avons, en employant des notations
analogues: M, m, = VyO, et m,M',= -f jy ©*; et sur l'axe OZ,
%m, = v,Oeim,W,= -^ j' B'.
Le coté mW a pour projections sur les troii axes m^ M/, m, M/, mjM-'; nous pouvons donc dire que mW est la résultante des trois droites m^M/, m, M/, wisM/; car on prouverait, comme nous lavons fait pour ladémonstration du théorème relatif aux vitesses, que mW est la diagonale d'un parallélipipède construit au point m, sur trois arêtes menées à partir de ce point, respectivement égales et parallèles à m^ M\, m^U\, mjM's.
Donc, t accélération totale du mobile dan^ V espace est la résultante des accélérations des trois mouvements rectilignes obtenus en projetant le mobile sur les trois axes coordonnés OX,
OY,OZ
70. Il résulte de là un moyen de déterminer la grandeur et la direction du rayon de courbure d'une courba donnée dans Tes-
pace, en un point quelconque M de cette courbe.
Supposons en effet que Ton fasse parcourir cette courbe par un mobile animé d'une vitesse constantes. L'accélération totale se réduit alors à l'accélération
centripète
Or, connaissant la loi du mouvement Fig- S'î- du point mobile sur la courbe AB, nous
pouvons en déduire la loi des mouvements de ses projections Ml, Mj, M3, sur les trois axes OX, OY, OZ. Puis, des courbes des espaces décrits en projection sur ces trois axes, nous déduirons les courbes des vitesses; enfin, de celles-ci, les courbes des accélérations. Nous connaîtrons donc au moment du pas» sage en }i les valeurs des trois accélérationsjj, Jy,jj, qui doi-
vent se composer pour donner laccélération totale — . La diagonale du parallélipipède construit sur ces trois accélérations sera la direction cherchée de la normale principale; la longueur de
cette diagonale sera égale à —, et nous aurons le rayon de
P courbure p en divisant v' par celte longueur de la diagonale.
Prenons pour exemple une hélice AB, tracée à la surface d'un
cylindre ACC^.', qui a pour axe Taxe OZ, et qui a pour base dans
RAYON DE COURBURE DE L'HÉLICE
le plan XOY, normal à OZ, un cercle AC décrit du point comme «entre. L'hélice fait en tous ses points le même angle avec Taxe OZ ; par suite, le mouvement uniforme d'un mobile parcourant l'hélice a pour projection sur OZ un mouvement uniforme, dont l'accélération est nulle. Nous aurons doncj, =0. Quant aux accélérations jx, jy, elles se composeront en une seule qui sera l'accélération du mouvement circulaire de la projection W du point M sur le plan XOY. Ce mouvement circulaire est aussi uniforme ; si donc on appelle v' la vitesse constante de M' sur le cercle AG, l'accélération, y, de ce mouvement sera dirigée de M' vers 0, et sera
fi
égale à -— - , R étant le rayon du cercle. Nous avons ainsi à com-
fi
poser au point M une accélération égale à-rr— , et dirigée suivant la droite MI parallèle à M'O, avec une accélération ^^ y qui est nulle. La résultainte est donc l'accélération -— • elle-même, dirigée suivant la droite MI.
La normale principale à l'hélice au point M est donc la perpendiculaire MI abaissée de ce point sur Taxe OZ de la courbe. La longueur du rayon de courbure se déduira de l'égalité
D'oii Ton tire
Fig. 88.
Or ~ est le rapport constant entre la longueur AM d'un arc
VéCAN. ENS. SPÉCIAL. 5" AKX.
H 4 PROJECTION SOR TO PLAN
d'hélice, et la longueur AM' de Tare de cercle qui fortae sa projection sur le plan XOY perpendiculaire à Taxe. Pour évaluer ce rapport, développons la surface du cylindre (fig. 89) : la circonférence de la base se développera suivant une droite AD=: 2irR, rhélice suivant une droite qui coupe sous un même angle toutes les génératrices AF, MM', ED; la quantité DE sera \epa8,h, qui mesure le long d'une génératrice la distance d'une spire de Thélice à la spire suivante. Les triangles semblables AMM', AED, donnent la proportion :
Or
AM_AE AM' "" ad'
AD = 27rR,
AE = v/aD* -h DE* = V^47c2R*-H/t«.
Donc
AM y_ \/47rMl^4-/t* _. A / /e y AM' ""«'"■ SttR — V W^V '
Et enfin
équation qui définit la longueur du rayon de courbure de l'hélice.
PROJECTION ORTHOGONALE SUR UN PLAN QUELCONQUE d'uN NOUVEMBRT
CIRCULAIRE UNIFORME
66. La projection orthogonale d'un cercle sur un plan oblique par rapporta son plan est une ellipse, dont le grand axe est égal au diamètre du cercle.
Soit (fig. 71) ABA' B' une ellipse, dont le grand axe est AA', et le petit axeBB^ ; soit Ole centre de la courbe. Celte ellipse peut être considérée comme la projection orthogonale sur le plan de la figure d'un cercle décrit sur A A' comme diamètre, dans un plan
D'UN BIOUYEMENT CIRCULAIRE UNIFORME
incliné tel que le rayon OD mené dans le cercle par le point perpendiculairement à A A' ait pour projcclion le demi-pelit axe OB.
Supposons qu un mobile M parcoure avec une vitesse constante v la circonférence de ce cercle. L'accélération totale du mouvement de ce point est J
dirigée de M vers 0, et est égale à —, a
Fiff. 90.
a étant le rayon du cercle, c'est-à-dire le demi grand axe OA de Tellipse.
La projection de Taccélération totale sur le plan de Tellipse sera l'accélération totale du mouvement de la projection M' du mobile M ; elle sera donc dirigée de M' vers 0, suivant la droite M'O, projection de MO.
Les aires décrites dans le plan du cercle parle rayon vecteur MO ont pour projection sur le plan de Tellipse les aires décrites par le rayon M'O. Or/ le rapport de la projection orthogonale d'une aire plane à celte aire ne dépend que de l'angle du plan de la première aire avec le plan de projection, et par suite les aires
décrites par le rayon M'O dans le plan a' o m a
de l'ellipse sont proportionnelles aux l'^'s* ^^'
aires décrites par le rayon MO dans le plan du cercle ; ces dernières aires croissent proportionnellement au temps, puisque la vitesse du mouvement circulaire est constante. Donc les aires décrites par le rayon M'O dans le plan de l'ellipse croissent aussi proportionnellement au temps ; en d'autres termes, la vitesse are'olaire du point W autour du centre Ô de V ellipse est constante.
Nous verrons tout à l'heure qu'il en est de même tontes les fois que Taccélération totale passe constamment par un point fixe 0.
Enfin, l'accélération totale du point M' est proportionnelle à la distance M^O.
Pour le démontrer, considérons l'accélération totale — , du
mouvement circulaire ; elle est dirigée de M vers 0. Nous pou-
vons la décomposer en deux accélérations, Tune jx , accéléralion
du mouvement delà projection m le long de Taxe OA, etTautrej^ ,
accélération du mouvement de la projection n, du point M le long
de Taxe OD (fig. ^\his). Or nous avons
^^^ vu (§ 41, p. 69) que jjc est proportion-
/ÎX nelle à la distance Om ; de même, j^
/ I \ est proportionnelle à la distance Ow.
^ I \ L*accéléralion totale du point M' se
— ^^ ^ décomf)ose de même en deux ; Tune,
i égale à j^ , n'est autre que laccéléralion
Fig. 91 his, du i3oint m, projection sur OA du point
BI lui-même : elle est donc proportionnelle à la dislance Om ; l'autre,
égale à ;\, est la projection sur OB dcraccéléralionjy, laquelle
est dirigée suivant le rayon OD du cercle, et est proportionnelle à
On; donc /y, projection dej^, est proportionnelle à On', projec-
.• j r. 1 On' , . , . OB * j
tion de On ; or le rapport jr- est égal au rapport — = — des
axes de l'ellipse. En définitive, Taccélération totale du mouvement du point M' est la résultante d'une accélération j'^, proportionnelle à Om ou à M'n', et d'une accélération j\ , proportionnelle à On' ou à M' m; la résultante des deux accélérations M'n' et M' m est représentée en grandeur par la diagonale M'O du parallélogramme construit sur M'n' et M' m; raccélération totale est donc proportionnelle à la distance M'O.
HAYON DE COURBURE DE l'eLLIPSE.
67. Nous venons de démontrer queraccélcration totale du point M' est dirigée vers le point fixe G et qu'elle est proportionnelle à la distance M'O, qu'enfin les aires décrites par le rayon vecteur CM' sont proportionnelles au lenops.
Soit tù la vitesse angulaire constante du rayon OM dans le cerde ADA', qui a pour projection Tellipse ABA'; Taccélération totale du mouvement projeté sera égale à w* x OM'. On peut déterminer le nombre constant u. En effet, u étant Tangle décrit dans Tunité de temps par le rnyon OM, si Ton appelle T la durée du parcours entier du cercle,
DE L'|LLirSE,
û> X T sera égal à 2 tt et, par suite, « = A^ ; raccélération totale
s'exprime donc par '^ X OM'.
Si on la projette sur la normale à Tellipse au point M', on aura la composante centripète de cette accélération, c'est-
à -dire — , en appelant v
la vitesse du point M' et p le rayon de courbure de Tellipse.
Pour évaluer la vitesse, abaissons du point sur la tangente M' T une perpendiculaire OT.
Le produit y i; x OT sera Taire décrite dans Tunité de temps par
le rayon vecteur OM'; or, dans le temps T, le rayon vecteur décrit la la surface de Tellipse entière, itab. Donc
Fiff. 92.
YX0TxT=7raZ»,
et par suite
zab OTxT
L'accélération centripète a donc pour valeur
et cette quantité doit être é^ale à la projection sur une perpendiculaire à M' T de l'accélération totale ^ x OM'. Mais OT est perpendiculaire à la tangente, et c'est par suite la projection de OM' ; donc, en-
ùu, raccélération normale est égale à -—^ x OT et Ton a Téquation :
T«XOT X/9 ^
D'où Ton lire, en divisant par -7=5- ,
Cette équation fait connaître le rayon de courbure p en fonction de la distance OT du centre de Tellipse à la tangente. Le produit du rayon de courbure par le cube de cette distance est constant et égal au produit des carrés des demi-axes.
Nous déduirons de cette relation un tbéorème qui nous servira plus loin.
Soient F et F' les deux foyers de Tcllipse. On sait que si on joint le point 51' de la courbe à F et à F', la somme M' F -+- M' F' est constante et égale à 2 a, et que la tangente M' T coupe en deux parties égales TangleHM'F adjacent k l'angle F' M' F. Nous supposons ces deux théorèmes connus. Du point F abaissons FP perpendiculaire sur la tangente et prolongeons cette tangente jusqu'en S, point de rencontre avec la direction de Taxe Â.V. Les triangles semblables OST, FSP donnent la proportion :
OT_qs
FP~FS'
Mais la bissectrice M' S de Tangle extérieur au triangle M' F' F coupe la base F' F en deux segments SF, SF' proportionnels aux côtés adja cents M' F, M' F' ; on a donc la proportion :
M/ Y' _ SF^ M' F ~ ÎSF '
D'où l'on déduit
M'F4-M'F _ Sr-HSF M' F "~ SF
Or M' F' + M' F =: 2a et SF' 4- SF = 20S. Par suite
OS__a^ SF ~~ M'F*
Cette égalité, comparée à la première, nous montre que
FP \»_
Soit M' G la normale à Tellipse et G le centre de courbure. L'angle CM' F est égala Tangle M' FP. Du point G, abaissons une perpendiculaire CR sur M' F ; du pied R de cette perpendiculaire, abaissons-en une autre BR' sur M' G, et, enfin, du pied R' de cette seconde perpendiculaire abaissons-en une troisième R'R'' sur M' F. Les triangles H'GR, M'RR', M'R'R'^ seront tous les trois semblables au tricingle M'FP, et nous aurons les trois égalités :
FP
THÉORÈME
Cette remarque donne une construction très-simple du rayon de courbure en un point M' de Tellipse.
Menons la normale M' N et joignons le point M' à lun F des foyers. Sur la droite M' F, prenons une longueur 31' R'^ égale à la quantité con-
stante — ; élevons R^R' perpendiculaire à M' F et rencontrant M'N eu
R'; puis R'R» perpendiculaire à M' N et rencontrant la direction de M' F en R, enfin RG, perpendiculaire h M' F et rencontrant M' N en G. Le point G sera le centre de courbure et M' G le rayon de courbure de la courbe au point M'.
Des mêmes équations on déduit la relation suivante :
WV Fp5
ou bien
Donc
et enfin.
M'R5_ / FP y ■7-— U'F/
-^=^xU'f;=t
THÉORÈME DES AIRES
68. On suppose qu'un point mobile M se meuve dans un plan, de telle sorte que le rayon vecteur mené à chaque instant du mobile M à un point iïxe pris dans ce plan, décrive en temps égaux des aires égales ; cela posé, l'accélération totale du point M est à chaque instant dirigée suivant la droite MO, dans un sens ou dans l'autre.
Pour démontrer ce théorème, nous commencerons par établir un lemme préliminaire.
Étant donnés un cercle OB et un point pris sur ce cercle, ou mène par le point une sécante quelconque OE qui coupe le cercle en un second point G ; puis on détermine sur cette sécante un point Ë tel, que l'on ait
OCxOE = K«,
DES AIRES
K étaut une longueur constante. Le lieu des points £ ainsi déterminé est une droite perpendiculaire au diamètre OB passant par le point et le centre du cercle.
Prenons en eiTet sur la direction du diamètre OB un point D tel que OBxOD=:K'. Le point D sera un point du lieu. Joignons DE et CB. Le quadrilatère ËCBD sera inscriptible dans un cercle, eu vertu de l'égalité
Fig. 93.
OC X OE = OB X OD
Donc les angles opposés C et D de ce quadrilatère sont supplémentaires. Or, Tangle 0GB, inscrit dans la demi* circonférence OCB, est un angle droit ; donc l'angle D est aussi droit, et par suite le point E appartient à la perpendiculaire élevée sur la direction OB en un point D, déterminé de position. La perpendiculaire DE est donc le lieu cherché.
Revenons à la proposition principale.
Soit Mi\ la trajectoire plane décrite par le point mobile, et soit le centre fixe autour duquel sont décrites les aires.
Prenons deux positions successives très-voisines, A et A', du point mobile sur sa trajectoire ; menons à la courbe des tangentes AT, A'T', en ces deux points ; du centre 0, abaissons sur ces tangentes des perpendiculaires OT, OT'.
Soit V la vitesse du mobile à sou passage en A. Le produit JvxOTxô sera Taire infiniment petite décrite pendant le temps infiniment petit par le rayon vecteur AO ; la vitesse aréolaire du point mobile est donc } t; X OT ; et comme elle est constante en vertu de l'énoncé, le produit
Fig. 94.
i22 THÉORÈME
t^xOT est lui-même constant. Appelons K* la valeur constante de ce produit. Nous obtiendrons en conséquence la vitesse du mobile au point A en prenant sur la direction de la perpendiculaire OT une longueur OË telle que
OT X OE = K
De même, prenons sur la perpendiculaire OT' à la tangente en A', une longueur OE' telle que OT'xOE' = K*, OE' représentera la vitesse v' du mobile au point A'.
Le lieu géométrique des points E, E', ainsi obtenu, est le résultat d'une transformation connue en géométrie sous le nom de transformation par rayons vecteurs réciproques de la courbe lieu des points T,T', courbe qui est \iipodaire de la trajectoire IMN, par rapport au point 0.
Or la construction de h courbe EE' revient identiquement a la construction de Vindicatrice des accélérations; car pour construire cette dernière courbe, on n*a qu'à mener par un point O' une droite 0' F proportionnelle et parallèle à la vitesse du mobile au point A, puis une droite O'F' proportionnelle et parallèle à la vitesse du mobile au point A', ce qui équivaut à prendre O'F = OE et 0' F'=OE; les directions 0' F, 0' F' sont perpendiculaires à OE, OE', et par suite le triangle OEE' n'est autre que le triangle 0' FF' qu'on aurait fait tourner d'un angle droit, de gaucbe à droite, pour ensuite le ramener parallèlement à luimême, de manière à ftiire coïncider le point 0' avec le point 0. La direction de l'accélération totale du mobile au point A est parallèle à FF' ; donc elle est perpendiculaire à EE'.
Or, les deux tangentes AT, A' T', se coupent en un certain point B, et les points T et T', sommets des angles droits 0TB, OT' B, sont situés sur la demi-circonférence décrite sur OB comme diamètre. Les deux points E', E, déterminés par la condition
DES AIRES
Â la limile, les points â et À' se rapprochent indéfiniment, et par suite la direction OB se confond avec le rayon vecteur OA. Donc la direction de Taccélération totale est la direction même du rayon vecteur mené du point mobile au centre des aires.
On prouverait facilement en suivant une marche inverse, la réciproque de ce théorème : Qiiand l* accélération totale d'un mouvement plan est constamment dirigée vers un centre fixe 0, la vitesse aréolaire du mobile par rapport à ce centre est constante, ou en d'autres termes, les aires décrites par le rayon vecteur MO croissent proportionnellement au temps.
Fig. 95. Fig. 96.
Dans ces deux propositions réciproques, Taccélération peut d'ailleurs être dirigée dans le sens AO, ou dans le sens opposé, suivant que le point est situé dans la concavité, ou en dehors de la concavité de la trajectoire.
69. En appli({uant le théorème de la projection des accélérations sur un plan, on démontrera facilement les propositions suivantes :
Lorsque V accélération totale du mouvement d'un point dans V espace est constamment dirigée de manière à rencontrer une droite fixe, le mouvement projeté orthogonalement sur un plan normal à cette droite aura la propriété que la vitesse aréolaire en sera constante par rapport au pied de la droite fixe, prise comme centre des aires décrites. — La réciproque est vraie.
Lorsque V accélération totale du mouvement d'un point dans V espace est constamment dirigée vers un point fixe^ les mouvevients obtenus en projetant orthogonalement ce mouvement sur trois plans rectangulaires menés par ce point fixe comme origine ont tous trois des vitesses aréolaires constantes par rapport à V origine. — La réciproque est vraie.
On peut ajouter que, dans ce dernier cas, le mouvement dans l'espace est nécessairement contenu dans un plan.
liesURE DE L'ACCÉLÉRATION TOTALE
En effet, retenons à la construction des accélérations totales : deux tangentes consécutives AB, A' B^ sont situées dans un même plan, qui est le plan osculateur de la trajectoire ; ce plan contient la direction A' B de l'accélération totale, et par suite passe par le
point fixe 0. Le plan des tangentes A' B^ A"B", passe aussi par le point 0, et comme il a, outre le point 0, une droite A' B' commune avec le premier plan, il ne fait qu'un seul et même plan avec lui.
On prouverait de même que le plan des tangentes A"B", A'"B"', coïncide avec le plan des tangentes A'B', A"B", et ainsi de suite, de sorte qu'en définitive tous les éléments successifs de la trajectoire sont situés dans un même plan, qui passe par le point 0. La constance de la vitesse aréolaire du point mobile par rapport à ce point existe donc aussi pour ce plan, comme pour les mouvements projetés.
Fig. 97.
MESCRB DE L'AGCÉliRATION TOTALE LORSQUE Li VITESSE ▲liOLAIRE EST CONSTANTE.
Lorsque les aires décrites par le mobile autour du point
sont proportionnelles aux temps, l'accélération totale est constamment dirigée de la position du mobile vers le centre 0. Reprenons la figure qui nous a servi à établir ce théorème ; nous savons que OE, 0E% représentent les vitesses v, v\ du mobile aux points A et A' de la trajectoire ; £E' est donc par construction égal au produit j'O de l'accélération totale par le temps très- ^^^E court que le mobile emploie à aller de \ A en A'. Proposons-nous d'évaluer j; ^*?- ^^- il faudra pour cela évaluer d'abord EE' .
Or nous savons que OTxOE = Or xOE'.
TT' X OR
UT'X ô
Or dans le cercle OTT' B, Tare TT' est sous-tendu par un angle inscrit, TBT', qui est Yangle de cœitingence de la trajectoire. Le diamètre OB de ce cercle diffère infiniment peu du rayon vecteur OA = r ; appelons (^ Tangle de contingence, exprimé en parties du rayon ; l'angle y aura pour mesure la moitié de Tare TT' dans le
TT
cercle dont le rayon est -^r;doncy= , et TT'=ry. Nous
pouvons aussi, dans Téquation qui nous donne j, remplacer OT
par OT, avec lequel OT' te confond à la limite.
Enfin, nous savons que 0E = v, et que-^ OTxOE X 0= '
•j- OT X v0 = l'aire décrite par le rayon vecteur dans le temps 0,
ou enfin l'aire du secteur infiniment petit OAÂ'. Donc
2(OAA0
^^-ÔT^Te* Substituant ces valeurs, il vient :
ry , 2(0AA)_ 2r (OAAQ « ■'""OTXW OTXÔ"" (OT)*^ -^ê'
On peut observer que est la vitesse de Vaire décrite par
le rayon OA , vitesse qui, par hypothèse, est une quantité constante,
jectoire.
«t que — est la vitesse de V angle décrit par la tangente à la tra-
MESURE DE L'ACCÉLÉRATION
Pour transformer cette expression, inLi oduisons le rayon de courbure p de la trajectoire au point A. Le produit pX^) est la
valeur de Tare A A' ; et par suite pX $> X |- OT = (aire OA A'). Donc
2 (aire OAA')
XOT.
y 2 aire OAA^ i
Substituant dans la formule :
9r [OAAQ 2(QAA0
^pX(0T)-/,Xl0T)3^\ 6 y*
Le rapport
OAA'
est constant en tous les points de la trajec-
toire. L'accélération j varie donc proportionnellement à la fraction
r OA
ou
fig. 99.
pXOT^ ^"" ACxOTs'
le i^oint C de la normale AC étant le centre de courbure de la trajectoire au point A.
Projetons le point C en I sur la dire( tion AO ; les deux triangles AlC, OTA sont semblables, car ils ont les angles CIA et OTA égaux comme droits, et les angles CAÏ, AOT, égaux comme alternes-internes. Donc nous
avons la proportion :
Kepler a reconnu que chacune des planètes du système
solaire décrit une ellipse dont le soleil occupe Vun des foyers,
et que le rayon vecteur mené du
soleil à cette planète décrit des aires
égales en temps égaux.
On conclut immédiatement de
p'\ cette seconde loi que raccéléralion
totale de la planète est constamment -^..^ck
dirigée vers le soleil ; il reste à me- ^^^
surer celte accélération. ^'^- ^^'
Soit PP' =:2ale grand axe de Tellipse décrite par la planète ; S, l'un des foyers de cette ellipse, celui qu'occupe le soleil. L'accélération totale de la planète à son passage au point A est dirigée suivant AS, et elle a pour valeur,
. , /SAA' V 1 AG^ \ ^ / SA" Al"
C étant le centre de courbure de l'ellipse au point A, et I la pro* jection de ce centre sur le rayon vecteur AS.
SAA'
Le rapport — ;;— est Taire décrite pendant l'unité de temps.
Si donc T est le temps d'une révolution entière de la planète, et S Taire de Tellipse, ou le produit izab, on aura
SAA'
Tvab
LOIS DE KEPLER
La quantité b est le demi petit axe de l*ellipse. Elle est lice au demi grand axe a par la relation
fl« — 6« = a*e*,
e étant ce qu on appelle rexcentricité relative de Tellipse. On en déduit :
La formule à appliquer devient donc :
Mais dans Tellipsc on a (§ 67) Tégalité suivante:
Âr=ÂC*X-= ÂC'xflX(l — e»); a \ /»
il en résulte :
Donc l'accélération totalej de la planète est à chaque instant
i nvcrsement proportionnelle au carré de sa distance SA au soleil.
a' Kepler a reconnu plus tard que le rapport — - ne varie pas
d*une planète à Tautre, et il a formulé ainsi qu'il suit sa troisième loi : Les carrés des temps des révolutions sont entre eux comme les cubes des grands ajces.
Donc Taccélération, pour toute planète du système solaire, est inversement proportionnelle au carré de la distance de cette planète au soleil.
Nous montrerons comment Newton a pu déduire de ce fait cinématique la loi de la gravitation universelle.
MOUVEMENT DES SYSTÈMES INVARIABLES
DéFINinON DES SYSTÈMES INVARUBLES.
72. On appelle en mécanique si/stème invariable un ensemble de points dont les positions relatives ne peuvent être altérées, lin coi^s solide naturel est à peu près dans ces conditions : il y est à peu près seulement, parce que les forces qui agissent sur lui, si petites qu'elles soient, en altèrent légèrement la forme. Aussi on désigne souvent les systèmes invariables sous le nom de solides géométriques, •par opposition aux solides naturels dont Tinvariabilité n*est pas absolue. Un système invariable n'est après tout qu'une conception de Tesprit, et on n'en rencontre point dans les applications.
Supposons qu'un système invariable soit composé de n points distincts. Prenons parmi ces n points trois points particuliers A, B, C, non en ligne droite. Les distances AB, BG, AG, seront des quantités constantes, que Ton peut supposer connues. Pour définir la position occupée dans le système par l'un quelconque M des n — 3 autres points, on donnera les trois distances MA, MB, MG de ce point aux trois points A, B et G. La position effective du point M reste encore ambiguë avec ces p. ^^ données ; car les distances MA, MB, MG, conviennent également au point M' symétrique de H par rapport au plan ABG. La position relative des n points sera donc entière-
UÉCAN. EUS. SPÉCIAL, 5* A55. ^
SYSTÈMES
ment définie, sauf cette ambiguïté, si Ton donne : 1® les trois distances AB, BC, AC, ou les trois côtés du triangle ABC; 2® les trois distances à A, à B et à C, des w — 3 autres points. Le nombre des données nécessaires pour définir la forme d'un système de n points est donc égal à
ou bien à Zn — 6.
75. Cherchons ensuite le nombre de conditions nécessaires pour définir la position d*un système invariable dans l'espace.
Prenons encore trois points A, B, C, du système, non en ligne droite : la position du système sera entièrement définie, dès que les trois points A, B et C sel*ont connus de position. On peut
rapporter ia position de ces points à trois plans rectangulaires XOY, YOZ, ZOX; la position du premier point A sera connue par les irois coordonnées x, y^, z ie ce point.
La position du point B n est plus alors entièrement arbitraire , car la distance AB étant donnée, le point B se trouve sur une sphère décrite du point A comme centre avec celte distance AB pour rayon. Il suffira donc de donner deux des coordonnées du second point B, par exemple ir^ et y^; la troisième coordonnée Zi s'en] déduira eh cherchant l'intersection de la sphère avec la droite menée parallèlement à OZ par le point b du plan XOY, qui a pour coordonnée x^ et y^. Cette droite. coupe la sphère en deux points, et le point B cherché est l'un ou l'autre de ces points. Les conditions particulières de la question que l'on traite indiqueront celle des deux solutions qu'on doit adopter.
Ce choix fait, le troisième point C, dont les distances CA, CE, à deux points fixes sont connues, est assujetti à se trouver sur une circonférence de cercle qui a son centre sur la droite AB, et par suite il n'y a qu'une coordonnée à fixer pour que la position de èe point soit connue. Si Ton donne la coordonnée a:,, par exemple, le point C sera à l'intersection de cette circonférence avec le plan
Fig. lOÏ.
IS VARIABLES
mené parallèlement à YOZ, à une distance x^ de Torigine. Il y aura encore ici généralement deux solutions.
En résumé, la position du système est déterminée si Ton fait connaître :
les trois coordonnées, x^ y, z, du point A,
deux des coordonnées, o^i, î/j, du point B,
et une des coordonnées, x^, du point C,
ce qui fait en tout six conditions.
On prouverait de même que la position d'une figure invariable, mobile dans un plan ou plus généralement sur une surface, est déterminée quand on fixe la position de deux de ses points, ce qui exige trois conditions, et que le nombre des conditions nécessaires pour définir la position relative de n points formant une figure invariable située sur un plan ou sur une surface est égal k2n — 3 :
savoir la distance AB de deux points A etB pris dans la figure, et ]es deux distances MA,MB, de chacun desn — 2 autres points à ces deux-là : en tout 1 -4-^ (n — 2) = 2 n — 5.
Fig. 103.
HOUVEilENTS SIMPLES DES SYSTEMES INVARIABLES. — TRANSLATION.
74. On dit qu un système invariable mobile dans l'espace a un mouvement de ^rawsZa^iow, lorsque tous les points du système décrivent simultanément des portions de trajectoires égales et parallèles.
La position du système à une époque quelconque est entièrement définie par les positions de trois de ses points* non en ligne droite. Soient M,N,P, ces trois points.
Soit AB la trajectoire du point M, A^ B^ la trajectoire du second point N, A 2 B, la trajectoire du troisième P, non en ligne droite avec les deux premiers ; le mouvement du système sera une translation, si les trajectoires AB, AjB^, A^B, sont trois positions parallèles entre elles d'un seul et même arc de courbe.
Fig. 104.
TRANSLATION
A un certain moment, les trois points occupent sur ces trois trajectoires les positions M, N, P ; à un autre moment, le point M s'est transporté en M', le point N en N', et le point P en P' ; le triangle MPN est venu en M' P' N' ; or ce transport n'a pas altéré les côtés du triangle, et la courbe A'^B^ n'étant, par hypothèse, autre chose que la courbe AB déplacée parallèlement à ellemême d'une quantité MN, on a à la fois M'N'=MN, et arc NN'= arc MM'. On prouverait de même" que arc PP' = arc MM'= arc NN'. En définitive, le triangle M' F N' a ses côtés respectivement parallèles à ceux du triangle MPN. 11 en serait de même de tous les triangles formés en joignant dans le système trois points non en ligne droite ; de sorte que, dans ce genre particulier de déplacement, les arcs des trajectoires décrites à la fois par les divers points du système sont égaux et parallèles.
Si, au lieu de considérer les positions du système à deux ^, époques quelconques, nous prenons ces positions à deux époques infiniment voisines, le point M décrit, dans l'intervalle de temps infiniment petit qui sépare les deux époques, un élément rectiligne BIM' de sa trajectoire AB ; et tous les autres points N, P, décrivent des éléments NK', PF, égaux et parallèles à MM'. 11 en ré- Fig. lOo. gjjj^g q^Q igg vitesses de tous les points,
dans le mouvement de translation^ sont égales et parallèles: parallèles, parce qu'elles ont pour directions les directions des éléments MM', PP', NN'...; égales, parce quelles expriment le rapport de l'espace parcouru MM', NN', PF, qui est le même pour tous les points, à l'intervalle de temps B employé par le corps à passer de la position MPN à la position M' P' N'.
ROTATION
75. Le second mouvement simple d'un système solide est le mouvement de rotation.
Le système est lié invariablement à une droite fixe AB, nommée axe de rotation, de sorte que si on abaisse d'un des points mobiles une perpendiculaire MP sur AB, le mouvement du système laissera constante cette longueur MP. Le lieu décrit par le
Fig. 106.
ROTATION
point M est donc une oirconférence, dont le centre P est un point de Taxé AB, et dont le plan est perpendiculaire à cet axe. Un autre point N du système décrira une seconde circonférence dont le plan sera également perpendiculaire à ÂB, et dont le centre sera le point Q, projection du point N sur Taxe. La distance MN de deux q points quelconques du système n*est pas altérée par le déplacement commun, puisque le système est supposé solide. Par le point P, menons PN^, égale et parallèle à QN. Joignons NN^, etN^M. La droite QN est perpendiculaire à AB ; donc PNj, parallèle à QN, est aussi perpendiculaire à AB, et appartient au plan du cercle décrit par le point M. Mais NNi est égal et parallèle à PQ, comme côtés opposés d un parallélogramme ORN^N. DoncNN^ est perpendiculaire au plan du même cercle, et par suite à la droite NjM qui passe par son pied dans ce plan. Le triangle MNN^ est donc rectangle en N^. Le côté NNi de Tangle droit n'est pas altéré par le déplacement du solide, puisqu'il est constamment égal à PQ. L'hypoténuse NM ne Test pas non plus ; donc le troisième côté MN^ est constant pendant le mouvement. Or MN^ est le troisième côté d'un triangle PN^ M, dans lequel les côtés PM et PN^ = QN restent constants; et conime il est constant lui-même, l'angle MPN^ reste constant aussi.
Donc enfin, dam le mouvement de rotation d'un système solide autour d'un axe AB, V angle W\ de deux rayons MP, NQ, abaissés de deux points du système perpendiculairement à Caxe, reste constant^.
Si le premier rayon MP décrit dans le plan du cercle MP un angle a très-petit, dans un temps très-court, le second rayonNQ décrira dans le plan du cercle NQ, ce même angle a ; de sorte que
la vitesse angulaire, —, sera la même pour ces deux rayons.
* On appelle angle de deux directions qui ne se rencontrent pas, l'angle formé par deux droites menées parallèlement à ces directions par un même point de l'espace.
MOUVEMENT ELEMENTAIRE
Doue, dans le mouvement de rotation, la vitesse angulaire de chaque point autour de Taxe est à un même instant la même pour tous les points du système.
La vitesse linéaire du point M s'obtiendra en divisant par Q l'arc très-petit décrit par le point M ; or cet arc de cercle correspond à un angle au centre égal à a. Ajppelons r la distance MP; a étant évalué en parties du rayon, l'arc décrit par le point M sera roc, et par suite la vitesse linéaire du point M sera
-- = — X ^ ; c'est le produit de la vitesse angulaire commune
à tous les points du système par la distance du point considéré à Taxe.
Donc, dans le mouvement de rotation, la vitesse linéaire d*un point est le produit de la vitesse angulaire commune à tous les points du système, par la distance du point considéré à Vaxe; et les vitesses linéaires de deux points, à un même instant, sont proportionnelles aux distances de ces points à Vaxe de rotation.
Ainsi, à un même instant, .les vitesses linéaires des divers points d'un corps solide animé d'un mouvement de translation sont égales et parallèles, et les vitesses angulaires de tous les points d'un corps solide animé d'un mouvement de rotation autour d'un certain axe sont égales ; la vitesse linéaire d'un point particulier du système tournant est proportionnelle à la distance de ce point à Taxe, et.sa direction fait un angle droit non-seulement avec l'axe, mais encore avec le rayon abaissé du point perpendiculairement à l'axe de rotation.
On appelle mouvement élémentaire d'un système solide le
mouvement que ce système subit pendant un
M' temps très-court B ; dans ce petit intervalle de
temps, chaque point M décrit un petit élément
^ rectiligne MM' sur sa trajectoire , de sorte que
Fig. 107. si Ton considère les positions de tous les points
du système au commencement et à la fin du temps infiniment
petit, on pourra dire que chaque point M du système aura décrit,
CENTRE INSTANTANÉ
pendant cet intervalle de temps, la droite très-petite MM' qui joint la première position M de œ point à la seconde position M'. Le principe de :1a coexistence des mouvements élémentaires permet de décomposer le mouvement de chaque point du système en plusieurs autres mouvements, et nous^ferons voir qu'on peut de cette manière ramener tout mouvement élémentaire d'un solide à des mouvements élémentaires de rotation et de translation, tels que nous venons de les définir.
MOUVEMENT d'uNE FIGURE PLANE DANS SON PLAN. — CENTRE INSTANTANÉ.
n.Lorsqu une figure invariable plane se meut dans son plan, on peut toujours amener cette figure d'une de ses positions à une autre position par une rotation unique autour d'y,ne droite peirpendiculaire au plan.
La position de la figure dans son plan est entièrement définie par lespositionsparticulières de deux points de cette figure.Prenons donc deux points A et B de la figure dans sa première position, et considércms les positions k! et B' de ces mêmes points A et B dans la seconde position de la figure. Nous aurons AB=A' B' , et si nous menons deux droites indéfinies AB, A' B' tous les points de la droite AB, considérés comme faisant partie de la figure, viendront occuper les points correspondants de la droite indéfinie A' B% lorsque la figure mobile passe de la première position à la seconde. Ces deux droites AB, A'B', se coupent généralement en un certain point G, point d'intersection qui peut être envisagé à deux points de vue. Si on le regarde comme appartenant à la droite A^ B', c'est un point de la figure dans sa seconde position, et pour trouver le point D qui lui correspond dans la première, il suffit de prendre AD=A'C. Si au contraire on regarde le point C comme appartenant à la droite AB, il fait partie de la figure dans sa première position, et par suite il y a dans la seconde position de la figure un point E qm lui correspond; ce point E
CENTRE INSTANTANÉ
s'obtiendra en pr^pant sur le prolongement de A' B' une longueur B'E=BC. Nous aurons donc en définitive CD = CE. Prenons les milieux 1 et K de ces deux droites égales CD, CE, et élevons en ces points deux perpendiculaires 10, KO, aux directions des droites AB, A'B'. Le point également distant des trois points D, C, E, sera le centre d'une circonférence passant par ces trois points. Les cordes CD, CE étant égales, les angles au centre DOC, COE sont aussi égaux, de sorte que si Ton fait tourner la figure, prise dans sa première position, autour d'un axe perpendiculaire à son plan mené par le point 0,' et qu'on lui fasse décrire Tangle DOC, on amènera par cette rotation unique le point D à coïncider avec le point C, et le point C à coïncider avec le point E; la rotation suffit donc pour amener la figure de la première position â la seconde.
Remarque: Si l'on considère deux points A, A', qui se correspondent dans les deux positions de la figure, le point A, par la rotation autour de l'axe 0, vient se placer en A'' après avoir décrit un arc de cercle ayant le point pour centre. Doiic le point est également distant des points A et A^
Ceci a lieu pour tous les points dé la figure plane, de sorte qu'on peut énoncer le théorème de la manière suivante : Les perpendiculaires élevées au milieu des droites AA' qui joignent deux positions d*un même points concourent en un même point 0. On peut ajouter que l'angle AOk' est le même quels que soient les points considérés,
78. Corollaire. Supposons que les deux positions de la figure soient infiniment voisines l'une de l'autre. Alors chacune des droites A A' , qui joignent deux positions successives très-rapprochées A et A' d'un même point de la figure mobile, devient un arc infiniment petit de la trajectoire de ce point; la perpendiculaire élevée sur le milieu de AA' devient à la limite la normale à la trajectoire, et l'angle AOA' est l'angle infiniment petit dont on fait tourner la figure autour du point 0, ou plutôt autour de l'axe projeté en 0. Le déplacement considéré est enfin le déplacement élémentaire de la figure. De là résulte ce théorème :
Quand une figure plane invariable se meut dans son plan, 1® les normales élevées à un même moment atuc trajectoires des différents points passent par un même point 0, quon appelle le
CENTRE INSTANTANÉ DE ROTATION ; 2° pendant un temps très-court la figure tourne d'un angle infiniment petit autour de ce centre 0; 3" /es arcs décrits pendant un temps très-court par les divers points de la figure sont proportionnels aux distances de ces points au point 0.
79. Dans tout ce qui précède nous avons supposé qu'il s'agissait d'une figure plane; il est facile de voir que les mêmes conséquences s^ appliquent à un solide invariable lorsqu'il se meut parallèlement à un plan fixe; de sorte que Ton peut dire plus généralement :
Le mouvement élémentaire d'un solide qui se meut parallèlement à un plan fixe est une rotation instantanée autour d'un s axe perpendiculaire à ce plan. La position de Taxe se déterminera en cherchant le centre instantané de rotation de Tune des figures planes ohtenues en coupant le solide par un plan parallèle au plan fixe. Cette figure plane ne sortant pas de son plan par suite du mouTement du solide, subit un déplacement élémentaire qui est une rotation infiniment petite autour d'un point de son plan. Le solide entier subit donc la même rotation autour de l'axe élevé par le point perpendiculairement au plan fixe.
CONSTRUCTION DE TANGENTES A CERTAINES COURBES
80. Lorsqu'une figure plane de forme invariable se meut dans son plan, les normales élevées à un même moment aux trajectoires des différents points de celte figure passent par un même point 0, centre instantané du mouvement de rotation élémentaire. Si donc on peut constniire les normales aux trajectoires de deux points â et B de la figure, l'intersection de ces deux normales déterminera le point 0, et on aura la normale à la trajectoire d'un troisième point C enjoignant CO.
Soit par exemple (fig. 109) un triangle ABC de forme constante, qui se meut dans le plan du papier, de telle sorte que les deux sommets Â et B glissent respectivement siur deux droites fixes LX, LY; le point G décrit dans ce mouvement une certaine courbe, et l'on propose de mener la tangente à cette courbe.
On observera que la trajectoire du point A étant la droite
MOUVEMENT
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LY, la normale à la trajectoire est la perpendiculaire AO élevée au
point A sur cette droite; de même la normale à la trajectoire du point B est la perpendiculaire BO élevée enB sur la droite LX. Le point est le centre autour duquel la figure tourne pendant un temps infiniment petit quand elle passe de sa position ABC à une position infi^ niment voisine. Dans ce mouvement,, le point C décrit un élément normal à OC. On obtiendra donc la tangente à la courbe décrite par le point C en menant une droite CD perpendiculaire à OC. Les vitesses simultanées des trois points A, B, C, sont proportionnelles aux longueurs OA, OB, OC.
81 . Pour second exemple prenons le mécanisme employé dans les machines à vapeur sous le nom de trammission par bielle et
manivelle.
Un point A est assujetti à se déplacer le long de la droite
FX; le point B est assujetti à se mouvoir le long d*une circonférence ayant pour centre un point F de cette droite, et la longueur AB est constante.
AB représente la bielle^ BF la manivelle ; F est le centre de larlre de rotation ; le point A est la tête de la tige du piston qui reçoit dans le cylindre un mouvement alternatif; le point B est le bouton de la manivelle.
Le point B décrivant une circonférence, le centre instantané de la bielle est situé quelque part sur le rayon FB prolongé, car ce rayon est normal à la circonférence au point B. Le centre instantané est de plus situé sur une perpendiculaire élevée au point A sur la droite FX, trajectoire du point A. Donc il est en à l'intersection de ces deux droites.
Les vitesses simultanées du point B et du point A sont entre
Fig. 110.
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elles comme les distances OB et OÀ. Si donc v est la vitesse linéaire du point A, c*est-â-dire du piston, et V la vitesse linéaire du bouton de la manivelle, nous aurons
OB 0A
FB
'fk
FB
^Fic
Hais le point B, considéré comme appartenant à la manivelle FB, tourne autour du point avec une certaine vitesse angiilaire w, et sa vitesse linéaire V est égale au produit FB X w. Remplaçant V par cette valeur dans Téquation précédente, il vient, en supprimant le facteur commun FB,
t; = FKXw,
relation entre la vitesse linéaire v du piston et la vitesse angulaire w de larbre de rotation. Si la vitesse w est sensiblement constante, la vitesse du piston v est variable proportionnellement à la distance FK; elle est nulle quand FK est nulle, c'est-à-dire quand les trois points A, B et F sont en ligne droite, ou quand la manivelle passe aux points morts (iîg. 111) ; elle est maximum quand FK est maximum, c'està-dire quand la manivelle FB est perpendiculaire à FA. A ce moment, le point est donné par Tintersection de deux droites parallèles F^ B^, A^ 0^, et se trouve infiniment éloigné; la rotation instantanée se change alors en translation; car tous les points de la bielle A^ B^ ont à cet instant des vitesses égales, parallèles à la droite AF. *
ENVELOPPE DES POSITIONS
En général, la translation peut être regardée comme une rotation infiniment petite autour d'un axe infiniment éloigné. Toutes les normales élevées simultanément sur les trajectoires des différents points de la figure concourant en un point infiniment éloigné, sont parallèles; les éléments de trajectoires sont donc aussi parallèles; de plus les produits OA X 6*> des distances de chaque point par la vitesse angulaire commune à tout le système, ilevien-
Fig. m.
nent tous égaux, lorsque le facteur OA croît au delà de toute limite ; tous les points ont donc une vitesse linéaire égale, limite ou vraie valeur du produit OAXw, dans lequel OA croît indéfiniment tandis que o diminue jusqu'à devenir nul.
82. La considération du centre instantané de rotation peut servir aussi à déterminer le point où se coupent deux positions successives infiniment voisines d'ime ligne qui se déplace sans changer de forme.
Soient MN, W N', deux positions successives infiniment voisines d'une même ligne dans son plan. Soit AA' le chemin décrit par un point A de la ligne pour aller de sa première position A à sa
seconde A'; soit BB' le chemin décrit par un autre point B. Le centre instantané s'obtiendra en élevant les droites AO, BO, normales à AA', BB\ et en cherchant leur intersection 0.
Joignons le point à un point quelconque C de la première position de la ligne mobile. Si l'angle du rayon OC avec la courbe prise dans le sensCN est aigu, le déplacement du pint C, par suite de la rotation de la figure, s'opérera de manière à amener ce point en C d'un certain côté de MN, au delà de MN par
Fig. 112.
D'UNE LIGNE MOBILE DE FORME CONSTANTE
rapport au point 0, par exemple. Le contraire arrivera pour un autre point D, si l'angle de OD, avec la courbe, prise dans le même sens, est obtus au lieu d'être aigu; ce point passera en D', en deçà de MN par rapport au point 0. Donc la courbe M' N' coupe la courbe de MN en un certain point compris entre les points G et D; en définitive le point de rencontre des deux positions MN, M' N' infiniment voisines, est le pied P de la normale abaissée du point sur la courbe. Ce point P considéré comme lié à la courbé se déplace suivant la courbe elle-même par suite de la rotation instantanée, et l'élément qu*il décrit appartient à une ligne tangente à la courbe MN.
Par exemple faisons glisser une droite AB, de longueur constante, dans l'angle droit formé par deux droites fixes CX, CY. A un instant particulier, le centre instantané de la droite AB est le point 0, intersection des normales AO, BO, élevées aux trajectoires des points A et B, et le point P, pied de la perpendiculaire abaissée du point sur AB est un point du lieu des intersections successives delà droite AB,ou,commeondit,delacoMr&e enveloppe des positions de cette droite.
85. Cycloïde. La cycloïde est la courbe EFHG, engendrée par le mouvement d'un point F d'une circonférence OC, qui roule sans glisser sur une droite fixe AB. -
11 résulte de cette génération qu'à un instant quelconque Tare CF, compris sur la circonférence entre le point décrivant et le point de contact G de la circonférence avec la droite AB, est égal à la longueur GE ^^s- n*-
comprise sur cette droite entre le point de contact G et le point de départ E de la cycloïde.
Proposons-nous de mener la tangente à la cycloïde au point F.
Pour y parvenir remplaçons le cercle OG par un polygone d*un très-grand nombre de côtés, et voyons ce qui se passe lorsque ce polygone roule sans glisser sur la droite AB.
Le polygone vient successivement appliquer ses côtés sur la
Fig. 113.
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droite AB : soit cd le côté actuellement en contact ; le mouvement par lequel le polygone viendra appliquer sur AB le côté de à la suite du côté cd, sera une rotaUon autour du point d, sommet commun à ces deux côtés consécutifs. On voit donc que dans ce mouvement de roulement du polygone sur la droite^ les sommets successifs du
polygone servent , chacun à leur tour, décentres de rotation.
Lorsque le nombre des côtés du polygone augmente au delà de A a' b' c d «^ T' B toute limite, le polygone se con- Fig' 115. fondavec le cercle OC; la relation
s*opère toujours autour du sommet du polygcme qui se trouve actuellement sur la droite AB; donc à la limite elle s'opère autour du point C, point de contact du cercle et de la droite.
La droite CF (fig. 114) menée du point C au point décrivant est donc la normale à la cycloïdeau point F, et la tangente à la cycloïde, qui lui est perpendiculaire, s'obtiendra en joignant le point F au point K, extrémité du diamètre du cercle générateur qui passe au point G.
Par la même raison, la courbe décrite par un point M quelconque lié au cercle mobile, et entraîné dans son mouvement de roulement, a pour normale la 4roite CM.
Le même raisonnement prouverait que quand une courbe
mobile PQ roule sans glisser sur une courbe fixe AB, la normale au lieu décrit par un point M invariablement lié à la courbe mobile, s'obtient en joignant la position du point M à un certain instant, au point de Fig. 116. contact C par lec^uel les deux courbes se
touchent au même instant.
Le mouvement de roulement d'une courbe plane sur une courbe fixe tracée dans son plan prend le nom de mouvement épicyclcndal. V épicycldide est d'une manière générale la ligne décrite par un point d'une figure de forme constante dont une courbe roule sans glisser sur une ligne fixe. La cycloîde est l'épicycloïde particulière obtenue en prenantpourligne fixe une droite, pour courbe mobile un cercle, et pour point décrivant un point de la circonférence de ce cercle.
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MOUVEMENT CONTINU d'uNE FIGURE PLiNB DANS SON PLAN.
85. Nous savons que le mouvement élémentaire d une figure plane dans son plan est une rotation autour d*un certain point appelé centre instantané de rotation. Le mouvement continu de la figure'est donc une suite de rotations infiniment petites, &>,&>', &>'',... qu'on peut supposer connues, autour de centres successifs infiniment voisins^ dont la position est supposée donnée sur le plan.
Soient 0, 0', 0", 0"', les cenlres successifs autour desquels s'opèrent ces rotations. Considérons l'instant où la figure mobile pivote autour du point 0. Cette rotation amènera un certain point 0^ de la figure à coïncider avec le centre suivant 0'; pour trouver ce point 0^, il suffit de connaître l'angle &> dont la figure tourne autour du point 0, de mener 00^ dans une direction qui fasse avec 00' l'angle 0^ 00' = &>, et de prendre 004 = 00'. De cette construction il résulte en effet que la rotation &> de la f »?• n''figure autour de amènera le point mobile 0^ à coincider avec le point &te 0'.
La seconde rotation s'effectue autour du point 0', avec lequel coïncide alors le point 0^. 11 sera facile do trouver, par une construction analogue, le point 0, de la figure mobile qui viendra coïncider avec le centre de rotation suivant, 0". Prolongeons indéfiniment dans un mêmesens les côtés 00', O'O",... 00^, O^Oj,... Le point cherché est à une distance du point 0^ égale à 0' 0"; de plus la rotation qui amène Os sur 0" s'opère autour du point 0', et fait décrire à la figure mobile un angle total égal à la somme Ot Oj Tj -4- TO' 0" ; c'est cet angle que nous avons désigné tout à l'heure par &>'. Et comme TO' 0" est donné par la figure connue 00' 0" 0"', l'angle T^ 0^ 0, s'en déduit par l'équation :
TiOiO, = «' — T0'0\
On pourra donc construire le point 0, en faisant l'angle T^O^ 0, =w'— TO'O", et en prenant OiO,=0'0".
MOUVEMENT
On trouverait de même le point O3 qiii coïncidera avec le point 0'" en faisant au point 0, un angle TjOjOj = w'' — T'O'W, et en prenant A =0"0'".
Le mouvement de la figure mobile peut donc se définir par le roulement du polygone OOiOjOs.... lié invariablement à cette figure, sur le polygone 00'0"0'"... fixe dans le plan. A la limite, ces polygones se changent en des courbes, dont Tune roule sans glisser sur l'autre ; et l'on parvient ainsi à ce théorème : Tout mouvement continu d'une figure plane dans son plan est un mouvement épicycloïdal.
Lorsqu'à la limite, les côtés 00', O'O",' sont infiniment petits, les angles TO'O", T'0"0'",... sont les angles de contingence àt la courbe fixe , et les angles T^O^O,, Tfifi^j sont les angles de
contingence de la courbe mobile. A un instant quelconque, la courbe mobile tourne autour de son point de contact avec la courbe fixe, d'un angle qui est la somme des angles de contingence des deux courbes. On peut déduire de là une relation entre la vitesse angulaire de la rotation instantanée, et la vitesse linéaire avec laquelle le point géométrique de contact se déplace le long des deux courbes. Soit R=OA le rayon de courbure de la courbe fixe OB, p = OCle rayon de courbure de la courbe mobile OD- Soit V la vitesse avec laquelle le point géo- Fig. H8. métrique de contact se déplace le long des
deux courbes constamment tangentes l'une à l'autre. Dans un temps infiniment petit G, l'arc 00' =00^, parcouru sur chacune des deux courbes par le point de contact, sera égal à vB] or à cet arc correspond dans la courbe une un angle de contingence égal
à -TT- , et dans la courbe mobile, un angle de contingence égal
. La courbe mobile décrit donc dans le temps un angle total égal à la somme :
vB vB /l _^1\ ^
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La vitesse angulaire u s'obtient en divisant l'angle décrit par le temps 6 mis à le décrire ; donc
Si les courbures des deux courbes étaient dans le même sens, on trouverait de même
ta
ou bien
86. Pour donner un exemple de mouvement épicycloïdai , considérons le mouvement d'une droite AB de longueur constante, dont les extrémités A et B glissent respeclivenient sur deux droites fixes rectangulaires GX, GY. Gherchons comment nous obtiendrons ce mouvement en faisant rouler sur une courbe fixe une courbe liée invariablement à la droite AB.
Nous savons qu'à un instant quelconque le centre instantané de rotation est le point 0, intersection des deux droites AO, BO, élevées aux points A et B perpendiculairement à GX et à GY. Le point ainsi obtenu est le quatrième sommet du rectangle dont les deux côtés de l'angle droit sont G A et GB. La diagonale GO de ce rectangle est égale à l'autre diagonale BA, laquelle est constante par hypothèse. Donc GO est constant, et le lieu des centres instantanés sur le plan est une circonférence DEF décrite du point C comme centre avec un rayon GO égal à la longueur de la droite donnée. Voilà la courbe fixe trouvée.
Pour obtenir la courbe mobile, observons que le cercle circonscrit au rectangle AGBO est constant de forme, car il a pour diamètre la longueur AB qui est constante ; et que ce cercle, ayant son centre au point 1, sur le diamètre GO, est tangent au cercle
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fixe DEF. Ce cercle OBCA est la seconde courbe cherchée ; le mouvement deja droite BA s'obtient en effet en faisant rouler la circonférence OBCA sur la circonférence fixe DEF. Le déplacement élémentaire de la figure qui résulte du roulement du premier cercle sur le second, équivaut au déplacement élémentaire en vertu duquel les extrémités de la droite AB glisseraient sur les droites fixes CX, CY ; ces deux déplacements sont en effet deux rotations égales autour d'un même point, à savoir le point de contact des deux circonférences.
On peut observer que tout point de la circonférence mobile OBCA décrit une droite passant par le point C ; que le point I, centre de ce cercle, décrit, autour du point C comme centre, un cercle de diamètre égal à AB ; que tout point de la droite mobile AB décrit une ellipse qui a le point C pour centre, et les droites CX, CY, pour directions de ses axes principaux. Enfin, si l'on appelle v la vitesse avec laquelle le point de contact parcourt Tune ou l'autre des courbes OBCA, OEFD, et w la vitesse angulaire de la courbe mobile au même moment, la formule générale
R=CO=AB
p = OI = |AB.
Nous avons pris R avec le signe — dans l'équation, parce que les courbures des deux circonférences dont l'une roule sur l'autre sont ici dans le même sens, et que les angles de contingence se retranchent au lieu de s'ajouter.
Nous aurons donc
ou bien
v=wXAB.
Le point de contact se meut par conséquent sur la circonférence ED, avec une vitesse égale à AB X w, comme il est facile de le reconnaître directement.
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MOUVEMENT D^UNE FIGURE SPHERIQUE SUR LA tPHÈRE.
87. Les raisonnements que nous venons de faire au sujet du mouvement d'une figure plane dans son plan, s'appliquent identiquement au mouvement d'une figure sphériquesur Ja sphère, et sans les répéter ici, nous pouvons poser les théorèmes suivants :
1° Deux positions successives d'une même figure sphérique mohile étant données sur la sphère, on peut amener Ja figure mobile de Tune à l'aulre au moyen d'une rotation unique autour d'un diamètre de la surface.
2° Le mouvement élémentaire d'une figure sphérique mobile sur la sphère est une rotation infiniment petite autour d'un diamètre de la surface. Ce diamètre est appelé axe instantané à^hi rotation, et les points de rencontre de la sphère avec cet axe sont \e!& pôles instantanés,
3** Le mouvement continu d'une figure sphérique mobile sur la sphère est une suite de rotations infiniment petites, et peut s'obtenir en faisant rouler une ligne fixée à la figure mobile sur une ligne fixe tracée sur la sphère. En d'autres termes, le mouvement continu d'une figure sphérique mobile sur la sphère est uu mmivement épicyclcMal sphérique ,
MOUVEMENT d'uN SOLIDE INVARUBLE QUI A UN POINT FIXE.
88. Considérons un solide invariable, mobile autour d'un point fixe 0. Coupons ce solide par une surface sphérique S ayant le point comme centre. Nous obtiendrons pour intersection une certaine figure sphérique À, qui se déplacera à la surface de la sphère S quand elle sera entraînée par le mouvement du solide mobile. Le mouvement élémentaire de la figure A est, en vertu des théorèmes précédents, une rotation infiniment petite autour d'un diamètre de la sphère; donc le mouvement élémentaire du solide lié à la figure A est une rotation infiniment petite autour d'un axe instantané passant par le point 0. Nous savons de plus que le mouvement continu de la figure A sur la sphère S peut s'obtenir en faisant rouler une ligne L, appartenant à la figure A, sur une ligne \ tracée sur la surface de la sphère S. Ce mouvementde la figure A suffit pour définir le mouvement du
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solide invariable. Or, nous pouvons considérer les lignes L el X comme les directrices de deux surfaces coniques ayant le point pour centre commun ; le roulement de L sur > équivaudra au roulement du cône (0,L) sur le cône fixe (0,X), de sorte qu'en
définitive le 'mouvement continu (Tun solide invariable qui a un point /ire, peut s'obtenir en faisant rouler une surface conique appartenant au solide et ayant pour sommet le point 0, sur une seconde surface conique ayant également pour sommet le point 0, mats Fig. 120. restant fixe dans F espace. L'axe instan-
tané de rotation du solide, à un moment donné, est la génératrice de contact OM du cône mobile avec le cône fixe à ce même instant. Les résultats auxquels nous sommes parvenus pour le mouvement dans un plan ou parallèlement à un plan, sont des cas particuliers du mouvement d*un solide ayant un point fixe. La spbère se change en un plan quand son rayon grandit au delà de toute limite; le point s'éloignant indéGniment, les cônes (OjL), (0,X) se changent en des cylindres, et lés lignes L et > sont les sections de ces cylindres par des plans perpendiculaires à leurs génératrices. Le mouvement continu d'un solide invariable mobile qui se déplace parallèlement à un plan est donc le résultat du roulement d*une surface cylhidrique liée au corps sur une surface cylindrique fixe dans Vespace, et les génératrices de ces deux surfaces sont perpendiculaires au plan parallèlement auquel s'effectue le mxmvement du solide.
MOUVEMENT ÉLÉMENTAIRE d'uN SOLIDE LIBRE DANS L^ESPACE.
89. Supposons enfin qu'un solide invariable soit mobile dans l'espace, mais que son mouvement ne soit assujetti à aucune restriction, et cherchons ^ manière la plus simple d'en concevoir le mouvement élémentaire.
Soient A, B» G, D,... ,les positions à un. certain moment des divers points du système.
Soient A^ B', G^ D^...les positions des mêmes points au bout d'un temps G très-court.
D'UN SOLIDE LIBRE
Le déplacement élémentaire de chacun de ces points est représenté par les droites de jonction A A', BB', ce, DD', lesquelles seront infiniment petites, et seront égales aux produits des vitesses respectives des ^^^
points A, B, G, D... par le temps 0. ^^^^^
Appliquons à tous ces points, moins ^' w
un, la théorie de la composition des , ^^^p-
vitesses. Nous pouvons regarder la vitesse du point B, laquelle est pro- Fig. 121. portionnelle à BB', comme décomposée en deux autres vitesses BB", B"B', dont lune BB" soit égale et parallèle à la vitesse AA' du point A. De même, en menant CC" égal et parallèle à AA', et joignant C C", nous pouvons regarder la vitesse CC du point C comme la résultante d'une vitesse égale et parallèle à celle du point A, et d'une seconde vitesse représentée en grandeur et en direction par C" C. Faisons de même pour le point D et pour tous les autres points du système.
Il en résultera que le mouvement élémentaire du solide peut être décomposé en deux mouvements : 1^ L'un, en vertu duquel tous les points du système décrivent ^,
dans le temps B des chemins AA', p ^^^^^ p,
BB", CC", DD",... égaux et parallè- a a,
les; ce premier mouvement est donc un mouvement de translation ;
2** Le second, en vertu duquel les points B, C, D..., amenés en b", C", D"... par le premier mouvement, décrivent les chemins B" B', C" C, D"D'... pendant que le point A, parvenu en A', reste fixe. Ce second mouvement élémentaire est le mou- ^*^* ^ *
vement d un solide invariable qui a un point A fixe; c'est donemne rotation infiniment petite autour d'un axe instantané PP' passant par le point A.
Nous avons donc ramené le mouvement élémentaire du solide à deux mouvements simples, une translation et une rotation, et comme nous pouvions faire cette décomposition en partant de
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tout autre point que le point A, on voit qu'elle est possible d'une infinité de manières.
Mais on peut, parmi toutes les décompositions possibles, en trouver une qui donne l'image la plus simple du mouvement du solide.
Pour cela, décomposons la translation commune AA' en deux translations, l'une parallèle à l'axe PP', l'autre perpendiculaire à cet axe ; il suffit pour cela (fig. 122) d'abaisser du point A' une perpendiculaire A'A, sur l'axe PP', et de regarder la vitesse A A' comme la résultante des deux vitesses simultanées AA^, A^A', puis de substituer de même aux vitesses BB", CC", DD", les vitesses simultanées BB^ et B^B'', CC^ et CiC", DD^ et D^ D"..., respectivement égales et parallèles à AA^ et A^A". De cette manière, pour chaque point B, nous pourrons substituer au contour BB" B', formé de deux côtés, le contour BB^ B" B', qui est formé de trois côtés, représentant trois vitessfes simultanées.
Or remarquons que deux de ces côtés sont à angl& droit sur Taxe PP', savoir le côté B^B^, qui est parallèle à A'A^, et le côté B" B', qui est le chemin infiniment petit décrit par un point du solide en vertu d'une rotation autour de cet axe. Les deux vitesses B'Bi et B" B' sont donc perpendiculaires à PP'I; par suite leur plan est aussi perpendiculaire à PP' ; donc, enfin, la vitesse résultante B^ B' de ces deux vitesses prises en particulier est aussi perpendiculaire à PP',ou parallèle à un plan normal à cette droite. Il en est de même de toutes les vitesses C^ C'^ D^ D', obtenues en composant la vitesse due à la rotation autour de PP' avec la vitesse égale et parallèle à A^ A'.
Nous ramenons de celte manière le déplacement élémentaire du solide aux deux mouvements suivants :
1° Une translation, égale à AAj et parallèle à PP';
2<* Un mouvement en vertu duquel les divers points A , B, C, D..., reçoivent simultanément des déplacements A^ A', B^B', C^C, DiD', tous parallèles à un même plan normal à PP'. Ce mouvement élémentaire est donc une rotation instantanée autour d'un axe perpendiculaire à ce plan, c'est-à-dire parallèle à PP', c'est-à-dire, enfin, parallèle à la translation.
On donne à ce t axe particulier le nom à' axe instantané de rotation et de glissement ou, plus simplement, d*axe instantané glissant.
Le mouvement élémentaire d'un solide mobile est donc le ré-
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sultat d'une rotation infiniment petite autour d'un certain axe, le long duquel le solide subit en même temps une translation infiniment petite ; c'est un mouvement analogue au déplacement infiniment petit que subit une vis mobile] dans son écrou, ou, en d'autres termes, ce^t un mouvement hélicoïdal,
90. Pour trouver l'axe instantané glissant, on peut avoir recours à la construction suivante :
Prenons dans le solide trois points A, B, C, non en ligne droite ; le mouvement de ces trois points suffit pour définir le mouvement du solide.
Considérons les vitesses V, V, V que possèdent respective^ ment ces trois points à un moment donné.
On les suppose connues en grandeur e.t en direction.
Par un point quelconque H de Tespace, menons trois droites Ha, Hfr, Hc, égales et parallèles aux vitesses V, V, V" des points A, B, G. Nous pourrons toujours choisir ces points de manière que leurs vitesses ne soient pas parallèles à un même plan^ Les trois points a, b, c, détermineront un plan ; du point H abaissons sur ce plan une perpendiculaire HM, et joignons Ma, Mb, Me. Nous pouvons décomposer la vitesse V = Ha, en deux vitesses simultanées HH, Ma ; de même la vitesse V = Ht, en deux vitesses HM, Mb; enfin, V"== Hc, en deux vitesses HM, Me. Nous ramènerons de cette manière les vitesses des trois points A, B, G, à une composante commune HM et à trois, autres composantes Ma, Mt, Me, perpendiculaires â la première, et parallèles à un même plan abc, normal à HM. La droite HM sera la vitesse de translation du système F»g- im-
mobile parallèlement à l'axe instantané glissant. Nous déterminons par cette construction, la direction de l'axe et la vitesse de la translation. Il reste à trouver la position vraie de Taxe et la
' Autrement toutes les yitesses des points du système étant parallèles à un plan fixe, le mouvement du corps serait parallèle à ce plan, et au lieu du cas général, on retrouverait un cas déjà examiné.
MOUVEMENT HÉLICOÏDAL
grandeur de la vitesse angulaire de la natation. Pour cela^ considérons isolément le mouvement de rotation auquel correspondent les vitesses simultanées Ma pour le point À, Hb pour le point B, Me pour le point C. Menons par le point À une drmteÂA^ égale et parallèle à Ma; par le point B une droite BB^ égale et
parallèle à Mb; par le point G une droite CC| égale et parallèle à Me. Puis projetons orthogonalement la figure ainsi construite sur im .^^ plan RR' parallèle au plan abc. Les vitesses / ÂA|, BB|, CG^ se projetteront sur ce plan en
/ vraie grandeur. Supposons ce plan rabattu sur
le plan du papier (fig. i24), et soient A', B', ^' G' les projections des points A, B, C , et A'A'i,
Fig. 124. B' B\, G' G\ les projections des vitesses égales
et parallèles à Ma, Mb, Me. Le centre instantané de rotation de la ligure projetée s'obtiendra en menant les normales A'O, B'O, G' aux vitesses A'A\ , B'B'i, G'G\ des trois points projetés. Ces trois normales se rencontreront en un même point 0, qui sera le pied de Taxe instantané glissant : on obtiendra la position vraie de cet axe en menant par ce point (fig. 125) une droite 00^ perpendiculaire au plan RR' ou parallèle à HM. La vitesse de rotation du système autour de cet axe sera représentée par Tun des trois rapports égaux:
^_M^_Mc OA'—OB' — OC
Le problème est donc entièrement résolu.
Remarques. La construction que nous venons de faire montre bien que le mouvement élémentaire d'un solide libre dans Tespace ne peut être ramené que d'une seule manière à la coexistence d'une translation et d'une rotation autour d'un axe parallèle à la translation.
L'axe instantané glissant est celui pour lequel la vitesse de translation est la moindre, car elle est «mesurée par la • longueur de la perpendiculaire HH, tandis que toute autre décomposition donnerait Fig. 125. lieu à une translation HM^ plus grande
que HM, et à trois vitesses M'a, M'^, M'o, parallèles au plan abc
MOCVEMENT CONTINU D'UN SOLIDE
et correspondant, par conséquent, à une rotation autour d'une perpendiculaire à ce plan. On peut observer aussi que si, par un point H de l'espace on mène des droites égales et parallèles aux vitesses des divers points d'un système mobile à un moment donné, les extrémités de ces droites seront toutes situées dans un même plan.
MOUVEMENT CONTINU D*UN SOLIDE INVARIABLE DANS l'eSPACE.
91 . Le mouvement continu d'un solide invariable est une suite de mouvements élémentaires qu'on peut ramener chacun à une rotation autour d'un certain axe instantané et à une translation le long du même axe. Considérons la surface réglée, lieu des positions successives de l'axe instantané glissant dans l'espace ; considérons de plus les positions successives de l'axe instantané dans le corps solide ; ces positions successives y dessineront une seconde surface réglée appartenant au solide et entraînée dans son mouvement. Le mouvement continu du système sera donc un rpidementde la surface mobile sur la surface fixe, en vertu duquel la surface mobile viendra appliquer successivement ses génératrices rectilignes sur les génératrices rectilignes de la surface fixe en tournant autour de chacune d'elles; mais, outre ce roulement, la surface mobile éprouvera le long de chaque génératrice de contact un glissement ou translation. Nous venons de remarquer que la vitesse correspondante à ce dernier mouvement est moindre que pour toute autre décomposition du mouvement du solide en une translation et une rotation.
COMPOSITION DES MOUVEMENTS ëLÉHEKTAIRES.
92. Nous avons vu (g 47), que quand un point mobile M est animé à la fois de deux vitesses, MA, MB, la vitesse correspondante au mouvement effectif de ce point est représentée en grandeur et en direction par la diagonale MC du parallélogramme MACB construit sur ces deux vitesses, ou par le troisième côté MG du triangle MAC, dans lequel le côté AC est égal et parallèle ^»?- ^^6.
à la vitesse MB, et est mené par Textrémité A de la vitesse MA.
REPRÉSENTATION GRAPHIQUE
Nous nous proposons ici d'étendre aux mouvements simples d'un corps solide cette théorie de la coexistence des mouvements établie d'abord pour un point unique.
Les mouvements simples sont la translation et la rotation. Une translation est donnée quand on en connaît la direction et la vitesse linéaire. Une rotation est connue quand on donne la position vraie de l'axe autour duquel elle s'accomplit, et la vitesse angulaire. Il faut avoir soin d'ailleurs de fixer pour la translation comme pour la rotation le sens dans lequel ces mouvements simples s'opèrent.
Pour la translation, ce sens est indiqué parle sens même de la
droite parallèle à la translation; de sorte 'b qu'une droite finie ÂB, prise dans le sens A6, définit complètement la grandeur, le sens et la direction d'une translation. On saura en Fig. 127. effet que cette translation s'opère parallèle-
ment à AB, dans le sens AB, et avec une vitesse égale à AB, de sorte que dans un temps infiniment petit B le système considéré aura décrit en vertu de ce mouvement le chemin ABx 6. La droite AB peut d'ailleurs être déplacée comme on voudra dans l'espace pourvu qu'on n'altère ni son parallélisme, ni son sens, ni sa grandeur.
On peut représenter de même par une droite finie LM, prise dans un sens particulier LM, la grandeur et le sens d'une rotation. La direction indéfinie LM est l'axe de cette rola- *^ tion; la position de cette, droite doit être alors fixée d'une manière précise. La longueur LM est la mesure de la vitesse de la rotation; c'est la longueur de Tare décrit dans l'unité de temps par un point du corps ^^^ tournant situé à l'unité de distance de Taxe. On */ connaît donc par là la position de l'axe et la vitesse angulaire du corps, et il reste à fixer le sens dans leig. 128. qygj jg eorps tourne. On convient d'attribuer à l'axe LM le sens dans lequel un observateur, couché le long de cet axe, verrait la rotation s'effectuer de gauche à droite, dans le sens du mouvement ordinaire des aiguilles d'une montre. Dire que l'axe a la direction LM, c'est dire que Tobservateur devrait avoir les pieds en L et la tête en M ; comme il voit toujours le mouve-
DES ROTATIONS. — SIGNES
ment s'opérer de gauche à droite, le sens delà rotation est défini: elle a le sens indiqué par la flèche F.
C'est tout cela que nous entendrons désormais par l'expression axe d'une rotation; Taxe sera pour nous une longueur finie, prise sur l'axe géométrique autour duquel tourne un système, égale à la vitesse angulaire de ce système et enfin dirigée dans un sens tel que Tobservateur couché le long de cet axe voie le système tourner de gauche à droite.
Cette convention permet d'attribuer des signes aux rotations effectuées autour d'axes rectangulaires coordonnés, OX, OY, OZ. Si la rotation s'effectue autour de OX, le sens de l'axe sera le sens OX lorsque ]a rotation s'opérera de Y vers Z; car alors l'observateur, pour la voir s'effectuer de gauche à droite, se couchera les pieds en 0, la tête en X ; la direction de l'axe est dans ce cas celle des abscisses positives, et on dira par suite Y/ que la rotation est positive. Si, au con- Fig. 129.
traire, elle s'effectuait de Z vers Y, le sens de Taxe serait OX', du côté des abscisses négatives, et la rotation serait dite négative; on reconnaîtrait de même facilement qu'avec la direction donnée habituellement aux parties positives des trois axes coordonnés, la rotation est positive autour de l'axe OY, quand elle s'opère de Z vers X, et autour de Taxe OZ, quand elle s'opère deX vers Y.
Ces préliminaires posés, nous allons chercher les règles de la composition des mouvements simples définis par des droites données de position, de sens et de grandeur. Les cas à examiner successivement sont les suivants :
Composition de deux translations.
Composition de deux rotations ,
Composition d'une translation et d'une rotation
Autour d'axes parallèles.
Autour d'axes concourants.
Autour d'axes qui ne se rencontrent pas.
Perpendiculaires entre elles.
Quelconques.
COMPOSITION DES TRANSLATIONS
COMPOSITION DE DtUX TRANSLATIONS.
95. Soient MA, NB, deux translations simultanées, données eu grandeur, en direction et en sens.
Pour trouver le mouvement résultant, considérons un point quelconque P du système qui subit ces deux translations. Ce point est animé à la fois de deux vitesses, 1 une PQ, égale et parallèle à la vitesse MA de la première translation, lautre PR
égale et parallèle à la vitesse NB de la seconde translation. Ces deux vitesses se composent en une seule PS, diagonale du parallélogramme construit sur les deux vitesses PQ, PR. La même construction
jj J s'applique à tous les points du système
mobile, et la vitesse résultante qu elle ^^* ^ * détermine sera pour chacun égale et pa-
rallèle à PS. Tous les points sont donc animés de vitesses égales et parallèles; le mouTement du système est par suites une trans* lation, déterminée en grandeur, en direction et en sens, par la droite PS, diagonale du parallélogramme construit sur les deux translations données.
De là résulte la règle suivante :
Pour composer deux translations données, on mené par un point quelconque de V espace deux droites égales et parallèles à ces translations, et on achève le parallélogramme compris sous ces deux droites; la diagonale du parallélogramme est la translation résultante cherchée.
On peut inversement décomposer d*une infinité de manières une translation donnée en deux translations simultanées. Il suffit que la translation donnée soit la diagonale d*ui^ parallélogramme dont les côtés représentent les translations cherchées.
COMPOSITION DES ROTATIONS
rotations données; smtu la vitesse angulaire de la première; fj la vitesse angulaire de la ^conde ; nous supposerons d aboi-d que les rotations soient de même sens, c^est-à-dire que lès axes soient dirigés dans le même sens à partir des points et 0'.
Le système qui subit ces deux rotations simultanées ^ déplace en vertu de chacune parallèlement au plan du papier ; le mouvemeot résultant consiste donc aussi dans un déplacement parallèle au plan du papier, et par suite, le mouvement résultant est, soit une translation parallèle à ce plan, soit une rotation autour d'un axe perpendiculaire à ce plan. Dans co ce dernier cas, nous devons trouver dans ^ ^ ««>' le plan du papier un point qui reste fixe en vertu de deux rotations simultanées; S c| S^
ce point sera le pied de Taxe cherché. Fig. i3i.
Prenons sur la droite 00' un point C quelconque. Ce point, considéré comme subissant seulement la rotation o, s'abaissera au-dessous de 00' pendant le temps infiniment petit 0, d'une quantité égale à wÔX OC ; considéré comme subissant uniquement la rotation gj', il s'élèvera, pendant le même temps de la quantité w'exO'C ; et par suite, ce point C restera immobile en vertu de la coexistence de deux rotations si l'on a l'égalité
û>0 X OC = w'ô X 0' C, ou la proportion
OC
On obtient donc un point C fixe dans le mouvement résultant en partageant .la dJLstançe 00' en deux segments réciproquement proportionnels aux yitesses angulaires &>, e^'. Ce point est le pied de l'axe de la rotation résultante, lequel est perpendiculaire au plan du papier.
Il reste à trouver la grandeur û de cette rotation résultante.
On la déterminera en considérant le mouvement du point 0' qui coïncide avec l'un des axes. Ce point étant situé sur l'axe 0' ne reçoit aucun déplacement par suite de la rotation &>' ; son mouvement est donc entièrement dû à la rotation &), et en vertu de cette rotation, il s'abaisse au-dessous de 00' dans le temps d'une quantité égale à uO X 00'. On substitue aux deux rota-
OC
et par suite
«' + « OC-f-O'C
Et comparant cette proportion à la première, nous en déduisons
La rotation résultante est donc la somme des deux rotations composantes; elle est d'ailleurs de même sens que chacune d'elles.
w ^, 95. Supposons en second lieu
^ >= — ^ que les rotations parallèles soient
- , de sens contraires.
^0 0' Cherchons encore sur la direc-
Fi§- *32. tion 00' un point C qui reste im-
mobile en vertu de la simultanéité des deux déplacements correspondants à chacune des rotations données. Ce point se trouvera sur le prolongement de 00', et du côté de la rotation la plus grande ; il sera défini par l'égalité
wex0C = w'dx0'C, ou par la proportion
OC^_û/ 0'C""û)'
Le point C est déterminé par la condition que ses distances aux centres et 0' soient en raison inverse des rotations correspondantes.
Le mouvement résultant est donc une rotation autour d'un axe perpendiculaire au plan du papier et passant par le point G. Appelons û la grandeur de cette rotation unique. Nous déterminerons û en considérant le mouvement du point 0' ; comme il ne reçoit aucun déplacement de la rotation &>', ses déplacements doivent être les mêmes, qu'on le considère comme entraîné par la rotation 6> autour de 0, ou par la rotation û autour de G. Don c
ÛX0'C=:«X00',
et par suite
Mais
a/__ oc w""0'C'
et par suite
OJ
— ft»^_ o^c— oc _ oy
Donc enfin
û = ûi — ûi'.
La rotation résultante est la différence des deux rotations composantes, et elle a le sens de la plus grande.
CAS PARnCULIER DE DEUX ROTATIONS PARALLÈLES, ÉGALES ET CONTRAIRES.
96. Supposons que les deux rotations &> et <ù soient égales , mais contraires. Les formules précédentes deviennent
et
La première équation nous indique que le point G est infiniment éloigné ; car 0' G surpasse OG d'une quantité oon-
OC stante 00' , et pour que le rapport -^7^;- puisse être considéré
comme égal à l'unité) il faut et il suffit que la distance OC soit infiniment grande par rapport à la distance constante 00'. La seconde équation nous apprend que &> est nul ; de sorte que notre méthode nous conduit à un mouvement résiillant qui est une rotation nulle autour d*un^ axe infiniment éloigné.
Nous avons déjà fait pressentir (§ 8i) que ce mouvement particulier était l'équivalent d'une translation. Il est facile de vérifier qu'une translation est la résultante de deux rotations simultanées parallèles, égales et contraires.
Prenons un point M quelconque du plan ; la rotation &> autour de imprime à ce point un déplacement MA, perpendiculaire à
la droite MO, et égal à w0 xMO. La rotation (ù autour de 0' lui imprime un déplacement MB=;wexMO', et le déplacement résultant est représenté par la diagonale MN du parallélogramme B. MANB, construit sur les côtés HA, MB.
N Le triangle MAN a son côté MA perpen-
Fig. 133. diculaire et proportionnel à MO ; le côté
AN = MB, est perpendiculaire et proportionnel à MO'; l'angle MAN est égal à OHO'; par suite le triangle MAN est semblable à OMO', et MN, homologue de 00', lui est proportionnel et normal. Les déplacements résultant des points du système, tous perpendiculaires à une même direction 00', sont parallèles entre eux. On a de plus la proportion
COMPOSITION DES ROTATIONS
MN
Le rapport — — est la vil esse linéaire de celte translation.
Elle est égale à wXOO', ou au produit de la rotation commune par la distance 00' des deux centres de rotation.
En résumé, deux rotations parallèles y égales et de sens opposes, se composent en une translation perpendiculaire à la droite qui joint les centres des rotations, et égale au produit de la rotation commune par la distance de ces centres.
On a donné le nom de couple de rotation à Tensemble de deux rotations égales, parallèles et de sens opposés ; un couple de rotation équivaut à une translation ; la mesure de cette translation est le produit de la vitesse angulaire commune aux deux rotations par la distance des centres, qu'on nomme bras de levier du couple.
COMPOSITION d'une rotation ET D^ONE TRANSLATION PERPENDICULAIRE
A LA ROTATION
97. Soit le pied de l'axe de la rotation w ; et soit AB la droite, perpendiculaire à cet axe par ^^
hypothèse, qui représente en grandeur, w
en direction et en sens la vitesse v de ^
la translation donnée. o c
Du point 0, abaissons une perpendiculaire OD sur la direction AB , et ^'^' ^^' cherchons sur cette droite un point C qui reste immobile en vertu delà coexistence des deux mouvements qu'il subit.
En vertu de la rotation, le point C s'abaisse au-dessous de OD, perpendiculairement à OC, d'une quantité w0 X OC ; et en vertu de la translation il s'élève au-dessus, dans une direction perpendiculaire à OC, d'une quantité vO. Il reste donc immobile si l'on a
ou
ta
Le point C est donc l'axe de la rotation résultante.
HÉCAK. EX8. SPÉCIAL, S* ;XX. il
COMPOSITION
La grandeur û de cette rotation se déduit du déplacement du point 0. Ce point, ne subissant que la translation, s'élève au-dessus de OD de la quantité vB ; la rotation O autour de G Télève de ûôxOC. Donc ûXOG=i;, et par suiteQ:=«.
La composition de la translation v avec la rotaticm perpendiculaire 0), a donc pour seul effet de déplacer l'axe de rotation d'une quantité
OC = - , sans altérer ni la grandeur,
tû'
ni le sens de cet axe.
*^* ^^^' On pourrait parvenir à ce résultat en
employant un couple de rotation. En effet, après avoir déterminé le point C suv la droite OD, par l'équation
«xOC = t;,
nous pouvons considérer la translation v comme remplacée par deux rotations simultanées, égales à &>, parallèles, et de sens contraires: l'une &>', ayant lieu autour de Taxe C, l'autre &»", autour de l'axe 0, et contraire à la rotation donnée w. Nous savon en effet que le couple (w',w") équivaut à la translation wXOC, ouv, dans le sens de la flèche. Or les rotations a> et w", égales et contraires autour du même axe, se détruisent, et il reste une rotation autour de C, égale et de même sens que la rotation &>.
COMPOSITION DE DEUX ROTATIONS CONCOURANTES
98. Soient OÂ, OB, les deux axes de rotation. Ils représentent, comme on sait, la position de Taxe fixe, la grandeur de la vitesse angulaire, enfin le sens du mouvement. Le point de cî)ncours des deux axes restant fixe dans les deux mouvements composants, reste encore fixe dans le mouvement résultant ; ce mouvement est donc une rotation autour d'un axe passant par le point 0.
Consiruisons le parallélogramme OACB sur les deux axes OA, OB, et menons la diagonale OC. Je dis que cette diagonale représente en direction, en grandeur et en sens, l'axe de la rotation résultante.
Nous commencerons par prouver que l'axe OG reste immobile
DE DEUX ROTATIOJNS CONCOURANTES
Figr. 136.
par suite des déplacemenls simultanés dus aux rotations w autour de OA, et w' autour de OB. Il suffit pour cela de montrer que le point G reste fixe.
Or, en vertu de la rotation w, le point G se déplace perpendiculairement au plan de la figure, et s'enfonce derrière ce plan d'une quantité égale à wôxGa, en appelant Ga la perpendiculaire abaissée du point G sur la direction OA.
En vertu de la rotation w', le point G se déplace en avant du même plan et perpendiculairement à ce plan , d*une quantité w'0 X C6, Cb étant la perpendiculaire abaissée du point G sur le côté OB prolongé.
Le point G resle donc imnnobile si l'on a l'égalité
w X Ca = w' X Cb.
Mais les vitesses w et &>' sont représentées sur la figure par les longueurs OÂ, OB des axes de rotation. L'égalité précédente devient donc
OAxCa = OBxC^
et sous cette forme, on reconnaît (|u'elle est satisfaite, carOAx Ca mesure le double de Taire du triangle OAG, etOBx Cb mesure de même le double de Taire du triangle OBG, qui est égal au triangle OAG.
Le ^oint G restant ûxe ainsi que le point 0, OC est la direction de Taxe de la rotation résultante.
Appelons û la grandeur de cette rotation. Pour la déterminer, considérons le mouvement d'un point quelconque B de Taxe OB ; ce point ne subit aucun déplacement en vertu delà rotation u', puisqu'il est situé sur Taxe de cette rotation. Ses déplacements doivent donc être les mêmes, qu'on les déduise de la rotation &> autour de OA, ou de la rotation a autour de OG. Du point B, abaissons sur OA et OG des perpendiculaires OE, OF. En vertu delà rotation OA, le point B se déplace perpendiculairement au plan du papier, en arrière de ce plan, d'une quantité égale à
COMPOSITION
wexBE ; en vertu de la rotation OC, il se déplace dans la même direction et, dans le même sens, d'une quantité û0 XBF et nous
avons régalité
wxBE= QxBF.
Mais la vilessc &> est représentée sur la figure par la longueur A de Taxe autour duquel s'effectue la rotation w. Le produit caXBE, ou OAxBE, mesure Taire du parallélogramme OACB. Le produit OGxFB mesure le double de Taire du triangle OCB, c'est-à-dire Taire du même parallélogramme. Donc
OAxBE = 0CxFB.
Or
w = OA ;
donc
Q = OC
La rotxiiion résultante de deux rotations concourantes est donc représentée en direction^ en grandeur et en sens, par la diagonale OC du parallélogramme construit sur les axes OA et OB des deux rotations données.
COMPOSITION DE DEUX ROTATIONS NON CONCOURANTES ET NON PARALLÈLES, ET COMPOSITION d'une ROTATION AVEC UNE TRANSLATION QUELCONQUE.
99. Soient OA, O'B, les axes de deux rotations qui ne sont ni parallèles, ni concourantes.
Par le point 0', menons une droite O'A' égale et parallèle à OA, mais dirigée en sens contraire, puis achevons le parallélogramme dont O'A' est le côté et 0' B la diagonale. Il sufGra pour cela de joindre BA', et de mener par les points 0' et B des parallèles O'C, BC, aux côtés BA', O'A'.
La ligne O'B étant la diagonale du parallélogramme construit sur les deux côtés O'A', O'C, la rotation O'B est la résultante de deux rotations, O'A' et O'C ; et nous pouvons substituer à la rotation donnée l'ensemble de ces deux nouvelles rotations.
DE DEUX ROTATIONS NON CONCOURANTES
Hais les deux rotations OA, O'A', sont égales, parallèles et de sens opposés. Donc (§ 96) elles équivalent à une translation, perpendiculaire au plan des parallèles OA, O'A', et égale au produit de la rotation OA par la distance DE des deux parallèles.
Le problème est donc ramené à la composition d'une rotation O'C avec une translation MN donnée (tig. 138).
Nous pouvons décomposer la translation MN en deux composantes MP, MQ, par la règle du parallélogramme, en faisant en sorte que HQ soit parallèle à O'C, et que MP soit perpendiculaire à MQ ou à O'C. Il suffit pour cela de mener par le point M une droite MS indéfmie, parallèle à O'C, et un plan RR', perpendicu- ^ »?• ^^7.
faire à O'C ; puis par ies deux droites MN, MS, de faire passer un plan qui coupera le plan RR' suivant une droite indéfinie ML, laquelle sera la direction de la seconde composante. On achèvera le parallélogramme en menant NP parallèle à MQ, et NQ parallèle à MP ; de cette façon, nous aurons substitué à la translation unique MN deux translations simultanées rectangulaires MP, MQ.
La translation MP étant perpendiculaire à la rotation O'C, peut se composer avec cette rotation (§ 97 ), et donne pour résultante une rotation 0'' C, qui n'est autre que la rotation O'C déplacée d uue certaine quantité O'O", parallèlement à elle-même, sur la peipendiculaire menée du point C à la vitesse MP. On obtient donc une rotation 0"C', et une ^'^s- 138.
translation MQ parall^e à la rotation. Le système qui subit à la fois ces deux mouvements élémentaires, glisse avec une vitesse MQ le long.de Taxe 0"C' autour duquel il tourne avec une vitesse angulaire O^C. Donc enfin {§ 89) la direction 0"C' est Yaxe instantané glissant du système.
100. On pourrait procéder différemment. Substituons (fig. 139) à la rotation OA une rotation O'A', égale et parallèle, rencontrant
MOUVEMENT DE LA TERRE
Taxe O'BenunpointO' quelconque, et une translation perpendiculaire au plan des parallèles OA, O'A, et égale à w XDE. Les deux
rotations O'A' et O'B sont concourantes : elles se composent donc en une rotation unique 0' C , qu'on obtient par la règle du parallélogramme (g 98). On ramène ainsi les deux rota! ions à une rotation et une translation : puis on peut continuer comme tout à l'heure. La translation sera décomposée en deux translations rectangulaires, Tune parallèle, Tautre normale à Taxe de la rotation ; et la translation normale, composée avec la rotation, aura pour effet de déplacer l'axe de celte rotation parallèlement à lui-même, sans altérer sa grandeur. En définitive, on obtiendra une rotation et une translation parallèles.
APPUGATION DE CETTE THÉORIE AU MOUVEMENT DE LA TERRE DANS L ESP ACE. THÉORIE SOMMAIRE DU PENDULE DE M. FOUCAULT.
101. Le mouvement de la terre dans Tespace fournit un exemple bien connu de la composition des mouvements simultanés. On sait que le globe terrestre parcourt dans l'année une ellipse dont le soleil occupe un des foyers ; ce mouvement représente le mouvement de translation. En même temps, le globe terrestre est animé, de Touest k Test, d'un mouvement de rotation uniforme autour de la ligne des pôles ou de Vaxe du monde, et la durée de la révolution est de 24 heures. Voilà donc le mouvement de la terre décomposé en deux mouvements simples, la translation et la rotation, et à chacun de ces mouvements correspond une période particulière : à la translation Vannée, à la rotation le jour.
La durée du jour solaire, prise entre deux passages consécutifs du soleil au méridien du même point du globe, est légèrement variable aux différentes époques de Tannée, bien que la vitesse de rotation du globe soit constante. Il est facile de se rendre compte de cett« inégalité. Soit S le soleil, et T la terre en un point de son orbite LL'. Joignons le centre T de la terre au centre du soleil ; la ligne TS rencontre en A la surface de la terre, de sorte qu'k Tépoque que nous considérons, t^ est midi pour le point A.
Fig. 140.
JOUR SÏDÉRAL. — JOUR MOYEN
24 heures après, la terre s*est trans]»ortée en T' en verlu de son mouvement de translation. En même temps, le globe a subi une rotation autour de son centre T et a accompli un tour entier ; mais ce tour entier n'a pas ramené le point A dans la direction du soleil, car il est entièrement accompli dès que le point A est arrivé en A" sur une parallèle T'A" à TA . L'intervalle de temps • compris entre deux retours consécutifs d'un même point A dans des directions TA, T'A* parallèles, est nommé jour gidér^d, psuroe qu'on peut supposer que ces directions TA, T'A" aboutissent à une même étoile infiniment éloignée de la terre; le jour sidéral, qui mesure la véritable période du mouvement de rotation uniforme, a «ne durée ri<joureusèment constante. Le jour solaire est ^lus long que le jour sidéral de tout le temps que le globe met à décrire le petit angle ATA'; ce petit déplacement angulaire (pendant lequel le centre T' de la terre avance d'une certaine quantité sur sa trajectoire) ramène le point A en A' et complète la durée du jour solaire, intervalle de temps qui s'écoule entre deux midis vrais consécutifs en un même point du globe.
La durée du jour solaire est donc variable, car elle dépend de la vitesse de translation delà terre, laquelle n'est pas la même en tous les points de l'orbite, c'est-à-dire pour tous les jours de l'année.
Le jour moyen, oajour civil, est la moyenne des jours solaires pendant l'année. C'est une période constante qu'on partage en 24 heures. I] est aisé de trouver le rapport du jour sidéral au jour solaire moyen. La durée de la révolution entière de la terre autour du soleil , c'est-à-dire d une année, est d'environ 365 jours moyens j. Or, en un jour moyen, la terre fait autour de son axe un tour entier pour amener le point A en A", et elle décrit de plus un angle A'T'A', égal à T'6T ; appelons donc ^la durée du jour sidéral rapportée au jour moyen : la valeur
moyenne de l'angle T'ST est égalo à la fraction „ ^ du tour entier,
et, par suite, le temps que met la terre à décrire ctt angle est
Donc «t enfin
( 1 -f- ;r7rr7 ) = 24 heures solaires moyenued = 86400 secondes,
< = ?«i2«gP^ = 86164 seconde,.
Le jour sidéral est donc plus court que le jour solaire moyen, ce
168 PRECESSION. — NUTATION.
86400 — 86164 = 236 secondes =3 3"" 56% ou d'environ 4 minutes (de jour moyen).»
102. La translation annuelle et la rotation diurne sont les principaux mouvements de la terre. Mais ce ne sont pas les seuls. Les astronomes ont découvert que notre globe participe à d'autres mouvements beaucoup plus difficiles à étudier. Nous avons admis jusqu'ici que Taxe de la terre se déplaçait dans l'espace parallèlement à lui-même. Ce n'est pas le mouvement le plus général d'un corps solide dans Tespace. Nous avons décomposé le mouvement de la terre en une translation et une rotation autour d'un axe passant par son centre. Faisant abstraction du premier mouvement, le second, qui s'accomplit autour d'un même point îixe, peut consister dans une série de rotations instantanées autour d'axes successifs passant par ce point, et nous avons vu ( § 88 ) que ce mouvement continu de rotation équivalait au roulement d'un cône lie au corps mobile, sur la surface d'un second cône fixe dans l'espace. La translation parallèle de Taxe de rotation n'étant pas le mouvement le plus général d un corps libre, il est probable que la terre est animée d'un mouvement plus compliqué.
On constate, en effet, que l'axe de la terre n'est ni rigoureusement fixe dans le globe, ni rigoureusement parallèle à une direction fixe dans l'espace. Hipparque a démontré le premier que l'axe de la terre décrit en 26000 années un cône droit autour d'une perpendiculaire au plan del'écliptique : ce mouvement extrêmement lent déplace d'environ 50 secondes sexagésimales par an la ligne d'intersection de l'écliptiquc avec l'équateur; il est connu en astronomie sous le nom de précession des équinoxes. Bradley a reconnu plus tard que l'axe de la terre ne suit pas rigoureusement la surface du cône droit indiqué par Hipparque, mais qu'il oscille de quelques secondes de part et d'autre de cette surface dans une période de 18 années environ : c'est ce mouvement qu'on appelle la nutalion. On rend compte de ces mouvements en imaginant un cône très-peu ouvert, ayant son sommet au centre même de la terre et faisant corps avec elle , puis un second cône ayant même sonomet, mais fixe dans l'espace ; on supposera ensuite que le premier cône roule sur le second de manière à faire chaque jour un tour entier. Lorsqu'on néglige la nutation, balancement très-reslreint de Taxe de part et d'autre d'une position moyenne, et lorsqu'on se borne au mouvement moyen de précession, ou peut représenter le mouvement ainsi simplifié en prenant pour cône mobile et pour cône fixe deux cônes de révolution. Le pôle réel du globe, au lieu d'être un point rigoureusement fixe sur la surface de la terre, est un point mobile qui, dans cette hypothèse, décrirait chaque jour autour du pôle moyen un cercle d'environ 25 centimètres de ravon.
PENDULE DE M. FOUCAULT
Fig. 141.
103. Pendule de M, Foucault. La décomposition des rotations permet de donner une explication sommaire du mouvement apparent observé dans rexpérience de M. Foucault.
On attache à un point A très-élevé un fil AB d'une grande longueur ; à l'extrémité B on suspend une lentille pesante. On écarte le pendule ainsi formé de la position verticale AGy puis on le laisse osciller de AB en AB'.
Quand Texpérience est faite avec toutes les précautions convenables, on ne tarde pas à remarquer que le plan d'oscillation du pendule prend, par rapport aux objets fixes environnants, un mouvement à peu près uniforme autour de la verticale, dans le sens du mouvement apparent du soleil/ comme si ce plan ne subissait pas le mouvement d'entraînement qui correspond à la rotation de la terre.
Voici comment on peut s'expliquer ce phénomène.
Soit (fig. 142) PEP' E' la sphère terrestre, son centre, PP' la ligne des pôles ou Taxe de la surface, qui conserve dans l'espace une direction sensiblement fixe, EË' le plan de l'équateur.
Suspendons d'abord le pendule au point A, sur la verticale du pôle nord, écartons la lentille B de la verticale, et laissons osciller le pendule. Higoureusement, l'oscillation ne s'effectuerait pas dans le plan vertical PAB, parce qu'en écartant la lentille, la main de l'observateur lui communique au point B, perpendiculairement à ce plan, la vitesse qu'elle possède elle-même en ce point, et qui est le produit de la distance BP du point à l'axe de la terre, par la vitesse angulairc'du globe. Mais cette vitesse jest très-faible, parce que la distance BP est très-petite, et nous admettrons qu'on peut n'en pas tenir compte, ou, plus rigoureusement, qu'on a eu soin de la détruire, en imprimant à la lentille, ^ au moment où on l'abandonne, une vitesse égale et contraire. Alors le mouvement s'accomplit dans le plan PAB. On sait, par une expérience préalable, que la torsion du fil AB ne déplace pas le plan d'oscillation. La ^^^' ^*"^'
pesanteur ne contribue pas, d'ailleurs, à modifier la position de ce plan. Il restera donc fixe dans l'espace, et comme le globe fait en 24 heures un tour entier de l'ouest à l'est autour de l'axe PA, l'observateur, entraîné dans ce mouvement, attribuera au plan d'oscillation du pendule un mouvement de rotation de l'est à l'ouest, égal et contraire
PENDULE
âu mouvement dont il est lui-même animé ; le plan du pendule, pour Tobsen'ateur placé les pieds en P, la tête en Â, tournera donc de gauche à droite dans le sens de la marche apparente du soleil.
On reconnaîtrait de même que, si l'observation se faisait au pôle sud, le plan du pendule paraîtrait tourner de droite à gauche autour de FP, car Tobservateur aurait, au point F, la position inverse de celle qu^il a en P.
On peut donc prévoir qu^en un point pris au hasard à la surface de la terre, le plan du pendule prendra un certain mouvement apparent ; mais quelle relation ce mouvement apparent aura-t-il avec 16 mouvement de rotation de. la terre ?
Pour résoudre cette question, remarquons d*abord que si Ton fait lexpérience en deux points N et N', également distants de Téqualeur EE', Tun dans Thémisphère boréal, Tautre dans Thémisphère austral, on verra' le plan du pendule tourner en N, autour de la verticale, dans le sens Est-Sud'Onest-Nord, tandis qu'en N' il tournera autour de la verticale du lieu, dans le sens Esi-Nord-Ouest-Sud. A Téquateur, par conséquent, le plan du pendule restera immobile, car Téquateur est la limite commune des deux régions où les mouvements observés sont contraires.
Nous avons ainsi reconnu les lois du mouvement appafent au pôle et à réquateur : au pôle, rotation qui fait accomplir au plan du pendule, de Test à Touest, un tour entier de Thorizon en 24 heures; à réquateur, immobilité apparente de ce plan. 11 reste à savoir ce qui se passe en un point G, intermédiaire entre le pôle P et Téquateur.
Joignons OC, et élevons sur OC une perpendiculaire OH; puis prenons sur Taxe OP une longueur OD pour représenter la vitesse de rotation du globe. Décomposons cette rotation en deux autres, autour des axes OC, OH; pour cela il suffit de projeter le point D €n F et en G sur les droites rectangulaires OC et OU. Les longueurs OF et OG représenteront, à la même échelle, les vitesses de rotation composante^.
Considérons successivement ces deux rotations. A Tégard de la rotation OG, le point C se trouve comme k Téquateur de la sphère dont le point H est le pôle. Si cette rotation existait seule, nous savons qu^elle ne produirait aucun déplacement apparent du plan d'oscillation du pendule, et par suite nous n avons pas à tenir compte de la composante OG.
A regard de la rotation OF, le point C est situé au pôle qu'aurait le globe si cette rotation existait seule ; par conséquent le plan d'oscillation du pendule prendra, par rapport à l'observateur qui fait en G l'expérience, un mouvement de rotation autour de la verticale du heu, de
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Test k Touest en passant par le sud, et avec une vitesse angulaire égale
OF â la fraction — de la vitesse angulaire du globe. Puisque le globe
fait un tour entier en 24 heures, le plan du pendule fera au point G
le tour entier de la verticale dans un temps égal à 24 heures x -^ «
OF
c'est-à-dire dans un temps de plus en plus long à mesure que le point G se rapproche de Téquateur; la durée du tour devient infinie quand le point G est sur Téquateur même» parce qu'alors OF est nul, ce qui confirme ce que nous avions reconnu déjà.
A la latitude du 45% OD est égal à OF yj% ou ti OF X 1,41. Donc la durée du tour entier serait, à cette latitude, de
24 heures X 1,41,
ou de 53 heures 50 minutes.
Cette célèbre expérience rend sensible pour ainsi dire le mouvement de rotation de la terre.
APPUCATION AU MOUVEMENT RELATIF
104. Si deux systèmes invariables sont tous deux en mouvement, et qu'ion propose de trouver le mouvement relatif de Fun par rapport à l'autre, nous savons qu'on peut par la pensée imprimer aux deux systèmes un même mouvement commun, qui. n'altérera en rien le mouvement relatif cherché; prenons pour ce mouvement additionnel un mouvement égal et contraire au mouvement absolu dont le second système est animé ; le second système sera ramené au repos, et le mouvement résultant que possédera le premier système sera le mouvement relatif demandé.
Supposons par exemple que deux cercles OA ^^6- ^^'^'
et O'A, tangents au point A, soient animés chacun d'un mouvement de rotation autour de son centre, le premier dans le sens de la flèche /*, et le second dans le sens de la flèche f , de manière que les vitesses linéaires des points des deux circonférences soient égales. G'est ce qui a lieu, par exempb', dans les engrenages. On demande le mouvement du système 0' par rapport au système 0.
Appelons v la vitesse linéaire commune aux deux circonférences ; la
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vitesse angulaire. de la rotation qui s'effectue autour de Taxe sera
égale à -r- , en appelant R le rayon OÂ du premier cercle ; la yitesse an-
MM
gulaire ^u second cercle autour de O^ sera de même ^ , en appelant R''
le rayon O'A. Imprimons à Fensemble des deux systèmes un mouvement égal et contraire au mouvement propre du système 0. De cette manière, le système restera en repos, et le système 0' prendra un mouvement composé qui sera le mouvement cherché.
Nous sommes donc amenés k composer la rotation ^ autour de Taxe (y y mouvement propre du cercle O^A, avec une rotation égale et contraire à g , autour de Taxe 0. Ces deux rotations sont parallèles et de même sens ; elles se composent donc (§ 94) en une seule, parallèle, de même
sens, et égale à leur somme -^ -{- -^, et Taxe delà rotation résultante
partage la distance 00' des axes des rotations composantes dans le rapport inverse des vitesses angulaires, c'est-à-dire dans le rapport
(rJ _R'_O^A
R ""OA
Cet axe passe donc au point de contact A des deux cercles : la circonférence O'A roule sans glisser sur le cercle OA ; le mouvement relatif du cercle 0' par rapport au cercle est donc un roulement uniforme du premier cercle sur le second , et la vitesse angulaire de la circonférence mobile autour de son point de contact avec la circonférence fixe est égale à
"(s + ff-)'
formule que nous avions déjà établie d'une manière générale (§ 85) pour le roulement d'une courbe mobile sur une courbe fixe, en appelant v la vitesse linéaire du point géométrique de contact des deux courbes.
THÉORÈME DE CORIOLIS
DE L*ACGéLÉRAT10N DANS LE MOUVEMENT RELATIF.
105. La vitesse absolue d'un point dont le mouvement est rapporté à des axes mobiles est, comme nous Pavons vu (§ 44), la résultante de la vitesse relative du point par rapport aux axes, et de la vitesse d'entraînement qu'aurait le point supposé lié aux axes pendant un instant infiniment court ; cette décomposition est toujours vraie, quel que soit le mouvement d'entraînement.
Il n'en est pas de même de l'accélération , et sauf certains cas particuliers que nous étudierons en détail, il n'est pas vrai de dire que l'accélération totale du mouvement absolu d'un point mobile soit la résultante de deux accélérations, dont Tune correspond au mouvement relatif, l'autre au mouvement du point lié aux axes mobiles et entraîné par eux ; pour trouver Taccélération totale du mouvement absolu, il faut composer ensemble trois accélérations, savoir, les deux accélérations qui viennent d'être indiquées, et une troisième accélération, dite complémentaire, que nous allons définir, et qui dépend de la nature du mouvement d'entraînement.
Les axes mobiles forment un système invariable, et par suite (§ 89) le déplacement élémentaire qu'ils subissent peut être décomposé d'une infinité de manières en une translation et une rotation. Mais à un certain moment le point mobile M coïncide avec un point géométrique A du système de comparaison , et le mouvement d'entraînement fait passer ce point géométrique de A en A'; par suite, le mouvement élémentaire d'entraînement du système invariable de comparaison est décomposable en une translation A A', et une rotation autour d'un axe instantanée PP', qu'on peut regarder comme passant parle point A' (fig. 144).
Le mouvement d'entraînement du point A, lié aux axes mobiles, fait décrire à ce point une certaine trajectoire AG ; au bout d'un temps infi^ niment petit d après le passage du point M en A, le point A est parvenu en A'. Menons en A la tangente AB à la trajectoire AC, et prenons AB= v^O, en appelant v^ la vitesse d'entraînement. Joignons BA' ; nous savons (§ 60) que BA' est égal à
I je 6«,
je étant l'accélération totale d'entraînement.
Pendant ce temps, le point mobile Af, qui était en A à l'origine du emps 0, est parvenu en M' sur sa trajectoire relative AD. Et si l'ont désigne par Vr et jV la vitesse et l'accélération du mouvement relatif, nous
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prendrons sur la tangente à la trajectoire relative une longueur AN=:iy6 nous joindrons NM', et nous aurons KM' = | jV®*. Nous trouvons donc sur la figure la vitesse et raccélération d'entraînement, la vitesse et Taccélé-
ralion relatives. Il reste à trouver la vitesse et raccélération absolues.
La trajectoire relative AD subit le mouvement d'entraînement; elle se transporte donc pendant le temps de AD dans la position A' D''; mais ce mouvement peut être décomposé en deux autres : un mouvement de translation, parallèle à AA',,qui amènera la trajectoire relative de la po- Fig. 144. sition AD à la position A' D' ; et un mouve-
ment de rotation autour de Taxe PP', qui la fera pas>er de la position A' D'à la position A'D'^ en faisant décrire à chaque point S de la trajectoire un arc de cercle infiniment petit SU, ayant son centre quelque part en I sur Taxe PP'. Si nous prenons A'H = A' S= AM', le point H sera la position absolue du point mobile M au bout du t^mps ; le point S serait la position vraie du mobile M au bout de ce temps si la rotation autour de Taxe PP' n'existait pas.
Achevons le parallélogramme NABL; les côtés AN, AB, étant respectivement égaux à Vfb et v^ ô,Ia diagonale AL, résultante de ces deux déplacements, sera égale à Vô, Y désignant la vitesse absolue du mobile M'. Joignant donc LH, et appelant j Taccélération totale du mouvement absolu, nous aurons LH= | j 6*.
La droite M' S est égale et parallèle à la droite AA'; sur les drc ies M' S et M' N, construisons un parallélogramme M'NRS; nous aurons RS =M'N, et .NR sera égal et parallèle à A A'.
Joignons enfin RA' et RL ; la figure SRA' n'est autre chose que la figure M'NA transportée parallèlement à elle-même d'une quantité égale à A A'. Donc RA' est égal et parallèle à AN, et par suite à EL; donc LBA' R est un parallélogramme, et LR est égal et parallèleà BA'. Le contour polygonal LRSH se compose de trois côtés, dont les deux premiers LR, RS, sont respectivement égaux et parallèles à BA' et à NM', c'est-à-dire aux lignes qui représentent en direction et on grandeur, au facteur ^ ô< près, l'accélération totale dans le mouvement d'entraînement et diins le mouvement relatif. Le troisième côté SH est un élément de cirroniéiince, normal au plan UA'P conduit parla trajectoire relative et l'axe instantané; et il a pour longueur IH x uO, en appelant (i> la vitesse anguhiire du système de comparaison autour de l'axe PP' ; l'élément IH peut être regardé comme la projection de A'H sur un plan perpendiculaire à PP', et Télément A'H, espace décrit par le point mobile pendant le temps sur sa
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trajectoire relative, esl à la limite égal au produit Vr ô. Appelons v/ la vitesse relative projetée sur un plan perpendiculaire à Taxe de rotation PP', nous aurons :
SH = r/ X wO = o'r oaô».
Le côté LH qui ferme le contour, est égal au produit |yô*, j étant Taccélération totale du mouvement absolu. Divisons par | 6* les quatre côtés du quadrilatère LRSH ; cela revient à y substituer une figure semblable,
dont les côtés {ûg, 145) seront;, ;«,>, et -j^ = 2î;'r w. Le côté L'H'
s® est la résultante des côtés L'R', R' S', S' H', cbacun étant pris dans le sens
indiqué par les flèches (§ 37). Par conséquent Y accélération j du mouvement absolu est la résultante de trois accélérations, savoir : V accélération je jj, ^''V<*>==jç_ s' du mouvement d* entraînement, V accélération jr du mouvement relatif, et V accélération je = Sr/r», qid est perpendiculaire à la fois à la vitesse relative et à Vaxe instantané de rotation, et dirigée dans le sens SH (fig. 144), ifest-à-dire dans le sens où la rotation instantanée tend à faire tourner Vextrémité S d'une aiguille A' S dirigée dans le sens de la vitesse relative. Fig. i^-
Cette accélération complémentaire je, appelée aussi accélération centrifuge composée, est nulle lorsque ©—-0, c'est-à-dire lorsque Tentrainement se réduit à une simple translation, ou lorsque t^'r =^ 0, c'està-dire lorsque la vitesse relative est nulle ou dirigée suivant Taxe instantané de rotation. Dans ces divers cas particuliers, Taccélcration absolue est la résultante de deux accélérations seulement, celle du mouvement relatif et celle du mouvement d'entraînement. Dans tout autre cas, il faut joindre à ces deux accélérations l'accélération complémentaire ou centrifuge composée. Tel est le théorème sur l'accélération dans le mouvement relatif; on lui donne le nom de théorème de Coriolis,
APPUGÂTIONS DU THÉORÈME DE GOP.tOUS.
106. L'accélération j du mouvement absolu étant la résultante des trois accélérations jr, je, et je, on peut dire aussi que l'accélération jr du mouvement relatif est la résultante de trois accélérations, savoir l'accélération ; du mouvement absolu, et les accélérations je et je changées de
sens. Pour trouver Taccélération du mouvement relatif d'un point, connaissant Taccélération du mouvement absolu, il suffira donc de composer cette accélération avec Taccélération d'entraînement prise en sens contraire, et avec Taccélération centrifuge composée, également changée de sens.
On sait déjk que Taccélération complémentaire je est nulle lorsque le mouvement d'entraînement est une translation, parce qu'alors co = 0. Lorsque le mouvement d'entraînement est rectiligneet uniforme, je =0 et alors jr ne diffère pas de j; l'accélération absolue est identique à l'accélération relative, bien que la vitesse relative diffère delà vitesse absolue. Celte remarque permet de résoudre très- simplement certains problèmes. Prenons pour exemple la recherche de Taccélération totale du mouvement d'un point appartenant à un cercle qui roule uniformément sur une droite fixe, et pour simplifier, supposons que ce point soit situé sur la circonférence du cercle mobile. Soit le centre, OA le
rayon du cercle et LL' la droite fixe ; soit B le point dont on demande l'accélération totale. Nous savons (§ 83) que le roulement du cercle sur la droite consiste dans une rotation instantanée autour du point À ; la vitesse de cette rotation, «», est supposée constante. Nous pouvons regarder cette rotation c» autour du ^*8f' **^* point A comme la résultante d'une ro-
tation égale et de même sens autour du point 0, et d'une translation parallèle à LL' et égale à (i>xOA. Au lieu de considérer le mouvement absolu du cercle, nous regarderonsce mouvement comme composé de deux mouvements simples, l'un de rotation autour du centre 0^ avec une vitesse angulaire constante &>, et Tautre de translation parallèlement à LL', avec une vitesse linéaire constante, (i>xOA.
Prenons le premier de ces mouvements pour mouvement relatif : le second sera le mouvement d'entraînement, et comme il est rectiligne et uniforme, l'accélération du mouvement relatif ne différera pasdel^accélération du mouvement absolu. Or on connaît l'accélération dans le mouvement circulaire uniforme (§ 61) ; elle est dirigée du point mobOe B vers le centre 0, et est égale au carré de la vitesse linéaire du point divisé par le rayon, ou à
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107. Il est facile d'en déduire le i^yon de courbure de la cycloïde MN
décrite par le point B. On sait que raccélération totale estla résultante de
deux accélérations, Tune tangentielle, Tautre normale à la trajectoire,
•et que cette dernière accélération est égale au carré de la vitesse divisé
par le rayon de courbure (§ 63). La normale à la trajectoire du peint B
est la droite AB, qui joint le point B au centre instantané de rotation A,
et par suite la vitesse du point B est égale à © x AB. Le carré de la
w* X AB* vitesse est donc cû*xAB*, et par suite est la composante
normale de Taccélération totale.
Mais raccélération totale est dirigée suivant BO et égale à cd* x OB ; projetons cette accélération sur la direction de la normale BA. La droite OB projetée sur BA donne le segment BI, moitié de AB. La composante
normale de l'accélération est donc égale à «• x BI, ou à -q- X AB , et
par suite on a Tégalité,
ou bien
c^' Ai> » AB' -5-XAB = «2x —
p = 2AB.
Dans la cycloïde^ le ray on de courbure BC, en un point donné B de la courbe j est donc double de la normale BA en ce point.
iOS. Problème. — Vérifier le théorème deCoriolis dans le mouvement apparent d'un point fixeF, rapporté à deux axes mobiles OX, OY tracés dans son plan et animés d'un mouvement uniforme de rotation autour de leur intersection commune 0.
On donne la vitesse angulaire tù de la rotation des axes autour de l'origine ; la distance OF reste constante ; nous la représenterons par R. La rotation des axes s'opérant dans le sens de la flèche f avec la vitesse w , le point F qui en ^
réalité reste fixe, aura, par rapport aux ^*g- ^^7.
axes, un mouvement apparent, qui sera une rotation égale et contraire ; il semblera donc décrire uniformément la circonférence du cercle FMN, qui a le point pour centre et R=:OF pour rayon, et sa vitesse linéaire sera constante et égale à OF X o). Le sens du mouvement apparent ou relatif est le sens de la flèche f\
L'accélération du mouvement absolu du point F est nulle puisque le
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point reste Rie, Nous devons donc trouTer une résultante nulle en com]iosant les trois accélérations jr, je, je. Nous allons déterminer ces trois accélérations en direction et en grandeur.
L*accelération jr est dirigée suivant FO, et elle est égale à
««XOF.
L'accélération je s'obtient en considérant le mouvement du point F supposé lié aux axes mobiles ; le point F entraîné par les axes décrirait uniformément la chrconférence FNM dans le sens de la flèche f, avec une vitesse <ù x OF ; donc Taccélération je est encore dirigée de F vers et elle est égale aussi à w* x OF.
Les deux accélérations jV et j« sont donc toutes deux dirigées suivant la même droite FO, et elles se composent en s'ajoutant, ce qui donne 2(0* X OF pour somme de ces deux premières composantes. Cherchons enfin Taccélération je .
Nous savons qu^elle est normale à la fois à la vitesse relative, laquelle est dirigée suivant la tangente FG et à Taxe de rotation projeté en ; elle a donc pour direction la droite FO^ qui est normale à la fois à ces deux droites. De plus, nous savons qu'elle a pour sens le sens dans lequel la rotation instantanée (qu'on peut supposer transportée parailèlement 2i elle-même au point F) tend k déplacer l'extrémité 6 de la vitesse relative; c'est ici le sens GG',et, par^ suite, le sens de l'accélération complémentaire est FH.
Nous savons enfin qu'elle a pour grandeur 2t;V <^' Ici vV» projection de la vitesse relative sur un plan normal à Taxe, n'est autre que la vitesse relative elle-même, qui est égale à « x OF; enfin, je=^ «'x OF.
La troisième accélération est donc dirigée en sens contraire des deux premières, suivant la même droite, et elle es égale à leur somme ; la résultante des trois accélérations, jr -f- je — je* «t égale à zéro et le théorème est ainsi vérifié.
109. Problème. — Trouver l'accélération j du mouvement absolu d'un point M, qui glisse avec une vitesse linéaire constante v le long d'une droite OA, laquelle est animée, autour d'un axe projeté en 0, d'une vitesse an* gulaire o) dans le sens de la flèche f. On suppose la vitesse v dirigée dans le sens OA (fig. 148).
Nous considérerons le glissement uniforme du point M sur la droite OA comme un mouvement relatif, et le mouvement de rotation de la
Fig. 148.
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droite OA autour de Taxe sera le mouvement d'entraînement; la vitesse v est donc la vitesse relative.
Cherchons les trois composantes jr, je et je, dont la résultante est l'accélération cherchée j.
L'accélération jr est nulle, car le mouvement relatif est, par hypothèse, rectiligne et uniforme.
L'accélération je est celle qu'aurait le point M s'il était entraîné par les axes mobiles, et comme la vitesse de rotation tù est constante, le point M décrirait uniformément autour du point mie circonférence de rayon OM avec une vitesse linéaire u x OM ; donc, l'accélération je est dirigée suivant MO et égale à <>>* x OM.
L'accélération complémentaire est perpendiculaire à Taxe et h la vitesse relative, laquelle est dirigée suivant OA ; elle coïncide donc en direction avec la droite PQ, menée par le point M dans le plan de la figure perpendiculairement à OA. Pour déterminer son sens, considérons l'extrémité d'une aiguille MV, dirigée dans le sens de la vitesse relative ; la rotation m, transportée parallèlement à elle-même en M, ferait décrire à l'extrémité de l'aiguille MV un arc \i/, dont le sens indique le sens de l'accélération je; cette accélération est donc dirigée suivant MP. Elle est d'ailleurs égale à 2 vVca ou, dans ce cas. particulier, à 2t;(i>.
Ayant donc pris deux longueurs respectivement égales à o* x OM et à 2v<ùf sur les directions MO et MP, on aura l'accélération totale du mouvement absolu en construisant la diagonale MT du rectangle formé sur ces deux longueurs.
La vitesse absolue du point M s'obtiendrait de la même manière en composant la vitesse v, dirigée suivant MA, avec la vitesse d'entraînement, égale à « X OM, et dirigée suivant MP; elle serait représentée par la diagonale MR du rectangle formé sur ces deux droites.
140. Remarque sur les mouvements ohsei-vés à la surface de la terre. — Les mouvements que nous observons à la surface de la terre sont rapportés à des objets placés sur cette surface , et que nous regardons comme fixes, tandis qu'en réalité ils sont entraînés avec notre planète. Ce sont donc des mouvements apparents, et Tobservation directe ne nous révèle, par conséquent, que des vitesses relatives et que des accélérations relatives. Pour passer de là aux vitesses absolues et aux accélérations absolues, il faut les composer avec les vitesses d'entraînement, avec les accélérations d'entraînement et les accélérations complémentaires. Le mouvement de translation de la terre et son mouvement de rotation peuvent d^ailleurs être considérés successivement et indépendamment Tun de l'autre, sauf à composer ultérieurement les résultats correspondants h chacun d'eux. Si l'on se borne à considérer le mouvement de rotation
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diurne de la terre autour de la ligne des pôles PP', on reconnaîtra qu'à Taccélération observée jn qui est celle dumouvement apparent d'un point M, il faut ajouter d'abord Taccélération d'entraînement je du même point, laquelle est due au mouyement uniforme du point M autour de l'axe
PP; elle est par suite égale à w* x MN et est dirigée dans le sens MN; puis raccélération je, perpendiculaire à la fois k la trajectoire relative et à l'axe PP', et égale k '1% «û, v'r étant la projection orthogonale \-— de la vitesse observée sur un plan perpendiculaire h Taxe PP'. Si, par exemple, Tobservation a lieu en un point de Téquateur EE' et que le point mobile suive un des méridiens, on aura v'r = et la troisième accélération sera nulle.
^^S' ^^' Si le mouvement observé est très-lent, Vr
est très-petit et l'accélération je est négligeable. Mais pour les mouvements rapides, on commettrait quelquefois une grande erreur en ne tenant pas compte de l'accélération j^ •.
APPENDICE AU CHAPITRE V
SUR LE DÉPLACEMENT d'uNE FIGURE PLANE DANS l'eSPACE.
111c Prenons arbitrairement sur la figure'plane mobile trois points A) B, G, non en ligne droite, et considérons chacun de ces trois points dans les deux positions inâniment voisines A et A', B et B% C et C'y qu'ils occupent sur leurs trajectoires. La position de ces trois points, k un instant donné, définit entièrement la position de la figure au même instant.
Le triangle ABC se transporte donc en A' B' G' sans changer de forme
^ On trouvera dans le supplément placé à la suite du chapitre YI la décomposition de raccélération je suivant trois axes rectangulaires.
D'UNE FIGURE PUNE DANS L'ESPACE
ni de dimensions; la seconde position A'B'C n'est pas supposée dans le plan F de la première. Projetons A'B'C sur le plan P, en abaissant des points A', B', C, des perpendiculaires A'a, B'fr, C/c, sur ce plan, puis joignons Aa, 66, QtC, ab, hCy ca.Les côtés ah^ bc, ca, du triangle projeté, sont égaux aux côtés A'B', B'G% C'A', du triangle situé en dehors du plan P, à des infiniment petits du second ordre près (§8) On peut donc admettre que ab = k' B', bc = B' C, ca = C'A' et, par suite, ab = AB, ^ = BC, Cfl = CA. Les trois triangles ABC, A'B'C', abc sont donc trois positions d'un seul et même triangle. Or les déplacements réels A A', BB', GC', peuvent être décomposés chacun en deux déplacements, savoir Aa, Bb, Ce, qui sont situés dans le plan P, et aA', 6B', cC', qui sont normaux à ce plan. Au lieu de faire passer le triangle ABC de sa première position à sa seconde, nous imaginerons donc qu'on lui fasse occuper d'abord la position intermédiaire abc par un déplacement dans le plan P, puis qu'on lui imprime un déplacement normal à ce plan.
Le premier déplacement s'opé- ^*^* *^-
rera par une rotation unique autour d'un centre instantané 0, situé dans le plan P, ou plutôt autour d'un axe instantané 00' élevé normalement h ce plan par le point où se rencontrent les normales AO, BO, CO, menées dans le plan aux éléments Aa, hb, Ce. Le second déplacement s'opérera par une rotation du plan de la figure autour d'une droite LL', intersection du plan P avec le plan du triangle dans sa seconde position A' B'C Car, dans ce mouvement, chaque point de la figure mobile décrit un arc infiniment petit normal au plan P et proportionnel à sa distance à l'axe LL'. Ces deux rotations s'opèrent autour d'axes 00', LL' qui généralement ne se rencontrent pas, et qui font un angle droit l'un avec l'autre.
La droite LL', intersection des deux positions successives du plan P mobile, a été appelée par Monge la caractéristique de ce plan.
Le point 0, centre instantané de la rotation qui amène la figure ABC à coïncider dans son plan avec la projection sur ce plan de la position qu'elle va occuper dans l'espace, a été nommé foyer du plan par M. Chastes.
Les droites AO, BO, CO..., qui joignent le foyer aux divers points de
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la figure sont toutes normales aux déplacements projetés Aa, B6, Ce.,
et, par suite, aux déplacements effectifs A A', 6B', GC Donc, les
plans normaux aux trajectoires AA', BB', GC' des divers points
de la figure mobile contiennent les droites AO, BO, GO... et passent tous par le point 0. De là ce théorème dû à M. Ghasles :
Quand une figure plane se meut dans Vespace, les plans normaux menés dans une position particulière de celte figure aux trajectoires de ses différents points vont tous passer par un même point de son plan.
Ge théorème peut être considéré comme une extension du théorème du centre instantané de rotation pour les déplacements des figures planes dans leur plan (§ 77).
DES MECANISMES SIMPLES ET DES TRANSFORMATIONS DE MOUVEMENT
112. Les machines que Ton emploie dans riiidustrie comprennent en général trois parties distinctes :
1® Un récepteur, qui reçoit directement l'action de la puissance motrice, comme la roue dans un moulin à eau , les ailes dans un moulin à vent, le piston dans les machines à vapeur;
2** Voutll, ou appareil propre à exécuter l'ouvrage que Ton se propose de faire, comme la meule d'un moulin, ou les machines à raboter, à mortaiser, à aléser, d'une fabrique d'ouvrages en fer; l'outil ou les outils forment ordinairement la partie de la machine qui subit directement la principale résistance à vaincre ;
3" Enfin, entre le récepteur et l'outil, une série dermécanismes ou d'organes propres 5 transformer le mouvement du récepteur en celui de l'outil, de manière à assurer à l'outil le mouvement et la vitesse qui conviennent le mieux au travail à exécuter.
L'étude des transformations de mouvement au point de vue géométrique est une branche de la cinématique. Nous allons examiner dans ce chapitre quelques-uns des mécanismes les plus simples et les plus généralement employés.
ARBRES TOURNANTS
On n*adniet guère dans les machines que deux genres de mouh vement : lé mouvement rectiligne et le mouvement circulaire. Ce sont les plus faciles à réaliser.
Ces mouvements peuvent être ou contmus, ou alternatifs ; continus, s'ils ont Heu toujours dans le même sens ; alternatifs^ sjils ont lieu alternativement dans un sens, puis en sens con^traire.
Un mouvement rectiligne continu n*est pas en général admissible dans une machine, parce que s'il se prolongeait indéfiniment^ il éloignerait de plus en plus les points qui en seraient animés. Aussi les mouvements reclilignes continus sont-ils nécessairement limités en pratique à une certaine période au delà de laquelle le mouvement en sens contraire intervient pour ramener la pièce mobile à son point de départ et rendre le mouvement direct possible de nouveau.
Le mouvement circulaire continu est au contraire indéfiniment possibre, sans restriction d aucune sorte.
Les mouvements que Ton rencontre ordinairement dans les machines sont donc :
Le mouvement rectiligne alternatif;
Le mouvement circulaire, soit continu, soit alternatif.
il3. Pour assurer le mouvement de rotation autour d'un axa fixe, on se sert d'un arbre tournant. La figure 151 représente un arbre tournant horizontal, enfer.
Fiff. loi.
L'arbre est terminé à ses deux extrémités par deux tourillon» A, A', qui s'engagent dans les paliers ou coussinets. Les épaulements B, B', ont pour objet d'empêcher les déplacements longitudinaux de l'arbre dans les paliers ; ils sont raccordés aux tourillons par des congés D, D'. Quelquefois on termine le towillon par un collet, G, qui prévient tout déplacement latéral.
PALIERS
La/igure 152 représente un palier avec chapeau et godet de graissage.
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Fig. 152.
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H, Palier ou coussinet.— K, Semelle. — F, F, Boulons pour fixer le palier. — L, Chapeau. — R, R, Boulons à tête noyée, pour serrer le chapeau contre le corps du palier. — M, Coquille supérieure (en cuivre). — M', Coquille inférieure. — A, Vide occupé par le tourillon de l'arbre. — N, Godet de graissage. — 0, 0, Rainures hélicoîdes pratiquées dans la surface de la coquille supérieure, pour répartir l'huile de graissage sur le pourtour du tourillon.
On peut quelquefois supprimer le chapeau et la coquille siipé-
/ il I ; \
Heure. Alors l'arbre repose simplement dans le coussinet. La figure 1 53 représente un appareil de ce genre.
Le collet de l'arbre ^^8^- 153- tournant plonge dans
le réservoir d'huile P, et fait refluer l'huile dans les rainures de graissage S creusées dans la coquille inférieure Q.
ARBRES \EEtTICArX.
Lorsque les arbres tournanls n'ont pas à supporter de grands efTorts, on réduit beaucoup le frottement des appuis en substituant des poinles coniques aoi tourillons; c'esLce qu'on iàitpour les arbres de tours (fig. 154).
"8- ^^- L'arbre A porte à ses eitrémi-
tés un renllement B dans lequel on engage uii goujon terminé en G par le tourilloc conique. La pointe du cône s'appuie contre un plan fixe, dans lequel elle s'enronc« d'une petite quantité.
114. Les arbres veiticaux sont terminés à leur partie supérieure par un tourillon qui s'engage dans un palier, et à leurbaseinférieure par un pivot, qui peut faire corps avec l'arbre, ou bien former une pièce rapportée.
Ce qu'il y a de particulier dans ce cas, p. ^„ c'est que l'atbre s'appuie non seulement
Arbre en fônie, — ^^'^ '" surface convexe du pivot, comme D, Pirot tenu de cela a lieu pour \es tourillons, mais encore (boie »ïec ''"^| sur sa surface terminale, h laquelle on remént sphérique donne généralement une forme légèrement terminant le pivol. bombée (fig. 155).
Dans la figure 1 56, le pivot est rapporté ; il est fné au corps de
Fig. 156.
l'arbre au moyen â'aaprismmierb; et on ménage dans l'arbre
CRAPAUDINES.
une ouverture c qui permet de chasser le pivot pour le remplacer. ' La crapandine est généralement formée d'un cylindre, ou collet en bronze, au dedans duquel glisse la surface convexe du pivot, et d'un qrain d'acier, ou cidot , sur lequel porte la surface terminale. On se ménage la possibilité de déplacer un peu, à laide de vis, la position de Tarbre, soit dans le plan horizontal , soit en hauteur.
La ligure 157 représente la crapaudine simple ; les vis butantes
Fig. 157.
A, Grain d'acier. — B, CoUet en bronze. — G, Botte de la crapaudine, fixée par les boulons M, M,— 0, Vide que vient occuper le pivot de l'arbre tournant. — E, Vis butantes.
permettent d'opérer de petits déplacements horizontaux de l'arbre sans déplacer la boite.
La figure 1 58 représente la crapaudine à arcade^ dans laquelle,
1S8 CRAPAUDIKES. ~ GALETS.
Dutreles vis bulant«s, une vis spéciale permet de soulever on d'abaisser légèrement l'arbre tournant.
palin. — A, Grain d'acier. — B, Collet :, Première bMIe. — É, yïs bul«nlei, pour déplac c la première boKe. ~ L, Seconde ! "~ "
Il Irawrse l'arcade et péi:he de tourner sur vis qui s'engage dans
u M, L'eilréntilé pfnttrs dans U
115. Les arbres) tournants verticaux, avons-nous dit, sont retenus à leur extrémité supérieure par un collier ou collet ; pour réduire le frottement de l'arbre contre cette pièce au dedans de laquelle il tourne, on interpose quelquefois entre les deux un collier à galets représenté par la figure
Grâcfi â cette disposition, le frottement de glissement est remplacé par un frotleraeut- de roulement de l'arbre contre les galets, lequel est beaucoup phis doux. Il Y a bien encore un frottement de glissement, celui des tourillon; des galets : mais la petitesse du diamètre des tourillons diminue notablement les in- '"■ " convénients d'une pareille résistance.
Les couronnes de galets sur lesquelles reposent lis plaqua
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loumantes (iig. 160) préseateDt une disposition analogue ; mais là le frottement peut être encore réduit, en laissant à la o
Fij 160
(le galels la liberté de rouler sur un rail circulaire, au lieu de
fixer d'une manière invariable les axes de chacun des galets. La
surfiice convexe des galets G appartient à un cône dont le sommet
est situé sur l'axe central de la plaque. Les galets roulent sur
uti rail circulaire, ttït, qu'on peut supposer dressé dans un plan
horizontal ; la plaque repose sur les galets par un second rail dont
tasurfacederoulementalaméme inclinaison que la génératrice la
plusélevéedes galets coniques. La couronne de galets roule donc
sur un rail fij.e, et la plaque roule sur la couronne de galets;
il est facile devoir que le déplacement angulaire de k plaque est
double du déplacemen t angu lai re
de la couronne autour de son axe
vertical.
il 6. Pour guider le mouvement rectiligne, on emploie les
Fig. lei.
AA, Chissis mobile. — iS, Hontonls
servant A guider le chissis. — mil,
LanguelWsou oreilles, engsgées dans
" ' "e long des
rainures et languettes {ûg. l&\),]es glissières (&^, 162), les on-
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Tteauxmobiles le long d'une lige fixe{fig. 165), les liges mobiles à travers des anneaux fixes (fig. 1 64), les rouletles mobiles sur des monlants fixes (fig. I65el166),les tiges mobiles roulantsurdescyliiidres fixes (fig.167).
Fig. 164. Fig. IBS.
4 17. Le mouvemenldans les machines peut être unt/brme.vartV, ou périodique; on dit qu'il est périodîqvemenluni forme {{mnd â certains intervalles- de temps Égaux entre eux, on retrouve toutes l^s pièces mobiles revcnue-s aux mêmes positions et animées des mêmes vitesses.
Comme ordinairement on se propose de faire exécuter par une machine un seul genre de travail, exigeant un déplacement défini de l'oulit, on assujettit les pièces mobiles à des liaisons qui, en rendant ce déplacement possible, empêchent la production de tout autre déplacement. C'est ce qu'on entend quand on dit que la machine est un système à liaisons complètes; dans un tel système, le mouvement d'uD point particulier n'est possible que sur une seule trajectoire et définit com- Fig. 166. ig.m. piéiement le mouvement de tout autre
point ; le problème cinémaiique que l'on doit se proposer de résoudre consiste alors à trouver la relation entre les mouvemenis des divers points. Nous allons en donner quelques exemples.
118. Les courroies servent à transformer un mouvement circulaire autour d'un axe en un mouvement circulaire autour d'un axe parallèle au premier,.
Soient et 0' la projection des axes parallèles ; soient &> et w' les vitesses de rotation ^
qui doivent avoir lieu respec- ^AW^ yV r -sX
tivement autour de ces axes. J [ \ ( \ \
Supposons-les d*abord de même ^\\ sens. ^^
Pour lier ces axes entre eux ^ ^
par une courroie, et assurer le ^'
rapport — des vitesses angulaires, on montera sur les deux axes
et 0' des tambours cylindriques, ayant des rayons OA, O'A', satisfaisant à la proportion
OA
Puis on fera passer la courroie surlesdeux tambours, de manière à embrasser les arcs ACB, A' C B', et à suivre d un tambour à l'autre les tangentes AA', BB', aux deux surfaces. La courroie doit être assez tendue pour qu'elle ne puisse pas glisser sur la surface des tambours; cela étant, la transmission satisfait aux conditions imposées. En effet, si on imprime un petit déplacement au tambour OA autour de son axe 0, le point A s'avancera d'une quantité infiniment petite AA/, le long de la tangente AA/ ; la longueur de la courroie restant invariable, le point B' se transportera le long de B' B d'une quantité B' B\ égale à AA^ ; par suite la vitesse angu-
AA
laire de l'arbre OA est mesurée par le rapport ^, 'et celle de
l'arbre O'A', par le rapport -rr-^ ou ^77-77.
Donc le rapport des vitesses angulaires est égal à -7— , ou à — ;
(JA w
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si donc le premier arbre reçoit une vitesse angulaire u, le second prendra une vitesse angulaire u'. Dans cette transmission les vitesses linéaires sont égales à la surface des deux tambours.
Si les vitesses angulairesuetu' étaient en sens contraire lune de l'autre, la courroie pourrait encore servir à lier les deux aies, mais il faudrait la mener suivant les tangentes intérieures am —^x àeuK cercles. D'ans ce cas, on a soin ^ de retourner la courroie dans le pas- ] sage du point A au point A' et du point B' au point B; de celte manière, la courroie est en contact avec Fig. i69. les deux tambours par sa face ru-
gueuse, et non par sa face lisse ; et de plus, au point D d'intersection des deui tangentes, les deux brins AA', BB' sont i moiiié retournés, et passent de champ l'un â cûlé de l'autre, sans se gêner mutuellement, comme cela aurait lieu si en cet endroit ils avaient conservé la position à plat qu'ils ont sur les cylindres.
Pour assurer la stabilité de la courroie sur
les tambours, et l'empêcher de se jeter de
côté, on a soin de donner à la surface des
tambours un léger bombement (Ëg. 170) ; la
courroie s'applique sur la partie du cylindre
qui a le plus grand diamètre; elle a, en géné-
'^' ■ rai, une tendance à gagner les diamètres les
plus grands et par suite elle reste dans le plan moyen du tam-
boiu", de chaque côté duquel les rayons décroissent.
i 19. Lorsque la tension de la courroie devient trop faible pour développer sur les tambours l'adhérence nécessaire à la transmission, on peut accroître celte tension en faisant peser sur la courroie, en un point quelconque m de la portion libreAB, unrouleau N mobile autour de son axe, et attaché à un levier coudé, lequel peut tourner autour du point fixe 1, et porte à son extrémité un contre-poids Q. La poignée M sert à déplacer le système autour de son axe. L'addition du contre-poids ne change rien au rapport des vitesses angulaires des deux arbres tournants; mais elle ■accroît l'adhérence et cela de deux manières : 1* en augmentant
la tension T de la courroie, par suite de la pression exercée |iar le rouleau N; 2° en augmentant légèrement les longueurs des arcs embrassés.
Lorsque la courroie est très-longue, son poids seul suflitâdévc-
lopper l'adhârence nécessaire, sans même qu'elle soit tendue en ligne droite.On a utilisé cette propriété pour transmettre à grande
Fig. nî.
Fig. «73.
distance le mouvement de rotation d'un axe à un autre ; la dislance des deui arbres et 0' peut être portée par eiemple à une centaine de mètres. Ce genre de transmission â grande distance a été appliqué parH. Him à l'usine du l.ogelbach. Il est maintenant fort employé dans l'indoistrie. Le fil métallique qu'on substitue alors aux courroies plates dessine deux courbes ÂA', BB', entre les deux poulies. Les tambours, à suiface légèrement bombée, sont remplacés par des gorges de poulie oii le fil trouve à s'engager. 1 20. La transmission par courroie est Tune des plus employées dans les usines pour communiquer aux divers outils des ateliers le
mouTement emprunté à un arbre tournant qui reçoit Taclion du moteur. Il faut qu'on puisse à volonté interrompre le raouYCment de l'outil, et le faire naître de nouveau ; pour cela (fig. 173) on monte à côté du tambour F, sur lequel passe la poulie, et qui communique le mouvement à l'outi], un tanû)our P de diamètre égal, mais qui n*est pas calé sur l'arbre A A', de telle sorte qu il puisse tourner autour de cet arbre sans l'entraîner dans son mouvement. Ce second tambour est ce qu'on appelle une poulie folle. Quand l'ouvrier veut taire cesser le mouvement de l'outil, il n'a qu'à pousser latéralement un levier lequel est terminé par une fourche embrassant la courroie (fig. 174) ; entraînée par cette fourche, la
courroie se déplace latéralement d'une certaine quantité, et quitte le tambour P', qui agit sur l'outil, pour entourer la poulie folle. L'outil est alors desembrayé. Pour le remettre en mouvement, il suffit de déplacer le levier en sens contraire, ce qui ramène la courroie sur le tambour P'.
On se sert aussi du déplacement latéral de la courroie pour changer le sens du mouvement de certaines macbines-outils. Pour cela, on monte sur un même axe géométriqueirois tambours égaux A,B, G (fig.175); l'un de ces tambours est monté sur Vaxe Fig. 174. matériel 0; le second, B, est monté surim
autre axe matériel 0'; le tambour intermédiaire G est une poulie folle. L'axe communique à l'outil un mouvement dans un certain sens, et l'axe 0', le mouvement en sens contraire. Supposons ^ ^ P qu'il s'agisse du mouvement rectiligne al-
n n n tematif de la machine à raboter ; on relien Y-^ le levier de la courroie à la machine, àe ^ manière que quand le rabot arrive à l'cxtré- J U Ll mité de sa course, la courroie se déplace latéralement dans le sens convenable de la ^^^' * ^' quantité AB. A ce déplacement correspondra
le changement de sens dans le mouvement de la machine, b poulie folle G, interposée entre les deux tambours A et B,a pour objet d'éviter les chocs brusques dans le passage de la courroie
d*un tambour â l'autre, et de donner lieu à un petit temps perdu pendant lequel l'outil, cessant d'être sollicité par le tambour A que la courroie vient de quitter, perd graduellement sa vitesse pour en prendre une contraire au moment où la courroie atteint 1 autre tambour B.
Lorsque l'outil mis en mouvement par la courroie doit travailler, suivant les circonstances, à des vitesses très- différentes les unes des autres, on remplacé les deux tambours sur lesquels passe la courroie par une série de tambours de différents diamètres, juxtaposés et montés ensemble sur le même arbre.
De cette manière,- on a par exemple le choix entre 4 tambours moteurs. A, B, C, D, qui correspondent respectivement aux tambours a, 6, c, d de la machine-outil. On a soin que la somme des rayons des tambours correspondants soit sensiblement constante. De cette manière, la même courroie pourra servir sans variation de longueur à transmettre le mouvement de l'un des arbres à l'autre ; en effet la longueur d'une courroie est à peu près égale au double de la distance des centrés des tambours, augmenté de la somme des deux demi-circonférences embrassées ; si donc les rayons R et r sont les rayons des deux tambours, et D la distance des centres, supposée très-grande par rapport aux rayons R et r, la longueur L de là courroie sera à peu près égale à
L = 2D-h7r(R-hr)*,
* Yoici la formule exacte qui donne la longueur de la courroie Icndue :
Soit Uf l'angle aigu [évalue en parties du rayon) que fait la courroie avec la ligne des centres des tambours; nous aurons, en supposant R>>r ou au moins égal à r,
L=7r(R4-r)-f.2v/D«— (RzFr)«-H2a(RzFr)
U faut prendre le signe supérieur — , si la courroie est extérieure aux deux cylindres, ^^* ''•
et le signe inférieur -f-, si elle passe entre les deux. Lorsque « est très-
Fig. 176.
THÉORIE
et comme D est constant pour deux tambours conjugués , il faut que R -hr soit aussi constant pour une même longueur L.
I^e nipport des vitesses angulaires des deux tambours est è^Sii à rinverse du rapport des rayons ; si par exemple les rapns des tambours successifs A, B, G, D, sont représentés par les nombres 4, 5, 2, i,
et ceux des tambours a, b, c, d^ par les nombres
•1.2,3,4, qui donnent cbacun avec son conjugué une même somme 5, le rapport de la vitesse angulaire de l'arbre 0' à la vitesse angulaire de Tarbre sera repr^enté par les nombres
suivant que la courroie passera sur les tambours
A et a, B et ft, C et c, D et d,
La transmission par courroie est un des procédés les plus généralement employés dans Tindustrie ; c'est un exemple de la transformation d*un mouvement circulaire continu autour d*un axe, en un mouvement circulaire continu autour dun second axe parallèle au premier .
THÉORIE DES ENGRENAGES
121. Les engrenages ont pour objet de transformer un mouTfr ment de rotation autour d'un axe en un mouvement de rotation autour d'un autre axe ; si le premier mouvement est uniforme, le second doit être uniforme également, et il doit exister un rapport constant entre les vitesses de rotation simultanées autour de chacun des axes.
Les engrenages se partagent en plusieurs classes suivant \a sv tuation relative des deux axes autour desquels s'opèrent les deui rotations. Ces deux axes peuvent êlre parallèles, o» concouroixls. ou enfin ils peuvent se croiser dans Tespace sans avoir aucuB point commun.
petit, que R est peu difrérenl de r, etqtt*enGn la courroie est exiéneurt, on peut prendre a))proxiinativemcnt
Dans le premier cas, Tengrenage esi cylindrique.
Dans le second , l'engrenage est conique.
L'engrenage hyperbolaide et la vis sans fin sont des solutions directes du troisième cas ; la vis sans fin suppose que les deux axes sont rectangulaires.
Mais on peut toujours ramener le troisième cas aux deux premiers ; car, étant donnés deux axes OÀ, 0' B, qui ne se rencontrent pas, on peut pour transmettre le mouvement de l'un à l'autre se servir d un axe auxiliaire, CD, qui les rencontre tous deux, puis transmettre la rotation de l'axe OA à Taxe CD par un engrenage conique, et la rotation de l'axe CD à Taxe 0' B par un second engrenage conique.
Fig. 178.
ENGRENAGES CYLINDRIQUES
122. Transmission par simple adhérence. Les axes donnés étant sujfposés parallèles, prenons-les perpendiculaires au plan du papier; soit la trace de l'un, 0' la ti*ace de Tautre.
Soit ùi la vitesse de la rotation autour de Taxe 0, el &>' la vitesse de la rotation autour de l'axe 0', ces deux rotations ayant lieu en sens contraire Tune de l'autre, comme l'indiquent les flèches.
Joignons 00', et sur cette droite, cherchons un point A tel, qu'en considérant successivement ce point comme lié à l'axe et à l'axe 0', il ait dans les deux mouvements des vitesses linéaires égales et dirigées Idaiis le même sens.
S'il est entraîné par la rotation autour de 0, le point A a une vitesse linéaire perpendiculaire à OA , et égale à OAXe^; deméme, s^il est lié à l'axe 0', il a une vitesse linéaire perpendiculaire à C'A, et égale à O'AXw'. Les deux vitesses sont d'ailleurs c^irt^ei^s
Fig. 179.
TRANSMISSION
dans le même sens, et elles seront égales si l'on a l'équation
AOXw=0'AXw',
ou bien
OA_û/ Ô'A "" « '
C'est-à-dire si le point A partage la droite 00' dans le rapport inverse des vitesses angulaires.
Le rapport des vitesses angulaires étant donné, la position du point A sur la ligne des centres s'en déduit sans aucune ambiguïté.
Du point comme centre avec un rayon égal à OA, décrivons une circonférence ; de même, du point 0' comme centre, décrivons une circonférence avec un rayon égal à O'A ; ces deux circonférences seront tangentes en A, et si on leur communicpie autour de leurs centres, dans le sens des flèches, des vitesses angulaires égales respectivement à o et o', les deux circonférences, dans leur mouvement simultané, ne glisseront jamais l'une contre l'autre au point de contact A, puisque les vitesses linéaires de ces deux circonFérences sont rigoureusement égales.
Si donc, à la place de ces circonférences, on monte sur les axes et 0' deux roues matérielles ayant pour rayon OA et O'A, et si l'on forme les jantes de ces roues de matières ayant la propriété d'adhérer suffisamment l'une à l'autre, il n'y aura qu'à communiquer à la roue OA un mouvement de rotation égal à &>, pour donner à la roue O'A en sens conlraire un mouvement de rotation égal à w', car l'adhérence qui se développe au contact A empêche le glissement d'une des roues sur la jante de l'autre. Le problème de la transformation est ainsi résolu par le simple contact de deux roues : dans cette solution, le mouvement relatif de l'une des roues par rapport à l'autre est un roulement sans aucun mélange de glissement.
Lorsque la communication du mouvement s'opère ainsi [tar simple contact d'une roue à l'autre, le travail du frottement au point de contact des deux roues est nul; le frottement n'est pas nul, car c'est le frottement qui entraîne une roue au moyen de l'autre ; mais le travail du frottement, ou le produit de la force du frottement par le glissement relatif, est constamment égal à zéro^.
' On verra plus tard la définition du travail mécanique. Il suffit ici de
PAR ADHÉRENCE
La solution qui vient d'être indiquée est appliquée dans l'industrie ; on entoure les deux roues, soit d'une bande de cuir, soit d'une couche de gutta-percha, pour assurer une adhérence suffisante entre les deux roues; enfin, c'est la simple adhérence de la roue motrice de la locomotive sur le rail qui rend possible la traction des trains sur les chemins de fer.
Mais cette solution a des inconvénients qui ne permettent pas de l'employer d'une manière générale. Les parties en contact des deux roues s'usent rapidement par l'effet de leur pression mutuelle. Il en résulte que l'adhérence diminue successivement; pour la. ramener à sa limite, il faut rapprocher les axes etO' de la quantité perdue par l'usure du pourtour des roues. On doit donc se réserver un moyeu de rappeler les axes et de régler à volonté la pression des roues l'une sur l'autre, pression à laquelle le frottement est proportionnel. Mais la pression mutuelle des deux roues se transmet aux arbres tournants et à leurs tourillons ; augmenter la pression mutuelle des deux roues au point A, c'est donc augmenter le frottement dans les tourillons des arbres; il est possible par conséquent, si l'on a de grands efforts à transmettre d'une roue à l'autre, qu'il n'y ait rien à gagner, comme travajl du frottement^ à l'adoption de la transmission par adhérence.
Remarquons l'analogie qui existe entre cette transmission et la transmission par courroie. Là encore les vitesses linéaires à la circonférence des deux tambours sont égales ; de plus, il faut un moyen de régler la tension de la courroie; pour cela, au lieu d'avoir à faire varier la distance des arbres tournants, on abaisse sur la courroie un rouleau muni d'un contre-poids, ce qui est infiniment plus simple. L'adhérence de la courroie sur le tambour est d'ailleurs bien mieux assurée que l'adhérence de deux roues tangentes l'une à l'autre, et elle croît rapidement avec les arcs embrassés.
Solution géométrique du problème des engrenages
Les circonférences OA, O'A, jouent un grand rôle dans la théorie des engrenages. On les appelle les circonférences primitives des roues.
L'une des roues est la roue menante, l'autre la roue menée.
faire observer que le travail est le produit d'une force par un espace parcouru^ et qu'il y a intérêt dans les machines à réduire le plus possible le travai Ju frottement et des autres résistances accessoires, àïies résistances j^assives
SOLUTION GENERALE
Quand Tengrenage est construit de telle sorte que chaque roue puisse mener Tautre, on diiqu A est réciproque. Tous les engrenages ne sont pas réciproques, comme nous le reconnaîtrons plus loin . Les deux roues ayant généralement des rayons inégaux, on donne le nom de pignon à la plus petite.
La solution générale du problème des engrenages consiste à armer Tune des roues, la roue menante, de parties app^ées dents, qui font saillie sur la circonférence primitive, et à découper dans l'autre roue, la roue menée, des cavités dans lesquelles les dents viennent successivement s'engager. lies dents doivent avoir un profil tel, que, dans le mouvement commun des deux roues conjuguées, elles soient toujours tangentes au profil du creux avec lequel elles sont en prise et qu'elles poussent dans la direction convenable. Il est nécessaire, en eiïet, que les deux profils soient toujours tangents au point où ils agissent l'un sur l'autre; ils ne peuvent se couper, car il en rcsulterai^qiie le plein de la dent pénétrerait dans le plein de la roue conjuguée; et s'ils se pressaient par une arête, cette arête agirait'sur le profil à la façon d'un oulil tranchant, elle en altérerait le tracé, ou bien s'effacerait elle-même par l'usure ; les profils seraient donc ramenés, par l'usure des pièces, aux conditions du contact géométrique qu'on peut leur assurer tout d'abord.
Dans le mouvement relatif d'une roue par rapport à l'autre, le
profil du creux de la roue menée doit donc être constamment tangent au profil de la dent de la roue menante ; si l'on se donne arbitrairement le premier profil , on obtiendra le second en cherchant la courbe enveloppée par le premier profil, dan> le mouvement relatif de la roue menée par rapport à la roue menante.
Cherchons d'abord le mouvement relatif de la roue 0' par rapport à la roue 0.
Pour cela (§ 104), imprimons à tout le système,aulour de l'axe 0,une vitessederotation égale et contraire à la vitesses. La roue sera ramenée au repos, et la roue 0' sera animée d'une double rotation, savoir, «' autour de 0' et &> autour de 0; ces deux
Fig. 180.
DU PROBLÈME DES ENGRENAGES
rotations seront dans le même sens, puisque les rotations primitives 6> et (J étaient supposées en sens contraires. Elles se composent (§94) en une rotation unique, a=&i + c>>', autour d'un axe parallèle à et 0^ et qui partage la distance 00' en deux parties réciproquement proportionnelles à ca et &>', c'est-à-dire autour de Taxe projeté en A, point de contact des deux circonférences primitives. Le mouvement relatif de la roue 0' par rapport à la roue est donc une rotation autour du point A, égale à la somme w -h w' des deux rotations données ; en d'autres termes, la roue 0' roule sur ja circonférence primitive 0, ce que nous avions déjà reconnu.
Soit A6 (fig.lSO) une courbe quelconque, arbitrairementchoisie, attachée à la roue 0', et représentant le profil du creux ; pour en déduire le profil correspondant de la dent à ajouter à la circonférence 0, on fera rouler sur la roue la roue 0' qui entraîne ce profil AB, et on construira la courbe formée par les intersections successives de ce profil.
Le problème est ramené ainsi à trouver la courbe enveloppée par une ligne plane, de forme constante, qui se déplace dans son plan d'après une loi déterminée. Nous savons résoudre ce problème (§ 82).
Soit MN (fig.i8i)1a ligne mobile dans une de ses positions particulières ; soit au même instant G le centre instantané de rotalion de la figure ; nous savons x'"^^v\ que si du point G on abaisse ^ une perpendiculaire GP sur la f »'"• ^i^^^y^^'^^r^^r-iK' ligne MN, le point P, pied de cette perpendiculaire, est le point où MN touche son enveloppe.
Appliquons ce théorème aux
Fig.181.
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engrenages. Faisons rouler (fig. 182) le cercle O' sur le cercle 0;
soit 0" une position du cercle mobile au bout d'un certain temps, et soit G le point de contact des deux cercles dans cette position. Pour trouver la position correspondante du profil AB, prenons sur le cercle 0", à partir du point G, un arc CA' égal à Tare AC; le point A' sera la position du point A dans le cercle 0"; le profil AB occupera par conséquent la position A' B'. On aura donc un point du profil conjugué en abaissant du point G, centre instantané de rotation de la figure 0", une perpendiculaire CP sur le profil A'B'; si Ton fépète cette construction pour un certain nombre dépositions intermédiaires entre 0' et 0", on obtiendra pour la dent le profil AP.
1 24. Cette construction nous fournit un nouveau théorème relatif aux engrenages. Ramenons la figure 0" sur la figure 0', par une rotation autour du centre 0, et faisons participer la roue à cette rotation ; le point A de cette foue viendra en A, à une distance AAj = AG; lepoint G viendra en A, le point A' en A'i , et TarcAA^ sera égal à AA^; le profil A'B' prendra la position A'^B'^, le point P passera en P^, et le profil AP viendra occuper la positiou Aj Pj ; enfin la droite GP, normale aux deux profils, prendra la position APj, et sera encore normale au point P^ aux deux profils qui sont en prise. Mais les deux roues et 0' sont alors ramenées à leur position véritable, et elles ont reçu autour de leurs centres respectifs des déplacements angulaires simultanés qui sont compatibles. avec le rapport donné de leurs vitesses &> et cw'. Donc, daiis le mouvement commun des deux roues, la droite élevée perpendiculairement au point de contact des deux profils en prisé passe constamment par le point de contact A des deux circonférences primitives,
125. Ce théorème conduit immédiatement k la détermination de Varc de glissement élémentaire de Tun des profils sur Tautre (fig. 1 83).
Considérons dans une position quelconque les deux profils en prise, CD et BE, et soit P leur point de contact; la droite PA est normale à la fois aux deux lignes BE, CD, en vertu du théorème précédent.
Cherchons le glissement relatif élémentaire a, de Tun des profils par rapport à Tautre.
Pour cela, observons que le mouvement relatif de la roue 0' par rapport à la roue est une rotation autour du point A, et que la vitesse angulaire est égale à la sonune, u + u^ dès vitesses de rotation don-
nées. Dans un temps infiniment petit 6, le profil CD tourne donc autour de A d'un angle (w -h «') 6; et le point de contact? parcourt sur le profil BE un arc égal à ( w + «' ) 6 x AP, ou à p (c>> + o)') 6, en appelant p la longueur de la normale commune AP. Celte formule, peut se transformer ; en effet tùb est Tangle dont tourne pendant le temps 6 la roue autour de son centre ; soit s Parc infiniment petit décrit dans ce temps par un point de la cir-
conférence primitive OA : nous aurons cdô =
R étant le rayon OA; de même, co' 6 ;^ :gj , R'
étant le rayon de la circonférence primitive
^A. Fig. ig5.
L'arc s est d'ailleurs le même pour ces deux circonférences, puisque leurs vitesses linéaires sont égales.
Donc
et par suite
ou bien
formule qui donne Tare de glissement relatif élémentaire en fonction du déplacement linéaire commun aux deux roues, mesuré sur les circonférences primitives.
Remarquons que, pour un même déplacement s, Varc de glissement a est proportionnel à;?; comme cet arc a entre «n facteur dans l'expression du travail du frottement, il y a intérêt à le réduire le plus possible.
On doit donc faire en sorte que p reste toujours très-petit. Les profils des deux roues sont toujours choisis de manière que le contact puisse avoir lieu à un certain moment au point A lui-même ; alors p est nul, et le glissement élémentaire est nul aussi. On limite d^ailleurs la dent de manière à maintenir p au-dessous d'une certaine valeur ; le contact des deux profils cesse au point où la longueur de la dent fait défaut ; mais
ARC m GLISSEMENT.
la continuité de la transmission exige qu'au même moment deux nouveaux profils soient en prise au point À; ces deux profils se déplacent ensuite simultanément, comme Tout fait les deux précédents, et quand leur contact cesse, le contact est établi au point A entre les deux profils qui les suivent. On voit par là qu'il y a une relation à observer entre la longueur des dents et Tespacement de deux profils consécutifs mesuré sur Tune ou Tautre des circonférences primitives, espacement qu'on appelle le pas de l'engrenage.
126. La petitesse du pas permet d'obtenir approximativement la valeur <le l'arc total de glissement relatif 2 pour une dent particulière depuis le moment où le contact des deux profils conjugués est établi au point Â, jusqu'au moment où la prise cesse parce que les deux roues ont avancé d'un pas.
Quand un corps roule et glisse à la fois sur un autre, on obtient l'arc de glissement élémentaire en prenant la distance infiniment petite produite par le déplacement relatif entre deux points primitivement en contact.
Appliquons cette règle au déplacement commun des deux roues et 0'. Soit AB =: AC = S le pas dont se déplacent simultanément les deux circonférences; les deux points G et B étaient primitivement réunis en un seul au point A. Donc le glissement relatif n'est autre chose que la distance GB. Le pas ^étant trèspetit, on peut confondre sensiblement les arcs AG, AB avec les perpendiculaires CG', BB', qui sont égales entre elles, puisque les arcs sont égaux ; la distance GB est, par suite, égale à sa projection G' B' sur la ligne des centres, ou à la somme AB' -+■ AC'.
Or l'arc AB, dans le cercle 0, peut être confondu avec sa corde, ce qui donne
^»=2RxAB'.
Fig. 184.
De môme dans le cercle 0'
S«=2R'xAC.
Donc enfin
AB'-4-AC=arc de glissement total 2= ^/^l+iV 127. Nous avons vu qu'il y avait avantage à réduire le pas S mesuré
sur les deux circonférences primitiTes, ce qui ne peut se faire sans augmenter le nombre des dents sur chaque roue. Soit m le nombre de dents de la roue 0, m' le nombre de dents de la roue (V; on aura les relations :
wS=27rR, fn'S = 27rR'.
Donc
rR , / 2;tR
m = -g- et m' = -g-.
Le pas est ainsi une partie aliquote de chacune des circonférences primitives. C'est une commune mesure de ces deux circonférences. Sur chaque roue, le pas comprend deux parties, un plein, qui sert de base à la saillie de la dent, et un creux, intervalle libre entre deux pleins consécutifs dans lequel vient se loger la dent de la roue conjuguée. La dent reçoit d'ailleurs un profil symétrique sur ses deux faces, pour que la roue puisse conduire la roue 0' dans un sens ou dans Tautre ; on donne là réciprocité à Tengrenage, quand cela est possible, en ajoutant à la roue 0' des dents destinées à agir sur les faces des creux de la roue 0. Chaque dent remplit le creux de la roue conjuguée au pas. sage à travers la ligne des centres, sauf un jeu qu'il est nécessaire de ménager entre les profils qui ne doivent pas agir l'un sur l'autre. Ce jeu facilite le passage des deux roues k travers la ligne des centres ; mais, par contre, si l'on renverse subitement le mouvement de Tune des roues, le contact des deux roués ne s'établit pas immédiatement sur les faces opposées, et il se produit ce qu'on appelle un temps perdu.
En résumé, le pas S se compose de l'épaisseur de la dent de la roue mesurée sur la circonférence primitive, augmentée de l'épaisseur de la dent de la roue 0', et d'un certain jeu que lexpérience a conduit à déterminer, et qui est d'autant plus petit que l'engrenage est plus Soigné et plus voisin de sa forme géométrique. L'usure mutuelle des dents fait décroître les épaisseurs et augmente le jeu, sans rien changer au pas.
Ce sont des conditions de résistance qui limitent le nombre de dents sur chaque roue ; les dents transmettent des pressions d'une roue à l'autre; il faut donc leur donner des dimensions telles qu'elles ne soient pas exposées à rompre ou à fléchir, et l'on ne pourrait en réduire indéfiniment l'épaisseur.
AIS0N D'UN ENGRENAGE
1 28. Les vitesses angulaires des deux roues sont proportionnelles
à ^ et à p/> 6t par suite proportionnelles à — et à ^/ ; le
rapport — des deux vitesses angulaires est doue égal à l'in-
né
verse —, du rapport des nombres de dents sur chaque roue.
L'emploi des roues d'engrenage suppose donc que les vitesses angulaires sont commensurables entre elles.
En général, les roues d'engrenage ont au moins 6 dents; le nombre de dents excède rarement 120; le rapport des vite^^ angulaires d'une roue de 6 dents engrenant avec une roue de 120 est égal à 20.
On appelle roi^cfa d'un engrenage ou d'un équipage de roua dentées le rapport de la vitesse angulaire de la dernière roue de l'équipage à la vitesse angulaire de la première, ce rapport étant pris avec le signe + ou le signe — suivant que les rotations s'opèrent dans le même sens ou en sens contraires. 11 est facile de voir que la raison d'un équipage de roues dentées est le produit des raisons de chacun des engrenages particuliers qui composent cet équipage.
ENGRENAGE A LANTERNE
129. L'engrenage à lanterne estcelui dans lequel on adopte pour profil des dents du pignon un point unique, ou plutôt un cercle de rayon très-petit, décrit autour de ce point pour centre.
Supposons d'abord que le profil donné du creux de la roue 0' se réduise à un seul point, le point A, situé sur la circonférence primitive ; ce sera par exemple une aiguille implantée sur le périmètre delà roue 0'.
L'enveloppe des positions successives de ce profil dans le mouvement relatif sera la courbe décrite par le point Â lui-même. Ce sera donc l'épicycloïde AP, décrite par le point A quand on fait rouler le cercle 0' sur le cercle 0.-
ENGRENAGE À LANTERNE
Pig. 185. '
Si ensuite on fait rouler le cercle 0' dan» l'autre sens, le point A décrira la branche symétrique AP' de la même épicycloïde.
Soit AB = AC = le pas.
C sera la position sur la roue 0' de l'aiguille voisine de l'aiguille A ; menons au point B Tépicycloïde BD : elle passera au point G et formera avec le profil AF une figure ogivale ADB ; mais la dent de la roue ne doit pas pousser l'aiguille plus loin que l'intervalle AC ; la portion CD du profil moteur est donc inutile, et par suite on coupera la dent ADB par un arc de cercle EG, décrit du point -0 comme centre avec la distance OC pour rayon. Le partie utile de la dent est donc le profil trapézoïdal BGEA; la face BG est celle qui pousse les aiguilles de la roue 0' dans le sens des flèches; la face opposée, AE, les pousse quand on renverse le sens des mouvements. Dans ce tracé géométrique, nous n'avons pas réservé de jeu.
130. Le tracé pratique de ce système d'engrenages diffère du tracé géométrique ainsi formulé. Les aiguilles A, G, de la roue 0' ne peuvent être sans épaisseur; on substitue aux points A et G des cercles décrits avec un même rayon trèspetit, âutbur de ces points comme centres.
Les profils AP, AP', doivent donc être amaigris chacun d'une quantité égale au rayon de ces cercles. Le profil corrigé, au lieu d'être un arc d'épicycloïde, est une trajectoire orthogonale des normades à cette épicycloïde.
A la courbe AP on substitue donc une courbe équidistante A^P|, et de même à la courbe AP' une courbe équidistante A^ P/.
Ces deux nouvelles courbes ne se rejoignent plus en un même point, comme le faisaient les deux premières, car l'une, A^ P^, est l'enveloppe des positions successives du bord du cercle A situé à gauche, tandis que l'autre. A/ P/, est l'enveloppe des positions du bord situé à droite (fig. 187) ; on peut
Fig. 186.
les raccorder en traçant de Tune à l'autre une courbe k^M'k^
qu'on appelle courbe d*évidement et dans le creux de laquelle le cercle A vient se loger au moment où il traverse la ligne des centres. Le tracé des dents s^effectue en définitive comme l'indique la figure 188.
131. L'engrenage à lanterne est l'engrenage primitif des moulins; la figuré 189 en repré- ^ sente la disposition. ^^vvi La roue porte alors le nom
Fig. 187.
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Fig. 188.
Fig. 189.
de rouet; la roue 0', de lanterne. Le nom de roue est réserve pour le récepteur hydraulique qui donne le mouvement à toute la machine.
La roue 0' est formée de deux plateaux circulaires traversés par l'arbre tournant. Ces plateaux ou tourteaux débordent la circonférence primitive; les cercles équidistants qui représentent les dents de cette circonférence sont les sections droites d'aiguilles cylindriques appelées fuseaux, implantées dans les tourteaux ; l'assemblage des deux tourteaux par l'intermédiaire des aiguilles constitue la lanterne; elle a dans le sens de
A LANTERNE
son axe une largeur supérieure à celle de la roue 0; les dents de cette roue viennent pénétrer entre les deux tourteaux. Ces denfs sont généralement en bois, et elles sont implantées sur la jante de la roue 0, qui est également en bois. Les dents (i*engrenages qui peuvent ainsi se détacher de la roue sont nommées aluchons. lies aiguilles cylindriques de la lanterne sont généralement aussi en bois, dans les anciens moulins. L'engrenage est alors formé d une .multitude de pièces, faciles à tailler, et faciles à remplacer.
On a été conduit à remplacer le bois par le fer pour les fuseaux de la lanterne ; remarquons en effet, que le contact des fuseaux avec les dents de la roue s'opère toujours à peu près sur la même génératrice; en coupe, le point de contact du cercle avec le profil qui le pousse varie à peine de position dans le pacours d'un pas. Sur le profil de la dent au contraire, le contact se déplace d'un bout à l'autre de l'étendue de ce profil. De là résulte que l'usure de la dent se répartit avec une certaine égalité sur tous les points de son développement, (andis qu'elle porte toute entière sur une même région du fuseau, laquelle se refouille' de plus en plus, jusqu'à la rupture. Le fer est préférable au bois pour une pièce qui doit travailler dans des conditions semblables.
132. L'engrenage à lanterne que nous venons de décrire est l'engrenage extérieur ; la même solution s'applique à l'engrenage intérieur ; la lanterne est alors au dedans de la grande roue ; les dents d^ celte roue sont dirigées vers le centre. A l'épicycloïde extérieure est substituée une épicycloïde intérieure. Les vitesses de rotation des deux roues sont dirigées dans le même sens, ce qui arrive toujours quand l'engrenage est intérieur. — Mais on a alors une certaine difficulté pour loger les bras de la roue 0, car il faut les placer en dehors de la région occupée par lanterne, laquelle a plus d'épaisseur que les dents de la roue 0. De plus. Taxe de lanterne ne peut être prolongé que d'un côté. C'est ce qu'indique la figure 190.
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Fig. 190.
ENGRENAGE A FLANCS
133. Soient OA, O'A les deux circonférences primitives. Prenons le rayon O'A pour profil du creux de la roue 0', et cherchons la forme correspondante du profil des dents de la
roue 0. Il suffit de faire rouler le cercle 0' sur le cercle et de construire Tenveloppe des positions successives de ce rayon O'A.
Considérons le cercle mobile dans la position 0" ; le point A a été amené dans la position A', et Tare CA' est égal à Tare CA.
Le point P, pied de la perpendiculaire abaissée du point G sur C'A', est un point du profil cherché. Or décrivons une circonférence sur 0" G comme diamètre ; elle passera par le point P puisque l'angle 0"PG est droit. Déplus Tangle A^O^G a pour mesure , dans le cercle dont 0" G est le rayon , le rapport
• ^,; p ; dans le cercle dont 0"G est le diamètre, il a pour me-
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On a donc l'égalité
I arc CP
arc VC _iarc CP.
iO^C '
et par suite arc A' G = arc CP; donc enfin arcCP = arc CA; le point P peut donc être obtenu en faisant rouler sur la drconférence OA le cercle décrit sur le rayon O'A comme diamètre; le point A de ce cercle décrira le profil cherché, lecpiel est par conséquent un arc d'épicycloïde.
Remarquons que si Ton fait rouler le cercle de diamètre O'A dans la circonférence primitive 0', le point A du cercle mobile déciit le diamètre AO' ; de sorte que les deux profils qui engrè-
A FLANCS
lient ensemble sont les lieux géométriques décrits par un point d'un même cercle, qui roule successivement sur chacune des circonférences primitives.
Ce mode de génération peut être généralisé ; si l'on prend arbitrairement une courbe tangente aux deux circonférences primitives au point À, et qu*on la fasse rouler successivement sur chacune de ces circonférences, un point quelconque, invariablement attaché à cette courbe et entraîné dans les mouvements qu'on lui imprime, décrira deux courbes épicycloîdales qui auront la propriété d'engrener l'une avec l'autre.
134. Jusqu'ici, l'une des roues, 0, porte les dents épicycloîdales, et l'autre roue, 0', porte des flancs rectilignes.
Pour donner la réciprocité à l'engrenage à flancs, on prolongera à Yintérieur la dent de la roue 0, par un rayon qui formera le profil du flanc de cette roue ; puis on prolongera à V extérieur le flanc de la roue 0' par un profil épicycloïdal engendré par«un point de la circonférence décrite sur OA comme diamètre, qu'on fera rouler à l'extérieur de la circonférence primitive O'A. De cette f jçon, chaque roue portera un flanc droit raccordé avec la dent épicycloïdale; le flanc de chaque roue engrènera avec la dent de Fautre, et l'engrenage sera par conséquent réciproque. Celte réciprocité géométrique est nécessaire au point de vue physique pour que chaque roue puisse mener l'autre. En effet, 1 engrenage serait à l'abri des arcs boutements, si la dent pouvait toujours mener le flanc, et si jamais le flanc ne menait la dent, ce qui supposerait que le contact des deux profils put commencer seulement au passage à la ligne des centres.
Celte condition n'est pas possible à satisfaire. Le contact, s*opérant sur la longueur d'un pas après la ligne des centres, s'opère aussi sur une longueur d'un pas avant cette ligne ; dans cette région, les frottements sont beaucoup plus durs, et si le pas était trop long, il arriverait que la pointe de la dent menée par le flanc, exercerait contre la surface du flanc une pression assez grande pour arrêter le mouvement de transmission, ou bien pour enlever un copeau de matière sur le profil du flanc, comme un ciseau poussé à la surface d'un madrier. On évite cet ciTet en adoptant un pas très-petit ; les contacts sont alors voisins de la ligne de^ centres. C'est pour cela q\x on échanfrine les dents
RËGIPROGITÉ DE L'ENGRENAGE.
en les coupant par un cercle qui leur enlève toute la portion nuisible de leur longueur *.
Si Ton donnait à la roue 0' seulement des flancs, à la roue seulement des dents, et qu'on voulût conduire la roue par la roue 0', ce seraient toujours les flancs qui conduiraient les dents; le frottement userait très-dur, et l'usure des profils très-rapide', enfin Tarc-boutement serait toujours à craindre. Au contraire, en donnant à chaque roue des flancs et des dents, on conduit aussi facilement la première roue par la seconde, que la seconde par la première.
La nécessité d'éviter les arc-boutements justifie aussi la présence du jeu dans les engrenages ; car, supposons qu'il n'y ail aucun jeu : les deux côtés d une dent seraient à la fois en contact avec les deux côtés d'un creux, et l'arc-boutement pourrait se produire à la pointe la plus éloignée de la ligne des centres.
d35. L'engrenage à flancs peut être employé pour Tengrenage intérieur, mais alors il n'est pas réciproque.
Soient et 0' les centres des circonférences primitives, et A leur point de contact.
Prenons le rayon O'A pour profil du flanc de la roue 0' ; nous trouverons le profil correspondant de la roue 0, en faisant rouler
dans le cercle OA un cercle décrit sur O'A comme diamètre ; le point A de ce cercle décrira l'épicycloïde cherchée AM ; de sorte que le côté gauche de la droite AO' appartiendra au plein de la roue 0', et le côté droit de l'épicycloïde AM appartiendra au plein de la roue 0; c'est ce qu'indiquent les hachures.
Essayons maintenant d'armer la roue 0' de dents et la roue de flancs; le flanc de la roue sera encore le rayon OA ; la dent de la roue 0' aura pour profil la courbe décrite par le point A du cercle construit sur le diamètre OA,
* La théorie du frottement dans les engrenages nous permettra plus tard de rendre compte de toutes ces particularités, que nous nous contentoitf d'indiquer ici.
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roulant dans le cercle 0'. On obtient ainsi pour nouveaux profils des lignes qui reviennent sur la région de la figure déjà occupée par les anciens profils ; la roue devrait avoir pour profil de ses dents la courbe MA , prolongée par un flanc revenant dans la direction AO. Ces nouvelles lignes peuvent; être construites géométriquement, mais elles ne peuvent servir de limite entre le plein et le vide, parce qu'il ne reste plus de place libre à affecter aux pleins de la seconde construction après qu'on a achevé la première.
Si la petite circonférence 0' avait un diamètre moindre que le rayon OA de la grande , l'épicycloïde décrite par un point de la circonférence de diamètre OA, roulant sur la circonférence 0', serait extérieure à 0', et ne pourrait engrener avec le flanc AO. En résumé, Tengrenage intérieur ne peut être réciproque; Tune des deux roues, la grande, 0, qui reçoit les dents, est la roue menante ; l'autre, 0', la petite, qui reçoit les flancs, est la roue menée.
i36. L'engrenage à flancs peut être aussi appliqué au cas particulier de la crémaillère '; on peut considérer ce cas comme celui de l'engrenage de deux roues, dont l'une serait de rayon infini ; c'est la limite entre l'engrenage intérieur et l'engrenage extérieur. La jcrémaiilère résout le problème de la transformation d'un mouvement circulaire en un mouvement rectiligne, ou réciproquement.
Supposons que la circonférence se soit changée eu une droite CD, tangente au point A à la circonférence primitive 0'.
Si c'est la droite CD qui doit mener la circonférence 0', on prendra pour flancs de la roue 0' des rayons issus du point 0'; les dents de la crémaillère CD s'obtiendront en fiiisant rouler sur la droite primitive CD, la circonférence décrite sur O'A comme diamètre ; dans ce mouvement, le point A décrit une cycloïde AM.
Pour donner ensuite la réciprocité à l'engrenage, on prendra pour flancs de la crémaillère des droites AE, perpendiculaires à CD, et on trouvera les dents
iié
correspondantes de la roue 0' en faisant rouler la tangente CD sur le cercle &; le point A décrit dans ce mouvement une développante AN du cercle de rayon O'A.
ENGRENAGE À DÉVELOPPANTES DE CERCLE
157. L'engrenage à développantes de cercle est le système le plus parfait d*engrenage.
Soient 0, 0' les centres de circonférences primitives, A leur point de contact sur la ligne 00'. Par le point A menons une droite PP' quelconque. Des points etO' abaissons les perpendiculaires OP, O'P' sur cette droite, et décrivons ensuite des circonférences des points et Q' comme centres avec OP, 0^ pour
rayons. La droite PP' sera une tangente commune à ces deux circonférences.
Cela posé» décrivons la développante BAC du cercle OP en la faisant passer au point A; décrivons de même la développante B'AC du cercle O'I* en la faisant passer au point A. Les deux courbes BAC, B'AC atUchécs Tune à la roue 0, l'autre à la roue 0', pourront engrener ensemble. En effet, faisons tourner la roue 0, dans le sens du mouvement, d'un angle quelconque AO^i; la roue 0' avançant en même tenaps d'un angle A'^ O'A ; ce mouvement simultané amène le point B en B| sur la circonférence auxiliaire OP, et le point B' en B\ sur la circonférence 0' P'. On a les proportions
OP O'V
or -rrr = Trrn ; déplus, les arcs AA^, AA\sont égaux entre eux,.
comme arcs décrits eu même temps par les circonférences primitives; donc enfin BBi = B' B\. Les développantes BAC, B'AC prennent donc, par suite du mouvement commun des deux roues, les positions B^MC^, h\}AC\ qui se touchent sur la droite PF en un point M éloigné du point A d'une longueur égale aux arcs BBi, B'B\ pris sur les circonférences auxiliaires.
Le point de contact des deux profils en prise se déplace donc le long de la droite PP', et cette droite reste constamment normale aux deux profils en prise dans une position quelconque des deux roues conjuguées.
Les principaux avantages du tracé par développantes de cercle sont les suivants :
i® Les profils sont déduits, sur la roue 0, d*une construction dans laquelle on ne fait intervenir que la circonférence OP; sur la roue 0^ d'une construction dans laquelle on ne fait entrer que la circonférence 0' P'. Si donc on convient d'adopter pour tous les engrenages une même inclinaison de la droite PP' sur lu ligne des centres, un angle de 75° par exemple, on pourra faire engrener ensemble deux roues dentées à développantes de cercle, quels qu'en soient les rayons, pourvu que les pas soient les mêmes. La même facilité n'existait pas avec les systèmes d'engrenage à flancs ou à fuseaux ; il fallait, avec ces systèmes construire spécialement 1 une des roues pour engrener avec l'autre.
2® La poussée mutuelle qu'exerce une des roues sur la roue conjuguée est appliquée au point de contact des deux profils, et, abstraction faite du frottement, elle est normale aux deux profils qui sont en prise ; dans l'engrenage à développantes, elle est donc toujours dirigée suivant la droite PP', laquelle a ime position constante ; il résulte de là. que dans ce système d'engrenage, la pression mutuelle exercée par une roue sur l'autre ne subit p^s les mêmes variations d'intensité que dans les autres systèmes, où la direction de cette force pivote autour du point A pendant que les roues avancent d'un pas.
3** L'usure des profils qui glissent l'un sur l'autre est sensiblement proportionnelle à la pression mutuelle ; si donc la pression est à peu près constante, l'usure sera aussi à peu près partout la
même, de sorte que les profils s'useront parallèlement ; le profil modifié sera donc la même développante de cercle que le profil primitif, de sorte que les conditions géométriques de Tengrenage ne sont pas modifiées par l'usure.
ENGRENAGE SANS FROTTEMENT DE WHITE
1 58 . L'engrenage de White a pour but de faire engrener une roue avec une autre roue, sous la condition que le point de contact des deux dents en prise soit constamment situé sur la ligne des centres. S'il en est ainsi, le glissement est constamment nul, et le travail du frottement toujours égal à zéro .
Pour remplir ces conditions il suffit de multiplier à Tinfini le nombre des dents, de manière à réduire le pas à une longueur infiniment petite. Voici comment White est parvenu à réaliser cette disposition qui, au premier abord, ne paraît pas admissible dans la pratique.
On ne pouvait pas placer une infinité de denfs les unes à côté des autres le long des circonférences primitives et dans le plan même de ces circonférences; White les a réparties pour ainsi dire sur les diverses sections droites du cylindre formant la roue 0, en plaçant leurs racines le long d*une ligne AB arbitrairement tracée sur la surface convexe de ce
cylindre. Pour trouver la ligne correspondante qui servira de base aux dents de la roue 0', développons sur son plan tangent la surface du cylindre AO à partir de Tarète projetée en A et enroulons-la ensuite autour du cylindre 0'. La ligne AB, par suite de cette déformation, ira former une ligne AB' sur la surface du second cylindre primitif.
Les deux courbes AB, AB', ainsi construites, auront la propriété de se rencontrer toujours en un point de la génératrice AA' de contact des deux cylindres, lorsque ceux-ci prendront le mouvement commun qu'on leur attribue. Si le cylindre AA' avait une lon-
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gueur suffisante, on pourrait en faire le tour entier avec une seule et même courbe continue AB : une hélice, par exemple, qui reviendrait au bout d'une spire à la génératrice AA'; mais sans augmenter ainsi la longueur du cylindre, on peut reporter les différentes parties de cette courbe sur le cylindre AB ; il suffit de faire partir la ligne destinée à prolonger le tronçon AB, du point B, situé à Tautre extrémité du cylindre sur la même génératrice que ce point B ; ce qui donnera un arc Bj Bj sur le premier cylindre, et un arc B'^ B'^ correspondant sur le second. On fera ainsi le tour des cylindres primitifs.
Prenons un profil complet AG de forme arbitraire, mais normal au point A au cylindre primitif AO; puis faisons le glisser successivement le long dés lignes AB, B^ Bj... sur la surface du cylindre OA. Il engendrera dans ce mouvement une surface continue qui constituera la dent de la roue ; ce serait une dent continue si Ton supposait les différents arcs AB, B^B^.... réunis en prolongement les uns des autres sur la surface du cylindre suffisamment prolongé.
On prendra de même, pour profil du creux à pratiquer dans le cylindre C'A, un profil normal à la circonférence primitive, et on fera mouvoir ce profil le long des lignes AB', B'^ B'g,... pour engendrer le creux continu de la roue G'. La dent ne doit recevoir qu'une faible saillie sur la surface du cylindre, assez seulement pour accuser le premier élément normal au point A; le creux ne doit, de même, avoir que les dimensions nécessaires pour loger la dent à son passage dans le plan des axes des deux cylindres. Si donc on fait tourner le cylindre 0,1a dent conduira le creux, de telle manière que le point de contact se trouvera toujours sur la génératrice commune projetée en A, et se déplacera le long de cette génératrice. Le glissement relatif sera nul ; chaque cylindre roulera sur Tautre, sans glissement des parties en contact, comme si la transmission avait lieu par simple adhérence.
L*engrenage de White a bien une infinité de dents ; car si Ton coupe les deux cylindres par une série de plans normaux à' leurs axes, les coupes présentent chacune, pour ainsi dire, un engrenage ordinaire; mais ces coupes, au lieu d'être empilées de manière à se couvrir mutuellement, sont placées en retraite graduelle Tune par rapport à l'autre, de sorte qu'une seule coupe forme, à un instant donné, l'engrenage où la prise des dents a lieu.
On voit aussi que dans l'engrenage de White, le contact des deux roues a lieu en un point unique, tandis que dans l'engrenage cylindrique ordinaire, le contact a lieu le long d^une génératrice rectiligne de la dent et du creux ; cette considération seule montre que l'engrenage de White n'est applicable qu'à des transmissions délicates, dans
lesquelles les efforts exercés sur les roues sont peu énergiques. Les engrenages destinés à lever de lourds fardeaux ne sont jamais exécutés dans ce système.
L'engrenage de White s'applique aux engrenages intérieurs comme aux engrenages extérieurs.
ENGRENAGES CONIQUES OU ROUES D ANGLE
139. La théofie des engrenages coniques est calquée sur celle des engrenages cylindriques.
Soient OB, OB' les deux axes concourants autour desquels doivent s'opérer les deux rotations, savoir, c» autour de OB, et kJ au
tour de OB'. Nous supposerons que ces rotations s'opèrent en sens contraires, c'est-à-dire que l'axe de la première soit OB, et l'axe de la seconde le prolongenient de OB'.
Nous commencerons par chercher dans le plan BOB' un point A, tel qu'entraîné succes>ivement dans le mouvement autour de OB, puis dans le mouvement autour de OB', il ait la même vitesse linéaire en grandeur et en direction* Il faudra pour cela que l'on ait, en abaissant sur les axes les perpendiculaires Â&, kV y
AftXw=Afe'Xw',
équation qui déBiiit une droite AO, diagonale du parallélogramme construit dans l'angle BOB', avec des côtés proportionnels à 01 et à &>'. Imaginons que cette droite AO tourne autour de OB, de manière à engendrer un- cône droit à base circulaire dont OB soit l'axe; puis, qu'elle tourne autour de OB', de manière à engendrer un second cône de révolution; ces deux cônes seront tangents tout le long de la génératiiceCA; et si on leur imprime, autour de leurs axes et dans le sens des flèches, des vitesses angulaires égales a> et a>', ils n'auront pas de glissement l'un sur l'autre, puisque les vitesses linéaires des
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points en contact sont égales et dirigées dans le même sens au passage dans le plan BOB^
On pourra donc transformer la rotation u autour de OB en une rotation w' autour de OB' par la simple adhérence entre les deux cônes OB et OB', comme on transforme (§ 122) la rotation autour d'axes parallèles par la simple adhérence entre deux cylindres.
Pour déduire de là l'engrenage conique, coupons les deux cônes par une surface sphéiique ayant le point pour centre^ et un rayon OA arbitraire.
Cette surface sphérique coupe les cônes suivant les deux cercles Afe, W; cela posé, traçons sur la spbèi e, à partir du point A, une courbe quelconque qui représentera le profil du creux pratiqué dans la roue kb'; cherchons ensuite l'enveloppe des positions de cette courbe dans le mouvement relatif du cercle A^ par rapport k kb; ce mouvement se réduit au roulement du premier cercle de la sphère sur le second ; dans ce mouvement, chaque point du profil mobile décrit une courbe épicycloïdale sphérique, et l'enveloppe des positions de ce profil s'obtiendra en appliquant les mêmes principes qui nous ont servi pour la recherche de l'enveloppe des positions d'une figure plane de forme constante, mobile dans son plan suivant une loi donnée (§ 82).
Les courbes ainsi tracées serviront de directrices à des surfaces coniques ayant pour centre commun le point 0, et dont l'une formera la surface de la dent d'une roue, et l'autre, la surface correspondante du creux de l'autre roue ; les deux surfaces coniques se loucheront à un instant donné suivant une génératrice, et le plan élevé par cette génératrice perpendiculairement aux deux surfaces coniques en prise passera par la droite OA , génératrice de contact des deux cônes primitifs.
On pourra donc construire les engrenages coniques comme on construit des engrenages cylindiiques, en effectuant sur la sphère les constructions analogues à celles qu'on effectuerait sur le plan, puis en prenant les figures résultantes pour bases de cônes, dont le sommet commun soit au point 0.
Le prolongement de ces surfaces jusqu'au point est purement fictif, car, dans la pratique, on limite les roues à deux sphères concentriques.
1 40. Les constructions à exécuter sur une smTace sphérique ma-
térielle sont aussi faciles que les constructions sur un plan; les arcs de grand cercle y remplacent les lignesdroites. Mais il serait difficile de réaliser matériellement la* surface sphérique auxiliaire pour y tracer les profils des pleins et des creux des deux roues. Si la sphère était une surface développable, on pourrait l'appliquer sur le plan, et alors on n'aurait plus qu'à effectuer dès constructions planes, qu'il serait facile de reporter ensuite sur la sphère. Ce procédé est inadmissible, puisque la sphère n'est pas applicable sur le plan. Mais nous n'avons pas besoin pour notre tracé de -toute la surface de la sphère auxiliaire; les figures que nous avons à construire sont en effet réparties sur deux zones étroites de cette sphère, l'une ayant le cercle kb, l'autre le cercle A 6' pour lignes moyennes; on peut remplacer ces zones, à cause de leur petite largeur, par les surfaces développables des cônes droits qui leur sont circonscrits ; on pourra donc dérouler les cônes sur le plan, et on aura, par ce procédé, développé approximativement, non pas la sphère entière, mais les régions de cette sphère utiles pour la solution du problème proposé. Cette simplification a été imaginée par Tredgold. Au point A, pris sur la génératrice de contact des cônes primitifs, élevons une perpendiculaire SS' à OA dans le plan des
deux axes. Elle ooupera les axes en deux points S et S' qui seront les sommets respectifs des cônes de révolution circonscrits à la sphère suivant les cercles kb^ kV. Ces cônes S et S' seront tangents entre eux suivant leur génératrice commune SS', car ils ont pour plan tangent commun un plan conduit par SS' ' perpendiculairement au plan BOB' . Imaginons que le tracé de la base de l'engrenage dessiné sur la sphère, soit reporté sans altération sur les cônes qui ont une zone commune avec elle tout le long des parallèles Afc, kb\ Considéré sur ces cônes aux environs de la génératrice SS', le tracé ne différera en rien de celui d'un engrenage cylindrique qui aurait pour centres les points S et S' et pour rayons
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primitifs SA, S'A; par suite, on pourra substituer approximativement à Tengrenage conique Tengrenage cylindrique des deux s^teurs primitifs de rayons SA, S'A, que Ton obtient en développant sur un plan Tensemble des deux surfaces coniques S et S'.
Décrivons sur un plan avec des rayons égaux à SA et à S'A deux cercles tangents en A; prenons sur les circonférences des arcs MAN, M'AN' respectivement égaux en longueur aux circonférences Afe, AJ'; partageons ensuite ces arcs, le premier en un nombre entier, m, de parties égales, le second, en w! parties. égales, de manière qu*il y ait égalité entre ces parties; puis faisons le tracé de Tengrenage cylindrique, des portions de circonférences M'AN', MAN.
One fois ce tracé fait, il suffira d'enrouler les figures planes ainsi dessinées sur les côneS S et S' pour avoir approximativement les profils qui serviront de base aux surfaces coniques constituant les dents de Tengrenage demandé.
Fig. 198.
TRANSMISSION AUTOUR D AXES NON CONCOURANTS ET NON PARALLÈLES
141. Double engrenage conique. On se propose de transformer un mouvement de rotation &>, qui s'opère autour d*un axe 00, en un mouvement de rotation &>' autour de Taxe O'O'. Coupons ces deux axes par un troisième axe auxiliaire AB autour duquel nous imaginerons une rotation égale à &>".
On pourra transformer d*abord la rotation &> en la rotation u" au moyen d*une roue d'angle ayant son sommet en A; puis la rotation o»^ en la rotation &>'au moyen d^une seconde roue d'angle ayant son sommet en 6. Soient m, m" les nombres de dents des roues d*angle en A; et m'^i, m' les
nombres de dents des roues d'angles en B; on aura les relations :
H en résulte
C'est la relation à laquelle doit satisfaire le double engrenage; on devra trouver des nombres entiers qui vérifient cette équation en restant dans des limites pratiques convenables.
Engrenage hyperboloïde. Principe de la solution.
142. Proposons-nous de trouver une transformation directe de la rotation cd en larotatidh ci>'.
Soit OCy la perpendiculaire commune aux deux axes ; prenons sur
cette droite un point A quelconque que nous supposerons d'abord entraîné par la rotation o», puis par la rotation o»'.
Le premier mouvement amène, dans un temps infiniment petit 6, le point A en un point B, à une distance AB := w X OA X Ô; rélément AB est perpendiculaire à la fois à 0(y et à 00|.
Le second mouvement amène le point Fig. 200. ^ ^u V^^^^ ^'f dims une direction AB'',
normale à la fois h 00' et à O'O',, et à une dislance AB' = AO'Xm'X 6; l'angle B'AB est égal à l'angle de l'axe 00, avec l'axe O'O',.
Il est donc impossible de trouver sur la droite 00' un point A tel qu^entraîné successivement par chaque rotation, il ait dans les deux cas la même vitesse linéaire en grandeur et en direction; quelles que soient les surfaces en contact, il y aura toujours entre elles un certain glissement relatif dont la mesure est donnée par Tare BB', distance acquise, au bout d'un temps 6 très-court, par les deux points qui étaient en coïncidence au point A, au commencement de cet intervalle de temps.
HYPERBOLOlDE.
On peut du moins choisir le point A sur la droite 00', de telle sorte que le glissement, BB', soit le plus petit possible.
Le point A étant déterminé par cette condition, on connaîtra la direction BB' de Tare de glissement en construisant le triangle ABB'. Si par le point A nous menons une droite AA' parallèle à BB', cette droite, entraîné par le mourement autour de 00|, décrira un hyperbololide de réTolution; et entraînée par le mouvement, autour de 0' O'i, décrira un second hyperbolnde. Ces deux surfaces se toucheront suivant la droite AA', et quand on les fera tourner toutes deux avec les vitesses ca, {>>',autour des axes OOj, O'O'^, elles glisseront Tune sur Tautre lelong de la génératrice de contact. En d^autres termes, la génératrice de contact sera à chaque instant Vaxe de rotation et de glissement du mouvement relatif dune des surfaces par rapport àTaûtre (§90 Rem); on peut donc construire cette génératrice en composant la rotation to' autour deO'O'^, avec une rotation égale et contraire à ea, autour de 00| (§ 99).
On pourra prendre sur les surfaces des deux hyperboloïdes deux zones conjuguées, c'est-à-dire deux zones comprises enive des parallèles menés sur chaque surface par deux points de la génératrice de contact AA': puis on tracera sur ces deux zones une série de génératrices rectilignes équidistantes ; ce seront les bases des dents dont on devra garnir chaque surface ; ces dents seront de petites portions de surfaces saillantes, obliques sur les couronnes des roues, et quigUsseront les unes sur les autres dans le passage commun par la génératrice de contact des deux surfaces primitives.
Vis sans fin et engrenage hélicùide,
143. Soit une roue d'une épaisseur infiniment mince ; cette roue, munie de dents RP, profilées suivant uuq développante du cercle OA, pourra engrener avec les flancs droits PQ d*une crémaillère BG. Supposons qu'à la crémaillère BC, on substitue la surface d'une vis à filet carré, et que P(J soit une génératrice derhélico'ide à plan directeur dont Taxe est la droite BG . Un déplacement longitudinal de l'hélicoîde, tel que celui que l'on donne à une crémaillère , équivaut à un déplacement angulaire de la surface autour de son axu BG ; car ce déplacement angulaire a pour effet d'amener dans le plan de la figure une génératrice P'(y, plus basse, par exemple, que la génératrice PQ; ce qui
kC
Fig.2(H.
VIS SANS FIN
entraine la rotation de la roue 0, comme si la crémaillère s'était déplacée longitudinalement de la quantité PP'. On voit donc que cet engrenage hélicoïdal fournit un moyen de transformer un mouvement de rotation autour d^un axe G6, en un mouvement de rotation autour d'un axe 0, perpendiculaire à CB.
Nous avons supposé la roue sans épaisseur, ce qui est inadmissible en pratique ; la dent à profil de développante RP, a nécessairement une certaine épaisseur, etelle doit recevoir, par suite, dans le sens de Tépaisseur, Tobliquité demandée par la forme de la surface hélicoïdale avec laquelle elle doit être en contact aux environs du point P. Or le contact des deux surfaces a toujours lieu dans un même plan ÀP, parallèle à Taxe GB de rhélicoïde et perpendiculaire au plan de la figure. Tous les points de contact successifs de Thélicoïde avec la dent de la roue OA sont donc à une même distance de TaxeCB, et par suite, Tinclinaison sur le plan de la .figure du plan tangent à rhélicoïde en ces points P, P', est toujours la même. Les profils RP, R'P' doivent être touchés par ce plan langent; il en résulte que la véritable forme de la dent RP est Fenveloppe d'un plan mobile, dont la trace sur le plan de la figure est tangente à la développante RP, et qui fait avec ce plan un angle constant, égal à Vinclinaison sur le même plan de Thélice qui passe au point P. La surface enveloppe de ce plan mobile, est un hélicoïde développable dont Tarête de rebroussement est une hélice tracée sur le cylindre OA. On ne donne du reste à la dent qu'une faible épaisseur.
La vis sans fin peut être construite de telle sorte que la vis mène h roue sans que la roue mène la vis ; c'est ce qui arrive si le pas de Thélice est suffisamment petit.
Si, au contraire , le pas de Thélice est très-allongé, la roue peut mener la vis sans que la vis puisse mener la roue ; on emploie un engrenage de cette nature dans le régulateur à ailettes du tourne-broche.
Enfin, pour des valeurs moyennes du pas, Tengrenage est réciproque.
La recherche des conditions de transmission appartient à la théorie da frottement dans les machines.
On peut transformer Tengrenage de la vis sans fin en un engrenage de deux roues à axes rectangulaires non concourants. Imaginons pour cela qu'on augmente le rayon de la vis, en en réduisant la longueur et en multipliant le nombre des filets hélicoïdaux ; on obtiendra par cette transformation deux roues à dents hélicoïdales engrenant ïvst avec l'autre, par des dents tracées obliquement aux couronnes.
Le pas S d'un engrenage se calcule par la formule
m étant le nombre de dents d'une roue, et R le rayon de sa circonférence primitive.
La roue conjuguée devra donner la même valeur de S :
ç SttR'
Sur chaque roue, le pas S est la somme du plein et du crevx ; le cretix est égal au plein de la roue conjuguée, plus un jeu.
Les pleins des deux roues conjuguées peuvent n'être pas égaux ; cela arrive si les dents des deux roues ne sont pas formées de la même matière : les dents en fer demandent moins de largeur que les dents en bois.
Le jeu doit varier avec la nature des matières employées pour les dents, et aussi avec le soin apporté à l'engrenage : on le fait du 1 1 Jïï ^" ^ ^" ^*^*° P°"^ ^^ engrenages à dents métalliques, et du
TT au j^ pour les engrenages à dents en bois.
Dimensions des dents. On calcule les dimensions des dents par les formules suivantes :
Soit Pla pression mutuelle qui s'exerce entre deux dents en prise ;
K, un coefRcient constant ;
L, la saillie totale de la dent, mesurée à partir du fond du creux ;
bf l'épaisseur de la dent, mesurée dans le sens des génératrices du cylindre ;
h, la largeur, ou le plein, mesuré sur la circonférence primitive.
P est exprimé en kilogrammes; L, ^, /i, sont exprimes en mètres.
i^ Les quantités L et h sont liées entre elles par la formule :
L == 1,2 /i si l'engrenage est soumis à de grandes charges ;
L = l,5/i, si l'engrenage est soumis à des charges médiocres.
2" On a de plus l'équation
PL= Uh*
Dans cette équation, on peut faire K=: 250,000 si les dents sont en fer, et K = 145,000 si elles sont en bois.
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3* La valeur de b doit être comprise entre 5^ et 6^, saivant qaeP est plus ou moins grand.
On a dressé des tables pratiques donnant ces dimensions.
Dimensions de la jante, La jante des roues d'engrenage en fer reçoit une largeur égale à Tépaisseur b des dents ; et une épaisseur (dans le sens du rayon) égale à la largeur des dents, h, ou bien aux | de cette largeur si Ton ajoute une nervure intérieure. Si la roue est exposée à des cbocs, on fait saillir la jante latéralement aux dents, de manière à leur fournir un appui à leurs deux extrémités.
Pour les roues en bois, les dents sont des aluchons implantés dans la jante, laquelle a plus d'épaisseur que les dents. L'alucbon traverse la jante, et déborde à l'intérieur; onTy fixe solidement au moyen de coins en bois.
Dimensions des bras. Le nombre des bras de la roue dépend de son diamètre ; pour les petites roues au-dessous de i°',30 de diamètre, on met quatre bras.
On en met 6, pour un diamètre variable de 1",30 à 2",50. 8, — de 2«,50 à 5-,00.
10, - de 5»,00 à 7-,00.
La section du bras est en général une croix, dont les dimensions vont en diminuant du moyeu à la jante. Les saillies latérales de la croix se fondent avec la nervure intérieure de la jante , s'il existe une telle nervure.
Le calcul de la section de ces pièces est un problème de la résis tance des matériaux,
TnANSFORMATION d'uN MOUVEMENT RECTILIGNE ALTERNATIF EN UN MOUVEMENT CIRCULAIRE CONTINU. — BIELLE ET MANIVELLE.
145. La tige T d'un piston, mobile danaun cylindre, est animée d'un mouve ment de va-et-vient le long d'une droite OX ; elle est
guidée dans ce mouvement par deux glissières fixes CD, CD' , parallèles à la droite OX, et entre lesquelles la coquille MN, attachée
ET MANIVELLE
in'ariabieinent à la tige T du piston, a la liberté de glisser à frottement doux.
Pour transmettre le mouvement à un arbre tournant, dont Taxe est projeté en un point de la droite OX, on se sert d'une bielle AB, dont l'extrémité A est articulée à la coquille et dont l'autre extrémité B s'articule en un point B du rayon OB fixé à l'arbre. Le rayon OB prend le nom de manivelle. Il porte en B un bouton cylindrique dont l'axe est parallèle à l'arbre 0, et qui passe dans un œil ménagé à l'extrémité de la bielle.
Nous avons déjà étudié (§81) cette transformation de mouvement, et reconnu que la vitesse V du point A était liée à la vitesse angulaire <a de l'arbre par la relation
V = OIXw,
01 étant la longueur comprise sur une perpendiculaire à OX entre le point et la rencontre de la direction AB de la bielle.
Si du point A comme centre avec AB pour rayon nous décrivons un arc de cercle pour rabattre AB de A en E sur la droite AD, le point E aura un mouvement égal à celui du point A puisque ces deux points sont constamment à la même distance l'un de l'autre sur la droite qu'ils parcourent tous deux Or ?««'*. r„CauVûrde*i
abaissons du pomt B une perpendlCU- maniveUe.B.B', axes passant
laire Bb sur OA. La distance 6E serait **^"« *«/ p*"«^- c'. c. cia-
. ^ . 4 A'4 j j j • vettes de serrage, appuyant
mliniment petite du second ordre si d'un côié sur les coussinets, Tangle BAO, qui mesure l'obliquité de de l'autre sur des contre-
1 «•it f, 'é ' n * A à'i ri*i Clavettes iixes*
la bielle, était inGniment petit. Si donc
la bielle est suffisamment longue, on pourra sans grande erreur
négliger bE devant la longueur AB, et confondre le mouvement
Fig. iijù,
A, tête à fourche, embrassant l'extrémité du balancier
BIELLE
du point E, ou, ce qui revient au même, le mouvement du point Â avec le mouvement du point b, projection du bouton de la manivelle '^** le diamètre OX. L'erreur commise est nulle auxpomte morts; maximum quand la manivelle fait un angle droit
avec la droite OX (fig.
204) ; car c'est alors que l'angle BAO est le plus grand possible. En général ou donne à BA une longueur égale à 5 fois BO. Dans ces conditions le maximum OE de Terreur qui consiste à confondre le nM)uvement du point A avec le mouvement de la projection du point B est donné rigoureusement par l'équation
AB
La longueur de la manivelle OB est rigoureusement égale à la moitié de la course du piston, ou de l'intervalle entre les deux positions extrêmes du point mobile A. Lorsque le bouton de la
Bt
Ai
Fig. 205.
manivelle passe au point mort B|, la bielle et la manivelle sont en prolongement l'une de l'autre, et par suite la distance OA^ do
ET MANIVELLE
point mobile A au point fixe est égale à OB +BA ; lorsque la manivelle a accompli une demi-révolution et que le bouton passe au second point mort B,, la bielle revient en retour de la manivelle et le point A se trouve alors en A, à une distance du point égale à OB — BA ; la course du piston A^ A, est donc égale à la différence
(OB -f- BA) — (OB - BA) , ou à OB X 2.
Cette relation est rigoureuse, et elle est indépendante de la longueur de la bielle.
146. Aux points morts, le piston, pirvenu à l'une des extrémités de sa course, n'agit plus sur la bielle, et ne contribue plus à imprimer un mouvement de rotation continu à l'arbre 0. Le mouvement une fois commencé peut se prolonger, comme nous le verrons plus tard, en vertu de la propriété connue sous le nom d'inertie de la matière; la manivelle et la bielle cessent alors d'avoir toutes deux une même direction, et la transmission du mouvement redevient possible. Il n'en est pas moins vrai que si la machine, à l'instant où l'on veut la mettre en train, était à l'un des points morts, les efforts du piston sur la bielle res-
Fig.206.
teraient sans effet; pour déterminer le mouvement de Tarbre dans un sens plutôt que dans le sens opposé, il faut que le mécanicien agisse sur la manivelle dans le sens voulu et lui donne un dépla-
350 EXCEKTniQUE
cément qui permette à la Iransraission de s'opérer. C'est celle opération tju'on appelle abattage dans les machines à vapeur à cylindre unique. La nécessité de l'aballage est évitée dans les maohines à deux cylindres (Sg. 206). Chaque cylindre a son piston, sa bielle et sa maiâvelle. L'arbre tournant est alors lié i la fois à deux manivelles OB, OB', que l'on place à angle droit l'une sur l'autre; lorsque l'une passeà un point mort, l'autre, qui a sur la première une avance ou un retard de 90°, se trouve avmr tout son effet, de sorte que la transmission est toujours assurée, soit par les deux manivelles, soit par l'une des deux.
Les vitesses des deux pistons ne sont pas les mémej aux mimes instants. Si » repr^ente la vitesse de rotation de l'arbre 0, la vitesse linéaire v du piston correspondant à la bielle AB esl égaleâOCx»; tandis que la vitesse v' du piston correspondant a la bielle A'B' est OC'X<".
La transmission par bielle et manivelle peut s'opérer dans les deux sens. Lorsque la transmission est double, et que les deux manivelles sont calées à angle droit, on renverse le mouvement de rotation de l'arbre en changeant à la fois le sens de la marche des deux pistons.
La transmission par lûelle et manivelle est aussi réciproque; c'est-i-dire que si l'on fait tourner l'arbre de rotation dans un
sens, le mouvement alternatif du piston en résulte sans aucune ambiguïté. Dans ce cas les points morts de la manivelle doai sans inconvénient.
Elle fournit donc un moyen de transformer un mouvemeal drcuiaire continu en un mouvement rectiligne alternatif.
A COLLIER
147. Vexcentrique à collier (fig. 207) est une transformation du même genre, dont la théorie géométrique se ramène à celle de la bielle et de la manivelle. Sur un arbre 0, est calé un cercle dont le centre C est situé en dehors de Taxe 0, et dont la circonférence enveloppe entièrement cet arbre; c'est cette circonférence massive D, qu'on appelle excentrique. Au pourtour du cercle est placé un collier ou bague A A, qui enveloppe tout Texcentrique et à Tintérieur duquel cette pièce peut glisser û frottement doux. Le collier est attaché à des barres droites A'B, entre-toisées Tune à l'autre, et qui se réunissent en un même point B, mobile sur une droite Oi/,ou sur un arc de cercle de faible courbure qu'on peut confondre sans eireur avec une droite, dont le prolongement passe par le point 0, centre de la rotation de l'arbre.
Joignons le point au point G et le point C au point B ; ces longueurs restent constantes dans le mouvement, car OC est une droite appartenant au système invariable de l'arbre et CB est la distance constante du point B, qui fait partie du système des barres d'excentrique, au point C, centre du cercle formé par le collier AA. Tout se passe donc comme si une manivelle OC, égale à l'excentricité, menait la bielle CB ; le mouvement circulaire continu de l'excentrique imprime donc au point B le long de sa trajectoire un mouvement alternatif dont l'amplitude est égale à 20C,
Cette transformation de mouvement n'est pas léciproque, parce que la poussée qu'on exercerait au point B pour faire tourner l'excentrique produirait une augmentation du frottement de a bague contre l'excentrique et ne pourrait faire tourner cette pièce. L'excentrique a, comme nous le verrons plustardj l'inconvénient d'accroître beaucoup le travail du frottement par rapport à ce qu'exige l'emploi d'une bielle et d'une manivelle ; malgré cette infériorité, l'excentrique est très-employé dans les machines parce que le calage de cette pièce sur Tarbre tournant évite les coudes, qui seraient nécessaires pour le passage des bielles. On peut regarder l'excentrique comme un système particulier de manivelle dans lequel le bouton aurait été augmenté €n diamètre de manière à envelopper Tarbre tournant luimême.
TRANSMISSIONS DU BALANCIER
14*8. On appelle balancier , dans les machines à vapeur à cylindre vertical, une pièce oscillante, ou animée d*ua mouvement circulaire alternatif; ce mouvement lui est communiqué à une extrémité par le piston de la machine, et il le transmet par Tautre extrémité à un arbre tournant, auquel on doit communiquer un mouvement circulaire continu.
Les transmissions du balancier comprennent donc une transformation du mouvement rectiligne alternatif en circulaire alternatif , et une transformation du mouvement circulaire alternatii en circulaire continu.
G, ce, axe de rotaUon du balancier.
D, bb, et A, aa, axes auxquels s'articulent les bielles et les tiges mises en mouTemenl par le balancier.
Fig. 208.
La première s'opère au moyen de l'appareil appelé paraHéUh gramme articulé; la seconde au moyen de la bielle et de la manivelle*.
PARALLELOGRAMME DE V^ATT.
149. Soient OA, O'A' (fig. 209) deux droites égales, mobiles dans le plan de la figure, la première autour du point 0, la seconde autour du point 0'; ces deux droites sont parallèles dans leur position moyenne ; la première s'en écarte dans un sens et dans l'autre, d'un angle BOA = GOA, et elle possède un mouTe
* Voir plus loin, gg 152 et 153, transmission par bielle et manivelles inégales.
ARTICULÉ
ment circulaire alternatif qui la fait passer de la position extrême OB à l'autre position extrême OC.
Le point A de la droite OA est lié au point A' de la droite O'A' par une droite AA' de longueur constante; le mouvement de la droite OA définit donc complètement le mouvement de la droite 0'A\ On trouvera, par exemple, les positions extrêmes 0' B' etO'C',deladroiteO'A', en cherchant les intersections B' et C de Tare de cercle C'A'B', décrit par le point A' autour du point 0', et des arcs décrits des points B et C comme centres, avec un rayon égal à AA'.
Le lieu géométrique décrit par le milieu de la droite de jonction des points mobiles A et A' est une courbe Y H", qui a un centre à Vintersection de la droite AA' et de la droite 00', et qui dilTere très-peu d une ligne droite si les proportions de la figure sont convenablement choisies.
La courbe passant par son centre a en effet une inflexion au point I. De plus, on peut prévoir qu'elle a une courbure très-peu prononcée ; car les d a g courbes décrites par les extrémités de la droite finie AA' étant des arcs de cercles égaux, mais orientés en sens contraire Tun de l'autre, la courbe décrite par le point milieu de la droite A A' a pour ainsi dire une courbure moyenne entre ces deux courbures égales et opposées ; sa courbure est donc voisine de zéro, et elle est tout à fait nulle au point où elle coupe la droite 00'. En résumé, le mouvement du milieu de la droite A A est à peu près rectiligne.
Watt s'est servi de cette propriété, qui n'eit vraie que d'une manière approximative, pour établir la liaison entre la tête du piston de la machine à vapeur et le balancier.
Fig.210.
PARALLÉLOGRAMME
II a remarqué que si Ton prolonge OA (Gg. 210, 211 et 212) d'une quantité ÂD égale à OÂ, et que Ton complète le parallélogramme ADKA', le point K se trouve toujours en ligne droite avec
Fig.211.
Fig. 212.
les points et I, dans toutes les positions du parallélogramme,
et à une distance OK du point double de la distance 01.
La ligne décrite par Je sommet K de ce parallélogramme est donc homothétique à la ligne décrite par le point I; si celle-ci se confond setisiblemenl avec une droite, l'autre se confondra de même avec une droite parallèle à la première. Walt s*esl donc servi du point K, sonmaet du parallélogramme articulé, pour y attacher la tête du piston P; dans la position moyenne, le point 0', centre du contre-balancier, O'A', qui assure le mouvement du point A^ coïncide en projection avec le sommet K, point d'attache de la tige du piston. Le point I, situé an milieu de la bride AA', et animé comme le point K d'un mouve-
Fig. 213.
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ment alternatif sensiblement rectiligne, mais de course deux fois moindre, sert à attacher la tige de Tune des pompes de la machine.
150. Voici les proportions prises par Watt pour le tracé de cet appareil (fig. 215):
OA', OA'^, positions extrêmes du balancier;
OA, position moyenne.
L'angle Â'OA est égal à IS"" 55' 28''; la longueur OA est à la demi-corde A' N dans le rapport de 37 à 12. Le contre-balancier est placé de telle sorte que son extrémité B, dans la position moyenne, soit située sur la corde A'A" prolongée. Le point M, qui décrit la ligne sensiblement droite, est au milieu de la bielle de jonction ÂB. Ce point, dans les positions extrêmes de la figure, se trouve en M' et en M", au milieu des flèches, AN, QB, des arcs décrits par les extrémités des deux balanciers. Watt prenait la bielle AB égale à la corde A'A", ou au moins aux ^ de cette corde.
Dans les bateaux à vapeur à palettes, on ne peut pas
Fig. 214.
placer le balancier au-dessus des cylindres, parce que cette pièce
256 * TRAKSMISSION PAR BIELLE
a un poids très-lourd, qui compromettrait la stabilité du bâtiment.
La tige du piston (fig. 214) fait mouvoir une potence aux extrémités de laquelle sont attachées deux bielles descendantes AB (la seconde est cachée derrière la première) .
Le point A est donc animé d'un mouvement rectiligne alternatif suivant la verticale et le point B d'un mouvement circulaire alternatif autour du centre G. Une tige rigide DE, articulée en Davec le balancier CB, et en E avec le contre-balancier EF, porte en un point 6 de son prolongement une bride GA qui la rattache invariablement à la tète du piston ; on dispose des proportions de la figure de manière que le point G décrive à très-peu près une droite verticale. La bride GA, toujours égale et parallèle à DB, maintient donc la tige du piston sur la verticale, malgré les actions exercées obliquement par la bielle AB, lorsque la figure n*est pas dans sa position moyenne.
TRANSMISSION PAR BIELLE ET MANIVELLES INÉGALES
152. Soient A et Blés projections de deux axes parallèles; une manivelle kb, mobile dans le plan de In figure, est assujettie à tourner autour de Taxe A; une autre manivelle Ba, est assujettie <\ tourner autour de Taxe B; les extrémités a elb sont réunies Tune à l'autre par un lien rigide ou bielle, ab.
Appelons &> la vitesse angulaire de la première manivelle autour de l'axe A, et o' la vitesse angulaire de la seconde autour de ^ ^ Taxe B, ces deux vitesses étant prises
^--■«Oô ^ un même instant, et cherchons
y ^^""^-^^ d'abord le rapport des vitesses an-
/ ^^S> ^ gulaires &> et &>'.
\ 1^^""^ Dans son déplacement autour de
^^a A, le point b décrit un arc de cende
/ ' infiniment petit, normal à Afr, et
/ égal à A&XuO, étant la durée in-
^ finiment petite du déplacement.
V Dans le même temps 0, le point a
p. o^g^ décrit un arc infiniment petit, per-
pendiculaire à Ba, et égal à Ba X u'O- Les directions Ai, Ba, sont normales aux lieux décrits simul-
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tanément par les points a et 6 du lien rigide ab; le point de rencontre C de ces deux directions est donc le centre instantané du système solide mobile ab.
Si l'on divise les vitesses linéaires des points aetb par les distances frC, aC, de ces points au centre commun de rotation, on obtiendra la vitesse angulaire du système ab; les deux divisions doivent donc donner le même résultat, et par suite on a l'égalité
A6Xw BaXû»'
d'où Ton déduit
C6 "^ Ca '
Prolongeons la direction de la bielle jusqu'à sa rencontre en c avec la droite passant par les centres A et B. Le triangle ÂBG a ses trois côtés rencontrés par la transversale bac, et l'on a l'égalité
A6xCaxBg _ .
CtxBaXAe"" '
w' Ac
« Bc
Le rapport des vitesses angulaires est ainsi égal au rapport des segments Ac, Bc, interceptés sur la ligne des centres par la direction de la bielle. La lormule est générale, pourvu que Ton attribue aux segments Ac, Bc des signes convenables d'après le sens qu'ils ont sur la droite AB, et que les vitesses angulaires o, (>/ soient de même considérées comme ayant le même signe ou des signes contraires, suivant qu'elles correspondent à des rotations dans le même sens ou en sens oppose.
Lorsque les deux manivelles sont égales, et que la bielle ab a une longueur égale à la distance AB des centres, la droite ab est constamment parallèle à AB, et par suite le point c est infiniment éloigné. La formule donne alors
ce qu'il est facile de reconnaître directement. On a alors la transmission par bielle d'accouplement^ que l'on emploie pour rattacher l'une à l'autre les roues motrices d'une locomotive.
153. Nous allons déterminer les conditions nécessaires et suffisantes pour que les deux manivelles hb, Ba, puissent faire chacune un tour entier autour des centres A et B. Pour cela, commençons par chercher s'il y a des limites à l'excursion des points beta sur les circonférences que ces points décrivent dans leurs mouvements simultanés.
Du point B comme centre, avec un rayonégal en valeur absolue à (fig. 21 6) la différence ab — Ba, décrivons un arc de cercle; si cet arc rencontre la circonférence lieu du point ben deux points b'ei b\, le bouton b de la manivelle kbne pourra pas pénétrer dans Tare b'b\ compris entre ces deux points ; car pour tout point m de cet arc, on aurait Bm<;B6', c'est-à-dire que dans le triangle Bma, formé par le centre B, l'extrémité m de la bielle et le point mobile a, le côlé Bm serait moindre que la différence ab — Ba des deux autres côtés, ce qui est impossible.
Du point B comme centre avec un rayon égal à aft-t-Ba, décrivons un second arc de cercle ; si cet arc coupe le cercle décrit par le point b en deux points b'\ b'\^ ces points représenteront de
même les limites de l'excursion possible du point b. Autrement on obtiendrait un triangle Ban dans lequel le côté Bn, plus grand que W, serait plus grand que la somme des deux autres côtés, laquelle est toujours égale à aft+Ba.
S'il en est ainsi, le point b est assujetti à parcourir soit l'arc V'b\ soit l'arc b\b"^y et à osciller entre les deux extrémités de cet arc. C'est ce qui a lieu dans la transmission du balancier à l'arbre tournant d'une machine à vapeur.
On saura de même si l'excursion du point a est limitée sur la circonférence Ba, en traçant du point A comme centre, d'abord avec un rayon égal à la somme db + A&, puis avec un rayon égal en valeur absolue à la différence' ai^ — A^, des arcs de cercle qui pourront couper en deux points, ou toucher en un seul point, ou ne pas rencontrer du tout la circonférence décrite par l'extrémité a de la manivelle Ba.
Fig. 216.
ET MANIVELLES INÉGALES
Pour que le mouvement de rotation autour du centre A du plus grand cercle ne soit arrêté nulle part, il faut que quand le point b passe au point E de la ligne des centres, la bielle soit au plus égale à ED, et que quand le point b passe au point F, à l'autre extrémité du diamètre, la bielle soit au moins égale à GF. Car GF est la plus courte droite qu'on puisse mener du point F à la circonférence B, de même que ED est la plus longue droite qu'on puisse mener à cette circonférence à partir du point E. Appelons a la distance AB des centres, R, le rayon At, r le rayon Ba, et enfin /, la longueur de la bielle; supposons R>r, ou au moins R = r. Il faudra qu'on ait à la fois, pour assurer la continuité de la rotation,
et
/=ou<{a-hr;— R)
/=ou>(a-|-R— r).
Fig. 217.
Ces conditions sont incompatibles avec la condition R>r; on ne peut y satisfaire qu'en supposant R = r et /=a.
Il peut en être autrement lorsque le petit cercle est intérieur au. grand (fig. 217).
En effet, au moment où le point b passe au point E, la longueur l de la bielle doit être comprise entre ED et EG, puisqu'elle aboutit en un point de la circonférence GD; et quand le point b passe en F, elle doit être comprise entre FG et
FD; c'est-à-dire que la longueur l doit satisfaire à la fois aux quatre inégalités
R_a-.r</<R— a-l-r et
R-Ha — r</<R-f-a-f-r.
Pour que ces conditions soient compatibles, il faut et il suffit que r > a ; car alors la seconde limite inférieure, R -f- a — r, est audessous de la première limite supérieure, R — a-hr, et on peut trouver entre ces deux limites des valeurs de / satisfaisant à la fois aux quatre inégalités.
CAMES ET PILON
En définitive, il y a deux cas seulement dans lesquels le mouvement des deux arbres tournants peut êtreindéfinimentprolongé dans le même sens :
2*^ R>r>a, et a>(R — r); cette dernière condition montre que le petit cercle est à l'intérieur du grand ; l'inégalité r>a indique de plus que le centre du grand cercle est à l'intérieur du petit. Alors la longueur / de la bielle doit être comprise entre les deux limites R -h (r — a) et U -^ (r —'a) .
gâmes et pilon.
1 54. La came est une partie saillante 6 adaptée à un arbre tour-
nant, et destinée à soulever le mentonnet a d'un pilon ou d'un marteau, qui retombe quand la came cesse de le soutenir. Le mouvement de l'arbre, l'espacement des
cames et la levée du pilon ou du marteau, doivent être réglés de telle sorte que la cbute soit terminée avant que la came suivante soit en prise avec le mentonnet.
On diminue les résistances en faisant passer la came à travers une fente pratiquée dans la tige du pilon (fig.
219) ; elle agit alors sur un rouleau r mobile autour de son axe; ou bien on fait passer la tige du pilon entre deux cames jumelles, qui agissent sur une même traverse passée dans l'axe de rotation. Ces diverses dispositions ont l'avantage d'éviter la poussée latérale exercée par la came sur le pilon et le frottement du pilon contre ses guides.
Fig. 218.
Fig. 219.
THEORIE DES CAMES DES ARBRES TOURNANTS
155. Une came C est fixée au pourtour de la circonférence d'un arbre ioumaut T, mobile aulourde Taxe projeté en A (fig. 220). Le contour EF de cette came soulève un marteau H, mobile autour de Taxe projeté au point 0, et le laisse retomber lorsque l'arbre tournant continue sa marche. Il résulte de là que le mouvement circulaire continu de l'arbre T produit pour le marteau H un mouvement circulaire alternatif dans lequd la came agit seulement pour soulever le marteau, et l'abandonne à son propre poids quand il doit retomber.
On demande ]es rapports des vitesses angulaires du marteau et de la came, à un moment quelconque de la période du soulèvement du marteau.
Fig. 220.
Soit H, à cet instant, le point de contact des deux pièces.
Appelons u la vitesse angulaire de la came autour du point A et (J la vitesse angulaire correspondante du marteau.
Dans un temps 6 infiniment court, le point M, considéré comme appartenant à la came, décrit un arc élémentaire MP=MA Xwô» perpendiculaire au rayon AM.
Le même point M, considéré comme appartenant au marteau, décrit dans le même temps un arc élémentaire HN, égal à OM Xw'ô et perpendiculaire au rayon OM.
Les deux points qui, au commencement du temps 9 étaient en coïncidence au point M, parviennent donc à la distance NP l'un de l'autre au bout de ce temps. L'arc NP est Varc de glissement du
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marteau sur la came (§ 126), et comme cesdeux corps se touchent au point M, on doit admettre (en négligeant les infiniment petits d'ordres supérieurs au premier) que le glissement mutuel a lieu suivant la tangente commune^ ce qui revient à dire que la direction de rélément NP est parallèle à la tangente au point M, ou qu'elle est perpendiculaire à la normale commune MI aux deux profils en contact.
Il est facile de construire un triangle semblable au trisngle infinitésimal MNP. Prolongeons OM, et du point A menons AB parallèle à MI. Le triangle MARsera semblable au triangle MNP, comme ayant ses côtés respectivement perpendiculaires aux côtés de ce triangle : en effet MA est perpendiculaire à MP, MR à MN, et AR à NP; donc on a la suite de rapports égaux
OM
mais les droites IM et AR étant parallèles, nous avons aussi la proportion
MR _ lA OM ■" OV
et par suite
«' __ lA 01 "^ or
Le rapport des vitesses angulaires des deux corps en contact est donc à chaque instant égal au rapport inverse des segments déterminés sur la ligne des centres par la normale commune aux deux profils en prise.
NP
Le troisième rapport j^ nous fait connaître la, valeur de l'arc
DES CAMES
de glissement ; nous avons en effet
NP = ARXwô'.
Les triangles semblables OIM, OÂR nous donnent
AR = Mlx~; mais de la proportion
w °° 01 on déduit
oi'-\-<a _ 0I4-IA_0A
« "" 01 ""or
et par suite
NP=MIX(«'-f 6.)a.
NP La vitesse de glissement — - est donc égale au produit de la
somme «H-w'des vitesses angulaires par la longueur MI delà normale commune, prise entre le point de contact M des deux profils et la ligne 00' des centres .
Nous retrouvons ainsi, par une analyse directe, les résultats obtenus dans la théorie générale des engrenages comme application des principes du mouvement relatif (§ 125).
Si au lieu de mettre en mouvement un marteau, la came soulevait un pilon, les résultats que nous venons d'obtenir seraient encore applicables ; il suffirait de supposer que le point s*éloigqe à l'infini, dans une direction AO perpendiculaire à la course du pilon.
Si l'on veut que le rapport des vitesses angulaires des deux corps en prise soit constant, il faut que le point I soit fixe sur la ligne OA; c'est ce qui a lieu dans les engrenages.
Si l'on veut que le glissement soit constamment nul, il faut que le point de contact M des deux profils ne sorte pas de la ligne des centres ; alors le rapport des vitesses angulaires est nécessairement variable.
EXCENTRIQUE
EXCENTRIQUE TRIANGUUIRE.
156. L*excentrique triangulaire (fig. [22!) a pour objet de transformer un mouvement de rotation continu en un mouvement
rectiligne alterns^lif interrompu par des repos.
Cet appareil est représenté en OAB. Les trois distances OA, OB, AB, sont égales, de sorte que le triangle OAB est un triangle équilatéral. Des points 0, A, B, comme centres, on décrit avec le côté du triangle pour rayon, les arcs de cercle AIB, BKO, OLA. L'excentrique est le solide prismatique droit qui a pour base le contour curviligne OLAIBKO. Il est mobile autour du point 0, et il est entouré d un cadre CDEF, qui est assujetti par les guides G et H à se mouvoir dans la direction GH, ou dans la direction HG.
La hauteur du cadre, CF, est égale à la corde OA des afcs de
Flg. «21.
Fig. Î22.
cercle qui composent Texcentrique ou au rayon de ces arcs de cercle. Faisons tourner le triangle autour du point dans le sens dé la flèche. Dans ce mouvement, Tare 0KB (fig. 322) vient appuyer
TRIANGDUIRE.
sur le côté FE du cadre, qui descend dans le sens GH, en restant toujours tangent à cet arc. Pendant le même temps, le côté opposé du cadre, CD, passe constamment par le sommet A, car il est écarté du côté FE d'une quantité CF = OA =: AK, distance du point de contact K au centre A de Tare OB. Le mouvement continue ainsi jusqu a ce que le contact entre FE et OB ait lieu en B. Alors commence une nouvelle période, dans laquelle (fig. 225) c*est le sommet B qui pousse le côté FE du cadre, pendant que Tare AO glisse tangeiitiellementaucôlé opposé CD. Celte seconde période se termine quand le point de contact de OA et de CD est arrivé en 0. Le sommet B cesse à ce moment de faire descendre le côté FE, et la rotation de Texcentrique autour du point n'agit plus sur le cadre tant que le contact reste établi entre le côté FE et Tare de cercle AB (fig. 224).
Car la distance d'un point quelconque de cet arc au point est toujours la même. Il y aura donc immobilité du cadre pendant tout le temps que Texcentrique met à passer de la position OBA à la position OB'B. Au delà, Texcentrique pousse le côté CD du cadre dans la direction HG, et le ramène dans sa position primitive, où il le laisse immobile pendant tout le temps que l'arc BA glisse sur le côté CD. En résumé, le tour entier de Texcentrique se décompose en six périodes égales, dont quatre pendant lesquelles le cadre est en mouvement, et deux pendant lesquelles il reste immobile.
Fig. 224.
!'• période, 2« période, 3« période.
4« période.
5« période, 6* période.
L'arc OB pousse F£. . .
Le sommet B pousse FE .
L'arc AB tangent à FË. .
L'arc BO pousse CD . . .
Le sommet B pousse CD.
L'arc AB tangent à CD .
Course dans le sens GH.
Repos.
Course dans le sens HG.
Repos.
Chacune de ces périodes correspond pour Texcentrique à un déplacement angulaire de 60 degrés.
GODIIBE EN CŒUR.
CODRBE EN CŒUR.
i57. La courbe en cœur est im excentrique destiné à transformer un mouvement de rotation uniforme en un mouvement rectiligne alternatif. On peut, par une disposition iM)nvenable de l'appareil, lui faire produire un mouvement rectiligne alternatif quelconque, uniforme, uniformément varié, uniforme avec in-
II
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Fig. 225.
termittences. Supposons, par exemple, qu'on veuille obtenir un.
mou^kement uniforme dans chaque partie de la course.
Par le centre de la rotation (fîg. 225), menons des droites OC,
0D,0E,0F,0G,0H,01, faisant entre elles et avec lesdroilesOA,OB,
des angles rgaux à une fraction quelconque, ^par exemple, dedeiix
angles droits. Le mouvement delà courbe en cœur se faisant dans
le sens de la flèche, au bout de 7^ de tour , le point G sera
It) ♦
parvenu en c, et par suite l'extrémité d'une pièce mobile assujettie
à suivre la droite fixe MN sera poussée de la quantité Âc. Au bout
de -^ de tour, elle sera poussée de même en (f ; au bout de -j^, en
e, et ainsi de suite. Pour que le mouvement soit uniforme pendant
JOINT UNIVERSEL
(ont le demi-tour, il faut que les inteivalles Âc, cd, de... ib, soient égaux, kb représentant la course totale de la pièce mobile.
On devra donc partager kb en 8 parties égales ; les divisions feront connaitre les longueurs des rayons OC, OD, OE, 01, OB, et permettront de tracer la courbe AB.
La figure 226 représente la disposition employée en pratique.
La courbe en cœur agit sur des rouleaux, qui ont un certain diamètre, et il faut par suite substituer au tracé géométrique que nous venons d'indiquer, une courbe parallèle, à une distance égale au rayon de ces rouleaui. "^'s- ^^•
JOINT D.tlVt[^SEL.
158. La transmission connue sous te nom de joint universel ou joint hollandais a pour objet de transformer un mouvement de rotation autour ^
d'un axe en un mouvement de rotation autour d'un autre ase rencontrant le premier, de telle sorte que lorsque le premier arbre fait un tour entier, le second fasse aussi un tour entier.
Soit AB le premier aie, et EF le second aie; les deuï directions de ces aies se coupent en un point 0.
La transmission s'opère en ajoutant aux deux arbres des fourchettes demi-circulaires CBD, GFH; la figure suppose que l'une, CBD, est tracée dans le plan du papier, tandis que l'autre, GFH,
JOINT UNIVERSEL
est tracée dans un plan perpendiculaire au plan de la première; elles ont chacune la forme d'une demi-circonférence décrite du point comme centre. Aux points G, D, 6, H, les fourchettes sont percées pour recevoir les extrémités des branches d'un croisillon solide GGDH, dont les deux branches GD, HG, se coupent au point à angle droit et en parties égales.
Si Ton fait. tourner la fourchette CBD autour de l'axe AB, la bronche Cb du croisillon est entraînée dans ce mouvement ; les points G et D décrivent une circonférence dans un plan perpendiculaire à Taxe OA. L'angle GOH reste toujours droit, et les points H et G de l'autre branche restent à des distances constantes des points G et D, tout en parcourant une circonférence dont le plan est normal à Taxe OE.
Lorsque Textrémité C revient à son point de départ, le premier arbre a fait un tour entier, mais l'extrémité H est aussi revenue à son point de départ, et l'arbre EF a aussi fait un tour entier.
159. Proposons -nous d'étudier le mouvement du croisillon pendant la durée d'une révolution entière accomplie à la fois par les deux arbres.
Gonsidérons (Gg. 228) la sphère qui a le point pour centre et la distance OG pour rayon. L'extrémité G de la fourchette GBD décrit sur cette sphère le grand cercle GMD, dont le plan est nor-
mal àl'axeAO; l'extrémité H de l'autre fourchette, que nouspouvons concevoir comme située sur la même surface sphérique, décrit sur cette surface une circonférence de grand cercle PNR dont le plan est normal à l'axe OE. Par hypothèse, la distance sphériqae des deux points décrivants est constante et égale à un quadi-ant.
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Si donc le premier point s'avance en H sur la première circonférence, on trouvera la position correspondante du second point en décrivant du point M comme centre, avec un rayon sphérique MN égal à un quadrant, un arc qui coupera le cercle PR au point N cherché. Par le point M et Taxe OA, faisons passer un plan;* il coupera la surface de la sphère suivant le grand cercle BMB% et Tare 6M de ce cercle sera la position prise par la demi-fourchette de Farhre AB aboutissant au point H. De même, faisons passer un plan par le point N et Taxe OE ; il coupera la sphère suivant le grand cercle FNF', et l'arc FN représentera la position correspondante de la demi-fourchette de l'arbre OE. Or le plan BMB' est normal au grand cercle GH, trajectoire de l'extrémité M du quadrant MN ; de même le plan F^\F est normal en N à la trajectoire PNB de l'autre extrémité du même quadrant.
Ces deux plans se coupent suivant une droite qui passe par le centre de la sphère, et par le point S, intersection des deux grands cercles tracés à sa surface. La droite OS est donc Vaxe instantané de rotation du quadrant mobile MN, c'est-à-dire du croisillon. En d'autres termes, à chaque instant, le croisillon a pour axe instantané de rotation l'intersection des plans des deux fourchettes.
Le point S, intersection des deux grands cercles déterminés par ces plans, est mobile à la surface de la sphère ; il coïncide avec le point F^ quand la figure est dans la position que nous lui avons attribuée en premier lieu ; il coïncide avec le point B quand la fourchette CBD s'est avancéed'un angle droit. En définitive, le point S décrit à la surface de la sphère une courbe fermée comprise entre les points F' et B ; cette courbe peut servir de directrice à un cône dont le sommet est au point 0, et qui contient la suite des axes instantanés du croisillon.
Pour avoir le rapport des vitesses angulaires des deux arbres à un même instant, il suffit d'observer que la vitesse angulaire du premier arbre AB est égale à la vitesse linéaire du point M, divisée par la distance MO, du point M à l'arbre, laquelle distance est constante; que de même la vitesse angulaire du second arbre est égale à la vitesse linéaire du point N divisée par la distance NO, qui est égale à HO. Les vitesses angulaires des deux arbres sont donc entre elles comme les vitesses linéaires des points M et N ;
JOINT UNIVERSEL
mais les points H et N, considérés comme appartenant au croisillon, ont des vitesses linéaires proportionnrfles à leurs distances respectives à Taxe instantané OS. Le rapport des vitesses angulaires des deux arbres n'est donc pas constant. Dans la première position
que nous avons supposée pour le joint, ce rapport e>t égal au rapport des distances des points C et H à Taxe OF' (fig. 229), et si nous abaissons CC perpendiculaire sur OF', il sera exprimé
ce
par la fraction p-77 qui est plus petite que luuité.
Oïl
Dans la position à 90*»en avant de la première (fig. 230),raxeAO
est devenu Taxe instantané de rotation, et par suite le rapport des deux vitesses angulaires est exprimé
par la fraction j—^ ,
rapport égal à l'inverse du précédent.
Le rapport des vitesses angulaires, qui est en moyenne égal à Tunité, varie entre ces deux limites.
On voit que les variations du rapport des vitesses sont d'autant
ce
moindres que le rapport -— est plus voisin de l'unité, c'est-à-dire
OH
d'autant moindre que l'angle AOË des deuK arbres est plus voisin
de deux droits. La transmission est possible tant que l'angle AOE
Fig. 230.
DOUBLE JOINT DE HOOKE
est supérieur à un droit : de là le nom d^universel donné à ce système de joint. Mais lorsque l'angle des deux arbres est égal à un droit, la transmission cesse d'être admissible, car lorsque les axes OÂ9 OE sont rectangulaires, les distances GC^ et RR' sont nulles; de sorte que si la vitesse angulaire de F un des arbres est constante, la vitesse angulaire de l'autre devrait varier à chaque tour de zéro à l'infini, ce qui dénote une impossibilité.
160. Le joint universel est employédans les ateliers où l'on doit installer un arbre tournant d'une très-grande longueur. L'ajustage d'un tel arbre sur un grand nombre de paliers serait extrêmement didicile, et demanderait une précision à peu près impossible à réaliser dans la pratique : un léger tassement, une petite déviation dans la pose, fausseraient la direction de l'arbre et donneraient naissance à des résistances presque insurmontables. On évite cet inconvénient en fractionnant l'arbre en tronçons qu'on réunit les uns aux autres par le système de fourchettes et croisillons. Les angles des deux tronçons successifs sont alors trèsvoisins de i80°, et les rapports des vitesses angulaires sont à très- peu près égaux à l'unité, comme si l'arbre était continu.
Les Hollandais se sont longtemps servis du joint universel pour rattacher ia vis d*Archimède destinée aux épuisements de leurs polders à un arbre qu'un moulin à vent met en mouvement. Les variations du rapport de la vitesse des vitesses angulaires étaient sans inconvénient pour ce genre de travail. Elles empêcheraient, au contraire, d'employer le joint universel pour les transmissions à grande vitesse, lorsque l'angle des deux axes n'est pas très-ouvert.
DOUBLE JOINT DE HOOKE
161 . Lorsqu'on veut transmettre un mouvement de rotation d'un arbre à un autre arbre qui rencontre le premier sous un angle droit, le joint universel ne peut plus s'appliquer ; mais on peut couper les deux axes donnés par un axe auxiliaire faisant avec chacun d'eux des angles plus ouverts et appliquer le joint universel du premier axe à Taxe auxiliaire et de celui-ci au second axe donné.
De même, si l'angle des deux axes donnés, sans être rigoureusement droit, est voisin de l'angle droit, la (ransmission directe par joint universel serait défectueuse parce qu'elle donnerait lieu
DOUBLE JOINT
à de trop fortes variations du rapport des vitesses. En employant un axe auxiliaire, on pourra ouvrir davantage les angles et réduire de beaucoup ces inégalités, et même, si Ton a soin que Taxe auxiliaire coupe les deux axes donnés sous des angles égaux, on pourra faire en sorte que les variations de vitesse produites par le premier joint soient exactement corrigées par les variations produites par le second, et que la transmission du premier arbre à l'autre soit rigoureusement uniforme. On obtient alors le double joint de Hooke.
Soient (fig. 231) AB, PN, les deux axes donnés, qui se coupent en R sous unangle obtus ARP quelconque. Prenons à partir du point R deux longueurs égales, RO =: RO'; menons la droite 00' , qui nous servira d*axe auxiliaire ; elle coupe les deux autres axes sous des angles AOO', OO'P, égaux chacun à la moitié de Tangle ARP augmentée d'un angle droit. Établissons un premier joint universel à la rencontre des axes AO, 00'; un second joint à la rencontre 0' des axes 00', O'P. Nous pouvons rendre parallèles les branches EF, Kl des deux croisillons qui sont liés à l'arbre intermédiaire 00', ce qui revient à placer dans un seul et même plan les deux fourchettes de cet arbre.
Par le point R, conduisons un plan XY perpendiculaire à Taxe
IV-R
Fig. 251.
00'. Il est facile de voir que dans toutes les positions du système, les deux joints et 0' seront symétriques par rapport à ce plan; le joint 0' peut être considéré comme l'image du joint 0, vue
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dans un miroir plan, placé en XV perpendiculairement à )a droite 00'. Lorsque le point C de l'arbre AB parcourt un certain arc, le point M 6e l'arbre VS parcourt un arc symétrique et par suite égal, de sorte qu'en définitive ^les vitesses angulaires autour des arbres AB, PN sont constamment égales, bien que la transmission s'opère de l'un à l'autre au moyen d'un arbre 00' dont la vitesse angulaire est variable.
1 62 . Ce résultat est indépendant delà longueur 00', et il subsiste encore S la limite lorsque les deux points et 0' viennent se confondre avec le point R.
Pour rendre possible la transmission ainsi coucentrêe sur un) même point, il faut supprimer les branches CD, LM, des croisilbnB, qui se généraient dans leur mouvement mutuel, et les rempl3c«r par des circonférences massives décrite sur .ces branches comme diamètres. Le
mouvement des deux circonférences ne sera pas arrêté par leurs rencontres si leurs diamètres sont assez inégaux pour permettre h la plus petite de passer dans la plus grande.
La tninsmîssion|prend alors la forme suivante (fig. 252) :
AB, premier aie ;
CBD, première fourchette ;
PN, second.'axe ;
LNH, seconde fourchette, de rayon plus petit ;
0, intersection des deux axes ;
CEDF, circonférence massive, réunie â la première fourchette aux points C et D, mobile autour du diamètre CD, et tenant lieu de la branche CD du croisillon ;
LFME, circonférence massive de diamètre un peu plus petit que la précédente ; elle est rattachée h la seconde fourchette par les points L et M, autour desquels elle peut tourner, et à la première àrconférence par les points E et F, situés à un quadrant
su SUSPENSION À LA C&RDilS.
des points G et M. Elle tient lieu de la branche LU du second croisillon. L'axe EF, qui représente à la fois les branches EFet Kl des deux croisillons de l'axe 00', peut être à volonté conserré en entier ou réduit à ses portions utiles, E et F.
La circonférence LFME doit être d'un diamètre assez petit pour passer dans le creui LNM de la seconde fourchette ; la seconde fourchette doit de même passer dans la circonférence CFDF, qui doit elle-même passer dans le creux CBD de la première fourchette.
Il ne reste rien de l'axe intermédiaire CKO". Leniourement des deux arbres est symétrique par rapport au plan XY, qui est n«mal â cet axe intermédiaire et qui partage en deux parties ^ales l'angle des deux axes donnés.
L'ensemble des deux circonférences concentriques massives CEDF, LFHE, dont l'une est mobile autour d'une droite, CD, passant par son centre, et dont l'autre est mobile autour d'un dia<
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mètre, EF, de la première, i angle droit sur la droite CD, constitue ce qu'on appelle Vassemblage à la Cardan.
On l'emploie dans la marine pour la suspension de la boussole (fig. 253), des baromËlres, etc.; l'instrument ainsi suspendu peut osciller dans tous les sens ; il peut par suite rester dans la position verticale sans participer aux oscillations du bâtînoent.
RELATION ENTRE LES RAYONS DE COURBURE DES DEUX PROFILS EN PRISE
163. Soient 0, 0\ les circonférences primitives tangentes en A; QP, PR les deux profils en prise, tangents en P. La droite AP sera normale à la fois aux deux profils ; et les centres de courbure des profils au point P serontsitués quelque part sur cette droite, en G pour le profil PQ, en G' pour le profil PR.
Prenons à partir du point A, sur les circonférences primitives, deux arcs infiniment petits, AB, ÂD, égaux entre eux. Joignons GB, OB, G' D, (y D; puis faisons tourner les deux roues de manière à amener à la fois les deux points B et D au point A. Les points G et G' étant les centres de courbure des profils, les droites CB, G' D sont encore normales à ces profils, et par suite, les points B et D se réunissant au point A, les droites GB, G'D Tiennent, en vertu du déplacement des deux roues, se placer en prolongement Tune de Tautre, suivant la normale commune aux deux profils dans leur nouTclle position.
Le mouvement angulaire relatif de la roue 0' par rapport à la roue est donc une rotation qui amène la normale DG'en prolongement de la normale GB, c*e8t-àdire une rotation mesurée
Fig. 23i.
par Pangle EFG' de ces deux droites ; d'un autre côté, le déplacement angulaire relatif de la roue 0' par rapport à la roue est la somme des angles aux centres BOA, DO'A; et comme dans le triangle GG' F, Tangle
C-|-C'=BOA-|-DO'A
Cette égalité établît une relation entre les rayons de courbure des deux profils.
Soient en effet CP=p, le rayon de courbure du profil PQ;
C'P=p', le rayon de courbure du profil PR ;
ÂP=^p, la distance du point de contact Â des circonférences primitives au point de contact P des profils;
ÂB = AD = Sy l'arc infiniment petit pris sur les circonférences primitives.
Ëlevons en A une perpendiculaire indéfinie AM sur la droite CG'; les
droites CB, G'D coupent la droite AM sous un angle cpii diffère infini-
ment peu de Tangle droit; elles coupent toutes deux la ligne AM en un
même point F, projection commune sur AM des points B et D dont la
distance est un infiniment petit du second ordre. Les angles infiniment
petits BGA, DC' A, angles que nous aTons désignés par les lettres G et
\F AF G', sont donc mesurés par les rapports t?^ » tt^ • Mais AG = p — p,
AG' = &' + p, et Ton a par conséquent les égalités
angle C =: ■ , angle C' =
AB D'un autre côté Tangle BOA est égal ^^ ^^ et Tangle DO' A est
AD AB
égal à -p, ou a ^.
En définitive on a la relation
0) ?z:j-*-7+j = ^Hb"^b>J = '(r+iT?>
Abaissons des points 0,0^, des perpendiculaires OK, O'U sur la normale commune GG'. Le triangle infinitésimal ABF est semblable aux triangles OAK et O'AH ; car ces trois triangles sont rectangles, et de plus Tangle BAF est égal aux angles KAO, HAO'. On a donc la double proportion
AF AB _ AB AF
DÎTisons par AB, et remplaçons -^ par -^ dans le premier
membre, et par -57 dans le second ; nous aurons
AK 1 il AH
K^ip^p) .R-R' tp'+i>)R" ou bien
AK—p-hp _ p'-hp — An
Renversant les fractions dans les deux membres, il vient
ïi(p-p) ^ RM/+/>) .
AK— p-i-;? p'-hp— AH' or
AK— /o-t-p = CK, /D'+i> — AH = C'H
p—p=zkC, /5'-h/? = AC.
D'ailleurs au^ facteurs R et K', on peut substituer les facteurs OK, (y H, qui leur sont proportionnels. L'équation précédente devient, après ces substitutions
OKxACO^HxAC^ CK "" C'H *
Les droites OC» (KG', probngées coupent la droite AMen deux points que nous désignerons par M et M'. Les triangles semblables MAC, OKG^ donnent la proportion :
AM__AC
OK~CK' donc
.„ OKxAC
On prouverait de même que
OJIxAC; — QUI
DoBC enfin AM= AM% les points M et H' coïncideol,. et les trois droites AM» OC, (y G' concourent en un même point M.
De là résulte la construction suivante, pour déterminer le centre C% connaissant le centre G.
On jbindra OG, et on cherchera le point de rencontre M de cette droite.
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FORMULE
avec la perpendiculaire AM élevée au point A sur la normale commune aux deux profils en iptise; on joindra ce point au point 0', et h, droite M(y prolongée coupera la normale commune au centre G du second profil au point de contact P.
L*équation (1) est connue sous le nom de formule de Savary. 164. Applications géométriques. — 1* Supposons (fig. 235) que le profil PR se réduise à un point P, pris sur la circonférence 0'. Le profil
conjugué sera répicycloïdePQ décrite par le point P du cercle 0' roulant sur le cercle 0.
La normale commune sera AP, et h .
droite A\f, perpendiculaire au point A sur AP, rencontrera en un point du cercle (y la droite PO', qui remplace ici la droite C'O', puisque le point P est à lui-même son centre de courbure.
Le centre de courbure de Tépicydoïde en P, sera le point G, intersection de la droite MO avec le prolongement de AP. — Cette construction donne comme cas particulier le rayon decourbure de la cycloïde (§ 107).
2» Engrenage à flancs (fig. 236). — Le rayon de courbure G' P du flanc est infini ; la droite G' O' est donc parallèle à AP, et le point H
est situé à la rencontre de O' G' avec la perpendiculaire AM élevée sur AP. Le centre G est à Tintersection de MO avec le prolongement de AP.
On voit que c'est la même construction que la précédente, appliquée h répicycloïde décrite par le cerde de diamètre AO'; car M est le point de rencontre de ce cercle avec le diamètre aboutissant au point P.
3* Engrenage à développantes (ûg. 237). — Dans cet engrenage, les centres de courbure des développantes au point de contact des profils sont toujours en G et G' ; on peut vérifier que les droites OG, AM, O'C' perpendiculaires à une même droite GG% concourent en un même point infiniment éloignée
Fig. 236.
profil
de^ra
cour-
DE SAYARY.
165. Circonférence lieu des inflexions. — Supposons que le tracé sur la roue 0' se réduise à un point (fig. 238); on faire p'=0, et Téquation de Savary nous donnera le rayon de bure p de la trajectoire de tout point lié à la roue 0' quand elle t^ule sans glisser sur la roue fixe 0.
Cherchons quels sont les points de la roue 0' qui, à un même instant, décrivent des cléments de trajectoire dont la courbure soit nulle. Il faudra pour cela faire p infini dans réquation
KK — p-^p /) — AH*
où Ton a déjà faitp' = 0.
Divisons par p les deux termes Fig. 237.
de la fraction du premier membre, et
faisons ensuite p intini ; les termes qui contiendront p en dénominateur deviendront nuls et disparaîtront, et Ton aura pour résultat :
p—kH
ou bien
AUxR
Menons PS perpendiculaire à AH.
Le rapport -nî ^" rîî ^^ ^S^^ ^^
AH ^ AU
AS
rapport ^, et Féquation précédente
nous montre que ce rapport est cens- Fis* ^^*
tant. Donc le point S est fixe sur la
droite (Ky, quel que soit le point P, et par suite le point P appartient à
une circonfà'ence décrite sur AS comme diamètre.
Cette circonférence est le lieu géométrique des points qui, à un instant donné, décrivent, dans le mouvement épicydoldal de la figure O^, un élément dont la courbure est nulle; c'est donc le lieu des points (Ttn-
OA-' OA
Donc AS= 20'A=:0A, et Ton trouve pour la circonférence lieu des inflexions la circonférence de diamètre OA elle-même. Tous ses points décrivent, en effet, des lignes droites dans le mouvement épicycloïdal.
(i) On appelle point d'inflexion le point d'une courbe où le rayon de courbure est infini. Tous les points d'une droite peuvent être considérés d'après cette définition comme des points d'inflexion.
SENS DE LA TRANSMISSION CONSTANT
SUS n u TKiisusiiioi
Péri*dlfa«B«Bt Tiriakl*.
Classe A.
Rapport des vitesses constant.
Classe B.
Rapport des vitesses variable.
Classe C.
Rapport des vitesses constant ou variable.
I*' genre.
Pièces en
contact
immédiat.
Engrenages, cames
et pilons, vis et
écrous.
£Cames, excentriques, courbes eu cœur.
Excentriques, etc.
II' genre.
Emploi d'un lien rigide.
Roues accouplées.
Joint universel.
Bielles et manivelles,
parallélogrammes de
Watt.
III' genre.
Emploi d'un lien flexible.
Poulies et courroies.
TRAINS EPICYGLOIDAUX.
107. On appelle train épicycloïdalun appareil de roues dentées dont la première est montée sur un axe fixe 0, tandis que les suivantes sont montées sur des axes mobiles entraînés par un bras ou châssis Ok, lequel tourne autour du point 0. Si en même temps que la première roue tourne, on imprime au bi*as OA un mouvement de rotation autour du point 0, le mouvement effectif des xouesdu train sera un mouvement composé, résultant de leur ^^8- 2*0.
liaison avec la roue 0, et du mouvement du bras OA.
Appelons o> la vitesse angulaire de la première roue 0,et &>' la vitesse angulaire d'une roue déterminée du train ayant son centre quelque part en A sur le bras OA, par rapport à des axes de direction constante menés dans son plan par le centre A de cette roue ; soit enfin u la vitesse angulaire du châssis autour du point A. La vitesse angulaire de
TRAINS
la roue A par rapport au châssis sera égale à c»' — ti (§ 104 et 94); et la vitesse angulaire de la roue par rapport au même châssis sera u — u ; donc le rapport des vitesses angulaires simultanées des roues A et 0,
relatives à un même système OA, est égal à
Ce rapport est égal à la raison e de Téquipage des roues dentées formé par la roue et les roues qu'elle met en mouvement jusqu'à la roue A inclusivement (§ 128) ; le nombre e ne dépend que du nombre de dents des roues constituant la transmission. On a donc
Cette formule est générale, pourvu qu'on attribue aux vitessesangulaires
<i>, (i>% u et à la raison e les signes convenables.
168. Exemple.. Engrenage planétaire de Watt. — La première roue et la dernière roue A ont le même nombre de dents et engrènent Tune avec l'autre : on fera donc e = — 1.
La seconde roue A est fixe à Textrémité d'une bielle A6, qui se meut parallèlement Fig. 241. à elle-même : donc w'^O. Le mouvement
de la bielle transmet au lien OA autour du point un mouvement de rotation dont la vitesse angulaire est u. U en résulte pour la roue une vitesse angulaire w donnée par la formule (1) en y faisant «'=0 et t = — 1 ; on en déduit « = 2tt.
La roue fait donc deux tours quand le rayon OA en fait un.
169. Autre exemple de train épicyclofdal jo/aw. — Deux roues dentées ol, a/, indépendantes Tune de l'autre, sont* montées sur un même arbre AA. Ces roues engrènent l'une avec la roue P, l'autre avec la roue ^\ qui sont solidaires l'une de l'autre par l'intermédiaire ^*^* ^*- de l'axe CC, lequel est entraîné par
le bras BB, mobile autour de l'arbre AA. On imprime à l'arbre A A, et
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par suite au bras BB, une vitesse angulaire u ; on imprime en même temps une vitesse angulaire o) à la roue a autour du même arbre. On demande quelle sera la vitesse angulaire ca' de la roue a'.
Appliquons la formule générale (1) au train épicycloïdal formé par les roues a,^, et le bras BB ; ta" étant la vitesse angulaire du système rigide p, P', par rapport à des axes mobiles de direction constante, et c la raison de Tengrenage (a, [i), on aura
oi — u
La même formule peut s'appliquer au train formé 'par les roues a.', P' et le bras BB, et si nous appelons i' la raison de Tengrenage (a' ^'), nous aurons de même
ùi" — u
Divisons ces deux équations Tune par Tautre; nous éliminons ta'^, et il vient
ou bien
équation qui donne co' en fonction de «o et de u. Supposons par exemple que la roue a ait 10 dents, et la roue P, 15 dents; que la roue 9/ ait 25 dents et la roue P\ 12 dents; il en résultera
*=-Ï5' *' = "ïï-
Les raisons sont négatives parce que Tengrenage est extérieur. Supposons en outre que la roue a reste immobile, ce qu'on exprimera en faisant 0= 0. Il viendra entre les vitesses angulaires u' et u la relation 25 ,__/10 25\ _ 255
La roue a' et le bras BB tournent donc dans le même sens.
HOUVEUENTS DIFFERENTIELS.
170. On appelle rTîouvem en/ différentiel un mouvement lent obtenu par la composition de deux mouvements en sens contraires. Le treuil différentiel (fig. 245) consiste en un arbre tournant hori-
A [II
l-'-ïJ
Fig. 243.
termédiaire d'une poulie*. Soit r le rayon du cylindre G, et R le rayon du cylindre D; pour un tour de manivelle opéré dans le sens convenable, le cylindre D enroulero une longueur de corde sensiblement égale à 2irR; en même temps, le cylindre G déroulera une longueur de corde égale à '^'(^\ le poids P montera de la différence de ces deux longueurs ou de ^-k (R — r); le mouvement du poids P sera donc identique à celui qu'il prendrait si Ton employait un treuil de rayon R — r. On verra plus tard Futilité de cette disposition.
La vh différentielleàe Prony (fig. 244) repose sur un principe analogue.
La vis Y traverse deux écrousE, F; l'écrou E est fixe; Tccrou F est mobile le long d'une rainure L
La surface de la vjs est garnie en AB d*un filet dont nous désignerons le pas par h^ de telle sorte que quand on fait faire un tour entier à la vis dans le sens convenable, la vis avance dans son écrou Ters la gauche d'une quantité égale à li.
La région GD de la vis est garnie d'un filet dont le pas V est moindre que h ; Técrou F est creusé suivant le même tracé. Si donc la vis
DIFFERENTIELS.
n'avait aucun mouvement longitudinal, un tour entier de la vis ferait avancer vers la droite Técrou mobile F de la quantité h\ Mais la vis
im
\?JVv'\V5ô?CV^3J?V^vXVv<S\N\\V^^ .SNWNV
Eig. 2U.
s*avançant vers la gauche de la quantité h et entraînant l'écrou dans ce mouvement, Técrou n'avance en déGiiitive vers la gauche que de la différence /i — h\ c'est- h-dire qu'il se déplace conmie l'écrou mobile d'une vis fixe "qui aurait un pas égal à cette différence.
Les trains épicycloïdaux permettent de réaliser de véritables mouvements différentiels.
Soient aeib les demi-axes de Tellipse
le centre de Tellipse, OX la direction du grand axe, OY, perpeiidiculaii e à OX, la direction du petit axe.
Par le point 0, menons une droite quelconque CM, et prenons sur celle droite une lon-
une
Fig. 245.
gueur OM = — ^ — , et
autre longueur ON =i — - — •
Du point N comme centre avec un rayon égal à OiN, décrivons un arc da cercle qui coupera OX en un second point L ; nous aurons NL = ON. Joignons NL, et achevons le parallélogramme LNMP en menant par L et M des parallèles à NL, NM. Je dis que le point P appartient à l'ellipse cherchée.
En effet, prolongeons HP jusqu'à la rencontre des axes OX,
DESCRIPTION DE L'ELLIPSE
OY aux points X et Y; nous aurons, à cause des parallèles MX, NL, la proportion
MX__OM
nl~"on'
Or NL=ON par construction; donc MX=^OM. Par conséquent le point M est le milieu de la droite XY, et cette droite, double de la droite constante MO, aune longueur constante et égale ^ a-^-b. le point P, situé à une distance HP = NO constante du point milieu H de XY, est ihe sur cette droite. Le lieu des points H peut donc être considéré comme le lieu des positions d'un point déteiminé d'une di'oite de grandeur constante XY, dont les deux extrémités glissent sur les deux axes OX, OY rectangulaires. On sait que ce lieu est une ellipse, et il -est facile de voir que cette ellipse a pour demi grand axe a, et pour demi petit axe b. ~
Dans la pratique on réalisera le parallélogramme NMPL avec quatre règles articulées, dont Tune sera prolongée d'une quantité NO = NL; il suffira de maintenir le point par un pivot à la rencontre des axes, et de faire glisser le sommet L le long de OX, pour qu'un crayon placé à Tarticulation P trace l'ellipse; cette construction sera plus commode que l'emploi de la droite mobile XY, parce qu'elle exige moins d'espace. Elle a un autre avantage, c'est de donner immédiatement le tracé de la normale en chaque point de la courbe, et de permettre de tracer du même mouvement continu une courbe parallèle et équidistante.
Joignons OP, qui coupe LN en R; je dis d'abord que le point R est fixe sur le côté NL. En effet, les triangles semblables ONR, OHP donnent la proportion
NR__ON
MP " OM
les trois derniers termes de la proportion étant constants, le premier l'est aussi. Donc le point R décrit une ellipse semblable à celle que décrit le point P, et semblablement placée par rapport au centre 0. Les normales à ces ellipses aux points R et P sont donc parallèles. Par le point L élevons sur Oa une perpendiculaire LS, qui coupe OM en S; nous aurons NS = NL = 0N, et le point S, intersection des normales OS et LS, menées aux lignes décrites par les extrémités N et L de la droite mobile NL, est le
D*DN MOUVEMENT COKTLNU. 267
centre instantané de rotation de cette droite (§ 80). Par suite, la droite RS est la normale à la courbe décrite par le point R. La normale â Tellipse. décrite par le point P s'obtiendra donc enmenant par ce point une parallèle à RS^
Cela étant, prenons arbitrairement un rapport K quelconque, et portons sur PM à partir du point P une quantité
et sur le prolongement de LP à partir du point P, une quan-
tité PV = NSxK=— ô— -XK; achevons le parallélogramme
QPVZ dont les côtés seront constants ; la diagonale PZ de ce parallélogramme sera parallèle à RS. En effet, les triangles PQZ et RNS ont deux côtés parallèles chacun à chacun, dirigés dans le même sens et proportionnels; le troisième côté PZ de Fun est donc parallèle au troisième côté RS de Tautre.
Donc PZ est la normale cherchée à l'ellipse décrite par le point P.
Lalongueur PZ de la diagonale du parallélogramme PQVZ varie à mesure que le parallélogramme se déforme : il faut par consé- . quentque la règle PZ,'pincée fortement au point P, puisse couler sans résistance dans l'articulation Z, qui l'empêche seulement de dévier d*un côté ou de l'aulre. Pour décrire une courbe équidistante à l'ellipse, il suffira de fixer sur la règle PZ un crayon I à une distance PI dû point P égale à l'intervalle qu'on veut laisser entre les deux courbes.
La construction qui vient d'être indiquée convient surtout au racé des ellipses sur les chan tiers de construction . Les crayons que Ton emploie pour le tracé des épures sont généralement taillés en biseau et non en pointe; on devra donc les fixer sur la règle PZ de manière que la direction du biseau fasse un angle droit avec la direction de cette règle : alors on sera certain que, dans toutes les positions du parallélogramme, le tranchant du crayon sera tangent à la courbe qu'il décrit.
DÉCOMPOSITION SUIVANT LES AXES
aEGHERCHE DES COMPOSANTES PARALLELES AUX AXES, DE L ACCELERA- TION CENTRIFUGE COMPOSÉE.
1 72. Lorsque nous nous sommes occupés de raccélération dans le mouvementrelatif (§i 05), nous avons désigné parj^^^r et je les trois accélérations qui se composent pour former l'accélération totale du mouvement absolu, et qui sont, Tune, j^ , Taccélération d'entraînement, l'autre, jrj l'accélération du mouvement relatif et la troisième enfÏTif j c yVaccélératioti complémentaire, ou centrifuge composée. Nous avons vu que cette dernière était perpendiculaire à l'axe instantané' de rotation du système de comparaison et à la vitesse relative; qu'elle avait pour valeur
en désignant par v'r la projection de la vitesse relative Vr sur un plan normal à Taxe instantané ; qu'enfîn son sens élaitle sens dans lequel la rotation instantanée tend à déplacer l'extrémité de la vitesse relative.
Cette définition est bien complète, mais elle est, en général, d'une application peu commode ; on la simplifie en décomposant l'accélération je parallèlement à trois axes rectangulaires, parallèlement auxquels on décompose de même la rotation instantanée <a et la vitesse relative Vf, Le problème à résoudre est donc le suivant ': étant données les trois èomposantes
p, q, r, de w,
et les trois composantes
»r, Vy, Vz de Vr,,
trouver les composantes de l'accélération 2&)v'r projetée sur les mêmes axes.
Soit (fig. 2*46) M le point mobile;
PP' l'axe instantané de rotation qu'on peut toujours supposer passer par le point M, en introduisant dans le mouvement d'entraûiement une translation iconvénable;
MA une droite qui représente en grandeur et en direction la vitesse relative, Vr,
DE L'ACCÉLÉRATION COMPLÉMENTAIRE
Fig. Î46.
Prenons sur l'axe PP', à partir du point M et dans le sens où l'observateur devrait s'étendre le long de Taxe pour voir la rotation s'effectuer de gauche à droile, une quantité MB qui représentera en grandeur et en direction la vitesse angulaire (u.
La rotation &> tendant à déplacer dans le sens A A' l'extrénaité de la vitesse relative, élevons au point M une perpendiculaire HG au plan AMB, et menons cette perpendiculaire dans le sens AA'; puis prenons sur cette droile une longueur MG égale au produit 2o)v\ ; pour obtenir v'r, il suflit d'abaisser du point A une perpendiculaire AE sur l'axe PP'; nous aurons AE= v% ; et l'accélération cherchée sera égale par conséquent à
2xMBxAE,
c'est-à-dire nu quadruple de la surface du triangle AMB. Nous devrons donc porter sur MG une longueur représentant, à une échelle arbitraire, quatre fois Taire du triangle AMB. G'est cette longueur MG que nous avons à projeter sur les lr()is axes.
Avant de faire cette opération, nous démontrerons unlemme qui nous sera très-utile dans la suite du cours.
175. Lemme.-- Étant donnés (fig. 247) Aeut plans ABG, ABDqui se coupent suivant la droite ABy on tracedans le premier, ABC, un contour fermé HN, et l'on projette ortho- ^onalement ce contour en M' N' sur le second plan ABD.
L'aire plane H' N' est la projection de l'aire plane MN.
Par un point 1 quelconque, on mène une droite IL
Via 9V1
normale au plan ABG, et une ^
droite IK normale au plan ABD; puis on prend sur la première
LEMME SUR LÀ PROJECTION
Fig. 248.
droite une longueur IL proportionnelle à Taire MN tracée dans le premier plan. On projette orthogonalenïent cette longueur en LL' sur la droite IK. Je dis que IL' est proportionnelle à l'âire M'N', c'est-à-dire qu'on a Ja proportion
aire MN _ IL aire M'N' ^ IL''
En effet, partageons l'aire HN en tranches infiniment minces et d'égale épaisseur, par des droites menées dans le plan ABC parallèlement à Fintersertion AB des deux plans. Nous pourrons former (fig. 248) un ensemble de rectangles inscrits dans le contour, et un ensemble de rectangles faisant saillie sur le contour, de telle sorte que l'aire du contour soit évidemment comprise entre la somme des aires des rectangles intérieurs, et la somme des aires des rectangles saillants. La différence entre ces deux sommes peut d'ailleurs êtie rendue aussi petite qu'on voudra en réduisant l'intervalle des lignes parallèles, ou en augmentant le nombre.
Or projetons la figure sur le plan ABD; nous formerons de même deux séries de rectangles : la première, comprenant des rectangles inscrits dans le contour M'N'; la seconde, les rectangles en saillie sur ce contour ; deux rectangles correspondants pris, l'un dans le plan ABC, l'autre dans le plan ABD, ont des dimensions égales dans le sens parallèle à Fintersection commune AB; ils sont donc entre eux comme les dimensions perpendiculaires à AB. Coupons les deux plans donnés par le plan des deux droites IL, IK, lequel est normal à Fintersection commune AB; Fintersection lE avec le premier plan rencontrera à angle droit toutes les parallèles menées dans ce plan à la droite AB, et deux parallèles consécutives intercepteront sur cettedrdte lË un segmentai (fig. 248) égal à leur intervalle commun. De même la droite IF (fig. 247) rencontrera les deux parallèlescorrespondantes du plan BAD, et elles y intercepteront un segment o!h\ qui sera la projection de ah. Deux rectangles corres-
DES AIRES PLANES
pondants sont donc entre eux comme —rr, ; il en est de même
ao
de leurs sommes, et de même aussi des limites de ces sommes,
c*est-à-dire des aires du contour MN et de sa projection .
On a donc
aire MN aire M'iN'
ab W
Hais les triangles semblables laa!^ lbb\ donnent la proportion
ab la .
de plus le triangle ILL' est semblable au triangle laa', car les angles en I de ces deux triangles sont égaux, et, ils sont recta ngles en L' et en a'; donc enfin
laf^lU
et par suite
«ire MN aire M'N'
IL
ce qu'il fallait démontrer
Il résulte de cette proposition que pour projeter orlhogonalenient une droite sur une auire, on peut projeter une aire proportionnelle à la droite et prise dans un plan normal à cette droite, sur un plan normal à Vautre.
174. Au lieu de projeter la droite AC (ng.247)sur les axes OX, OY, OZ, lious pourrons donc projeter sur les plans YOZ, ZOX, XOY le quadrupîederaire du triangle MAB, et cette opération est facile.
Par le point (fig.249) , menons une droite OR égale et parallèle à MB (fig. 246) puis une droite OS égale et parallèle à HA, et projetons sur le plan XOY le point S en s, le point R en r. Pig- «*9.
Projetons ensuite « et r en s' et / sur Taxe OX. Nous aurons
P=Or', q=t^r,
DÉCOMPOSITION SUIVANT LES AXES
Le triangle à évaluer est Ors, projection de ORS, qui est égal à MBA. Joignons sV; la surface Ors est égale à la différence du quadrilatère Osrs^etdu triangle ÔsV. Mais le quadrilatère Osrs' est la somme du triangle Os's et du triangle ss'r, lequel est équivalent au triangle ss'r' puisqu'ils ont même base ss\ et que leurs sommets sont sur une parallèle rr^ à la base.
Donc
triangle 0«r=î triangle 0«s' -+- triangle «'«r' — triangle 0«'r =triangle 0«r' — triangle 0«'r.
Le triangle Osr' a pour mesure la moitié du produit de sa base 0/ par sa hauteur 8s\ ou ^ pvy ; le triangle Ôs'r a pour mesure la moitié du produit de ss^ base Os' par sa hauteur rr'y ou fpvx ; donc enfin
triangle 0«r=4 'pvtf — qvz);
le quadruple de ce triangle est donc égal à
^[pvg — qvx];
telle est la valeur de la composante de Faccélération je suivant Taxe OZ, perpendiculaire au plan «KOY; ce que nous exprimerons en écrivant
175. Cette formule est générale eu égard aux signes. Pour le vérifier, supposons successivement que Taxe instantané soit parallèle à Taxe OX, puis à Taxe OY.
Dans le premier cas(fig. 250), nous supposerons la vitesse relative
Fig. 250.
FIg. 251.
dirigée parallèlement à Taxe OY, et dans le second (fig. 251) i l'axe OX.
DE L'ACCÉLÉRATION COMPLÉMENTAIRE
Dans le premier cas, il faudra faire dans la formule qz=0 et Vg = 0; elle se réduira donc à
ce qui est d'accord avec la règle ; car si p et Vy sont positifs, la rotation instantanée tend à faire tourner l'extrémité de la vitesse relative dans le sens YZ, et par suite Taccélération complémeur taire a la direction positive OZ. On vérifierait de même la formule pour les autres signes que peuvent avoir les facteurs.
Dans le second cas, il faudra fairej9 = 0, Vy =0, et par suite, on aura je^ , = — ^qv^, ce qu'il est encore facile de vérifier en faisant successivement q et Vy positifs et négatifs.
Le signe de la formule, vérifié dans ces cas particuliers, peut être admis dans le cas général en vertu du principe de continuité.
En raisonnant de même pour les deux autres plans, on parviendra aux formules suivantes, que l'on peut déduire Tune de l'autre par de simples permutations de lettres :
Je^=^{gvt—rvy); jc,t=^{pvt—qvx).
Pour former ces équations, on peut écrire sur une même ligne les trois composantes de la rotation instantanée dans l'ordre p, g, r, mais en récrivant la première à la suite de la troisième ; audessous on écrira dans le même ordre les trois composantes de la vitesse relative v^^ Vy^ v, qu'on fera suivre de même de la première, comme si ces composantes étaient éyritesen cercle; on obtiendra ainsi le tableau suivant :
Vx Vy. Vs Vg
On formera les différences des produits en croix^
pvy-qvx, qvt-^rvf, rvx —pvt,
des termes de cette double sui'e ; on les multipliera par 2, et les produits représenteront cbacnn une des composantes de l'ac-
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cëlêration je,; chaque produit contient les composantes, parall&les à deux des axes coordonnés, de la rotation et delà vitesse relative et représente la projection de Vaccélération je sur le troisième axe.
PROBLÈMES A BÉSOUDRE.
1 . Un courrier part à midi du point À. Un second courrier part n midi 30 minutes du point B. Tous deux suivent la droite ÂM. Celui qui oart du point Â fait 15 kilomètres à F heure. L'autre a une vitesse de
Fig. 252.
3'°,50 par seconde. On demande de déterminer le point G où le premier courrier atteindra le second, et de trouver Theure de la rencontre, sachant que la distance ÂB est de 27 kilomètres.
S. L'aiguille des heures et celle des minutes sont ensemble sur midi. Trouver les heures où elles sont encore superposées ; — les heures où elles font Tune avec Tautre un angle droit; — un angle de 120**.
8. L'aiguille des heures, celle des minutes et celle des secondes (dans une horloge à secondes) sont ensemble sur midi. Déterminer les h^iu*QS de la rencontre de TaiguiUe des heures avec celle des secondes; — les heures de la rencontre de l'aiguille des minutes avec celle des secondes; — les heures de rencontre des trois aiguilles. — Démontrer que jamais les extrémités des trois aiguilles, supposées d'une égale longueur, ne peuvent former les sommets d'un triangle équilatéral.
4. Le globe terrestre fait un tom* entier autour de son axe en vingt-quatre heures, et le méridien terrestre est une circonférence de 40,000,000 de mètres de longueur. Déterminer la vitesse linéaire de points pris à la surface du globe sur Téquateur ; — > à 30* de latitude ; — à 45- ; — à 60'.
5. Un observateur placé sur le haut d'une tour laisse tomber en dehors de la tour une petite pierre qui vient frapper le sol. Il note le tenaps écoulé entre le moment où il a abandonné la pierre et le moment où il entend le bruit. On demande la hauteur de la tour, en tenant
compte du temps que le son aura employé pour remonter du sol à l'oreille de l'observateur. Le temps observé est de 4 secondes, et la vitesse du son dans l'air est de 340 mètres par seconde.
6. Une roue d'engrenage ayant 1 20 dents, engrène avec un pignon qui en a 8 ; sur Taxe du pignon est montée une seconde roue qui porte 75 dents et qui engrène avec un pignon qui en porte 10; ce second pignon fait corps avec une troisième roue, portant 54 dents, laquelle engrène avec une roue calée sur un arbre tournant, et portant 20 dents. On fait faire à la première roue un tour et demi par minute ; on demande 1* la vitesse angulaire du dernier arbre, 2" le nombre de tours qu'il effectuera par minute.
9 . La circonférence primitive d'une roue dentée a un diamètre de 4 ",25; la circonférence conjuguée a un diamètre de 0",15; sur l'axe de cette circonférence est montée une seconde roue dont la circonférence primitive a un diafnètre de O^jOO et qui engrène avec une roue calée sur un arbre tournant ; la circonférence primitive de cette dernière roue a un diamètre de 0",22. — On imprime à la première roue un déplacement angulaire de 50**. Trouver la longueur de Tare décrit par les points de la dernière circonférence primitive. Chercher quels nombres de dents on peut attribuer aux différentes roues de cet équipage de roues dentées.
8. Sur l'arbre ÀÀ, est montée une roue M qui engrène avec une roue N, montée sur un axe BB. En un point donné de l'un des rayons de
Fig. 255.
celte roue N, est monté un axe GG, lequel est entraîné dans le gouvernent de la roue N et porte deux roues solidaires P et Q. La roue Q engrène avec une roue fixe S, montée sur Taxe BB. La roue P engrène avec la roue B, montée également sur l'axe BB.
On demande de déterminer le rapport des vitesses angulaires des roues M et R, connaissant les pombres
des dents que portent respectivement les roues
Les (rois roues N, R, S, bien que montées sur te même aie géomé- Irique, sont iadépendanles les unes des autres.
Appliquer la formule k m=30, fl=24, p=ei , g=43. r=l9,î:^37.
Résoudre le même problème en introduisant une nouvelle roue raisaul corps avec la roue M, engrenant ayec la roue S et possédant
•. Une roue d'engrenage A est fixe; autour de son aie tourne le bras porte-train BB. Ce bras porte deux aies s et ^ parallèles au premier.
Sur l'aie a est montée une roue C, qui engrène d'un coté avec la roue fiie A, et de l'autre
'"■'"■ EllapoueB/n-l.
Le nombre des dents de la roue C est indifférent.
Déterminer les vitesses angulaires 'prises pjr les trois roues P, Q, et R, lorsque l'on imprime au bras porte-train une vitesse a autour de l'aie fiie. {ParadoTe de\Fergiisson.)
I». Le mouvement est donné ^ la machine à aVser par la roue G,
montée sur l'arbre creui cccc. L'oulil B, est monté sur cet arbre, i l'inlérîeur duquel passe une vis MH, prise ï ses eilrémilés dans des
paliers fixes; L^outil est rattaché à ua écrou mobile E, qui embrasse cette vis, et qui sort du cylindre creux par la fente FF.
Le cylindre creux porte une roue d engrenage L, qui engrène avec la roue R; celle-ci fait corps par Tintermédiaire de Taxe II, avec une roue R' qui engrène avec la roue K, donnant la rotation à la vis. 11 résulte de ces dispositions que quand on fait tourner la roue 6, Toutil B tourne au dedans du cylindre et avaœe en même temps d*une certaine quantité.
On donne le pas Ji de la vis, le notilbre n des dents de la roue K, et le nombre n — i des dents de la roue L; on sait, d'ailleurs, que les roues R et R' ont le même nombre de dents.
On demande de déterminer la quantité dont s'avance latéralement Toutil au dedans du cylindre par chaque tour de la roue G.
1 i . Une circonférence G roule sans glisser à Tintérieur d'une circonférence fixe S. Un point de la première décrit dans ce mouvement une épicycloïde intérieure. Démontrer qu'on peut engendrer la même épicycloïde par un point d'une seconde circonférence C', roulant à l'intérieur de la circonférence S.
It. Démontrer qu'oti peut toujours, étant données deux lignes tracées dans Un plan, faire décrire la première par un point attaché invariablement à une troisième ligne roulant sans glisser sur la seconde.*
i8# Construire la troisième ligne du problème précédent, en admettant que les deux premières sont deux droites qui secoupeui.
14. Construire la courbe que décrit le foyer d'une parabole roulant sans glisser sur une droite fixe. Mener la tanjente à la courbe ainsi décrite, et trouver son centre de courbure en un point donné.
iS. Construire la courbe décrite par un point mobile, connaissant la valeur constante de la projection de sa vitesse sur une droite horizontale, et sachant que la vitesse de sa projection sur une verticale croit proportionnellement au temps. Mener la tangente à la trajectoire, et construire le centre de courbure un en point donné.
m. Un point mobile se meut à la surface de la terre, supposée sphcrique, avec une vitesse v donnée et dans une direction donnée. Déterminer V accélération complémentaire due au mouvement de rotation du globe, et trouver les valeurs des composantes de cette accélération projetée sur la verticale du lieu, sur la tangente au méridien et sur h tangente au parallèle.
t V . Deux excentriques circulaires égaux A et A', sont calés sur un môme arbre tournantO(fig. 256). Les barres AB, A' B' de ces deux excentriques sont articulées apx points B et B' avec une coulisse en arc de cercle^ dans laquelle est engagé le cotUis^au C. Le point B' est en outre assujetti à rester k un^ distance invariable LB' d'un point &xe L. Le coulis-
««au C fait corps aTec une pieu CDEeug|>eiiduâ suiwint Sie E et mobile aotour de ce point. Elle commande par son eilrémité D une tige DNP,
3rl[culée au»; poinU D et N, et destinée à transmettre 1 un tiroir m n»u»emeDt rectUigne alternatif. — On peut modifier l'amplitade dee«
mouvement en relevant plus ou moins la coulisse BB'; pour cela, on n'a qu'à déplacer le levier FG, appelé leviei' de changement de marche, en faisant décrire à Tarticulation H, autour du centre G, une portion plus ou moins grande de Tare de cercle UH'. La tringle HK transmet ce déplacement au levier coudé KIL, mobile autour de Y arbre de relevage- 1. Une double bielle de relevage, LB', rattache Textrémité L' de ce levier à l'articulation B' de la coulisse. Le contre-poids M, qui équilibre les pièces mobiles dans toiites leurs positions, est destiné à faciliter ces manœuvres. — On demande :
l** De démontrer que pour une position donnée du point L, le centre instantané de rotation de la coulisse BB' est à Tintersection de la droite LB', avec la droite menée par le centre et le point de concours des axes des deux barres d'excentrique AB, A' B' ;
2"* De trouver les limites d'excursion d'un point P, pris sur la tige NP, et de construire la courbe correspondante des espaces, pour différentes positions du levier de changement de marche, FG.
(Coulisse de Stephenson, pour la distribution de la vapeur dans les locomotives.)
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