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AVANT-PROPOS
Nous ne ferons que répéter une vérité admise par tout le monde^ en disant que c'est principalement sur les expressions de forme imaginaire que sont eoncentrées aujourd'hui, en algèbre, les obscurités et les hésitations qui tiennent les esprits en suspens.
Ce n'est pas que tout soit bien clair sur les expressions né* gatives; sur les expressions fractionnaires et sur certaines extractions de racines. Mais ces sortes de diiCQcultés n'ont pas à coup sûr l'importance de celles qui concernent l'imaginaire; on a fait de ce dernier un monde à part. Un abtme, on peut le dire, sépare l'imaginaire de tout le reste; car ce reste est considéré comme réel , et le contraste des mots suffirait à lui seul pour faire comprendre l'opposition qu'on voit généralement dans la nature des choses.
On ne sera donc pas surpris que^ sans négliger l'examen des difficultés du second ordre, nous nous occupions plus spécialement de celles qui se rattachent à l'imaginaire, et que nous essayons de porter la lumière sur les points les plus obscurs de la route.
L'imaginaire a été jusqu'à ce jour fort peu considéré au point de vue abstrait; tout ce qu'on en sait à cet égard peut se borner à dire qu'on ne le comprend pas.
VI AVANT-PROPOS
Il n*en a pas été de même en coDcret^ et il n'est pas inutile de dire quelques mots sur les tentatives faites pour Tinterpréter dans ce cas^ et sur les résultats obtenus.
A la fin du dernier siècle et au commencement de celui-ci, Tattention de quelques savants s'est portée sur les expressions imaginaires et sur les rapports qu'elles peuvent avoir avec les formes géométriques. Ces savants ont pensé que ces expressions étaient propres à représenter les directions en géométrie; que, par exemple : ^ — i est l'équivalent de la perpendicularité ; que cos a+v^^ sina est l'équivalent de la direction d'une droite qui fait un angle a avec une autre droite, prise comme point de départ pour compter les directions; que l'expression générale a + b sj — i, qu'on peut mettre sous la forme r (cos a+v^--l sina), représente, dans son enseitible, une longueur r dirigée suivant l'angle a.
L'homme est ainsi fait, que très-généralement il prend visà-vis des choses nouvelles ou un engouement irréfléchi, ou une attitude répulsive, et, tout au moins, pleine de réserve. Dans le cas actuel, c'est avec la répulsion, avec l'indiflérence, si Ton veut, qu'en France il a fallu compter.
Peut-être cette situation des esprits a-t-elle tenu à ce que les démonstrations de ces diverses propriétés n'étaient pas présentées avec toute la rigueur mathématique désirable. Telle a été mon impression lorsque, dans les Annales de mathématiques de Gergonne, j'ai lu les articles d'Argant et de Français sur ce sujet, ainsi que les réflexions de Gergonne et de Servois qui leur font suite.
Vers les années i838 et 1889, J'^ repris cette question, et je crois être parvenu à donner dès c^tte époque toute la rectitude désirable aux considérations que j'ai produites pour établir la vérité des propositions de mes devanciers.
Je ne connaissais alors sur cette question que les travaux des auteurs que je viens de citer : j'ignorais l'existence de ceux de
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Mourey et de quelques autres. Quant à ceux de Cauchy^ ils sont postérieurs d'une dixaine d'années.
Sans entrer ici dans le détail des tentatives que je fis à celte époque, pour que TAcadémie des sciences se pronongftt soit dans un sens, soit dans un autre, je me bornerai à dire que je ne pus rien obtenir^ et qu'après avoir vainement attendu un rapport pendant dix-huit mois, je me décidai à publier mes Études philosophiques sur la science du calcul {*), dans lesquelles je présente de nombreux rapprochements entre la forme imaginaire et les formes géométriques.
A en croire ce qui m'a été écrit, ce travail n'a pas été sans influence sur quelques esprits ; toutefois le nombre n'en a pas été grand, et, en France, l'inertie a continué de dominer.
Il n'en a pas été de même à l'étranger. Il y a longtemps qu'en Italie, en Angleterre, en Allemagne, les nouvelles idées ont été acceptées, étudiées, utilisées. Il semblerait cependant que nous éprouvons aujourd'hui en France le contre-coup des tendances étrangères; on a d'abord dit et écrit quelques mots sur ces idées, avec timidité sans doute, mais sans manifester de répulsion. Plus tard des dispositions approbatives se sont produites, et il est incontestable qu'aujourd'hui elles ont gagné du terrain, trop de terrain peut-être dans quelques esprits ; car si l'immobilisme a des inconvénients, la précipitation a aussi les siens. A en juger par quelques publications récentes, je crains fort que l'ardeur d'avancer dans une voie nouvelle, la manie de vouloir tout imaginariser n'aient poussé quelques auteurs à émettre des propositions non justifiées, peut-être même injustifiables.
Sic'est un tort de prononcer l'exclusivisme absolude certaines formes, c'en est un aussi de tenter en faveur de ces formes des
(*) Danod, éditeur, qaai des Augostins, n* 49.
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envahissements trop étendus. Dans la science^ il faut qu'il y ait place pour tout, sans empiétements^ et dans les conditions mêmes qu'elle indique.
Il m'a semblé que le moment était propice pour revenir sur ces intéressantes questions; qu'en présence des progrès constatés dans le mouvement intellectuel chez les autres nations^ nous ne pouvions pas rester en arrière, et qu'il était utile quUl se fit quelque chose en France.
C'est ce que je viens essayer aujourd'hui. Hais ce qui je crois est une cause de grande hésitation chez beaucoup d'esprits, c'est qu'en admettant qu'il est bien établi que la forme imaginaire correspond en géométrie aux Ion* gueurs dirigées, et qu'on peut ainsi se faire une idée nette de son interprétation dans ce cas particulier, on ne comprend pas aussi bien sa présence continuelle dans les recherches d'algèbre pure, et le rôle qu'elle peut y jouer; car ces recherches ne s'appliquent pas plus à la longueur qu'à des nombres, des poids, des temps, et à toute autre espèce de quantités pour lesquelles jusqu'à présent, du moins, la forme V — ' i^^ste quelque chose d'irréalisable.
11 est certain, par exemple, qu'on a quelque peine, au premier abord, à se rendre compte de intervention de l'imaginaire dans une question purement arithmétique. Si, par la force des choses, on est contraint d'accepter une telle réponse, il n'y a pas moins dans ce fait un sujet d'hésitation, de révolte même, à la suite duquel Tesprit est incessamment et malgré lui poussé à demander le pourquoi d'une chose dont on n'a pas encore donné le parce que.
Il faut bien qu'il y ait pourtant une cause à tout ceci, et je suis convaincu que si celte cause était connue, si l'on pouvait s'expliquer que, même lorsqu'on ne traite pas une question de géométrie, lorsqu'on s'occupe uniquement de nombres arithmétiques, si, dis-je, on pouvait se rendre compte des
AVAMT-PROPOS. IX
nécessités qui font que, même aiors^ l'intervention de Kmagioaire peut se justifier^ on aurait puissamment contribué à dissiper les incertitudes qui tiennent en suspens un si grand nombre de géomètres.
Ce qu'il y a d'incontestable, c'est que c'est là un désir qui existe chez beaucoup d*esprits^ si même il n'est pas général ; dans un article sur le principe et la règle des signes (*), M. Transon exprime fort judicieusement ces aspirations dans les termes suivants :
« La plupart des géomètres^ dit-il, persistent à considérer a l'attribution des signes plus et moins, à des quantités isolées, a comme étant absolument impossible et absurde, au mein$ a lorsquHl $*agii des ccUcuh de l'algèbre proprement dite.
« Or, il semble naturel de croire que Tusage du principe d des signes, universellement accepté dans la géométrie ana- <( lytique, devra tôt ou tard réagir sur la manière de concevoir a la théorie des quantités positives ou négatives dans l'algèbre « elle-même, car il serait au moins étrange qu'un principe < reconnu essentiel et indispensable à l'une des applications a les plus étendues de la science du calcul, lui fût étrangère « et contradictoire, lorsqu'on la considère, cette même science, c dans toute sa généralité. »
Je pense que le présent travail aura pour résultat de combler cette lacune. L'on verra qu'en eOèt les conséquences définitives des explications qui vont être présentées sur les principales obscurités de la science, conduisent à la constitution d'une algèbre qui n'a plus pour objet.une espèce en particulier, abstraction faite de toutes les autres, mais dont le rôle plus général, tout à fait universel, consiste à rechercher et k déterminer les rapports de pluralité de mesure et d'ordre qui
(*) Nouvelleê Annaleê de McUhémaliqueB, 2« série, tome VI. 1867.
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peuvent convenir ou ne pas convenir à une espèce quelle qu'elle soit^ suivant les propriétés plus ou moins étendues, plus ou moins restrictives dont la nature Ta douée , et qui constituent les conditions même de son existence.
C'est là ce que je cherche à établir dans la première Partie de cet ouvrage. Je ne m'y occupe que très-incidemment des considérations concrètes qui sont relativement dans un état assez avancé de progrès, puisque c'est presque exclusivement sur elles qu'on voudrait baser l'algèbre des expressions imaginaires. Mais j'envisage principalement ces expressions dans le domaine abstrait; j'essaye de faire comprendre^ même dans ce cas, les causes premières et l'utilité de leur intervention ; j'indique comment on peut, eu abstrait, en établir la théorie; enfin, je mets en relief les indications diverses qu'en toute circonstance eUes viennent mettre à notre disposition.
Chemin faisant, je m'explique sur le fractionnaire, l'irrationnel, le négatif.
Dans la seconde partie, je développe les idées suivant lesquelles doit se faire aux quantités, autres que le nombre, l'application des faits et des lois constatés dans le domaine abstrait; j'explique comment les formules qui figurent dans ce domaine peuvent être, suivant les cas, l'expression algébrique et équivalente des attributs de ces quantités, c'est-à-dire des lois naturelles qui régissent leur existence, et par suite comment ces atttributs deviennent à leur tour Timage physique des divers rapports dont la réalisation est impossible avec la seule idée de nombre.
Je m'étends avec quelques détails sur toutes ces choses, parce que ce sont là des explications qui manquent à la science et dont cependant elle ne peut se passer. Presque tous ceux qui admettent comme une vérité aujourd'hui bien établie, que le produit de f par cos a -h y'— isin a est Texpression algébrique d'une longueur r dirigée suivant l'angle a , et qui se sont familiarisés
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par quelques études avec l'emploi de cette forme, frappés des grandes simpliflcations qu'elle introduit dans les calculs et dans les conceptions, s'étonnent beaucoup que les idées qui se rattachent à cet ordre de considérations n'aient que très-lentement progressé. Mais ils ne réfléchissent pas que tout cela n'est pas méthodiquement exposé dans les ouvrages d'enseignement^ que les moyens d'initiation manquent, et que ce ne sont pas les trop rapides explications qu'on peut rencontrer çà et là dans quelques mémoires isolés, qui sont de nature à donner aux esprits la complète intelligence d'une théorie qui 9e distingue des autres par sa nouveauté d'abord, et en second lieu par une nature particulière d'aperçus, qui se vulgarisera par la suite, mais avec laquelle on n*est pas encore suffisamment familiarisé.
Nous dirons même toute notre pensée en exprimant l'opinion que ces indications isolées, portant tantôt sur un point de doctrine, tantôt sur un autre, suivant la nature des considérations auxquelles on veut les appUquer, que ces demi confia dences, toujours un peu mystérieuses pour le lecteur dont l'initiation n'est pas entière, que ces explications nécessairement écourtées^ parce qu'elles ne sont qu'un accessoire dans le sujet principal, ont plutôt l'air d'oracles prononcés par des augures que d*éclaircissements suivis, comme le sont ceux que, dans ses leçons^ le maître donne à l'élève. Cette manière de faire a donc, à mon avis, plus d'inconvénients que d'utilité. En général, nous ne lisons pas avec intérêt et avec fruit un travail qui repose sur des bases théoriques^ dont la conception complète nous manque^ et dont les relations principales avec ce que nous savons déjà de la science restent en grande partie à l'état latent. Il peut résulter de là un sentiment de répulsion ou tout au moins d'indifférence qui doit nuire à la propagation des idées nouvelles, et imposer à leur avènement de fâcheux retards.
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Il nous a donc semblé qu'an travail d'exposition générale et aussi complète que possible, tant sur la forme imaginaire en elle-même, au point de vue abstrait, que sur les assimilations qu'on en peut faire avec les propriétés naturelles dont jouissent certaines quantités, serait une œuvre utile.
Ce travail nous parait d'autant plus nécessaire aujourd'hui, que nous sommes à cet égard dans une époque de transition, et que, faute de s'entendre, on pourrait s'engager dans des discussions aussi longues qu'oiseuses. Sans doute la vérité finirait par percer et Topinion se fixerait après ces débats, mais ce moyen ne serait ni le plus direct ni le plus simple. Le mieux est donc de présenter un exposé méthodique de la théorie, de faire connaître ses principes, ses procédés, ses conséquences les plus essentielles. Nous croyons que c'est là le moyen le plus sûr de la faire accepter et d'assurer une marche rapide à sa propagation.
Nous ne saurions avoir la prétention de développer ici tout ce qui peut se dire sur ces matières, et le lecteur ne saurait avoir celle d'exiger de nous l'accomplissement d'une pareille tâche ; d'une part, nous nous bâtons de le déclarer, et nous le répéterons souvent dans cet écrit, notre but n'est pas de produire un ouvrage d'enseignement scolastique, nous voulons seulement signaler la nécessité de procéder à des réformes devenues indispensables, et exposer d'après quel ordre d'idées elles devront être faites; réformes qu'il faut se hâter d'introduire librement chez nous, si nous voulons éviter à notre amourpropre national la nécessité de les accepter de l'étranger. D'autre part, il ne nous en coûte nullement d'avouer que nos connaissances sont loin d'être universelles, que beaucoup de dépendances de la nouvelle doctrine nous sont encore inconnues; que même, en dehors de ce qui concerne l'imaginaire, notre intelligence n'est pas assez bien douce, et le fonds de nos connaissances acquises n'est pas assez riche pour que nous ayons
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pu avec ua égal succès nous tenir au courant de tous les faits tiiéoriques constatés dans les parties les plus reculées et les moins accessibles de la science du réel.
L'exposition à laquelle nous allons procéder sera beaucoup plus modeste. Nous ne sortirons guère des routes les plus ordinairement suivies. Mais^ même dans ces limites qui^ malgré ce qu'elles ont d'étroit^ comprennent en résumé ce qu'il y a de plus Mie pour la majorité des intelligences, on verra que la matière ne manque pas à de nombreuses et importantes observations. Quant aux voies nouvelles que l'interprétation de la forme imaginaire nous invile à suivre» nous ne faisons que les ouvrir ; d'autres après nous y pénétreront à de plus grandes distances et y récolteront des moissons plus abondan* tes. Notre rôle se borne à indiquer suivant quelle direction il faudra s^avancer; comment les futurs pionniers de la science devront faire usage des nouveaux moyens d'investigation sur lesquels doit se porter désormais l'attention des géomètres^ pour faire fructifier la semence que nous venons mettre entre leurs mains; par quels procédés la pratique des calculs^ légi* timée par les conceptions de la théorie, nous mettra en possession des perfectionnements qu'il nous est permis d'entrevoir, des progrès que nous sommes en droit d'espérer.
Cet ouvrage n'est pas à beaucoup près le dernier mot de ce (|ue nous avons à dire sur les formes imaginaires, mais il est le préambule nécessaire de ce que nous aurons à développer imr la suite sur le même si^et. Il forme une introduction dans laquelle nous avons exposé les principes de la théorie nouvelle, et qui sera le guide élémentaire au moyen duquel Pesprit pourra s'élever à l'intelligence de questions plus compliquées que celles que nous avons traitées ici.
Les applications les plus intéressantes de la théorie des imaginaires à la construction géométrique des racines des équations, que ces racines soient réelles ou imaginaires, à la re-
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cherche des propriétés des nombres eotiers^ à la détermination des rapports qui lient de la manière la plus générale l'algèbre à la géométrie^ à celle des formes imaginaires propres à la représentation algébrique des directions dans Tespace^ tels sont les sujets principaux qui feront suite à ceux que nous avons traités dans ce premier travail^ et que nous sommes en mesure de soumettre ^i es- prochainement à l'appréciation du lecteur.
~>ponrV»\^^<Qorv*«*-
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Sommaire.— I. L'expression V — ii par ses origines et par ses effets, est certainement un être algébrique. —II. Fâcheuse influence du mot imaginaire. — III. v^ — I est une opération impossible qui nous apprend que les données d'une question sont conlradictoires avec les propriétés du nombre abstrait. — IV. Ces deux impossibilités sont nécessairement équivalentes, de sorte que la forme algébrique de Tune nous révèle le comment et le pourquoi de DOS contradictions.— V. Considérations générales sur la possibilité de réaliser en concret et, dans certains cas, ce qui nest pas réalisable en abstrait.
Que nous le voulions ou que nous ne le voulions pas^ la forme imaginaire se présente incessamment dans les recherches algébriques ; à notre insu elle intervient dans presque tous nos calculs ; bon gré mal gré nous sommes obligés de la subir et de compter avec elle.
Singulière situation^ disons mieux^ situation humiliante pour toutes les intelligences, mais principalement pour celles qui, refusant à cette forme toute conception, et la considérant
comme un je ne sais quoi qu'il faudrait reléguer dans le monde des chimères, sont cependant obligées de lui faire bon accueil dans leurs élucubrations, qui vont même jusqu'à chercher dans ces formes^ incomprises pour elles, le point d'appui sur lequel elles essayent de se poser pour aller à la découverte de vérités mathématiques.
Tâchons cependant de raisonner un peu sur ces choses et examinons si tout en elles est aussi Imaginatif que le prétendent certains esprits. A-t-on vu^ par exemple, beaucoup de chimères, si chimère il y a, qui, comme y/^, jouissent de la propriété de cesser de Têtre lorsqu'on les élève à la quatrième puissance ? Nous disons la quatrième puissance, au lieu du carré^pour ménager les susceptibilités de quelques raffinés en réalisme auxquels la juxtaposition à un nombre d'un signe quelconque d'opération inspire toujours certaines délicatesses. A-t-on vu des chimères qui^ ajoutées l'une à l'autre^ multipliées l'une par l'autre^ passent dans certains cas du monde idéal dans le monde réel? Certes, il faut le reconnaître, ce sont là des chimères d'une espèce toute particulière ; elles obéissent, on le voit, à certaines règles, et, tout incompréhensibles qu'on voudrait nous les faire, elles posséderaient le très-remarquable privilège de subir, par l'application de ces règles^ une transmutation complète^ la plus surprenante peut-être des transmutations, celle de changer d'essence par le simple jeu d'opérations spéculatives.
Ce serait là, il faut en convenir, un problème autrement remarquable que celui que les alchimistes se sont efforcés de résoudre dans les siècles passés : car enfin ceux-ci voulaient d'une chose faire une autre chose, ils n'avaient pas la prétention d'obtenir de la matière autrement qu'avec la matière ; tandis que nous^ avec ce qui n'existerait pas^ nous créerions ! nous serions possesseurs d'opérations au moyen desquelles d'un symbole imaginatif nous ferions un être réel ! en un mot, nous développerions le principe de vie, en fécondant un germe qui n'a d'autre vitalité que celle qui peut résulter d'une existence chimérique l
Telle serait l'inextricable situation dans laquelle nous serions placés. Or, comme tout effet doit avoir une cause, comme je ne parviendrai pas^ quelle que soit la série d'opérations que
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je voudrai mettre en œuvre^ à faire quelque chose de rien^ un être réel d'une chimère ; et cependant, comme en partant de rîmaginaire l'algèbre possède des opérations aptes à me conduire à des résultats dont j'ai l'intelligence, à des réalités, n'estil pas naturel^ nécessaire, inévitable de conclure que non-seulement l'imaginaire n'est ni le néant, ni une chimère^ mais qu'il est certainement un être algébrique ?
Si^ des considérations relatives aux effets, nous passons à celles qui concernent les origines, nous y trouverons de nouveaux motifs de persister dans ces conclusions.
Comment, en effet, l'imaginaire fait-il son apparition? Quand se révèle-t-il ? Est-ce à la suite de quelque caprice qui entraine notre pensée dans les sphères idéales où nous pouvons à volonté tout créer et tout anéantir ? Proflte-t-il du désordre ou du sommeil de notre intelligence pour nous envoyer ses énigmes, ce qui, j'en conviens, autoriserait les esprits réfléchis dans leur refus de reconnaître qu'il puisse être quoi que ce soit? Non, certes, ce n'est pas ainsi que les choses se passent : c'est, au contraire, à la suite d'études sérieuses» de combinaisons réfléchies, de calculs autorisés par une saine logique, par la plus rigoureuse peut-être de toutes les logiques^ qu'il vient faire prise de possession dans nos recherches et qu'il s'y maintient comme une dépendance des raisonnements les mieux établis, comme la conséquence la plus rationnelle et la plus irréfutable de ce» principes de calcul, codifiés par l'élite des intellijgences humaines, et qui sont la science même^ car, sans eux, nous n'aurions pas plus celle qui fixe les rapports du réel que celle qui conduit à la manifestation de la forme imaginaire.
En résumé^ puisque, d'une part, l'imaginaire se montre à nous comme conséquence d'opérations algébriques pratiquées sur des expressions réelles, opérations conformes d'ailleurs à toutes les règles que la science autorise; puisque, d'autre part, en lui appliquant quelques-unes de ces opérations, l'ima* ginaire conduit, par voie de réciprocité, à des expressions réelles, reconnaissons qu'il possède à la fois, et par ses origines et par ses effets^ le véritable caractère des êtres algébriques.
Etre dont la mission est restée incomprise jusqu'à ce jour^ je le veux bien ; opération impossible par elle-même, je le veux
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encore; mais dont l'essence et la manifestation^ ne dépendant ni du caprice, ni de la fantaisie, ni de quoi que ce soit d'imaginatif^ prennent leur base dans la science algébrique même; être qui; à tout prendre, doit bien compter pour quelque chose dans cette science, puisqu'il est merveilleusement apte — Texpérience le prouve — à 7 remplir d'utiles fonctions.
On s'étonnera peut-être, et ce sera à fort bon droit, nous le reconnaissons, que nous mettions tant d'insistance à établir une vérité dont la forme seule de l'imaginaire emporte par elle-même la démonstration. Comment se refuser, dira-t-on, à reconnaître que V^ est un être algébrique, alors que tout est algébrique dans sa manifestation ? Que voyons- nous ici en effet? l'opération radicale combinée avec l'opération soustractive. Or, à moins de supprimer ces deux opérations dans la science, il n'est pas possible de dire qu'une telle combinaison soit Imaginative, et on le peut d'autant moins que ce n'est pas l'imagination mais Talgèbre même qui l'a créée.
Certes, cela devrait suffire. Malheureusement, ceux qui les premiers se sont trouvés en présence d'un tel résultat, ne i^ciyant pas compris, ont eu la malencontreuse inspiration de lui donner le nom dHmaginaire; or comme ce mot n'est pas seulement appellatif, mais encore et surtout qualificatif, cette dernière considération s'emparant de quelques esprits a gagné peu à peu du terrain, on s'est laissé aller à donner à la chose les qualités mêmes de l'adjectif par lequel on Ta désignée, et, une fois entré dans cette voie, on a été d'autant plus entraîné à y persister, que le fait même de l'impossibilité où on se trouvait d'assigner une signification actuelle aux opérations figurées par V--Ï semblait rejeter Tintelligence en dehors de tous les raisonnements possibles.
On s'est trouvé placé dans la situation d'un homme qui, voulant atteindre un but déterminé, s'avance dans une certaine direction et se trouve subitement en présence d'un obstacle qui lui interdit la poursuite de celte direction. Cet homme perd alors la tête ; au lieu de se recueillir et de faire appel à la réflexion, il se laisse aller à je ne sais quelles hallu-
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cinations qui^ le trompant sur la nature toute matérielle de Tobstacle^ lui font croire que des fantômes, des êtres fantastiques, imaginaires tiennent s*opposer à sa marche, et il se sent d'autant plus frappé d'impuissance qu'il est plus disposé à attribuer son empêchement d'avancer à des causes extra-naturelles.
Hais, quand on s'est engagé dans une impasse, il y a toujours moyen d'en sortir en revenant sur ses pas et se reportant au point de départ. J'ajoute que si ce retour est fait avec réflexion ; si, conservant toute sa présence d'esprit, on observe, on étudie avec soin tous les détails, toutes les circonstances locales du terrain sur lequel on doit se mouvoir, il est possible qu'on parvienne à comprendre pourquoi on a fait fausse route, pourquoi on s'est trouvé arrêté, comment il faut s'y prendre, dans quelle nouvelle direction on doit s^avancer pour échapper aux difficultés qui se sont présentées.
Ce travail de retour, ces études rétrospectives sur les causes en vertu desquelles la forme imaginaire se présente et s'impose dans nos calculs nous ont conduit à cette conséquence, qu'il ne faut pas essayer de voir dans l'imaginaire, en tant du moins qu'on ne sort pas du domaine abstrait, une quantité, un nombre, une convention, une qualité, mais simplement un indice d'opérations, opérations impossibles sans doute, mais dérivées de l'algèbre, algébriquement formulées et par conséquent subordonnées, dans leur manifestation première comme dans leurs effets consécutifs, à des règles qui ne peuvent être que des dépendances de la science même.
D'un autre côté, l'algèbre, qui raisonne toujours fort bien, ne peut pas faire naître une impossibilité, là où nous n'en avons pas mise une nous-même. Il n'est pas admissible que l'algèbre dénoue par l'impossible ce qui est praticable. Le simple bon sens nous conduit donc à reconnaître que la manifestation de l'imaginaire ne saurait être autre chose que la conséquence d'une contradiction explicite ou implicite introduite soit dans les données d'une question, soit dans le cours de nos raisonnements. Ne faut-il pas en effet que cette science.
pour être à la fois utile et logique, possède la double propriété et de nous donner ce que nous cherchons quand cela se peut, et de nous ayertir que c'est impossible quand cela ne se peut pas? Il serait, en vérité, fort difficile de concevoir^ si elle était déshéritée de ce second privilège, comment elle pourrait faire un usage légitime du premier ; car si elle ne pouvait jamais dire non, comment donc s'exprimerait-elle quand il lui serait interdit de dire oui? Or, si nous lions ensemble des données par des conditions contradicloires à ce que permet la science des rapports, n'est-il pas naturel, n'est-il pas nécessaire que cette science réponde par Timpossible à une telle contradiction?
IV
Allant plus loin, nous dirons qu'il répugnerait au bon sens d'admettre que cette impossibilité d*une part, cette contradiction d'autre part, ne fussent pas exactement équivalentes: car, si l'algèbre exécute des opérations, ce n'est pas elle qui en prescrit la nature et en fixe le choix ; à cet égard elle est sans initiative comme sans responsabilité ; elle ne peut donc pas faire autre chose, dans les calculs que nous lui demandons d'exécuter, que de transporter à la fin ce qu'elle a pris au commencement, sous les diverses formes sans doute que ses moyens autorisent;. mais elle ne serait pas l'algèbre, et elle nous induirait incessamment en erreur, si elle changeait d'ellemême les rapports essentiels par lesquels il nous a plu de lier tes choses qui lui sont confiées.
Allant plus loin encore, cette idée d'équivalence nous conduira à déduire de la forme même de l'impossibilité finale celle de la contradiction préexistante; et alors nous trouverons dans l'imaginaire non-seulement l'avis que la question est impossibledans les termes où on Ta proposée, ou avec les moyens employés pour la résoudre, mais encore, par la forme même de cette imaginaire, l'indication précise de l'espèce de contradiction que nous aurons introduite, soit au début, soit dans le cours de nos recherches. Ne sont-ce pas là de belles et d'utiles révélations?
En résumé, de même que l'algèbre nous apprend, dans l'ordre des choses possibles, ce qu'il faut faire sur les données
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pour obtenir un résultat désiré, de même par l'imaginaire elle nous airertit que nous nous sommes placés dans l'ordre des choses impossibles, et, de plus, par la forme même de cette imaginaire, elle nous dévoile le comment et le pourquoi de nos contradictions.
La première partie de ce programme nous est assez bien connue, mais jusqu'à présent, ou nous ne nous sommes pas occupés de la seconde, ou nous ne TaTons entrevue qu'à travers d'épais nuages.
Envisagée à ce point de vue, Tétude delà forme imaginaire ne peut que présenter le plus grand intérêt ; elle sort du vague dans lequel elle est restée jusqu'à ce jour. L'idée se rationalise par des définitions vraiment mathématiques, et en se rationalisant dans son principe elle vient mettre entre nos mains l'élément de calcul indicateur et régulateur des méprises algébriques dans lesquelles nous serons tombés toutes les fois que nous aurons demandé à la science des rapports la justification de rapports impossibles avec la seule idée du nombre.
En dehors de ces considérations, dont l'essence est purement algébrique et abstraite, et qui ne s'appuient nullement sur les qualités diverses des êtres concrets dont nous pouvons nous proposer de faire l'étude algébrique, il y aura à examiner plus tard si, dans certains cas et pour quelques quantités, telle opération, impossible en abstrait, ne peut pas, à cause de la nature même de ces quantités mieux douées que ne l'est le nombre, être conçue et pratiquée pour elles, ce qui donnerait alors à l'imaginaire une forme saisissable, une représentation et une existence physiques qui contribueraient puissamment à dissiper toutes les incertitudes.
Cette considération, tout extraordinaire qu'elle peut paraître au premier abord, n'a rien cependant que de rationnel, et nous allons en faire comprendre la portée par un exemple fort simple.
Au point de vue arithmétique, l'équation 29*=^*, dans laquelle p et 9 sont des nombres entiers, est irréalisable,
par le motif que les carrés sont nécessairement des multiples de 2 d'un degré pair. U n'est donc pas possible à l'arithmétique
de réaliser i/2 sous la forme finie ^, et de nous conduire au-
trement que par approximation à cette valeur. Or, ce que Tarithmétique ne peut pas faire, les longueurs le pratiquent^ parce qu'elles jouissent du principe de la continuité dont l'arithmétique est privée^ et, à l'aide d'une opération fort simple^ avec la longueur adoptée pour l'unité, nous arrivons sur le point même où doit se terminer la longueur qui^ par rapport à celte unité, est le représentant de yfi» Voilà donc un exemple d'une opération impraticable en abstrait sous forme finie^ et que des propriétés inhérentes à certaines quantités permettent de réaliser physiquement sous cette forme.
D'après cela^ne sommes-nous pas en droitde nous demander si^ pour d'autres opérations irréalisables dans le domaine de Tabstraclion^pour V~i par exemple, il n'y aurait pastels êtres concrets jouissant de la propriété de reproduire, par certaines opérations que leur nature autorise, Féquivalent de celles qui sont figurées par ^~i .
Or, cette étude nous l'avons faite il y a bientôt trente ans S et nous sommes parvenu à ce résultat qu'en géométrie l'opération qui consiste à faire un angle droit est l'équivalent de l'impossibilité que v^^ représente. Lagrange, de son côté, n'a-t-il pas prouvé que les empêchements imaginaires qui constituent en abstrait l'impossibilité d'obtenir les valeurs numériques des racines de l'équation du troisième degré, dans le cas appelé trréduclible, revêtent une forme possible par les considérations concrètes, et se dénouent en réel en prenant le cosinus du tiers d'un certain angle dont la valeur est déterminée par les données de la question i
Hais, dira-t-on, comment et pourquoi tout cela peut-il se faire? Tout simplement, répondrons-nous, parce que la ligne droite, ou, si l'on veut, la géométrie, possède deux propriétés qui n'appartiennent pas au nombre : la continuité et la direction ; en vertu de la première elle peut pratiquer l'incommensurable, en vertu de la seconde elle pratique et réalise l'opé- ■ ■ ■^-^^— ■ ■ ■ ■ I ■ ■ ^— ^— ^p^— ^■^»»^^»^i^»^ ^_^.^—
* Etudes philosophiques sur la science du calcul. Paris, 1841.
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ration appelée imaginaire. Ceci nous paraît d'ailleurs conslituer un principe très-acceptable. Pourrait-il nous répugner, en ettely d'admettre que là où la nature a placé plus de ressources et de facultés^ il doit naturellement y avoir aussi plus de possibilités et de réalisations?
Nous ne nous étendrons pas davantage sur les considérations générales qui concernent le concret; elles seront reprises en détail dans la seconde partie. Notre but actuel est d'étudier la forme imaginaire au point de vue purement abstrait^ celui peut-être qu'on a le moins saisi jusqu'à ce jour. Présentons donc maintenant le développement de nos idées sur ce sujet.
iO DES FOBMCS IMAGINAIRES.
AU POINT DE VUE ABSTRAIT
Sommaire. — I. A quel point de vue nous entendons nous placer dans cette discussion. — II. Le sens du mot imaginaire ne doit pas être étendu au delà de Timpuissance où est Talgèbre d'exécuter une opération. — III. Mais parce que cette opération est mathématiquement définie, son impossibilité de réalisation actuelle ne s'oppose pas à la continuation des calculs. — IV. Si rimaginaire est un obstacle en lui-même, il ne Test pas toujours dans les usages qu'on en doit faire. — V. Généralisation des idées à cet égard. — VI . Possibilité de concevoir et d'exécuter des opérations de calcul sur les formes A v/— i. — VII. Les propositions démontrées pour le réel ne doivent être appliquées à l'imaginaire que sous la réserve d'une discussion préalable. — VIII. Comment les opérations de calcul doivent être pratiquées sur les formes A \^—i. — IX. Explications sur le sens qu'il faut attribuer aux binômes A + B ^' — i. — X. Propriétés principales de ces binômes.
Il est Décessaire, dès le début de ces recherches, de bien préciser la situation dans laquelle nous entendons nous placer. Cette situation, qui pourra se modifier plus tard, est, quant à présent, la suivante :
Il 7 a en algèbre une collection de règles généralement admises en principe et pratiquées en fait par ceux-là même qui se refusent à les considérer comme rigoureusement établies. C'est comme conséquence de l'application de ces règles que l'expression V^ ^ manifeste. Or cette expression prenant naissance dans un tel milieu, c'est dans ce milieu aussi que nous entendons la considérer, et étudier soit les causes de sa présence et de sa disparition, soit les conditions en vertu desquelles elle sera appelée à fonctionner.
Acceptant donc pour nous les faits accomplis, les principes
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accrédités^ comme ils sont acceptés par tous ceux qui font de Talgèbre^ nous voulons rechercher quel peut être le rôle de rimaginaire dans la science telle qu'elle est comprise et pratiquée^et non dans une science, mieux constituée peut-être, mais qui ne serait pas celle que tout le monde admet aujourd'hui.
En conséquence ; que les principes algébriques soient des "vérilés établies, qu'ils soient des axiomes, qu'ils méritent même les reproches adressés à certains raisonnements, nous ne discuterons pas actuellement sur ces points. Nous nous en tiendrons seulement aux conséquences qui font autorité, et qu'on ne pourrait méconnaître sans se mettre en dehors de l'algèbre même.
C'est dans ces conditions que nous allons rechercher s'il est possible d'avoir sur les expressions imaginaires des notions plus précises que celles que nous possédons aujourd'hui; après quoi nous dirons quelle doit être Tinfluence de ces recherches sur l'état de nos conceptions scieniiflques.
Quelle idée doit-on se faire de l'expression y^^ ? De quelle nature sont les propriétés que cette expression peut faire acquérir aux nombres réels avec lesquels elle est associée ? C'est ce que nous nous proposons de rechercher.
^après les définitions usuelles et admises dans la science, V~i est une expression qui, élevée au carré, doit donner pour résultat — i. Or, comme en ce qui concerne la grandeur il n'y a que le nombre i qui, élevé à une puissance quelconque, puisse produire Tunité, nous voyons que ce n'est pas en dehors de l'unité que nous devons chercher la solution du problème. D'ailleurs, au point de vue le plus général de la science des nombres réels, l'unité, en tant qu'elle doit rester elle-même comme grandeur, ne peut recevoir d'autre modification d'état que celle résultant de Tinlervenlion des signes + et — ; mais l'un et l'autre élevé au carré donnent 4- 1 , nous sommes dès lors obligé de conclure qu'il n'existe rien, dans le domaine du réel abstrait, dont l'élévation au carré puisse produire l'unité négative.
Nous devons en conséquence reconnaître que V--ï est inexécutable, qu'il n'y a aucune expression en algèbre qui soit sus*
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ceptible de représenter le résultat de Topération qui consiste à extraire la racine carrée de — i. C'est pour cela qu'à cette expression, qui ne saurait avoir de représentation dans la science du réel» on a donné le nom d'imaginaire; et^ ne pouvant ainsi lui attribuer aucune traduction, aucun équivalent algébrique, on Ta laissé subsister dans la forme même suivant laquelle se révèle son existence; de sorte que, lorsque volontairement ou involontairement il doit être question d'elle dans le calcul, on lui donne pour représontnnt l'indice même de l'impossibilité de sa réalisation, on écrit V--ï^
Mais on peut et on doit remarquer que tout n'est pas également impossible ou imaginaire dans cette expression.
Enefiret,j'yvoisd'abord l'unité; or nous avons tousuneparfaite intelligence de l'unité, soit qu'on la considère comme nombre, soit qu'on la considère comme étalon de la mesure des grandeurs. J'y vois ensuite le signe de la soustraction accompagnant cette unité : mais les géomètres, sauf un très-petit nombre d'opposants, savent que ce n'est pas là, tant s'en faut, un signe absolu et radical dimpossibilité. Ce n'est que lorsqu'à celte combinaison très-intelligible du nombre ou de la grandeur avec l'opération soustractive je veux appliquer l'opération radicale, que rincertitude vient assiéger l'esprit, que l'impossibilité se manifeste, que l'imaginaire parait. Il n'y a donc ici d'imaginaire qu'une opération et non une grandeur; celle-ci continue de subsister dans sa réalité, elle ne cesse pas d'être comprise, même avec son attribut négatif; mais ce qu'on ne comprend pas, cequi vient arrêter les ressorts de Tintelligence, c'est l'extraction de la racinecarréeappliquée à la combinaison de la grandeur avec le signe de la soustraction. Aussi serait-il beaucoup plus rationnel, pour représenter l'imaginaire, de se borner à l'expression de l'opération impossible^ d'écrire ^^ au lieu de yj^i ; de même que pour représenter l'état négatif on n'écrit pas — i x A, mais simplement — A.
On verrait clairement par ce moyen que l'idée de grandeur n'a rien à faire ici, et que la seule chose qui soit imaginaire, c'est une opération.
11 n'y a donc pas de grandeurs imaginaires ; il ne saurait dépendre de l'algèbre que ce qui existe réellement doive être relégué dans le monde des fictions. Hais il peut arriver quelque-
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fois que^ pour résoudre certaines questions, la nature des opérations qu'il faudrait exécuter sur des quantités très- réelles soit telle que l'algèbre n'a aucun moyen de nous indiquer le résultat de ces opérations, et qu'elle doit se borner à nous en faire connaître les indices. Ce n'est pas au delà de cette impuissance qu'il faut chercher à élendre le sens du mot imaginaire. Telle est la seule conclusion raisonnable que puisse autoriser l'analyse que nous venons de faire de ce qu'il faut réellement voirdans le signehabituellementemployépourreprésenter l'imaginarité. Mais l'usage l'emporte en toutes choses, et si nous avons nous-même recours à l'expression de grandeur ou de quantité imaginaire, il devra toujours être entendu que ces quantités restent réelles, qu'elles sont ce que leur nature leur permet d'êlre, mais qu'alors elles se trouvent soumises à des opérations dont Falgèbre fait connaître la nature, mais dont elle ne saurait, dans son langage, énoncer des conséquences.
Si les choses no devaient pas être comprises suivant Tordre d'idées que nous venons de développer, n'est-il pas évident que, dès l'instant que l'imaginarité se manifeste, il faudrait cesser tout calcul? On ne comprendrait pas en effet ce que pourraient produire les procédés du mécanisme algébrique apphqués, quel que fût leur nombre et leur variété, à des choses auxquelles Tesprit refuse toute raison d'exisler.
Mais s'il n'y a pas de grandeurs imaginaires, si l'idée de grandeur doit toujours élre subsistante dans l'esprit, s'il y a seulement des opérations impossibles, mais d'ailleurs définies dans leur mode d'impossibilité, on peut espérer que, dans le cours ultérieur des calculs, il se présentera d'autres opérations inverses des premières, anéantissant celle-ci et nous débarrassant désormais de la nécessité de les prendre en considération. Les recherches pourront donc continuer sur les grandeurs qui n'auront pas disparu, quoique frappées d'un sigue d'opération impossible, et conduire à des résultats après lesquels il aurait été certainement déraisonnable de courir si ces grandeurs étaient devenues de fantastiques idéalités.
Qu'on nous permette quelques comparaisons. Parce qu'un
nœud fait à une corde empêche celle-ci de nous rendre certains services, on ne sera certainement pas autorisé à prétendre que cette corde est devenue imaginaire ; parce qu^un engourdissement viendra suspendre Tusaged'un de nos membres^ ce membre ne sera pas pour cela réputé imaginaire. Or de même qu'en pratiquant sur le nœud certaines opérations^ je pourrai parvenir à le faire disparaître, et qu'en agissant sur l'engourdissement, il me sera possible de rendre au membre malade, sinon la totalité, du moins une partie de ses fonctions, de même il y a telles opérations en algèbre susceptibles de débarrasser les quantités réelles de l'obstacle imaginaire qui momentanément les paralyse^ et de nous donner, après cette élimination, la connaissance d'utiles rapports qui lient entre elles ces quantités.
En se plaçant à ce point de vue, on conçoit sans peine qu'il n'y a rien d'illogique à ne pas s'arrêter dans les calculs dès que l'imaginarité se manifeste; et, non-seulement les études théoriques sur les expressions compliquées d'imaginaires se justifient, mais on est conduit à penser que les géomètres qui s'en sont occupés auraient pu les étendre et les compléter avec plus de fruit, s'ils n'avaient pas été arrêtés quelquefois par la pensée que l'utilité de leurs travaux, sans être complètement déniée^ pouvait à bon droit être suspectée par les autres : et qui sait si, dans certains moments, elle ne Ta pas été par euxmêmes ?
Complétant nos idées à cet égard, nous ferons remarquer que quand on a obtenu le nombre^ ou, pour mieux dire, l'expression algébrique qui satisfait à une question, tout n*est pas fini. Il faut encore mettre ce résultat en œuvre ; or il peut fort bien arriver, ainsi que nous l'avons déjà dit, qu'il soit nécessaire pour cela d'exécuter certaines opérations, qui> étant précisément inverses de celles que nous ne pouvons exécuter, font disparaître celles-ci et nous ramènent par conséquent dans l'ordre des choses possibles où nous pourrons trouver quelque utile indication.
Ce que nous disons ici n'est pas une vaine supposition. Admettons., par exemple, qu'on se soit proposé de chercher quel
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doit être le côté d'un carré soumis à la condition que sa surface ajoutée à une surface donnée produise une somme égale à une autre surface donnée.
On procède aux opérations nécessaires pour résoudre la question, et Ton trouve que le côté du carré cherché est représenté par a^yj — i, c'est-à-dire par la quantité très-réelle a, mais sur laquelle il faudrait au préalable pratiquer l'opération indiquée par v^—i; nous arrivons ainsi aune impossibilité manifeste.
Hais, parce que dans cette circonstance, ce qui importe, c'est moins le côté du carré que sa contenance, parce que cette contenance s'obtiendra en multipliant a\j-~\ par lui-même; parce que cette mulliplication entraînera celle de sj— i par V--î, parce que celle-ci est précisément l'inverse de l'opération radicale; que par conséquent elle la fera disparaître, et qu'après cela le seul signe d'opération accompagnant a* sera le signe—, c*est-à-dire celui de la soustraction; parce qu'en&n cela indique que la surface a* au lieu d'être ajoutée devra être retranchée, on comprend que, dans ce cas, la présence d'une solution de la forme a V^ peut fort bien ne pas être un indice d'impossibilité absolue, au point de vue de l'espèce de question qu'on se propose de résoudre, mais simplement celui d'un redressement très-compréhensiblo dans les termes de l'énoncé; on voit enfin très-clairement dans cet exemple que la grandeur continue de rester ce qu'elle est, et que les entraves s'introduisent et disparaissent par le simple jeu des opérations, parce qu'elles sont elles-mêmes des opérations.
Pour ne pas interrompre le cours des idées, nous avons pris ici une expression imaginaire toute faite et nous avons examiné son influence sur l'énoncé de la question ; nous nous expliquerons plus tard sur la considération inverse de celle-ci, c'est-à-dire sur le point de départ et sur les causes de la présence de l'imaginaire dans les solutions des problèmes algébriques.
Quant à présent, nous ferons remarquer que tout ce que nous venons de constater ici pour un exemple particulier est
susceptible d'être généralisé. Toutes les fois en effet que, pour satisfaire à une question^ il faudra que le résultat obtenu soit élevé au carré, une solution de la forme asi— i sera acceptable et compréhensible, à l'instar des solutions négatives ordinaires; cette circonstance sera Tindice que le carré dont on doit faire usage, au lieu d'être ajouté, devra être retranché, ou, pour mieux dire, devra être pris dans un sens in verse de celui qui est indiqué dans Ténoncé : ce qu'on peut énoncer brièvement en disant que Timaginaire v~ est le négatif des carrés transporté sur leurs racines; et Ton trouve encore ici une nonvelle confirmation de Tidée que Timaginaire ne saurait être autre chose qu'une opération.
Or ce principe peut recevoir une foule d'applications dans l'étude des sciences. Pour convaincre le lecteur à cet égard, il suffira de faire remarquer qu'une de ses conséquences les plus immédiates est que, dans la mécanique rationnelle, on devra dire qu'une vitesse imaginaire correspond à une force vive négative et par conséquent bien réelle; dès lors un grand nombre de solutions qu'on pourrait être tenté de considérer comme imaginaires, en optique, en acoustique, dans la théorie de la chaleur, de rélectricilé, etc., seront tout aussi acceptables^ tout aussi compréhensibles que peuvent l'être les solutions négatives ordinaires.
Voilà donc un premier pas fait sinon vers la compréhension de l'imaginaire en lui-même, du moins sur certaines circonstances propres à justifier sa présence dans les calculs, sur la nature des interprétations auxquelles il peut nous conduire quant à ses effets ultérieurs. Ce n'est pas tout sans doute, mais n'est-ce pas quelque chose, n'est-ce pas beaucoup ?
Nous nous bornons en ce moment à ces simples explications. Plus tard, nous en développerons la suite avec tous les détails nécessaires.
11 résulte de tout ce qui précède que les études algébriques qu'on peut entreprendre sur les expressions imaginaires n'ont rien d'illogique et d'inutile, non-seulement parce qu'en vertu de sa forme, qui est en même temps une définition, V— i est tributaire de l'algèbre, mais encore parce que, par Tcffet
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de calculs ultérieurs , Tentraye imaginaire peut disparaître.
On est ainsi naturellement conduit à se demander quelle peut être la nature des calculs qu'il sera permis d'entreprendre et d'exécuter sur les expressions imaginaires, quels seront les rapports qui lieront ces expressions soit entre elles soit avec le réel.
Sans chercher à faire ici une réponse complète à celte question, nous présenterons sur ce sujet quelques réflexions qui non-seulement nous paraissent propres à éclairer la marche qu'il faudra suivre et à faire éviter certains écueils, mais qui contribueront à mieux préciser encore l'idée que nous devons nous faire de la nature de Timaginaire et du véritable rôle qui lui appartient en algèbre.
Bien que dans l'expression aV— i la quantité réelle A soit accompagnée d'un signe d'opération que l'algèbre est impuissante à effectuer^ il ne doit pas pour cela répugner à l'esprit qu'on puisse pratiquer certains calculs sur cette expression. Les observations que nous venons de présenter conduisent à cette conclusion^ essayons d'en donner une plus complète justification.
On conçoit que les calculs que l'algèbre exécute sur la généralité des objets qu'elle soumet à ses investigations^ que ces objets soient définis ou indéterminés^ que leur désignation soit explicite ou implicite, qu'ils appartiennent à l'ordre physique ou à l'ordre intellectuel, qu'ils soient^ par exemple, une longueur, un poids, une intensité calorifique, lumineuse, ou bien un nombre^ un rang^ le degré d'une puissance, une probabilité; on conçoit, disons-nous^ que ces calculs pourront être à titre égal appliqués à l'objet représenté par V---^) et que, bien que cet objet soit irréalisable dans sa forme actuelle^ il n'en reste pas moins susceptible, comme tous les autres, de tomber sous le coup des spéculations de nombre et de rapport qui constituent le domaine de l'algèbre. Il le peut d'autant plus que^ quoique intraduisible, quant au résultat, en langage algébrique, il n'en a pas moins dans cette langue une définition nette et précise qui nous servira de fil directeur dans nos recherches.
Ces spéculations, en effet, et c'est là un de leur caractère distinctif, restent étrangères à l'essence des objets auxquels
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elles s'appliquent ; elles ne se préoccupent pas de la nature particulière de ces objets ; leur mission consiste seulement a faire connaître le plus ou le moins qu'il en faut prendre, à rendre manifeste la série des opérations de calcul qui doit réaliser ce plus ou ce moins pour qu'en cet état l'objet en question devienne susceptible de satisfaire à certaines conditions préalablement indiquées.
Je n'ai pas besoin^ par exemple^ de savoir ce qu'est une chose pour être convaincu^ alors même que cette chose serait impossible à obtenir^ qu'elle se contiendra elle-même une fois; qu'ajoutée à elle-même elle produira deux fois celte chose^ que retranchée d'elle-même elle donnera zéro pour reste, qu'ajoutée à des choses égales elle ne détruira pas Tégalilé préexistante à cette addition, et ainsi de suite. Ce sont là des relations générales^ universelles^ dont la vérité n'est nullement dépendante de la définition des choses auxquelles elles s'appliquent.
Seulement, il arrivera le plus souvent, si l'objet soumis au calcul est irréalisable, que la plus ou la moins grande partie de cet objet qui constitue la solution soit tout aussi irréalisable que l'objet même ; mais la relation algébrique qui sera l'expression de ce plus ou de ce moins continuera de subsister dans toute sa force, parce qu'il faudra bien qu'elle soit toujours prête à produire ses etTets, si les empêchements qui frappent l'objet venaient à disparaître.
Il ne sera pas d'ailleurs toujours nécessaire que cette sorte d'impossibilité existe au début pour que le résultat ne puisse pas être réalisé ; cela dépendra^ d'une part de la nature de l'objet, d'autre part de celle des opérations ultérieures auxquelles il devra être soumis. Si^ par exemple^ on demandait de faire équilibre à un poids de 200 kilogrammes avec des hommes pesant chacun 75 kilogrammes : bien que l'idée d'un homme de ce poids soit parfaitement concevable, il ne serait pas possible d'appliquer à l'objet homme l'opération qui consiste à en
prendre 2 + ^ » parce que cet objet par lui-même est essentiellement indivisible.
Et^ à l'inverse, bien que l'idée d'un tiers d'homme soit une impossibilité pour notre intelligence^ il ne s'ensuit pas que toute
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question dans les données de laquelle figurera cette impossibililé conduise par cela même à un résultat irréalisable • cela dépendra de la nature des opérations à exécuter qui, soil dans le cours des recherches, soit à la fin, pourront quelquefois détruire rimpossibililé initiale. Si par exemple on demandait combien il faut de tiers d'homme, chaque tiers pesant 25 kilogrammes, pour obtenir un poids de 75 kilogrammes, on trouverait qu'il en faut trois, réponse qui reconstituerait l'homme unité, et rendrait réalisable ce qui, d'après l'énoncé, ne paraissait pas pouvoir l'être.
Que conclure de ces observations et de ces exemples si simples? Qu'en ce qui concerne les supputations de l'algèbre sur le nombre et le rapport des choses, il serait hasardeux, ou tout au moins prématuré, d'affirmer qu'il y a des impossibilités absolues, persislantes ; que souvent ces impossibilités ne seront que relatives, parce que, dans toute question, les moyens de solution sont représentés par des opérations qui, tantôt mettent à jour des impossibilités non prévues, tantôt dénouent des imposiribililés existantes.
En conséquence de ce que V--ï est une opération irréalisable, ce ne sera pas une raison pour nous de nous abstenir de la recherche des rapports algébriques qui peuvent lier les expressions de la forme A yf^, A + BV— i, soit entre elles, soit avec les expressions réelles, et nous pouvons même prévoir d'après ce que nous venons de dire, que plusieurs des rapports déjà connus et constatés dans la science leur seront applicables. Seulement, comme la nature de l'impossibilité V--i est algébrique, comme l'opération qui la représente se combinera, soit avec celles que nous mettrons en oeuvre pour résoudre la question, soit avec celles qui représenteront la solution, nous aurons à examiner soigneusement ce qui doit advenir, pour le résultat, du concours des unes et des autres et de leur combinaison avec celle qui se trouve déjà dans les données sous la forme V—-I.
VU
Nous devrons, d'un autre côté, nous prémunir contre une tendance à la généralisation par trop familière à certains e»-
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prits , écueil d'autant plus dangereux qu'il est plus séduisant.
Nous venons de dire que plusieurs des relatious admises dans la science seront applicables aux expressions imaginaires ; nous en avons indiqué quelques-unes^ par exemple :
et on pourrait en citer d'autres. Ces rapports doivent exister, en effet, quelle que puisse être la quantité a connue ou inconnue, réalisable ou irréalisable. Mais lorsque les raisonnements qui auront confirmé la vérité d'une relation algébrique reposeront sur la considération que les nombres auxquels ils s'appliquent sont essentiellement réels, il pourrait être fort imprudent de vouloir étendre Tinfluence de ces relations aux nombres imaginaires, d'appliquer immédiatement à ceux-ci les mêmes attributions et les mêmes défenses; une discussion préalable sera dans ce cas indispensable.
Il ressort, par exemple, de la définition du nombre premier qu'il est impossible qu'un tel nombre soit égal au produit de deux facteurs entiers. Or l'on se tromperait si l'on voulait appliquer la même interdiction à des facteurs binômes imaginaires entiers, car il existe beaucoup de nombres premiers qui sont égaux au produit de deux pareils facteurs.
D'un autre côté, on sait que si L désigne un certain angle, la valeur du cosinus de cet angle en fonction de l'arc est donnée par la formule :
COS L= I 1- — o— : — . . . .
Or serait-on bien venu à dire, sans examen et sans autre considération que celle de l'analogie, que lorsque L devient imaginaire de la forme L V^, on doit avoir
cosLV— 1 = 1+ - — h — T-7+ ?
Outre qu'on ne sait pas ce que peut être un arc imaginaire, cette dernière formule n'est-elle pas de nature à détruire toutes les idées que nous avons ?uv la nature des cosinus? Les pro-
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priétés essentielles de ces sortes de quantités ne sont-elles pas que les cosinus sont toujours plus petits que Tunité? que leur grandeur diminue à mesure que celle de l'arc augmente de-
, puis zéro jusqu'à *? qu'entre - ei ^ ils deviennent négatifs?
Or ne faudrait-il pas ici d'autres définitions et expliquer au préalable ce que peut être un cosinus qui est toujours plus grand que Tunité, qui n'est jamais négatif, et qui aiigmente indéflniment ai^ec la grandeur de l'arc? C'est là à coup sûr tout autre chose que ce que nous appelons cosinus. Ainsi, outre que la formule n'est pas justifiée, les conséquences auxquelles elle conduit sont tellement contradictoires avec les propriétés ordinaires des cosinus, que ce serait bien le moins, si elle pouvait être vraie, qu'on établît cette vérité autrement que par une simple déduction analogique. ,
Concluons donc que, pour toutes les relations algébriques dont la démonstration repose sur la considération essentielle que les nombres sont réels, il est nécessaire, il est indispensable, ayant de statuer, de procéder à la recherche la plus attentive, la plus scrupuleuse des modifications que la présence de l'imaginaire est susceptible de leur faire subir.
C'est là un travail spécial qu'il n'est pas possible de sous-entendre^ ainsi qu'on Fa fait trop souvent ; un travail sans lequel on ne pai*viendra pas à dissiper les incertitudes qui régnent dan^ les esprits, et qui, par lui-même, est très-propre à rendre plus familière, mieux justifiée et par conséquent plus accessible aux intelligences l'intervention de la forme imaginaire.
Vil!
Nous ne saurions ici donner à ce sujet tous les développements qu'il comporte, mais nous pensons qu'il ne sera pas inutile de présenter quelques indications sommaires sur la manière dont on peut concevoir que les opérations les plus élémentaires de la science du calcul peuvent être appliquées aux expressions imaginaires, tout en se conformant aux règles ordinaires que l'algèbre autorise et prescrit.
En faisant abstraction dans A \r=~i, ainsi qu'on le pratique en algèbre^ de l'espèce particulière de quantité que A pour-
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rait représenter, s'il se trouvait momentanément dépouillé de Tentrave imaginaire, on concevra que A se réduit alors à une certaine collection d'unités purement numériques, et que A V---T pourra par conséquent être considéré comme indiquant que ropération impossible V^ doit élre répétée quatre fois. Je pourrai donc rester toujours dans Tig^norance de la signification qu'il faudra attribuer à yf^, mais je n'en comprendrai pas moins que l'on peut se proposer de répéter une fois, deux fois, trois fois cette opération, ou, si l'on aime mieux, que cette opération doit être appliquée à l'ensemble des unités au nombre de A >qui sont la représentation de la quantité dont on s'occupe actu llement. C'est ainsi que dans une question dont la solu* tion n'est pas connue on elTectue sur la racine, symbole encore mystérieux de cette solution,les diverses opérations que l'énoncé rend obligatoires.
Cela posé, si je dois ajouter A^ yf^i avec A yj—i, je remarquerai que, malgré tout ce qu'il y a d'irréalisable dans V^^ cette impossibilité frappe chaque unité dont se compose A, exactement de la même manière qu'elle frappe chacune des unités dont se compose A^; je comprendrai par conséquent que la somme de toutes ces impossibilités devra se composer de celle des unités cumulées de A et de A^: le résultat final sera donc l'impossibilité V^-— i reproduite A -h A' fois, c'est-à-dire (A+AO V=7.
Un raisonnement tout à fait semblable s'appliquerait à la soustraction.
En résumé, les deux premières opérations de rarithmélique s'effectueront sur les expressions de la forme A V---Ï comme elles se pratiquent sur toutes les quantités, en faisant la somme ou en prenant la différence des nombres d'unités qui, dans la science du calcul, sont les représentants nécessaires de ces quantités, et en appliquant au résultat l'entrave imaginaire.
Quant aux deux opérations suivantes, la multiplication et la division^ lorsque le multiplicateur et le diviseur sont des nombres réels entiers ou fractionnaires, elles sont la conséquence naturelle des principes fondamentaux de l'algèbre, et nous ne pensons pas qu'il soit nécessaire d'insister sur ce point.
Si le nmltiplicateur et le diviseur sont eux-mêmes imaginaires^ s'il s'agit par exemple de diviser A V--ï P^ A^ yf^t
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je remarquerai que généralement le rapport entre deux quantitéSy quelles qu'elles soient^ ne peut être autre chose que le rapport même des collections d'unités qui en représentent la grandeur ou le nombre^ que ce rapport ne saurait être influencé par l'espèce de quantité dont on s'occupe; de sorte que^ quelle que soit la chose qui sera prise A fois d'une part, Â^ fois de l'autre^ que cette chose soit une longueur^ un poids^ un temps,
une opération^ le résultat cherché ne pourra être que T7.
S'il s'agit maintenant de multiplier A V—i par A^ V^i ^ous ne devrons pas perdre de vue que le caractère distinclif des procédés algébriques en matière de multiplication est que le multiplicande doit être successivement multiplié par tous les facteurs du multiplicateur^ non-seulement au point de vue de leur quotité numérique, mais encore à celui des opérations de toute sorte : additives, soustractives, radicales, etc., qui peuvent affecter ces facteurs. Telle est la règle; vouloir faire autrement que ce qu'elle indique, ne serait plus chercher ce que les principesadmisdeTalgèbre peuvent permettre lorsqu'on les applique à telle ou telle autre expression : ce serait admettre d'autres principes, faire autre chose que ce que veut cette science, et c^est au contraire de ce qu'elle autorise que nous nous occupons ici exclusivement K
Cela posé, si A^ se trouvait seul au multiplicateur, le produit de A V— ^ par A' serait égal, d'après ce qui précède, à A A' yf^l si maintenant nous introduisons le facteur V~î) î^ viendra : AA' (V--T)*> et nous aurons à rechercher ce que peut être le
' Le lecteur ne perdra pas de vue qu en nous exprimant ainsi nous ne Ikisons que nous conformer aux idées reçues, et nous avons prévenu en commençant que telle était la situation dans laquelle nous entendions nous placer; mais au fond nous sommes loin d'admettre, rationnellement parlant, Tidée que la multiplication puisse s'appliquer à des signes d'opérations. Que cette idée soit introduite après coup comme une règle pratique commode, parce qu'en fait elle se trouve en concordance avec l'ensemble des conclusions déduites de raisonnements théoriques, à la bonne heure! mais en principe, on multi^ plie des nombres par des nombres, on ne multiplie pas des signes par des signes. Dans le sixième chapitre, nous reviendrons sur ce sujet, et nous expliquerons comment, à notre point de vue, la règle dite des signes doit être iitiOTHiliriBriif éttUie.
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quarré de yj~i . Or, comme d'une part V—î exprime qu'il faut extraire la racine carrée de — i, comme d'autre part il est de principe général en algèbre que le carré est ce dont on extrait la racine, il^ensuit que pour rester fidèle à la fois et à la définition de yj^i et aux règles usuelles algébriques, nous ne pouvons admettre d'autre conclusion que celle qui consiste à dire que le carré de yf^i est égal à — i et qu'on a par conséquent
A\Pî X A^ V^ = —A A'.
Ce point de départ établi, et continuant d'appliquer à V^ les règles ordinaires du calcul algébrique, nous reconnaîtrons que la troisième puissance de V^ i sera — V^ , que la quatrième sera Tunité positive; après quoi, et sans qu'il soit nécessaire de plus amples explications, on voit qu'on repassera successivement par ^— î, — I, — V— !• +i> et ainsi de suite, en continuant indéfiniment cette période quaternaire.
Il résulte de ces premières recherches qu'en faisant aux expressions imaginaires Tapplication des règles admises en algèbre, on est conduit dans plusieurs circonstances à constater la disparition de ce signe d'opération impossible qui les caractérise. Ainsi se trouve de plus en plus confirmée l'opinion qu'au point de vue abstrait, il n'est pas possible de voir dans l'imaginaire autre chose qu'une opération, puisque c'est par le jeu régulier des opérations que tour à tour il disparaît et se montre dans nos calculs.
Connaissant, à Taide de ce qui précède, les moyens d'effectuer les quatre premières opérations de calcul sur les expressions de la forme A/^, il sera facile d'en déduire ceux qui doivent être mis en œuvre pour pratiquer les mêmes opérations sur les expressions complexes A -+■ Byf^ ; mais il est nécessaire, au préalable, de présenter quelques observations sur ces binômes.
On sait, pourra-t-ondire,— et cette objection nous a (Hé souvent adressée,— qu'il est de l'essence de l'algèbre de n'ajouter ensemble que des choses de même espèce , des longueurs avec des longueurs, des monnaies avec des monnaies, des vitesses avec des vitesses, et ainsi de suite; et il y aurait pour elle antipathie et par conséquent refus de coopération à rechercher
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quel peut être le résultat de Taddition de choses bétéroRènes. Nous devons donc admettre que les quantités A et B ^^ sont de même espèce; mais alors une difficulté se présente. Comment comprendre, dira-t-on, que le réel soit de même espèce que l'imaginaire? que ce qui est actuel, tangible, susceptible d'une représentation, soit de même espèce que ce qui est irréalisable? Cette objection est plus spécieuse que fondée. Remarquons d'abord que nous ne songeons pas à nous l'adresser, lorsque nous mettons un problème en équation ; et cependant que savons-nous alors de l'inconnue que nous supposons devoir résoudre ce problème? Sera-t-elle possible, sera-t-elle impossible, sera-t-elle finalement représentée par A ou par A + B \/-^ ? Qui pourrait au préalable l'affirmer? Or cela ne nous empêche pas de la soumettre à toute la série d'opérations qui résulte de lenoncé> et de la considérer, quelles que soient ces opérations, comme une quantité d'une certaine nature déterminée par les termes de cet énoncé; et si nous agissons ainsi, c'est parce que nous savons que c'est le propre de l'algèbre que les opérations de cette science ne sauraient en aucune façon modifier l'essence des quantités sur lesquelles elles sont pratiquées: elles n'ont d'autre mission à remplir, d'autre rôle à jouer que ceux de constituer ces quantités dans tel ou tel rapport rendu obligaloû*e par l'énoncé de la question.
Or, ici qu'y a-t-il d'impossible? Ce n'est certainement pasB ; en lui-même B se comprend aussi bien et au même titre que A, et rien ne s'oppose à ce qu'il soit de même nature que lui ; ce qui ne se comprend pas, c'est l'opération yj — i , à laquelle B doit être soumis. C'est un moyen d'agir sur B qui met celui-ci dans un rapport irréalisable, à la vérité, mais don) l'impossibilité purement algébrique ne saurait rien changer à la nature particulière de l'objet sur lequel il devrait s'exercer. En un mot, ce qu'il y a ici de différent, ce sont les états de A et de B, ce ne sont pas les espèces. Rien né s'oppose donc à ce que, conformément aux procédés et aux fonctions ordinaires de l'algèbre, les deux nombres A et B soient toujours considérés comme s'appliquant à une même espèce de quantité; seulement, tandis que l'un sera la représentation possible et même exécutée de cette quantité, l'autre en sera la représentation irréalisable tant qu'il sera retenu dans les entraves d'une opération préa-
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lable qu'il ne nous est pas permis de pratiquer; mais celui-ci sera toujours de même espèce que le premier^ il jouira des mêmes privilèges que lui^ et sera prêt à remplir les mêmes foDctions dès que l'opération impossible Tiendra à disparaître.
Qu'on ne perde donc pas de vue qu'une serrure à laquelle on a mis une entrave n'en est pas moins une serrure ; elle n'est pas devenue pour cela incompréhensible^ imaginaire, elle est seulement empêchée. Or, que l'entrave vienne à disparaître, et cet appareil ne nous rendra pas moins de services que ceux dont le fonctionnement est resté libre.
Hais après avoir suivi Tobjection sur son propre terrain, ne manquons pas de faire remarquer que nous avions parfaitement le droit d en sortir et de contester que le principe sur lequel elle s'appuie soit applicable dans le cas actuel.
Sans doute, lorsqu'on s'occupe de résoudre une question et qu'on a transformé l'énoncé en équation, il est nécessaire que tous les termes de cette équation soient homogènes, soient de même espèce ; on conçoit en effet que s'il n'en était pas ainsi, si l'on avait seulen^ent deux espèces, on pourrait grouper ensemble les termes qui s'appliquent à chacune, et alors de l'équation résulterait une équivalence entre des espèces diffirenies, ce qui est contradictoire. Et encore pourrait-on échapper à cette difficulté en soumettant chaque groupe à la condition d'être séparément nul.
Mais ici la réunion des deux termes A et B v/^ n'est soumise à aucune condition d'égalité ou d'inégalité avec autre chose; elle conserve une complète indépendance, et ne saurait par conséquent tomber sous le coup des obligations précédentes.
Or il n'y a rien de contraire à l'idée de pluralité, car c'est toujours à ce point de départ qu'il faut revenir, à ce que les choses ajoutées soient différentes; l'éducation de Tenfant en cette matière pourrait être fort longue à se produire, s'il ne lui était permis d'acquérir l'intuition du nombre qu'à la condition que les choses qui la font naître sont de même espèce, et s'il en était ainsi nous aurions grand tort de cumuler tant et tant de variétés dans sa boite à joujoux.
Gardons-nous donc d'imposer à l'idée de pluralité des restrictions qui ne sont pas dans sa nature, et dont la pensée ne nousvientqo'à la suite de circonstances dans lesquelles l'exprès-
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sion d'une addition, au lieu de conserver sa complète indépendance, est assujettie à satisfaire à certaines conditions. Recon* naissons au contraire qu'il n'y a rien d'irrationnel à réunir, par Toiô d'addition, les choses les plus hétérogènes.
C'est d'ailleurs là une opération que nous faisons tous les jours lorsque nous procédons à la formation d'un inventaire, et certainement nous n'exprimons pas une énormité lorsque nous disons que l'avoir d^un individu se compose de l'addition de son argent avec son mobilier, ses propriéti§s de ville et de campagne, son fonds de commerce, sa bibliothèque, etc.
Que tout cela puisse après coup, et à certains points de vue, être ramené à une commune mesure et à une seule espèce qui sera l'argent, c'est possible, et c'est ce qu'on fera lorsqu'on voudra savoir non pas seulement de quoi se compose la fortune d'un individu, mais encore quelle est sa valeur. Mais il n'en sera pas ainsi dans toutes les circonstances, et si par exemple on voulait connaître cet avoir au point de vue des jouissances morales que donne la possession des choses, il serait fort difûcile de rapporter l'appréciation à une commune mesure, parce que les jouissances diverses dont il est ici question ne sont pas de même espèce, les unes dépendant de la vanité, les autres du besoin de bien-être, quelques-unes d'instincts plus ou moins avaricieux, d*autrcs du sentiment de la famille, de celui de l'étude, etc. Cela n'empêchera pas l'inventaire ci-dessus d'être une véritable addition parfaitement compréhensible.
Revenant maintenant au binôme A + B /^ , l'addition qu'il représente, si Ton n'envisageait les choses qu'au simple point de vue de la pluralité et sans tenir aucun compte de ce qui peut distinguer A de B, se réduirait à la réunion des unités de l'état A avec les unités de l'état B; mais si à certains égards il est nécessaire de faire la distinction de la pluralité relative à un groupe avec celle relative à un autre groupe, et d'en conserver la trace dans les spéculations dont cette addition |)eut être susceptible , il faudra marquer d'un signe particulier chacune des collections A et B. Or, c'est ce qui existe naturellement dans le cas actuel par le fait même du signe d'opération ^^i qui aifecte B et le distingue de A.
Il n'y a donc rien que de très-concevable, rien d'antipathique à ridée de pluralité dans l'addition de A avec B y^ , rien qui
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s'oppose à soumettre une telle coUection aux spéculations ordinaires de la science algébrique. Seulement, puisque nous avons intérêt à distinguer les unités de A de celles de B, il faudra toujours conserver à celles-ci le signe particulier qui leur est aflecté, sauf à prendre en considération que ce signe n'étant pas conventionnel mais algébrique^ nous aurons à nous enquérir des influences successivement exercées par les opérations ultérieures sur celle que y^ représente, et c'est précisément en cela que consiste la recherche des règles de calcul applicables à ces sortes d'expressions.
Terminons ce que nous avons à dire sur ces binômes par l'exposé de quelques propriétés générales qu'il faut toujours aToir présentes à la pensée lorsqu'on procède à la recherche des règles de calcul qui leur sont applicables.
Un binôme de la forme A =b B v--ï iie saurait être égal à une quantité réelle^ car si l'on avait
A db B V^i = C,
on en déduirait
c'est-à-dire que le possible serait égal à Timpossible, ce que le bon sens ne saurait admettre. Le même binôme ne peut pas davantage être égal à un monôme imaginaire, par exemple à C v"^, car alors A aurait pour valeur (C hF B) v^—i, résultat tout aussi inadmissible que le précédent.
11 convient de remarquer encore que si l'on prétendait que l'on a entre deux binômes l'égalité suivante :
A -I- B v^ = A' -f B' v^, il en résulterait
condition encore impossible. 11 n'y aurait d'exception que pour le cas où Ton aurait à la fois
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auquel cas le second binôme serait identiquement le même que le premier.
Nous sommes donc autorisé à dire que lorsqu'il y aura égalité entre deux binômes imaginaires Jl faudra que séparément le réel soit égal au réel, et l'imaginaire égal à l'imaginaire.
Nous remarquerons enfin que si Ton prétendait qu'il y a dans A + B \/^ un facteur réel T, il serait nécessaire que ce facteur fût contenu et dans A et dans B. En effet, |K)ur que T^ employé comme facteur, pût donner A H-B \/—i pour produit^ il faudrait qu'il fût multiplié par un autre facteur qui ne pourrait être ni réel ni monôme imaginaire, ainsi que nous venons de le démontrer . Ce second facteur sera donc nécessairement un binôme de la forme A' + B' y/^, et Ton devrait avoir
de là on déduirait^ d'après la remarque précédente,
A = TA^ B=:TB
et notre proposition se trouve ainsi justifiée.
Il suit de la que si A et B sont premiers entre eux^ il ne sera pas possible qu'il existe dans A + B y^^ un facteur réel.
Nous ne pousserons pas plus loin l'exposé de ces explications préliminaires, nous croyons en avoir assez dit pour indiquer la marche qu'il faudra suivre lorsque^ bien pénétrés du rôle important que l'imaginaire est appelé à jouer en algèbre^ nous comprendrons la nécessité d'en introduire la théorie dans nos livres élémentaires, et de procéder à l'exposition raisonnée des règles de calcul qu'on peut être autorisé à lui appliquer.
Maintenant que nous sommes bien fixés sur le sens qu'il faut attacher en algèbre aux formes imaginaires, occupons-nous des importantes questions que soulève la mise des problèmes en équation.
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CHAPITRE III
DE LA MISE DES PROBLÈMES EN ÉQUATION, ET DE LA CiNÉBALITi
DE l'algèbre.
Sommaire. — I. Nécessité de Caire une étude approfondie des principes. — II Application à la mise des problèmes en équation ; introduction inévitable deTimaginaire par Texéculion même des opérations indiquées dans Ténoncé. — III. Cette circonstance tient à Fexistence des racines de Tunité. — IV. La généralité de l'algèbre nous impose la nécessité de ne pas exclure les formes imaginaires ou autres qui ne peuvent être réalisées pour le nombre. — V. La résolution de Téquation d'un problème peut être une nouvelle cause de rintroduction de Timaginaire. — VI. La manifestation de l'ima* ginaire s^explique tout aussi bien au point de vue des apparences qu'à celui des principes. — VII. Dans Téquation d'un problème, aussi bien que dans les transformations qu'on lui fait subir, et dans le résultat final qui donne la racine, il faut toujours voir un ensemble de nombres et d'opérations. — VIII . A Taide de cette considération, il sera toujours possible d'obtenir l'explication de toutes les difficultés.
Lorsque^ dans l'étude d'une science^ des difGcullés se pré. sentent et Tiennent jeter le trouble dans notre esprit^ il est bien rare qu'eu portant noire réflexion sur les principes de cette science^ et en particulier sur ceux qui se rattachent plus directement au sujet qui a provoqué nos hésitations, nous ne parvenions pas à dissiper toutes les incertitudes.
On comprend en eflèt que si^ à la suite d'un examen sé^ rieux et approfondi des principes^ on parvient à être bien fixé sur leur nature et sur leurs fonctions, si on a une connaissance parfaite de ce qu'ils autorisent et de ce quUIs excluent^ s'ils ne gardent plus aucun secret pour nous; on comprend^ disons-nous^ que nous serons en possession d'un foyer à l'aide
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duquel nous pourrons projeter la lumière dans toutes les directions.
Si de ces considérations générales nous passons à celles qui en particulier concernent les problèmes que nous nous proposons de résoudre par la voie de l'algèbre^ nous ne tarderons pas à reconnaître que lorsque^ dans ces sortes de recherches, nous nous trouverons arrêtés par quelques difficultés, ce que nous aurons à faire avant tout consistera :
10 A nous rendre un compte exact des moyens que nous employons pour traduire l'énoncé de la question du langage ordinaire en langage algébrique;
2* Â nous bien pénétrer de tout ce qu'il faudra voir dans le résultat écrit de cette traduction ;
3» A nous Ozer sur le choix des procédés de calcul dont nous aurons à faire usage pour atteindre le but que nous nous sommes proposé ;
4'' A apprécier enfin les influences successives que la mise en œuvre de ces procédés exercera sur les diverses expressions qui passeront sous nos yeux, depuis le point de départ des calculs jusqu'à leur conclusion.
On voit, d'après ces détails, que Pobjet que nous avons en vue ici n'est pas aussi simple qu'on pourrait le croire au premier abord; on peut juger, d'après la nomenclature que nous venons de dresser, que les diverses considérations auxquelles il faut avoir égard lorsqu'on veut résoudre un problème par la voie algébrique ne manquent pas d'importance ; nous ajouterons que cette importance n'est pas seulement celle du nombre, mais encore celle de la nature quelquefois très-compliquée des appréciations auxquelles il faudra se livrer.
A-t*on bien réfléchi à tout ce qu'il y a de délicat dans ceci ? à tout ce qu'il faut de sagacité pour se maintenir dans la bonne voie? à la nécessité de savoir à chaque instant à quel point précis on se trouve et dans quelles circonstances on y est parvenu î Nous sommes disposé à croire qu'on ne l'a fait qu'en partie ; nous estimons que ce sujet n'a pas été suffisamment approfondi, qu'on ne lui a pas atti^ibué toute l'importance qu'il mérite. Or, s'il en est ainsi, il n'y aura pas lieu de s'étonner que les lacunes qu'on aura laissé subsister dans les investigations à faire dès le début soient devenues la cause trop efficace
des obscurités qui, après s'être montrées dans les conclusions, s*y sont maintenues.
Mais si déjà la tâche paraît compliquée dans ce que nous venons d'énumérer, et qui n'est qu'apparente, combien plus ne lé sera-t-elie pas dans ce qui est caché, dans ce qui, à notre insu, et par le fait inévitable de certaines propriétés algébriques, vient s'introduire dans les questions même les plus simples. Ici les appréciations se compliquent; les difficultés augmentent, et Ton n'est plus étonné, après qu'on s'imi est rendu compte, des nombreux insuccès qui ont paralysé les efforts des géomètres dans les recherches qu'ils ont faites pour parvenir à la résolution générale des équations.
Hais n'anticipons pas : les incidents auxquels nous venons de faire allusion trouveront leur place naturelle dans les études de détail auxquelles nous allons procéder.
Dans le but de simplifier les idées, nous supposerons, dans ce qui va suivre, que le problème à traiter ne comporte (|u'une inconnue.
Lorsqu'on cherche à résoudre une question par la voie algébrique, on se propose, à Taide de quantités connues, d'en déterminer une autre qui ne l'est pas. 11 faut évidemment pour cela qu'il existe entre les données et l'inconnue une relation. Cette relation est indiquée par l'énoncé.
Ou commence alors par exécuter, autant que possible, et par indiquer au besoin, soit sur les données, soit sur l'inconnue représentée par un symbole spécial, les diverses opérations par lesquelles doit être traitée chacune de ces quantités. Ce travail préparatoire terminé, on écrit que la relation exigée est satisfaite, et l'on forme ainsi Téquation algébrique à l'aide de laquelle on cherchera à obtenir la valeur de l'inconnue.
Tant que les opérations préparatoires auxquelles l'énoncé soumet les données et l'inconnue ne sont autre chose que les quatre premières règles de l'arithmétique, on ne modifie en rien ces quantités, elles conservent les rapports dans lesquels on lésa primitivement placées. Il n'en est pas de même lorsqu'au nombre de ces opérations préparatoires se trouvent des éleva-
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iQj, lions aux puissances. Alors^ par le fait de ces élévations^ les résultats obtenus jouissent de la propriété de satisfaire non- ^ seulement aux quantités qui figurent dans la question^ mais ils aux produits de ces quantités par les diverses racines que pos- )lrt sèdc i^unité pour la même puissance.
!^. De ce fait que nous ne discutons pas en ce moment^ mais ili]( aux conséquences duquel il nous est impossible de nous sous- [Its traire, parce que c'est un fait acquis à la science, il résulte (|uc i.; nous aurons introduit dans l'équation du problème, implicite- ^. ment sans doute^ mais inévitablement^ beaucoup de choses ,hr tout autres que celles qui se trouvaient dans les données de la question ; et remarquons de suite que, sur ces choses, il y en ^ aura plusieurs imaginaires^ puisque^ à Texception de deux au Iq plus, c'est bien la forme imaginaire que revêtent les racines de l'unité de tous les degrés.
N'avions-nous pas raison de dire^ en débutant, combien il est important de se bien pénétrer des principes, de bien reconnaître tout ce qu'ils admettent comme tout ce qu'ils interdij. sent? Ne voilà-t-il pas en efTel que, dès les premières tentatives ^ < que nous faisons dans cette voie^ un sommaire examen de ces principes nous avertit que, passé le premier degré, quelque simple que paraisse l'énoncé de la question, quelque réelles que soient toutes les circonstances qui s'y rattachent, nous aurons à compter avec la racine de l'unité^ c'est-à-dire avec la forme imaginaire. Or si^ dès le début, cette forme s'introduit dans la question^ qu'y aura-t-il donc d^extraordinaire à ce qu'elle se montre à la fin ?
Comme nous touchons ici à un point très-important^ trèsdélicat des doctrines algébriques, nous demandons la permission de rendre manifeste, par un exemple des plus simples, de quelle nature sont les conséquences auxquelles conduit cet ordre de considérations.
Si Ton demande, par exemple, quelle doit être la valeur d'un nombre qui^ élevé au cube, donne c pour résultat, en appelant X ce nombre, j'écrirai que la troisième puissance de x est égale à c, et j'aurai Téquation x» = c.
Hais il est évident que si Ton désigne par £ la racine cubique de l'unité^ on serait également parvenu à la même équation, si àx on avait substitué soit £xy soitf^o:. L'équation du problème
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convient donc à trois expressions^ et il ne dépend pas de nous qu'il n'en soit pas ainsi. C'est là une conséquence inévitable de la formation de la troisième puissance réclamée par l'énoncé . II faudra donc que nous retrouvions à la fin tout ce qui se trouve^ implicitement il est vrai^ mais nécessairement dans l'équation du problème; et en effet lorsque, pour obtenir o;^ j'extrairai la racine cubique, j'aurai x=: Vc, et comme toute racine cubique est triple, je serai obligé de reconnaître que x a les
trois valeurs y/T, £\/e, £^\j'c. Seulement^ parce que les deux dernières de ces valeurs contiennent dans leur expression Fobligation d'extraire la. racine carrée de — i , opération que l'algèbre ne peut pas exécuter, j'en conclurai qu*au point de vue arithmétique^ qui est le seul que j'envisage actuellement^ il ne me sera pas possible de réaliser ces valeurs et que la première seule sera susceptible de résoudre la question.
Mais, dira-t'On, au point de vue de la conception des choses^ la difficulté ne sera pas résolue, elle ne sera que reculée ; car si je comprends maintenant la nécessité que l'imaginaire paraisse à la fin, je ne m'explique nullement celle en vertu de laquelle elle s'est introduite au commencement.
Nous ferons d'abord^observer que c'est déjà quelque chose que de reconnaître qu'il 7 a concordance entre les prémisses et la conclusion. N'aurions-nous pas le droit d'être bien plus surpris si l'imaginaire venait se présenter là où nous n'aurions aucun motif de croire qu'il n'a pas été antérieurement introduit, et la constatation de cette introduction faite par l'algèbre elle-même n'est-elle pas déjà pour notre esprit une première satisfaction logique ? Il me semble qu'à ce point de vue nous avons déjà gagné du terrain.
Y a-t-il d'ailleurs de quoi s'étonner beaucoup de ce qui se passe ici^ lorsque nous trouvons dans la nature tant d'exemples de faits analogues? Si dans les données d'une manipulation chimique vous introduisez de l'eau^ vous ne serez pas surpris que, par l'effet de certaines actions décomposantes, vous obteniez non-seulement de l'eau, mais encore de l'oxygène et de l'hydrogène, ces deux principes constitutifs de ce corps ; et, à
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rinyerse, l'association de ces deux principes faite sous certai* nés conditions ne reproduira-t-elle pas le corps liquide^ sans aucune apparence de gaz^ de même que les éléments £ et £* associés par Yoie de multiplication reproduisent l'unité sans aucune apparence d'imaginaire ? Or^ quand on y réfléchit, il n'y a pas plus de difficulté pour Pintelligence à accepter le premier de ces faits que le second, leur compréhension rentre dans le même ordre d'idées ; c'est que ni Teau, ni Tunité ne sont des corps simples ; celle-ci en algèbre est un composé, de même que l'eau Test en chimie; et il ne peut dépendre ni des personnes ni des choses qu'il en soit autrement, parce que la nature Ta ainsi voulu.
Rentrons maintenant dans le domaine algébrique, et poursuivons le cours de nos investigations.
Quelque impossible que soit l'opération y/— i, elle n'est pas cependant quoi que ce soit. Elle est nécessairement ce que la font les indices algébriques qui la constituent; elle aurait d'autres indices qu'elle serait autre chose. C'est donc un mode d'impossibilité spécial qui dérive de l'algèbre d'une manière plutôt que d'une autre, et qui, par conséquent, en vertu même de son mode de dérivation, sera soumis à des règles particulières, jouira de certaines propriétés nécessairement conformes à sa constitution. Or, parmi ces propriétés, les calculs algébriques nous révèlent la suivante : c'est qu'en fait, il existe des binômes de la forme a +b^—i, qui, suivant les valeurs particulières attribuées à a et à 6, sont tels, qu'élevés à certaines puissances dont les degrés sont en rapport avec ces valeurs, ils donnent pour résultat l'unité. L'expérience nous apprend encore qu'il n'est pas de puissance pour laquelle de pareils binômes n'existent pas ; elle nous apprend enfin que, pour chaque puissance, il y a autant de ces binômes que l'indique le degrà de cette
puissance.
Voilà donc des expressions algébriques quiy tout impossibles
qu'elles sont dans leur état actuel, n'en possèdent pas moins la propriété de conduire, à la suite d'opérations algébriques définies, à des résultats réels. Or, l'existence de ces binômes une fois constatée, il ne saurait nous être permis de les supprimer ; il ne nous appartient pas de ne tenir aucun compte d 'expressions qui revêtent la forme algébrique, que l'algèbre a
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•roposerioDS à Talgèbrede résoudre^ impossibilités
re telle, qu'elles se trouveraient en rapport d'équi va*
celle qui est représentée par v^^^; à ce point de vue
rme imaginaire , même dans le domaine abstrait, ne
une inutilité ni une embarrassante superfétation.
verra dans la suite que c'est exactement ainsi que les
' passent ; nous mettrons sous les yeux du lecteur de
i\ exemples de ces équivalences entre Timaginaire et
s impossibilités^ et on acquerra ainsi la conviction que
:vent, comme [M. Jourdain, nous nous sommes rendu
les d'imaginaire sans le savoir ; mais dès lors, comme
irons semé, nous serons bien obligés de récolter.
leurs l'algèbre n*est pas seulement la science des nom-
bstraits, des nombres arithmétiques dont les conditions
>sibili(é sont fort limitées.
(e science englobe dans ses formules toutes les opérations Dles. Que les résultats de ces opérations soient applicables •lapplicables, ce n'est pas à elle à le présupposer et à le , car elle n'a ni qualité ni moyens pour cela ; c'est à nous juger d'après les attributs divers que la nature aura dévoaux quantités dont nous faisons une étude actuelle. L^algèacceptant ainsi toutes les formes d'opérations, sans être urgée d'examiner ce qu'elles sont susceptibles de représenter ysiquement, et en partant de cet unique fait, que par cette rme seule elles relèvent d'elle ; l'algèbre, disons-nous, les imbine entre elles ; elle étudie les règles en vertu desquelles es combinaisons peuvent être faites, elle enregistre les résulats obtenus, sans autre préoccupation dans sa marche que celle d'obéir aux prescriptions de la science du calcul. Elle additionne ou soustrait, multiplie ou divise, élève aux puissances ou extrait des racines; en un mot, elle soumet tout à son creuset et étudie les relations diverses qui peuvent être les conséquences de ces opérations.
N'en est-il pas de même en chimie? Dans un grand nombre des recherches auxquelles il se livre, le chimiste associe les corps, les combine, dresse un formulaire de ces combinaisons, des moyens employés, des résultats obtenus, sans se préoccuper le plus souvent des effets mécaniques, industriels, thérapeutiques ou autres de ces résultats. Il parvient ainsi à connat-
38 DES FORMES IMAGITfAIBBS.
tre entre les corps des conditions d'association ignorées jusqu'à lui^ qui resteront peut-être un certain temps sans application, mais qui un jour pourront rendre à l'homme d'utiles services.
Telle est la généralité de Falgèbre. Elle ne s'arrête pas à la considération qu'une division pourra être quelquefois impossible ; ce sera à nous^ suivant les cas, à décider la question ; elle accepte sans difficulté la forme irrationnelle, parce qu'elle n^a pas les moyens de savoir si, dans certaines circonstances, cette forme ne cessera pas d'être un empêchement ; elle ne répudie pas l'imaginaire, parce qu'elle n'a pas la prescience de l'avenir qui est réservé à cette forme ; elle sait seulement qu'il y a des calculs possibles à faire sur elle, et elle les fait, sauf à nous à reconnaître et à dire plus tard ce qu'ils pourront signifier. Ajoutons que, par cela même que ces diverses formes sont quelquefois inadmissibles comme solution, elles sont, par cela même, indispensables à l'algèbre pour nous signaler l'existence et la nature de certaines impossibilités.
Ainsi, que dans une question il s'agisse de déterminer des nombres qui doivent être nécessairement entiers, alors, non* seulement l'imaginaire, mais Tirrationnel, mais encore le fractionnaire, doivent être considérés comme tout autant d'impossibilités, parce que le nombre entier ne possède d'autre attribut que celui d'une répétition faite à Paide d'une unité essentiellement indivisible. Or, faudrait-il, parce que dans ce cas particulier l'irrationnel et le fractionnaire sont des solutions impossibles, vouloir atout jamais exclure ces formes de l'algèbre? Mais nous ne songeons pas même à nous adresser cette demande, tant sont nombreux les exemples de solutions fractionnaires ou irrationnelles susceptibles de réalisation. Nous ne doutons pas qu'un jour il en sera de même de Timaginaire, lorsque la pra^ tique de cette forme nous sera devenue familière.
Que si, au lieu de nombres entiers, il s'agit de longueurs,
nous accepterons parfaitement la solution fractionnaire ^9 parce
qu'en vertu du principe de continuité qui forme un des attributs de la longueur, si nous ne pouvons pas effectuer la division du nombre p par q, nous pourrons l'exécuter sur l'unité qui aura été primitivement choisie, cette unité jouissant de la propriété 4'être divisible sous formç unie par un nombre quelconque.
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Cette même propriété dont jouit la longueur d'être continue^ et par conséquent indéfiniment divisible^ me permettra aussi de concevoir que je pourrai^ par voie d'approximation^ obtenir les valeurs irrationnelles; je reconnaîtrai même plus tard^ en vertu de^ certaines propriétés géométriques, que, dans quelques circonstances, il me sera possible de réaliser sous forme finie des longueurs dont l'expression est irrationnelle.
Enfin, si à la continuité j'ajoute la propriété dont jouit la ligne droite de pouvoir être conçue, non pas dans une position fixe sur un plan, mais sur Tune quelconque des directions que l'esprit peut concevoir comme émanant d'un point pris sur ce plan, j'arrive alors à reconnaître d'abord que certaines formes imaginaires sont les représentants algébriques naturels de ces
directions; en second lieu ^ que le binôme a + i^ V^---ï^ considéré dans toute sa généralité, est l'expression complexe des deux attributs de la ligne droite, savoir : la longueur et la direction ; de sorte que, pour cette espèce de quantité, les expressions algébriques quelles qu'elles soient seront toujours
réalisables.
Généralisant ensuite, pour d'autres] espèces déjà connues
ou non encore étudiées, les considérations auxquelles nous venons d'être conduits pour la ligne droite, nous dirons que lorsque nous nous serons assurés qu'une quantité jouit de propriétés analogues en tout point à celles de la ligne droite, la forme algébrique a + b ^^ lui sera tout aussi bien applicable qu'à celle-ci; si les espèces ne possèdent pas tous les privilèges de la ligne droite, si par exemple elles n'ont que celui des directions, il ne faudra accepter pour elles dans la forme imaginaire que la partie de cette forme qui est spécialement applicable aux directions ; c'est ce qui arrive, par exemple, dans la théorie des nombres, où le principe de la continuité fait défaut et où celui de l'ordre ou de la direction existe seul.
Enfin, pour les quantités qui ne jouiront que du principe de la continuité, la forme imaginaire devra être considérée comme un véritable symbole d'impossibilité.
Qu'on veuille bien nous pardonner cette légère digression sur le domaine concret ; nous nous sommes d\iilleurs borné a la simple énonciation des principes qui s'y rattachent, sans entrer dans aucun détail démonstratif, parce que ce n'est pas là
notre objet actuel. Mais si Ton admet un instant que ces principes sont vrais, et c'est ce que nous établirons dans la deuxième partie de cet ouvrage, on comprendra, nous l'espérons, que, dans leur ensemble, les considérations que nous venons de développer sont une très-satisfaisante justificalion de la présence dans les calculs d'expressions algébriques de toutes formes et de la nécessité de celte présence, soit pour nous avertir de certains cas d'impossibilité lorsque ces formes ne sauraient convenir à la nature de la quantité étudiée, soit pour nous apprendre ce que nous aurons à faire lorsque ces formes pourront être considérées comme les représentants algébriques de cer-< tains attributs appartenant à ces quantités.
Revenons maintenant à Texamen que nous avons commencé de la mise des problèmes en équation.
Nous aurons peu de choses à dire sur le choix à faire des moyens propres à résoudre l'équation du problème,. une fois que celle-ci a été posée. Il s'agit ici d'un ordre de considérations qui dépend moins de règles générales que de la sagacité individuelle du calculateur. Chacun, suivant la tournure de son esprit, suivant l'expérience que le travail lui aura fait ac* quérir en ces sortes de matières, suivant ses connaissances plus ou moins approfondies sur les principes, la constitution et le fonctionnement de la science algébrique, sera plus ou moins heureux dans le choix de ces moyens. Nous nous bornerons à faire remarquer que les plus simples seront toujours les meilleurs, non-seulement parce qu'ils conduiront plus brièvement au but, mais encore parce que toute complication à ce sujet est susceptible d'introduire dans la question autre chose que ce dont nous poursuivons la réalisation. Il faut remarquer, en effet, que si déjà, dès le début, les élévations aux puissances commandées par l'énoncé sont une cause implicite, mais inévitable, d'introduction des formes imaginaires, il en sera encore de même des nouvelles élévations aux puissances auxquelles nous serons obligés de recourir d'après la nature particulière des moyens dont nous aurons fait choix pour résoudre le problème. Il ne pourra donc être (|ue très-utile, si
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l'on yeut éviter tout excès d'encombrement, de s'appliquer à simplifier autant que possible le mécanisme des procédés à mettre en œuvre.
Nous Yoilà donc bien avertis qu'infailliblement, que nous le voulions ou que nous ne le voulions pas, la simple mise d'un problème en équation, passé le premier degré, nous conduit à l'imaginaire, et cela de par l'algèbre même, en vertu de propriétés algébriques que nous n'avons pas qualité de supprimer et que nous sommes obligés de subir. Nous voyons en outre que^ l'équation une fois posée, si, pour la résoudre, nous sommes conduits à recourir encore à d'autres opérations de la même espèce, nous donnerons ouverture, et par les mêmes motifs, à une nouvelle introduction d'imaginaires. Enfin nous avons fait remarquer qu'indépendamment de ces deux causes, il y en a une troisième susceptible de nous conduire à une impossibilité, et nous avons dit que cette cause tient à ce que, sans nous en douter, nous avons pu demander à l'algèbre la justification de rapports impossibles.
Voilà bien des motifs, on en conviendra, de ne pas tant s'étonner qu'au bout de ses réponses l'algèbre nous donne si souvent de l'imaginaire, et, quant à nous, nous serions plutôt surpris qu'elle ne nous en donnât pas presque toujours.
Mais il ne suffit pas de justifier Pintervention de l'imaginaire dans ce qu'elle a de rationnel en principe, il faut encore tÂcher de faire comprendre ce qu'elle paraît avoir d'inexplicable ou d'obscur, si l'on veut, dans les apparences.
Il est incontestable qu'à moins de prendre ostensiblement l'imaginaire même comme point de départ dans une question, nous n'en trouvons jamais aucune apparence dans l'équation du problème; il en est de même dans les équations que nous * sommes conduits à substituer successivement à la première lorsque nous procédons à la recherche de la solution, et c'est peut-être là Tunique cause de beaucoup de surprises et d'hésitations; ce n'est qu'à la fin des calculs que cette forme se manifeste et vient nous jeter dans des conditions d'exécution ir^ réalisables.
U y a dans tout ceci une difficulté plus spécieuse que réelle^ on va en juger. Ne perdons pas de vue les principes, ayons-les toujours présents à la pensée, reportons-nous incessamment aux définitions, c'est là que nous trouverons réponse à tout.
A cet effet, remarquons encore une fois que l'imaginaire n'est pas quoi que ce soit^ c'est une opération algébrique parfaitement définie^ qui n'obéit à aucun caprice, mais aux règles mêmes de sa définition. Or, nous l'avons déjà dit, en vertu de ces règles, il faut nécessairement reconnaître, entre autres
choses, que toutes les puissances paires de v^^hT sont réelles et égales successivement à l'unité négative et à Tunité positive; si donc une équation ne contient que des puissances paires de
l'inconnue, l'imaginaire y/— i,qui pourrait affecter cette inconnue comme facteur, disparaîtra sous le couvert de ces puissances ; nous ne la verrons pas au début; mais lorsque, à la fin des calculs, le voile de ces puissances aura disparu, l'apparition de rimaginaire deviendra inévitable.
Si au lieu de la forme simple y—i, nous prenons celle de la racine cubique de l'unité, comme toutes les puissances triples de cette forme sont égales à l'unité, il en résulte que si, dans une équation, l'inconnue ne figure que par ses puissances triples, rimaginaire, quoique non apparent au début, se manifestera à la fin.
Nous en dirions autant des racines de l'unité d'un degré quelconque.
Allons maintenant plus loin. Au lieu de formes particulières,
supposons qu'il s'agisse de la forme générale a + hsP^, il est facile de prouverquede la définition de v^^, il résulte nécessairement que si cette forme est multipliée par cette autre a — 6 v --î i le produit sera réel et égal à a'-f-6*; on voit en même temps que la somme des deux mêmes quantités est réelle; or, comme on sait que dans l'équation du second degré le coefficient du terme en x est égal à la somme des racines prise en signe contraire, et que le terme tout connu est égal à leur produit, on voit par là que les deux formes ci-dessus, tout imaginaires qu'elles sont, pourront être la conclusion d'une équation du second degré dans la composition de laquelle toutes les apparences seront réelles.
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Mais comme en vertu de cette même défmition de v^— i tout
autre binôme a^ +V sj—i ^Aiiïérenide a—b)/—i , ne donnerait
ni pour sa somme ui pour son produit avec a + b y/— i un résultat réel, auquel cas l'imaginaire paraîtrait nécessairement dans réquation^ nous voyons qu'une équation du second degré à coefficients réels ne peut conduire à des résultats imaginaires qu^à la condition que ces résultats formeront un couple
de la forme a ± 6 v'^ .
Nous n'insisterons [)ns davantage sur ces sortes de considéra* tiens qui sont certainement dans Tesprit de tous les géomètres; il suffit de les avoir rappelées pour faire immédiatement comprendre que si déjà, au point de vue du fond, il n'y a pas à s'étonner que l'imaginaire introduit à profusion dès le début, par l'ordonnance même des procédés de solution^ est parfaitement en droit de se manifester à la fin, il n^y a pas plus lieu de s'étonner davantage, quant aux apparences^ que la forme réelle puisse faire aboutir à la forme imaginaire. Cela tient, on vient de le voir, à ce fait bien constaté que, de son côté^ et en vertu de sa définition même^ cette dernière forme est susceptible, à la suite de certaines opérations^ de conduire à la première. Ainsi, à tous les points de vue, et sous Tempire de certaines conditions définies, la concordance possible entre les deux formes dans un même calcul se trouve justifiée.
Parvenu à ce point, ayant reconnu, d'une part, qu'en ce qui concerne les apparences, la forme d'une équation à coefficients réels n'est nullement en opposition avec des conclusions de forme imaginaire; que, d'autre part, au fond, la manifestation de eette dernière forme dans le résultat s'explique par le triple motif : 1* que la mise du problème en équation Tintroduit implicitement dans la traduction algébrique que nous faisons de renoncé ; â» que les procédés mis en œuvre pour arriver à la solution sont une nouvelle cause de son introduction; 3"* qu'enfin nous pouvons nous- même, à notre insu, provoquer, par suite d'une impossibilité dans la demande, la production d'un résultat impossible; parvenu à ce point, disons-nous, il semblerait que nous n'avons plus rien à ajouter et que toutes les incertitudes doivent avoir disparu*
Toutefois nous n'abandonnerons pas ce sujet sans présenter quelques observations sur la manière dont nous devons envisager et comprendre Téquation même qui est la traduction de renoncé, sur ce qu'il faut voir dans celte représentation algébrique d'une question , sur Tensemble des choses qui concourent à sa composition, sur les mutations successives que nous faisons subir à cet ensemble. Nous croyons que cet examen a une importance réelle; car nous avons de sérieux motifs de penser que c'est parce qu'il n'a pas été suffisamment ap- |)rofondi, que nous avons été souvent détournés d'attribuer aux résultats obtenus leur véritable interprétation, et que nous avons été conduits à donner à ces résultats, trop exclusivement considérés comme des nombres, des qualifications qui sont toujours la source de très-grandes obscurités si on veut les appliquer à l'idée de nombre, etqui deviennent, pour ainsi dire, l'évidence même, si on veut les considérer comme applicables seulement à ridée d'opération.
Donnons à cette pensée l'appui de développements justificatifs.
Il est évident que des nombres seuls ne sauraient former une question, nous n'avons pas besoin d'insister sur ce premier point. II faut en outre, et nécessairement, qu'il y ait un lien entre les nombres connus et le nombre à trouver; il est indispensable, pour que notre esprit puisse des premiers arriver à la détermination du second, que nous possédions la connaissance des rapports qui doivent exister des uns aux autres. Dans la Science du calcul, ces rapports sont représentés à l'aide d'opérations algébriques. Gardons-nous donc de ne voir dans les questions que des nombres, comme on ne le fait que trop souvent; voyons-y tout ce qui s'y trouve, c'est-à-dire des nombres et des opérations. Quelle idée devrons-nous attacher d'après cela à Téquation du problème? L'idée que celte équation représente, à l'aide d'opérations définies par l'énoncé, une relation entre les nombres tout connus et celui qui, ne Tétant pas encore, doit être propre à satisfaire à cette relation. Cette équation est donc en résumé un ensemble de nombres et d'opérations.
CHAPITRE lit
Ortoutes les modifications autorisées que je ferai subiràcette équation seront et ne pourront être que ce qu'elle est elle-même, c^est-à-dire encore un ensemble de nombres et d'opérations^ et il en sera toujours ainsi depuis le début jusqu'à la fin. Ces ensembles seront d'ailleurs tous équivalents^ ou^ tout au moins, ils contiendront tous une équivalence avec le premier, car s'ils ne jouissaient pas de cette propriété, s'ils ne possédaient pns constamment, sous les diverses formes qu'ils revêlent successivement, la relation même qui forme le point de départ, les conditions primitives seraient changées, elles auraient disparu, et comme l'algèbre ne saurait faire d'elle-même une telle suppression, ce serait une preuve qu'inévitablement nous nous serions rendus coupables de quelque erreur dans nos recherches. D'après cela, l'équation finale en particulier, représentation é(|uivalente de toutes celles qui l'ont précédée, sera comme elles un ensemble de nombres et d'opérations; seulement, tandis que jusqu'à elle les données et l'inconnue ont été simultanément enchevêtrées dans les opérations à faire, ici il y a séparation complète entre les unes et les autres. L'inconnue se trouve seule d'un côté, dégagée de toute immixtion, de tout lien avec tout le reste, tandis que, de l'autre côté, se trouvent cumulés tous les nombres connus ainsi que toutes les opérations à faire.
En conséquence, et au point de vue général où il faut se placer en algèbre, nous devons reconnaître que ce que cette science nous offre comme solution d'une question est toujours une série d'opérations définies à exécuter sur des nombres connus. N'estce pas d'ailleurs en fait ce que montre suffisamment l'expression algébrique d'une solution quelconque? On n'a, pour s'en convaincre, qu'à consulter les formules qui donnent les racines des équations dans les degrés pour lesquels la résolution est possible.
Telle est la règle ; l'énoncer autrement, dire par exemple que la solution doit être un nombre, c'est la restreindre, c'est lui substituer Texception, c'est s'exposer à vouloir interpréter par la seule idée de nombre toutes les difficultés qui pourront se présenter, et qui le plus souvent, qui toujours frappent les opérations, et doivent, par conséquent, se reporter sur elles excluûvement. Or c'est parce que, faute d'avoir établi cette distinc-
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tion, nous avons été entraînés à faire rejaillir sur la seule idée dénombre les obscurités^ les impossibilités de certains résultats^ qu'une grande confusion a régné sur ces matières. Remettons chaque chose à sa place, sachons reconnaître dans les calculs algébriques tout ce qui s'y trouve^ et en même temps^ des diverses parties de ce tout^ constatons et respectons les origines. Laissons tel qu'il est le nombre^ Talgèbre pas plus que nous n'a le droit d'en modifler l'essence et de lui donner d'autres attributs que ceux qui, de par sa nature même, lui appartiennent; mais reconnaissons que si l'algèbre, venant à l'englober dans ses rapports et ses opérations, lui donne parfois Tapparence d'une impossibilité, la cause en est que ces rapports et ces opérations sont eux-mêmes impossibles; car ce sont là les seules choses que lalgèbre fait intervenir dans ces questions. Tout le reste lui est donné, et elle le reçoit sans avoir ni le droit ni les moyens d*en changer la nature. Son unique fonction consiste à revêtir ces données des formes qui lui sont propres pour indiquer que les conditions de l'énoncé sont satisfaites; l'habit pourra ne pas aller quelquefois, mais si un habit qui ne va pas peut gêner les allures d'un individu, il ne saurait changer la nature de celui auquel il est destiné.
Sans doute il pourra arriver, mais par exception, que le rapport résultant des opérations à faire se réduira à un nombre arithmétique, à un numéro, à un rang de l'échelle de pluralité. Dans ce cas, la trace des diverses opérations qu*il aura fallu faire pour obtenir cette ex pression finale aura disparu , et le rapport jouira de cette propriété exceptionnelle que l'idée de numération suffira à elle seule pour nous en donner l'intelligence complète; dans cette circonstance nous pourrons véritablement dire que la valeur de l'inconnue est un nombre, et une pareille réponse n'aura rien d'antipathique à l'idée que nous nous formons du nombre abstrait. Mais c'est là une grande exception ; le plus souvent, les diverses opérations qu'il faudrait faire, d'après l'expression écrite du rapport , ne seront pas immédiatement exécutables, et par conséquent leur indication devra continuer de subsister dans cette expression. Alors celle-ci sera un mélange de numéros et d'opérations, et l'idée seule de numération sera insuffisante à nous donner la conceptiondu rapport, il faudra y joindre celle d'opérations à exécuter» Or si) au point de vue
CtfAPITRfi Ilf. Al
arithmétique^ celles-ci ne peuvent être pratiquées de manière à conduire en dernier ressort à un numéro^ il s'en suit que, bien que le rapport en lui-même soit tout à fait de forme et de conception abstraite, néanmoins sa manifestation se trouve caractérisée par des signes d'opération dont le domaine de f abstraction est inhabileànousdonner l'interprétation. C'est alors qu'un appel fait aux considérations concrètes est susceptible, suivant les cas, de nous conduire à des réalisations faciles, parce qu'en vertu des attributs inhérents à certaines quantités et que ne possède pas le nombre, nous reconnaîtrons par l'étude de ces attributs qu'on peut avec eux obtenir une représentation physique, actuelle et équivalente de ces rapports pour lesquels l'algèbre a dit ce qu^il faut faire, sans pouvoir le faire elle-même.
Reconnaissons donc que Talgèbre ne réalise et n'irréalise rien des objets qui lui sont confiés. Elle crée des types de rapport, elle les formule, tel est son rôle. Elle nous livre ces types et elle nous les garantit; c'est ensuite à nous à formuler à notre tour, d'après les lois naturelles des objets soumis à nos spéculations et suivant le degré tle nos intelligences, les diverses applications qu'il est permis de faire de ces types. C'est ce qui sera plus amplement développé dans la seconde partie de cet écrit.
En résumé, n'allons pas même jusqu'à dire que le nombre doit être toujours réel, ce serait trop. Sans doute il est réel, mais il n'est qu'entier. Haintenons-le avec le seul attribut qui résulte de sa définition, ou pour mieux dire de sa conception, car ridée de pluralité est une idée primitive qui ne saurait être définie; ne voyons dans le nombre que le caractère essentiel de sa formation par la répétition d'une unité indivisible. Gardons-nous de vouloir l'associer à des qualifications qui ne sont que de perpétuelles contradictions avec la simplicité de sa nature et la clarté instinctive de sa conception ; mais disons que dans les différentes questions que nous pourrons nous proposer de résoudre^ et dans lesquelles il vient prendre place, le nombre se trouvera en fait soumis à des rapports ou à des opérations qui, sans altérer en rien sa nature et Tidée que nous devons en avoir, nous placeront momentanément dans l'impossibilité d'arriver
au bat par la seule idée de nuinéralion. Sera-t-il possible d'y arriver autrement? Voilà la seule explication raisonnable que nous devions tenter; mais vouloir rendre Tidée de nombre solidaire de cette impossibilité est une interprétation qui doit répugner à Tintelligence, et qui d'ailleurs^ on vient de le voir, ne s'accorde pas plus avec l'algèbre qu'avec le bon sens.
Posons donc, comme conclusion définitive^ que quant à l'essence des quantités et des nombres qui les représentent, elle est et doit rester immuable^ car^ nous l'avons déjà dit, elle ne dépend pas plus de Talgëbre que de nous-mêmes, elle sera toujours ce que la nature Ta faite, et personne n'a le dreit d'y rien sgouter, d'en rien retrancher. U n'en est pas de même des rapports et des opérations. Les premiers sont notre œuvre directe et le résultat nécessaire de nos demandes : à nous donc la responsabilité des effets, parce que nous sommes ici la véritable et unique cause agissante. Les secondes sont les moyens qu'emploie Talgèbre pour exprimer ces rapports : à l'algèbre par conséquent la responsabilité des moyens.
La situation étant ainsi bien définie, comment pourrait-on être autorisé, parce qu'une impossibilité se manifeste, à vouloir faire de cette impossibilité un qualificatif non défini, un attribut mystérieux qu^il faudrait associer à Tidée de nombre? Non-seulement un si incroyable procédé n'expliquerait rien, mais il viendrait détruire dans notre esprit la conception même du nombre. N'est-il pas plus simple, plus naturel, plus vrai d'affirmer que l'impossibilité dans la réponse ne peut nécessairement correspondre qu'à une impossibilité dans la demande^ ou à une insuffisance dans les moyens? Par là, nous désintéressons le nombre, nous le laissons tel qu'il a été créé, tel qu'il est, tel qu'il nous est permis de le comprendre, et nous évitons de faire d'une obscurité une seconde .obscurité plus embarrassante encore que la première.
Quant aux rapports et aux opérations, s'il ne nous est pas permis de les réaliser^ nous saurons du moins comment ils se produisent, pourquoi leur présence est nécessaire, de quelle nature sont les obstacles qui s'opposent à leur réalisation. Nous arriverons ainsi à comprendre, dans le domaine de l'abstraction, que si des impossibilités existent, ce n'est pas en cherchant à les solidariser avec l'idée de nombre que nous parvieo-
CHAPITRE III. i
drons à nous rendre compte de ces divisions^ de ces soustractions^ de ces extractions de racines inexécutables ; respectons au contraire dans toute sa simplicité Tidée de nombre^ reconnaissons combien est limité le contingent d'attributs que la nature lui a donnés^ et alors nous nous expliquerons que c'est cette limite même qu'il faut prendre pour mesure de la possibilité des réalisations dans le domaine abstrait.
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CHAPITRE QUATRIÈME Application a quelques exemples des idées théoriques exposées
DANS les chapitres PRÉCÉDENTS.
Sommaire. — I. Nécessité de ces applications. — II. Nous ne pouvons pas nous illusionner sur la nature des grandeurs, mais nous pouvons être dans Terreur sur celle des rapports auxquels nous voulons les assujétir. — m. Examen de la question qui consiste à déterminer deux nombres dont la somme et le produit soient égaux à deux nombres donnés. — IV. Gomment la manifestation de l'imaginaire nous apprend à rectifier les erreurs de nos jugements. — V. Gomment, à Finverse, certaines natures de contradictions volontairement introduites dans un énoncé ont pour représentant algébrique nécessaire la forme imaginaire. ^ VI. Exemples de questions concrètes qui conduisent à la manifestation matérielle et physique de Timaginaire. — VII. Gonclusions et confirmation des idées précédentes.
Après les explications que nous venons de développer^ il semblerait que tout ce qu'on peut avoir à dire sur la théorie des impossibilités algébriques qui se manifestent dans les solutions des problèmes est épuisé^ et qu'insister plus longuement sur cet objet ne serait guère qu'une inutile répétition.
Cela pourrait être vrai si nous n'avions à convaincre que des intelligences non prévenues et qui n'ont pas subi Finfluence d'un enseignement autre que celui que nous venons exposer.
Telle n'est pas malheureusement la situation dans laquelle nous sommes placé , et il y a trente ans que nous en faisons l'expérience. Le terrain sur lequel nous avons à semer a été depuis longtemps envahi par de mauvaises herbes, et le nouveau grain que nous lui confierions^ quelle que pût être l'excellence de sa qualité^ serait bientôt étouffé^ sî^ au préalable^ nous ne
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procédions pas à Textirpation de tout ce que les semences parasites ont pu produire.
Si ceux à qui nous nous adressons n'avaient à s'avancer que sur une voie neuve et vierge de toute empreinte de passages antérieurs^ nous n'aurions pas à craindre que leur marche fût arrêtée par des difficultés exceptionnelles . Hais la route sur laquelle ils se trouvent placés est battue depuis longtemps et creusée de profonds sillons. Il leur faut donc plus que l'impulsion nécessaire pour aller librement en avant : il leur faut encore toute celle qui doit les faire sortir de l'ornière dans laquelle ik sont engagés.
En outre^ il n'est pas certain que nous rencontrions partout la bonne volonté qui ne cherche qu'à s'éclairer. Même en matière de science, le désintéressement peut ne pas être un axiome, et d'ailleurs, à supposer que nous eussions tort de suspecter les intentions, il n'en faudrait pas moins compter avec la routine, qui, à part toute question de bonne foi, est tenace, très-dure, irès-résistante et naturellement opposée aux innovations. U est si commode, quand on a appris sa leçon, de n'avoir pas à en étudier une seconde, et de s'endormir dans le far-niente des faits accomplis; la mémoire et l'intelligence qui ont faibli, le besoin de repos qui a ses exigences, les habitudes qui se sont enracinées, tout cela constitue un ensemble de forces résistantes qu'on ne peut pas vaincre sans luttes, et qui ne permettent pas de déposer les armes après un premier assaut.
C'est en prenant en considération ces divers motifs qu'il nous parait nécessaire d'ajouter aux raisonnements sur lesquels s'appuient nos explications la justification de certains faits algébriques. Déjà nous avons eu occasion de compléter nos vues théoriques par quelques applications. Hais les exemples sur lesquels nous nous sommes appuyé sont tous fort simples. Sans doute cette dernière condition n'a pu qu'être avantageuse à une plus rapide exposition de nos idées, mais peut-être ne trouverait-on pas dans ces exemples toute la puissance de conviction nécessaire, et pourrait-on arguer de cette simplicité même que nos principes, très-acceptables pour ces cas faciles, ne ré* ftisteraient pas à des épreuves plus compliquées.
D'ailleurs, en toute chose il ne suffit pas d'avoir mis un outil dans la main de l'ouvrier, il faut encore lui apprendre à s'en
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servir. La théorie et la pratique^ lorsqu'elles sont bien associées^ donnent à Tesprit une grande force. Si la première est indispensable pour jalonner le terrain et montrer la direction à suivre^ la seconde^ par les détails multipliés dont elle s'occupe, justifie et complète les arguments de la première^ elle peut même lui en fournir de nouveaux.
Explorons donc maintenant le champ fertile des applications, remettons-nous à l'œuvre^ travaillons de nouveau. S'il est malheureusement vrai que de la calomnie il reste toujours quelque chose^ espérons qu'un travail utile ne sera pas moins bien rétribué qu'une immoralité.
Le fait de l'introduction de l'imaginaire par l'élévation aux puissances est une conséquence si nécessaire de certaines propriétés algébriques que nous ne croyons pas avoir à y insistera 11 n'en est pas de même de cette autre cause delà manifestation de résultats impossibles^ et qui consiste en ce que ce n'est plus Talgèbre qui est responsable de cette manifestation ^ c'est nous-mêmes qui y donnons lieu par l'introduction de certaines contradictions dans nos demandes. Cette circonstance dans laquelle Tesprit du calculateur intervient comme partie au débat nous parait mériter une attention toute particulière. Il est intéressant d'étudier comment^ dans ce cas^ la réaction de l'algèbre cherche à se mettre en équilibre avec l'action égarée de notre intelligence; comment elle se maintient dans le vrai alors que nous voudrions Tentrainer dans le faux^ commentdu moins elle refuse de nous suivre dans celte voie, et par quels moyens^ toujours logique et toujours utile, tout en nous disant que nous l'avons frappée d'impuissance, elle nous indique en quoi consiste Terreur que nous n'avions pas même soupçonnée.
Cette analyse des rapports qui viennent alors s'établir entre l'homme et l'algèbre est certainement une des plus curieuses études qu'on puisse faire sur les lois et la marche du raisonnement.
^ Depuis que ceci a été écrit, nous avons dû changer d'opinion sur ce point. Nous en dirons les motifs lorsque nous reviendrons sur cette question dans le cinquième chapitre.
CHAPITRE lY
Si rintelligence humaine était assez vivement pénétrante pour se rendre immédiatement compte des incompatibilités qui peuvent se rencontrer dans une question^ il est probable qu'elle ne s'en proposerait que de rationnelles. On ne demandera jamais, par exemple, ce qu'il faut ajouter au nombre 4 pour avoir le nombre 3. Ici les termes de la question sont tellement simples que l'impossibilité apparaît au moment même où on rénonce. Hais cette instantanéité dans les perceptions est comprise chez l'homme dans des limites fort resserrées^ et, dans les questions moins simples que celle que nous venons de ciler, sans toutefois qu'elles soient très-compliquées, il peut s'introduire des contradictions que nous ne soupçonnons même pas, et que la réflexion seule nous permet de constater ultérieurement. Mais si une contradiction, si une impossibilité existe dans les données, la réflexion, c'est-à-dire une élude approfondie et logique sur ces données, ne pourra que la confirmer et non TefTacer. Le voile qui la recoqvrait pourra être soulevé, mais alors, loin d'avoir supprimé l'impossible, nous n'aurons fait que nous donner les moyens de le mieux constater.
Or dans toute question notre intelligence est assez prompte pour ne pas s'illusionner sur les grandeurs ; on peut même dire qu'elle l'est trop pour que nous puissions admettre que, sans nous en apercevoir ou de propos délibéré, nous soyons amenés k nous proposer un problème sur quoi que ce soit qui ne serait pas réel, qui ne serait pas concevable, qui n'appartiendrait ni au domaine de nos sens, ni à celui de notre intelligence. Sans doute, ce que nous demandons à l'algèbre est momentanément inconnu ; mais ce n'est Tinconnu que quant à la mesure et au nombre, ce n'est pas Tinconnu quant à la nature des choses dont notre esprit a certainement conscience au moment où il interroge; car si cette conscience lui manquait, ne sachant pas lui-même à quoi s'applique la demande, comment pourrait-il savoir ce que signifie la réponse ? Dès lors, quels pourraient être l'utilité, le but, la raison même d'un travail
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qui, procédant d'un point de départ volontairement incompris, aboutirait à un résultat nécessairement inexpliqué?
n n'en est pas de même des rapports dans lesquels il peut nous convenir de placer ces grandeurs les unes relativement aux autreSj des opérations diverses auxquelles nous pouvons nous proposer de les soumettre. Pour ces sortes de conceptions qui por» tent sur des objets qu'on ne voit pas, qu'on n'entend pas, qu'on ne touche pas, qui ne peuvent naître et se développer que par lescombinaisonsde l'esprit et dont, par conséquent, la complète intuition, presque jamaisinstantanée, est quelquefois très-lente, pour ces sortes de conceptions, disons-nous, il est fort possible que, sans nous en douter, nous nous soyons mis en contradiction avec nous-mêmes; il faudra bien dès lors que nous trouvions dans les résultats ce que nous avons mis dans les données, et que l'algèbre réponde par une opération impossible à des combinaisons dont la contradiction, quoique latente pour nous, n'en est pas moins certaine. Hais elle laisse les grandeurs telles qu'elles sont, telles que nous les lui avons confiées, car son unique rôle est d'effectuer sur elles des opérations ; ni par sa définition, ni parles moyens qu'elle emploie, elle n'a, elle ne saurait avoir pour objet de changer leur essence, de transformer leur nature, de leur donner d'autres attributs que ceux qui leur appartiennent, de faire subir à ce qui est réel une modification incomprise, non définie, et pour laquelle le vague du mot imaginaire semblerait autoriser tous les écarts, tous les dérèglements de l'intelligence.
Hais si, dans cette circonstance, nous désintéressons la grandeur de toute espèce de solidarité ; si, comme nous croyons l'avoir démontré, c'est sur les opérations seules qu'il faut concentrer les difficultés, la situation devient nette et précise; il y aura quelque chose d'impraticable, sans doute, mais il n'y aura rien d'imaginaire, et non-seulement il n'y aura rien d'imaginaire, mais encore saurons-nous comment et pourquoi l'impraticabilité s'est révélée. Nous continuerons d'être en présence d'une impossibilité, mais d'une impossibilité définie dans ses causes et connue dans sa forme, d'une impuissance qui arrêtera sans doute nos efforts pour aller plus loin, mais dont nous connaîtrons la raison d'être, et sur laquelle, par conséquent, nous pourrons quelquefoisréagir; que, dans quelquescaa
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méme^ nous aurons les moyens de faire disparaître, parce que, éclairés sur les circonstances dans lesquelles elle s'est produite^ sachant quelle est la nature de l'opération algébrique qui la constitue^ nous connaîtrons par cela même celle de l'opération inverse qu'il faudra mettre en œuvre pour en effacer la trace et supprimer les obstacles momentanés que sa présence vient nous révéler.
Or tout cela, nous le répétons^ n'est plus imaginaire, tout cela devient, au contraire, très-net^ très-précis, très-mathématique. Tout cela justiûe les recherches faites et à faire pour savoir dans quels cas il est possible de rendre praticable ce qui parait ne pas l'être^ par quels moyens et par quelles ressources l'Algèbre, d'abord réfractaire, après nous avoir conduit dans une impasse, faisant un retour sur elle-même, parviendra à nous en faire sortir, et à interpréter des réponses qui, impossibles quant à la forme dans laquelle elles sont résumées, peuvent cesser de rétre dans l'usage qu'on en doit faire.
Dans les exemples que nous avons cités plus haut, nous avons pris des expressions imaginaires toutes faites, et nous avons montré comment, à l'aide d'opérations ultérieures, le signe de Timaginarité peut disparaître. Hais il est plus intéressant encore de rechercher comment, dans les questions, intervient la cause même de l'imaginarité; de faire voir que si des impossibilités se manifestent dans le résultat, c'est, ainsi que nous venons de le dire, parce que dans les données de la question nous avons introduit des impossibilités équivalentes ; d'expliquer comment la trace de ces impossibilités, non aperçue au début, se manifeste à la fin; de constater enfin que la nature purement algébrique de ces impossibilités est constamment dans le rapport le plus direct avec celle même des contradictions qui leur ont donné naissance, à tel point que si celles-ci disparaissent nous ne trouvons plus rien que d'intelligible et de praticable dans l'expression finale du résultat.
Un puissant intérêt nous a paru s'attacher à ces recherchés, aussi croyons-nous devoir en faire l'application détaillée à quelques exemples; nous justifierons ainsi nos appréciations en même temps que nous en ferons bien comprendre toute Tu»
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Supposons qu'on nous demande de déterminer deux nombres jouissant de la double propriété que leur somme soit égale à un nombre donné a et que leur produit le soit à un nombre donné c.
D'après ce que Ton sait des propriétés générales des équations^ il est facile de voir que cette question n'est autre chose que celledelarésolution de l'équation complète du second degré. Nous pourrions donc poser immédiatement z* — az+c=oei déduire de là par les procédés ordinaires les deux valeurs de z qui seraient celles des nombres demandés.
Mais ici nous avons moins en vue la détermination de ces valeurs que l'analyse des raisonnements et des procédés algébriques qu'il faut mettre en œuvre pour qu'en partant des données on arrive de déductions en déductions jusqu'aux racines.
Or^ généralement^ si deux quantités variables a; et y sont assujetties à la condition que leur somme doit avoir la valeur constante a, elles pourront être représentées : Tune x par
- + 6, l'autre y par 6, la quantité b étant tout à fait arbi-
traire. Il est évident, en elTet, qu'à l'aide d'un choix convenable de 6 il n'y aura pas de valeur de x qu'on ne puisse produire, quelle qu'elle soit, depuis l'infini négatif jusqu'à l'infini positif, et que, d'un autre côté, dans la somme x+y les deux termes 6 et —6 se détruisant toujours, il restera uniquement les deux moitiés de a qui, ajoutées ensemble, exprimeront que la première condition qu'on s'est imposée est satisfaite.
Il ne nous restera donc plus qu'une chose à faire, ce sera de profiter de l'indétermination de 6 pour exprimer que nous avons égard à la seconde condition. Or comme celle-ci consiste en ce que le produit x y doit être égal à c, il faudra bien prendre b
tel.que — [-b multiplié par b produise c; on devra donc
avoir :
d'où
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les Yalears demandées sont, d'après cela^
Si maintenant, voulant particulariser la question, je disais que la somme x + y doit être égale à 12, et que le produit x y est égal à 40, je pourrais fort bien au premier abord ne pas soupçonner que la demande ainsi posée contient une contradiction. Mais si je substitue ces valeurs numériques dans Texpression générale des racines, je trouve que le radical devient
VA>— 40 ou si — 4> ou enfin 2 v^— i, de sorte que les deux va-
leurs de a; et de y sont, Tune 6 + 2 \l — 1, l'autre 6 — 2 y/ — 1, et que par conséquent la valeur de h qui convient à cet état de la question est devenue imaginaire.
En conséquence, si, dans les considérations générales que nous avons exposées, nous ne nous sommes pas trompé, nous devrons admettre que, dans le cas particulier dont nous nous occupons actuellement, la présence d'un résultat imaginaire, ou pour mieux dire impossible, correspond d'abord à une contradiction dans les données, et qu'en outre cette impossibilité d^une part, cette contradiction d'autre part, quoique diiïérenles dans la forme et dans les termes, doivent au fond, et au point de vue de l'algèbre, être équivalentes. C'est ce que nous plions maintenant examiner.
A cet effet, on remarquera que lorsque , à l'aide de la seconde
condition
xy:=zc,
nous avons voulu déterminer 6, nous avons trouvé que a, 6 et c sont liés par la relation
Cela nous apprend évidemment que c ne saurait jamai» être supérieur au carré de la moitié de a, et qu'admettre pour c
une valeur plus grande que (- ) > c'est rendre la question impossible. Or c'est précisément là ce que nous avons fait lorsqu'on regard du nombre 12 pour la valeur de la somme des deux nombres, nous avons exigé que leur produit fût égal à 40; car
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le carré de la moitié de 12 est 36^ et jamais 36 diminué de quelque chose ne pourra donner 40. Nous avons donc manifestement introduit une impossibilité dans les données, dès lors cette impossibilité devra subsister dans toutes les transformations légitimes que nous ferons subir à renoncé, c'est-à-dire à réquation algébrique qui en est la traduction, et par suite nous en retrouverons évidemment la trace dans la dernière de ces transformations, dans la racine : nous venons de voir que c'est ce que le calcul confirme.
Notre première proposition se trouve donc justifiée.
Mais 7 a-l-il équivalence entre l'impossibilité introduite au point de départ et celle qui se révèle à la fin ? Cette équivalence est complète, ainsi que nous allons nous en convaincre.
En quoi consiste, en eflèt, Tobstacle final ? en ce qu'il est impossible d'extraire la racine carrée du négatif. En quoi consiste celui de renoncé ? en ce qu'il est impossible que le carré A* change son signe tant que b est réel, ainsi qu'il le faudrait cependant pour que la contradiction disparût, pour qu'on pût s'élever de 36 à 40.
Or ce sont là deux difficultés de même ordre, de même nature, tout à fait équivalentes ; car si le carré d'une quantité réelle pouvait changer de signe, ce que nous appelons imaginaire serait réalisé, l'imaginaire tel que le constitue sa définition même n'existerait plus.
Ce qui nous avait paru si naturel, si logique au point de vue général du raisonnement, se trouve donc confirmé par l'analyse de détail à laquelle nous venons de procéder.
Etudions maintenant les conséquences.
Puisque la manifestation de racines imaginaires nous apprend qu'il y a impossibilité à résoudre, avec du réel, la question dans les termes où elle a été posée, nous devons en conclure que si, pour revenir au point de départ, nous commençons par dépouiller ces racines du signe de l'impossibilité, ce qui les rend réelles, et si en cet état nous leur appliquons les opérations mêmes que comporte l'état de la question, nous arriverons nécessairement à une proposition différente de la première ; car si nous retombions sur celle-ci, il n'aurait pas été vrai de dire qu'elle a des racines impossibles.
ce fiiit sur l'exemple qui nous occupe.
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Si dans le cas particulier que nous examinons ici et pour lequel nous trouTons que les racines sont
je supprime l'impossibilité y— 1> et si alon je fais usage des Taleurs
j'aurai bien toujours a pour leur somme, mais je trouverai pour leur produit c; or, comme ce produit était pri*
miliYement c ou ( - j — &S on Yoit qu'il devient maintenant
c'est-à-dire
La proposition nouvelle est donc diflérente de l'ancienne, et comme la transformation consiste en ce que 6* remplace — 6^ on Yoit qu'il y a changement de signe du carrée ce qui ne peut être produit, d'après la définition même de l'imaginaire, qu'en admettant que là racine de ce carré qui doit être 6, pour réaliser
l'un des deux cas, devra nécessairement devenir h sf^i pour convenir à Tautre ; or c'est précisément ce qui arrive, d'où il suit qu'il y a' parfait accord entre le point de départ et les conclusions. Et si maintenant je pars de la condition
au moyen de laquelle la contradiction précédente n'existe plus, pour descendre jusqu'aux nouvelles racines correspondant à cet état modifié de la question, rimpossibilité étant supprimée au début le sera également dans tout le cours des calculs, elle lésera à la fin; dès lors le signe caractéristique de cette impossibilité, c'e8t*à-4irP ^—ï^ n'existera plu8| les racines seront de- Tenues réellep,
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Reconnaissons donc en résumé que, lorsque des racines imaginaires se présentent comme solution d'une question, il faut en conclure tout d'abord que c'est l'indice inévitable qu'une contradiction existe dans l'énoncé ; si alors on veut connaître quelle est la nature de cette contradiction, on commencera par dépouiller les racines du signe de l'opération impossible ; en cet état, on mettra en œuvre sur ces racines les opérations mêmes que la question autorise et commande, et on sera ainsi nécessairement conduit à une proposition différente delà première, qui sera le redressement qu'on doit faire subir à l'énoncé primitif pour que celui-ci, dans sa nouvelle forme, cesse de contenir une nouvelle contradiction : auquel cas il ne pourra conduire, pour les mêmes circonstances que précédemment, qu'à des racines réelles. C'est ce dont nous présenterons tout à l'heure quelques applications.
En conséquence, de même que la présence des racines négatives, de ces racines auxquelles les géomètres donnèrent au début le nom de fausses solutions, se comprend et s'interprète aujourd'hui en faisant subir au besoin aux termes de l'énoncé primitif un redressement après lequel elles deviennent positives, de même la manifestation des racines imaginaires n^impliquera pas pour notre intelligence une impossibilité à indépendance complète, une non-compréhension absolue de ce que peuvent signifier de pareilles racines, mais une impossibilité momentanée, dépendante, relative seulement à l'état dans lequel une question est présentée, et témoignant de l'insuffisance des moyens où est Talgèbre, d'exprimer avec la seule idée du nombre quelque chose d'équivalent à l'ensemble des conditions initiales.
Que le lecteur nous permette une comparaison qui nous parait propre à bien rendre notre pensée.
Supposons un instant qu'intéressé au succès d'une demande dont la solution dépend d'un ministre, vous allez vous adresser à lui. Vous donnez à votre question une forme nette et précise, vous mettez, comme nous le disons en algèbre, le problème en équation. Le ministre vous écoute, il prend en coo-
CHAPITRE IV. 6i
sidération les diverses parties de la question^ il procède à Texamen et à la recherche des combinaisons dont ces diverses parties sont susceptibles, et, après avoir effectué ce travail, conséquence nécessaire de votre demande, et moyen non moins nécessaire d'arriver à la solution, il vous dit que si certaines circonstances, sur lesquelles il ne s'explique pas d'ailleurs, se produisent, vous serez satisfait* Or si la nature de ces circonstances vous est inconnue, s'il ne vous est pas permis même d'entrevoir quels rapports elles pourraient avoir avec votre demande, si tout moyen de raisonnement vous échappe, il vous sera impossible d'assigner aucun sens à la réponse; vous voudriez tirer une conclusion, que vous vous trouverez dans l'impuissance la plus complète de le faire. Vous serez alors exactement dans la situation des algébristes qui se croient obligés de refuser toute compréhension à l'imaginaire.
Hais si, à la suite de quelques recherches, vous parvenez à savoir ce que sont ces circonstances, par quels liens elles peuvent se rattacher à votre demande, si vous reconnaissez en outre que leur réalisation est tout à fait impossible, vous éprouverez sans doute une déception, mais vous ne serez plus empêché de raisonner et de conclure, vous aurez appris, parfaitement appris qu'au point de vue de votre demande, vous vous trouvez en présence d'une impossibilité. Or cela vaut toujours mieux que de ne rien comprendre, car alors, réfléchissant plus profondément sur la nature de l'obstacle qui vous arrête, éclairé sur ses causes et sur ses dépendances, vous recourrez au sage parti de rechercher dans quel sens et par quels moyens il est nécessaire de modifier vos propositions et vos démarches pour que l'impossibilité actuelle cesse d*être pour vous un empêchement d'atteindre sinon le but que vous poursuiviez, du moins celui qui s'en écarte le moins.
Il en est de même de l'algèbre; tant qu'on laissera à l'imaginaire tout le vague, toute l'indétermination que ce mot jette dans l'esprit, il sera impossible de faire un pas en avant, notre intelligence sera frappée d'atonie. Hais si nous parvenons à dissiper cet état d'indécision, si nous renonçons à Tidée de vouloir reporter les effets de l'imaginaire sur les nombres, ce qui en ferait on ne sait quoi en leur attribuant un qualificatif non défini et serait plus encore que la négation de leur existence,
mais rimpossibilité de les comprendre tout en les laissant subsister ; si enfin nous en Tenons à reconnaître que Fimaginaire , quoique impraticable, est une opération algébrique définie, que cette impossibilité dans le résultat correspond et concorde avec une impossibilité équivalente dans les données; alors, mettant en œuvre, sur ce résultat, ainsi que nous venons de l'expliquer, la série des opérations que comporte la question, on sera conduit à un redressement de renoncé qui viendra dénouer les difficultés survenues, qui sera la véritable interprétation de ce qu'il faut faire pour que l'impossibilité qui s'est révélée soit anéantie dans la conclusion au moment même où elle vient de Vè\re dans les prémisses.
Peut-être quelques esprits ne voudront-ils voir dans tout ceci qu'un jeu de raisonnement, très-acceptable sans doute, au point de vue de la logique, et parfaitement fondé si l'on ne sort pas du domaine des abstractions, mais peu propre à être vulgarisé dans la pratique, peu susceptible de lui rendre des services, nullement ou très-peu applicable aux questions concrètes.
Nous répondrons à ces observations que c'est déjà quelque cbose, ce nous semble, que d'être parvenu à faire accepter cette idée que ce à quoi jusqu*à présent on a si souvent refusé toute espèce de comprébension peut être compris et doit l'être comme une impossibilité, que de plus cette impossibilité porte uniquement sur une opération de calcul et non sur des nombres qu'elle rendrait inintelligibles/qu'enfin cette opération est mathématiquement définie. Accepter la question dans ces termes, c'est avoir, nous parait-il, exclu l'imaginaire, ce monde tellement incertain qu'on ne devrait pas même songer à se demander s'il est permis de s'y mouvoir; c'est avoir substitué à un état de choses qui est une véritable interdiction pour Tintelli* gence une situation nouvelle qui, au contraire, faisant appel aux ressources actives de l'esprit, le convie à prendre corps i corps cette impossibilité, à l'interroger dans ses causes, à la connaître dans ses effets et à déduire de ces études les correctifs qu'il faut faire subir à notre pensée pour éviter des con« tradictions qu'elle n'a pas prévues et que cette impossibilité seule a rendues manifestes.
Avoir contribué à faire rayer le mot imaginaire du diction-*
naire des sciences exactes^ avoir développé et démontré ce point de doctrine que Timpossible de Fimaginaire est tout simplement un conséquent naturel et inévitable d'un antécédent contradictoire ne nous a pas paru être une chose indiflérente, et voudrait-on réduire notre part à ce contingent, que notre ambition sera satisfaite. Hais dans une question il ne faut pas se contenter de voir seulement ce que la critique voudrait se borner à y mettre^ il faut y rechercher tout ce qui s'y trouve^ sans exagération sans doute, mais sans réticence. L'homme d^étude se doit tout entier à la vérité, il n'a pas le droit de la diminuer.
Or, sans prétendre que dans tous les cas l'imaginaire puisse être pratiquement interprété, c'est à profusion, dirons-nous, que, dans les applications, nous en pourrons indiquer la représentation soit opérative soit matérielle ; c^est à profusion que nous pourrons signaler les redressements d'énoncé qu'il commande et qui le détruisent ; c'est à profusion que, dans les questions concrètes, nous pourrons dire : Voilà l'équivalent physique et réel de ce que vous appelez imaginaire.
Matérialisons donc encore plus que nous ne l'avons fait le critérium de nos preuves, entrons davantage dans les choses de la pratique, voyons comment elles accepteront l'abstraction, comment se comportera le concret en présence de l'idée qui vient le saisir et l'étreindre.
Dans Texemple que nous avons cité, nous nous sommes proposé une question très-pratique sur les nombres. Nous nous sommes demandé quelles doivent être les valeurs de deux nombres x et y, pour que, leur somme étant égale à un nom«* bre a, leur produit soit égal à un autre nombre donné c.
Nous avons vu que, lorsque ce produit devient supérieur au quarré de la moitié de a, les valeurs des racines prennent la forme imaginaire
Nous avons en outre constaté que la présence de ces Imaginai* res correspond à une contradiction que nous avons introduite dans l'énoncé ; cette contradiction résulte de ce que nous avons
implicitement supposé qu'en retranchant au carré f - J celui
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de 6, nous devions avoir une différence supérieure à ( - j » ce
qui est évidemment impossible. De là la présence de racines imaginaires; enfin, par la forme même de ces racines^ nous avonsété conduit à cette conséquence que le redressement qu'il faut faire subir à Ténoncé, si Ton veut faire disparaître la contradiction^ consiste à remplacer la condition
par celle
Or, celle-ci est tout aussi pratique que la première^ et elle constitue l'énoncé d'une nouvelle question non moins compréhensible que celle qu'elle est destinée à remplacer. En effets la somme x + y restant toujours égale à a, la nouvelle condition ne diffère de la précédenle qu'en ce que son premier membre
surpasse de 26* ou de - (a? — y)' le premier membre de celleci. Dès lors la traduction du redressement d'énoncé indiqué par l'imaginaire consistera à dire que le produit des deux nombres^ au lieu d'être immédiatement égal à c, ne pourra le devenir qu'après qu'on lui aura ajouté la moitié du carré construit sur la différence de ces mômes nombres. On devra donc avoir actuellement
d'un autre côté, on a
Soustrayant la première de ces équations de la seconde^ on
trouve que la valeur de xy, en fonction de quantités toutes
a* connues, est c, et tel sera le dernier terme de l'équation
qui prendra la forme
js*— aa -f-o* — c = 0
CHAPITRE IV
Qu'on fasse maintenant usage pour a et pourc des valeurs 12 et
40 qui avaient d'abord conduit aux racines 6±:2 y— i, et on obtiendra les mêmes racines dépouillées du signe de Timpossibilité, c'est-à-dire 6 ±: 2.
Tout ceci est maintenant devenu très-net, très-précis, trèsréel, et comme c'est Timaginaire qui nous y a conduit, on voit que celui-ci n'est pas aussi dépourvu de sens qu'on pourrait le croire; qu'il peut au contraire avoir une mission parfaitement définie dans Tordre des choses possibles, et que si son apparition momentanée est l'indice d'une impossibilité qui, à notre insu, s'est introduite dans nos demandes, il porte avec lui l'indication de ce qu'il faut faire pour rectifier les erreurs de nos jugements. Une pareille mission, à coup sûr, au lieu d'être imaginaire, présente un incontestable cachet d'utilité pratique, et n'y voudrait-on pas voir de l'algèbre qu'on sera tout au moins obligé d'y reconnaître un remarquable auxiliaire du bon sens.
Passons à un second exemple dans lequel, au lieu d'être averti par l'imaginaire qu'une contradiction non soupçonnée s'est glissée dans l'énoncé, ce sera nous, au contraire, qui volontairement provoquerons la présence de l'imaginaire en introduisant sciemment une contradiction dans la demande.
Si un nombre entier impair est le produit de deux facteurs, il sera toujours possible de donner à ces facteurs les formes a -f 6, a — 6, les nombres a et 6 étant entiers. En effet, a: et y étant ces facteurs^ si l'on pose
on aura
et, comme x ei y sont supposés impairs, ces deux expressions de a et dç 6 seront des nombres entiers. Il résulte de là qu'on peut dire que tout nombre entier impair est égal à la différence a* — 6* des carrés de deux nombres entiers. Tant que cette forme appartiendra à un nombre, et sous la réserve que
a — b n'est pas égal à Tunité, on sera certain que ce nombre ne saurait être premier. Il suit de là qu'écrire que p étant un nombre premier, il est néanmoins égal à a'— b'^ ce serait évidemment et volontairement écrire une impossibilité^ parce que ridée de nombre premier est formellement exclusive de ridée de multiple nécessairement inhérente à la forme
On n'hésitera donc pas à reconnaître qu'exiger que, même dans ce cas^ p soit égal à un produit de la forme (a + 6) (a — 6) sera une chose impossible avec des nombres réels^ toujours sous la condition que a — b n'est pas l'unité. D'où il faut nécessairement conclure que^ si néanmoins il existe des formes algébriques susceptibles de reproduire un nombre premier par voie de multiplication, ces formes ne sauraient exister en réel; elles seront imaginaires. On voit donc^ dans le cas actuel^ et à rinverse de ce qui a eu lieu dans l'exemple précédent^ comment la contradiction volontairement introduite dans la demande nous conduit à affirmer qu'il y aura cerlainement une impossibilité dans la réponse^ avant même que la forme de cette impossibilité nous soit connue.
Et quant à cette forme, parce que, tant que b sera réel^ la différence des carrés a* — fc" laisserait toujours subsistante l'idée de multiples réels^ on comprend que le moyen d'échapper à cette contradiction consisterait en ce que le résultat de la multiplication, tout en donnant du réel puisque ce résultat doit être égal à p, cessât de revêtir la forme o* — 6*. Or, sans qu'il soit nécessaire d'insister autrement sur ce point et en nous reportant à des observations plusieurs fois exposées dans ce qui précède, on voit que pour satisfaire à cette double condition il suffira de substituer b y — i à 6. Alors, d'une part, le produit de la multiplication sera réel, et, d'autre part, la forme a* — b* aura disparu et se trouvera remplacée par celle
Certes, nous ne saurions prétendre que tous les nombres premiers seront é^aux à un pareil produit; nous ne prétendons pas davantage qu'un produit de cette forme ne sera applicable qu'à des nombres premiers, mais nous sommes en droit d'affirmer que, s'il y a des nombres premiers susceptibles d'être algébriquement reproduits par voie démultiplication, la
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forme des facteurs à employer sera nécessairement a + b \/^
eia^b)/^.
On reconnaît d'ailleurs qu'il y a encore ici équivalence entre la contradiction qui figure dans la demande et Timpossibilité qui figure dans la conclusion ; car la contradiction consiste en ce qu'il est impossible que le carré de 6' change son signe tant que b est réel, et l'impossibilité finale provient de ce qu'on ne peut pas extraire la racine carrée du négatif. Or^ ainsi que nous Tavons déjà fait remarquer^ ces deux difficultés sont de même ordre, tout à fait équivalentes; car si le carré d'une quantité réelle qui est toujours positif pouvait devenir négatif, Textraction de la racine carrée du négatif ne serait plus impossible.
Qu*il nous soit permis de placer ici incidemment une courte remarque.
La faculté d'introduire, au moyen de l'imaginaire, l'idée de muiyple dans la composition de nombres auxquels cette idée est tout à fait antipathique en réel donne d'incroyables facilités pour résoudre presque tous les problèmes de la théorie des nombres. C'est ce que nous développerons lorsque nous nous occuperons de l'imaginaire en concret. Bornons-nous ici à en citer, entre mille, un exemple assez remarquable quoique fort simple. Il s'agit de résoudre en nombres entiers l'équation :
Texposant n étant quelconque ; remarquant que a* + b* est égal à (a + fc V --^) (a — 6 V^—T) et posant
ou aura également
a-6v^=(p— 9V— 0% d'où on déduit immédiatement
Développant ensuite les n»"»" puissances dans l'une ou l'autre des équations ci-dessus, et égalant séparément le réel au réel et Timaginaire à l'imaginaire, on obtiendra en fonction de
p et de 9 les valeurs de a et de b qui seront entières, ainsi que celle de c, si p et 9 le sont. Presque tous les théorèmes sur les nombres^ sauf plus ou moins de calculs, se résolvent avec la môme facilité de conception. Nous nous bornons, quant à présent^ à cette simple observation.
Dans les exemples précédenfs, nous nous sommes appliqué à justifier l'idée que la manifestation de l'imaginaire est une conséquence inévitable de la présence de quelque contradiction dans renoncé, et qu'il existe une complète équivalence entre cette contradiction et Timpossibilité finale. Nous nous sommes en outre engagé non-seulement à montrer les conséquences rationnelles de cet état de choses, mais encore à montrer le côté matériel et physique de ces conséquences. C'est ce qui sera très-facile lorsque nous nous occuperons de Tétudc de l'imaginaire en concret. Nous verrons alors qu'il n'y a pas une équation algébrique donnant naissance à des racines imaginaires qui ne soit susceptible d'avoir une représentation géométrique, pourvu qu'elle soit relative à des droites ou des courbes, à des lignes. Dès lors, dans cette partie de la science, les contradictions d'énoncés n'existant plus, les impossibilités de solution n'existeront pas davantage, et, en elTet, on verra que pour les droites
et les courbes , y^^ est toujours physiquement réalisable. On comprend qu'au point où nous en sommes, il ne nous est point encore permis d'aborder cet ordre de questions; nous pouvons néanmoins, sans grands efforts, et en matérialisant un peu nos demandes, donner une idée des ima^^es pbysiijues, tangibles, réalisables, par lesquelles peuvent être indiquées et représentées certaines ^conséquences de l'apparition de l'imaginaire.
A cet effet, proposons-nous de déterminer, dans une circonférence dont le rayon est r, la longueur de la corde située à une distance f du centre. Si l'on appelle a la moitié de cette corde, et si Ton mène un rayon à Texlréuiité de cette moitié, les trois longueurs a, /", riormerontun triangle rectangle ayant r pour hypoténuse et dans lequel on aura /*• + a* =r* ; de là on déduira
CHAPITRE IV
Tant que f sera plus petit q ue r, la valeur de a sera réelle ; el le deviendra nulle si /'est égal à r ; enfin pour toutes les valeurs de /"supérieures à r, l'expression r*— /** devenant négative, on en conclut qu'on aura des cordes qui seront réputées imaginaires. Voilà jusqu'à présent tout ce qu'on a dit de ces cordes.
Quant à nous, nous conclurons de cette circonstance que la question dans les termes où elle est actuellement proposée n'est pas possible, et nous reconnaîtrons sans peine que l'impossibililé résulte de ce que, dans la condition p + a} =r', la quantité /*' étant à elle seule plus grande que r*, à plus forte raison sera-t-il im possible qu'augmentée de quelque chose, elle s'abaisse jusqu'à r*. A cette contradiction l'algèbre répond naturellement par l'impossible.
Quant au moyen qu'il faudra employer pour faire disparaître la contradiction, il devra consister à retrancher quelque chose à p au lieu de le lui ajouter. Or c'est précisément là ce que l'imaginaire vient exécuter, car la quantité a se présentant
désormais sous la forme a^—i^ son carré va passer au négatif, ce qui nous apprend que la question n'est devenue impossible que parce qu'en même temps que fa pris une valeur supérieure àcellede r, nous avons continué d'admettre que la condition initiale doit toujours consister en ce que la somme des deux carrés p et a' reste constante et égale à r*. Nous n'avons pas besoin d'ailleurs d'insister pour faire remarquer que cette condition n'est autre chose que l'équation du cercle. Nous voyons maintenant, par la présence de l'imaginaire, que, pour redresser cette erreur, il faut substituer la différence des carrés à leur somme; ce qui nous conduit à reconnaître que le cercle ne sera plus susceptible de satisfaire au nouvel état de la question; mais au lieu de nous arrêter en chemin, sous prétexte d'imaginaire, et de ne plus chercher à comprendre, nous nous demanderons si au cercle, devenu impossible, ne vient pas se substituer une nouvelle courbe géométrique; or l'imaginaire se chargeant lui-même de répondre à cette question vient nous montrer que cette courbe, au lieu d'être soumise à la condition que la somme des carrés des variables est constante, jouira de cette propriété, que cette constance doit être attribuée à la différence de ces carrés. Cette interprétation est d'ailleurs aussi claire, aussi pratique, aussi géométrique que la réponse pré-
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cédente était confuse et répulsiye pour Tintelligence. Au lieu donc de dire que, lorsque la distance delà corde au centre de la courbe devient supérieure à r, la corde cherchée est imaginaire, nous dirons que cette corde est impossible pour le cercle; mais que si nous débarrassons cette expression du signe d'impuissance qui la paralyse^ elle aura pour représentation physique et réelle la lougueujr de la corde qui, à cette distance^ est celle de Thyperbole équilatère dont chaque axe est égal à 2r.
Plus généralement lorsque^ partant de l'équation de l'ellipse mise sous la forme
nous déterminerons la valeur d*une des coordonnées en fonction de l'autre^ et que^ dans cette fonction, nous ferons usage pour celle-ci d'une valeur supérieure au demi-grand axe correspondant, nous trouverons que la coordonnée cherchée devient imaginaire. Or, sans qu'il soit nécessaire de reproduire ici une série de raisonnements qui serait en tout semblable à la précédente^ nous dirons que l'impossibilité de ce résultat en signale une correspondante dans Tétat primitif de la question^ consistant en ce que l'un des deux termes du premier membre^ au lieu d'être ajouté^ doit être retranché, et nous conclurons que dans ce cas l'interprétation de l'imaginaire doit se faire en disant que l'imaginaire de l'ellipse est l'hyperbole ayant mêmes axes qu'elle, de même que l'imaginaire de l'hyperbole sera l'ellipse; traduction parfaitement définie, très-géométrique, très-réelle d'une circonstance incomprise jusqu'à ce jour, et en présence de laquelle nous avons dû nous déclarer impuissant.
Nous pourrions multiplier ces applications, mais nous pensons que les exemples que nous venons de faire passer sous les yeux du lecteur sont suffisants, d'une part, pour justifier dans toute leur étendue le mérite des explications développées dans les chapitres précédents ; d'autre part, pour donner une idée suffisante de la marche à suivre dans la pratique lorsqu'on cherchera à résoudre les difficultés qui pourront se présenter.
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Prévoir toutes ces difficultés est une chose impossible^ on le comprend. Dans tout ordre de considérations^ les espèces se multiplient à Tinfini, nous ne saurions donc avoir la prétention de les passer toutes en revue ; mais nous croyons, à l'aide de ce qui précède, avoir mis dans l'esprit et dans les mains du lecteur les moyens propres à lui faire clairement saisir et le point de départ de ces difficultés et la seule interprétation raisonnable qui puisse être la conséquence de leur manifestation.
Nous n^ignorons pas qu'avant nous quelques esprits sensés se sont refusé à suivre, au sujet des imaginaires, la routine ordinaire qui consiste ou à n'en pas parler, ou à se borner à les signaler comme des grandeurs ou des quantités qu'on ne saurait comprendre.
Il a répugné à certaines intelligences d'accepter les idées reçues, ou, pour mieux dire, les habitudes prises, car il a été émis fort peu d'idées sur ce point délicat de l'algèbre, et elles ont protesté contre des assertions qui leur paraissaient être en hostilité avec la saine raison.
Lacroix, dont l'esprit philosophique ne nous parait pas avoir été suffisamment apprécié, est très-explicite à cet égard; après avoir indiqué dans ses Éléments d'algèbre ce qu'on nomme quantités imaginaires, il fait observer dans une note qu'il serait plus exact de dire : expressions ou symboles imaginaires, puisque, ajoute-t-il, ce ne sont pas des quantités. La dénégation de Lacroix est formelle, et c'était beaucoup faire il y a cinquante ans. Mais son laconisme nous porte à croire que s'il ne lui était pas possible de s'accommoder de ce qu'on disait à son époque, il n'était pas aussi bien fixé sur ce qu'il aurait fallu dire à la place. Ce qui nous confirme dans cette pensée, c'est l'emploi dnmoi symbole qui est plutôt une protestation qu'une explication. Qu'est-ce, en effet, que ce symbole? quel sera son rôle? que représente-t-il? que formule-t-il?
Pour Lacroix, sans doute, ce devait être un indice d'impossibilité ; mais il y a pour les choses plusieurs manières d*être impossibles. En algèbre, par exemple, un logarithme négatif, un sinus ou un cosinus plus graind que l'unité sont, comme v/^, des impossibilités. Or un symbole qui n'est qu*une figure, une image, un moyen de rappeler une chose, qui n'est
pas Tobjet même dont on a à s'occuper^ un symbole, disonsnous, peut ne pas faire connaître avec quelle sorte d'impossibilité on se trouve en présence.
Or pour nous v/--T est plus qu'un symbole, ou un signe conventionnel, comme quelques-uns le prétendent, sans dire quand, comment et par qui cette convention aurait été introduite; c'est une espèce particulière d'impossibilité se manifes^ tant avec les signes naturels et directs que lui imprime le calcul ; c'est ropération algébrique même que nous ne saurions exécuter, il est vrai, mais qui porte avec elle les conditions écrites de sa définition; qui aura ainsi ses raisons spéciales et nécessaires de paraître, de disparaître, de fonctionner dans les calculs; qui conservera par conséquent avec la science dans laquelle elle a sa place obligée des relations à la fois dépendantes et autorisées, et qui, eu vertu de ces relations, fil conducteur de notre intelligence, sera appelée à jouer dans cette science un rôle dont il nous sera possible d'étudier l'étendue et d'assigner les fonctions. La tâche pourra être ardue quelquefois, mais du moins Tesprit ne sera pas comme le navigateur égaré sans boussole et sans gouvernail au milieu de mers inconnues; car, avec la conscience de la nature des difficultés qu'il va affronter, il aura celle des moyens à mettre en œuvre pour les vaincre.
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CHAPITKE CINQUIÈME
Des racines de l'unité^ et de l'influence de ces racines^ combinée AVEC CELLE DES OPÉRATIONS ALGÉBRIQUES, SUR LA MUL- TIPLICITÉ DU NOMBRE ET SUR CELLE DE LA FORME DES RACINES DES ÉQUATIONS.
Sommaire. — I. La forme des racines de l'unité ne peut être que celle de Timaginaire. — II. La théorie de ces racines a été acquise à la science du moment où Ton a reconnu que la multiplication de — 1 par — 1 donne + i pour produit. — IIL La considération de ces racines combinée avec celle de rélévation aux puissances explique Tintroduction de Timaginaire dans les solutions. — IV. Les mômes considérations ren(ftnt compte de la multiplicité du nombre des racines des équations et de celle de leurs formes . — V. Application au troisième degré. — VI. Application au quatrième degré. — VU. Application au cinquième degré. — VIIL Conséquences théoriques et pratiques de ces faits .
C'est un fait très-remarquable^ très- extraordinaire, et en même temps très-fécond, que celui de l'existence des racines de Funité pour toutes les puissances, racines dont le nombre, on le sait, est toujours égal au degré même de la puissance considérée. Nous verrons que, dans le domaine concret, il n'est rien de plus facile que de s'éclairer sur les propriétés de ces racines, de se rendre compte de leur objet, de reconnaître à quels attributs des quantités elles correspondent. Dans ce domaine, les racines elles-mêmes passeront sous nos yeux, nous tracerons la figure géométrique qui en est la représentation matérielle et physique; nous pourrons voir et toucher ces deux moyens par excellence d'acquérir l'intuition dé toute chose.
Il n'en est pas de même dans le domaine abstrait où nous n'avons pour nous diriger que la seule idée de nombre. Or, parce que le nombre ne peut être conçu que sous la condition de ré-
74 DES FOBHEd IMAOlKAIBBfl.
pétition par une unité indivisible, cette indivisibilité même vient se poser en contradiction avec Tidée qu^une telle unité puisse être un multiple quelconque. Et cependant si, en fait, il doit être reconnu que cette multiplicité peut être écrite en algèbre, nous trouverons encore ici une nouvelle application de nos principes; car nous pourrons dire dès à présent qu'à la contradiction dans les prémisses doit correspondre une impossibilité dans la conclusion^ et que par conséquent les formes des racines de Tunité ne peuvent être qu^maginaires ; c'est ce que la science confirme. Loin donc de s'effrayer,"" dans ce cas, de la manifestation de cette forme, et d'y voir un nouveau motif de ne pas comprendre, nous devons au contraire reconnaître la nécessité théorique de sa présence; c'était le seul moyen qu'eût l'algèbre de se mettre en rapport d'équivalence avec la contradiction écrite dans la demande ; de sorte que si, dans l'expression de ces racines, nous constatons une impossibilité opérative, nous ti^uvons du moins dans cette impossibilité même un effet de logique qui ne peut être que très-propre à nous familiariser avec ces expressions.
La théorie des racines de l'unité, pas plus que toutes les autres, ne s'est faite d'un seul jet. Dans les sciences, l'observation et la réflexion apportent peu à peu leur contingent journalier de faits et de découvertes. Les théories s'ébauchent d'abord, se développent ensuite, se complètent plus tard, et ce n'est qu'après un temps quelquefois assez long que l'esprit se trouve en état de les concevoir et de les exposer dans leur ensemble. Lorsque cet état de maturité s'est produit, passant en revue tous les détails, toutes les ramifications d'un certain ordre d'idées, nous parvenons à reconnaître qu'en général, avec un trèspetit nombre de principes, il nous est possible, aidés des lois du raisonnement, de rendre compte de tout ce qui se rattache à cet ordre, et alors la théorie se présente à nous avec un caractère aussi prononcé de simplicité dans ses éléments que de fécondité dans ses résultats.
Nous croyons que telle est la situation dans laquelle nous sonunes placés aujourd'hui par rapport à la théorie des racines
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de l'unité; que leur existence pour tous les degrés, que leur nombre dans chaque degr^ peuvent être rattachés à un seul principe^ et que lorsqu'on a eu dit et admis en algèbre que —I multiplié par — I donne + 1^ cette théorie était^ sinon constituée, du moins acquise à la science.
Et en effet, dire que— i multiplié par — i donne le même résultat que + i, c'est reconnaître en fait que l'unité a deux racines du second degré -f i et — i ; or nous allons voir que tout le reste s'en suit naturellement.
On a pu, à l'origine, rester plus ou moins longtemps sur ce fait isolé et n'en déduire ni même en entrevoir aucune conséquence; mais du moment où les recherches algébriques ont
appelé notre attention sur \/^ et nous ont démontré la nécessité d'avoir à tenir compte de cette expression, à laquelle nous n'aurions peut-être jamais songé sans cela; de ce moment, disons-nous, les racines quatrièmes de Tunité venaient prendre place dans la science, car la conséquence la plus immédiate de
la forme même de v/— i a dû être que le carré de cette expression est égal à — i, racine seconde de l'unité, et par suite,
il était impossible de ne pas reconnaître que v^— i en est la quatrième. Hais alors, en vertu du même fait initial que
le produit (— yÇ^) (— v^^) donnera le même résultat que V— iv^— I, c'est-à-dire — i, de sorte qu'au point de vue de la seconde, et par suite de la quatrième puissance, — y— i conduisant aux mêmes conséquences que y^^ est aussi une quatrième racine de Tunité ; les deux autres sont =t: i •
Cela posé, il ne fallait pas plus que la constatation de ces premiers faits pour que l'attention, éveillée sur la singularité de ces résultats, ne fût pas portée à se mettre en quête de ce qui pourrait arriver dans les degrés autres que le second et le quatrième, et de savoir s'il n'existerait pas pour eux des circonstances analogues à celles qui viennent d'être constatées. Une fois ridée mise en avant, les conséquences étaient inévitables.
Il était donc naturel de se dire que, puisque v^ est la racine quatrième de l'unité, on serait certain d'en obtenir la huitième si Ton trouvait une expression dont le carré fût égal à
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V^— i; et comme à pari la raison générale que nous avons don* née pour que la forme de cette expression fût imaginaire, il y avait ici cette circonstance particulière que le résultat cherché devait être lui-même imaginaire^ on a été conduit à admettre
que cette expression ne pouvait être que delaformep+gy— i, de sorte que ce qu'il y avait à faire consistait à rechercher ce qui pourrait advenir de la condition
(p + (ïv/^)*=v'^.
Or, sans nous arrêter ici à des détails de calculs très-facileSi
on a reconnu que la valeur -=., commune à p et à o, satisfait à cette équation ; d'où on a conclu que
est la racine huitième de l'unité. Mais à ce compte le négatif de celte expression donnant aussi \/ — i pour son carré est une seconde racine huitième de l'unité. D'ailleurs les carrés de -y^
étant invariables quels que soient les signes de ces quantitéM, les effets de ces carrés resteront toujours les mêmes; quant
aux doubles produits^ ils prennent la forme + V-~^> 4^^ étant l'une et l'autre des racines quatrièmes de l'unité, autorisent à dire que finalement l'expression
quelle que soit la combinaison des signes qu'on voudra adopter^ sera une racine huitième de l'unité.
On a dû comprendre instinctivement qu'en continuant cette marche, on obtiendrait la seizième racine, puis la trentedeuxième, et ainsi de suite. Cette prévision n*a pas d'ailleurs tardé à être légitimée , parce qu'il est facile d'établir, par un calcul des plus simples^ que si a -f 6 ^^ est la racine du d^ré 2*, celle du degré 2*^* aura pour valeur
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Il est, en outre, évident que sip + q v'— i est une racine de
Tunilé du degré 2*, toutes les puissances dep +g v/-— i élevées elles-ménies à la puissance s'adonneront pour résultat l^unilc et seront à leur tour des racines; le nombre de celles-ci sera donc égal à 2^
EnGn l'existence des racines de l'unité pour cette catégorie de degrés étant constatée, on devait en conclure, du moins implicitement, qu'il y aurait de semblables racines pour tous les degrés. Car si Ton a
P + ÎV^— ! = !«%
on aura
Or, comme il n'y a pas de nombre entier z qui, au moyen do
la variation de ftet de m, ne puisse être égal à — avec tel degré
d'approximation qu'on voudra, il s'en suit que p' et q^ étant les
valeurs de p et de 9 correspondant à celles de A: et de m qui don-
2* nent — = s, il s'en suit, disons-nous, que
peut être considérée comme la racine de l'unité du degré quelconque z.
Nous nous bornons à cet exposé succinct de la filiation des idées, et nous n'irons pas plus loin dans cet ordre de considérations. Le lecteur a compris que notre intention n'est pas d'entrer ici dans des détails de calcul; nous avons seulement cherché à expliquer la conception génératrice de la théorie des racines de Tunité, et à justifier cette idée que toute cette théorie a été créée en fait du moment où il a été dit en algèbre que — i multiplié par — i donne + i. C'est une nouvelle preuve de l'importance qu'il y a de se bien pénétrer des principes, de comprendre tout ce qu'ils autorisent; mais en même temps, ajouterons-nous, de bien reconnaître aussi tout ce qu'ils excluent.
Plus tard, lorsque dans la seconde partie nous nous occuperons des considérations concrètes relatives aux fonctions trigo-
nométriques, nous verrons combien toutes ces expressions^ toutes ces formes se simplifient lorsque, débarrassées des entraves que la limitation des attributs du nombre leur impose^ elles deviennent susceptibles d'être la représentation de nouveaux attributs avec lesquels nous reconnaîtrons qu'elles se trouvent en parfaite concordance.
Mais concluons, quant à présent, et c*est là le but essentiel que nous avions en vue, qu'à moins de renoncer au principe que — I multiplié par-^ i estégal à + i, ce qui serait renoncer à peu près à toute l'algèbre, il n'est pas possible que^ même en abstrait, nous n'admettions pas l'une des conséquences les plus immédiates, les plus nécessaires de ce principe, à savoir que, pour chaque puissance, l'unité a autant de racines que l'indique le degré de cette puissance.
Dès lors, comme seconde conséquence non moins nécessaire que la première, nous serons obligés de reconnaître que, dans tous les calculs, il n'y aura pas d'élévation d'une expression à la puissance n dont le résultat ne corresponde à n expressions diflerentes les unes des autres; et ainsi se trouve de plus en plus justifié ce principe que, passé le premier degré, il n'est pas possible de préparer la solution d'une question sans introduire implicitement dans cette question des données autres que celles que nous avons pu avoir spécialement en vue, données qui auront sans doute un certain rapport avec les premières, mais qui ne seront plus précisément celles-ci et qui, suivant les circonstances diverses dans lesquelles on pourra se trouver, seront diversement influencées par les racines de l'unité.
Enfin, comme ces dernières racines, sauf deux au plus pour chaque degré, revêtent la forme imaginaire, on doit prévoir que cette forme, alors qu'elle ne serait pas commandée dans la solution par quelque impossibilité dans la demande, sera inévitablement introduite par les préparations algébriques que nous ferons subir aux données, soit pour mettre le problème en équation, soit pour résoudre celle-ci : ce qui^
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sans être Texplication de Timaginaire^ est du moins l'explication logique de sa manifestation finale.
Ces modifications des données primitives^ ainsi introduites par le fait d'opérations algébriques^ ont donc une grande importance selon nous^ puisqu'elles expliquent, d'une part^ pourquoi en résolvant une question nous trouverons réponse^ nonseulement à ce que nous avons mis dans cette question, mais à beaucoup d'autres choses qui, d'après nos intentions, ne figurent pas dans son énoncé; d'autre part^ que, parmi ces choses introduites, plusieurs étant imaginaires, il n'est pas étonnant que cette forme se manifeste dans les conclusions; enfin ces modifications conduisent en outre à comprendre les causes en vertu desquelles la multiplicité du nombre des racines sera d'autant plus grande que le degré de l'équation sera plus élevé.
L'intérêt qui s'attache à ces propositions^ au double point de vue des conceptions théoriques et de l'utilité pratique^ est évident. Mais il n'en est pas tout à fait de même des formes diverses que ces propositions peuvent recevoir en exécution et de la relation de ces formes avec le jeu des calculs. Nous devons même dire qu'à ce sujet nous avons trouvé de l'hésitation dans quelques esprits. Aussi croyons-nous devoir indiquer à l'aide de quelques exemples comment, par l'effet des opérations, se produisent dans les racines des équations la multiplicité du nombre et celle de la forme.
Mais avant d'en venir à des applications, disons comment d'une manière générale la question doit être entendue.
Étant donnée une équation d'un degré quelconque ti, on distribue d'une manière arbitraire ses différents termes entre les deux membres, et, en cet état, on élève ces deux membres à une même puissance m; on obtient ainsi une équation qui con] tiendra infailliblement les n racines de la proposée, mais qui, en outre, en contiendra mn — n autres. Tel est le fait brut que la théorie nous force d'admettre, et cela en vertu de ce principe général, qu'une équation du degré mn possède mn raci-* nés. Mais> à côté du fait imposé comme conséquence, il y a
l'étude des origines, la recherche des causes qui peuvent le provoquer et l'expliquer, et il n'est pas sans intérêt de voir comment la considération de l'élévation à la puissance m, combinée avec celle de Fexistence des racines de l'unité pour le même degré, doit nécessairement conduire à la conclusion indiquée par la théorie. Cette première recherche touche évidemment et directement aux causes premières de la multiplicité du nombre des racines des équations.
A côlé de cela, comme il est naturel d'admettre que les nouvelles racines devront être dépendantes des premières et se trouver dans un certain rapport avec elles, on est conduit à se demander quels pourront être ces rapports ; et il sera important de le faire pour qu on puisse distinguer celles qu*il faudra conserver comme se rapportant à Tétat primitif de la question, de celles qui, nouvellement introduites, devront être rejetées. Ceci s'appliquera à la forme. Or ce qu'il est utile de remarquer, c'est que, pour une même puissance et pour une même équation primitive, cette forme des racines changera incessamment, suivant qu'avant l'élévation à la puissance on aura distribué de telle ou de telle autre manière les divers termes de l'équation entre ses deux membres.
En résumé, la considération des racines de l'unité combinée avec Télévation aux puissances explique la multiplicité des racines d'une équation; quant à la forme de ces racines, elle est à la fois une dépendance des mêmes éléments et des racines primitives; mais en outre, celte forme change chaque fois qu'on modifie celle qui, avant Télévation aux puissances, a été donnée à la position des termes de Téqualion qui a servi de point de départ.
Nous ne saurions entrer ici dans les innombrables détails de tous ces faits; nous nous bornerons à ce qui concerne le 3% le 4^ et le 5'' degré, et Ton verra en vertu de quelles circonstances premières se produisent successivement les diverses propositions connues, soit sur le nombre, soit sur la forme des racines dn ces équations. Ces exemples seront d'ailleurs très-sufûsants pour indiquer la marche qu'il faudrait suivre si Ton voulait procéder à des études analogues pour d'autres degrés.
Comme notre but essentiel est ici d'expliquer l'intervention de Timaginaire par le seul jeu des opérations algébriques, nous
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partirons toujours d'une équation du premier degré pour nous élever au 3% au 4e et au o«; par ce moyen, si l'imaginaire se manifeste, on ne pourra pas dire que c'est nous-même qui l'avons placé au début, et cette manifestation n^aura évidemment d'autre cause que les opérations.
y. Troisième degré.
Prenons pour point de départ l'équation
et appelons £ et £* les racines imaginaires cubiques de l'unité.
Si en cet état nous élevons l'équation au cube, le résultat conviendra non-seulement à cette équation, mais encore à celles qu'on obtiendrait en multipliant le premier membre successivement par £ et par £*. D'ailleurs, comme ces facteurs n'exercent aucune influence sur la valeur de x qui reste la même dans chaque cas, on aura des racines égales, on en aura trois, mais on n'aura pas créé de racines nouvelles.
Hais si nous écrivons a;=6 + c, l'élévation aux puissances conviendra non-senlement kb + e, mais à ses produits par £ et par£*, et par suite l'équation flnale aura les trois racines
6 + c, £(ft-|-c), ff(b+c).
Si Ton prend la forme x — 6 = c, le résultat de l'élévation au cube sera le même, soit qu'on eût pris c ou c£ou c&; les trois racines seroré donc dans ce cas
Ainsi, à chaque distribution spéciale qu'on fera des termes de l'équation primitive, et bien que cette équation reste la même, l'élévation au cube donnera des formes différentes pour les racines.
Mais il est d'autres procédés de calcul, d'ailleurs autorisés^ qui conduiront encore à de nouvelles formes.
Partons en effet de x = b + c el développons le cube de
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b+c; nous serons conduit à une relation que nous pourrons mettre sous la forme
et^ en cet état, nous avons constaté que ses racines sont
Cela posé, si, à la place de b + c, je mets sa valeur primitive X, réquation satisfera toujours à la condition première^ mais elle cessera d'être applicable aux deux autres. Dans la seconde, par exemple, 6 et c sont remplacés par £6 et par £c; cette modification n'en entraîne pas dans la fonction c* + 6', mais elle change bc en bcff, et on n'aurait plus ainsi la même équation finale. Toutefois, on peut remarquer que si alors on combinait b£ avec cf ', toutes les fonctions de fr et de c resteraient invariables, et l'on conclut de là que b£ + c& satisfera à l'équation au même titre que 6 + c; il en serait d'ailleurs évidemment de même de 6£* combiné avec c£, d'où il suit que les trois racines de l'équation du S"" degré
x^ — 36ca?— (&• + c') =o sont
Et ce sont encore là de nouvelles formes de racines introduites par le jeu des opérations.
Ce n'est pas tout. U est parfaitement permis d'écrire l'équation primitive x—b=c comme il suit :
pa;— 6 = (p— i)x-f-c.
Sous la première forme les racines résultant de l'équation primitive sont
or il n'en va plus être de même de Télévation au cube faite sur la seconde forme. En effet, le résultat de cette opération conviendra, non-seulement à la proposée, mais encore à deux autres dans lesquelles, le premier membre restant le même, le second serait successivement multiplié par £ et par £*; dès lors les nouvelles racines qui viendront s'adjoindre à b -{- ^^ ^u
CHAPITRE V
lieu de conserver leurs formes anciennes, prendront les sui- Tantes :
11 convient toutefois de faire suivre cette démonstration d'une remarque justificative. En multipliant le second membre par £, c'est en fait substituer x£ à x, et, par suites h + c devient h£ + c£; il faut en conséquence modifier dans ce sens tous les termes de Téquation. Dans le second membre^ c'est ce qui a lieu pour œ et pour c; en opérant d'une manière analogue pour le premier^ il devient pa;£— b£; il change donc^ mais ce changement n'en produit aucun dans le cube. On en dirait autant pour le multiplicateur £*, de sorte que dans les trois cas on aura la même équation finale. Les trois racines seront donc bien celles que nous avons indiquées.
En résumé^ que résulte-t-il de ces divers détails ? que c'est évidemment parce que l'unité a trois racines que l'élévation au cube conduit à une équation du 3* degré ayant elle-même trois racines distinctes; supprimez les racines de l'unité, ou pour mieux dire n'en admettez qu'une, qui sera l'unité elle-même^ toutes les variétés de formes que nous venons de passer en revue s'eflàcent et se ramènent sans exception à la forme initiale b+c. C'est la première proposition que nous avons voulu justifier.
Puis nous voyons que le point de départ^ Téquation en x, tout en exprimant la même relation entre x, b et c, sous les diverses formes que l'algèbre autorise^ conduit, pour chacune de ces formes^ à des groupes diflérents de trois racines dans lesquels la seule chose qui reste constante est la racine primitive b + c.
On s'explique dès lors, pour le troisième degré, pourquoi une équation de ce degré doit avoir trois racines, pourquoi l'in-tervention de l'imaginaire est inévitable, comment s'introduisent et se diversifient les formes; tout cela dépend de ce principe unique que l'unité a trois racines du troisième degré; sans lui^ à la place de la double multiplicité de nombre et de forme, nous ne trouverions plus que la constance du type h + c.
VI. Quatrième degré
Prenons encore pour point de départ a; — 6 — c=o, et appelons £, £*, £? les racines quatrièmes de Tunité autres que i.
Nous dirons succinctement :
I* Qu'en opérant sur x—h—c =Ojnous aurons quatre racines égales;
2* Qu'en opérant sur a: =6 + c, il y aura trois nouvelles racines introduites qui seront successivement égales au produit de 6 + cpar JE, £«,£»;
3o Qu'en opérant sur x — 6=c, les quatre racines s'obtiendront en ajoutant à h les produits respectifs de c par i, &, £S £».
Ceci ne saurait présenter aucune difficulté.
Partons maintenant de x=^b +c, et^ au lieu de passer immédiatement à la quatrième puissance, formons d'abord la seconde. L'équation résultante sera
et comme elle convient en fait à a; =6 + cet à a:= — (6 + c), ce seront là ses deux racines. Si ensuite on élève de nouveau au carré, les deux racines introduites seront celles de Téquation
c'est-à-dire dt v^-^ (6 -f c), ce qui est conforme à ce qui précède.
Mais si nous écrivons Téquation résultant de la première élévation au carré sous la forme
ce qui ne changera pas les valeurs ±[h + c) de ses racines, et que nous élevions maintenant une seconde fois au carrée les deux nouvelles racines introduites seront celles de l'équation
et elles seront faciles à déterminer; car cette équation ne diffère
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de la précédente que parce que bç est négatif, ce qui correspond à prendre l'une ou l'autre des quantités 6 et c avec le signe—, et ce qui, d'ailleurs, ne change pas les signes de 6* et de c';;ies quatre racines seront d'après cela
it(6 + c), rh(6--c).
Si au lieu de 6* et de c\ c'est 26c qu'on fait passer dans le premier membre, on aura
et une nouvelle élévation au carre conviendra également à cette équation et à cette autre
œ*—2bc = — (6« + c*).
Or les racines de celles-ci doivent être telles que, sans changer le signe de 26 c, elles changent celui des carrés; on satisfait à cette dernière condition en prenant ±:b)/'—i.±c^-^ à la place de d:6,±:c; et, pour conserver cet effet, tout en maintenant le signe actuel de 6c, il faudra prendre des signes extérieurs contraires, de sorte que finalement lesquatre racines seront
±(ft+c), ±v^~i (6-c).
Voilà donc encore, pour la même équation primitive, et pour l'élévation à la même puissance, de nouveaux groupes de racines.
Examinons maintenant le cas où la yaleur de x est décomposée en trois éléments a,6,c. Si d'abord on élève directement a;=a + b-fcàla quatrième puissance, on formera une équation dont les quatre racines seront respectivement les produits dea-H6 + cpar i, £,£*, £\
Si, en second lieu, on commence par former le carré de xz=:a+b + c, et qu'ensuite on fasse passer a' -f- 6* + c' dans le premier membre, on aura Téquation
x'^—{a^ + bt+c*) = 2{ab + ac+bc)
dont les racines seront ±:(a + b + e). Cela posé, une nouvelle élévation au carré donnera une équation du quatrième degré.
qui conviendra non-seulement à la précédente, nnais à celle autre
x^^ (a* + 6* + c*) = — 2 (ah + ac+ bc) .
Quelle est la modification que le signe — du second membre introduit dans les deux racines primitives? Elle doit être telle, que, sans changer le signe de la somme des carrés, elle change celui de la somme des produits deux à deux.
La chose est très-facile quand on n'a qu'un binôme a+fr. Dans ce cas. sans changer le signe de a* + 6', on change celui de ab en écrivant que l'un des nombres a ou 6 devient négatif. À l'inverse, sans changer le signe de ab , on change celui de
a* + 6', en substituant à aet à 6, soit a /^ et— 6v^ — i, soit
— asj — I et 6 v^ — i. Mais, lorsqu'il s'agit du trinôme, les choses ne paraissent pas devoir se passer aussi simplement, et, quant à présent, nous nous bornerons à faire remarquer que, dans ce cas, et dans tous les cas semblables, on a la ressource de la résolution directe de l'équation qui donne
rc= ±sj a^-^-b^ + c^ — 2 {ab '\'ac'{'bc).
Au reste, dans la circonstance actuelle, l'algèbre échappe à cette difficulté. En effet, l'équation finale du 4** degré sera
et l'on remarquera qu'il lui manque, non-seulement le terme en ar', mais encore celui en x.
Cela posé, l'équation générale du 4* degré dépouillée de son second terme étant
a?* + px* + qx+r=Oy
on sait que sa réduite est
dont les racines sont respectivement les carrés de a, 6, c.
Mais lorsque dans la proposée le terme en x n'existe pas, c'est-à-dire lorsque q est nul, la réduite se trouve privée du terme tout connu ; elle a donc une racine nulle, ce qui réduit le trinôme a -{- 6 + c à un binôme, et la difficulté précédçntç aura i^insi disparu.
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RevenoDS maintenant à Téquation priniitive^ et mettons-la sous la forme x — a = 6 + ^ ? si on l'élève au carré, celte opération faisant disparaître l'influence du signe de 6 + c, les deux racines de Tcquation obtenue seront a±(b + c). Si, dans cette équation, on fait passer le terme — 2 ax dans le second membre et b*+6^ dans le premier, elle prendra la forme
X* + a*— fr* — c*=2ax + 2 hCy
et elle continuera d'avoir les mêmes racines.
En cet état, élcTant de nouveau au carré, on obtiendra une équation du 4" degré, ayant les deux racines précédentes^ et en outre celles de Téquation
ic' + a'— 6*— c*= — 2 00?— 26c,
identique à la précédente, sauf le changement de signe du second membre. Or, sans qu'il soit nécessaire d'insister à ce sujet, on reconnaîtra que ce changement correspond : i*à celui du signe de a, 2° à celui du signe d'une des quantités h et c, ce qui conduit finalement aux quatre valeurs suivantes
azii(6-t-c], — adb(6— -c).
On reconnaît ici la forme ordinaire de l'un des systèmes de racines qui résolvent l'équation du 4* degré, privée de son second terme, celui dans lequel les signes extérieurs négatifs de a, 6, c sont toujours en nombre pair.
Quant à l'autre système dans lequel, au contraire, les signes négatifs sont en nombre impair, il est aisé de se convaincre que les quatre expressions qui le composent constituent dans leur ensemble les racines d'une même équation.
En effet, nous venons de voir que les racines de l'équation
a;* + a»— 6*— c» = 2ax+2bc
sonta±{6+c); si nous changeons leur signe, ce changement n'en introduira qu'un seul dans l'équation; le terme 2ax deviendra — 2 (Ut, nous pouvons donc dire que l'équation
/c«-|-a»_6« — c^=z—2ax + 2bc
a pour racines
— a±(fc+c).
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Si inaintenaDt on fait i'éléiration au carrée Téquation résultante coDYiendra aux racines de la précédente ainsi qu'à celles de là suivante^ dans laquelle le signe du second membre est changé :
Or ce changement correspond à celui du signe de a et à celui du signe de Tune quelconque des quantités b et c, d'où il suit que les quatre racines seront :
— art:(6+c), +a±{b—c)\
c'est le second système indiqué dans les éléments. -
Indépendamment de ces deux systèmes, il y en a un troisième qui a été formulé par Wronski^ et dont la légitimité a été justiflée par Gergonne dans ses Annales de Mathématiques, (tome III. page 437). Voici la série d'opérations qui conduit à ce système.
En partant toujours de a;— a=6 -h c et élevant au carré, on obtient une équation du second degré qui a évidemment pour racines a±{b+c) et qu'on peut mettre sous la forme
x* + a* — 26c = b^ + c*+2ax;
cela posé, si Ton élève de nouveau au carré, l'équation finale conviendra, non-seulement à la précédente, mais encore à ce qu'elle devient quand on change le signe du second membre, c'estrà-dire à
or cette modification correspond : i» au changement du signe
de a, ce qui n'altère pas a'; 2<' à la substituliou de ±b^--i
et de rfcc \/^ à 6 et à c, ce qui change le signe de leurs carrés, mais en ayant soin de prendre des signes extérieurs contraires, afin que la valeur primitive du terme — 26c soit toujours conservée.
Les quatre racines seront donc :
azh(b+c), ad=(6— c)v^— I,
tel est en effet le système Wronski.
Ce que ce système offre de remarquable, c'est que tandis
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que dans les deux précédents qui sont ceux exclusivement dé* signés dans les ouvrages d'algèbre^ on ne voit figur,er que deux des racines quatrièmes de Tunité +i et — i^ dans celui-ci elles figurent toutes ostensiblement.
On peut observer encore que, dans les deux premiers systèmes^ une fois qu'on a fait la part des signes extérieurs positifs et négatifs^ les trois éléments a, b, c conservent pour les quatre racines des valeurs invariables. Il n'en est pas de même pour le système Wronski, où, cette part des signes extérieurs faite, il n'y a qu'une des trois indéterminées qui conserve une valeur constante^ tandis que les deux autres^ au lieu de rester sim* plement 6 elc pour les quatre racines^ ne se maintiennent en cet état que pour deux et deviennent b s/ — i , c y^^ pour les deux autres. 11 y a là un fait d'analyse qui^ en apparence du moins, vient se poser en contradiction avec les idées de symétrie, par rapport aux racines, qu'on serait tenté d'attribuer aux trois éléments a, b, c.
Il faut remarquer en effet que, dans les deux premiers systèmes, on peut permuter entre eux dans une racine quelconque, et comme on voudra, deux des éléments a, 6, c qui y figurent, sans cesser d'avoir une racine du même système. II en est de même pour Içs racines d'une équation du troisième degré privée de son second terme. De là nait dans l'esprit l'idée d'une sorte de symétrie dont jouissent les éléments a, b, c par rapport aux racines. Or c'est ce qui n'a pas lieu dans le système Wronski, ainsi qu'il est très-facile de s'en convaincre. Quelque intéressant que soit ce sujet, au point de vue de la constitution des racines des équations, nous devons nous borner à cette simple indication, et renoncer à des développements très-intéressants par eux-mêmes, mais qui nous détour- . neraient du but que nous poursuivons en ce moment.
Si maintenant on reporte sa pensée sur cet ensemble de variétés de racines, formant constamment des groupes quaternaires, issues toutes d'un même point de départ et résultant d'opérations algébriques autorisées sur une même équation primitive, on sera convaincu, nous l'espérons, d'une part, que la raison d'existence de ces variétés, toujours associées par quatre, repose sur le principe algébrique que l'unité, pour le 4« degré, possède quatre racines. Qu'on vienne en effet à sup-
primer ce principe, c'est-à-dire que ces quatre racines se rédui- . sent à l'unité, toutes ces variétés disparaissent en même temps, la multiplicité quadruple s'efface, et il ne reste plus pour x que l'unique valeur initiale, a + b + c. D'autre part, qu'en procédant à la solution d'une question, non-seulément on introduit dans le résultat des réponses étrangères, mais encore que suivant les divers procédés, tous légitimes, qu'on voudra mettre en œuvre, la nature et la valeur de ces réponses parasites changeront à chaque instant.
VIL Cinquième degré.
On ne doit pas s'attendre à ce que nous puissions aborder la généralité des cas de l'équation du cinquième degré. Tous les efforts que l'on a tentés pour la résoudre ayant échoué, nous serions à notre tour paralysé par les mêmes circonstances. Notre but n'est pas ici de courir après les choses nou\elles, mais d'expliquer, de justifier les anciennes, et surtout de rechercher leur raison d^être. Nous limiterons donc cq que nous avons à dire sur le cinquième degré à quelques cas simples dans lesquels la résolution est possible, et nous verrons que, dans tout ce qui, jusqu'à ce jour, s'est montré abordable aux investigations des géomètres, les principes exposés ci-dessus s'apphquent dans toute leur intégralité.
Si nous représentons par £ la première racine du cinquième degré de l'unité, et si, partant de xz=ia + 6, nous formons la cinquième puissance, nous aurons une équation dont les racines seront les produits successifs de a + 6 par i , £, £*, £*, £*.
Nous constatons ainsi dès l'abord comment l'influence des racines cinquièmes de l'unité, combinée avec celle de l'élévation à la 5* puissance, donne lieu à la création nécessaire de cinq racines.
Nous remarquerons maintenant que dans le développement de (a-f ^)* Qous aurons d'abord les deux termes a^ et &', tous les autres seront multipliés par 5a6 et formeront l'ensemble suivant :
ayant alors égard à ce que à? + ¥ est la même chose que
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(a+6)*— 3a6(a-|-6), on voit que cet ensemble peut s'écrire
5a6(a + &)»— 5a«6'(a+ft),
de sorte qu'en faisant tout passer dans le premier membre, on aura la condition :
Dans cet état, Téquation conserve pour ses racines les valeurs ci-dessus. Hais il n'en est plus de même lorsqu'on met xklsL place de a+ 6 et qu'on écrit :
^*— 5a6âî» + 5a*6*j?— (a' + 6') = o.
Cela tient à ce que les fonctions de a et de 6 qui figurent dans cette équation ne restent pas invariables pour les cinq racines précédentes; il en est bien ainsi pour a' et b^, mais le produit ab change pour chaque racine et prend successivement les valeurs
ab, ab£, abS", abS", ab£',
de sorte qu'elles cesseraient de correspondre à la même équation. On ne tarde pas toutefois à reconnaître que si, au lieu de multiplier a et b par la nhême racine de Tunité, ainsi qu'on l'a d'abord pratiqué, on les multiplie par des racines différentes dont la somme des exposants soit égale à S, tout restera invariable dans l'équation. Nous sommes en conséquence autorisé à dire que les cinq racines de l'équation ci-dessus ont les formes suivantes
Ce cas particulier de l'équation du 5« degré présente une analogie complète avec ce qui a lieu dans le 3"; aussi la résolution se fait-elle par un procédé identique dans les deux cas, et il en serait de même pour tous les degrés. Disons, en passant, qu'au point de vue concret, l'analogie consiste en ce que, dans le 3* degré, il s'agit de la trisection d'un angle, et que dans le cas actuel il s'agit de la quintisection ; plus généralement, pour un degré quelconque n, il existe toujours une équation particulière analogue qui répond à la détermination de la n'^""* partie d'un angle. Quoi qu'il en soit, l'équation actuelle n'est
pas générale; non-seulement il lui manque le terme en x^, mais elle est encore privée de celui en x*, et les coefficients de a;* et de a; sont liés par la relation que le second est la cinquième partie du carré du premier.
Lorsque ces conditions se réalisent^ lorsque l'équation du 5* degré se présente sous la forme
elle est résoluble ; la forme de ses racines est celle que nous avons ci-dessus déterminée, et quant à leurs valeurs définitives^ on les obtiendra au moyen des deux valeurs suivantes de a et de b qu'on déterminera par un procédé tout à fait analogue à celui dont on fait usage pour le 3* degrés savoir :
Passons à Texamen d'un autre cas.
Après avoir élevé x z=: a + bk la cinquième puissance^ on peut remarquer que les termes de ce développement^ à l'exclusion de a' + 6*, peuvent s'écrire :
ou bien
Sba*(a + by + Sb^a{a+b).
Remplaçant alors a+b par x, et faisant tout passer dans le premier membre, on aura la condition
a^—Sba^x^ — Sl^ax — (a'+6')= o.
Hais comme x n'est égal k a + b que pour la première racine^ cette équation va cesser de convenir aux quatre autres; or il est facile de se rendre compte des modifications qu'il faut faire subir à celles-ci pour qu'elles deviennent propres à l'équation nouvelle.
On remarquera d'abord que al^ + b* restera invariable quelles que soient les racines de l'unité par lesquelles on multipliera a et 6. Que reste-t-il donc à faire? à s'arranger de manière que 6a* et 6*a restent invariables après qu'on aura multiplié a et 6
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par des puissances convenables de £. Or ces deux résultats s'obtiennent sinvultanément, car si k et k^ sont les exposants de £ qu'il faut employer pour que ba* ne change pas^ on devra avoir
et il faudra que
élevant au cube^ il vient
ce qui se réduit à
II est donc vrai que les mêmes valeurs de A: et de k^ satisfont simullanément aux deux conditions. 11 ne reste donc plus qu'à combiner A: et A/ de telle manière que la somme k + 2V soit un multiple de 5; Ton trouve, d'après cela^ que les cinq racines auront les formes suivantes :
a + b, a£+b£\ a£« + 6£, aff + b&, a£' + b£\
Voilà donc encore un cas, mais un cas particulier de l'équation du 5* degré qui est résoluble. La particularité consiste ici : fo en ce que les termes en x'' et œ^ manquent; 20 en ce qu'il y aura une relation obligée entre les coefficients de x* et de X et le terme tout connu.
Soit en effet l'équation :
x^ + px^ + qx + r =0.
En la comparant à la précédente^ on aura :.
si Ton multiplie le carré de la première condition par la seconde, il vient
-^ = av.
Connaissant ainsi le produit et la somme de a'^ et de 6', on
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obtiendra par les procédés ordinaires les valeurs suivantes de a et de 6 •
qui; substituées dans les cinq types ci-dessus^ donneront les valeurs des racines.
Quant à la relation entre p, q et r, il est très-facile de Tobtenir.
En effet, si Ton élève la première condition au cube et qu'on la divise par la seconde^ on aura
puis^ élevant la seconde au carré et divisant par la première
d'où
_ fl* P*
telle est la relation obligée entre les coefficients. En conséquence, une équation du 5« degré ayant la forme
est résoluble^ et ces cinq racines ont le^ valeurs que nous avons ci-dessus déterminées.
Nous pourrions présenter encore d*autres exemples de formation et de mutations de racines résultant des procédés propres à constituer une équation du ^^ degrés et même quelques cas des équations de degrés supérieurs; mais nous devons mettre des limites à notre travail, et nous croyons en avoir assez dit pour justifier, dans ce que les équations ont d'accessible en matière de résolution algébrique^ toutes les assertions qui ont été exprimées au début*
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En résumé^ nous nous sommes appliqué à faire comprendre pourquoi l'élévation d'une équation à une puissance a pour conséquence inévitable Taccroissement du nombre des racines^ et met ce nombre en état d'équivalence avec le degré de l'équation résultante; et comment cette multiplicité est une dépendance nécessaire du principe dont jouit l'unité d'avoir pour chaque puissance autant de racines que l'indique le degré de cette puissance.
Nous avons montré par de nombreux exemples que les nouvelles racines obtenues par Télévation aux puissances changent de valeur, non-seulement avec un degré donnée mais encore, pour le même degré, suivant la disposition qu'il aura convenu d'adopter dans la répartition des termes d'une équation entre ses deux membres.
On conçoit ainsi comment il doit arriver si souvent que le résultat final de nos calculs contienne tout autre chose que ce qui semblerait, devoir s'y trouver d'après l'état direct de la question; comment, en particulier, l'imaginaire vient s'imposer dans des recherches qui^ cependant^ ont pris leur base dans le réel; comment ce fait, si surprenantau premierabord^ est une conséquence toute naturelle des procédés d'opération que l'on met en oeuvre^ et cela parce que le résultat nécessaire de toute élévation aux puissances est l'introduction implicite, mais inévitable^ des racines de l'unité^ c'estrà-dire de la forme imaginaire.
On voit enfin combien il est'nécessaire^ quand on est arrivé à une conclusion, de la discuter avec soin pour rechercher et choisir^ dans l'ensemble des racines obtenues^ celles qui sont spécialement applicables à la nature particulière de la question qu'on s'est proposé de résoudre.
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CHAPITRE VI
de L abstraction en ALGEBRE.
Sommaire. — I. Au point de vue purement abstrait, les études algébriques sembleraient ne devoir s'appliquer qu'à la pluralité. — II. Conception de la pluralité et du nombre. — III. Conséquences de cette conception pour l'interprétation des résultats algébriques abstraits. — lY. L'idée de nombre ne peut pas et ne doit pas être modifiée par ces résultats ; c'est sur les opérations qui y figurent que doivent être reportées toutes les difficultés. — V. Inadmissibilité de l'hypothèse des nombres dits isolés. — VI. Cette hypothèse, créée au sujet de certaines impossibilités algébriques, serait une véritable interdiction pour l'intelligence des calculs. — VII. Pourquoi n'a-t-on pas créé des nombres isoles pour toutes Jes sortes d'impossibilités algébriques? — VIII. Il ne saurait répugner à notre raison de considérer les nombres comme jouissant de la propriété d'être augmentatifs ou dimi> nutifs; cette idée doit être substituée à celle du nombre positif ou négatif isolé. — IX. Conséquences qui en résultent pour l'addition et la soustraction des nombres négatifs et positifs. — X. Examen et critique de quelques idées émises sur ces nombres. — XI. De la règle dite des signes pour la multiplication; conmient cette règle doit être entendue en théorie. — XII. Analogie entre cette règle et celle de la multiplication des nombres fractionnaires. — XIII. L'algèbre abstraite serait très-limitée si elle ne s'occupait que des questions possibles pour le nombre, même en y comprenant ce qui concerne les attributs augmentatifs et diminutifs. — XIV. Extension des services que peut rendre l'algèbre par la conception qu'à l'abstraction qui supprimerait les attributs des quantités on substitue celle qui se borne à en supprimer toute désignation spéciale; l'algèbre devient ainsi la science universelle des rapports pour la pluralité , la mesure et Tordre des choses.
II pourra sembler extraordinaire que, depuis les premières pages de cet écrit, nous ayons parlé si souvent de la partie abstraite du calcul sans la définir, et que ce soit au moment
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OÙ notre exposition est arrivée à sa fin que nous croyons nécessaire de nous expliquer catégoriquement sur ce qu^il faut entendre par l'abstraction en algèbre.
Si les idées que nous cherchons à faire prévaloir étaient généralement acceptées, si elles étaient à l'abri de toute controverse et acquises à la science sans réserve et sans contradiction, comme nous espérons qu'elles le deviendront un jour, il n'est pas douteux que, pour en présenter le développement sous la forme la plus rationnelle, ce qu'il conviendrait de faire consisterait à placer au début ce que nous mettons aujourd'hui à la fin, et à prendre nos conclusions pour prémisses.
Deux principaux motifs nous on t déterminé à agir autrement: d'abord notre intention n'a pas été de .créer un ouvrage d'enseignement ; nous adressant plutôt aux intelligences qui connaissent déjà la science qu'à celles qui veulent l'apprendre, la nécessité d'un ordre exclusivement méthodique élait moins nécessaire ; le rôle de la critique, qui est ici le nôtre, consiste plus encore à rechercher et à préparer les méthodes qu'à les exposer ; or, quand on a cherché, ce n'est qu'à la fin qu'on peut faire connaître dans quelle position nouvelle il est permis de se placer.
En second lieu, le sujet dont nous avions à nous occuper renfermant des obscurités, et notre but étant de les éclairer, il nous a semblé que nous devions prendre les choses telles qu'elles sont, et laisser chacun dans la situation d'esprit résul* tant de ses pensées, de ses études, deses.réflexions antérieures. Imposer dès le début notre manière de voir sur Pensemblc de la science eût été à peu près inutile pour ceux qui sont déjà disposés à penser comme nous, et susceptible d'éveiller chez les autres le sentiment des résistances préventives, écucil dauge>* reux contre lequel viennent si souvent se heurter les idées. nouvelles.
Nous avons donc pensé qu'en nous mettant en présence de toutes les convictions telles qu'elles peuvent s'être* faites, ce n'était pas pac une sorte de contradiction vis-à-vis d'elles, et non encore justifiée, que nous devions les aborder. 11 nous a paru que nous assurerions mieux la réussite de nos projets, en cherchant à produire d'abord ce sentiment de satisfaction que l'esprit éprouve toujours lorsque le voile de l'inconnu se sou-
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lève^ que le doute se dissi|)e, et que la clarté se fait sur les choses incomprises.
Maintenant que celte tâche nous paraît accomplie, et que les diverses obscurités de détail ont été successivement expliquées^ nous le croyons du moins, le moment est venu de formuler des conséquences plus générales^ et de faire connaître rinfluencedes explications précédentes sur l'ensemble de nos conceptions en ce qui concerne l'algèbre.
Bien que, dans ce qui a été dit jusqu'à présent, nous nous soyons presque exclusivement concentré dans le domaine abstrait, nous avons fait cependant quelques excursions dans le concret. C'était nécessaire, non-seulement pour donner une idée plus étendue de Tutilité de nos explications^ mais encore pour nous placer dans *la situation même qui nous est faite aujourd'hui par le mode d'enseignement usité, dans lequelsont admises simultanément les considérations de Tune et de Tautre sorte ; il fallait bien se mettre^ en partie du moins, à runisson de rétat général des esprits.
Nous allons maintenant nous occuper exclusivement du domaine abstrait^ expliquer en quoi il consiste, dire quel est son objets quelles sont ses fonctions. Hais^ pour qu'il ne puisse y avoir aucune incertitude à cet égard, quelques explications préalables sont nécessaires.
Si l'objet d'une définition est de faire comprendre une idée, à l'aide d'autres idées déjà connues, il est évident qu'en remontant la chaîne à laquelle une définition quelconque donnera lieu, nous arriverons à une idée primitive, à une idée mère de laquelle dépendront toutes celles qui l'ont précédée, mais qui sera elle-même indépendante^ et par conséquent indéfinissable. Or cela n'aura rien de fâcheux^ à la condition que nous aurons le sens intime de la conception de cette idée; car^ s'il en est ainsi, ma conviction sera formée sur elle, et il ne m'agrée pas moins d'avoir cette conviction par le témoigr.age de mes facultés mentales et physiques que par une définition qui peut être une erreur^ ainsi que l'étude des sciences Ta prouvé maintes fois.
CHAPITRE VI
Puisqu'en résumé, avons-nous dit dans nos Éludes sur la science du calcul , définir c'est faire comprendre, que vous importe que vous compreniez à Taide d'une paraphrase, ou par le moyen de celte conviction intérieure, de ce témoignage irrécusable qui naît de Tapplication de vos sens et de votre pensée aux divers objets du monde physique et du monde intellectuel ? Serez-vous mieux convaincu parce qu'on vous aura dit quelques mots^ que lorsque vous aurez appliqué toutes vos facultés à la connaissance des (ierceptions que font naître en vous les œuvres de la création ? Non sans doute, car cette application n'est pas celle d^m jour. Elle commence avec la vie^ elle marche et se développe avec elle. Or, comment douter des enseignements qu'une semblable étude constate, et pourquoi ne les accepterions-nous pas comme de véritables définitions? Ne sommes-nous pas obligés de reconnaître que notre raison ne les admet point par un vain caprice, mais parce qu'ils sont indispensables pour nous expliquer comment tous les effets que nous observons incessamment autour de nous sont réellement tels qu'ils nous apparaissent? Ces enseignements, au contraire, ne sont-ils pas plus positifs que nos définitions ordinaires? Car si ces dernières dépendent des combinaisons de notre esprit qtii n'est point infaillible, les autres n'ont d'autre base que les lois immuables de la nature elle-même.
Dès notre naissance, la vue, le toucher, Touïe, tous nos sens en un mot, concourent à nous donner l'avis des diverses choses créées. Nos besoins nous conduisent ensuite à faire un examen approfondi des propriétés inhérentes à ces choses ; de là l'origine des sciences. Mais, sans nous arrêter aux études spéciales de la forme, de la couleur, des qualités particulières de chacune de ces choses, nous remarquons, comme un premier fait, qu'un être quel qu'il soit n'est pas seul dans la nature; à côté de lui nous en observons un autre semblable ou différent, puis encore un autre, puis encore un de plus, et ainsi de suite, sans que rien limite cette faculté d'admettre sans cesse de nouveaux objets à côté des premiers. Or c'est par cette faculté, qui nous est donnée par la nature de percevoir plus d'une chose à la fois, que nous arrive l'idée de la pluralité; et que pourrait-on exiger de plus, au sujet de cette idée, que d'indiquer, ainsi que nous venons de le faire, à quelle faculté de
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notre organisation elle se rapporte, et par quels symptômes elle se réyèle ? Si cette expérience de tous les jours, de tous les instants, si ces observations, compagnes inséparables de tous les actes de notre vie, étaient impropres à nous convaincre, quels seraient donc les mots qui auraient la puissance de détruire une incrédulité que le témoignage sans cesse renouvelé de nos sens et de notre pensée ne saurait ébranler?
Ce qu'il y aurait de fâcheux, au contraire, ce serait plutôt de supposer que tout peut et doit être défini ; avec une pareille disposition d'esprit, on serait exposé à s'abandonner à une infinie succession d'efforts impossibles. Quoi que nous fassions, nous ne pourrons définir que des conséquences, nous ne définirons jamais les causes premières, car dire qu^elIes sont premières c'est leur ôter la possibilité d'être des déductions, et c'est par conséquent reconnaître qu'elles ne peuvent que relever directement de l'intuition.
Parmi les êtres créés, le caractère essentiellement distinctif de l'homme est le raisonnement; mais le raisonnement n'est qu'un moyen, une opération de l'esprit pour arriver à un résultat, or il n'y a pas de résultat sans point de départ. 11 était donc nécessaire, qu'indépendamment de tout raisonnement, il y eût chez l'homme un certain contingent dldées acquises, idées développées chez lui par le fait seul de son existence, et sans lesquelles la faculté de raisonnement, ne pouvant s'exercer, n'aurait été qu'un don stérile.
Au nombre des idées primitives dont nous avons à nous occuper ici se trouve en première ligne celle de pluralité, celle résultant de l'existence unique ou simultanée des objets, sans rechercher de quelle manière et sous quelles conditions ceuxci peuvent exister. C'est de cette idée seule qu'en abstrait il faut, à notre point de vue, faire dépendre la science algébrique; car c'est alors que nous arrivons au degré le plus élevé de Tat^straction. Nous mettons de côté en effet tous les attributs déforme, de couleur, d'étendue , de poids, etc., dont peuvent jouir les objets, pour nous occuper seulement des conséquences auxquelles la pluralité de ces objets peut nous conduire. Il est d'ailleurs évident que nous ne saurions aller plus loin en matière d'abstraction. Car si, après avoir supprimé tous les autres attributs t nous voulions encore supprimer celui de plura-
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lité, nous cesserions d'avoir toute notion de Texistence des choses; il ne nous resterait donc plus rien, et par conséquent il n'y aurait pas de science à constituer.
Hais, le principe de pluralité admis^ la première pensée de rhomme a dû être de rechercher les moyens d'exprimer, soit pour lui-même, soit pour les autres, les sensations variées et les plus immédiates qu'il fait naître en lui. Ces sensations dépendant des diverses manières particulières dont la pluralité peut affecter nos sens ont été distinguées par des signes conventionnels auxquels on a donné le nom de nombres. Les nombres sont donc les signes au moyen desquels nous exprimons et nous précisons les diverses sensations que fait naître en nous l'existence des objets au seul point de vue de la plura* lité.
Les sensations doivent nécessairement jouir de la propriété d'être multiples, puisque c'est par elles que nous sommes avertis des diverses manières d'être de la pluralité, et cela nous conduit à la conception de la formation du nombre. Hais, comme sans pluralité la notion de l'existence des choses disparaît, il s'en suit que lorsque nous parviendrons à l'expression la plus simple de la pluralité, celle par laquelle nous exprimerons qu'elle est réduite à l'unité, celle-ci ne sera plus susceptible de plus ou de moins : ou elle existera telle qu'elle est, ou elle n'existera pas. L'unité numérique n'est donc pas susceptible d'amoindrissement, elle est indivisible comme la sensation qu'elle représente; et parce qu'il nous est permis de concevoir les nombres comme formés par le plus simple d'entre eux ajouté successivement à lui-même, il s'en suit que le nombre tel que nous le considérons ici est soumis à la condition d'être formé par la répétition d'une unité essentiellement indivisible. Tel est fhialemenl l'objet sur lequel l'algèbre est appelée à exercer ses spéculations; tel est Tunique principe à l'aide duquel nous serons autorisé, dans la partie sÂ)straite, à interpréter les résultats de ces spéculations.
Le nombre, défini comme nous venons de le faire, doit donc être l'objectif essentiel de l'algèbre abstraite ; tout le reste constitue les moyens, les opérations que cette science mettra en œuvre pour modifier le nombre, la pluralité en plus ou en moins suivant nos besoins ou nos désirs; et sa mission consistera à
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rechercher les procédés propres à réaliser avec certitude ce plus ou ce moins. Ces procédés indiqueront donc les relations qui doivent exister entre l'idée de pluralité ou le nombre pris dans un certain état, et cette idée ramenée à un autre élat indiqué à Pavance, de sorte qu'on peut dire que l'algèbre est la science qui recherche et détermine les rapports que peuvent avoir entre eux les divers étals de Tidée de pluralité, c'est-à-dire les nombres. Ces rapports seront d'ailleurs naturellement exprimés par les moyens dont dispose l'algèbre, c'est-à-dire par les opérations.
Tels sont les termes dans lesquels nous paraît devoir être posée la question afin qu'il n'y ait pas plus d'incertitude sur le point de départ que sur les moyens et sur les conclusions.
Disons toutefois que, si nous nous plaçons au début dans une position où le point de vue est excessivement limité, nous verrons successivement l'horizon s'agrandir et s'étendre jusqu'aux distances les plus éloignées, et qu'il y aura autant de généralité dans les conclusions que de restriction apparente dans le début.
Ces choses ainsi entendues, si Ton vient à se demander ce qui doit advenir en algèbre des diverses conséquences auxquelles ses procédés devront nous conduire, nous n'hésiterons pas à répondre que, si nos demandes se trouvent en parfait accord avec la nature du nombre, les conclusions obtenues seront naturellement compréhensibles et réalisables; que si, au contraire, ces demandes sont inconciliables avec la nature du nombre telle que nous l'avons définie, les conclusions devront tout aussi nécessairement être irréalisables.
Et il est impossible qu'il en soit autrement. Car, que faudrait-il penser de l'exactitude de l'algèbre, et quelle pourrait être son utilité pour nous, si elle ne répondait pas par le possible à ce qui se peut, par 1 impossible à ce qui ne se peut pas ?
Or comment tout cela nous sera-t-il révélé ? par la nature des rapports qu'elle mettra à jour dans chaque circonstance, par le fait de conclusions exprimées, dans le premier cas, par
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un ensemble de moyens, d'opérations exécutables sur le nombre; dans le second cas, par un ensemble d'opérations inexécutables parce qu'elles seront incompatibles avec la nature du nombre.
Il n'y a d'ailleurs rien que de naturel dans cette manière de comprendre les choses, c'est-à dire dans celte association constante et inévitable du nombre et des opérations ; car des nombres seuls pas plus que des opérations seules ne sauraient constituer une question. Avec des nombres seuls, les moyens d'agir n'existeraient pas; avec des moyens seuls^ il n'y aurait pas plus d'objet que de forme possibles pour la demande et pour la réponse.
Si donc l'algèbre est la science qui a pour objet de nous apprendre ce qu'il faut faire pour modifier en plus ou en moins, et sous certaines conditions, un état primitif de pluralité exprimé par un ou plusieurs nombres, il faut, d'une part^ que nous lui fassions connaître cet état et ces conditions ; d'autre part, qu'à son tour elle nous indique ceux qui pourront nous permettre d'obtenir le but désiré; et il sera indispensable, qu'on le remarque bien, que ces nouvelles conditions et ce nouvel état soient en parfaite équivalence avec les premiers, sans quoi il est évident que l'algèbre n'aurait pas satisfait à la question proposée.
Cette équivalence, aussi nécessaire qu'évidente, entre l'expression algébrique primitive qui représente la demande et celle qui forme la conclusion est d'ailleurs la clef qui ouvre la réponse à toutes les difficultés. Et d'abord^ comme les nombres que nous plaçons dans la première sont parfaitement compréhensibles par eux-mêmes, qu'ils sont les représentants d'un certain état de pluralité, et qu'il n'est pas un seul de ces états dont nous n'ayons la parfaite intelligence, il s'en suit que nous devrons nous abstenir de faire rejaillir sur l'idée de nombre les obscurités qui pourront se présenter dans la réponse. Hais ce dont nous sommes beaucoup moins certains, c'est d'associer toujours les nombres très-compréhensibles dont nous faisons usage avec des conditions qui ne répugnent pas à leur nature. A cet égard nous pouvons être entraînés à de grandes méprises, et il peut y avoir ainsi dans les conditions écrites de la demande, et dans les opérations algébriques qui sont la re-
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présentation de ces conditions, des impossibilités inaperçues qui se succéderont sous diverses formes d'après les raisonnements employés pour arriver à la solution, et qui donneront infailliblement à celle-ci l'empreinte opérative équivalente et visible de Topération initiale impossible et dissimulée.
Voilà^ selon nous^ tout ce qu'il est permis de voir dans une réponse algébrique; rien ne nous autorise à modiûer l'idée que nous devons avoir du nombre, et à dire, par exemple, que pour se rendre compte de la nature des difficultés qui peuvent résulter de la division, il faudrait réagir sur l'idée de nombre, la contrarier, et avoir l'intelligence du nombre abstrait fractionnaire. Le nombre abstrait sera toujours le nombre à unité indivisible, et il ne saurait être permis de se demander s'il peut être autre chose. Car pour le concevoir avec ce singulier attribut qu'on appelle fractionnaire , il faudrait qu'on nous apprît ce que peut être une partie de ce que représente son unité, un fragment de sensation, c'est-à-dire un fragment de ce qui est au moins un ou de ce qui n'est pas.
Ce n'est que lorsque le nombre se trouve par exception composé d'un ensemble de groupes contenant chacun une même collection d'unités que, revêtant alors le caractère d'être un multiple exact, on trouve en lui, quels que soient les objets dont il représente la pluralité, le principe d'une commune mesure entre ses parties, ce qui rend possible l'idée de la division. Mais lorsque cette propriété fuit défaut, il n'y a plus moyerfde rattacher l'idée de division à cette collection qu'en se reportant aux objets mêmes, et c'est ce qu'on fait en concret, mais alors ce sont les objets, ce n'est pas le nombre qu'on divise.
Il n^y a donc pas de nombres abstraits fractionnaires, négatifs, radicaux, imaginaires, et mon esprit se refuse même à admettre que la question puisse être posée en ces termes^ tant de pareilles adjonctions et identifications avec le nombre sont antipathiques à la définition de ce dernier. Hais il pourra y avoir des soustractions, des divisions, des extractions de racines impossibles, et comme toutes les réponses algébriques sont un
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composé de nombres et d'opérations Je dirai que si quelquesunes de ces réponses sont irréalisables, c'est que les opérations qui y figurent étant antipathiques à la nature du nombre sont inexécutables sur lui. Hais cela ne rend le nombre ni incompréhensible, ni impossible, il reste ce qu'il est; l'algèbre n'a pas qualité pour modifier son essence et lui incorporer des qualificatifs que sa nature ne comporte pas; elle ne possède d'autre droit que celui d'indiquer comment il faudrait agir sur lui; et il n'y a par conséquent d'autre impossibilité dans tout ceci que celle des moyens qu'elle indique. Or, parce que ces moyens répugnent à la nature du nombre, est-ce une raison pour prétendre que cette nature change, que le nombre devient un non-sens ? N'est-il pas plus naturel de dire, au contraire, qu'en maintenant à la nature du nombre le sens qu'elle doit avoir, les moyens qu'il faudrait employer pour obtenir ce qu'on cherche ne sont pas réalisables ? Cela n'est-il pas plus logique que de se croire obligé à obscurcir des conceptions saines, et à faire d'une impossibilité, chose si usuelle dans ce monde, et malheureusement trop compréhensible quelquefois, une attaque directe contre le bon sens ?
Quant à la nature du nombre, je l'accepterai en toute circonstance telle qu'il m'est permis de la comprendre, je ne lui ajouterai rien, je ne lui retrancherai rien ; je lui laisserai toute l'indépendance comme toutes les restrictions qui sont la^ conséquence de sa conception; je me garderai bien de me detnandersi cette conception est toujours possible, si elle peut devenir quelquefois impossible. Ce ne sont pas les idées innées, les choses créées qui peuvent être soumises à de telles fluctuations; et je ne sais pas jusqu'à quel point l'impossibilité de conception d'une seule de ces choses ne viendrait pas modifier l'économie des lois naturelles qui nous régissent. Mais j'affirmerai avec raison que ce sont les opérations auxquelles nous voulons les soumettre qui peuvent être irréalisables.
On peut comprendre, d'après ces observations, combien nous devons trouver surprenante et illogique l'expression employée si souvent de nombres isolés: car ce n'est jamais à un
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nombre seul qu'on réserve cette qualification^ mais toujours à un nombre accompagné de quelque signe d^opération. Il y a là une bizarrerie de langage, tout au moins trompeuse dans les apparences^ qui peut le devenir au fond pour quelques esprits^ et qui confirme bien la tendance dans laquelle on est d'attribuer au nombre des qualificatifs autres que les siens propres, de sorte qu'on se fait ainsi après coup un épouvantait d'une tentative dont on aurait bien pu se dispenser^ puisqu'elle est si antipathique à la raison. La première idée qui vient à l'esprit en présence des expressions
—a, g, yjây a\Cir,
bien loin d'être celle de l'isolement, n'est-elle pas au contraire celle de l'association du nombre avec des opérations^ et n'avons-nous pas vu que telle est, telle doit être en efl'et la forme de toutes les solutions algébriques? Ce n'est que rarement et par exception qu'elles se présentent à nous sous celle du nombre dégagé de signes d'opérations, nombre qui est alors réellement isolé. Mais, même dans ce cas, l'idée d'opérations doit être subsistante dans l'esprit, car elles ont contribué à la formation du nombre solution, qui sans elles ne serait pas ce qu'il est; et, de ce qu'on n'en voit plus la trace dans l'effet, elles n'en ont pas moins été une des causes de cet effet.
Certes, si l'on veut faire de Texpression— a un être collectif, une création unique dans laquelle l'idée de nombre doit prédominer, tout en restant dépendante d'un attribut qui est complètement étranger à son essence, je ne comprendrai pas ce que peut être un pareil assemblage, pas plus que je ne comprendrai ce que peut être une sensation qu'on voudrait soumettre à la condition d'être négative par elle-même. Or, qu'on le remarque bien, telle est la conséquence naturelle vers laquelle on est conduit lorsque Ton dit qu'on veut considérer (—a) isolément. On en fait ainsi un être à part dans lequel l'attribut est évidemment inconciliable avec la définition du nombre, et qu'il est par conséquent impossible de comprendre. Mais si, au lieu de faire appel à cette sorte de solidarité qui cherche à unifier deux choses hétérogènes, ce que certainement l'algèbre ne commandç pas, nous nous bornons à voir purement
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et simplement ce que Talgèbre nous donne en réalité, c'est-àdire un nombre et une opération, et, pour parler plus clairement encore^ un nombre et F usage qu'il faudra faire de ce nombre; si nous ne cherchons pas à combiner en un seul tout incompréhensible deux choses distinctes qui se comprennent parfaitement dans les fonctions spéciales qui sont dévolues à chacune; si, sans autre complication d'idée, nous disons que lorsqu'une question donne naissance à la manifestation de— a, cela veut dire qu'elle sera résolue par remploi de a, et d'une soustraction; séparant alors ces deux choses, laissant chacune accomplir son rôle et sa mission, respectant les défînitions de chacune, et les employant Tune et l'autre suivant leurs moyens, et suivant ce que Talgèbre indique, il n'y aura plus rien dans tout ceci qui répugne à notre raison; étant parti d'un ensemble de nombres et d'opérations, nous arrivons à un autre ensemble équivalent de nombres et d'opérations; qu'y a-t-il de plus clair et de plus rigoureux qu'une telle conclusion ? Ne cherchons donc pas à ne voir qu'une chose là où nous en avons mis plusieurs au début, et où la logique de l'algèbre en met plusieurs à la fin; ne forçons pas notre esprit à s'enquérir de ce que pourrait être un nombre négatif, une sensation négative, demandons-lui simplement ce qui pourra advenir lorsque nous aurons à faire usage d'un nombre dont chaque unité doit remplir la fonction d'opérer par voie de diminution. Cela pourra ne pas toujours se pratiquer, mais du moins la compréhension de ce qu'il faut faire ne nous manquera jamais. Ce dont nous aurons à nous enquérir alors, ce sera de nous mettre à la recherche des procédés au moyen desquels nous pourrons combiner les nombres et les opérations de l'énoncé avec les nombres et les opérations de la conclusion. Or, non-seulement il n'y a plus rien d'incompréhensible dans les termes de cette question, mais sa solution est des plus faciles, et la fameuse règle dite des signes, sans qu'il soit nécessaire de recourir à aucune considération concrète, devient, même dans le pur domaine de l'abstraction, une conséquence immédiate des premières définitions de l'arithmétique, ainsi que nous le verrons tout à l'heure.
Hais le principe de l'invariabilité de la nature du nombre, nous le répétons, doit être respecté en toute occasion ; ne le ré-
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servons pas seulement comme un privilège de la partie abstraite de l'algèbre. Si le nombre, figure dans le domaine concret, il y prendra place avec ses attributs^ ni plus ni moins ; il ne peut pas en avoir d'autres^ car sans cela il cesserait d'être le nombre que nous avons défini, et il nous faudrait autant d'espèces de nombres que d'espèces de quantités à attributs différents. La division de i3 par 4> par exemple, ne sera pas plus possible en abstrait qu'en concret , et si nous n'avions que ce moyen de réaliser une solution , il faudrait y renoncera tout jamais. Seulement, tandis que, dans le domaine abstrait, nous nous trouvons en présence de la seule idée de nombre, et que les opérations à faire portent exclusivement sur elle, dans le domaine concret, la représentation des quantités est sinon en apparence, du moins nécessairement complexe, comme peuvent l'être les quantités elles-mêmes, et d'autant plus complexe que les attributs naturels de ces quantités le sont eux-mêmes davantage. Or, en vertu de cette complexité même, nous aurons à examiner si ce qui est et restera toujours impossible pour le nombre ne peut pas être pratiqué sur les éléments d'association, qui, alors, quoique sous-entendus dans la forme, viennent se combiner mentalement avec lui pour représenter la quantité. C'est ce que nous expliquerons en détail dans la seconde partie.
Il est maintenant facile de prévoir que les. attributs du nombre étant très-limités, il pourra y avoir dans l'algèbre abstraite beaucoup de solutions impossibles. Si, par exemple, un nombre doit être divisé en trois parties, et qu'il ne soit pas formé en totalité par une collection de groupes contenant chacun trois unités, il ne sera pas possible d'effectuer cette opération; si un nombre n'est pas un carré, c'est-à-dire s'il n'est pas formé d'une collection d'un certain nombre d'unités répétée autant de fois que l'indique ce même nombre d'unités, il sera impossible d'en extraire la racine carrée, et ainsi de suite.
Or, ce qui est très-digne d'attention, au sujet de ces impossibilités, c'est que tandis que pour quelques-unes d'entre elles on en est venu à vouloir les considérer comme des nombres
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d'une Dature particulière, dits isolés, et qu'en cet état il est impossible de comprendre^ on n'en a pas agi de même pour d'autres cas d'impossibilité et pour les oi>érations qui s'y rapportent. Les nombres qu'on prétend devoir être considérés isolément ne sont guère que ceux qui résultent de leur association avec l'opération soustractive, oul'opération imaginaire ; quantàceux qui répondent à leur association^ soit avec une division^ soit avec une extraction de racinesimpossibles, on se tient pour trèssatisfait à leur égards on n'a pas proclamé qu'ils étaient incompréhensibles^ on n'a nullement songé à leur infliger le stigmate de l'isolement. D'où vient cette distinction? On aurait de la peine à se l'expliquer en théorie^ et on ne comprend pas en vertu de quel privilège^ on n'agirait pas de la même manière pour des circonstances qui, les unes et les autres^ sont des indices d'impossibilité. Pourquoi voudrait-on faire un seul tout du nombre avec l'attribut négatif, et n'en ferait-on pas un du nombre avec l'attribut fractionnaire ? Le nombre abstrait^ nécessairement entier^ serait-il plus facile à comprendre lorsqu'on le force à ne pas être entier^ que lorsqu'on lui attribue le signe de la soustraction? C'est bien certainement, et nous nous ep convaincrons tout à l'heure, le contraire qui a lieu. Singulières questions auxquelles il serait difficile de répondre si l'on vou* lait se confiner dans le champ de la- théorie! Hais parce qu'en fait, dans l'algèbre abstraite où l'on n'opère que sur le nombre à unité indivisible, le choix des applications est fort limité^ et que d'ailleurs la science ne s'est pas formée tout d'une pièce, et suivant la marche rationnelle qui pourra être donnée un jour à son exposition, il en est résulté que la séparation de l'abstrait et du concret n'a jamais été faite, que les deux points de vue ont été confondus, et qu'insensiblement on a été entraîné, même sans s'en apercevoir, à attribuer au nombre, lorsqu'il est abstrait^ les facilités do réalisation qui se rencontrent dans les considérations concrètes. Or c'est en abondance que dans ces dernières vient figurer l'dttribut de la continuité qui nous permet de considérer les quantités qui en jouissent coumie divisibles en telles et tant de parties qu'on voudra. De là, comme nous l'expliquerons dans la seconde partie, la possibilité d'etTectuer sur ces quantités toutes les divisions et toutes les extractions de racines. Les quantités ainsi
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douées se rencontrent si fréquemment dans les questions que nous avons à traiter (les longueurs, les surfaces, les volumes^ les forces, les vitesses^ le temps sont dans ce cas), et nous avons si souvent réalisé avec elles toutes sortes de divisions et d'extractions de racines, que nous nous sommes habitué à ne plus considérer cesopérationscommedesenipêchements, sice n'est dans de très-rares circonstances. Telle a été la réaction nécessaire, quoique irréfléchie et inconsciente, du concret sur l'abstrait.
Il n'en a pas été de même à beaucoup près du négatif et de l'imaginaire. L'attribut qui leur correspond, outre qu^il est plus rare à trouver dans les quantités, a été reconnu et constaté beaucoup plus tard que celui de la continuité. Il y a même aujourd'hui un assez grand nombre d'esprits qui sont encore loin d'être familiarisés avec cet ordre de considérations; et cependant, chose fort digne de remarque, nous ferons voir bientôt que, tout au moins, nous avions l'attribut négatif sous la main avec le nombre abstrait. L'usage a donc manqué dans cette circonstance, la réaction du concret sur l'abstrait a été nulle sur ce point, et de là les doutes, les obscurités, le manque de compréhension , qui ont persisté et ont conduit à l'inconcevable conception des nombres ou quantités^ dits isolés.
Qu'on ne s'imagine pas d'ailleurs qu'au sujet de cette incroyable idée de Tisolement nous nous laissons aller à l'exagération, et que nous cherchons à assombrir à plaisir les teintes déjà trop sombres du tableau que nous en faisons.
Nous lisons dans un ouvrage d'ailleurs très-estimé et qui mérite de l'être à beaucoup dëgards:
a II ne faut pas voir, dit l'auteur, dans les moyens commodes a de renfermer toutes les formules duns une seule, de véritaa blës opérations «sur des quanlités négatives isolées ; opéra- « lions dont on a souvent démontré les règles, soit en les a rattachant vicieusement à celles des polynômes, soit en « cherchant à donner une existence à ces êtres fantastiques. 9
Certes, si nous admettions l'étrange système de l'isolement, nous serions de lavis de ceux qui disent :
a Toute démonstration sur les quantités négatives isolées ne a peut être qu'une illusion, puisqu'il n'y a aucun sens à attacher
GBAPITRE VI. 114
(L à des opérations arithmétiques sur des choses qui ne sont « pas des nombres et n'ont aucune existence réelle. »
Non^ sans doute, ce ne son t pas des nombres seulement, mais, à moins de ne pas savoir lire, il faudra bien confesser à coup sûr que ce sont des nombres et des opérations. Dès lors, les opérations de Tarithmétique exécutées sur ces sortes de choses sont certainement ce qu'il y a de plus usuel et de plus compréhensible dans la science. L'essentiel sera de les interpréter sainement et de les bien prendre pour ce qu'elles sont. Quant à Texistence, comment la leur refuser alors qu'à tout instant l'algèbre donne naissance à des expressions de la forme — a?Or qu'elles existent comme conséquence des calculs ou par TefiTet de notre volonté^ elles n'en sont pas moins la représentation d'une association de deux choses qui, si l'on n'en veut pas faire un tout isolé, si on les considère séparément l'une de l'autre^ sont parfaitement définies, parfaitement comprises dans leurs fonctions respectives^ sur lesquelles^ par conséquent, les opérations de l'algèbre pourront avoir un sens et produiront certains effets que le raisonnement nous fera découvrir.
Mais ce qui nous étonne, c'est que ceux qui professent une telle opinion puissent se livrer avec quelque intérêt aux recherches algébriques^ car nous nous demandons quelle idée il leur est possible de se faire d'une algèbre dont l'objectif n'est pas le nombre et dont les règles, à coup sûr les plus importantes, ne sont démontrées qu'à l'état d'illusion. 11 faut que la foi soit bien robuste chez ceux qui n'hésitent pas à faire de la voltige sur une corde qui n'en est pas une, qui n'aurait même aucune existence réelle, et dont les points d'appui seraient des illusions.
Mais passons, et constatons que le plus clair de tout ceci est, au |X)int de vue du fait tout au moins, la condamnation la plus péremptoire du fameux principe dePisolement. Que penser en effet d'un obstacle qui n'empêche pas même les esprits les plus ombrageux d'aller en avant ?
Quant à nous, nous n'hésitons pas à le dire, le seul énoncé de ce principe est un monstrueux abus de la parole, et l'idée de le prendre en considération est un abus non moins monstrueux de la pensée.
Or retournons l'un et l'autre, et affirmons : quant aux mots,
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que là où Ton dit isolement il faut dire association; quant à la pensée, que là où l'on veut procéder par la voie de la combinaison qui unifie, il faut au contraire procéder par la voie de la distinction qui dualise.
Sans doute, si l'on ne s'en rapporte qu'aux apparences, lorsqu'on s'est trouvé en présence d'un résultat de la forme — a, il y avait deux partis à prendre : ou bien unifier la réponse et considérer, comme on Ta fait, ( — a) isolément ; ou bien la dualiser et considérer — a comme l'indication qu'il faudra faire usage de a par voie de soustraction. En principe et en théorie, par suite de certains entraînements que nous allons expliquer, c'est la première résolution qu'on a adoptée ; mais, en fait et dans la pratique, c*est toujours en vertu de la seconde qu'on agit, tout en croyant cependant respecter le principe: situation qui s'expliquerait difficilement si; d'une part, on ne connaissait la puissance du préjugé, du parti pris, de la simple habitude, si l'on veut ; si, d'autre part, on ne savait que, quoi qu'on fasse, la vérité finit toujours par s'imposer.
Cependant, si l'on consulte l'algèbre, si l'on se rend compte de son mécanisme et de sa marche lorsqu'elle est appelée à résoudre une question, on est toujours conduit, ainsi que cela résulte de ce que nous avons développé à ce sujet, à reconnaître qu'à un ensemble de nombres et d'opérations elle ne peut faire autre chose que de substituer un ensemble équivalent, et que par conséquent ce sont toujours ces deux choses, nombres et opérations, qu'il faut voir dans ses réponses, chacune avec ses propriétés et ses fonctions spéciales.
A moins donc qu'il ne fût bien démontré qu'on a introduit soit dans les prémisses, soit dans le cours des raisonnements^ quelque chose qui fût semblable à cet être complexe qu'on appelle nombre isolé , c'est-à-dire quelque chose qu'on affirme n'avoir pas d'existence, il n'est pas possible que Talgèbre nous donne à la fin des calculs ce qui ne s'y trouve nulle part. Quant aux nombres et aux opérations considérés séparément, c'est bien différeiît, car c'est nous qui introduisons les premiers, et les secondes sont les moyens mêmes de l'algèbre. Tel est donc le véritable état sous lequel ils figurent et sous lequel nous devons les voir dans tout calcul algébrique.
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Toutefois^ lorsque des croyances deviennent aussi générales que celles que nous combattons en ce moment^ nous devons voir dans ce fait l'indice d'une cause qui a exercé une grande influence sur les esprits, et, précisément parce que cette cause a conduit à l'erreur^ il y a intérêt à la connaître.
Nous avons déjà expliqué que la science ne s'étant pas faite avec la régularité de la méthode suivant laquelle il convient de la comprendre et de Texposer, le concret s'est souvent confondu avec Tabstrait. Nous avons ajouté que l'attribut de continuité^ dont jouissent tant de quantité», ayant rendu possibles^ dans le plus grand nombre de cas, soit des divisions soit des extractions de racines impossibles pour le nombre abstrait, nous nous sommes de plus en plus familiarisés avec les formes fractionnaires et avec les formes radicales, réductibles ellesmêmes à Fétat fractionnaire^ sinon fini^ du moins approché, à tel point que nous n'avons plus considéré ces formes que comme des empêchements tout à fait accidentels, et que^ si l'idée de leur appliquer le principe de l'isolement s'est présentée momentanément à l'esprit, elle a dû être promptement abandonnée^ sous l'influence d'une pratique qui les voyait se réaliser presque toujours.
Il est résulté de là, grâce à ce principe de la continuité^ que toutes les opérations pouvant s'exécuter et nous conduisant constanunent soit à un nombre entier, soit à un nombre fractionnaire^ nous nous sommes de plus en plus imbus de cette idée que la réponse à une question devait toujours être un nombre de l'une ou de Tautre espèce et ne devait pas être autre chose. La possibilité des opérations étant ainsi un état normal^ et la trace apparente de celles ci s'eifaçant successivement par le fait de leur exécution jusqu'à s'évanouir complètement dans le résultat finaU l'importance des considérations théoriques qui s'y rattachent s'est amoindrie^ a fini par disparaître^ et nous en sommes arrivés à ce point de ne vouloir plus admettre que le nombre^ et toujours le nombre, comme réponse à une question. Âussi^ grand a été l'embarras, lorsqu'avec le nombre se sont présentés des signes d'opérations que le principe de continuité ne suffisait plus à expliquer, et que
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Tabsence ou l'ignorance de tout atlribut qui leur fût équivalent dans les quantités a naturellement laissés persistants. C'est alors qu^accoutumés à ne voir que le nombre et ne voulant Yoir que lui dans les solutions^ le contredit résultant de formes autres que le nombre est devenu la cause des plus inextricables difficultés^ et qu'on en est venu à se demander quelle
espèce de nombre pouvaient être ( — a), (a V--ï); formant ainsi un tout collectif de chacune de ces expressions^ et créant des êtres indéfinissables et incompris auxquels on a dû refuser l'existence après la leur avoir mentalement donnée.
Telle est la filière par laquelle, de confusions en confusions^ on est arrivé à ces choses qu'il nous est en vérité impossible de qualifier, sur lesquelles^ on le déclare, les opérations de calculs n'ont aucun sens, qui sont le néant, qui sont des fantômes, etc.^ etc. , et dont cependant on se sert tous les jours.
Tâchons maintenant de mettre un peu d'ordre dans cette étrange confusion d'idées.
Le nombre, nous l'avons dit^ est le représentant des divers états dans lesquels peut se trouver la pluralité^ et nous avons fait remarquer que son unité est indivisible. Hais si cet atlribut de la division est antipathique à la conception du nombre^ il n'en est pas de même d'autres attributs ou fonctions qui peuvent lui être dévolus. Ainsi, étant donné un certain nombre d'unités a, il ne répugne nullement à ma raison, il peut lui agréer au contraire, que ces unités soient considérées comme jouissant tantôt de la faculté d'être augmentatives, tantôt de celle d'être diminutives. On conçoit même que c'est là un ordre de considérations qui, dans la pratique, pourra avoir son utilité. Or, pour ne pas confondre le mode d'action des unes avec le mode d'action des autres, il sera nécessaire de les distinguer par des signes particuliers. Si l'on convenait à cet effet d*adopter l'indice a pour le premier mode, et l'indice 8 pour le second, la représentation se ferait par a^ dans un cas, par
a^ dans l'autre.
Gela posé, si l'on écriten regard les trois formesa, r^, a^, la
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première voudra dire qu'on considère a au point de vue unique de la pluralité qu'il représente; les secondes qu'à ce premier, point de vue vient s'en joindre un deuxième qui concernera les fonctions qu'on entend attribuer à ces pluralités^ savoir : que dans a^ les unités a seront augraentatives^ dans a^ elles
seront diminutives.
Ce premier aperçu suffit pour faire comprendre combien serait fausse l'idée que le nombre est essentiellement augmentatif. La seule chose essentielle qui appartienne à la conceptien du nombre^ c'est qu'il doit être toujours entier; quant au reste^ comme ce sont des fonctions qu'on veut faire remplir au nombre^ il n'y a évidemment aucun motif d'attribuer une prépondérance à l'une sur l'autre ; dans tous les cas, cette prépondérance, si elle devait exister^ affecterait uniquement l'idée de fonction et ne saurait en rien intéresser la nature du nombre ; pas plus^ par exemple^ que les fonctions que remplit Teau quand elle entre dans un vase ou qu'elle en sort n'intéressent la constitution intime de ce liquide.
Or^ il est évident que l'objet de l'opération arithmétique appelée addition étant de produire l'augmentation, et celui de la soustraction étant de produire la diminution, il y a non-seulement analogie, mais équivalence complète entre ces deux opérations et les deux attributs que nous considérons ici. Nous sommes en conséquence autorisé à dire que la fonction augmentative doit être représentée par le signe de l'addition qui viendra se substituer à l'indice a, que la fonction diminutive lésera par celui de la soustraction qui, à son tour, viendra se substituer à l'indice ^; et la réciproque sera vraie, puisque^ nous le répétons, les choses sont tellement définies qu'il y a équivalence entre les effets produits, d'un côté, par les signes d'opération , de l'autre^ par les fonctions que les nombres ont à remplir.
On comprendra sans peine maintenant que si — â, au lieil d'être cette combinaison mystérieuse qu'en voudrait faire l'isolement, est la double indication d'un nombre et d'une opération^ si ~a veut dire tout simplement qjie la collection des
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a unités doit remplir la fonction d'être diminutive^ de devoir être employée par voie de soustraction^ non-seulement — a *sera une chose compréhensible , elle sera en outre trèsmathématique; il n'y aura donc plus alors aucune illusion à chercher à démontrer quel pourra êlre le sens des opérations arithmétiques sur des choses arithmétiques elles-mêmes et dont Texistence^ cette fois très-réelle^ est parfaitement définie.
Or si — a doit être considéré comme remplissant la fonction de provoquer la diminution de a unités lorsque je viendrai l'adjoindre à un nombre^ il en résultera nécessairement que ce nombre sera diminué de a unités; si^ au contraire, je soustrais—a à un nombre, ce sera, d'après la définition de-7-a, soustraire à ce nombre une chose qui le diminue de a unités, et ce sera par conséquent l'augmenter d'autant.
Voilà donc toute la règle des signes pour l'addition et pour la soustraction ramenée à cette conception que tout le monde comprendra sans grands efforts, même les plus ignorants en mathématiques, car elle a été vulgarisée dans le public par ces sortes de sentences : que gagner une perte, c'est perdre ; que la perdre, c'est gagner.
Que s'il arrive, lorsque j'adjoins — a à un nombre, que les unités de a sont supérieures à celles de ce nombre, il me restera encore quelques unités négatives; mais cela n'est pas plus incompréhensible que lorsque le résultat de l'opération donne des unités positives: cela indiquera simplement que les premières conserveront la mission d'être diminutives, que les secondes auront celle d'être augmentalives; et que, dans les divers usages qu'on pourra avoir à en faire, il faudra les employer avec le caractère diminutif ou augmentatif qui appartient aux unes ou aux autres. Or est-ce que l'un de ces caractères répugne plus à la raison que Tautre ? Est-ce que l'usage du nombre dans le premier cas est plus difficile à concevoir que dans le second ? Est-ce que ces deux fonctions, au point de vue du concept, ne sont pas de même ordre? Quant aux embarras ultérieurs que, d'après certaines habitudes prises, on serait disposé à attribuer à l'une plutôt qu'à l'autre de ces formes, ils existent au même degré pour chacune; par exemple, si après avoir écrit œ + a=zb, h forme diminutive pour x est inconci-
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liable avec rbypothèse que 6 est plus grand que a, la forme augmentative ne le sera pas moins lorsque 6 sera plus petit que a. •
Ce qu'il y a donc de vrai, c'est que ces deux formes ne sont pas plus exclusives de compréhension l'une que Tautre. A chacune ses facilités de réalisation, comme ses empêchements ; à chacune ses usages. Or dès Tinstant que Tusage est accepté par la raison et défini, la chose qui en fournit l'indication est nécessairement com4>rise. Ce sera ensuite à nous à l'employer convenablement suivant les circonstances.
Mais, a-t-on dit, si je n'ai pas à l'employer ? Singulière question en vérité; que voulez- vous que j'y réponde, sinon que si vous n'avez pas à l'employer, vous ne l'emploierez pas. Ne dirait-on pas que, parce qu'une chose porte Tindication de l'usage qu'il en faudra faire, il faut nécessairement que cet usage soit fait, sans quoi la chose devient un être fantastique? Mais où donc l'algèbre et la raison ont-elles imposé une (elle condition ? Demandez au père de famille prudent et économe s'il considère comme fantastique, tant qu'il ne s'en sert pas, la pièce de métal frappée de l'empreinte qui indique son usage ; demandez au savant si les livres qu'il met dans sa bibliothèque n'ont aucune existence réelle pendant qu'il ne les lit pas; essayez de prouver aux hommes que des mets qu'on a fait cuire pour les mettre à Tusage de nous alimenter sont quelque chose d'incompréhensible tant qu'on ne les mange pas ; certains estomacs vous répondront qu'au contraire ce sont là des objets qu'on comprend beaucoup mieux quand ils sont cuits que quand ils ne le sont pas; voyez-vous le pharmacien, qui collige et étiquette des préparations, entouré clans son officine de bocaux chimériques et privés sur leurs rayons d'existence réelle, mais qui reviennent à la vie et à la réalité, aussitôt que l'ordonnance du médecin vient lui prescrire d'en faire usage !
Tout cela est-il bien sérieux ? On serait tenté de croire que non, et cependant ce ne l'est que trop. N'a-t-on pas, en effet, prétendu et écrit « qu'il n'y aurait aucun sens à attacher
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<c même à une expression de quantité positive isolée^ car que a signiQerait le signe + niis devant une quantité qui ne dea vrait être ajoutée à aucune autre? »
H faut que le mot isolé soit bien gros de tempêtes pour conduire Tesprit à de telles conclusipns. Hais, s'il en est ainsi, hâtons-nous, pour éclairer toutes nos notions sur Télectricité^ de la débarrasser de ces deux non-sens que lui infligent les signes + et — , de ces deux isolateurs qui ne peuvent qu'en obscurcir la conception ; peut-être alors pourrons-nous Toir à l'œil nu le fluide mystérieux. Refusons également d'accorder, en géométrie analytique, aucune intelligence aux coordonnées positives et négatives : que pourraient-elles, en eflet, signifier dès l'abord et en elles-mêmes en l'absence d'une addition et d'une soustraction actuelles? Supprimons enfin dans la trigonométrie les signes de ces arcs qui, pour être compris, devraient tout au moins figurer dans une addition et une soustraction, et qu'on n'ajoute ni ne retranche lorsqu'on veut donner la définition des lignes trigonométriques.
Si vous n'avez pas à employer, dites-vous ? mais c'est là une pure hypothèse qu'il faudrait justifier avant tout; oi: faitesnous voir une seule circonstance dans laquelle, en dehors de la fantaisie, vous n'aurez pas à faire usage soit des expressions que certaines études vous auront amené à considérer, soit de celles qui formeront une des réponses de l'algèbre ?
Seriez-vous donc ainsi fait, qu'à votre avis, l'une des fonctions de notre raison serait de s'ingénier à constituer des formes dont elle ne doit pas se servir et à provoquer des réponses dont elle ne fera aucun usage? Si telle est en effet votre manière de voir, résolvez équations sur équations; mais gardezvous de toucher aux racines : celles-ci ne sont faites que pour être mystiquement contemplées et vous donner de platoniques satisfactions ou d'incompréhensibles douleurs. Extasiez-vous et ouvrez tous les trésors de votre intelligence à la vue d'un nombre entier et même fractionnaire, mais voilez-vous la face et obscurcissez à plaisir votre pensée en présence d'un résultat négatif et même positif. Seulement, soyez bien convaincu que tant que vous voudrez vous maintenir dans cette situation, les choses de ce monde ne seront nullement intéressées à ce que des racines dont on ne doit pas se servir soient comprises ou
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incomprises; car si rintelligence des objets nous intéresse, c*cst par les services qu'ils nous rendent. Hais là où il serait bien constaté qu'il ne peut y avoir aucune utilité^ quel autre sentiment pourrions-nous avoir que celui d*une complète indifférence ?
Que si, au contraire^ les formes que nous introduisons dans nos recherches ont une mission que nous croyons toujours utile, si les réponses aux questions sont faites pour nous apprendre comment avec elles il sera possible d'arriver à un but que nous poursuivons, nous aurons un intérêt évident à ne pas rester dans Tincompréhension à leur égard^ à nous éclairer sur leur véritable signification, à connaître dans tous ses détails la manière dont nous devrons en faire usage.
Quant à ces usages, il ne faudrait pas croire qu'il n'y en a qu'un, celui qui dans ±a est indiqué par le signe apparent de a; car dans toute question, dans toute recherche, dta sera combiné avec d'autres nombres, avec d'autres opérations qui en feront tour à tour un être actif et passif pouvant fonctionner d'un grand nombre de manières. «
Or ce qu'il faut bien remarquer, c'est que dans les divers usages qu'on fait d'une chose déjà caractérisée par certains attributs, l'influence de ces attributs se fera nécessairement sentir sur les résultats obtenus; il sera par conséquent indispensable de se rendre un compte exact de cette influence. Par exemple, un voile coloré employé pour recouvrir des objets leur communiquera l'impression de sa nuance ; de Teau chaude, tout en produisant d'autres effets que celui de chauffer, communiquera du calorique aux corps avec lesquels elle sera en contact. Ainsi, dans chaque cas, l'effet total est une combinaison de l'attribut primitif avec Tusage actuel qu'on fait de la chose. 11 en sera de même de +a; le caractère de + a étant d'être augmentatif, celui de — a d'être diminutif, nous devrons, en employant Tun et l'autre, lui conserver son caractère. Ce que nous aurons à rechercher consistera donc à reconnaître comment ces attributs seront appelés à intervenir dans les résultats des nouvelles opérations auxquelles nous voulons soumettre + aei — a. Ceci nous ramène à notre sujet, et nous avons déjà vu comment les attributs en question fonctionnent dans les deux premières opérations de l'arithmétique.
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Passons maintenant à ce qui concerne la multiplication. La recherche de ce qui va se passer dans cette opération ne présente pas plus de difficulté que celle relative aux opérations précédentes, et Tintelligence des résultats n'y est pas moins apparente. Si — a doit être multiplié par b, comme — a est un nombre a d'unités qui possède Tatlribut diminutif leur répétition par b me donnera ab de ces unités ayant même attribut, même fonction à remplir; j'indiquerai donc cette fonction par le signe naturel qui lui convient en arithmétique, qui est celui dé la soustraction, etj'aucai pour résultat — afr. Si j'ai à multiplier a par — b, cela voudra dire que les unités de 6 ont deux rôles à remplir : d'abord celui de répéter a, ce qui donnera abj en second lieu celui de faire cette répétition ep imprimant à celle-ci le caractère qu'il porte lui-même^ celui de la diminution, le résultat ne pourra donc être que — ab.
Enfln, si je dois multiplier — a par — b, on remarquera que si b était positif, le résultat, d'après ce qui précède, serait — ab; mais parce que la répétition doit sefaire^ à cause de l'état diminutif) de b, sous la condition que les choses répétées vont devenir diminutives, nous serons conduit à nous demander ce qu'est la soustraction d'un nombre qyi porte déjà le caractère de la diminution; or c'est encore là, ainsi que nous venons de le voir, un cas du jeu de qui-perd-gagne, et nous serons ramené à ab.
Et maintenant, qu'on remarque bien la simplicité presque naïve de ces interprétations, et la suppression complète de toutes ces considérations si peu naturelles, si obscures, si inintelligibles de multiplications qui doivent se faire entre un nombre négatif isolé, et un autre nombre positif ou négatif lui-même.
En tant qu'il s'agira de multiplication, nous ne trouvons rien dans la définition de cette opération, rien dans la définition du nombre qui puisse nous diriger pour comprendre ce que peut être ± multiplié par ±, etune pareille question ne peut avoir pour cause et pour effet que l'égarement de l'intelligence. On multiplie des nombres, cela se conçoit et s'explique rationnellement. Hais multiplier des signes entre eux ! Où donc v a-t-ii
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dans les principes de Talgèbre quelque chose qui de près ou de loin puisse, je ne dirai pas justifier une telle idée^ mais s'y r;ittacher? Au point de vue de l'opération multiple, it a multiplié par ± b, quels que soient les signes qu'on voudra adopter, donnera le même nombre d'unités a&, et il n'est pas possible de concevoir les choses autrement. Mais comme, en vertu même de l'algèbre, les nombres jouissent de la propriété d'avoir soit l'attribut additif, soit l'attribut soustractif, il faudra, lorsque les nombres seront employés dans les opérations, leur conserver les attributs qu'ils peuvent avoir les uns et les autres, et s'enquérir, à mesure que les opérations se font, du double effet qui se produira, soit au point de vue des conditions qui intéressent les pluralités proprement dites, soit au point de vue des fonctions qui leur sont attribuées et qui sont elles-mêmes représentées par des opérations.
C'est ce que nous venons de faire pour les premières règles de Tarithmétique.
Mais une fois que le résultat est théoriquement justiûé, une fois qu'on a bien constaté quelle doit être, en ce qui concerne ce résultat, l'influence distincte, soit des opérations exécutées sur les nombres, soit des considérations relatives aux attributs primitivement dévolus à ces nombres, on peut essayer de formuler des règles qui, sous une forme simple et concise, seront un résumé commode et usuel de la démonstration théorique. Par exemple, dans le cas actuel, je vois que, si au lieu de considérer les attributs augmentatif ou diminutif, comme représentés par le signe de l'addition ou de la soustraction, je les considère dans la multiplication comme des facteurs -f i et — i, je pourrai, après examen des conséquences préalablement constatées, ériger en règle que lorsque l'on multiplie des facteurs de signe contraire, le produit est négatif; que lorsque les facteurs sont de même signe, le produit est positif; je pourrai encore remarquer qu'une des conséquences des résultats obtenus est que rien ne s'oppose à ce qu'on puisse étendre aux signes la règle de Tinterversion de l'ordre des facteurs. Hais au point de vue rationnel, il ne faudra- voir dans ces manières de s'exprimer qu'un moyen commode, pour la pratique, de revêtir de l'apparence de la multiplication des choses qui, au fond, ne sont pas et ne peuvent pas être une multiplication.
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Ces réserves faites, et le véritable sens qu'on doit attacher à chaque chose étant ainsi bien indiqué, noue ajouterons qu'il ne faudrait pas non plus se montrer dans un cas plus scrupuleux qu'on ne Ta été dans d'autres cas semblables^ et peut-être même plus anormaux que celui-ci. II a été trouvé commode^ en effet, de donner à Tidée primitive du nombre, et à celle des opérations qu'on exécute sur lui, des extensions qu'il serait impossible d'admettre en abstrait, mais qui sont parfaitement justifiables lorsqu'il s'agit de la représentation des quantités. La possibilité, bien constatée au préalable, d'effectuer toutes sortes de divisions sur certaines grandeurs nous a conduit à la considération du nombre fractionnaire et à celle d'opérations faites au moyen de ces nombres^ soit entre eux^ soit avec des nombres entiers, opérations qui ne sont pas^ à coup sûr, des multiplications dans le sens primitif de ce mot, et auxquelles on a cependant étendu le nom et l'idée de multiplication. Or lorsqu'on démontre les règles ordinaires de ces opérations, on ne fait pas autre chose que ce que nous venons de faire pour les nombres dits négatifs et positifs, et, si ce n'était une véritable prévention résultant d'habitudes prises depuis longtemps, il est bien certain qu'on ne devrait pas plus s'étonner dans un cas que dans l'autre de la manière dont on procède.
Si> en effets d'une part — a indique a unités qui jouissent de
l'attribut d'être diminutives, d'autre part ? indique a unités
qui possèdent celui d'entraîner la division par b; les unes et les autres devront donc, dans les opérations auxquelles elles seront soumises, conserver le caractère qui leur appartient, et voilà pourquoi, si je les multiplie par c, le produit ac qu'elles donnent l'une el l'autre devra porter l'indice de la diminution dans un cas, ce que j'écrirai — ac; et celui de la division par b
dans l'autre, ce que j'écrirai ^.. II y a une telle similitude de
chosesetde raisonnement dans ces deux circonstances, qu'on ne comprendrait pas pourquoi on refuserait à l'une ce qu'on admet
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pour l'autre. Il y a même plus, c'est que si l'on devait avoir des scrupules à cet égard, ce serait à coup sûr contre le nombre fractionnaire plutôt que contre le nombre négatif qu'il faudrait les concevoir en abstrait. Car, tandis qu'en abstrait la division de a par 6 ne peut pas se comprendre, ma raison ne fait aucune difQculté d'admettre qu^une pluralité quelconque puisse posséder la propriété d'être diminutive.
Nous reviendrons plus amplement sur ces questions lorsque nous nous occuperons des considérations concrètes. Hais il n'était pas inutile de donner, dès à présent, ce premier aperçu qui nous parait très-propre à faire voir que ce que nous avons fait pour le positif et le négatif n'est pas autre chose qu'une nouvelle application, d'ailleurs justifiée, de ces extensions qu'à tout instant dans la science on est conduit à donner aux idées primitives de nombre et d'opérations.
En ce qui concerne plus spécialement la multiplication, l'extension a consisté à abandonner l'idée restreinte de sa définition première pour, dire que c'est une opération qui consiste à former un résultat se composant avec le multiplicande comme le multiplicateur se compose avec l'unité. Or il est facile de se convaincre que la règle, dite des signes, joiy t de la propriété de pouvoir être englobée dans cette définition, de sorte qu'elle possède le double avantage d'être fondée en raison et d'être conforme aux habitudes de la pratique.
Présentons maintenant une dernière observation. Si, dans l'algèbre abstraite, pourra-t-on dire, l'indivisibilité de l'unité numérique est un si grand obstacle à la possibilité des réalisations, est-il bien nécessaire d'approfondir beaucoup cette partie de la science et d'en faire l'objet de recherches multipliées? Il est certain que si l'on ne voulait s'occuper que des solutions possibles pour le nombre, et si l'on mettait de côté, à mesure qu'ils se présentent, tous les cas d'irréalisation, le contingent àe l'algèbre abstraite se réduirait à peu de chose. Mais, limiter les fonctions de cette branche de la science à l'unique résolulion des questions qui intéressent le nombre abstrait, et qui
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sont possibles pour lui^ ce serait restreindre considérablement SCS facultés productives. Nous allons voir qu'au contraire il n y a pas de spéculations sur l'idée de pluralité qu'elle ne soit susceptible d'aborder^ et que les limites de sa puissance^ au point de vue des opérations réalisables pour le nombre abstrait, sont fort loin d'être la mesure des indications utiles qu'elle peut nous fournir.
Mais avant de nous expliquer sur ce sujet, qu'on nous permette une courte digression. Ce qu'il y a de fort remarquable dans tout ceci, c'est que ce soit précisément sur les opérations, sur les rapports tout à fait inconciliables avec la nature du nombre, qu'on a facilement passé condamnation, et que ce soit sur ceux qui sont très-compréhensibles pour lui qu'on a greffé l'épouvantail de l'isolement. En effet, tandis qu'on ne peut pas se rendre compte du fractionnaire et de l'irrationnel sans recourir aux considérations concrètes, on peut parfaitement comprendre en abstrait qu'un nombre possède le caractère d'être augmentatif ou d'être diminutif, et on vient de voir que cela suffit pour donner l'intelligence des expressions négatives. Voilà donc de ce chef le champ de l'abstraction considérablement agrandi. Or, de là à l'imaginaire il n'y a pas si loin qu'on pourrait le croire. En suivant, en effet, le cours des idées que fait naître dans l'esprit la considération que l'attribut augmentatif répond à l'addition, et l'attribut diminutif à la soustraction, on est conduit à se demander si l'imaginaire ne serait pas un attribut susceptible de correspondre à quelque autre fait d'opération arithmétique, qui ne serait plus irréalisable
comme l'est V--î et qui deviendrait la clef de beaucoup d'explications. Or ce fait arithmétique existe, c'est le changement de signe de la seconde puissance du nombre qu'accompagne
V — I. Tel est l'attribut arithmétique et parfaitement réalisable qui correspond à l'état imaginaire,, état qui, par rapport aux carrés des nombres, est exactement ce qu'est le négatif par rapport au nombre lui-même. Nous avons vu que telles sont, en effet, les conclusions auxquelles nous ont conduit les diverses applicationsque nous avons présentées dans le chapitre IV. Mais ce qui a été expliqué alors s*appuyait sur les procédés usuels de l'algèbre dont les démonstrations, on Ta vu« sont tenues en suspicion par beaucoup d'esprits. Or si maintenant les doutes
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ont disparu, ce qu'on peut dire et concevoir sur Timaginaire prend une tout autre consistance.
Ceci explique^ entre autres choses^ de quel fait compréhensible et purement arithmétique résulte l'impossibilité qu'une expression réelle puisse être jamais égale à une expression imaginaire. Ce n^est pas par cette raison banale et nullement algébrique qu'on comprend le réel et qu'on ne comprend pas l'imaginaire ; car^ outre qu'il y a des personnes qui ne comprennent pas même le réel négatif, l'impossibilité de celte égalité, se trouvant ainsi subordonnée à un état d'incompréhension que rien ne prouve devoir être permanent, ne saurait être considérée comme une vérité absolue. Or quelle que soit la situation de notre intelligence vis-à-vis de l'imaginaire, il nous sufflt de l'examen de sa constitution algébrique pour affirmer que jamais il ne pourra être égal au réel. Cela résulte de ce que le réel, quel que puisse être son état de réalité, est soumis à la condition essentielle de ne pouvoir créer que des carrés positifs, tandis que l'imaginaire, qui est privé de ce privilège, possède celui de produire des carrés qui, lorsqu'ils sont réels, sont nécessairement négatifs : propriété tout à fait pratique et fort précieuse dans un grand nombre de circonstances. Telle est la dissemblance réellement et arithmétiquement formulée qui existe entre ces deux expressions et en vertu de laquelle elles possèdent, vis-à-vis des carrés, des propriétés antipathiques qui s'opposent virtuellement à leur équivalence.
Revenons maintenant à la question relative aux facultés productives de l'algèbre abstraite.
Nous ferons remarquer à ce sujet que lorsque, dans une recherche quelconque, nous sommes parvenus au résultat, ce résultat, qu'il soit susceptible de réalisation ou qu'il ne le soit pas, n'en est pas moins l'indication rigoureuse et mathématique des conditions auxquelles il faudra satisfaire pour que la conclusion obtenue soit en parfaite concordance, en rigoureuse équivalence avec le point de départ. Il se manifestera alors un rapport algébrique nécessaire dépendant à la fois de ce point de départ et des raisonnements légitimes que nous
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aurons mis en œuvre. La vérité de ce rapport préexistera donc à Tusage^ aux applications que nous en voudrons faire et le succès ou Tinsuccès de ceux-ci ne saurait en aucune façon la justifler ou la contredire. Ce succès ou cet insuccès dépendront seulement de la nature du nombre dont les propriétés limitées ne permettront pas. toujours d'exécuter les opérations indiquées ; mais ces opérations n'en seront pas moins celles qu'il faudra faire pour mettre en concordance la conclusion avec le point de départ, et, par conséquent^ pour résoudre la question lorsque la nature de la quantité .étudiée rendra possibles les opérations Anales, f/est ainsi que telles divisions, telles extractions de racines impossibles pour le nombre seront réalisables pour la longueur et pour beaucoup d'autres espèces.
Que résulte-t-il de là au point de vue des conceptions générales ? Que la considération de tant et tant d'impossibilités qui sont la .conséquence de la nature du nombre abstrait n'est nullement un obstacle à la recherche des rapports algébriques qui les caractérisent. Nous voyons en effet que non-seulement ces rapports auront l'utilité de nous édifier sur les circonstances dans lesquelles les questions ne sont pas résolubles pour le nombre abstrait, mais qu'en outre ils nous feront connaître^ par leur forme même, la nature particulière de ces impossibilités: leur définition algébrique sera donc connue dans chaque cas. Dès lors nous serons en mesure d'apprécier si cette définition correspond à un ensemble d'opérations que l'étude des propriétés d'une quantité autre que le nombre nous démontrera pouvoir être pratiquées sur elle; et s'il en est ainsi, les rapports en question passeront pour cette quantité dans la phase de réalisation.
Nous arrivons ainsi à la conception d'une algèbre dont l'abstraction ne consistera pas dans la suppression des attributs des quantités autres que ceux du nombre abstrait, ce qui serait une abstraction restrictive, ou pour mieux dire un privilège d'élection, mais dans la supposition largement libérale que les attributs peuvent être quelconques ; que nous ne voulons pas nous attacher à quelques individualités, afin d'avoir le droit de les accueillir toutes sans exception ; ce sera Tabstraction du particulier en faveur du général, sauf, dans les applications^ à faire un choix judicieux des mesures et des formes
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qui coDYiendront à chaque taille et à chaque physionomie. Nous n'aurons plus ainsi seulement l'algèbre du nombre, de la longueur, des espèces, nous aurons Talgèbre dans toute sa généralité, et nous pourrons, à juste titre, l'appeler la science universelle des rapports pour la pluralité, la mesu)*e et l'ordre des choses.
On conçoit dès lors que toutes les découvertes faites, tous les résultats obtenus formeront une précieuse collection de documents formulés à Tavance, rationnellement applicables à tous les cas, résolvant toutes les questions dans lesquelles les liens algébriques entre les données et Pinconnue seront les mêmes, quels que puissent être d'ailleurs les objets soumis au calcul. Nous aurons dond ainsi préparé une fois pour toutes la résolution des questions susceptibles d'être semblablement écrites en algèbre; après quoi il ne restera plus qu'à examiner ce que permettent, au point de vue de la réalisation, les attributs des quantités considérées.
Sous le bénéfice de ces explications, les services rendus par cette partie de la science ne se bornent pas à ceux qui peuvent intéresser le nombre. L'algèbre abstraite devient ainsi un vaste formulaire au moyen duquel l'esprit débarrassé dans ses investigations sur le concret de la partie matérielle des calculs n'a plus à s'occuper que de trouver, dans des réponses toutes faites, raccord des opérations qui y figurent avec les attributs des quantités étudiées et d'en déduire le véritable sens des interprétations.
Ce sera là Tobjet des-recherches que nous exposerons dans la seconde partie.
ALGÉBRIQUE DES QUANTITÉS
Sommaire. — 1. Résumé des considérations développées dans ]a première partie. — IL Conséquences relatives à Timaginarité. — III. L'étude de ce qui est impossible pour le nombre n'est pas moins utile que celle de ce qui est possible, et conduit à la généralisation de Talgèbre. — IV. Définition de la quantité. Les seules quantités pour lesquelles nous avons la conception de l'égalité sont susceptibles d'être algébriquement étudiées. — V. Delà constatation de l'égalité entre deux quantités de même espèce. — Vï. De la représentation algébrique des quantités. — VII. Inconvénients résultant de l'habitude introduite en algèbre d'employer le mot unité à deux usages différents. Nécessité de bien distinguer l'unité numérique de l'unité concrète. — VIII. C'est dans l'unité concrète, ou module, qu'il faut chercher l'interprétation et la réalisation de tous les rapports impossibles pour l'unité numérique. — IX. Insuffisance des méthodes d'enseignement pour l'exposition des principes de la science,
Il ne sera pas inutile, avant d'aborder Texposé de ce qui concerne le concret, de revenir succinctement sur Tensemble des considérations développées dans la i""' partie, et, sans nous astreindre à suivre Tordre même qu'il nous a paru nécessaire d'adopter pour les besoins de )a discussion, de signaler les horizons les plus saillants de la situation nouvelle dans laquelle il nous est permis de nous placer.
Nous insisterons d'abord sur ce point essentiel que la mission de l'Algèbre n'est pas autre que celle de soumettre les nombres qui lui sont confiés à des opérations de pluralité, à des
opérations qui ont pour unique objet de produire le plus ou le moins suivant les différentes manières dont nous concevons que la pluralité peut s'amplifier ou se restreindre. Notre raison doit se refuser dès lors à admettre que, du fait de ces opérations; il puisse résulter quoi que ce soit qui, de près ou de loin^ entraîne la conséquence que l'idée de nombre doit s'effacer dans notre esprit, non pas pour disparaître, ce qui serait le résultat de la soustraction de deux pluralités égales, mais pour que la conception si précise et si nette que nous en avons soit remplacée par des choses non définies, incompréhensibles, fantastiques, inqualifiables, et pour lesquelles le mot imaginaire vient se poser en antagoniste du mot raison. Ne faudraitil pas atout jamais renoncer à se servir des lois du raisonnement, s'il se pouvait faire qu'elles nous conduisissent à de telles alternatives et qu'elles eussent le pouvoir de nous faire passer, du monde réel que nous leur demandons d'expliquer, dans un monde idéal qu'il nous serait défendu de comprendre ?
Il n'est donc pas possible que l'imaginaire et les autres choses incomprises de l'algèbre soient de véritables interdictions jetées à notre intelligence. Nous devons nécessairement en avoir raison et nous pouvons accepter la lutte qu'elles nous pro))Osent avec la conviction que le succès couronnera un jour nos efforts.
Car ce n'est pas nous qui avons inventé Timaginaire. S'il en était ainsi, après avoir reconnu que ce ne peut être (|u un égarement de notre intelligence, nous n'aurions purement et simplement qu'à y renoncer; c'est l'algèbre elle-même qui est venue nous l'imposer comme réponse à certaines questions et cela à la suite des raisonnements les plus inattaquables. Examinons donc ce qui a pu se passer dans ces questions; scrutons avec soin ce que nous avons pratiqué lorsque nous les avons proposées à l'algèbre; étudions en même temps la forme particulière que revêt l'imaginaire, rendons-nous compte des propriétés algébriques qui appartiennent à cette forme, et sans doute il résultera de cet examen quelque utile enseignement.
C'est ce que nous avons fait dans ce qui précède, et de l'ensemble de ces recherches il est résulté d'abord que l'imaginaire n'est ni un nombre, ni une quantité, ni une convention; c'est une opération algébrique définie par sa forme même* Si donc la présence de celte forme est une cause d'obs^
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curilé dans la science^ ce n'est pas sur l'idée de nombre, sur ridée de quantité, que ces obscurités devront rejaillir, c'est sur la seule idée d'opération ; cette première conséquence est de tout point rationnelle^ car Talgèbre ne fait pas le nombre, mais elle fait sur lui des opérations, ou, pour mieux dire, elle indique celles qu'il y a à faire, et elle n'a pas d'autre mission à remplir.
Ce premier point éclairci, nous ayons constaté que mettre un problème en équation, c'est établir que des nombres connus ou inconnus, soumis à certaines opérations préalables, doivent satisfaire à une condition imposée. Nous avons constaté, en outre, que toutes les transformations algébriques qu'on fait subir à ce premier énoncé doivent nécessairemeut lui être équivalentes et représenter comme lui un ensemble de nombres et d'opérations ; qu'il en sera par conséquent de même de la transformation finale qui forme la solution; de sorte qu'il est indispensable de voir dans cette solution, outre le nombre, les opérations; la présence de celles-ci étant donc justifiée dans le
résultat, si sf^y qui est une opération, devient la cause que Tintelligence de ce résultat se trouve obscurcie, nous serons de plus en plus confirmés dans celte pensée que ce n'est pas sur l'idée de nombre que nous devrons faire rejaillir ces obscurités^ mais sur l'idée seule d'opération.
Mous arriverons ainsi, non pas à une incompréhension, mais à une opération impossible, ce qui est bien difTérent; il y aura échec pour les moyens de réalisation, il n'y en aura pas pour la raison. Mais, s'il existe des impossibilités dans un résultat qui est la conséquence de déductions toutes logiques, il serait déraisonnable d'admettre qu'il n'y en a pas dans les prémisses. Nous ne saurions donc nous refuser à reconnaître qu'à l'impossibilité dans la réponse doit correspondre une impossibilité dans la demande : impossibilité existant au fond dans Tune et dans l'autre, mais manifeste, quant à la forme, dans la solution, dissimulée dans la demande.
La définition algébrique de \J^i rend d'ailleurs parfaitement compte de cette sorte d'antagonisme dans les apparences. En
effet, toutes les puissances paires de ^— i étant réelles, il suffit, pour faire disparaître toute idée de contradiction, d'admettre
que les nombres qui dans la solution sont affectés de v/^ se trouvent dans Ténoncé élevés à des puissances paires. Nous pouvons même nous borner à la considération des carrés; car
la conséquence la plus immédiate de la définition de y^^^ étant que le carré du nombre auquel il est accolé doit être négatif^ il en résulte que toutes les fois qu'une quantité a figurera dans un énoncé par son carré et que de l'introduction de ce carré avec un certain signe il résultera une impossibilité dans la demande, nous pourrons affirmer que Timpossibilité de la réponse
devra être figurée par a ^ — i; et, à l'inverse, la présence de
a kj — i dans une solution sera l'indice que dans renoncé le carré de a a été introduit avec un signe qui rend cet énoncé impossible. Tel est le fait arithmétique le plus immédiat et
parfaitement concevable de la manifestation de y^^ dans une solution; à Tim possibilité de changement de signe du carré par le réel, l'algèbre répond par Timpossibililé tout à fait équivalente de l'imaginaire de la racine; ce qui établit une analogie entre le point de départ et la conclusion.
En outre de cette cause de la manifeslation de l'imaginaire dans une réponse, il y en a une autre qui consiste en ce que^ l'unité ayant plusieurs racines pour chaque degré, toute élévation aux puissances aura pour offet inévitable, soit dans la préparation algébrique de l'équation qui exprime l'énoncé, soit dans les procédés employés pour résoudre celle-ci, l'introduction de ces racines de F unité qui, inapparentes sous le voile de ces puissances, se manifesteront à la fin sous leur forme naturelle qui est celle de l'imaginaire. Cette introduction, résultant en fait dans l'abstrait des propriétés reconnues comme appartenant à certaines expressions algébriques, sera parfaitement expliquée dans ses causes premières, et sa nécessité deviendra manifeste lorsque nous nous occuperons dans le concret des directions en géométrie.
En résumé, nous pouvons dire :
L'imaginaire \f^i n'estpas une incompréhension, c'est une impossibilité de calcul.
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Sa présence n'affecle en rien l'idée de nombre, mais uniquement celle d'opération.
L'imaginaire est une opération algébrique indiquant une impossibilité d'une espèce particulière de satisfaire à une question avec du réel.
H est la conséquence obligée de l'introduction d'une impossibilité dansune demande; de plus cetledernière impossibilité,
pour correspondre avec celle de Timaginaire asj — i, consiste en ce que dans un énoncé le carré du nombre a est afTeclé d'un signe qui rend cette demande incompatible avec les propriétés des nombres réels.
. Par conséquent il nous sera toujours possible de savoir comment un énoncé doit être redressé pour que Timpossibilité finale disparaisse.
Voilà l'indication nette, précise, mathématique de ce qu'est Timaginaire et des services qu'il peut nous rendre. Sans doute cette indication ne réalise pas cette forme pour le nombre, mais elle rationalise sa conception; non-seulement elle nous débarrasse de ces considérations si répulsives au sujet de certains êtres qui, tout chimériques qu'on a voulu les faire, ne pouvaient pas être mis hors de cause, mais elle nous permet à la fois et de comprendre la présence de ces formes dans les calculs et d'expliquer les causes premières, nécessaires, logiques de cette présence. Nous verrons plus tard combien il devient facile avec ces explications d'obtenir pour certaines quantités la réalisation physique de la forme imaginaire.
Indépendamment de l'imaginaire, il y a aussi d'autres sortes d'impossibilités pour le nombre, par exemple : la forme fractionnaire et radicale, mais nous avons expliqué comment il résulte de l'habitude dans laquelle on est de confondre l'étude des quantités avec celle du nombre, qu'on s'est peu à peu familiarisé avec ces formes tout inconciliables qu'elles sont avec les propriétés du nombre. C'est un sujet que nous allons reprendre dans l'étude du concret. Quant au positif et au négatif, nous avons expliqué comment ils correspondent aux deux attributs qu'il nous est possible d'associer avec l'idée nombre, savoir celui d'être augmentatif et celui d'être diminutif, et celte considération nous a conduit fort simplement à la démonstration des règles des signes.
Après aToir ainsi passé en revue Tensenible des formes qui constituent le contingent de l'algèbre, nous avons remarqué que, s'ilen est quelques-unes propres à résoudre les questions proposées pour le nombre, il en est un plus grand nombre encore qui accusent des impossibilités de réalisation; de sorte que, si on voulait s'occuper exclusivement des premières, le recueil des propriétés relatives à l'algèbre du nombre abstrait se réduirait à fort peu de chose. Mais n'est-il pas naturel de se demander pourquoi on se bornerait à la seule étude du possible, et n'est-il pas évident que, si nous avon? intérêt à connaître ce qui concerne cette partie de la science, il nous importe aussi d'être renseignés sur ce qui ne se peut pas? N'avons-nous pas vu que la recherche des causes de ces empêchements est un moyen très-efficace de nous faire reconnaître et de redresser certaines erreurs de nos propositions? c'est là une fonction incontestablement utile. On a pu se convaincre, en outre, que c'est précisément parce qu'on n'était pas suffisamment entré dans cette voie qu'on a été conduit à introduire dans la science exacte par excellence les idées les plus inexactes, les plus singulières bizarreries sur des choses dont on fait usage continuel* lement malgré tous les interdits lancés contre leur compréhension.
Or, maintenant que nous savons que ces choses ne sont pas des empêchements pour notre raison, et qu'il ne faut plus les considérer que comme des entraves dans les moyens d'agir, n'y a-t-il pas lieu de se demander si ces entraves qui existent pour le nombre existeront pour toutes les quantités? Si la réponse à cette question doit être négative (et ce que nous savons déjà du fractionnaire nous autorise à dire qu'elle l'est du moins en partie), il devient évident qu'il y aura un incontestable intérêt à étudier toutes les formes de rapports possibles ou impos* sibles pour le nombre, puisqu'il nous sera permis d'entrevoir que, dans certaines circonstances, les unes et les autres pour* ront être utilisées pour des réaUsations.
La question ainsi posée nous a conduit à donner à l'étude de l'algèbre une tout autre étendue que celle qui se bornerait à la connaissance des propriétés seulement applicables au nombre
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abstrait. EUedevient une recherche générale de tous les rapports que cette science est susceptible de mettre à jour^ sans s'inquiéter de la possibilité de la réalisation, et en se préoccupant seulement de la justification de leur vérité.
Ceci bien compris, lorsqu'abandonnant Tétude du nombre nous aborderons celle d'une quantité, nous n'aurons plus qu'à rechercher parmi ces divers rapports quels sont ceux qui, eu égard à la nature particulière de cette quantité, aux propriétés qu'elle possède, sont susceptibles de passer pour elle dans la phase de la réalisation ; cela une fois fait, nous reconnaîtrons immédiatement ce que nous avons à prendre dans Talgèbre générale pour en former l'algèbre particulière de cette quantité.
C'est ce dont nous allons maintenant nous occuper ; mais pour marcher sûrement dans cette voie, il est nécessaire que nous nous rendions compte de la manière dont on peut représenier les quantités dans la science du calcul.
Qu'est-ce d'abord qu'une quantité? On a dit que c'est tout ce qui est susceptible d'augmentation et de diminution. Nous n'irons pas à rencontre de cette définition, mais il faudra bien remarquer qu'à ce compte, presque tout doit être réputé quantité : non-seulement les objets matériels et les propriétés diverses dont ils peuvent être doués, mais encore tous nos actes personnels, qu^ils soient physiques, moraux ou intellectuels , car il n'est pas une seule de ces choses à laquelle je ne puisse appliquer les attributs du plus ou du moins; l'idée seule de Dieu est exclusive de celle de supériorité. Les classements que nous faisons à la suite d'examens^ de concours, d'expositions ; les appréciations diverses que nous portons sur les œuvres de l'esprit, sur les vertus privées ou publiques, etc., sont une preuve que toutes ces choses, sous les mêmes espèces, ne sont pas égales les unes aux autres, et que, dans notre esprit, elles sont classées comme valant tantôt plus, tantôt moins.
Tout cela sera-t>il donc susceptible d'être soumis aux spéculations de l'algèbre? Non, sans doute, car l'algèbre ne s'occupe pas de ce qui est plus ou moins grand d'une manière quelcon-
que; elle possède un moyen parliculier à elle pour évaluer ce plus ou ce moins ; et ce moyen^ c'est Taugmentation ou la diminution par la voie de la pluralité, par le nombre^ par la répétition. Lorsque nous aurons acquis la conviction qu'une chose peut être ainsi augmentée ou diminuée par le procédé que nous appellerons numérique, les supputations relatives à ces augmentations et diminutions pourront être algébriques; mais il n'en est pas ainsi pour un grand nombre d'objets. D'ailleurs, nous ne voulons pas prétendre que des choses, aujourd'hui inabordables à l'algèbre, parce que nous n'avons pas les moyens d'évaluer par les nombres leurs variations en plus ou en moins, ne seront pas un jour ses tributaires . À cet égard, il n'est pas possible de se prononcer. Pour répondre péremptoirement à ces questions, il faudrait avoir, ce qui nous manquera toujours, une connaissance anticipée du progrès des sciences. Ce n'est pas que, dès à présent, pour certaines choses, quoiqu'elles ne soient pas algébriques, nous ne puissions, à certains égards, introduire en elles la considération du nombre; ainsi, il est bien certain que le développement de l'intelligence chez les individus est une fonction du temps qu'ils consacrent à l'étude, de l'importance des ressources bibliques et orales qu'ils ont à leur disposition : voilà des éléments pour lesquels, jusqu'à un certain point, l'évaluation numérique peut intervenir; mais que dire de ce qui concerne la force de volonté, la tension d'esprit, les facultés naturelles? Il nous serait fort difficile de concevoir comment le nombre pourrait intervenir dans leur appréciation, et dès lors nous ne saurions les considérer comme susceptibles d'être algébriquement exprimées. Cependant, malgré tout ce qu'il y a d'incertain quelquefois dans l'application du procédé numérique, c'est celui auquel nous sommes obligés de recourir lorsque nous voulons procéder au classement des intelligences ; par exemple, dans les examens, les appréciations des réponses sont généralement faites par des nombres, quoique nous n'ignorions pas que ce n'est pas là un moyen rigoureux, et nous en dirons tout à l'heure la raison, mais parmi ceux que nous pourrions employer, c'est celui qui nous a paru le meilleur pour nous faire approcher le plus près possible de la vérité.
Par conséquent, puisque le nombre est le moyen exclusive-
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ment employé par Taigèbre pour exprimer les augmentations et les diminutions^ il est nécessaire que la propriété de Taugmentation et de la diminution des choses soit exprimée par des nombres pour que Tétude algébrique de ces choses puisse être faite. H 7 a donc un intérêt évident à rechercher à l'aide de quels moyens on reconnaîtra que ces augmentations et diminutionspeuyent être numériquement représentées. Or ce moyen existe, il est simple et facile, et il consiste à s'assurer que Tégalité peut exister entre deux choses de même espèce. S'il en est ainsi, tout ce qui concerne le plus ou le moins de cette espèce pourra être exprimé par des nombres et par conséquent par Talgèbre, aiosi que nous le verrons tout à l'heure.
Hais disons d'abord quelques mots de la constatation de ces égalités.
Considérée au point de vue le plus général, la rigoureuse égalité de deux choses est aussi facile à concevoir en principe, que difficile à réaliser en pratique, parce qu'il n'est pas d'objets qui ne possèdent une foule d'attributs et que l'égalité absolue entraîne la nécessité que tous ces attributs aient simultanément la même valeur; or cette condition est déjà très-difficile à réaliser pour un seul. Prenez deux sphères de même rayon, elles seront égales en volume et en surface, mais à. la condition que la substance qui les compose ne sera pas poreuse ; car, dès l'instant qu'elle est poreuse, ToUigation première, celle de l'égalité du rayon, pour tous les points d'une même sphère, cesse d'exister et vous ne pouvez plus conclure. Ces deux sphères, si elles sont de même rayon et formées de même matière,devront avoir le même poids, maisàla condition quecette matière sera parfaitement homogène et parfaitement semblable dans les deux sphères. Or, dans la nature, l'absence de porosité est aussi impossible que l'existence d'une homogénéité parfaite. A ces premières causes de dissemblance, il. faudra joindre celles de la couleur, de la température, de l'état électrique.
On voit donc que non-seulement l'égaUté d'ensemble pour les attributs sera une chose vraiment impossible à réaUser, qu'il en sera encore de même si on fait abstraction de tous les
autres altributs pour ne s'occuper que d'un seul; maïs il n*y aura aucun inconvénient à cela, pourvu que les différences d'égalité ne dépassent pas ce dont Tini perfection de nos sens nous oblige nécessairement à ne pas tenir compte. On sait d^ailleurs que l'étude des sciences met à notre disposition divers moyens de suppléer en partie à cette imperfection naturelle, et nous y aurons recours toutes les fois que la nécessité d'une plus grande rigueur dans les évaluations se fera sentir. Nous ne nous arrêterons donc pas à ces insuffisances, qui sont une dépendance delà nature même des choses, et qui n'empêchent pas d'ailleurs notre pensée d'arriver à la conception de l'égalité vraiment parfaite.
Comment maintenant ces égalités pourront-elles être constatées? De [)lusieurs manières différentes suivant la nature des objets dans lesquels nous nous proposerons de les considérer. Hais il y a une méthode générale pour procéder à ces constatations ; elle consiste à s'assurer que, dans les mêmes circonstances, les effets produits par les choses qu'on suppose devoir être égales sont les mêmes. Or les moyens pourront être yariables à l'infini.
Par exemple, dans la géométrie, lorsqu'il s'agit de la forme des figures, il faudra que ces figures puissentse superposer directement dans toutes leurs parties; si ce résultat est obtenu, il sera évident pour nous que l'égalité existe.
Pour les poids, il faudra que mis l'un et l'autre dans les plateaux d'une balance qui se tient naturellement en équilibre, cet équilibre persiste.
Pour les températures, deux sources de chaleur seront égales lorsqu*agissant à la même distance sur un même corps et dans le même temps, elles augmenteront les températures initiales de ce corps d'un même nombre de degrés; et encore cela suppose-t-il que Ton n'a pas égard aux variations que la chaleur spécifique peut éprouver suivant les températures.
Quoi qu'il en soit, ce dont on aura à s'enquérir avec soin, ce sera de faire agir les quantités dont on veut vérifier l'égalité dans des circonstances et dans des conditions identiques, et, si alors les effets obtenus sont exactement les mêmes, notre raison acceptera la conséquence que les deux quantités qui ont agi jouissent de la propriété d'être égales.
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II convient en outre de remarquer que les objets dont nous pouvons avoir à nous occuper jouissent généralement de la propriété de posséder simultanément plusieurs attributs; lorsque nous voudrons spécialement nous occuper d'un seul de ces attributs^ il ne sera pas nécessaire que Tégalité générale de ces objets existe^ il suffira qu'elle soit reconnue pour celui de ces attributs dont nous faisons actuellement Tétude : alors au point de vue de ces attributs^ nous pourrons considérer les objets comme égaux^ mais nous exprimerons mieux encore cette circonstance en disant qu'ils sont équivalents.
Par exemple^ dans la géométrie, deux parallélogrammes de même base et de même hauteur peuvent, au point de vue de leur figure^ être très-dissemblables, mais ils jouissent de la propriété commune que la surface enfermée dans leurs contours variés est constante; de sorte qu'au point de vue des surfaces il faut les considérer comme équivalents, quelle'que soit la variété de leur forme. Que si, satisfaisant aux conditions cidessus de base et de hauteur, ils sont en même temps super- |)08able8, ils seront égaux à tous les points de vue.
II résulte de tout ce qui précède que la constatation de Tégalité entre deux choses de même espèce n'est pas aussi simple qu'on pourrait être disposé à le croire au premier abord, et ce n'est qu'après une étude quelquefois très-approfondie des propriétés de ces choses, qu'on parvient à trouver les moyens de déterminer sous quelles conditions et dans quelles circonstances leur égaUté doit être affirmée ; ce n'est que lorsque cela a été reconnu que l'étude algébrique de ces quantités peut être entreprise; aussi la théorie mathématique de beaucoup de quantités n'a-t-elle pu être constituée que fort tard et après un assez grand nombre de recherches physiques et expérimentales, ayant pour objet de nous donner la connaissance de leurs principales propriétés. Tant que ces recherches n'ont pas été suffisamment développées, l'algèbre reste muette sur les lois de leurs augmentations et de leurs diminutions.
Supposons maintenant que l'égalité de deux choses de même espèce soit constatée, et voyons comment de ce premier fait
résultera la possibilité d'exprimer toutes les choses de cette espèce à l'aide du nombre tel que nous Tavons défini.
A cet effets prenons arbitrairement une de ces choses que, pour simplifier le discours^ nous désignerons par a, et comparons-la à toutes les autres de la même espèce; il y en aura de plus grandes et de plus petites qu'elle; supposons-les d'abord plus grandes et considérons-en une que nous appellerons b ; si en ajoutant a avec a je trouve que celte réunion est précisément égale à 6, je pourrai dire que celle-ci peut être représentée par 2 fois a ; si cette réunion de a avec a n'est pas suffisante pour donner 6, j'ajouterai encore une fois a, et si le nouveau résultat est égal à b, je pourrai dire que celle-ci est représentée par 3 fois a. Je pourrai continuer ainsi indéfiniment et j'obtiendrai^ chemin faisant^ une collection de choses de l'espèce en question dont les grandeurs successives seront 2 a, 3 a, 4 (^9 S ^v— jusqu'à ce qu'enfin le nombre de fois que j'aurai répété a soit tel qu'il y ait égalité entre le résultat de cette répétition et la quantité considérée 6.
On voit comment^ à l'aide de ce procédé, l'idée du nombre s'introduit comme représentation des grandeurs, et c'est à tel point que^ sous la réserve mentale, mais très-expresse, que a est censé devoir être accolé au nombre de fois qu'il a fallu le prendre pour former les diverses grandeurs, je pourrai dire que celles-ci sont respectivement représentées par les nombres 2,3,4,5
Hâtons-nous de faire remarquer que, pour que ce procédé puisse être appliqué, il est indispensable que, dans chaque cas, nous sachions comment il faut s'y prendre pour ajouter a avec a, avec 2 a, avec 3 a.... que nous sachions en un mot faire l'addition de deux choses de l'espèce considérée. Si cette connaissance nous manquait, la formation des grandeurs 2 a, 3 a, 4 a,.... ne pourrait être réalisée. C'est là une opération que l'algètre sait faire sur les nombres, mais qu'elle n'a aucun moyen de pratiquer sur les quantités elles-mêmes, et dont nous devrons rechercher les procédés dans l'étude directe des propriétés de ces quantités, ce qui, d'ailleurs, en général, ne saurait présenter de sérieuses difficultés.
Ainsi, pour les longueurs, l'addition se fait en portant ces longueurs à la suite Tune de l'autre et suivant une ligne droite.
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Pour les angles^ elle s'exécute par une juxtaposition en faisant coïncider leurs sommets et un de leurs côtés.
Pour les forces^ en les appliquant à un même point et de manière qu'elles se confondent dans une même direction^ et ainsi de suite.
Si maintenant la grandeur b se trouve être moindre que celle aqu'on a d'abord choisie^ il ne sera pas possible, même en prenant celle-ci unefois^ de représenter la première ; mais^ comme je ne dois satisfaire pour le choix de a à aucune obligation^ je n'ai qu'à supposer que je le prends beaucoup plus petit que 6 et je pourrai, avec ce nouveau choix, arriver à une expression numérique de 6, c'est-à-dire au nombre de fois qu'il faudrait ajouter Téchantillon adopté avec lui-même pour obtenir b.
Ce que nous venons de dire suppose qu'on pourra toujours reproduire une grandeur quelconque en ajoutant un certain nombre de fois à elle-même celle qui a été primitivement prise pour type commun de toutes les évaluations. OrFesprit conçoit que quel que soit ce type il pourra toujours y avoir des grandeurs comprises entre elle et son double^ entre son double et son triple et ainsi de suite, et que par conséquent toutes les grandeurs ne pourront être représentées par ce moyen. Toutefois, on conçoit en même temps qu'en prenant le type de plus en plus petit, le nombre des grandeurs représentables par ce procédé deviendra de plus en plus considérable ; de telle sorte que si la petitesse du type était de Tordre des choses dont l'imperfection de nos sens, aidés même des appareils propres à suppléer à leur insuffisance, nous force à ne pas tenir compte^ il n'y aurait pas de grandeur utile qui ne pût être exprimée par le nombre tel que nous l'avons défini. Nous nous en tiendrons pour le moment à cette conception dont il ne faudi^ait pas se dissimuler les embarras pratiques, mais parfaitement acceptable au point de vue rationnel, ce qui est suffisant pour l'exposition logique des idées. Nous verrons plus tard les simplifications que la nature même de certaines quantités permet d'introduire dans leur représentation numérique.
Ce type qu*oii prend pour servir de commune mesure à toutes les grandeurs de même espèce^ et à l'aide duquel on
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peut toujours parvenir à les représenter avec des nombres^ a reçu un nom dans la science^ on l'a appelé unité; c'est là une très-fâcheuse détermination et il est facile de le comprendre; car nous aurons ainsi le même mot pour exprimer une foule de choses différentes^ la confusion pourra s'en suivre et nous verrons qu'en effet elle s'est introduite à cet égard dans nos conceptions. L'unité jusqu'à présent a été pour nous l'indice que la pluralité se réduit à la considération d*un seul objet quel qu'il soit, elle veut dire qu'on prend cet objet une fois seulement^ et^ dans cet état, notre esprit, faisant abstraction de tous les attributs que les choses peuvent posséder^ se borne à la seule impression que lui fait éprouver la propriété qu'ont ces choses d'être dans une situation particulière au point de vue de la pluralité. Dans la nouvelle acception du mot unité^ il n'en est plus ainsi, ce mot ne signîQe plus une fois^ il exprime une chose j et une chose déterminée avec toutes ses propriétés quelles qu'elles soient; cette chose changera d'ailleurs de nature avec les espèces considérées; il s'en suit que le mot unité va s'appliquer à autant d'objets différents qu'il nous sera loisible d^èn soumettre aux spéculations de l'algèbre.
Or, d'après leur définition même, ces deux sortes d'unités possèdent des propriétés fort différentes, et c'est parce qu'elles ont en effet porté la confusion dans les esprits qu'on a pu, par exemple^ s'adresser la question de savoir s'il y avait quelque chose de plus petit que un. 11 est évident que si le mot unité avait été exclusivement réservé pour exprimer une fois, on n'aurait jamais songé à se poser cette question; car à ce point de vue on ne peut passer que de un à zéro, sans intermédiaire. Hais puisqu'on appelle aussi unité un certain objet de chaque espèce, il est clair que je pourrai parfaitement comprendre ce qu'est une partie de cet objet, c'est-à-dire quelque chose qui est plus petit que lui. Nous aurons occasion de citer d'autres exemples des désordres que cette manière de procéder a introduits dans nos conceptions.
Les inconvénients d'un même mot pour désigner des choses si différentes ont été compris. Dans nos études sur la science du calcul, nous les avons signalés il y a une trentaine d'années. Pour y remédier, nous avons proposé de réserver exclusivement le mot unité pour tous les cas dans lesquels il sera ques«
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tion du nombre abstrait, et de donner un autre nom à ces unités qui servent de type pour procéder à l'évaluation numérique des quantités. Or^ parce que ces types sont la véritable quantité même avec toutes les propriétés qui constituent son mode particulier d'existence, il nous avait paru n\tionnel de les appeler modules. La convenance et Tutilité de cette modiflcation, quel que fût d'ailleurs le nouveau mot qu'on voudrait finalement adopter, nous paraissaient des motifs suffisants pour la faire adopter; mais nous étions jeune alors^et nous ne nous doutions pas que Thabitude est tyrannique à ce point que, plutôt que de céder à la raison, elle aie pouvoir de la tenir en écbec et de lui imposer silence. On a donc continué d'avoir plusieurs unités; mais si l'habitude avec ses droits usurpés est une puissance, ce n'est pas un motif pour que la raison renonce à faire valoir ses droits légitimes, et ne devienne pas à son tour une autorité. Voilà pourquoi nous persistons; seulement, dans ce conflit, comme dans tous ceux qui peuvent se produire, il ne peut être qu'avantageux de se faire de mutuelles concessions. Nous concéderons donc à l'habitude le mot, en lui demandant de vouloir bien consentir à son tour à ce qu'il reçoive un qualificatif caractéristique pour chacun de ses deux usages; qu'on veuille bien, en conséquence, appeler unité numérique la première espèce d'unité, et unité module la seconde. Nous concéderons même, en faveur des esprits qui n'acceptent pas sans quelque répulsion l'introduction de dénominations nouvelles, que la seconde espèce d'unité soit appelée unité con- ^ète; peut-être cela dérangera-t-il moins les habitudes prises. Toutefois, nous ne cacherons pas que le premier qualificatif nous parait préférable au second, parce que le mot concret en mathématiques s'entend assez spécialement des quantités de l'ordre matériel, et qu'on étudie en algèbre des quantités de Tordre intellectuel : tels sont les degrés des puissances, la forme des fonctions, les probabilités, les lois du mouvement de la population, etc.. A ce point de vue, le mot module, qui rappelle le mode d'existence des quantités, quel que soit ce mode, physique ou intellectuel, nous parait plus général et en même temps plus caractéristique que le mot concret; c'elst celui que nous adopterons pour notre part, et même pour abréger le diseours, au lieu de dire unité module, il nous arrivera souvent de dire simplement le module.
De l'ensemble des explications précédentes résulte ce point capital, et qu^il ne faut jamais perdre de vue, que la représentation d'une quantité est essentiellement complexe; qu'elle se compose de deux choses très-distinctes, savoir : i"" une quantité de la même espèce qu'elle, destinée à faire connaître de quoi on s'occupe et qu'on peut appeler unité concrète, unité module, ou simplement module; 2° un nombre indiquant combien de fois doit être répété le module pour reproduire exactement la quantité.
Nous savons déjà ce qu'est le nombre, et l'algèbre nous a fait connaître les divers rapports possibles ou impossibles qui le concernent. Nous savons aussi ce qu'est le module, puisque les propriétés fondamentales de l'espèce à laquelle il appartient ont été nécessairement étudiées lorsque nous avons voulu reconnaître si cette espèce peut être soumise aux spéculations de l'algèbre.
Au point de vue de l'écriture, il n'y a aucun inconvénient, il y a même une utile simpliQcation^ à supprimer l'indication du module dans les formules; mais, au point de vue de la conception, il n'en saurait être ainsi : d'abord parce que le raisonnement nous montre que les choses ne peuvent pas se passer autrement, et, en second lieu, parce qu'autre chose est de faire une opération sur le nombre, ou de faire la même opération sur une quantité. Si, lorsqu'on se borne à représenter les quantités par le nombre, ainsi que nous venons de l'expliquer, un perdait de vue la considération essentielle qu'un module doit toujours être mentalement accolé à ce nombre, les possibilités et impossibilités d'opérer sur les quantités seraient exactement les mêmes que celles d'opérer sur le nombre, et dès lors les résultats de l'algèbre seraient identiques pour toutes les espèces. Mais si, dans un résultat, on restitue à côté du nombre, et quoiqu'elle n'y figure pas ostensiblement, la considération du module, il y aura lieu alors de s'enquérir si les opérations indiquées dans le résultat, qui doivent s'appliquer nécessairement à la quantité, quoiqu'impraticables sur le nombre cousidéré isolément qui figure dans la représentation de cette quantité, mais qui n'est qu'une partie, ne sont pas susceptibles
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de s'appliquer sur le nombre module qui en est la représentation complète, c'est-à-dire, puisque le nombre est déjà éliminé, sur le module qui est la seconde partie de celte représentation. Or, s'adresser celle question, c'est déjà, je n'hésite pas à le dire, se donner les moyens de mettre à néant toutes les obscurités de la science, tout en laissant à l'idée de nombre la simplicité primitive de sa conception, c'est-à-dire Tindivisibilité de son unité. En outre, Irouveràcette question une réponse convenable, c'est faire entrer par une porte largement ouverte les rapports algébriques quels qu'ils soient dans le domaine des réalisations. La remarquable fécondité de cette idée n'enlève rien à la simplicité de sa conception et les plus vulgaires exemples sont aptes à en rendre évidente toute rimportance. C'est ce que nous allons voir : en tant qu'il ne s'agit que du nombre abstrait, i3 ne sera jamais divisible par 5; pour que l'opération de la division par 5 soit possible, il faut que le nombre à diviser soit constitué de manière à ce qu'il se trouve naturellement formé par une collection de groupes contenant chacun 5 unités; le nombre de ces collections sera évidemment la cinquième partie du nombre primitif. L'esprit conçoit cependant qu'il y aurait un autre moyen de satisfaire à cette question; en effet, i3 étant la collection générale de i3 unités, s'il était possible de prendre la cinquième partie d'une de ces unités, en accolant à i3 celte cinquième partie j'aurais évidemment réalisé l'opération demandée. Mais il s'agit ici de l'unité numérique et nous savons que le caractère essentiel de cette unité est d'être indivisible. Or si i3, au lieu de représenter le nombre abstrait^ représente une quantité, et s'il arrive que celte quantité jouisse, en vertu de ses propriétés naturelles, du privilège de pouvoir être indéfiniment divisible, il en sera de même en particulier pour l'unité module dont il aura pu me convenir de faire choix. Resliluant alors à i3 celle unité module pour représenter la quantité en question, je remarquerai que ce que je ne pouvais pas faire pour Tunité numérique qui est indivisible, je pourrai le pratiquer parfaitement sur l'unité module et que j*aurai par ce moyen, non pas le cinquième du nombre i3, mais le cinquième de la quantité dont i3 re|>résente la grandeur, parce qu'alors i3 ne s'appliquera plus à Tunité module primitive, mais à une unité cinq fois plus petite.
Or il y a un très-grand nombre de quantités qui jouissent de la propriété de pouvoir être divisées en tant de parties qu'on voudra, et nous verrons dans les chapitres suivants que ce sont celles qui jouissent du principe dé la continuité. Mais, sans nous arrêter en ce moment à Texamcn des lois naturelles qui conduisent notre esprit à la conception de la divisibilité indéfinie des choses, il nous suffit d'invoquer la possibilité pratique de cette division pour faire bien comprendre que, si certaines opérations impraticables sur un nombre sont cependant praticables sur la quantité que ce nombre exprime, c'est parce que, dans la représentation de cette quantité, il faut toujours voir à côté de ce nombre une unité module, de même espèce qu'elle, et qu'alors la réalisation des opérations à exécuter sur la quantité dépendra non-seulement de celles que nous pourrons accidentellement faire sur le nombre, mais encore de celles que la nature du module nous donnera les moyens de pratiquer sur lui.
De là ressort encore une fois cette conséquence importante que, dans l'étude de l'algèbre abstraite, nous ne devons pas nous arrêter dans nos recherches lorsque nous nous trouvons en présence de rapports ou d'opérations impossibles pour le nombre, car l'exemple ci-dessus nous montre que ce qui est irréalisable pour lui peut ne pas l'être pour la quantité ; de sorte que ces rapports qui, pour des conclusions purement abstraites, correspondent à des impossibilités équivalentes dans des demandes qui concerneraient le nombre abstrait, peuvent entrer dans la phase de réalisation lorsque les mêmes demandes s'appliquent à la quantité.
On voit donc que borner les recherches abstraites à la seule considération des rapports possibles pour le nombre serait se priver des moyens de procéder à l'étude complète des quantités, puisque celles-ci, mieux douées que lui par la nature, ont des propriétés de réalisation beaucoup plus complètes que n'en a le nombre, et que ces propriétés pourront être utilisées dans la représentation des quantités à l'aide du module qui fait partie intégrante de cette représentation.
En résumé, nous sommes en droit d'affirmer que, dans l'étude algébrique des quantités, l'impossibilité d'un rapport en abstrait cessera d'en être une toutes les fois que les opérations
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dont se composera ce rapport seront praticables sur Tunité module.
Ce n'est pas le rôle de l'algèbre de nous apprendre comment ces opérations doivent se faire sur les quantités ; sa mission exclusive se borne à nous indiquer^ quand cela se peut^ comment elles s'exécutent sur le nombre. C'est dans l'étude de ces quantités mêmes que nous devons chercher les procédés d'exécution^ et cela montre de nouveau la nécessité d'obtenir au préalable la connaissance des propriétés diverses dont peuvent jouir les quantités, non-seulement aûn de savoir si les lois de leurs augmentations et diminutions peuvent être formulées par la science du calcul, mais encore afin de donner à cette étude tous les avantages qu'il est permis d'en retirer pour la plus grande utilisation possible des rapports algébriques
CODUUS.
Par exemple, pour les longueurs, c'est la géométrie qui nous apprendra comment il faut s'y prendre pour en faire la division^ pour en extraire les racines carrées, et cette connaissance une fois acquise, ces diverses opérations, quoique toujours impossibles pour le nombre deviendront physiquement réalisables pour les longueurs. C'est ce qui sera expliqué dans la suite de cet écrit.
En présentant les observations qu'on vient de lire, nous n'avons pas eu certainement la prétention de produire des idées nouvelles; quel est l'esprit réfléchi qui n'a pas la con« science de toutes les choses que nous venons d'exposer et qui^ en son temps et en son lieu, n*ait pas interprété chaque principe comme nous pensons nous-même qu'ils doivent être compris? Hais ce qui nous manque très-certainement en général, c'est de les bien voir dans leur ensemble; ce que nous pourrions reprocher à renseignement, c'est de se borner à en dire quelques mols^ suivant les occasions, incidemment et sans suite suffisante, sans y ajouter toutes les justifications nécessaires. Les dévelo(>pements que nous venons de présenter n'ont donc pas pour objet d'apprendre quoi que ce soit aux esprits qui depuis longtemps sont familiarisés avec les études algé--
briques; telle n'a pas été notre pensée. Hais nous les avons cru propres à impressionner utilement tous ceux qui^ à divers titres, sont appelés à exercer une action sur le choix et le perfectionnement des méthodes d'enseignement. Nos élèves manquent de notions suffisantes sur les principes de la science ; on ne leur fait pas assez comprendre Timportante distinction qui existe entre le nombre exprimtint uniquement la pluralité et le nombre employé comme représentation des grandeurs; on ne leur dit pas assez qu'à côté de ce dernier nombre il faut toujours voir Tunité module ou concrète; on ne distingue pas sufûsamment cette unité de Tunité numérique; on n'indique pas avec toute l'affirmation nécessaire les facilités de réalisation que permet la considération de Tunité module ; on ne montre pas combien^ en même temps qu'elle facilite la pratique, elle rationalise les conceptions; on n'insiste pas dans une mesure convenable sur les secours qu'il faut emprunter à d'autres sciences étrangères à l'algèbre^ pour légitimer dans tous ses détails une application quelle qu'elle soit de la science du calcul à la recherche des lois qui régissent les augmentations et diminutions des quantités. El parce que dans ces applications on ne dit pas assez quelle est celte part qui doit revenir aux reverses branches des connaissances humaines, on accoutume les esprits à s'imaginer que chaque science reste isolée dans son domaine, et on laisse s'effacer cette grande et belle pensée qu'elles sont les rameaux d'un même arbre; qu'elles ont par conséquent d'intimes relations, d'inévitables points de contact, etque la source commune qui les alimente toutes^ l'intelligence humaine, ne peut pas augmenter dans l'une d'elles le principe de vie sans le développer dans les autres.
Tout cela serait pourtant aussi facile à pratiquer que c'est simple à comprendre ; quant aux conséquences^ nous croyons qu'elles seraient des plus grandes et que les quelques leçons consacrées à ces explications auraient, outre l'immense mérite de donner à Tinteiligence satisfaction et rectitude, celui de la diriger plus sûrement et plus vite dans la voie du progrès.
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DE l'attribut de CONTINUITÉ.
Sommaire. — I. Des attributs des quantités et de leur élude. — II. Définition de la continuité. — III. Comment on doit comprendre la continuilô en algèbre. — IV. Toutes les espèces continues sont susceptibles d'être algébriquement étudiées. — V. Du passage de la pluralité à la continuité, accord des lois naturelles avec nos conceptions. — VI. Les quantités .continues sont susceptibles d'être indéfiniment divisées. — VII. Extension de ridée de nombre aux expressions fractionnaires. — VIII. De l'addition et de la soustraction des nombres fractionnaires. — IX. De la multiplica« tion et de la division des fractions. — X. Du rapport fraciionnaire. — XI. Des expressions puissancielles et radicales. — XII. De la représentation algébrique des quantités irrationnelles ; cette représentation exige une série infinie de divisions. — XIII. Des opérations de calcul sur les expressions irrationnelles. — XIV. L'iufiniment petitesse de l'unité module conduit à la considération des limites de la continuité. Pour les longueurs on arrive à la conception que le point géométrique est cette limite. — XV. Sous quelles conditions on conçoit qu'on passe de la longueur au point et réciproquement; ces passages ne peuvent se faire sans la considération de l'infini. — XVI. Point de départ de l'introduction du calcul infinitésimal dans la science. — XVII. Observations et détails justificatifs. — XVIIi. Le calcul infinitésimal constitue en algèbre le procédé à l'aide duquel nous passons d'une espèce à une autre lorsque d'ailleurs les espèces sont liées entre elles par des lois naturelles.
Les différents objets qui tombent sous nos sens ou sous les spéculations de notre intelligence n'existent pas tous de la même manière : ils sont diversifiés soit par des propriétés naturelles lorsqu'ils sont du domaine physique^ soit par des fonctions plus ou moins nombreuses qu'ils ont a remplir^ lorsqu'ils sont de Tordre intellectuel.
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Ces différentes propriétés on fondions qui appartiennent anx ohjels sont ce que nous apf)elkTons leurs attributs, et leur ensemble dans un objet constitue le mode général d'existence de cet objet.
Tous ces attributs sont dénatures tellement diverses, les lois qui les régissent sont si variables qu tl nous serait impossible de procéder à leur étude simultanée. Noire raison conçoit cependant qu'il doit y avoir certains liens entre les unes et les autres, qu'il doit exister quelque cause en vertu de laquelle un objet possède tel ensemble d'attributs plutôt que tel autre; mais ces sortes de questions, qui dès l'abord viennent se présenter à l'esprit, ne peuventêtreimmédiatementlraitées,etnous ne saurions avoir l'espoir de parvenir aies résoudre que lorsqu'au préalable nous serons en possession de la connaissance des lois principales qui régissent en particulier chaque attribut; ce n'est qu'après ce premier travail qu'il pourra être permis d^étabiir des comparaisons utiles entre les uns et les autres, et de s^élever jus(|u'à la conception des causes nécessaires à leur association sur un même objet.
Le besoin de simplifier les études et de venir ainsi en aide aux opérations de l'esprit nous porte donc à envisager séparément chaque attribut, à rechercher par conséquent, et à déterminer quelle est la part particulière que prend chacun d'eux dans le mode d^existence des objets.
C'est ce dont nous allons nous occuper pour celui qui a reçu le nom de continuité. Disons d'abord en quoi consiste l'idée qu'il faut attacher à ce mot.
Considérons deux quantités quelconques A et B de même espèce, dont l'une B est plus grande que l'autre, leur différence sera B-A; or, si l'espèce considérée est telle qu'il nous soit permis de concevoir que cette différence peut devenir aussi petite qu'on voudra le supposer sans que A et B cessent d'être des quantités distinctes de la même espèce, on dit que l'espèce en question jouit de la propriété d'être continue.
Il résulte de là qu'il n'y a aucun état D susceptible d'êlre conçu pour cette quantité entre A et B, qu'on ne trouve nécessairement parmi les valeurs intermédiaire^ qui existent de l'une
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de oeslimitesà Tautre; car si Ton disait, par exemple, que dans la série graduée de ces valeurs, IV étant moindre queD, etD'' étant plus grand que lui, on passe sans intermédiaire de IV à iy\ la différence entre ces deux étais serait une quantité finie ly^-iy, et il n'aurait pas été vrai de dire que cette différence peut devenir aussi petite qu'on voudra. Le principe de la continuité exclut donc toute idée de lacune dans la conception des valeurs qui, plus grandes que A et moindres queB, peuvent exister entre ces deux termes.
Il y a un grand nombre de quantités qui jouissent du principe de la continuité. Ainsi parce qu'une longueur quelconque étant donnée, mon esprit conçoit que quelque petite que soit une longueur qu'on ajouterait, ou qu'on retrancherait à la première, on aurait de nouvelles longueurs distinctes de celle-ci, je dirai que ces longueurs jouissent du principe de la continuité.
Parce que je conçois que l'équilibre obtenu à l'aide d'un poids appliqué à une machine sera troublé par l'addition ou la soustraction à ce poids d'un autre poids, quelque petit qu'il soit, il me sera permis de considérer les poids comme jouissant du principe de la continuité.
Il est évident qu'il n'en est pas de mêifie de la pluralité, car celle-ci est complètement indépendante de la grandeur des objets qui en donnent l'idée, elle reste la même quelle que soit cette grandeur, et ce n'est que par la suppression complète d'un de ces objets qu'elle se modifie.
Par exemple, un livre peut être considéré soit au point de vue de son volume ou de son poids, soit au point de vue du nombre de ses feuillets.
Dans le premier cas, Tesprit conçoit que la plus petite coupure faite à un feuillet fera subir, soit au poids soit au volume total, une diminution égale au poids ou au volume de cette coupure : tandis que le même retranchement laissera intacte la valeur de la pluralité des feuillets.
Il est d'ailleurs très-important de se faire une idée nette et précise de la manière dont ces augmentations ou diminutions
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doivent être conçues; il fauf^ d*une part^ que les espèces ainsi comparées soient les mêmes^ et il n'est pas nécessaire d'autre part que les objets dans lesquels ces espèces existent le soient. Cette distinction est importante^ et quelques exemples la feront comprendre.
Lorsque nous considérons un arbre depuis la plus profonde de ses racines jusqu'àla plusélevéede ses feuilles, nous pouvons passer de l'extrémité de Tune à Textrémitéde l'autre sans lacune, et en restant toujours sur le corps de l'arbre; l'examen d'un arbre donne donc à notre esprit la conception d'un être continu. Hais il y a ici plusieurs sortes de continuités, et la définition que nous en avons donnée dès le début ne s'applique pas à toutes indistinctement.
En effets s'il est vrai de dire que la plus petite diminution opérée sur le branchage ou le feuillage de l'arbre ne détruit pas en moi l'idée d'arbre, il faut remarquer en même temps que cette diminution ne s'exécuterait pas suivant les conditions imposées par la définition, parce qu'il est indispensable que le retranchement soit fait à l'aide d'une quantité de même espèce que Fobjet considéré, et qu'une branche^ une écorce, une feuille ne sont pas des arbres. Hais si faisant abstraction, soit pour l'arbre^ soit pour ses diverses parties, de toutes les propriétés qui se rapportent à l'organisme, je me borne à la seule considération des volumes qu'ils représentent^ le retranchement d'une feuille, d'une branche, sera un véritable retranchement de volume, et à ce point de vue nous rentrons dans les conditions de la continuité telle que nous l'avons définie.
On voit par cet exemple que pour apprécier la continuité dont nous parlons^ il pourrait être aussi erroné de comparer les diverses parties d'un même objet qu'il serait inutile de s'assujettir à ce que ces objets fussent les mêmes. Ce qu'il faut dans ces comparaisons^ c'est qu'elles soient établies, quelle que puisse être la nature des choses dont on voudra faire usage, entre les attributs de même espèce dont celles-ci peuvent jouir. Pour les poids, par exemple, dans rélude que je voudrai faire de cet attribut, la nature des objets que j'emploierai importera peu pourvu que, dans ma pensée, l'intervention de ces objets ait exclusivement lieu en vertu de la propriété qu'ils ont d'être pesants. Parce moyen, je maintiens dans mes conceptions Tin-
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yariabilité de Tespèce considérée, et je ne sors pas des conditions définies.
Il est facile de se convaincre que toutes les espèces qui jouissent de Tatlribut de continuité sont susceptibles d'être soumises aux spéculations de l'algèbre. Il suffit pour cela de s'assurer que de la définition de la continuité résulte la possibilité de concevoir que l'idée d'égalité se réalise dans ces espèces. En effet, prenons -en deux, quelconques, et supposons qu'elles soient inégales; diminuons celle qui est la plus grande, nous approcherons ainsi de la plus |)etite, et parce que nous pourrons le faire de manière que la différence entre les deux soit aussi petite qu'on pourra le désirer, nous arrivons ainsi à la conception de deux choses égales; d'où il résulte, d'après ce qui a été expliqué au sujet de la représentation des quantités, que nous pourrons employer les nombres pour la supputation de toutes les espèces continues.
Arrêtons-nous maintenant un instant sur quelques circonstances relatives à ce rapprochement auquel nous venons d'être conduit entre la pluralité et la continuité; puisque l'idée de l'une peut s'associer avec l'idée de Tautre, nous devons nécessairement admettre que ce qui se trouve infailliblement lié dans nos conceptions doit l'être également dans l'ordre naturel, et ce n'est pas une chose indifférente de chercher à reconnaître comment les choses se passent à cet égard.
Pour cela, il est nécessaire de se rendre compte des conditions sous lesquelles nous concevons que la représentation de la continuité peut devenir numérique; nous verrons ensuite si dans la nature nous trouverons les mêmes conditions.
Or, d'après tout ce qui a été exposé sur la représentation des quantités, on a vu qu'après en avoir pris une pour module de cette espèce, nous cherchons combien de fois celle-ci doit être répétée pour produire les autres, et ce nombre de fois joint au module représente la quantité. Mais il se produit ici cette circonstance particulière que le choix du module est tout à fait
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arbitraire; nous avons même vu que^ pour satisfaire à tous les cas, nous pourrions être forcé de prendre pour ce module des quantités de plus en plus petites.
Il faut conclure de là que, dans la représentation d'une quantité, l'élément numérique n'est pas une chose fixe, il deviendra d'autant plus petit que le module sera plus grand et inversement. Il 7 a donc, dans Tapplication de la pluralité à la continuité, quelque chose d'arbitraire; nous devrons, par conséquent, dans l'ordre naturel, retrouver le même arbitraire, et, s'il en est ainsi, il y aura accord parfait enti'e cet ordre et nos conceptions.
Examinons maintenant comment il peut nous être permis de comprendre que nous passons en fait de la pluralité à la continuité.
Comme dans la continuité nous ne sortons pas de la même espèce, considérons aussi la pluralité de choses semblables. Pour simplifier les idées, prenons des longueurs toutes rectîlignes; nous en aurons un nombre quelconque n; faisons varier à volonté la position respective de ces longueurs, nous aurons toujours la même pluralité. Chacune de ces longueurs rectilignes possède séparément la propriété qu'elle est situçe tout entière sur une même ligne droite; or, comme notre but actuel est de reconnaître si la pluralité qui s'applique à toutes ces longueurs peut nous conduire à une idée de continuité qui serait également applicable à leur ensemble, tâchons de nous approcher, autant que possible, de cette condition de continuité générale à toutes, et pour cela imaginons que nos diverses longueurs sont situées sur une même ligne droite, mais séparées les unes des autres. Dans cet état, l'idée de la même pluralité n reste dans notre esprit, car jusqu'à présent nous nous sommes borné à opérer un arrangement particulier plus favorable qu'un autre à la réalisation d'une continuité générale, et nous savons qu'un arrangement quelconque ne change pas la pluralité.
Cela fait, si nous supposons que sur la ligne en question nos diverses longueurs se rapprochent de plus en plus , pendant que ce rapprochement s'effectue, la pluralité n subsistera toujours telle qu'elle était à Torigine. Hais au moment même où toutes les longueurs se seront rapprochées jusqu'à se loucher', où la continuité générale se sera établie, l'idée de pluralité aura
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instantanément éprouvé une modification profonde; cette idée n'aura pas sans doute cessé de faire partie de nos conceptions, mais tout moyen de la préciser aura disparu, toute raison d'affirmer qu'elle est encore ce qu'elle était d'abord, qu'elle doit par conséquentcontinuer d'être désignée par le nombre n, nous aura échappé. Celte pluralité pourra être quelconque, parce qu'à la simple vue des longueurs, ainsi confondues par leur intime rapprochement, il sera complètement impossible d'affirmer que la quantité continue qui en résulte est la conséquence nécessaire de la réunion d'un nombre particulier de longueurs plutôt que de tout autre.
Il y a donc, comme on voit, un lien naturel entre la pluralité et la continuité, et, en outre, nous retrouvons exactement dans ce lien les conditions mêmes auxquelles nous a conduits la conception théorique du rapprochement quMl est possible de faire entre ces deux ordres de considérations. Qu'on suppose en effet, maintenant, pour que tout soit semblable de part et d'autre, que les longueurs ajoutées sont égales, chacune d'elles pourra être prise pour module, et comme l'idée de la longueur particulière de ce module aura disparu au moment où la fusion s'est opérée, on voit qu'en fait comme en raison il sera possible d'adopter un module quelconque, et, par suite, d'assigner une valeur variable, et même tout à fait arbitraire, à l'élément numérique qui doit figurer dans la représentation de la quantité. L'analogie est donc à tous égards aussi complète que possible.
Une conséquence importante du principe de lu continuité est que toute quantité qui possède cet attribut peut être considérée comme divisible en tant de parties égales qu'on voudra; car si après avoir pris arbitrairement une quantité moindre que la première comme représentant le quotient probable de cette division et l'avoir ajoutée à elle-même autant de fois que l'indique le diviseur, il arrive que le résultat de cette opération diffère en plus ou en moins de la première, je pourrai, en ifertu du principe de la continuité, substituer, suivant les cas, à cette première représentation, une suite d'autres qui en seront des diminutions ou des augmentations telles que la diffé-
i56 DE l'atthibgt de continuité.
rence primitivement constatée s'atténue et devienne aussi petite que je le voudrai. Je parviendrai ainsi à la conception d'une quantité qui réalisera la condition qu'elle soit une division exacte de la proposée. Quant au point de vue pratique, il n'y aura d'autres limites à l'exactitude de l'opération que celle résultant de l'imperfection de nos sens.
D'ailleurs, au point de vue de la pratique, chacune des sciences qui s'occupe de déterminer les lois naturelles relatives aux espèces considérées pourra nous donner des moyens plus ou moins simples à concevoir, plus ou moins faciles à réaliser^ i
mais toujours certains^ pour exécuter ces opérations : c'est \ ainsi que la géométrie nous apprendra à faire la division des longueurs, des surfaces et des volumes^ la statique nous indiquera comment nous devons nous y prendre pour faire celle des forces, etc.^ etc. Hais alors même que ces moyens nous manqueraient^ nous n'en concevrionspas moins la possibilité de leur existence^ et cela nous suffit pour que^ dans les éludes sur la continuité, l'intelligence de la division^ qui nous manque si souvent pour le nombre^ ne nous fasse jamais défaut pour les quantités.
Nous allons voir maintenant comment ce nouvel élément d'interprétation va nous conduire à une extension de l'idée de nombre qui^ indépendamment de plusieurs autres services, . nous rendra celui d'introduire plus de simplicité dans la représentation des grandeurs.
Nous avons fait remarquer, en parlant de cette représentation, que dans certaines circonstances nous pourrions être obligé de faire choix d'un module très-petit; or, si cette petitesse est un avantage dans ces cas particuliers, elle pourrait être un grand inconvénient pour les autres, parce que, plus le module sera petit, plus il faudra le répéter de fois pour se rendre compte des grandeurs, ce qui sera lon^ et pénible dans la pratique, dans l'écriture et dans le langage. Or, voici comment cette diflicullé pourra être aplanie.
On commencera par faire choix d'un module qui ne soit ni trop grand ni trop petit, eu égard aux grandeurs les plus babiluelles dont on aura à s'occuper, et on réi)étera ce module
CHAPITRE VJIf
autant de fois que ce sera nécessaire pour reproduire ces grandeurs. On aura ainsi en nombres entiers une première représentation de celles-ci; mais généralement elle ne sera qu'approchée. On sera certain toutefois que ce qui restera après cette répétition pour atteindre une grandeur quelconque sera inférieur à la grandeur d'un module. Alors, pour exprimer ce reste, on aura recours au procédé suivant : on divisera le module en un certain nombre de parties égales^ on considérera une de ces divisions comme un nouveau module dont on se servira pour apprécier la grandeur du reste^ on déterminera en conséquence combien de fois il faut le répéter pour avoir celui-ci, et ce nombre de fois sera inscrit à la suite du premier, en ayant bien soin de Ten distinguer, puisqu'il s'applique à un module différent. Si après avoir fait cette seconde opération, il y a encore un reste, on créera un troisième module à l'aide d'une division exactedu second; on fera usage de ce troisième module comme on a fait usage des deux autres, et on obtiendra un nouveau nombre qu'on inscrira à la suite des précédents, en ayant encore soin de l'en distinguer par quelque signe conyentionnel ; on continuera ainsi l'application de ce procédé et, comme les restes successifs vont en diminuant de plus en plus, puisqu'ils sont toujours moindres que des modules qui sont eux-mêmes de plus en plus petits, on arrivera enfin à un reste de si peu d'importance qu'on pourra le négliger ; celte importance sera d'ailleurs déterminée chaque fois d'après la nature des questions qu'on se sera proposé de résoudre.
Si par exemple dans une opération de ce genre Uj, [*„ fx,,... sont les différents modules adoptés, si en même temps a^, a^, a„... sont les nombres indiquant combien de fois chacun d'eux a été ré|)été, l'expression de la grandeur considérée sera
iv On voit que tout est parfaitement concevable dans ces opé-* rations; on n'y emploie que des nombres entiers, ce qui est conforme à la notion du nombre; on y pratique des divisions de modules, ce qui est toujours possible pour les grandeurs continues.
Quant au nombre de divisions en lesquelles on partage les modules, il n'y a aucune prescription absolue à faire; ce nombre est arbitraire et son choix se détermine uniquement par des
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considérations de commodilé. Or^ comme ce que nous dirions de l'un s'appliquerait exactement à tout autre, et que la division décimale est certainement la plus conforme à l'esprit de notre système de numération, nous admettrons que c'est elle que nous avons adoptée.
Cela posé, supposons d'abord que deux modules ont suffi ; l'expression de la grandeur sera : aj fA^ + ai fx,. Si un seul avait dû être employé, cette expression se serait réduite à a, fA,. En cet état on peut, ainsi que nous Tavons fait remarquer, supprimer l'indication du module et dire que le nombre a, exprime la grandeur considérée. Mais lorsque l'emploi de deux modules est nécessaire, on ne voit pas immédiatement comment il sera possible, sans introduire de confusion, d'en supprimer l'indication écrite ; car si on le faisait il ne resterait plus aucune trace des deux modules employés, de la relation qui les lie l'un à Tautre, et il serait impossible de rien voir de déterminé dans la somme ai + as. Si donc on peut, sans inconvénient réel, supprimer la mention ostensible d'un module, on ne saurait le faire pour deux parce que le second pouvant être une dépendance du premier d'une foule de manières, il est nécessaire que la nature de cette dépendance soit connue pour être bien fixé sur la chose que représente a,.
Or^ dans le casque nous considérons, (x, est la dixième partie de {Xp de sorte que nous préciserons parfaitement ce qu'est [i^
par rapport à un en écrivant que sa valeur est -^ et alors Tex-
lO
pression de la grandeur sera a^ |x + a, i^. Cela fait, si l'onsup. prime maintenant (jlj, cette expression de la grandeur devient <*i + ^8 — • Or, il résulte évidemment de cette forme que supprimer [Xj revient exactement à substituer l'unité numérique à l'unité module. A la vérité l'unité numérique n'est pas divisible, mais sous la réserve expresse que mentalement (xi devra être accolé à cette expression, et que les divisions impossibles soit pour le nombre, soit pour l'unité numérique, s'efTectueront sur le module, on ne sera pas exposé à se tromper en adoptant la forme ci-dessus pour la représentation de la grandeur. Si on avait dû faire usage d'un troisième module fx,, qui au-
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rait été la dixième partie de {a,, on aurait eu évidemment la relation [A, = îiî- et par suite [x, = *^, de sorte que l'expression de la grandeur serait devenue :
fli [Al -h a, ^ + a,-^-^
lo - • lOO,
qui^ lorsqu'on supprime i^^, se réduit à
a, -ha. h û» —
et; sous les réserves ci-dessus, cette forme pourra sans inconvénient être adoptée comme représentation de la quantité^
Ainsi; tandis qu'en abstrait^ si les nombres a, et a. ne sont pas directement divisibles par lo et par loO; une expression de cette forme ne saurait être réalisée, il n*en est plus ainsi en concret; parce que l'idée de division doit être reportée sur le module; bien qu'il ne soit pas écrit; et que dès lors ces opérations sont toujours possibles.
Il suit delà que, pour toutes les espèces douées de l'attribut de continuité, la forme fractionnaire seule ou combinée avec la forme entière sera parfaitement compréhensible pour la représentation des quantités; dèsIorS;il devient nécessaire de rechercher; à l'aide du raisonnement; le sens qu'il faudra attacher aux différentes opérations de calcul appliquées à ces formes, et d'indiquer, en outre; quand ce sens aura été déterminé; les diverses règles qu'on devra suivre pour que l'exécution algébrique des opérations soit en parfaite concordance avec celle des mêmes opérations si elles étaient directement pratiquées sur les grandeurs.
Nous ne saurions procéder ici à l'exposition des nombreux détails que ces recherches comportent; mais il ne sera pas inutile d'indiquer; à l'aide de quelques exemples; dans quel esprit elles doivent être entreprises.
Je suppose; par exemple; qu'il s'agit de procéder à Taddi-
tion de deux grandeurs continues représentées par - et - Si nous
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restituons le module, cette représentation deviendra - yn et
- f*i> et, d'après ce que nous avons dit, Tidée de division devant se reporter sur le module, la véritable représentation de ces grandeurs sera 3 -> 2 —, ce qui veut dire que le module principal ayant ^été divisé en sept parties, on en a pris 3 pour former la première grandeur et 2 pour former la seconde. Leur addition donnera donc 3 fois plus 2 fois le septième du
moflule, ce qui s'écrira (3 4-2) '-^. Voilà certainement ce qu'en réalité donnera Taddition des deux grandeurs, et, par la sup-
pression du modulé, cela se réduit à . Celte constatation
établie, on voit qu'on peut tout à fait se dispenser, dans les calculs relatifs à Taddilion des fractions, de faire intervenir le module, et ériger en règle que le résultat de cette opération est une nouvelle fraction, ayant même dénominateur que les fractions données, et ayant pour numérateur la somme de leurs numérateurs.
Dans cet exemple, les fractions ont même dénominateur, mais elles pourraient les avoir différents. Supposons, par
8 i3 exemple, qu'il faut ajouter r- ^ ~. La restitution du module
nous apprendra que la première grandeur a été obtenue en divisant le module principal en 11 parties et en en prenants, que la seconde Ta été en divisant le module en 17 parties et en en prenant i3. Celte différence (Jans^les nombres diviseut*s compliquant la question, il y aurait intérêt à la faire disparaître. Or, on y parvient à Taide de la remarque précédemment faite que pour la représentation des grandeurs l'emploi d'un module particulier n'est pas obligatoire et que nous pourrons, sans apporter aucune altération à une grandeur donnée, la représenter par un module qui serait un certain nombre de fois plus petit que le premier, à la condition de prendre le même nombre de fois plus de parties que précédemment. ProGtant de cette
ressource, il me sera loisible de substituer au module ~ un
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module 17 (ois plus petit, ce qui s'écrira -— J — , et il faudra, • 11x17
pour que je n'altère pas la valeur de la première grandeur, que je prenne 17 fois plus de ces parties devenues 17 fois plus petites, ce qui s'écrira 8 x 17. Dans ces circonstances^ la première
grandeur aura pour représentation 8x17 — ^ — ; passant maintenant à la seconde grandeur^ je remarquerai que si je rends
son module 1 1 fois plus petit, il deviendra ~^ — et sera par
conséquent égal au précédent; d'ailleurs, en répétant le même raisonnement que précédemment, on se convaincra que la représentation de la seconde grandeur avec ce nouveau module
devient 1 3x 1 1 -r^; — ' ''ai ainsi ramené les deux représentations à être faites avec le même module ; supprimant alors celui-ci, je rentre dans le cas précédent, et de là je déduis les règles connues pour l'addition des fractions lorsqu'elles n'ont pas le même dénominateur.
Ce que nous venons de dire pour l'addition, nous le répéterions exactement pour la soustraction, et il est inutile d'insister snrce point.
La conséquence générale à déduire de l'ensemble de ces considérations c'est que finalement, pour les deux premières opérations de l'arithmétique, on se trouve autorisé à supprimer l'inscription du module, que cette suppression revient, comme nous l'avons vu, à substituer l'unité numérique à l'unité module, en attribuant mentalement à la première toutes les propriétés de la seconde; mais en ne perdant pas de vue qu'en réalité ce n'est pas à cette unité que s'appliqueront des opérations qui le plus souvent seraient impraticables avec elle, et que c'est sur l'unité module que la conception et la réalisation des calculs devront être définitivement reportées.
Il ne saurait donc y avoir de difficulté dans cette manière de Yoir les choses pour l'addition et la soustraction ; mais, lorsqu'on passe à la multipUcation, les analogies sont loin de paraître aussi évidentes, et il est nécessaire d'entrer à cet égard dans quelques explications.
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Si l'on réfléchit à la nature de la multiplication^ et si Ton se rappelle sa définition en abstrait, on reconoaitra que le multiplicande étant un nombre quon répète, qu'on ajoute avec luimême, peut être, soit un nombre abstrait, soit un nombre -concret, puisqu'on peut se proposer d'ajouter plusieurs fois ayec elle-même soit une pluralité, soit une quantité. Quant au multiplicateur, il ne saurait être qu'un nombre de fois; il est nécessairement abstrait, car il n'est pas possible de se rendre compte de ce que pourrait être l'opération qui consisterait à multiplier une chose par une autrechose. Si donc on demandait quelle est, par exemple, la valeur de 5 mètres d étoffe dont chacun coûte 7 francs, je verrais que ce qu'il s-'agit de trouver ici est une somme d'argent, que par conséquent la considération du module monétaire doit être maintenue. Quant à celle du module des longueurs, elle est ici tout à fait indifférente, nonseulement quant à la valeur numérique du résultat, mais encore quant à sa nature, de telle sorte que si, au lieu de parler d'étoffe et de mètre, on avait demandé d'une manière générale quel est le prix de cinq choses égales à une autre qui coûte 7 francs, la réponse dans ce cas général aurait indistinctement convenu à tous les cas particuliers.
Il suit de là qu'en ce qui concerne I^ multiplicande, son module, quoique sous-entendu, doit toujours être restitué au produit, et qu'en ce qui concerne le multiplicateur, alors même qu'un module figurerait dans sa représentation, il ne faudrait y avoir aucun égard, et qu'on ne doit voir dans cette représentation que le nombre de fois qui y figure.
Telle est, au point de vue des modules, la distinction essentielle qu'il faut voir entre le multiplicande et le multiplicateur.
Cela posé, si on demande quel est le prix de cinq choses dont
chacune coûte t? de franc, restituant à -^ la conception du module que je désignerai par f , je reconnaîtrai que cela veut dire qu'on l'a divisé en trois parties et qu'on en a pris deux pour obtenir le prix d'une chose; le prix total s'obtiendra donc en
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répétant cinq fois ces deux parties du tiers de ^, ce qui donnera 5x2^. Supprimant ensuite Tindication du moduiej'au-
rai —T—f 6^ bî6° que la division de 5 x 2 par 3 ne puisse pas se
fiiire, je n'en comprendrai pas moins que ce résultat sera réalisable, parce que la division par 3 pourra toujours s*effectuer snr le module, lorsque celui-ci sera connu.
Mais^ au fond^ on voit qu'ici il y a autre chose qu'une multiplication^ il y a en même temps une division. En effet, la multiplication de 2 par 5 ne suffirait pas à elle seule pour obtenir le résultat; il faut encore y joindre la division du module en trois parties. On a cependant continué de donner à cette double opération l'unique désignation de multipllcalion*
Supposons maintenant que^ sachant que le prix d'une c^ose
est de 1 1 francs, on demande quel sera le prix des - de cette
chose, voilà certainement une question qui rentrerait encore moins que la précédente dans l'opération de la multiplication, car, tandis que là le multiplicateur est un nombre de fois, ici il ne Test plus, de sorte que le caractère essentiel de la multiplication manque tout à fait. Recherchons néanmoins comment la question pourra être résolue. Je remarquerai que puisque le prix d'une chose est de 1 1 francs ou 11 9, le prix du
septième de celte chose sera — ?, ou pour mieux dire 1 1 ^.
parce que la division par 7, qui ne peut pas se faire sur le nombre 11, peut toujours être exécutée sur le module; dès lors, les cinq septièmes coûteront cinq fois plus, le prix cherché sera donc 5x 1 1 ^> dont la forme, en supprimant Tindica-
5x II tien du module, se réduit à , résultat toujours compréhensible, en ne perdant pas de vue que la division par 7 se fera sur le module.
Nous trouvons donc encore ici la combinaison d'une multiplication et d'une division ; cependant, dans ce cas comme dans le précédent, on a continué de donner à cet ensemble le nom de multiplication.
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Comme notre intention n'est pas de faire un ouvrage d'enseignement, mais d'indiquer seulement Tordre d'idées suivant lequel un pareil ouvrage devrait être conça^ nous ne pousserons pas plus loin l'examen des procédés à suivre pour exécuter sur les fractions les diverses règles de calcul qu'on peut concevoir sur elles. Ce qu'il y a d'important dans tout ceci, c'est de bien remarquer que toutes les divisions impossibles à exécuter sur les nombres et sur l'unité numérique sont toujours reportées sur des modules jouissant de la propriété d'être divisibles à volonté^ ce qui fait disparaître Fobstade et l'impossibilité résultant pour notre raison de concevoir que ces opérations doivent être pratiquées sur des nombres.
Il est toutefois nécessaire de faire observer qu'en prenant la résolution d'appeler multiplication une opération ou^ pour mieux dire, un ensemble d'opérations autre que celle à laquelle on a primitivement réservé ce nom^ il devient nécessaire, pour éviter toute confusion, de donner de la multiplication une définition nouvelle qui, en même temps qu'elle comprendra la première, sera applicable aux nouveaux cas qu'on se propose de considérer désormais comme des multiplications. C'est ce qu'on a fait en disant que c'est une opération qui consiste à trouver un résultat qui se compose avec le multiplicande comme le multiplicateur se compose avec l'unité, étant bien entendu que cette unité sera l'unité numérique en abstrait et Tunité module en concret.
11 est maintenant important de remarquer que de cette définition, parfaitement convenable à tous égards, il résulte que le résultat ou produit sera nécessairement de même nature que le multiplicande : abstrait lorsque celui-ci sera un nombre abstrait, et de même espèce que le multiplicande lorsque celuici sera une quantité. Quant au multiplicateur il ne saurait jamais être concret, car, d'après la définition, il n'est autre cbose que la manière dont il se compose avec l'unité, c'est-à-dire l'ensemble des nombres et des opérations seulement qui concourent avec cette unité à définir l'espèce qui a donné lieu à son concours ; cette considération doit toujours être présente à l'esprit.
Résumant maintenant, dans une considération unique, toutes celles qui ont dû être exposées ci-dessus en détail, nous
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pouvons dire que rexpression d'une fraction j- doit toujours
être considérée comme une collection de a unités ayant reçu la fonction d'entraîner la nécessité d'une division par b dans toutes les opérations où ces a unités devront figurer. On pourra donc employer le nombre a de ces unités^ suivant les règles connues de l'arithmétique des nombres, sauf^ après coup, à leur restituer la condition qui leur appartient d'être divisives par b. C'est là une règle générale qui ne saurait tromper, parce qu'elle est une conséquence nécessaire de la définition aussi simple que juste que nous venons de donner du nombre fractionnaire ; il n'y aura plus qu^à examiner, dans chaque cas, comment s'exercera sur le résultat Tinfinence des conditions divisives auxquelles chaque numérateur est soumis.
CL Ctf
Par exemple, si je dois ajouter j- avec y, les numérateurs
a et a', exonérés chacun de la condition d'être respectivement divisés par b et b\ donneraient pour somme a + a^; restituant niaintenant les conditions qui appartiennent à chacun, cela se
change évidemment en ^ +tv.
Si je dois multiplier t par ^/, l'opération de la multiplication faite sur les numérateurs serait aoly mais, en vertu des conditionsdivisives de a et de a', cela deviendra nécessairement
Si je dois diviser ? par ^„ l'opération de la division effectuée
8ur les numérateurs sera -^\ mais d'abord, parce que a est di-
visif par 6, je devrai lui restituer cet attribut, et j'aurai ainsi a jy; en second lieu, parce que a' est divisif par 6^, et qu'en
l'employant comme diviseur j'obtiens nécessairement un révoltât V fois trop faible, je deyrai, pour avoir égard aux conditions auxquelles il est soumis, multiplier ce résultat par V,
et j'obUendrai ainsi ^.
bol
i66 DE l'attribut db continuité.
i Toutes les opéralions sur les fractions se comprendront avec
I la même facilité ; il suffira^ dans chaque circonstance^ d'ap-
; précier sainement quel deyra être sur le résultat Tiofluence
finale des attributs diyisifs ; et, quant à celles de ces divisions qui pourront se maintenir dans la valeur de ce résultat, on en exonérera le nombre pour en charger le module sur lequel elles produiront tout leur effet.
Hais ceci n'implique pas tout ce qu'il y aàdire sur le nombre fractionnaire^ et nous devons ajouter ici une observation qui ne saurait être passée sous silence, si l'on tient à avoir l'intelligence complète de tous les cas qui peuvent se présenter.
Rien de plus facile à concevoir que ce que signifie le nombre fractionnaire r lorsqu'il a pour destination de représenter une
quantité. Nous savons que dans ce cas cette quantité sera celle qu'on obtient en prenant a fois le module primitif préalablement divisé par 6. Hais j- ne représente pas toujours une quan-
titéj il peut être employé comme indication du rapport qui existe entre deux quantités de même espèce.
Si, par exemple, p et 9 sont deux pluraUtés, et si on dit que leur rapport est le nombre m, cela signifiera que la première est égaie à m fois la seconde ; de sorte que si p n'était pas connu il suffirait pour l'obtenir de répéter q un nombre de fois égal
à fn. Si maintenant oa prétend que le rapport est égal à ^ , la
pluralité p devrait être égale à r 9 ; or, s'il arrive que q ne soit
pas divisible par b, Texistence de la pluralité b sera irréalisable; en conséquence, sauf les seuls cas où q sera de la forme nb, il y aura impossibilité de résoudre la question.
Il n'en est pas de même lorsqu'il s'agit des quantités continues parce que, dans ce cas, les divisions peuvent s'exécuter sur ellesô supposons, par exemple, qu'une longueur 1/ étant donnée, on propose d'>en former une autre qui soit avec elle dans le rapport de a à 6 : on divisera à cet effetjL' par b, ce qui
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peut toujours se faire, et en répétant a fois la longueur X de ce quotient on aura une longueur àk dont le rapport avec V
sera évidemment ?, puisque L' pourra alors être exprimé par
Ce qui est toujours possible^ c'est de constituerdeux pluralités qui soient dans un rapport donnée lorsqu'on a le choix des deux; il suffit alors de prendre Tune égale à un multiple du numérateur de ce rapport, et l'autre au même multiple du dénominateur; mais lorsque ce double choix n*est pas permis et qu'une des pluralités est déterminée d'avance, la question qui est le plus souvent insoluble en abstrait peut toujours être résolue pour les quantités concrètes.
Constatons donc en résumé que le nombre fractionnaire ^ .
peut exprimer soit une quantité, soit un rapport entre deux quantités de même espèce ; et qu'il résulte de ce qui vient d'être dit que, dans un cas comme dans l'autre, lorsque la quantité en question jouira de la propriété d'être continue, il sera toujours possible d'avoir l'intelligence de cette expression.
11 n'est pas inutile de remarquer, au sujet de cette double espèce de nombres fractionnaires^ qu'elle est une conséquence du double point de vue auquel on peut considérer la division de a par b, car cela peut signifier ou qu'on divise une quantité a en* b parties égales, auquel cas le quotient est concret, ou bien qu'on cherche combien de fois la quantité a contient la quantité 6, auquel cas le quotient ne saurait être concret. On est conduit à la même conclusion en considérant que la division étant l'inverse de la multiplication, on peut se proposer avec le produit de déterminer soit le multiplicande qui peut être concret, soit le multiplicateur qui ne l'est jamais. Toutes ces considérations sont donc en parfait accord les unes avec les autres.
Occupons-nous maintenant des expressions puissancielles et radicales.
On est souvent conduit, dans les questions qu'on a à traiter,
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à employer la considération de rélévation aux puissances et celle de l'extraction des racines.
La première de ces opérations est toujours réalisable en abstrait^ il n'en est pas de même de la seconde. L'intervalle qui sépare les puissances de deux nombres consécutifs n et n + i est en général très-considérable. Par exemple, les cinquièmes puissances des cinq premiers nombres sont i, 32, 243» 1024, 3i25; cela suffit pour faire comprendre que les nombres qui sont des puissances exactes constituent une très-grande exception, et que le plus souvent l'extraction des racines sera une impossibilité. Ces nombres dont on ne saurait extraire les racines sont ceux qu'on appelle irrationnels.
Présentons une première observation sur ce qu'il faut entendre lorsqu'on dit qu'on élève une quantité à une puissance. Si [f. est l'unité module de cette quantité, sa représentation sera de la forme Ojx; et il semblerait au premier abord que sa n»«*' puissance devrait être {ay.y ou a",uL**; mais, d'une part, si on se demande ce que c'est que d'élever un module à une puissance, ce que ce peut être par conséquent que de multiplier [m. par f&, une chose par une chose, de l'eau par de l'eau, un arbre par un arbre, non-seulement notre raison se refusera à comprendre ce que pourrait être une pareille opération , mais elle ajoutera qu'alors même qu'il serait permis de concevoir ce qu'elle est, elle ne rentrerait pas dans la catégorie de celles que nous avons définies, puisque nous avons fait remarquer qu'une des conditions essentielles de cette définition est que le multiplicateur ne saurait être concret. En outre, comme h^" ne serait plus ou une partie ou un multiple du module (a, tels que nous les entendons en algèbre, on voit que l'espèce considérée aurait disparu de la représentation de la quantité, et s'y trouverait remplacée par une autre espèce inconnue et non définie.
En fait d'opérations algébriques à exécuter sur les modules mêmes, il ne saurait nous être permis de concevoir et de pratiquer que celles qui dépendent de leurs propriétés constitutives. Pour l'unité numérique c'est la répétition, pour les unités modules des quantités continues c'est la répétition et la division, et nous ne connaissons que celles-là.
Il suit de là que c'est une locution très-vicieuse que dé dire qu'on élève une quantité à une puissance, puisque multiplier
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une quantité par une quantité est une chose qui n'a pas de sens; il faut toujours entendre, lorsqu'on emploie cette manière de s'exprimer, que ce qu'on élève à la puissance est seulement la partie numérique qui, dans la représentation de la quantité, accompagne le module.
A cette première observation il convient d'en ajouter une autre, qui a pour objet de bien préciser le sens de certaines opérations. En général, si (a est un certain module et que A ft représente une quantité de la même espèce que (a, lorsqu^à la
place de [l on prendra une de ses divisions r, l'expression delà
même quantité deviendra 6 A Ir); car il faudra évidemment,
pour obtenir le même résultat avec un module b fois plus petit, que la répétition de ce module soit b fois plus considérable que précédemment. Cela sera vrai, quelle que soit la valeur de A. Si par exemple cette valeur est un carré m* et que je veuille
tJL
changer le module des carrés [a en p le nombre de fois qu'il
faudra répéter le module sera 6 m», de sorte que changer le module une fois que le carré m* est calculé, c'est multiplier m* parle nombre 6 dont on a fait usage pour diviser le module.
Mais il n'en serait pas de même si ce changement de module se faisait avant la formation du carré, c'est-à-dire sur la racine. Dans ce cas, la quantité dont on veut exprimer le carré serait
bm f rj, et le nombre répétiteur indiquant comment la même
quantité se compose avec l'unité actuelle sera b m, le résultat
devra donc nécessairement être 6' m» (t ].
Que si, au lieu du carré, il s'agit d'une puissance quelconque n, on s'assurerait par un raisonnement analogue que le résultat
serait b^tiv (rj. Cette conséquence est d'ailleurs indépendante
du nombre qu'on aura \oulu adopter pour la division du module, de sorte que, quel que soit le module, quelles que soient les fractions de ce module qu'on voudra lui substituer, il est impossible que la partie numérique de la n*^"« puissance d'une quantité soit autre chose qu'une »'*"« puissance exacte d'un
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nombre entier. Il suit nécessairement de là qae si M [a est la représentation d'une quantité^ et si M n'est pas une puissance exacte du degré n, il sera impossible que sa racine n*^'^ soit exprimable par une fraction quelconque du module (a.
Les nombres irrationnels ne sont donc pas susceptibles d'être ramenés a la forme fractionnaire; si cela se pouvait^ leur réali- ' sation pour tes quantités continues serait obtenue par cela même; or^ puisque ce moyen nous fait défaut^ il devient nécessaire de chercher à résoudre directement la question.
Ces choses ainsi entendues^ voyons si l'expression yM, impossible on abstrait et même en concret sous forme fractionnaire^ ne sera pas cependant susceptible d'être réalisée pour les quantités continues. A cet effet, remarquons que, quel que soit M, on trouvera toujours des puissances entières du degré k plus petites que lui ; soit m^ celle de ces puissances qui est la plus voisine de M^ on pourrait donc prendre m comme première
approximation de > H^ et par suite , s'il s'agit de longueurs et si X en est le module^ on pourrait dire que m X est la valeur
de ^M X.
Supposons maintenant que X est divisé en dix'parties égales, et considérons la suite des longueurs fournies en ajoutant à m X successivement une fois, deux fois, trois fois, etc., la longueur -^; comme la racine cherchée est comprise entre m X et (m -f- 1) X, on sera certain qu'avant d'arriver à ajouter lo fois — on aura passé par des valeurs qui seront les unes moindres,
les autres plus grandes que la racine cherchée. Si, par exemple, c'est entre trois fois et quatre fois que cette circonstance se
manifeste, nous pourrons dire que la longueur *» X -4- 3 ^
ou (m -h — ) X est une seconde approximation de la racine cherchée, et ce résultat différera du véritable de moins de -j^-
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Panrena à ce point, divisons de nouveau le module en dix parties, de manière à le faire devenir — et ajoutons, à la
lOO ^ '
précédente valeur de la racine , une fois, deux fois cette nouvelle partie du module. Comme la racine cherchée est
comprise entre (^»> + ~j ^ et (m + ~j X, on sera certain
qu'avant d^ojouter dix fois — on aura passé par des valeurs
qui seront les unes moindres^ les autres plus grandes que la racine cherchée. Si, par exemple, c'est entre sept et huit fois que cette circonstance se manifeste, nous pourrons dire que
(*^ + T5)^'^7 Tw ^"(«w + 75 + 735)^ est une troisième approximation de la racine cherchée, et ce résultat différera
du véritable de moins de — •
Il n'est pas nécessaire d'insister pour comprendre qu'en poursuivant le cours de ces opérations on passera par une suite d'approximations toutes de plus en plus voisines de la véritable valeur de ^M, et qui finiront par jouir de la propriété d'en
diflérer d*une quantité aussi petite qu'on voudra.
On pourra donc ainsi parvenir à réaliser, avec tel degré d'approximation qu'on se sera imposé, une longueur dont
l'expression algébrique sera ^.
Le lecteur comprendra que, dans ce que nous venons de dire, nous n'avons pas eu pour objet d'exposer le procédé pratique , usuel pour extraire les racines; notre but a été seulement d'indiquer un moyen simple de conduire Tesprit à la conception * de leur réalisation pour les grandeurs continues.
Puisqu'un nombre irrationnel ne peut pas être égal à un nombre fractionnaire, le procédé que nous venons d'indiquer, et tout autre plus abréviatif comme recherche, ne sera pas susceptible d'avoir de terme. 11 résulte de là, au point de vue des conceptions théoriques, qu'il y a des quantités continues qui, de quelque manière qu'on s'y prenne, ne seront pas sifsceptibles d'être exprimées par la division en parties égales d'une quelconque d'entre eltes,et qui par conséquent n'auront .
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pas de commune mesure avec d'autres. Ces quantités, par rapport aux autres, sont appelées moonunensurables.
Il ne faudrait pas croire qu'il n'y a que les questions dans lesquelles Cgurent des nombres irrationnels qui possèdent la propriété d'exiger une série indéfinie d'opérations. U en est d'autres dans lesquelles n'entrent pas les extractions de racines et qui peuvent Clément y conduire. Mais il ne faudrait tirer de ce fait aucune conséquence d'incommensurabilité ; cette dernière propriété doit toujours être directement établie.
Par exemple^ je suppose qu'on a pris le neuYième d'une
longueur^ et qu'on se propose d'exprimer ce - par des divisions
successives en treizièmes de la même longueur. On s'assurera par un calcul fort simple que les trois premières
fractions qui figureront dans la valeur -seront-ô -h -Ti->- -ôjet qu'arrivé à ce terme on aura encore à évaluer par le même
procédé un reste égal' à -05 — Or, ce reste peut être écrit -j^,« -; il ne différera donc du nombre - qu'on veut évaluer que par le coefficient -^ ; les mêmes fractions que ci-dessus vont donc se reproduire avec le facteur commun -ôâ> ce qui don-
^^^^ TyiT'i^lV'^ T3> ) ^* ^" ^'"^ évidemment un nouveau reste qui ne pourra être que -4; X -JU- ou i X -• On
comprend, d'après cela, que par la continuation de ce procédé on reproduira successivement les trois fractions ci-dessus, disposées en groupes, qui seront multipliés, savoir: le premier
par I, le second par -:^> le troisième par -3-,, et ainsi de suite
indéfiniment Or, il serait inexact d'inférer de là que le - et
le Y^ d'une même longueur sont incommensurables, puisqu'ils peuvent l'un et l'autre être évalués par un certain nombre de
CHAPITRE VIII
parties de la fraction -g— ou — de la longueur proposée.
Revenons maintenant à l'irrationnalité.
Nous voyons que de même que la considération de la division nous a conduit à une espèce de nombre appelé fractionnaire qui^ quoique impossible en abstrait, se réalise pour les grandeurs continues en vertu de la propriété dont elles jouissent de pouvoir être indéfiniment divisées, de même la considération de l'extraction des racines nous conduit à une nouvelle espèce de nombres également réalisable pour ces grandeurs, mais par un procédé moins simple.
En effet, tandis que pour les expressions fractionnaires il suffit d'un nombre toujours limité de divisions, il n'en est pas ainsi pour les expressions irrationnelles qui en exigent un nombre illimité, et qui même, pialgré cette ressource, ne peuvent pas être exactement évaluées. A la vérité, cela n'a aucun inconvénient pour la pratique, puisqu'elle peut toujours conduire à une évaluation aussi approchée qu'on voudra, de sorte qu'en néglige«nt des restes tellement petits qu'il sera permis de les considérer comme nuls, on pourra dire que les nombres irrationnels rentrent dans la catégorie de ceux qui sont commensurables, et il n'y aura rien là qui répugne à nos conceptions.
Les calculs à faire, avec et sur les nombres irrationnels, ne sauraient présenter de sérieuses difficultés; il suffira d'avoir toujours présente à la pensée la propriété qui les caractérise, et qui consiste en ce que ces nombres entraînent la nécessité dans toutes les expressions où ils figureront d'extraire la racine d'ip certain degré. C'est ce que nous proposons, pour abréger,
d'exprimer en disant que y^ A indique que A est extractif du degré n. Ce qu'il y aura donc lieu de rechercher dans les calculs où figureront des nombres irrationnels consistera à se rendre compte des effets que leur propriété d'être extractifs du degré n doit produire sur les résultats successifs de ces calculs ; c'est ainsi que nous avons procédé pour les nombres négatifs
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et pour les nombres divisifs. Quant au résultat final, sa réalisation pourra toujours être conçue y ainsi que nous TaTons expliqué, à Taide d'une série de divisions.
Les développements relatifs à ce sujet concernent plus spécialement les ouvrages d'enseignement, et nous devons nous borner ici à l'indication du principe qui sera le fil directeur de ces recherches.
Après avoir expliqué comment le principe de la continuité permet d'exprinîer algébriquement les diverses quantités qui en jouissent, revenons au principe en lui-même, tâchons de nous rendre compte des circonstances naturelles qui s'y rattachent^ et d'en déduire toutes les conséquences qui peuvent nous intéresser^ soit au point de vue du calcuh^ soit au point de vue des conceptions.
On a vu, d'après les explications précédentes^ qu'on était obligé j pour exprimer certaines quantités^ de prendre de trèspetits modules ; que même quelques-unes de ces quantités ne pouvaient être introduites dans l'algèbre qu'à la condition qu'on exécuterait une série illimitée de divisions du module, et que, quelque petits que fussent les modules ainsi successvement introduits, on ne parviendrait jamais à l'expression théoriquement rigoureuse de ces quantités.
Cette idée de divisions indéfiniment poursuivies nous conduit naturellement à celle d'un module de plus en plus petit et même inûniment petit; notre raison est donc en droit de se demander ce que peut être^ par exemple, une longueur infiniment petite^ avec le caractère exclusif et absolu dont le mot fn/îm porte l'empreinte. Un tel objet ne saurait être une longueur, car s'il en était ainsi, je pourrais concevoir qu'on en prend une fraction, et dès lors il n'aurait pas élé vrai de dire qu'elle est in^nimtni petite; d'où nous sommes obligé de conclure que s'il existe quelque chose qui puisse être réputé Ipngueur infiniment petite^ cette chose est nécessairement indivisible. D'un autre côté, ce ne peut être lé néant, carie néant, répété tant de fois qu'on voudra, ne pourra pas produire quelque chose. Cependant, comme en partant d'un «module
CHAPITRE YIU
quelconque, nous sommes obligé d*admetlre, dans Tordre de nos conceptions, que nous devons parvenir^ par une suite infinie de divisions, à un module infiniment petite il faut bien en conclure inversement que par la répétition infinie de cette' chose infiniment petite, nous pourrons reproduire la longueur primitive; cette chose, encore une fois, ne saurait donc être le néant.
Finalement, dans l'ordre rationnel, nous sommes forcé d'accepter Tidée que ce qu'on appelle longueur infiniment petite n'est pas le néant, que ce n'est pas non plus une longueur, et que c'est un être indivisible. Y a-tril dans l'ordre naturel quelque chose qui réalise ces conditions, et que nous soyons autorisé à considérer comme leur équivalence? Nous pouvons répondre à cette question que la conception du point géométrique correspond exactement à toutes ces propriétés. D'abord ce n'est pas le néant, en second lieu ce n'est pas une longueur : c'est en outre un objet indivisible, et enfin c'est à sa conception que nous sommes conduit par une série infinie de divisions de la longueur.
n suit de là que nous sommes autorisé à considérer la génération de la longueur comme pouvant être faite par le point. Hais ici semble se présenter une difficulté nouvelle, car une longueur étant faite, et quelque petite qu'elle soit, puisque nous avons la conviction que nous ne pouvons arriver de cette longueur au point que par une série infinie de divisions, par contre il nous sera impossible d'arriver du point à la longueur autrement que par la considération d'une répétition infinie. Cette considération est certainement de nature à jeter du trouble dans notre esprit. Voilà, en efibt, un moyen de réalisation qui, tout acceptable qu*il est comme conception, est par le fait irréalisable, de sorte que s'il s'agissait avec le point de créer de toutes pièces une longueur, il nous faudrait être plus initié que nous ne le sommes dans les secrets de la nature pour pratiquer cette opération d'infini qui se trouve placée entre l'une et l'autre. Or, nous ferons observer que l'essentiel dans ceci, ce n'est pas une pareille pratique, car nous trouvons des longueurs toutes faites qui la réalisent, et nous pouvons en
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créer tant que nous Youdrons au moyen d'autres longueurs, avec une approximation suffisante pour nos besoins; mais ce qui importe^ c'est de bien savoir à quelles conceptions nous serons sûrement conduits par les diverses considérations que nous pourrons faire volontairement ou que nous serons obligés de faire sur les longueurs, dans toutes les circonstances où nous pourrons nous trouver à la suite de recherches algébriques. Or, nous allons voir que cette opération d'infini à Taide de laquelle nous concevons que, dans Tordre naturel, on peut passer du point à la longueur n'a nullement besoin d'être praticable pour que nous ayons l'intelligence des choses auxquelles elle s'applique. Ce que nous ne devons pas ignorer, c'est que entre la longueur et le point, dont nous faisons si fréquemment usage en géométrie^ vient se placer cette considération de Tinfini; que nous ne pouvons aller de l'un à l'autre sans passer irrévocablement par cette considération; qu'il y a ici et nécessairement deux infinis qui viennent se juxtaposer; que ces deux infinis ne sont pas de même nature, l'un étant l'infinimeni grand ou Tinfiniment répété de Topération, l'autre l'iofiniment petit de la chose; qu'impossibles l'un et l'autre séparément comme réalisation, ils conduisent cependant par leur association à la conception des choses que notre raison accepte sans hésitation, parce que la nature nous les oiFre comme une conséquence de ce qu'elle sait, elle, réaliser avec un être et des moyens inaccessibles pour nous à toute autre faculté que celle de l'entendement.
Or, de là, il nous est possible d'inférer instinctivement, et c'est ce qui sera confirmé par des explications ultérieures que si, dans nos procédés de calcul^ nous parvenons à obtenir un facsimilé de ces deux opérations, nous reproduirons par cela même les choses et les fonctions de la nature, et alors si nous convenons que dx représente une longueur infiniment petite
ou le point, que le signe / représente une série infinie de
répétitions, nous comprendrons spontanément que / dx doit
représenter la longueur, puisque cette expression est la reproduction même des moyens par lesquels nous concevons qu'on passe du point à la longueur.
CHAPITRE Vlli
Pour le moment^ nous nous bornons à cette simple observa- * lion, qui sera développée plus tard; mais on peut, dès à présent^ comprendre quelle est l'origine rationnelle de l'intro* duction en algèbre du calcul appelé avec raison infinitésimal, de ce calcul qui^ sans être l'opération même par laquelle dans Tordre naturel on passe d'une quantité à sa limite et réciproquement, en est la représentation équivalente dans Tordre de nos conceptions; de ce calcul qui^ sans parti pris, sans plan arrêté; sans aucun but proposé d'avance^ s'est introduit dans les recherches algébriques et a pu simultanément, diversifié dans sa forme, mais toujours le même dans son principe, germer dans plusieurs intelligences, parce que c'est le propre de la vérité de se faire jour et de sMmposer à nous^ même alors qu'elle ne nous est pas complètement connue dans l'ensemble de ses coordinations^ qu'elle n'est entrevue que par ces soupçons qui sont les éclairs dont le génie illumine la science.
On voit donc qu'il suffisait d'analyser dans tous ses détails le principe de la continuité, pour avoir la perception claire et précise du calcul infinitésimal; et que^ si toutes ces considérations d'infini qui s'y latlacbent ont souvent troublé notre intelligence; c'est que nous n'avons pas assez remarqué qu'elles se retrouvent dans les liens naturels qui rattachent certaines choses à d'autres; de sorte que si en cette circonstance nous devions éprouver quelque étonnement, ce serait au contraire que nous eussions pu dans nos calculs supprimer ces idées d'infini sans lesquelles la dépendance relative de certains faits naturels ne serait plus compréhensible.
Mais revenons à cette idée de la répétition du point en nombre infini pour former une longueur^ et montrons d'abord qu'elle ne vient apporter aucun trouble dans celle que nous nous sommes faite de la représentation des longueurs à l'aide d'une d'elles et du nombre. Sans doute , nous le répétons^ s'il nous fallait, avec un point et une infinité d'opérations^ produire une longueur^ nous serions dans l'impossibilité de le faire^ par le double motif que nous ne pouvons pas plus saisir le point que nous ue pouvons mettre un terme à une opération infinie.
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Hais si nous prenons une longueur toute faite, c'est-à-dire quelque chose qui est le résultat même de cette opération pratiquée avec le point, nous échappons ainsi à toutes les difficultés matérielles de Texécution, sans portet* aucune atteinte ni à la clarté ni à l'intégralité de nos conceptions. Nous avons alors quelque chose qui ise trouve naturelleriient être l'intégration
de/dx, faite depuis zéro jusqu'à la longueur même qu'il nous
aura convenu de choisir, et, avec cet outil entre les mains, nous repirodùirons, ainsi que nous l'avons expliqué, toutes les longueurs possibles depuis les plus grandes jusqu'aux plus petite^. D'un autre côté, si la génération intellectuelle/itir de la ibngùeur se trouve pratiquement réalisée par une lon-
gueur X, ce que nous pourrions représenter par/ dx, ceci va
devenir désormais l'équivalent de nôtre module, de sorte que tout ce que nous avons dit des modules et des longueurs qu'ils peuvent représenter comportera, sous la désignation X, les conceptions d'infini et de point auxquelles nous sommes naturellement conduit par l'étude du principe de la continuité. Par conséquent si, à l'inverse^ dans les recherches que nous pourrons nous proposer de faire stltr les longueurs, les considérations d'opérations en nbmbre infini ou d'une longueur infinimetit petite viennent se présenter et s'imposer à nous, nous saumns que l'une et llàutbb de ces choses se trouvent déjà dans le inddule, et nous n'aurons plus à exercer de pression sur notre intelligence pour lui deinander des justifications ou des etf^lications 4}ue iA nature nous offlre elle-même.
A nié cbnsidérer ique Pexpression fdx eii elle-niénie, il ne faut pas y voir une déteirmination particulière des lôngueursi elle lest nniqdemisnt ht représentation symbolique de la formation dé toutes les longueurs par le point, elle veut dire seulehiefat que, tjlans l'ordrls haturel, les choses sont tellement constituées qùlé la répéUtioh infinie du point conduit à la con-> ceptioh de là fongbeur; et qu'il est impossible d'en admettre une (Jueldonqule, inême la plus petite, sans qu'elle soit le t*ésuliàt d'une infinité de répétitions. Or, je conçois sans difflculté que celle infitiilé de répétitbns une fois faite pour produire une cerls^ine longueur doit être ensuite reptoduile une fois, deux
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fois, trois tf}% etc., pour obtenir des Ibbgueurs doubles^ tripies, quadruples de céll&-là, et Ique je pourrai ainsi avec des multiplications ou Hels divisions eil nombre Ûùi de cette répétition première^ toute infinie qu'elle soit, représenter toutes les longueurs exactement comme noUs le faisons atec le module. Mais il faut nécessairement en prendre une toute faite, qui réunit par elle-même les deux infinis^ qui en est la représentation matérielle et qui nous permet ainsi d'échapper à la difficulté^ à rimpossibilité même de les mettre nous-mêmes en Jeu Tune et Tautré. C'est ainsi que le chimiste qui Veut agir sur un corps n'a pas besoin d'en prendre isolément les éléuiehts constitutif^ de pratiquer sur eux cette infinité d^opérations à l'aide desquelles il conçoit que le but qu'il poursuit peut être obtenu^ parce qu'il trouve dans la nature des forces tellettient constituées qu'elles possèdent tout ce qu'il faut pour s'appliquer directement sur les éléments mêmes, quelque insaisis- Âbles qu'ils soient pour nous^ et pour y exercer cette infinité d'actions nécessaires à la production des résultats qu*il se propose de réaliser.
En un mot, parce que dans l'ordre physique nous aLVbtiS la conception de la longueur et du points parce que, daris le même ordre, nous reconnaissons qu'il doit y avoit* tiéceisâirement une relation obligée de l'un àFautre, nous avons été tiatUrellement porté à nous demander s'il n'y a pas moyen de nous renseigner sur ce que peut être cette relation. Or, l'étude de la continuité nous fait clairement comprendre que dans cette i*elatlon doit se trouver la considération d'une répétition infinie dont le côté pratique nous échappe sans douter mais dont la conception rationnelle nous est clairement acquise et peut devenir un puissant auxiliaire de nos raisonnements.
II n'est pas d'ailleurs nécessaire d'insister sur ce point que ce que nous venons de constater ne concerne pas seulement H longueur^ car nous n'avons pris celle-ci pour exemple qub dans le but de simplifier notre exposition. Ce que nous avons dit de cette quantité résultant des principes généraux û\i lacdn-> tinuité s'appliquera indistinctement à toutes les auth^s.
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S'il s'agit par exemple des poids, la division infinie des poids me conduira à la conception de Télément matériel pesant dont on fait à tout instant usage dans la mécanique^ et par suite on comprend pourquoi^ lorsqu'on voudra passer de la considération de cet élément à un poids quelconque^ il sera nécessaire de faire intervenir une répétition infinie^ opération à laquelle nous avons donné le nom d'intégration.
S'il s'agit du temps la division infinie du temps nous conduira à la conception de l'instant indivisible, dont on fait un usage non moins fréquent. Dans ce cas encore, lorsque dans nos recherches nous serons conduits à passer de la considération de l'une à la considération de l'autre, nous ne pourrons le faire que par le passage de l'infini.
En résumé, lorsque, dans les recherches algébriques sur les quantités continues, on est conduit à la considération de la limite extrême de ces quantités, Tidée du module de ces quantités s'efiTace alors; elle se trouve remplacée par une conception nouvelle qui n'est plus la quantité même, mais qui a un rapport nécessaire avec elle, rapport qui entraine avec lui l'inévitable nécessité d'une division infinie.
Lorsque inversement on doit, en partant de la limite, être ramené vers la quantité dont elle peut être conçue comme l'élément générateur, le module de cette quantité sous la condition d'une infinie répétition doit api>araitre dans nos recherches et vient se substituer à la considération primitive de l'élément.
Plus généralement, si différentes espèces continues, en tel nombre qu'on voudra, sont naturellement liées entre elles par certaines lois physiques, de telle sorte qu'elles puissent être considérées comme formant une série dans laquelle ces espèces sont les limites successives des unes par rapport aux autres, le passage d'une de ces espèces à l'autre sera nécessairement l'objet d'une division ou d'une répétition infinie à la suite desquelles les modules des unes viendront prendre la place des modules des autres, soit dans l'ordre ascendant lorsqu'il s'agira d'intégration, soit dans l'ordre descendant quiind il s'agira de différentiation.
CHAPITRE y III
Tant que Tinfini n'intervient pas, il est certainement impossible que nous passions d'une espèce à l'autre et cela se conçoit, puisqu'alors des répétitions ou des divisions en nombre fini ne sont susceptibles que d'augmenter ou de diminuer l'espèce considérée; elles la maintiennent donc dans ses divers états et sont tout à fait impropres à la faire disparaître.
La considération seule de l'infini peut nous permettre de concevoir le changement des espèces, et réciproquement lorsque cette considération intervient pour le module d'une espèce, il y a changement nécessaire de module ; celui-ci en effet, sous la condition d'être infiniment grand ou infiniment petit, ne saurait être réalisé par aucun cas particulier de l'espèce considérée, car si l'on prétendait que cela se peut, il nous serait toujours permis de concevoir quelque chose de plus grand et de plus petit que ce qu'on prétend devoir résoudre la question, et, dès lors, les conditions d'infinie grandeur et dinfinie petitesse ne seraient pas satisfaites.
I^a branche de calcul, appelée infinitésimale, doit donc être considérée comme celle au moyep de laquelle nous cherchons à passer d'une espèce à une autre, lorsque d'ailleurs il existe entre les espèces pour lesquelles la transition doit s'opérer une relation naturelle à l'aide de laquelle notre intelligence conçoit qu'il y a des dépendances nécessaires des unes aux autres. •
Ainsi^ lorsque je prends pour point de départ une longueur parcourue par un mobile, je conçois que cette longueur a pu être franchie dans plus ou moins de temps, c'est-à-dire avec plus ou moins de vitesse ; je conçois, en outre, que la vitesse peut être plus ou moins grande suivant l'intensité de la force. Voilà donc difiTérentes espèces : la longueur, la vitesse, la force qui. sont loin d'être les mêmes, mais entre lesquelles il existe des relations nécessaires, puisque dans la nature elles sont des déductions inévitables les unes des autres.
Je conçois, en outre, qu'il peut être utile pour nos besoins de passer de la considération des unes à la considération des autres ; que, par conséquent, il y a intérêt à rechercher si la science du calcul ofTre des moyens d'effectuer ces passages. Or, ce que nous venons de dire doit faire comprendre que, lorsqu'il s'agira de se reporter d'une espèce à une autre, il
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faqdra néce8Sl^re^leQt arriver à un changement d^ modole, ce que ToQ Q'obtieiidra jamais en restant dans le fini^ et ce qM'on ne pomra paryenir à réaliser que par la considération de riaflni:mai9^ qu'on le remarque bien, d'un infini reliant entre ^es des choses qui, qupique nonsemblables^ ont été constituées par la nature daiis un état de mutuelle dépendance les unes p^r rappprt ^fw autres , par conséquent d'un infini relatif, yéritable foqctjQn par laqqeÛe Tobjet créé se rattache à l'élément généraf^ur , et pq^ de cet infini absolu que la raison ne comprendra jamais : parce q^e la raison, cette faculté dopnée à r))omm^ éip rect^erçher et de connaître les relations de toutes cbose^, pe saurait avoir rien à faire là où la fatalité de rabsqlu TîfiQt exclure |^ idées de dépendance logique et de rapports qaturels pécessaires qui lient entre eux soit les objets créés, soit nps spéculations intellectuelles.
Tellp §st,nQiisle répétops, la yéritable origine du calcul infinitésimal, tel est son objet essentiel , telle est sa conception première^ qui nous vient, ainsi que nous l'avons expliqué, des cons|dératiops relatives à la continuité. Nous n'exposerons pas ici leç conséquences diverses qui peuvent se déduire de celte CQuception, car c'est surtout dans son principe* qi^e nous nous somn^^$ proposé de le mettre à jour. C'est cette intervention de rinfini qpe nous tenions à signaler, qpmme une conséquence rationnelle de la constitution même des cho^, comme représentant, dans l'ordre de nos conceptions, l'équivalence parfaite de ce qui se passe dans Tordre de la nature.
qUAMTp 1^. i^
CHAPITRE IX
DE l'attribut de DmEdTIOTI.
SoMEAiRE. — I. De Tattribut de direction, sa définition. — I|. De l'oppo^ iUion dans V attribut de direction, considérée au point de vue de la Ion gueur. — m. Généralisation des mêmes idées pour toutes les quantités. — IV. De la perpendiculanté dans lattribut de direction. — V. Application aax quantités autres que les longueurs. — \l. De l'attribut de direc^ tûm pour un angle quelconque. — VII. Sur les quantités positives et pégatives par rapport i^ux imaginaires et sur le passage àw r4ç) à Timaginaire. — V|II. Du double sys(èn|e d^ nuipéfation quantitative ^\ Qjéi^ naJe. ~ IX. Réflexions de Poinsot à ce s^j^f.
l^e nourri attribut qtie^np^is nous pYrqpqsops nic^intepant d'étudief occup^unraifg iqf) portant dans tQ8con8idQr^tioqsgéQinétriqqes^ et ('pq pe^t affirrp^r qi|e c^f^çt à pe^ foqsic^praUons qu'il Taut exclqsiyjsment attribuer ^q iptroduptlpn dans la mençe (Ipcalcq^. I^Qu^ ajopt^rons ipépip que c'^st à la géom^tne qu'il a (if][fpri|nté sa ^énoipin^Uon ; tontefqis il nq faudrait pas croire qu'il ne se rencontre que ^ans la scieuce de l'étendue. Il appartiept au^si à cell^ de la ^lécauiq^^, dans certains cas à cell^ même de la pluralité, et il n'est pa? dputeux qu'il s'en présentera plus tard de nouvelles application^. Dais, comme c'est 14 un SHJet très-peuf dsfps les étuflps algébriques, uous cQps^ryerons à cet attribut la dénomination de 4ireçHfqu\ dérive de certaipes propriétés de la ligne drpl^e. Jusqp*â présenl, il n'en ^ pas été que|[tion dansrensejgpei^enten tant qu'il s'agi( de l'exposition des doctfiqes e( des prjppipes qui le concernent. Ou s'occupe ^ien des formes algébriques qui le caractérisenf ; mffjs à up tqut^^utrc point cjp vue quepelui qui consiste
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à montrer qu'elles sont les yéritables représentants d*une classe particulière de propriétés géométriques. Ces formes qui sont celles dites imaginaires interviennent si souvent dans les calculs que^ quoiqu'on les déclare incompréhensibles^ force est bien d'en dire quelques mots^ mais toujours sous la réserve qu'on ne les interprète pas et qu'on les considère uniquement comme des instruments de calcul.
Or^ la géométrie se prête si merveilleusement à Fintelligence de ces formes, les analogies qui existent entre elles et certains attributs de la ligne droite sont si complètes et si saisissantes, et d'ailleurs la géométrie occupe un rang si important dans les sciences mathématiques, qu'il y a tout à gagner à recourir à elle pour faciliter l'introduction des idées nouvelles que nous allons exposer, et pour en préparer Tinstallation déflnitive dans le domaine de la science. Nous verrons d'abord très-clairement, à mesure que nous avancerons dans notre exposition, à quels caractères on peut reconnaître qu'une quantité autre que la ligne droite possède un attribut équivalent à celui qui, pour elle, est appelé directif, et sous quelles conditions, par conséquent, les formes algébriques qui conviennent à celui-ci deviendront au même titre les représentants de celui-là.
L'attribut de direction consiste en ce que les quantités qui en sont douées possèdent la propriété que toutes les valeurs qu'elles peuvent recevoir en vertu du principe de la continuité, et même quelquefois de celui de la pluralité, peuvent être considérées comme susceptibles d'exister, suivant difTérentes directions, et plus généralement d'exercer leurs effets suivant des modes d'action qui présentent une complète analogie avec les directions en géométrie.
Disons à cet effet qu'un point étant donné sur un plan, et une longueur rectiligne d'ailleurs arbitraire étant portée à partir de ce point sur ce plan, nous concevons que cette longueur peut être appliquée sur une quelconque des directions qui passent par ce point et sont contenues dans ce plan. De telle sorte que les diverses positions que cette longueur peut ainsi prendre sont figurées par l'ensemble des directions des rayons d^une circonférence quelconque, ayant ce point pour centre. Or, ce que nous nous proposerons de chercher sera de savoir s'il existe des expressions algébriques susceptibles d'être
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dans les calculs les représentants de ces directions géométriques, et de déterminer les règles auxquelles ces expressions devront être soumises, pour qu'en vertu de ces règles il soit possible d'obtenir des relations algébriques entre ces formes tout à fait équivalentes à celles que les directions ont entre elles en géométrie. Mais, afin d'aller du simple au composé et de familiariser les idées avec ce nouveau point de vue, nous examinerons d'abord un cas particulier de cet attribut^ celui dans lequel les directions considérées sont opposées Fune à Tautre.
Supposons qu'on trace une ligne droite indéfinie sur un plan; rien ne s'oppose à ce que nous concevions que cette droite a été engendrée par le mouvement d'un point se dirigeant de droite à gauche, ou au contraire par celui d'un point qui marcherait de gauche à droite. Les diverses longueurs que l'on pourra prendre sur cette droite jouiront donc de la propriété que leur génération est susceptible d'être considérée à ces deux points de vue très-distincts^ et l'on comprend sans peine qu'il pent 7 avoir utilité^ nécessité même^ dans les diverses considérations géométriques auxquelles on pourra se livrer, de distinguer l'un de l'autre ces deux modes de génération. Or^ ce qui se présente de prime abord à l'esprit^ pour éviter toute confusion à cet égard; c'est d'affecter des indices différents à la représentation de chacun de ces modes d'existence des longueurs. Par exemple : si X est le module adopté pour représenter la grandeur des unes «t des autres, je pourrai conserver X pour exprimer l'un de ces modes et faire usage de l'accentuation de X pour exprimer l'autre^ de sorte que a étant le nombre de fois qu'il a fallu répéter le module X pour obtenir une certaine longueur» a X pourra être employé pour indiquer que cette longueur est dirigée dans un des sens ci-dessus, et a V pour indiquer que la même longueur est dirigée dans l'autre sens. Il est évident qu'à l'aide de cette convention il ne sera pas possible de se tromper sur celle des deux directions qu'on entendra attribuer aux diverses longueurs dont on aura à s'occuper. Mais une accentuation n'étant pas une opération algébrique ne pourra être employée que comme signe représentatif d'une
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diglinctlqn à faire entre deux choses copsidiéraes ^ (Icis f^^^ de vue différents^ et ne nous apprendra rien suf \e^ augni^q^atiens ou dimiputions qui poprront être le résultat ^ f^ivfiisef combinaisons qu'oQ aura à lair^ entre ces pbp^s. Ë^ çtq efTet» avant d'appliquer à un indice ponventioqn^t uqfi flp^ntion quelconque de ca^qql, \\ fs^qt avoir d^i ce que pqui ^^r^, dans c^ cas, une sembl£^))le opérat^qp ; c'est là unq péc^f^ qui s'imposera toujours lof^qu^^; ^^^^ scjencp algél^nque^ oi) emploiera un signe poqr représenter non uqe opératiop 4e IV rithmétique, non une quantité, mais une convention. Tant que la relation qui peut exister entre les procédés du calcul et Tordre de considérations auquel s'applique cette convention n'aura pas été soumise ^ de séfieus^ç inv^^tig^itiops^ i\ s^rçi impossible de conclure. Or> il ne faudra p^çcb^rplief ia^eïa^Q^ dont je parle dans qiieiques artiGces fie calcul, 4ap$ le \p\K sqjft vent abusif de quelques forpiules, dans le rappropl^einenl ^^ fondé de quelques résultats plus pxclusivefpent algébrjqu^ que rationnellement cpipparatifs. Mais il faudra ls| dédMJre f)^ la nature même de Tordre de f^its cop^idérés^ €|e Te^ppc§ eî de la constitution de ces faits dir^çten^ent comparée ayec Cf^lte des opérations diverses dont se compose la scifsnce dq ca)cpj^ de Tanalogie complète qui peut e;Lister ent^re les résultats qpQ ces recherches mettront à jour sur les quantités auxquelles elles s'appliquent, et ceux que les opérations fie c^lcpl produiront à leur tour sur les nombres qui f eprésentent ces qmintité((. Si dans cette cpn^paraison on trouve une équivalence cpmplèk» entre les pns et les autres, alprs, mais alors seulement, oq sera en droit de conclure que les lois pafurelles qu'on ^tqdie ont un représentant algébrique, et que le sign^ conventipqpel peut être représenté par une opération de calcul- Appliquons ces principes à ce qui concerne les directions opppséeç.
Sur la droite indéflpie que nous avons tracée daqs pn plipt^ arbitrairement choisi, prenops un poipt fixp.Si Ton considèn 1^ longueijf s successives qui, partaqt de ce point, sont sitqéf^ à droite, elles progressent dans qn des deux sens dont npps nous occupons; et, si l'on considèrp cel|es qqj, partant (Je cf^ même poipt, sont situées à gauche, elles progressant ep seq^ ipverse. Les premières seront donc flésigpées, en vertqdeceqqi précède, par (iX, et les secpuflespar oX^ Eq coqséqpepce, si j'ip
4 ^o^lar deux Iqqguftura (ik et b\ (^e Is^ première a^Rèçe^ je port^r^ d'4bqfd la première à f^^liv du poiat fixe sur le côté droit de notre tlgne^ et puis la seconde à la snite à pfoliP de l'extrémité c|e la première : j'obtiendrai ainsi une longueur qui ^^v^ la somme d^ deux proposées, qui se compose dM module X répété a -f- 6 fois, et dont la représentation algébrJai|e «era (a + 6) X. Evidemment qu en pourrait dire autant qe^ lougapiirs q X^ et 6 V^ qui seraje^t tput^^ deu^i^ ^e la ^epqqde es.pèce.
Considérons mainteuant deq^p Ipngueqrs, aX et i>X', d'espèces différentes, et pl)erc|ions pe que ppur^a prodqjre lefir réunipn matérielle et pbysiqqe eu ay^ut égv^ %w ^m WÎvftnt lequel chacune est dirigée.
Je commenceraj, cpmiipe précéd^mi^ent, à porter du p^té droit à partir f|u ppjnt fl»e la longueur aX ; mais, lorsqu'sprès cette opération jq pprlerai à rextr^milé de aUa sepondelpngueqr, eq lui attnbqant|e sens qu'elle doit avoir de sp diriger vers la gapche, djiov^ Tei^trémité dp pettp longueur, bipp lo|u de se placef au-delà du pqint fixe à uqe distance supérieure à
aX^ vienc^r^ ^m^^f ^^l^r^ l'extrémité ^^ celle-ci et le point fixe, ou même au-delà de ce point fixe, vers la gauche. L'addition aX -H bV, bien loin dp me donner quelque chose de plus grand que aX, me donnera donc au contraire quelque chose de plus petit, eti| e^t évident que çe^te pl^pse sera préciséii^ent cpUe que j'auraisi obtenue si, considérant la seconde longueur ^-'Pmnie d^ même e^pècp que la première, je l'avais soustraite ^^ celle-ci au lipu de rajouter. Cela PP$^7 si je l'ayais considérée cpmme étaptde }nèxjçtG espèce, elle aurait eu pour représentation iX.; si jp l'avajs sqqstrajte, l'expressjpu algébrique du résultat aufajt été fiX — (»X, et, puisqu'il doit y avoir équivalence daps les deu^ manières d'opérer, oq devra avoir aX -+- 6X' == aX — ^X, d'où résq|te la relatiqn &X^== — ftX. Or, ^ceci noiis apprend que la propriété que OPq^ avons youlu caractérispr par Taccentuation poqveptionqelle de ^ Rro(|uit physiquement les mêmes effets que la soqstractioq en algèbre; qu'il y a, par cppséquent, équivalence entre cette propriété et l'opération sopstractive^ qui en devient ainsi |e représentant légitime, de sorte que Ton se trouve autorisé à dire que ce qu'on avait voulu distinguer, par l'accentuation de > le sera d'nne telle manière par le signe —, que t^ns les résultats ma-
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tériels qui sont des conséquences de la propriété que nous considérons se trouveront exactement reproduits dans les calculs algébriques. En résumé^ si le module "k représente les longueurs dirigées dans un sens, le module — \ sera la représentation algébrique équivalente des longueurs dirigées dans un sens opposé, et, si comme on est dans rtiabitudé de le faire on veut supprimer dans l'écriture des formules la considération du module, reportant sur le nombre qui l'accompagne dans lareprésentation algébrique des quantités les effets du signe soustractif; on pourra dire que^ pour avoir égard à l'opposition dans le mode d'existence de la longueur, relativement à son conjugué; il faut considérer comme diminutif le nombre de fois qui le représente. On voit que, dans le cas particulier où les deux longueurs aX et bV seraient égales, leur addition ramènerait au point fixe. De sorte qu'en ce qui concerne le quantum de longueur obtenu, le résultat de l'opération serait zéro. C'est aussi ce qui arrivera dans le calcul, puisque dans ce cas b étant égal à a, Tune sera représentée par aX, l'autre par — aX, et que ces deux expressions s'annulent par leur réunion.
Il est d'ailleurs évident que la nature des développements que nous venons d'exposer est telle que tous nos raisonnements, bien que se rapportant aux longueurs, sont généraux et susceptibles de s'appliquer à toutes les quantités pour lesquelles on aura constaté les deux modes d'existence opposés. Or, pour parler d'une manière générale, nous dirons que l'opposition dans le mode d'existence entre deux quantités se reconnaît an caractère suivant : c'est que deux quantités, entre lesquelles cette opposition existe, s'anéantissent, relativement à l'un des effets qu'elles peuvent produire et qu'on étudie actuellement, par leur réunion, par leur addition matérielle et physique, lorsque d'ailleurs ces quantités ont la même valeur absolue.
Ainsi, parce que le mouvement qu'un poids placé dans le plateau d'une balance communique à cet instrument autour d'un axe fixe est anéanti par l'addition d'un poids égal au premier placé dans l'autre plateau, je dirai que les modes d'existence ou d'action de ces poids sont opposés l'un à l'autre.
CHAPITRE IX
Parce que les phénomènes électriques produits par un corps qui possède une certaine quantité d'électricité vitrée s'anéantissent et disparaissent complètement lorsqu'on ajoute à ce corps une quantité égale de fluide résineux, je dirai que les deux modes d'existence ou d'action de ces deux fluides sont opposés l'un à l'autre.
Parce que dans le phénomène des interférences la clarté produite par un rayon lumineux se trouve sur certaines bandes anéantie par V addition d'un rayon lumineux venant de la même source que le premier et qui lui est par conséquent égal, je dirai que les deux modes d'existence ou d'action de ces deux rayons sont opposés l'un à l'autre.
L'on voit ainsi successivement découler d'un même principe et se rattacher à un même point de départ l'existence de cette classe de propriétés qui, dans les diverses branches des mathématiques appUquées à Tétude des quantités, ont dû ou devronl être un jour considérées sous les points de vue positif ou négatif.
Ici vient d'ailleurs se placer une observation qui ne saurait être passée sous silence.
n est évident d pnori, et nous avons eu soin de le mentionner dans la déflnition qui précède, que ce ne sont pas les quantités elles-mêmes qui doivent s'anéantir et disparaître par leur réunion, mais que .ce sont les effets qu'elles sont susceptibles d'engendrer séparément et dont on fait actueUemenl l'étude qui cessent d'être produits.
Ainsi, relativement aux longueurs et à leurs directions, ce ne sont pas les longueurs proprement dites, les chemins qu'elles représentent qui ont disparu; mais ce sont les effets du déplacement par rapport au point de départ qui se sont compensés; un mobile qui aurait suivi les deux longueurs aurait réellement marché, mais cette marche, relativement au point de départ, n'aurait déflnitivement produit aucun déplacement.
De même les deux poids qu'on place dans les plateaux de la balance ne s'anéantissent pas comme poids, et sous ce rapport, au contraire, ils agissent de toute leur énergie sur le point d'appui qui supporte ces plateaux, mais relativement au mouvement que chacun d'eux isolément imprimerait au fléau, leur réunion, leur existence simultanée sur le même appareil a pour objet de produire le repos.
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De sorte que^ dans le premier cas, au point de vue du déplacement déflnitif^ les deux longueurs peuvent être considérées comme si elles n'ayaient pas existé, tandis qu'au point de vue du chemin parcouru, il faut tenir compte de Tune et de Fautre.
Dans le second cas, au point de vue du mouvement du fléau de la balance^ l'instrument est exactement dans la même situation que s'il n'y avait pas de poids, tandis qu'au point de vue de la résistance du point d'appui, de la pression qu'il supporte, il faut reconnaître que ce point est âoumis à la fois à Faction des deux poids.
En suivant cette analogie pour les phénomènes des interférences, on ne dira pas que Tobscurité des bandes est un indice de l'absence de la force lumineuse, mais on comprendra que les mouvements producteurs de la lumière doivent être tels que l'un des rayons sollicitant la rétine dans un certain sens, l'autre rayon la sollicite dans un sens opposé, d'où résulte le repos de l'organe, et en même temps, pour le dire en passant, la conception de la théorie des ondulations.
Pour l'électricité, on ne dira pas non plus que ce que nous appelons fluide vitré et fluide résineux s'anéantissent pat leut addition, par leub réunion sur un liiême corps ; mais on sera conduit à penser que ce que notls appelons électricité vitrée n'est autre chose que le développement d'une force qui, relativement à celle qui se développe ^ar l'électricité dite résineuse, a un mode d'existence complètement opposé, de sorte que lorsque ces forces serotit telles qu'elles produiront séparément sur un même corps des effets d'égale intensitë> elles jouiront de la propriété que le résultat de leur action simultanée sera Féquilibre.
Faispns remartjuer, avatlt d'abandonner ce sujet, que toutes les quantités qtii jouissent de la propriété de l'opposition dans le mode d'existence nous olîrent le moyen physique d'exécuter par leur addition matérielle de véritables soustractions ; nous verrons qu'il en sera de même pour des opérations autrement compliquées que la soustraction : toutes les fois, en effets qu'un rapport algébrique quelconque conviendra à une quantité, celle-ci sera susceptible de réaliser ce rapport, dont nous pourrons ainsi obtenir une représentation physique. Le concret
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nbus viendra ainsi en aide pour interpréter Tabstrait et faciliter sa compréhension dans les circonstances où ses expressions to présentent à nous sous des formes énigmatiques.
Après cet examen des directions opposées, passons à celui des diirections perpendiculaires, et disons d'abord en quoi consiste la loi physique de la perpendicularité.
Supposons qu'on trace sur un plan une ligne droite quelconque sur laquelle on prend un point ûxe que nous désignerons constamment par la lettre 0. La partie de la ligne qui est à droite du point 0 considérée comme indéfinie sera appelée OD^ délie qui est à gauche de ce point considérée à son tour comme indéfinie sera appelée OG. Les longueurs qui à partir de ce point 0 seront respectivement portées sur OD et sur OG jouit'enta par rajppôrt à ce points de la propriété d'être opposées^ de sorte que, X étant le module des longueurs^ si celles qui sont sithé<es sur OD sont représentées par aX^ celles qui le sont sur OG le seront par — aX ; les premières sont dites positives, les {secondes négatives.
Supposons ifaàintenant que nous construisons un angle droit dont le sommet soit en 0 et dont Tun des côtés soit OD^ l'autre côté de cet angle sera une ligne passant par 0 et perpendiculaire & 00. Nous appellerons OP cette perpendiculaire.
Cela posé, bohstruisbns à la suite un second angle droit dont le sommet soit encore en 0 et dont l'un des côtés soit OP : il est établi en géonlétrie que l'autre côté de ce second angle vient se confondre avec la partie OG de la droite primitive^ c'iest-à-dire àviec la direction négative. Si ensuite on construit un troisième angle droit dont le sommet soit encore en.O, et dont l'un des )côtés soit 0G> l'autre côté de cet angle sera l'opposé de OP; c'est-à-dirë la direction négative de OP ; enfin un quatrième angle droit construit à la suite des trois précédents nous fera exacteknent retomber sur la direction primitive OD.
De cet examen, il résulte que la loi géométrique de la perpendicularité consistée en ce qu'étant donnée une direction quelconque considérée bomme positive, la direction perpendiculaire rei^roduitc déui fdis à k ^uite Tune de l'autre, à partir
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de la positive, conduit à la direction négative, et que reproduite quatre fois elle fait retomber sur la direction première; il y a donc dans Tordre naturel une relation nécessaire entre les directions positive^ négative et perpendiculaire^ en vertu de laquelle la première de ces directions étant donnée, les autres en sont des dépendances obligées.
La question à résoudre maintenant sera de savoir s'il n'existe pas en algèbre certaines formes et certaines opérations à exécuter sur ces formes jouissant de la propriété d'être l'équivalence, quant aux résultats successifs qu'elles donneront^ de ceux auxquels on est conduit par l'emploi géométrique de la perpendicularité.
Ce qui s'offre d'abord à l'esprit, c'est de voir si une expression algébrique encore inconnue que je représenterai par x est susceptible^ par ses répétitions successives, de produire les mêmes effets que les répétitions d'angle droit.
S'il en était ainsi, ayant pris une longueur a située sur la direction positive^ cette même longueur située sur la per|)endiculairé devrait avoir pour expression algébrique a+Xy puisque j'admets Phypothèse que x doit être employé par voie d'addition. La seconde perpendiculaire serait donc représentée par a + 2X, et puisque celle-ci se confond avec ladirection négative, je devrais avoir — a=:a + 2 x, d'où x= — a; x changerait donc pour chaque valeur particulière de la longueur et ne posséderait pas par conséquent le caractère d'invariabilité en vertu duquel nous concevons que la perpendicularité est tout à fait indépendante de la considération des longueurs; d'un autre côté, comme la quatrième perpendiculaire doit se confondre avec +a, j'aurais a=aH-4^, d'où a?=0, valeur différente de la première ; et comme elle indique d'ailleurs qu'il n'y aurait rien à faire sur a, nous concevrons qu'à tous les points de vue cet ordre de considérations est impropre à nous conduire au but que nous nous sommes proposé.
Nous insisterons d'ailleurs sur cette considération que la conception des directions est telle que cet attribut ne saurait apporter aucune altération à une longueur quelconque a; elle a seulement pour objet de nous indiquer que cette longueur existe dans une certaine situation plutôt que dans une autre, et cela sans apporter aucune modification à l'expression numé-
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rique de cette quantité qui doit toujours être a; c'est ce qui a lieu pour la représentation des directions positive et négative, car dans + a comme dans — a la pluralité a reste la même. Or, il serait bien difficile de comprendre ce que devrait être x pour que la forme a+x n'altérât pas la pluralité exprimée par a. Ayant échoué de ce côté nous sommes conduit à recourir à d'autres moyens. Or, nous allons voir que Texamen de ce qui concerne les directions positive et négative va nous mettre sur la voie de ce qu'il peut être permis de faire pour la direction perpendiculaire. Il est évident que Tattribut de direction ne devant pas changer la pluralité qui représente les longueurs, uous ne pouvons guère concevoir que cette condition soit remplie autrement que par qjaelque signe d'opération qui par luimême n'entraîne ni augmentation ni diminution de cette pluralité et qui n'aura d'autre objet que de lui faire remplir, sans l'altérer, telle ou telle autre fonction ; de même que l'opération de faire un angle droit fait remplir à une longueur, tout en la laissant la même, la fonction d'être perpendiculaire à la direction primitive.
C'est ce qui existe pour les deux directions opposées, ainsi que nous l'avons fait remarquer ; on voit évidemment que dans ce cas le signe négatif ne change pas la pluralité et qu'il se borne à l'indication d'un usage particulier qu'il en faudra faire; il satisfait donc à tous égards aux conditions définies: or, dans nos. usages algébriques, par suite de ce qui a été démontré au sujet de la règle des signes, le signe souslractif, appliqué à une pluralité, peut être considéré comme l'équivalent de la multiplication de cette pluralité parle facteur — i, et comme ce même facteur algébrique — i appliqué à son tour à la direction négative nous fait retomber, ainsi q^ue cela doit être, sur son opposée, puisque — i multiplié par — i donne + 1, nous voyons que, pour ces deux directions tout au moins, c'est par la voie de facteurs que la coïncidence entre les faits algébriques et les faits naturels se trouve établie.
Enfin, parce que ces deux directions ne sont que des cas particuliers des quatre évolutions que la perpendiculaire doit faire pour qu'en partant d'une direction on s'y trouve ramené, il s'ensuit qu'il n'y a rien que de naturel à admettre que l'expression algébrique générale de la perpendiculaire, si elle est
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possible, doit se faire par les mêmes formes et les mêmes moyens que ceux qui conviennent à deux de ses cas particuliers.
Nous sommes ainsi finalement conduit à prévoir que c'est par la voie de facteurs qu'il nous sera possible d'obtenir la solution de la question que nous nous sommes proposée.
Ces choses ainsi entendues, si x représente dans cet ordre d'idées le facteur de la première perpendicularité^ x^ devra représenter celui de la perpendicularité double, c'est-à-dire la direction négative ou — i, a^ celui de la perpendicularité triple, c'est-à-dire l'opposé de la première perpendicularité ou — x, enfin x^ devra être l'équivalent de la direction primitive ou + 1 •
Or, exprimer de tels résultats, c'est évidemment énoncer les
propriétés essentielles et caractéristigues de l'expression ^ — i, et de là nous concluons qu'en algèbre cette expression représentera par ses diverses puissances les évolutions mêmes auxquelles on est conduit en géométrie par les répétitions successives et juxtà-posées de Tangle droit.
Nous sommes ainsi ramené à ce point de doctrine que v' — i n'est pas autre chose qu'un signe d'opération. A cet égard, les considérations concrètes viennent ajouter le remarquable appui de leur autorité à celles qui se sont présentées à nous comme la conséquence nécessaire de nos premières études
théoriques. Si, en effet, \Pm est Téquivalent algébrique de la perpendicularité géométrique, c'est-à-dire de Vopiraiion qui consiste à faire un angle droit, n'est-on pas obligé de reconnaître qu'il ne peut être lui-même qu'une opération ?
La question que nous nous étions proposée est donc résolue^ et nous sommes maintenant en mesure d'étudier les diverses conséquences qui en résultent pour la conception de la représentation algébrique d'une direction quelle qu'elle soit.
Toutefois, avant d'aborder ce sujet, nous ne devons pas négliger de faire observer que les raisonnements que nous Tenons d'exposer, bien qu'appliqués aux longueurs, sont susceptibles de convenir à toutes les quantités qui, comme les longueurs, auront des modes d'existence définis par des condi-
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lions analogues à celles de la perpendicularité; nous dirons donc dans un sens général :
a Lorsqu'une espèce de quantité possédera entre les deux a états opposés qu'on appelle positif et négatif un troisième a état intermédiaire^ et lorsque ce troisième état sera tel que si « après avoir fait, pour l'obtenir, certaines opérations sur Tétat « positif, il arrive qu'en répétant sur cet état intermédiaire les « mêmes opérations et dans le même ordre, on passe à l'état c négatif, ce troisième état, disons-nous, devra être repré-
« sente dans Talgèbre par l'expression V---Î- ^
Par ce moyen nos principes se généralisent, et l'on voit que ce n'est pas une interprétation seulement géométrique des expressions imaginaires que nous présentons ici, mais une inter* prétation également applicable à toutes les quantités dont les divers modes d'existence sont définis par des conditions analogues à celles qui régissent entre elles les directions soit opposées, soit perpendiculaires.
A ce point de vue nos explications ne se bornent pas à une simple considération de géométrie analytique, leur portée devient aussi générale que possible ; elles ne sont pas le résultat d'une coïncidence observée peut-être par hasard entre une figure de géométrie et quelques expressions algébriques; elles prennent leur origine dans cette idée préconçue, aussi féconde qu'elle est simple, qu'il y a lieu de se demander et de rechercher si ce qui est lié par la nature n'est pas susceptible de l'être par les opérations de calcul, proclamant d'avance que tout ce qui sera lié de la même manière devra certainement avoir pour expression analytique les mêmes symboles d'opérations, les mêmes rapports.
Occupons-nous maintenant de la représentation générale des directions.
Dans l'étude de cette nouvelle question, comme dans celles qui Tout précédée, nous commencerons par déterminer les diverses relations géométriques qui existent entre les données; nous examinerons ensuite si l'algèbre nous donne les moyens d'exprimer analytiquement les mêmes relations.
A cet effet revenons à notre ligne fixe sur laquelle nous avons
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pris arbitrairement un point 0 et dont les deux parties à droite et à gauche de ce point ont été désignées par OD et OG. Nous rappellerons ligne de base.
Considérons une nouvelle direction OC passant par le point 0 et faisant un angle a avec la première.
Si d'un point quelconque Â^ de la nouvelle direction OC^ on abaisse une perpendiculaire AÀ^ sur la ligne de base^ ce sera un fait géométrique patent que les deux longueurs OA' et A'A^ ajoutées ensemble, en ayant égard tant à leurs longueurs qu*à leurs directions, conduiront au point A^ comme on y serait arrivé^ en suivant la longueur OA sur la direction OC.
Or, nous savons déjà que pour avoir égard à la direction perpendiculaire de AA^ sur la ligne de base, il faut que la longueur
AA^ soit accompagnée du facteur v^^, de sorte que le chemin
dirigé OA'A a pour expression analytique 0A^ + A'AV^.
Ecrivons donc. maintenant que cette expression doit être égale à celle du chemin OA pris sur la direction OC.
Dans ré tat d'incertitude où nous nous trouvons sur la forme analytique qui doit servir à représenter cette dernière direction, relativement à celle de la ligne de b^se, nous admettrons, pour un instant, ainsi que nous Tavons pratiqué dans les recherches précédentes, que cette forme consiste en un certain facteur inconnu que nous représenterons para?, de sorte que OA sera représenté tant en longueur qu'en direction par le produit algébrique OA.x. Nous devrons donc avoir, en vertu des
précédentesremarques, OA.ic=OA^+A'Av/^, équation de laquelle nous déduirons x = j^r- + jrr si— i i telle est la valeur de Xy telle, est la forme de Texpression analytique qu'on peut appeler le coefficient de direction d'une ligne faisant un angle oc avec celle de base.
Hais il est évident que rationnellement, puisque cette forme doit dans les recherches algébriques représenter la direction de la ligne OC,il est évident, disons-nous, qu'elle doit convenir à tous les points de cette ligne et^ par conséquent, ne pas dépendre de la considération particulière de l'un de ses points A.
Tel est en effet le caractère propre à l'expression ci-dessus, car si le point A y figure, ce n'est qu en apparence. C'est en
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effet une Yérité géométrique dépendant de la nature de la ligne droite et de Tangle que les rapports ^rj » jr^- restent invariables quel que soit le point A qu'il aura plû de prendre sur OC ; de telle sorte qu'en représentant, comme on est dans Tusage de le faire, les valeurs constantes de ces rapports par cos « et
8in«, il vient définitivement a; = cosa + ^^ sin «, forme sous laquelle l'indépendance de la valeur de x, par rapport au point A ou à tout autre de la direction OC^ devient manifeste.
Il est donc bien établi que les directions des droites, les unes par rapport aux autres, ont une expression analytique ; de telle sorte qu'à Taide de cette expression on pourra soumettre ces directions au calcul avec les mêmes facilités qu'on y soumet les longueurs représentées par les nombres. On voit encore qu'on pourra dans ces calculs reproduire la marche même de la géométrie qui, dans ses procédés, met à la fois en œuvre les longueurs et les directions, puisque l'expression multiple
r(cosa + yCI7 sin a) représente collectivement une ligne dont la longueur est r, et qui fait un angle a avec la direction prise pour point de départ.
Par conséquent, si l'on a tracé une portion de contour polygonal rectiligne dont les côtés font avec la ligne de base les angles 6i,6t,0,,..., 6», et qui ont pour longueurs respectives ^ly^i^Oa,..., an, l'expressiou analytique de ce contour sera
a,(cos6i+\/^sin9,)-ha,(cos9, + v'^sin6J + ... +an(cos6»+v/^sin6») ,
de sorte que par ce moyen il n'est pas de tracé de figure géométrique composé de lignes droites qu'on ne puisse immédiatement traduire et interpréter en algèbre. Nous nous expliquerons plus tard sur ce qui concerne les courbes. 11 est à peine besoin de faire remarquer que toute expression
de la forme p + 9 V^~^ P^^^ ^^^^ ramenée à celle
r (cos a + v'^ sin a)
et exprime, par conséquent, une longueur dirigée, car on peut l'écrire
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alors , ^ et ,.-J-— peuvent être considérés comme re-
présentant respectivement les cosinus et sinus d'un même
angle «^ tandis que v^p' + 9* représente une longueur r.
Il y a donc dans tout binôme imaginaire association des deux éléments de longueur et de direction, et il est utile de pouvoir les désigner Tun et l'autre ; à cet effet, on a proposé d'appeler l'un le module, l'autre l'argument. Ces deux dénominations ne nous paraissent pas convenablement choisies parce qu^elles ne rappellent ni l'une ni l'autre les propriétés essentielles de la longueur et de la direction. Il nous semble qu'il serait préférable à tous égards d'appeler l'élément de longueur le conr tinu et l'élément de direction le direclif. Il y aurait à cela l'avantage de rappeler ce qu'est chaque chose en la nommant; le mot continu n'offre pas d'ailleurs l'inconvénient de rappeler une espèce particulière, il peut ainsi se prêter à des désignations de quantités autres que les longueurs et pour lesquelles, d'après une remarque précédente, Timaginaire serait réalisable.
Avant d'exposer les conséquences du fait important que nous venons d'établir, nous croyons devoir présenter quelques observations sur les quantités positives et négatives par rapport aux imaginaires et sur le passage du réel à Timaginaire,
Quand il s'est agi sur une même droite de considérer des directions opposées, les géomètres ont vu d'abord et prouvé ensuite l'intervention nécessaire des signes + et —, mais ils ne sont pas allés au delà. En adoptant pour la représentation analytique des courbes le système des coordonnées rectangulaires, ils ont affecté le facteur + 1 aux abscisses positives et le facteur -^i aux abscisses négatives, parce qu'ils ont reconnu qu'il y a entre ces deux directions opposées une relation obligée. Quant aux ordonnées, ils les ont aussi reliées entre elles par une relation de même espèce. Mais entre les ordonnées et les abscisses ils n'ont rien vu de commun que l'équation même de la courbe, c'est-à-dire la fonction qui lie la grandeur de l'ordonnée à celle de l'abscisse.
Aussi les quantités positives et négatives forment-elles une
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classe à part tout à fait distincte des quantités imaginaires ; jusqu'à ce jour on a si peu tu dans les unes et dans les autres des membres d'une même famille^ que les premières sont rangées dans la classe des choses réelles, tandis que les secondes appartiennent à un monde réputé imaginaire. Le calcul cependant^ avec sa rigoureuse logique^ enseignait
qu'^ntre + i, — i et cosa+ V--7 sin «, il y a une liaison nécessaire^ puisque les deux premières expressions ne sont que des cas particuliers de la troisième ; mais cette circonstance^ loin d'éclairer la question, l'obscurcissait encore, tant on se croyait obligé de trancher entre le réel et l'imaginaire ; et le passage de l'un à l'autre, employé comme un puissant auxiliaire dans les recherches purement analytiques, est resté pour notre intelligence, et sous le point de Tue philosophique, une circonstance incomprise.
c Les passages du positif au négatif, dit Laplace, et du réel à a l'imaginaire, dont fai le premier fait usage, m'ont conduit a encore aux valeurs de plusieurs intégrales définies singua Hères, qttefai ensuite démontrées directement. On peut donc a considérer ces passages comme un moyen de découverte paa reil à Tinduction et à l'analogie, employées depuis longtemps a par les géomètres, d'abord avec une grande réserve, ensuite a avec une entière confiance, un grand nombre d'exemples en d ayant justifié l'emploi; cependant^ il est toujours nécessaire a de confirmer par des démonstrations directes les résultats € obtenus par ces divers moyens. » (Théorie analytique des probabilités. Introduction.)
On voit donc que les passages du réel à l'imaginaire, que Laplace déclare avoir employés pour la première fois, et dont les géomètres actuels font un fréquent usage, ont été des moyens de découverte fondés, non sur une théorie rationnelle, mais seulement sur la sanction de l'expérience. Aussi Laplace ne les considère-t-il nullement comme emportant avec eux leur justification qui doit être établie par des moyens directs, ce que malheureusement on ne fait pas toujours.
Mais actuellement que nous venons de prouver que l'expression cosa + ^^ sin a n'est autre chose que celle d'une direction, et que les relations qui existent entre les directions posi-
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tives, négatives^ perpendiculaires et angulaires^ sont pour ainsi dire le résultat d^un coup-d'geil jeté sur une des plus simples
figures de géométrie, la liaison qui existe entre +i, — i, V— î
et cos ÙL+ \f^ sin « se trouve par cela même établie non plus seulement comme une conséquence purement analytique^ mais comme une nécessité que le raisonnement constate à priori, et dont le principe est indépendant de toute vérification ultérieure.
On conçoit ainsi, avec la plus grande facilité, que le passage mystérieux du réel à Timaginaire va devenir une des plus simples conceptions mathématiques, et qu'il n'y faudra voir autre chose que le simple changement de la ligne de base primitivement prise pour point de départde la supputation des directions.
Ces considérations fort simples, entrevues au commencement de ce siècle, et que nous avons nous-méme développées il y a une trentaine d'années, n'ont cependant fait en France que d'insignifiants progrès; c'est qu'à notre avis nous nous sommes encore plus appliqués à rechercher des effets qu'à étudier des causes, à courir après des séries et des formules, nous contentant souvent de quelques apparences, sans nous rendre compte de rétendue, de la portée, de la véritable interprétation des résultats obtenus. Nous avons trop oublié cette sage recommandation de Laplacc: <c Que les résultats transcendants du calcul <x sont, comme toutes les abstractions de l'entendement, des tf signes généraux dont on ne peut connaître la véritable étenft due qu'en remontant, par l'analyse métaphysique, aux idées a qui y ont conduit b
C'est là le défaut de notre époque ; nous voulons avancer, et toujours avancer, sans remarquer que, si ce que nous cherchons se trouve au point de départ, nous ne ferons en marchant que nous écarter du but; que ce ne sera que par voie de retour, comme le dit l'illustre géomètre que nous venons de citer, qu'il nous sera possible de bien connaître la route que nous devons suivre et d'avoir l'intelligence des diverses circonstances qui s'offriront à nous pendant ce parcours.
Le principe de la représentation algébrique des directions par les formes imaginaires oiTre une analogie trop remarquable avec celle des grandeurs continues par le nombre pour que.
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avant de passer à Tétude des conséquences, nous n'entrions pas dans quelques détails à ce sujet
Si y. est le module que Ton convient d*adopter pour les longueurs^ les diverses longueurs qu'on pourra produire avec ce module restant entier seront exprimées par X^ 2X, 3X^ ..., pX.
Si a est un angle convenu d'avance> pour compter une série de directions, toutes les directions qu'on pourra produire avec cet angle restant entier seront exprimées par
cosa +v/^^sin a, C0S2 a+ v/ — ï sin 20c, cos3a+V^sin3a,..., cospa+v^ — i sinpa.
Si on divise le module X des longueurs en un nombre n de parties égales^ les diverses longueurs qu'on pourra prod^iire
avec la n»^« partie de ce module seront i -, 2-, 3-, ..., p-
Si on divise l'arc « qui a d'abord servi à compter les directions en un nombre quelconque n de parties égales, les diverses directions qu'on obtiendra avec la n»«^ parlie de cet arc seront
cos — hV— I sm-, C0S2 — hv— ism2-, .... n n n ^ n
cosp- + i/— I sinp-.
Ot, de même que les expressions de la longueur en y faisant =X' reviennent à la forme primitive X', 2 X', 3X', ..., pX^,
de même aussi celles des directions, en y faisant -= 0/, revê-
tent la première forme.
Nous sommes ainsi conduit à cette conséquence que, dans la théorie de l'algèbre, ce n'est pas un seul système de supputation qu'il faut avoir en vue, si Ton veut arriver à la connaissance complète de tout ce qui intéresse les quantités; il est nécessaire d'avoir égard à deux systèmes : l'un représenté dans ses éléments par la série des nombres i, 2, 3, ..., pour représenter les grandeurs^ les intensités des quantités, tout ce qui, en un mot, se rattache à leur continuité ; l'autre figuré par la série des nombres imaginaires que nous venons de faire connaître pour représenter l'ordre, la situation, les différents
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.Diodes d'existedce ou d'action de ces quantités; le pîemîer qui pourrait être appelé système de numération quantitatiTe, te second système de numération ordinale.
Ainsi se trouve solidement appuyée sur sa base et toute prête à être étudiée dans ses conséquences, cette théorie de l'ordre et de la situation des choses^ sans aucune considération de la grandeur entrevue et signalée par Poinsot il y a un demisiècle et qui, jusqu'à ce jour, n'a pas été constituée faute d'avoir su chercher et reconnaître dans les principes tout ce qui s'y 4rouve.
«c La théorie des angles^ dit ce géomètre, n'appartient pas
a seulement à la géométrie, comme on pourrait le croire au
a premier abord ; mais c'est encore une partie essentielle de
<È l'analyse mathématique. Ces quantités remarquables^ ou
« plutôt ces rapports auxquels la géométrie donne naissance
a et qu'on nomme des angles, se présentent en algèbre d'une
« manière aussi naturelle et aussi nécessaire que les exposants
ff et les logarithmes ; par leurs propriétés toutes semblables,
a elles en sont même inséparables, car, si la division du loga-
« rithme en parties égales répond à l'extraction de la racine
« d'une quantité réelle, la division de l'angle en parties égales
a répond de même à l'extraction de la racine d'une quantité
<K imaginaire. Or ces quantités réelles et celles qu'on nomme
<x imaginaires, se présentent également toutes deux dans nos
a transformations analytiques; elles se mêlent pour ainsi dire
a à tous nos calculs, et c'est même dans cette combinaison de
<c symboles réels et imaginaires que consistent la nature propre
« et le caractère distinctif de Talgèbre. On voit donc que cette
a science, pour l'exécution actuelle de; opérations qu'elle in-
a dique, exige à la fois la considération des angles et celle des
« logarithmes. »
n faut convenir que, pour un esprit qui ne savait pas ce qu'est l'imaginaire en lui-même, il y a dans ces phrases une remarquable intuition de ce qu'il devait être un jour; ce passage n'est-il pas une véritable prédiction du rôle que le progrès des sciences lui assurerait dans l'avenir, et ce que nous venons
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d'exposer sur la représentation des directions par rimaginaire n'est-il pas la yérification complète des idées mises à jour, il y a cinquante ans^ par le génie de Poinsot?
C'est que cet illustre géomètre avait profondément réfléchi sur toutes ces choses ; qu'il voyait la science plus encore dans ses bases que dans ses formules, et que ce qui l'intéressait le plus dans ces dernières, c'étaient les rapports nécessaires qu'elles doivent avoir avec les principes. Aussi ajoute-t-il avec autant de raison que de vérité : a Je ne présente en passant ces réa flexions que dans l'intérêt de la philosophie de la science, <( partie trop négligée par la plupart des auteurs et peut-être la « plus digne d'être cultivée, car nos formules et nos théorèmes « les plus remarquables sont bien moins utiles et moins pré- « cieux en eux-mêmes que cette sorte de métaphysique qui € les domine et les éclaire et qui seule peut rendre à l'esprit a de nouvelles forces quand il faut se conduire et s'avancer « plus loin dans les sciences. »
Nous le disons avec regret, ces recommandations dé Poinsot paraissent être tombées de plus en plus dans l'oubli* C'est à tel point qu'aujourd'hui on ne répute pas mathématicien celui dont le bagage modeste n'est pas hérissé de formules, d'interminables séries, de dénominations et de fonctions nouvelles. Ce n'est pas que nous ayons l'intention de dénier à ces recherches, entreprises dans les parties les moins accessibles de la science, le mérite du talent des combinaisons, mais ne seronsnous pas en droit de dire que tant qu'il subsistera des obscurités dans les bases mêmes de la science, tant quil y aura des choses qu'on déclare ne pas comprendre, mieux vaudrait consacrer toutes les ressources de l'intelligence à les faire disparaître au profit de tous, qu'à poursuivre au prix de tant d'efforts des déductions qui, un jour, se présenteront peut-être d'elles-mêmes comme les conséquences faciles les plus immédiates de quelque principe trop négligé, ou dont ce même principe proclamera l'évidente impossibilité. Ce qu'on fait n'est pas un travail d'utilité générale ; et, pour satisfaire en France une TÎDgtaine d'esprits spécialistes et curieux de certains exercices d'analyse, on condamne les jeunes inteUigences qui veulent étudier et s'instruire à la permanence du doute, à la fatalité de rincompréhension.
CHAPITRE X
DES PRINCIPALES LOIS QUI RÉGISSENT LES DIRECTIONS^ ET DE LA RE- PRÉSENTATION DE CES LOIS EN ALGÈBRE. OBSERVATIONS INCIDENTES SUR LES DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES.
Sommaire. — J. La conception de la direction ne nous permet pas de la considérer conune divisible, accord de cette conception avec les formes algébriques qui représentent la direction. — II. Le passage d'une direction à une autre se fait en algèbre par la voie de facteurs de la forme
cos a -i- y — 1 sin a. — III. Interprétation géométrique des racines de Tunité pour tous les degrés. — IV. Explications sur l'ordre à suivre pour la supputation des directions. — V. Les angles sont les logarithmes des directions. — VI. Recherche de la base de ce système de logarithmes ; observations à ce sujet sur les développements en série. — VII. Exemples des inexactitudes auxquelles conduit l'application des séries qu'on considère comme donnant les valeurs des puissances du bindme pour les cas où l'exposant est négatif ou fractionnaire. — VIII. De la constitution du développement du binôme lorsque l'exposant est entier et positif, et des différences essentielles qui existent entre ce cas et tous les autres. — IX. Vices des raisonnements par lesquels on cherche à démontrer la généralité de la formule du binôme. — X. Recherche de la valeur du binôme pour les puissances entières et négatives, et nécessité de faire suivre le développement ordinaire d'une fonction finale. — XI. Nature et détermination de cette fonction finale. — XII. Avec la fonction finale toutes les inexactitudes ci-dessus signalées disparaissent. — XIU. De la fonction finale lorsque l'exposant du binôme est fractionnaire; concordance entre ce cas et celui où l'exposant entier est positif ou négatif.
— XIV. Généralité pour toutes les fonctions des Mis ci-dessus exposes.
— XV. Conséquences qui en résultent, soit pour la pratique, soit pour la théorie, soit pour le principe de l'indépendance et de l'invariabilité des formes des fonctions.— XVI. La base du système des logarithmes des
directions ne saurait être déduite de la formule e* ^~* =cos a -t-y'— 1 sia a. •— XVII. Discussion à ce sujet et fausses applications à des valeurs imaginaires de propriétés qui ne sont démontrées que pour des valeurs réelles.
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— XVIII. Nouvelle formule à substituera celle d'Euler, et conséquences à en déduire pour la base du système de logarithmes des directions.
La conception naturelle que nous avons de la direction ne nous permet pas de comprendre qu'elle soit divisible; il nous est impossible de nous rendre compte de ce que serait une fraction d'une direction donnée. L'angle qui la détermine est éTidemment susceptible d'être divisé; mais ce que nous obtenons alors par ces divisions, ce sont des directions nouvelles. Ce ne sont plus les diverses parties de la première. Une direction forme donc un tout unique et indéfini qui ne saurait être dépouillé de cette considération de Finfini^ ce qui ne permet pas de pouvoir en prendre une partie ; du moment où nous voudrions lui imposer une limite^ ce ne serait plus la notion seule de la direction que nous aurions dans Tesprit^ ce serait son association avec celle de longueur^ et c'est sur celle-ci que devrait s'appliquer la conception du fractionnement. Toute idée d'augmentation ou de diminution de la direction est donc antipathique à la raison; on ne peut que passer d'une direction à une autre, on ne les fractionne pas plus qu'on ne les multiplie. Il résulte de là qu'il devait être impossible que la représentation algébrique de la direction fût numérique^ car, s'il en avait été ainsi^ en divisant le nombre^ nous aurions divisé la direction^ ce qui est impossible. Aussi^ dans cette représentation, tout est rapport et opération; cos a est un rapport^ sin a
est également un rapport^ v^ — i est une opération. En outre, ces deux rapports sont nécessairement liés l'un à l'autre; enfin tous ces rapports et opérations^ pour une même direction, sont invariables et conviennent au même titre à tous les points en nombre infini qui appartiennent à cette direction; ils ne changent que lorsqu'on passe de l'une à l'autre. Une faudrait pas d'ailleurs dire qu'on peut cependant concevoir qu'on prend la moitié, le tiers, le quart de cos a et sin a; cela n'est pas impossible^ sans doute^ mais ce qu'on aurait alors ne serait plus une direction^ car le caractère essentiel de la représentation de celle-ci consiste en ce que les deux parties réelles du bi-
nôme qui y est employé doivent être les cosinus et sinus d'un même angle; or, si cosa et sina jouissent de cette propriété,
COS a . sin a , . . . . . , ,.
et n en jouissent jamais, quel que soit m, puisque
la somme de leurs carrés ne peut devenir égale à i que lors-* que m est lui-même égal à l'unité.
Il y a donc complet accord entre la conception que nous nous faisons de la direction et les formes algébriques qui la représentent : la première, par le prolongement infini de la direc* tion, nous défend d'admettre qu'elle soit divisible, et les secondes à leur tour, lorsque nous voulons y introduire la division, perdent le privilège d'être le représentant des directions.
La seule idée raisonnable qui vienne à Tesprit, lorsque dans ce champ infini de la direction nous voulons introduire des limites, est pelle de la longueur, et nous avons ainsi la complète intelligence de ce qu'est une longueur placée sur une direction : ce que nous appellerons, pour abréger, longueur dirigée; nous formons ainsi un être complexe dont une partie jouira des propriétés inhérentes à l'attribut de continuité, dont l'autre possédera celles qui appartiennent à l'attribut de direction qui, par conséquent, dans son ensemble, sera mieux doué que ne le sont isolément les éléments qui le constituent et possédera, par suite, une plus grande puissance de réalisation. C'est ce que nous expliquerons dans le chapitre suivant; mais avant de passer à cet examen nous devons nous édifier sur les propriétés principales des directions considérées indépendamment de toute idée de longueur.
Il résulte de ce que nous venons de dire que les seules spéculations à faire sur les directions consisteront à déterminer les moyens de passer des unes aux autres et à tâcher de connaître le rapport qui peut exister entre une direction quelconque et l'angle qui la détermine.
Or, le fait essentiel duquel doivent dépendre les études dont nous allons maintenant nous occuper consiste en ce qu'une droite qui fait un angle « avec la ligne de base détermine une direction qui est algébriquement représentée par l'expression
COSa+y^ — I sina.
U est d'abord évident que cette expression renferme comme
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cas particQlier tout ce que nous sayons déjà des directions positives, négatives et perpendiculaires. Pour la première^ l'angle « est nul et l'expression se réduit à+ i ; remarquons, en outre, que pour un angle ég^l à un certain nombre de fois la circonférence , on doit retomber sur la direction qui sert de point de départ, et en effet on a toujours
cos2Kiç + V"^sin2K7c= i.
Pour la direction négative il faut prendre qn angle it, ou plus généralement (2 K + i) ir, et dans ce cas la valeur de
cos (2K+ 1) ic + v^^ sin(2 K + i) r
est constamment — i.
Enfln, pour la direction perpendiculaire» c'est à Tangle
±^ ou f 2K ±- jTc qu'il faut avoir recours, et alors on trouve
que l'expression
cos/'2K±i) ic + v^=7sin (aKzh^V
est égale à ± ^I^suivant le signe adopté pour la fraction-.
La direction opposée à celle de l'angle « sera d'une part le négatif de cos a + v^ — I sin ot^ d'autre part celle qui correspond à l'au'gle OL + Tç, et l'on a, en effet)
cos (a + it) + ^^ sin (a + ic)=— (cosa + v'^ sin a).
Nous n'insisterons pas davantage sur ces vérificatioDS, conséquences particulières et nécessaires d'un principe généralement établi.
Considérons maintenant deux directions, Tune faisant un angle « avec la ligne de base, l'autre faisant un angle p avec la première.
Comme la seconde fera un angle « + p avec la ligne de base^ sa représentation algébrique sera
cos (a -h P) -1- v^^ sin («4- p)*
D'un autre côté^ les deux directions considérées étant séparées entre elles par un angle p, on passera^ en vertu du principe général^ de la première à la seconde en faisant usage
du facteur cosp+/^sinp. Or, comme déjà la première par rapport à la ligne de base est exprimée par le facteur
cosa+ v"^ sin a, il s'en suit que la seconde par rapport à cette même ligne devra être représentée par le produit
(cos a + yCTï sin a) (cos p + V^--! sin p) . On devra donc avoir
(cos a + v^^ sin a) (cos p + v^'-^sin p)
=: cos (a + p) + v^^ sin (a + p),
relation de laquelle, en égalant séparément le réel au réel, et rimaginaire à l'imaginaire, on déduit immédiatement les formules de la Trigonométrie rectiligne qui donnent les cosinus et sinus de la somme de deux angles, au moyen des rapports trigonométriques de ces angles.
Il n'est pas inutile d'insister encore une fois sur la remarquable appropriation de la forme cos a+ y^— i sina à la représentation des directions. Non-seulement cette forme possède le privilège de correspondre exactement à la notion que nous pouvons nous faire de la direction considérée en elle-même ainsi que noua l'avons constaté dans ce qui précède, mais elle possède celui d'être parfaitement appropriée^ lorsqu'on l'emploie en qualité de facteur, à l'expression des rapports qui lient les directions les unes aux autres; il fallait en effet, à ce point de vue, que la forme de fonction /'(a) employée à cet usage fût telle que le produit n«)X/'(p) fût une direction, c'est-à-dire que la partie réelle de ce produit fut le cosinus d*un certain
angle dont le sinus serait égal à ce qui multiplie y — i dans la partie imaginaire : sans cela ce produit n'aurait pas représenté une direction, et il était en outre nécessaire que cet angle fût précisément égal à a + p. Or, ce n'est que parce qu'il existe en algèbre des formes de fonctions qui jouissent en effet de la propriété que f(^)Xf(P) est égal à Aa+p) qu^ cette science est susceptible de nous donner des rapports algébriques qui sont l'équivalence même des lois naturelle^ qui relient entre elles
CHAPITRE X
les directions. L'importance de cette observation saisira tous les esprits parce qu'elle devient une application concrète^ et pour ainsi dire évidente des propriétés abstraites antérieurement reconnues pour les expressions de la forme
COSa + v'—I sina.
Nous reviendrons d'ailleurs sur ce sujet lorsque nous procéderons à la recherche des lois qui relient Tangle à la direction.
En introduisant maintenant une troisième direction, séparée de la seconde par un angle y» 1& représentation de cette direction par rapport à la ligne de base pourrait être faite^ soit par
cos(a4-P + y)+v/=7sin(a + p+Y), soit par
(cosa + V^sina) (cosP + V~i 8inP)(cosY+v''-^ siny),
et de l'égalité de ces deux expressions on déduirait la valeur des cosinus et sinus de la somme de trois angles.
Pour un nombre quelconque n d'angles ol^, a„ a,,. . .^on^ on aurait la relation générale ,
cos (a, + 0, + ... + a») -t- }f^i sin (a, -{-a,-f ...-ha„) = (cosai+V--î sinat)(cosaiH-^^isina,)...
X (cos «» + V^ sin Om),
à l'aide de laquelle on connaîtra les cosinus et sinus de la somme de tant d'angles qu'on voudra^ au moyen des rapports trigonométriques de ces angles.
Si au lieu des cosinus et sinus de la somitie de plusieurs angles on voulait connaître ce qui concerne les tangentes, il suffirait de remarquer que l'expression de la direction peut être
mise sous la forme cosa(i -f- V^i tanga) ; dès lors^ pour deux angles « et p, on aurait la relation
cos «cos p(i-fV--ï tanga) (i + \P^ tangp) = cos(a.fP)[i + v/^tang(a+p)],
d'où Ton déduira la double condition
tang(a + p) =^^1^5 (^"« * -^ ^« ^^' cosacosS, . . Q,
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et, parsuite,
tang(. + p)=*ÎM^±^;
on appliquerait d'ailleurs ces calculs à tant d'angles qu'on voudrait.
Nous n'insisterons pas sur ces détails, qui n'ont d'autre intérêt que celui de transformations algébriques ordinaires que chacun pourra pratiquer.Mais nous constaterons^ au point devue des principes^ que la conséquence immédiate de la représentation algébrique des directions à Taide des fonctions trigonométriques était et devrait être la constitution générale de la trigonométiîe rectiligne^ puisque cette théorie est celle des angles et que Pangle, à son tour^est déterminé par la direction. Il suffisait donc que les fonctions trigonométriques qui figurent dans Vexpression des directions fussent définies pour que toutes leurs propriétés résultant de la variation des angles et des directions pussent être établies.
Si maintenant on suppose que les divers angles a^, a,,...^ a. au lieu d'être différents deviennent tous égaux, le produit des
n binômes cosai+ /^sin a sera égal à la n"^^^ puissance de l'un d'eux, de sorte que
(COS a + V'^Sin a)*
représentera la direction à laquelle on arrive lorsqu'on a répété n fois l'angle a; m^s^ parce que le résultat de cette répétition est nui, la direction finale aura également pour expression
cosna+^— î sinna,
d'où il suit qu'on doit avoir
(cos a + ^^ ^in o)*=:cos n a + v/^ sin n a.
La vérité de cette formule est donc^ ainsi que nous l'avons déjà donné à entendre^ une conséquence toute naturelle d'une conception géométrique fort simple.
On voit quMl sera toujours très-aisé, lorsqu'on connaîtra les directions correspondant à plusieurs arcs, que ceux-ci soient inégaux ou égaux, d'obtenir la direction qui correspond à la
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somme de ces arcs^ et cela sans que les arcs soient connus. Si, à lïnyerse^ les directions étaient inconnues et que les arcs fussent donnés^ la direction résultant de leur somme s'obtiendrait de toutes pièces en cherchant directement les cosinus et sinus de cette somme.
Par exemple on donne les deux directions
dont les arcs ne sont pas connus; je pourrai affirmer que la direction qui correspond à la somme de ces deux arcs est
qui étant développée donne
Si, à rinverse, je saisque la première direction correspond à un angle de 4^ degrés et la seconde à un angle de 120 degrés, je pourrai immédiatement connaître la direction résultante en cherchant directement les cosinus et sinus de Tangle de i65 degrés. Ces sortes de questions ne sauraient présenter aucune ditBcuIté.
Hais une direction répondant à un angle quelconque d étant donnée, il m'est permis d'admettre que la direction relative à un angle a, moindre que 0, est une des composantes de la première; d'où il suit que le facteur cosa-|-^^sina, quel que
soit a, est nécessairement contenu dans cos 0 -|- y^sin 0, et que la division de cette dernière expression par la première doit nécessairement donner pour quotient un résultat qui sera l'expression de la direction répondant à Tangle d — «. Rien ne s'oppose, en outre, à ce que je conçoive que Tangle a
est la n*^*^ partie de 6, auquel cas l'expression cosô +^^ sin ô pourra élre considérée comme égale à la n^^^ puissance de
cos a + ^ — I sin a et, par suite, celle-ci sera la n^^^ racine de la première.
On peut donc en résumé proclamer le principe que le quotient de deux expressions de la forme cos 6 + y^— i sin 6 est nécessairement une expression de la même forme et représente, par conséquent, une direction; qu'il en est de même de Tex-
traction d'une racine quelconque n de cosô-fV^^î" 6^ et que
cette racine représente la direction correspondant à l'angle -•
11 est très-facile, à Taide de ce dernier principe^ de se rendre compte de ce que représentent géométriquement les diverses formes
En effet si, partant de la direction — i, qui correspond à l'arc 7c, j'en extrais successivement les racines 2*^"^, 3*«»«, 5*^, fiième^ il résulte de ce qui vient d'être établi que les résultats de ces extractions seront les directions répondant successivement aux arcs
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d'où l'on voit immédiatement que les expressions ci-dessus représentent les directions des lignes qui divisent la demi-circonférence en 2, 3^ 4) •••) ^ parties égales.
Supposons maintenant qu'au lieu de la demi-circonférence on s'occupe de la circonférence entière^ et qu'on conçoive celle-ci divisée en 2, 3, 4> ••••^ parties égales, le coefficientde direction de la première ligne divisoire étant p, celui de direction de la dernière n sera p*" ; mais cette dernière est précisément la ligne de base^ de sorte qu'on devra avoir p'*= i d'où
p=')/u Remarquons en passant que de ceci il résulte qu'on ne sau-
rait indifféremment dans les calculs substituer ^ i ùl ^ i e\ ^
à I. En effets v^T s'applique à la direction de la ligne quidi-
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vise en n parties égales la circonférence^ et y'i à celle de la ligne qui la divise en m parties^ choses essentiellement distinctes Tune de l'autre.
Hais comme, lorsqu'on nous a demandé de diviser la circonférence en n parties égales^ le procédé d'investigation que nous avons employé se borne à écrire qu'au bout de n répétitions d'un certain arc a le long de la circonférence nous arrivons à la ligne de départ; comme aussi^ si nous avions pris l'arc 2a au lieu de «^ et si nous l'avions répété n fois, nous serions évidemment arrivés à la même ligne de départ; comme encore^ si nous avions pris Tare 3a et si nous Tavions répété n fois^ nous serions également arrivés à la ligne de départ^ et ainsi de suite jusqu'à Tare na : il s'ensuit que ce que nous avons écrit doit également s'appliquer à ces différents cas, d'où nous devons conclure que notre condition de relation convient à n valeurs différentes de p, et qu'il doit par conséquent exister n racines n**»« de l'unité.
Enfin, parce que toutes ces valeurs de p répondent aux coefficients de direction des lignes qui sont déterminées par les arcs a^^2a^ 3a,..., na, et que dans, le cas actuel a est égal à
— , il s'en suit que les valeurs de p, et par conséquent celles
des n racines de l'unité^ seront les représentations des directions des lignes divisoires de la circonférence en parties égales , ce qui confirme la légitimité des formes admises en algèbre pour ces racines et la démontrerait au besoin.
Mais ce qu'il convient surtout de remarquer en ceci c'est que ces formes si mystérieuses, irréalisables en abstrait^ reçoivent par les considérations concrètes de la géométrie une interprétation des plus simples^ puisqu'elles sont représentées par l'image visible des lignes divisoires dejla circonférence en parties égales ; de sorte que rextrème{évidence vient ainsi pratiquement se substituer à l'une des:plus obscures considérations de la théorie.
Nous n'insisterons pas davantage sur les détails des calculs qu'on pourrait faire sur les expressions représentatives des directions : ces combinaisons ne peuvent qu'être familières à tous ceux qui s'occupent d'algèbre ; l'essentiel était de faire voir
le rapprochement intime qui existe entre ces formes algébriques et les directions, parce que c'est en cela surtout que consiste le point de vue nouveau qui doit être introduit dans la science. Une fois cette base bien établie^ le reste doit aller de soi et n'est plus qu'un simple jeu de combinaisons analytiques.
Mais ce qui est important^ c'est de bien s'expliquer sur les principes et nous présenterons à cet égard quelques obserrations.
Pour éviter toute confusion^ il ne faut pas perdre de vue que les angles se comptent, comme les arcs, à partir de la direction positive ; en conséquence on suppose toujours qu'un de leurs côtés est appliqué sur cette direction initiale ; leur second côté qui détermine la direction à laquelle ils correspondent tombera donc, savoir : entre la ligne de base et la perpendiculaire s'ils sont aigus, entre la perpendiculaire et la direction négative s'ils sont obtus, entre cette dernière direction et le côté négatif de la perpendiculaire s'ils sont compris entre deux et trois angles droits, enfin entre ce côté négatif de la perpendiculaire et la direction positive s'ils sont compris entre trois et quatre angles droits.
On ne devra donc jamais perdre de vue qu'en partant de la direction positive, c'est en s'élevant au-dessus de cette direction et en allant de droite à gauche que se développe la série des directions; il est vrai qu'une fois qu'en suivant cette marche on aura dépassé la direction négative, on progressera en fait de gauche à droite, mais au point de vue du mouvement circulaire qui engendre les directions; le sens primitif de ce mouvement se trouvera ainsi maintenu, et c'est là l'essentiel.
La seule chose d'ailleurs qu'il y ait d'obligatoire en ceci, c'est le maintien du sens de la rotation une fois qu'on en a adopté un. Je pourrai donc tout aussi bien procéder en-dessous de la ligne de base, comme je l'ai fait en dessus, mais dès l'instant qu'un choix est fait, il est nécessaire d'en maintenir, pour la supputation des directions, toutes les conséquences. Ces idées seront d'autant plus facilement comprises que ce sont précisé-
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ment celles dont on faitusage^ soit en trigonométrie^ soit en géométrie analytique ; nous pouvons donc considérer qu'à cet égard renseignement de toutes ces choses se trouve déjà constitué.
Ayant pris une première droite pour origine des directions, on peut se proposer d^en changer; il suflra pour cela de connaître l'angle que fait la seconde avec la première. Si d est cet angle, la seconde direction, qui était d'abord représentée par
cos 6 + /^sin 0, le sera désormais par l'unité, résultat auquel
on parvient en divisant cos 6+/^sin 6 par lui-même. Une autre direction quelconque^ qui faisait précédemment un angle a avec la^ première base^ en fait un autre égal à «—6 avec la seconde, angle qui sera compté au-dessus ou au-dessous de cette seconde, suivant que a — 0 sera positif ou négatif; dans Tun et l'autre cas il fera avec la nouvelle ligne de base une direction représentée par
cos(a— 6)4-v'^sin(a— 6), tandis qu'avant sa direction était
cosa+^— I sina; or cos a + V—ï sin a est la même chose que
(cos 6 + sf^ sin e) [cos (a — 6) + v'"-! sin {«— ô)l»
de sorte que pour passer de celle-ci à la nouvelle on voit qu'il
faut encore diviser par cosô4- v'" sin 6.
On peut donc dire qu'en général, si l'on veut prendre pour nouvelle ligne de base une direction représentée, par rapport à
celle-ci, par cos 8 -|- sf^ sin 0, il faudra diviser par cette dernière quantité tous les coefRcients de direction précédents.
Il peut arriver quelquefois que non-seulement on ait besoin de changer la ligne de base^ mais qu'il faille encore modifler le sens de la rotation. Voyons comment devra s'exécuter cette double modification .
Par exemple, si au lieu de la direction positive, je veux prendre pour base la direction négative, celle-ci deviendra -]- 1 6t la précédente sera représentée par — i ; cela reviendra, comme
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il est facile de s'en convaincre en vertu du théorème précédent; à changer le signe de toutes les directions précédentes.
Si, ayant fait ce premier changement, je veux changer ensuite le sens de la rotation, voyons ce qui adviendra. Une direction primitive
cos 6 + \/^ sin 6,
à la suite du nouveau choix de la ligne de base, sera représentée par
— (cos 6 + v/---ï sin 6) .
Hais si Ton veut compter les directions à rebours , il faudrait^ avant le changement de la ligne de base, à 6 substituer 2 ir— 6, c€| qui donnerait pour l'expression de la direction
COS (2 TC — 6) + ^^ sin (21c— 6) ;
par suite, après le changement de la ligne de base, la direction en question sera représentée par
— [cos(27c — 6)+v/^sin(2ic — 6)]
expression qui devient
cos(ic— ôj + v'^^sin («— 6);
et en effet, rangleir— 0 est bien celui qu'il faut prendre à partir de la nouvelle ligne de base pour que le mouvement rétrograde auquel on veut s'assujettir conduise à la direction primitivement considérée.
Ce sont là de véritables transformations de coordonnées dont il sera toujours facile de connaître les lois. Nous n'avons donc pas besoin d'y insister, mais il était nécessaire d'appeler l'attention sur cet ordre de considérations.
Dans ce qui précède, nous avons eu occasion de faire remarquer que l'expression algébrique des directions est une fonction de l'arc a qui possède la propriété de satisfaire à la condition
n«)xAp)=r(«+p)-
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Orrexpres8ioncosot+ V^— î sin a n'est pas la seule qui réalise cette condition. Il est en effet établi en algèbre que la forme exponentielle obéit à son tour à la même loi^ d'où résulte cette conséquence, tout au moins théorique^ que nous devons nous
attendre à ce que l'expression cos a-f v/^sin a pourra être égalée à une exponentielle de Tangle. Or les considérations concrètes vont à leur tour, et fort simplement, nous conduire aux mêmes conséquences.
En effet, d'après les idées qu'ont pu faire naître dans notre esprit les considérations relatives aux logarithmes, nous sommes autorisés à concevoir qu'au point de vue le plus général, le logarithme est le rang qu'occuperait une quantité dans une progression où toutes les quantités de même espèce se trouve* raient disposées suivant l'ordre de leur développement. Or, si par analogie nous voulons faire l'application de cette idée générale aux directions, nous reconnaîtrons que leur développement forme autour d'un point fixe une série embrassant la circonférence entière qui s'étend autour de ce point. De sorte qu'ayant pris une d'entre elles pour point de départ, le rang de chacune des autres pourra être compté par l'arc de circonférence qu'elle intercepte à partir de la première, ou si Ton veut par Fangle qu'elles forment entre elles. Nous pourrons donc poser en principe que l'angle est le logarithme de la direction, et que par suite la direction sera exprimable par une exponentielle de l'angle.
Les considérations concrètes sont donc en complet accord sur ce point avec les enseignements théoriques, et il ne nous reste plus qu'à rechercher comment, dans le cas actuel, devra être constitué le système de logarithmes appUcable aux directions.
A en juger par une remarque d'Euler, ce système serait une dépendance de la formule suivante :
g =COSa+v^ — ISma.
Il en résulte, en effet, que Ton peut prendre e comme
représentation algébrique des directions d'où il suit que la base du système de logarithmes qui leur serait applicable devrait être e *.
Telle a été la conclusion qu'il y a trente ans nous avons acceptée nous méme^ dans nos études sur la science du calcul. Hais depuis cette époque nous avons réfléchi sur ce sujet et nous avons été conduit à modifier notre opinion.
En effet, il n'y a rien de précis dans la formule d'Euler; je ne trouve dans sa constitution qu'une hypothèse^ et dans ses conséquences qu'incertitudes et impossibilités. Ces deux assertions serçnt bientôt justifiées. Mais comme nous touchons ici aux développements en séries, sorte de spéculation fort délicate en algèbre et qui ne conduit que trop facilement à l'abus, nous croyons devoir présenter quelques observations sur ce sujet important.
Les développements en séries^ lorsqu'on les accepte sans avoir suffisamment médité sur les détails intimes de leur constitution^ ont en effet le grand inconvénient de revêtir de la même apparence générale toutes les fonctions. Ce sont toujours des suites de termes procédant suivant les puissances croissantes ou décroissantes des variables, qui ne différent^ d'un cas i l'autre, que par les valeurs des coefficients dont ces termes sont affectés, et dans lesquels par conséquent la variable est constamment soumise^ et sans distinction, aux mêmes opéra* tions algébriques.
Qui ne croirait, à en juger par l'uniformité de l'aspect qu'elles présentent toutes, que les diverses fonctions qui leur donnent naissance, quoique diversifiées à l'origine par des formes différentes, pouvant ainsi se rattacher à un même type et se fondre finalement dans un moule commun, doivent toutes être considérées comme étant de même nature?
Cela est tellement vrai que certains auteurs, et entre autres Gergonne, dans ses Annales de mathématiques, ont cru pouvoir légitimement prendre un tel développement comme le point de départ de l'étude des fonctions considérées dans toute leur généralité.
Or, nous croyons être en mesure d'affirmer qu'admettre qu'une série, quelque grand que soit le nombre des termes
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qu'on veut prendre, peut être Téquivalent d'une fonction^ est nue grande erreur. Une pareille croyance est si souyent démentie par les faits qu'elle aurait dû depuis longtemps dispa* raitre. L'équivalence, même approchée, d'une fonction et d'une série est un fait qui ne se réalise que très-accidentellement ; nous prions le lecteur, que ces affirmations pourraient étonner, d'attendre, avant de former son opinion, les preuves sur lesquelles nous les appuierons.
Sans nier l'utilité de quelques rares séries pour obtenir des valeurs numériques approximatives des fonctions, combien n'y en a-t-il pas dont les termes, quoique légitimement dérivés d'une fonction^ sont tout-à-fait impropres à en représenter la valeur, et à plus forte raison la forme? et à combien d'erreurs ne serait-on pas exposé si Ton ajoutait une confiance aveugle à l'égalité au moyen de laquelle on unit si souvent une série à la fonction de laquelle elle dérive?
Quelques auteurs^ dont le nombre encore trop restreint augmentera de jour en jour^ nous Fespérons (1)^ s'étonnent que des hommes tels qu'Euler et Leibnitz aient pu^ par exemple^
considérer comme exacte l'égalité de la fraction - avec la suite
I — i-l-i— 1+..., et ils déplorent avec Abel « que Ton trouve a malheureusement dans d'excellents auteurs, parmi les prin- « ces de la science, des fautes analogues. »
Nous pensons que lorsque de tels faits se présentent, lorsque de pareils reproches peuvent être adressés à des hommes aussi éminents que ceux que nous venons de citer, c'est que leur esprit doit s'être laissé entraîner à quelque méprise sur des points de doctrine non suffisamment approfondis. Lorsqu'on en vient, en efl<et, à accepter comme vraies des équivalences aussi évidemment antipathiques à la raison que celle que nous venons de citer, tant pour le fond que pour la forme, ne faut-il pas admettre que ce n'est pas de gaieté de cœur qu'on le fait, mais contraint et enchatné par les exigences de certaines déductions? Si donc, dans la conclusion, nous constatons une erreur de fait matérielle^ ce n'est pas en elle que nous devons chercher
i. Voir le Traité d: Algèbre de M. Laurent, p. 278.
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un vice de raisonnement^ c'est plus haut qu'il faut remonter pour découvrir la cause de Terreur^ c'est dans le point de départ^ dans les principes qu'il faut chercher, comme on le dit vulgairement, le défaut de la cuirasse. Nous dirons donc que ni Euler, ni Leibnitz, ni les autres princes de la science, ne se sont pas donné le tort d'avoir manqué à la logique au siyet des déductions qu'on leur reproche. Plus l'absurdité de la conséquence était manifeste , plus on doit être porté à croire qu'ils sont revenus sur les raisonnements qui les y ont conduits, et que c'est après avoir acquis la conviction que ces raisonnements étaient inattaquables qu'ils se sont cru obligés d'en accepter le dernier mot, quel qu'il fût. Mais ce qu'il nous est permis d'admettre, c'est que sans doute ils ont subi l'influence de quelque méprise au sujet du fait algébrique qui a servi de base à ces raisonnements. Or nous pensons que cette méprise existe en effet, et elle consiste, selon nous, en ce que l'on a cru, et Ton croit encore trop facilement, qu'on peut en général égaler une série à la fonction qui lui a donné naissance.
Mais avant d'aborder le côté rationnel de la question, il ne sera pas inutile d'en examiner le côté pratique et de montrer, par une suite de faits, les incroyables conséquences qu'on serait forcé d'accepter si l'équivalence de la série à la fonction était généralement vraie.
Supposons, par exemple, avec Leibnitz et Euler, que le développement du binôme pour le cas de l'exposant entier et positif continue de s'appliquer lorsque cet exposant restant entier devient négatif.
N'insistons pas, pour le moment, sur tout ce qu'il y a de vague dans cet énoncé qui substituerait à un développement composé d'un nombre fini de termes, qui par conséquent n'est pas une série, un autre développement qui, en contenant an nombre infini, devient sériaire, et bornons-nous, quant à présent, à admettre l'exactitude de l'équivalence
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Passons mainteDant du général au particulier, en supposant que Ton fait az=b=i, et nous allons arriver à notre tour soit à la conséquence reprochée à Leibnitz et à Euler, soit à une fouie d'autres conséquences tout aussi peu admissibles^ et que cependant il faudrait bien accepter si le point de départ était exact. En eJSèt^ la formule devient alors^
et de même que la formule générale, elle se compose d'une suite de termes entiers alternativement positifs et négatifs.
Mais si l'on combine entre eux les deuxième et troisième termes, puis les quatrième et cinquième, et ainsi de suite, elle prend la forme
^'> ^-* + — j— -^ OT ~"^""
dans laquelle les termes, toigours entiers, sont tous essentiellement positifs.
Enfin, si Ton combine entre eux les premier et deuxième termes, puis les troisième et quatrième, et ainsi de suite, elle devient
TT
et tous les termes y sont négatifs.
Le second membre semble donc en vérité prendre toute es- |)èce de yaleurs, excepté celle qu'il devrait avoir pour devenir régal du premier.
Si maintenant, dans ces expressions, nous faisons tii=i, nous aurons, savoir :
Par la première formule
c'est réquivalence reprochée à Euler et à Leibnitz ; Par la seconde et par la troisième, respectivement
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Si nous faisons m = 2, nous aurons, savoir : Par la formule (i)
dont le terme général du rang p est db p; Par la formule (2)
Et pour la formule (3)
Pour le cas où m =: 3, il viendra, savoir : Par la formule (i)
p in A- |^
dont le lerme général du rang esl rt ^ — ^; ' Par la formule (2)
c'est-à-dire la série addilive des nombres impairs; Par la formule (3)
c'est-à'<lire la série négative des nombres pairs.
Des contradictions non moins singulières se manifesteot lorsque Ton étudie le développement du binôme dans le cas où l'exposant est fractionnaire. D'après les idées reçues, on i^ vrait avoir dans cette circonstance
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Particularisons cette formule pour le cas où r est égal à Tunité et où a; = s, elle devient
Or il sera facile de se convaincre, en examinant ce qui conœrne deux termes généraux consécutifs, et lorsque s, entier, est supérieur à 2, que, d'une part^ la somme d'un terme impair, quel qu'il soit^ avec le terme pair qui le suit immédiatement est toiyours positive ; que^ d'autre part, la somme d'un terme pair^ quel qu'il soit, avec le terme impair qui lui succède est toujours négative.
n est donc établi par là que, si Ton s'arrête à un terme de rang pair, la valeur du premier nombre sera supérieure à celle des deux premiers termes, c'est-à-dire à 2; que si Ton s*arrête à un terme de rang impair^ elle sera inférieure au premier terme, c'est-à-dire à i , ce qui est tout aussi inexact dans un
casque dans l'autre, la valeur exacte de (i +sf étant en effet comprise entre i et 2 ; de sorte que, pour l'obtenir, il ne faudrait s'arrêter ni à un terme pair qui donnerait trop, ni à un terme impair qni ne donnerait pas assez, ce qui revient à dire que la série à elle seule est évidemment impropre à nous la faire connaître, et que^ par conséquent, il est absolument impossible d'égaler cette série à cette fonction.
Pour le cas particulier où ^ = 2, la loi de positivité que nous venons d'indiquer subsiste dans toute l'étendue de la série pour l'addition d'un terme de rang impair avec le suivant. Elle est en défaut pour la négativité de l'addition d'un terme de rang pair avec celui qui lui succède, mais seulement lorsqu'il s'agit du deuxième et du troisième. On trouve alors que le résultat
est positif et égal à - ; mais,dès qu'on atteint le quatrième rang,
elle se vérifie ; on a par exemple pour ce couple — g> pour le suivant—^; leur réunion donnedonc — ^; elle fait par conséquent plus que compenser la fraction positive - du premier
couple^ après quoi tout le reste étant négatif, on rentre dans la règle générale y en vertu de laquelle on trouve que le premier membre de l'égalité devrait être moindre que Tunité.
Si 5 = I , l'égalité se vérifie ^ le premier membre et le second deviennent chacun égaux à 2, mais alors précisément, et c'est le seul cas dans lequel il en est ainsi, tous les termes s^annulent, sauf les deux premiers; la série disparaît^ et avec elle s'effacent toutes les contradictions que sa présence fait nattre. Si s devient nul, l'exposant passe à Tinfini et donne au premier membre Tunité, tandis que le second revêt la forme
valeur qui, loin d'être celle de l'unité, serait, d'après les errements admis, la valeur du nombre e, base des logarithmes népériens.
Enfin, si 5 = — 2, le premier membre prend la forme
-JL I
(—1) ' ou 7=; il est imaginaire, tandis que, dans le second
tous les termes, continuant de rester réels, forment la série
Nous arrêtons ici cette nomenclature déjà trop riche de contradictions; nous pensons que, si elle n'entraîne pas chez le lecteur la conviction que la formule de laquelle résultent ces conséquences est inexacte en principe, elle aura tout au moins fait naître dans son esprit les doutes les plus sérieux sur la légitimité des applications qu'on en pourrait faire.
VlU
Tâchons maintenant de remonter à la source de toutes ces erreurs et de rectifier sur ce point les croyances algébriques. Il nous serait impossible, sans sortir des bornes que nous avons dû naturellement assigner à notre travail, de passer id en
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revue tout ce qui concerne les séries exponentielles, logarithmiques, circulaires ; nous concentrerons nos recherches sur ce qui intéresse le binôme, et même nous n'examinerons que le cas où Texposant restant entier passera du positif au négatif; mais nous dirons ici que tout ce que nous exposerons à ce sujet est applicable mot pour mot aux autres séries que nous venons de nommer, et qu'on est conduit pour elles exactement aux mêmes conclusions que celles que nous allons justifier pour celle du binôme.
Cela posé; remarquons d'abord que, de la nature même des procédés mis en œuvre pour former la puissance quand son exposant m est positif, on déduit les conséquences suivantes :
10 Le nombre de termes dont se compose le polynôme ordonné qui forme ce développement est fini et égal au degré de la puissance augmenté d'une unité.
20 Les exposants de a et de 6 dans chaque terme sont tous deux positifs, c'est-à-dire de même signe que l'exposant de la puissance^ et leur somme est toujours égale à celle de cet exposant.
3<^ Les coefficients des termes dont les rangs comptés à partir de chaque extrémité ont même indice sont égaux.
Or, lorsqu'on dit que le développement s'applique au cas où m est négatif, il faut bien remarquer qu'on ne se borne pas à prétendre que dans ce cas c'est seulement la loi de la formation des coefficients qui peut continuer à être appliquée, ce qui de prime-abord pourrait paraître un peu moins inexact ; non, on parle de la formule elle-même, et par conséquent on donne à entendre tout au moins (car à cet égard il s'en faut qu'on s'explique catégoriquement) qu'il s'agit de son application immédiate à ce nouveau cas dans la forme et dans l'état même suivant lesquels elle se trouve constituée lorsque l'exposant est positif.
Mais quand cet exposant change de signe, les trois conditions ci-dessus continuent-elles d'être vérifiées? non sans doute : la première (et nous insisterons beaucoup sur ce point) cesse d'être vraie, car le nombre des termes du développement devient infini, circonstance qui amène forcément l'anéantissement de la troisième, puisqu'alors il n'y a dans le développement qu'une extrémité fixe. Quant à la seconde condition, les
exposants de a et de b, étant l'un posititif, Tautre négatif, n'ont évidemment pas le même signe que m.
On voit donc que ce n'est pas sans dMmporlantes résenres qu'il est possible de dire que le développement du binôme lorsque Texposant est négatif est une déduction légitime de celui qui convient à Texposant positif; un tel énoncé n'est ni suffisamment clair quant aux termes, ni complètement exact quant au fond; il y a bien ici quelque chose qui ressemble aune pareille déduction, mais celle-ci n'est que partielle, elle n'est pas complète. Pour dissiper toutes les incertitudes il resterait à expliquer : Comment il se peut faire que dans un polynôme ordonné, ayant un nombre fini de termes, le changement de signe de Tune des lettres qui y entrent opère une transformation telle, que ce polynôme se change en une série ayant un nombre illimité de termes ? Gomment il se peut faire que le changement de -f m en — m qui rend tous négatifs les exposants de a n'opère pas de la même manière sur ceux de 6, chose d'autant plus remarquable que tout ici est symétrique par rapport à a et à 6? Pourquoi, tandis qu'à la place de a* on met-f-o""*» ce qui devrait naturellement conduire à mettre + 6^» à la place de + b*", pourquoi, dis-je, on remplace cette même expres-
sion + 1" par celle-ci : ±: m 5 — ... — a-** 6"?
Est-ce donc ainsi qu'on pratique dans les formules les changements ordinaires du positif au négatif? Ne prend-on pas au contraire chacun des termes individuellement et n'examinet-on pas ce qui doit advenir pour chacun d'eux en*particulier de la supposition que l'on fait qu'une des quantités qui y entrent^ de positive qu'elle était devient négative? et n'est-ce pas de l'ensemble des divers termes ainsi modifiés que doit se composer le nouveau résultat cherché? Est-ce bien ainsi qu'on opère pour le binôme? Ou bien perdant de vue cette condition indispensable de remplacer partout + m par —m, faut-il se laisser guider par une espèce d'analogie déduite seulement de la considération des premiers termes, et appliquer à toute la suite du développement, non plus le remplacement pur ^ simple de + m par — m, mais les conséquences de telle ou telle autre loi que cette analogie aura pu faire soupçonner ?
Il nous parait évident que c'est en se laissant diriger par des
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considérations de cette dernière sorte qu'on en est parvenu à la forme généralement attribuée au développemeut du binôme pour le cas où l'exposant est négatif. Aussi, après y avoir réfléchi, on finit par reconnaître que dans les démonstrations employées on a moins fait de l'analyse que de ranalogie> ainsi que nous le montrerons tout à Theure.
Au surplus, même sans sortir de Texposant positif, il ne serait pas exact de dire qu'ayant écrit le type général
(aj+i)"» = j?"» + mx*'"* + m a?"'-*+ .. .
+ m x^+mx+ 1,
il suffit pour obtenir la valeur de (a;+ 1)" de substituer nkm dans ce développement.
S'il devait en être ainsi, pour toutes les valeurs de n supérieures à m, le développement continuerait à n'avoir que m+i termes au lieu de n+i^ ce que personne ne sera disposé à admettre ; quant aux valeurs inférieures à m, il est facile de voir qu'elles donneraient constamment, lorsque n sera moin-
dre que—, non pas la valeur de {x+ 1)' , mais le double de
cette valeur.
Supposons par exemple qu'il s'agit du carré ; il faudra alors remplacer m par le nombre 2 ; les trois premiers termes du développement deviendront ainsi x*+ 2x+i; les suivants s'anéantiront à cause du facteur m— 2 qu'ils contiennent tous^ mais jusqu'aux trois derniers exclusivement, qui continueront de subsister et donneront encore x*+ 2 a; -f i .
On voit donc que si pour passer de la m'^ puissance de j;+i^ lorsque cette puissance est exprimée par la forme non développée (a; +i)^jr à celle du degré n il suffit de changer purement et simplement m en n , il s'en faut qu'il puisse être permis de procéder d'une manière analogue lorsque cette puissance est exprimée par son développement suivant la formule ordinaire. Il y a évidemment plus à faire ici qu'à substituer une lettre à une autre : dans certains cas il faut au préalable attribuer au développement plus d'extension, dans d'autres cas il faut le restreindre; à chaque nouvelle valeur de l'exposant
correspond un nouveau nombre de termes qu'il est indispensable de fixer a priori^ et que la substitution dans le type général d'une valeur particulière de l'exposant est inhabile à ren* dre manifeste.
Tout ne consiste donc pas^ dans les formules algébriques et dans rétudé des cas particuliers qu'elles peuvent présenter^ à faire de simples remplacements de signes positifs en signes négatifs et réciproquement; à tenter des substitutions de quantités fractionnaires, irrationnelles ou imaginaires, à des quan* tités entières et réelles ; à côté de ces opérations à peu près mécaniques qui peuvent bien quelquefois être suffisantes, il est des circonstances dans lesquelles il faut en faire fij^urer d'autres dont l'organisation moins matérielle dérive de l'esprit même des procédés de démonstration mis en œuvre.
Reconnaissons donc qu'il est de l'essence même du développement du binôme d'exiger, avant toute application qu'on voudrait faire de son type général à un cas particulier, qu'on détermine au préalable le nombre de termes qu'il doit contenir pour ce cas, et que vouloir substituer à m une valeur numérique quelconque, sans avoir procédé d'abord à celte détermination, serait méconnaître dans ce qu'il a d'essentiel l'esprit du procédé algébrique à l'aide duquel doit être formé le développement de toute puissance du binôme.
Or, si la substitution pure et simple d'une valeur particulière de m dans le type général, alors même que cette valeur reste positive, est insuffisante à elle seule pour faire connaître le véritable résultat cherché, comment cette substitution pourraitelle être le seul et unique moyen de procéder lorsqu'on bit subir à la question la transformation si importante et si délicate du passage du positif au négatif?
Non certes, il n'en saurait être ainsi; les conditions de l'existence du développement du binôme, de sa formation, de son mode d'application, doivent inévitablement l'accompagner dans toutes ses phases, et si une de ces conditions les plus importantes est celle qui consiste à donner à la formule générale pour chaque cas particulier une appropriation spéciale quaût au nombre de termes qu'elle doit contenir, comment donc serait-on certain d'avoir exactement opéré si, voulant faire une application de ce même développement au cas des exposant
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négatifs^ on se bornait^ comme l'indique Ténoncé usuel de la règle à suivre, à remplacer + m par — m.
Procédons maintenant à Texamen des moyens employés |)Our établir la généralité de la formule du binôme. La plupart des auteurs empruntent à ce sujet une démonstration donnée par Euler, et ils la considèrent non-seulement comme concluante, mais comme très-ingénieuse, a Elle est sans contredit, c d'après Bourdon, la plus remarquable par son élégance et a par la simplicité des calculs qu'elle exige. » Lacroix dit à son tour : a Elle tient le premier rang par sa finesse et sa brièt Ycté. D Voyons en quoi elle consiste.
On sait, disent les auteurs qui la reproduisent, que, m étant entier, on a
tu— I
(i + z)"»= i + mz + m z' + ...*;
mais m étant un nombre fractionnaire positif j on ignore de
quelle expression algébricpie provient le développement du second membre; représentons-le par Mt-)* , {Voir les Compli*
mente d'Algèbre de Lacroix.)
Arrêtons-nous dès ce début, et rendons-nous bien compte de tout ce qu'il y a dans ces prémisses. Evidemment, lorsque m est entier, le développement de {i+z)m n'est pas une série, c'est un polynôme ordonné suivant les puissances ascendantes de z, se terminant à celle du degré m, ayant par conséquen t m + i termes. Or, que devient ce polynôme lorsqu'on suppose
que fit se change en ^^ C'est là une question à laquelle il n'est
pas très-facile de répondre, et sur laqilelle cependant il serait trè^nécessairede s'entendre. Dans le premier développement, en effet, la condition que le nombre des termes est égal à Texposant m augmenté d'une unité est parfaitement conciliable avec la nature du nombre entier ; mais dès que cet exposant est
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supposé fractionnaire^ lexpression -r + 1 ne devient-elle pas
impossible comme indication d'un nombre de termes, et dès lors ne doit-on pas reconnaître qu'on reste dans le doute le plus complet sur ce que devient le développement par la supposition que le fractionnaire se substituée l'entier ? Hais ce n'est pas tout: dans le premier développement qui s'arrête au terme en z» tous les exposants de z sont nécessairement entiers; or^ comment, avec cette condition obligée d'exposants tous entiers^ pourrai-je m'arrêter au terme «"*, alors que m devient
^? Ce n*est pas tout encore : Euler et ses successeurs ont considéré le premier développement par une seule de ses extrémités^ celle qui correspond à l'unité comme point de départ; maissi, comme cela est parfaitement permis, nous la considérons par Tautre extrémité qui commencerait par z^, ne serons-nous pas
obligés^ en vertu de la supposition que m est égal à -7« d'écrire ce développement sous la forme
Dès lors^ la condition que tous les exposants de z sont entiers ne sera-t-elle pas détruite? et^ dans ce cas, comment avec des exposants tous fractionnaires arriverons-nous à l'unité qui doit actuellement être le terme final du polynôme?
Nous nous croyons donc autorisé à conclure^ à la suite de toutes ces remarques, que Ton n'a pas suffisamment tenu compte de ce fait important, que : supposer m fractionnaire, c'est détruire implicitement mais inévitablement les conditions essentielles de la constitution du premier développement en Terta desquelles, soit le nombre des termes, «soit la valeur des exposante successifs, qui sont l'un et l'autre des dépendances de m, exigent inipérieusement que m soit entier, conditions qui ne sont plus ni réalisées ni susceptibles d'être conçues et exprimées dès qu'il est fractionnaire.
Il était donc on ne peut plus nécessaire de s'expliquer sur ces premières difficultés, et c'est ce qui n'a été tenté nulle part. Mais à défaut de ces explications, en se reportant soit à
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la nature des raisonnements dont on fait usage, soit à ia forme sous laquelle on présente finalement la valeur développée de
(i+z)'' ,il est possible d'apprécier comment on a compris que les choses doivent se passer. Il devient apparent en effet, en suivant cette marche^ que ce qu'on a voulu dire c'est que la
valeur de(i +z)*' sera un développement dans lequel on substituera bien t à m dans les coefficients qui multiplient les
puissances successives de z, mais dans lequel on continuera de maintenir à z des exposants entiers : et encore le premier point exigerait-il quelques éclaircissements, car on ne voit pas trop comment le coefficient i de z"*, qui ne contient pas m, pourrait être modifié par le changement de m. Or, ce n'est là
à proprement parler qu'un remplacement partiel de m par v?
au lieu d'être un remplacement intégral comme on devrait le faire; en outre le polynôme fini qui constitue le développement primitif se transforme en une série contenant un nombre infini de termes. Est-ce bien là^ nous le demandons, ce qu'on entend en algèbre lorsqu'on dit que, dans une expression, il faut remplacer une des quantités qui y figurent par une autre? Quoi qu'il en soit, la question étant posée dans ces termes, la suite de la démonstration n'est ni plus claire ni plus concluante que le commencement.
Étant en effet convenu que le nouveau développement qui
doit représenter n^) est constitué quant à sa forme comme
nous venons de l'indiquer, on aura, dit-on, pour une autre
hf valeur p de m un développement de forme analogue ; et,
parce qu'on a besoin de s'éclairer sur les propriétés de la fonction n 7), on est conduit à se demander ce que peut être le
produit f(-A Xti-n)' * Il s^i'^ît très-difficile, font remarquer
« les auteurs, d'obtenir la valeur de ce produit d'après les < règles ordinaires de la multiplication des polynômes, si
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« Ton n'observait qae la forme d'un produit ne dépend aucu- (c nement des valeurs particulières des lettres qui entrent dans « les deux facteurs de la multiplication ; par conséquent le « produit ci-dessus doit avoir la même forme que dans le cas a où m et m' sont des nombres entiers ; donc^ etc.. »
Hais^ ferons-nous remarquer, lorsque m et m! sont des nombres entiers, les développements sont des polynômes finis ; il faudrait donc qu'on nous expliquât comment le produit de deux pareils polynômes^ qui est lui-même un polynôme fini, va cesser de l'être; comment cette forme, alors qu'elle reste obligée tant que m et m' sont entiers^ va tacitement et mysié* rieusement, à coup sûr, sans qu'on y touche, par le seul effet d'un tour de raisonnement, se transformer en une série ayant un nombre infini de termes, et cela, je le répèle, sous la conception purement mentale que m et m' deviennent fractionnaires.
Il nous paraît impossible, tant qu'on n'aura pas détruit cet ensemble d'objections, d'accepter comme concluante cette assimilation de produits pour deux cas essentiellement distincts et entre lesquels existent des antipathies aussi radicales que celles que nous venons de constater, de sorte que s'il est vrai en fait que le développement du binôme, lorsque m cesse d'être entier, doit revêtir les formes qu'on lui assigne, nous ne saurions considérer cette proposition comme rationnellement justifiée.
Nous n'aurions rempli que la moitié de notre tâche, si^ après avoir indiqué ce qu'il n'est pas possible d'accepter dans ce qu'on enseigne à ce sujets nous ne recherchions pas comment il faut s'y prendre, soit pour faire disparaître les impossibilités pratiques qui se révèlent à tout instant dans les applications de la formule, soit pour dissiper les obscurités qui n'abondent que trop dans les raisonnements à l'aide desquels on a essayé de la légitimer.
Au reste^ nous croyons que beaucoup d'esprits sont aujourd'hui dans le dpute à ce sujet; car certainement nous n'avons pas été le seul à reconnaître toutes les invraisemblances cidessus énumérées. D'un autre côté, les recherches nombreuses
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qui ont été faites depuis quelques années pour trouver les règles de la convergence des séries sont autant de témoignages des méfiances qui se sont produites. Il y a des auteurs aujourd'hui qui ont soin de dire dans quels cas on peut utiliser les développements sériaires^ dans quels autres cas on ne saurait les employer sans s'exposer à tomber dans Terreur. C'est sans doute quelque chose, mais ce premier pas n'est pas suffisant ; car^ sMl est bien d'être averti que pratiquement remploi de certaines expressions algébriques doit être interdit, il n'est pas possible, au point de vue rationnel, que Tesprit accepte une situation aussi ambiguë que celle qui lui serait ainsi laite : une situation dans laquelle le vrai conduirait au faux, dans laquelle la théorie des formules serait légitime et leur usage ne le serait pas.
Quant à ce qu'on expose à ce sujet dans le calcul infinitésimal, lorsqu'on s'occupe de la formule de Taylor et qu'on détermine les limites de l'erreur commise en s'arrêtant à un terme quelconque du développement, nous reconnaissons qu'implicitement du moins ces explications sont un avertissement de nous tenir en méfiance contre de tels modes de solution et de n'en faire usage que sous certaines réserves. Hais ces explications, utiles au point de vue pratique pour certains cas, ne sont ni assez complètes, ni assez affirmatives pour d'autres, pour ceux, par exemple, dans lesquels les deux limites de Terreur seraient très-distantes Tune de l'autre, et dès lors on ne saurait les considérer comme suffisamment théoriques. D'ailleurs elles arrivent bien tard pour quelques-uns, et elles sont comme non avenues pour tous ceux qui, ne poussant pas leurs études au delà de Talgèbre proprement dite, auront subi, sans aucun correctif, Tinfluence de doctrines vicieusement exposées. Mieux vaudrait à coup sûr ne rien dire, en expliquant pourquoi on s'abstient, que de s*exposer à être inexact en voulant prématurément trop généraliser.
Nous allons maintenant essayer de dénouer les entraves de ces contradictions, de porter quelque lumière sur ce sujet, et nous espérons prouver au lecteur que, conformément aux règles de lalogique,s'il y a erreur dans les résultats, c'est qu'il y en a aussi dans les formules qui les donnent. Recherchons donc sans parti pris, sans idée préconçue, s'il
est possible^ par exemple, ou s'il n'est pas possible que la fonction {i+z)~^ soit exprimée par un développement procédant suivant les puissances ascendantes de ;s (1); ne nous préoccupons nullement de la similitude ou du défaut d'analogie qu'un tel développement peut avoir avec celui de [i+z)"^, laissons à la seule analyse le soin de décider si ce développement sera possible ou impossible, s'il sera un polynôme fini ou une série, et sous quelles condilions il nous sera permis de les accepter l'un ou l'autre comme valeur de (1+2)-*. Seulement, instruit par l'expérience^ et poussé par elle à soupçonner tout au moins qu'une telle équivalence pourrait n'être pas possible^ tâchons de nous éclairer sur ce premier point, et, à cet effet, voyons ce qui se passe lorsque — m prend la valeur — i, la plus simple de toutes.
Examinons donc ce qu'il faut penser de l'expression
c'est-à-dire d'une égalité dans laquelle le second membre ne contiendrait d'autres termes en z que ceux qui renferment des puissances entières et positives de cette quantité.
11 est presque inutile de faire observer que si nous avons immédiatement écrit que le terme tout connu est égal à Tunité, c'est que telle est évidemment la valeur qu'il doit prendre pour le cas où z est nul.
Nous supposerons d'abord que le développement est fini et s'arrête au degré p ; nous apprécierons plus tard, lorsque le moment de conclure sera arrivé^ ce qu*il peut y avoir de fondé dans cette hypothèse.
Si Ton multiplie par 1+2 les deux membres de cette égalité^ le premier membre deviendra l'unité et le second membre prendra la forme
iM^,+ i)z+{\,+k,)z^+...+iAp+Ap^;)ZP+A^z^;
or, ce produit devant être égal à I9 quel que soit z, il faudra
(i) Nous pourrions prendre tout autre cas de la puissance du binôme que celui de Texposant négatif; Texposé que nous allons iiedre convaincra finalement le lecteur que des conclusions analogues s'appliqueraient à toutes les circonstances.
CHAPITRE X
que tous les coefficients des puissances de z soient nuls. Pour réaliser cette condition, il suffira que deux coefficients consécutifs quelconques du développement primitif soient égaux et de signe contraire, ce qui conduit aux valeurs suivantes :
les signes + et — de la dernière condition s'appliqueront suivant que p sera pair ou impair. Mais si ces valeurs produi- .seDt Tanéantissement de tous les termes en z, depuis z jusqu'à xP inclusivement, elles échouent complètement vis-à-vis du Aj,z^^^ puisque d'une part la valeur antérieurement détermi* née pour A, est^i, et qu'il faudrait d'autre part que cette valeur fût nulle pour faire disparaître le terme qui contient jsi''^^ la contradiction est donc flagrante. Ainsi la supposition que (i +z)'-^ peut être développé en une série de termes ne renfermant chacun que des puissances entières de z est inadmissible; quelque loin qu'on prolonge un pareil développement^ on se trourera constamment en face d'une difficulté semblable à celle qui vient de se révéler^ d'où il suit qu'aux termes qui figurent dans la valeur supposée de {i+)z-\ il est indispensable d'en joindre d'autres d'une nature nécessairement différente, et sur la forme desquels il nous sera facile d'être renseigné.
En effet, représentant par f(z) Tensemble de ces termes inconnus quant à leur valeur et à leur forme> nous écrirons
(i + j5P = i+A,« + A,2«+... + Ap«' + F(z);
multipliant^ comme précédemment, les deux membres par (i+js), il viendra
i = i+Aj z + A^ z*+...+Xp \v + F(z) + 1 +A, +Ap-t| +A,z^^
+zF{z).
Ot, nous anéantirons dans le second membre tous les termes en z, jusqu'à 2P, à l'aide des valeurs précédentes de A,, A,.., Ap, et il ne restera plus qu'à satisfaire à la condition
¥{z) + ApZP^'+zF(z)=:o,
de laquelle on déduit, après aToir remplacé Ap par sa aleur
conclusion fort claire^ de laquelle il résulte qu'à la suite des termes contenant les puissances entières de z, il est indispensable, pour que la formule soit une yérilé^ d'ajouter le terme
final q: -r^* qui clôt définitivement la série en égalisant les
deux membres.
Tels sont les principes; les présenter autrement^ c'est les méconnaître; la fonction finale est nécessaire, indispensable ; sans elle, rien n'est constitué; sans elle, le développement n*est qu'un vain étalage de termes, qui^ non-seulement^ n'apprend rien sur la valeur cherchée^ mais qui^ au contraire^ conduit aux résultats les plus inexacts^ ainsi que nous l'ayons prouvé par de nombreux exemples.
Quelquefois, sans doute, il arrivera que, pour obtenir une valeur approchée de(i +z)'S il suffira de faire usage des seuls termes développés suivant les puissances de z, et cela se conçoit aisément. Qui ne voit, en eflèt^ que la fonction finale est d'autant plus négligeable que, z étant plus petite p est plus grand ; qu'on peut par conséquent, dans les applications, faire abstraction de cette fonction lorsqu'on atteint une valeur de p en rapport avec le degré d'approximation qu'il s'agit de réa* User? Mais ne manquons pas de présenter ces divers cas conime une exception qui n'intéresse d'ailleurs que la pratique^ et gardons-nous de les indiquer comme des exemples qui prouveraient d'une manière absolue la vérité et Tulilité de la fonnule développée suivant le mode ordinaire : se placer en dehors de cette thèse^ ou même garder le silence sur ce point, serait fausser la théorie .
Revenons maintenant au cas général, et, mettant à profit les enseignements qui précèdent , ajoutons au développement ordinaire une fonction de z et posons
^^=i+A,z + A,z*+...+A,zP+¥{z),
il s'agira donc de déterminer, d'une part, les coefficients A|, A^v'-yAp, d'autre part, la fonction F(z) ; les raisonnements ultérieurs seront appelés à constater d'eux-mêmes la nécessité ou l'inutilité de cette fonction.
Si l'on suppose que z reçoit une valeur z+t, diflërente de
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la première^ parce que les coefQcîents ApA,,.MApSont indépendants des valeurs de 2, et que ces valeurs n'aflèctent pas la forme de la fonction F, on devra avoir
li+z + ty
+ Ap{z-^tY+F(z + t).
Cela posé^ en soustrayant Tune de Fautre ces deux égalités, il viendra
(i+zrx(i+2+«r~ *^ 'L^^^ J+"*
mais si^ dans le numérateur de la fraction du premier membre^ on développe (i + z +0"* comme un binôme formé des deux termes i +2 et t^ et si l'on supprime les deux termes de signe contraire (i + z)*"^ on aura un polynôme ordonné suivant les puissances de t^ depuis la première jusqu'à la m^^^. Divisant dans ce polynôme tous les termes par t, le premier seul ne contiendra plus ce facteur; de sorte quesi^ après cette division^ on suppose que t devient nul^ tous les termes^ sauf le premier, seront anéantis et le numérateur sera simplement égal à — m(i4-2)~'^ Quant au dénominateur, la supposition quel est nul lui fait acquérir la valeur (i +z)**. Nous pouvons donc dire que le premier membre, après la division par t et Tanéantissement de cette dernière quantité^ devient
soit
Exécutons les mêmes opérations sur le second membre. Le type général de ses termes est
Or on sait que les expressions de cette forme sont toujours divisibles par t et que le quotient de la division est
A9[{z+tK' + (z + lK^z+...+ (z + t)z^*+zr-^];
cela posé, lorsqne dans ce développement on suppose t nul, on a pour résultat p. Ap2>''''; par conséquent la série des termes indépendants de la fonction F, après la division par l et Tanéan-
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admises dans le calcul infinitésimal, réquation, après qu'on a tout fait passer dans le premier membre^ prend la forme
Ainsi, la détermination de la fonction F dépend de la résolation d'une équation différentielle. Cette détermination noas oblige donc forcément à sortir du cadre ordinaire des éléments, et cela permet de concevoir pourquoi le problème, traité par les seuls procédés usuels de l'algèbre proprement dite, n'a pu recevoir que des solutions incomplètes.
L'équation à résoudre est une équation linéaire du premier ordre, dont le type général est, comme on le sait,
g + Py + Q=o.
dans lequel P et Q sont des fonctions de la seule variable indépendante z, et qui est résolue par la valeur suivante de y :
y=e'f^^(—fdz. Qef^^ + c\
c étant une constante à déterminer.
Dans le cas actuel on a
tu z^
de là résultent les valeurs suivantes :
par conséquent
et par suite
fdzQe^^^=Ar(p + m)fz^{i-hz)'^-'dz',
introduisant ces diverses expressions dans la valeur générale de y, on trouve
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Pour déterminer la constante c, il suffira de connaître ce qui a lieu dans un cas particulier. A cet effet, supposons qu'on ar- . i-ête le développement au premier terme, qui est égala l'unité, et pour lequel on aura par conséquent Ap=i, p=:o, il viendra
or, la valeur générale de F (5) devient dans ce cas
mais on a ' et par suite
substituant cette valeur dans Péquation (i) on trouve que celleci, pour être satisfaite, exige que c soit nul. Nous pourrons donc définitivement écrire
et telle est l'expression dont il faudra faire suivre le développement ordinaire de ; — r— r- lorsqu'on s'arrêtera au terme en zf pour que ce développement, ainsi complété, soit l'équivalent théorique et exact de ^ — ; — r- .
Avant de nous expliquer sur les conséquences remarquables auxquelles conduit la considération de la fonction finale, faisons voir comment, avec l'emploi de cette fonction, s'évanouissent toutes les anomalies ci-dessus signalées.
Nous avons constaté, par exemple, que lorsque dans le dé-
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veloppeinent ordinaire on suppose m=: r , z~i, on arrive à cette conséquence reprochée à LeibnKz et à Euler
- = i — I + 1 — I -r i — • • • ; or, pour la valeur de m= i, la foncliou finale devient
-ApfJ^y^'d^,ou-A,^^
et simplement — Ap- lorsqu'en même temps z est égal à i.Cela posé, lorsqu'on s'arrête à un terme de rang pair pour lequel Ap= — I, la fonction finale se réduit à -, et comme alors tous
les termes antérieurs du développement s'annulent d'euxmêmes, il ne reste plus, au lieu d'une contradiction, que l'identité -= - . Si Ton s'arrête à un terme de rang impair pour
lequel Ap=i, la fonction finale se réduit à , mais alors
tous les termes du développement se détruisent mutuellemetit, sauf le dernier, qui est + 1 ; le second membre prend donc la
valeur i , qui est encore exactement celle du premier.
Supposons, en second lieu, que m = 2 ; on aura alors pour la fonctiou finale
valeur qui, pour la supposition que z = i, se réduit à
Cela posé, nous avons trouvé que, dans les mêmes circonstances, le développement ordinaire conduit au résultat inad-
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missible
or, si Ton s'arrête à un terme de rang pair 2}/; Ap sera égal à— ap^, et la somme du développement jusqu'à ce terme sera
— p'; on aurait donc le résultat impossible -. = — p', qui s'éloigne d'autant plus de la vérité que p^ est plus grand. Mais nous allons voir que l'emploi de la fonction finale va rétablir l'identité.
En effet, p étant égal à 2 p' — i , et Ap à — 2 p^ on aura
moyennant quoi Timpossibiliié ci-dessus disparait et est remplacée par une identité.
Si Ton s'arrête à un terme de rang impair 2 p^ + i le coefficient ApSera égal + (2 p'+ i), et la somme du développement
aura pour valeur p^ + i; on aurait donc -=zp/ + i, résultat
tout aussi inadmissible que le précédent; mais alors on trouve
pour la fonction finale ""P^~ 7î cette valeur^ ajoutée à celle
p^+i du développement réduit à -r le* second membre, qui devient ainsi l'équivalent du premier.
Nous ne pousserons pas plus loin ces vérifications qui n'exigent d'autres procédés de calcul que ceux dont on fait journellement usage.
Si pour l'exposant fi^ctionnaire on procède à des recbercbes semblables à celles que nous venons de présenter pour l'exposant négatif^ on arrive aux mêmes conséquences; le développement à lui seul ne donne que des résultats erronés, et c'est en le faisant suivre d'une fonction finale qu*on obtient entre les deux membres l'équivalence obligée* Comme entre ce
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cas et le cas précédent^ il y a analogie complète soit pour la marche des calculs, soît pour la nature des raisonnements^ nous nous dispenserons de reproduire les uns et les autres. Nous nous bornerons à constater que la nécessité d'une fonction finale est la conclusion de ces nouvelles recherches. On se convaincra que si Ton ne la faisait pas intervenir, le développe-
ment à lui seul ne pourrait être la valeur exacte de (i +j5)^ que sous la condition que le terme auquel on s'arrête devrait avoir un rang fractionnaire^ ce qui n'est ni plus pratique ni plus concevable qu'un rang négatif. Quant à la valeur de cette fonction, elle se présente sous la forme
Cette valeur doit évidemment avoir une relation obligée avec celle que nous venons de déterminer pour le cas de l'exposant négatif. Il est en effet nécessaire que la première devienne la
seconde et réciproquement, lorsqu'on supposera que t= — m.
Un rapprochement non moins intéressant est celui auquel on est conduit lorsqu*on suppose que, dans cette fonction, l'exposant fractionnaire r est égal à un entier positif m. Dans ce cas, l'expression ci-dessus se transforme ainsi qu'il suit :
F {%) = (I + zr A, (m ^p)J^--JL—,^ rf:?.
Or, comme nous savons qu'alors le développement est fini et qu'il se termine lorsque p prend la valeur m, il faut que, pour cette même valeur, F (z) soit nul. C'est ce qui arrive en effet à cause du facteur m^p qui y figure. Hais, pour les valeurs de p inférieures à m, la fonction doit subsister, puisque, pour toutes ces valeurs, le développement reste incomplet Nous savons par exemple que, lorsqu'on s'arrête à l'avant-dernier terme, c'est-à-dire lorsque p est égal à (m— i), ce qu'on doit ajouter est le terme j:*", il faut donc que z"^ devienne dans cette hyppthèse la valeur de F (z).
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En effet ayant alors Ap = m et m — p = i ^ il viendra
F{*) = (, + *rm/^^-^:^d.;
or^ en divisant par iS*"'^' les deux termes de la fraction qui est sous le signe de Fintégration^ elle devient
- —2—dz •
et Ton reconnaît alors aisément qu'elle est la différentielle
exacte de -^^ — ; on aura donc
ainsi que cela doit être.
Nous n'insisterons pas davantage sur ces vérifications.
La résultat définitif de ces études est que^ pour tous les cas où l'exposant du binôme sera réel, que cet exposant soit entier, fractionnaire^ positif ou négatif^ la forme de la fonction finale sera généralement représentée par l'expression
dans laquelle il ne s'agira plus que de remplacer m par la valeur particulière qu'on lui aura attribuée .
Disons maintenant que des circonstances semblables se présenteront pour toutes les expressions algébriques dont on voudra former les développements; que toujours le développement à lui seul sera insuffisant pour représenter la yaleur de l'expression et que l'égalité théorique de celle-ci ne s'obtiendra qu'en ajoutant à ce développement une fonction finale .
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Par exemple^ pour l'exponentielle a% si l'on arrête le développement au terme Apz'', on trouvera que Féquivalence cherchée ne peut s'obtenir que par l'addition d'une fonction de % ayant la valeur suivante
nous représentons par la notation p ! ^ conformément à un usage qui tend à se répandre de plus en plus, le produit des nombres de la suite naturelle compris de i à p inclusivement.
Pour la fonction logarithmique la fonction finale de log(i-hz se présente sous la forme
w=^-/r^rf-
[JL étant le logarithme du nombre e dans le système dont on s'occupe.
L'étude de la fonction logarithmique, au point de vue de son développement^ donne lieu à d'intéressantes remarques, mais nous ne pouvons que les signaler sommairement.
On constate alors que logjs ne peut pas être développé en une série ordonnée suivant les puissances de js, savoir:
car, lorsqu'on veut essayer cette forme, on trouve que tous les coefficients devraient être nuls, ce qui fait disparaître le développement. Dès lors il n'est pas possible qu'on trouve pour F (z)' autre chose que log z. En effet, dans ce cas, p étant nul dès l'abord et i -4-2 devenant js, cette fonction se présente sous
/dz — qui donne immédiatement \lIz et par suite
logz.
La supposition que les coefficients sont alternativement l'infini positif et rinûni négatif conduit encore à l'anéanti ssemeot devenu nécessaire du développement. Si nous faisons cette observation, c'est que la formule qui donne le logarithme deis en fonction des puissances de z — i et qui est, comme on sait,
logi= |X L - I) - i (s- i)«-4-^(z - i)»-...J présente en effet cette singuUère circonstance.
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Car^ lorsqu'on développe les puissances de z— i et qu'on ordonne le résultat par rapport iz^le premier coefûcienl A^ a
pour valeur une série dont le terme général est et qui est
par conséquent égale à l'infini négatif; le coefficient de z est également une série ayant pour terme général + i et représentant rinfini positif; pour le coefficient de z*, le terme gêné-
rai de la série est ; pour le coefficient de 2% le terme général est H 5 — ; pour le suivant, il est 5 j-^»
et ainsi de suite. Nous ne saurions donner ici à ces remarques toute la suite qu'elles comportent^ et nous nous bornons à les indiquer.
Lorsqu'on soumet les fonctions circulaires à des investigations de même nature, on est conduit à des conséquences analogues. Les fonctions finales s'obtiennent alors par l'intégration d'une équation difiTérentielle linéaire du deuxième ordre, ainsi conçue :
au reste, dans ce cas la recherche du développement de
cos z-^ v^^ sin z conduit au but plus directement que si l'on voulait déterminer séparément ceux de cosz et de sinz. On trouve alors une série à termes réels et à termes imaginaires dont les premiers appartiennent au cosinus et les seconds au sinus.
Quant à la fonction finale, lorsqu'on s'arrête au terme en z^^ elle revêt la forme
et il ne s'agit plus que d'y faire la séparation du réel el de l'imaginaire pour attribuer le premier au cosinus et le second
au sinus.
Cette séparation aussi bien que tous les calculs précédents sont faciles en s'appuyant sur la proposition suivante^ qui sera
démontrée tout à Theure et qui consiste en ce que l'expression d'une direction quelconque cos z + V— i ^î" ^ ^^ égale,
non pas à e*^^, comme on Ta écrit jusqu'à présent^ mais à
^_i V. En vertu de ce théorème on a ces deux relations : '
(v/^)'=cos-z4-\/^sin-j?, (\/^j *=cos- J5 — V—î sin-;
elles permettront donc très-facilement de faire sortir V*-l en dehors du signe intégral et dès lors on obtiendra sans peine, pour chaque valeur de p à laquelle on voudra s'arrêter, la séparation du réel et de Timaginaire : le premier sera la fonction finale pour le cosinus; le second, dépouillé du facteur
V^^y sera la fonction finale pour le sinus.
Nous nous bornons à ces indications générales qui sont suffisantes pour faire comprendre ce qu'il y a d'essentiel dans le sujet que nous venons de soumettre à l'appréciation du lecteur.
Ces divers faits ainsi constatés, déduisons-en les principales conséquences.
Au point de vue pratique, la considération de la fonction finale permettra de décider s'il est possible que le développement soit fini, c'est-à-dire s'il y a une valeur de p pour laquelle cette fonction devient nulle ; c'est ce que nous avons constaté pour le binôme dans le cas où l'exposant entier est positif. Dans les circonstances où il sera reconnu que la fonction finale est une quantité très-petite et le devient de plus en plus lorsque p augmente, étant parvenu à une valeur de p en rapport avec le degré d'approximation qu'on veut obtenir, on pourra regarder cette fonction comme nulle et accepter le développement, limité à cette valeur de p, comme la représentation approchée de l'expression algébrique dont on s'occupe ; c*est ce qui arrive pour le binôme lorsque % est moindre que l'unité. Mais lorsque la fonction finale ne sera ni nulle ni décroissante avec p, ce n'est pas en dehors d'elle qu'il
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faudra chercher à obtenir la valeur de l'expression algébrique qui âgure au premier membre.
Au point de vue théorique, la fonction finale est le seul moyen de faire disparaître les nombreuses contradictions qui se manifestent lorsqu'on se borne à la seule considération du développement ; elle introduit entre les deux membres de l'équation Téquivalence qui sans elle ferait défaut ; et nonseulement elle rétablit entre ces deux membres Téquilibre numérique, mais encore celui des formes algébriques. Celles-ci en effet, sous les apparences constamment les mêmes que pré- . sentent des développements procédant suivant les puissances de la variable, cesseraient d'être distinctes, et revêtiraient tontes invariablement la même physionomie et la même constitution. Or, la fonction finale, et c'est là un de ses plus remarquables enseignements, nous apprend qu'il n'est pas possible que les choses se passent ainsi; elle nous fait voir que les diverses formes de fonctions algébriques ne sont pas susceptibles d'être ramenées à la forme unique des développements sériaires. Si, dans quelques circonstances, ces développements peuvent en donner la valeur numérique, ils sont inhabiles à remplacer la spécialité des opérations qui constituent une fonction quelle qu'elle soit. Celle-ci reste par conséquent toujours distincte, de sorte qu'explicitement il n'est pas possible d'ex- * primer une fonction indépendamment de la forme même sous laquelle elle se manifeste et qui la caractérise.
Ainsi, par exemple, et sauf quelques cas tout particuliers, une exponentielle ne peut pas être égalée à une fonction algébrique proprement dite, un cosinus ou un sinus ne pourront pas l'être à un logarithme, et ainsi de suite ; sauf, nous le répétons^ pour quelques valeurs particulières de la variable, mais jamais pour la généralité de ces valeurs.
On remarquera en effet que les fonctions finales que nous venons dé faire passer sons les yeux du lecteur sont invariablement constituées avec les formes mêmes des expressions algébriques qui ont produit les développements auxquels elles doivent s'ajouter pour que Téquivalence théorique existe. Ainsi la fonction finale pour (1 + 2)"', quel que soit m, contient lefacteur (i-hz)"*; la fonction finale pour a* contient également a* et ainsi des autres. Or, lorsque dans celte fonc-i*
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lion on développe Tialégralc qui y figure^ il arme que la valeur de celle-ci se manifeste sous la forme précisément inverse de la série qui la précède et qu'elle détruit^ et il ne reste plus finalement que des identités de la forme
(H-z)"* = (n-j5)"*, a' = a', cosz = cosz,...;
d'où Ton est conduit à conclure que^ quant à la forme, chaque fonction reste isolée dans la sienne^ et qu'il n'est pas possible de représenter une espèce quelle qu'elle soit par une forme prise en dehors de celle qui lui est propre.
Ces faifs en expliquent beaucoup d'autres. Voilà pourquoi en particulier^ lorsque, dans la résolution de l'équation du 3"« degrés on cherche^ à l'aide de fonctions purement algébriques, des racines qui ne peuvent être données que par ia considération des fonction^ circulaires, Falgèbre vient nous opposer une fin de non-recevoir. Des circonstances tout à fait semblables expliqueront l'impossibilité où nous sommes de résoudre généralement les équations des degrés supérieurs au quatrième. C'est à coup sûr parce que les racines de ces équations doivent être représentées par des fonctions autres que des fonctions algébriques. De sorte que le grand intérêt du problème se ramène aujourd'hui à découTrir quelles peuvent <ûre ces fonctions.
Nous demandons pardon au lecteur de cette longue digression qui est venue interrompre notre exposé des propriétés des directions. Mais^ dans un travail comme celui-ci, nous sommes assujetti à un ordre général qui ne nous permet pas d'introduire indistinctement où nous voudrions les divers épisodes qui se présentent, et nous sommes forcé d'accepter pour eux la place même que l'occasion vient leur assigner.
Reprenons maintenant la question que nous avons laissée en suspens et qui consiste à rechercher la base du système de logarithmes applicable aux directions. Nous avons dit que cette base ne pouvait être déduite de la valeur e^v=i attribuée à
cosa -{- v^— 1 sin a par Ëuler. Justifions cette assertion»
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Ce qu'on peut dire de moins excentrique au sujet de la formule d'Euler^ c^est qu'ayant remplacé, dans Texpression
cosa-hy' — I sina d'une direction, les oosinus et sinus qui y figurent, par les séries convergentes qui donnent leurs valeurs, on trouve identiquement
cos
cela fait, on remarque que ce développement est précisément celui qui représente en fonction de a la valeur de e* lorsqu'on
suppose que a devient a /^ ; d'où Ton infère qu'on peut sans crainte d'erreur attribuer à l'exponentielle e^'^^ la propriété
de remplacer dans les calculs l'expression cosa + V^^sin a. Au point de vue de ce raisonnement, la valeur en série de a««^=T n'étant pas considérée comme une déduction logique , mais comme la simple manifestation des conséquences d'une supposition, cette formule en un mot n'étant qu'admise et non démontrée, et pouvant ne pas être vraie, il n'est pas possible de voir autre chose dans
e»V-*' =11 cos a -h V — I siu a,
que le résultat d'une hypothèse, qu'une convention. Ce ne serait qu'au cas où il serait rationnellement établi que le développement de e« continue de s'appliquer lorsque a prend la
forme a ^^^ que la formule d'Euler serait vraie elle*méme ; or cela n'a pas encore été démontré. Jusque-là, nous le répétons, cette formule ne peut donc être considérée que comme une convention.
Certes, nous ne prétendons pas qu'on ne soit pas le maître de faire des conventions, mais ce sera à la condition qu'on ne les perdra pas de vue, qu'on se soumettra scrupuleusement à toutes les conditions qu'elles imposent. Or, tout cela n'est pas aussi facile qu'on pourrait le supposer, surtout lorsque ces conventions portent sur des indices qui, loin d'être étrangers à l'algèbre, ont reçu, antérieurement à ces conventions, la mission de représenter des fonctions ayant déjà une signification algébrique. Il y a là des entraînements dont il est à peu près impossible de se défendre.
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Hais si, pour quelques esprits plus logiques que d'autres, il ne faut réellement Toir dans la formule d'Euler qu'une convention, combien n'y en a-t-il pas qui y voient plus que cela et qui la considèrent comme une vérité ? Nous avons lu avec la plus sérieuse attention les leçons d'analyse professées à Té-cole Polytechnique par Navier^ et nulle part nous n'avons trou* vé un mot de réserve à ce sujet. Loin de là^ partout le déyeloppement^ non-seulement de c* v^, mais encore de e"»**i^=7, est présenté comme théoriquement exact. Il est dit textuelle* ment que les développements de é', sin x, cos x iubsislent lorsqu'on donne à l'arc x, une valeur quelconque imaginaire
^s=m-hn^^^i (p. II 5) et cela sans conditions, sans res* trictions aucunes ; aussi l'auteur applique-t-il à ces formes, quoiqu'elles n'aient pas été définies et que par conséquent elles ne puissent être considérées que comme hypothétiques, foutes les règles de calcul qui n'ont été démontrées que pour les arcs réels et qui ne sont par conséquent autorisées que pour eux.
Mais^ à supposer qu'il fût vrai, comme on le dit, que les développements de e', sin x, cosx subsistent lorsqu'on donne à x une valeur imaginaire quelconque, quelle déduction légitime pourrait-on tirer de ce fait^ si l'on remarque que ces développements ne sont pas les véritables valeurs théoriques de e*, sin x, cos X ? Que pour qu'ils le deviennent il est nécessaire, ainsi que cela vient d'être expliqué, qu'on leur ajoute une fonction finale de X, très-diOérente dans sa forme de celle des termes du développement, et qui par conséquent, en vertu de cette ditTérence même, pourra fort bien interrompre le cours des analogies déduites seulement de ce qui se passe dans les parties sériaires de ces expressions. En fait, on n'agit pas sur les valeurs complètes de e', sin x, cos x, mais sur une partie seulement de ces valeurs, et dès lors toute conclusion rigoureuse échappe. Cela peut être permis dans la pratique lorsque, la variable restant réelle, il s'agit d'obtenir des valeurs numériques approchées de ces expressions : on démontre que, dans ces circon*
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stances^ cette manière de procéder est légitime. Mais ne seraitce pas étrangement abuser de la faculté de procéder par induction que d'aller jusqu'à supposer que ce qui est permis pour le réel, et lorsqu'il s'agit de simples valeurs approchées^ Test également, non-seulement pour l'imaginaire^ mais encore pour des valeurs qui n'admettent plus les tolérances de l'approximation et que nous ne pouvons accueillir qu'exactes ^ complètes, consliluées, en un mot, suivant les plus rigoureuses exigences de la théorie ?
En résumé, il n'est pas possible de prétendre que la forme acceptée pour la valeur de e*^^ soit justifiée, et l'on ne peut par conséquent iaire d'autre concession que celle que la formule d'Euler ne doit être admise que comme une convention, et même une convention qui n'intéresse que la partie sériaire de cette valeur. C'est la première proposition que nous avons émise, passons maintenant à l'étude des conséquences.
Le caractère propre de la fonction cos a + /— i sin a, c'est qu'elle ne change pas lorsqu'on augmente l'arc a d'un nombre quelconque de circonférences. Il faudrait donc que sa représentation exponentielle jouit de la même propriété et qu'on eût par conséquent
et ainsi de suite, d'où l'on déduit en supprimant le facteur commun :
Or, comme en définitive ces diverses expressions sont des nombres variables et réels
élevés à la même puissance ^^^ , on a en vérité de la peine a comprendre comment tous ces nombres, ditTérents les uns des autres, traités par la même opération, pourraient donner un résultat uniforme égal à l'unité. Ce qu'il y a de certain, c'est que, lorsque des racines sont réelles, comme c'est ici le cas, nous n'avons aucune opération dans la science qui puisse nous don-* ner la moindre idée d'une semblable conclusion, si ce n'est la
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puissance zéro. Nous serions ainsi porté à dire que /^^ doit être l'équivalent de zéro, et c'est ce que personne ne sera disposé à admettre. Et comme, d'un autre côté, il ne serait pas plus raisonnable de prétendre que ce sont les exposants 2ir, ^t:, .,..2kic qui sont nuls, il en résulte que l'exponentielle
«'^~* n'aurait pas toute la généralité que comporte l'expression cos a + |/ — I sin a ; elle ne lui serait équivalente que dans un cas, et en différerait dans tous les autres, qui sont en nombre infini. Concluons donc de là qu'il faudrait tout au moins que l'opération d'élever un nombre réel à la puissance du degré
i/— I fût préalablement définie pour que nous pussions avoir confiance dans l'équivalence complète de la forme e^^^ avec
celle de cosa+v/—i sin a. Or, c'est précisément là ce qui fait défaut, et c'est par ce motif que, dès le début de cette discussion, nous avons élevé des doutes sur l'exactitude de la formule d'Euler.
Il est donc bien difficile, même en l'acceptant comme convention, de comprendre qu'elle puisse posséder toute la généralité qui appartient à cos a + v^— i sin a et qu'elle jouisse par conséquent de la propriété d'en être la représentation. Dans tous les cas, cela n'est pas prouvé.
Pour les géomètres qui considèrent que le développement de €« en série continue de subsister comme vrai lorsque a devient a ^—i et qui par suite sont obligés d'admettre qu'il est permis d'élever une expression quelconque à la puissance
îmnginaire V — i^ il est facile de leur prouver que cette manière de concevoir les opérations en algèbre conduit directement à une impossibilité. En effet, dans la suite d'égalités
qu'on élève tous les membres à la puissance V — i^et l'on aura
conséquence complètement inadmissible. Quant à ceux qui ne considèrent la formule d'Euler que comme une convention^ il n'est pas facile de les convaincre de leur erreur par le même
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moyen, parce qu'ils se refusent à reconnaître qu'on soit autorisé à déduire aucune conséquence légitime de Télévation
de quoi que ce soit à la puissance v/^* opération non déflnie, disent-ils, et dont par conséquent les effets restent bypotliétiques. Hais alors il leur reste à nous faire comprendre corn* ment toutes les expressions e'^i^V^ sont égales à l'unité^ quel que soit k. Nous pourrons d'ailleurs leur faire remarquer que leur convention n'est pas tant exempte de reproches qu'ils pourraient le supposer^ car quelle que soit leur répugnance à comprendre ce que peut être l'élévation d'une expression réelle
à la puissance y^ — i , cette convention n'est pas autre chose, en fait, qu'une semblable opération. Je leur demanderai en effet
en quoi la substitution de a V^ à a dans e^ diffère de Téléva-
tion de c® à la puissance V--1 • si je ne me trompe, c'est exactement la même chose exprimée en termes différents.
Il ne suffit pas en effet, pour repousser une objection, d'affirmer très-explicitement qu'on ne saurait être autorisé à faire usage
de l'élévation à la puissance v/— i? parce que cette opération n'est pas définie et ne se comprend pas : il faudrait encore, pour rester conséquent, qu'on n'eût pas fait soi-même implicitement cette même opération, sans laquelle l'objection n'aurait pas existé.
Nous ferons enfin remarquer que dans cette circonstance, comme dans la précédente, la convention ne porterait que sur les parties sériaires des valeurs de e^, cos a, siu a dans lesquelles on remplace a par ol^^, et qu'il faudrait tout au moins s'expliquer sur ce qui peut advenir de cette convention si on l'applique, comme cela devrait être, aux valeurs complètes de e^, cos a, sin a, c'est-à-dire aux fonctions finales.
Il ne nous parait donc pas possible d'attribuer une valeur théorique acceptable à la formule d'Euler^ et puisque d'ailleurs nous avons été conduit à reconnaître que la représentation des directions doit pouvoir être égalée à l'exponentielle de l'angle> examinons si sans recourir à d'autres moyens que ceux auto-
risés, il n'est pas possible de déterminer la valenr de cette exponentielle.
Il est évident qu'en prenant pour a une valeur très-petite, il est permis de concevoir que toutes les directions seront représentées par les puissances successives de cos a + V—ï sina, et cela sera d'autant plus vrai que la valeur de a sera moindre. Nous voyons d'après cela que les représentations algébriques des directions peuvent être considérées comme formant une progression par quotient, dont la raison est l'une d'elles, de même que les arcs forment une progression par dilTérence dont la raison est celui-là même qui correspond à cette direction : voilà donc deux progressions exactement constituées comme le sont celles qui pour les nombres nous conduisent à la considération des logarithmes , la première commençant par l'unité et la seconde par zéro; or l'on sait que la base d^un système est le nombre qui correspond à l'unité dans la progression par différence ; cela posé, si les arcs sont toujours représentés par leur longueur évaluée en fonction du rayon dans une circonférence pour laquelle ce rayon est l'unité, l'arc unité sera donc celui qui a pour mesure l'unité linéaire; il est un peu plus grand que 57 degrés. Nous pourrons donc dire que la base du système des logarithmes pour les directions est égale à cos i + \/ — i sin i ; Ton aura en conséquence, pour un angle quelconque a,
(cos I + sf^i sin i)«= (cos a 4- v^— i sin a)
résultat tout à fait concordant avec le théorème de Moivre. Mais on peut remarquer, qu'en vertu du même théorème.
cos I -f V — I sin I est la même chose que
cos - 4- v/^ sin - j ou (v'— i),
de sorte que nous pourrons dire que la base cherchée est celte dernière expression, et qu'on est par conséquent autorisé à substituer à la formule non démontrée d'Euler, la suivante:
(y— 1) =:C0SflC-}-v'--I Slua,
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ou> si Ton veut;
( — i) =cosa+^ — isin.a,
dont la justification est parfaitement établie.
Il est d'ailleurs évident que le premier membre de cette
formule possède toute la généralité du second ; il reprend
exactement la même valeur^ lorsqu'on augmente a d^un nom-
iis bre exact k de circonférences, puisqu'alors — i ^ se réduit
à l'unité, et il échappe ainsi au vice de la formule d'Euler.
La valeur exponentielle de la direction se fait ainsi par des moyens autorisés, sans convention, sans introduction d'opérations non définies^ conformément au théorème connu deHoivre. Loin d'être en contradiction avec aucun principe^ elle est au contraire une conséquence naturelle de ceux dont la science du calcul nous permet de faire usage.
Après cet exposé des principales propriétés des directions et de leurs représentants algébriques^ passons à l'examen de leurs applications les plus essentielles aux considérations de la géométrie.
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Sommaire. — I. Gomment ces deux attributs se combinent en algèbre. — II. Premières applications. — III. Observations sur la manière de compter les arcs et les directions, et sur les rapports qui s*établissent ainsi des uns aux autres. — IV. Études de questions concernant les lignes droites. — V. Interprétation géométrique de deux formules rektiVes aux fonctions circulaires. ~ VI. Etudes de questions concernant les cercles et les droites. — VII. Comment dans ces sortes de recherches on est averti que les problèmes sont impossibles. — VIII. Conséquences relatives à la considération de deux sortes de sinus et de cosinus, les uns dits directifs^ les autres dits continus, et généralité de la forme
Â -|- B \/^^ pour représenter par un choix convenable des éléments A et B soit les expressions imaginaires, soit les expressions réelles. — IX. Expressions algébriques de Tellipse, de l'hyperbole et de la parabole dans le système directif. — Résumé et travaux ultérieurs.
Jusqu'à présent nous avons raisonné dans Thypothèse que l'étude des quantités a été faite pour chacun de leurs attributs isolément^ et il était nécessaire de procéder ainsi, afin d'avoir des notions précises sur la valeur de ces altributs^ d'être renseigné sur les équivalences qui peuvent exister entre les lois qui les régissent et certaines formes algébriques^ et sar la possibilité d^admettre ces formes comme les représentants de ces attributs.
Or^ ces premières connaissances acquises, l'esprit conçoit
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qu'il peut s'élever à des considérations d'un ordre plus élevée et qne, de même que dans la nature les faits divers que nous sommes eu mesun^. d'observer ne sont pas toujours la conséquence d'un attribut unique^ mais celle du fonctionnement de plusieurs d'entre eux^ de même nous sommes conduits à nous demander si la science du calcul^ qui se prête par quelquesunes de ses formes à nous donner les équivalents de chaque attribut^ ne se prêterait pas aussi, par le mécanisme de ses opérations appliqué à ces formes^ à reproduire exactement dans le calcul les effets mêmes qui, dans Tordre naturel, sont la conséquence du jeu simultané des attributs mêmes.
Pour bien faire comprendre notre pensée, faisons-en Tapplication aux considérations de la géométrie.
Dans cette science^ les longueurs et les directions jouent un rôle important et continuel. Or si Ton étudie ce qui concerne la longueur, indépendamment de toute idée de direction, on ne sortira pas de la ligne droite; on passera sur cette droite d'une longueur à une autre; on éliminera par le fait la considération de Tangle et on n'aurait ainsi qu'une géométrie fort restreinte. Si, d'un autre côté, on veut se borner à la considération des directions, on sera réduit à l'idée d'êtres indéfinis^ on ne pourra que passer de l'un à l'autre, et l'élimination de la longueur ne nous laissera que la conception d'une géométrie non moins restreinte que la précédente.
Hais si, combinant l'idée de continuité avec celle de direction, c'est-à-dire la longueur et l'angle, on étudie les conséquences de cette combinaison, on ne tarde pas à reconnaître ({u'elle acquiert une puissance de production inouïe; qu'elle donne naissance à la conception des contours ouverts ou fermés de toute sorte, à celle des courbes, des surfaces, des volumes, de leurs intersections diverses, en un mot à cette multitude d'espèces et de formes qui constituent le domaine de la géométrie tout entière.
On comprend, d'après cela, que si dans les calculs on avait des expressions collectives équivalentes à la combinaison de la longueur et de l'angle, à ce que nous sommes convenu d'appeler la longueur dirigéey il n'y aurait rien de plus facile que d'obtenir par Talgèbre la reproduction des constructions géométriques faites avec ces longueurs dirigées, et de connaître
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ainsi tontes les lois résultant de ces constructions quelles qu'elles fussent, sans même qu'il y eût nécessité d'avoir une figure sous les yeux : il suffirait que le mode de construction fût bien défini.
Or ce que nous avons dit de la représentation des directions nous donne la réalisation immédiate de cetle idée. En effet, si une longueur r est supposée placée sur la direction déterminée par l'angle a, comme il a été établi qu'une direction ainsi définie a pour équivalent algébrique le facteur
cos a+ \/ — 1 sin a, on en conclura que toutes les conditions auxquelles se trouve soumise la longueur en question se trouvent combinées dans l'expression
r (cosa-h^— I sin a),
dans laquelle, d'une part l'élément r relatif à la longueur est ce que nous proposons d'appeler le continu, d'autre part l'élément
cosa+ v^ — I sina
relatif à la direction est ce que nous proposons d'appeler le direetif.
Ce point de départ ainsi établi, c'est avec la plus grande simplicité qu'on peut faire suivre à l'algèbre toutes les évolutions des figures de géométrie, et il suffira de quelques explications préliminaires à peu près évidentes pour indiquer par quels moyens se pratiquent ces faciles et remarquables passages de Tune à l'autre.
Soit toujours 0 le point que nous prenons pour origine, et OD la ligne de base; si une droite passant parO fait avec cette ligne un angle 6, sa direction sera
cosO+v^— I sine, et l'expression d'une longueur quelconque r comptée sur cette
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droite à partir da point 0 sera
r (CO8 04-V— ï sine).
En donnant à r toutes les valeurs comprises depuis 0 jusqu'à rinfini^ cette expression^ où 0 resle constant, repr^ntera toutes les longueurs dont l'existence est possible sur la direction 0 y et servira également à exprimer tous les points de la droite. Quant aux longueurs et aux points qui seraient situés sur la même droite, au-dessous du point 0, il faudra prendre pour eux la direction inverse de la précédente, c'est-à-dire
— (cos 6-f- V— 1 sinô), de sorte qne l'expression de ces points et longueurs sera
— r{cosO-i-v^— 1 sinô).
Si à la variation de r on joint celle de 6, il n'y a pas do point do plan qui ne puisse être représenté par celte expression.
Si au contraire on considère r comme constant, et qu'on fasse varier 8 de o à 21c, on aura l'expression de la circonférence de centre 0 et de rayon r.
Si enfin, avec la même variation de 6, on permet à r de prendre toutes les valeurs comprises de o à r, on aura rexpression commune à tous les points de Tintérieur de la circonférence de rayon r.
On doit comprendre déjà combien seront précieuses et fécondes les ressources que la représentation algébrique des droites dirigées nous oifrira, pour nous rendre compte de tout ce que ces^droites sont susceptibles de créer en géométrie. Donnons-en immédiatement une idée par un exemple fort simple. Supposons qu'à partir du point 0 on a pris sur la ligne de base une longueur 0 A, que pour abréger nous désignerons par a, et qu'on demande de construire sur OA un triangle, dont le côté passant par 0 soit égal à c, et dont le côté passant par A soit égal à b. Désignons, comme on le fait d'habitude, par a, p, y, les angles de ces triangles opposés respectivement aux côtés a, 6, c. La direction du côté 6 sera
C08(w'- y) +sl — isin (w— y) ou — cosy-f-v^— i sîn y;
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celle du côté c sera
cosP+ v--îsinp,
et il faudra que le chemin dirigé
<»+&(— cosy + vZ—i siny) soit égal au chemin dirigé
c (cosP+v^ — I sinP:
(ie là on déduit^ en égalant le réel et Timaginaire, a— 6cosy=c cosp, ftsinyizicsinfi,
et le problème se trouve ainsi immédiatement résolu. Il ne s'agira plus que de tirer de ces deux équations, par les moyens ordinaires^ les valeurs des sinus et cosinus des angles ^ et y^ en fonction des trois côtés a^ b etc. La seconde équation donne la relation bien connue entre les sinus des angles et les côtés opposés ; faisant ensuite la somme des carrés^ on a la seconde relation connue
a^~2a6 cos Y-h6*=cS d'où on déduit la valeur de ces y.
' Hais avant d'aller plus loin, il est nécessaire de bien fixer les idées sur la manière de compter les arcs et les directions, et sur les rapports que ce mode de comptage établit entre les uns et les autres.
Les arcs se comptent sur la circonférence de rayon i, ayant son centre à l'origine et à partir du point où cette circonférence est coupée par la ligne de base; ceux qui s'élèvent au-dessus de cette base étant considérés comme positifs, ceux qui sont situés en dessous, et qui marchent en sens inverse^ doivent nécessairement être considérés comme négatifs. La représentation algébrique des arcs sera donc toujours di a.
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Quant à la direction^ c^est celle de la ligne droite qui partant de Torigine aboutit à Textrémité de Tare a, et Ton volt qu'à l'aide de la variation de a^ il n'est pas de direction autour du point 0 qui ne puisse être précisée par ce moyen.
Ces directions^ nous Payons tu en effet, sont caractérisées par la fonction
cosa + v' — 1 sina
de Tangle a.
Remarquons d'ailleurs qu'on pourrait se passer» en vertu du principe d'évolution inhérent à la circonférence^ de la considération des arcs négatifs^ car en partant du point A je pourrai aboutir à un point quelconque de la circonférence sans changer le sens du mouvement. Si^ en effet, au lieu de marcher à rebours à partir du point A par le chemin circulaire a, je marche directement à partir de ce même point sur le chemin circulaire 21C— a, j'arriverai au même point. Qu'on opère d'une manière ou d'une autre, il ne restera pas de confusion si l'on s'est bien fixé à l'avance sur le sens dans lequel il faudra appliquer dans chaque cas les cosinus sur la ligne de base, à partir de l'origine, et sur celui que devra recevoir le sinus perpendiculairement à cette Ugne.
n convient enfin de remarquer que si, au point de vue de ^origine, la position d'un sinus considéré isolément reste indécise, il n'en est pas ainsi dans l'expression cosa-4- y — ' sina, parce que d'après cette expression la distance du sinus à l'origine est toujours indiquée et précisée par la grandeur de cos a. La représentation des directions ne saurait donc offrir ni indécision ni difficulté.
On ne perdra pas de vue que si l'arc par sa marche circulaire est propre à fixer la position des directions, ce n'est pas au moyen de l'arc lui-même, mais au moyen des fonctions reetilignes de cet arc que l'on procède à la représentation algébrique des directions; mais parce que le cosinus et le sinus de a, ajoutés l'un à l'autre perpendiculairement, nous conduisent à l'extrémité de l'arc a, il ne faudrait pas croire que de ce qu'on aboutit également à cette extrémité en suivant d'abord le chemin i sur la ligne de base et lui ajoutant l'arc a, la direction peut être représentée dans le calcul par
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i+a; car a ne représente qu'une grandeur en algèbre, tandis qu'en géométrie nons ne pouvons pas nous dispenser de Yoir dans a un chemin circulaire et par conséquent dirigée U n'y aurait donc pas équivalence entre les deux ordres de considération. Mais si nous tenons compte pour a de la propriété complexe qu'il possède d'exprimer une longueur dirigé», ou pour mieux dire une somme de longueurs dirigées, nous serons parfaitement autorisé à dire que la direction répondant à l'extrémité de a pourra être représentée par l'expression I -t-a dirigé; cette représentation sera tout aussi légitime que la précédente, sauf à rechercher ce que devra être en algèbre a dirigé.
Or la chose est facile, et Ton va voir que nous serons ainsi ramenés à l'expression précédente.
Il faut concevoir en effet que l'arc se compose d'une suc* cession d'éléments linéaires qui changent à tout instant de direction. Ce sont ces divers éléments dirigés, qui, ajoutés depuis le point A jusqu'à l'extrémité de a, représentent ce que nous appelons a dirigé.
Cela posé, lorsque dans le mouvement de progression qui s'exécute à partir de A, nous aurons décrit un arc quelconque X, l'élément linéaire de l'arc étant représenté par dx, sa direction sera celle de la tangente à la circonférence à l'extrémité de X, c'est-à-dire une direction perpendiculaire à celle du rayon aboutissant à Textrémité de x, et qui sera par conséquent exprimée par
V'^ (cosic-}-\/^sina5/; l'élément dirigé aura donc pour valeur
V~ (cosa?H-V— î sina?)(te,
et la somme de tous ces éléments depuis x:=zo jusqu'à â;= a sera a dirigé. On aura par conséquent
a dirigé = / y^^ (cos a:-4- V — i sin «) dx,
et nous pourrons écrire que la direction cherchée sera repré-
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sentée par
i-f- / "v'— I (cosa; + /^ sin x) dx,
de telle sorte que pour qu'il y ait accord entre les vues dont nous présentons ici Texposé et les principes reconnus en algèbre^ il faudra que Féquation
cosa-f-V—î 8ina= i-h 1 /^ (cosa?+v^ sin a;) dx
se vérifie. OrPexactitude de ce résultat est facile à reconnaître , et il en résulte un nouveau contrôle de la légitimité de nos conceptions. Nous n'insisterons pas davantage sur ces aperçus, qui ne sont pas sans intérêt et qui pourront être développés plus tard. Nous nous bornerons pour le moment à faire remarquer combien ils seront propres^ appliqués à une courbe quelconque, à donner la connaissance immédiate d'un grand nombre d'intégrales définies.
Nous allons maintenant traiter une série de questions qui auront moins pour objet les solutions qui les concernent^ et qui sont bien connues, que Tindication du procédé à suivre dans ces sortes de recherches. A cet effet, nous nous attacherons peu au développement des calculs dont les formules obtenues seront susceptibles; ce sont là des détails dont la pratique est usuelle ; mais nous insisterons sur la marche à suivre pour effectuer la transformation algébrique des formes de la géométrie, suivant les principes ci-dessus exposés au sujet des longueurs dirigées. La plupart des figures dont nous parlerons étant très-simples, nous nous dispenserons de les tracer; le lecteur pourra facilement les reproduire à l'aide des définitions qui en sont données. Entrons maintenant en matière, et commençons par des questions dans lesquelles il ne s'agira que de lignes droites.
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Faire passer une droite par deux points.
Il s'agit de connaître : !<> la distance x à laquelle la droite en question coupe la ligne de base à partir de l'origine; 2» l'angle 0 qu'elle fait ayec la ligne de base. Son expression sera ainsi
x + p(co80+ V--Ï sinO),
p étant une longueur quelconque comptée sur la droite cherchée à partir de l'extrémité de x.
Les deux points donnés auront pour expression l'un
r(cos<p + v''— isinç), Tautre r'(cosç' + V~isin<j/), reir^ étant leurs distances respectives de l'origine^ <f et <{/ les angles que font les directions de ces distances avec la ligne de base.
Si l'on appelle, y et yf les valeurs de p pour les deux points, on devra avoir
(i) x+y (C0SÔ+ y^ — i sinô) = r {cosç+ /--î sinç),
a?+y^(cos6 + v^^sinô) =r^{cos9'+V^sin(p').
Soustrayant, on a
(y —y') (cos e + V^ sin e)
= r (coscp + v^l sin <p) — r' (cos (j/ + y^— isin^'ji d'où l'on déduit
(y— y')c^sô = rcos(p— r^cosç'', {y— y') sin 6 = r sin 9 — r'sin ^ ;
prenant la somme des carrés^ il vient
(y — yO* = r* 4- f '" — 2rf^ (cos ç cos ç' + sin ç sin 9^), d'où
y — j^ == ^r»-f- r/> — 2 rr^ cos (© — <p'),
par conséquent
rcosy — r^cosy r cos <p — r' cos 9^
y— y' y/r^-hr^^— 2rr' cos (<p— 9')
. ^ rsincp — r^sinti/ rsino — r'sin©'
y — W V' r* -h r'« — 2 rr^ cos (<p - (f')
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La direction de la droite est donc connue.
Reste à trouver x. Or de la première des équations (i) on tire
aî-Hycos,ô = rcos(p, y sjn 0 = r sin 9,
et de celles-ci Ton déduit
sin çp / sin 9 \
y = r-r— il a?=:f( cos<p — r — \]\ ^ sin 0 \ tang 6/
puis, substituant dans cette dernière les valeurs ci-dessus de sind et de cosô, on a définilivement
rsin9 — r'sin9''
l'expression de la droite sera donc
rf^sin(9 — 9^) / rcos9 — r^cos9'
rsin 9— f' sin 9' "^ ^ V^v»I|.|^r_2rr/cos(9 — 9Ô
j rsin9-r^sin9^ ^—^\
^f«-|- f/i _ 2 rr^ 008(9—9') /
Si l'angle 9 est égal à Tangle 9^ les deux points sont sur une même droite passant par l'origine qui sera précisément la droite cherchée.
En effet, dans ce cas, la valeur de x est nulle à cause de sin (9 — 9') = o, le radical devient r—r* et les numérateurs des fractions qui multiplient p étant égaux à (r — OCOS9, (r^-r) sin 9^ l'expression ci-dessus se réduit à
p(cos9 + V"— ï sin 9).
Si les deux projections de r et de r' sur la ligne de base sont égales, la droite cherchée sera une perpendiculaire à cette ligne ; l'expression devra donc être
rcos9-i-p\/— I, ou r'cos9'-i-p^ — !•
En effet, puisque fcos9 =1^0089'^ le premier des termes que multiplie p sera nul ; en outre cette dernière condition
COS
d'où
, . , / . cososinc/X rsinç — r'Bin<j/ = r(«inç ■J^ — r*-J
cosç' Substituant dans la valeur de x, elle se réduit a
f'COSç' ou fCOSf.
Voyons enfin si la fraction qui multiplie p v^ — i est égale à l'unité ; or^ si on Télève au carré et qu'on ajoute au numérateur la quantité nulle (rcosf— r'cosfOS ^^ numérateur deviendra précisément égal au dénominateur^ de sorte que la fraction a en effet pour valeur Tunité.
Si Ton prenait pour ligne de base la droite qui joint l'origine au point r^, Tangle ^ serait nul et l'expression de la droite deviendrait
/ rcosç — f' rsin? , ^\
^ \^r* 4- r'* — 2rr^ cos cp y t'*-H f'*— 2«y cos? ' /
Intersection de deux droites.
Soient deux droites faisant avec la ligne de base des angles 0 et 0^ coupant celle-ci à des distances a et a' de l'origine^ et dont on demande de déterminer le point d'intersection. Si r et f^ sont les distances qui, sur chaque droite^ séparent respectivement ce point des extrémités de a et de af, il faudra que le chemin dirigé
a + r cos (8 -f-V^^ sin 6) en suivant Tune d'elles soit égal au chemin dirigé
o' + W (cos y -h V-^ sin 60
en suivant Tautre; d'où l'on déduira immédiatement
a-i-rcos6 = a^ + r'cos6', rsinO = r'sinV;
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en effectuant les calculs, on trouvera les valeurs suivantes de r et de f :
_ (g— apsinO^ , _ (g— aQsinS *■— sin(0— y) ' * ~ 8in(8— 60 '
Dans le cas où, les deux droites étant parallèles^ 0 est égal à ^, la différence 6—0^ devient nulle; et par suite,ainsi que cela doit être, les valeurs de r et der' sont infinies.
D'un point donné abaisser une perpendiculaire sur une droite dcnnie*
Supposons en second lieu que d'un point donné M on veut abaisser une perpendiculaire sur une droite.
Si nous joignons le point en question avec l'origine au moyen d'une droite dont la longueur est r et qui fait un
angle 9 avec la ligne de base l'expression r(cos 9 4* V— i si" f) représentera le point en question ; si d'un autre côté la droite donnée coupe la ligne de base à une distance a de l'origine et fait avec elle un angle ô^ un point quelconque de cette droite aura pour expression
a + x (cos 6 + V-— I sin 6j,
X représentant la distance de ce point à l'extrémité de a.
Cela posé soit P le pied de la perpendiculaire et appelons y la longueur HP; si a? se rapporte au point P il faudra que le chemin dirigé
a-^x (cos 0 H- v'^^ sin 6),
soit égal au chemin dirigé OH + PH. Or, OH dirigé est égal à
r (cos f + V'^^ sin ep) ; quant à PH^ comme elle est perpendiculaire à la droite , sa direction sera celle de la droite
même multipliée par y^^; on aura donc
(OH+PH)dirîgé==r(cos9+v'^sin<p)+yV'~(cosô+/^sin6);
égalant cette expression à la précédente on en déduira deux conditions à l'aide desquelles on obtiendra les valeurs de x et dey.
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On simplifierait notablement le calcift en prenant OM pour ligne de base ; dans ce cas Tangle f est nul, et Téquation à résoudre sera
a-f-a5(cosô + v'--^ sin 6) = f 4- y V^^ (cosO -f-V— ^sinô).
Contours polygonaux.
Considérons maintenant un polygone fermé dont les côtés successifs sont a^^ a^, a,, a^^...^ a».,, a«. Supposons que Tangle de a^ avec an est 6, , celui de a, avec Oi est 6, , celui de a, avec a, est 6,, et ainsi de suite jusqu'à l'angle de a« avec an.i qui sera 6» ; de sorte que 6i, 6,^ 0,, . . .^ 0» sont les angles extérieurs du polygone ; il suit de là que l'angle que fera un côté quelconque ag avec On sera 6i + 9t +• • --+•%•
Cela posé^ prenons pour origine le sommet déterminé par la rencontre des côtés Qn-i et an, et pour ligne de base la direction du côté On» Il s'ensuit que, ce dernier côté se confondant avec la ligne de base, la somme Oi + 0,+ 6| + . . . -h 6» sera égale à 277; la somme des angles extérieurs vaut donc quatre angles droits.
Si l'on ajoute les côtés dirigés On, ai, at, as,...,a«-u ^^ retombe sur l'origine ; cette somme doit donc être égale à zéro, ce qui donne :
On+ûi [cos 61 -h V--Î sin ô] ,
+ a, [cos {6i + e.) 4- V^ sin (ôj 4- 6,)] , 0=] +a» [cos (04+6,+e,)+^^ sin (6^+6,-1-6,)]
-hOn^t [COS(ei-i-0, + 6,+...-4-6n-i)
-+- v^=l sin (6,^-6, +e,H-. . . +e,..o];
d'où on déduit
a4Cosôi4-aiCos(6i-i-e,)+...-han-iCos(Ôj-+-6,+...-f-6n-,^=:-fliin
c'est-»à-dire que la somme des projections des côtés d'un po* lygone sur un d'entre eux est égale à ce côté pris en signe contraire.
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Od a d'autre part .
(ï,8in6iH-.a,8in(6,+6,)-+-. . .-^On^^t sin(6, 4-6,4-. . .4-6n-i)==o,
c'est-à-dire que la somme des projections des côtés sur une droite perpendiculaire à Tun d'eux est égale à zéro.
Eofln si, -au lieu de prendre pour ligne de base un des côtés, on prend une droite quelconque faisant avec ce côté un angle (f, toutes les directions précédentes rapportées à la nouyelle
base devront être multipliées par cosf -f v^^ sin f . Or cela n'empêche pas la ^mme des côtés dirigés d'être nulle^ et on conclura de là que la somme des projections de ces côtés sur ane droite quelconque est nulle .
On voit avec quelle facilité toute la théorie des polygones se déduit de la considération des longueurs dirigées.
Nous pensons que ces exemples sont suffisants pour donner une idée de la marche à suivre dans toutes les circonstances géométriques où ne figurent que des lignes droites ; toutefois, avant de passer à un autre sujet, nous ferons remarquer que, dans les calculs des longueurs dirigées comme dans tous ceux qu'on fait en algèbre, il peut et doit se présenter des cas d'impossibilité; or on conçoit facilement que cette circonstance sera révélée par la manifestation d'une valeur de cos 0 qui sera supérieure à Tunité ; cela prouvera que les longueurs dont on pourrait avoir à faire usage ne sont susceptibles d'être portées sur aucune direction et que par conséquent la géométrie est impuissante à réaliser les conditions imposées par l'énoncé. Nous nous bornons ici à cette simple indication^ nous proposant de donner à ce sujet tout le développement qu'il mérite.
II n'est pas sans intérêt de donner ici la traduction de quel« ques formules trigonomélriques qui se produisent dans le domaine abstrait, mais dont la signification concrète a été ignorée jusqu'à ce jour. Si l'on considère les deux expressions
(cos a 4- v'—i si n a)* et (cos a — ^— i sin a)*, on sait que> si on les ajoute, leur somme sera 2 cos n a et que
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leur différence sera 2 v^— i sin n a ; en abstrait cela résulte de la propriété démontrée par Hoivre que la première est égale à
cosna-t-V^ sinna, •
et la seconde à
cos na — v^— I sin n a.
Ce sont donc là deux conséquences quil faut accepter, mais auxquelles jusqu'à présent nous ne pouvons attribuer qu'une portée théorique : or il est facile d'en avoir la représentation physique en concret.
Disons d'abord que toute expression de la forme
cos a-hV — î sin a,
qui représente la direction déterminée par l'angle a^ peut toujours être considérée comme une longueur dirigée dans laquelle le continu a pour valeur F unité linéaire, et c'est dans ce sens qu'il faut toujours entendre les additions et soustractions de ces formes, opérations qui, d'après ce que nous avons expliqué, ne seraient pas concevables si Ton ne faisait pas ainsi intervenir la considération des longueurs avec celle des directions. Cela posé,
(cosaH-^^ sin«)*
est la direction à laquelle on parvient après avoir répété n fois Tangle a, elle a donc aussi pour représentant
cosna + v—i sinna.
D'un autre côté
(cosa — v^ sin a)»
est la direction à laquelle on parvient après avoir répété, mais en dessous de la ligne de base, n fois Tangle a ; cette direction sera donc aussi représentée par
coswa— V— ï sinna.
J'appellerai ces deux directions l'une OA, Tautre OA^; les longueurs OA et OA^ étant égales entre elles et à Tunité linéaire,
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elles seront évidemment symétriques par rapport à la liççne de base.
Or Taddition de ces deux longueurs dirigées se fera en menant par le point A à la suite de OA une longueur égale et parallèle à 0A^ A cause de la symétrie^ le pomt A^ viendra tomber en un point A" de la ligne de basey et on formera ainsi un triangle isocèle GAA*", dont la base OA" sera évidemment le double de cosnoc.
Si maintenant, conformément à la seconde formule^ on veut retrancher OA^ de OA, il faudra par le point A mener à la suite de OA une longueur égale et parallèle à OA^, mais^à cause de la soustraction, la prendre en sens inverse de la précédente; et parce que tout est encore ici symétrique^ le point A' viendra tomber en un point A''' de la perpendiculaire à la ligne de base menée par l'origine^ de sorte qne Ton formera ainsi un triangle isocèle OAA^^^ dans lequel la base sera évidemment le double de sin na ; et parce que d'ailleurs la base de ce triangle est perpendiculaire à la direction primitive^ le résultat de l'opération, tant en longueur qu'en direction ;, sera
2 v^^ sinna.
On voit donc combien sont simples les figures de géométrie à Taide desquelles se fait la traduction de ces formules.
Par un point donné mener une tangente à une circonférence
donnée.
Passons niaintenant à ce qui concerne les circonférences. Une circonférence de rayon r étant donnée, supposons que son centre est à un pointe, déterminé par l'expression
a(cos9-hv^^ sinç).
Un point quelconque de cette circonférence sera représenté par
a (cosç+V— ^sin(p) + r(cosO-hv^~i sin 6),
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0 désignant Tangle que fait le rayon r avec la ligne de base. Supposons que par un point A, défini par
a' (cosç^+v^^ sinç'),
on veut lui mener une tangente; si Ton désigne par T le point de contact^ il faudra que le chemin dirigé OC+CT soit égal au chemin dirigé OA+AT. Nous savons ce qu'est le premier; quant au second , la partie OA est connue^ elle est égale à
a' (cos ç^-H v'—ï sin ç');
il ne reste qu'à déterminer AT. Or si cos 0 + V^ sin 0 est la direction du rayon mené au point de contact^ comme la tangente est perpendiculaire à ce rayon, sa direction sera
V^ (cos 8 -h v/--î sin 8) et Ton devra avoir
a (cosç -h v^^ sin 9) -hr (cos 8 -4- ^f^ sin 6)
= a'(cos<p'4-V--î sin (j/) -t- AT V^ (cosô+v^^ sin 6);
on déduira de là les valeurs de 8 et de AT^ en égalant séparément le réel au réel et l'imaginaire à l'imaginaire.
Nous avons supposé que les positions des points C et A sont quelconques relativement à Porigine et à la ligne de base, afin de faire voir comment s'établissent pour le calcul les combinaisons des longueurs dirigées. Mais, cela une fois indiqué, on peut beaucoup simplifier la solution en prenant C pour origine et la droite CA pour ligne de base. Dans ce cas, la longueur a et les angles 9 et f^ étant nuls, et a' désignant la distance GA, on a simplement
(f — AT V^) (cos 8 -h V^ sin 8)?=a^;
d'où on déduira
cos8=-,. AT=a'8in8.
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Intêr$eetion de deux circonférences.
Cherchons maintenant l'intersection de deux circonférences dont les rayons sont r et r^, et dont ]es centres placés eucei& sont situés à des distances a et a^ de Torigine qui font respectivement avec la ligne de base des angles 9 et f/.
Le centre c sera représenté par une expression de la forme
a (cos 9 -h V— ï^ 8>o ?)•
De sorte qu'un point quelconque de la première circonférence aura pour représentation
a (cos ç+ v'— I sinç)-hf (cosO-4-V^sin6),
et un point quelconque de la seconde
o^ {cos<p'H-V— ï^ sin <j/)-Hr'(cos6^-f ^f^ sinô^),
les angles 6 et 0^ étant Tariables à volonté.
Si Ton veut maintenant obtenir les points communs aux deux circonférences, on écrira que ces deux expressions sont égales^ et de cette relation on déduira pour les parties réelles
a cos<p-f-r cos9=a^ cosç'+r' cosô^
et pour les parties imaginaires
asinç-i-rsin6=a'sinç'-i-fsiny.
Au moyen de ces deux conditions on obtiendra les valeurs de 0 et 6^. Tel est le procédé général pour résoudre la question.
liais tout cela se simplifie beaucoup si l'on prend pour ligne de base la ligne des centres et l'un des centres e pour origine^ on a alors
et a' devient la distance des centres; les conditions se réduisent ainsi à
r co60=a'+r^ cos 6^, r sinOssr' sin V.
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Prenant la somme des carrée^ on a
eos6^=
2aV
Si au lieu de la valeur de 6^ on avait voulu celle de 6, avant de faire la somme des carrés^ on aurait fait passer a' dans le premier membre de la première équation^ et on aurait eu
COS 8 r= ! — ; .
2ar
On remarquera d'ailleurs que les cosinus de 0 et 6' correspondent chacun à deux angles égaux placés l'un au-dessus, l'autre au-dessous de la ligne de base^ de sorte qu'il y a deux points de concours symétriquement situés par rapport à la ligne des centres.
Tangente commune à deux circonférences.
Proposons-nous de résoudre le problème qui consiste à mener une tangente commune à deux circonférences, dont les rayons sont r et r^, le rayon r étant le plus grand des deux, et dont les centres sont placés en c et &, à une distance d l'un de l'autre.
Appelons T et T' les points de contact. Prenons l'un d'eux T pour origine et la direction de la tangente commune pour ligne de base ; il faudra que le chemin dirigé 'Ic-hc& soit égal au chemin dirigé TT' + TV.
Cela posé, 0 étant l'angle que la ligne des centres fait avec la tangente du côté des deux circonférences^ le supplément ir — 6 de cet angle sera celui qu'il faudra prendre pour sa direction, qui sera
COS (w — 6)+ V — I sin (tt — 6),
ou
— cosô-hv'-— I sinÔ.
Hais corame^ d'après la figure, on doit la considérer comme marchant à rebours de son sens nature], il s'ensuit que, dans la question qui nous occupe, son chemin dirigé aura pour
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expression
d(co8G— V--Î8in6);
d'un autre côté, si Ton remarque que les deux rayons sont perpendiculaires à cette dernière^ l'équation du problème sera
rV^+d (cosO— v/=7 8ine)=Tr-f-f^V^;
on en déduit immédiatement
TT^=dcose, r—r^=d sine, et l'on trouve
Tr=V^d«— (r-i^)% sinÔ=î^.
La même construction pouvant évidemment s'exécuter des deux côtés de la ligne des centres^ on voit que le problème a deux solutions.
Si la tangente était intérieure, les deux rayons au lieu d'avoir même direction auraient des directions inverses; il n'y aurait donc qu'à changer dans l'équation du problème le
signe de v'^ pour l'un des rayons r ou r^; il en résulterait que la différence r — r^ se changerait en somme et Ton aurait
TT'=v/d*— (r'-+-r)% sine=±î^^^ avec deux solutions, comme dans le cas précédent.
Circonférence passant par un point donné et tangente
à une circonférence donnée.
Proposons-nous de faire passer par le point C une circonférence qui soit tangente à une autre circonférence , dont le centre est en 0 et dont le rayon est r.
Ce problème est susceptible d'une infinité de solutions.
Veut-on, par exemple, que le point de contact soit en T {fig. i), on mènera la droite. CT, puis le rayon TO. On élèvera à CT, par son milieu, une perpendiculaire PM, et le point M,
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OÙ celle-ci rencontrera le rayon TO prolongé, sera le oentre de la circonférence cherchée.
Fig. i,
Appelons d la distance CO et prenons sa direction pour ligne de base^ soit 6 l'angle du rayon OT avec la ligne de base^ désignons par p la distance CT^ et par a Tangle de CT avec la ligne de base.
Les relations qui existent entre ces diverses quantités seroot données par Féquation
d+r(cos6+v''— I sine) = p (cosa+y^^sina),
de laquelle on tire
d+r cos 6 =p cos a, r sin 6 =p sin a.
On en déduit immédiatement
d + rcosO rsinô cosa=— ! , sma=: ,
puis^ prenant la somme des carrés^
p«=(p-4-r«+2drcos6.
Ainsi a et p seront connus en fonction des données r, d et 6, de sorte que tous les rapports à la considération desquels peut donner lieu la figure ci-dessus pourront être obtenus.
Veut-on^ par exemple^ le rayon HT! On remarquera que Tangle en T est égal à 6— a, et Ton aura
MTcos(e— a)=TP=^-
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OT) pour ayoir cos(0— a)^ multiplions la valeur de awapar 006 0, celle de sina par sinô et lyoutonsj il Tiendra
ces (0— a)= -i— ;
P donc
'"'==2(dcos6W et, remplaçant p* par sa valeur,)
^,,_d»+f*+2drcosO
2(dcos6H-r)
Certes, nous sommes loin de prétendre que les procédés ordinaires de la géométrie ne sont pas susceptibles de nous faire connaître quelques-uns des rapports résultant d'une figure donnée : par exemple, dans le cas actuel, si Ton abaisse du point C une perpendiculaire sur HT , on obtiendra un triangle rectangle CQT, qui sera semblable au triangle THP, parce que Tangle aigu T est commun aux deux, on en déduit
TQ : CT :: pt : mt ou tq : ? :: ^ : mt,
nuds
TQ=QO+r=dco80+f,
donc
irr— P ^
2(dcos6+r)
ainsi que nous Tenons de le trouTcr.
Hais ce qu'on peut reprocher à ces procédés, c'est qu'ils ne sont la conséquence précise d'aucune règle, et qu'on peut quelquefois être longtemps à trouTer les plus simples, qu'on peut même, après beaucoup d'efforts, ne rien trouver.
Or, à l'aide de la théorie des longueurs dirigées, cet incouTénient n'existe plus, parce que la figure géométrique même étant traduite en algèbre, on possède ainsi dans cette science une relation entre les données équiTalentes à celle qui les unit en géométrie ; dès lors toutes les déterminations qu'il peut couTenir de faire, soit directement sur ces données, soit sur
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leurs conséquences^ ne sont plus qu'une affaire de calcul qu'on traitera avec plus ou moins d'habileté, mais qu'on sera toujours sûr de mener à bonne fin.
Cette théorie substitue ainsi des règles fixes pour toutes les circonstances à des procédés quMl faut chercher dans chaque cas particulier et qu'on n'est pas sûr de trouver ; elle présente donc d'incontestables avantages.
Elle n'a pas d'ailleurs la prétention d'exclure les connaissances déjà acquises en géométrie et de vouloir que tout se fasse par elle seule. Tant que cela pourra être plus commode, ou fera usage de ces connaissances , qui donneront souvent des moyens d'arriver plus rapidement. Hais on la tiendra en réserve pour des cas difficiles dans lesquels l'intuition de la marche à suivre ne se présentera pas immédiatement à l'esprit.
C'est même avec la combinaison de ces divers moyens qu'U faudra désormais poursuivre les recherches géométriques^ utilisant ainsi ce qui est connu pour aller plus vite, et se servant de la nouvelle théorie pour déterminer Tinconnu par des procédés certains.
Circonférence tangente à deux autres.
Qu'il soit question, par exemple, de tracer une circonférence qui en touche deux autres dont les centres sont C et C^ et dont les rayons sont R et R^ Si je suppose le problème résolu et le centre et le rayon K trouvés, je remarquerai que, si du même centre, je décris une circonférence dont le rayon soit diminué du plus petit R^ des rayons donnés, cette circonférence passera par le centre C^ et sera tangente à une circonférence dont C serait le centre et dont le rayon serait R — R^ Il resuite de cette remarque que si, dans la figure précédente, je suppose que le rayon r est égal à R — R^^ je n'aurai qu'à augmenter le rayon MT de R' pour avoir la valeur de K. J'aurai ainsi immédiatement
K_MT , n;_d'+2d(R-R0cos9-KR-R0»
K_M1-I-K- 2[(R-R0Tl-dco6e)] ^"
_d- + 2dRcos9 + R' — R^' ~" 2L(R— R')-+-dcos6j
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L'on voit donc qu'il n'a pas été nécessaire de recourir à la considération de nouvelles longueurs dirigées.
Les problèmes que nous venons de traiter nous conduiront à des conséquences utiles pour traiter la question suivante.
Déterminer le lieu de la rencontre de deux tangentes de longueurs égales menées à deux circonférences.
On vient de voir qu'on peut d'une infinité de manières mener une circonférence tangente à deux circonférences données. Si aux points de contact T et T^ {fig. 2) on mène des tangentes
à cette circonférence commune et si H est le point de rencontre on aura HT=MT^ Comme en outre ces lignes seront tangentes aux circonférences données^ on voit qu'il y aura une infinité de couples de tangentes à celles-ci qui jouiront de la propriété que leurs longueurs comprises entre leur point d'intersection et les points de contact seront égales. Il s'agit de savoir sur quelle ligne se trouvent placés tous ces points d'intersection.
Soient C et 0 les centres des deux circonférences données, f^ et r leurs rayons^ appelons d la distance des centres dont nous prendrons la direction pour ligne de base, plaçons enfin l'origine au point C ; désignons par 0 et 6^ les angles que font avecla ligne de base les rayons qui vont aux points de contact.
Il s'ensuit que la direction de OT sera
C08Ô-hV--ï sinO,
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et celle de HT qui lui est perpendiculaire sera
V^ (cos 6 -h V— ï **Q 9)i
on en dirait autant des directions respectives de GT' et T^M.
Gela posé, il faudra que le chemin dirigé G0+ OT+TH soit égal au chemin dirigé CT^ + TM, puisque Tun et Fautre Tont aboutir au point H en partant de l'origine. Gela donne la relation
dH-(r4-TM v'^^ {cos6-4- ^^^sin 6)
=(1^+111 v/^(cosy4-v^=^«nO')»
d'où Ton tire
dH-rcose— TMsinezrr'cosO' — TMsinV, r sin 6 + TM cos6 =i^siny-HTM cosy.
Faisant la somme des carrés et opérant les réductions, il vient
(P4-r*-H2d(rcos6— TMsin6)=r'% d'où Pon déduit
TMsin6— rcos6=
Or, si du point M on abaisse sur GO la perpendiculaire HP, il est facile de reconnaître que TM sin 0 et r cos 0 sont les projections respectives de TH et de OT sur la ligne de base, et que leur différence est par conséquent égale à la distance OP. Mais, la valeur de cette différence étant indépendante de 0, il s'ensuit qu'elle sera la même pour tous les couples de tangentes égales, et que par conséquent le lieu cherché est la ligne HP. Gette ligne est ce qu'on appelle Vaxe radical des deux cercles.
Nous ne nous arrêterons pas aux conséquences résultant de ces propriétés, pour la résolution du problème qui consiste à trouver une circonférence tangente à trois autres, car, nous le répétons, notre but n'est pas ici de courir après la recherche des propriétés géométriques; les questions que nous avons traitées ont eu pour unique objet d'initier le lecteur dans la forme des procédés à suivre pour appliquer la nouvelle
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théorie aux spéculations de la science de l'étendue. Or nous pensons que ce que nous Tenons de dire^ complété par des applications personnelles que chacun pourra entreprendre à son gré^ sera très-suffisant pour rendre ces procédés familiers. Nous reviendrons d'ailleurs sur toutes ces choses lorsque nous nous occuperons de la représentation algébrique des courbes autres que les cercles^ et lorsque^ dans un écrit qui suivra celui-ci^ nous apprendrons à construire géométriquement les racines des équations.
Avant d'aller plusjoin^ il est nécessaire de présenter quelques explications sur une observation importante. Dans les calculs des longueurs dirigées, comme dans tous ceux qu'on tait en algèbre, il peut et il doit se rencontrer des cas d'impossibilité. Il est naturel de se demander comment ils se révéleront. Or on conçoit facilement que Texistence d'une longueur deviendra impossible lorsqu'il nous sera interdit de la placer sur aucune direction, et il en sera évidemment ainsi toutes les fois que le cosinus ou le sinus de la direction qui concerne cette longueur seront plus grands que l'unité positive on négative. Dans ce cas, cette direction n'étant pas réalisable, nous nous trouverons dans l'impossibilité d'opérer. Tel est le caractère algébrique au moyen duquel nous reconnaîtrons qu'il y a dans les données d'une question géométrique une contradiction. Soumettons cette idée au contrôle de quelques vérifications.
Nous avons vu que la construction d'un triangle dont l'un des côtés a pari de l'origine et est situé sur la ligne de base, dont les deux autres côtés sont 6 et c, et qui a pour angles ^> P> Y) se fera à l'aide des relations (voir page 262)
a — 5 cos Y=c cos p, 6 sin y=c sin p.
On déduit de ces deux équations, en faisant la somme de leurs carrés,
a^-hb^—c*
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tant que a est plus petit que b-hc, cette valeur de cos y est inférieure à Tunité, mais si a est plus grand que b-hc^ si on a a=6-4-c-h*, elle devient
2 (6 H- c 4-*) 6 ~ 2{b-hc-^k)b
_ 2ck-hk*
■"'■^2(6-hc-hA)6'
et est par conséquent plus grande que i.
Il en serait de même de cos ^, car, en vertu de la relation ddessus, on a
cos 6 = i = ;
'^ c 2ac
or, cette expression n'étant autre chose que celle de cos y dans laquelle b remplace c et réciproquement^ la conséquence sera la même que précédemment^ puisque cette conséquence dépend d'une hypothèse faite sur b-hc, qui est une fonction symétrique de 6 et de c.
Au reste si Ton considère l'équation primitive
a = 6 cos y + c cos p,
on en déduit que nécessairement a doit être toujours moindre que 6 + c pour que le problème soit possible, puisqu'il est assujetti à être égal à la somme de deux fractions de b et de c. En second lieu, lorsque nous avons traité la question de rinterseclion de deux circonférences de rayon r et r', nous avons trouvé que a étant la distance des centres^ 6 et O' les angles que font avec la ligne de base les rayons qui vont à on point commun^ on doit avoir (page 275)
r cos 6 = a H- r^ cos 6',
d'où
a=r cos6 — r^cosô';
mais si f désigne Tangle supplémentaire de b', on aura
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et par suite
cos6^ = — C0S9 et a = rcos6-i-i^cos9;
d'où l'on voit que a étant égal à la somme de deux fractions de r etf^ cessera d^être possible lorsque a sera plus grand que
On déduit en effet de l'équation de condition primitive
2ar
équation en tout semblable à la précédente, sous la réserve que & et c sont remplacés par r et r^ et qui donnera par suite une valeur du cosinus plus grande que Tunité lorsque r + r* sera supérieur à a.
En troisième lieu, dans le problème où il a été question de mener par un point une tangente à la circonférence^ nous avons trouvé que^ si a^ est la distance du point donné au centre et si 0 est Tangle que fait avec la ligne du centre le rayon mené au point de contact, on a (page 274),
r cos6=-7.
Ce cosinus existera donc toujours tant que a^ sera supérieur à r; mais il deviendra plus grand que Tunilé et par conséquent impossible si a^ est plus petit que r, et en eff'et la tangente ne peut être menée lorsque le point donné est intérieur au cercle* Enfin lorsqu'il s'est agi de mener une tangente commune à deux circonférences de rayons r et r^ et dont les centres sont à la distance d Tun de l'autre, nous avons trouvé que le sinus de Tangle 0 que fait la tangente commune avec la ligne des centres a pour expression
et qu'il devient par conséquent supérieur à Tunité dès Tinstant que d est moindre que r — r^: c'est qu'en effet la petite circonférence étant alors située tout entière dans la grande une tangente commune ne peut plus exister.
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Ces faits étant ainsi constatés^ faisons-les suivre de quelques observations. Si Ton considère l'expression analytique relative à la construction du triangle a, fr, c (voir n"* II) , expression qu'on peut mettre sous la forme
a=b (cosy— V^sinY)-4-c (cosP-hV— i sinP),
on voit qu'à un point de vue général on peut dire qu'elle exprime le problème qui consiste en ce que la somme des produits de 6 et de c, par deux facteurs, soit égale à la quantité a. Si l'on désigne ces facteurs par x et y, Téquafion générale de ce problème, a? et y étant quelconques, serait donc a=:&x+cy. Hais supposer que x ei y sont quelconques,
c*est en fait leur attribuer la forme pH-çV~^> P^+îV — « j et Ton voit qu'on est ainsi conduit à une condition dans laquelle figurent quatre variables p, q, p', q\ ce qui donne une grande généralité à la question. Dans le problème de la construction du triangle, les conditions sont plus restreintes, parce que nous nous imposons l'obligation de ne pas modifier dans 6 et dans c, qui doivent rester constants, ce qui s'applique à l'attribut de continuité : alors nous ne pouvons prendfe dans
p+4 ^/—î, qui est la réunion des deux attributs, que ce qui se rapporte au directif, et de là vient la forme restreinte des facteurs qui, dans le problème en quesfion, multiplient b et c. A la vérité, si l'on ne juge que sur l'apparence, l'on trouve dans
le facteur cosY=i=^---rsinY deux variables, mais en fait il n'y en a qu^une, parce qu'elles sont liées entre elles par la re-
t lation
i cos*y-i-sin*y=i.
Cela posé, parce que lorsque cosy est plus grand que Tunité, il n'y a plus de direction possible, il faut que la forme
cosy-H\/ — I siny, qui est celle des directions cesse d'exister,
et que par conséquent V— ^> qui est le cachet essentiel des directions, disparaisse ; d'où nous sommes conduit à admettre
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qu'il faudra que dans cette circonstance la valeur de sin y de- Tienne imaginaire; cette conséquence est d'ailleurs entièrement conforme aux principes développés dans la première partie, puisqu'en effet aucun sinus réel ne pouvant correspondre à un cosinus plus grand que l'unité^ il est nécessaire que l'expression du sinus devienne imaginaire. Or^ s'il en est ainsi^ si l'on a
siny=±(jLV--î en même temps que
cosy=i-He, la forme ci-dessus deviendra
i+edtK-,
laquelle ne pourra jamais être une direction.
On remarquera en effet que si Ton voulait que la valeur I -f-8 d'un cosinus appartint à une direction, en vertu de la loi générale qui régit les directions, il faudrait que le sinus correspondant fût égal à
d'où Ton déduit pour la valeur de ce sinus
dzV— 2e— 6* ou zfcV2e + e'v'--ï;
et cela prouve en effet, comme nous avions été conduit àTadmettre, que le sinus devient imaginaire. On voit que la valeur
de ce que nous avons appelé dif* ci-dessus est dz v^2e + e% que par conséquent i+edi^* devient
H-eztVâê+ïï.
Mais cette expression étant réelle ne saurait être une direction qu^à la condition de prendre la valeur + i ou — i . Or, il o'est pas possible que cette expression devienne + 1 ou — i sans que e soit égal ou à o dans le premier cas, ou à — 2 dans le second, et dès lors il ne serait plus vrai de dire que i-f-< est supérieur à l'unité positive ou négative.
Concluons donc de là que si un cosinus devient supérieur à Tunité, l'expression de la direction nous échappe> et que par conséquent la construction géométrique d'un triangle, c'est-à-
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dire d'une figure^dans laquelle doivent figurer trois angles est impossible.
Toutefois^ en dehors de cette spécialité de considérations géométriques, qui consiste en ce quMl faut faire remploi exclusif de a, b, c, par voie de direction^ ce qui correspond en algèbre à multiplier 6 et c par des facteurs de la forme
on conçoit qu'on peut à l'inverse se proposer d'employer 6 et c par Yoie de continuité exclusivement, ce qui reviendra à les multiplier par des facteurs réels y qui en feront des multiples entiers ou fractionnaires, dont la somme sera égale à a. Or, la forme
cosa-hV—isina
est également propre à l'un et à l'autre de ces usages, mais sous la réserve que dans un cas, celui du directif, cos a et sin a seront réels, que chacun sera moindre que l'unité, et qu'ils seront liés par la relation
COS"a + sin'a=:i,
que ce seront, en un mot, les sinus et les cosinus tels qu'ils sont définis dans la trigonométrie.
Dans le second cas, -celui du continu, le cosinus sera seul réel et en même temps plus grand que l'unité ; le sinus sera imaginaire, et ils seront liés par la relation, que la somme de leurs carrés sera égale à i, de telle sorte que si Ton désigne
par les symboles Ci et S, V^ ces sortes de cosinus et de sious, on aura
C»*-*-{S,v^)*=i on C,»— S,*=i.
Les quantités C, et S, v^^ ainsi définies jouissent, par rapport au réel, de propriétés importantes, analogues à celles dont les cosinus et sinus ordinaires jouissent par rapport à l'imaginaire, mais nous ne saurions en faire ici l'exposition sans nous écarter beaucoup de notre sujet. Bornons-nous à quelques sommaires indications.
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Nous venons de voir que la foi me
cosaihv^— isina,
pour des cosinus et sinus trigonométriques, s'applique aux directions, et par ce motif on peut attribuer à ces rapports de la trigonométrie la désignation de cosinus et sinus directifs. Cette forme devient CjdrSi lorsqu'on lui applique Tautre sorte de sinus et de cosinus^ que nous appellerons, sinus et cosinus continus. Aussi la loi générale dp leurs relations respectives est-elle
(cos a -h \J^ sin a) (cos a — ^"^ sin a) = I pour les premiers^
pour les seconds.
Or, de même qu'il n'y a pas de direction qu'on ne puisse
former au moyen de la forme A±BV— i, avec deux éléments cosor, sina^ Satisfaisant à la condition cos*a-hsin*a=i, de même il n'y a pas de nombre réel qu'on ne puisse représenter
à l'aide de cette forme avec deux éléments CietSj\/--Jr pour lesquels ë( et Si satisfont à la condition Ci*— S,' = i. En effel, T étant un nombre réel quelconque, si nous prenons
Ci±S=T,
D0U8 aurons en remplaçant S^ par sa valeur en fonction de C^ ,
C,zi=v^C,«-i=T,
Taleur de T qui sera toujours réelle en vertu de l'hypotlièse que Ct est supérieur à l'unité. On déduit de là
±V^C.'-i=T-C„ et en élevant au carré
C,>-i=P— 2CJ-i-CA d'où
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Il est facile de Yoir que l'expression — ^ est en effet la
forme générale des valeurs qui ne peuvent descendre au-dessous de l'unité^ quelle que soit la variation de T entre zéro et rinfini; car soit T= i+e^ il viendra
et comme pour les valeurs de T comprises entre zéro et rinflni, la plus petite valeur de e est — i ; il s'ensuit que > ne de-
viendra jamais négatif^ et que par conséquent Ci sera toujours supérieur à Tunité. On vérifiera facilement qu'avec cette valeur de C, le binôme C, + S^ est en effet égal à T^ tandis que Ci — Si est
égal à fR , comme cela doit être, puisque le produit de ces binômes est l'unité entière ou fractionnaire ; et parce quel peut être quelconque, on voit qu'il n'y a pas de grandeur comprise entre zéro et l'infini qui ne puisse être réalisée par la forme
Art: B V^y en lui appliquant, pour A et pour B, les sinus et cosinus tels que nous les avons définis.
Enfin par la combinaison des sinus et cosinus, soit diréctifs soit continus, onreprésentera avec cette forme une grandeûrdirigée
quelconque. En résumé l'expression A ± B ^^, par une intervention convenable de l'opération V^, est en algèbre celle de la génération universelle des grandeurs réelles ou imaginai res^ de même que dans la science de retendue, on peut par la combinaison des longueurs avec Tangle droit, équivalent de
\/— -I, reproduire tous les êtres géométriques.
Ces considérations sont susceptibles de nombreuses et fécondes applications, mais nous devons ici nous borner à l'indication générale du principe dont elles sont les dépendances» et nous allons revenir à l'objet principal de nos recherches.
Dans ce qui précède, nous nous sommes occupé des ques-
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lions qui peuvent concernep la ligne droite et le cercle; nous nous proposons maintenant de procéder à la recherche de la représentation algébrique des courbes dites du second degré, et nous commencerons par Tellipse.
Cette courbe peut être définie par Tune de ses propriétés. Prenons à cet effet celle qui consiste en ce que la somme des distances d'un quelconque de ses points à deux points fixes est une quantité constante. Ces points fixes sont ce qu'on appelle les foyers de Tellipse ; désignons-les par F et F^^ et appelons d la distance qui les sépare.
Prenons pour origine l'un des foyers F^ et pour ligne de base la droite FF^ : un point quelconque de Tellipse étant désigné par P, menons les deux droites PF^ PF'^ appelons r la longueur de la première^ t^.la longueur de la seconde, 6 et 0^ les angles qu'elles font avec la ligne de base; il faudra que le chemin FP soit égal au chemin dirigé FF^ + FT; de là résulte l'équation
r (cos 6-h V--Î sîn 0) = d+r^ (cos ô'-i- \f^ sin ^).
Égalant de part et d'autre ce qui est réel et imaginaire , on aura les deux conditions
r cos6=d+f^ cos y, f sin 6= f/ sin ô'.
Si l'on désigne par s la somme constante r^+r^ on en conciliera que r' =s— r, de sorte que les deux conditions ci-dessus prendront la forme
(s —r) cos 6' =ar cos 6— d, {s—r sinô^^rsinO;
disant la somme des carrés^ il vient
(«— r)*=r« — 2dr cosô-i-d%
d*où l'on déduit
2 (S— dcos 0)*
Cette valeur fait connaître comment l'élément continu de la distance qui sépare un point quelconque P de Tellipse de Tun de ses foyers varie avec l'élément directif variable 0 de ce
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point; d'où il suit que l'expression algébrique de Tellipse sera
2(5— dCOSÔ)
(cos 6 + V— ^ sin 6).
A Taide de* cette expression on sera en mesure de connaître tout ce qui concerne l'ellipse.
Veut-on par exemple déterminer le point de la courbe situé à égale distance des deux foyers? Comme cette distance com-
mune a évidemment pour valeur - on devra avoir
d'où l'on déduit
et par suite
2(« — dcosO) 2'
cosô=-.
sin6=r-i/8» — d«*
Ce point sera donc double puisque la valeur du sinus est susceptible du double signe ±:; l'expression du point cherché sera
ou plus simplement
- -H v'" v^5« -cP.
La projection de ce point sur la ligne de base tombe donc sur le milieu de la ligne des foyers.
Si plus généralement on demandait le point pour lequel la
longueurdurayon vecteur est égale à — « on aurait
2 (s — d cos 6) m
et on en déduirait
md«— «'(m — 2) cos6 = T- '•
Il est facile de déterminer les limites entre lesquelles sont
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comprises les valeurs possibles de m. En effets la plus grande valeur du rayon correspond au cas où le dénominateur de la fraction qui le représente est le plus petit possible. Or cela
arrive quand cosô = -i-i et la valeur du rayon est •
Il suit de la que m ne pourra descendre au-dessous de là valeur donnée par l'équation
hd_ s c'est-à-dire au-dessous de
D'un autre côté la moindre valeur de r s'obtient lorsque le dénominateur (s — d cos 6) est le plus grand possible^ c'est-^dire lorsque
cos6 = — I.
Dans ce cas r est égal à
de sorte que m ne pourra être au-dessus de la valeur donnée par Téquatlon
c'est-à-dire au-dessus de
as
La condition de Fellipse ne pouvant donc être satisfaite ni pour un rayon supérieur à ♦ ni pour un rayon inférieur à
, il faut; d'après ce que nous avons dit ci-dessus, qu'en
dehors de ces limites nous trouvions pour 6 un cosinus positif ▼ement ou négativement plus grand que Puniié. En effet, de la relation qui lie 0 à r on déduit
s s«— d* cosO = -: — ' — ; d 2dr
DE LA COMBINAISON DE L' ATTRIBUT» ETC
or, quand r est égal à ^'^ la différence des deux termes qui fornnie la valeur du cosinus devient Funité. Cette différence sera donc plus grafiide pour les valeurs de r supérieures à — •
enverrait de même que, pour les valeurs -^^^ de r, la valeur
de cos ô est — I ; de sorte qu'elle serait négativement plus
grande que i, si Ton faisait usage pour r d'une valeur infé«
, 5 — d neure a •
Nous n'insisterons pas davantage en ce moment sur ce qui concerne les propriétés de Tellipse qui sont toutes contenues dans son expression algébrique. 11 sera facile au lecteur de déduire de cette expression telles conséquences qu'il jugera convenable; d'ailleurs nous aurons occasion de revenir sur ce sujet dans les publications qui feront suite à celle-ci. Nous allons maintenant déterminer l'expression de Thyperbole.
A cet effet, nous nous appuierons sur la propriété dont jouit cette courbe, que la différence des distances qui séparent un quelconque P de ses points de deux points fixes F et F, appelés foyers, est égale à une quantité constante t.
Si l'on désigne par d la longueur FF^ si Ton place l'origine en F et si Ton prend la direction de FF^ pour ligne de base, il faudra que le chemin dirigé d+PP soit égal au cbemin dirigé FP. Or si r est la longueur de FP et 0 l'angle de sa direction, si f^ et 0^ sont les éléments correspondants de F^P> on devra avdr
d + r' (cose 4- V^sin§') = r(cos 6 -+- v^^ sin o) ;
mais r — r^ étant égal à (, il s'ensuit que r^:=zr'-^t; par suite, l'expression ci-dessus devient
d -+- (r — <) (cos 6' -I- v/^ sin 00 = r (cos 6 + V^ sin e) .
Égalant séparément le réel et l'imaginaire, on trouve
d — r cos ô = — (r — t) cos O', rsin6=(r— OsinO',
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équations qui donnent, en faisant la somme de leurs carrés,
d* — 2drcos6-|-r"=r«— 2^r+<*, et par suite
éP—t' 2(dcos6 — ty
En conséquence l'expression algébrique de Thyperbole sera
Au reste on aurait pu passer de l'expression de Fellipse à celle de l'hyperbole en remarquant que la condition r + r^=s pour la première étant remplacée par r — i^ = t pour la seconde^ il en résulte entre s,r ei t la relation j = 2r— t; le rayon vecteur de l'hyperbole s'obtiendra donc en substituant à s cette valeur dans celui de l'ellipse; il viendra ainsi
j,_ (2r-<)'— d« 2{2r — < — dcosO) * d'où l'on déduit
2(dcosô — t)
ainsi que nous venons de le trouver.
Passons enfin à ce qui concerne la parabole.
Nous définirons cette courbe par la propriété qu'elle possède que chacun de ses points P est également distant d'un point fixe F appelé foyer et d'une droite fixe appelée directrice.
Abaissons des points P et F sur la directrice des perpendiculaires dont les pieds respectifs seront M et 0; prenons 0 pour origine, OF prolongé au delà du point F pour ligne de base, et appelons d la distance OF.
Il faudra que le chemin dirigé OH -H HP soit égal au chemin dirigé OF -h FP.
Si r est la distance de F au point P et 0 l'angle qui détermine la direction de PF, le chemin dirigé OF-h FP aura pour représentation algébrique
d + r (cos 0 + V^ sin 6);
si Ton désigne OH par y et si l'on remarque que la longueur
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HP d'après la définition est égale à r, le chemin dirigé OM+PM sera égal à y V— i + r; on aura donc
d + r(cos6 + V--l sin6)=y \'^-hf;
de là on tire
d-*-rcos6=:r et y=rsin6;
de sorte qu'on aura
d . d sin 6 r = ' et w = •
I — C08Ô ^ I— cos6
L'expression algébrique de la parabole sera donc
I — cos6
(cos 0 -h sf^i sin 0).
Nous limiterons ici ce que nous avons à dire sur la combinaison de l'attribut de continuité avec celui de direction : non que le sujet soit épuisé, mais nous croyons que les applications dont nous avons présenté le développement, et les observations qui les ont suivies^ sont suffisantes pour indiquer la voie à suivre dans ce genre de recherches et faire comprendre Tutilité qu'on peut retirer de ce nouveau mode d'investigations. Ces exercices de calcul sur la mise des problèmes en équation étaient un préambule nécessaire pour initier le lecteur à l'usage de formes et de procédés qui, une fois bien compris, facilitent singulièrement soit l'intelligence des fonctions diverses de Talgèbre» soit la recherche des propriétés de l'étendue.
Qu*il nous soit permis, en terminant, de rappeler que l'olyet essentiel du présent ouvrage est un exposé des principes à l'aide desquels il nous a paru possible d'obtenir et la conce|>tion de la forme imaginaire et sa réglementation rationnelle dans les calculs.
Nous avons voulu surtout, en le publiant, combattre les idées de non-sens, de non-existence, de convention, de parasitisme inexpliqué et par conséquent répulsif qu'on attribuée généralement et si volontiers à cette forme.
CHAPITRE XI
Notre but a été d'établir que, loin d'être un non-sens, elle doit être comprise et acceptée comme une opération impossible.
Qu^elIc n'est pas Tindice du néant de l'existence, mais seulement celui d'une entrave à certaines réalisations.
Qu'elle ne saurait être considérée comme une convention, non -seulement parce qu'on ne dit pas par qui, comment et pourquoi cette convention aurait été introduite dans la science, mais encore et surtout parce que c'est au contraire malgré nous et à la suite des raisonnements les mieux justifiés qu'elle intervient et s'impose dans les calculs.
Qu'enfln il n'est pas possible de voir en elle une superfluité inexplicable^ alors qu'elle a pour mission de nous apprendre que ce que nous avons demandé à Talgèbre n'est pas^ dans certains cas, exécutable par elle, etqu'en outreipar la forme mémo suivant laquelle l'algèbre nous fait connaître son refus de concours, nous sommes édifiés sur la nature et sur les causes des contradiclions dans lesquelles est tombé notre esprit sans même en avoir conscience.
Retenons bien que les diverses formes opératives entières^ dont se compose le domaine du réel, constituent la théorie de ce qui est toujours exécutable sur les quantités quelles qu'elles 8oient,sous las^ule réservequ'il sera bien établi au préalableque ces quantités sont tributaires de l'algèbre, et nous avons expliqué en quoi cela consiste.
Mais c'est pour ces formes seules qu'il faut réserver cette universalité d'exécution. Car si elles cessent d'être entières, si elles deviennent fractionnaires, et à plus forte raison radicales, tout en continuant de faire partie de ce qu'on est convenu d'appeler réel, elles ne seront pas moins prohibitives, dans certains cas, que peut l'être la forme imaginaire ; elles le seront seule* ment d'une autre manière qu'elle; et cela se conçoit, car ne faut-il pas que la forme de Timpossibilité pratique soit toujours en concordance directe avec celle de l'impossibilité opéralive qui la signale.
Si toutes les quantités dont s'occupe l'algèbre étaient iden* tiques, si toutes avaient les mêmes propriétés que le nombre, la théorie de ce qui est réalisable serait une, sans distinction possible, tout aussi bien que celle de ce qui ne l'est pas»
Mais cette uniformité de constitution des quantités n'existe
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pas. Celles-ci n'ont pas été tontes jetées dans le même moule ; elles jouissent de propriétés plus ou moins étendues, plus ou moins diversiflées; et cela suffit pour faire comprendre que là où la nature aura placé plus de facultés, il y aura nécessairement plus de possibilités et de réalisations.
C'est là une idée avec laquelle nous sommes parfaitement familiarisés pour le réel. Nous savons en effet que certaines di- Tisions, certaines extractions de racines impraticables et incon* cevables pour la pluralité proprement dite, qui ne peut procéder que par voie de repétition, se pratiquent et se conçoivent fort bien pour les quantités qui, avec la faculté de la répétition, possèdent celle de la continuité.
Avertis, par ces premiers faits d'expérience, que l'impossible pour certaines quantités peut quelquefois devenir compréhensible et praticable pour d'autres, n'est-il pas naturel que l'esprit humain se soit mis en quête de savoir si ce qui arrive pour quelques impossibilités n'arriverait pas aussi pour d'autres, pour celles en particulier qui revêtent en algèbre la
forme /— i, et plus généralement celle a-hb /— i.
C'est au développement de cette idée que nous avons consacré la deuxième partie de cet ouvrage, et, sans entrer ici dans des détails qui ne seraient qu'une répétition de ce qui a été longuement exposé, nous dirons substantiellement que c'est dans la considération des directions géométriques que cette conception a trouvé sa justification.
Nous avons établi en effet que /^ est }a représentation algébrique de la direction perpendiculaire ou de l'angle droit;
que cpsa-f-/^ sin a est la représentation algébrique de la direction détermiqée par l'angle « ; qu'enfin a -h b v^ q^i peut toujours se mettre sous la forme r(cosa+|/^^sina) est la représentation algébrique de la longueur r dirigée suivant l'angle «. De sorte que, à l'aide de cette dernière expression, on obtient en analyse, par voie d'association sous forme de produits, l'équivalence exacte des deux éléments essentiels, toujours associés à leur tour en géométrie, la longueur et la direction. Inversement, il n'y a pas en algèbre un cas particuUer
de la forme iniaginaire à + 6 /^ dont la géométrie ne puisse nous donner une représentation matérielle, une image visible.
CHAPITRE XI
Enfin nous n'avons pas manqué de faire remarquer que, pour toutes les quantités qui jouiront comme les longueurs d'un attribut analogue à celui des direclions, la forme imaginaire sera tout aussi acceptable , tout aussi compréhen^ sible et applicable qu'elle l'est dans le domaine de la géométrie.
Cet exposé des doctrines essentielles sur lesquelles repose la théorie des formes imaginaires et de leur interprétation est le point de départ indispensable des recherches ultérieures auxquelles on voudra se livrer sur cette matière* Sans lui^ nous ne posséderions que des notions vagues , fort incertaines, fausses peut-être sur cet important sujet; nous serions privés de boussole^ ou, ce qui est plus fâcheux encore, nous serions mal dirigés et exposés à faire incessamment fausse route.
Hais une fois ces bases établies et bien comprises, il sera intéressant de les étudier dans leurs principales conséquences et de faire voir qu'elles ne se bornent pas à donner à Tesprit une satisfaction logique sur quelques points de doctrine incompris, mais qu'elles apportent dans la pratique de la science d'im* menses ressources et qu'elles étendent le champ des applications dans une proportion inespérée.
C'est la voie dans laquelle nous allons entrer immédiatement après la publication du présent ouvrage.
Nous ferons voir successivement comment les notions acquises permettent de concevoir et de vaincre les difficultés qui^ dans la résolution des équations, s'opposent à la construction de certaines racines même réelles , ^t comment elles permettent la représentation géométrique de celles qui sont imaginaires.
Nous dirons comment la forme imaginaire peut être utilisée pour la recherche des propriétés des nombres, même alors que ceux-ci doivent rester entiers. Comment cette forme, tout incomprise qu'elle a été jusqu'à présent, devient le type*.de la constitution de pareils nombres assujettis à satisfaire à certaines conditions d'élévation aux puissances, de divisions ou d'extractions de racines.
Nous procéderons à un examen plus complet des rapports principaux et accessoires qui lient la science de l'algèbre à celle de la géométrie, en attribuant aux variables indépen-
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dantes des fonctions^ non-seulement des valeurs réelles, mais des valeurs imaginaires.
Nous nous expliquerons enfin sur les directions considérées dans Tespace^ c'est-à-dire dans toute leur généralité. Nous ferons voir qu'il existe des ressources algébriques propres à représenter l'équivalence analytique de ces directions et à nous permettre d'explorer^ avec les ressources du calcul, les proprié* tés les plus générales^ les plus universelles de la science de rétendue considérée dans ses trois dimensions.
Tel est le programme des principales questions que nous nous proposons de soumettre à TappréciaUen des géomètres.
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AVANT-PROPOS
C'est pour la troisième fois que nous venons appeler l'attention du public SUT la haute importance qu'il faut attribuer aux expressions Imaginaires de l'Algèbre. Ce n'est pas à dire pour cela que nous nous refusions à reconnaître x|ue ces formes ont été souvent employées par les géomètres dans leurs recherches analytiques ; leur emploi a été au contraire très-fréquenty mais rarement il a été rationnel. Le plus souvent c'est par voie de pure supposition, et sur de simples analogies plus ou moins fondées» que les expressions imaginaires ont été introduites dans les calculs; c'est presque toujours en s'appuyant sur des bases à peu près conventionnelles qu'on a cru pouvoir édifier sinon des doctrines» cela n'était pas pos* sible» du moins des formules auxquelles ne manquent» à coup sûr» ni le nombre ni la complication. De pareilles études témoignent sans doute d'une certaine habileté combinatoire chez leurs auteurs; mais» l'esprit logique n'ayant pas présidé à leur établissement» nous ne pouvons voir en elles qu'un simple exercice de manipulations analytiques conduisant à des conséquences dont la vérité reste incertaine» ainsi qu'il arrive toutes les fois que la rationnalité du point de départ n'est pas établie.
Dire qu'il est à souhaiter qu'une telle manière de procéder soit abandonnée» ce n'est pas certainement contrevenir aux
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exigences naturelles du bon sens le plus vulgaire; demander qu'à des bases confuses et hypothétiques, s'appuyant sur des expressions auxquelles on avoue ne rien comprendre, on substitue des conceptions rationnelles, parfaitement déQnies, précises et vraies, il n'y a rien que de très-légitime dans renonciation d'un tel vœu- La réalisation de ce projet est-elle possible ? Nous n'hésitons pas à répondre à cette question par l'affirmative, et nous croyons avoir suffisamment justiûé cette réponse dans nos précédentes publications.
En nous expliquant, dans la première Partie de nos études, sur l'interprétation des formes imaginaires en abstrait et en concret^ il nous semble que, au point de vue algébrique, nous avons établi que, si, avec la seule idée de l'unité numérique, nous ne pouvons réaliser l'opération représentée par V— i, cette impossibilité de réalisation actuelle dans les moyens n'est pas un obstacle a la rationnalité de la présence de cette expression dans les calculs et par suite à la conception de toutes les conséquences logiques que cette présence, dûment justifiée, autorise.
C'est dans cette considération surtout qu'il faut chercher le mot de l'énigme de l'imaginaire. C'est parce que l'imaginaire intervient dans les questions comme une conséquence nécessaire, obligée, de raisonnements nets, précis, irréfutables, qu'il ne nous a jamais paru possible de soutenir qu'il était l'indice du néant, d'un non-sens, d'une convention. Telles ne sont pas, telles ne peuvent être les conclusions auxquelles l'exercice bien dirigé de notre raison peut nous conduire. L'imaginaire, liée au point de départ par les lois de la logique» est et ne saurait être qu'une émanation non moins logique de l'énoncé, qu'une véritable équivalence de cet énoncé même, présentée sous une autre forme sans doute, mais qui, quelles
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que soient les impossibilités de réalisation de cette forme» ne saurait être d'une nature différente de celle qui caractérise l'origine dont elle est la filiation légitime et nécessaire.
Quant à ces impossibilités de réalisation, au point de vue algébrique» elles peuvent nous arrêter dans l'exécution» mais elles ne sauraient avoir l'étrange propriété de nous entraîner à prétendre que les lois du raisonnement peuvent faire dispa-» raltre d'un énoncé la moindre parcelle de ce que nous lui avons confié. Reconnaissons par suite que dans le résultat il est impossible que nous ne retrouvions pas tout ce qui figure dans les prémisses.
Ne disons donc pas que l'imaginaire est ou une convention» ou l'indice absolu d'un néant» ou un fatal et inévitable nonsens; mais affirmons qu'il est toujours quelque chose et que ce quelque chose sera ce que la nature de la question proposée lui permettra d'être» tantôt une impossibilité si cette question est en effet impossible avec les données qui y figurent» tantôt une réalisation si la demande est conciliable avec lea propriétés des quantités auxquelles elle s'applique.
A nous de chercher» dans chaque cas» ce qui se peut et ce qui ne se peut pas.
La praticabilité de l'opération V— - 1 est impossible» il es\ vrai» avec les moyens que l'Algèbre met à notre disposition; mais» s'il ne nous était permis de raisonner que sur les choses que nous sommes en mesure de réaliser nous-mêmes» il faudrait à coup sûr renoncer à l'étude de presque toutes les sciences. Le temps» la force» retendue sont et seront toujours» au point de vue de leur réalisation» en dehors de nos moyens d'action ; mais il suffit que les conditions essentielles de leur existence dans le monde nous soient connues pour que nous puissions nous élever à la conception des divers effets résultant de leur action, soit individuelle» soit simultanée. Dan^
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le cours de cet écrit, nous présenterons de nouveaux dé* veloppements sur cet important sujet.
En conséquence» à la condition qu'une opération, quoique inexécutable en Algèbre, inieryienne rationnellement dans les calculs, à la condition que les causes de cette intervention soient bien déterminées, que tout ce que ces causes autorisent ou défendent soit bien défini, il sera permis à notre intelligence de scruter dans tous ses détails ce que cette Intervention signifie en principe et de procéder à la détermination de ses effets.
A envisager l'Algèbre comme réduite aux seules ressources de la pluralité numérique, et par conséquent de l'unité indivisible, cette science abonde en opérations irréalisables. Dans cette hypothèse la plupart des fractions deviennent des impossibilités : il en est de même de l'extraction des racines. Or sera-ce à dire pour cela que toutes les combinaisons analytiques dans lesquelles figureront ces opérations devront d'ores et déjà être mises à l'index et que, irréalisables pour le nombre, elles le seront également pour toutes les autres quantités, à la mesure desquelles les lois et les procédés de l'Algèbre peuvent être appliqués?
11 n'est pas un géomètre qui voulût soutenir une pareille thèse; il n'en est pas un qui ne sache que, si les quantités étu* diées jouissent de certaines propriétés qui n'appartiennent pas au nombre, si, par exemple, les quantités possèdent le privilège d'être continues, alors cet état d'incompréhension que fait naître dans notre esprit l'impraticabilité d'une division ou d'une extraction de racine disparaît entièrement; il se transforme alors en une perception très-nette, tant en théorie qu'en pratique, de ce qu'il faudra faire sur cette quantité pour obtenir le résultat indique par les formules, malgré les impossibilités qui figurent dans celles-^ci, lorsqu'on les
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envisage comme s'applîquant exclusivement à l*unité numérique indivisible.
Cela posé, guidé par cette première expérience de la trans* formation que le principe de la continuité fait subir, au point de vue du concept, aux formules analytiques et à leurs applications, il est naturel et il ne peut être que très-utile de se demander si les autres natures d'opérations impraticables qu'on rencontre en Algèbre, les imaginaires par exemple, qui se montrent réfractaires non- seulement à Tidée de pluralité, mais encore à celle de continuité, ne seraient pas susceptibles d*éire conçues pour d'autres quantités qui, mieux dotées que le nombre et que les espèces continues, jouiraient de propriétés plus nombreuses et plus étendues que celles-ci. Peut-être parmi ces propriétés nouvelles s'en trouvera-t-il quelquesunes auxquelles pourront s'adapter les formes imaginaires, et, s'il en est ainsi, ces formes, toujours analytiquement irréalisables et jusqu'alors incomprises quant à leurs effets, deviendront l'indice algébrique d'une application concrète trèspossible, d'une conception aussi simple qu'inattendue.
Or cette assimilation entre les formes imaginaires de l'Algèbre et les propriétés de certaines espèces, nous l'avons trouvée dans la considération des quantités géométriques qui, outre le principe de la continuité, possèdent aussi celui de la direction; de telle sorte que, si, d'une part, tout ce qui dans l'Algèbre est impossible en réel pour le nombre se réalise et s'explique par l'intervention de la continuité, d'autre part, tout ce qui se rattache aux obstacles de l'imaginarité s'inter* prête et se comprend parla direction.
Nous n'avons pas à revenir ici sur toutes ces choses, qui ont été suffisamment expliquées dans la première Partie de nos études sur les formes imaginaires et dont nous avons présenté de nombreuses et remarquables applications dans la deuxième
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Partie. Le lecteur trouvera dans ces écrits tous les développements sur lesquels s'appuie la légitimité de cette assimilation^ disons mieux de cette équivalence.
Mais, dans ce premier travail, nous ne nous sommes exclusivement occupé que des directions qui sont toutes situées sur un même plan. Notre intention est aujourd'hui d'élargir la question, de lui faire acquérir toute la généralité dont elle est susceptible, d'étudier, en un mot, les directions dans l'espace, et de poser ainsi les bases des équivalences qui existent entre l'Algèbre et la Géométrie tout entière.
Disons cependant que, si nous nous en étions tenu à certains principes, depuis longtemps accrédités dans la Science, nous aurions été arrêté dès l'abord, et nous aurions dû re* noncer à notre entreprise.
Pour ceux, en effet, qui admettent et proclament que toute
expression imaginaire, quelle qu'elle soit, est toujours réductible à la forme simple À -h B y^— i, ce serait folie que dé rechercher dans le domaine de l'Algèbre des formules susceptibles de représenter autre chose que les directions sur le plan; car, si Ton prétendait que de telles formules existent, on objecterait que, en vertu du principe ci-dessus, ces formules peuvent être ramenées à la forme A -*- B v^— i ou à son équivalente p(cosa + v^— I sina), qui est et ne peut être autre chose que la longueur p dirigée suivant l'angle a et dans le plan même de cet angle.
Heureusement nous nous sommes toujours tenu en déûance contre l'exclusivisme du principe en question, par ce motif que toutes les démonstrations qu'on a essayé d'en donner reposent sur l'hypothèse complètement gratuite, que les formules établies sur la considération que les quantités qui y figurent sont réelles continuent d'être applicables aux cas où ces quantités deviennent imaginaires, soit que ces quantités rem-
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plissent la fonction de multiplicateurs ou d'exposants, soit qu'on les introduise sous les indices trigonométriques ou logarithmiques, soit même qu'on les considère comme représentant certains ordres de différentiation ou d'intégration. Or, comme il serait déraisonnable d'attribuer un degré de certitude quelconque à des conséquences purement déduites d'une hypothèse que rien ne justifie, nous n'avons jamais cessé, pour notre part, de considérer comme non avenu le principe de la réductibilité de toutes les formes imaginaires en une seule.
Mais nous avons fait plus : déjà, dans notre première publication, nous avions signalé les nombreuses contradictions qui résultent de ce principe. Nous revenons sur ce sujet dans la présente étude avec une nouvelle insistance, et il nous semble que, à la suite de la discussion approfondie à laquelle nous nous sommes livré, la question peut être considérée aujourd'hui comme souverainement jugée. Elle le serait, en effet, si les hommes savaient se résigner à se prononcer en dehors du cercle de leurs habitudes et des entraînements sincères, je le veux bien, mais irréfléchis, du parti pris. Heureusement les droits de la vérité sont imprescriptibles; sachons donc attendre, et leur heure viendra.
Il y a déjà fort longtemps que les bases du travail que nous adressons aujourd'hui au public ont été élaborées et arrêtées. Dans une Lettre du lo juillet 1847, adressée à Arago, alors Secrétaire perpétuel, et communiquée par lui à l'Académie des Sciences, nous avons fait connaître l'équivalent algébrique de la double perpendicularité de l'axe des z par rapport aux axes des X et des/, et celui d'une direction située d'une manière quelconque dans l'espace. Or, après un si long temps écoulé, nous n'avons rien à retirer de ce que nous avons dit alors sur ces deux points fondamentaux de notre théorie.
On ne nous accusera donc pas d'impatience; nous espérons
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qu'au contraire, dans celte longue attente, le public voudra bien voir la preuve du désir qui nous anime d'avoir moins en vue notre personnalité que les intérêts supérieurs de la Science, Pendant trente années nous nous sommes appliqué a revenir sur notre œuvre, à améliorer son plan d'exposition, à perfectionner ses détails. Peut-être même aurions-nous attendu encore; mais, indépendamment d'autres motifs sur lesquels nous nous expliquerons, l'âge est venu nous avertir que nous n'avions plus devant nous qu'un petit nombre d'années pendant lesquelles l'activité de notre esprit ne serait pas assez éteinte pour nous empêcher de soutenir sans faiblir le choc de la controverse. D'autres travaux réclament d'ailleurs une part du temps qui peut nous être dévolu. Or le père de famille se doit à tous ses enfants et ne peut sans injustice en négliger aucun.
On le voit donc, le moment est venu de mettre un terme au silence du cabinet, et de livrer à la publicité les conceptions de nos jeunes années et les labeurs non interrompus de l'âge mur.
DES
LES DROITES, SOIT POUR LES ARCS
Sommaire. — I. Coup-d'œil rétrospectif sur les directions planes. — II. Détermination de TéquÎTalent algébrique de la double perpendicularité. — III. Nécîessité d'explications subsidiaires. — IV. L'impossibilité d'exécuter certaines opérations algébriques ne fait pas obstacle à ce qu'elles interviennent dans nos supputations. — V. Obserrations sur les exposants réels et imaginaires de ^ — I. — YI. De l'hypothèse des perpendicularités de divers ordres et de leur représentation algébrique. — Vil. Objection déduite de ce
que y — i " est réel. — VIII. Des arcs positifs, négatifs et perpendiculaires, de leur représentation et de celle des directions qui leur correspondent, r- IX. Nécessité de bien distinguer, dans les lignes trigonométriques des arcs, ce qui concerne les longueurs de ce qui concerne les directions. — X. Le point de départ de la mesure des arcs est celui où l'axe des x rencontre la sphère de rayon unité ayant son centre à l'origine. Tous les arcs de grand cercle issus de cette origine ont leur cosinus réel. — XI. Discussion sur
les erreurs commises au sujet de l'évaluation algébrique de cos(j:^— i) et
de sin(jr^ — i). — XII. Réfutation des assertions émises sur la réalité de
y~-i . — XIII. Le point de départ de ces assertions, la formule d'EuIer,
n'est qu'une hypothèse, et cette hypothèse n'est pas exacte. — XIV. Discussion à ce sujet. — XV. Examen de cette opinion, que la formule d'Euler serait non pas un théorème, mais une définition.
Ainsi que nous l'avons expliqué dans rAvant-Propos» nous nous sommes borné, dans nos précédents Ouvrages, à considérer Tattribut de direction dans l'hypothèse restreinte où les figures étudiées étaient contenues en entier dans un seul et même plan (*].
On conçoit cependant que, au point de vue directif, la question est susceptible d'être généralisée.
Car de ce que nous possédons la conception géométrique de la direction dans l'espace, de ce que nous avons des moyens sûrs d'indiquer et de préciser une direction, de manière à la rendre distincte de toute autre, il est naturel de se demander s'il n'existerait pas en Algèbre des expressions susceptibles d'être la représentation de ces directions, c'est-à-dire des expressions qui, par les opérations algébriques qui y figureraient, deviendraient les véritables équivalents des procédés et des moyens à l'aide desquels nous parvenons en Géométrie à réaliser le tracé d'une direction.
C'est à ce nouveau point de vue que nous nous proposons maintenant d'étudier la question, de rechercher si elle est possible ou si elle né Test pas, et, dans le cas où elle le serait, de déterminer la nature et le nombre des opérations qui doivent figurer dans ces expressions, aussi bien que les rapports mutuels dans lesquels elles doivent s'y trouver.
Mais, afin de nous mieux diriger dans cette recherche, rappelons succinctement ce que nous avons fait lorsqu'il a été question des directions dans le plan.
(*) Des formes imagi!<aire8 en Algêbbe :
Première Partie. — Interprétation de ces formes en abstrait et en concret. 1n-8; Paris, 1869.
Deuxième Partie. — Intervention de ces formes dans les équations des cinq premiers degrés. Grand in-8 lithographie; Paris, 1873.
Après avoir remarqué qu'une droite, passant par un point fixe du plan, peut prendre diverses positions autour de ce point, nous avons constaté d'abord que, ayant fait choix d'une quelconque de ces directions pour point de départ, la con-struction d'un premier angle droit nous a conduit à la direction perpendiculaire à celle de base ; puis qu'un deuxième angle droit, construit à la suite du précédent, nous a fait passer à la direction inverse de la première, soit à •— i ; qu'un troisième angle droit, venant à la suite des deux autres, fait aboutir au négatif de la perpendiculaire; qu'enfin, avec un quatrième angle droit, on est ramené exactement sur la direction primitive, et Ton peut ensuite reproduire indéfiniment la même série.
Ces faits géométriques ainsi constatés, nous nous sommes demandé s'il n'existerait pas en Algèbre une expression ;r jouissant de la propriété que ses diverses puissances reproduiraient exactement les mêmes résultats que cette succession d'angles droits, c'est-à-dire des puissances telles qu'on eût
Or on reconnaît sans peine que c'est là la propriété caractéristique de ^—T, de sorte que l'opération ^-- 1, irréalisable en Algèbre avec la seule idée de nombre, représente celle qiil, en Géométrie, consiste à faire un angle droit; elle devient ainsi l'équivalent de la perpendicularité, et ses diverses puissances sont tout à fait aptes à représenter cette perpendicularité dans toutes ses répétitions successives*
Ce premier fait établi^ nous avons démontré sans peine que
cosa + ^—i sina doit représenter la direction d'une droite qui fait avec celle de base un angle a, et ensuite que le binôme a + frv^— I, qui peut se mettre sous la forme
r(cos«-t- \l—i sina),
représentera cumulativement une longueur r dirigée suivant l'angle a, de sorte que, dans cette expression, r figure Télé*
ment continu et cosa -f- ^^sin« l'élément directif.
Nous avons ensuite fait remarquer que, la base de ces recherches étant que Vassimilation entre les procédés de l'Algèbre et ceux de la Géométrie se fait par les puissances dans la première, alors que les angles ou arcs marchent par voie d'addition dans la seconde, il est nécessaire que l'expression algébrique des directions par rapport aux arcs puisse se faire par une exponentielle de ces arcs.
Et, en effet, puisqu'on a identiquement
cos - -4- yf^ sîn - = sf^y
il viendra, en extrayant la racine - y
cosi -h v^— I sini = %P^i , et, en élevant à la puissance a,
cosa-f- ^— I sîna = ^—^ •
On peut d'ailleurs donner au second membre les formes
successives (— i )*, (-f-i }»* et plus généralement (4- 1 )•**, k étant un nombre entier quelconque.
Ces principes rappelés, passons à l'étude des directions dans l'espace.
Pour simplifier à la fois le discours et les conceptions, appelons la ligne de base axe des x, sa perpendiculaire axe desy^ ainsi qu'on a coutume de le faire, et donnons le nom d'axe des z à une direction perpendiculaire aux deux précédentes. La question est de savoir si ce dernier axe, résultat d'une double perpendlcularité, peut, au point de vue de sa direction, avoir une représentation algébrique.
Nous devrons d'abord observer que. d'après ce qui a été
établi pour les directions planes» les perpendiculaires à l'axe des X, dans le plan des xy-y ont pour représentant algébrique v^— I.
Nous remarquerons» en second lieu, que» dans ce même plan» une direction quelconque» faisant un angle a avec Taxe
des or, est représentée par cosa -4- sf^ sina, et que» réciproquement» il n'existe pas un cas particulier de cette forme qui ne convienne à une direction, tracée sur ce plan. II résulte de là que cette sorte d'expression est impropre à nous faire sortir du plan, et par suite à nous conduire vers le but que nous nous proposons d'atteindre. Il faut donc chercher autre chose» et ce quelque chose doit être franchement distinct de la forme ci-dessus.
D'ailleurs» puisque» dans le cas précédent» celui de la perpendicularité simple, c'est par les puissances qUe l'assimilation avec l'Algèbre s'est faite» on est conduit à penser, et l'on est même forcé d'admettre que ce ne saurait être en dehors des puissances qu'on doit chercher ce qui peut concerner la représentation algébrique de la perpendicularité dans l'espace; car, pour tant que celle-ci soit dans l'espace, elle n'en est pas moins dans le plan des yz^ par exemple» et il faut bien que» dans ce plan, nous puissions retrouver les lois qui régissent les perpendicularités» lois qui, nous le répétons, consistent en ce que l'assimilation avec l'Algèbre se fait par les puissances.
Seulement, tandis que, dans le plan des orj, c'est en partant d'une ligne de base sur laquelle se comptent les directions
I et — 1 que nous sommes arrivé à celle des 7*, dans le
plan des yZy nous devons partir des directions -f-v^—i et — ^ — I pour arriver à celle des js, et c'est par cette nouvelle voie que nous devons tâcher de trouver le lien susceptible
de rattacher -4- ^— i à — v^^. Cette considération, jointe à la précédente, nous conduit à peu près nécessairement à écrire
que ce que nous cherchons doit être de la forme ^f^i , sous la condition toutefois que r ne sera pas réel; car, s'il l'était, nous resterions évidemment dans le plan des xy^ puisque toutes les puissances réelles de v^~i appartiennent a des di* rections situées dans ce plan.
Parvenu à ce point, et remarquant qu'il s'agit de se renseigner sur la forme d'un exposant affectant ^— i, il devient apparent que nous serons bien plus facilement conduit à trou*
ver ce que nous cherchons, si le point de départ y^— i et le point d'arrivée — V— i» si, disons-nous, ces deux extrêmes,
dont v^^^ est l'intermédiaire, sont eux-mêmes exprimés par
des puissances de ^—i; la comparaison doit alors devenir, pour ainsi dire, concluante par elle-même; cela est facile
pour V— I, que nous pouvons écrire v'^^ ; cela n'est pas aussi immédiat, mais n'est guéu*e plus difficile pour — y^— i,
qui est égal à \/— i .
Mais, au point de vue des puissances, que voyons-nous maintenant? Qu'une première perpendicularité sur l'axe des /
étant représentée par ^— i , la seconde perpendicularité le
sera par v^— i , et, puisque celle-ci doit nous conduire aux jr négatifs, il faudra que z soit tel que son carré devienne — i.
Or c'est encore là la propriété caractéristique de v^—i; d'où il suit que le représentant algébrique de l'axe des s doit être
On aura donc successivement, dans le plan des x^t savoir : Pour l'axe des z ^^^ ,
Pour les y négatifs . . v^— i = y'— i = — v'— i ,
Pour les z négatifs . . y — i = v^— i — — y/~ i »
Pour les j^ positifs.. . v^— i =v^--T»
et ainsi de suite.
Telle est la série de déductions qui, depuis fort longtemps, nous a conduit à la constatation de ces résultats, qui sont la clef de la représentation algébrique des directions dans l'espace. Si nous n'avons pas publié nos idée$ à cet égard, c'est que nous rencontrions tant de répulsion, ou d'indifférence, si
l'on veut, à accueillir ce qui se rapporte aux directions dans un plan, que nous nous sommes toujours demandé si nous pouvions espérer d'obtenir, pour ce qui est plus complexe» une attention qu'on semblait peu disposé à accorder à des conceptions beaucoup plus simples.
Il se peut aussi que, pour ce qui s'applique à ce sujet, comme pour tant d'autres idées, le moment de la maturité ne fût pas encore venu. Il nous a donc paru sage d'attendre, espérant toujours en des temps meilleurs. Peut-être même attendrions-nous encore, malgré les années qui nous pressent, si . le mouvement intellectuel qui se fait aujourd'hui ne nous avait fait craindre que l'initiative vint de l'étranger, et que notre pays perdît ainsi le bénéfice de s'être fait entendre le premier.
Avant d'aller plus loin dans ces recherches, il n'est pas inutile de présenter quelques observations subsidiaires.
C'est surtout lorsque l'ordre d'Idées sur lesquelles est fondée une théorie présente un caractère non équivoque de nouveauté, et même d'étrangeté pour un grand nombre d'esprits, lorsque» par conséquent, ces esprits sont naturellement disposés à ne l'admettre qu'à très-bon escient et sous la réserve des preuves les 'plus solides, c'est surtout alors, disons-nous, qu'il importe de ne pas se montrer avare d'explications, et de faire voir que quelque nouveaux, quelque étranges que paraissent au premier abord les faits mathématiques qui servent de base à cette théorie, ils n'en sont pas moins en liaison intime, et de tout point rationnels, avec les principes fondamentaux généralement prouvés et reconnus comme d'incontestables vérités dans la science à laquelle la théorie en question doit se rattacher.
La nécessité de ces explications devient encore plus grande lorsque, à la suitedes faits exceptionnels révélés par la nouvelle théorie, et restés inaperçus jusqu'alors, viennent se placer des conséquences en contradiction manifeste avec certaines propositions qui ne sont qu'accessoires, il est vrai, qui, en
outre» ne sont établies que par voie d'analogie et non sur des raisonnements sérieux, mais qui, s'appuyant sur des croyances à peu près générales, exigent, pour être extirpées, un insistance toute particulière.
C'est par ces divers motifs que nous avons cru devoir présenter les explications de détail qui vont suivre.
Qu'il nous soit d'abord permis de reproduire ici certaines idées déjà exposées, il est vrai, dans notre Ouvrage sur les principes;»qui régissent les formes imaginaires, mais sur lesquelles il y a intérêt à revenir toutes les fois que de nouvelles espèces algébriques viennent se présenter dans nos recherches.
Quelle que soit l'impossibilité dans laquelle nous nous trouvons d'attacher une idée de réalisation à l'opération v^^, lorsqu'il s'agit de l'appliquer à la seule considération de l'unité numérique ou d'une collection quelconque de ces unités, c'est-à-dire au nombre, il ne nous est pas toutefois interdît de comprendre que, même- dans ce cas, il est tels usages de cette opération dont nous pourrons avoir l'intelligence dans les calculs et dont nous pourrons tirer proQt, pourvu que ces usages ne s'écartent ni des règles que l'Algèbre impose au
calculateur, ni de la définition mathématique de ^— -i.
Il n'est pas inutile de présenter à ce sujet quelques observations, et de faire voir qu'à tout instant, sans hésitation, c'est précisément ainsi que nous en agissons pour une foule d'opérations, différentes sans doute de celle représentée par ^^, mais qui, par rapport au nombre, ne sont pas moins impossibles qu'elle.
Supposons, par exemple, qu'on mette à notre disposition i3 boules et 3 urnes, qu'on nous propose de distribuer ces boules entre les urnes, de manière que chacune de cellesci contienne le même nombre de boules, et qu'on demande quel doit être ce nombre.
Pour résoudre cette question, il faudra diviser i3 par 3, el.
parconséqueDty -^ sera le nombre déboules demandé; mais»
i3 comme -^ est une opération impossible avec là seule idée de
nombre» nous nous trouvons en présence d'un empêchement
absolu.
On change alors le nombre de boules» on le porte à 20» et
Ton demande d'appliquer la même opération à cette nouvelle
donnée. Ici encore nous nous trouvons en présence d'un
nouvel empêchement, parce que le nombre de -^ boules de-
mandé comporte une opération non moins impossible à réaliser sur le nombre que la précédente.
Voilà donc deux impossibilités numériques -9' ^^ T ^^^"
constatées.
Est-ce à dire pour cela que nous devrons nous abstenir à tout jamais de faire intervenir dans les calculs ces impossibilités» et que, par cela seul qu'elles sont irréalisables par ellesmêmes, nous devrons nous interdire d'en faire usage ?
Il n'est pas un calculateur qui ne s'empresse de repousser une telle conclusion ; car l'admettre» ce serait s'interdire de raisonner sur les inconnues des problèmes» puisque, lorsqu'on cherche à mettre ceux-ci en équation, on ne sait pas encore si les inconnues représenteront des choses possibles ou impossibles.
Si maintenant» dans l'espèce actuelle, on nous demande quel
sera le nombre uniforme de boules que contiendra chaque
urne après qu'on y aura mis le tiers de l'un et de l'autre tas,
nous n'hésiterons pas à dire» quelle que soit l'impossibilité
respective de -^ et de -^9 que le nombre demandé doit être
la somme de ces deux impossibilités» c'est-à-dire "t "^ X ^^
-^9 et que par conséquent ce nombre est égal au.
On voit, par cet exemple fort simple, que les impossibilités algébriques, à la condition toutefois qu'elles comporteront une définition mathématique» peuvent devenir d'utiles in-*
strumenls de calcul ; que sU considérées en elles-mêmes et indépendamment de Vusage qu'on en pourra faire, elles constituent des empêchements, ces empêchements ne sauraient être considérés comme absolus. Cela tient, ainsi que nous venons de le voir dans l'exemple cité, à ce que ces empêchements qui résultent d'opérations actuellement inexécutables peuvent, suivant la nature des calculs autorisés auxquels on les soumet ultérieurement, être dénoués par les opérations nouvelles détruisant les obstacles introduits par les premières et nous ramenant ainsi dans le domaine des choses possibles. Sans doute cela n'arrivera pas toujours: ce sont là des effets qui dépendront évidemment de la nature particulière de ces nouvelles opérations ; car quelquefois celles-ci ne feront qu'ajouter un empêchement de plus à Tempêchement initial, tandis que d'autres fois, au contraire, elles feront disparaître celui-ci. Nous venons de présenter un exemple fort simple de ce dernier cas ; mais si, au lieu de porter à 20 la seconde collection de boules, nous l'avions constituée avec ig seulement»
alors, aux deux empêchements primitifs -^ et -^* nous aurions eu à en ajouter un troisième -^ -
En résumé, l'on voit qu'une expression rendue impossible par le fait d'une opération algébrique, inexécutable sur l'espèce dont on s'occupe, ne saurait, par cela même, être frappée d'interdiction pour le calcul, c'est-à-dire pour d'autres opérations ; parce que la nature de celles-ci peut être telle qu'elle entraîne l'annulation de l'opération productrice de l'empêchement initial, et, comme c'est là une chose que nous ne pouvons savoir d'avance, il n'y a rien que de rationnel à en faire l'essai.
Or ce que nous acceptons, ce que nous pratiquons à toai instant pour les empêchements résultant d'opérations que nous sommes convenus de considérer comme réelles, doit tout aussi bien s'appliquer à celle qu'il nous a plu d'appeler imaginaire^ parce que, comme les autres, celle-ci fait partie du domaine de l'Algèbre, parce que, comme elles, elle possède aussi sa définition mathématique.
Par conséquent, sous la condition toute naturelle d'obéir à ce qu'exige cette déûnilion, nous pouvons en faire un instrument de calcul et la soumettre à de nouvelles opérations, sous cette seule réserve, que l'usage de ces opérations sera conforme aux règles que rAlgèbre autorise et prescrit.
Cela posé, si la présence de ^— i dans a \f^ soumet le nombre a à une opération irréalisable et le place dans un état actuel d'impossibilité, cela n'empêcbera pas de comprendre
que le produit de a^—i par a ^— i, si on l'exécute confor-
mément à ce qu'exige la définition de y— i et aux règles qu'autorise l'Algèbre, me donnera pour résultat — a*, de telle sorte que, tout en reconnaissant que l'adjonction factorielle
de v^— I à a crée une véritable impossibilité numérique, cette adjonction n'en possède pas moins le privilège, au point de vue des lois algébriques, de changer le signe du calibre de a, propriété précieuse dans toutes les questions en grand nombre où ce n'est pas la racine elle-même, mais son carré qu'on a intérêt à connaître.
Nous pouvons en dire autant de l'opération qui consiste à
élever le nombre à la puissance imaginaire /^. Certes, je n'ai aucun moyen avec la simple conception de ce qu'est le
nombre d'interpréter l'opération a^"*; mais il est tel usage de cette expression, tout impossible qu'elle est, dont il me sera permis d'avoir la parfaite intelligence et de tirer profit dans certaines occasions. Ainsi, lorsque, dans une question quim'a conduit à chercher la valeur de cr, je constate que m est égal à ^— I , je me trouverai momentanément dans l'impossibilité de savoir quelle signification il faut attribuer à une telle expression; mais si, dans cette question, il arrive que ce n'est pas de or, mais de a^\ que je dois faire usage pour obtenir un certain résultat, l'impossibilité première, au point de vue de
cet usage, conduit à a^*^^' ou o"», et enfin à -» résultat parfaitement compréhensible, bien que a^"' ne le soit pas. Or c'est précisément là le problème que nous avons eu à
résoudre lorsque, des ^ positifs représentés par V— > » nous
«Tons voulu passer, par la voie de la perpendicularité des je» aux y négatifs représentés par -^=» c'est-à-dire de ^— i à
son inverse. Gela nous a conduit dans cette espèce, comme nous venons de le constater pour le cas général, à faire usage de l'exposant V— i, imaginaire il est vrai, mais dont le carré se dénoue en réel.
Peut-être s'étonnerait-on moins de tout ce que nous disons ici, si l'on voulait bien réfléchir que, dans maintes et maintes occasions, les choses de ce monde ne se passent pas autrement, soit au physique, soit au moral.
Certes, les progrès de l'humanité seraient fort loin de l'état d'avancement dans lequel ils se trouvent aujourd'hui, si les hommes de génie qui nous ont précédés n'avaient pu raisonner et agir que sur les choses dont la conception nette et entière leur aurait été préalablement acquise.
Est-ce que Newton avait conscience de ce que doit être ce qu'il a appelé Vaitraction lorsqu'il formulait des lois aussi régulières, aussi positives en fait que l'attraction est incertaine dans son essence 7
Qui de nous pourrait affirmer qu'il possède des notions complètes et précises sur la constitution intime de la chaleur, de la lumière, de l'électricité, de toutes les forces en général? Et cependant ne faisons-nous pas un usage journalier de toutes ces choses, quelque impénétrable que demeure leur essence, et ne sommes-nous pas parvenus à réglementer en grande partie les conditions de cet usage ?
Au point de vue de l'équilibre vital, l'influence du moral sur le physique est indéniable ; mais ce qu'est cette influence par elle-même nous l'ignorons complètement. Cela ne nous empêche pas cependant de chercher à la diriger, soit pour la combattre quelquefois, soit dans d'autres circonstances pour en tirer profit.
Enfin qui pourrait expliquer ce que sont, dans leur nature propre, les sentiments de sympathie qui rapprochent les personnes et ceux d'antipathie qui les éloignent, sentiments qui, parvenus à leur paroxysme, et que nous appelons alors Vamour ou la haine, sont les mobiles les plus déterminants,
les plus énergiques des actes de la vie humaine 7 Personne assurément ne pourra mettre à jour l'essence de ces sentiments, et cependant ce sujet, plus que tout autre peut-être, est et sera l'éternel objet de nos plus'profondes méditations.
On le voit donc, l'ignorance dans laquelle nous pouvons être des causes premières n'est pas un obstacle à l'exercice du raisonnement. Cet exercice est un droit naturel que le don de l'intelligence assure à l'homme et en vertu duquel, au milieu des plus profonds mystères, viennent resplendir de ma- ' gniflques clartés; cet exercice se pratique, quelle que puisse être l'essence même des causes, d'abord par la connaissance des effets nécessaires et immédiats qu'elles produisent, et ensuite par l'étude des conséquences diverses et non moins nécessaires qui découlant de ces faits primitifs.
Qu'importe au navigateur d'être édifié sur la cause originelle du vent qui le pousse et sur l'essence de cette force? Il lui suffit de connaître ses directions successives pour interroger son intelligence sur les usages incessants qu'il en doit faire et arriver ainsi au but qu'il se propose d'atteindre.
Revenant maintenant à l'objet spécial qui nous occupe, nous pourrons affirmer que les impossibilités, les incompréhensions algébriques, qu'elles soient réelles ou imaginaires, mais sous la condition qu'elles seront mathématiquement définies, c'est-à-dire que leurs effets dans les calculs seront bien précisés, que ces impossibilités, disons-nous, seront dans tous les cas de précieux instruments de recherches, et qu'avant de les condamner, dès leur apparition, comme des empêchements absolus, il faut, dans chaque question, s'enquérir de l'usage qu'on en doit faire, car, suivant la nature de cet usage, l'empêchement pourra ou. persister ou complètement disparaître.
En un mot, la présence d'une impossibilité, dans le cours des calculs auxquels une question donne lieu, ne préjuge rien sur la solubilité ou l'insolubilité finale de celle-ci. Tant que les opérations voulues par l'état de la question ne sont pas consommées, il n'est pas permis de se prononcer.
Revenons maintenant avec quelques détails sur cette faculté
remarquable que possède ^— i, soit par ses puissances réelles, soit par son emploi en qualité d'exposant, de représenter les perpendicularités de toute sorte et leurs évolutions, et de consacrer ainsi entre TAlgèbre et la Géométrie le principe d'une assimilation beaucoup plus complète, beaucoup plus étendue que celle qu'on a entrevue jusqu'à présent.
Lorsque dans la recherche à laquelle nous venons de pro- * céder pour la perpendicularité dans l'espace, nous avons été conduit à reconnaître que ce qui fait l'objet de nos investiga-
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tions doit être représenté par y — i , nous avons eu soin d'appeler l'attention du lecteur sur cette circonstance que, sous peine de rester confiné dans le plan des xy^ il fallait que ? ne fût pas réel» puisque, dans le cas de la réalité de r, toute expression de la forme ^— i appartient nécessairement à une direction située sur ce plan.
Par exemple, parce que — v^— i est égal à v^— i , nous n'au-
— 1« rions pas pu dire, après avoir constaté que ^—i doit nous
conduire à — V— ■ » que l'on doit avoir 7^= 3, d'où t = y 3» Sans doute ce résultat est vrai ; il exprime en effet que la direction — ' v^ — I qui correspond à l'angle de 270 degrés peut s'obtenir par celle qui résulte de la répétition de l'angle de i35 degrés; mais cela ayant lieu et ne pouvant avoir lieu que dans le plan des xjr ne nous aurait rien appris de plus que ce que nous savons déjà. Une pareille solution ne pouvait donc nous convenir, puisqu'elle nous maintient dans un plan duquel nous cherchons à sortir. Il nous en fallait une seconde tout à fait distincte de la première et susceptible d'exprimer avec des formes nouvelles des faits géométriques nouveaux. Si cette solution n'avait pas existé, dans les conditions pressenties et ci-dessus exprimées, nous aurions dû renoncer à l'espoir de donner à la perpendicularité des z une représentation algébrique. Or ce qui est vraiment digne d'intérêt, c'est
que non-seulement cette solution existe» mais encore que c'est dans l'expression qui déjà nous a permis de représenter le premier ordre de perpendicularité que nous trouvons les moyens d'obtenir l'équivalent algébrique de la perpendicularité du second ordre.
Nous devons d'ailleurs placer ici une remarque, sans laquelle notre argumentation pourrait paraître incomplète.
Au point de vue géométrique, il y a une infinité de manières d'aller dans l'espace des y positifs aux y né^^tifs, en faisant deux angles droits ; car tonte ligne qui, partant de Torigine, est située dansjle plan des x%^ est perpendiculaire à l'axe des y et indique, par conséquent, une des voies qu'on peut suivre pour parvenir de ■+- / à — / par une double perpendicularité. Or il importe de faire voir que, sinon explicitement, du moins implicitement, c'est bien à celle de ces lignes qui appartient au plan des yz^ c'est-à-dire à l'axe des z, que conviennent nos raisonnements.
En effet, nous venons de rappeler que toutes les solutions possibles de la question qui nous occupe sont des lignes partant de l'origine et situées dans le plan de xz. Elles constituent donc, dans ce plan, l'ensemble des directions qu'on peut y tracer autour du point 0. Or, de ce qui a été établi pour l'expression des directions dans un plan, il résulte que si, dans celui des xz^ on prend l'axe des x comme ligne de
base et dans l'hypothèse où sj—\ représente la perpendicularité de Taxe des ^, la direction d'une ligne quelconque, fai* sant avec celle de base un angle p, sera représentée à son tour par une expression de la forme
cos^H- V^ sin(3.
Or cellea-ci ne jouissent de la propriété de devenir perpendiculaires aux Xj et d'être par conséquent l'axe des z, que lorsque p est égal à jin angle droit, et comme, dans ce cas,
l'expression ci-dessus se réduit à V'^\ on voit que c'est bien en effet à la direction même de Taxe des z que nos rai sonnemenls ont été appliqués.
Cette souplesse d'assimilation avec les perpendicularités
géométriques, que possèdent v^— i et ses puissances réelles et imaginaires, ne saurait passer inaperçue. Quel que soit Taccueil qu'on voudra lui faire dans le présent, il ne nous paraît pas possible qu'elle n'ait pas un jour raison de l'antipathie de certains préjugés. Elle établit entre TAlgèbre et la Géométrie une liaison trop intime pour que lot ou tard un fait d'une si haute importance n'occupe pas dans la Science une place qui lui est nécessairement réservée.
Nous pouvons même dès à présent faire un pas de plus dans cet ordre de considérations. Sans approfondir complètement ce sujet, nous lui réserverons quelques explications destinées à en faire bien comprendre la portée.
Si, dans l'ordre naturel géométrique, il nous est interdit d'aller au delà de trois axes perpendiculaires entre eux, rien n'empêche l'esprit d'avoir la conception d'une succession de perpendicularités, enchaînées les unes aux autres par des lois de même forme et de même nature que celles qui lient les premières entre elles. Consacrons quelques explications au développement de cette pensée.
Nous avons vu que pour une seule droite, axe des jr^ perpendiculaire à une autre, axe des x, le symbole algébrique de la perpendîcularité est caractérisé par v^— i, expression qui jouit de cette propriété, que sa répétition, par voie de multiplication, produit le résultat — i, de même que la double répétition de l'angle droit, à partir d'une direction, conduit à la direction inverse.
Pour une nouvelle droite, axe des z^ perpendiculaire à
deux autres déjà caractérisées chacune par +i et ^— i, le symbole de la double perpendîcularité ne se borne pas à ^—i% mais à la puissance ^— i de cette expression. Or ce sym-
bole ^— I doit jouir de cette propriété que, par rapport i la caractérisation des 7*, déjà faite par V^^^> l'opération à l'aide
de laquelle on passe de v^^^ à v^^ * élani doublement répétée» doit conduire à l'expression — ^— t ; de même que la double répétition de l'angle droit» à partir de y et dans un plan perpendiculaire à x, conduit à la direction des x négatifs.
Cela posé, continuant, au point de vue abstractif, cette loi de transmission et de dépendance des perpendiculaires les unes par rapport aux autres» nous pouvons supposer une quatrième droite» axe de v, à la fois perpendiculaire aux trois précédentes et contenue avec l'axe des z dans un plan qui serait en même temps perpendiculaire aux y et aux x, sans toutefois se confondre ni avec l'une ni avec l'autre de ces coordonnées.
Or» dans ce plan des zi^, où déjà les z sont représentés
par ±v^— i^ par rapport aux x et aux 7, comment seront représentés les c par rapport aux z, et» par suite» par rapport aux autres coordonnées?
Nous nous dispenserons de répéter ici les raisonnements à l'aide desquels nous avons déjà établi, dans ce qui précède»
qu'il est impossible pour cela d'exécuter sur ^Z— 1 une modification de même nature que celles déjà introduites dans le cours de 'ces recherches, et d'élever» par conséquent, l'exposant ^— I à une puissance quelconque réelle. En agissant ainsi» nous ne sortirions pas de la représentation d'une direction à trois ordonnées, tandis que nous voulons nous élever à un ordre supérieur, c'est-à-dire à la direction à quatre ordonnées pour laquelle, ou il n'existera pas de forme d'écriture possible» ou il existera une forme nouvelle nécessairement distincte des précédentes.
Cela posé, et sans de plus amples explications» qui ne seraient qu'une répétition de ce qui a été déjà dit, on sera naturellement conduit, pour l'essai qu'on se propose, à faire
usage du symbole [^^] ' complètement différent des précédents si T n'est pas réel.
Admettons» en conséquence, que le symbole [v^— i ] représente, dans les conditions ci-dessus énoncées, la direction
des ordonnées v perpendiculaires aux z et en même temps aux X et aux/.
Si donc, dans le plan des zvy pour passer de 2 à son angle
droit ou à Vy il faut dans ^— i élever à la puissance r l'ex*
posant ^~S on en conclura que, pour passer ensuite de v a son angle droit» il faudra une seconde fois élever cet exposant
à la même puissance t, ce qui donne [y^— i] . Or, comme
après cette double perpendicularité nous tombons sur les z
^ ^/ziî
négatifs représentés par — \i — i , il faudra, pour qu'il y ail
accord entre TÀlgèbre et notre conception, qu'on ait
mais, parce que — y^— i est égal à y^— i , le second membre devient sj—i . Égalant alors les exposants, il vient
et il s'agira maintenant de trouver la valeur de r qui satisfait à cette condition.
Or on reconnaîtra facilement que celle-ci est l'exacte re* production de celle que nous avons déjà obtenue pour la perpendicularité des 2, et que, par suite, elle donnera comme elle
pour T la valeur v'— 1 .
Concluons donc que, si trois perpendlcularités successives et distinctes :r, j, z, v par rapport à la direction primitive desx étaient possibles en Géométrie, conHne le sont les deux / et z, et si la troisième v obéissait au même ordre de conditions qui régit les premières, la représentation algébrique de
cette dernière s'obtiendrait par l'expression v^—i * ;
Que, si à cette troisième perpendicularité on voulait en ajouter une quatrième que nous appellerons celle de l'axe des u, sans entrer dans d'inutiles répétitions, nous prendrons
immédiatement, pour représenter la perpendicularité de cet
ordre, l'expression [si— i j^ ' , forme qui sera distincte des précédentes si r n'est pas réel. Or, si ce premier angle droit des u sur les v est ainsi exprimé, celui qu'on fera à la suite dans le plan des uvy et qui conduit aux i^ négatifs, le sera
par [v^— I j ; et, comme les v négatifs sont représentés
par [-— ^f—î] , il viendra
mais, — v^— I qui figure dans le second membre étant égal
à yj— I , cette équation se transforme comme suit :
[si—^y- = w-
Les racines étant maintenant égales, il faudra que les exposants le soient, ce qui donne
Or on reconnaît là la condition qui a donné r pour le cas de la perpendicularité du troisième ordre, et de laquelle on a
déduit T = dbv^—i.
Il est évident que des raisonnements tout pareils s'appliqueraient mot pour mot aux perpendicularités des 5% 6*, 7* ordre, et en général d'un ordre quelconque.
On ne saurait, ce nous semble, prendre connaissance de ces résultats sans être frappé de quelque étonnement. N'est-il pas surprenant, en effet, que dans ces formes énigmatiques de l'Algèbre qui se sont introduites dans la science du calcul, à notre insu pour ainsi dire, comme malgré nous, et sans que nous ayons su d'abord en saisir ni rintelllgence ni les usages, n'est-il pas surprenant, disons-nous, que ce soit précisément dans ces formes mêmes que se trouvent les moyens de faire
passer la science de l'étendue tout entière dans le domaine des combinaisons analytiques; de telle sorte qu'à l'aide de ces combinaisons on arrive à connaître les propriétés d'un ensemble de lignes, d'angles et de plans aussi exactement, mieux peut-être, que si on tes suivait du regard dans leurs détails lés plus compliqués? Notre étonnement ne redoublet-ii pas encore lorsque nous reconnaissons que, dans l'entière série de ces formes, deux seulement sufQsent pour étudier et expliquer toutes les questions que notre géométrie terrestre peut soumettre à la sagacité de notre intelligence, et qu'il en est une foule d'autres, déjà explorées, toutes préparées d'avance, sur le sens et les propriétés desquelles nous sommes bien fixés, susceptibles de s'appliquer, dès à présent, non pas à une géométrie de trois dimensions seulement, mais à une science inCniment plus générale dont cette géométrie ne serait qu'un infime échantillon, et qui, constituée comme elle dans ses bases principales et dans les divers rapports qui lient ces bases entre elles, accepterait successivement des nombres de plus en plus considérables de dimensions, sans que rien limitât cette faculté d'introduire perpendicularités sur perpendicularilés, étendues sur étendues.
On le voit donc dès à présent, de nouvelles formes sont là toutes prêtes pour les besoins des futures combinaisons de l'esprit. Sans emploi aujourd'hui, quant à leurs applications diverses, peut-être seront-elles appelées demain à fournir leur contingent d'utilité. Bornées, au point de vue de la Géométrie, à leurs deux premiers échelons, qui pourrait prétendre que, dans les recherches scientifiques de l'avenir, et pour des quantités autres que les droites et leurs directions, elles ne seront pas utilisées avec tous leurs degrés et dans tout leur ensemble?
Celui qui le premier employa les mots élévation aux puissancesj pour désigner l'opération de calcul ainsi nommée, ne prévoyait pas sans doute combien un jour serait complète la justification de l'usage qu'il fit de ces expressions. Ainsi, tandis que c'est par une élévation aux puissances que se trouve caractérisée en Algèbre la double perpendicularité, nous voyons que ce serait par une nouvelle élévation aux puissances que
devrait Tètre la perpendicularité triple, et par de nouvelles et successives élévations aux puissances que les diverses perpendicularités succédant aux précédentes devraient Tétre à leur tour; de sorte qu'à mesure que l'esprit élève d'un degré ses conceptions relatives à la création de perpendicularités consécutives, le calcul, de son côté, élève à une puissance nouvelle l'exposant de la forme algébrique primitive de la perpendicularité.
Nous aurions maintenant à nous occuper d'une objection qui s'est déjà produite depuis longtemps et à laquelle la routine ne manquera pas de recourir encore au sujet de l'expres-
sion V— * • On a dit que cette expression ne constitue pas une forme algébrique nouvelle. 11 est admis en effet, par beaucoup d'esprits, que, sous quelque aspect que se présente une expression imaginaire, cette expression est toujours réductible à la forme simple a ■+■ ft/— î, et Ton parait croire de bonne foi que cette proposition est appuyée sur des raisonnements inattaquables. Plus particulièrement pour ^ — i , on prétend que non-seulement cette expression peut, comme toutes les autres, se ramener à la forme de l'imaginaire simple, mais que de plus, lorsqu'on cherche à opérer cette transfor-
mation, on arrive à ce résultat que y— i est réel et égal
à e"^"", ainsi qu'Euler Ta fait observer le premier.
Certes, si toutes ces choses étaient vraies, il faudrait prendre condamnation et renoncer à l'espoir de faire rentrer dans le doniaine de l'Algèbre la supputation des directions considérées dans l'espace. Les idées que nous poursuivons ici ne seraient que des utopies, et il ne nous resterait plus qu'à déposer immédiatement la plume.
Mais il s'en faut, à notre avis, que le principe de la réduc^ tibilité de toute expression imaginaire à la forme simple
a -{- b \f^ soit exact. Malheureusement ce principe, douteux
seulement pour quelques rares esprits, est admis par le plus grand nombre. Or ce n'est pas chose facile que de déraciner des croyances générales. Il semble qu'enlever une pierre à l'édiOce est un sacrilège, et qu'un tel acte ne peut amener pour conséquence que des ruines. On ne s'informe pas si la pierre est mauvaise, auquel cas la remplacer par une bonne serait plutôt un moyen de conserver que de détruire. Non, ce n'est pas ainsi qu'on procède» et, chose remarquable, dans la science prétendue exacte par excellence, on en est venu, dans certains cas, à se passer de justifications sufGsantes, à se contenter d'à peu près, à substituer à des convictions qui ne devraient avoir d'autre base que ce que permettent en droit rigoureux la science et la logique, à leur substituer, dis-je, des croyances faciles et complaisantes fondées sur les entraînements de simples aperçus analogiques, attribuant ainsi à de vagues présomptions toute la puissance des arguments vraiment mathématiques.
Il semble cependant que, l'éveil une fois donné, on devrait être bientôt en mesure de savoir ce qu'on doit admettre, ce qu*on doit rejeter. Une discussion sérieuse, qui ne serait ni longue ni difflcile, ne pourrait manquer de mettre promptement toute chose à sa place ; mais on ne veut pas discuter ; on le veut d'autant moins qu'on sent bien que le terrain sur lequel on est placé n'est pas très-solide, et, comme assez souvent on aime moins la science pour elle-même que pour soi, on n^est nullement empressé de s'exposer aux désagréments qui seraient la conséquence d'un échec. Dans cette situation, tout en dénigrant en particulier les idées nouvelles et les prenant en pitié, on a recours, vis-à-vis du public, au moyen si commode de l'abstention qui, outre qu'il ne compromet rien dans le présent, permet à un moment donné de se ranger très-honorablement sous la bannière du parti victorieux.
Mais n'insistons pas davantage sur ces agissements des défaillances humaines. Pour nous qui n'exploitons pas la science en vue d'intérêts autres que les siens, qui ne la cultivons que dans Tunique but de la recherche et de la connaissance de ce qui est vrai, nous nous consolerons en pensant que cette abstention même exprime sinon la crainte d'une défaite, du
moins un aveu d'impuissance, et qu'après lout, si nous nous sommes trompé, il ne nous en coûtera pas de faire amende honorable; si, au contraire, nos idées sont assises sur le terrain de la vérité, ii faudra bien tôt ou tard qu'elles finissent par avoir raison.
Nous nous bornons en ce moment à signaler l'objection, et voici les motifs qui nous déterminent à attendre pour la réfu-
ter. Comme le prétendu fait, que ^Z— i est réel, a pour origine l'emploi d'un arc imaginaire, comme cet emploi a été fait sans qu*on sût ce que peut être un pareil arc, sans qu'on se fût enquis de la véritable influence qu'il faut lui attribuer dans les calculs, comme enfln on a admis, sans se douter même de la nécessité d'une démonstration, que les formules établies pour des arcs réels sont de tout point applicables à des arcs imaginaires, il devient nécessaire de revenir sur les principes de toutes ces choses et de s'éclairer sur leur véritable portée. Il nous sera ensuite facile de combattre nonseulement l'erreur que nous signalons, mais encore plusieurs autres avec elle.
Reportons-nous à cet effet au rôle que jouent les arcs dans la flxation et la supputation des directions, et cherchons à nous rendre compte de l'extension d'idées qui doit nécessairement se produire en nous lorsque la perpendicularité et l'arc, sortant simultanément du plan dans lequel jusqu'ici nous les avons supposés confinés, viennent se placer dans de nouveaux rapports relativement à leurs précédentes situations.
Remarquons à ce sujet qu'ayant fait choix dans le plan d'une origine et d'une ligne de base, si l'on compte d'abord les arcs en s'élevant au-dessus de cette base et qu'on veuille ensuite les compter en dessous, il sera nécessaire, en vertu des lois qui régissent l'opposition dans le mode d'existence ou d'action, d'attribuer aux seconds le facteur — i si déjà on a appliqué aux premiers le facteur +i. Remarquons ensuite qu'ayant compté au-dessus de la ligne de base un premier
arc a, puis un deuxième arc a égal au précédent, puis encore un troisième, un quatrième et ainsi de suite ; les directions déterminées par les lignes qui, partant de l'origine, aboutissent à l'extrémité de ces arcs, auront successivement pour facteurs algébriques
(cosa -h v^^^ sina)\ (cosa -f- ^— I sina)\
(cosa-f- v~i sina)N
Il a été établi en outre que» si, au-dessous de la ligne de base, on porte à la suite les uns des autres une seconde série d'arcs égaux à a, les directions des lignes qui, partant de l'origine, aboutissent à l'extrémité des arcs ainsi déterminés, et que, d'après la remarque précédente, nous devons désigner par — a, — aa, — 3a, ... , ces directions, dis-je, auront suocessivement pour facteurs algébriques
(cosa-hV— ï sina)""', (cosa-hV— I sina)"', (cosa-f- v^— I sina)"*,
On peut donc dire que c'est toujours la même expression
cosa + v^— I sina qui figure dans ces facteurs, que cet(e expression en est la racine qui se trouve élevée aux puissances I, 2, 3,. .. pour les arcs qui sont comptés dans un sens». et aux puissances — i, — a, — 3,. . . pour ceux qui sont comptés en sens inverse.
Si maintenant on se demande ce qui adviendra pour des arcs qui, n'étant comptés ni sur l'une ni sur l'autre de ces directions, se trouveraient sur une circonférence dont le plan passant par la ligne de base serait perpendiculaire à celui de la circonférence précédente, la réponse à cette question se présentera pour ainsi dire instinctivement d'elle-même. En effet, si les arcs directs et inverses dont il a été d'abord parlé
sont respectivement désignés les uns par -h a, -h aa, -h 3a, ... , les autres par —a, —2a, — 3a,.- ., ne faut-ii pas, en vertu des lois qui relient la direction perpendiculaire aux deux précédentes, que les nouveauxarcs perpendiculaires aux premiers soient caractérisés par d= av^— i, ± aa V— i, ± 3a v^^, . . . , les signes -♦- et — i s'appliquant respectivement à ceux qui sont situés au-dessus du plan de base et à ceux qui sont situés au-dessous ; de telle sorte que, dans leurs rapports avec les directions situées sur ce dernier plan, les droites qui, partant de l'origine, aboutissent aux extrémités des nouveaux arcs auraient pour facteurs algébriques de leurs directions la même expression cosa -f- y^— i sina élevée à des puissances dont les degrés seraient ce qui reste de l'expression de l'arc après qu'on l'a divisée par a, c'est-à-dire les facteurs
(cosa -h v^—i sina) , (cosa -+-v/^--ï sina)* ^\
(cosa -+- v/—i sina) ,
Telles seraient donc, en ce qui concerne les équivalences algébriques, les expressions qui, dans le plan des xz perpendiculaire à celui des xy^ représenteraient la succession des directions aboutissant aux angles a, 2 a, 3 a, ... , situés dans ce plan, et Ton voit combien y paraît naturelle l'intervention de
Fexposant V— » •
Au point de vue où nous permet de nous placer la généralité des principes qui ont été précédemment exposés, il n'y a rien que de très-admissible dans une telle conclusion.
Il faut reconnaître toutefois qu'on ne saurait voir dans cette manière de procéder qu'une simple induction, d*accord sans doute avec les principes, et par cela même très-plausible, mais incomplète quant aux preuves, et présupposée plus encore que justifiée. Or nous nous méfions trop de ce qui n'est qu'analogie, et nous n'avons que trop souvent constaté que les inductions peuvent facilement conduire à Terreur pour que
nous consentions volontairement à rester dans cette situation.
Pour nous éclairer à ce sujet» considérons la sphère dont le centre est à Torigine et sur laquelle reste toujours fixé Tare a, dans le mouvement de rotation qu'on lui fait faire autour de son point de départ pour le transporter de la situation positive à la situation négative. Cet arc aura décrit un angle droit sur
la sphère pour passer de a à a^— i, et il en décrira tin second
pour passer de a/---i à — a. Lorsqu'il est dans la position a,
son extrémité corresponde la direction (cosa-j-^— i sina)**. Lorsqu'il occupe celle — <x^ son extrémité correspond à la direction (cosa -4- y^ — 1 sina)"'. La question sera maintenant de * savoir si, lorsqu'il est dans la position perpendiculaire, la direction déterminée par son extrémité mobile ne serait pas susceptible d'être algébriquement représentée par une certaine
puissance de la même expression cosa -h y — ' sina. Si nous
appelons r cette puissance, l'élévation de cosa h- y — i sina à cette puissance sera, en ce qui concerne les directions, l'opération algébrique équivalente à celle qui consiste en Géométrie à faire tourner d'un angle droit sur la sphère l'arc a; par conséquent, si j'augmente la rotation d'un angle droit, cela exigera algébriquement qu'on élève de nouveau à la puissance T, et par suite (cosa -+- ^— i sina)'* sera TexpressiOD de la direction correspondant à la position occupée alors par l'extrémité de l'arc. Or cette direction ayant aussi pour expression (cosa -+- ^— I sina)"', il sera nécessaire qu'il y ait égalité entre ces deux formes, et de là on déduira que la valeur de T doit être ^— i . Tout ce qui précède se trouve ainsi parfaitement justifié.
Examinons maintenant si cette nouvelle manière d'envisager la question se trouve en concordance avec le résultat de nos premières recherches, c'est-à-dire si la direction de Taxe des z, déduite de l'expression générale des directions dans le plan des xz^ nous donnera la même valeur que celle que nous avons directement déduite des considérations relatives au plan des rz. Or, puisque, dans les xz^ l'expression générale
~ 27 des directions est
(cosa 4- \/— I sina) ,
lorsque je supposerai que l'angle a devient égal à ~ ^ la direc-
tlon deviendra précisément celle de l'axe des z ; mais, parce que dans ce cas cosa est nul et sina est égal à l'unité, l'ex*
pression deviendra y— i , ainsi que nous l'avons précédemment constaté. Il y a donc complète concordance entre toutes ces choses; elles se contrôlent les unes par les autres, et il en résulte un ensemble de vues dont la rationnalité se trouve établie dans tous ses détails.
A ces premières considérations, qui s'appliquent directement aux arcs eux-mêmes, ajoutons-en d'autres qui auront pour objet de fixer le sens qu'on doit attribuer aux lignes trigonométriques de ces arcs considérés dans l'ensemble des situations qu'ils peuvent occuper^ et appelons l'attention du lecteur sur la nécessité qu'il y a de bien distinguer ce qui concerne les longueurs de ces lignes de ce qui concerne leurs directions. On verra que c'est à la confusion qui règne à cet égard dans la science qu'on doit attribuer les méprises consignées en grand nombre dans les ouvrages les plus estimés.
Si l'on convenait que les symboles qui servent à représenter les sinus et cosinus des arcs doivent s'appliquer à la fois à la longueur et à la direction de ces lignes trigonométriques, l'expression de la direction qui correspond à un angle a devrait s'écrire
cosa -f- sina,
celle relative à l'angle — x s'écrirait
cos(— a) -f- sinf— a),
celle enfin qui est déterminée par l'angle asj—i aurait pour représentant
cos(av" — i) H- sin(av^— i).
Mais, sous Tempire de cette convention^ on n'aurait évidem* ment aucun moyen de distinguer le cas où Ton voudrait s'occuper de la longueur seule de ces lignes de celui où il serait nécessaire d'avoir simultanément égard et à leur longueur et à leur direction.
On voit donc que, pour éviter toute confusion, il convient à tous égards de n'attribuer aux symboles des sinus et des cosinus d'autre fonction que celle de représenter en toute circonstance et exclusivement les longueurs de ces lignes, sauf, pour se rendre compte des directions, à déterminer par des recherches préalables et spéciales quels peuvent être, en Algèbre, les signes d'opérations représentatifs de ce second élément, dans les circonstances diverses où les arcs peuvent se trouver.
C'est ce que nous avons fait lorsqu'il s'est agi des directions dans le plan. Nous avons alors prouvé d'abord que les cosinus ont toujours pour signes directifs ±: i , ensuite que les signes
direclifs des sinus sont ± y^— i, et nous avons reconnu d'après
cela que l'expression ± cosa dz v/— i sina est susceptible de représenter la généralité des directions dans le plan.
Cette expression, dans laquelle sina et cosa doivent toujours être considérés comme représentant les longueurs effectives du sinus et du cosinus, se distingue ainsi nettement, par
l'intervention de ^—i, de celle cosa + sina dans laquelle les | longueurs sont seules mises en jeu, de sorte que toute confusion devient impossible ; puis, pour compléter dans chaque cas la détermination spéciale des éléments directifs, il n'y aura plus qu'à faire un choix convenable des signes -h et — accolés à chaque terme, choix qui dépendra du rang occupé par le cadran de la circonférence dans lequel l'extrémité de
l'arc se trouvera située. |
Si maintenant il s'agit de l'arc a v/— i situé dans la circonférence tracée sur le plan de xz, la formule générale, mais conventionnelle, des directions
cos(aV— i) -h sin(av^— i) ne pourra sortir du domaine de la convention et entrer dans
celui des supputations et des mesures algébriques, qu'à la condition de savoir préalablement quelles peuvent être les directions des sinus et cosinus du nouvel arc qu'on considère.
Or, en se conformant aux définitions générales de ces lignes, et h la manière dont on peut les obtenir géométriquement
pour l'arc perpendiculaire a v/— i , on reconnaît, d'une part, que le cosinus sera toujours sur la ligne de base, et que, tant en longueur qu'en direction, il sera exactement le même que celui des arcs +a et — a, supposés tracés sur la circonférence de base ; d'autre part, qu'il en sera aussi de même pour la longueur du sinus, mais que, quant à la direction, elle diffère essentiellement de celles ±^— i appartenant aux arcs rba. Il résulte des recherches cf-dessus exposées qu'elle doit
être représentée par ±^—1 suivant que l'arc s'élève audessus du plan de base ou qu'il est situé au-dessous. Dès lors, continuant de n'attribuer aux symboles des cosinus et des sinus que la fonction de représenter la longueur de ces lignes, nous pourrons dire que les directions correspondant aux arcs perpendiculaires au plan de base ont pour expression algébrique
rtcosaiy'— I sina,
forme complètement distincte des précédentes, avec laquelle toute confusion est rendue impossible et qu'un choix conve* nable des signes + et — spécialisera pour chacune des positions que l'extrémité de l'arc asf^ pourra occuper sur sa circonférence, soit au-dessus, soit au-dessous du plan de base. Ces premières constatations ainsi établies, entrons plus avant dans le détail des faits qui en sont les conséquences nécessaires.
Les lois de la Géométrie nous enseignent que, si l'on ne sort pas d*un même plan, le cosinus ne change ni de direction ni de longueur lorsque d'un arc positif on passe au même arc négatif, que par conséquent, lorsqu'on fait usage de
cette sorte de fonction, il est nécessaire d'admettre l'égalité cosa = cos(-^aj. Or les mêmes lois nous apprennent qu'il en est encore ainsi pour les arcs perpendiculaires aux premiers. Nous sommes donc contraint d'ajouter un troisième terme à l'égalité précédente et d'écrire qu'on a
cosa = cos(— a) = cos(diav''~i);
de sorte qu'il faudra ou renoncer à Introduire en Algèbre le calcul des fonctions trigonométriques» ou se soumettre à la condition de considérer comme égales à tous les points de vue, tant pour le continu que pour le directif, les expressions
cos(zha), cos{±ai/^).
Agir autrement ce serait contrevenir aux lois géométriques que ces symboles représentent.
En ce qui concerne le sinus, Tégalité analogue
sin(±:a) = sin (±a^ — i}
existera pareillement, mais pour les grandeurs seulement de ces lignes qui, pour ces divers arcs, sont toutes les mêmes. Quant aux directions, elles sont au contraire toutes différentes ; nous venons de voir, en effet, qu'elles prennent les
valeurs ± V— i pour les deux arcs situés dans le plan de base
et ± v/— I pour les deux arcs perpendiculaires à ce plan.
On peut même donner une plus grande extension à cet ordre de faits, ainsi que nous allons l'expliquer.
Si l'on considère toujours la sphère qui a son centre à l'origine et que nous supposons avoir l'unité pour rayon, la rencontre de l'axe des x avec cette sphère est le point de départ
des arcs ±a, ±(x^—i dont nous nous sommes occupé jusqu'ici ; mais il est évident qu'il y a une infinité d'autres arcs, issus du même point de départ, situés sur la même sphère et égaux, quant à leurs longueurs, à l'arc primitif a. L'ensemble de ces arcs forme une calotte sphérique autour de l'axe des x qui en est le pivot central, et leur extrémité est située, comme on sait, sur un même plan formant la base de la calotte. Dans
le cas aciueU ce pian perpendiculaire au plan de base passe par la corde qui joint Textrémité de a avec celle de —a^ corde qui est à son tour perpendiculaire à Taxe des x.
Or il résulte de ces dispositions et des lois géométriques qui les concernent que, si l'on prend à volonté Tun quelconque des arcs a qui sont les éléments delà calotte en question, et si l'on considère son plan qui passe nécessairement par l'axe des x, on constatera que, dans ce plan, le cosinus ainsi choisi s'obtiendra en projetant l'extrémité de l'arc sur Taxe des x, et de là il suit que ce cosinus, tant en longueur qu'en direction, sera encore le même que celui de ±:a et de
it a ^— I . Voilà donc une infinité d'autres arcs, d'égale longueur à la vérité, mais distincts sur la sphère, par des situations très-différentes, qui ont tous pour leurs cosinus même grandeur et même direction.
Quant au sinus, il est représenté par la droite qui projette sur l'axe des x l'extrémité de Tare choisi ; d'où l'on conclura que sa longueur sera constamment la même et égale à celle
de =ba et de dba^—i ; mais sa direction variera incessamment suivant la position de l'arc, et nous nous expliquerons sur sa représentation algébrique lorsque nous traiterons le problème général des directions dans l'espace.
Ce ne sont donc pas seulement les quatre arcs dza, ± a y^—i qui ont en particulier même cosinus tant en grandeur qu'en direction, ce sont en outre tous ceux qui, partant de la même origine que ceux-ci, sont les éléments géométriques de la calotte sphérique ci-dessus définie. On peut prévoir d'après
cela que c'est à d'autres formes encore que celles ±a, db a v — i que doit s'appliquer l'égalité cî-dessus constatée
cos(dza) = cos(±:av/— i).
Il serait prématuré en ce moment de se prononcer sur ces formes, et par suite sur la représentation algébrique qu'il convient d'attribuer à ces arcs, suivant les diverses positions qu'ils occupent sur leur calotte. Nous avons besoin pour cela de donner à nos recherches un plus grand développement et d'entrer plus profondément que nous n'avons pu le faire jus-
qu'ici dans l'étude des faits géométriques comparés avec ceux de l'Algèbre ; nous serons alors en mesure de nous prononcer catégoriquement sur ce point.
Quant à présent, bornons-nous à l'examen des égalités
COS(±:a) = cos(rh ayj—i),
qui portent sur des arcs aussi bien définis au point de vue de la Géométrie qu'à celui de l'Algèbre, et expliquons-nous sur ce qu'elles paraissent offrir d'étrange au premier abord.
Nous ne cacherons pas que la première impression qu'ont éprouvée pres(iue tous ceux auxquels nous avons eu occasion
de faire connaître la propriété que possède cosa^— i d'être exactement 'égal à cosa a été celle de l'incrédulité. Cependant, lorsque je faisais remarquer qu'on n'était pas surpris que le cosinus restât le même alors que l'arc changeait de signe,
lorsque j'ajoutais qu'attribuer à l'arc le facteur sj—i ce n'était pas en changer la longueur, mais le placer dans une autre direction pour laquelle la même invariabilité pouvait fort bien exister, je ne tardais pas à constater que, sous l'influence de ces premières observations, le doute devenait moins persistant et l'incrédulité moins confiante. Il restait cependant un sera* pule. Comment admettre, m'a-t-on dit souvent, quB le réel puisse être égal à l'imaginaire? A cela, je faisais remarquer qu'au point de .vue de la forme c'est là chose courante parmi les géomètres ; que, par exemple, ceux qui, ainsi que nous l'expliquerons tout à l'heure, pensent et écrivent que cosa^f^
r , « o? cà câ
est égal a ih — ï~*"77"+"fif"*'*-'(') "^^"^ agissent pas autrement, et qu'à tout prendre, mieux vaut encore, réel pour réel, accepter celui qui donne, pour valeur d'un cosinus, un véritable cosinus que celui qui conduit à une expression qui n'en saurait être un. J'ajoutais qu'au point de vue de la forme en*
( * ) Ainsi que nous Tarons fait dans nos précédentes publications, nous continuons de représenter par la notation n f le produit des nombres de la suite naturelle depuis i jusqu'à /i.
core ceux qui prétendent que y— i est réel et égal à e"»' vont bien plus loin, puisqu'ils ne font aucune difficulté de considérer comme très-réelle une expression dans laquelle tout est à coup sûr et très-explicitement imaginaire.
Or pourquoi, je le demande, ce qui est permis à tous, et sans qu'ils aient pris la peine de s'en rendre compte par le raisonnement, nous serait-il interdit à nous, qui appuyons notre manière de voir sur des justifications?
Mais, au fond, ce qu'il faut remarquer dans ceci, c'est que, si
l'imaginaire se montre dans cosa^— i , on irait beaucoup trop
vite et trop loin en concluant que, par cela même, cosa^^^ doit être nécessairement imaginaire; cette expression, en effet» n'est autre chose qu'une fonction d'imaginaire ; or rien ne s'oppose à ce qu'une pareille fonction soit réelle. N'en est-il pas
ainsi du produit de cosa •+• yj— i sina par cosa — y-^F sina et de la somme de ces deux quantités? N'en est-il pas encore
de même des puissances paires de ^ — i et de beaucoup d'autres fonctions ?
Concluons donc que l'équivalence de cosa ^Z— i à cosa, justifiée par les considérations de la Géométrie, desquelles dépendent ces fonctions, n'a rien de contraire à ce que les principes de l'Algèbre permettent de formuler.
Ces préliminaires posés, procédons à Texamen des conceptions que les géomètres se sont faites sur toutes ces choses et signalons leurs erreurs.
On sait qu'il existe une formule au moyen de laquelle on détermine la valeur du cosinus en fonction de l'arc ; cette formule est ainsi conçue :
X'^ 4pt 4?'
Or 11 est admis, sinon en vertu des théories de l'Algèbre, du moins d'après les habitudes ou, si Ton veut, d'après les
conventions des géomètres, que cette formule doit s'appliquer non-seulement à la grandeur du cosinus, mais encore au signe de Tare qui le détermine ; ce qui est vrai, en fait, lorsque ce signe n'est autre chose que -4- ou — . Mais, bien que rien de ce qui concerne les signes ne soit mis en jeu dans la démonstration de cette formule, parce que, dans cette circonstance, il résulte d'une vérification faite après coup qu'elle n'est pas moins vraie lorsque x est négatif que quand il est positif, on s'est laissé aller à penser qu'elle devait également l'être pour toutes les autres circonstances dans lesquelles X peut se trouver, et qu'en particulier elle devait continuer d'exprimer une vérit^ dans le cas où l'on supposerait que X devient égal à x^^i .
Toutefois si, dans la pratique de l'Algèbre, les géomètres ont agi comme si cette universalité d'application avait pour elle un cachet d'infaillibilité incontestable, nous devons reconnaître qu'ils ne sont pas à beaucoup près aussi explicites lorsque, dans les ouvrages d'enseignement, réfléchissant de plus près sur les principes et sur la constitution théorique des formules, ils sont obligés de pénétrer plus profondément dans la raison des choses.
Par exemple, au sujet de la formule qui nous occupe en ce moment, Navier, dans son ouvrage intitulé : Résumé des leçons d* Analyse données à V École Polytechnique (t. I, p. i lo), fait avec beaucoup de raison l'observation suivante : <i On ne doit point perdre de vue d'ailleurs, soit en faisant usage de ces formules (celles du cosinus et du sinus), soit en toute autre occasion, que la lettre x^ désignant un arc, est toujours le nombre abstrait qui exprime la longueur de cet arc dans la circonférence dont le rayon est l'unité. Tant que la quantité x est sous les signes sinus, cosinus, tangente, etc., on peut concevoir cette quantité exprimée en degrés ; mais on doit, quand elle est en dehors de ces signes, lui donner sa véritable expression, d
Or cette expression quelle est-elle? L'auteur vient de nous le dire : <r Le nombre abstrait qui exprime la longueur de cet arc dans la circonférence dont le rayon est l'unité b. D'après cela, est-il possible d'admettre que, transporté hors des sym-
boles trigonométriques, x puisse être autre chose qu'une grandeur ou un rapport de grandeurs arithmétiques, et ne sommes-nous pas en droit de demander en quoi et comment l'introduction du signe à côté de cette grandeur pourrait être théoriquement justifiée ?
Il faut donc reconnaître que cette assertion, qui dit que la formule du cosinus est également applicable aux arcs positifs et aux arcs négatifs, n'est nullement une conséquence des déductions théoriques et qu'elle n'a d'autre base certaine qu'une vérification de calcul faite a /^o^/^non. Cela résulte uniquement d'une coïncidence fortuite entre les deux faits algébriques suivants, savoir qu'en vertu de l'un x n'entre dans la valeur du cosinus que par ses puissances paires, qu'en vertu de l'autre il est de principe algébrique que les puissances paires ne changent pas de valeur, quel que soit le signe de la racine. Telle est l'unique raison pour laquelle l'assertion des géomètres se trouve justifiée, et ce n'est pas dans les principes sur lesquels on s*appuie pour démontrer la formule qu'il sera possible de trouver des justifications; car ces principes, en ce qui concerne x^ sont exclusifs de toute autre idée que celle de la longueur de l'arc dans une circonférence qui a l'unité pour rayon. Or, s'il en est ainsi, que faut-il penser d'une manière de procéder dans laquelle on voudrait à la fois faire intervenir
dans la valeur de x le facteur \f—\ et sous le symbole trigonométrique et en dehors de ce symbole, et s'écarter ainsi de Tobservation de principe si judicieuse rappelée ci-dessus ?
Et cependant, tant il y a de puissance dans les entraînements de l'analogie, Navier lui-même, perdant de vue ses recommandations théoriques, se laisse aller dans la pratique à attribuer à a?, en dehors du symbole trigonométrique, d'autres fonctions que celles qu'il a définies et à admettre que la formule du cosinus doit continuer à s'appliquer au cas
où x devient or^—i : en conséquence, il écrit (t. I, p. ii6)
COSa: i/— I = IH i -h 71 -♦- 2-, -H
formule inacceptable à tous égards; car, ou bien xyj—i est
un arc, et alors le second membre, toujours plus grand que
l'unité, ne saurait être un cosinus, ou bien x^—i n'est pas un arc, et alors le premier membre restera incompréhensible tant qu'on n'aura pas défini ce qu'est le cosinus d'une chose qui non-seulement n'est pas un arc, mais de laquelle on ne sait pas ce qu'elle peut être.
Quant à nous, édifié par les recherches précédentes et par les résultats auxquels elles nous ont conduit, nous pouvons dire qu'une telle expression algébrique est tout à fait contraire aux lois les plus simples qui régissent les directions eo Géométrie et qu'elle établirait un inconciliable désaccord entre les deux sciences. Heureusement ce désaccord n'est qu'apparent, puisque la formule qui en donne l'idée, conséquence gratuite de trompeuses analogies, ne saurait être une vérité.
Si du cosinus nous passons au sinus, nous aurons, et avec plus de raison encore, des redressements analogues à signaler. On sait que la valeui; du sinus en fonction de l'arc est donnée par la formule
X* X* ar'
Or, dans cette circonstance comme dans la précédente» les mêmes restrictions doivent être faites sur la signification de x. En dehors des symboles trigonométriques» x n'est pas autre chose qu'une grandeur, et aucune considération relative aux directions n'intervient dans la démonstration de la formule.
Il est vrai qu'en fait cette formule est applicable au cas où l'arc est négatif; mais à quoi cela tient-il ? Uniquement à ce que, dans la valeur du sinus, x n'entre que par ses puissances impaires et que d'ailleurs le sinus change de signe avec l'arc. De cette coïncidence résulte la conséquence que la formule s'applique également soit a sin^;, soit à sin — ^r. Voilà ce qu'on peut remarquer après coup pour ce qui concerne le passage du positif au négatif; mais, nous le répétons, il ne faut voir ici que le résultat d'une simple vérification de calcul, faite a posteriori^ et non celui d'une question de principe.
D'ailleurs, voudrait*on admettre qu'il en est autrement, il
faudrait tout au moins reconnaître que la formule ne s'appliquera au positif et au négatif que tout autant qu'on se conformera aux idées purement conventionnelles admises pour représenter la direction du sinus. Je m'explique à ce sujet.
Pour nous, les deux directions directe et inverse du cosinus étant algébriquement représentées par -4- 1 et — i, celles du
sinus, par rapport au cosinus, le seront par -h v/--^ et — v^^^, et il n'est pas possible qu'elles le soient par autre chose. Nous avons vu, en effet, que c'est une conséquence nécessaire des lois naturelles qui régissent en Géométrie les directions, que, les premières ayant pour équivalent analytique ±1, l'équivalent analogue des secondes doit être it^— i. Voudrait-on les exprimer autrement qu'on ne le pourrait pas sans contrevenir aux conditions mêmes de l'énoncé, de même qu'on ne poui^ rait pas, une première direction étant donnée, en'tracer une seconde qui lui fût perpendiculaire, sans exécuter la construction géométrique d'un angle droit soit au-dessus, soit au-dessous d'elle.
Or qu'a-t-on fait jusqu'à présent? Après avoir caractérisé les deux directions opposées du cosinus par -4-1 et — i, on n'a
pas pris pour caractériser celles du sinus les facteurs 4- v/--i
et — ^—i, ce qui les rattachait par le calcul les unes aux autres, ainsi qu'elles le sont par la Géométrie ; mais, considérant les sinus' isolément et indépendamment des cosinus, comme s'il n'existait aucune relation obligée entre leurs directions respectives, on a de nouveau appliqué les facteurs -r-i et — I aux sinus, agissant exactement pour ceux-ci comme on l'avait d'abord fait pour les cosinus.
Ce ne serait donc qu'à la condition que les directions des cosinus et des sinus ne seraient pas géométriquement liées entre elles, et que chacune de ces lignes aurait également -h I et ~ I pour représentation algébrique des deux sens suivant lesquels on peut les compter, que les formules de la Trigonométrie seraient générales et s'appliqueraient Aussi bien aux grandeurs des lignes qui y figurent qu'à leurs directions; mais, avec une telle restriction, on comprend sans peine que c'est une généralité à peu près illusoire que celle
qu'on a proclamée jusqu^à ce jour, car cette prétendue généralité n'existe que pour des signes convenlionnellement adoptés pour exprimer la direction des sinus ; elle ne s'applique pas à ceux qui représentent véritablement ces directions, à ceux dont la constitution analytique est la conséquence naturelle et forcée des lois géométriques qui régissent la matière.
Si donc les formules trigonométriques ne sont à la fois applicables au positif et au négatif qu'à la condition qu'il interviendra sur l'usage de ce positif et de ce négatif des règles de convention et non de principe, comment pourrait-on admettre que l'application de ces mêmes formules, déjà restreinte par ces conventions, sera apte à satisfaire à cette immensité de cas qu'embrasse la forme imaginaire ?
Cependant, à cet égard, les géomètres n'ont pas moins erré pour le sinus que pour le cosinus ; admettant sans hésitation que la formule qui le concerne est susceptible d'une application générale, ils ont enseigné que, lorsque x devient x^-^i, on doit avoir
Sin(:t:v/-i) = v/— I ^^ + 3Î + 5Î + yî-^"7'
( voir Navier dans l'ouvrage cité), résultat non moins abondant en contradictions que le précédent et qui exigerait à coup sûr de nouvelles définitions du sinus, pour que^ en présence des propriétés qu'elle possède déjà, une fonction ainsi dénommée pût avoir pour valeur le développement du second membre.
Quant à nous, mettant à profit les faits précédemment établis, nous dirons que, si, dans l'expression sin(x v^—i), on ne veut voir que ce qui concerne la grandeur du sinus de l'arc x\J^, il faudra reconnaître qu'il y a complète égalité entre sin (x sf^i) et sin jt. Si, dans cette même expression, on entend tenir compte de ce qui concerne à la fois la grandeur et la direction, il faudra écrire que sin(x^^) est égal à
^— ^ sinar; et, en opérant ainsi, nous mettrons les repré-
sentations algébriques en cojoiplet accord avec les lois de la Géométrie.
Nous aurons bientôt occasion de signaler d'autres redressements; car, en cette matière, les erreurs, d'ailleurs involontaires des géomètres, ont été fort nombreuses.
Voyons maintenant ce qu'il faut penser de cette étrange as-
sertion que l'expression ^—i est réelle et égale à e * '.
Pour nous bien renseigner sur ce point, il est nécessaire de remonter à la source des raisonnements desquels cette égalité a été déduite. Nous avons déjà eu occasion de nous occuper de ce sujet, dans notre publication de 1869, sur l'interprétation des formes imaginaires en abstrait et en concret, et nous aurons naturellement à revenir sur ce que nous avons dit k cet égard ; mais, en cette matière où la résistance des esprits est très-prononcée, où les tendances à Tabsiention, à l'incrédulité sont très-multipliées, l'insistance est une nécessité, je dirai presque un devoir : elle seule peut avoir raison de l'inertie routinière, ce redoutable et funeste antagoniste du progrès.
Nous avons dû d'ailleurs, dans cette publication, envisager la question à un point de vue assez général et qui ne comportait pas une application immédiate de nos observations à ce
qui concerne plus spécialement l'expression ^— i ; mais,
maintenant que nous sommes conduit à accorder à cette expression la remarquable propriété d'être le représentant algébrique de la double perpendicularité de l'axe des z sur ceux des X et des ^, l'examen de ce qui s'y rapporte devient un point très-essentiel du débat. Il est évident, en effet, que, si
le résultat de cet examen confirmait les assertions des géo-
mètres sur la réalité de ^^ i , notre travail tout entier disparaîtrait avec la base sur laquelle nous avons cru pouvoir rédifier.
Entrons maintenant dans la . discussion et montrons d'àbord comment les géomètres croient avoir établi la réalité
de v^~ I On a en effet, disent-ils, d'après la formule d'Euler,
«*/- ' . _ cosa: -h /•— I sîn jr.
Si l'on élève les deux membres à la puissance ^- i, il viendra
e-*=. (cosar -h /^sina?)^"",
égalité qui, en faisant a? r= - tt, se réduit à c * = v "~" *
On ne peut pas reprocher à ce raisonnement d'être compliqué, il marche droit au but, et, si les moyens qu'il emploie étaient acceptables, il n'y aurait qu'à s'incliner. Examinons donc si les propositions sur lesquelles il s'appuie sont véritablement autorisées.
Et d'abord, au point de vue de la forme, admettant avec nos antagonistes l'exactitude de la formule d'Euler, appliquons à cette formule un procédé tout à fait semblable à celui qu'ils emploient eux-mêmes, et élevons ses deux termes à la puissance — v'— I ; il viendra
e^z^ (cosa: -f- ^— I sina:)-"v/-« — (cosa: — v/— i sina*)/"*, égalité qui, si l'on suppose que x devient -9 donne
Or cette valeur de — y — « ajoutée avec celle de h- ^— 1
donne é*"*"" -*- e^'^''' =:o ou c'^ = — i, ce qu'aucun géomètre
à coup sûr ne sera disposé à admettre. ^
— ^/ni — ^-t
En présence de ces valeurs de H- y— * ei de — V— i »
puisées à la même source, obtenues l'une et l'autre par des
moyens tout à fait identiques, et qui conduisent à une évi-
dente impossibilUé, que penser de semblables démonstrations? Ne faut-il pas nécessairement admettre que Tune des deux tout au moins est inexacte? £t, si l'on demande laquelle doit être frappée de condamnation^ que pourra-t-on répondre?
Quant à nous, nous n'hésiterons pas à dire que c'est à l'une et à l'autre que cette condamnation doit être appliquée, et nous aurons certainement établi la légitimité de notre verdict lorsque nous aurons constaté que le point de départ duquel on les fait dériver, que la formule d'Euler ne saurait être considérée comme exacte.
C'est ce que nous avons déjà établi dans la publication de i86g, et nous allons reprendre ce sujet plus en détail ; mais auparavant il n'est pas inutile de présenter une observation subsidiaire.
Après avoir montré, dans l'ouvrage cité, que la formule d'Euler n'est pas admissible et qu'il faut cependant que l'expression d'une direction cosa:-4- v^— i sina: puisse être égalée à une exponentielle de l'angle, nous avons été conduit à substituer à la formule d'Euler la suivante :
.•JC
)J— ï * = cos jc -h v'— I sinx.
Or 11 est intéressant de faire voir qu'en faisant usage de celle-ci les contradictions ci-dessus constatées disparaissent.
Si, en effet, on élève les deux termes à la puissance \/— i, il viendra
V'— I* — (cosor-h V— I sîn^)^ *;
TT
faisant maintenant x = -^ on aura non plus le résultat erroné
.yT^
mais l'identité
^y/ZTt --*-^-|
qui nous maintient évidemment sur le terrain de la vérité ; puis, élevant la même formule à la puissance — ^--i , et ad-
mettant ensuite que Ton pose ^=- 9 le premier membre prend
la forme v—i et le second devient — v — ' » expres-
sions encore équivalentes, puisque V~i est la même chose
que — v^— I .
Toutes les discordances résultant de l'emploi de la première formule disparaissent donc avec la seconde, ce qui tout au moins confère à celle-ci un premier et incontestable avantage sur la formule d'Euler.
Après ces premières observations sur les résultais obtenus, lorsqu'on les envisage au point de vue de leur spécialité et de leur forme, occupons*nous sérieusement du fond de la question et expliquons-nous sur les considérations analytiques dont l'omission a faussé les conclusions des géomètres.
Étant conduit, ainsi que nous venons de le dire, à porter notre attention sur la formule d'Euler et à la considérer comme inexacte, nous devons avant tout nous rendre compte des moyens mis en œuvre pour la démontrer. A cet égard nous nous abstiendrons scrupuleusement de toute intervention personnelle ; car, en présentant à notre manière les raisonnements que nous voulons combattre, nous pourrions i bon droit paraître suspect. Reproduisons donc le texte des auteurs et établissons la controverse sur leurs propres paroles:
a Reprenons, dit Navier ( 1. 1^ p. 1 13), le développement de e* qui est
ï> En substituant dans cette équation or ^—i à la place de x, elle deviendra
eW-. = .4-Xv'-.-^-3j^-. + ^ + 5JV'-
» Op, en comparant cette série aux développements de cosa: et de sina?, on voit qu'elle revient à cosa? -h ^^T sîna?; donc
c'v^-' =cosa7 -4- V — ï sinjT. »
Tel est, avec d'insignifiantes modifications dans la rédaction, le procédé uniformément employé depuis Euler pour démontrer cette formule.
Or une première observation se présente ici naturellement. A supposer que le développement de c* donne la valeur théorique exacte de cette expression, et qu'il en soit de même des développements du sinus et du cosinus, il faut reconnaître, et l'on reconnaît généralement, que ces développements ne sont démontrés que pour le cas où la variable x est réelle.
Cela posé, remplacer x par x^— i, c'est évidemment admettre que ces développements continuent d'être applicables lorsque x devient imaginaire. Or c'est là une supposition gratuite dont on doit d'autant plus se méfier qu'il est bien des cas dans lesquels les choses sont loin de se passer de la sorte.
Aussi certains auteurs ne peuvent se défendre d'exprimer à ce sujet quelques scrupules. Nous lisons, en effet, dans le Cours d'Algèbre de Bourdon (page 671, 5* édition) l'observation suivante :
a En réfléchissant sur tout ce qui vient d'être dit sur les séries circulaires ou trigonométriques, on voit le parti que Ton peut tirer de l'emploi des symboles imaginaires pour résoudre des questions d'une très-grande utilité. Comme, pour parvenir à ce but, on étend à des expressions imaginaires des formules qui d'abord n'avaient été reconnues vraies que pour des quantités réelles^ on pourrait être tenté de révoquer en doute l'exactitude des résultats auxquels on est conduit, d
Cette remarque est on ne peut plus juste ; elle constate, on le voit, que tout au moins le doute est permis. Dès lors comment le faire disparaître? car en Mathématiques la certitude seule doit être autorisée. Pour répondre à cette question, il faudrait suivre le précepte de Laplace, qu'on ne saurait trop avoir présent à l'esprit:
a Les passages du positif au négatif^ dit-il, et du réel & Timaginaire, dont j'ai le premier fait usage, m'ont conduit encore aux valeurs de plusieurs intégrales déGnies que j*ai ensuite démontrées directement. On peut donc considérer ces passages comme un moyen de découverte pareil à l'induction et à l'analogie employées depuis longtemps par les géomètres, d'abord avec une grande réserve, ensuite avec une entière confiance, un grand nombre d'exemples en ayant justifié remploi ; cependant il est toujours nécessaire de confirmer par des démonstrations directes les résultats obtenus par ces di-vers moyens, d {Théorie analytique des probabilités ^ Introduction.)
Or cette confirmation pour la formule d'Euler n'ayant pas encore été faite, la négation ou, dans tous les cas, le doute est chose parfaitement permise.
On se rassure toutefois assez généralement, et sur ce point on se laisse aller volontiers à prendre confiance, ou pour mieux dire, à s'aveugler par les considérations suivantes :
<i Cependant, continue Bourdon, si, après certaines transformations, on parvient à des expressions débarrassées d'imaginaires, qui s'accordent avec celles que fournirait un raisonnement strict et rigoureux, on est forcé d'admettre la légitimité des moyens employés. »
Tout cela nous paraît très-vague, et nous serions certainement autorisé à demander si, pour la formule d'Euler en pai^ ticulier, il existe de ces sortes de transformations ? Peut-être serait-on fort embarrassé de les indiquer, car je crois qu'on les suppose plus encore qu'on ne les connaît.
Mais, si c'est précisément le contraire qui arrive, si, après certaines transformations, on parvient à des expressions débarrassées d'imaginaires qui précisément ne s'accordent pas avec celles que fournirait un raisonnement strict et rigoureux, ne sera-t*on pas obligé de reconnaître et rillégitimité des moyens employés et l'inexactitude des résultats auxquels ils auront conduit?
Or c'est précisément là ce que nous venons de constater dans l'article précédent, puisque, après certaines transformations opérées sur la formule qui nous occupe, nous avons ob-
tenu les deux équations
lesquelles ajoutées conduisent à l'expression débarrassée d'imaginaires e'= — I, qui ne saurait à coup sûr être la conclusion d'aucun raisonnement strict et rigoureux. En présence d'un tel fait l'incrédulité, ce me semble, n*est que trop bien justifiée.
Il serait d'iiilleurs par trop commode de se payer de cette raison, exprimée, on en conviendra, en termes peu explicites, que si, après certaines transformations, on parvient à des expressions débarrassées d'imaginaires qui s'accordent avec celles que fournirait un raisonnement strict et rigoureux, on est forcé d'admettre la légitimité des moyens employés.
Je ferai observer d'abord que toutes les règles ordinaires de calcul, constatées pour les expressions réelles, ne sont pas inapplicables aux expressions imaginaires, que quelques-unes de ces règles régissent à la fois les premières et les secondes, que dès lors les moyens dont il est ici question ne sont pas toujours condamnables, et que, par suite, certains résultats obtenus par ces moyens pourront être exacts. Mais ce dont il faut se garder, c'est de trop prendre confiance dans ces cas exceptionnels pour conclure que c'est toujours ainsi que les choses doivent se passer. Or, en s'en référant aux habitudes des géomètres, il faut reconnaître que la tendance contre laquelle je m'élève ici n'est que trop générale.
On doit observer, en second lieu, qu'au cas même où Ton aurait considéré comme applicable à une expression imaginaire une règle qui ne l'est pas, il est fort possible, dans certaines circonstances, lorsqu'on reviendra de l'imaginaire au réel, de détruire dans ce retour les effets des erreurs primitives et d'obtenir ainsi, dans quelques cas exceptionnels, des résultats exacts, bien que le point de départ ne le soit pas.
Par exemple, parce que, dans la formule d'Euler, lorsqu'on suppose l'angle x nul, on obtient l'ideniité i = i, dans laquelle tout est réel, on ne saurait être autorisé à en conclure que la formule est exacte. Qui ne voit^ en effet, que la pre-
mière erreur que je reproche à la formule, et qui consiste i
prendre pour valeur de cosa: -h ^— i sina: une exponentielle imaginaire, se trouve annihilée dans le retour au réel par la supposition que x est nul» car cela fait disparaître celte même exponentielle faussement introduite. Cette prétendue vérification reste donc sans valeur. On voit même qu'elle se serait toujours produite avec un nombre quelconque différent de e et avec tout autre exposant, réel ou imaginaire, multiple de x. On a encore dit dans le même ordre d'idées, et pour se fortifier dans la pensée que la formule d*£uler est exacte, que les valeurs de coso: et de sin^ qu'on en peut déduire vérifient la loi fondamentale de la Trigonométrie
cos'j: -h sln^ar= i.
On aurait, d'après Euler,
cos^ = » sinx = —
2 \^—JL
dont la somme des carrés est bien égale à l'unité.
Mais, comme dans cette somme toutes les exponentielles disparaissent d'elles-mêmes, il est impossible de rien affirmer sur leur légitimité propre et sur leur droit exclusif d'intervenir. Aussi, que l'on substitue à W^ telle quantité Â qu'on voudra, réelle ou imaginaire, possible ou impossible, on aura identiquement
On voit donc à quoi se réduisent ces prétendus contrôles: ce sont de véritables illusions qui n'apprennent absolument rien sur le fond de la question.
Tant de transformations qu'on voudra, pour revenir au réel, peuvent donc rester impuissantes, malgré l'exactitude des résultats obtenus. 11 faut encore s'éclairer avec soin sur le mode même de ces transformations et sur leurs particularités analytiques. C'est une nécessité que les exemples ci-dessus rendent évidente.
Hais, à Tinverse, un seul résultat déduit de l'expression pri* mitive, que des raisonnements stricts et rigoureux condamneraienty sera suffisant, quelle que soit sa nature, pour attester la fausseté de cette. expression. Or déjà nous avons fait connaître un de ces résultats, celui qui exigerait que 6* fût égal à — i. Nous pouvons ajouter que bien d'autres conséquences inadmissibles sont faciles à obtenir. Si, par exemple, Thypothèse que â; = o conduit à une vérité, parce qu'elle annule l'erreur
en vertu de laquelle cosa? + ^—i sina: est égalée è une exponentielle imaginaire, toute autre hypothèse qui conservera cette sorte d'exponentielle conduira à des conséquences frappées des mêmes impossibilités que la formule elle-même. C'est ainsi que la supposition que x est égal non plus à zéro mais à ^kn, k étant un nombre entier quelconque, conduit k l'équation _^
dont il serait fort à désirer que les géomètres constatassent la légitimité par des moyens directs. Ce serait là une épreuve fort importante, presque décisive ; malheureusement elle est encore à faire.
Hais il y a plus, même sans aborder l'imaginaire et en se maintenant dans l'unique considération du réel : les auteurs sont obligés de poser d'importantes réserves sur les valeurs qu'il est permis d'attribuer dans a^ au nombre a.
En effet, dans son ouvrage déjà cité, Navier après s'être expliqué sur la Bguration géométrique de la fonction a*, à l'aide de courbes, fait l'observation suivante :
« Si l'on voulait prendre pour a, dans la fonction a*, un nombre négatif, cette fonction cesserait de présenter des valeurs continues ; il n'existerait plus de courbe, mais seulement des points isolés correspondant aux valeurs de x égales à des nombres entiers ou à des fractions de dénominateur Impair. »
Sur quoi Navier conclut en disant :
a Nous supposerons toujours dans la suite, par cette raison, quand il s*agira d'un système quelconque de logarithmes, que la base a de ce système est un nombre positif ei plus grand que Tunité. a
Or, dirons-nous, si, même pour certains cas de la réalité de a, la continuité de la fonction disparaît, ce qui déjà nous met quelque peu en dehors des notions normalement admises en Algèbre, qui donc serait en mesure de prévoir ce qui adviendra pour le cas autrement exceptionnel de l'imaginaire, et d'affirmer que dams c*v^, où en définitive a devient e>^\ cette même absence de continuité ne persistera pas, ne s'aggravera pas même, par suite de certaines circonstances que je ne connais pas sans doute, mais dont l'IncompréfaensioD de
ev^ permet de supposer l'existence? Un tel scrupule est à coup sûr fort légitime, et, cependant, poser la formule d'EuIer,
n'est-ce pas trancher la question et affirmer que W--* est continu, puisque chacun des termes du second membre l'est? Dans tous les cas, supposer que dans e* la variable devient
x^^^, c'est la même chose, je le répète, que remplacer a de
a* par la valeur &/-' ; or, tant qu'il ne sera pas prouvé que e^* est un nombre positif et plus grand que l'unité, il faudra reconnaître que Navier et les géomètres qui partagent ses idées auront contrevenu aux règles qu'ils se sont eux-mêmes imposées.
On n'a pas assez réfléchi, ce me semble, à cette considéra-
tion, très-digne d'attention, que remplacer a: par a?^— i n'est pas chose aussi simple qu'on serait tenté de le croire au premier abord. On parait ne comprendre que d'une seule manière le passage de a* à a*^"^ , tandis qu'en fait il y eu a deux très-distinctes. Suivant les habitudes admises, ce passage consisterait à remplacer la variable réelle x par la variable imaginaire x^f^'j mais ne serai-je pas également autorisé à dire, sans contrevenir à aucun des principes de l'Algèbre, que ce passage peut s'entendre en ce sens, que la variable continue de rester réelle et que c'est la constante a qui prend la forme
imaginaire ctl--\ la première interprétation serait plus particulièrement représentée par a^'*^\ la seconde par (av^)'.
Dans le premier cas, et dans l'hypothèse où les règles de calcul pour les variables réelles s'appliquent aux variables imaginaires, on aurait
a'^'^ = . + (loga)^^-(loga)'^
ainsi que l'admettent les géomètres.
Dans le second cas» et dans l'hypothèse où les principes établis pour les constantes réelles sont applicables aux constantes imaginaires^ il faudrait écrire
{ficT^Y = I + (logav^~) y -h (logav/~)» î! 4. (loga v/^)' Jj + . . - >
Certes» en opérant ainsi, je ne prétends pas plus justifier la seconde forme que la première ; mais, à tout prendre, ne semble-t-il pas qu'elle est moins excentrique qu'elle? On conviendra, en etTet, qu'il est bien plus facile d'admettre qu'une formule continue d'être applicable, lorsque c'est une de ses constantes qui de réelle devient imaginaire, qu'il ne Test de la considérer comme étant encore vraie lorsque c'est la variable même, c'est-à-dire la partie active de la fonction, qui subit un changement d'état, modifiant si profondément sa nature.
Quoi qu'il en soit, de quelque manière qu'on envisage les choses, il faut reconnaître que c'est toujours sur des hypothèses qu'on s'appuie, et que, par conséquent, les résultats obtenus, en admettant qu'ilssoient vrais, ne sont pas démontrés.
Eh quoi I on ne sait pas ce que peut être la puissance imaginaire d'une quantité réelle, et l'on voudrait calculer à coup sûr les effets de ses variations pour l'universalité des valeurs, d'ailleurs incomprises, que peut prendre une telle fonction t Mais, dans toutes les sciences, ne faut-il pas au contraire se montrer de plus en plus timoré, à mesure que rintelligence
-sodés choses dont on s'occupe devient plus obscure? Ne fauHI pas procéder alors avec cette sage réserve, avec cette prudence du doute qui, seules, peuvent nous mettre en garde contre les erreurs? N'est-ce point dans de telles circonstances qu'il faut surtout éviter de céder à Tentratuement de trompeuses analogies, et ne devient-il pas nécessaire, comme Laplace le recommande avec tant de raison, de confirmer par des démonstrations directes les résultats obtenus par ces divers moyens ?
Mais, puisque nous avons deux valeurs, vraies ou fausses, pour la môme expression, il faudrait tout au moins que ces valeurs fussent égales. Or à quelle condition cette égalité pourra-t-elie exister? Il sufOt de jeter un coup d'œil sur les deux développements pour reconnaître qu'ils deviendront identiques si l'on a
logflv^ = v^— I loga,
c'est-à-dire qu'il faudrait encore que les règles de calcul éta^ blies pour la fonction logarithmique, dans le cas du réel, continuassent à s'appliquer dans le cas de Timaginaire. C'est donc là une nouvelle hypothèse de même ordre que les précédentes, de sorte que, loin de disparaître, le doute ne fait que s*afQrmer de plus en plus. Navier lui-même, qui» dans un grand nombre de circonstances, ne s'est pas fait faute de céder à l'entratnement des inductions analogiques, ne se borne pas, au sujet de la fonction a', à émettre des scrupules sur ce qui doit arriver lorsque a devient imaginaire, comme c'est ici le cas ; mais il pose nettement des réserves. Voici comment il s'exprime, page i3o de l'Ouvrage déjà cité:
a Observons d'ailleurs que la transformation de a* en e*, opérée en multipliant x par /a, suppose que la soit un nombre qui puisse être assigné, c'est-à-dire que a soit un nombre réd et positif , La propriété de la fonction a', dont il s'agit, ne subsiste pas sans restriction, lorsqu'on veut attribuer au nombre a des valeurs négatives ou imaginaires. »
Or, dirons-nous, comme supposer que dans a* la variable x
devient imaginaire de la forme xyf^ , c'est exactement la même chose que laisser x réel et substituer à a la valeur ima-
ginaire av'^y il faut en conclure, d'après Navier lui-même, que les conséquences d'une telle hypothèse ne sauraient être admises sans restriction, et que par suite ces conséquences n*ont d'autre valeur que celle d'une incertitude.
Quelques auteurs partageant sans doute^ en tout ou en partie, les doutes que nous venons de signaler, mais ne voulant pas toutefois» pour des motifs que nous ne saurions apprécier puisqu'ils ne les ODt pas dits, se faire l'écho de ces critiques, ont mis en avant, au sujet de la formule d'Euler, une certaine réserve dont nous ne saisissons que très-imparfaitement la portée, et qui nous paraît être moins encore une explication que l'expression de cet embarras qu'éprouvent les personnes qui, ne pouvant pas absoudre, seraient cependant tiès-désireuses de ne pas condamner : on va en juger.
Dans un Traité d'Algèbre, que nous ne pouvons qu'apprécier à beaucoup d'égards, l'inscription de la formule d'Euler est suivie du commentaire suivant:
a Telle est la formule trouvée par Euler et qui lie les exponentielles aux lignes trigonométriques. Cette formule ne constitue pas à proprement parler un théorème; elle renferme
au contraire une définition, celle de e*>/-* . »
Gomme, dans le langage algébrique, le mot théorème ne saurait avoir d'autre signification que celle de l'expression d*une vérité mathématique, il faudrait en conclure que, dans l'opinion de l'auteur, la formule en question n'est pas une vérité, ou que tout au moins elle peut n'en pas être une. Sur ce point, je dois reconnaître que je suis parfaitement d'accord avec lui; mais comment comprendre que, n'étant pas un théorème, elle soit au contraire une définition? Est-ce qu'une définition serait le contraire d'un théorème, et, par suite, cette définition serait-elle en même temps contraire à une vérité? Tout cela paraîtra, ce me semble, un peu confus; mais ne jouons pas sur les mots, qui peuvent avoir été mal choisis et ne pas rendre convenablement la pensée de l'auteur. Sup-
posons que celui-ci ait voulu dire, dans ce passage, que la formule en question doit être simplement considérée comme
une définition de e'V'-' .
C'est d'ailleurs dans ce sens que l'entendent certains géomètres avec lesquels j'ai fait échange d'explications. Us disent
que, s'il n'est pas suffisamment démontré que e'/-^ est égala
COSX+ ^— I sin^r, il résulte tout au moins du caractère essentiellement vérificatif des calculs qui ont conduit Euler à cette formule, qu'on est suffisamment autorisé à substituer
cosa:-4- ^—i sina? à e»>/-*, sans qu'il puisse en résulter aucun inconvénient, aucune erreur dans les combinaisons analytiques où Ton fera Intervenir cette substitution. Mais cela peut-il bien s'appeler définir? S'exprimer ainsi ce n'est pas, ce me semble, exposer l'idée qu'on doit se faire d'une chose, c'est soumettre cette chose à une obligation ; ce n'est pas expliquer, c'est établir une règle ; ce n'est pas, en un mot, poser une définition, c'est émettre le principe d'une faculté de remplacement.
Car une déflnition, quelle qu'elle soit, ne fait que constituer un point de départ, pour des raisonnements ultérieurs, qui ne préjuge et n'admet spontanément et a priori aucune affirmation, soit entre les divers états de l'objet défini» soit sur les rapports qui peuvent le lier à d'autres considérations. Sans doute, en étudiant les propriétés de cet objet et en appliquant à sa définition des raisonnements autorisés, je pourrai, presque immédiatement quelquefois, plus péniblement dans d'autres circonstances, être conduit à certaines affirmations qui, dans la spécialité de l'Algèbre, s'expriment par des équations ; mais commencer par établir dans cette science une égalité entre des expressions alors que celles-ci n'ont rien defacultatif, qu'on veuille bien le remarquer, alors que par ellesmêmes elles indiquent et imposent l'inévitable obligation d'exécuter certaines opérations de calcul plutôt que d'autres, ce n'est pas définir, je le répète, c'est établir entre deux choses une condition qu'on croit nécessaire sans doute, mais qui ne sera accep.table que lorsqu'elle aura été sanctionnée par l'Algèbre.
Ces deux choses, en effet, étant d'avance par leur constitution et leur forme une dépendance obligée de cette science. Il faudra bien, si Ton veut rester dans le vrai, que la nouvelle dépendance dans laquelle on prétend les établir l'une par rapport à l'autre soit en parfait accord avec les constitutions et les formes qui leur ont été primitivement imposées. Or cela ne s'établit pas par des mots, mais doit se justifier par des preuves» car, s'il en était autrement, on n'aurait défini ou pour mieux dire exprimé qu'une contradiction.
Qu'on veuille bien^ne pas perdre de vue qu'en ce qui concerne l'Algèbre, «V-» aussi bien que cosj? •+- ^— i sin^ sont dès l'abord et invariablement définis par eux-mêmes, puisque les quantités constantes et variables qui' figurent dans l'une et dans l'autre, ainsi que les opérations qui y lient entre elles ces quantités, sont parfaitement indiquées et qu'il est par conséquent impossible que c*v^ ou cosa?-t-\/— » sinx soient autre chose que ce que ces quantités et ces opérations leur permettent d'être. A cela ni les conventions ni les mots, quels que soient ceux qu'on voudra employer, ne sauraient rien changer. Un cadre déterminé d'opérations à efl'ectuer sur des nombres donnés est un type de génération qui ne subit d'autres lois que les siennes propres, dont les résultats s'imposent, et qui ne saurait créer que ce que sa constitution autorise.
Sans doute, si deux de ces types produisent exactement les mêmes résultats, l'un d'eux pourra servir à donner une idée de l'autre ; mais il faut qu'au préalable cette équivalence ait été établie et que la preuve ait précédé cette sorte de définition. Que penser d'après cela d'une assertion qui semble exprimer le contraire, en prétendant que la formule d'EuIer n'est pas un théorème, mais une définition ?
Serait-ce parce qu'il y a là des opérations dont le sens aussi bien que le mécanisme nous échappe, que nous croirions devoir Intervenir et ajouter à la définition première naturelle et constitutive de e'v^~* une nouvelle définition? M9is, comme nous le disions dans l'article précédent, ne devons-nous pas au contraire mettre d'autant plus de scrupule dans cette intervention que nous comprenons moins, nous pourrions même
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dire, que nous ne comprenons pas du tout ? Où trouver en effet la sanction de l'explication quelconque d'une chose dont nous avouons que l'inteUigence nous échappe, et que penser d'une telle tenlaiive alors que les moyens et les raisonnements algébriques sur lesquels elle s'appuie ne sont pas autorisés? Cela pourra être commode pour les faiseurs d'hypothèses, parce que l'incompréhension d'un objet rend plus difGclle la critique des propriétés qu'on lui attribue bénévolement ; mais, quoi qu'on fasse, la logique ne saurait y perdre aucun de ses privilèges; l'obscurité du sujet, au contraire, lui donnera toujours le droit de se montrer plus exigeante.
De quelque côté qu'on envisage la question, on ne saurait donc y voir que doutes et incertitudes, et telle est la situation d'esprit dans laquelle je suis resté jusqu'au moment où les flagrantes contradictions que j'ai signalées plus haut sont venues porter contre la formule d'Euler une nouvelle ei plus grave accusation, celle d'être inexacte.
En résumé, le développement de é' n'ayant été établi que pour le cas où x est réel, on ne saurait être autorisé à prétendre que ce développement devient la valeur de e*/-* lorsqu'on y remplace x par x)l—i . La formule d'Euler ne constitue donc ni un théorème ni une défînition, elle n'est qu^une hypothèse. De plus, cette hypothèse, conduisante des contradictions manifestes dans les applications qu'on en peut faire, doit être rejetée. Il suit de là que la réduction de la fonction e*V^ à la forme imaginaire simple A -f- B v'— i est un principe non justifié, qu'il en est par conséquent de même de toutes les conséquences qu'on voudrait déduire de ce principe, et
qu'en particulier il n'est pas exact de prétendre que ^'—\ est réel. Cette dernière expression constitue donc une espèce à part, non représentable par les autres formes connues et déjà étudiées, soit réelles, soit imaginaires, et ne saurait par conséquent être exclue de ce chef de la possibilité de devenir l'équivalent algébrique de la double perpendicularité de l'axe des z sur ceux des x et des r.
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Mous allons maintenant revenir à ce qui concerne plus spécialement les directions; mais il importe, avant de nous occuper d'une direction quelconque, de passer en revue ce qui s'applique plus particulièrement à celles qui sont situées dans les trois plans des coordonnées. Non-seulement ces premières
éludes nous conduiront plus facilement à l'intelligence du cas général, mais elles nous donneront Toccasion de nous éclairer sur les rapports qui lient entre elles les expressions algé-
briques dans lesquelles entrent di i , dt ^— i , ± ^— i , soit séparément, soit simultanément. Dans l'ignorance où Ton était de la signification des deux dernières formes, ces rapports ont été ou peu étudiés ou mal compris; mais, à l'aide des corrélations» désormais bien établies, de ces formes avec les propriétés géométriques des perpendicularités, tout ce qui se rattache à ce sujet va se simplifier. Nous pourrons ainsi formuler avec précision des principes qui nous permettront de rectiQer des erreurs, ainsi que nous avons déjà eu occasion de le faire, ou de généraliser certaines vérités qui n'ont été afûrmées jusqu'à ce jour que dans quelques-unes de leurs particularités.
En ce qui concerne le plan des xjr, ce travail est déjà accompli ; l'étude que nous avons faite des directions dans le plan est complète. Elle consacre ce fait principal que, dans ce plan, la direction répondant à l'angle a a pour équivalent algébrique cosa-i- v/— i sina, et que, tandis qu'en Géométrie le passage d'une direction à l'autre, par exemple de celle de a à celle de a augmenté de (3, se fait par l'addition des arcs en Algèbre elle s'obtient par la multiplication des deux facteurs directifs cosa + ^—i sina et cos|3 -h y — ' sinjS correspondant à chacun de ces arcs. Nous verrons plus tard quelles sont les modifications que les propriétés géométriques des directions dans l'espace viennent introduire dans ce principe.
Tout ce qui se passe dans ce premier plan des coordonnées s'applique aux arcs positifs et négatifs exclusivement et complète ce qui les concerne.
La considération des arcs dbav^— i, c'est-à-dire de ceux qui, à partir de l'origine des arcs, au lieu de rester confinés dans le plan des xy, s'élèvent perpendiculairement au-dessus ou au-dessous de ce plan, nous a conduit à l'examen de ce qui concerne le plan des xz. Nous avons vu que l'expression gé-
nérale d'une direction dans ce plan est cosa -4- ^—i sina. Si l'angle a est nul, elle se réduit à + 1, ce qui est la direc-
tion de l'axe de x. Si cet angle est droit, l'expression de la
direction devient V— < > de sorte que, dans ce plan, au point de vue de la double perpendicularité dont jouit l'axe des z, par rapport aux x et aux y^ nous voyons que Topéraiion de faire un angle droit sur la direction + 1 est algébriquement
représentée par le facteur V—* . Une seconde opération
semblable aura donc pour expression le produit de ^— i
par v^—i , ce qui donne ^— i ou — iv^. Mais comme, à l'aide de cette double opération, on arrive au négatif de la direction primitive, c'est-à-dire à — i, il s'ensuit que nous
sommes autorisé à considérer — i v^ comme étant égal à Tunité négative. En continuant d'ailleurs cette construction d'angles droits, la quatrième nous ramenant à la direction primitive sera représentée par v^— i ou -h i ^' : nous sommes donc également autorisé à dire que iv^~' est égal à l'unité positive. Cet exposant >l--\ , tout en n'altérant pas les directions positive et négative prises ici comme ligne de départ, aura l'utilité d'indiquer qu'au lieu de considérer celte direction comme appartenant au plan des xy^ on veut la considérer comme faisant partie de celui des xz. C'est d'ailleurs la seule qui soit commune aux deux plans, puisque c'est suivant elle que se fait leur intersection. Nos recherches ultérieures ne feront que confirmer les observations que nous présentons ici. Dans le plan qui nous occupe, comme dans celui des xy^ le passage d'une direction à une autre se fera algébriquement en prenant le produit des deux facteurs directifs
cosa-»-^— I sina et cos|3 -4- ^— i sin^ correspondant i chacun des arcs ajoutés. Il est évident, en effet, au point de
vue géométrique, que, les deux arcs ocyj—i et Pv^— ' étant dans le même plan, la direction correspondant à leur somme sera
cos(a-f- P) H- \/— I sin(a-f- P), et tel est en effet exactement le produit des deux facteurs ci-
dessus signalés. Cette propriété ne 5*applique d'ailleurs qu'aux plans des xy et des xz^ et nous ne manquerons pas d'indiquer dans la suite les faits géométriques qui l'expliquent dans ces deux circonstances et qui Finfirment dans toutes les autres.
Passons maintenant au plan des yz. Dans ce plan, les arcs sont comptés à partir de l'extrémité des y positifs; comme dans le précédent, ils s'élèvent perpendiculairement au-dessus de lui, passent d'abord par l'extrémité des z positifs, puis par celles des y et des z négatifs et viennent enGn rejoindre le point de départ. Il semblerait au premier abord résulter du fait de leur perpendicularité sur le plan de base que, comme précédemment, ils doivent être représentés par
ayf^\ mais II y a cette différence entre les deux cas que, pour le plan des xz^ ils partent de Torigine même à partir de laquelle on mesure tous les arcs, tandis que pour le plan des xz^ et au point de vue de cette origine, ils en sont séparés par un angle droit compté sur la circonférence de base, de sorte qu'en réalité la représentation algébrique des premiers
est a ^— I et celle des seconds est — ha v^— i . De là une différence essentielle entre la supputation des directions correspondant aux uns et aux autres. Ce cas est au reste une particularité de l'expression générale des directions sur laquelle nous ne manquerons pas de revenir après que nous aurons traité le problème dans son ensemble.
Quant à présent, nous nous bornerons à déduire la représentation algébrique des directions dans le plan des yz des faits géométriques aussi simples que directs qui se rapportent immédiatement à sa situation.
Ayant pris dans ce plan, à partir de l'extrémité de r, un arc a, et ayant joint l'origine avec l'extrémité de cet arc, on aura une direction faisant un angle a avec l'axe des y. Au point de vue des grandeurs, celle du cosinus de cet angle sera cosa, celle du sinus sera sina. Quant aux directions, celle du
cosinus sera celle des^, c'est-à-dire v^— i , celle du sinus sera
celle des z, soit v'— » > de sorte qu'au double point de vue
du continu et du directif, l'équivalent algébrique cherché sera
v/— I cosa-4- v^^^ sina.
Dans le plan deso:/, aussi bien que dans celui des xz^ nous venons de voir que la direction correspondant à la somme de deux arcs s'obiient algébriquement par la multiplication des facteurs directifs de ces arcs, et l'on pourrait être tenté par analogie de croire qu'il doit en être de même dans le plan des yz. Ce serait là une erreur contre laquelle il est utile de se prémunir dès l'abord.
Au point de vue des considérations géométriques, la direction correspondant à a + p dans le plan des yz devra être évidemment
v/— icos{«-4- (3)-i- v'— I sin(a-h P),
puisque nous venons de reconnaître que telle est la forme que doit revêtir la direction pour un tingle quelconque dans ce plan. Or on vérifiera que le produit des facteurs directifs de
a et de p, c'est-à-dire le produit de v^— i cosa -+- v~i sina
par v^'— I cosjî + v'— » sin (3 est
— cos(a— p) 4- V--Ï sin(a-4- j3),
expression qui, dans aucun cas, ne peut être égale à la précédente.
Il y a donc à cet égard une différence essentielle dans les lois algébriques qui régissent les directions dans le plan des yz et celles qui leur sont applicables dans les deux autres plans des coordonnées. Nous verrons plus tard, avec tous les détails nécessaires, à quoi tient cette différence et nous traiterons cette question non-seulement pour les directions spéciales qui nous occupent ici, mais pour toutes les autres. Nous nous bornerons, quant à présent, à faire remarquer que, s'il existe à ce sujet une loi algébrique commune, pour les plans des xy et des xz, c'est qu'il y a aussi des faits géométriques communs à ces deux plans ; car, dans l'un et dans
l'autre, c'est la direction + i qui est le point de départ de la supputation de toutes les directions, et en outre les arcs, toujours perpendiculaires à cette direction, y sont comptés â partir de leur origine commune qui est l'extrémité de Taxe des X.
Dans le plan des xy au contraire, le point de départ des arcs
spéciaux à ce plan est distant de - de leur origine commune,
et toutes les directions y sont comptées à partir de celle représentée par v^^^ au lieu d'être rapportées à la direction primitive + 1. On conçoit donc que de telles diiférences dans les faits géométriques peuvent et doivent produire des modifications dans les moyens algébriques à mettre en œuvre. Nous verrons plus tard comment toutes ces choses se lient les unes aux autres.
Jusqu'à présent les arcs dont il a été question, se trouvant situés dans les plans mêmes des coordonnées, constituent une grande exception et s'appliquent à des catégories de direction particulières. Occupons-nous maintenant de ceux qui peuvent être propres à caractériser une direction quelconque.
Il résulte des principes géométriques du parallélisme que la direction d'une droite quelconque sera la même que celle de toute autre droite qui lui sera parallèle. Cette circonstance nous permet de simplifier nos recherches et de les réduire à la détermination du coefficient directif des droites partant de l'origine, puisqu'à une droite donnée on peut toujours mener une parallèle passant par ce point.
Cela posé, soient 0 {fig. i) l'origine, Qx et 0/ les axes des X et des y et concevons toujours une sphère ayant son centre à l'origine et l'unité pour rayon. L'intersection de cette sphère par le plan des xy est représentée sur la figure par la circonférence ABC, et, comme précédemment, c'est à partir du point A, où l'axe dès x rencontre la sphère, que seront comptés les arcs.
Une droite quelconque parlant de l'origine percera la sphère
en question en un ceruin point P. Par cette droite et par l'axe des Xf faisons passer un plan qui coupera la sphère suivant un arc de grand cercle AP partant de A, origine commune des arcsi et aboutissant au point P. Cet arc, dans son plan OPA,
Fig. I.
aura un sinus et un cosinus, et, s'il était perpendiculaire au plan de base, nous savons qu'en grandeur et en direction soi^
cosinus serait cosAP et son sinus y-- 1 sinAP. Mais son obliquité doit nécessairement modifier ces conséquences, et nous nous proposons de rechercher ce que peuvent être ces modifications. Dans ce but, nous allons tâcher de ramener la détermination de ces cosinus et sinus dirigés à celle d'éléments angulaires rentrant dans la catégorie de ceux déjà étudiés, c'est-à-dire d'arcs, ou situés dans le plan de base, ou perpendiculaires à ce plan.
A cet effet, soit projetée sur le plan de base en Ofi la droite donnée OP ; le plan projetant coupera la sphère suivant un arc de grand cercle PB que nous désignerons par p et que, par rapport au plan de base, on peut appeler la latitude du point P. Nommons ensuite a l'arc AB ; cet arc, par rapport au plan des xz^ sera la longitude du point P.
Or c'est un fait géométrique évident que, sur la sphère, en parlant du point A et suivant le chemin curviligne AP, on arrivera au point P, comme on y serait arrivé en suivant d'abord l'arc AB et ensuite Parc perpendiculaire BP. II ne résulte pas de là que la longueur de l'arc AP est égale à la somme des longueurs des arcs AB et BP, mais que cette longueur com-
binée avec les inflexions successives que lui impose la Géométrie est l'équivalent de la somme des longueurs AB et BP parcouraes égalemeni en teiMini compte des inflexions qui leur sont propres.
Mais, d'après notre manière de compter les arcs, AB dirigé
étant représenté par a, BP dirigé doit l'être par (3 ^— i; d'où il résulte que, dans les conditions de la situation géométrique faite à l'arc AP, conditions que, pour éviter toute confusion, nous pouvons résumer dans le symbole APdirigé, on doit avoir
AP dirigé = a -h jâ v^^;
il s'agira donc maintenant de déterminer, tant en grandeur
qu'en direction, les cosinus et sinus de a 4- Pv^— i •
A cet effet, projetons le point P sur le plan de base; cette projection tombera au point P' de OB ; puis menons P'P''pe^ pendiculaire à l'axe des Xy et joignons P avecP''.
Comme il résulte de celte construction que PP^ est perpen* Iliculaire à OA, il s'ensuit, d'une part, que OP'^ est, en grandeur et en direction, le cosinus de PA ou de a-4-pV^— i; d'autre part, qu'également en grandeur et en direction PP^en est le sinus.
Il en résulte en outre que la direction du cosinus est celte même de Taxe des x ; déterminons sa longueur. Or, d'après la figure, OP*' étant la projection de OP', on aura
cos(a -h (3 v^) = OP' cosa.
D'ailleurs OP' étant le cosinus de (3, il viendra définitivement
cos (a -h p \/— i) = cosa cos(3.
De là on conclura que, quant à la grandeur seulement, on doit avoir pour le sinus
sin(a-f- Pv""^) = V^'-~ cos^acos'P,
ce qui, au surplus, se déduirait du triangle OPP^ rectangle en P'.
Disons maintenant ce que sont les directions.
Quant au cosinus, nous venons de constater que sa direction est celle de l'axe des x; son coefficient directif sera donc
±1, suivant que l'arc a -+- pV— ' pf>s, posUtvement ou négativement, sera plus petit ou plus grand qu'un angle droit.
Pour le sinus, les choses, sans se passer aussi simplement, ne présentent pas de difficulté.
Si l'on désigne par x le coefficient inconnu de la direction du sinus, le chemin dirigé P^P aura pour valeur
a7Sin(a-t- j3 V^— i) ou xyji— cos'ôTcos'P;
or ce chemin doit être égal è P'^P' dirigé -+- Y ^ dirigé ; maïs, parce que P^F est perpendiculaire à l'axe des^r, on aura successivement
P''PV/ri^é=v~iP''P' = v~«OP'c<>sOP'P' — V~ïCospsina.
D'ailleurs PP' dirigé est évidemment égal à v^— i sinp; on aura donc l'égalité
x\j\— cos'acos'P = \l—\ cos^sina-t- v^— i sin^, de laquelle on déduit
y/— I cosp sin a -t- y/— i sin(3
V^i — cos*acos'(3
Tel est le coefficient de direction de sin (a -4- Py/— ij.
Nous aurions maintenant à faire usage des valeurs que nous venons de déterminer dans l'article précédent pour arriver à la connaissance de l'équivalent algébrique des directions dans l'espace ; mais, avant de procéder à cette recherche, il nous paraît nécessaire de présenter des observations sur deux con« séquences auxquelles conduisent ces valeurs et qui, pour n'être qu'accessoires, n'en sont pas moins importantes. Lorsqu'il s'agit de théories nouvelles, cet examen de certains détails est d'autant plus utile qu'en même temps qu'il peut servir à confirmer la vérité des principes et à fixer les idées sur les
procédés à suivre pour en faire usage, il est aussi irès-propre à dissiper les doutes et les erreurs qui ont pu s'introduire sur quelques points délicats de la Science.
La première observation que nous avons à faire a pour objet de constater que Texpression algébrique ci-dessus de
sin(a + Pv^— i) est bien conforme à une des lois qui régissent les directions dans le plan.
Si Ton suppose pour un instant que Ton transporte l'origine au point P'' et si Ton considère le plan qui, passant par P% est perpendiculaire à l'axe des Xy on remarquera que le
sinus de a + (3 v^— i est situé dans ce plan et que, par conséquent, l'expression de sa direction doit revêtir tous les caractères propres aux directions planes. Or nous avons déjà constaté que l'expression de toute direction qui est dans ce cas, pour être rationnelle et acceptable, doit jouir de la propriété que la somme des carrés des grandeurs ou des rapports de grandeurs qui y figurent est égale à l'unité. Il faut donc dans l'espèce actuelle que la somme des carrés des quantités qui
multiplient les signes directifs ^—x et y — i soit égale è I ; qu'on ait par conséquent
sin'P -4- cos'P sin'a = i — cos*a cos'(3.
Or il est très-facile de se convaincre que c'est ce qui a lieu en effet, de sorte que l'expression ci-dessus possède bien à cet égard le caractère essentiel d'une direction.
Remarquons en outre, toujours au point de vue directif, que les deux expressions
cos(3sin« sin(3
v/i — cos'acos'P V^i — cos*acos'P
doivent être équivalentes, la première au cosinus d'un certain angle, la seconde à son sinus, ledit angle devant se trouver dans le plan qui, passant par P'^ est perpendiculaire à l'axe. En conséquence, si l'on désigne par x cet angle encore inconnu, la direction du sinus pourra être représentée par
V^— I cos:c 4- sj— I sm X.
Or ce type, ainsi que nous l'avons établi à l'article XVI, est précisément celui des directions tracées dans le plan des/z, puisque, dans ce plan, tous les cosinus sont perpendiculaires à l'axe des x et tous les sinus parallèles à celui des 2. Il faut
donc que la direction de sin(a + |3^— i) soit parallèle au plan des yzy et c'est ce qui a lieu en effet, puisque ce sinus est perpendiculaire à l'axe des x.
Tâchons maintenant de déterminer l'angle x, A cet effet, nous remarquerons que, le sinus de a + ^ v^~ i étant parallèle au plan des/z, sa projection sur ce plan aura même direction que lui, de telle sorte que, si 0 est l'angle que fait cette projection avec l'axe des j, sa direction sera
V^— 1 COS0 -h v^— I sin0,
d'où il suit que x est nécessairement égal à 0« Or 6 est à son tour égal à l'angle PP^P' que fait avec le plan de base celui qui, passant par l'axe des x^ contient la direction OP ; il faut donc que nous ayons les égalités suivantes :
cosp sina
cosPP''P' = cose =
sinPP"P' = slnO =
V^i — cos'acos'P sin|3
Vi — cos'acos'P
C'est ce que la Hgure ci-dessus permet de vérifier avec la plus grande facilité.
L'accord le plus parfait existe donc entre ces diverses considérations.
La seconde observation que nous avons à présenter a pour objet le redressement de quelques erreurs.
Les géomètres, sans toutefois y être autorisés par des démonstrations, agissent comme si les formules qui donnent les sinus et cosinus de la somme ou de la différence de deux arcs, lorsque ces arcs sont réels, continuaient d'être applicables au cas où, l'un des arcs étant réel, l'autre devient imaginaire. Ils
écrivent en conséquence (t;oi> l'ouvrage cilé deNavier, p. 1 16)
cos(a-+-j3\/— i) = cosacos((3v/— i) — sina sin((3^— i), sin(a-+- j3\/— i) = sina cos(j3v^— i) -i-cosasîn(p v^— i).
Or ces formules dans lesquelles on a cru pouvoir faire figurer des arcs imaginaires, sans savoir ce que peuvent être de pareils arcs, ces formules dont de simples déductions analogiques ont fait tous les frais de découverte ont le double tort de n'être ni justifiées ni vraies. Il résulte évidemment des démonstrations directes que nous venons de donner que les valeurs qu'elles indiquent pour les sinus et cosinus de a + [3 ^^i doivent être remplacées par celles auxquelles nous ont conduit les considérations précédentes, basées sur la véritable signification de la forme imaginaire.
Mais il ne suffit pas de signaler une erreur, il est encore très- utile de faire connaître pourquoi on l'a commise.
Or nous dirons à ce sujet que si les deux arcs sont réels,
s'ils sont tous deux imaginaires de la forme Q^ — i, les formules trigonométriques ordinaires de leur somme ou de leur différence seront applicables; mais, si l'un des arcs est réel et l'autre imaginaire, il n'est plus possible qu'il en soit ainsi, et voici les motifs de cette distinction.
Il faut remarquer, en effet, que, lorsqu'on démontre les formules ordinaires qui donnent les valeurs de sin(a + ^), cos(a±: j3), on part de ce principe, que les arcs a et p s'ajoutent à la suite l'un de l'autre ou se retranchent sur une même circonférence. Les figures géométriques qui résultent de cette manière de procéder présentent alors des rapports tels entre les diverses lignes dont elles se composent, qu'on en déduit les valeurs connues decos(adi{3) etde-sin(a±:p}. Or que ces additions ou soustractions des deux arcs à la suite l'un de l'autre s'opèrent dans le plan de base, auquel casa et |3 sont réels, ou dans un plan qui lui est perpendiculaire, auquel cas a et j3 sont tous deux imaginaires, cela ne changera absolument rien aux rapports de grandeur dont nous venons de parler; car, pourvu que l'addition ou la soustraction des arcs s'opère sur la même circonférence, quelle que soit la situation
de son plan, les figures en question resteront identiques pour toutes ces circonférences.
Mais si, au lieu d'additionner les arcs en les portant à la suite Tun de l'autre dans un même plan, on les ajoute perpendiculairement l'un à l'autre, c*est-àdire si l'un est réel et l'autre imaginaire, n'est-il pas évident que les nouvelles formes géométriques qu'on obtiendra seront complètement différentes des précédentes? Dans ce cas, des figures à trois dimensions viennent se substituer à des figures planes, et les rapports des lignes qui les copnposent cesseront d'élre les mêmes que ceux des Ogures primitives. De là des résultats distincts des premiers non-seulement par la nature différente des éléments qui y entreront, mais encore par la manière dont ils seront appelés à y fonctionner.
Que faudra-t-il donc faire dans ce cas pour connaître les véritables formules? Étudier k nouveau les rapports des lignes qui entrent dans les figures actuelles et conclure les valeurs cherchées de ces nouvelles études. C'est ce que nous venons de faire, et l'on a vu que, quant aux grandeurs, on parvient aux résultats suivants :
cos(a -f- Pv^— i) = cosacos(3, sîn(a -*- pV~"0 = \/ï — cos'acos='(3.
Nous sommes maintenant en mesure de procéder à la détermination algébrique d'une direction quelconque dans l'espace. En effet, a et |3 étant, conformément aux définitions précédentes, les éléments angulaires qui servent à la détermination géométrique de cette direction, celle-ci ne sera autre
chose que celle correspondant à l'angle a -f- (3^— i . Or le directif du cosinus étant le même que celui de Taxe des j:, si Ton désigne par m celui du sinus, la direction cherchée sera représentée par l'expression
ros(a -h P^—i) -f-y3sin(a-+- (3 V'— ij,
qui, si Ton y remplace cos(a-hp^— ij, sin(a-f-pV^) et?; par leurs valeurs ci-dessus déterminées, devient finalement
cosacos^ -h v'— I cos|3sina -f- y — i sin(î.
Sous cette première forme, les trois termes réel, imagîDaire simple, imaginaire composé sont apparents ; ils représentent en grandeur et en direction les projections sur les axes de la longueur unité prise sur la direction proposée.
En donnant une autre forme à l'expression de la direction dans l'espace, sa raison d'être se manifeste pour ainsi dire d'elle-même. En effet, à ne considérer d'abord que le plan de l'angle p perpendiculaire à celui de base, la direction serait
cosp-hv — < sinP;
mais, parce que cos^, qui est sur le plan de base, s'y confond avec le second côté de l'angle a, sa valeur dirigée sera néces* sairement
cosp(cosa-l- v^— I sina),
et l'on devra par conséquent, en ayant égard à toutes ces conditions, obtenir l'expression suivante de la direction :
cosp (cosa -h \/^sina) -h v'^ sinp,
qui est exactement la même que la précédente.
On aurait encore pu dire plus simplement que, si Ç est le directif de cos(î, et si m est celui de sinp, l'expression de la direction sera nécessairement
$cos(3 -j-Yîsinp.
Or, lorsque (3 est nul, la direction devient celle de a sur le plan des xjr, c'est-à-dire cosa -h y^sina, et, comme aloif l'expression ci-dessus se réduit à ^, on devra avoir
I = cosa -h V — I sina.
D'un autre côté, lorsque (3 est égal à -i la direction devieni
celle de Taxe des z ou y — i ; d'ailleurs, dans ce cas, Texpression ci-dessus se réduisant à ri, on aura
d'où l'on déduit la valeur que nous venons de formuler pour l'équivalent algébrique de la direction.
Voyons maintenant comment cette expression générale coïncidera avec les expressions particulières auxquelles nous avons été conduit pour les directions situées dans les trois plans des coordonnées.
Lorsque Tangle (3 est nul, la direction vient se placer sur le plan des xy, par suite l'expression générale doit se réduire à celle de la direction plane relative à l'angle a; c'est ce qui a lieu en effet, puisque alors, cos|3 étant égal à i et sin|3 étant nul, il ne reste plus qu6
cosa-f v^— I sina.
Si, au contraire, c'est l'angle a qui est nul, on passe a une direction située dans le plan des xz, et l'on a, comme cela
doit être,
cos(3-hy— I sinj3.
Enfln, si l'angle a est égal à un angle droit, la direction vient se placer dans le plan des yz. Alors, cosa étant nul et sina étant égal à i, on a pour son expression
v'-— 1 cosp -h v^— I sin(3,
qui est en effet le type de celles appartenant à ce plan.
Toutes les coïncidences voulues du particulier au général sont donc conOrmées.
Lorsque, dans un précédent Ouvrage, nous nous sommes occupé des directions planes, nous avons signalé l'accord qui existe entre la conception que nous nous faisons de la direr-
lion ei sa représentation algébrique. Comme un pareil accord doit exister pour les directions dans l'espace, il n'est pas inutile de reproduire ce que nous avons dit pour les premières, en y ajoutant les extensions que la considération de l'espace rend naturellement nécessaires.
Voici comment nous nous sommes exprimé : a La conception naturelle que nous avons de la direction ne nous permet pas de comprendre qu'elle soit divisible; il nous est impossible de nous rendre compile de ce que serait une fraction d'une direction donnée. L'angle qui la détermine est évidemment susceptible d'être divisé ; mais ce que nous obtenons alors par ces divisions, ce sont des directions nouvelles, ce ne sont pas les diverses parties de la première. Une direction forme donc un tout unique et indéûni qui ne saurait être dépouillé de cette considération de l'infini, ce qui ne permet pas de pouvoir en prendre une partie; du moment où nous voudrions lui imposer une limite, ce ne serait plus la notion seule de la direction que nous aurions dans l'esprit, ce serait son association avec celle de longueur, et c'est sur celle-ci que devrait s'appliquer la conception du fractionne* ment ; toute idée d'augmentation ou de diminution est donc antipathique à la raison ; on ne peut que passer d'une direction à une autre, on ne les fractionne pas plus qu'on ne les multiplie.
» Il résulta de là qu'il devait être impossible que la représentation algébrique de la direction fût numérique ; car, s'il en avait été ainsi, en divisant le nombre nous aurions divisé la direction, ce qui ne se peut pas. Aussi, dans cette représentation, tout est rapport et opération : cosa est un rapport, sina est également un rapport, V^— i est une opération. En outre, ces deux rapports sont nécessairement liés l'un à l'autre; enfin tous ces rapports et opérations, pour une même direction, sont invariables et conviennent au même titre à tous les points en nombre infini qui appartiennent à cette direction, ils ne changent que lorsqu'on passe de l'une à l'autre. Il ne faudrait pas cependani dire qu'on peut concevoir qu'on prend la moitié, le tiers, le quart de cosa et sina; cela n'est pas impossible sans doute, mais ce qu'on aurait alors ne serait
plus une direction, car le caractère essentiel de la représentation de celle-ci consiste en ce que les deux parties réelles du binôme qui y est employé doivent être les cosinus et sinus d'un même angle. Or, si cosa et sina jouissent de celte pro-
-x^± cosa , sina ...... ,
prieté, et n en jouissent jamais, quel que soit m,
puisque la somme de leurs carrés ne peut devenir égale à i que lorsque m est égal lui-même à l'unité.
D II y a donc complet accord entre la conception que nous nous faisons de la direction et les formes algébriques qui la représentent : la première, par le prolangement infini de la direction, nous défend d'admettre qu'elle soit divisible, et les secondes à leur tour, lorsque nous voulons y introduire la division, perdent le privilège d'être les représentants des directions. B
Lorsqu'on généralise la question en la reportant du plan à l'espace, des observations analogues doivent exister. On voit que, en effet, l'équivalent algébrique de la direction ne contient que des rapports et des opérations, savoir: cosa, sina,
cosp, sînp d'une part; ±1, di v— i» =±= y — i de l'autre. Pour une même direction ces rapports sont invariables ; on les retrouve les mêmes, quel que soit le point d'une direction qu'on voudra considérer. Ils ne varient que lorsque l'on passe d'une direction à une autre ; mais, une fois le passage opéré, ils reprennent pour celle-ci la même constance que pour la première.
Il ne faudrait pas croire d'ailleurs que tout trinôme de la
forme A -f- B v^—i -f- C v^— 1 est susceptible de représenter une direction dans l'espace, pas plus que le binôme simple
A + B v^ — I ne peut être constamment l'équivalent d'une direction dans le plan. Nous avons vu que, de l'essence même de cette dernière, il résulte qu'un tel binôme ne saurait la représenter qu'à la condition que la somme des carrés de A et de B sera égale à l'unité.. Or, pogr les directions dans l'espace, il existe une propriété distinctive et caractéristique analogue, sur laquelle nous allons nous expliquer.
Nous avons déjà fait remarquer qu'en mettanl i'expressîon d'une direction sous la forme
cosacos(3 -h V~t cosjîsina -4- v--T sinp,
les trois termes réel, imaginaire simple et imaginaire composé représentent en grandeur et en direction les projections sur les axes de la longueur unité comptée sur la direction dont il s'agit. Or on sait que, si Ton considère ces trois projections au seul point de vue de leurs grandeurs, la somme de leurs carrés est égale au carré de la longueur projetée. On devra donc avoir dans le cas actuel
(cosa cos(3 )* 4- (cos(3 sina)^-f- sin'P = i,
ce qui, en effet, se vérifie immédiatement.
Ce principe étant d'ailleurs général, on voit que toute expression composée de trois termes, quoique ces termes fussent successivement affectés des signes d'opération ±:i,
±: v''— » » =t: v' — I , mais qui ne jouirait pas de la propriété ci-dessus relative à la somme des carrés des grandeurs qui y entrent, ne saurait être l'expression d'une direction.
Cette propriété nous donne un moyen de reconnaître, en toute circonstance, si la détermination de l'équivalent algébrique d'une direction est exactement formulée. Nous en ferons de nombreuses applications dans la suite.
Le point de doctrine que nous venons d'établir est d'ailleurs tout à fait concordant avec l'idée que la direction forme un tout indéfini, non susceptible de division ; car,, si l'on voulait introduire cette opération dans l'expression d'une direction, elle deviendrait
cosacosô , cosôsina , v^sinô
et, comme alors la somme des carrés des trois grandeurs qui y figurent cesserait d'être égale à Tunité, cette expression deviendrait par ce fait impropre à être l'équivalent algébrique d'une direction.
Mais nous pouvons affirmer, comme conséquence de ces ob-
servatîons, que tout trinôme de la formeA-hB^— i -f-Cv'— i peut être considéré comme une longueur dirigée, c'est-à-dire ' comme une association de Télémeni continu avec l'élément directif, éléments qu'il sera toujours possible de séparer l'un de l'autre.
Si, en effet, nous désignons par p la somme des carrés A'-f- B'-i-C% le trinôme dont il s'agit pourra s'écrire
Or en cet état le trinôme compris entre parenthèses, jouissant de la propriété que la somme des carrés des grandeurs qui y figurent est égale à l'unité, constitue l'élément directif,
tandis que ^p est le représentant de l'élément continu, c'està-dire de la longueur.
D'ailleurs, si, dans l'élément directif, on veut connaître en particulier la latitude ^ et la longitude a de la direction qu'il représente, on aura
cosa cos(3 = -r=» cos(3sinai= —=» sin[3 = -^*
La dernière donne directement la valeur du sinus de la latitude et l'on en déduit
cos(3 = y/i--^.
Substituant cette valeur dans les deux autres conditions, elles donnent
cosia =-===» sma =
On remarquera que la détermination de a peut aussi se
faire directement et très-simplement par la tangente, puis-
B qu on a tanga = ---«
SI, parexemplCyOn donnait le trinômei-f- 2^—1 H-Sy^— i
on aurait
On verrait immédiatement que tanga=:2, ce qui correspond à un angle d'environ 63^3o% et que sin^ a pour valeur -^ï soit 0,802, qui appartient à un angle de 53*»2o' environ.
En conséquence le trinôme en question représente une
longueur dirigée dont l'élément continu a pour valeur ^i4 ou 3,74», et dont l'élément directif est déterminé par une latitude de 53** 20' et par une longitude de 63** 3o',
Il n'estpas inutile de faire remarquerque,A,B,C étant les projections sur les axes de la longueur v//7, les trois expressions
-Tir» — =» -p sont les cosinus des angles que fait la direction SP \lp sp
donnée avec ces axes ; on conclut de là que, dans le cas particulier dont nous venons de nous occuper, ces cosinus ont pour valeurs successives 0,2673; o,5346; 0,8019, lesquelles correspondent à très-peu près aux angles 74^ 3o'; 57" 3o'; 36" 4o'- On vérifiera d'ailleurs que la somme des carrés de ces cosinus est en effet égale à Tuniié.
Nous n'insisterons pas davantage sur ces considérations. L'essentiel était d'établir les principes ; chacun sera ensuite en mesure d'en pratiquer facilement les applications autorisées.
Nous avons dû, au début de ce travail, nous occuper de rechercher les liaisons algébriques qui rattachent les unes aux autres trois droites perpendiculaires entre elles. Cette détermination était la base essentielle sur laquelle devaient nécessairement s'appuyer nos études ultérieures. Maintenant que nous sommes en possession de l'équivalent algébrique d'une direction quelconque, nous pouvons donner une plus grande extension au problème important de la perpendicularité et l'envisager à un point de vue général qui aura pour objet, une direction étant arbitrairement donnée, de lui me-
ner une perpendiculaire et de savoir comment l'élément dîreclif de celle-ci se déduira de celui de la direction proposée.
Mais une première observation se présente à ce sujet. Ce n*est pas un problème déterminé que celui qui consiste à mener une perpendiculaire à une droite donnée dans l'espace. On sait, en effet, que toute droite tracée dans un plan perpendiculaire à la première jouira de la propriété énoncée. Or nous ne savons encore rien des plans et de leurs éléments directifs, et nous devons, par conséquent, ajourner ce que nous avons à dire sur la question envisagée à ce point de vue. Nous simplifierons donc nos recherches actuelles en supposant que la direction donnée est située dans un certain plan, et que c'est pour ce même plan que nous voulons procéder à la recherche de la perpendiculaire.
Pour aller du simple au composé, nous examinerons d'abord le cas où ce plan est successivement celui des xy^ des xz et des yz.
La propriété géométrique de la perpendicularité, envisagée comme ne devant pas sortir d'un même plan, consiste en ce que sa direction est celle qui correspond à Tangle qu'on obtient lorsqu'on ajoute dans ce plan un angle droit à celui de la direction primitive.
Si donc a est l'angle primitif, a -f- - sera celui de la direc-
tion cherchée ; mais il a été établi que, pour le plan des xy^ l'élément directif répondant à la somme de deux angles s'ob* tient en faisant le produit des éléments directifs de chaque angle considéré isolément. Ici l'un de ces éléments est
TT
cosa -t-^— I sina, l'autre est cos--l- ^— i sin- qui se réduit
à V — ■ » ^^^ l'o^ ^^^^ qu'on peut poser pour règle que dans ce plan on passe d'une direction à sa perpendiculaire en multipliant son équivalent algébrique par /^. Ce résultat est d'ailleurs conforme au principe établi, que, dans ce plan, l'opération algébrique v^— i est le représentant de l'opération géométrique qui consiste à faire un angle droit. Passons au plan des xz. Nous avons vu que les directions y
sont représentées par c.osa -f- v^— i sina; dès lors i'élémenl direciif de la perpendiculaire sera
cosfa -f--) -h sf^ sin (a H- - ]•
Or nous avons constaté, à l'article XVI, que pour ce plan,' comme pour le précédent, l'élément directif répondant à la somme de deux angles s'obtient en faisant le produit des éléments directifs de chacun de ces angles considérés isolé-
ment. Ici l'un des éléments est cosa -f- ^— i sina, et l'autre cos - -h \l—i sin -> qui se réduit à J— i . On voit donc
qu'on est autorisé à dire qu'on passe, dans ce plan, d'une direction à sa perpendiculaire, en multipliant son équivalent
algébrique par y— i • On remarquera encore que ce résultat est tout à fait conforme au principe établi que, dans ce
plan, l'opération algébrique y — > ^st le représentant de l'opération géométrique qui consiste à faire un angle droit.
Occupons-nous enfin du plan des 7^. 11 a été constaté à l'article XVI que, dans ce plan, l'expression des directions est
y — 1 cosa -f- y— i sina, quel que soit a. Or, lorsqu'on veut
passer à la perpendiculaire, cet angle devenant a -f- -» on
aura pour l'équivalent algébrique de cette perpendiculaire
y'— I cos (a -h- ) -4- V— I sin(a-f-- j-
Mais, dans le cas actuel, il n'est plus possible de faire usage du principe que l'élément directif de la somme de deux angles est égal au produit des cléments directifs de chaque angle considéré isolément, puisque nous avons établi que, pour le plan des jjz, ce principe n'existe pas. Il faut donc déduire la valeur cherchée de l'expression ci-dessus, en y remplaçant
directement cos (a 4- - j par — sina, et sin (a -h - j par cosa;
on obtient ainsi, pour le directif de la perpendicularité dans ce plan, l'expression
— V^— I sina H- y^— i cosa.
Nous avons tacitement supposé dans ce qui précède que l'angle a «st aigu ; mais on vérifiera facilement que les règles ci-dessus sont applicables, quel que soit le cadran qui, dans chaque cas, contiendra la direction primitive.
On voit donc que, pour les deux premiers plans des coordonnées, c'est à l'aide d'une opération algébrique fort simple qu'on passe d'une direction à sa perpendiculaire. Cette opération consiste à multiplier l'expression de cette direction par
le directif v'—i dans le premier cas, par le directif v^— i dans le second. Pour le plan des yzy un procédé analogue n'existe pas ; il n'y a pas de facteur qui, multipliant le directif
donné sj—i cosa H- y — i sina, puisse donner pour produit
— V^— I sina 4- sj—i cosa, ou du moins il n'y a pas de facteur exprimant une direction appartenant à ce plan qui jouisse de cette propriété. Ainsi, même avant d'aborder le cas général et sans sortir des spécialités, l'analogie avec les deux premiers cas cesse d'exister, nouvelle preuve de la nécessité qu'il y a en Algèbre de se tenir toujours en méflance contre ce qui n'est qu'induction.
Mais, si la voie de la multiplication, telle que nous l'avons définie et appliquée pour les deux plans des xj et des xz^ nous
fait défaut pour celui des/z, on peut se demander si une autre opération algébrique, différente de la multiplication et pra-
tiquée comme elle sur v^— i cosa -h ^/— i sina ne serait pas susceptible de produire l'équivalent de la perpendicularité dans ce plan. C'est une question qu'il serait prématuré de chercher à traiter en ce moment. Nous nous bornons à en consigner ici l'énoncé, et nous y reviendrons lorsque les études que nous allons poursuivre auront augmenté le contingent de nos connaissances.
Envisageons maintenant la perpendicularlté à un point de vue plus général. A cet effet, une* direction quelconque étant donnée, nous la concevrons située dans un plan perpendiculaire à celui des jr/ que nous continuons de considérer comme notre plan de base. L'intersection de ces deux plans représentera sur ce dernier la direction répondant à la longitude a, et la droite donnée fera, dans le plan vertical qui la coniient, avec l'intersection l'angle ^ que nous avons appelé la latitude.
Or le caractère géométrique auquel on reconnaîtra que, dans ce plan, une droite est perpendiculaire à la proposée, consistera en ce que cette droite est angulairement distante de la première de 90 degrés ; elle aura donc même longitude
qu'elle, et, quant à sa latitude, elle sera égale à (ÎH — - Ces
deux éléments étant ainsi déterminés, la direction de la perpendiculaire sera algébriquement représentée par
cosf (3 -h - j(cosa-f-\/^sina) -h y^^ ~'sin((3 -h -]•
Mais cos ( (3 -4- - j est égal à — sin p et sin ( (î -4- - j a pour
valeur cos|3; dès lors l'expression de la perpendiculaire devient
— sin(3(cosa -+- ^— i sina) -4- v^— i cosp.
Cela revient, comme on voit, à remplacer dans la direction primitive le cosinus de la latitude par son sinus pris négativement, et à substituer au sinus de cette même latitude son cosinus. Ce nouvel énoncé n'est autre chose que la traduction autorisée de la règle générale ci-dessus énoncée, en vertu de laquelle, pour avoir la perpendiculaire, il faut, sans changer
la longitude, augmenter la latitude de -•
Ce procédé, déduit de ce qui concerne l'expression d'une
direction quelconque, est nécessairemenlgénéral. On vérifiera sans peine, en ce qui concerne les deux plans veriicaux des xz et des x^> ^}l'\\ conduit à des conséquences identiques à celles que nous avons constatées dans l'article précédent. Nous n'avons donc rien à ajouter à ce sujet au point de vue
des résultats obtenus ; mais, au point de vue de l'esprit des méthodes, il y a une observation intéressante à faire touchant le plan des xz.
Nous avons vu que, dans ce plan, et par exception, le directifde la perpendiculaire s'obtient à l'aide de la multiplication du directif proposé par le facteur y^— i^ . Si Ton examine en détail les effets de cette multiplication sur le binôme
C0SJ3-I- v/— I sinj3, on voit que, dans ce qu'ils ont d'apparent et d'immédiat, ces effets peuvent s'exprimer en disant
que le coefficient v^— i change de place. La multiplication, en effet, le transporte du sinus, auquel il était primitivement associé, au cosinus, et il en est de même du coefficient -h i du premier terme, lequel passe à son tour au second, mais en changeant son signe, qui de positif devient négatif. Telle est bien la conséquence de la multiplication du binôme ci-dessus
par v/— I ; mais 11 importe de remarquer qu'une telle manière d'envisager les choses n'est acceptable que pour la spécialité qui nous occupe, qu'elle n'est pas la conséquence naturelle du procédé général, et que, si en fait elle lui est équivalente quant au résultat, elle en diffère essentiellement quant à la conception des moyens propres à ce procédé; elle s'en écarte à ce point que, loin d'en indiquer la nature, elle la dissimule sous des formes qui lui sont tout à fait étrangères. __
En effet, la direction cosj3-+-V— » sinj3 étant donnée dans le plan des xz^ l'esprit de la méthode géométrique et générale pour obtenir la perpendicularité est de substituer
(3 -f- - à l'angle (3, ce qui donne
cos
Or on voit que, sous celle foi*ine, les coefficients i cl
^—i ne changeni pas de place; lis restent chacun à celle qui leur a été primitivement assignée : ils s'appliquent toujours Tun à un cosinus, l'autre à un sinus. Ce sont ces derniers au contraire qui, par le fait du changement de ô en ô + - 9
prennent, quant aux grandeurs, la valeur l'un de l'autre, mais sans quitter leurs positions.
Tel est le vrai sens sous lequel il faut envisager ce qui se passe ici. Nous avons tenu à faire cette observation, parce que, après avoir remarqué qu'il y a pour le plan des xz un coefQcient constant de perpendicularité, on aurait pu, par analogie, être conduit à penser qu'il pourrait bien y en avoir aussi un pour le cas général, et que la recherche de celui-ci, au cas où l'on voudrait l'entreprendre, devrait être poursuivie dans le sens d'une assimilation avec les effets remarqués dans le plan des xz.
On voit tout ce qu'il y aurait d'illusoire dans une telle conception analogique, et il importait de restituer aux règles à l'aide desquelles on passe d'une direction à sa perpendiculaire le véritable caractère que leur impriment les considérations géométriques dont elles sont la conséquence directe. Ce n'est pas en dehors de l'esprit de ces règles qu'il faut courir à la recherche de procédés algébriques qui leur seraient équivalents. Agir autrement ce serait se priver des moyens de découvrir les véritables concordances qui peuvent exister entre la science du calcul et celle de l'étendue.
Quant à savoir si, en effet, il existe des procédés algébriques équivalant à l'opération par laquelle en Géométrie
on substitue (3 -f- - à l'angle (3, nous avons établi depuis long-
temps que, dans le plan des x;^, la multiplication par ^^^ produit le même effet que cette substitution; nous venons de voir que, dans celui des xz, il en est de même de la mul-
tiplication par ^—i . Enfin nous parlerons bientôt d'une propriété analogue pour le plan des^z, mais qui consiste à employer l'élévation à la puissance V~» >au lieu de la multipli-
cation. En dehors de ces cas spéciaux nous ne pouvons que déclarer notre insuffisance.
Les idées étant ainsi bien fixées sur la manière dont il faut entendre et résoudre le problème général de la perpendicularite» nous nous trouvons en mesure de nous expliquer, en ce qui concerne les directions dans l'espace, sur leur représentation, non plus au moyen de lignes droites, mais au moyen d*arcs dirigés. Disons d'abord quelques mots sur la manière dont la question doit être comprise.
Si, sur notre sphère de rayon unité (voir la figure de la page 6i), nous prenons un point quelconque P et que nous le joignions avec l'origine 0, nous déterminerons une direction dont, ce et p étant la longitude et la latitude, l'expression algébrique sera
cosp(cosa-hv^— I sina) -h y^— i sinp.
Or il est bien certain qu'en partant de l'origine on peut également arriver au point P en suivant d'abord le chemin rectiligne I sur l'axe des ;r, puis le chemin circulaire a sur la sphère et dans le plan des xy^ puis enfin le chemin circulaire
^^-^ sur le méridien passant par P.
On ne pourrait cependant pas dire que la direction de OP
est égale à i -h a -4- (3v^— i , parce que, au point de vue algébrique, a et p ne représentent que des grandeurs, tandis que, au point de vue géométrique, au moyen duquel a et |3 nous conduisent au point P, il y a à la fois, dans l'une et dans l'autre de ces quantités, considération de grandeur et considération de direction. Il n'y aurait donc pas équivalence entre ces deux ordres d'aperçus ; mais, si nous tenons compte de la propriété complexe que possède tout arc d'être une longueur soumise à certaines inflexions, d'exprimer, par conséquent, une suite d'éléments continus ayant chacun sa direction, nous serons autorisé à dire que l'expression i -h a dirigé -+- (3 y^— i dirigé sera le représentant de la direction OP, et nous allons voir qu'en
effet, en nous rendant compte de ce que peuvent être en Algèbre les arcs a et |3^'— i dirigés, nous retomberons sur la précédente valeur de la direction.
Et d'abord, nous avons constaté, en nous occupant des directions planes, qu'on a
I H- a dirigé = cosa H- ^'— i sina ; il ne nous reste donc plus qu'à voir si Ton aura aussi
OP dirigé = cosa H- v^— i sin a -*- (3 y — i dirigé.
Il faut concevoir que, dans son méridien, l'arc P\^— i se compose d'une succession d'éléments linéaires qui changent à tout instant de direction. Ce sont ces divers éléments dirigés qui, ajoutés depuis le plan des xjjusqu'à rexlrémîtéde(3v^— i, représenteront ce que nous appelons (3 ^^--i dirigé.
Cela posé, lorsque, dans le mouvement de progression que nous concevons sur l'arc (3 y/— i à partir du plan des xy^ nous aurons parcouru un arc quelconque x, l'élément linéaire du très-petit arc suivant étant représenté par dx, sa direction sera celle de la tangente à la circonférence méridienne à Textrémité de x ; c'est-à-dire une direction perpendiculaire au rayon qui aboutit à cette extrémité.
En conséquence, d'après ce qui vient d'être expliqué dans l'article précédent, cette direction sera représentée par
cosix -f- -f 1 (cosa-f-/— I sina)-+- v^— I sin (wc -4- - j.
L'élément dirigé aura donc pour valeur Je produit de cette expression par dx^ et la somme de tous ces éléments, depuis X = 0 jusqu'à ^ = P, sera p ^'— i dirigé.
Nous pourrons donc écrire que la direction cherchée de OP est égale à
cosa-f-v^— I sina-H I 1 cos(a:4- -) (cosa -h v^— isina)
— I sinf JT -4- - I rfr,
le signe / indiquant la sommation de zéro à p.
Dans cette expression, a étant constant, on aura pour la première partie de celte somme
(cosa-+- v'^sina) / cos (f -+- - | rfx, et pour la seconde
v'— I I sinl j?-i- - j or.
Procédant à l'intégration et ajoutant, on irouve
(cos« -f- v^~sin «) Fsin f (î -f- -^ — sin -1
-s/=nr^'^[cos(p-K^^-cos^]; mais on a, d'une part,
sinfp ■+- f ) ^ cosp, cos ^p-h ^W- - sinjî;
on a, d'autre part
sin ~ .-^ I, cos - = o. a 2
Substituant, il viendra, pour le chemin dirigé ^ v^—i ,
COsp(cosa-HV'^sina) — (cosa-hv/^sina)-+-y^^ "'sin (3.
Mettant donc dans l'expression de la direction OP cette
valeur de (3 y^— i dirigé^ et remarquant que les deux termes de
signe contraire coscc-\-^J—is\ï\a se détruisent, on trouve définitivement pour la direction cherchée
cosp (cosa -f- v'— I sin a) -h y^— ï ' sin p,
ainsi que nous l'avons précédemment constaté.
La concordance de ces résultats obtenus par des moyens si différents ne peut que contribuer à confirmer la vérité des principes sur lesquels nous nous sommes appuyé ; elle est en
même lemps très-propre à donner une idée des ressources que TAigèbre peut offrir dans les investigations géométriques. Nous ajouterons, mais à titre d'indication générale seulement, que, de son côté, la Géométrie pourra très-grandement venir en aide à l'Algèbre dans certaines circonstances. L'espèce actuelle, par exemple, nous offre des expressions dans lesquelles les intégrales définies relatives au cercle sont combinées 'avec des équivalents de direction. Or des combinaisons analogues existeront pour toutes les courbes, soit planes, soit à double courbure; on entrevoit ainsi la possibilité d'utiliser cet ordre de considérations pour la détermination d'un grand nombre d'intégrales définies; mais nous ne saurions en ce moment faire autre chose qu'indiquer ce sujet. Les nombreux développements dont il est siisceptible nous écarteraient trop de la question principale qui doit ici plus spécialement nous occuper.
Les recherches dont nous venons de présenter l'exposé et les constatations diverses qui en ont été la conséquence nous permettent de préciser et d'étendre les idées qu'il faut attacher à l'une des plus curieuses et des plus importantes formules d'Algèbre, celle connue sous la dénomination de for^ mule de Moivre,
On sait que le théorème dont elle est la représentation consiste en ce que l'élévation à la puissance m du binôme
imaginaire cosa -hy^— isina s'obtient en multipliant par m l'angle a et que par conséquent on peut écrire
(cosa -h ^-— I sin«)"'= cosma -4- /— ï sin ma.
Les divers principes que nous avons établis pour les directions planes rendent fort simple la conception de cette vérité et sont en outre très-propres à nous diriger dans l'interprétation qu'on en doit faire pour les divers cas dans lesquels m peut se trouver. Il est d'autant plus important d'entrer en discussion sur ce sujet que les raisonnements qui s*y rattachent,
lels qu'ils sont ordinairement présentés par les auteurs» prêtent i la critique et sont de nature à donner des idées erronées sur le sens qu'il faut attribuer, soit aux quantités, soit aux opérations qui figurent dans la formule. Nous remarquerons d'abord que la signification du binôme
cosa -f- ^— I sina a été complètement inconnue à Moivre et' à ses successeurs, que par conséquent jusqu'à ce jour on n'a eu que la seule ressource des combinaisons analytiques pour s'éclairer sur les conséquences des diverses hypothèses qu'on a pu faire touchant les valeurs de m. Or ce moyen est d'autant plus dangereux que, ne possédant pas l'intelligence de ce que
représente un binôme de la forme cos<x + ^— i sina, on a été privé de tout contrôle dans l'usage qu'on a fait de ces combinaisons analytiques, et que, par suite, moins on a compris, plus on a été entraîné à procéder par voie d'induction et d'analogie.
Aujourd'hui on est en mesure d'éviter cet écueil. Sachant,
en effet, que le binôme cosa -h ^—i sina est le représentant algébrique de la direction correspondant à l'angle a, sachant en outre que c'est en multipliant entre eux les directifs de plusieurs angles qu'on obtient le directif de la somme de cesangles,
nous pourrons dire tout de suite que (cosa -i- v^—i sina)" représente la direction à laquelle on parvient après avoir ajouté m fois l'arc a, et que par suite cette expression est né-
cessairement égale à cos/na + ^— i sin ma.
On voit, d'après cela, que la formule de Moivre est la traduction en Algèbre d'un fait géométrique des plus simples, et ce rapprochement vient mettre entre nos mains un moyen de contrôle des plus précieux.
Tant que m est réel, entier et positif, l'application de la formule ne présente aucune difficulté. Dans ce cas, la valeur
de (cosa -h ^—i sina)"* est unique.
Mais, si l'on suppose que m, tout en restant réel et positif,
devient fractionnaire de la forme ~9 la question ne se présente
plus avec la même simplicité.
On remarquera d'abord que, dans ce cas, il suffira de savoir
ce qu'est (cosa -f- v'^^sinaj^, pour être édifié sur ce qu'il
faut penser de l'élévation à la puissance ^- Admettons, en
effet, qu'il soit établi que cette expression est celle d'une direction correspondant par exemple à l'angle 0, on aura donc
(cosa -4- ^—i sina)'^ = cosô-i- ^^sînfl.
Élevant alors à la puissance entière p^ on arrivera à cette conclusion que la puissance - de cosa + ^—i sina est égale à cospQ -4- ^—1 sinpO. Si, au contraire, il était établi que
(cosa -f- ^—i sina)^ n'est pas une direction, la question resterait incertaine, et il faudrait chercher à la résoudre par d'autres moyens.
Or il est très-facile de connaître la vérité sur ce point. En effet, une direction correspondant à un angle quelconque a
peut être considérée comme celle de l'angle - répété q fois; on devra donc avoir
(cos — h V—' sin -) = cosa -f-*/^^ sina, et, par suite, en extrayant la racine g, il viendra
(cosa -+■ v/— I sina)^ = cos- -h i/— i sin--
Il en résulte que l'angle 9 existe en effet et qu^l est égal i -« de sorte que finalement on est autorisé a écrire.
(cosa + v^— I sîna)^ = cos^a-4- iZ—Tsin^a,
La formule de Moivre s'applique donc au cas où l'exposant réel et positif est supposé fractionnaire.
Mais, tandis que, dans l'hypothèse où l'exposant est entier,
la valeur de (cos« -h /— T sina)* est unique, cette valeur devient multiple lorsque cet exposant est fractionnaire. En effet, un angle quelconque a étant donné, son cosinus et son sinus ne changent pas, quel que soit le nombre entier de circonférences qu'on ajoute à cet arc ; par conséquent
cosa-h^—i sina est exactement la même chose que
cos(a-4- 2/rir)H- ^— I sin{a -+- 2Ar7r).
Lorsqu'on élève cette expression à la puissance m, le résultai étant
cosm(âe -h 2A*7r) -f- ^—i s\nm(a -h nkn)
n'a qu'une seule valeur tant que m est entier, mais, s'il est fractionnaire, l'expression ci-dessus prendra autant de valeurs
distinctes que peut en recevoir la fraction -'i quand
on y fait varier Ar, c'est-à-dire le nombre q»
Dans ce qui précède, nous avons tacitement supposé que
la fraction ^ a ses deux termes entiers. Dans le cas où p e\q q ^ ^
seraient des nombres décimaux dont la partie décimale serait composée d'autant de chiffres qu'on voudra, on pourra toujours, en multipliant ces deux termes par une puissance convenable de lo, les ramener à être entiers, et l'on rentrera ainsi
dans le cas précédent ; mais on voit qu'alors le nombre de
valeurs que recevra (cosa-<- V~i sina)^ pourra devenir trèsconsidérable ; il serait même infini, au point de vue théorique, si l'une des parties décimales ne pouvait pas être écrite sous forme finie. Dans la pratique, on pourra toujours limiter ce nombre d'après le degré d'approximation auquel on sera convenu de s'arrêter.
Enfin, si l'exposant devenait une expression radicale ^m, m étant entier ou fractionnaire, il faudrait remarquer qu'en vertu de la généralité qui appartient à un tel radical, la ques-
tîon deviendrait multiple. En effet, au point de vue de cette
généralité, |x étant la valeur arithmétique de y^m et p\ ff p*, . . . , p" représentant les n racines de Tunité du degré n,
l'expression ^m aurait les n valeurs successives f£p\ fxpS ILç^^, . ., /xp". Or sur ces valeurs une seule, juip", qui se réduit à fx, est positive et réelle ; les autres sont toutes imaginaires lorsque n est impair, et, parmi celles-ci, une seule d'entre elles devient réelle et négative quand n est pair. Nous ne sommes donc pas encore en mesure de nous prononcer sur ce qui les concerne. Quant à la valeur /x, qu'elle soit entière ou fractionnaire, on lui appliquera les règles ci-dessus exposées.
Les considérations géométriques auxquelles nous venons de faire appel, au sujet de la formule de Moivre, impriment dès l'abord le caractère d'une grande évidence a la vérité qu'elle représente; mais elles possèdent en outre l'avantage de rectifler certaines indications inexactes données par les auteurs sur l'usage de la formule, ainsi que nous allons l'expliquer.
Sous l'influence de cette tendance générale et très-fâcheuse de vouloir toujours généraliser les expressions algébriques, sans s'être sufQsamment rendu compte de leurs propriétés constitutionnelles, on a dit que la formule de Moivre, s'appllquant à un angle quelconque, devait être vraie dans l'hypothèse où l'angle a est négatif et qu'en conséquence on devait avoir alors
(cosa -h \/— I sina)"= cosma — \^--i sinma.
C'est là une manière très-vicieuse d'interpréter la formule, et qui, dans un grand nombre de circonstances, conduirait i des résultats inexacts.
Sur quoi s'appuie cette conclusion? Sur le principe que pour les arcs négatifs le sinus devient négatif. Or la vérité est qu'un arc négatif peut avoir son sinus aussi bien positif que négatif. La première circonstance se réalisera lorsque l'arc
négatif dépassera 180 degrés, la seconde lorsque l'arc sera inférieur à 180 degrés. Voilà- ce que nous avons à observer pour le premier membre. Quant au second, de ce que a est négatif, qui est-ce qui peut prévoir quel sera le signe du sinus de ma et pourquoi dès lors lui appliquer à l'avance le signe moins? Prenons, par exemple, la direction correspondant à l'angle de — 175*», son carré devra correspondre à la direction de l'angle double, c'est-à-dire de l'angle de — 35o^ Or cette direction est exactement la même que celle de l'angle positif de +10^ et sera, par conséquent, représentée par un binôme dont les deux termes seront positifs, tandis que d'après la formule telle qu'on a l'habitude de l'écrire, le second terme du binôme devrait être négatif.
Concluons donc, au sujet de la formule de Moivre, que, si l'on veut se conformer à l'esprit même de sa constitution, parfaitement élucidé par les considérations trigonométriques ci-dessus, il est nécessaire de ne rien préjuger à l'avance sur les signes des termes des binômes qui y figurent. Ces signes seront ce que daa d'une part, zizmoc d'autre part, exigeront qu'ils soient, ce qui est toujours particulier à a et ne peut jamais s'exprimer d'une manière générale, en dehors de la valeur numérique de cet angle, qu'il soit positif ou négatif. La seule forme qu'il est donc possible d'assigner à la formule est
celle
(cosa ■+• V'— -1 sina)'"= cosma -+- ^— i sinma,
dans laquelle chaque binôme n'exprime pas autre chose que Tadjonction de deux termes, adjonction qui se fera par les signes que les valeurs particulières des arcs ±: a, =h ma attribueront, dans chaque cas, aux sinus et aux cosinus de ces arcs. Ce n'est qu'en se soumettant scrupuleusement à ces prescriptions qu'il sera possible de faire des applications dûment autorisées de la formule de Moivre.
Voyons maintenant ce qu'il faut penser de la formule lorsque l'exposant m, restant réel, devient négatif. L'expression
(cosa -f- v''— I sina)"" prend la forme
T= OU I
Icosa-h y — I sina; \cosa 4- y — ' sina/
Or, en vertu des principes de la Trigonométrie, on doit toujours avoir
cos*a -f- sîn*a = i
ou, ce qui est la même chose,
(cos« -+- v'— I sina)(cosa — ^— i sina) =r i. On déduit immédiatement de là
= cosa — ^—i sin
cosa -h ^—1 sina et par conséquent
(cosa -f- ^— I sina)^" = (cosa — ^— i sina)".
Ce cas rentre donc dans celui de l'exposant positif, et par suite on le traitera par les mêmes moyens.
Or cosa — v^— I sin à est la direction conjuguée de la direction proposée. On déduit donc de là cette règle que la puissance négative — m d'une direction est égale à la puissance positive + m de sa conjuguée. Celte transformation de la direction en sa conjuguée étant donc préalablement opérée, on lui appliquera les principes relatifs aux exposants positifs, en tenant compte de toutes les observations ci-dessus présentées, et l'on écrira par conséquent
(cosa -+- ^— I sina)~"=: (cosa — ^— i sina)"
= cos ma -f- ^ — I sin ma.
On continuera d'ailleurs dans le second membre à ne rien préjuger sur les signes des deux termes, et on leur donnera ceux que la position de Texirémité de l'arc multiple de a prescrira de leur assigner. •
On déduit d'ailleurs de la relation
(cosa-h v'— ï sina)~" = (cosa— V'— ' sina)"
une règle opérative sur laquelle il est utile d'appeler l'attention du lecteur. Celte règle consiste en ce que, pour élever
un binôme de la forme cos a + ^^^ sin a à une puissance
négative, il suffit de changer le signe de ^^ et d'élever le binôme ainsi modifié à la même puissance positive. On pourra
encore remarquer que, — V'— i étant égal à v'—i , la règle peut s'énoncer en disant que, pour avoir égard à l'attribut négatif — I de l'exposant, il faut élever à cette même puissance — I les symboles direciifs du binôme, qui sont ici + 1 et
-h /^, après quoi l'effet de l'exposant numérique m s'ob-* tiendra suivant les principes de Moivre appliqués conformément au commentaire ci-dessus exposé.
Les diverses remarques que nous venons de faire sont en parfaite concordance avec les principes que nous avons établis, dans notre précédente publication, concernant la représentation de la direction par une exponentielle de l'arc. Il a été démontré à ce sujet que l'on doit avoir pour un angle quelconque
cosa-h v^— I sina — v''— i ' •
Or que l'on élève le premier membre à la puissance m, ou qu'on y remplace a par ma, le second reste invariable, d'où il suit que les deux formes que revêt ainsi le premier membre seront équivalentes, et c'est précisément là ce qui constitue la formule de Moivre.
On voit aussi, d'après cette même équation exponentielle^
que le changement de signe de yf^ équivaut, ainsi que nous venons de le constater, à prendre l'arc négativement. En effet»
le second membre devient alors — v^— i ; mais, en vertu de
la relation — v^— i = ^—\ , il prend la forme v^—i * , qui est précisément celle résultant de la négativité de a. Nous n'insistons pas davantage sur ces concordances; le lecteur pourra en poursuivre l'examen à son gré et sans difficulté.
Présentons une dernière observation, et appelons l'attention sur ce point, que ce n'est pas en recourant à des combinaisons analytiques, plus ou moins fondées sur l'analogie» que nous avons traité le cas de l'exposant négatif. Nous avons fait appel pour cela aux principes mêmes de la Géométrie qui
régissent la matière et nous avons suivi pas à pas leurs indicationSy seul moyen d'arriver à la connaissance des véritables rapports qui lient les deux sciences Tune à l'autre.
On remarquera d'ailleurs qu'en raisonnant comme nous l'avons fait nous nous sommes scrupuleusement conformé à la recommandation de ne jamais introduire dans les formules, sous les symboles trigonométriques, d'autre idée que celle de grandeur. Or c'est ce qu'on ne ferait pas, si, voulant de prime abord» et illégitimement à coup sûr, appliquer a l'exposant négatif les mêmes règles qu*à l'exposant positif, on prétendait que
(cosa -h ^— I sina)"**
doit être égal à
cos(— ma) 4- V— > sîn(— ma).
En opérant ainsi, en effet, on introduit sous les symboles cosinus et sinus la considération des directions en même temps que celle des grandeurs. Or, si alors on est en droit de dire que le cosinus de l'arc négatif •— ma est en grandeur et en direction égal à celui du même arc positif; il ne serait pas possible de prétendre qu'en grandeur et en direction sin(— ma) est égal à — sinma ; il faudrait, pour raisonner conformément
aux vrais principes, reconnaître que ce sinus est — v^ — i sinma, ce qui changerait la nature du résultat. Ce n'est donc que parce qu'on suppute d'une manière incomplète la direction du sinus qu'un raisonnement non autorisé peut revêtir l'apparence d'une justification.
Il a été établi à l'article XYI que, dans le plan des xs, comme dans celui des ^/, l'élément directif répondant à la somme de deux angles s'obtient en faisant le produit des éléments directlfs de chacun de ces angles considérés isolément. L'identité du procédé à mettre en œuvre pour ces deux plans conduit naturellement à penser qu'une propriété analogue à celle qui se trouve exprimée par la formule de Moivre, pour
les binômes de la forme cosa + V^^ sina» doil également
exister pour ceux de la Torme cosa 4- V— i sina, qui représentent les directions dans le plan des xz et qu'on peut par conséquent écrire
VCOsa-4-v^— I sin«/ =:cosma -h y — i
sinma.
H est facile de justifier cette assertion. En effet le premier membre de cette égalité est le produit de m directifs égaux,
chacun à cosa -f- sj—i sina. Ce produit correspond en conséquence à la direction qu'on obtient dans ce plan en ajoutant m fois l'arc a, c'est-à-dire à la direction de ma\ mais, comme celle-ci a précisément pour équivalent algébrique le second membre de l'équation ci-dessus, on volt que cette équation se trouve ainsi complètement justifiée.
En rapprochant cette propriété d'un fait constaté à l'article VIII, nous allons être conduit à une extension remarquable du théorème de Moivre.
Disons à ce sujet que, dans l'article que nous venons de rappeler, après avoir fait remarquer que les directions suc* cessives des angles a, 9.a, 3a, . . . sont exprimées par les puissances I, 9, 3,. . . du binômecosa + V— I sina, et que celles des arcs — a, — 2 a, — 3a, . . . le sont à leur tour par les puissances — I, —2, —3,... du même binôme» nous avons éié conduit à penser que celles des arcs perpendiculaires
aux précédents a/^, aav'— 1, 3a s/— i,... pourraient bien l'être par les puissances ^— i, 2^ — 1, 3^^— î .• . • de cosa -4- v^^ sina, et généralement, pour l'angle ma V— i,
par ( cosa -f- )f^ sina)" ' • Nous avons d'ailleurs changé ce soupçon en certitude par une démonstration directe de laquelle il résulte que, si la direction répondant à + a est représentée par la puissance i du binôme cosa + V~< sina, et si celle répondant à l'arc — a est représentée par la puissance — I du même binôme, il est nécessaire que la direction de l'angle a^~9 perpendiculaire aux deux précédents, soit à son
tour exprimée par une certaine puissance de cos a +v^*-i sina, et nous avons constaté que l'exposant de cette puissance est
précisément v/— i .
Cela rappelé, si Ton remarque que les directions répondant
aux angles a y — i sont précisément celles situées dans le plan
des xz^ lesquelles ont pour représentant cosa 4- v'— i sina, on en conclura que celte dernière expression doit être équivalente à (cosa + v/— 1 sina) et que par suite on doit avoir
\cosa-!-^— I sinay =(cosa -4- v'—i sinaj D'ailleurs, d'après ce que nous avons constaté au début du
I, (cosa -h^— I sinaj
présent article. \ cos a -h ^— i sin a y pouvant être remplacé
par cosma + v^— I sinma, on parvient définitivement à régalité suivante :
cosma -h V — I sinma -— (cosa 4- y — i sinaj
Cette propriété remarquable va nous permettre d'étendre le théorème de Hoivre au cas où l'exposant devient imaginaire de la forme m si— i et d'indiquer les règles opératives à l'aide desquelles celte extension doit être comprise et pra* tiquée.
11 résulte» en effet, de la simple inspection de la formule, que, pour effectuer l'opération qui consiste à élever le binôme
cosa-h ^—1 sina à la puissance m>J—i, il faut faire deux paris dans l'exposant, l'une ne contenant que ce qui est grandeur, c'est-à-dire m, l'autre s'appliquant exclusivement aux
signes d'opération, c'est-à-dire v^— i • La première partie produira exactement sur le cosinus et sur le sinus les mêmes effets que précédemment. La seconde partie, au contraire, n'exercera aucune action sur ces deux symboles trigonométriques, mais seulement sur le signe directif qui flgure dans le binôme, et aura pour effet d'élever ce signe à la puissanee
Or c'est exactement ainsi que les choses se passent lorsque
l'exposant est négatif. Nous avons vu que, dans ce cas» le cosinus et le sinus primitifs de a deviennent ceux de ma et que, quant au signe directif — i de l'exposant, il a pour effet
d'élever v^— i à la puissance — i .
On remarquera d'ailleurs, pour le cas où l'exposant est positif, que le signe directif qui accompagne m étant + 1, l'élévation à la puissance + 1 laissera intacte, comme cela doit être, la forme primitive du binôme, dan$ lequel il n'y aura d'autre changement que celui de la multiplication de l'arc a par m.
Nous pouvons nous dispenser d'insister sur le cas où l'exposant m V— I devient négatif; car, ayant déjà constaté à l'article XVI que
(cos-ha v'— I sina}~* = (cosa — v/— i sina)"^*,
on en déduira
cosa-f-y' — isinaj = (cos« ■— ^ "~"' sinaj
On ramènera ainsi le cas de l'etposant imaginaire négatif i celui du positif, et l'on appliquera les règles propres i ce dernier cas.
Nous aurions encore d'autres observations à présenter au sujet de la formule de Moivre. Après avoir exposé, comme nous venons de le faire, les extensions légitimes dont elle est susceptible, nous devrions nous expliquer sur certains faits de calcul qu'elles autorisent et sur la nature des résultats auxquels conduisent ces calculs. D'un autre côté, il sera nécessaire de prémunir le lecteur contre les entraînements des Inductions analogiques qui se présentent très-naturellement en cette matière ; mais, outre que cette digression, venant à la suite de celle ci-dessus, nous écarterait trop du but essentiel que nous poursuivons dans cet Ouvrage, savoir la détermination proprement dite des directions des droites et des plans dans l'espace, il y aura tout à gagner à attendre, pour reprendre ces questions, que le contingent de nos connais-
sances sur cet important sujet ait acquis le développement nécessaire. Nos conclusions pourront alors être plus nettement Tormulées et mieux comprises.
Au reste, la nécessité de ces discussions incidentes est la , conséquence naturelle de la nouveauté du sujet que nous traitons et des enseignements rectificatifs que son étude met à jour à chaque instant. Parmi les idées reçues sur les imaginaires et surtout sur les imaginaires exponentielles et trigonométriques, il y en a tant qui ne reposent que sur des hypothèses qu'il n'est pas étonnant qu'il y ait beaucoup à reprendre dans les conceptions largement conventionnelles qu'on s'est faites à cet égard. Citons-en un dernier exemple» après lequel nous reprendrons l'étude proprement dite des directions.
Mettons à cet effet en présence les conséquences si simplement déduites des faits et des lois géométriques ci-dessus exposés, et celles qu'il faudrait leur substituer si l'on s'en tenait aux croyances généralement adoptées.
Admettons pour un instant que nous fussions complètement privés des connaissances que nous venons d'acquérir sur la signification des formes imaginaires employées comme exposants. Au lieu de raisonner comme nous avons pu le faire» quelle ressource nous serait-il resté pour interpréter cette circonstance algébrique? Celle de supposer que les règles établies pour les exposants réels continuent d'être applicables, ainFi qu'on l'a admis jusqu'à ce jour aux exposants imaginaires et de dire en conséquence que la valeur de
(cosa-hV~isina) doit être égale à
cos(mav^— i)-f-V^— I sîn(ma^— i);
puis, employant, pour ces sortes de cosinus et de sinus les valeurs analogiquement admises» savoir :
- 97 ~ nous aurions obtenu le développement
c'est-à-dire une quantité réelle et égale à e-^, résultat inconciliable avec les faits acquis et parfaitement démontrés que l'expression
(cosa -+- v'^^sina)
est la représentation algébrique de la direction à laquelle on parvient par la répétition de m fois l'angle a dans le plan des xz.
Ainsi, parle procédé usueU on aurait une grandeur pure et simple qui prendrait place sur Taxe des x^ tandis que par le nôtre on est conduit à une direction située dans le plan des xz et faisant un angle moL avec le même axe. On le voit, il n'est pas possible d'arriver à une disparate plus complète.
Le lecteur jugera, d'après ces dét^iils ajoutés à tous ceux qui précèdent, combien il règne de confusion dans toute celte partie de l'Algèbre.
Revenons maintenant à nos recherches sur les directions.
CHAPITRE TROISIÈME
FORMULES DIRBCTIVBS POUR L£S DROITES DÉFINIES PAR d'acTRES ÈLÉMEmS QUE CEUX DE LA LONGITUDE ET DE LA LATITUDE.
SoHtfAiBS. — XXIX. Diverses catégories d'éléments qu'on peut choisir pour déflnir les droites; notations relatÎTCs à ces éléments. — XXX. Variétés obtenues pour les directift lorsqnVn rapporte la longitude et la latitude avi cliTcrs axes et plans des coordonnées; directif d'une droite définie par l'angle qu'elle fait arec l'un des axes et par celui que fait le plan de cet angle avec les plans des coordonnées qui contiennent Taxe en question. — XXXI. Directifs des droites définies, soit par les angles quelles font avec deux des axes des coordonnées, soit par ceux qu'elles font avec denx des plans des coordonnées. — XX XII. Procédé général pour obtenir l'expression des directifs correspondant à telle combinaison qu'on voudra des données ci-dessus. — XXXIll. Première application de ce procédé. — XXXIV. — Deuxième application. — XXXV. Accord des principes et des formules ci-dessus avec les propriétés connues du triangle spbérique rectangle. — XXXVi. Dans l'espace il n'existe pas, comme dans le plan, des opérations vraiment algébriques propres à faire passer d'une direction à une autre. — XXXVII. Les directifs des droites situées dans le plmn des xs jouissent à cet égard des mêmes propriétés analytiques que ceux des droites situées dans le plan des xxi il n'en est pas de même pour les directifs qui appartiennent au plan des^x. — XXXVIII. Kxsmen de la même question par un directif quelconque ; relation qui s'établit entre les directifs de deux droites à l'aide de l'angle qu'elles font entre elles, conséquences analytiques qui en résultent pour la question qui nous occupe. — XXXIX. Une droite étant donnée sur le plan des x,r, lui mener une perpendiculaire dans un plan qui, passant par cette droite, fait un angle donné avec ce même plan des xjr. — LX. Détermination de l'angle de deux droites à l'aide de leurs directifs.
On conçoit que la direction d'une droite est susceptible d'être Gxée dans l'espace par d'autres éléments que ceux de latitude et de longitude ci -dessus définis. On peut, par exemple, supposer que cette détermination est* faite, d'une part, à l'aide d'un plan qui la contient et qui passe par Taxe
des x; d*autre part, à Taide de l'angle qu'elle fait dans ce plan avec l'axe choisi. Il y a encore plusieurs autres combinaisons analytiques possibles entre les diverses données qui peuvent être employées pour la définition géométrique des directions. Or c'est là un sujet sur lequel il importe d'acquérir des idées précises, parce que» suivant les circonstances dans lesquelles on pourra se trouver, certaines de ces combinaisons seront plus favorables que d'autres à la solution des problèmes; mais, afin de mettre un peu d'ordre dans ces détails, il convient de s'expliquer sur la nature de ces données, et de préciser dans quel sens on doit les entendre et les faire intervenir.
Une première catégorie d'éléments, propres à fixer la position des directions dans l'espace, est celle des angles que cette direction (ait avec les trois axes» angles que nous désignerons d'une manière générale par (X), (Y), (Z). La direction donnée OP {voit la figure de la page 61) est un côté commun à ces trois angles; le second côté de chacun d'eux est successivement formé par l'un des trois axes. Les arcs qui leur correspondent sur la sphère unité partent toujours du point P et aboutissent aux points où les axes coupent ladite sphère.
Les grandeurs des lignes trigonométrîques de ces arcs dépendent uniquement de la grandeur de ces derniers et sont directement données par les Tables. Quant aux directions, celle du cosinus sera toujours celle même de l'axe auquel se rapporte l'angle dont on s'occupe. Cette direction sera par conséquent ±: i pour les angles (X] que fait la droite considérée avec l'axe des:r; ±:v'— i pour ceux (Y) que cette droite
fait avec l'axe des j; dbv'— i pour ceux (Z) qu'elle fait avec l'axe des z. Quant aux sinus, qui sont perpendiculaires aux directions des cosinus, c'est-à-dire aux axes, ils seront res* pectivenient parallèles aux plans des coordonnées, savoir : ceux des (X) au plan des yz, ceux des (Y) au plan des xz, ceux des (Z) au plan des xjr. Les directions de ces sinus seront donc toujours celles de droites passant par l'origine et situées sur ces plans, directions dont l'étude a été faite précédemment.
L'ambiguïté du double signe, ci-dessus signalée pour le cosinus, sera toujours facile à lever. On remarquera à ce sujet que chaque plan des coordonnées divise l'espace en deux régions : pour le plan des xy^ et par conséquent pour les angles (Z), nous appellerons 5i</i^ri>i/r« celle qui est au-dessus de ce plan, du côté des z positifs, et inférieure celle qui est au-dessous. Pour le plan des xz^ c'est-à-dire pour les angles (Y), nous appellerons région d*avant celle qui est située du côté des jr positifs, et région d'arrière celle qui est située du côté opposé; enfin pour le plan des ^z, et par conséquent pour les angles (X), nous donnerons le nom de région de droite à celle qui est située du côté des x positifs, et région de gauche à celle opposée. Il résulte de là que la direction positive, pour chaque espèce de cosinus, appartiendra respectivement aux régions d'avant, de droite et supérieure, et la direction négative aux régions d'arrière, de gauche et inférieure.
Passons à une autre catégorie de données. Nous désignerons à cet effet par les symboles généraux (XY), (XZ), (YZ) les angles qu'une droite fait avec les Irois plans des coordonnées. Ces angles sont les complémentaires respectifs des angles (Z), (Y), (X) ci-dessus définis. D'après les explications produites sur la manière dont il faut supputer les lignes trigonométriques de ces derniers, on se convaincra facilement que, tant en grandeur qu'en direction, les cosinus et sinus de ceux-ci deviennent les sinus et cosinus des angles actuels. Nous pouvons donc nous dispenser d'entrer dans de plus amples détails à ce sujet.
C'est à l'aide des angles (XY), (XZ), (YZ) qu'une direction se projette sur les plans des coordonnées. Or on peut avoir besoin de faire usage des angles que cette projection fait avec les axes du plan sur lequel elle est située. Nous emploierons à cet effet la même notation, en soulignant par un petit trait celui des indices X, Y, Z afférent à l'axe par rapport auquel on doit prendre l'angle. Ainsi (XZ) représentera l'angle que fait avec l'axe des z la projection d'une direction sur le plan des xz^ de même (XY) représentera l'angle que fait avec l'axe des x la projection d'une direction sur le plan des xy. Nous sommes
d'ailleurs renseignés» par tout ce qui précède, sur ce qui concerne ces divers angles et les directions qui leur correspondent, puisque les uns et les autres sont situés dans les plans des coordonnées.
On peut enfin, dans la détermination des directions, faire intervenir la considération de plans sur lesquels elles se trouvent situées. Par exemple, une direction, que nous supposons toujours passer par l'origine, étant donnée, on peut concevoir qu'elle est géométriquement définie d'abord par le plan qui passe par elle et par l'axe des ^, en second lieu par l'angle qu'elle fait dans ce même plan avec cet axe. Il est donc aussi nécessaire que nous nous expliquions sur les angles que peut faire un plan avec les plans des coordonnées. Nous n'examinerons ici que le cas où le plan passe par l'un des axes, et nous compléterons ce que nous avons à dire à ce sujet lorsque nous nous occuperons plus spécialement de ce qui concerne la direction générale des plans.
Considérons donc un plan mobile autour de l'axe des x^ se confondant d'abord avec le plan des;rj, puis s'éloignant successivement de celui-ci, soit dans la région supérieure, soit dans la région inférieure. L'angle de ce plan avec celui des jz sera toujours droit; mais il fera avec les deux autres plans des coordonnées des angles variables qui, pour chaque position, seront complémentaires l'un de l'autre. Pour désigner ces deux angles, nous appliquerons la notation (^Y) à celui que le plan donné fait avec le plan des xy, et celle {xZ) à celui qu'il fait avec le plan des xz* Ces notations sont analogues aux précédentes, sauf le remplacement d'une des grandes lettres par une des petites, remplacement qui sert en même temps à donner l'indication de celui des axes par lequel passe le plan. D'ailleurs nous attribuerons la première place à la petite lettre indicatrice de l'axe par lequel passe ce plan.
Il résulte des propriétés géométriques connues que les angles (^Y), (xZ) sont précisément ceux que fait la trace du plan donné sur celui des yz, d'une part avec Taxe des 7, d'autre part avec l'axe des z. Cette observation aura son utilité lorsque nous nous occuperons de déterminer l'équivalent algébrique de la direction des plans»
- lOi -
Pour un plan passant par l'axe des/» I*angle de ce plan avec celui des xz sera droit. Son angle avec le plan des xy sera désigné par (jX) et avec le plan des yz par ( jZ). Ces angles seront ceux que fait la trace du plan donné sur celui des xz^ d'une part avec l'axe des x^ de l'autre avec l'axe des z.
Enfin, pour un plan passant par Taxe des js, l'angle de ce plan avec celui des xjsera toujours droit; son angle avec le plan des zx sera désigné par (zX), et avec le plan des zy par ( 2 Y). Ces angles seront ceux que fait la trace du plan donné sur le plan des xy^ d'une part avec Taxe des x^ d'autre part avec l'axe des/.
Ces préliminaires ainsi élablis, procédons à la recherche des <liverses formes que pourra revêtir l'expression algébrique d'une direction suivant la catégorie de données dont on aura voulu faire usage pour la définir géon^ctriquement.
Il est facile de se rendre compte que la première détermination à laquelle nous avons procédé, par la latitude et par la longitude du point P, a consisté à faire emploi des angles ( XY) et (XY\ que nous avons respectivement désignés par (3 et
par a. En faisant usage des nouvelles notations, on se convaincra sans dificulté qu'elle correspond au symbole général
cos(XY)[cos(XY}4- v^~sin(XY)]-4-v/'-^'^sin{XY).
Si, dans le même ordre d'idées, on fait usage des données (XZ) et (XZ'j, ce qui revient à projeter la direction sur le
plan des xz el à se servir de l'angle (XZ j que fait cette pro* jection avec Taxe des .r, on comprendra que le cosinus de (XZ) sera dirigé sur ce plan suivant la direction déterminée par l'angle (XZ], laquelle a pour équivalent
cos(XZ)-f-v/~i sin(XZ), el que sin (XZ) sera parallèle à l'axe des /; on aura donc pour
l'expression cherchée
cos(XZ)[cos(XZ) H- v'^^"' sin(XZ)] + v/^sln{XZ).
Enfin, si Ton se sert des données (YZ) et ( Y^)' ^^ V^^ ^^' vient à projeter la direction sur le plan des /z, et à se servir de Tangle (YZ) que fait cette projection avec Taxe des 7* Je cosinus
de (YZ) sera situé dans ce plan sur la direction déterminée par Tangle (YZ), laquelle a pour équivalent
^— icos(YZ) -+-^-1 sin(YZ)
et le sinus du même angle (YZ) sera parallèle à l'axe des x; l'expression cherchée sera donc
cos(YZ)[v^~cos(YZ)-4-v'~^~'sin(YZ)]-hsin(YZ).
On vérifiera que, dans toutes ces expressions, conformément au principe général établi à l'article XXI, la somme
des carrés des trois grandeurs qui multiplient i , ^ — 1 , v'-- 1 , est égale à l'unité.
Il est à peine besoin d'insister sur la substitution des données (XY), (XZ), (YZ) à celles (XY). (XZ)» (YZ), puisque
les premiers de ces angles sont, dans chaque cas, les compléments des autres, ce qui apprend qu'il suffira dans les formules de remplacer les sinus et cosinus d'une catégorie par les cosinus et sinus de l'autre. Bornons-nous à montrer comment les choses se passent dans un des trois cas ci-dessus examinés, le dernier par exemple. Si, au lieu de (YZ), on emploie (YZ), le cosinus de ce nouvel angle sera situé sur l'axe
des z et son sinus sera parallèle à l'axe des/. II résulte de là que la direction de la projection sur le plan des yz sera représentée par
V-i^'"'cos(YZ)4-v^sin(YZ
Or, comme on a
cosYZ::=sinYZ et sinYZ ^cosYZ,
on voii qu'en faisant la substitution on retombera exactement sur l'expression ci-dessus.
Une seconde manière d'exprimer la direction consiste à appliquer à la définition géométrique de cette direction la combinaison dés données suivantes. On prend d'abord rangle(X) qu'elle fait avec l'axe des x et l'angle [xX) que fait avec le plan de base le plan qui, passant par Taxe des x, contient cette direction.
' Dans celte circonstance, il faut concevoir qu'on projette U direction sur l'axe des x% l'angle de projection, qui est X, a son cosinus sur l'axe des x\ son sinus, qui est parallèle au plan des yz^ se projette évidemment sur ce plan suivant la direction déterminée par l'angle (xY). Cette direction particulière sera donc exprimée par
v'— I cos(xY) -4- v^— I sin{a:Y), et de là résulte pour l'expression cherchée
JsinX. ^
cosX -h [v^^ cos( JT Y) -4- v/^^sin{x Y)J sinX.
Si le plan qui contient la direction, au lieu de passer par l'axe des x, passe par l'axe des 7, et si Y est l'angle que la direction fait dans ce plan avec l'axe des /, le cosinus de l'angle Y sera dirigé sur l'axe des j, et aura pour expression
V~i cosY ; son sinus sera parallèle au plan des x^ et se projettera évidemment sur ce plan, suivant la direction déterminée par l'angle (/X), d'où l'on voit que, dans ce cas, la direction de la droite donnée sera exprimée par
^— I cosY 4- [cos(j^X) -h yf^y sin(^X)JsinY.
Enfin, si l'on fait usage de l'angle Z et si le plan qui contient la direction passe par l'axe des z, et fait par conséquent, avec le plan des xz^ un angle (2X), le cosinus de Z sera sur
Taxe des z et aura pour expression v— 1 cosZ ; son sinus, parallèle au plan des xy^ sera dirigé suivant
cos(2X) -4- V — I sin(;(X),
de sorte que l'expression, cherchée sera représentée par
V^^ cosZ-f-[cos(«XJ-f-/^sin(zX)]sinZ.
Dans chacun des cas que nous venons d'examiner, on remarquera que le plan qui, passant par l'un des axes, contient la direction, fait avec les deux plans des coordonnées passant par ce même axe deux angles qui sont complémentaires l'un de l'autre. Dans ce qui précède, nous n'avons fait usage que de l'un de ces angles ; mais on conçoit que Ton doit également arriver au but en faisant intervenir l'autre.
Par exemple, après nous être donné l'angle Y que la direction fait avec l'axe des /, nous avons combiné cet angle avec celui (/X). Supposons qu'on veuille maintenant recourir à son complémentaire qui sera (jZ). Le cosinus de l'angle Y sera toujours dirigé suivant Taxe des/ et aura pour représentation, tant en grandeur qu'en direction, v/— i cos Y ; quant à son sinus, il est aussi le même que précédemment et se projettera dans sa véritable grandeur sur le plan des xz. Sa direction ne peut également être autre chose que la précédente ; mais, tandis qu*avec l'angle (/X) elle était exprimée par
cos(jrX) 4-V — « sin(jX),
avet l'angle (.rZ), qui a son cosinus sur l'axe des z et son sinus parallèle à celui des x^ elle le sera par
\/— T cos(jZ) 4- sin(7Z).
I/expression cherchée de la direction sera donc
V^ cosY -h [v/^^ cos( jZ) -+- sin(/Z)J sin Y,
et telle est la forme qu'il faut lui donner dans ce cas ; mais on voit qu'au fond ces deux expressions sont identiques, en vertu des relations connues
cos(jZ j =: sin(/X), sin(7Z) = cos(/X). On se convaincra sans peine que ces diverses expressions
de la direction jouissent toutes de la propriété générale que la somme des carrés des grandeurs qui multiplient les indices
directifs i, v -- » ^^ V^— " est égale à l'unité.
Une troisième combinaison de données, qu'on peut employer pour la déQnltion géométrique de la direction, est celle qui consiste à faire usage de deux des trois angles que cette direction fait avec les axes. Supposons, par exemple, qu'il s'agit d'obtenir l'équivalent algébrique de la direction en fonction des deux angles X et Y qu'elle fait avec les axes des x et des /.
On remarquera d'abord que le cosinus de l'angle X est situé sur l'axe des x. Quant au sinus, si l'on désigne par /x son coefQcient directif, il sera représenté par /jisinX, et par suite la direction cherchée aura pour valeur
cosX -h jULsinX ;
mais, le sinus de X étant parallèle au plan des 72, il faudra que \). soit de la forme
y — I cosô -t- V— * sinô,
0 étant un angle à déterminer, de sorte que l'expression de la direction revêtira la forme
cosX -t- (^—i cosÔ -h \/— I sind/sinX.
D'un autre côté, le cosinus de l'angle Y se projettera sur
Taxe des y y et sera représenté par v/— icosY. Quant à son sinus, si }j! est son coefficient directif, il aura pour valeur /ix'sinY, et par suite la direction cherchée sera exprimée par
V — I cosY -h /jt'sinY ;
mais, le sinus de Y étant parallèle au plan des xz^ Il faudra que \j! soit de la forme
cos^' -f- V — i sin6',
ff étant un angle à déterminer. Il suit de là que l'expression de la direction revêtira la forme
/^cosY-f-{cos&'4- v^^i "'sîne'jsInY.
Ayant ainsi deux expressions pour la même direction, on les égalera Tune à Tautre et l'on en déduira les valeurs de 6 et de &\ Dans ce but, il faudra écrire que les quantités qui, de part et d*autre, multiplient les mêmes indices directifs
t,\/ — i et V— ' sont égales.
On déduit de là les trois conditions suivantes :
cosX = cos6' sin V, cos Y = cosô sin X, sindsinX = sin ô' sin Y.
On s'assurera d'ailleurs que la troisième condition est comportée par les deux autres. Quant aux deux premières^ elles donnent directement
^ rosY ^, rosX
COSO ==.-., cos 0' = -T-^TT >
sinX siiiY
d'où Ton déduit
sin 0 = " ;-v » sin 9' = :— ^
sinX sinY
Substituant ces valeurs dans l'une et dans l'autre des expressions ci^dessus, on aura, savoir : avec la première,
cosX -h v--^ ^os Y -f- V^ ' \/sin*X — cos' Y,
avec la seconde
cosX-*- V^^ cos Y -h V — 1 Vsin'Y^ cos'X.
Ces deux expressions doivent d'ailleurs être identiques. En effet, les termes réels et imaginaires simples y sont les mêmes; quant aux troisièmes termes, ils diffèrent par la forme, mais ils n'en sont pas moins égaux, puisque, quels que soient X et Y, on a toujours
sin'X — cos'Y ^ sin'Y - cos^X.
Si, au lieu des angles X et Y, on emploie les angles X eiZ, Texpression ci-dessus en X et d restera ; mais la seconde sera modifiée; car le cosinus de Z, étant situé sur Taxe des 2, sera
exprimé par y — ^ 1 cosZ et son sinus, étant parallèle au plan des xy^ le sera par
(cose'4- v/^sin0')sinZ;
la seconde expression de la direction sera donc
/— • yl~ cosZ -f- (cosÔ'h- \/^ sin9') sînZ,
De leur comparaison on déduira les valeurs des sinus et cosinus de 6 et de 0' qui, substituées dans Tune ou dans Tautre, donneront pour l'expression de la direction cherchée
cosX -h v^— I ^sin*Z — cos'X -f- ^—1 cosZ.
Enfin, en appliquant la même méthode au cas où les angles donnés sont Y et Z, on trouvera pour équivalent algébrique de la direction
V^sin'Z — cos^Y -t- sj—i cosY + \f^ cosZ.
En portant son attention sur les trois formes que nous venons d'obtenir, on remarquera entre elles certaines analogies sur lesquelles il n est pas inutile de donner quelques détails. Et d'abord, dans chacune d'elles, les cosinus des deux angles qui servent à la déterminer, considérés tant en grandeur qu'en direction, forment contamment deux des trois termes qui la composent. Quant au troisième terme, il consiste en un radical carré de composition uniforme dans les trois cas et qui occupe successivement la troisième, la deuxième et la première place. Or, si à l'aide de la condition connue
cos'X -4- cos'Y -f- cos^Z = i
on remplace, dans chaque radical, le terme négatif qui y figure, et qui est toujours le carré d'un cosinus, on trouvera que ce radical se réduit à cosZ pour la première forme, à cosY pour la seconde et à cosX pour la dernière. De telle sorte
qu'après ces transformations les trois expressions revotent le type unique
cosX H- v'— ï cosY -+- v^— I ' cosZ.
Il devient apparent alors que les trois termes qui le com posent sont précisément les projections dirigées de la droite donnée sur les axes, et par suite leur somme doit nécessairement exprimer cette droite tant en grandeur qu'en direction. Nous sommes ainsi conduit à une confirmation très-remarquable des principes qui nous servent de régulateur dans cet ordre de recherches.
SI, au lieu de définir la direction par les angles qu'elle fait avec les axes, on emploie à cet usage les angles qu'elle fait avec les plans des coordonnées, on aura une quatrième catégorie d'éléments propres à en faire connaître l'expression ana* lytique. D'ailleurs la considération que les angles XY, XZ, YZ sont les complémentaires respectifs des angles Z, Y, X fait immédiatement comprendre que ce cas se ramène trèsfacilement au précédent.
En effet, ayant reconnu, par exemple, qu'avec les données X et Y t'équivalent analytique de la direction est
cosXh- ^— 7 cosY4- v^— I v^sin'X — cos*Y,
on le transforme immédiatement, par la voie des compléments, ainsi qu'il suit :
sin(YZ) -+- v^^sin(XZ) -h v^^^"' v^cos»(YZ)- sin»(XZ);
c'est, au reste, ce qu'il est facile de vérifier en suivant la même méthode que précédemment.
En effet, par rapport à l'angle YZ que fait la direction avec le plan des 7-^, celle-ci sera de la forme
vcos(YZ)-H|ULSin(YZj,
fi ei V étant les directifs du sinus et du cosinus de YZ; mais le sinus est parallèle è Taxe des or, par conséquent on a |[x = i. Quant au cosinus, il est situé dans le plan des j^ et aura pour
directif une expression de la forme
V — i cosfl H- V'— « sin0;
il viendra donc pour l'expression de la direction
( yf^ ces 0 'V- v^~ sîn ^ ) cos (TZ) 4- sin ( YZ ).
D'un autre côté, par rapport à l'angle XZ que fait la direction avec le plan des xzy celle-ci sera de la forme
v'cos(XZ)4-a'sin(XZ),
Ik' et v' étant les dlrectifs du sinus et du cosinus de'XZ ; mais le sinus est parallèle à l'axe des y^ par conséquent on a
|x'= v^— !• Quant au cosinus, il esi situé dans le plan des xz et aura pour directif une expression de la forme
cosO'h-v^— i sin 6'; il viendra donc pour l'expression de la direction
(cosO'-+- v^^^'^sinôOcosfXZ) -+. v^^sin(XZ). Ces deux directions devant être équivalentes, on aura
sinYZ = cosÔ' cos( XZ), sin(XZ) = cosô cos(YZ), sin B cos( YZ ) = sin 6' cos( XZ) ;
cette troisième condition est comportée par les deux autres. Quant à la première et à la seconde, on en déduit les valeurs suivantes pour d et d' :
^ smXZ .. sinYZ
cos B = ^7^> cos B' = -.-_>
cosYZ cosXZ
et, par suite,
. ^ v'^cos'YZ-^sin'XZ , ^, v^cos^XZ — sln»YZ
sme = ^ r^Tj^ 9 sin0' = — «=
cosYZ cosXZ
Substituant ces valeurs dans Tune ou l'autre des expressions ci-dessus, on aura celle de la direction. En opérant, par
exemple, sur la première, on trouvera» comme nous l'avons constaté ci-dessus,
sin YZ -f- \/^ sinXZ -+- V~^"' v/côs»YZ — ^îïïôCZ .
Cette application nous paraît suffisante pour confirmer le principe que le cas actuel se déduit du précédent, en procé* dant par la voie des compléments.
Avec les nouvelles données, le principe de la somme des carrés devient
sin»(YZ) -4- sln«(XZ) -f- sîn»(XY) = i.
Si l'on en fait usage pour remplacer — sIn'XZ sous le radical, on trouve que celui-ci se réduit à iinXY : l'expression de la direction devient ainsi
sIn YZ -4- v^^sInXZ + v^*^~' sIn (XY).
C'est qu'en effet ce sont alors les sinus des angles donnés qui représentent les projections dirigées de la droite sur les trois axes, et, par voie de suite, leur somme doit être, tant en grandeur qu'en direction, la représentation algébrique cherchée.
Avec les quatre catégories de données représentées par les symboles (X), (XY), (XYj, (^Y) on pourrait procéder, dans
le but de définir la direction, à des combinaisons de deux d'entre elles, tout autres que celles dont nous venons de faire usage. Le nombre de ces combinaisons nouvelles serait considérable, et l'examen de ce qui les concerne exigerait de minutieux détails ; aussi est-il intéressant de montrer qu'avec les résultats acquis et consignés dans les deux articles qui précèdent, et même dans le premier seulement, il sera possible, à l'aide d'une méthode générale» de déterminer les formules de direction qui conviendront à telle combinaison de données qu'on voudra s'imposer.
On remarquera à ce sujet que, dans les cas que nous venons
d'éludier figure Tensemble des quatre types (X),(XY), (XY],
{xY). Ain^i, dans Tarticle XXX, nous avons combiné Tangle (XY) avec la longitude (XY), et puis Tangle (X)avec celui (xY). Dans l'article suivant nous nous sommes occupés du cas où l'on veut faire usage de deux des angles (X) ou de deux des angles (XY).
Il est donc certain, même en nous bornant a l'article XXX, que nous sommes en possession de formules dans lesquelles figure chacun des quatre symboles ci-dessus. Or on va voir que cela sera suffisant pour résoudre tous les cas.
Supposons, par exemple, qu'on veuille combiner une quelconque, des formes symboliques (XY] avec une quelconque
de celles qui appartiennent à la catégorie (^Y). Quel que soit l'élément ^ choisi parmi ceux (XY), on trouvera, dans le premier cas de l'article XXX, une formule dans laquelle entrera cet élément. Il y sera associé avec son correspondant de la catégorie (XY) que nous désignerons par ^'. Cette formule sera donc une certaine fonction de ^ et de Y Que nous désignerons par F,(ij;, Y).
En second lieu, quel que soit l'élément <p choisi parmi ceux (^Y). on trouvera, dans le second cas de l'article XXX, une formule dans laquelle entrera cet élément. Il y sera as> socié avec son correspondant de la catégorie (X) que nous désignerons par <p'. Cette formule sera donc une certaine fonction de 9 et de 9' que nous désignerons par ¥t{<p, f').
Cela posé, comme les deux fonctions F| et F, représentent la même direction, il faudra qu'elles soient égales. Or cette égalité, en vertu des trois espèces de termes essentiellement distinctes auxquelles elle s'applique, conduira à trois équations de condition à l'aide desquelles on déterminera les valeurs de Y ^^ d^ ?' 6" fonction de ^ et de 9. Substituant alors, soit ^' dans F, (^, ^'), soit 9' dans F2(9, 9'), on obtiendra l'expression cherchée de la direction.
On pourra remarquer à la vérité qu'il est surprenant que nous ayons ici trois équations de condition, alors qu'il n'y a a que deux inconnues à déterminer ; mais cela s'explique par cette circonstance, que Tune de ces trois équations est tou-
jours comportée par les deux autres» et il est facile de s'en rendre compte.
En effet la fonction Fi{^, Y) sera de la forme générale
et, parce que c'est une direction, il faudra lui appliquer le principe
aî-h6î-hc; = i, d'où c,=: v^i — aj — />J.
D*un autre côté, la fonction Fa (9, 9'], qui exprime aussi une direction, sera de la forme
cLt -4- ij v^— I -+- c, v'— 1 »
et l'on devra avoir
Or,lorsque de ces deux expressions, qui concernent la même direction, on aura déduit
a, = au bi •= 6„
la troisième condition Ci = Ca, en vertu des valeurs ci-dessus de e, et de Ci, sera toujours satisfaite, étant une conséquence évidemment nécessaire des deux premières. On sera donc en droit de la supprimer; mais il sera souvent utile de la conserver pour la facilité des calculs ultérieurs.
Il importe de faire observer que, de la nature des explications qui viennent d'être données, il résulte qu'il n'est nullement nécessaire que les deux éléments ^' et <f' correspondant à i{/ et à 9 aient une valeur plutôt qu'une autre ; il suffit, quels qu'ils soient, qu'ils fassent partie de l'expression autorisée d'une direction dans laquelle 4^ et 9 figurent. Expliquons notre pensée par un exemple : supposons à cet effet que ^ est dans la catégorie des éléments (XY), et 9 dans celle des éléments (X). Je pourrai, en vue de vj), recourir à toute expression directive dans laquelle ^ entrera, quel que soit l'autre élément ^* qui complétera cette expression. Il sera donc permis de prendre la combinaison de (XY), soit avec (XY), qui est le
- lu -
premier cas de rariicle XXX, soit avec celle (XZ), qui esi le deuxième cas de Tarticle XXXI. De même, en vue de f , je pourrai prendre ou la combinaison (X) el ( jtY), qui est le second cas de Tarticie XXX. ou bien celle (X) et (Y), qui est le premier cas de Tarticle XXXI. De quelque combinaison qu'on ait fait choix, et par suite quels que soient les seconds élé* ments ^' et 9' qui s'y appliquent, on cherchera, à l'aide des équations de condition, les valeurs de ^' et f ' qui sont la conséquence de ces choix, et Ton agira avec eux, pour déterminer les directions, suivant les règles ci-dessus exposées.
Cette observation peut avoir une importance réelle dans la pratique: elle fait voir que non-seulement on pourra arriver au but par les formules de l'article XXX, mais par toutes autres contenant les éléments obligés, ce qui, dans certains cas, sera de nature à simplifier les calculs.
Montrons maintenant par quelques exemples comment ces opérations doivent être pratiquées.
Supposons d'abord qu'on demande d'exprimer une direction à l'aide des éléments ( YZ) et (/X).
On cherchera d'abord la formule qui contient (YZ), et on
la trouvera parmi celles qui figurent au premier cas traité dans l'article XXX. Cette formule est
cos(YZ)[/=7cos(YZ)H-v'^^sin(YZ)]-Hsin(YZ).
Ici les deux éléments ^ et ^ sont respectivement (YZ] el(YZ).
On cherchera ensuite ta formule qui contient (7X), et on la trouvera parmi celles qui figurent au deuxième cas du même article; cette formule est
s/^cos( Y) -f- [cos(rX) -4- \/^'^sin(/X)]sinY.
Ici les deux éléments 9 et 9' sont respectivement (rX) ei (Y).
De la comparaisan de ces deux expressions, qui s'appliquent toutes à la même direction, résulteront les conditions suivantes s
sin(YZ) = cos(rX)sinY,
cos(YZ)cos(YZ) = cosY,
cos(YZ)sin(YZ)=:sin(/X)sinY.
Nous savons déjà qu'une quelconque de ces conditions est comportée par les deux autres ; mais, pour la commodité des calculs, nous les conserverons toutes trois.
Si l'on multiplie la seconde par sin(/X) et si Ton ajoute ensuite son carré au carré de la troisième, l'élément (Y) disparaîtra, et il viendra
cos»(YZ)[cos«(YZ)sin'(7X) + sin>(YZ)]=sin'(rX);
d'où l'on déduit
cos(YZ)== _ ^'"<^^> ,
y^l — C0S'(YZ)C05'(7X)
et ptr suite
cos(rX)sinfYZ)
^1 — cos'(YZ)cos»(7X)
Ces valeurs ainsi obtenues» on déterminera facilement celles de cosY et de sinY, qui sont
cos(YZ)sin(>-X)
C0SY
sinY--=:
y'i — cos»(YZj cos'(^X]
sin(YZ) y/ 1 -^ôs^(YZ) cos'(/X)
Maintenant qu'on substitue soit cos(YZ) et sin( YZ) dans la première des expressions ci-dessus, soit cosY et sinY dans la seconde, et l'on trouvera, de l'une et de l'autre manière» l'équivalent algébrique cherché de la direction, savoir :
fcos(rX)sîn(YZ)4-v^=^sln(/X)cos(YZ)-f-v^3r^gin(^X)sin(TC
y"! — cos*(YZ)cos>(/X)
On pourra d'ailleurs vériGer que la somme des carrés des
trois grandeurs qui multiplient les directifs i, y'— -i, ^— 1^~' est égale à l'unité.
Dans cet exemple, nous n'avons fait usage pour ^' et pour ^' que d'une seule valeur. Nous allons maintenant présenter une application dans laquelle ^' et 9' seront susceptibles d'en recevoir deux qui conduiront également au but qu'on se propose d'atteindre.
Admettons à cet effet qu'on se propose de déterminer la direction par les deux éléments Z et (XZ), c'est-à-dire par les angles qu'elle fait, d'une part avec Taxe des z, de l'autre avec le plan des xz.
Dans le second cas, traité à Tarlicle XXX, l'élément Z figure avec l'élément 2X ; mais il figure aussi avec l'élément X» dans le premier cas traité à l'article XXXI.
De son côté, l'élément (XZ) figure avec l'élément (XZ),
dans le premier cas traité à l'article XXX, mais il figure aussi avec l'élément YZ, dans le second cas traité à Tariicle XXXL
On pourra donc, d'après ce qui a été expliqué à l'article XXXII, combiner Z soit avec (isX), soit avec X et agir ensuite, au moyen de l'une ou de l'autre de ces combinaisons, sur celles qu'on obtient en associant (ZX), soit avec (XZ), soit avec (YZ).
De là quatre cas possibles ; mais il sera suffisant, comme application, de montrer qu'il y a concordance entre deux de ces cas pris d'ailleurs arbitrairement. La vérification complète pour les quatre combinaisons est une affaire de calcul que le lecteur trouvera facile après les explications dans lesquelles nous allons entrer.
Prenons d'abord pour ^ l'élément Z et pour v};' l'élément (zX), l'expression de la direction est alors
[cos(-3X) -4- v'^ sin (zX)] sinZ 4- y'— " ' «osZ. Prenons ensuite pour 9 l'élément (XZ) et associons-le
avec (XZj, qui représentera <p': cela conduit à une nouvelle expression de la direction» qui est
cos(XZ)[cos(XZ)-hv/^^"*sin(XZ)]-hv^^slnXZ.
De la comparaison de ces deux expressions qui s'appliquent à une même direction, on déduit les trois équations de condition suivantes :
cosZ = cos (XZ) sin (XZ j,
sin(XZ) = sin(zX)sinZ.
cos(zX)sinZ==cos(XZ)cos(XZ).
Ici les deux éléments inconnus qu'il s'agit de déterminer sont (zX) et (XZj. Or la première condition donne immédiatement
cosZ / cos*Z
SinfXZ)=: — vTT» ^*0U COS(XZ) = V/l ^r^f7^^^
v_ ; cos^XZ; ^— ^ y cos^(XZ}'
la seconde condition donne à son tour
. , -., sinfXZ) ,, , - «, / sm''(>
Qu'on substitue maintenant, soit sin(^X) et cos(2X) dans la première des expressions ci^essus, soit sin (XZ^ et cos(XZ j
dans la seconde, et l'on trouvera, par l'un ou par l'autre moyen, pour l'expression cherchée
(A) vsin'Z-~sin''(XZ)-4-v^^sin(XZ)-hv/^^"'cosZ.
Ces calculs sont d'ailleurs analogues à ceux que nous avons détaillés dans l'article précédent.
Passons maintenante une autre combinaison.
Pour les mêmes éléments Z et (XZ), nous pouvons prendre, pour ij/' correspondant de Z, l'élément X; et pour cp' correspondant de XZ, réiément (YZ). Dans cette hypothèse, la di^ rection sera exprimée, savoir :
- U8 - Pour Z et X» ptr
cosX -♦- /^ /sin'Z — cos'X + ^^ "' cosZ ;
Poup(XZ)et(YZ), par
sin(YZ) 4- /^ sin(XZ) -h /=1^ v^cos>(YZ) — sin^XZ).
De la comparaison de ces deux expressions» qui sont représentatives d'une direction unique» on déduira les trois équations de condition suivantes :
cosX = sin(YZ),
V^sin'Z — cos'X = sîn(XZ),
cosZ = ^cos' ( YZ ) — sin* ( XZ ) .
Ici les deux éléments inconnus qu'il s'agit de déterminer sont X et (YZ). La première condition nous apprend que les deux angles qu'ils représentent sont complémentaires l'un de l'autre. Cest ce qui résulte d'ailleurs de leur définition, puisque l'un est l'angle que fait la droite donnée avec l'axe des x, et que l'autre est celui de la même droite avec le plan des^z.
Pour l'expression ci-dessus en X et Z, il suffit de connatire cosX. Or la seconde des trois équations de condition donne
cosX=Vsin'Z — sin»(XZ).
Substituant donc cette valeur dans cette expression, celle-ci devient
VsittiZ — sin"^{XZ) H- V^^sin(XZ) h- ^^^ cosZ;
on retombe ainsi sur l'expression (A), telle qu'elle a été trouvée par le premier moyen.
La détermination de (YZ) s'obtient facilement par la troisième condition, de laquelle on déduit
cos( YZ) = Vcos'Z-4-sin»(XZ);
on aura par suite
sin(YZ)=Vsin"Z — sin»(XZ).
Sobstiluant ces deux valeurs dans Téquivalent de la direction exprimé en fonction de (XZ) et de ( YZ), on obtient pour la quatrième fois l'expression (A) ci-dessus«
Toutes les concordances annoncées dans ce qui précède sont ainsi vérifiées.
Les diverses expressions qui ont passé sous nos yeux reposant sur la base de faits et de principes géométriques incontestés^ il est nécessaire, si nous n'avons pas fait erreur dans nos raisonnements» que les conséquences que nous pourrons déduire de ces expressions soient identiques avec celles que des études antérieures ont déjà introduites et sanctionnées dans la Science.
A cet égard nous avons constaté, lorsque nous nous sommes occupé des directions planes, que l'équivalent algébrique de CCS directions et les règles à l'aide desquelles on passe de l'une à l'autre sont tout à fait d'accord avec les principes de la Trigonométrie rectiligne, de telle sorte qu'à vrai dire on pourrait prétendre, et Ton a prétendu, que nous n'avons fait que présenter sous une autre formç des vérités parfaitement connues avant nous. Nous nous empressons, quant aux principes, d'adhérer à cette affirmation ; les principes ne peuvent, en effet, qu'être immuables, quels que soient les moyens employés pour procéder à leur recherche ; mais, comme il y a dans cette forme, à laquelle on semble vouloir n'accorder qu'une médiocre importance, plus que de simples apparences, plus que de prétendues conventions, comme dans les moyens de calcul qu'elle met en œuvre il y en a un qui repose sur l'emploi d'une opération négligée jusqu'ici parce qu'elle était incomprise, comme, loin de prétendre, avec la plupart des géomètres, que cette opération est un non-sens> une chose qui n'existe pas, nous lui avons attribué au contraire le remarquable privilège d'être le représentant algébrique des faits géométriques qui se rattachent à la perpendicularité, comme enfin c'est là une idée nouvelle et non encore exploitée, il y ^vait un intérêt évident à s'assurer si ce nouveau moyen d'ac-
tioD, combiné avec ceux déjà connus et praiiqués, conGrmerait toutes les vérités admises ou les* contredirait. C'était là une épreuve dont il était important de connaître les résultats» puisqu'une seule contradiction constatée devait sufilreà faire rejeter nos interprétations. Or non-seulement cette contradiction ne s'est pas rencontrée» mais» dans toutes les circonstances» nous avons pu vérifier que le fonctionnement algébrique de cette opération était en complet accord avec les faits et les moyens géométriques que nous avons signalés comme se trouvant en correspondance directe avec elle.
Cette épreuve heureusement tentée pour les directions planes» il n'est pas moins utile de la faire pour les directions dans l'espace, et de s'assurer si l'emploi combiné des directifs
^— I , v^— I avec les autres opérations de calcul est oui ou non en concordance avec les faits géoniétriques connus.
Dans ce but» il nous faudra sortir de la Trigonométrie du plan et aborder celle de l'espace. Toutefois le développement de nos connaissances acquises en cette matière n'étant pas en ce moment suffisamment étendu» l'épreuve ne saurait être encore complète; elle le deviendra plus tard lorsque nous nous serons expliqué sur ce qui concerne les directions des plans. Quant à présent» nous allons faire voir que tout ce que nous venons d'exposer sur les directions des droites dans l'espace confirme et démontre au besoin les principes de la théorie des triangles sphériques rectangles.
Fig. 2.
A cet effet» soit prise une direction quelconque OC {Jig. 3),
et soit OB Taxe des x. Cette direction se projetant suivant OA sur le plan des xy^ l'arc CA = 6 sera sa latitude, et l'arc BA = c sera sa longitude ; désignons en outre par a l'arc CB qui mesure l'angle que fait la direction avec l'axe des x. On voit qu'on aura ainsi formé un triangle sphérique, rectangle en A, dont les trois côtés seront a, 6, c, parmi lesquels a est l'hypoténuse. Il est d'ailleurs visible que l'angle en B que font les côtés a et c, angle que nous désignerons par B, est égal à celui que fait, avec le plan des xy^ le plan OCB qui contient la direction et qui passe par l'axe des x.
Cela posé» si nous voulons représenter la direction par sa latitude et sa longitude, c'est-à-dire par les éléments ci^dessus déflnls (XY), (XY], nous aurons l'expression suivante:
cosé (cosc -4- y^— I sine) H- y^ — i sini.
Si nous voulons l'exprimer par les éléments X et (^Y), c*est-à-dire par l'angle a qu'elle fait avec l'axe des x et par celui B du plan OCB avec le plan des xy^ nous aurons la seconde expression {voir art. XXX)
cosa
(v^— 1 cosB -\-y[^\ 'sinBJsina;
mais ces deux expressions devant être égales, puisqu'elles
s'appliquent à la même direction, on aura les trois équations
de condition
cosa = cosé cosc,
cos( sinc = sinacosB,
sinfr = sinasinB.
Or la première exprime la propriété connue entre l'fiypoténuse et les côtés de l'angle droit. La troisième énonce celle qui lie l'hypoténuse à un côté de l'angle droit et à l'angle opposé à ce côté. Quant à la seconde, si on la divise par la première, on trouvera
tangc = tanga cosB :
c'est la relation qui lie l'hypoténuse à un côté et à l'angle non droit adjacent à ce côté.
Eûfin^ en divisant la seconde par la dernière, on a
coifrsinc = cotB»
relation qui lie les deux côtés de Tangle droit à Tun des angles obliques.
Il est évident que la première des relations dans laquelle entrent les trois côtés et qui est symétrique par rapport à 6 et à c est unique ; mais les trois autres doivent être doubles par suite des permutations simultanées qu'on y peut faire de b en c et de B en C. Nous pourrions donc, pour les admettre, nous en tenir à cette remarque; mais, puisqu'il s'agit ici de contrôle, il convient d'en poursuivre l'exercice jusqu'au bout et de montrer comment les analogues de ces trois dernières relations peuvent à leur tour être obtenues par les considérations directives.
A cet effet, supposons qu'on change le plan des xjr et qu'on prend à sa place celui OC A qui lui est perpendiculaire. Par rapport à ce nouveau plan, sur lequel OC représente l'axe des X, la droite OB deviendra une direction dont la latitude sera c et la longitude b. En conséquence, sa direction sera exprimée par
cosc(cos6 -h v'— « sinft) •+- v— ' sine.
D'un autre côté, la direction OB fait avec le nouvel axe des X un angle a égal au précédent. Quant au plan qui la contient et qui passe par cet axe, il fait avec le nouveau plan des coordonnées un angle précisément égal à C. En conséquence, la direction exprimée avec les données a et C sera représentée par
cosa -^ (v/--TcosC -h^— 1^ sînCJsîna.
Égalant entre elles ces deux expressions, qui s'appliquent
à la même direction, on en déduira les trois équations de
condition
cosa = cos6cosc,
coscsin6 = sinacosC,
sinc=^ sinasinC.
Ainsi que cela doit être» la première exprime la même relation que précédemment entre a, b, c. La dernière est l'analogue de sin6 = sinasinB. Puis divisant la seconde d'abord par la première, en second lieu par la dernière» on trouvera les analogues des deux autres.
Quant aux relations dans lesquelles entrent les deux angles B et C avec un des côtés» et qui sont au nombre de trois, on les déduira des deux groupes de conditions ci-dessus par des calculs d'élimination ordinaires et sur lesquels il est inutile d'insister.
En résumé, on voit que les formules et les considérations directives dont nous avons fait l'exposé sont en concordance complète avec les principes constitutifs de la Trigonométrie sphérique des triangles rectangles.
Avant de terminer ce qui est relatif aux directions des droites dans l'espace» nous ne saurions nous dispenser de présenter quelques aperçus comparatifs entre la théorie qui les concerne et celle qui s'applique aux directions planes.
Sur le plan les lois qui régissent les directions sont d'une grande simplicité. Pour un angle quelconque a» la direction
est exprimée par cosa + ^— i sinoc; pour un autre angle p»
elle le sera par cos^ -h^—i sinp^ et nous avons constaté que la direction correspondant i la somme a + p a pour valeur le produit des directifs respectivement afférents aux angles a et p. Ce point de principe domine» éclaire et simplifie toute la théorie des directions planes.
Les esprits qui ont une prédilection prononcée pour les considérations analogiques auraient désiré sans doute qu'un principe» sinon tout à fait équivalent» du moins similaire» existât pour la théorie des directions dans l'espace» et il est certain que la simplicité des calculs n'aurait eu qu'à y gagner ; mais un tel principe ne figure pas dans cette théorie» et, en réfléchissant aux différences très-accentuées qu'on rencontre entre les moyens géométriques à l'aide desquels on défini!
les direcUons de Tune et de l'autre espèce, on ne sera pas surpris que les analogies algébriques fassent déraut» alors que, dans ce dont elles devraient être la représentation, on ne con* siate que des divergences. Donnons à cette idée tout le développement qu'elle mérite.
Pour caraétériser géométriquement une direction plane, un seul élément suffit. Après avoir fait choix d'une droite, destinée à servir de point de départ pour la supputation des directions, il suffit de connaître l'angle que fait la droite ainsi choisie avec la droite donnée pour évaluer la direction de cette dernière. Cet élément angulaire est donc unique. De plus, dans l'ordre d'idées que nous venons d'indiquer, il est immuable, puisque tout autre angle que celui que nous venons d'indiquer s'appliquerait à une direction différente de la première. Ce grand principe d'unité et d'immuabilité, pour l'élément qui définît la direction dans le plan, nous permet non-seulement de comprendre ce que doit être la direction répondant à un angle double, triple, etc., d'un autre, mais encore de conclure que, par rapport à la première direction, chacune de celles qui correspondront à un multiple quelconque de l'angle primitif sera fixe et immuable comme l'est cet angle lui-même.
A cette première propriété, toute géométrique, vient s'en joindre une autre, dépendant des facultés propres à l'Algèbre, en vertu de laquelle le produit de tant de directifs qu'on voudra afférents à des angles quelconques a„ as, «3,. . . est égal au directif qui correspond à la somme de ces mêmes angles.
On voit donc que, tandis que dans la Géométrie la succession des directions se fait par l'addition des angles qu'elles forment entre elles, dans l'Algèbre elle s'obtient par la multiplication des binômes directifs correspondant à chacun de ces arcs considéré isolément. On peut donc affirmer que l'arc géométrique est le logarithme de l'expression algébrique représentative de la direction, et que par conséquent les règles de la fonction logarithmique sont ici directement applicables. Telle est la grande loi qui, dans cette circonstance, lie l'AU gèbre à la Géométrie et qui sert de régulateur à toute cette théorie. D'ailleurs nous ne faisons ici que rappeler les prin-
cipes qui ont été développés et démontrés dans notre publication de 1869 et auxquels le lecteur pourra se reporter.
Or rien de pareil ne se rencontre dans les faits qui concernent les directions dans l'espace. Ici un seul élément angulaire est insuffisant pour définir la direction, il en faut toujours deux» et de plus ceux-ci, loin d'être immuables, peuvent être choisis de bien des manières différentes, ainsi que nous venons de le voir dans la série des articles qui précèdent. Dès lors la conséquence ci-dessus signalée que, dans le plan, Taddition des arcs employés pour définir les directions conduit toujours à une direction fixe et unique, disparaît complètement lorsqu'il s'agit de l'espace. Autant, au contraire, il y aura de manières de choisir deux éléments angulaires pour définir une pareille direction, autant il y aura de directions différentes répondant aux mêmes accroissements de ces éléments, soit qu'on considère ceux-ci isolément, soit qu'on les envisage dans leur dualité. Précisons ces idées par l'indication de quelques faits.
Ainsi que nous l'avons vu, une direction peut être définie par sa longitude cl et par sa latitude (3, l'angle ol étant situé dans le plan de base ou des x/, et l'angle p dans un plan perpendiculaire à ce dernier. Si maintenant, sans toucher à (3, j'ajoute à a un arc quelconque Ç, je pourrai, à l'aide de la variation de 5, parcourir en entier la circonférence située dans le plan des xy\ pendant ce temps, la droite donnée se déplacera, et, comme elle fait toujours le même angle (3 avec le plan de base, on voit qu'elle décrira une surface conique dont le sommet sera à l'origine, ayant pour axe l'axe des z et dont l'angle générateur, par rapport à cet axe, aura pour valeur le complément de p.
Cela posé, les deux directifs afférents aux longitudes a et Ç sont respectivement
cosp (cosa -4- v'^ sina) -+- /^ sinp,
cosp(cos5-f-^— I sin^) -^\f^ sinp, tandis que celui de la somme a + ^ est
cos(3[cos(a-f- D-^^—i sin(a-hS)] + V--ï sln^.
Or il n'est pas faeile de conceToir comment on serait a%ébriquement conduit à conclure le dernier des deux premiers. On pourrait dire à la vérité qu'on y parviendrait en conservant cos^ et sin^ tels qu'ils sont et en donnant pour coefQcientà la première de ces quantités le produit de ses coefficients primitifs ; mais ce serait là un moyen de calcul reposant en partie sur une convention» et la question de savoir si ce moyen pourrait être remplacé par une opération algébrique régulière et autorisée reste, pour nous du moins, à l'état de problème non résolu.
Supposons maintenant que c'est, au contraire, l'angle a qui reste constant et l'arc (3 qui reçoit une augmentation i}. Dans ce cas la direction ne sortira pas du méridien répondant à la longitude a, mais elle occupera dans ce méridien, et en raison de la variation de m, toutes les positions possibles autour de l'origine.
Dans cette nouvelle hypothèse, les deux direetib «ittmtta à ht longitude constante a et aux latitudes ^ ein seront respectivement
cosp(cosa-h v^— I sina) -+- \— i* sinp, COST} (cosa-f- V---Ï sîna) -+- ^ — i sinij, tandis que celui de la somme ^ + ?} est
cos(P -hï3)[cosa-*-\— I sina]-h v'— «^ sin(^-+-iî).
Ici encore, pour passer des deux premiers au dernier, il faudrait introduire une convention consistantà admettre qu'on
commence par faire abstraction du facteur cosce + V— i sina, commun aux deux cosinus, qu'on multiplie ensuite entre eux les deux direciifs ainsi simpliGés, après quoi l'on restitue le même facteur à la partie réelle du produit, qui est le cosinus de P + Y}. Or la question de savoir s'il existe des opérations algébriques régulières, produisant les mêmes effets que ce procédé conventionnel, paraît encore plus difGcile à résoudre dans ce cas que dans le précédent.
Enfin, lorsqu'on donne simultanément une augmentation à a
eià p, les directifs de {x, P) et de H, n) sont respectivement
cos|3(cosa -f- v^— I sina) 4- y^'^ sinp, cosyj(cos$ -f V— I sin^) -+- v/~ "'sinv?, tandis que pour celui de (a -f- $, (3 -+• y)) on trouve
cos((3-+-yî)[cos(«-+-5)-l-V^^sîn(a-f-^)]-hv/^^sin(P-f.yî).
Or, pour passer des deux premiers à celui-ci, il faudrait convenir : premièrement, de ne pas tenir compte des facteurs de cosj3 et cosY] et de multiplier entre eux les directifs ainsi simplifiés; deuxièmement, de donner pour coefficient à la partie réelle de ce résultat le produit des deux facteurs qu'on a d'à* bord négligés. On voit donc que les exigences convention* nelles ne font qu'augmenter, et, par suite, les difficultés du sujet prennent avec elles une plus grande importance.
Hais la question se complique bien plus encore lorsqu'on remarque que, les éléments angulaires propres à définir une direction dans l'espace étant variables, les mâmes augmentations l eiri introduites dans ces éléments conduiront, suivant le choix qu'on aura fait de ceux-ci, à des directions sans cesse "différentes. Au lieu donc de cette immuabilité de direction qui, dans le plan, résulte de l'addition d'une quantité quelconque ^ à l'élément régulateur primitif, et qui tient à ce que celui-ci est unique, on aura dans l'espace une diversité continuelle de résultats, diversité en rapport avec celle dont est susceptible le choix des données régulatrices de la direction. Il est bien difficile d'espérer qu'au milieu de si incessantes mutations on puisse parvenir à des règles précises et uniformes.
Si, par exempte, au lieu de définir la direction par la latitude et la longitude, on se sert de l'angle X qu'elle fait avec l'axe des x et de l'angle (^Y) que fait avec le plan des xy celui qui la contient et qui passe pour l'axe des x^ on remarquera que, par l'addition de ^ à X, on pourra faire acquérir, dans ce dernier plan, toutes les positions possibles à la direction ; positions généralement très-différentes de celles qui cor-
respondeni à ^ dans le cas cî-dessus, puisque les nouvelles sont dans un plan et les précédentes sur une surfacp conique.
D*un autre côté, si on laisse X constant et si Ton ajoute ri à {xY ), la direction» faisant un angle invariable avec Taxe des x, s'appliquera, pour chaque valeur de m, sur une des génératrices d'un cône dont le sommet sera à l'origine, dont l'angle générateur sera X et dont l'axe se confondra avec celui des x. Or ce sont là des directions très-différentes de celles correspondant à n dans le cas précédent, puisque, encore ici, les unes sont dans un plan et les autres sur une surface conique.
Que conclure de ces diverses observations, sinon que l'existence d'opérations vraiment algébriques propres à nous faire passer dans l'espace d'une direction à une autre est plus que douteuse, et que ce qui est si simple dans le plan, ce qui est alors si conforme aux règles autorisées du calcul ne paratt guère pouvoir se pratiquer à l'égard des directions considérées dans l'espace qu'à l'aide de procédés non-seulement conventionnels, mais variables à tout instant, suivant le choix qu*il aura convenu de faire pour définir la direction? Dans tous les cas, nous ne pouvons que constater ici notre impuissance personnelle.
Ce n'est, très-exceptionnellement, que pour les directions situées dans le plan des xz qu'il est possible de faire usage des règles applicables aux directions planes. Cela tient à ce que dans ce plan, aussi bien que dans celui des xjr^ un seul élément suffit pour définir la direction, savoir: l'angle qu'elle fait avec l'axe des x; cela tient en outre à ce que cet angle se compte toujours à partir de Torigine commune des arcs, qui est la même pour ces deux plans des coordonnées. Dans ces deux circonstances, les arcs s'ajoutant à la suite les uns des autres sur une même surface plane, les règles trigonométriques qui régissent ces additions sont également applicables aux deux plans considérés. D'un autre côté, au point de vue
de l'Algèbre, l'attribut directif ^— i, qui caractérise Tare per-
pendiculaire partant de l'origine^ n'entraîne dans l'expression analytique de la direction que le simple changement de v^^^
en y/~i y et nous avons constaté que cela ne fait pas obstacle à l'application de la loi en vertu de laquelle le directif de la somme de deux arcs est égal au produit des directifs de chacun de ces arcs. Tout devient donc similaire entre le plan des xz et celui des xy^ la Géométrie et rAlgèbre se trouvant en parfait accord sur tous les points.
Mais il n'en est pas de même pour le troisième plan des coordonnées, celui desjz. A la vérité, dans ce plan considéré isolément» un seul élément suffît pour définir la direction, savoir l'angle 9 qu'elle fait avec l'axe des /; mais il se présente ici une différence essentielle avec ce qui concerne les deux autres plans des coordonnées : elle consiste en ce que, dans ceux-ci, les arcs dont on fait usage sont toujours comptés à partir de l'origine commune de tous les arcs, qui est l'extrémité de l'axe des Xj tandis que, dans le plan des yz^ les arcs 9 partent de l'extrémité de l'axe des ^; de telle sorte qu'au point de vue de cette origine commune ceux-ci, à leur point de départ, en sont distants horizontalement de la valeur d'un angle droit. Leur véritable représentation algébrique doit donc être soumise à deux conditions : l'une exprimant leur perpendicularité sur le plan des ar/, l'autre définissant la distance de leur point de départ à l'origine commune. La première est satisfaite par le facteur v'— i accolé à d, la seconde
le sera par l'addition de -• Il suit de là que, pour le plan
des yz^ l'expression de l'arc employé pour définir la direction
ne doit pas être seulement Byl—i\ agir ainsi ce serait évidemment confondre ce qui concerne ce plan avec ce qui s'ap^ plique à celui^des xz ; mais la confusion disparaît et une distinction trèsHfiette s'établit entre les deux cas, lorsqu'on donne aux angles qui caractérisent le dernier leur véritable expression -.-f- Bsl—i •
D'ailleurs, au point de vue analytique, nous allons voir que cette manière de procéder est tout à fait conforme aux prin-
cipes exposés dans l'arUcle XVII, et conduit à Terpression connue des directions dans le plan des yz.
Dans cet article, en effet, nous avons supputé ce que sont en grandeur et en direction le cosinus et le sinus de Tangle
a + p v/— I . Faisons-en l'application au cas actuel. La direction cherchée s'obtiendra évidemment en ajoutant le cosinus
dirigé de Tare - -4- 6 ^—i au sinus dirigé du même arc.
Or la valeur générale du cosinus de a 4- (3 \/— i étant, quant
à sa grandeur, cosa cos^, ce produit deviendra cos- cos^ et
sera par conséquent nul. Nous n'aurons donc pas à nous en occuper, et il ne nous restera qu'à avoir égard à ce qui concerne le sinus qui, à lui seul, doit nous donner la solution. Quant
à la grandeur de ce sinus, sa valeur générale v'i— cus^acos'^ se réduit ici à l'unité. Sa direction a pour expression générale
V^— I cospsina-f- y^— i sin^ ^i — cos'acos'P
et devient dans le cas actuel
V^— I cos6 sin- -+- i/— i sinô
ou simplement
V--7cos0 4- v'— I sin
qui est en effet l'expression connue des directions dans le plan des jrz.
Ces explications sont le complément promis de celles que nous avons déjà données dans l'article XVI, lorsque nous nous sommes spécialement occupé de ce qui concerne les directions situées dans les plans mêmes des coordonnées. Ce que nous n'avons pu alors constituer qu'à l'aide de points de vue particuliers se rattache ainsi à la théorie et aux formules générales des directions.
Les détails dans lesquels nous venons d'entrer nous paraissent très-propres à faire comprendre la distinction essen-
tielle qui existe entre te plan des x^ ^^ ^^ deux autres; Dans ceux-ci les arcs parteat toujours de l'origine, tandis que dans le premier leur point de départ pris sur Taxe des x ^^ ®^^ distant d'un angle droit compté sur le plan de base. De là des différences géométriques provenant de ce que l'addition
de - à 0 se fait non dans un môme plan, mais dans des pians
perpendiculaires l'un à l'autre, ce qui doit naturellement conduire, au point de vue de l'Algèbre, à des fonctions d'une autre nature» et par suite à des règles de calcul différentes des premières.
M%is« pour être complètement édifié sur tout ce qui concerne ce si^et, il ne faut pas se borner aux seules considéra* lions que noua venons de faire valoir dans l'article précédent* On serait, en efflat, en droit d'objecter que si, dans le plan des x^f l'angle 0, à l'aide duquel on définit les directions qui appartiennent à ce plan, ne part pas de l'origine, et si, aXi point de vue de cette origine, l'expression véritable de cet
angle doit être - ■+- 9^— i, il est toujours possible de lui substituer un arc direct partant de l'origine et équivalent, tant en grandeur qu'en direction, à l'addition des éléments - ei 6 opérée par voie de perpendicularité. En outre cela peut se faire non-seulement pour les directions situées dans le plan des ^2, mais encore pour une direction quelconque, ainsi que nous allons l'expliquer.
En effet soient OC {Jig. 3) la direction donnée, ei OB sa pro* jection sur le plan des 07*; sa longitude sera l'arc AB, et sa latitude l'arc BC. Ces deux arcs s'ajoutent perpendiculaire-* ment, et, comme les règles de cette addition ne sont pas celles qui s'appliquent aux arcs qui s'ajoutent dans un même plan, on est conduit à dire que de là résultent, pour l'expression analytique de la direction, des conditions nécessairement différentes de celles qui régissent les directions planes.
Cette observation faite, menons un plan par la direction donnée et par l*axe des x. Ce plan coupera la spiière unité suivant un arc de grand cercle CA, et Ton pourra prendre cet
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arc pour l'un des éléments a l'aide desquels on définira la direction. Or cet arc part évidemment de l'origine commune, et, comme toutes les additions qu'on lui fera dans son plan s'exécuteront suivant les règles de la Trigonométrie rectîligne, il semble qu'on est en droit de conclure que le passage d^une direction à une autre, pourvu que ces directions ne sortent pas de ce plan, devra se faire à l'aide des moyens et procédés applicables aux directions planes.
Au point de vue géométrique, cette conséquence est incontestable ; une fois la position du plan fixée, et elle le sera par l'angle qu'il fait avec celui des xyy le passage d'une direction à une autre dans ce plan se pratiquera par les mêmes opérations géométriques que celles opérées dans le plan de base.
Hais, au point de vue de l'Algèbre, les circonstances pourront ne pas se présenter avec la même simplicité. Il faudra bien, en effet, que, dans l'expression analytique de la direction, figure quelque chose qui indique qu'on est dans un certain plan plutôt que dans un autre. Or ce quelque chose pourra modifier, dans les calculs ultérieurs, la nature des résultats qui se sont primitivement produits, alors que ce nouvel argument analytique n'existait pas, ou du moins n'existait qu'à l'état de spécialité jouissant de facultés exceptionnelles et non générales. La représentation par l'Algèbre des procédés géométriques ne sera pas pour cela rendue impossible, mais elle
obéira à d'autres prescriptions que celles qui s'appliquaient particulièrement au plan des xy^ et cela parce que le nouveau plan s'en détache d'un certain angle, au lieu de se confondre avec lui.
Pour se bien fixer sur ce point très-délicat de la théorie des direciionsy il n'est pas inutile de dire ici quelques mots de la conception générale qu'on peut se faire de leur représentation analytique. D'ailleurs cet exposé n'intéresse pas seulement la question actuelle: il est, en outre, très-propre à élucider et à simplifier un grand nombre de considérations qui se 'rattachent à cette théorie.
Convenons de représenter par la lettre Od un directif quel-
conque; ce sera, par exemple, un de ceux i, v— i» v~"i qui appartiennent aux axes, ou de ceux qui s'appliquent aux plans des coordonnées et qui sont de l'une des formes
COS0 -4- V— ï sinô, cos6-f-v^^ 'sînfi,
V^^ cosô -♦- ^~ ""* sinO,
ou enfin, plus généralement, le directif d'une droite dans l'espace.
Cela posé, considérons une droite quelconque OD [Jig. 4) dont le directif sera (D; prenons ensuite une seconde droite OC
Fig. 4.
également quelconque, et faisant avec laprécédente un angle f • Dans le plan COD de ces deux droites, menons par l'extrémité
de C une perpendiculaire €E sur ]a première. Il est incontestable qu'on aura
OC dirigé = OE dirigé 4- CE dirigé,
et par conséquent, si Ton représente par CD' le direciif de la perpendiculaire à OD, il viendra
OC dirigé = (D cos 9 -h (D' sin 9.
Il résulte de là qu'une direction quelconque est toujours susceptible d'être représentée par un binôme, dont le premier terme exprime le cosinus dirigé d'un certain angle et dont le second terme est le sinus dirigé du même angle. Telle est la conception la plus générale qu'on peut se faire d'une direction; les deux directifs (D et 0^ se trouvent d'ailleurs assujettis à la condition d'être perpendiculaires l'un à l'autre dans ua même plan.
Faisons quelques applications de ce principe général. SI, par exemple, la droite OD se confond avec l'axe des x, le di* rectif (D sera toujours égal à l'unité. Si, en outre, la droite OC venait s'appliquer sur le plan même des xjr, le directîf du
sinus serait simplement y^— 1; la direction serait alors exprimée par
cos^H- V— I sin 9,
et l'on aurait dans ce cas
Si la droite OD se confond avec l'axe des 2, et si, en outre, OC vient s'appliquer sur le plan des xz, la direction sera exprimée par
V— -» COS9 *+" sln9, et Ton aura dans ce cas
SI la droite OD se trouve dans le plan xz^ et si sa direction y est déterminée par la condition qu^'elle fait un angle a avec
Taxe des Xy son directif CD sera représenté par
cosa-f-y — I sina,
et celui CD', dans le cas où OC serait également situé dans le plan des xz^ aura pour valeur
, yf^\ ( , V/=T \
V— I Vcos«-4-v — « sIna/.
Ces divers exemples sont de nature à faire comprendre comment les expressions (£) et Œ>' sont autorisées à intervenir dans celle de la direction de OC considérée dans ses rapports de position avec OD.
Ces préliminaires ainsi établis, ne sortons pas du même plan CODy pour lequel Texpression de OC est
(Dcos(p -hCÔ'sinç,
et prenons dans ce plan une nouvelle direction OC résultant de l'addition de l'angle f' à Tangle <p. Le directif de l'angle 9', considéré isolément et rapporté toujours à OD, sera
(î)cos9'-f-(D'sin<p'.
Dans cette expression (£) et (£)' ont exactement les mêmes valeurs que précédemment, puisque la direction de OD et celle de sa perpendiculaire dans le plan con^déré sont inva* riables. Enfin la direction OC, répondant à l'angle 9 + 9', sera exprimée par
(Dcos(9 -4- ?') "+■ cO'sin(9 -h 9').
Cela posé, que faudrait-il pour que la loi algébrique qui réglera le passage d'une direction à une autre fût encore ici la même que dans le plan des xjrl II faudrait qu'on eût
((Dcos9-*-(D'sin9)((Dcos9'-4-(D'sln9^) = (£)cos(9 -+• 9') -+-(©' sin(9 -f-9'),
relation qui^ lorsque le premier membre est développé, devient
(D*cos9COS9'-f-(ô''sin9sin9'-f- (OJ0'sin(9 -¥■ 9')
= 6^cos{<f -4- 9') 4-(£>'sîn(9 4-9'),
et qu'on peut mettre finalement sous la forme
Ct)((D — i) cos{<p -h 9') -+-{(©* -4- (D'^) sinç sinç'
-4- (©' ((ô — 1) sin( (p -I- <p' } = o.
Or, si l'on veut que cette équation ait lieu, quels que soient les angles <p et 9', il faudra que les coefficients qui multiplient les fonctions de ces deux quantités soient nuls, ce qui s'obtiendra en posant
De la première condition, il résulte que, le directif (d devant être égal à i, la loi en .question ne peut exister que pour des plans passant par l'axe des x. D'un autre côté, la seconde condiiion exige que CD" soit'égal à — i, ce qui ne se réalise, ainsi
que nous l'avons vu, que pour les valeurs y — i et y — ' de &. Cette analyse met donc complètement à jour les raisons pour lesquelles la loi dont il s'agit s'applique aux deux plans des xy et des xz^ et elle nous fait voir en même temps par suite de quelles circonstances algébriques elle ne saurait convenir à d'autres plans que ceux-là.
La considération sur laquelle nous venons de nous appuyer, et de laquelle il résulte qu'une direction quelconque OC peut toujours être rapportée à une direction donnée OD {voir la figure précédente), lorsqu'on connaît d'ailleurs l'angle 9 qu'elles font entre elles, mérite une attention particulière, parce qu'elle se reproduira souvent dans nos recherches : elle soulève l'importante question de mener dans l'espace une perpendiculaire à une droite donnée.
On remarquera à ce sujet que dans l'expression
(DCOS9 -f- OO'sino,
qui a fîguré dans le précédent article, le coefGcient O qui multiplie C0S9 est le directif de OD, et doit par conséquent
être toujours considéré comme connu, puisque OD est une direction complètement et explicitement définie. Quant à (D% sa détermination résulte de ce que la direction qu'il représente est perpendiculaire à OD et qu'elle est située dans le plan OCD; mais sa valeur n'est pas immédiatement exprimée comme l'esl celle de Q, et, pour l'obtenir, il est nécessaire d'effectuer certains calculs. Nous nous expliquerons plus tard sur l'indication générale de ceux-ci. Pour le* moment nous simplifierons la question en supposant que la droite OD, au lieu d'être quelconque, se trouve située dans le plan des xy.
Le problème que nous nous proposons de résoudre consiste donc à déterminer la direction d'une droite perpendiculaire à une autre droite tracée sur ce dernier plan des coordonnées.
Ce problème est, comme on sait, susceptible d'une Infinité de solutions. Si, en effet, au point de vue géométrique, on fait passer par l'origine un plan perpendiculaire à la droite donnée, toute droite située dans ce plan sera perpendiculaire à la proposée. Il est donc nécessaire, si Ton veut que la question soit déterminée, de s'imposer une nouvelle condition.
A cet effet, nous supposerons que par la droite donnée on mène un plan faisant un angle A avec celui des xy et nous déterminerons celle des perpendiculaires qui se trouve située dans ce plan.
Si 0 est l'angle que fait la droite donnée avec l'axe des x^ la direction de cette droite sera
cosS -h v^— 1 sinô.
Quant à sa perpendiculaire, dans le plan considéré, sa latitude sera évidemment l'angle A, et sa longitude sera celle de sa projection sur le plan xy. Or, cette projection étant dans ce dernier plan perpendiculaire à la droite donnée, il en résulte
que la longitude cherchée aura pour valeur l'angle d + -• De
ces déterminations on conclut que la direction de la perpendiculaire ci-dessus définie sera
cosaI cos(0 4- ^I 4- v^^slnf (? + - j U- /^ ''sinA,
expression qui prend la forme
cosA(— sinO + |/— I COS0) -f- /^^ sInA.
Si, au lieu de se irouver dans le plan des xy^ la droite don« née élail située sur celui des xz^ sa direction serait représentée par une expression de la forme
. / — ^ • cosTî-hy — I smyj,
dans laquelle y? est l'angle que fait la droite avec l'axe des x. Faisant passer par cette droite un plan quelconque et B élant l'angle de ce plan avec celui des xzy la perpendiculaire con*tenue dans ce plan aura pour latitude rapportée aux xz l'angle B ; le sinus de cette latitude aura d'ailleurs une direc* tion parallèle à Taxe des y. Quant à la longitude» ce sera celle de la projection de la perpendiculaire sur le plan des xz. Or, cette projection étant & son tour perpendiculaire à la droite donnée, il en résulte que la longitude cherchée aura pour
valeur y? + - • La direction de la perpendiculaire en question
sera d'après cela
cosB cosf Vî -h -W v^— I "'sinf.yî -h- j 1-4- y^^sinB,
expression qui prend la forme
cosB ( — sinrî -4- ^ — I cos>î/-4- sj-^i sinB.
Enfln, si la droite donnée est située sur le plan des yz^ et si V est l'angle fait avec l'axe des/, sa direction sera
y— t cosv -4- v-^' sinv.
Faisant passer par cette droite un plan et C étant l'angle de ce plan avec celui des 7*2, la perpendiculaire à la droite dans ce plan aura, par rapport aux ^2, une latitude égale à C et dont le sinus sera parallèle à l'axe des x. Quant à sa longitude, ce sera celle de sa projection sur le plan des yz^ et, comme cette projection est perpendiculaire à la droite donnée, il s'ensuit
que la longitude cherchée aura pour valeur v + -• En conséquence la direction de la perpendiculaire en question sera
coscfv^^cosf V -»- ^) -4- V'^^ sin ^v -f- ^)1 -h sinC, expression qui prend la forme
cosC V — \f^ sin V -4- yf^ ' cosv j + sin C.
Telles sont les formules a Taîde desquelles on pourra déterminer les directions des perpendiculaires à des droites situées sur un quelconque des plans des coordonnées.
Nous verrons plus tard, lorsque nous nous occuperons des directions qui concernent les plans, que ceci nous donnera les moyens d'écrire l'expression de la direction de plans perpendiculaires à des droites tracées sur les plans des xy^ des xz et des yz.
Les solutions des problèmes qu'on peut se proposer sur les directions des droites sont, comme on sait, singulièrement facilitées par la considération de plans passant par ces droites ou faisant avec elles certains angles déterminés* Pour peu qu'on se soit occupé des questions de la Géométrie de l'espace, on a pu se convaincre de la vérité que nous venons d'énoncer. C'est par ce motif que nous reporterons l'exposé des recherches que nous avons à présenter à ce sujet après celui qui concerne la détermination des directions des plans. Il ne faudrait pas croire toutefois que, sans ces auxiliaires, les problèmes soient insolubles ; seulement les développements qu'ils exigent alors sont plus compliqués. Nous n'y insisterons donc pas en ce moment ; mais, pour donner une idée des moyens & mettre en œuvre avec les seules ressources qui sont actuellement à notre disposition, nous traiterons une des plus importantes questions qu'on puisse se proposer au sujet
des directions des droites considérées dans Tespace, celle qui consiste à déterminer l*angle de deux droites.
Nous supposerons que ces deux droites passent par Torigine 0 et qu'elles percent la sphère unité aux points P et P'. I^ figure étant très-simple, nous pouvons nous dispenser de la tracer: ix et j3 seront la longitude et la latitude de la première droite, a! et (3' la longitude et la latitude de la seconde.
Cela posé, si Ton joint le point P avec le point P', on pourra
écrire
OF dirigé + PP' dirigé = OP dirigé,
condition que nous mettrons sous la forme
OP dirigé — OP' dirigé = PP' dirigé,
et dans laquelle tout est connu dans le premier membre*
Si maintenant on remarque que OP et OP' sont égaux à l'unité et si Ton désigne par iq et Ua longitude et la latitude de PP', cette équation deviendra
cos(3(cosa-h^^^sina)-+- v^^ sin^
— cosP'(cosa' -h v^— isina') — v^^^ * sin^'
= PP'[cosÇ(cosyî -f-v'— 'sinyî)-4-v^^ sinJ^J.
De là on déduit, en égalant respectivement le*réel au réel et les imaginaires aux Imaginaires, les trois équations de condition suivantes :
cos(3 cosa — cos(3' cosa' = PP'cosÇ cosïî, cosp sina — cos^' sin «' = PP'cosÇ slnyï, slnp — sinP'=PP'sinÇ.
Prenant la somme des carrés de ces trois équations, il vient
2— a[cos(3cos(î'(cosacosa'H-slnasina')-hsin(3sin(î']=(PF)%
et plus simplement
2 — 2 [cosp cosP' cos(a — a') -4- sinp sin(3'] = (PP')» ;
mais, si dans le triangle OPP' on désigne par cp Tangle en O
qui est précisément celui des deux droites» et si l'on ne perd pas de vue que OP et OP' sont chacun égaux à l'unité, il est connu qu'on aura
C0S9 = (PP
comparant cette équation avec la précédente, on en déduit immédiatement
cos<p = cos(3 cosji' cos(a — a') -+- sin(3 sin(3':
telle est, en fonction des données, la valeur du cosinus de l'angle cherché.
Cette analyse nous donne les moyens non-seulement d'évaluer l'angle de deux droites, mais en outre de connaître le directif de PP', c'est-à-dire d'une corde quelconque de la sphère dont les extrémités P et P' sont données.
La connaissance de ce directif dépend, en effet, de la détermination de K et de n. Or la dernière des trois équations de condition donne immédiatement
. ^ sinfi — sinS'
mais nous venons de voir que PP' est égal à y^a — 2 COS9; il
viendra donc
. ^ sinô — sînû' sinÇ= ^ Lm
y/2 —2 COSCp
et il ne s'agira plus que de remplacer cosf dans cette expression par la valeur ci-dessus, pour obtenir sin^ en fonction des données p, p', a, a'.
Quant au cosinus du même angle, il sera donné par la formule
^ ^ / (sinp -sin(3S' cosÇ = \/ I— ^ — ^^
Faisant maintenant usage de cette valeur de cosÇ, dans les deux premières équations de condition, celles-ci donnent pour
cosiQ et sinT), après avoir remplacé PP' par Va — 2Cos(p , savoir :
oosôcosa — oosS'cosa' C0S7Î =
v/2-- 2cos(p — (sinp — sin^')»
oosôsina — cosS'sîna' sinyj = ^ ^ —
^2 — 2 cos<p — (sinjâ — siii^')*
On peut faî re disparaître f de ces expressions et les obtenir, ainsi qu*il suit» en fonction des seules données de la question :
cos S cos a — cos S' cos a'
COSn == r r
sinyj =
^cos'p -h cos'j3' — 2 cos(3 cosP' cos(ûk — a' )
cos ^ si n a — cos(3'sina' Vcos*p -f- cos^ji'— 2COSJ3 cos^'cos(a — a')
Les autres questions très-diverses qu'on peut se proposer sur les directions des droites seront traitées avec tout le développement qu'elles comportent, lorsque, après nous être expliqué sur les directions des plans, nous procéderons aux études qui ont pour objet la combinaison de l'élément continu de la longueur avec celui de sa direction, ce qui embrasse évidemment tous les cas possibles de la Géométrie.
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Avant de procéder à la recherche des rapports qui» en ce qui concerne les plans, peuvent exister entre les deux sciences de rétendue et du calcul, il est indispensable de se rendre un compte exact des moyens géométriques à l'aide desquels on procède à la détermination des plans. Quand ces moyens seront connus et bien compris, il sera plus facile, d*abord, de s'assurer si des relations peuvent à cet égard exister. entre la Géométrie et l'Algèbre, et en second lieu de déterminer, au cas où elles existeraient en effet, quelle en doit être la nature et quelle en sera l'expression.
On sait qu'au point de vue géométrique tpois conditions sont nécessaires pour fixer invariablement la position d'un plan. Ces conditions consisteront, par exemple, dans la fixation de trois points par lesquels le plan devra passer, ou bien dans celle de deux droites qui se coupent, ou encore dans la détermination d*une droite et d'un point qui seront contenus l'un et l'autre dans le plan en question, \)u enfin à l'aide de toute autre combinaison équivalente.
La constatation de l'équivalence, que nous mentionnons ici, doit toujours être soigneusement faite, de manière qu'on soit toujours bien certain que les conditions données sont au nombre de trois et qu'elles ne sont ni inférieures ni supérieures à ce nombre ; car, dans la première de ces deux circonstances, la position du plan serait toujours indéterminée, et dans la seconde elle serait le plus souvent impossible.
Si, par exemple, les trois points donnés étaient situés sur une même droite, tout plan passant par celte droite contiendrait les trois points, et par conséquent le problème serait indéterminé* Cela résulte de ce que les conditions sont alors
réduites aux deux seulement qui sont nécessaires pour la fixa* tion d'une droite. Si> au contraire, on voulait que le plan passât par deux droites données» comme la fixation de chaque droite exige deux points, on voit qu'il faudrait satisfaire à quatre conditions, ce qui est généralement impossible ; mais, lorsque les droites se coupent, ces conditions se réduisent à trois, parce que, le point d'intersection étant donné, il n'en faut plus connaître qu'un nouveau pour fixer la position de chaque droite. C'est ce qui arrive encore lorsque les deux droites sont assujetties à la condition d'être parallèles, parce qu'alors, l'une des droites étant déterminée par deux points, il n'en faut plus qu'un pour fixer sa parallèle.
Dans les divers exemples que nous venons de passer en revue^ la détermination du plan se fait, soit par des points, soit par des droites, soit par la combinaison des uns avec les autres ; mais on peut aussi faire intervenir pour cette détermination la considération d'autres plans et d'angles, et associer ceux-ci avec tout ou partie des éléments ci-dessus indiqués.
Par exemple» une droite étant tracée sur un plan donné, on peut assujettir un plan à passer par cette droite et à faire avec le plan donné un certain angle f • Il est facile de se convaincre qu'un tel énoncé n'impose ni plus ni moins que trois conditions et qu'il se ramène au cas dans lequel un plan est déterminé par deux droites qui se coupent. En effet, si par un point quelconque A de la droite on mène un plan perpendiculaire à cette droite, ce plan coupera le plan donné suivant une ligne qui sera l'un des côtés de l'angle f , l'autre côté de cet angle sera une droite dont la situation se trouve invariablement fixée par la valeur de 9 et qui, sous peine de ne pas satisfaire aux conditions de l'énoncé, doit être contenue dans le plan cherché ; la question est donc ramenée à faire passer un plan par deux droites qui se coupent au point A.
Hais, si le plan donné ne contenait pas la droite donnée. Il ne serait pas certain que le problème fût toujours possible. Pour nous éclairer à ce sujet, appelons R le point de rencontre de la droite et du plan ; par ce point, menons au plan une perpendiculaire, et considérons cette perpendiculaire comme j'axe d'une surface conique dont le sommet est en R et dont
Tangle générateur est le complément de l'angle <p. Comme le point R est sur la droite donnée, le plan cherché doit passer par ce point ; d'ailleurs ce dernier plan ne peut Taire un angle 9 avec le plan donné qu'à la condition d'être tangent a la surface conique ci-dessus. Cela posé, par rapport à ce cône, la droite pourra être dans trois situations difiérentes, savoir: elle sera ou extérieure au cône ou Intérieure, ou bien elle se confondra avec une de ses génératrices. Dans le premier cas, le problème sera résolu à l'aide d'un plan passant par cette droite et tangent au cône : on voit même qu'il y aura deux solutions ; dans le dernier cas, ces deux solutions se réduiront à une. On voit d'ailleurs que, dans ces deux circonstances, la question est ramenée à faire passer un plan par deux droites qui se coupent au point R; mais, lorsque la droite donnée se trouvera Intérieure au cône, tout plan passant par elle étant nécessairement sécant à ce cône, il n'y aura pas de solution possible. Nous ne pousserons pas plus loin l'examen de ces considérations, qui sont purement géométriques et que le lecteur pourra développer à loisir ; mais nous avons dû appeler l'attention sur ce sujet, afin qu'on ne perde pas de vue que, dans les recherches qui ont pour objet de déterminer les rapports qui peuvent exister entre deux sciences, il faut toujours s'éclairer au préalable sur les principes et sur les facultés qui font partie du domaine individuel de chacune de ces sciences. Ce n'est qu'après que cette connaissance est bien acquise qu'on est en mesure de se prononcer sur les relations et les équivalences qui peuvent exister de l'une à l'autre. Telle est la voie dans laquelle nous sommes entré dès le début de nos études sur les rapports de la Géométrie et de l'Algèbre et que nous allons continuer de poursuivre dans Texposé suivant, qui a pour objet tout ce qui se rattache à la direction des plans.
En ce qui concerne les droites, l'idée que nous nous faisons de la direction est inséparable de l'idée d'unité. La constitution de ces sortes de lignes est telle, en effet, que nous ne
pouvons les concevoir que sous la condition que l'élément directif y reste le même pour tous les points : l'élément continu seul, la longueur, y change lorsqu'on passe d'un point à un autre; mais le caractère essentiel de la droite, au point de vue de la direction, est l'invariabilité.
Il Tallait donc, pour que rAlgèbre fût apte à représenter la droite telle que la constituent les conceptions géométriques, qu'il se trouvât dans cette sclervjce une expression propre à convenir à tous les points d'une droite. C'est ce qui existe, en effet, et ce qui, en particulier, est d'une détermination trèsfacile quand on ne sort pas du plan. Ayant pris, en effet, un point quelconque P sur une droite passant par l'origine 0, et ayant abaissé de ce point unç perpendiculaire PA sur la ligne de base, le chemin dirige OP est géométriquement équivalent à la
somme des chemins OA + /^PA, somme qui peut s'écrire
OA , — PA\ OP
Or, dans cette expression, le second facteur, par suite de la
constance des rapports ^r^ et j^> reste invariable, et convient
par conséquent à tous les points de la droite ; c'est celui qui constitue l'élément directif. Le premier facteur seul, qui représente l'élément continu, change quand on passe d'un point à un autre. On voit ainsi comment s'établissent des relations intimes entre les conceptions géométriques et les facultés propres à l'Algèbre, et de là résulte la possibilité de représenter les unes par les autres.
SI, au lieu de droites contenues dans un même plan, il s'agit d'une droite située d'une manière quelconque dans l'espace, des concordances analogues peuvent être établies. En effet, ayant pris (Jig. 5) le point 0 pour origine et la droite OX pour axe des or, considérons une droite arbitraire OP se projetant sur le plan des or^* suivant OA. D'un point quelconque P de cette droite, abaissons sur ce dernier plan la perpendiculaire PA, et puis du point A la perpendiculaire AB sur l'axe des X. Il est certain que géométriquement, et en vertu des
IM
principes qui régissent les perpendicularités, le chemin dirigé OP sera égal à
OB-hv'-i AB-hV^^ PA;
mais les deux premiers termes peuvent s'écrire
0A(°S^/r7jîi
AB\ OAJ'
Texpression ci-dessus de OP dirigé devient donc
^,/OB , — AB\ I — v^r.
et ceile^i à son tour prend la forme
Or tous les rapports contenus dans le second facteur restant constants, quel que soit le point P qu'on aura choisi sur la droite» ce facteur jouit du privilège d'être immuable, et devient ainsi le représentant naturel de ce qu'il y a d'Invariable dans la droite, c'est-à-dire de sa direction. Quant au premier facteur OP, c'est l'élément continu, et celui-ci change, comme cela doit être, lorsqu'on passe d'un point à un autre.
Hais, si de la droite on passe au plan, les considérations géotnétriques qui se rattachent aux directions subissent de profondes modifications. Tandis qu'en chaque point de la droite l'idée de la direction est unique, il n'en est pas de même sur le plan, puisque, par chacun de ses points, nous concevons qu'on peut faire passer une infinité de droites et que ces droites sont très-diversement dirigées. Il faudra donc,
s*il existe en Algèbre une expression susceptible de nous donner l'idée et la mesure de ce qui se passe sur le plan, au point de vue directif, que cette expression jouisse de la propriété de convenir à la fois à toutes les directions des droites qui» passant par un même point du plan» sont contenues dans ce plan. De là résulte la nécessité que» dans cette expression, figure un élément variable comme le sont les directions de toutes ces droites ; mais en même temps, comme ces droites, quoique en nombre infini, ne sont pas quelconques, comme elles sont assujetties à être toutes contenues dans le plan considéré, il faudra qu'il se trouve dans l'expression en question un élément fixe propre à réaliser la condition en vertu de laquelle il n'y aura de directions acceptables que celles des droites qui ne sortent pas du plan. Ce n'est évidemment que lorsqu'on sera parvenu à soumettre une expression algébrique à cette double condition de constance d'une part, de variabilité de Tautre, que cette expression pourra devenir le représentant analytique des faits naturels en vertu desquels la conception géométrique du plan nous est acquise.
Quelque compliqué que paraisse ce programme au premier abord, on va voir que, non-seulement il n'est pas impossible d'y satisfaire, mais que sa réalisation peut s'obtenir sans difficulté.
Toutefois, pour aller du simple au composé, nous nous occuperons d'abord d'une catégorie de plans spécialisée par la condition qu'ils sont assujettis à passer par l'un des trois axes des coordonnées. Dans les articles suivants nous donnons l'exposé de ces premières recherches.
Nous supposerons d'abord que l'axe choisi est celui des Xn Un plan passant par cet axe est complètement défini en Géométrie, lorsqu'on connaît l'angle qu'il fait avec le plan des xy. Cet angle, d'après les notations admises à l'article XXIX, est représenté par le symbole (^Y).
Par un point quelconque du plan, menons une droite assu-
jeiiie à la seule condition d'être contenue dans le plan. Cette droite coupera l'axe des x et Tera avec lui un certain angle (X). Le directif de cette droite sera le même que celui d'une parallèle qu'on lui mènera par l'origine, et cette parallèle sera à son tour contenue dans le plan. Or nous avons vu à Tarticle XXX que, dans les conditions que nous venons de défi* nir, le directif, tant de la droite que de sa parallèle, a pour valeur '
cosX -H Lv^^ cos( j:Y) + v/^^ sin(:pY)] sinX.
Dans cette expression, l'élément (^Y) est invariable, puisque c'est lui qui définit et fixe la position du plan ; mais l'élément X changera suivant le choix qu'on aura Tait pour la droite, et l'on voit qu'il pourra recevoir toutes les valeurs comprises depuis zéro jusqu'à 27r; mais, dans tout le cours de ces variations, les droites successives, dont l'expression ci-dessus représente le directif, ne cesseront pas d'être contenues dans le plan. 11 résulte de là que cette expression, par la variation de X, convient à l'ensemble des droites qu'on peut mener par un point quelconque du plan et qui sont situées sur ce pian. Elle est donc, en ce qui concerne les directions, la reproduction complète de la propriété constitutive du plan en Géométrie, et, par suite, elle en est l'exacte représentation en Algèbre.
£n conséquence, l'expression ci-dessus, dans laquelle (orY) est constant et X variable de zéro à 271, est le directif du plan.
On peut soumettre ce résultat à quelques vérifications. Chaque fois qu'on donnera à X une valeur fixe, l'expression directive ci-dessus deviendra celle d'une droite. Si, par exemple, on suppose que X est nul, la droite en question s'applique sur Taxe des x. En effet, pour X = o, l'expression
se réduit à + i. Si l'on donne à X la valeur -9 la droite vient
se placer dans le plan des xy^ et l'angle qu'elle y fait avec l'axe des y est précisément celui du plan donné. En effet,
l'bypolhèse X = - ramène l'expression ci-dessus a la forme
v'^cos(xY) + v'^^~'sîn(«Y),
qui convient exactement aux conditions que nous venons de définir.
Lorsque» au lieu de passer par l'axe des x^ le plan donné passe par celui des/, si Ton appelle (t'X) l'angle que fait ce plan avec celui des xy et si l'on désigne par Y celui que fait une droite quelconque qui y est située avec l'axe des y, le directif de cette droite sera
V^ cos Y 4- [cos(/X) 4- V^^"' 8in(rX)] sia Y,
et, en appliquant à ce cas des raisonnements analogues aux précédents, on arrivera à celte conclusion que celte expression, en y laissant (/X) constant et en y considérant Y variable de zéro à 27r, esl la représentation algébrique du direciif du plan«
Enfin, pour un plan passant par l'axe des z et faisant un angle (zH) avec celui des xZy le directif du plan sera
v/^ "'cosZ-f-[cos(zX)4- V---^sln(3X)] sinZ,
expression dans laquelle (^X) est constant et oii Z, qui représente l'angle que fait avec l'axe des z une droite quelconque située dans le plan, est variable de zéro i ar.
Dans le but de se familiariser avec l'emploi de ces nouvelles expressions, il est utile de présenter quelques observations sur les faits qui s'y rattachent le plus immédiatement.
Nous avons déjà constaté que, pour les plans passant par l'axe des :r, l'intersection avec le plan des yz a pour expression
V'~cos(a:Y) -+- V^^sin(j:Y).
On se convaincra, à l'aide de raisonnements analogues, que les plans passant par l'axe des j^ coupent celui des xz, suivant une droite dont le directif est
cos(rX)-f. v'^'^-'sinCrX).
qu'enfin les plans qui passent par Taxe des z coupent celui des xjr suivant une droite ayant pour directif
cos(^X) -4- v^— I sin(zX).
Ces diverses remarques ne présentent aucune difficulté.
Considérons maintenant deux plans passant, l'un par l'axe des X, l'autre par celui des y*, et proposons->nous de déterminer leur iniersection. Cette intersection sera une droite passant par l'origine, et son directif sera un cas particulier de chacun des directifs des deux plans.
Mais pour le premier plan la direction est exprimée par
cosX -4- [v'^cos( j?Y) -f- v^ ' sin(arY)J sinX; pour le second elle l'est par
V'— 1 cosY -f- [cos(jX) -h ^^ ' sin(jrX)J sinY.
Il faudra donc, pour Tintersection, que ces deux directifs soient égaux. De là résulteront des conditions à l'aide desquelles nous pourrons assigner les valeurs des angles X et Y •qui conviennent spécialement à cette intersection.
Ces conditions sont
cosX = cos(7X) sin Y, cos{arY) sinX = cosY, sln(^Y) sinX = sin ( jX) sin Y.
Comme à l'ordinaire, elles figurent au nombre de trois, mais nous savons déjà que l'une d'elles est comportée par les deux autres.
Divisant la dernière par la première, on a
^ sin(a?Y)
divisant ensuite la dernière par la seconde, on trouve
^ lang(j:Y) tengY= . 7 ^/' sin(jX)
On déduira de là les valeurs des sinus et cosinus de X et de Y en fonction de tangX et de tang Y.
En substituant ce qui concerne X dans la première des expressions ci-dessus, on aura pour le direciif de l'intersection
sin(arY) -t- [\f^cos{xY) -+- yC^^ sin(:gY)] tang(,rX) •
V'sin»(a?Y)-f-lang»(r'X.)
Sous cette forme» le directif porte l'empreinte du plan qui passe par Taxe des x.
Si maintenant on substitue dans la seconde ce qui concerne Y| le directif de la même Intersection sera
V^^sin(.rX)4-[cos(rX)-hv/^^sin(rX)]tanK(xY)
V^sinMrXl-^tang'lo^Y)
et Ton voit que, sous cette forme» l'expression porte Tempreinte du plan qui passe par l'axe des x*
Si l'angle (^Y) devenait droit» le premier plan se confondrait avec celui des xz, et l'intersection serait une droite située sur ce dernier plan faisant avec l'axe des x l'angle (/X). En effet» dans ce cas» le numérateur de la première expres-
■ ■ ^—l sion se réduit à i + v— i tang( jX) et le dénominateur devient ^i-htang'(7-X^ ou simplement — ^ ; par suite l'expression prend la forme voulue
cos(/X) 4- v'=^^sin(rX).
Dans la même hypothèse de l'angle (^Y) égal à un droit» il
faut que la seconde expression conduise exactement au même
résultat que la première. Or l'expression se présente déprime
abord sous la forme du rapport de. deux infinis ; mais» en y
remplaçant la tangente de (^Y) en fonction du sinus et du
sln(^Y) cosinus» le dénominateur se réduit à : — rr-; multipliant
cosIjtY)' '^
alors les deux termes de la fraction par cos(arY)» il reste pour le directif de l'intersection la même valeur que ci-dessus.
Si c'est l'angle (/X) qui devient droit» on vérifiera par des moyens analogues que, quelle que soit celle des deux exprès-
sions dont on voudra faire usage, la direcUon de l'iniersecUon devient, comme cela doit être, celle d'une droite située sur le plan ûesyz et faisant un angle (^Y) avec Taxe des y. . Si Ton combinait un plan passant par l'axe des x avec un autre passant par celui des i, ou deux plans passant Tun par l'axe des y, l'auire par celui des z, on obtiendrait les intersections par des procédés et des calculs en tout semblables à ceux qui viennent d'être exposés. Nous n'insistons pas davantage sur ces détails, au sujet desquels il sera très-facile au lec^ leur de s'éclairer par lui-même.
Ne manquons pas de faire remarquer» avant d'abandonner ce sujet, que si, dans les trois équations de condition ci-dessus» au lieu de prendre les valeurs de X et de Y en fonction de {xY) et de (/X), pour les substituer dans les directifs des deux plans, nous avions pris au contraire les valeurs des secondes quantités en fonction des premières et si nous avions fait les mêmes substitutions, nous aurions dû retomber sur le directif d'une droite faisant avec les axes des x et des jr les angles respectifs X et Y. Procédons à cette vériflcation.
La somme des carrés des deux dernières conditions donne
sin»X = cos»Y •+- sin'ljX) sin»Y,
d'où Ton déduit
. , „, Vsin'X — cos*Y
sm(/X) = :—^
^•^ ' smY
et, par suite,
, -.^ cosX cos(rX)= . ^] ^•^ ' sinY'
puis, prenant la somme des carrés des première et troisième conditions, on a
sin'Y = cos»X -f- sin»(x Y) sin»X.
De là on déduit les valeurs suivantes de sin(jrY] et cos( xYj:
. / vx i/sin»Y — cos"X , „, cosY
sin IxY) =^ r-v 9 cos(xY) = -t-^ •
^ ' sinX sinX
Substituant maintenant les sinus et cosinus de xY dans le
premier direcUf du plan» on trouve
cosX -4- /^cosY H- \J'-' I ' ^sin*Y — cos'X .
Substituant en second lieu les sinus et cosinus de ^X dans le second directif, il vient
cosX -h v/— I cosY -f- V— i v^sin'X — cos'Y.
Ces expressions, étant l'une et Tautre les représentants du directif de l'intersection, doivent être égales, et c'est ce qui a lieu, en effet» en vertu de la relation
sin» Y — cos*X = sin^X — cos» Y.
En outre, ce sont exactement les formes obtenues à l'article XXXI pour le directif d'une droite faisant l'angle X avec Taxe des x et l'angle Y avec Taxe des y. Il résulte bien de là que les concordances prévues sont en effet réalisées.
Les questions que nous venons de résoudre pour les plans contenant l'un des axes permettent d'apprécier et de mesurer tout ce qui concerne les plans qui, passant par l'origine, sont perpendiculaires aux plans des coordonnées. Il résulte, en effet, de cette perpendicularité qu'un plan de cette catégorie contient nécessairement Taxe qui est perpendiculaire au plan des coordonnées dont on s'occupe. On rentre donc dans le cas précédent, et il n'y aura plus qu'à chercher dans les données de la question la valeur des éléments qui figurent dans les expressions ci-dessus déterminées.
Par exemple, si la trace, avec le plan des xy^ d'un plan qui, passant par l'origine, est perpendiculaire à ce dernier, est définie par l'angle a qu'elle fait avec l'axe des x, cet angle sera précisément celui que fait le plan dont il s'agit avec celui des xz. Ce sera donc ce que, dans l'article précédent, nous avons appelé (^sX). Cela posé, si Z est l'angle que fait avec Taxe des z une direction quelconque tracée dans le plan en
question, cette direction sera exprimée par
V^^ cosZ -+- [cos ( « X ) -I- ^^ sîn (« X) ] sin Z,
et tel sera le directif du plan sous les conditions que i X y sera considéré comme constant et queZ y variera depuis zéro jusqu'à sTr.
Mais» d'un autre côté, si l'on appelle p la latitude d'une droite dont a est la longitude, cette droite, d'ailleurs contenue dans le plan considéré, aura pour directif
cosp(cos«-i-/^slna) -h ^f^ *sinp,
et telle sera l'expression de la direction du plan dans laquelle a sera constant et ^ variable de zéro à sti.
Or il est bien facile de reconnaître que ces deux expressions sont identiques, puisque, d'une part, a = jsX et que, d'autre part, l'angle ^ étant le complément de l'angle Z, on a les deux
égalités
cosp = sinZ, sinp = cosZ.
Il y a une autre catégorie de plans qui rentre également dans la première. Cette catégorie comprend ceux qui sont perpendiculaires à une droite tracée sur l'un des plans des coordonnées et qui passent par l'origine. Il est évident, en effet, que ces plans contiennent l'axe perpendiculaire au plan des coordonnées qu'on considère, de sorte que, comme précédemment, il n'y aura plus qu'à chercher, dans les données de la question, la valeur des éléments qu'il faudra introduire dans l'expression directive déjà déterminée.
Par exemple, si la droite donnée est située sur le plan des xy et fait avec l'axe des x un angle 9, une droite quelconque tracée sur le plan qui nous occupe, et dont A serait
la latitude, aura pour longitude constante Oh Sa direction
sera donc
cosaI cos(e 4- ^W v^~sin(0 -+- ^)1+ y'^'^'^sinA,
qui se réduit à la forme
cosA (— sinô -+- v^~ COS0) -i- V~i^ ' sinA,
comme nous Tavons trouvé à Tarticle XXXIX. Celle expression sera donc le direcUrdu plan, en y supposant 9 constant et A variable de zéro à air.
Mais, d'un autre côté, si {zX) est l'angle du plan considéré avec celui des xz, et si Ton appelle Z Tangle que fait une droite quelconque, située dans ce plan, avec Taxe des z, le directif du plan devra être
y/~ ' cosZ H- [cos(aX) -f- ^^s\n{z\)] sinZ,
dans lequel z\ est constant et Z variable de zéro a 2ir. Il faudra donc que celte expression soit identique avec la précédente. C'est ce qui a lieu en effet, puisque, d'une part, (^X)
est évidemment égal à 0 + -^||f.que, d'autre part, Z étant le
complément de A, on a les deux égalités
cosZ = sin A, sinZ = cosA.
Il y a donc concordance entre les divers points de vue auxquels on peut se placer dans l'examen de ces questions.
Généralisons maintenant le problème, et supposons que le plan considéré, au lieu de passer par l'un des axes et d'être, par conséquent, assujetti à être perpendiculaire à l'un des plans des coordonnées, passe par une droite quelconque, issue de l'origine, tracée sur l'un de ces plans, et fait avec celui-ci un certain angle.
Nous admettrons, par exemple, que la droite donnée est située sur le plan des xjr(fig. 6) et que, 0 étant Torigine, elle y est figurée par OD. Celte droite représentera sur ce plan la trace du plan cherché. Supposons ce dernier plan construit, et menons-y une droite quelconque, faisant avec OD un
angle <p, et coupani la sphère unité au point P. De ce point, abaissons une perpendiculaire PA sur OD. Si Ton désigne
FIg. 6.
par (D le directif de OA, par 6^' celui de PA, la direction de la droite OP sera exprimée par
(D.OA -f-(D'.PA, ou par (D.cosç H-CÛ'sinç.
Dans cette expression, quel que soit 9, mais sous la condition que OP est située sur le plan cherché, (D et (D' sont constants; car CD est le directif de la droite fixe OD et dd' est celui d'une longueur qui, quel que soit le point P, reste toujours parallèle à elle-même. Les valeurs de ces deux constantes dépendront uniquement des données de la question ; il n'y aura que 9 qui variera avec la position de la droite choisie, depuis zéro jusqu'à stt.
Il suit de là qu'à l'aide de la variation de f cette exprès* sion convient à toutes les droites qui, partant de Torigine, sont situées sur le plan considéré et qu'elle est, par conséquent, le directif de ce plan. Nous n'avons donc plus qu'à lui donner sa forme définitive par l'introduction des valeurs de (D et de (£)', telles qu'elles résultent des données de la question.
En ce qui concerne 00, si l'on désigne par ex l'angle que fait OD avec l'axe des Xy sa valeur sera
cos« -h v^— I sina.
Quant à &, la détermination de cette direction a été faite à l'article XXXIX, et nous avons vu que, A étant l'angle du plan considéré avec celui des xy, sa valeur est
cosA(— sina H- ^— I cosa) -h ^^ slnA.
D'après cela, l'expression générale CD cosç -f- C£)'sin<p se particularise et devient
cos9(cosa -4-V— I sina)
-I-[cosA(— sina-4- v^^cosa) H- v^^ sinAjsinf, qui peut être mise sous la forme
(cosç-f- v^—i cosAsin9)(cosa-h v^— I sina)
. — v^ -+- V — I sinAsinf.
Tel est le directif du plan dans lequel a et A sont les constantes données par l'énoncé, et où cp, qui peut varier de zéro à aTT, est Tangle que fait avec la droite donnée une droite quelconque tracée sur le plan.
On vérifiera facilement que» lorsque a est successivement
égal a zéro ou à ~9 on retrouve les formules données ci-dessus pour les directifs des plans qui passent Tun par l'axe des ar^ l'autre par celui des y; lorsque, au contraire» c'est A qui est nul, l'expression devient
(cos9 -I- v^— I sinf )(cosa -f- ^— i sina)
ou
cos(9 -I- a) -h V— I sin(9 -h a),
qui est celle d'une direction quelconque du plan des xy.
Enfin» lorsque A est égal à -9 on obtient le directif d'un plan passant par l'axe des z.
Proposons-nous maintenant de chercher l'intersection du plan en question avec chacun des plans des coordonnées.
Et d'abord, pour le plan des xjr^ il faut que l'angle 9 soit constamment nul ; cela donne immédiatement» comme nous
le savions déjà,
cosaH- i/— I sina.
Passons maintenant à ce qui est relatif au plan des xi. L'origine étant placée en 0 (fig. 7) et OX représentant l'axe des x,
Fig. 7.
soit OD l'intersection du plan considéré avec celui des xy; supposons enfin que OQ représente l'intersection du même plan avec celui des xz ei que Q est le point où cette droite perce la sphère unité.
Déterminons ce qui concerne OQ, et procédons d'abord à cette détermination par les seules considérations géométriques. 11 s'agira ici de connaître la valeur de l'angle 9 que fait OQ avec OD, angle qui est mesuré sur la sphère unité par l'arc QD ; d'un autre côté, Tintersection de la même sphère par le plan des xz est représentée par l'arc QB ; ces deux arcs, joints avec celui qui passe par B et par D dans le plan des xx» déterminent le triangle sphériqueQBD, rectangle en B,dontQD est par conséquent l'hypoténuse et dont l'angle en D est égal à A. Dans ces circonstances, il est connu qu'entre lesxdiverses parties de ce triangle il existera la relation suivante :
tang(QD} cosA = tang(BD) ;
mais QD==9 et BD = r — a; il viendra donc
tangfTT — a) tanf^a
tang ? = — ^^—7 ■' = ^ :
°^ cosA cosA
telle est l'équation qui donnera la valeur de l'angle 9 en fonction des données de la question.
Si l'on voulait, en outre, connaître la latitude du point Q, on la déduirait du même triangle sphérique, en égalant le cosinus de l'hypoténuse au produit des cosinus des deux côtés
de l'angle droit, ce qui donne
008 (p = cos{QB)cos{Tr— a),
d'où l'on déduit
cos(QB) =
COSO (!0S(p
cos(îr— a) cosa
et il ne s'agira plus que d'y substituer pour COS9 sa valeur déduite de celle de tongf .
Mais nous pouvons obtenir la valeur de 9 par un autre procédé qu'il importe d'autant plus de signaler qu'étant une conséquence immédiate des principes directifs mêmes il constate une fois de plus l'accord de ces principes avec ceux déjà admis dans la Science.
Remarquons à cet effet que» dans le plan des jtjz, sur lequel se trouve l'intersection que nous cherchons à déterminer,
les directifs i et v — 1 doivent seuls être maintenus ; il résulte de là que, pour avoir 9, il sufOra, dans le directîf général du plan, d'égaler à zéro les termes qui sont multipliés par
^—t ; on obtient ainsi la condition
cosfsina + cosAsm9COSâe = Oy
de laquelle on déduit immédiatement, comme ci-dcssus,
tan^a
tang<p
cosA
Ces préliminaires ainsi établis, à Taide de celte valeur de tang<p, nous obtiendrons les suivantes :
cosA . tanpa
COS<p = -- r - --r-^rr^» SIH ^ =:
Vcos'A -+- taiig'a V^cos^A H- laii^'a
La présence du radical carré implique deux valeurs pour le cosinus et le sinus de f , et nous ne devons pas négliger de placer ici une observation importante au sujet de cette dualité. L'existence de ces deux valeurs s'explique naturellement par le principe de Trigonométrie en vertu duquel, à une même tangente correspondent deux arcs très-distincts dont
la différence est toujours it. Il est d'ailleurs évident, par suite
de la relation tang9=:^ — -i donl la généralité est bien rc-
cos<p °
connue, tant pour ce qui concerne les grandeurs que pour ce qui concerne les signes, que toutes les fols que la tangente sera positive le sinus et le cosinus auront même signe ; toutes les fois, au contraire, que la tangente sera négative, le sinus et le cosinus auront des signes contraires. Quel sera celui de ces signes qu'il faudra appliquer à l'un et à l'autre? Cela dépendra des valeurs particulières de a et de A et par conséquent des données de Ik question.
Par exemple, dans le ctes représenté par la Ogure, l'angle a est supposé moindre qu'ua droit, et il en est de même de A ; diaprés cela la tangente de>9 sera négative. Or, dans ces circonstances, il est connu que la tangente et le cosinus sont négatifs: il faudra donc appliquer le signe. — à cos<p et le signe + à sin<p.
Sans nous étendre davantage sur ces détails, que nous devions toutefois signaler à l'attention du lecteur, on voil par l'exemple que nous venons de donner que, dans chaque cas, il faudra soumettre les données de la question à une discussion particulière et préalable pour s'éclairer sur la positivité ou la négativité respectives des trois quantités tangcp, sln9,
COSf.
Ces choses ainsi entendues, si, dans le directif du plan, oa
supprime les termes multipliés par ^— i , que nous venons de reconnaître devoir être annulés, il restera, pour la direction de la droite qui forme son intersection avec le plan des xst l'expression
cosçcosa— eosAsinf sina-h v — « sinA sin9, qu'on peut mettre sous la forme
cos(p(cosa — cosA tang(psina) + y — * s\n\ sinf.
Remplaçant tangf par sa valeur, il vient
roso v^~ . . .
hv' — ï smAsmç;
OS
mais, parce que nous savons que, dans le cas particulier que nous avons clioisi, il faut que cosf soit négatif et sinf positif, nous écrirons définitivement
hv— « sinAsino.
Comme vérification de cette expression, on pourra remarquer, si Ton consulte la figure, que l'intersection OQ, dont la latitude est l'arc QOX, doit avoir pour directif
cosarc(QOX) -h v^— i"" sinarc(QOX).
Il faut donc que le cosinus de la latitude soit égal à ^—
^ ® cosa
et que son sinus ait pour valeur sinAsinf . La première égalité a été déjà constatée ci-dessus. Pour nous éclairer au sujet de la seconde, abaissons du point Q sur OD prolongé la perpendiculaire QG, puis celle QE sur OB et joignons £C. Nous formerons ainsi un triangle rectangle en E, dans lequel on aura
QE = QCcosEQC;
mais QC = $in<p, el l'angle EQC est le complément de A; il
viendra donc
QB:=sinf sinA,
ce qui confirme l'ideniiié prévue.
Enfin, si, dans le directif de l'intersection que nous venons d'écrire sous la forme
roso r-^/^« . . .
cosa
on substitue les valeurs ci-^dessus de COS9 et de sinf, on obtiendra l'expression de ce directif en fonction immédiate des données de la question. On trouvera ainsi
rosA I v^ sinAlanga
cosav^cos'À 4- langea ^cos'A H- tang'a
- 16* — qui, après toutes réductions, prend la forme déOnîiive
— cos A -+- y — I sin A sîn a Vcos'A cos' a -f- sin'a
Après ces développements sur ce qui concerne l'intersection avec le plan des xz, nous pourrons passer plus rapidement sur ce qui est relatif à la trace du plan considéré sur celui des yz.
Soient 0 l'origine {fig. S), OX l'axe des x, OB celui des y
et OD la droite donnée. Si OQ représente l'intersection cherchée, la sphère unité sera coupée par le plan considéré et par ceux des yz et des xjr, suivant les trois arcs respectifs QD, QB, BD formant un triangle sphérique rectangle en B et dont l'angle en D est égal à A. On aura donc dans ce triangle
tangBD = tangQD cos A ;
mais, BD étant le complément de a et QD étant égal à <{/, il viendra
cola = tang4' cosA, d'où tangi(/ = ^•
Cette valeur, qui résulte de relations purement géométriques, va être confirmée par des considérations puisées dans les principes directifs mêmes.
En effet la trace sur le plan yz ne doit contenir dans son
expression que les directifs y^— i et /^ . Il faut donc que, pour cette droite, les termes multipliés par i, dans le directîf général du plan, soient nuls. Cela donne la condition
cosij' cosa — cos A sin^sina = o.
de laquelle on déduit
1 — cosA tang^' tanga = o, ei par suile tangi]^ = - — - »
COS A
résultat qui est en effet le même que le précédent. De cette valeur de tangi]' on déduira
, COS A . , cota
C0S4^=:— -=zi sinip =
^cos*A H- col' a V^COS*A -f- cot'a
valeurs doubles par suite de la présence du radical carré et au sujet desquelles le choix du signe sera déterminé après une discussion préalable sur les données a et A, ainsi que nous l'avons recommandé pour Tinterseclion avec le plan des xz. Dans le cas actuel, il résulte de la flgure que les angles a et A sont supposés aigus, de sorte que cos^]^ et sin^ * ont chacun le signe positif.
Cela posé, le directifdu plan, après l'annulation des termes multipliés par i, se réduit à
V— I (cosA sini}' cosa -h cosi]^ sina) -h ^^ sin A slrn)',
et tel est le directif de l'intersection avec le plan des yz ; on peut le mettre sous la forme
V^^^cos^'Ccos A langui' cosa H- sina) 4- V--» slnAsInJ',
et plus simplement, en y remplaçant tang^^ par sa valeur et effectuant les réductions.
V— ^-4-^^-'8lnAsln4..
stiia
Nous pouvons procéder à une vérification facile de ce résulut. En effet, l'arc QB étant la latitude de l'intersection, on devra avoir pour son directif
^^cos(QB) -h V^^^ sln(QB) ; Il faut donc qu'on ait
cos(OB) — ^''^ cl sin(QB)=sinAsinA.
sina ^ ^
Or, dans le triangle sphérique, la propriété relative à l'hypoténuse donne
cos4/ = cos(QB)cos(BD), d'où cos(QB) = ^?^;
d'un autre côté, en vertu de la proportionnalité des sinus des côtés aux sinus des angles opposés, on pourra écrire imoiédiatement sin(QB) = sinA sint];, d'où il résulte que les deux expressions du directif sont en effet concordantes. Enfin, si dans le directif
COSï]; , I ^f-^ . A . I
i/— I . ^ H- J— I sinAsintpy ^ sma ^ ^
on remplace cosvj; et sin^^ par leurs valeurs, on obtiendra, en fonction des données, l'expression définitive suivante pour le directif de l'intersection :
V — I cos A -f- V — ' sin A cosa Vcos* A sin'a -+- cos^a
Si le plan qu'on considère était défini par une droite qui, passant par l'origine, est contenue dans le plan des xz et par i*ang1e B qu'il fait avec ce dernier plan, les formules précédentes seraient remplacées par d'autres formules qu'il sera facile de déterminer en s'appuyant sur les principes ci-dessus développés.
Soient, par exemple ijig. g), 0 l'origine, OX et OZ les axes
Fig. 9.
des X et des z. Représentons par OÇï la droite donnée qui
sera» sur le plan des xz, la trace du plan cherché. Supposons ce dernier plan construit, et menons-y une droite quelconque OP' faisant avec OQ' un angle (f' et coupant la sphère unité en un point F. De ce point abaissons une perpendiculaire VA' sur OQ' ; si l'on désigne par (D le directif de OA' et par CD' celui de FAS la direction de la droite OP' sera exprimée par
(©(OA'j-t-tô'CFA') ou par (Dcosç'-hOO'sin^',
et, à Taide de lu variation de f \ qui pourra avoir lieu de zéro à 27r, cette expression appartiendra à toutes les droites contenues dans le plan, sous la réserve toutefois que CD et CD' seront choisis de manière à satisfaire à cette dernière condition.
Or, en ce qui concerne (D, si Ton désigne par ^ l'angle Q'OX, que fait la droite donnée avec l'axe des x, sa valeur sera
cos(3-4-v^— I sin|3.
Quant à CD', la détermination de cette direction a été faite à l'article XXXIX, où nous avons vu qu'elle est exprimée par
cosB( — sinp H- v^~ ""'cosp)-f- v^~slnB.
D'après cela l'expression générale (]b)cos9'+ CD'sin^' se particularise et revêt définitivement la forme suivante:
(cos9'-4- y — I 'cosBsin9'/(cosp-f- V^— i 'sln|3J H- v'--' siiiBsinç'.
Tel est le directif du plan dans lequel (3 et B sont les constantes fournies par l'énoncé, et où 9', qui peut varier de zéro à STT, est l'angle que fait avec la droite donnée une droite quelconque tracée sur le plan.
Supposons, en troisième lieu, que le plan considéré est défini par une droite qui, passant par l'origine, est contenue dans le plan des/js, et par l'angle C qu'il fait avec ce dernier plan.
Dans ce cas, soient 0 l'origine, OX et OY les axes des x et des X f représentons par OQ^ la droite donnée qui sera, sur le plan des/2, la trace du plan cherché. Supposons ce dernier
plan construit (fig. io)el menons-y une droite quelconque OP' faisant avec OQ^ un angle ^* et coupant la sphère unité au
point P"^. Do ce point, abaissons une perpendiculaire P'A" sur OQ". SI l'on désigne par (D le direciif de OA' et par & le directif de P^'A'', la direction de la droite OP' sera exprimée par
(î)(OA'')-f-cô'(P''A'') ou par (Dcos^/'-hdD'sint^';
etyà l'aide de la variation de ^' qui pourra avoir lieu de zéro a 211, cette expression appartiendra à toutes les droites con< tenues dans le plan, sous la réserve toutefois d'un ctioix convenable de (D et de (5^\
Qr, en ce qui concerne (D, si l'on désigne par y l'angle Q'O Y que feit OQ'' avec l'axe des 7, sa valeur sera
V^— I cosy 4- \J-~î siny.
Quant a (£)% la détermination de cette direction a été faite à l'article XXXIX, où nous avons constaté qu'elle est exprimée par
cosC(— ^^siny-h/^ cosyj-h sinC.
D'après cela, l'expression générale (Dcos^f'-f-CD'sîn^'' se particularise et revêt définitivement la forme suivante:
sinCsin4^'-h^^(cosycos^'— cosCsinysinJ'') *
H-y^— I (sinycos^p'-+- cosCcosysini^')*
Tel est le directif du plan dans lequel 7 et C sont les constantes fournies par l'énoncé et où 4^'» qui P^ut varier de zéro à 271, est l'angle que fait avec la droite donnée une droite quelconque tracée sur le plan.
Dans les deux cas que nous venons de traiter, comme dans celui dont nous nous sommes occupé à l'article précédent, les intersections avec les pians des coordonnées s'obtiendront par des annulations convenablement faites des termes qui, dans l'expression de la direction du plan, sont multipliés par
les éléments dlrectifs i, y^— i, ^~ \
A l'aide des formules que nous venons d'établir, nous nous trouvons en mesure de procéder à la détermination des angles que le plan dont il s'agit fait avec les plans des coordonnées.
Pour y parvenir considérons deux plans P et P' définis, le premier par les éléments <x et A de l'article XLVI, le second par les éléments ^ et B de l'article XLVIII, et supposons qu'ils viennent à se confondre en un seul et même plan ; il en résulte que les deux intersections priAfiitivement déterminées par P et par P' avec le plan des xy vont se superposer, et qu'il en sera de même de celles faites avec le plan des xz ; il en résulte aussi que le plan unique» conséquence de cette hypothèse, fera un angle A avec le plan des xjr et un angle B avec celui des xz, angle que nous allons déterminer.
Or l'intersection du plan P avec le plan des xy a pour directif
cosa -h ^— I sina,
et l'intersection du plan P' avec le même plan des coordonnées a pour direction
cos9'cosj3 — cosBsin9'sinpH- y — i sinBsin(p\
expression qui, à cause de tang9' = ^^» peut être mise
sous la forme plus simple
coscp'
-7--hV— I sInBsinç'.
D'ailleurs, dans l'hypothèse de la réunion des deux plans
en un seul, l'angle <p' qui est celui que font entre elles les îmerwKtloiis dii pian P', avec ceux des xy et des xz^ devient évidemment égal à son analogue ^ your le phn F ; supprimant donc l'accent devenu inutile, on devra avoir, pour le cas où les deux plans viennent à se confondre, les deux conditions
a , -. sina
coscp = cosp cosa, sinB = -: — >
^ ^ sm^
dont la seconde donne la valeur de sinB.
Ces deux résultats sont facilement confirmés par les considérations géométriques. En effet on peut remarquer que les arcs f, p et a forment un triangle sphérique rectangle dont 9 est rhypoténuse; d'où l'on déduit que le cosinus de 9 doit être égal au produit des cosinus de ^ et de pe, ce qui justiOe la première condition. Quant à la secondé, si le lecteur veut bien se reporter à la première figure de l'article XLVII, où OQ représente l'intersection avec le plan des xz^ il reconnaîtra que, dans le triangle sphérique BQD rectangle en B, l'angle en Q formé par les arcs (^ = 9 et QB = tt ~ p est précisément l'angle B. Faisant donc usage de la propriété en vertu de laquelle les sinus des côtés sont proportionnels aux sinus des angles opposés, on aura
sinç: I :: sin(Tr — a): sinB;
d'où Ton déduit, comme ci-dessus.
smB = —. — bin9
Il ne s'agira plus maintenant que d'introduire dans. cette valeur de sinB celle déjà déterminée de S!n9 en fonction de a et de A, ce qui donne
sîn B = Vcos'A cos^ cl -h sin'a , d'où cosB = sin A cosa.
En faisant une substitution analogue dans la première condition, on en déduit
o cosA . ^ sin a sin A cosp = - ) sm p — - •
VCOs*Acos'a -^ sin'a ycos'A cos*« -+-sin*a
Passons maintenant à la détermination de l'angle C, que le plan considéré fait avec le plan des xy. A cet effet, soient deux plans P et P' déflnis, le premier par les éléments a et A de l'article XLVI, le second par les éléments y et C de l'article XL VIII. Lorsque ces deux plans se confondent, les deux intersections, primitivement déterminées par P et par P' avec le plan des xy^ vont se superposer ; il en sera de même de celles faites avec le plan des^z^ et alors C prend la valeur que nous cherchons.
Or l'intersection du plan P avec celui des xy a pour directif
cosa-H v'— i sina.
Celle du plan P' avec le même plan des coordonnées sera exprimée par le directif de ce plan dépouillé des termes en
V— 1 » ce qui donne
sInC sin ^' -h v^ i ( cosy cosij/' — cosC sin y sin ^* ) ;
mais, à cause de tangtp'= fs elle prend la forme plus simple
sinCsin.y + v^^^^'- ^ cosy
Si maintenant on suppose que les deux plans se confondent, l'angle v{;', qui est celui que font entre elles les intersections du plan P' avec ceux des xy et des^z, devient égal a 4^, et Ton a, par suite» les deux conditions
cos^J; , f^ rosa
sina = ^1 sinC = -T — r-
cosy siuy
On pourra, comme précédemment» vérifler l'exactitude de ces résultats par des moyens purement géométriques. On s'appuiera pour cela sur la seconde figure de l'article XLVII et sur les propriétés du triangle sphérique QDB rectangle en B, dont 4^ est l'hypoténuse et dans lequel le côté BD est le complément de CL et l'angle en Q est égal à C.
Introduisant maintenant dans les deux conditions ci-dessus
les valeurs déjà déterminées de sin^j^ eicosvp en foncUon de a et de A, on obtiendra les résultats suivants :
cosA cosy = =:?
VCOs*Asin*a 4- cos'a
sinC = ^ros»Asin*a -h cos'a, cosC = sInAsincc.
Les valeurs des angles A» B, C étant ainsi connues, nous pourrons nous en servir pour résoudre lé problème qui consiste à déterminer le directif d'une droite {>erpendiculaire à un plan.
Mais, avant de résoudre cette question, il ne sera pas inutile de soumettre ces valeurs à une. vérification. On sait que la somme des carrés des cosinus des trois angles que fait un plan avec trois plans rectangulaires entre eux est égale à Tunité, et que par suite la somme des carrés des sinus doit être égale à 2. Nous devrons donc avoir, si nous avons bien opéré,
sin'A ■+- sin'B -f- sin»C = 2.
Or, si Ton substitue pour sinB et sinC les valeurs ci-dessus, il viendra
sln*A H- cos*A(cos'a -4- sin'a) -f- cos'a -f- sin'a = 2,
condition qui est évidemment satisfaite.
Procédons maintenant à la détermination du directif de la perpendiculaire à un plan donné.
Il suftira, pour résoudre la question, de remarquer que les angles qu'un plan fait avec les trois plans des coordonnées sont précisément égaux à ceux que fait la perpendiculaire avec les axes respectivement normaux à ces plans. A l'aide de cette remarque, on voit que le directif cherché sera celui d'une droite faisant avec les axes des angles connus. Or c'est là un problème qui a été résolu à l'article XXXL Si, par exemple, on fait choix des angles A et B que la perpendiculaire fait avec Taxe des z et avec celui des /, on aura, pour la
direciion cl selon la formule qui figure à cet article,
^sin'A — cos'B -h y'^^ cosB h- \f^ * cos A.
Remplaçant cosB par sa valeur sin A cosa, le radical devient slnAsina, et Ton a définitivement pour le directif cherché
sin Asina-i- v^—i cosasinA -f- v^— i cos A.
Si l'on fait choix des angles A et C que la perpendiculaire fait respectivement avec l'axe des z et avec celui des x^ la formule qui figure pour ce cas à l'article XXXI donnera pour le directif cherché
cosC -h v/^ ^sin» A — cos'C ^- y^— i 'cos A.
Remplaçant cosC par sa valeur sinA sina, le radical devient sinA cosa, et Ton trouve pour le directif cherché
sinAsina+ ^— i cosasinA 4- y'— i cosA,
expression qui» comme on devait s*y attendre, est exactement la même que la précédente.
L'emploi des angles C et B, qui sont ceux que la perpendiculaire fait respectivement avec Taxe des x et avec celui des /, conduirait à la même conclusion.
Dans les applications de cette formule, on ne devra pas manquer d'avoir égard aux observations que nous avons développées à l'article XLVII, au sujet des doubles signes dont sont toujours susceptibles les termes radicaux. Ainsi que nous l'avons recommandé, cela devra faire l'objet d'une discussion préalable basée sur la nature particulière des données angulaires a et À.
S'il était utile d'exprimer ce qui concerne la perpendiculaire avec les éléments ^ et B, relatifs au plan des xz, il faudrait déterminer a et A en fonction de ceux-ci et substituer leurs valeurs dans le directif obtenu.
Or nous venons de voir qu'on a
cosB= sinA cosa;
cela fait déjà connattre la valeur du terme en V—M d'un autre côté nous avons trouvé
. ^ sintzsinA «sînasîoA
Sinp= —= ~ = r—gr y
v'cos' A cos'a -4- sin'a sinu
on déduil de là
sinasinA = sin{3sinB :
c'est la valeur du terme multiplié par t.
Enfin si l'on multiplie entre elles les valeors de cos^ el sinB déterminées à l'article XLIX^.on a pour produit cosA,
ce qui donne la valeur du terme en v-^' • L'expressloa cherchée sera donc
sin B sin p -f- ^— I cosB -h v--i cos^sinB.
Ce résultat pouvait être prévu à l'avance. En effet» si l'on permute entre eux les plans des coordonnées xy el xzy les quantités a et A deviennent ^ et B, et, comme Taxe des x ne change pas, le premier terme du directifsinA sina se trans* forme simplement en sinB sin^ ; mais l'axe primitif des x ^^
venant celui des z, le coefficient aciuel de y — i devra être
le précédent de V— i modifié quant aux .données, c'est-à-dire sinB cos^; enfin l'axe primitif des z se transformant en celui
des j, le coefficient actuel de ^—i devra être le précédent de
V — I également modifié quant aux données angulaires, c'est-à-dire cosB. Cela conduit directement à l'expression cidessus.
SI, enfin, on veut faire usage pour la représentation de la perpendiculaire des éléments y et C, on remarquera qu'on a
cosC=:sinAsita(x,
ce qui fait déjà connattre le premier terme du directif ; d'un autre côté, on a, d'après les formules de l'article XLIX,
cosA
C0Sy = -r-7T,
d'où Ton déduit
cosA = sinCcosy:
c'est la valeur du terme multiplié par ^— i
Enfin, si l'on multiplie entre elles les valeurs de sinC et de
siny» on trouve
sinC siny = sin A cosa,
ce qui fait connaître le coefficient du lerme en ^—i. L'expression cherchée est donc
cosC-f-^—i sinCsîny -h ^— i cosy sinC.
Ce résultat pouvait également être prévu à l'avance, en remarquant d'abord que, si Ton permute entre eux les plans des coordonnées xy et yz^ les quantités a et A deviennent, sur le nouveau plan des xy, y et C. En second Heu, les axes actuels des X, y* et z sont les axes primitifs j, z, x^ de sorte que, dans
le directif cherché, les termes en i, ^—i , v--« seront permutes comme suit: v— i , v — i » i ; ce qui donne
V'— I sinCsiny-f-^— 1^ sinCcosy 4- cosC,
expression qui, sauf Tarrangement des termes ajoutés, est la même que celle ci-dessus.
Nous entrerons dans de plus longs détails au sujet de ces permutations d'axes, lorsque nous nous occuperons de la transformation des coordonnées, dans une publication ultérieure, ayant pour objet une suite de recherches sur les rapports qui lient l'Algèbre à la Géométrie.
Les formules qui précèdent font connaître les conséquences les plus essentielles dépendant de l'existence d'un plan tci que nous l'avons défini. Examinons maintenant ce qui concerne la coexistence de deux pareils plans, et proposons^nous d'abord de déterminer leur intersection.
Nous avons vu, dans Tarticle XLVI, que, si un plan passe par une droite qui, située sur le plan des xy^ fait un angle a avec Taxe des x et que si l'angle de ce plan avec celui des xy est désigné par A, le directif du plan est
(cos9 -+- v^— I cosAsin(p)(cosae 4- v^— i sina)
— /z; ^ ^ -♦- V — ï sinA sinç,
l'angle <p étant celui que fait avec la droite donnée une droite quelconque passant par l'origine et située dans le plan.
Si Ion considère un second plan dont les données analogues seront oi et A' et si f' est l'angle que fait une droite quelconque située sur ce plan avec sa trace sur le plan des xy^ le directif d^ ce pian sera
(cosç'-H v^— I cosA'sin9')(cosa'-f- v'—" sina')
-f-V^— I sinA'sinf'.
Or, pour l'intersection, les deux droites déterminées par les angles 9 et 9' doivent se confondre en une seule, et de là résulte que, dans cette circonstance, il faut que les deux expressions ci-dessus soient égales. Cette égalité conduit à trois équations de condition au moyen desquelles on déterminera les valeurs de 9 et de 9' qui conviennent à l'intersection. Ces valeurs substituées ensuite dans l'un ou dans l'autre des dîrectifs des plans feront connaître la représentation algébrique de la direction cherchée. On obtient ainsi les trois équations suivantes:
cos9Cosa — cosAsin9sina=:cos9'cosa' — cosA'sin9'sina', cos9Sina 4- cosAsin9COSa = cos9'siha'4-cosA'sm9'cosa',
sinAsin9 = sinA'sino'.
A la vérité, on a trois équations pour déterminer deux inconnues, ce qui pourrait portera penser que le problème est généralement impossible ; mais on se convaincra facilement que la troisième condition est comportée par les deux autres,
et qu'elle s'en déduii immédiatement en prenant la somme de leurs carrés.
Procédons maintenant à la déterminalion de 9 et de 9'.
Pour cela, multiplions la première condition par — swaf, la seconde par + cosa' et ajoutons, il viendra
cos9sin(a-- cxf) -r sin9 cosAcos(a — «') = cosA'sino'.
Substituant dans celte équation la valeur de sin9\ déduite de
la dernière condition, et multipliant ensuite les deux membres
tangA'
par —, — r 9 on trouve
cos9smA
sin(ae — a ) . ^ — h tango - — ^ coiifa — a ) = iang9; ^ ^ sinA ®^ tangA ^ ^^ .
d'où l'on déduit, toutes réductions faites,
langA'sInfa — a' )
tanc[9 = — ; •
°^ sinA — tangA'cosAcos(a — a)
Nous pouvons soumettre cette formule au contrôle de deux vérifications. Si l'on suppose que a! est égal à tt et qu'en même
temps A' prend la valeur -« le second plan devient celui
des xz, de sorte que 9 représente alors l'angle que font entre elles les intersections du premier plan avec ceux des xy et des xz. Cet angle a été déterminé à l'article XLYII, et nous
avons trouvé que sa tangente est égale à —■• Or, dans
l'hypothèse actuelle, la valeur générale ci-dessus de tang9 prend la forme
tang-sin(a — tt)
TT
sinA— tang~cosAcos(a — 7:)
Divisant haut et bas par tang -9 le premier terme du déno-
1 'A * y tanpi'a — tt) minateur devient nul, et cette valeur se reduita — - — »
COS A
qui, en vertu de tang((x — tt) = tanga, est la même que celle ci-dessus.
Si, A' étant égal à - 9 on a pareillement a' = - > le second plan
devient celui des j2, et l'angle f est celui que font entre elles les intersections du premier plan avec ceux des a^y et des jz ; alors la formule générale, après qu'on a divisé les deux termes
de la fraction par tang -9 devient
ang^a — -j ^^^^
et par suite r»
cosA "^ cosA
ainsi que nous l'avons trouvé à l'article XL VII.
Revenons maintenant à la valeur ci-dessus de tangf ; si, pour abréger, on pose
iangA'sin(a ~ a') = M, sin A — tangA'cosA cos(a — a') = N,
N la valeur de tang 9 prend la forme t^^ et par suite on aura
C0S9 = • . ■> sm9 =
Ces valeurs, substituées dans le directif du premier plan, donneront pour le.directif de Tintersection l'expression suivante:
(cosg-h v/^sing)(M -h y/^NcosA) + \^^ ~'NsinA
On vérifiera que la somme des carrés des coellicients respectifs de I, v'--^, /^ est égale à l'unité.
Maintenant, pour avoir 9^ multiplions la première condition par — sina, la seconde par + cosa et ajoutons ; il viendra
cosAsin9 = — cos9'sin(a — a') -h cosA'sin9'cos(2 — a').
Remplaçant, à l'aide de la troisième condition, sin 9 par sa
valeur en fonction de <p\ on trouvera, toutes réductions faites,
, tangAsInfa — a')
° ^ tang A cos A'cos( a — a' ) — sin A'
Si, comme précédemment, on pose, pour abréger,
tangAcosA'cos(a — a') — sinA'=M', iangAsin(a — a')=iN',
on aura successivement
cos<p = T sinç =
Ces valeurs, substituées dans le directif du second plan, donneront pour le directif de l'intersection Texpression suivante:
( <^osa' -h )f^ s\na'){W -¥• )/^ N' cosV) -h v/~^~'N\sinA^
Il va sans dire que cette seconde expression de Tintersec* tion doit être équivalente à la précédente. C'est ce qu'on vérifiera facilement en égalant entre eux, de part et d'autre, les
coefficients respectifs de i, V— i , v^— i ; on obtiendra ainsi trois équations, et l'on reconnaîtra sans peine qu'elles ne sont autre chose que les trois conditions primitives.
LU
Nous avons déjà constaté, à l'article XXXV, que les principes directifs applicables aux droites dans l'espace confirment et démontrent au besoin ceux qui, d'après les considérations géométriques pures, constituent la théorie des triangles sphériques rectangles. Nous avons, en outre, promis au lecteur que, lorsque nous aurions traité de la direction des plans, nous serions en mesure de poursuivre et de généraliser cet examen comparatif et de l'appliquer à un triangle sphérique quelconque : le moment est venu de justifier cette assertion.
On va voir, en effet, en se reportant aux trois équations de
condition de l'article précédent, que celles-ci renferment en elles tous les principes de la Trigonométrie sphérique. Soient (Jig. 1 1) 0 l'origine et OX Taxe des x. Représentons
par OA la trace du plan qui fait un angle A avec celui des xy^ par OA' la trace d'un second plan qui fait un angle A' avec le même plan des coordonnées, et par 01 l'intersection de ces deux plans, les points A, A', l étant ceux où les trois droites coupent la sphère unité. On formera ainsi un triangle sphérique dont les deux côtés lA et lA' seront les angles o et©', ci-dessus et dont le troisième côté représentera la différence des arcs a et a! qui définissent les deux traces. Quant aux angles de ce triangle, celui en A sera l'angle donné A. celui en A' sera tt — A', enfin celui en I sera celui que forment entre eux les deux plans donnés.
On sait que dans un tel triangle les sinus des côtés sont proportionnels aux sinus des angles opposés. Or c'est évidemment cette propriété qu'exprime la troisième condition. A la mérité, dans celle-ci, c'est sinA' qui figure, tandis que dans le triangle c'est ?:— A'; mais, comme le sinus du supplémenl d'un arc est le même que celui de cet arc, on voit que cette circonstance n'infirme en rien la vérité de la proposition dont il s'agit ici.
Au seul point de vue des principes, nous pourrions à la rigueur nous borner à cette constatation, puisqu'on sait que toutes les formules propres aux triangles sphériques peuvent se déduire d'une seule d'entre elles; mai*^, comme ici il est surtout question d'un contrôle, il convient de faire voir qu'à leur tour les deux autres conditions conduisent, comme la dernière, à une seconde propriété connue des triangles sphériques.
Or de ces deux équations nous avons dt'duit la suivante :
^in o si n A
roscï>sin(« — a!) -h cosAsinç cos(a — a' ) = '- ' \, •
' T V ; langA'
£i) la divisant par sincp, elle devient
cot9sin(a — «')-+- cosA cos(a— a')= sînAcotA'.
Maintenant il arrivera de deux choses l'une : ou a sera plus petit que a', ou il sera plus grand que lui. La figure ci-dessus suppose qu'il est plus petit ; dans ce cas sln(a — a') devra être remplacé par •— sin(a'— a) ; d'un autre côié, on a
coiA'= — coUtt — A');
la condition ci-dessus, en y introduisant les éléments du triangle, prendra donc la forme
— cot9sin(a'— a)H-cosAcos(a'— a) — — sin A coI(7t~ A'j,
d'où l'on déduit
C0t9Sin(a'— a) = cosAcos(«'— a) -h sinAcol(r — A').
On reconnaît ici la formule qui, dans le triangle sphérique, lie deux côtés 9 et a'— a avec deux angles A et t: — A', dont l'un est opposé à l'un des côtés.
Si, au contraire, c'est a qui est plus grand que a^ la différence a— a' sera positive, et ce sera alors A' {fg. 19.) qui
Fiç. la.
figurera directement dans le triangle, tandis que Tautre angle sera tt — A. Or, comme on a
cosA =r: — cos(Tr — A),
et que d'ailleurs le sinus de A est le môme que celui de
r — A, il en résulte que la condition ci dessus, en y introduisant les éléments du nouveau triangle, s'écrira
rot9sin(a — a') — cos(7: — A) cosfa — a') = sin(;r — A)coiA';
d*où l'on déduit
cot<psin(a — «') = sin(7r — A)colA*4- cos(7r — A) cos(a — a'),
et Ton retombe ainsi sur la même propriété du triangle sphérique.
Enfin, pource qui concerne la formule qui, dans le triangle, lie les trois côtés avec un angle, on multipliera la première des conditions par cosa', la seconde par sina', et on les ajoutera. On obtiendra ainsi
c6s9COS(a~ «') — cosAsin9 sin(a — a') = cos9'.
Dans le cas de la première fîgure ci-dessus, où a est moindie
que (Z% on a
sin(a — a') = — sin(a'— a).
Quant à A opposé à l'angle o\ il se maintient dans le triangle tel qu'il a été primitivement défini, et Ton a, en résumé, la condition •
€0S<p'=:C0S9C0s(a' — «) -H cosA sinç sin(a* — a),
qui exprime, en effet, la propriété ci-dessus rappelée.
Dans le cas de la seconde figure où a est plus grand que a\ le troisième côté est alors exprimé par a-^af; mais l'angle opposé à <p' devient tt — A, et, comme on a — cosA égal à cos(7r — A), on voit que l'équation ci-dessus, en y introduis sant les éléments actuels du triangle, devient
eos(p'=::cos9 cos(a —«')-+- cos{7r — A)sin9sin(a — a';,
qui, encore dans ce cas, exprime la propriété connue en vertu de laquelle les trois côtés sont liés à un angle.
De ces considérations, que nous croyons avoir suffisamment développées, il résulte, conformément à ce que nous avons annoncé, que les trois conditions de l'article précédent, direc-
temenl déduites des considérations directives, renferment en elles tous les principes de la Trigonométrie sphérique, ce qui confirme de plus en plus l'accord existant entre les deux sciences.
LUI
Pour compléter, dans ce qu'ils ont d'essentiel, les faits qui se rattachent à la coexistence de deux plans, nous nous proposerons de déterminer l'angle que ces plans font entre eux.
A cet effet, on peut remarquer que cette recherche se ramène immédiatement à celle de l'angle que font entre elles les deux perpendiculaires k ce plan, puisque cet angle est le même de part et d'autre. Or c'est un problème que nous avons traité à l'article XL, et il n'y aura plus qu'à rattacher la solution que nous avons obtenue aux données actuelles de la question.
Il a été constaté dans cet article que, si ^ et (3 sont la longitude et la latitude de la première droite, si 0' et P' sont la longitude et la latitude d'une seconde droite, si enfin ^ est l'angle de ces deux droites, on aura
cos^ = cosp cosp' cos(0 — &' ) -4- sin p sinp'.
Dans le cas actuel, la première droite étant perpendiculaire au plan dont la trace sur le plan des xx est déterminé
par l'angle a, sa longitude sera a -4- -• On verra de même que
la longitude de la seconde est a' + - 1 de sorte que cos( 0 — (?')
prendra la valeur cos(a — a').
En ce qui concerne les latitudes, il résulte également du fait de la perpendicularité que celle de la première perpendi-
culaire sera A -h -» et celle de la seconde A'-h -; de sorte qu'on aura
sin(3=:sin( A -^--WcosA, cosp= cosf A -h M=— sInA;
- I8i — on aura de même pour 3'
sin ,S' = sînf A' -h - ) = ces A% cos(3'= cos ( A' -h - )= — sîn A'.
Substituant toutes ces valeurs dans la formule qui donne cosi];, celle-ci devient
cos^j; = sin AsînA'cos(a — a') -h cos A cos A'.
Telle est la valeur définitive du cosinus de Tangle cherché.
Or nous pouvons encore ici constater l'accord qui existe entre les considérations directives et les faits géométriques.
En effet, Tangle ^ est celui qui figure en I dans les deux triangles sphériques mentionnés dans l'article précédent; mais, dans ces deux triangles, les trois angles sont : ou bien ij/, A, n — A', lorsque a est plus petit que a\ ou bien ^,7r — A et A', lorsque a est plus grand que a'; d'ailleurs, dans l'un et dans l'autre cas, le côté a — a' est celui qui est opposé à l'angle ^. Nous nous trouvons donc ici en regard de la propriété en vertu de laquelle les trois angles d'un triangle spbérique sont liés à l'un des côtés, et l'on aura en conséquence, d'après les formules connues, savoir :
Dans le premier cas,
cos^}/=:sinAsin(r — A') cos(a — a') — cosAcos(7: — A')>
et dans le second
oos4' = sin(7r— - A)sinA'cos(a — a') — cos(7: — A)cosA\
Or que, dans l'un et dans Tauire, on fasse, pour ?: — Aet pour t: — A', les remplacements légitimes en A et en A', et Ton retombera pour cos^ sur la valeur déduite ci-dessus des considérations directives.
La connaissance de l'angle ^ déterminé par l'intersection de deux plans donne les moyens d'avoir le dircctif d'un plan qui fait avec un autre un angle donné.
En effet, en désignant par C la valeur constante du cosinus
de cet angle, on aura
C = slftAsinA'cos(a — a!) -h cosA cosA';
et, comme on n'a qu'une seule équation pour déterminer les inconnues af et A' en fonction des données a, A et C, on voit que le problème est susceptible d'une infinité de solutions. On se donnera donc à volonté une des quantités od ou A' ; à l'aide de la condition ci-dessus, on prendra la valeur de l'autre, et on la substituera dans la forme générale du directif du plaa cherché. On obtiendra ainsi pour ce directif
(cos<p'-4-/^cosA'sin<p')(cos«'-h v/^sina') -f. y/— I sin A'sinç',
expression dans laquelle il entre deux variables indépendantes, d'abord 9' et ensuite a! ou A', suivant qu'à l'aide de l'équation de condition on aura éliminé l'une ou l'autre de ces quantités. La première variable 9' se rapporte dans chacun^ des plans possibles aux positions diverses des droites situées sur ce plan ; l'autre variable a' ou A' précise la position individuelle de chacun de ces plans.
La substitution de A' en fonction de a', et réciproquement, étant une simple recherche de calcul ordinaire, nous ne nou» y arrêterons pas.
Mais nous examinerons le cas particulier où l'angle ^ que font les deux plans est droit. La constante C qui représente cos^' est alors nulle, et l'équation de condition prend la forme
tangAtangA'cos(a — a') = — 1,
d'où l'on déduit
., coi A tangA'= -,
on aura d'après cela
• ., COs(a — a)
V^C052(a — a) -f- col' A
. ., cotA sinA':r —
vCOs'(a — a') -h cot^A
cl par suite le directif cherché sera exprimé par
/ , / — oos(a — a')sin9' \ / *, , . ,v
( C0S9'+ V — I - — l'.cosa' 4- ^—i sina')
\ v'cos»(a — a') -h COI' A/
^z; colAsincp'
ycos^a — a') -h col* A
Telle est l'expression directive d'un plan dont la trace sur le plan des xjr est définie par l'angle a' et qui est perpendiculaire à un plan défini à son tour par les éléments a et A.
Si, indépendamment de l'hypothèse que l'angle ^ est droit, on introduit celle, très-particulière, que les deux^ traces sonl
perpendiculaires l'une à l'autre, la valeur de «'devient a + -9
et il en résulte que, la différence des deux angles a et a! étani un angle droil, la valeur de cos(a — a') esl nulle. L'équation de condiiion se réduit alors à
cosA cosA' = o,
ce qui apprend que le cosinus de A' doit être nul, et que par suite l'angle A' est droit. Celte conséquence est d'ailleurs tout a fait conforme aux exigences géométriques.
D'un autre côté, la circonstance que cos(a — a') est nul réduit le directif à
cosç' cos( an- - j -h^—i sinf a -+- 7 j -f v^— 1 sincp',
c'est-à-dire à celui d'un plan, perpendiculaire au plan des x/, dont la trace sur ce dernier plan fait un angle droit avec celle du plan donné, et dans lequel l'angle variable 9' est celui qu'une droiie quelconque située dans ce plan fait avec la ligne suivant laquelle il coupe celui des coordonnées xjr. Tout cela se trouve en complet accord, soit avec les faits géométriques connus, soit avec les principes directifs ci-dessus établis.
Après nous être occupé des faits principaux qui se rattachent à la coexistence de deux plans, nous allons procéder à la recherche de ceux qui résultent des comparaisons qu'on peut faire entre la situation d'un plan et celle d'une droite.
Nous nous proposerons d'abord de déterminer à quels caractères on reconnaîtra qu'une droite est contenue dans un plan donné.
Si l'on se reporte aux considérations développées à l'article XLVI» et qui ont pour objet la détermination du directlf d'un plan, on reconnaîtra que l'esprit de la méthode que nous €vons employée consiste à trouver une expression algébrique commune à toutes les droites qui, en vertu des lois de la Géométrie, auront été reconnues comme jouissant de la propriété d'être situées sur ce plan. Il est évident, en elTet, que, si une pareille expression existe, par cela même qu'elle s'appliquera à chacune de ces droites, elle deviendra un symbole analytique propre à caractériser leur ensemble, c'est-à-dire le plan dans lequel elles sont toutes synihétiquement résumées.
Une telle expression devra évidemment contenir les données qui servent à définir le plan ; mais en outre, par cela même qu'elle doit convenir à l'infinité des droites qui y sont situées, elle devra aussi renfermer une variable indépendante ayant pour mission, à l'aide des valeurs arbitraires qu'on lui attribuera, de spécialiser chacune de ces droites.
On a vu à l'article XLVI comment, dans Tordre de données que nous avons adopté pour la définition du plan et qui sont d'abord l'angle a que fait avec l'axe des x sa trace sur le plan des xy et ensuite l'angle A suivant lequel il coupe celui-ci, on a vu, dis>je, comment les conditions qui viennent d'être énoncées se réalisent au moyen de l'expression générale
(DcosoH-CD'sinç,
dans laquelle (Q représente le directlf de la trace, CD' le directlf de la perpendiculaire à cette trace dans le plan donné, et 9
Tangle que fait avec celle même trace une droite quelconque située dans le plan. Be ces désignations il résulte que c'est dans (D et dans (D' que résident les quantités constantes qui caractérisent le pian (ces expressions, en effet, sont invariables avec lui) et que 9, qui peut prendre toutes les valeurs de zéro à 27r, est la variable indépendante spécifiant chaque droite en particulier.
De ces explications, que nous avons cru nécessaire de reproduire avec quelques développements, il résuite qu'une droite quelconque, considérée dans l'espace, ne pourra êlre contenue dans le plan donné que sous la condition que son direciif rentrera dans la catégorie des espèces du symbole général (Dcos(p + (X)'sin(p, et sera par conséquent équivalent à un des cas particuliers qui en font partie.
Or ce symbole, lorsqu'on y remplace (D et (D' par leurs valeurs en fonction de a et de A, prend la forme indiquée à l'arlicle XLVI, savoir:
(cos9 -4- v/— ' cosA sincp)(cosa-f- /^ sina)
-f V^— I slnA sin^.
D'un autre côté, si 0 et (3 sont la longitude et la latitude de la droite, son direciif sera
cos(3(cos0 4- V— I s'inO) -h ^— i^ sln{3,
et, puisqu*i] faut que ce dernier soit équivalent à une des valeurs que prend le direciif du plan dans le cours des variations de 9, la valeur particulière de 9 au moyen de laquelle celle équivalence sera réalisée se déterminera en écrivant l'égalité des deux expressions ci-dessus, ce qui conduit aux trois équations de condition suivantes :
cos9COsa — <*osAsin9 sina — ros^cosO, C0S9 sina -4- rosAsin9COSa =:fOSpsin6,
sinA sin9 ~ bin{3.
Nous savons d'ailleurs que l'une d'elles est toujours comportée par les deux autres, de sorte qu'en réalité on n'a que
deux conditions distinctes. De celles-ci on déduira, en fonction des données a, A, 0 et ^, les valeurs que devraient avoir coscp et sin9, et il ne s'agira plus que de s'assurer si ces valeurs, qui sont fixes comme le sont les données qui les déterminent, jouissent, en effet, de la propriété d'être le cosinus et le sinus d'un même angle. S'il en est ainsi, l'angle 9 existera, et la droite donnée sera contenue dans le plan ; mais, si ces valeurs ne satisfont pas à la condition que la somme de leurs carrés est égale à l'unité, l'existence de l'angle 9 sera inconciliable avec les conditions connexes, simultanément imposées par les données du plan et par celles de la droite, et par conséquent celle-ci ne sera pas située sur le plan. Cela posé, des équations ci-tlessus on déduit
slnô ^ ,.
smo = -7— 7» COS9 = cospcos(0 — a). sinA ^ . ^ ^ '
Or, en se reportant aux considérations géométriques qui s'appliquent aux triangles sphériques rectangles, on reconnaîtra sans peine que ces deux conditions sont satisfaites par un triangle de cette espèce dont 9 serait l'hypoténuse, dont f3 et 0 — a seraient les côtés de l'angle droit et dont A serait l'angle opposé au côté ^. Ce triangle étant d'ailleurs complètement déterminé par les seuls éléments A et d ~ a, s'il arrive que l'arc opposé à A et dépendant de ces éléments soit précisément l'arc donné (3, le triangle sera constructible avec les données de la question et les deux équations ci-dessus seront nécessairement satisfaites ; mais, si la latitude donnée ^ est plus grande ou plus petite que ne doit l'être l'arc obligé qui est opposé à A, le triangle ne pourra être construit, et par suite, les deux équations ci-dessus n'étant pas réalisables, la droite ne sera pas dans le plan.
D'ailleurs, si dans le même triangle on a recours à la propriété qui lie les deux côtés de l'angle droit à l'angle A» on sait qu'on aura
lang(3 = langA sin(0 — a).
Telle est donc, en définitive, la valeur que doit avoir la tangente de |3 en fonction des trois autres données, pour que, le
triangle qui nous occupe étant constructible, la droite se trouve située sur le plan.
Cette conséquence, déduite de considérations purementgéométriques, est confirmée par l'Analyse. En effet, si, dans la première des trois conditions ci-dessus, on substitue les valeurs obtenues pour cos<p et pour sinf, elle devient
cosS cosiO — a) cos a — cos A ^— Ç sina=: cosôcosô. ^ ^ ' sinA ^
Divisant les deux membres par cos^, on a
cos(9 — a)cosa — cosô = r^»
^ ' ^ tangA
Le premier membre se réduit a sinasin(d — a); divisant donc toute Téquation par sina, on trouve comme précédemment
tangj3 = tangA sin(0 — a).
La substitution des valeurs de cos^ et de sincp dans la seconde condition donnerait la même valeur de tang^. On se convaincra enfin qu'on arriverait également au but en écrivant que la somme des carrés des expressions représentatives de coscp et de sinf est égale à l'unité.
Concluons donc qu'un plan étant défini par les données a et A, une droite, ayant pour longitude 9, ne sera contenue dans le plan que si la tangente de la latitude est égale à langA sîn(6-~a).
Or de cette valeur de tang^ on déduit les suivantes :
cosjS =— .
sin(3=:
V 1 -f- tang'A sin'( 0 — a)
tan^A sin((/ — a) ^i -h tang'A sin*( 6 — a)
Faisant donc, dans le directif de la droite, la substitution de ces valeurs, ce dlreclif devient
COS0 -+- V— » ^l"w H- \/— I langA sîn(C' — a) ^1 -+-tang*Asin'(0 — a)
On peut remarquer, comme vériflcation, que, si 0 prend la
valeur -9 cette expression doit devenir le directif de l'intersection du plan donné avec celui des/z. En effet, dans cettehypothèse, elle se réduit d'abord à
V^— I -+- V — « tang A cosa v'^i -i-;tang*A cos'a
Puis, multipliant haut et bas par cosA et remplaçant sous le radical sin'A par 1 — cos'A, on trouve
V^— î cos A -4- v—i sin A cosa
jr y
VCOs*A siii'a -+• cos'a
qui est en effet l'expression du directif de cette intersection donnée à la fin de Tarticle XLVII.
Présentons une dernière observation. Dans les termes où la question est posée, la longitude 0 de la droite donnée est une quantité fixe, et, par suite, l'expression ci-dessus, fixe à son tour, représente le directif de cette droite; mais, comme on en pourrait dire autant de toute autre droite ayant une longitude différente de S, il s'ensuit que, si Ton suppose 6 variable, cette expression conviendra indistinctement à toutes les droites situées sur le plan, de sorte qu'on est autorisé alors à Ja considérer comme le directif de ce plan. Dans ce cas, lu variable indépendante qui doit figurer dans tout directif de cette espèce, et qui précédemment était 9, devient maintenant 9. On pourra s'assurer, en effet, que les valeurs de sin(p et de COS9, étant substituées dans le directif du plan exprimé en 9, transforment celui-ci en l'expression ci-dessus, dans laquelle a et A continuent à représenter les constantes, mais où 6 va remplir désormais la fonction de variable indépendante.
Après avoir ainsi établi la condition en vertu de laquelle une droite est située sur un plan, occupons-nous de la question inverse qui consiste à assujettir un plan à passer par une droite donnée.
La Géométrie nous enseigne que par une droite on peut faire passer une inGnité de plans, et que, par conséquent, le problème que nous cherchons à résoudre est iudéierminé. C'est ce que l'analyse va confirmer.
Si, conformément à ce que nous avons pratiqué jusqu'ici, nous désignons par a et A les éléments encore inconnus qui servent à définir le plan cherché, si, d'un autre côté, nous représentons par 0 et ^ la longitude et la latitude de la droite donnée, il résulte de ce que nous avons constaté dans l'article précédent que la condition nécessaire et suffisante pour que la droite soit contenue dans le plan, et pour qu'inversement le plan passe par la droite, est exprimée par l'équation
tang{3= langA sin(6 — a);
mais, tandis que précédemment A et a étaient connus et que B et p étaient dans leur dépendance, ici au contraire c'est 0 et ^ qui sont fixes et a et A qui sont les inconnues.
En conséquence, déterminant d'après cette équation la valeur de A, on trouvera
tanpâ
Telle est Tunique relation qui lie les inconnues a et A avec les données 0 et p, et il en résulte qu'en effet, ainsi que nous Pavons annoncé tout à l'heure, il peut passer une infinité de plans par une droite donnée.
Ces plans s'obtiendront en attribuant à a telle valeur qu'on voudra, ce qui revient à se donner arbitrairement leur trace sur le plan des xjr et à déterminer leur inclinaison sur ce
même plan des coordonnées, au moyen d'un angle dont la
f n n f 3 tangente aura pour valeur-^- -^--i-
sin/7 — a)
De cello valeur de langA on déduit les suivantes :
cosA =
sinA =:
V^sin'iô — a) + iang»p
Substituant donc dans l'expression ordinaire du direciiT d'un plan ces valeurs de cosA et de sinA, cette expression prendra la forme particulière
[. / sînfô — a)sîn9 1/ . . ^
cos<p 4- v^— I ■ ^ ^ Hcosa -h V — I sina)
V^inMO-aj-f-tang«|âJ^ ^
v'-i tan^j3sin9
v/sin»(0 — a) + tang^(3
qui sera celle de tous les plans jouissant de la propriété de passer par la droite donnée.
On voit que ce directif, ainsi que cela doit èlre, possède deux variables indépendantes a et 9, la prenriière a destinée «n flxer la position individuelle de chaque plan, la seconde 9 servant, une fois que le plan a été ainsi déterminé, à caractériser la situation des diverses droites qui y sont contenues.
Il importe de remarquer que, dans cette question, f conserve toute son indépendance, tandis que, dans la précédente, les valeurs déterminées pour sin9 et COS9 sont flxes et appartiennent tout particulièrement à Tangle que la droite donnée doit faire avec la trace du plan pour qu'elle soit contenue dans celui-ci.
Il suit de là, et c'est un moyen de vérification que nous ne devons pas négliger d'indiquer, que si, dans le cas actuel, on veut considérer f non plus comme une indéterminée, mais comme étant l'angle spécial que la droite donnée doit faire avec celle qu'on aura choisie comme trace du plan sur le plan
des xx; que si, par conséquent, on attribue à cosf et à sin9
les valeurs respectives co^^cos{9 — a), -r-^y l'expression
sin A
directive que nous venons d'obtenir devra finalement se ré-
soudre en celle de la droite donoée. C'est ce que nous allons constater.
En effet, dans ces circonstances, la substitution des valeurs de cos(p et de sln9 dans le directif ci-dessus donne
sin((? — a) -r-^ SIllA
cos^cosC© — a) -h V— I —=
X (cosa -h V— « sina) -4- ^— i -=
Vsin«{0— a) H-tang'P.
Vsin»(0~ a) -H tang'p
tanfiS Hais, parce que le radical a pour valeur . ~r i on voit que
l'expression se ramène immédiatement à
cos(3[cos(e--a)-+-^— I sin(6— a)J(cosa-4- V^^sina) -i- V— «sin^.
D'ailleurs cos(0 — a) -f- yj—i sîn(9 — a) ayant pour valeur
cosô -h^ZTJ" sinô cosa 4- v'—* sina
l'expression se simplifie encore et devient, après qu'on y t opéré toutes les réductions,
cos(3(cosO -h /^sine) -f- v'—^ sinjâ,
forme sous laquelle on reconnaît en effet le directif de la droite donnée»
Dans la catégorie des questions auxquelles peut donner lieu la coexistence d'une droite et d'un plan, une des plus importantes est celle qui consiste à déterminer l'angle qu'un plan fait avec une droite.
Pour la résoudre, imaginons que par l'origine, point que nous supposons toujours être commun soit aux droites, soit aux plans considérés, nous menons une perpendiculaire au
plan donpé, puis par cetle perpendiculaire et par la droite faisons passer un plan. Il résulte des condiiîons auxquelles ce dernier plan se trouve assujetti qu*il sera perpendiculaire au plan donné, et comme» d'ailleurs, il contient notre droite, Tangle cherché ^i sera celui que la droite fait dans ce plan avec l'intersection ; mais, parce qu*il contient aussi la perpendiculaire au plan donné, il s'ensuit que l'angle cherché sera le complément de celui que cette perpendiculaire fait avec la droite donnée.
Nous sommes ainsi ramené à trouver l'angle de deux droites, question déjà traitée à l'article XL, et au sujet de laquelle il ne nous restera plus qu'à rattacher la solution obtenue aux données actuelles de l'énoncé.
Il a été constaté dans cet article que, si d et |3 sont la longitude et la latitude d'une première droite, si 0' et P' sont la longitude et la latitude d'une seconde droite, si enHn ^' est l'angle de ces deux droites, on aura
cosi^' = cospcosP'cos(ô — fl')-4-slnpslnp'.
Dans le cas actuel d et p sont connus: ce sont les éléments de la droite donnée. Quant à 6' et P', qui sont les éléments directifs de la perpendiculaire, nous avons constaté à l'article XLIII que, si, comme dans ce qui précède, le plan est défini par les angles a et Â» on aura
En conséquence, les valeurs respectives de
cos( 0 — 6'), cos(3', sinp'
seront
sin(6— a), —siii/X, -+- cosA.
Substituant ces valeurs dans celle de cosv};', il viendra, cosvj; = — cosp sin A sin (0 — ae) H- sin ^ cos A,
et, parce que Tangle cherché ^ est le complément de ^\ nous aurons finalement
sinij; = — cos^sln A sln(9 — a) -+■ sin p cos A.
On remarquera que, si la droite était située sur le plan donné, l'angle ^ serait nul ; il faut donc, dans ce cas, que le second membre de l'équation ci-dessus se réduise à zéro. Or la condition nécessaire pour que la droite soit dans le plan est
tang^ = tangA sin(ô — a),
de laquelle on déduit
sin(e-«) = iîn4.
^ ' tangA
Substituant cette valeur dans l'expression de sln^'» le premier terme du second membre devient
— cosÔ sin A - — ^ » c'est-à-dire — sinB cos A. *^ tangA ^
Il est donc égal et de signe contraire au second terme, et par suite la valeur de sin^^ est en effet nulle.
Si la droite donnée est située sur le plan des xjr^ sa latitude ^ est nulle. Alors le sinus de l'angle qu'elle fait avec le plan est mesuré par la distance perpendiculaire à ce plan comprise entre celui-ci et le point où la droite vient couper la sphère unité. Cette distance est l'un des côtés de l'angle droit d*un triangle rectangle dont sin(0 — a) est l'hypoténuse et dont l'angle aigu opposé au côté sin ^ est À; on aura donc
sin(|; = sin A sin (d — a).
Or on voit immédiatement que telle est, en effet, la valeur que donne la formule lorsqu'on y suppose que la latitude ^ devient nulle.
LVIII
Jusqu'à présent les plans dont nous nous sommes occupé ont été définis par la double condition de passer par une droite donnée située dans l'un des plans des coordonnées et de faire avec ce même plan un certain angle. On conçoit quo la définition d'un plan peut être constituée par plusieurs autres moyens» et il convient, sinon de les passer tous en revue, du moins de s'occuper des principaux. Parmi ceux-ci.
un des plus importants est celui qui consiste à assujettir un plan à passer par deux droites données et i déterminer son directif à l'aide des éléments qui déflnissent les deux droites. SI9 comme dans ce qui précède, nous désignons par a ei A les angles qui nous ont servi de données ordinaiices pour le plan, mais qui sont encore inconnus, si nous appelons 6 ei p la longitude et la latitude de la première droite, 6' et (3' la longiiude et la latitude de la seconde drx)ite, on remarquera que, parce que le plan cherché doit contenir chacune des deux droites, il résulte de ce qui a été exposé à ce sujet dans l'article LV qu'on devra avoir les deux conditions
tangp = tangA sin ( 6 — a), tangP'= tangA sin( ô' — a),
à l'aide desquelles nous pourrons déterminer a et A en fonction des quantités connues 9, ^, 0', ^'. Si on les divise l'une par l'autre, on éliminera A, et il viendra
tangP _ sin(0 — «) Tangp' "" sin(e'-- «y
Développant les deux termes de la fraction qui forme le second membre et les divisant ensuite par cosoe, on a
tangp sinO— cos&tang« ^
ïângp? ~ siiiô'— cosô'tanga'
faisant alors disparaître les dénominateurs et ne laissant dans le premier membre que les termes multipliés par tanga, on trouve
langa(tang(3'cosd— tangPcosd')=:sin9tangP'^tangpsind',
et de là on déduit
sind tango'— tango sin^'
tang a = ^ -% -\^ ^-: •
^ cosôlangP' — tang(3cosô'
On peut remarquer, comme vérification, que, si les longitudes 9 et 0' sont égales, les deux droites sont dans un plan ayant même longitude qu'elles et perpendiculaire au plan des xy. Ce plan est donc celui qu'on cherche, et par suite a
doilâtre égal à ô. Cesl en elTet ce que donne la formule qui
se réduit alors à
tanga=: langô.
Supposons, au contraire» que ce sont les latitudes j3 et P' qui sont égaies. Dans ce cas, les extrémités de p et de P' seront situées toutes deux sur un même parallèle de la sphère, et, comme elles sont contenues l'une et l'autre dans le plan cherché, la droite cfui les réunit sera l'intersection de ce plan avec celui du parallèle; par suite, l'intersection de ce même plan avec celui des xjr sera parallèle a cette même droite.
Or cette droite est perpendiculaire au méridien qui divise en deux parties égales l'angle que forment entre eux les méridiens des deux droites données; d'où il suit que la trace cherchée devra être perpendiculaire, dans le plan des xy, à la bissectrice de cet angle. D'ailleurs celle-ci fait avec l'axe des x un
angle égal à ; par conséquent, l'angle a aura dans ce cas
pour valeur 1 — t d'où Ton conclut Onalement
tanga = — rot •
Voyons ce que, de son côté, la formule nous apprend à cet égard : l'hypothèse que j3' est égal à ^ la réduit à
sinO — sînô'
tanga = ^ Ki y
^ cosô — cos9'^
mais on sait qu'on a les deux relations suivantes : sinô — sine'= 2sin cos 1
cosô — cosfl' = — 2sin sin
Opérant la division et supprimant dans les deux termes le facteur commun asin > on trouve que tanga est égala
— col •» ainsi que nous venons de le constater.
La valeur de a étant ainsi connue, procédons à la détermination de celle de A.
Si, jfour abréger et simplifler les calculs intermédiaires, on
pose tanga = j^» on aura
rosflg = n sin«
Prenons maintenant une quelconque des valeurs de tang|3 ou de tang^', la première par exemple, on en déduira
^"^^■~sin(9-û()
Si l'on développe sin(d — a) et si Ton intraduit dans ce développement les valeurs ci-dessus de cosa et de sina, on aura
mais on a
N sin e = sin 0 ( cos 9 lang (3' — tang (3 cos 6' ), M oosô = cos0(sind lang^' — tangP sin9').
Prenant la différence, il vient
Nsin 9 — Mcos 9 =: ^ tangp( sin 0 cosÇ' — cosô sîn 9' )
et par suite
Substituant enfln pour V^MM* N^ sa valeur, on obtient directement l'expression suivante de tangA en fonction des données :
_ v^iang'P -h tang^P' — 2 tang(3 langfi^cos( 9 — 9') ^"^^ - sin(»-9')
Si maintenant, dans le directif du plan où figurent a et A, on introduit les valeurs obtenues pour les lignes trigonométriques
— 200 -^ de ces deux angles, il viendra, pour l'expression de ce dlrecUf,
/ — sîn(e-e')sin9 XN-^M^^iT
( cosy-fy/— I , ^ ^ -^ ] — ^
nP ^M'-4-N»sina)
V^sin"(0 — Ô')-+-M»^-N'
Nous avons /conservé, comme moyen d'abréviation, les symboles M et N ; mais, leurs valeurs en fonction des données étant connues, il sera toujours facile, dans les applications, d'écrire ce directif dans la forme même voulue par ces données.
On vériflera que la somme des carrés des coefficients de
I, >^— I , y^i esi égale à l'unité.
En foisant varier à volonté les éléments de longitude et de latitude qui servent à déflnir les deux droites, on pourra procéder a l'examen de lous les cas particuliers qui peuvent se présenter.
Ces recherches n'offrent généralement rien de compliqué ; mais il y a certaines spécialités pour lesquelles les éléments dont nous venons de parler arrivant à leurs limites attribuent à toutes les tangentes qui figurent dans les calculs précédents des valeurs nulles ou infinies, et qui quelquefois se présentent dès l'abord sous la forme indéterminée. Dans ces divers cas, ce n'est qu'à l'aide de discussions minutieuses et d'une nature assez délicate qu'on arrive à être fixé sur les valeurs qu'il convient finalement d'adopter. Nous croyons donc qu'il est nécessaire de montrer par quelques exemples comment ces discussions doivent être conduites.
L'hypothèse que les deux droites données sont successivement deux des trois axes des coordonnées nous a paru renfermer tout ce qu'il y a d'essentiel à exposer à ce sujet, cl nous allons procéder à son examen détaillé.
Admettons que nos deux droites sont l'une l'axe des x, Tautre l'axe deî> j, ce qui revient à supposer que S, ^ et p*
sonl nuls el que 0'= -• Dans ce cas, le plan chen-hé esl évi*
demn>ent celui des xjr; il faut, par conséquent, que le direciif de l'article précédent se ramène à Texpresslon d'une droite quelconque située sur ce plan des coordonnées. Nous allons voir que le calcul confirme en effet cette conclusion. Et d'abord, pour qu'il en soit ainsi que nous venons de le
dire, il Tant que le terme en v^-— i disparaisse. Or, si Ton remarque que ce terme a pour facteur y/M'-h N*, et que, lorsque j3 et P' sont nuls, il en est de même de M*H- N% on voit que cette première condition sera satisfaite et que, par conséquent» ce qui. restera de l'expression, après la radiation de ce terme, ne pourra être que le directif d'une droite située sur le plan des xy.
Quelle sera cette droite? C'est ce que nous allons examiner.
Il est évident que, d'après la définition de <p, ce sera celle qui fait un angle 9 avec l'intersection du plan cherché et du plan des xy\ mais, lorsque, comme c'est ici le cas, ces deux plans se confondent, la première idée qui se présente à l'esprit, au sujet de l'intersection, est que celle-ci devient indéterminée, et qu'il n'y a pas une droite contenue dans le plan des xy qui ne puisse être considérée comme jouissant de la propriété de représenter cette intersection. C'est aussi ce que
la formule semble indiquer dès l'abord, puisque l'hypothèse
que |3 et p' sont nuls donne pour la tangente de a la forme -;
mais, en examinant de plus près la question, on est conduit à modifier cette première manière de voir elà rejeter celte idée d'indétermination pour lui substituer celle que l'intersection dont il s'agit, bien loin d'être une droite arbitraire, a une direction unique spéciale et analytiquement définie. Voici sur quelles considérations s'appuie ce nouveau point de vue. Si, en conservant pour les deux droites données les longi-
tudes zéro et -9 nous leur attribuons des latitudes égales, et
d'ailleurs quelconques, nous rentrerons dans un cas déjà examiné ci-dessus et pour lequel nous avons reconnu que l'intersection du plan cherché avec le plan dos ^r est une per-
pendiciilaîre à la bissectrice de Tangle que forroeni les deux longitudes.
Ici, ces deux longitudes étant zéro et -9 la bissectrice en
question sera la droite inclinée à 4^ degrés. Or, tant que les longitudes ne changeront pas, cette droite sera invariable et il en sera, par conséquent, de même de la trace du pian cherché avec le plan des xy qui sera constante pour toutes les valeurs des latitudes, quelles qu'elles soient, dans Thypothèse toutefois que celles-ci restent égales entre elles. De là résulte le théorème que les plans contenant deux droites dont les longitudes sont zéro et - et dont les latitudes sont égales cooptai
tous le plan des xy suivant une droite fixe perpendiculaire à la direction de 4^ degrés. On peut donc considérer que ces plans sont successivement engendrés par la rotation de l'un d'entre eux autour de la trace en question, mode général de génération qui comprend, comme cas particulier, celui qui nous occupe en ce moment. Celui-ci renire donc dans la loi commune et doit être considéré comme ayant même trace que tous les autres. Aussi, lorsqu'on introduit d'abord dans la valeur de tanga le principe de l'égalité des latitudes, elle prend
, ^ sin^ — sin9' . ., ^ .
la forme -z, rr» laquelle a son tour se ramené, pour
COS0 — cos9' ^ ^
0 = 0 et 9'=:-^»à — t, qui est en effet la tangente de la perpendiculaire à la droite inclinée à 4^ degrés.
Revenant maintenant au directif du plan cherché, il nous restera à prouver, pour que les choses se passent ainsi que nous l'avons expliqué, que, /x étant l'angle que fait avec Taxe des X une droite quelconque située dans le plan des xy^ ce directif se ramène simplement à
cos/x -h v^ — I siufx.
A cet effet, on remarquera que ce qui reste du directif;, après
la radiation du terme en \ — \ qui a été annulé, est un pro- (iiiit de deux facteurs.
Le premier de ces fuciours a la forme
, sln(e — e')sln©
V'sui't 6 — 6' ) -I- M' -*- i\'
mais, parce que, d'une part, M' + N' est nul, parce que, d'autre part, sin(d-^d')y qui devient le sinus d'un angle droit, est égal à l'unité, on volt que ce facteur se réduit à
eosç -h v^ — I sîn 9.
Quant au second facteur, qui est exprimé par — ->
il se présente au premier abord sous la forme -; mais, si l'on
divise les deux termes de la fraction par N, il devient
f -h tangai/— I . ,
— P====— » et comme, dans le cas actuel, on a tanga= — 1 ,
VU- tang'a
on aura définitivement —=:. -^— \ , qui se rapporte bien
en effet à la direction ci-dessus indiquée pour l'angle a de l'intersection.
Mais l'angle f , ainsi que cela résulte de sa définition première, doit toujours être compté à partir de cette intersection. Si donc on appelle /x l'arc compris entre l'axe des x et Textrémité de 9 ainsi compté, on aura
fx 4- 45** = 9, d'où /x = 9 — 45**. Or le produit trouvé ci-dessus
(cos9 -f- v^— i sin9){ -= — 7=v/— ' )
répondant précisément à la direction de 9 — 4^ exprime» par suite, celle d'une droite quelconque rapportée à l'axe des x^, ce qui justifie toutes nos assertions.
Supposons maintenant que les deux droites données sont Tune l'axe des x^ l'autre celui des z ; il est évident qu'alors le plan cherché est celui des xz, el que, par suite, l'expression
- 2W — de son direciif devra prendre la forme
cosfji-h/^ sinfjt,
l'angle (i, variable de zéro à a?!, étant celui que fait avec l'axe des X une droite quelconque située dans le plan cherché. Nous allons voir comment le calcul va se mettre d'accord avec ces conclusions.
Étudions d'abord ce qui concerne l'angle a^ qui est celui que fait avec l'axe des x la trace du plan cherché sur celui des xjr. Ici cette trace ne pouvant être évidemment que l'axe des Xf il en résulte que tanga doit être égal à zéro. En effet* parce que la latitude (3 est nulle, la formule qui donne tangâc
se réduit à
sînôtanpjâ' . ^
langa = r ^ = tang0.
® cos^tangP' ®
Or» comme & est nul, on voit que a le sera également.
D'un autre côlé, il n'est pas moins évident qu'ici l'angle A que fait le plan cherché avec celui des xjr doit être droit. Or, si, dans la valeur de tangA, on supprime les termes multipliés par tangP qui est nul, il viendra
tangp'
° bin(0 — 6')
et, comme tang^' est inOni, tangA le sera aussi. D'ailleurs
I expression générale de langA étant ~ ^ __ ^/r > on voit que,
dans le cas actuel, y/M* -h N* est inflni.
Ces préliminaires ainsi établis, voyons ce que va devenir le
directif général du plan.
Si dans le terme en v— i on divise haut et bas par
\/M^-+- N* et qu'on ait ensuite égard à ce que cette dernière quaniiié est infinie, le numérateur et le dénominateur de la fraction qui multiplie sincp deviennent chacun égal à l'unité,
et par suite ce terme se réduit à v^— i sin(p; le reste du direciif se compose de deux facteurs dontl'un est - — -— ^^"1:
celui-ci divisé haut et bas par N prend la forme — -^ "^^
^i-h langea
et, à cause que tanga est nul, il se réduit à l'unité. Quant à l'autre facteur, son second terme étant nul, à cause du dénominateur inflni, il se réduit au premier terme, c'est-à-dire à cosf. L'expression du directif se trouve donc représentée par
COS9-4-V--* sintp,
forme dans laquelle 9 est l'angle variable que fait une droite quelconque avec la trace du plan cherché sur celui des xy. Or, cette trace étant ici l'axe des x mêmes, *bn voit que l'expression ci-dessus réunit par la variation de 9 toutes les qualités voulues pour représenter le plan des xz.
Admettons enfin que les deux droites données sont l'une l'axe des 7, l'autre Taxe des z. Il est évident que, dans ce cas, te plan cherché sera celui des yz et que son intersection avec le plan des xy ne pourra être que l'axe des ^. De là II résulte que les deux angles a et A seront chacun égal à un angle droit ; quant à Tangie <p, qui est celui que fait une droite quelconque située sur ce pian avec son intersection sur le plan des xy, ce sera l'angle de cette droite avec l'axe des 7, et, d'après cela, le directif du plan cherché ne pourra être que
^— I cos© -f- v/— I sinç.
Voyons comment ces diverses circonstances seront confirmées par le calcul.
TT
Les valeurs de 9 et de [3 sont, savoir - pour le premier
angle et zéro pour le second, celles de Q' et de P' sont l'une
et lautre -•
Si, dans la valeur de tanga, on commence par supprimer les termes qui, multipliés par tang|3, deviennent nuls, il restera
tanga = tangdy
ce qui prouve qu'en effet l'angle a est égal à un droit. Si, en
même temps, dans la valeur de tangA on supprime aussi les termes qui, multipliés par tangjSy sont nuls, il restera
tango'
^"g^ = sin(e-y)'
et, parce que sin(6 — ff) est égal à l'unité, on voit que tangA sera inflni comme Test tangj3\ ce qui prouve, comme nous l'avons reconnu, que l'angle A esl aussi droit. D'ailleurs, parce que l'infinité de tangA entratne celle de
^M'-h N', on conclura de là, par les mêmes moyens qui ont
clé exposés dans le cas précédent, que le terme en v^— i
du directif se réduit à y*^' sîncp.
Le reste de ce directif est un produit composé de deux facteurs: l'un d'eux est — ^ . ; si i'oa divise haut et bas
m< .1 . j cola -f- 1 , , , ^
par M, il viftndra ~~ ^ mais, cota eianl nul, ce rteieur
Vcoi*a-+-i se réduit à v^— i.
Quant à l'autre facteur, son second terme est nul, à cause du dénominateur qui est infini ; il ne reste donc de ce facteur que le premier terme, c*est-:i-dire cosf . Le produit en question prend donc la valeur ^—i cos<p, et l'on obtient par conséquent, pour le directif cherché, l'expression
V— I C0S9 -H^— I sinç,
ainsi que nous l'avons annoncé.
Nous pensons qu'après toutes ces explications le lecteur sera parfaitement en mesure de procéder à une application, quelle qu'elle soit, de la formule générale qui exprime le directif d'un plan passant par deux droites données.
Quelque nombreuses que soient les questions que nous avons abordées dans le présent Chapitre, nous n'avons pas la
préieniion d'avoir épuisé tout ce qui se rattache à la direction des plans, considérée soit en elle-nnême, soit dans les rapports qu'elle peut avoir avec celle des droites ou avec celle d*autres plans. La fécondilé du sujet est telle que, pour le traiter dans toute sa généralité, il faudrait lui consacreV un contingent de développements autrement étendu que celui qui peut trouver place dans la spécialité d'un Chapitre.
Mais, à vrai dire, dans cette circonstance comme dans toutes celles analogues, l'importantxonsiste moins à accumuler un très-grand nombre de solutions préparées à l'avance qu'à présenter des méthodes propres à faire trouver ces solutions quand il devient nécessaire de les connaître. 11 suffit pour cela de se borner à l'étude détaillée d'un certain nombre d'applications convenablement choisies, résumant les principes essentiels de la théorie, et donnant une idée suffisamment étendue des méthodes proposées en ce qui concerne leur esprit, leurs ressources et leurs moyens.
Une fois celte connaissance bien acquise, il est peu de questions se rattachant à l'ordre de faits qu'une théorie embrasse dont la sagacité de l'analyste ne puisse espérer de trouver la solution, s'il sait suivre avec intelligence les voies qui lui ont été ouvertes et dont on lui a fait parcourir les artères principales.
Tel est l'objectif que nous avons eu constamment en vue, et nous croyons avoir satisfait dans ce qui précède aux conditions les plus essentielles de ce programme.
Qu'il nous soit maintenant permis de revenir d'une manière générale sur les idées dominantes de cet écrit et de donner un résumé de leur objet principal, de leur filiation, de leur utilité.
Nous nous sommes appliqué, dès le début, à présenter avec tous les développements nécessaires la conception qu'il faut se faire, soit de l'élément de continuité, soit de l'élément de direction dans les droites et dans les plans; nous avons étudié l'un et l'autre dans son isolement; nous avons cru que, parce que dans l'ordre naturel des choses il nous est permis d'avoir une idée nette et distincte de chacun, c'est-à-dire de concevoir, d'une part, la longueur sans considération de la direc-
lion, d'autre part, la direction sans considération de la longueur, nous avons cru, disons-nous, qu*il n*y avait rien* dUllogique à espérer, que dans leur représentation analytique ces attributs pourraient rester indépendants, comme ils le sont dans les manifestations géométriques qui nous en donnent l'image et la conception initiale. L'étude des ressources de l'Algèbre, les comparaisons que cette étude nous a permis d'établir entre les opérations de cette science et les procédés constitutifs de celle de l'étendue, les équivalences que nous avons pu constater à la suite de ces comparaisons ont justiflé nos prévisions et ont mis entre nos mains, dans le domaine de l'Analyse, des expressions propres à caractériser chacun de ces attributs dans toute l'étendue de leurs facultés.
Cette étude isolée et bien déflnie des propriétés de chaque attribut, du rôle qu'ils sont appelés à remplir Indépendamment l'un de l'autre, des fonctions spéciales et très-diverses qui sont dévolues à chacun, constitue le contingent d'idées nouvelles que nous avons cherché à introduire dans la Science et devient la base essentielle, et en même temps la plus naturelle, des rapports qui lient l'Algèbre à la Géométrie. Qui ne . voit, en effet, que, dès l'instant que nous possédons les équivalences analytiques des deux attributs qui constituent la science tout entière de l'étendue, il n'est pas une combinaison de ces attributs, et par conséquent pas un problème de Géométrie, dont l'énoncé ne puisse être reproduit en langage algébrique et que nous ne soyons en mesure d'explorer et de résoudre par les investigations de l'Algèbre.
Certes nous sommes loin de prétendre qu'il n'a été rien fait en cette matière ; nous savons fort bien qu'il existe une Géométrie analytique, et nous ne voulons rien retrancher à l'importance des services qu'elle a rendus à la Science ; mais nous croyons qu'elle n est pas constituée sur les bases les plus logiques et que, par suite de cette imperfection, sa fécondité se trouve resserrée entre de trop étroites limites Donnons quelques explications à ce sujet.
Dans l'état actuel des choses, on représente ordinairement, en Algèbre, les droites et les plans au moyen d'équations dans lesquelles l'élément continu de la longueur se trouve corn-
biné, rationnellement sans doute, mais sans règles fixes sbr le choix de cette rationnalîté, avec réiément de direction ; celuî<î est d'ailleurs évalué soit directement par l'angle» soit par les rapports qui en dépendent. Or, dans Tordre logique, des équations ne sauraient être considérées que comme des jugements portés sur les propriétés des objets dont on s*occupe, comme des conséquences déduites de ces proprLiUés, conséquences autorisées et justifiées par le raisonnement, mais qui, tout en exprimant d'incontestables vérités, ne sont pas Texpression générale et la représentation condensée de tout ce qu'il y a dans un attribut. Ces conséquences, au contraire, se spécialisent dans la considération du seul côté par lequel on a envisagé la question et auquel s'appliquent les équations indicatrices du jugement prrticulier qu'on a émis. En opérant ainsi, on ne saurait avoir la synthèse immédiate et complète des ap* prédations plus ou moins nombreuses que l'on pourrait faire au sujet d'un même attribut, si Ton se plaçait à d'autres points de vue non moins autorisés que le premier.
Or, pour se renfermer dans Tordre logique dont nous venons de parler, tant que, dans un problème de Géométrie^ on se borne à donner une droite, un plan, on ne fait que poser des éléments, on ne provoque pas un jugement ; celui-ci viendra après coup lorsqu'il s'agira de suituer sur les condi« lions auxquelles la question proposée soumet ces éléments. Si donc on veut fidèlement reproduire, en Algèbre, ce qu'on fait dans la science de Tétendue, il faut, à chaque élément géométrique donné, s'astreindre à faire correspondre un élément analeptique équivalent^ ce qui se pratiquera par une simple expression et non par une ou plusieurs équations. En suivant cette marche et à l'aide de cette équivalence préalablement constatée, on aura fait dire à l'Algèbre tout ce que la Géométrie dit de son côté, de la manière qu'elle le dit elle-même, dans Tordre qu*il lui aura convenu d'adopter, et Ton aura évidemment établi l'assimilation entre les deux sciences sur ses bases les plus naturelles.
C'est à l'aide de la détermination algébrique des direciifs des droites et des plans qu'il est possible de satisfaire complètement à ce programme. Par Temploi de ces directifs, il
n*esl pas un détail d'un énoncé géométrique qui n'ait son équivalent en Algèbre ; la traduction de Tune de ces sciences dans l'autre se fait immédiatement; l'assimilation se poursuit jusqu'au bout par des procédés aussi simples, aussi directs que possible, et, lorsqu'elle est arrivée à son terme, on n*a plus, pour obtenir la solution, qu*à mettre en œuvre les moyens analytiques connus.
Nous ne nous dissimulons pas qu'à en juger par quelques expressions qui ont passé sous nos yeux, on pourrait craindre que ces sortes de calculs ne se présentassent quelquefois sous une forme un peu compliquée; mais ces complications n'Intéressent en aucune façon le côté théorique de la méthode ; elles n'ont d'autre inconvénient que celui d'imposer quelques longueurs à certaines applications pratiques. D'ailleurs ces inconvénients ne sont-ils pas avantageusement rachetés par le privilège que possède le procédé directif de conduire certainement au but? Dans les recherches géométriques ordinaires, une circonstance heureuse peut faire entrevoir dans une flgure certains rapports entre quelques-unes des données qui Indiqueront avec simplicité la solution d'un problème ou la démonstration d'un théorème ; d'autres fois, au contraire, on étudiera longtemps un tracé géométrique sans y rien découvrir qui soit propre i faire obtenir le résultat qu'on recherche, de sorte que souvent rinsuccès peut se trouver au bout de beaucoup de sagacité et de patience.
Par le procédé directif, il n'en est pas ainsi; avec plus ou moins de calculs, on est toujours certain d'arriver. Ce procédé constitue donc une ressource très-précieuse, puisque avec lui les solutions deviennent certaines, tandis qu'avec les moyens géométriques ordinaires elles ne sont que probables.
Qu'on ne s'imagine pas d'ailleurs que nous voulons préconiser l'idée qu'il faut faire du directif en tout et pour tout. Un tel exclusivisme est loin de notre pensée. Nous dirons au contraire que, dans une science quelconque, il faut savoir se servir de tous les moyens utiles, quelles que soient les théories qui ont servi à constater leur légitimité. L'homœopathie, par exemple, aura beau faire, il est fort douteux qu'elle parvienne à détruire cet imposant ensemble de faits acquis par des ob-
servations, des études, des méditations laborieusement poursuivies pendant trois mille ans. De son côté, rallopathie*aurait tort de croire que le dernier mot a été dit sur la constitution des sciences médicales et que tous les moyens proposés en dehors d'elle doivent être rejetés.
Employons donc, suivant les circonstances, tantôt le procédé ordinaire, tantôt le procédé directif ; dans certains cas même» combinons-les ensemble : ce sera presque toujours ce qu'il y aura de mieux à faire pour allier la simplicité des moyens avec la certitude d'obtenir le résultat cherché.
Au reste, ce qu'on doit attendre du directif ne peut être bien apprécié que lorsque ses combinaisons avec le continu auront été étudiées, el c'est ce dont nous allons maintenant nous occuper.
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I.XI
Les faits analytico-géométriques dont nous venons de présemer le développement dans les Chapitres précédents con-
stiluent les bases d'une théorie destinée, croyons-nous, à éclairer d'un nouveau jour les recherches qu'on peut se proposer de faire sur la science de l'étendue considérée dans toute sa généralité.
Tandis que jusqu'à présent on a dû, dans ces recherches, isoler l'une de l'autre la considération de la longueur de celle de la direction ou de l'angle, et s'occuper séparément de la détermination du continu et du dlrectif, par des procédés non définis et variables dans chaque cas, désormais l'Algèbre, suivant pas à pas les indications de la Géométrie, reproduira dans ses expressions l'équivalent de la longueur dirigée, et, liant entre eux ces équivalents par des équations, conformément aux indications des énoncés mêmes, nous donnera, par la résolution de ces équations, les moyens de déterminer à coup sûr, à l'aide des données, toutes les inconnues d'une question.
Est-ce à dire pour cela que cette théorie se trouve d'ores et déjà constituée dans tous ses détails et soit immédiatement apte à entrer en fonction. Nous sommes loin d'afticher une telle prétention, et nous reconnaissons sans peine qu'il y a encore beaucoup à faire pour la doter de toute l'extension dont elle est susceptible, de toutes les facilités d'application pratique qu'il est permis d'entrevoir.
C'est là une œuvre qui ne peut être menée à fin qu'avec le secours du temps; mais, pour si incomplète qu'on «veuille la considérer aujourd'hui, il suffit que nous soyons en possession du germe qui la contient pour qu'il nous soit permis d'espérer que, grâce à de persévérantes études, elle versera d'abondantes moissons dans le champ de la Science.
Ainsi que nous l'avons dit dans l'Avant- Propos, il ne nous est guère permis d'espérer que les développements entrevus pourront être notre œuvre personnelle; mais nos jeunes successeurs exploreront en détail l'ensemble des nouveaux horizons que nous venons leur signaler, et sauront bien y découvrir les éléments de féconde réalisation qu'ils possèdent, que nous entrevoyons dès à présent, mais que nous ne saurions décrire et formuler avec toute la précision que le temps et la réflexion peuvent seuls assurer aux œuvres de l'intelligence.
On nous permettra toutefois, à côté de cette déclaration
d'insufnsance, dont nous n*hésilons pas à consigner ici l'expression, de présenter nos vues sur quelques points du chemin qui reste à parcourir pour compléter et perfectionner le programme des recherches futures, et de signaler dans ce der* nier Chapitre certaines indications sur les conséquences les plus essentielles de la doctrine que nous venons d'exposer et sur les procédés propres à en faciliter le développement et l'application.
Nous ferons d*abord remarquer que les résultats que nous avons constatés, bien qu'ayant pour objet direct les droites et les plans, ne se bornent pas exclusivement à nous renseigner sur cette classe particulière d'êtres géométriques et qu'il est facile d'en déduire des conséquences immédiates assez étendues pour d'autres espèces de lignes, surfaces et volumes qui sont d'un usage habituel dans la Science.
Rappelons qu'il a été démontré que, si a et p sont la longitude et la latitude d'une droite passant par l'origine et p une longueur quelconque prise sur cette droite à partir de l'origine, l'expression
p[cosp(cosa4- ^— 1 sina) 4- y^— i sin^J
conviendra à tous les points de cette droite, à la condition d'y considérer p comme variable depuis zéro jusqu'à l'infini.
Si p est considéré comme constant» elle donnera l'équivalent algébrique du point situé sur cette droite a la distance fixe p de Torigine.
Portons maintenant notre attention sur les deux autres quantités a et ^ qui figurent dans cette expression et supposons-y a constant, mais (3 variable depuis zéro jusqu'à 9.71.
On voit qu'on obtiendra ainsi une Infinité de droites qui auront toutes même longitude a et des latitudes variables. Ces droites appartiennent évidemment au plan mené verticalement à celui des xy et passant par la direction fixe
cosa-i- ^— I sina. Dans cette hypothèse, l'expression cidcs-
suSy lorsqu'on y suppose p variable de zéro à l'infini, conviendra à tous les points de ce plan ; mais, si p est constant, les seuls points auxquels l'expression pourra s'appliquer seront ceux d'une circonférence située sur le plan en question, ayant l'origine pour centre et p pour rayon.
Admettons, au contraire, que c'est |3 qui est fixe et que oc varie de zéro à 27r. On se rendra facilement compte que, dans ces circonstances, les droites ainsi obtenues feront toutes
avec l'axe des z un angle constant égal à p, et que, par
suite, leur ensemble déterminera une surface conique ayant l'origine pour sommet et l'axe des z pour axe. Si alors p varie de zéro à l'infini, l'expression conviendra à tous les points de cette surface conique ; si, au contraire, p est constant, les seuls points à considérer seront ceux de la circonférence qu'on obtient en coupant le cône par un plan horizontal passant par l'extrémité de la distance p comptée sur la directioii < de la génératrice à partir de l'origine.
Enfin, si a et ^ sont variables de zéro à 2 7r et s'il en est de même de p depuis zéro jusqu'à l'infini, l'expression conviendra à tous les points de l'espace ; mais, si, pendant que a et (3 sont variables, p est constant, on aura l'équivalent de la surface sphérique ayant l'origine pour centre et p pour rayon. Quant au volume de cette même sphère, on l'obtiendra en supposant que l'élément continu varie de zéro à p. Il n'est pas, en eifet, un point de l'intérieur de cette sphère auquel ne convienne l'expression ci-dessus.
On comprend, d'après ces explications, que les recherches précédentes ne se bornent pas à nous renseigner sur les directions des droites, mais qu'elles sont, en outre, très-propres à nous faire connaître les équivalents algébriques de certaines surfaces et de certains volumes, et l'on peut entrevoir d'après cela comment elles sont aptes à devenir le guide général de toutes les investigations géométriques. Donnons à ce sujet de nouveaux développements.
Lorsqu'on s'occupe exclusivement des directions et de leur détermination, on peut toujours supposer que les droites sont transportées parallèlement à elles-mêmes, de manière à passer par tel point de Tespjce qu'on voudra, et nous avons usé de cette faculté pour les considérer toutes comme issues de l'origine ; mais il n'en est plus ainsi dans les questions de Géométrie, où la considération des longueurs est combinée avec celle des directions. Dans ce cas, chaque partie des figures représentatives des énoncés possède une situation fixe qu'il n'est pas permis de changer sans altérer les rapports de grandeur et de position imposés par ces énoncés. On conçoit en conséquence qu'il est nécessaire de posséder l'équivalent algébrique d'une droite non-seulement pour le directif qui lui appartient et qui s'applique indistinctement à tous ses^tatsde parallélisme, mais encore pour toute situation précise et invariable qu'elle peut occuper dans l'espace. C'est là un problème très-facile à traiter et dont nous allons présenter la solution.
Supposons qu'une droite, dont la longitude est a et la latitude ^, rencontre le plan des xjr en un point quelconque R. Joignons l'origine 0 avec le point R, et appelons r la distance iixe qui sépare les points R et 0. Si l'on désigne par 6 l'angle également fixe que fait la direction de OR avec la ligne de base, la longueur dirigée OR aura pour expression
r(cos0 -^ v^— I sinô),
et il faudra toujours au préalable la parcourir pour atteindre à un point quelconque P de la droite considérée. D'un autre côté, si l'on désigne par p là distance variable comptée sur cette mâme droite, à partir du point R, on voit que l'expression du chemin suivi pour aller de 0 en P, tant en longueur qu'en direction, sera
r(cosO -h ^—1 sinO)
p[rosj3(cosa -*- v^— i bina) -+- ^— i sinp].
Tel est donc réquivalenl algébrique d*un point i|uelconque de la droite donnée ; tout y est constant, è l'exception de la quantité p.
Il n*est nullement nécessaire d'insister auprès du lecteur pour lui faire acquérir la conviction que les diverses suppositions faites dans l'article précédent, soit sur la constance, soit sur les variabilités individuelles ou simultanées des quantités pf a, (3, conduiront à des plans, des circonférences, des surfaces sphériques ou coniques analogues à celles que nous avons définies, sous cette seule réserve que les centres et les sommets des cônes, au lieu d'occuper l'origine, seront placés au point R, et que, pour les cônes, leur axe, au lieu d'être fa verticale passant par 0, sera celle passant par R.
Pour donner immédiatement un exemple du jeu des calculs dans la présente théorie, considérons les deux cônes à axe vertical dont les sommets sont l'un en O, l'autre en R ; supposons que ces cônes ont même angle générateur et proposonsnous de déterminer la courbe qui représente leur intersection.
D'après ce qui a été expliqué, l'équivalent algébrique d'un point quelconque du cône dont le sommet est en 0 sera
p[cosp(cos«-f- v'— » sina)-4-^— / sin^J,
expression dans laquelle p et a sont variables et (3 constant.
D'un autre côlé l'équivalent algébrique du cône dont le sommet est en R, d'après ce qui vient d'être expos^dans l'article précédent, a pour expression
r(cos9 -+- v^— I sinô)
-hp'[cosP(cosa'-4- ^— isina')-+- V^— ' 'î^înpj-
Les quantités r, 0 et ^ sont constantes et celles p, p' et a' soni, pour chaque point de rencontre, des dépendances de la variable a. D'ailleurs l'angle |3 est exactement le même dans ces deux équivalents.
Cela poséy puisque c'est de la rencontre des deux surfaces coniques qu*on s'occupe, il faut évidemment que, pour les points qui sont communs à ces surfaces, les équivalents soient égaux, et de là résulte la condition générale
p [cosp{cosa -h^— I sina) -h^— i sin^J =:=r(cosO -h v^— I sin6)
-h p'[cos(3 (cosa'-f- v^— I sina') + ^— i sinf^J.
Egalant maintenant de part et d'autre les quantités réelles Cl les imaginaires des divers ordres, on a les trois conditions particulières
pcos^ cosa = rcosO -f- p'cos(3 cosa', pcospsina = rsin6 -hp'cosp sina', psin(3 = p'sinp.
Ayant donc pris h volonté une valeur quelconque pour a, les trois inconnues à déterminer seront p, p' et a', et l'on en obtiendra les valeurs à Taide des trois conditions ci-dessus.
De la troisième on déduit immédiatement p = p\ résultai quMI était facile de prévoir d'après l'égalité des deux cônes et leur situation symétrique, par rapport à la ligne OR, dont les extrémités servent de point de départ pour compter p et p'.
Substituant cette valeur de p' dans les deux premières conditions, elles deviennent
pcos{3cosa = rcosO -f- pcos(3 cosa', pcos{3 sina = rsinO H-pcosj3 sina' ;
prenant la somme des carrés, on trouve
p'cos^(3 = /•'-+- p'cos*p-+- 2rpcosp(cosOcosa'-i- sinOsina').
Réduisant et divisant ensuite par r, on obtient la valeur suivante:
cosiO ^ x') — ^. •
îpcosp
I)*un autre côlé les deux mêmes conditions peuvent s'écrire
pcos(3cosa — rcosO = pcosj3cosa', pcospsina — rsinô = pcosj3sina',
et si, sous cette forme, on prend encore la somme de leurs carrés, on aura
p'cos'P -h /*— :>. rp cos|3 cos(6 — a) = p*C0S'P,
ce qui conduit au résultat suivant :
cos(0— -a) = T.
apcosp
On déduit de là la valeur suivante de p en quantités toutes
connues:
'^"^acos^ cos(0 — a)* et par suite celle de a! qui sera donnée par la relation
cos( 6 — a' ) = — cos [0 — a).
Nous ne nous proposons pas ici de discuter les conséquences de ces résultats. C'est là un travail de pure analyse, qui peut s'effectuer par les méthodes connues de TAIgèbre. L'essentiel, au point de vue où nous nous sommes placé, consistait à faire voir combien il a été facile avec la nouvelle théorie de mettre ces résultats à jour et de résoudre la question.
Contentons-nous de faire voir, pour un cas dans lequel il est facile d'obtenir a priori les valeurs de p, p' et a', que ces valeurs sont conformes à celles données par les formules générales et les vérifient.
A cet effet, supposons qu'on coupe l^es deux cônes par un plan vertical passant par la ligne OU, ce plan contiendra les deux génératrices qui iront se couper en un point P, de sorte que PO et PR seront p et p'. Or, parce que ces longueurs font le même angle avec la verticale, elles seront également inclinées sur l'horizontale OU, de sorte que le triangle OPR sera isoscèlc; ce prcmjcr fait vcrilic donc la formule p = p'.
Quant à a, il est évidemment égal à 0, cl, comme la direction a' est alors exactement Tinverse de a, on aura a'=a-hT:.
Cela posé, le triangle isoscèle OPR, dans lequel les angles en 0 et R sont chacun égaux à ^, donnera
OR = r=2pco33, d'où p= ^;
^ ^ ^ 2COSp
c'est précisément là ce qu'on déduit de la formule
2cospcos(0 — <X}
lorsque a est égal à 0, puisque dans ce cas cos(0 — a) devient l'unité.
Quant à la formule
cos(0 — a') = — cos(9 — a),
elle est également vériliée, puisque le premier membre prend la valeur cos( — tt), ou — i, qui est aussi celle du second membre lorsque 9 = a.
Si les deux cônes avaient des angles générateurs différents, on emploierait Tangle (3 pour l'un, l'angle P' pour l'autre» ce qui compliquerait un peu les calculs ultérieurs, mais n'apporterait aucun changement à la mise du problème en équation.
Nous venons de donner, dans l'article LXIII, l'équivalent algébrique d'une droite coupant le plan des xy en un point quelconque R, et dirigée d'une manière tout à fait arbitraire dans l'espace ; nous avons ensuite indiqué les conséquences qui en résultent pour les équivalents des sphères et des cônes. Toutefois ces deux surfaces sont spécialisées par cette circonstance que la sphère a son centre et le cône son sommet au point R, c'est-à-dire sur le plan des xjr. Disons tout de suite comment il faut traiter le cas général.
Et d'abord, en ce qui concerne la sphère, si R est la posltiOD qu'occupe son centre dans l'espace, si l'on désigne par r
« la longueur et par 0 et 9 la longitude et la latitude de la droite OR, l'équivalent du point R sera
'•[cos9(cos6-l- v^— I sin6) h-/— 1' ""'sinçj.
Cela posé, pour qu*en partant de l'origine on puisse géométriquement réaliser la sphère qui a son centre en R, il faut, à la suite de OR porter le rayon p de la sphère dans toutes les directions, ce qui est représenté par
p[cosp(cosa -f-^^sina) -|-\/~ "*sin(3j,
expression dans laquelle p est constant et j3 et a sont chacun variables de zéro à 2 7r.
En conséquence, sous ces conditions, l'équivalent cherché sera
r[cos9(cos6 -f-^^-TsInô) 4- v/^ 'sincpj
-♦-p[cos(3(cosa -f- V— I sina) -+-\/— 1 sin(3j.
Quant au cône, son équivalent aura la même apparence algébrique; mais, pour lui, p sera variable de zéro à l'inGni, a le sera de zéro à 27:, et (3 sera constant.
Les indications que nous venons de donner complètent ce qui concerne les sphères. Il n'en est pas de même pour les cônes dont jusqu'à présent nous avons supposé les axes verticaux ; il convient donc de généraliser et de s'expliquer sur celles de ces surfaces dont les axes ont des directions inclinées quelconques.
Pour simpliQer notre exposition^ nous pouvons supposer, quelle que soit la position R que le sommet du cône occupe dans l'espace, que celui-ci est transporté à l'origine; son équivalent étant déterminé dans ce cas particulier, il suffira, quand on voudra passer à la position R, d'ajouter à cet équivalent celui du point R, c'est-à-dire si 0 et 9 sont la longitude
ei la latitude de la droite OR
rLcosç(cos6 H- )/— I sînô) H- ^— i sinf J.
Cela posé, soient /m et v la longitude et la latitude de l'axe du cône, son équivalent direciif sera
cosv(cos/ut -f- v^— I sina) 4-\/— i sinv.
D'ailleurs, a et (3 éunt la longitude et la latitude d'une génératrice quelconque, celle-ci aura pour équivalent directif
cos(3(cosa-4- v^^^sina) -h/^ sin^;
mais, pour que cette dernière direction soit réellement celle d'une génératrice, il faut qu'elle fasse avec Taxe un angle égal à Tangle générateur y du cône. C'est là un problème que nous avons traité à l'article LX, et nous avons trouvé que la condition à remplir, appliquée aux données actuelles, prend la forme
(i) cosy = cos{3cosvcos(a — fx) h- sin^sinv.
Cette condition, dans laquelle y, /a et v sont constants et a est variable à volonté, servira à déterminer, en fonction de ces quantités, la valeur qu'il faut attribuer à la latitude ^ pour que la droite dont les éléments directifs sont a et (3 représente, en effet, une génératrice du cône.
Cette détermination faite, l'expression ci-dessous
r[cos(p(cose -4- V— I sinô) h- sj—i sinf J
p[cosp(cosaH- V— I sina) -f- \/— i sinjîj
sera l'équivalent cherché de la surface conique.
Dans cet équivalent r, 9 et 6 sont constants ; p est variable de zéro à TinOni, a l'est de zéro à 27:, enOn ^ est une dépendance des angles y, fx, v et varie avec a conformément à la condition (i) ci-dessus.
Si l'on voulait avoir l'intersection de ce cône par un plan passant par l'origine, ayant pour trace sur le plan des xjr In
direction cost -h V"' sinr, et faisant un angle A avec le
même plan des xy^ on trouve que Téquivalent algébrique d'un point quelconque de ce plan situé a une distance X de l'origine serait
X[(coso' -h v/— I sino'COôA)(cosT -+-^— i sinr) ^
-l"V — I sinAsino-Jy
(7 étant l'angle que fait la direction de la longueur A avec la trace du plan coupant.
Or, pour les points communs au cône et au plan, il faut que ce dernier équivalent soit égal à celui du cône. De cette égalité résulteront trois conditions entre les constantes r» (p, d,T»A, la variable indépendante a, la quantité ^ fonction connue de a, 4n les trois inconnues p, X et o-. Le problème se trouve donc réduit à une pure question d'analyse, et il nous suffit, pour l'objet qui nous occupe, de l'avoir ramené i ce point.
Les explications qu'on vient de lire nous paraissent de nature à bien mettre à jour tout ce qui concerne les sphères et les cônes, ainsi que les rapports qu*ils peuvent avoir, soit entre eux, soit avec les droites et les plans. Pour compléter cet exposé des surfaces élémentaires, nous allons entrer dans quelques détails sur les surfaces cylindriques dont jusqu'à présent l'occasion ne s'est pas présentée de nous occuper.
Imaginons que, sur le plan des xy^ on trace une courbe quelconque, et considérons cette courbe comme représentant la trace d'un cylindre sur ce plan.
Un rayon vecteur dirigé quelconque de cette courbe, ayant une longueur r et une direction déterminée par l'angle 6, sera
représenté par r(cos0 -h ^— i sinô), expression qui convient à toutes les droites passant par l'origine ; mais, puisqu'il s'agit ici d'une courbe déterminée, on comprend que, dans une pareille courbe, r et 0 ne peuvent pas être arbitrairement variables, et que l'une de ces quantités est nécessairement liée à l'autre. Nous devons donc admettre que r est une cer*
laînc fonclion de 0, soil /( 0) ; la forme de la fonction / élani une conséquence directe de la définition géométrique de la courbe.
Cela posé, pour former le cylindre dont cette courbe est la trace, il faudra par l'extrémité de chaque rayon vecteur mener une parallèle à Taxe. Or, si Ton désigne par a et |3 la longitude et la latitude de cet axe, toutes ces parallèles auront pour direction
cospfcosa -h ^—i sina) -f- y^— r sin^,
de sorte que, si p est une longueur variable comptée sur ces parallèles à partir de l'extrémité du rayon vecteur auquel elles correspondent respectivement, il est fticile de se rendre compte que l'équivalent de la surface cylindrique sera
/(e)(cos0-f-v^sine)
-h p[cosp(cosa -f- V— • sina) -h v^— i ' sin^J.
Dans celte expression, ^ et a sont des quantités constantes, et les variables sont 6 et p.
Supposons maintenant qu'on veut obtenir l'intersection de ce cylindre par un plan dont la trace coupe l'axe des a: à une distance a de l'origine et fait avec cet axe un angle r, ce plan étant d'ailleurs incliné suivant l'angle A sur le plan des a:j\ L'équivalent algébrique d'un point quelconque de ce plan sera
a •+■ X^coso" -h ^—i cosA sln(7)(cosT -h v'— * sinr)
-+-V — I sinAsino-J.
Dans cette expression X représente une longueur quelconque située sur le plan et comptée à partir de l'extrémité de a, l'angle <r est celui que fait la longueur X avec la trace du plan.
Or, pour les points communs au plan et au cylindre, il faut que ce dernier équivalent soit égal è celui du cylindre. De cette égalité résulteront trois conditions entre les constantes a, r, A, a, (3, la variable 9 et les trois inconnues p, X, a; le pro-
blême se trouve ainsi ramené, comme le précédent, à une simple question d'analyse.
LXVIIK
A supposer qu'on ne voulûl voir, dans les divers exemples que nous venons de traiter, que quelques spécialités qui, nous le reconnaissons sans peine, sont loin de former une théorie complète, il nous semble qu'on ne saurait toutefois leur refuser le mérite d'indiquer clairement comment les longueurs et les directions sont susceptibles de se combiner en Algèbre, les unes avec les autres, par des liens absolument identiques à ceux qui les enchaînent en Géométrie, et de permettre à l'es, prit d'entrevoir par quels procédés pourra et devra être constituée la théorie appelée à devenir l'expression vraie et définitive des rapports qui existent entre les deux sciences.
Présentons à ce sujet quelques réflexions dans lesquelles nous reviendrons sur les considérations générales qui sont le fondement de la pensée que nous venons d'émettre et qui se-* ront le fil directeur des recherches à entreprendre sur cet important sujet.
Les deux générateurs nécessaires, mais en même temps uniques, de la science de l'étendue tout entière, sont l'élément continu et l'élément directif, la longueur et l'angle, c'est-à-dire la quantité et son mode d'existence, sa situation dans l'espace.
Qu'on nous fasse connaître la valeur numérique de tel nombre de longueurs qu'on voudra, qu'on nous indique en même temps les directions respectives suivant lesquelles ces diverses longueurs doivent être portées à la suite les unes des autres, nous pourrons, à l'aide de ces données, et en faisant usage des procédés de construction que la Géoiflétrie nous enseigne, créer une figure représentative de ces longueurs et de leurs situations et obtenir ainsi l'image exacte et visible de ce que l'énoncé de la question a voulu définir et imposer.
Supposons cette figure construite. En dehors des données qui ont servi à la former, données qui ont leur définition
propre ei qui sont indépendantes les unes des autres, il ré* sultera, du fait même de la construction» la création de nouveaux éléments, tant longueurs qu'angles, qui devront se trouver, soit entre eux, soit avec les données, dans certains rapports obligés de grandeur et de position.
En effet, sans qu'il soit nécessaire d'entrer dans aucun détail» par cela seul qu'ils font partie d'un ensemble que sa définition rend invariable, il faut bien que, pour concourir a la réalisation de cet ensemble et pour assurer sa fixité, ils soient soumis à un ajustement plutôt qu'à un autre, et de là doivent résulter pour eux certaines obligations, conséquences inévitables de la mission qu'ils sont appelés à remplir.
Faisons comprendre, par un exemple fort simple, la portée de cette observation.
On donne une première longueur a qu'op suppose placée d'une manière quelconque sur un plan. On donne ensuite, dans le même plan, une seconde longueur 6 qui est assujettie à la double condition de partir d'une des extrémités de a et de faire un angle 6 avec la direction qu'il a convenu de prendre pour a. Enfin on donne encore sur ce plan une troisième Ion* gueur b' partant de l'autre extrémité de a et faisant avec la direction de a un angle B\
Appliquant à ces données les procédés ordinaires de con> struction géométrique, on formera la figure P'M'H P (Jig* i3),
Fig. i3.
qui est la reproduction visible de l'énoncé. Or, cela fait, il s'établit entre les diverses parties de cette figure, autres que les données, comme par exemple les longueurs MT, HP% PP' et les inclinaisons de ces longueurs sur la ligne de base, il s'établit, disons-nous, divers rapports, soit de grandeur, soit de
position, qui soni à la vérité et ne peuvent être que des conséquences des données mâmes, mais dont les valeurs, en fonction de ces données, ne sopt pas immédiatement assignables, et exigent pour être obtenues une suite de recherches et de combinaisons à entreprendre sur ces données.
Ainsi, plus particulièrement, les points P et P' sont à une certaine dislance l'un de l'autre; ils sont situés sur une droite ayant une certaine direction. Celte distance et cette direction étant des conséquences obligées de la construction doivent pouvoir être déterminées en fonction des données, et Tétude de la Géométrie a pour objet de nous faire connaître les moyens a Taide desquels cette détermination pourra se faire.
A cet effet» celte Science s'applique i rechercher et à éva* luer autant que possible tous les rapports existant entre les diverses parties des tracés flguratifs que les ressources qui lui sont propres lui permettent d'établir, en allant du simple au composé, et Tari du géomètre consiste à savoir puiser dans ce recueil de vérités acquises celles qui lui paraissent les plus aptes, en raison de l'état même de la question, à le conduire au but qu'il se propose d'atteindre.
Mais dans cette Science, on le sait, il n'y a pas de méthode générale susceptible de guider l'opérateur dans le choix à faire de ces vérités, suivant les cas particuliers qu'il a à traiter. Plus il possédera de connaissances acquises, plus il apportera de sagacité dans l'emploi de ces connaissances, plus enfin il saura mettre son raisonnement en rapport avec les exigences de la question, et plus aussi il sera en droit d'espérer le succès. Quant à la certitude, nous le répétons, il n'existe pas en Géométrie de méthode propre à la lut assurer. .
On peut dire qu'en Géométrie on voit parfaitement l'effet direct et immédiat des données, puisqu'on en possède la représentation figurée avec toute l'exactitude possible ; mais les conséquences plus ou moins éloignées de ces données sont loin d'être apparentes, et les liens qui doivent rattacher ces conséquences aux faits primitifs de l'énoncé ne sont pas toujours facilement saisîssables.
Or c'est précisément le contraire qui arrive lorsque, au lien de traduire les données d'une question à l'aide des éléments
linéaires ei angulaires de la Géométrie, on met en œuvre, pour cette traduction, les moyens que nous offre l'Algèbre, soit par Tusage du nombre, soit par celui des opérations qui sont propres à celte science. Il est certain, en effet, que l'aspect des expressions analytiques de diverses longueurs dirigées écrites les unes à la suite des autres est peu propre à nous éclairer sur l'enchatnement et la constitution actuels des données d'une question, ainsi que le fait dans la Géométrie Timage d'une figure présentant à la vue ces données telles qu'elles existent, et dans Tordre même qui leur est assigné par l'énoncé. Dans la traduction algébrique tout cela nous échappe presque entièrement; mais, d'un autre côté, lorsque les éléments analytiques, bien précisés au préalable par l'opérateur, auront été convenablement liés entre eux, suivant les conditions mêmes posées par la question, ils seront devenus alors parties intégrantes des équations représentatives de ces conditions, et la résolution de ces équations, dans lesquelles les quantités connues se trouvent logiquement et mathématiquement combinées avec celles à déterminer, donnera un moyen certain, infaillible, par la simple application des règles de l'Algèbre, de connaître tous les faits, d'évaluer tous les rapports qui sont des conséquences plus ou moins éloignées de la question proposée.
Je suis loin de prétendre pour cela que, dans l'exemple que je viens de citer et dans tout autre, les considérations pures de la Géométrie ne pourront pas conduire au but; mais, comme ici il n'existe pas de méthode générale indicatrice, je ne dirai pas des meilleurs moyens à employer, mais d'un moyen quelconque à mettre en œuvre pour obtenir la solution, on pourra être exposé a chercher beaucoup avant d'avoir trouvé, et même à ne rien découvrir après un très-grand nombre de tentatives.
Avec les ressources de l'Algèbre, l'opérateur ne doit avoir qu'un seul souci, celui de mettre le problème en équation. Or cela sera toujours très-facile avec les équivalents direcUfs. puisqu'il n'y aura qu'à faire suivre à ces équivalents, combinés
avec ceux des longueurs» les indications mêmes de l'énoncé et à écrire que ces expressions, représentatives des longueurs dirigées, satisfont aux conditions auxquelles cet énoncé déclare qu'elles doivent être soumises.
Par exemple, dans la figure ci-dessus, après avoir pris la direction de a comme point de départ, si Ton joint par une droite les points P, P' et si l'on désigne par l la longueur inconnue PP', par 72 Tangle que fait cette droite avec la ligne de base, il en résultera que la longueur dirigée PF aura pour équivalent algébrique
$(cosyi -f- V^— I sinyj).
Quant à la longueur b, elle a pour équivalent
6(cose-4-/^sîn9); pour la longueur 6' dirigée de M' en P', son équivalent est
6'(cose'-f-^~sin0').
tandis que, dirigée de P' en M', son équivalent sera
-fr'(cose'-f-v^^sin6').
Ayant ainsi établi toutes ces équivalences et remarquant que Cf 6, ^, b^ considérés tant au point de vue des longueurs qu'à celui des directions forment un quadrilatère fermé, il n'y aura qu'à formuler la condition de cette fermeture, ce qui, au point de vue géométrique, revient à dire que
a dirigé -f- 1 dirigé -h $ dirigé 4-. b' dirigé
conduit au point de départ, ou, en d'autres termes, que cette somme est nulle.
Dès lors, remplaçant ces diverses longueurs dirigées par leurs équivalents algébriques et ayant égard au sens suivant lequel elles marchent, la traduction immédiate de l'énoncé se fera par l'équation
6(cosd H- v~sin6)
ï(cosyî 4- V^siny;) — 6'(cose'4- v'^sîne') = o.
Gela fail» il île s'agira plus que d'exécuter de simples opéralions de calcul bien connues pour obtenir ^ et 77.
Égalant en effet à zéro et le réel et Timaginaire, on aura les deux conditions
ÇcosTî — //cosô'— a — ftcosS, ÇsinTî = 6'sin0'— ésinô,
à l'aide desquelles les deux inconnues seront facilement obtenues.
Nous pouvons, avec la même figure, donner un second exemple de la simplicité de ces déterminations.
Si Ton prolonge respectivement MP et M'P' au delà des points F et P' jusqu'à leur rencontre en S, on obtiendra deux longueurs PS et P'S, dont les valeurs sont une conséquence nécessaire des données, mais qui ne sont pas immédiatement connues. Pour les obtenir, on remarquera que ces longueurs sont dirigées: Tune suivant 6, Tautre suivant 6', et que, combinées avec a, b et b'y elles forment le contour triangulaire fermé M'MS. Dès lors, si on les désigne par x et a/, la condition analytique de cette fermeture sera
a -+-(6 -f-^)(cos0 H- v"-^sin0) — (^'-H ft')(cose'4- v^~sinô')=^o.
Parvenu à ce point et égalant séparément à 2éro le réel et rimaginaire, nous obtenons les deux conditions
fl4-(6 -+-a:)cosô~{ar'-4- 6')cosô'=:o, (5 H- a;) sin0 — (x' H- 6' ) sin 6'= o,
dont la résolution fera immédiatement connaître les inconnues X et x'.
Veut-on dansie quadrilatère M'MPP' connaître en longueur et en direction la diagonale M'P, on remarquera d'abord que l'équivalent algébrique de cette longueur dirigée de M' vers F est
X(cosw -+- v— « sinoa),
> désignant la longueur cherchée et ot) l'angle que fait sa di-
reciion avec celle de a. On remarquera de plus que celte diagonale, combinée avec a et avec 6, forme un contour triangulaire fermé, partant de M' avec a et se terminant au même point avec PM'. Dès lors, en tenant compte que, pour cette fermeture, il faut que la diagonale marche en sens inverse, on trouvera pour la condition cherchée
a-+-6(cos0-+- v^—i sin9)--X(cosa) -+- y/— i sina>) = o.
Égalant de part et d'autre à zéro le réel et l'Imaginaire, on aura les deux conditions
a-i- icosô — Xcosw = o, bsïnO — Xsinw = o,
à l'aide desquelles on obtiendra sans peine X et u.
Le lecteur voudra bien nous excuser d'être entré dans ces détails; mais il comprendra, nous l'espérons, combien ils sont propres, non-seulement à faire voir qu'en suivant la marche indiquée on sera toujours certain d'arriver à une solution, mais encore que la préparation de cette solution peut toujours être obtenue avec une grande facilité.
Le spécimen dont nous nous sommes occupé dans ce qui précède se rapporte à une figure tracée sur un plan. Nous avons cru que cette simplification ne pourrait au début être que favorable à l'exposé de nos idées et qu'elle était très-suffisante d'ailleurs pour mettre à jour toute la rationnalité du principe que nous avons eu en vue d'établir. Au reste, à ceux qui ne voudraient voir ici qu'une répétition de ce que nous avons dit à ce sujet dans notre première publication, nous allons donner une plus complète satisfaction en nous occupant des combinaisons de la longueur avec les directions dans Tespace. On jugera aisément, dès les premiers pas que nous ferons dans cette étude, que les mêmes idées, les mêmes moyens, les mêmes principes s'appliquent aussi bien aux cas les plus généraux de la science de l'étendue qu'au cas particulier des directions planes.
Une des questions les plus simples qu'on puisse se proposer de résoudre est celle qui. consiste à déterminer en grandeur et en direction la diagonale d'un cube.
Si l'on prend pour origine l'un des sommets de ce cube et pour axes des coordonnées les trois arêtes qui passent par ce sommet ; si, en outre, on appelle a la longueur du côté du cube, les arêtes dirigées de ce cube seront successîTement
a, a^ — I , a^—i , de sorte que, si, partant de l'origine, on parcourt à la suite l'un de l'autre ces trois chemins, leur
somme a -f* a y — i + ayj^i conduira à rextrémité même de la diagonale issue de l'origine. En conséquence, \ étant la longueur de cette diagonale, a et ^ étant sa longitude et sa latitude, on devra avoir
a -f- ay — I -h ay— I
— ; [cosp (cosa -h v^^ sina) -+- yf^ * sîn j3j.
On voit d'après cela avec quelle simplicité le problème est mis en équation. Égalant maintenant ce qui est réel de part et d'autre, ainsi que les imaginaires de même ordre, on aura les trois conditions
a:=^cospcosa, a = ^cos|3sina, a=:^sinj3,
à l'aide desquelles on pourra évaluer ^, a et [3 ; les résultats de cette évaluation sont
\=zaJ%^ cosa = sina = --=î cos3 = \/^j sin5==-^>
et l'on retrouve ainsi les valeurs ordinaires qu'on obtient par les moyens usuels de la Géométrie.
Passons à un cas un peu plus compliqué.
Supposons à cet efîet que le volume dont on s'occupe pos-
sède comme le cube une base carrée, que de plus ses trois arèies ont des longueurs égales que nous désignerons par a, que les deux faces latérales dont Tune passe par l'axe des x ' et dont l'autre est sa parallèle restent perpendiculaires au plan de base, mais que les deux autres font avec ce plan un . angle 6,
Dans ces circonstances, les arêtes situées sur les axes des x et des /, ou qui leur sont parallèles, seront exprimées, comme
précédemment, par a et a^—i; mais les autres parallèles au pian des xz, faisant avec Taxe des x un angle d, auront pour expression
a\cos6 -h v/'—i 'sinSJ'
de sorte que la somme des chemins parcourus en suivant ces arêtes sera
a + a^^^x 4- a(cos0 4- V— i sin^j;
et, comme alors on est parvenu à la seconde extrémité de la diagonale, si l'on conserve à ^, a, (3 les attributions précédentes, on devra avoir
a-f-aV— I -t-a(cos0 -f- yj—i sin6 j
= l [cosp (cosa -♦- sj— I sina) -h v^— i sin (îj;
le problème se trouve ainsi mis en équation. - Égalant maintenant ce qui est réel de part et d'autre, ainsi que les imaginaires de même ordre, on aura les trois conditions
a -4- a cos © =r $ cos p cos a, a = $ cos (3 sin a, a sin 6 = Ç sin {3,
qui serviront à évaluer ^, a et p.
On élimine facilement Ç et p en divisant les deux premières l'une par l'autre, et l'on trouve
tanga — -..
^ IH-COSÔ
par suite
I I -f- cosô
yi-f (H-COS0J' V'' -*-(' -hcosô)»
Pour avoir ^, on fera la somme des carrés des trois condilions, ce qui donnera
^ = a y''3 H- 2 cos S ,
moyennant quoi la troisième condition donnera
. ^ ^sin5 sinô
sinp = — : — = =r
<; v'^-t-^cosô
et par suite
2(1 -+-COS0) -+- cos»5
cos (3 =
Après rétude de ces circonstances qui sont fort simples, et qu'il convenait de choisir telles au déhujL, nous pouvons passer à une question plus générale qui les résume toutes.
A cet effet, proposons-nous de déterminer en grandeur et en direction la diagonale d'un parallélépipède quelconque. Appelons a, 6, c les longueurs des trois arêtes de ce parallélépipède; prenons un des sommets pour origine et la direction d'une de ses arêtes, celle a, par exemple, pour axe des x; supposons enfin que le plan de la face ab est celui des xj\
Si <p désigne dans ce dernier plan l'angle que fait b avec a, la longueur dirigée de b sera exprimée par
fr(cos(p H- v^— I sin(p) ;
d'un autre côté, si l'on appelle /x et 6 la longitude et la latitude de c, le représentant algébrique de la troisième arête dirigée sera
c[cos0 (cos|ui -h v/— I sina) -f- y''— i sinôj.
Cela posé, l'addition géométrique de ces trois arêtes conduisant à l'extrémité de la diagonale qui part de l'origine, il faudra que cette somme soit égale à la diagonale dirigée, de sorte que, l étant la longueur de cette dernière et a et (3 désignant sa longitude et sa latitude, les conditions géométriques aux-
quelles il faut saiisfaire seront algébriquemeni représeiilées par
a 4- 6(cos9 -{- ^— I sinç)
-4- c [cosÔ ( cos/x -f- v^— • I sin /Ji) -f-^— i sinOj
= 4[cos(3(cosa-l- v^— I sina) -f- y^— i sin(3j.
Le problème se trouve ainsi mis en équation.
Égalant maintenant le réel au réel, puis les imaginaires des deux ordres, on obtient les trois conditions suivantes :
a -h frcos9 -t- c COS0 cos^ t= \ cos|3 cosa, 6sinf + ccos6sin|x = ^cos^sina,
csinO = ^sinp,
à l'aide desquelles on déterminera ^, a et [3.
Prenant d'abord la somme des carrés, le second membre se réduira à ^', et par suite on trouvera
Ç = v^«'-+-6'-Hc' -+- 2 rt^ cos 9 4- 2 c cos 0[a cos |x h- fc cos (9 — ^)] .
Divisant ensuite la seconde par la première, le second membre se réduit à tanga, et l'on a
fcsino -h cQosO sina
taneût == 1 — ■ 7 — ' — •
° an- 6COS9 -h 6'cos0 cos/jt
Enfln de la dernière on déduit
<?sin0 fsinô
& ya^H- 6'-H c'-h 2ÛDCOS9 -4- 2CC0S 0[acos|ùt -f- 6cos(9 ~ F-n
et Ton obtient ainsi les trois inconnues en fonction des données.
Si Ton voulait de là revenir au cube, il faudrait pour ce cas particulier poser, savoir :
les formules générales donnent alors
;=:--av^, tanga--i, d'où sina — cosa = — =^
enfin
ainsi que nous l'avons constaté ci-dessus.
Pour donner un exemple des procédés à suivre lorsque les droites, au lieu de passer par l'origine, sont situées d'une manière quelconque dans l'espace» nous chercherons à quelles conditions doivent satisfaire les éléments qui définissent deux droites pour que celles-ci se rencontrent.
Si l'on appelle R le point où une droite perce le plan desxjr, si l'on désigne par r la longueur OR et par 6 Tangle qu'elle fait avec Taxe des x, la droite dirigée OR aura pour équivalent
algébrique
r(cos0 -r- v^— -I sinO);
d'un autre côté, si p est la distance variable qui sépare R d'un point quelconque de la droite, si a et p sont la longitude et la latitude de celle-ci, le chemin parcouru pour aller de l'ori- ' gine à tel point qu'on voudra de la droite sera algébriquement représenté par
r(cos9 -f- v/— « sinô)
-+-p[cosp(cos«-i- v^^sfna) -\-^^ sinpj.
Un point quelconque d'une seconde droite dont les éléments directifs et de situation, par rapport à l'origine, seront représentés par les mêmes lettres accentuées, aura pour équivalent en Algèbre
r^Ccos^'-t-V^^sinO')
p'[cosP'(cosa'-f- v'^ sina') 4- v^^i^"' sin(î'J.
En conséquence, pour le point commun aux deux droites, lorsqu'il en existera un, il faudra que ces deux équivalents
soient égaux. On voit donc que la mise du problème en équation est des plus simples.
De cette égalité on déduit, comme à l'ordinaire, les trois conditions suivantes :
rcos0 -f-pcos^cosa — /•'cosô'-h p'cos^'cosa', rsinô -f-pcos(3sina = r'sinO' -+-p'cos(3'sina',
psinp = p'sini3'.
Dans ces conditions, tout est constant, excepté p et p'. Or, comme on a trois équations pour déterminer deux inconnues, on voit que le problème ne sera pas toujours possible, et que, pour qu'il le soit, il faudra. que l'équation finale résultant de l'éliminaiion de p et de p' soit satisfaite.
La dernière condition donne
_pj^^ P - sinp' ^
substituant cette valeur dans les deux premières, on a
rcosO -f-ocosScosa— -r'cosO'-hp^^— ^ cosû'cosa',
sin 3 rslnS -f-pcosôsina — r'sin9'-^p -t-^-, cosû'sina'.
et l'on en déduit les deux valeurs suivantes de p:
rrosO — r' cos^'
sin u cos6'cosa'-r— ^ — cosôcosa ^ sinp' ^
rsîn^— r'sinô'
cosp'sina' . ^, — cospsina ^ sinp' ^
Égalant donc ces deux valeurs, on aura pour la condition
cherchée
rcos9 — r* oos9'
cos(3'cosa'sinj3 — cospsin^'cosa
r sin 9 — r' sin 9'
cos P'.slu od sin (3 — cos j3 sin (3' sin a
Il n'est pas sans intérêt de faire voir que cette déterminn^ tion» conséquence directe de la nouvelle théorie» est en coniplet accord avec les résultais obtenus par les procédés ordinaires de la Géonétrie analytique.
En effet, lorsqu'on a recours à ces procédés, une droite quelconque est représentée par le système des deux équations
dans lesquelles |x et v sont les coordonnées du point R où la droite perce le plan des x^f m est la tangente que fait avee Taxe des z la projection de la droite sur le plan des xm^ en6n n est la tangente que fait avec le même axe la projection de it droite sur le plan des yz.
Une seconde droite, perçant le plan des xjr en un point R', sera représentée à son tour par le système d'équations
x' = m' z' 4- ix\ y = n'z'-hv\
Cela posé, on déduit de là par voie de soustraction
X — x'= mz — m' z' -{- a — jt;.', >• — j-'== nz — ^'z'-hv — v'.
Or, lorsque les droites se rencontrent, on a pour le point
commun
x=zx', y^y\ z'-^z'
et par suite
De ces deux équations, on déduit deux valeurs de z qui doivent être égales et qui conduisent ainsi à la condition
Cette condition doit donc être identique avec celle que nous venons de trouver : c'est ce qu'il est facile de vérifier.
Et d'abord, d'après la définition de fjt, v, fx', v', il est évident que Ton doit avoir
tx — ttfz= rcosO — /'cos9', V — i/'~ /sinC^ — r'sinô';
on voit donc que ces numérateurs sont les mêmes que les précédents.
Quant aux tangentes m, m'y n, n\ on remarquera que, si Ton transporte l'origine au point R où la première droile perce le plan des xj, les coordonnées Ç, m, K du point de la droite si* tué à la distance unité de cette nouvelle origine auront pour valeurs
^ = cosacos(3, yj = sinacosJ3, 2; = sinp.
Des lors m, qui est le rapport de 2 a Ç, sera ; — ~-^ et /i,
"^ sin(3
nui est le rapport de yj a Ç, sera égal a : ^ *-■: on aurait de
sinp
même
cosa'roRÔ' , sina'cosS' sin^' sm^'
De là on déduit
, _ cosa'cos(3'sin(5 — cosa cos|3sinp'
sinpsmp
sinaVosP'sjn(3 — sinaros(3sin(3'
~~ sln{3sin^'
Or on reconnaît là» en faisant abstraction du diviseur sin{3sînp', qui serait commun aux deux membres, les dénominateurs des fractions dont l'égalité constitue notre équation de condition.
L'identité des résultats obtenus par les deux procédés se trouve donc ainsi parfaitement établie.
Dans le cas particulier ou a' est égal à a, les angles ^ et (3' disparaissent d'eux-mêmes de l'équation de condition, qui se
réduit à
rcosO — r'cosÇ' rsinO — r' sin0'
_ PI I
cosa si lia
Si alors on désigne par a la distance comprise entre l'origine et le point M, où la projection de la première droite coupe l'axe des x et par 6 la distance comprise entre les points M et H, si l'on appelle a' et b' les longueurs analogues pour In
seconde droiie, on aura
rcosQ — a -h hcosa, r'cos6'= a' -f- 6'oosa, rsinQ — b sina, r'sinô'— fr'sina ;
d'oii Ton déduit
rcosO — r' cos6'=: /i — «'-h (6 — é') cosa, rsiïïB — f^ sin6' — (fr — é') sina.
Subsliluant dans la condition ci-dessus, il vient
=z b — 0 et par suite a~-a=o.
cosa
On conclut de là que Jorsque les projections des deux droites sont parallèles, la rencontre ne peut s'effectuer qu'à la condition que ces deux projections seront confondues. Dans ce cas, les deux droites sont évidemment situées dans un même plan, et Ton sait qu'alors la rencontre aura toujours lieu.
Quant aux distances auxquelles cette rencontre s'effectuera, elle sera obtenue pour la première droite par l'une ou l'autre des formules qui donnent p et qui, en ayant égard à la double égalité a :rt= aS â = a\ conduisent chacune à la valeur *
6h^Cp-?^')
On conclura de là que, pour la seconde droite, la valeur de f>' se présente sous la forme
h -h' sinp
sin((â — (!i') sinjâ'
Ces deux valeurs sont toujours réalisables, sauf le cas où, Ci' étant égal à p, elles deviennent infinies. C'est qu'en effet les droites sont alors parallèles et situées dans le même plan.
Pour les plans, comme pour les droites, nous avons d'abord supposé qu'ils passaient par l'origine, et cela nous a suffi tant
qu'il n'a été question que de la détermination de leurs directifs; mais nous avons déjà fait remarquer, au sujet des droites, qu'il n'est plus possible d'agir ainsi lorsque les questions que l'on a à résoudre ne porlent pas exclusivement sur leurs directions, mais sur des combinaisons de celles-ci avec les longueurs. Alors il n'est pas permis de transporter ces droites parallèlement à elles-mêmes, de manière à les faire passer par l'origine, et il est nécessaire de les considérer avec toute la fixité même que leur impose l'énoncé et dans toute la généralité que comporte le système de coordonnées destiné à les représenter. Nous avons d'ailleurs indiqué dans l'article LXlll les moyens simples à l'aide desquels s'effectue alors la figuration des droites.
Des observations analogues s'appliquent aux plans, et nous allons indiquer les modifications arMitives que subissent leurs équivalents lorsque, au lieu de supposer que ces plans passent par l'origine, on veut les assujettir à occuper toute autre po* sition définie et d'ailleurs invariable dans l'espace.
A cet effet, représentons par MN la trace d'un plag quelconque sur le plan des xy. Cette trace sera complètement déterminée lorsqu'on fera connaître, d'abord la distance OM qui sépare l'origine de son intersection avec l'axe des ar, en second lieu l'angle \l qu'elle fait avec le même axe.
Quant au plan, s'il est incliné sur le plan des xy d'un angle A, et si l'on désigne par <p l'angle que fait avec la irace MN une droite variable passant par M, et assujettie à rester dans le plan, nous avons constaté, dans l'article XL VI, que le di-« rectif du plan considéré isolément a pour équivalent algébrique
( coso -h v'— I cosA sîn9)(cosa H-\/— i sinw)
-4- ^—1 sinA sin9,
de sorte que, en appelant p la distance variable du point M à un point P quelconque du plan, le représentant analytique de ce point, rapporté au point M, sera égal au produit par p du directif ci-dessus.
Que restera-t-il donc à faire pour rattacher ce point à l'ori-
gineT II sufOra simplement d'ajouter à ce produit la longueur OH que nous représenterons par a; de ces explications il résulte que l'expression
n H-p[(co.s9 y'— I cosAsînojfcosa h- y-— i sînfx)
v-"" sinAsinç
conviendra à tous les poinis du plan.
Dans cette expressioni les quantités a, /a et A sont coustantes, 9 est un angle variable de zéro à 27r» et p est une longueur qui varie de zéro à l'Infini et qui doit toujours être comptée à partir du point M.
A Taide de cette préparation fort simple, combinée avec celle qui, d'après les indications de l'article XLIII, s'applique à la fixation des droites, il n'est pas de question» concernant les droites et les plans, qui ne puisse être facilement et îmmédiaiement résolue.
Nous nous bornerons à en donner deux exemples dans lesquels nous combinerons d'abord une droite et un plan, en second lieu deux plans.
Supposons en premier lieu qu'une droite et un plan sont situés d'une manière quelconque dans l'espace, et proposonsnous de rechercher leur intersection.
Si l'on accepte, pour le plan choisi, les données précédentes, son équivalent sera
a -h p[cos9 -+-\/— -I cosAsin9)(cos/yn- V^— i sin^t)
-h \' — i sinAsinç
Quant à la droite, R étant le point où elle perce le plan des JT^*, si l'on désigne par r la longueur OR, par 0 l'angle que fait celle-ci avec l'axe des x, par a et ^ sa longitude et sa latitude, enfin par p' une longueur variable comptée sur
elle h partir du point R, son équivalent sera
r(cosô-f- )/~s\n6) •4-p'[cos(3(cosarH- v^^slna)
, — /-; 1 -f-V' — I sinpj.
Or, comme pour le point commun ces deux équivalents doivent être égaux, il suffira d'écrire cette égalité, et le problème sera mis immédiatement en équation.
Egalant ensuite le réel de part et d'autre et les imaginaires des divers ordres, on aura les trois conditions
tf 4- pcos<pcos/jt — pcosAsInf sin/x = rcosô h p' cos ^ cosôt, pcoscpsinfx -f- pcosA sinç>cosfc=: rsinfl -f-p'cos^ sina,
p sin A sin f = p' sin (3.
Les trois inconnues sont d'abord les longueurs p et p\ en second lieu l'angle f que fait avec la trace du plan la direction suivant laquelle 11 faut appliquer p dans ce plan pour aboutir au point de rencontre.
Les valeurs de ces inconnues s'obtiendront d'ailleurs à l'aide des procédés ordinaires de l'Algèbre, et il est inutile d'insister ici sur ce point, qui rentre dans l'application des méthodes connues.
Pour second exemple, proposons-nous de déterminer l'intersection de deux plans situés d'une manière arbitraire dans Tespace.
En adoptant pour les plans les notations dont nous avons fait usage dans les articles précédents, l'équivalent algébrique d'un plan quelconque sera
a -f- p[( COS9 -4- v^— I cos A sin o ) ( cos «. 4- v^— 1 sin/x)
•4- V — ï sin A sinç
En désignant par les mêmes lettres accentuées les données
analogues pour un second plan, Téquivalent algébrique de celui-ci sera
a'-*-p'[(cos9'-4- V^^cosA'sin9')(cos/x'-f- /^sin/x'}
+ \/^ sinA'sInç'j.
Or, pour les points conimuns aux deux plans, il faudra que ces deux expressions soient égales ; le problème est donc ainsi mis immédiatement en équation, et se trouvera résolu après qu'on aura satisfait aux trois conditions
a -4- p(cos9 cos/x — cosÂsinf sina) = a' -+- p'(cos(p' cosjx'— cosA'sin9' sin/i' ).
p(cos<psinp. + cosAsincp cos/x)
= p'( C0S9' sin /x' 4- cos A' sin 9' cos \i! ),
p sin A sin 9 = p'sin A' sin 9'.
Dans ces équations, les quantités A, \x.^ a et A', ^y cd sont constantes ; on peut prendre à volonté pour variable indépendante Tun des angles 9 ou 9', et les trois inconnues sont ^^^' et celui des deux angles 9 ou 9' dont on n'aura pas disposé.
On aurait pu envisager la solution de cette question à un autre point de vue et lui appliquer les considérations suivantes.
Si les deux plans passaient par l'origine, leur intersection serait une droite dont nous avons déterminé le directif à Parttcle LI. Or ce directif, que nous désignerons par (D, ne changera pas lorsque les plans seront retirés de l'origine parallèlement à eux-mêmes et transportés dans leur position actuelle; de sorte que, si P est le point de rencontre des traces des deux plans, la droite cherchée passera par P, et un point quelconque de cette droite aura pour équivalent r(D; la lettre r désignant une longueur variable comptée sur la droite à partir du point P, il n'y aura donc plus, pour représenter la droite danssa véritable position, qu'à la rattacher à l'origine, c'est-à-dire qu'à ajouter à r(0 réquivalenl du point P. Cet équivalent sera ou bien «-f-XcosfJt si l'on veut suivre la |iremière trace, ou bien
a'+ Wcosfx' si Ton veut suivre la seconde, a, ci ^ fx, fx' conservant d'ailleurs les désignations ci-dessus, et X, X' étant les longueurs interceptées sur les traces entre le point P et l'axe des X. Va détermination de ces dernières longueurs s'effectuera très-facilement par les procédés ordinaires de la Géométrie plane, puisqu'elles sont situées l'une et l'autre dans le plan des xy\
Nous ne pensons pas qu'il soit nécessaire de multiplier ces exemples pour fixer sufBsamment les idées sur les principes essentiels applicables, soit aux droites, soit aux plans, soit à leurs combinaisons. A cet égard nous ne saurions entrevoir aucune difficulté, et, sauf les questions accessoires de coordination et d'exposition méthodique, on peut, ce nous semble, considérer d'ores et déjà comme constituée dans ses bases et définitivement acquise toute la partie théorique qui concerne ces sortes de lignes et de surfaces.
Il n'en est pas de même pour les êtres géométriques dans lesquels les éléments exclusivement et invariablement linéaires sont remplacés par des éléments courbes, de manière â présenter sur toute l'étendue de leur parcours des directions soumises à d'incessantes variations.
Non-seulement les nouveaux points de vue que nous venons d'exposer ne sauraient nous dispenser de soumettre ce sujet a de sérieuses investigations, mais nous pouvons affirmer, et nous en donnerons des preuves suffisantes, qu'il y a beaucoup à reprendre, même dans les méthodes généralement acceptées et suivies, si Ton veut rationnellement réglementer la théorie des courbes et restituer à cette théorie, dans les rap^ ports qu'elle doit avoir avec l'Algèbre, toute la précision, l'autorité, la puissance de production qui lui manquent et dont l'absence constitue un très-fâcheux état d'infériorité.
Les réflexions que nous aurions à présenter à ce sujet sont trop nombreuses, trop importantes et, nous ajouterons, trop contraires quelquefois aux idées reçues, pour que nous puissions en faire ici un exposé, qui ne pourrait être que fort in-
complet. C'est une matière qu'il faut traiter, in exlenso, en elle-même, en dehors de toute autre préoccupation, et qui, parce qu'elle est susceptible de nombreux redressements, exige une critique spéciale très-approfondie, très-déveioppée.
Les considérations directives y sont incessamment mêlées avec le réel; or c'est précisément parce qu'on a voulu Taire le silence au sujet des premières, parce qu'on s'est efforcé d'en dissimuler les effets, ou t]u'on s'est évertué à leur échapper, que les méthodes d'exposition sont souvent vagues, diffuses» que, dans certaines circonstances, elles manquent de rigueur, que, quelquefois même, elles sont contraires aux vrais principes.
Cet important sujet formera la quatrième partie de nos recherches, dans laquelle nous traiterons à un point de vue plus large et plus général qu'on ne l'a fait jusqu'à ce jour la question si digne d'intérêt des rapports qui rattachent la science de l'Algèbre à celle de l'étendue, non-seulement pour ce qui concerne le réel, mais pour les cas bien plus nombreux et bien plus importants dans lesquels intervient l'imaginaire.
Déjà l'on a pu se convaincre de l'intérêt qui s'attache à ce sujet lorsque, dans notre seconde Partie, nous avons appris à construire géométriquement les racines des équations même lorsque, étant imaginaires, on leur refuse toute compréhension, ou lorsque, étant réelles, elles subissent tous les empêchements algébriques de l'irréductibilité.
• Ce que nous avons dit dans les premiers Chapitres du pré* sent Ouvrage, sur les erreurs qu'on a commises en voulant assimiler l'exponentielle à exposant imaginaire à une fonction de certaines lignes trigonométriques, ce que nous avons exposé sur l'utilité des considérations géométriques pour obtenir une extension remarquable du théorème de Hoivre nous parait aussi de nature à faire comprendre tout l'intérêt que doit présenter l'examen approfondi des questions que soulève une étude vraiment rationnelle des lois et des principes comparés de l'Algèbre et de la Géométrie.
Je ne crains pas de le dire, c'est dans les premiers pas qu'on a faits dans la Science qu'il faut chercher le point de départ de toutes les incertitudes qui nous assiègent. En Géométrie, le
vrai rôle de l'aUribut directif nous 4 échappé. Ce n*est pas que nous n'ayons eu une certaine intuition de la direction; mais la conception de cet attribut dans toute sa netteté, dans son action individuelle, propre et caractéristique, nous a Tait défaut; nous avons vaguement reconnu son existence, nous ne l'avons pas franchement légitimée, nous n'avons pas su comprendre qu'il fallait en faire l'objet d'une catégorique et indiscuuble affirmation, agissant en hommes disposés a croire qu'en matière doctrinale on doit ne rien admettre et tout démontrer.
Il faut cependant à toute science des origines, car, faire de la science, c'est raisonner. Or l'exercice du raisonnement ne se pratique pas dans le vide, et, sous peine de nullité, il lui faut un point de départ.
En Arithmétique, par exemple, cette origine c'est la conception préalable de l'idée de pluralité, et je défle les maîtres les plus habiles de faire comprendre les propositions les moins compliquées de la théorie des nombres à toute intelligence qui, réfraciaire i l'idée de pluralité, n'a pas le sentiment de ce que peut être la collection de un avec un.
Si, dans les êtres géométriques, nous n'avions à considérer que les longueurs proprement dites, la conception préalable du seul principe de continuité serait sufflsante ; mais, parce que dans la Géométrie il y a autre chose que des longueurs, et que nous sommes ainsi faits que nous ne saurions nous empêcher de reconnaître qu'une même longueur peut occuper dans l'espace plusieurs positions différentes, nous devons en conclure que la constitution de ces êtres nous conduit nécessairement à deux ordres de considérations préalables, l'un concernant les grandeurs, l'autre les situations, et que, bon gré, malgré, il faudra que nous comptions avec l'un et avec l'autre.
Quant au premier, celui qui concerne le continu, les conséquences qui en découlent ont fait l'objet, de la part des géomètres, de nombreuses et productives études. Le second, au contraire, a été fort peu discuté en luininéme. On l'a subi, et Il était impossible qu'il en fût autrement; mais, loin de prendre sa conception comme l'une des bases essentielles et inévL
tables de renseignement, loin de reconnaître et de proclamer ses nécessités naturelles» absolues, on semble avoir pris à tâche, par je ne sais quelle inexplicable aberration, de lui refuser tout accès officiel dans l'exposition des méthodes. On Ta subi. Je le répète, on n'a pas su même entrevoir toute la puissance de vivîfication qu'il est susceptible de communl-* quer à la Science.
C'est à cet oubli, dans lequel on a laissé le principe direc* tif, qu'il faut attribuer les vices qu'on rencontre dans les premières notions de l'enseignement géométrique, c'est parce qu'on n'a pas su comprendre toutes les nécessités de sa consécration que nous en sommes encore à maintenir dans nos livres et dans nos leçons cette étrange doctrine, que la ligne droite est le plus court chemin d'un point à un autre; mais quand donc saurai-je ce qu'est un chemin, sinon lorsque je connaîtrai cette même Géométrie que je n'ai pas encore apprise? Comment ensuite apprendrai-je qu'un chemin est plus court qu'un autre? Ne sera-ce pas en m'appuyant sur des principes et en faisant usage de règles que l'étude à laquelle je vais procéder peut seule me révéler? Ne faudra-t-il pas comparer le chemin dont il est question avec des chemins courbes? Or quels sont ces chemins courbes d'après les définitions usitées ? Ce sont ceux, répondra-t-on, qui ne sont pas celui dont on s'occupe. Est-ce assez d'obscurités et de pétitions de principe, et ne vaudrait-il pas mieux en vérité, lorsqu'il s'agit de ligne droite, se borner à tracer son image sur le tableau, plutôt que de chercher à faire pénétrer dans les esprits de semblables définitions? Enfin cette limitation imposée à la ligne droite» qu'on semble vouloir confiner entre deux points, n'est-elle pas antipathique à cette conception préexistante que nous avons de son prolongement illimité jusqu'à l'infini.
A vrai dire, cette définition de la ligne droite n'est nullement une explication primordiale de laquelle doivent être déduites toutes les propositions conséquentes intéressant ces sortes de lignes : c'est, au contraire, Texpression d'une de ses propriétés dont la connaissance ne pourra être légitimement acquise qu'à la suite de démonstrations ultérieures. En outre, cette propriété n'est pas individuelle, intrinsèque à la droite.
indépendante de toule autre considération» puisqu'elle ne la caractérise que comparativement à d'autres espèces, lesquelles d'ailleurs ne sont pas autrement définies qu'en disant qu'elles ne sont pas la droite.
Pense-t-on, si je me laissais entraîner sur cette pente, que je serais bien accueilli des géomètres en venant leur dire, au début même des études sur le cercle, que la circonférence est une courbe qui jouit de cette propriété que, sous une même longueur d'enveloppe, elle embrasse la plus grande surface? Cependant cette définition est exactement, pour la comparaison des surfaces enfermées dans une limite périphérique d'étendue invariable, la reproduction de celle qui, pour la ligne droite, s'applique aux comparaisons de longueurs comprises entre deux limites fixes ; mais les géomètres peu séduits, sans doute, par un pareil trait de génie, tout en reconnaissant la vérité d'une telle assertion, me renverraient sans hésiter au Calcul infinitésimal, et ils auraient parfaitement raison.
Il est grand temps d'effacer de pareilles taches, de savoir reconnaître que toute science a nécessairement pour point de départ des faits d'intuition primitive sans lesquels l'exercice du raisonnement serait impossible ; que, pour ces faits, on doit se borner à en admettre la conception intime et préalable, et que c'est une puérilité que de cherchera les définir, puisque, du moment qu'ils seraient définissables, ils cesseraient d'être primitifs pour devenir subordonnés.
Or ces redressements sont faciles en Géométrie, en attribuant «u principe directlf sa part de légitime et nécessaire influence. Pour peu qu'on y réfléchisse, on reconnaîtra sans peine qu'au sujet de la ligne droite les idées qui, involontairement peut-être, ont dirigé et entraîné les géomètres sont exclusivement celles de la continuité. Comparer entre elles les longueurs de différents chemins, c'est, en effet, du moins en apparence, ne faire que du continu ; mais tous les artifices de langage ne sauraient enlever aux choses naturelles rien de ce qu'elles possèdent par essence, et comme en Géométrie il n'est pas possible de concevoir une longueur qui ne soit pas dirigée d'une manière ou d'une autre, il faudra bien que, bon gré, malgré, l'idée de direction, quelque voilée qu'on veuille
la faire, joue son rôle. Cest ce qu'on trouve, en effet» dans Ir déQnition ordinaire de la droite où, sous le couvert du ino« cheminj l'idée de direction abonde ; mais le grand tort ici, c'est qu'au lieu de la considération d'une direction unique qui, en réalité, caractérise la droite on en fait très-inutllemeni intervenir une infinité, puisqu'un chemin ne saurait se concevoir sans direction et que ce qui distingue essentiel! emenf les divers chemins qui vont d'un point à un autre, c'est l'en^ semble et Tordre des directions successives qu'on y rencontre. Enfin, comment espérer qu'avec une définition qu'on p voulu subordonner aux seules considérations du continu, ou qui tout au moins ne saurait se passer d'elles, comment espé rer, dirons-nous, qu'on pourra établir les propriétés de Is droite qui intéressent uniquement le directif, c'est-à-dire ton ce qui a trait à la théorie exclusive du parallélisme. Aussi h point de départ rationnel de cette dernière théorie est-il tou jours resté à l'état de desideratum.
Quant à nous, nous n'hésitons pas à déclarer que, vis-à-vi: des personnes qui ne possèdent pas au préalable la conception du continu et celle de la direction, l'enseignement de la Géométrie est chose impossible ; mais en même temps nous affirmons que, lorsque, au contraire, ces deux conceptions sont nettement acquises et préalablement acceptées, il devra être possible de tout définir et de tout démontrer.
Dans cet ordre d'idées nous dirons que la ligne droite es' celle qui, en chacun de ses points, possède constamment U même direction; et l'on voit que celte définition, sans nou^, interdire de considérer telle partie restreinte de la droite qu'on voudra, en lui appliquant la conception de la longueur ou du continu, respecte l'idée que nous nous faisons de son prolongement indéfini.
On voit, en outre, que cette définition de la droite est directe, personnelle, pour ainsi dire, à l'objet défini, et ne fait aucun appel à des aperçus comparatifs entre elle et toute autre espèce de lignes.
Nous dirons ensuite que deux droites sont parallèles lorsqu'elles possèdent la même direction, d'où résulte immédiatement l'impossibilité qu'elles se rencontrent; car là où cette
rencontre aurait lieu, se manifesteraient nécessairement deux directions, ce qui est contraire a l'hypothèse que la direction est la même pour les deux droites.
Nous ajouterons que la ligne brisée est celle qui se com* pose de portions de lignes droites placées les unes à la suite des autres, et qui, par conséquent, possède la même direction sur des étendues finies et déterminées de son parcours.
Nous dirons eniin que la ligne courbe est celle pour laquelle il y a changement de direction d'un point à un autre, quelque rapprochés que soient ces points.
il est temps maintenant de mettre un terme à ces réflexions dont rà-propos et l'utilité sont incontestables sans doute, mais dont les développements nous feraient évidemment sortir du sujet spécial que nous nous sommes proposé de traiter dans le présent écrit. Si nous en avons consigné ici l'expression sommaire, c'est qu'il nous a paru convenable, au moment où nous venions de constater pour les directions dans l'espace les remarquables équivalences qui s'établissent entre les procédés de la Géométrie et ceux de la science analytique, il nous a paru opportun, disons-nous, d'appeler l'attention sur le rôle de plus en plus important que doit prendre le système directif dans l'étude de la Géométrie et dans celle des rapports qui lient cette science à l'Algèbre. Nous aurons ainsi donné un premier aperçu de l'intérêt qui s'attache à cet ordre d'idées ; quant aux nombreux développements qu'il comporte, ils seront l'objet de la quatrième Partie de nos recherches.
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