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TROISIEIUC: PARTIE.
CONSIDERATIONS GENERALES
1. Les nombres servent à donner la connaissance de toutes les grandeurs de même espèce, en les rapportant à une d^ entre elles fixée d'un commun accord, et que chacun peut retrouver au besoin.
La mesure des grandeurs peut quelquefois se faire en transportant sur elles cette unité ou ses subdivisions^ comme dans le cas des lignes droites. Mais le plus souvent il est nécessaire d'employer des intermédiaires et d'établir des formules générales qui ramènent la mesure de la grandeur proposée à celle d'autres grandeurs plus simples, sur lesquelles elle peut s'opérer immédiatement.
C'est ainsi que la mesure de la surface des rectangles et des triangles, qui sont les éléments de tous les polygones, que la mesure des parallélépipèdes et des pyramides, qui sont les éléments de tous les polyèdres, se ramène par des
HE
APPLICATION DE LA SCIENCE DES NOMBRES
formules générales à la mesure des lignes droites pHses dans les figures ou les solides proposés.
L'application des nombres à la Géométrie se présente donc dès les commencements de cette science; mais elle n'est pas bornée à l'évaluation des grandeurs dont les éléments sont donnés. Elle peut s'étendre à celles dont les éléments sont inconnus, et'doivent être l'objet de recherches préalables.
Ces recherches peuvent être effectuées de deux manières très-différentes : ou par des constructions, qu'on déduit de la dépendance que la question établit entre les données et les grandeurs inconnues, ce qui rentre dans les procédés de la Géométrie pure, dont nous ne devons pas nous occuper ici; ou par des calculs auxquels cette dépendance peut conduire.
Et, en effet, toutes les grandeurs étant susceptibles d'être réduites en nombre, si les conditions et les relations données entre ces grandeurs concrètes peuvent conduire à des équations entre les nombres connus ou inconnus qui les représentent, la question rentre dans la science des nombres et se trouve ramenée à la résolution des équations.
Ainsi, pour résoudre par le calcul une question de Géométrie où l'on a pour objet la détermination de certaines grandeurs, on commencera par représenter toutes les quantités, tant connues qu'inconnues, par des lettres On cherchera à déduire des conditions de la question autant d'équations qu'il y a d'inconnues, si cette question est déterminée, et, si l'on peut résoudre ces équations, on obtient des formules qui représentent les valeurs des inconnues.
2. Arrivé à ce point, il y a deux manières très-différentes d'achever la solution.
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Si l'on s'est proposé cle déterminer la valeur numérique des grandeurs, c'esi-à-dire s'il s'agit d'une réalisation pratique, il suffit de substituer aux lettres, dans les formules trouvées, les nombres particuliers qu'on obtiendra par la mesure des données; et l'on connaîtra les rapports des grandeurs cherchées à l'unité qu'on aura choisie.
Si, au contraire, on s'est proposé de déterminer la suite des constructions à faire pour obtenir les grandeurs inconnues dans toutes les questions de même espèce, il ne faudra pas réduire effectivement en nombres les quantités données, mais déduire de la formule numérique exprimée en lettres, une formule géométrique^ c'est-à-dire l'indication générale des constructions à faire avec les données pour obtenir les inconnues.
3. Au lieu de se proposer de déterminer certaines quantités, on peut avoir en vue la démonstration de propositions énoncées. Si ces propositions sont susceptibles d'être exprimées par des équations entre les grandeurs en question, on représentera ces grandeurs par des lettres, et l'on cherchera à déduire des conditions de la question, des équations d'où il soit possible de tirer, par des combinaisons convenables, celles qu'on cherche à démontrer. Si Ton y parvient, la question est résolue; il n'y a ni réduction en nombres, ni constructions à elTectuer : la représentation des grandeurs par des nombres n'était qu'une fiction, ayant pour objet de substituer le mécanisme du calcul à des déductions géométriques moins naturellenrent indiquées.
Réciproque, — Mais lorsque l'on a des équations entre les nombres qui représentent des grandeurs connues ou inconnues, au lieu de faire servir la résolution de ces équations à la détermination des grandeurs, on peut réciproquement faire servir la construction de ces grandeurs à la
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délermination des solutions de ces équations. On voit donc qu'il est possible d'appliquer la Géométrie à la science des nombres, aussi bien que la science des nombres à la Géométrie. Nous nous attacherons d'abord à ce dernier point de vue : plus tard nous traiterons l'autre avec tout le soin que mérite son importance.
AVANTAGES ET INCONVÉNIENTS DES SOLUTIONS GRAPHIQUES ET DF.S SOLUTIONS NUMÉRIQUES DES PROBLEMES DE GÉOMÉTRIE.
4». Lorsqu'on a déterminé l'expression littérale d'une quantité géométrique, nous venons de dire qu'on pouvait chercher à en déduire une formule de construction, ou la réduire en nombres, en remplaçant chacune des lettres par le nombre particulier qui exprimera la grandeur correspondante. Comparons les avantages que présentent ces deux procédés dans la pratique.
Observons pour cela que l'imperfection des instruments introduit toujours des inexactitudes dans les constructions. Si donc on tient à une grande approximation dans les résultats, on devra choisir le procédé qui demandera le moinsde constructions.
Dans la résolution numérique on a toutes les erreurs provenant de l'expression des données en nombres ; mais le calcul n'en produit pas de nouvelles, ou, s'il en introduit, elles peuvent être assez diminuées pour qu'elles n'aient pas d'influence sensible sur les résultats, et on peut se dispenser d'y avoir égard. Il ne reste donc plus que l'erreur provenant du passage final de la valeur numérique à la grandeur concrète.
Dans la résolution purement graphique, on peut déjà avoir des erreurs provenant de ce que les données ont du être reportées sur le plan où Ton doit effectuer les constructions^ elles seront augmentées de toutes celles qui seront
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produites par la suite des constructions qui seront effectuées, et il est impossible de dire en général lequel des deux procédés est le plus exact : cela dépend de la nature des questions.
Dans celles qui dépendent de la coupe des pierres, de la charpente, de la perspective, les solutions graphiques sont généralement les seules dont on doive faire usage.
Dans celles qui ont pour objet les mesures terrestres ou astronomiques, l'extrême précision doit être cherchée, et par conséquent il faut, le plus possible, réduire les constructions et avoir recours au calcul.
Les mesures terrestres ont pour objet la détermination des positions relatives de points situés à la surface de la terre, et c'est à quoi l'on parvient en les liant par des droites qui forment un réseau de triangles rectilignes contigus. Les questions astronomiques conduisent plus ordinairement à la considération de triangles sphériques, formés par des arcs de grands cercles tracés sur une même sphère. D'où il suit que la théorie de la mesure des éléments des triangles, soit rectilignes, soit sphériques, ou la Trigonométrie^ doit jouer un grand rôle dans la résolution numérique des questions de Géométrie; et c'est une des premières dont nous nous occuperons.
APPLICATION
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DE LA MISE EN ÉQUATION DES PROBLÈMES DE GÉOMÉTRIE. - HOMOGÉNÉITÉ. - CONSTRUCTION DES FORMULES.
1. Lorsque l'on veut appliquer le calcul à la résolution d'un problème de Géométrie ayant pour objet la détermination de certaines grandeurs, on suppose toutes les quantités exprimées en nombres, aumoyen d'unités de même espèce que ces diverses quantités respectives; on représente ces nombres par des lettres, pour que la solution soit générale, et le plus ordinairement on laisse arbitraire l'unité de chaque espèce : ce n'est que dans des cas exceptionnels qu'on choisit à cet effet Tune des grandeurs données.
On cherche ensuite à exprimer par des équations les diverses conditions géométriques de la question. Si l'on peut parvenir à en établir autant que l'on a d'inconnues, et que réciproquement ces équations entraînent comme conséquences les conditions de la question, celle-ci est ramenée à la résolution de ces équations. Si l'on peut Teffecluer, et qu'on obtienne les formules qui expriment chacune
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des inconnues, il y aura deux manières d'en faire usage, comme nous l'avons déjà dit, suivant qu'on se sera proposé une solution numérique ou une construction. Dans le premier cas on fera choix d'une unité avec laquelle on mesurera effectivement les grandeurs données qui entrent dans les formules, et Ton exécutera les opérations numériques qui y seront indiquées ] dans le second, on tâchera de trouver la formule des constructions à exécuter sur les grandeurs concrètes telles qu'elles sont données, pour obtenir les grandeurs concrètes demandées.
Quant à la marche à suivre en général pour trouver les équations du problème, nous ne saurions mieux faire que de rapporter à peu près textuellement les préceptes donnés par Descartes et reproduits par Newton :
« On doit d'abord considérer le problème comme résolu )) et donner des noms à toutes les lignes qui semblent né- )) cessaires pour le construire, aussi bien à celles qui sont » inconnues qu'aux autres. Puis, sans considérer aucune » différence entre ces lignes connues et inconnues, on doit » parcourir la difficulté selon l'ordre qui montre le plus )> naturellement de tous en quelle sorte elles dépendent )) mutuellement les unes des autres, jusqu'à ce qu'on ait » trouvé moyen d'exprimer une même quantité en deux » façons, ce qui se nomme une équation •, car les termes » de l'une de ces deux façons sont égaux à ceux de l'autre. » Et l'on doit conserver autant de telles équations qu'on a )) supposé de lignes qui étaient inconnues. Ou bien, s'il » ne s'en trouve pas tant, et que nonobstant on n^ omette » rien de ce qui est désiré en la question, cela témoigne » qu'elle n'est pas entièrement déterminée. Et lors on » peut prendre à discrétion des lignes connues pour toutes » les inconnues auxquelles ne correspond aucune équation . » Après cela, s'il en reste plusieurs, il se faut servir par » ordre de chacune des équations qui restent aussi, etc. »
DE L^ HOMOGÉNÉITÉ
2. Lorsqu'une équation entre les nombres qui représentent des grandeurs concrètes a été trouvée en exprimant des relations résultant des conditions d'un problème de Géométrie, et qu'aucune des grandeurs données n'a été choisie pour unité, cette équation offrira toujours une particularité remarquable, indépendante de sa forme et qu'il est nécessaire d'établir d'une manière générale.
Pour mieux faire comprendre en quoi elle consiste et d'où elle provient, considérons d'abord une quatrième proportionnelle à trois lignes représentées par les nombres
a^b^c\ son expression sera — t et le numérateur aura deux
facteurs linéaires^ c'est-à-dire représentant des lignes,
tandis que le dénominateur n*en a qu'un.
bc Si cette liffne — entre elle-même comme terme d'une .
proportion dont les deux premiers sont des lignes connues représentées par les nombres d^ e et le quatrième une ligne inconnue que nous appellerons x, on aura
bec
ad
et l'on voit qu'il y aura encore un facteur linéaire de plus au numérateur qu'au dénominateur. Et il en serait encore de même si cette nouvelle ligne x entrait avec trois autres dans une proportion, parce qu'en égalant le produit des extrêmes et des moyens, l'un des deux membres aura deux
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facteurs linéaires, et l'autre en aura deux de plus au numérateur qu'au dénominateur 5 d où résultera pour Tinconnué une expression fractionnaire dont le numérateur aura un facteur de plus que le dénominateur. Et il est évident que cela aura lieu quel que soit le nombre d'opérations semblables, puisque, si cette condition est remplie après un certain nombre de ces opérations, elle le sera, d'après notre raisonnement, après la suivante.
Or, si un terme d'une équation représente une ligne, tous les autres en représenteront aussi, car on n'a pas pu donner des conditions qui exigeraient qu'on ajoutât des lignes à des surfaces ou à des solides *, et si ces lignes ne sont exprimées que par une suite de quatrièmes proportionnelles, tous les termes auront un facteur linéaire de plus au numérateur qu'au dénominateur ^ d'où il suit que si on multiplie les deux membres par un même nombre quelconque de ces facteurs, il y en aura dans chaque terme un même nombre de plus au numérateur qu'au dénominateur. Et si on multiplie par tous ceux qui sont dans les divers dénominateurs , il y en aura un même nombre dans chaque terme.
Cette même circonstancç aura lieu si l'équation provient de l'addition ou de la soustraction de surfaces de figures planes, car leurs aires se ramenant au triangle seront exprimées par des produits de deux lignes 5 et si celles-ci proviennent d'une suite de quatrièmes proportionnelles, ces produits se présenteront sous forme de fractions ayant deux facteurs linéaires de plus au niimérateur qu'au dénominateur. Si on multiplie ensuite ou qu'on divise les deux membres de l'équation par un même nombre de ces facteurs, l!excès sera toujours le même en chaque terme ; et si on fait disparaître tous les dénominateurs, il y aura le même nombre de facteurs linéaires dans tous les ternies de l'équation.
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II est clair qu'on aurait des résultats analogues si Téquation venait d'additions ou de soustractions de volumes, parce que leur mesure se faisant par des produits de trois lignes, tous les termes seraient composés de trois facteurs linéaires, ou, s'ils étaient fractionnaires, auraient trois facteurs de plus au numérateur qu'au dénominateur. Cet excès variera également par Teffet de multiplications ou de divisions des deux nombres 5 et si les facteurs linéaires disparaissent de tous les dénominateurs, il y aura le même nombre dans tous les termes.
Enfin, si les quantités qui forment les termes de l'équation sont non des lignes, des surfaces ou des volumes, mais des rapports de ces quantités entre elles, tous les termes auront autant de facteurs linéaires au numérateur qu'au dénominateur^ et si l'on fait disparaître ces derniers, le . nombre de ces facteurs sera encore le même dans tous les termes.
C'est à cette propriété générale qu'on a donné le nom àHiomogénéité. On voit par quelles, considérations on y a naturellement été conduit. Si l'on nomme degré d'un terme rationnel, l'excès du nombre de facteurs linéaires du numérateur sur le nombre de ceux du dénominateur, elle s'énonce en disant que toute équation provenant de relations entre des quantités géométriques, sans qu'aucune d'elles ait été choisie pour unités est composée de termes de même degré.
Toutes les équations d'une question étant homogènes, les combinaisons qu'on en fera pour en déduire les inconnues, ne conduiront jamais qu'à des équations homogènes. Si, par exemple, on tire de l'une d'elles la valeur d'une ligne et qu'on la substitue dans les autres, il est évident qu'il n'en résultera que des termes de même degré.
On pourrait croire cependant que la combinaison d'équations séparément homogènes conduirait quelquefois à
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des équations qui ne le seraient pas. Cela arriverait évidemment si Ton ajoutait membre à membre des équations homogènes de degrés différents. Mais c'est ce que Ton ne fera jamais, parce que Ton ne fait ces additions qu'en vue de réductions, qui ne seraient pas possibles entre termes de degrés différents. Une semblable addition n'offrirait rien d'absurde, mais n'aurait aucune utilité et on ne la fera dans aucun cas.
3. Il est nécessaire de donner un peu d'extension à la définition de l'homogénéité^ parce que nous n'avons supposé jusqu'ici que des expressions rationnelles; et l'on peut souvent avoir des racines à extraire, comme il peut se présenter dès le début des expressions radicales.
Par exemple, la moyenne proportionnelle entre les lignes
représentées par les lettres «, b sera exprimée par v^a6. L'hypoténuse du triangle rectangle dont les côtés sont a, b
sera exprimée par \/a* -+- ft*. Il est donc nécessaire de donner une définition du degré des expressions radicales qui permette d'énoncer d'une manière générale la propriété dont nous nous occupons.
Or, comme en élevant une expression homogène de degré m à la puissance n on en obtient une de degré n fois plus grand mn^ et que par conséquent, si on extrait la racine j^Ume d'une expression de degré mn^ on obtient une expression de degré m quand l'extraction est possible, il est naturel de s'exprimer de la même manière quand l'opération ne peut être qu'indiquée, et de dire que l'extraction de la racine d'une expression homogène divise son degré par celui de la racine. On admettra ainsi des degrés fractionnaires, et l'on pourra dire qu'en extrayant des deux membres d'une équation homogène une racine de même degré, il en résultera une nouvelle équation homogène.
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Si, par exemple, on avait on aurait, en extrayant la racine n**'"'',
qui sera une équation homogène de degré — •
Remarque. — Il est bon de remarquer qu'un polynôme dont tous les termes sont de mè;ne degré peut toujours être transformé en un monôme de même degré. Car si Ton met en facteur commun un monôme d'un degré moindre d'une unité, le polynôme sera le produit de ce facteur par un polynôme dont tous les termes seront du premier degré et représenteront des lignes qui pourront se construire par des quatrièmes proportionnelles. En faisant leur somme, et la représentant par une lettre, le polynôme se trouvera transformé en un monôme du même degré. Ainsi, par exemple, a" -f- £"* — c*" pourra se mettre sous la forme
b^ On construira -^^ en le considérant comme décomposé en
. _ , (jn construira la troisième proportionnelle
— •, l'appelant i'jon construira la quatrième proportionnelle
— 5 1 appelant o'\ on construira — ? et ainsi de suite 5 on
b"* arrivera de cette manière à une ligne représentée par — ^ -
On construira de même ? et on la retranchera de la
précédente ajoutée à a. Représentant cette somme par 5, a"* X i'" — c"* sera remplacé par a"*~* 5, et si l'on avait eu
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^ô'"-|- è"* — c'" cette racine serait remplacée par le monôme
de même degré ^a"*"^ s ou a " ^^
4. Démonstration générale du principe. — Considérons une équation déduite de conditions géométriques, et renfermant un nombre quelconque de lignes, connues ou inconnues, exprimées en nombre au moyen d'une unité non spécifiée. Supposons d'abord que tous les dénominateurs étant chassés, Téquation neisoit composée que de monômes de degrés quelconques positifs ou négatifs, entiers ou fractionnaires. Réunissons en groupes tous les termes de même degré: l'équation pourra se mettre sous la forme suivante, dans laquelle l'indice donné à la lettre A marque le degré du groupe :
Aa, -h A„ -h A^ 4- . . . 4- A5 = o.
Les facteurs linéaires a, &, c,. . ., k^ /qui entrent dans divers groupes varieraient avec l'unité de longueur, et en raison inverse de la grandeur de cette unité *, mais s'ils sont ainsi changés en a', b\ c', . . . , k\ /', l'équation renfermera ces nouveaux facteurs absolument de la même manière qu'elle renfermait a, i, c, . . ., A, /, puisqu'elle a été obtenue indépendamment de la grandeur de l'unité.
Cela posé, prenons pour cette nouvelle unité la grandeur de la première divisée par un nombre arbitraire z : les nombres désignés par a', b'^, , .^V seront respectivement égaux à za^ zb^ . . . , zh^ zl. Mais comme la nouvelle équation doit renfermer a', b\, . , ^V de la même manière que la première renfermait a, £,...,/, on l'obtiendra en changeant dans celle-ci a en za^ b en zè, etc., ce qui donnera
z^A^ + z" A„-i-2;^Ap-i--.. +2'A, = o, et comme cette équation devra avoir lieu quel que soit s,
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on arriverait à une contradiction si les coeffîcienls des différentes puissances de z n'étaient pas séparément nuls.
Si donc l'équation primitive n'a pas été obtenue par l'addition d'équations homogènes de degrés différents, ce que nous avons recommandé de ne jamais faire, il y a contradiction dans les suppositions; et il est impossible que l'on •ait obtenu une équation de forme constante entre les nombres qui représentent deà lignes, évaluées avec une unité indéterminée.
5. Comment r homogénéité peut cesser d^étre apparente, — Si, après avoir trouvé une équation, en laissant l'unité indéterminée, on vient à la particulariser, et qu'on choisisse à cet -effet une des lignes qui entrent dans cette équation, ou même si on commence par là, les termes cessent d'être de même degré, à moins qu'on ne conserve la trace des facteurs qui deviennent égaux à i 5 ce qu'on ne fait pas puis-' qu'on ne particularise l'unité qu'en vue de simplification. On rétablirait l'homogénéité, en revenant à une unité indéterminée, et en complétant ou en réduisant les degrés des termes par l'introduction de facteurs ou diviseurs représentant l'ancienne unité évaluée au moyen de la nouvelle. La manière la plus simple d'y parvenir sera de remplacer chacune des lettres représentant des lignes dans l'équation homogène par le rapport qu'elle exprime réellement de cette même ligne à celle qui a été choisie pour unité. Tous les termes deviennent alors de degré zéro et l'homogénéité est rétablie.
6. Remarques dwerses, — Si Ton avait eu d'abord des dénominateurs polynômes, nous venons de prouver qu'après qu'on les aura tous fait disparaître, on aura une équation homogène. Or il est bon de remarquer que tous les termes d'un même dénominateur doivent être homogènes entre eux. Car si Ton en considère un quelconque et qu'on fasse dis-
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paraître tous les autres, de sorte qu'il ne subsiste plus que ce dénominateur polynôme, il est évident que s'il n'avait pas tous ses termes de même degré, la multiplication qui le ferait disparaître ne donnerait pas des termes de même degré, comme cela doit être dans une équation composée de termes monômes, et qui n'est pas la somme d'équations homogènes iSe degrés différents.
7. Si l'équation renfermait des racines de polynômes, dont l'indice serait indépendant de l'unité de longueur, on pourrait la rendre rationnelle, et alors elle serait certainement homogène, et les polynômes sous les radicaux devraient l'être eux-mêmes.
Mais si l'on concevait comme possible l'existence d'un radical dont l'indice serait une quantité linéaire^ il serait variable avec l'unité de longueur, et les règles relatives aux indices déterminés pourraient ne plus subsister. Ces cas singidiers devraient être examinés spécialement. Si par exemple on avait
a eix désignant des lignes, il faudrait extraire une racine de degré a d'un polynôme indéfini non homogène et dont le degré des termes croit sans limite. Cela pourrait d'abord ne pas présenter le caractère de l'homogénéité, et on serait porté à croire qu'une équation qui renferme une pareille expression ne saurait être homogène. Et cependant il n'en
est rien, car elle n'est autre chose que e^ qui est une expression de degré zéro,* comme tous les termes suivant lesquels elle peut être développée.
8. Nous venons de voir un cas où l'indice a d'un radical étant dépendant de l'unité de longueur, l'expression se
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irouve homogène et de degré zéro. Mais si, au lieu d'avoir 'sous ce radical le développement de e*^, on avait eu un polynôme d'un nombre fini de termes; en Tisolant et élevant les deux membres à la puissance a, on aurait d'un côté ce polynôme, donl les termes auraient des degrés fixes, et de Tautre des quantités de degré variable avec Tunité de longueur, ce qni serait impossible.
9. Il estd'autres expressions que les exponentielles qui, n^ayantpas de degré déterminé, ne peuvent s'appliquer qu'à des quantités de degré zéro. Ainsi les logarithmes ne peuvent affecter que des quantités de degré zéro, parce qu'ils n'ont aucun degré déterminé, à moins que ce ne soit zéro ; il faut alors que Ton n'ait que des rapports de quantités de même degré ] ils seront indépendants de l'unité de longueur et ils pourront être soumis à des opérations logarithmiques ou exponentielles, et entrer dans des équations homogènes. Quelquefois ces circonstances ne seront pas immédiatement en évidence, par exemple si l'on avait logo: — 'logû, et cependant pourront être recon-
nues, comme dans ce cas où log x — log a = log - •
10. Cas où ilj a des unités (T espèces différentes, — Une équation peut renfermer des grandeurs dont la mesure ne se rapièue pas à une même unité \ les surfaces et les volumes se ramènent à l'unité de longueur, parce qu'elles dépendent toujours de lignes qui les déterminent; mais s'il entrait dans une même équation des lignes et des angles, il faudrait prendre deux unités d'espèces différentes ; une ligne pour mesurer les longueurs, et un angle pour mesurer les angles.
En admettant toujours que l'équation a été trouvée en laissant les unités indéterminées, si l'on suppose qu'on fasse varier l'une quelconque d'entre elles en laissant les
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autres constantes, les raisonnements précédents prouvent que réquation doit être homogène par rapport aux quantités de Tespèce de celte unité. D'où Ton conclut qu'elle est homogène séparément par rapport à chacune des espèces différentes de quantités qui y entrent.
Une pareille équation pourrait être ramenée à ne renfermer que des rapports de lignes ou des rapports d^angles; mais ses différents termes peuvent aussi bien renfermer des produits de quantités d'espèces différentes •,. il suffit que l'homogénéité ait lieu séparément pour chaque espèce. Il pourrait bien arriver aussi que l'homogénéité eût lieu séparément pour deux classes distinctes de quantités de même nature. On le reconnaîtra quand l'équation aura été obtenue en supposant que les quantités d'une même classe aieitt été évaluées avec une unité indéterminée, mais différente pour chacune. C'est ce qui arrive par exemple dans la Trigonométrie, lorsque l'on établit des équations entre les côtés des triangles et les lignes qui, comme nous le verrons bientôt, servent à la détermination des angles.
DE LA DÉPEffDANCE ÉTABLIE EUT RE LES DIFFÉKEliTES UNITÉS; SES CONSÉQUENCES SUR LA FORME DES ÉQUATIONS.
11. La mesure d'une grandeur, ou sou rapport à une autre de même espèce, se ramène souvent à la mesure d'autres quantités d'espèces différentes. Ainsi la mesure des surfaces et des solides se ramène à la mesure de certaines lignes *, et si on ne fait entrer ces grandeurs dans le calcul que par leur mesure, il n'en résulte que des équations entre des lignes *, et nous n'avons rien à ajouter sur ce point à ce qui a été dit précédemment, relativement à l'homogénéité.
Mais si la grandeur dépend de deux éléments dV'spèces différentes et que, sans choisir pour unité une des quantités données, on établisse cependant une certaine dépendance
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soit entre un des éléments et Tunité de laulre, soit même entre les différentes unités indéterminées, il est possible non-seulement que les termes de Féquation ne présentent pas rhomogénéité, mais même qu^ils semblent ne pas varier dans un même rapport, quand on change une des unités, et qu'on ne reconnaisse cette propriété qu'en introduisant la dépendance qui a été admise entre les unités
Par exemple, si on appelle vitesse dans un mouvement 1 miforme, l'espace parcouru dans l'unilé de temps, cette qiiantité dépendra d'une longueur, et celle-ci dépendra de Tu Tiité de temps. Les facteurs représentant .des vitesses dev* TOnt donc être considérés comme variant avec les deux unitc ^ séparément, en raison inverse de l'unité de longueur et en raison directe de l'unité de temps. Us devraient donc être re^ gardés comme de degré -f-i par rapport à la longueur et — I par rapport au temps. ^
Ou ra isonnerait de même dans des cas plus complexes, comme oi ^ en trouve dans la Mécanique et la Physique (*).
(*) Pour en donner un exemple tiré de la Mécanique, soient y une force d'intensité con: étante qui a été appliquée pendant le temps t à un point de masse m, libre *t partant de l'état de repos, x Tespace parcouru par ce point; on aura 1 'équation
mx=.
Aucune quantité di Herrainée n'a été choisie pour unité; seulement on a établi entre les quat ^^ unités, de longueur, de temps, de masse et de force, cette dépendance que ^^ force prise pour unité soit celle qui, appliquée pendant Tunité de temp ^ ^ Tunité de masse, lui ferait acquérir une vitesse égale à Tunilé. Celte é qualion non homogène ayant été trouvée sans fixer aucune unité doit const *rver sa forme si l'on change une ou plusieurs de ces unités; c'est-à-dire ^**® ^®s nouveaux nombres qui exprimeraient les mêmes grandeurs absolu ©s étant désignés par m', x', /', /', on aurait en-
core m'x' =• • Et il <. ^^ facile de reconnaître que cette dernière équa-
tion est compatible avec 1 ^ première, comme nous l'avons vu dans les équations homogènes.
En effet, supposons d'abori ^ qu'on change l'unité de longueur seulement, et qu'on en prenne une X foi ^ P^^^ petite : le nombre x', qui exprime la
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Fourier a discuté soigneusement ce point dans sa Théorie mathématique de la chaleur. Nous nous bornerons à T indication succincte que nous venons de donner, réservant les développements aux professeurs.
PASSAGE DBS FOUMULES HTUMÉRIQUES kVX FORMULES
DE CONSTRUCTION
12. Étant donnée la formule qui exprime une ligne en nombre, c'est-à-dire qui indique les opérations à faire sur les nombres qui exprimeraient les lignes données, pour obtenir celui qui exprime la ligne cherchée; si Ton veut substituer à ce calcul une suite de constructions à effectuer sur les lignes données, sans avoir recours à aucune évaluation numérique, on procédera de la manière suivante :
i^ Si la formule est entièrement rationnelle et tiomogène^ l'inconnue ne pourra être exprimée dans le cas le plus général que par le quotient de deux polynômes composés de termes homogènes, d'un degré plus élevé d'une unité au numérateur qu'au dénominateur. Ces deux polynômes
la même longueur que x, sera X fuis plus grand que or., Les nombres m' et i' seront les mêmes que m et t qui ne dépendent pas de Tunité de longueur; mais y sera différent de^^ parce que l'unité de force a changé. Cette dernière, en effet, est la force qui, appliquée à Tunité de masse qui est restée la même pendant une unité de temps qui est aussi restée la même, lui ferait acquérir une vitesse égale, h Tunité, c^est-à-âire X fois plus petite que dans le premier cas; cette force sera donc X fois plus petite que la première unité, et par conséquent le nombre y, qui ex{n'imera toujours la même force, sera égal à X/» Les deux membres de 1a> seconde équation ne sont donc autre chose que ceux de la première nfultipliés par X, et les deux équations sont compatibles, comme cela devait' l'être.
Il en serait de même si Ton changeait les alitres unités.
Et ai, pour appliquer une formule ainsi ol^enue, on fait un choix particulier pour les unités indépendantes, et qu'on en tire la valeur d'une inconnue, le nombre ainsi obtenu devra être considéré comme exprimant des unités égales à celle que l'on aura choisie pour l'espèce dont cette inconnue fait partie, et il n'y aura à s'occuper d'aucune des autres.
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pourront être réduits à des monômes, comme nous TavoDs indiqué précédemment, et la ligne représentée parja fraction ainsi transformée se construira par une suite de quatrièmes proportionnelles.
2° Si la formule de Tinconmie renferme des radicaux du second degré, et que les quantités qui y sont soumises soient des expressions rationnelles quelconques, on pourra commencer par les réduire, comme nous venons de Tindiquer, à des monôipes entiers ou fractionnaires, suivant que le numérateur y sera de degré plus élevé ou moins élevé que le dénominateur. Dans le premier cas, on pourra, par une suite de quatrièmes proportionnelles, réduire la quantité sous le radical à un produit de facteurs linéaires; et dans le second à Funité divisée par un produit. Ce cas, en renversant le radical, rentre dans le premier^ qu^il suffit par conséquent d'examiner.
S'il n'y a que deux facteurs, la racine sera leur moyenne proportionnelle et se construira facilement.
S'il y en a un nombre plus grand que deux, on les groupera deux à deux, et une suite de moyennes proportionnelles réduira le radical au produit d'autant de lignes qu'il y aura de ces groupes, si les facteurs sont en nombre pair. Et si ce nombre était impair, il resterait l'indication de la racine du dernier;, ce facteur se combinera avec quelque autre d'après la forme de l'expression donnée qui, d'après le principe de Thomogénéité, doit toujours être du premier degré, puisqu'elle est la valeur d'une ligne.
En agissant ainsi pour tous les radicaux du second degré qui entrent dans l'expression de la ligne à construire, on finira par la rendre rationnelle, et alors on procédera comme dans le premier cas.
Il est évident que ce procédé pourra s'appliquer à plusieurs racines carrées accumulées les unes sur les autres.
Mais si l'expression de la ligne inconnue renfermait des
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radicaux, non réductibles au second degré, ou encore si Finconnue est la racine d^une équation qu'on ne sait pas résoudre, les procédés que nous venons d^indfquer ne peuvent plus s'appliquer; et ce n'est que plus lard que nous pourrons nous- occuper de cette question.
QUE TOUS LES PROBLÈMES PEUVENT ÊTRE RAMENÉS A LA. DÉTERMIMATION DES LONGUEURS DE CERTAINES DROITES.
13. Un problème de Géométrie ne peut avoir pour objet que la détermination de points ou de grandeurs d'espèce quelconque, comme des lignes, des angles, des figures planes ou des solides.
La détermination des angles peut être ramenée à celle de lignes droites ; car en les faisant entrer comme éléments de triangles, il suffira de connaître les côtés de ces triangles, ou seulement leurs rapports, pour que les angles en question soient eux-mêmes connus. '
Une figure plane quelconque qui ne renferme pas de lignes courbes, se ramène évidemment à la connaissance de certaines droites, ou d'angles, lesquels se ramènent à des droijies. Et il en serait de même d'un solide qui ne renfermerait dans sa construction aucune surface courbe.
Quant à la détermination de la position d'un point, il est facile de voir comment elle se ramène à celle de la longueur de certaines droites.
En effet, si ce point doit être dans un plan donné et sur une ligne connue, il suffit de connaître sa distance à un point connu de cette ligne; et si l'on ne connaît aucune ligne du plan qui Je renferme, sa position sera déterminée si Ton connaît ses distances à deux points donnés, ou à deux lignes données, ou encore à un point et une ligne connus. Enfin il peut être détermiilé par sa distance à un point du plan et par l'angle que fait avec une droite con-
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nue lallgoe qui le joint à ce point. Or un angle se ramène, comme nous l'avons dit, à des droites.
D'où l'on voit que la recherche de la position d'un point peut, de bien des manières, être ramenée à celle de la longueur de certaines droites.
Si les constructions demandées n'étaient pas dans un même plan, elles se ramèneraient de même à la connaissance de lignes, d'angles ou de positions de points. Et la position d'un point se déterminerait par ses distances à trois points ou à trois pians, et de diverses autres manières que nous pourrons indiquer plus tard.
Si les ligures ou solides renferment des cercles ou des sphères, leur détermination est ramenée à celle de leur centre et de leur rayon, et par conséquent à celle de certaines longueurs. Quant aux autres lignes ou surfaces courbes, on ne les admet pas ordinairement dans les éléments, et nous en parlerons bientôt.
Ces divers moyens de détermination des points peuvent donner lieu à quelque incertitude, et souvent une discussion est nécessaire pour reconnaître le point cherché parmi d'autres que fournirait la construction. Nous verrons par quels moyens on est parvenu à éviter cette confusion et à distinguer sans ambiguïté, dans les résultats du calcul, ce qui correspond précisément à ce que l'on cherche.
Quelles que soient les grandeurs au moyen desquelles un point soit déterminé, on leur donne ie nom général de coordonnées de ce point.
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APPLICATION DU CALCUL A LA RÉSOLUTION DE DIVERSES QUESTIONS GÉOMÉTRIQUES. - DISCUSSION DE SOLUTIONS ÉTRANGÈRES ET DE SOLUTIONS NÉGATIVES. - GÉNÉRALI- SATION D'UNE FORMULE' FONDAMENTALE PAR LES QUAN- TITÉS NÉGATIVES.
14. Trouver les formules qui expriment la surface d\in triangle, et les rayons des cercles, inscrit et circonscrit , en fonction des côtés de ce triangle»
Soient ABC (fig> i) ce triangle, a^ &, c les côtés respectivement opposés aux angles A, B, G; A la hauteur AD, et S la surface cherchée. *
On aura d'abord S = — j et par conséquent il suffira
d'exprimer h en fonction de a, £, c.
Or, on connaît une relation entre ces trois côtés et un segment tel que BD5 on pourra donc exprimer BD en fonction de a^b^c\ et par suite AD, qui est déterminé par BD, puisque l'hypoténuse du triangle ABD est donnée. La marche à suivre est donc toute tracée, et il n'y a plus qu' h exécuter ce qui vient d'être indiqué.
L'équation qui donnera BD est i^ = a' -h c' — aa.BD, si l'angle B est aigu 5 et le signe du dernier terme devrait être changé si B étjait obtus. On aura donc, dans le premier
cas,
et dans le second
Et comme
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la
BD
la
ad'=iAb' — bd',
on aura
AD = y/.'- ' "^^^, ^ ou AD = y/c'-
Mais en développant le carré de a* 4- c* — i* on a les mêmes termes qu'en développant celui de J* — a* — c* ; les deux cas seront donc représentés par une seule ^expression définitive^ et nous nous bornerons à suivre le calcul d'après Tune des formes, la première, par exemple.
On aura ainsi
Et transformant la différence des deux carrés dans le produit de la somme des racines par leur différence,
S=:j\/{'2/Jc + ^2 H- c=^ — b^}{2ac — rt' — c» H- b^),
et par la même considération
S = jsl{a -\- b -k- c){a -\- c ^ b){b -\- a ^ c)[b -k- c — a).
Il est bon de faire ici une remarque sur la décomposition du dernier facteur lac — a^ — c* H- i*. Il est la différence des deux carrés £* et a^ -\- c^ — ^ac\ or, ce dernier peut être celui de a — c ou de c — a, suivant que a est plus
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grand ou plus petit que c ; mais comme on doit ajouter et retrancher successivement de b la racine du second carré, les deux résultats seront les mêmes quant à la forme; seulement chacun d'eux exprimera dans un cas la somme des racines, et dans l'autre cas leur différence.
On peut donner à la valeur de S une forme plus simple en introduisant le périmètre ap du triangle, c'est-à-dire en posant a + b-\-c = np. On trouvera ainsi
Cette formule était connue des anciens géomètres.
15. Trouv'er V expression du rayon d*un cercle tan^ gent à trois droites données.
Ce cercle peut être inscrit au triangle formé par ces troisdroites, pu tangent aux prolongements de ses côtés. Cela donne lieu, en général^ à quatre cercles différents.
En considérant celui qui est dans l'intérieur du triangle, son rayon est la hauteur commune des trois triangles qui composent la surface du triangle -, d'où l'on déduit, en employant les mêmes dénominations que précédemment, et désignant le rayon par R,
R^ l = S = >Jp[p^a)[p — b){p-c),
et par suite
Oa trouvera semblablement pour les trois autres cercles
— oMn—h)
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D'où se déduit cette relation remarquable entre les quatre rayons
RR'R"R'" =/?(/> - a)[p — b)(p - c) =r S^
Remarque, — Comme exercice sur les limites, il est bon de chercher ce que deviennent ces quatre formules, quand deux côtés du triangle, a, b par exemple, croissent indéfi-' nimenl, le troisième côté c restant constant, ainsi que l'angle adjacent B. On voit facilement que dans la figure limite, le côté AC est remplacé par la parallèle menée à BC par A 5 les deux cercles tangents extérieurement à AC, BC ne sont plus possibles; et les deux autres sont tangents aux deux parallèles et à AB, des deux éôtés de cette dernière ligne.
Mais ce qui est intéressant, c'est de voir comment ces diverses circonstances seront exprimées par les formules.
Considérons d'abord l'expression du rayon d'un des deux cercles R', R'' qui doivent disparaître. Ils renferment l'un
et l'autre le rapport de ;? — a h p — ft ou de à
? direct ou renverse.
Or, lorsque le point C [fig* 2) s'éloigne indéfiniment de B, si l'on prend toujours CI= CA, les angles à la base du triangle isocèle CAI tendent vers des angles droits, puisque
l'angle C tend vers zéro., La limite du point I est donc le pied D de la perpendiculaire abaissée de A sur la droite immobile BC et a — ft a pour limite BD : la limite de
' r est donc =rr-« Mais les deux autres facteurs »,
p — b tf-+-BD , '^'
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/; — (; croissant indëfinimént, il en est de même de R' et R^^; et cY*Ht eu Hc pr(^*seiitant sous la forme de l'infini que les deux formules apprennent que les deux cercles correspondants ne sont plus possibles.
Passons aux deux autres expressions qui donnentRet R^'^
, ,. . , , , r—BD c-f-BD Les limites de /? — a ei p — o étant et ?
la limite de leur produit sera
D'ailleurs, le rapport de p k p — c a pour limite Tunité, puiïtquo c est constant et que p croit indéfiniment.
Les liniiles de R et de R' seront donc — 9 ou la moitié
doJa distance des deux parallèles, comme il avait été facile
dt> le pi^voîr.
l(t« /«\r/>iWJtioi* ttu 9m on du cetvle circonscnt à un
SHÙt>ul ABC {j!g^ i)\^ triangle, O le centre du cercle ciriHVU»i'rîU H «uu ra)*un« Menons par un des sommets le diawèuv AIK l\mr ttxmvcr une iTUlioii entre AD et les coiés 4«i K c du irUn^^lt^^ ou leiuai'^iuerad'abor^l qu en joisn^iani 6D
AE 2^AE
et comme a. AE est le double de la surface du triangle, on
aura
abc
17. Expression des diagonales d^un quadrilatère in-scrîty en fonction de ses côtés.
Soient
Pour qu'un quadrilatère soit inscriptible dans un cercle, il est nécessaire que la somme de deux angles opposés, par exemple A et C [fig» 4)? soit égale à deux droits. Il suffit donc d'exprimer que le prolongement de DA fait avec AB un
Fig. 4.
angle égal à C. C'est de cette condition que doivent résulter les relations^qui pourront servir à déterminer les valeurs de X et y. Voyons quelles conséquences résultent de cette condition :
Si du point B on abaisse BH, BI perpendiculaires sur
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CD, DA, les triangles BHC, BAI seront semblables et donneront
Al _n
ÏÏC~T
Or, AI et HC peuvent s'exprimer au moyen des trois côtés des triangles ABD, CBD^ et Ton obtiendra ainsi une équation où entrera la ligne inconnue DB on y. Le problème sera donc résolu, puisque x s'obtiendra semblablemenl, «t pourra d'ailleurs se déduire dej par de simples changements de lettres.
Les valeurs de AI et CH seront, en observant que si Tangle C est aigu, A sera obtus,
CH = — — —, Al= y—'
La proportion précédente deviendra ainsi
bc(j^ — a'— d') = ad[b^ + c' — j»),
ad{b^ 4- c2) 4- bc[a'' A- d'] (ab + cd){ac -4- bd) ad-\- bc ad-\- bc
Pour déduire x* àe y^ il faut y changer chacun des côtés û, b^ c, d dans celui qui le suit immédiatement, puisqu'en recommençant en partant de B, ce qu'on a fait en partant de A, on aura, pour obtenir la diagonale CA, les mêmes calculs à faire que pour BD, avec celte seule différence que chaque côté sera remplacé par celui qui le suit, en les rangeant circulairement dans l'ordre a, 6, c, e/. On aura donc
^ (bc -^ da][ bd -^ ca]
ba -f cd
et les valeurs des diagonales seront
_ /{bc -had)(bd-hac) _ /{ai
~\ ab-\-cd ' ^""V""
b -{'Cd){ac -4- bd)
JC Z=\ / r— ^ : ^5 r = % / ■ ; ;
ad -^ OC
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18. Corollaires. — i° En multipliant ces deux expressions, et réduisant, on trouve
œy z=: ac -\- hdy
c'est-à-dire que le rectangle des diagonales est égal à la somme des rectangles des côtés opposés.
Les anciens connaissaient ce théorème, qu'il s démontraient par des considérations purement géométriques. Ils s'en servaient pour déterminer la corde de la somme de deux arcs, quand on connaît les cordes de chacun d'eux et le rayon du cercle. Si, par exemple, on considère les deux arcs AB, BC dont les cordes sontâ, &, la diagonale jasera la corde de la somme de ces arcs. En prenant maintenant pour seconde diagonale BD le diamètre mené par B, la relation que nous venons de trouver deviendra, en prenant le rayon pour unité.
a° En divisant x par j^ on trouve
X ad -f- bc y ab -h cd
ce qui montre que les diagonales sont entre elles comme les sommes des rectangles des côtés qui partent de leurs extrémités respectives.
19. Connaissant r hypoténuse (Tun triangle rec^ tangle, et la somme des deux autres côtés et de la hau^ teur, calculer ces trois quantités.
Soient a cette somme, b l'hypoténuse, x elj les deux côtés de l'angle droit et z la hauteur. Les équations entre ces quantités se forment immédiatement par les propriétés connues du triangle rectangle, et la relation imposée par
renoncé : elles sont
(i) X -{-y-^- z = a, xyzzzbzy x^ -h-jr^= b^*
La résolution de ces équations n'offre aucune difficulté, et nous ne les avons choisies que pour montrer par un exemple simple comment le calcul peut devenir plus ou moins compliqué, suivant la manière dont on le dirige.
On sait que dans toute équation du second degré, x^ H- px -1-^ = 0, la somme des racines est — p^ leur produit g, et la somme de leurs carrés p' — ay.
Cela posé, la somme et le produit de x et y étant donnés en fonction de z par les deux premières équations, ces inconnues seront les racines de Féquation
a' — (a — z)u -{-• bzz= o.
La somme de leurs carrés sera donc
(a — z)' — nbz,
et la troisième équation donnera
(a — zy — nbz^rzb* ou
(2) »2— . 2(a -h 6)z-4-fl«— . A'zzrO,
d'où
z = a -{- bdo ^2ab -j- 1 6'.
De ces deux valeurs données par Téquation du second degré, une seule peut convenir à la question : car celle qui correspond au signe + du radical, étant plus grande que a + 2), ne peut être égale à la hauteur du triangle. La valeur unique de cette ligne est donc
z = a -h A — ^nab -4- 2 6».
Reportant cette expression dans Téquation en u , elle
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devient
(3) tt^H- {b — )/2ab -h 2b^) u -{- b^ -h ab — b s/'2ab -^ 2b^ = o; les deux racines de cette équation seront les valeurs de x
Si au lieu de z on cherchait x ou^, on devrait craindre de tomber sur une équation de degré plus élevé, ne fut-ce que par cette considération que xety entrant symétriquement dans les équations, le résultat de Télimination de z elj doit renfermer comme solutions les valeurs Aey, aussi bien que celles de x : et c'est ce qui arrive en effet, car on parvient aiusi à
(4) œ^ '\- iba^ -^ b'^x^ — 2.b''[a -^ b)x -\- h^{a''— b^} = o,
équation dont la discussion offrirait quelque difficulté, si Ton ne remarquait pas que son premier membre peut être décomposé en deux facteurs du second degré en x^ qui, égalés à zéro, conduisent aux équations suivantes :
(5) x^ -{-{b H- v^2«6-h2^2).r4- b^ -{-■ ab + b^^ab-h ib^^^o,
(6) ^ 4- (ô — . \J2ab '\'iib^)x-^ b^-^ab — b sjiab 4- 26' = o.
La première donne deux valeurs négatives pour x^ et ne donne par conséquent aucun nombre satisfaisant aux équations obligées de la question : on doit donc les rejeter.
La seconde est donc la seule à considérer. Elle doit donner j^ et j:, et coïncide en effet avec l'équation en m, trouvée d^abord pour le même objet. La condition de réalité de ses racines s^exprime par Tinégalité
La valeur maximum de a, quand h est donné, est donc
Si l'on donne a au-dessous, on a deux racines positives inégales. Si a esl égal à cette limite, les deux racines sont égales et le triangle est isocèle.
20. Remarque. — On peut se demander pourquoi l'on a trouvé deux valeurs de z, puisqu'il n'y en a qu'une qui convienne 5 et de même pourquoi l'équation en x est du quatrième degré, puisqu'il n'y a que deux de ses racines qui conviennent.
Avant de chercher comment ces solutions étrangères se sont introduites, il faut voir si le problème numérique et le problème géométrique sont réciproques, c'est-à-dire si chacun des deux entraîne l'autre comme conséquence. Or nous avons bien démontré que les équations (i) étaient des conséquences des conditions géométriques, mais nous n'avons pas démontré la réciproque 5 et dans l'exposition générale des méthodes, nous avons montré que dans ce cas il pouvait y avoir des solutions étrangères.
Maintenant, pour reconnaître que les équations (1) n'entraînent pas effectivement les conditions du problème géométrique , et renferment par conséquent des solutions étrangères, ce qui ne serait pas facile à voir immédiatement, suivons-en les conséquences, c'est-à-dire les équations, que nous en avons successivement déduites. Or l'équation en z obtenue par l'élimination de x et y^ est
et quand on développe le carré de a — z on a les mêmes termes que si on avait développé celui de z — a, d'où il suit que les résultats du calcul seront les mêmes que si la première des équations (i) avait été x -\-y = ^ — a au lieu d'être x -\-y = a — z. Et comme les systèmes d'équations qu'on substitue les uns aux autres sont réciproques, les équations (i) satisfont non-seulement aux conditions géo-
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métriques du problème, mais encore à celles d^un autre problème de nombres, qui peut même ne correspondre à aucun problème de Géométrie.
Il n'y avait donc pas réciprocité enfre le problème géométrique proposé et le problème de nombres qu'on lui a substitué. Si on avait substitué la seconde valeur de z dans l'équation en u, on aurait eu au lieu de l'équation (3) une autre équation qui n'aurait été autre que l'équation (5), puisque l'équation (4) doit donner toutes les valeurs de a: qui conviennent aux équations (i). Et c'est ce qu'on reconnaît immédiatement.
21. Par deux points donnés faire passer un cercle tangent à un cercle donné.
Soient A et B (Jïg* 5) les deux points donnés, D leur
Fig. 5.
milieu, C le centre du cercle donné, r son rayon 5 CE, CF, perpendiculaire et parallèle à AB. Posons
AB = 2 fl, DE = b^ CE = c.
Le centre O du cercle cherché sera sur la perpendiculaire élevée en D sur AB 5 désignons par x sa distance au point D, et soit H le point de contact.
Les deux cercles pouvant être tangents extérieurement ou intérieurement, on aura
CO = OBdir ou sl[x — c)-" -{- b^ = ^ x^ -^ a^^i r. Elevant les deux membres au carré, il vient
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Isolant le radical et élevant au carré, on obtient, en posant i* -f- c* — a' — r* = 2 m%
(i) (^'— ''^) x^— ^m^cjc -4-m* — a^ r^ = 0.
Et comme il ne reste aucune trace du double signe, les deux racines de cette équation se rapporteront aux deux cas possibles du contact.
Examinons maintenant les changements qu'introduirait dans les calculs une disposition différente des points de la figure.
Si le centre inconnu O se trouvait au-dessous de F, le côté OF du triangle COF serait exprimé par c — j: au lieu de X — c; mais après le développement du carré, les termes présenteraient la même forme, et il n'en résulterait aucun changement dans les calculs* Mais si O devait se trouver d'un autre côté de la ligne AB que C, le côté OF s'exprimerait par la somme x H- c au lieu de la différence, et le calcul conduirait, non plus à l'équation (i), mais à la suivante:
(2) (c' — r^) jj^ H- 2 M^ ex -\- m^ — a' r^ = o,
dont les deux racines sont au signe près les mêmes que celles de l'équation (i).
La cohdition de réalité des racines de ces équations est la même ; elle est exprimée par l'inégalité
Quant aux signes de ces racines, ils dépendent de ceux de m* — a' /•* et de c* — r*.
Remarque, — L'équation (i) donnant la position du neutre O quand il est du même côté de AB que C, et l'équation (2), quand il est de l'autre côté ; et de plus les racines de ces deux équations étant les mêmes au signe près, il s'ensuit que si la première a ses deux racines négatives, ce qui ne résout pas la question puisqu'elles annoncent que les con-
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ditions ne sont remplies par aucun nombre, la seconde les aura positives et de même grandeur, respectivement ^ elles fourniront donc deux positions du côté de C, et qui seraient les mêmes que si les valeurs négatives de x données par (i) étaient portées en sens contraire de celui qu^on avait supposé quand on est parvenu à cette équation. Si les racines (i) sont Tune positive, l'autre négative, la première construit un point du même côté que C : la seconde ne résout pas la question, mais elle apprend que l'équation (2) a une racine positive de même grandeur, qui indique de l'autre côté de C le centre d'un cercle satisfaisant à la question: et ce même centre s'obtiendrait en portant la racine négative de (i) en sens contraire de celui qu'on avait supposé.
Concluons de là que l'équation (i) suffira à tous les cas, à la condition que les valeurs positives de x seront portées du même côté que C, et les valeurs négatives, du côté opposé.
Celte conclusion n'est légitime que par la comparaison que nous avons faite des racines des deux équations qui se rapportent aux deux cas, et non parl'analogie vague que Ton poiu^rait apercevoir entre l'opposition des signes et l'opposition des directions. Cette comparaison pourrait être beaucoup plus pénible dans des cas plus compliqués. Nous allons en donner d'autres exemples, qui suffiront avec celui-ci pour faire désirer des méthodes générales, qui permettent de renfermer dans un calcul unique toutes les variétés qu'une même question géométrique peut présenter.
22. Par un point donné faire passer un cercle tangent à deux cercles donnés.
Dans ce cas on n'aperçoit aucune droite sur laquelle doive se trouver le centre du cercle cherché, et il faudra deux quanti tés pour le déterminer, par exemple ses distances à deux droites connues.
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Soient A et B {fig» 6) les centres des deux cercles donnés 5 r, r' leurs rayons 5 C le point donné, O le centre du cercle cherché, et z son rayon.
Si nous concevons la perpendiculaire OP sur AB, le point O sera déterminé par les longueurs OP, AP qui sont ses distances à la droite AB, et sa perpendiculaire AY. Posons
AB=:flr, AP = a:, 0P=:^, AQ = a, CQ = 6;
il s'agit de trouver deux équations entre les inconnues x et y. En supposant le cercle O extérieur aux deux autres, les conditions géométriques conduiront aux équations suivantes :
(i) AO — r=3, BO—r' = Zy CO=:z,
qui par Télimination de z conduisent aux deux suivantes :
AO — r =: BO — r', AO — r= CO.
La figure donne immédiatement pour AO, BO, CO les expressions suivantes :
AO = sjx^ -4- y' , BO = slf -+-(« — ^)S
mais pour une autre disposition des points la forme des expressions serait différente. Si par exemple le point P tombait à gauche de A , BP serait exprimé par a -h x au
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lieu de a — x, et l'expression deBO serait changée, même après le développement du carré. Si O n'est pas du même côté de AY que C, l'expression de OC changera, et (a — x)* y sera remplacé par (a -f- xY qui est de forme différente. De même (S — y)* serait remplacé par (S-f-j^)' siOetC étaient de côtés différents de AB : et les deux changements devraient être faits à la fois, si O et C étaient de côtés différents de chacun des deux axes sur lesquels on porte les AiS" tances OTjj^. On voit donc combien de combinaisons différentes peuvent donner les diverses positions possibles du point inconnu *, et Ton conçoit combien il serait utile de trouver le moyen de renfermer tous les calculs auxquels elles peuvent donner lieu, dans un seul d'où ils pourraient tous être déduits.
Mais il y a encore d'autres formes à considérer dans le calcul, d'après la manière dont le cercle cherché doit toucher les deux autres. Le contact avec chacun d'eux peut avoir lieu extérieurement ou intérieurement, ce qui donne génér ralement quatre combinaisons : et il faut reconnaître les changements qui en résulteront dans les équations.
Si le cercle cherché renferme les deux autres, les équations (i) se changent dans celles-ci :
(2) kO-{-r=iz, BO -}-/•' = 2, CÔ = 3.
Si lun des cercles donnés est extérieur, et l'autre intérieur au cercle cherché, les équations deviennent
(3) kO-\-r=zz, BO — r'=:3, COr=:z, ou
(4) AO— r=rz, BO + r'^rz, CO = z.
Tels sont tous les cas qu'il faut considérer si l'on veut la solution complète du problèihe, sans compter les variétés qui résulteraient de la position relative des deux cercles, qui peuvent être totalement ou partiellement intérieurs l'un à l'autre.
4 2 SCIENCE DE l'étendue.
23. Indiquons maintenant le calcul dans l'hypothèse des équations (i) et des eicpressions que nous avons prises pour AO, BO, CO. Nous aurons d'abord les équations
^x» -f- y^—rz= v^(6 — xY ^ (a — x)\
La seconde donne, en élevant ses deux membres au carré,
la première donne, en faisant passer r' dans le premier membre et élevant au carré,
(5) 2iïx-4-(r— r')« — a» = 2(r— r') v^x»^~7^
D'où, en éliminant yjx^ ~i~jr* entre ces deux équations,
( €(r— r')j+(ar-.ar' — iir)x
Cette équation jointe à l'équation (5) donnera x et j^« L'élimination de j* conduira à une équation du second degré en x. A chacune de ses racines correspondra une seule valeur àey que donnera l'équation (6), et l'on n'aura que deux systèmes de valeurs de x, y. Si ces valeurs sont réelles et positives, les conditions exprimées ne renferment aucune impossibilité.
Voyons maintenant à quoi correspondent ces deux systèmes. Remarquons pour cela que si nous avions pris les équations (2) au lieu de (1), tous les calculs n^auraient différé des premiers que par le changement de signe de r et r'. L'équation (6) aurait donc été obtenue, ainsi que l'équation (5), après son élévation au carré*, et l'on aurait retrouvé {es deux mêmes systèmes de valeurs de a: et y : d'où il suit que l'un des deux correspond au cas où le cercle
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tangent est extérieur aux deux autres, et le second au cas où il les renferme dans son intérieur.
On verrait de même que les équations (3) et (4) conduiraient à deux équations analogues à (5) et (6), et qui s'en déduiraient facilement par des changements de signes. Elles donneraient deux systèmes de valeurs de x et y^ qui, supposées réelles et positives, détermineraient les deux cercles correspondant à un contact extérieur pour Tun des cercles donnés, et intérieur pour Fautre.
24. De Vusage quon peut faire des valeurs négatwes de X et y.
Quand nous avons calculé les valeurs de BO et CO, nous avons remarqué que si les deux points O et C sont d'un même côté de AY, les côtés parallèles à AB dans les triangles dont elles sont les hypoténuses étaient les différences de a à a:, et de a à a: ^ tandis que si O et C sont de côtés différents on a les sommes de ces lignes. On voit donc que les équations ne différeront dans ces deux cas que par le signe de jc ; de sorte que si l'une des équations a une racine négative, Vaulre en aura une positive de même grandeur, qui satisfera au problème en la portant du côté correspondant à cette dernière équation. Et comme ce côté est Topposé de celui qui correspond à Tautre équation, il en résulte que la valeur négative de x que donne la première équation pourrait dispenser de recourir à la seconde, et qu'elle donnerait la même solution que celle-ci, pourvu qu'on la portât en sens contraire de la racine positive.
Les mêmes raisonnements s'appliquant à y^ on en tire ces deux conclusions: 1° que lorsque le point O est du côté opposé à celui où on le supposait en formant les équations, l'équation finale qui donne l'inconnue relative renfermera une racine négative égale en grandeur à celle qu'on trouverait en supposant le point du côté où il est réellement ;
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2° que lorsque les équations obtenues en supposant O d'un certain côté de AB ou de AY, et que ce calcul conduit à une valeur négative de x ou j^ il est inutile de recourir aux équations correspondant à ces positions différentes; et qu'il suffira de porter les valeurs de ces inconnues du côté opposé à celui où on supposait le point, quand on a mis le problème en équation.
25. Etant données deux droites rectangulaires indé^ finies^ mener par un point donné sur la bissectrice d^un des angles une ligne telle^ que la partie comprise entre les deux droites ait une longueur donnée.
Soient B {fig- 7) le point donné, BC perpendiculaire à la droite donnée AU, XY la ligne cherchée, m sa longueur
donnée 5 posotis BC = a == AC, et AX = j:. Les triangles
semblables donneront
AY
ÂX X — a
et comme AX -h A Y = XY , on aura
[x-af
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La proportion précédenle suppose le point X à droite de G. S'il était à gauche, et entre A et C, les triangles semblables donneraient
AY^_ a
AX' ""û — AX'
ou, en supprimant les accents,
AY _ a
mais en effectuant les calculs on tomberait encore sur l'équation (i), parce que le développement de [a — x) ' est le même que celui de (x — «) *.
Mais si la sécante menée par B rencontre la droite donnée AU, de l'autre côté de A, en X'', la proportion sera
AY" a kX" a
ou
AX'' rt-hAX" X a-^x
et l'équation en x différera de ( i ) par le changement de signe de x \ les racines de ces deux équations seront donc les mêmes au signe près.
On voit par cette discussion que l'équation (i) donnera les valeurs absolues des distances de A à tous les points X situés du même côté de A que le point C, et satisfaisant à la question^ et qu'elle aura une racine négative égale en grandeur à la racine positive AX'' de l'équation qui donne le point qui résout le problème, et est situé du côté opposé à C \ d'où l'on conclut que l'équation (i) suffira pour la solution complète de la question, à la condition que ses racines négatives seront portées à partir de A en sens contraire des positives.
Cette équation développée est
(a) x^ — lax^ 4- (2«^ — /w') x' 4- lanî^x — af^w} = o.
Si toutes ses racines sont réelles, la règle des signes de Descartes annonce que Tune d'elles est négative et les trois
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autres positives. Il y aura donc alors trois points à droite de Â satisfaisant à la question, et un seul à gauche. Ce dernier correspondra à Tinscription de la grandeur m dans l'angle VAU', ce qui est toujours possible.
Il y a de même une inscription toujours possible dans l'angle UAV et correspondante à une valeur de x plus petite que A*, et l'équation (a) annonce l'existence certaine de cette racine, parce que son premier membre prend des valeurs de signes contraires quand on y remplace successivement X par o et a.
Mais rien n'annonce avec certitude la réalité des deux autres racines*, et, effectivement, elles n'existeront pas si la valeur donnée m est au-dessous du minimum de longueur des droites inscrites dans l'angle VAU, et passant par a. On pourrait cliercher la condition pour que les quatre racines de Téquation (i) soient réelles, et on reconnaîtrait qu'elle exprime que m est supérieur à ce minimum; mais il sera plus facile d'obtenir la solution complète du problème en le traitant par un autre procédé, qui aura l'avantage de montrer combien le choix des inconnues a d'importance, et doit être fait avec discernement.
26. De la grandeur q\t!il était avantageux de choisir pour inconnue.
L'inconnue que nous avions choisie était susceptible de quatre valeurs différentes, et devait conduire par conséquent à une équation du quatrième degré au moins 5 mais s'il existait une grandeur propre à déterminer les quatre positions* des droites cherchées, et qui ne fut susceptible que de deux valeurs différentes, leur détermination pourrait dépendre d'une équation du second degré seulement, ce qui éviterait toutes les difficultés de la discussion.
Or, à cause de la symétrie de ces quatre sécantes deux à deux par rapport à AB, les distances du point B aux milieux
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des parties interceptées sont égales deux à deux ^ et si on les prend pour inconnues et qu'elles soient données par une seule équation, elle n'aura que deux racines différentes, et Ton doit penser qu'elle sera réductible au second degré.
Soit donc X la distance de B au milieu M de XY, les segments BX et BY auront pour valeur — V-x ex xi AX
etBX seront déterminés par les proportions
AX m AY =^ m
et l'équation AX -h AY = m' deviendra
qui devient, en réduisant,
ou, en posant x* = z,
On en tire
ru , / —
z r=z a^ -\- -y- ± \a* -+- a^in}.
Ces deux valeurs sont toujours réelles et inégales; celle qui correspond au signe -h du radical est toujours positive, et par conséquent donnera pour x une valeur réelle : la condition pour que l'autre soit positive est
Or 8 a* est le carré de la partie de la perpendiculaire à AB interceptée dans l'angle VAU. Cette longueur est donc le minimum de m pour qu'il y ait des solutions dans cet angle. Si m était au-dessous, les solutions se réduiraient à celles qui se rapportent aux angles VAU', VAU. La condition m* > 8a* est donc celle que l'on trouverait en exprimant que toutes les racines de Téquation (2) sont réelles.
27. — Par un point ^de la bissectrice d^un angle droit , mener une sécante XY telle, que le triangle YAX soit égal à un carré donné rn^.
Ce problème est encore plus facile à résoudre que le précédent 5 aussi ne le présentons-nous que pour les remarques utiles qu'il nous permettra de faire.
L'analogie pourrait porter à croire qu'en prenant pour inconnue AX on parviendrait à une équation du quatrième degré, puisqu'il peut y avoir quatre solutions du problème, correspondantes à quatre valeurs différentes de AX. Et cependant l'équation ne sera que du second degré, parce que dans ce cas l'expression des conditions géométriques ne conduit pas, comme dans le précédent, à des formes identiques.
En effet, désignant AX par jc, AY aura comme précé-
demment pour expression si X est à droite de C, et
ÛX
a: — a ax
si X est entre A et C. Dans le premier cas, la sur-
— ax"^
face du triangle aura pour mesure 9 etl'égalant à m*,
on obtiendra l'équation
im^
(i) x"^ x-\-im-=:o.
Dans le second cas, a — x remplace x — a , et la surface
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- ax"^
du triangle aura pour expression \ mais comme ils ne
doivent pas être élevés au carré, les deux équations ne seront pas les mêmes , et la valeur de x qui lui correspond ne doit pas satisfaire à la première équation. On trouve en effet alors
Enfin, si le triangle se trouve dans l'angle VAU', et qu'on désigne AX" par x, on aura
ax
— ax"^
la surface du triangle aura pour mesure — ^ — j et l'on sera
conduit à une équation qui ne différera de (2) que par. le changement de signe de x, et dont les racines seront par conséquent égales au signe près à celles de (2). Cette dernière aura donc nécessairement une racine négative égale en grandeur à AX'^, et suffira pour les deux cas, en portant cette racine en sens contraire de la positive.
Le problème conduit donc à deux équations du second degré et non à une seule du quatrième. Ce n'est pas qu'on ne pût prendre une marche telle, que l'on parvînt à une équation du quatrième degré, décomposable dans les deux précédentes, ce qui serait moins simple que de trouver directement celles-ci 5 mais il y aurait toujours cette différence entre les deux questions, que dans l'une on ne peut séparer les quatre solutions, et qu'en en cherchant une on introduit forcément les trois autres; tandis que dans l'autre question elles se trouvent naturellement séparées en deux groupes représentés par deux équations distinctes, auxquelles on est immédiatement conduit par l'expression des conditions géométriques.
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28. L'équation (2), ayant son dernier terme négatif, a nécessairement ses deux racines réelles : l'une positive qui résout seule la question posée, l'autre négative et qui peut servir à résoudre celle qu'on ne chercliait pas. Mais il en est autrement de l'équation (i), dont le dernier terme est posiftif, et qui peut alors avoir ses racines imaginaires. La condition, pour qu'elles soient réelles, est m* ^ 2a".
Or la? est la surface du triangle obtenu en menant une perpendiculaire à AB. C'est donc dans cette position qu'on a le minimum de l'aire du triangle déterminé par une sécante quelconque menée par B. Si m* est plus grand, on a deux solutions ; s'il est égal à ce minimum, on trouve pour X deux racines égales à 2 a.
29. Généralisation de V expression de la distance de deux points.
Dans les problèmes de Géométrie, où les longueurs des lignes droites jouent le principal rôle, on conçoit que l'on doit avoir souvent à considérer la distance de deux points connus ou inconnus; et que, par conséquent, quand on traite ces problèmes par le calcul, l'expression de cette distance au moyen des grandeurs qui déterminent ses extré** mités, doit souvent se rencontrer. Nous en avons eu des exemples dans le petit nombre de problèmes que nous venons de traiter ; et nous avons reconnu que la formule qui la représente change de forme suivant la disposition des points.
Cette différence de disposition peut se rapporter aux points donnés ou à des points inconnus ; quelquefois on peut la considérer comme donnant lieu à autant de problèmes différents, que l'on peut traiter séparément. Souvent aussi, comme nous en avons vu des exemples, on ne peut isoler ces différentes questions, et le résultat cherché d'après Tune des suppositions convient aux autres , soit complètement, soit avec certaines modifications. Mais dans tous les
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cas on doit faire la discussion complète, et souvent minutieuse^ de toutes ces variétés de circonstances; ce qui peut être quelquefois fort long pour des problèmes très-simples. Le livre d'Apollonius, intitulé : De sectione ratiotm, a pour objet la solution d'un problème de Géométrie qui, traité par le calcul, ne conduit qu'à une équation du second degré, mais qui donne lieu à une grande variété de positions relatives. On conçoit donc combien il serait à désirer que l'on pût posséder des formules applicables à tous les cas, qui permissent par conséquent de les traiter tous par un seul calcul, dans les résultats duquel on pût reconnaître d'une manière précise les formes spéciales correspondantes aux différentes dispositions des points donnés ou cherchés, et qui dispenseraient presque entièrement de chercher à prévoir tous les cas renfermés dans la question, puisqu'ils seraient annoncés à la fin par des indices certains.
C'est ce que nous allons faire pour la formule qui exprime la distance de deux points, en les supposant déterminés par leurs distances à deux droites rectangulaires; ce qui est le système le plus employé et presque toujours le plus commode.
Soient XX', TY' [fig> 8) les deux axes auxquels nous
Fig.
rapportons tous les points du plan; M, M 'les deux points dont on veut exprimer la dislance; x, j^ et x', j^' leurs
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coordonnées respectives, qui sont AP et MP ou MQ pour le premier, et AP', M'P' ou M' Q' pour le second.
Supposons d'abord les deux points situés dans le même angle YAX des axes, et les deux coordonnées de M plus grandes respectivement que celles de M'.
En menant M'I parallèle à AX, MM' devient l'hypoténuse d'un triangle dont les deux autres côtés ont pour valeurs x — x^ et y — j\ et Ton a par conséquent
(l) MM' =:(x-x'y-h{jr^y)\
Voyons les changements que subira cette formule pour toutes les positions des deux points relativement aux axes, et l'un à l'autre. La discussion sera la même pour les j^ que pour les x, et il suffira de la faire pour ceux-ci, c'est-à-dire de considérer toutes les positions possibles de P et P'.
On peut d'abord partager tous les cas dans les deux suivants :
1° P et P' sont d'un même côté de A -,
2° P et P' sont de côtés différents de A.
Dans le premier cas, M'I ou P'P est la différence des deux X et peut être exprimée par x — x^ on bien x' — x. Mais la formule (i) restera la même, soit qu'on ait développé (x — a:')' en x^ — 2xx^ -\- x'^^ qui est également le résultat de l'élévation de x' — x au carré , soit qu'on forme d'abord la différence x — x^ qui pourra être positive ou négative, pourvu qu'on entende qu'on fera le carré de cette dernière suivant la règle des signes des polynômes ; à cette condition le terme en a: et x' de la formule (i) s'appliquera à toutes les positions de M, M', pourvu qu'elles soient d'un même côté de AY, à droite ou à gauche, c'est-à-dire du côté AX ou du côté AX'.
Dans le second cas, la grandeur M'I ou PP' ne sera plus la différence mais la somme des x. Et, en effet, si l'un des points. M' par exemple, est en M'', du côté AX', le côté du
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triangle qui est parallèle à Taxe des x est M''I, qui a pour valeur a:-|- AP''^ de sorte que si on désignait AP'' par x', le terme [x — x'Y de la formule (i) devrait être changé en [x-i-x'Y] il faudrait donc une seconde formule pour exprimer dans ce cas la distance MM ^' des deux points.
Mais il est clair que la première suffirait si Ton entendait que x' y sera remplacé par — AP'', avec la condition que la soustraction de cette quantité négative se fera suivant la règle des signes des polynômes, car alors x — x' deviendra X H- AP'' ou M''I. On se procurerait donc l'avantage de renfermer deux formules en une seule, en y entendant que X désigne une ligne quand il se trouve du côté AX, et moins une ligne quand il est porté du côté opposé.
Cependant il ne faut pas trop se hâter de conclure 5 car tout devant concorder dans un système, il faut que cette manière de renfermer deux équations en une seule ne soit pas en opposition avec les autres expressions qui peuvent entrer dans le même calcul. Il faut donc examiner ce qui arrivera si les deux points sont du côté AX', et que l'on entende que les deux x sont implicitement négatifs et représentent, non les distances à AY, mais ces distances affectées du signe — . Or, il est clair que quelle que soit la plus grande des deux, en faisant la soustraction des quantités négatives suivant les règles des polynômes, on aura la différence même des denx lignes, affectée du signe -h ou du signe — 5 ce qui donnera bien le carré du côté du triangle si on effectue encore l'élévation au carré d'après les règles démontrées pour les polynômes.
D est évident que le côté du triangle qui est parallèle à Taxe des j donnera une discussion entièrement identique, et nous pouvons par conséquent énoncer cette proposition générale :
La formule (i) exprimera le carré de la distance de deux points placés d'une manière quelconque sur le plan, à la
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condition que x, j^, x', y^ désigneront les distances aux axes quand elles seront comptées sur les directions fixées à volonté AX, AY5 et qu'elles désigneront ces distances affectées du signe — , quand elles seront dirigées du côté opposé, et sous la condition expresse que ces quantités négatives isolées seront traitées suivant les règles des signes démontrées pour les polynômes. De sorte qu'il n'y a pas à demander la démonstration de règles pour les quantités négatives isolées. Cette manière de les traiter est la condition de la généralisation. On peut ne pas généraliser si l'on veut, mais notre discussion prouve qu'on ne peut le faire qu'à cette condition.
Ik
COMMEIÏT ON INTRODUIT LES ANGLES* DAIVS LE CALCUL
30. Les équations entre les angles et les lignes droites sont tellement compliquées, qu'on a renoncé à en faire usage, si ce n'est dans des cas très-exceptionnels. Et cependant ces deux espèces de grandeur sont tellement liées dans la plupart des questions de Géométrie, qu'il faudrait renoncer à y appliquer le calcul, si l'on ne trouvait pas quelque chose d'équivalent à de pareilles équations.
Or, nous avons dit précédemment que la détermination des angles pouvait se ramener à celle de lignes droites, et qu'il suffisait pour cela de les regarder comme appartenant à des triangles dont on calculerait les côtés, ou simplement leurs rapports. Mais nous n'avions fait ainsi qu'entrevoir ce moyen de liaison, et il nous reste non-seulement à cbercher quels sont les triangles les plus propres à cet objet, mais encore à trouver le moyen de connaître la valeur numérique des angles lorsque le calcul aura fait connaître les rapports des côtés des triangles auxquels ils appartiennent. Car le calcul peut avoir aussi bien, et même plus souvent, pour but de conduire à des valeurs numériques qu'à des
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formules de construclîon , Nous allons nous occuper de ce double objet.
Les triangles rectangles sont ceux qu'il est le plus avantageux de choisir pour déterminer les angles parles rapports de leurs côtés : car si d'un point d'un des côtés d'un angle on abaisse une perpendiculaire sur l'autre, les rapports des trois côtés du triangle ainsi formé sont déterminés, et réciproquement un quelconque de ces trois rapports détermine l'angle, ou son supplément, s'il est obtus. D'où Ton voit que si l'on pouvait former une table qui renfermerait dans une colonne tous les angles depuis zéro jusqu'à un droit, et dans d'autres colonnes les rapports des côtés des triangles rectangles correspondants, la connaissance d'un de ces rapports donnerait la valeur numérique de l'angle, et réciproquement. De sorte que tous les problèmes où il se trouverait des angles donnés ou des angles inconnus, seraient ramenés à d'autres, où il n'y aurait comme données ou inconnues que des longueurs de lignes droites, ou des rapports de longueurs.
Voici maintenant la manière la plus simple de se représenter la génération de ces angles et de ces rapports.
Concevons, dans un cercle quelconque O, un rayon immobile OA [fig* 9) servant d'origine commune à tous les
angles, et un autre rayon mobile OM coïncidant d'abord avec le premier, et s'en éloignant d'une manière continue
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jusqu'à ce qu'il vienne s'appliquer sur son prolongement OA^ : l'angle variable qu'il forme avec le premier aura passé par toutes les valeurs que peuvent avoir les angles des triangles, qui sont toujours compris entre zéro et deux droits.
Si maintenant de l'extrémité M du rayon mobile on abaisse une perpendiculaire MP sur celui qui reste fixe, on formera une suite continue de triangles rectangles MOP, dont les rapports des côtés seront déterminés par l'angle au centre, et réciproquement. Ces rapports ne seront autre chose que la mesure des lignes de la figure, si Ton prend le rayon du cercle pour unité. Cela est évident pour les rapports des deux côtés de l'angle droit à l'hypoténuse : et quant au rapport de ces deux côtés entre eux, il est la mesure de la longueur de la tangente AT menée au point A, et terminée au prolongement de OM.
Ces différentes lignes ont reçu des noms particuliers.
La perpendiculaire MP se nomme le sinus de l'angle au centre.
La partie AT de tangente se nomme la tangente de ce même angle.
La distance OT se nomme la sécante de l'angle.
Le côté OP du triangle OMP tombe sur le rayon fixe ou sur son prolongement, suivant que l'angle est aigu ou obtus. On le nomme le cosinus de cet angle. Nous verrons bientôt sous quel autre point de vue il peut être envisagé. Nous nous bornerons pour le moment aux considérations si naturelles qui ont conduit au triangle OMP dont il fait partie.
31. Les anciens considéraient autrement les droites, au calcul desquelles ils ramenaient celui des angles. Ils supposaient le sommet des angles sur la circonférence, et prenaient la corde pour déterminer l'angle. Cette corde était
58 SCIENCE DE l'étendue.
évidemment le double du sinus de la moitié de l'angle : ils en ont construit des tables que les besoins de l'Astronomie rendaient indispensables : nous n'entrerons dans aucun détail sur les moyens ingénieux qu'ils ont employés à cet effet; nous nous contenterons de dire qu'ils se sont utilement servis du théorème démontré ci-dessus, relativement aux diagonales du quadrilatère inscrit.
Avant de nous occuper de la construction des tables, nous ferons connaître quelques relations très-simples entre les côtés des triangles et les rapports qui déterminent leurs angles, comme nous venons de l'expliquer.
AU CALCUL DES TRIANGLES
32. Toutes les figures recti lignes sont décomposables en triangles; et tous les points d'un système quelconque compris dans un même plan, peuvent être liés entre eux au moyen de triangles. Tous les calculs relatifs à ces systèmes se ramènent donc au calcul des triangles, pourvu qu'il n'y entre pas de lignes courbes. On conçoit donc l'importance de ce dernier, et l'on a jugé à propos de désigner par un nom spécial la théorie dont il est l'objet : on l'a nommée Trigonométrie.
La Trigonométrie a donc pour objet le calcul des éléments d'un triangle, quand on connaît les valeurs numériques d'un nombre sufGsant de ces éléments, ou même d'autres quantités par lesquelles il serait déterminé. C'est ce que l'on nomme résoudre un triangle.
Et pour y parvenir il faut, comme nous l'avons dit, trouver des équations générales entre les côtés d'un triangle et les diverses lignes qui déterminent ses angles, et auxquelles on donne la dénomination commune de lignes trigono métriques de ces angles. Il faut de plus construire une table renfermant, non pas tous les angles possibles, mais une
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série d'angles partant de zéro et croissant par degrés extrêmement petits jusqu'à deux droits, à côté desquels on placera la valeur de leurs lignes trigonoraétrîques. On pourra ainsi connaître, soit immédiatement, soit par une inierpolalioQ facile , la valeur d'un angle quelconque, quand on connaîtra une de ses lignes trigonométriques, et réciproquement.
Avant d'aller plus loin, nous allons faire connaître les équations les plus simples qui ont lieu entre les côtés d'un triangle et les lignes trigonométriques de ses angles.
PREMIÈRES ÉQUATIONS ENTRE LES CÔTÉS d'uW TRIANGLE ET LES LIGNES TRIGONOMÉTRIQUES DE SES ANGLES.
33. Triangles rectangles. — D'après la signification des lignes trigonométriques, qui sont les rapports des côtés des triangles rectangles, il est presque inutile d'indiquer les équations relatives à ces triangles. Ce ne serait en effet que la reproduction des définitions des lignes trigonométriques.
Soit, en effet, un triangle ABC {^g- lo), rectangle en B. Si l'on désigne par 5in,cos, lang, séc, le sinus, le cosinus, la
Fig. 10.
tangente, la sécante d'un angle, on aura, d'après les définitions données ci- dessus,
BA ^ CB ^ BA , ^ AC
smC:^-, cosC=.-, tangC=-, secC=-.
U est inutile de dire l'usage que l'on fera de ces formules pour la résolution des triangles rectangles, dans tous les
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cas qu'elle peul présenter. Nous ferons seulement remarquer les relations entre les lignes trigonométriques des deux angles aigus du triangle, c'est-à-dire de deux angles quelconques compléments l'un de l'autre.
On voit d'abord que le sinus de l'un lest ce que nous avions nommé le cosinus de l'autre, ce qui constitue le second point de vue des cosinus. Nous donnerons de même le nom de cotangente et cosécaiite à la tangente et à la sécante du complément. On les désignera par les lettres initiales, et l'on écrira cot A et coséc A au lieu de tangC et cot C.
Les équations ci-dessus conduiront aux relations suivantes entre les six lignes trigonométriques d'un angle aigu quelconque A :
-, * o * * . sinA
sm^A -f-cos^A=i, rang A =3 ->
ces A
, ^ I cosA
secA = -î COtA=:-: — ->
ces A smA
cosécA=: -v-T> lanffAcotA = i9 smA "
séc*A = I -T- tang' A, coséc^A = i -h ces* A.
Ces relations sont faciles à déduire de la figure formée par ces lignes dans le cercle trigonométrique. On en pourrait encore tirer d'autres, ou les déduire des précédentes. Il faut remarquer seulement qu'il ne peut en exister plus de cinq qui ne rentrent pas les unes dans les autres, puisque l'une des six lignes peut être prise arbitrairement.
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culaire CD sur le côté opposé, on décompose ce triangle en deux triangles rectangles qui nous feront connaître une relation entre les côtés et les angles du premier.
Il suffit en effet de calculer le côté CD dans chacun des triangles rectangles, et d'en égaler les expressions. On aura ainsi, en désignant par a, i, clés côtés du triangle opposés respectivement aux angles A, B, C,
CD = ^sinA, CD=:/2sinB, d*oii ûsinB=:ésinA ou
sinA a
sinB h
Cette équation ne serait pas changée si la perpendiculaire tombait en dehors du triangle, ce qui arriverait si l'un des angles était obtus, comme dans le triangle A'BC. En effet, on aurait
CD = CA'sinCA'D;
mais comme le sinus d'un angle est égal à celui de son supplément, on pourrait substituer sin CA'B àsinCA'D, et l'on retomberait sur la formule précédente.
En considérant deux à deux les trois angles d'un triangle, on aura trois proportions ou équations, dont l'une est une conséquence des deux autres, et qu'on peut écrire ainsi :
sin A sînB sinC ^ a à c
35. Remarque. — Un triangle étant déterminé par trois de ses éléments, pourvu qu'il y entre au moins un côté, mais ne l'étant pas par deux seulement, on peut avoir trois équations générales entre les six éléments, mais pas davantage, à moins qu'elles ne rentrent les unes dans les autres. On en considère de bien des formes différentes, et pour chaque espèce de question on choisit celle dont l'application est la plus commode. Mais il ne faut pas oublier que de
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trois d/5 ces équations on pourrait déduire toutes les autres*, car s'il existait seulement quatre équations, dont aucune ne rentrerait dans les autres, il suffirait de connaître deux éléments d'un triangle pour que les quatre autres fussent déterminés, ce qui est faux.
Si donc aux dernières équations on joignait celle qui exprime que la somme des trois angles est égale à deux droits, on en aurait trois, ne rentrant pas les unes dans les autres, et qui suffiraient à la rigueur, mais ne seraient pas ' les plus commodes dans tous les cas. Mais par diverses transformations on peut en déduire d'autres dont l'emploi est très-avantageux, lorsque les premières seraient très-peu commodes.
36. autres équations entre les côtés et les angles, — On a démontré que dans un triangle quelconque ABC
Fig. 12.
(fig. 17.), si l'angle A est aigu, et qu'on abaisse de 6 une perpendiculaire BD sur AC, on aura
et que si A est obtus on aura
€1» = ^* + c2 4- 2 ^. AD =: ^' + c' — - 2 ftc cos BAD.
Dans le premier cas, c'est le cosinus de l'angle A qui entre dans l'équation ; dans le second, c'est le cosinus de son supplément. Les deux autres B et C donneront des formules analogues, et l'on aura ainsi trois nouvelles équations entre les côtés et les angles d'un triangle, qui ne rentreront pas
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les unes dans les autres, et suffiraient par conséquent à la résolution de tous les triangles. Diaprés ce que nous avons dit, elles rentreraient dans les trois précédentes, et réciproquement. Mais la forme très-différente qu'elles présentent peut les rendre plus commodément applicables que les autres à certains cas. Nous verrons qu'elles ont cependant besoin de transformations assez compliquées pour que les calculs numériques qu'elles demandent soient réduits à la plus grande simplicité dont ils sont susceptibles. Il y aura un point important à examiner avant de regarder les questions géométriques pour lesquelles on aura formé ces équations , comme ramenées complètement au calcul de ces équations mêmes. II faudra connaître leur degré de généralité, déterminer avec précision les limites dans lesquelles elles peuvent être emplpyées, et les modifications qu'elles subiraient si les valeurs des données ou des inconnues, étaient en dehors de ces limites. Sans cela l'emploi de ces équations serait incertain, et leurs conséquences^ douteuses. Nous n'établirons aucune /br/nw/e sans la soumettre rigoureusement à cet examen.
Nous avons vu que la formule = —y— a lieu soit
que les angles Â et B soient aigus tous les deux, soit que
l'un d'eux soit obtus ; mais qu'il n'en est pas de même de
la formule
û* = A* + c* — 1 bccosk.
Elle n'a lieu que quand l'angle A est aigu, et, s'il est obtus, le dernier terme change de signe et le cosinus est celui de son supplément.
L'avantage qu'il y a toujours à réunir deux formules en
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une seule a fait chercher à quelle condition cela serait possible; et la solution s'est trouvée bien naturellement.
En effet, le cercle trigonomé trique montre que quand le rayon mobile fait un angle aigu avec le rayon fixe, sa projection, qui est le côté que nous avons nommé cosinus, est située d'un côté du centre, et qu'elle se trouve de l'autre quand l'angle est devenu obtus. Cette dernière projection était le cosinus du supplément ; mais il suffirait d'appeler cosinus de l'angle obtus cette projection affectée du signe — , et de la traiter d'après les règles des signes des polynômes, pour que la formule s'appliquât aux deux cas.
On rend donc la formule ci-dessus applicable à tous les cas, en entendant que cos A exprime la projection du rayon quand elle est dirigée vers l'origine des arcs , et moins celte projection, quand elle est dans le sens contraire , avec la condition que dans tous les calculs où elle entrera elle sera traitée suivant les règles des signes des polynômes. De cette manière, tout calcul fait en partant de la formule trouvée pour le cas de l'angle aigu, donnera le résultat relatif à l'angle obtus, pourvu qu'on ne fasse pas usage de formules où les cosinus devraient être considérés autrement que dans celle-ci. Car, comme nous l'avons déjà dit, les moyens . de généralisation ne doivent être employés que lorsqu'ils n'introduisent aucune contradiction,
38. jiutre formule importante qui se généralise par la même considération, — Si l'on considère un polygone fermé quelconque, plan ou gauche, et que, partant d'un de ses sommets, on le parcoure dans l'un ou l'autre des deux sens jusqu'à ce que l'on revienne au point de départ ; si, par le premier sommet et chacun des autres, on conçoit des plans perpendiculaires à une droite fixe indéfinie, ils déterminent une suite de segments contigus qui seront les projections des côtés du polygone sur cette droite. Or
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ces projections ont entre elles une relation très-simple que nous nous proposons d'exprimer par une formule générale. Pour l'établir de la manière la plus claire, supposons que nous partions d'un sommet tel, que le polygone entier soit situé d'un même côté du plan mené par ce sommet, perpendiculairement à la droite fixe*, et toutes les projections des côtés tomberont sur la partie de cette droite qui est située du même côté de ce plan que le polygone. Le premier côté parcouru éloignera de ce plan d'une quantité égale à sa projection ; le second côté en éloignera ou en rapprochera suivant que la direction suivant laquelle il est parcouru, fera un angle aigu ou obtus avec la direction de la droite fixe ; et il en sera de même de tous les suivants. Le point qui décrit ainsi le polygone, pourra s'éloigner et se rapprocher alternativement un nombre de fois qui dépeïid non-seulement du nombre des côtés du polygone, mais de leurs directions arbitraires : mais ce qui est certain, c'est que lorsqu'il sera revenu au point de départ, la somme totale des quantités dont il se sera éloigné, sera exactement égale à la somme de celles dont il s'est rapproché du plan, puisque le point de départ et le point d'arrivée se trouvent dans ce plan.
Or, la projection d'un côté quelconque est un côté d'un triangle rectangle dont l'hypoténuse est le côté du polygone , et dont l'angle aigu compris est celui que forme la direction de ce côté avec celle de la droite fixe : cette projection est donc le produit du côté par le cosinus de l'angle aigu de ces deux directions. Mais il reste à distinguer d'une manière générale, et sans être obligé de faire aucune supposition particulière sur la direction des côtés, quelles sont les projections qu'il faut ajouter entre elles; ou, en d'autres termes, distinguer les projections qui éloignent du premier plan et doivent être ajoutées entre elles, des projections qui rapprochent et doivent être réunies les unes avec les
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autres. L^ équation générale s'obtiendra alors en égalant ces deux sommes entre elles, ou en égalant h zéro leur différence.
Cette distinction a déjà été faite au moyen des angles aigus ou obtus que forment, avec la direction fixe, les directions successives des côtés dans le sens où ils sont parcourus; de sorte que la difficulté consiste seulement à faire en sorte que dans Téquationqui exprime que la différence des deux sommes est nulle, on ne soit pas obligé de donner un signe ambigu à chaque terme, ou de faire des suppositions particulières sur les directions des côtés, et en faire deux catégories, qui ne comprendraient même pas toujours les mêmes côtés, si Ton changeait la direction de la droite fixe. On se trouverait ainsi obligé à des discussions qui pourraient devenir très-compliquées par les applications répétées de la formule et sa combinaison avec d'autres ; et il est, sinon indispensable, du moins très-utile de trouver une expression unique pour les termes de l'équation, soit qu'ils doivent être ajoutés, soit qu'ils doivent être soustraits.
Or, le moyen bien simple d'y parvenir n'est autre que celui qui a servi à généraliser la formule précédente. Il suffit de représenter chaque projection par le produit du côté du polygone par le cosinus de l'angle que fait avec la direction fixe, celle du côté dans le sens où il est parcouru; d'égaler à zéro la somme de tous ces produits, en regardant les cosinus comme positifs pour les angles aigus, et négatifs pour les angles obtus , et en entendant que ces facteurs négatifs seront traités suivant les règles des signes des polynômes. Les additions et soustractions se feront ainsi comme l'exige la relation géométrique ; on aura donc l'équation exacte avec une forme unique pour l'expression de tous les termes, ce qui était le but qu'on se proposait.
Si on désigne par a^ b,c^, , . les longueurs absolues des côtés^ par a, S, y, ... , les angles formés avec une direction
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déterminée arbitraire, par les directions des côtés, dans le sens où ils sont respectivement parcourus, Téquation générale qui existera entre ces quantités sera
acosa 4- ftcosê 4- CCO87 4- . . . = G.
On emploiera cette équation dans tous les calculs demandés par les questions auxquelles on aura à Fappliquer, et il ue sera jamais nécessaire^ de faire la distinction entre les angles aigus ou obtus : on ne le fera que quand on voudra appliquer à des cas particuliers les résultats du calcul général.
39. Si tous les angles ou arcs étaient compris dans le premier quadrant, la généralité des formules n'offrirait aucune difficulté et n'aurait besoin d'aucune discussion. Mais^ soit pour les cas ordinaires de la résolution des triangles, soit pour des applications plus étendues, il est nécessaire de considérer des angles plus grands qu'un et même que deux angles droits. Il est donc indispensable d'étudier les modifications que subissent toutes les formules quand les angles qui y entrent prennent toutes les valeurs de zéro à l'infini, et de les réduire chacune à un seul type d'où se déduisent, par des procédés concordants eiitre eux, toutes les variétés correspondantes aux diverses valeurs des angles. Par là un seul calcul renfermerait tous les cas différents pour chacun desquels il en faudrait un spécial; et ce ne sera que dans le résultat final qu'on aura besoin d'introduire les conditions propres à chaque cas particulier.
Dans tout ce qui précède, nous avons pu remarquer que les changements de signe des termes des formules trigonométriques ou autres, se trouvaient liés à des changements de sens des grandeurs considérées dans l'espace ou dans le temps 5 et ce n'est pas une chose qui doive beaucoup surprendre, parce qu'il résulte souvent de ces changements que des additions se changent en soustractions, et récipro-
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quement. Nous devons présumer qu'il en pourra être de même pour les formules que nous avons à étudier 5 et, pour le reconnaître quand il y aura lieu, il est utile de faire préalablement un examen détaillé de tous les changements qui s'opèrent dans le sens que les lignes avaient lorsque les angles étaient renfermés dans le premier quadrant, et qu'on leur donne ensuite un accroissement continu illimité. C'est à cet examen que nous allons procéder.
des gha:ngements de direction que subissent les lignes trigonométhiques quand l'angle varie indéfiniment
dans le MEME SENS.
40. Des sinus. — Les arcs partant de l'origine A, et croissant dans le sens ABA', les sinus sont d'abord situés du même côté de AA' que le point B, et ils conti-nuent à l'être jusqu'à ce que l'angle variable MOA, ou l'arc qui le mesure et que nous désignerons para:, soit devenu égal à ir. Le sens du sinus est inverse quand x est entre tt et 2 7r 5 il revient dans le sens direct quand x est entre 2 7r et 37r, et ainsi de suite indéiîniment.
En général, si l'on désigne par a un angle quelconque compris entre o et deux droits , ou un arc entre o et tt, et par n un nombre entier, la formule des arcs ayant leurs sinus dans le sens direct, sera
xz=. imv -+- a, et elle sera, pour le sens inverse,
x = (2.n -h i) iT -\- a,
41. Nous avons déjà reconnu que deux arcs suppléments l'un de l'autre, c'est-à-dire dont la somme est tt, ont le sinus égal et de même sens. Mais on peut dire plus généralement qu'il en est ainsi pour deux arcs quelconques dont la somme est ( azi -}- i) tt. En effet, si on désigne par a l'un des deux, qui peut avoir une valeur aussi grande qu'on voudra , l'autre aura pour valeur [^n -\- i) n — a. Or, en
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portant d'abord (2 n 4- 1) tt à partir de A, on tombera sur A', et pour retrancher a il faudra le porter, à partir de A', dans le sens A'BA, qui est l'inverse de celui dans lequel on a porté le premier arc a à partir de A. Les extrémités de ces deux arcs égaux seront donc sur une même parallèle au diamètre A A', et par conséquent les sinus des deux arcs proposés sont égaux et de même sens. Si la somme était inn au lieu de {^^n 4- i) tt, les deux extrémités seraient sur une perpendiculaire à AA' 5 les sinus seraient égaux et de sens contraire, et les cosinus seraient égaux et de même sens.
42. Réciproquement, si les sinus de deux arcs sont égaux et de même sens, c'est-à-dire si leurs extrémités M, M' sont sur une parallèle à A A', la somme de ces arcs est un multiple impair de tt. En effet, si l'on désigne par a l'arc qu'il faut parcourir à partir de A pour parvenir à celui des deux points M, M' qui en est le plus voisin, l'extrémité de cet arc sera évidemment dans le premier ou dans le troisième quadrant; l'arc x terminé en ce point M sera compris dans la formule 2n7r-|-a qui renferme tous les arcs possibles terminés en M 5 l'arc x* terminé en M' sera égal à un certain arc terminé en M, plus MM'. Or, MM' sera égal à tt — 2 a si M est dans le premier quadrant, et égal à tt — 2 [a — tt) ou Stt — ia si M est dans le troisième quadrant. Les deux arcs a:, x^ terminés en M et M' ont donc pour expression générale
dans le premier cas, et
x' := Iu't: -f-a-f-SîT — 2fl=r2(/z'-+- l)7r-h7r — û,
d'où l'on voit que la somme des deux arcs est un multiple impair de tt.
43. Deux arcs dont la différence est un multiple impair de TT ont leurs extrémités diamétralement opposées; leurs sinus sont donc égaux et de sens contraire.
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Il est inutile de dire que si la différence est un multiple pair de tt, les sinus sont égaux el de même sens, puisque alors les extrémités des arcs coïncident.
44. Les tangentes. — Les tangentes commencent par être dans la partie du plan que nous disons au-dessus de AA^, et cela subsiste tant que Textrémité de Tare est dans le premier quadrant; c'est là ce que nous appellerons leur sens direct. Elles deviennent de sens inverse quand l'arc
est entre - et tt; redeviennent directes quand l'arc esl
entre tt et — 5 et inverses entre — et 2 7r. Quand l'arc croît 2 2 ^
indéfiniment, la position de son extrémité dans les quatre quadrants donne lieu périodiquement aux mêmes conséquences.
45. Les sécantes, — En prenant pour le sens direct d'une sécante celui de la droite décrite par un point qui partirait du centre et marcherait vers l'extrémité de l'arc, et pour le sens inverse celui du prolongement opposé de la même droite, on voit que le sens de la sécante est direct
quand l'arc est compris entre o et -? inverse quand l'arc est
entre - et — -^ et direct entre — et 2Tr.
46. Les cosinus. — Nous avons d'abord considéré les cosinus comme les côtés des triangles rectangles qui étaient la projection du rayon mobile sur le rayon fixe, et nous avons immédiatement reconnu qu'il était le sinus du complément de l'arc quand ce dernier était entre o el -• Cet
arc complémentaire a son origine en B, et serait décrit par le mouvement d'un point qui marcherait en sens inverse de celui qui décrirait l'arc ayant son origine en A. Voyons
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si ces deux points de vue des cosinus peuvent être continués indéGniment.
Et d'abord y a-t-il lieu de considérer un complément pour
un arc plus grand que - ? Ce ne peut être qu'en appelant complément un arc pris avec le signe — et tel, qu'ajouté au premier suivant la règle des signes des polynômes,
on trouve pour résultat - • Le désir de généraliser a conduit
à envisager ainsi les compléments d'arcs quelconques : ils seront représentés par les arcs compris entre l'origine B et l'extrémité variable des premiers ; et ces arcs , comptés en sens inverse du sens BA, qui était celui des compléments
des arcs moindres que -? seront regardés comme négatifs.
Il est facile maintenant de reconnaître que le sens de ces cosinus, considérés comme les sinus des compléments ayant B pour origine, sera toujours le même que celui de la projection du rayon mobile, et que les deux points de vue reconnus dans le premier quadrant subsistent quelle que soit la grandeur de l'arc; nous croyons inutile d'entrer dans plus de développements à cet égard.
47. Ayant introduit les arcs négatifs pour les compléments des arcs, il était naturel de les introduire pour les arcs eux-mêmes, et on a considéré ceux-ci comme négatifs lorsqu'ils étaient portés à partir de A dans le sens indéfini de A vers B'. Les compléments de ces arcs seront les arcs
positifs plus grands que - partant de B et dirigés dans le
sens BA; comme les arcs positifs partant de A et plus
grands que -? et les arcs négatifs partant de B, étaient coni-
pléments l'un de l'autre.
Nous venons donc d'introduire les quantités négatives
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isolées dans la considération des arcs, mais pas encore dans celle de toutes les lignes tri gonomé triques. Nous ne le faisons jamais qu'en vue de la généralisation des idées et des formules. Nous avons eu une raison pour les arcs, et une plus forte encore pour les cosinus. La coexistence de ces deux admissions va en nécessiter de nouvelles, et nous arriverons enûn à la généralisation de toutes les formules de la Trigonométrie au moyen des signes de toutes les lignes, attachés invariablement au sens dans lequel elles sont dirigées.
48. Nous avons généralisé la formule fondamentale a* = i* -h c* — 7.bc cosA, en regardant le cosinus comme négatif quand il est dirigé dans un sens contraire à celui qu'il a lorsque l'arc est moindre qu'un quadrant. Nous avons envisagé cette ligne sous deux points de vue, et nous avons reconnu qu'il y a identité en grandeur et en direction entre la projection du rayon qui engendre les angles, et le sinus du complément positif ou négatif de ces angles, ce qui a conduit, en ne considérant que les grandeurs absolues, à l'équation
^ = sin ( x\
ces ^ = sm i X \y ou ces l x \ = sma:;
TT
mais, si on veut qu'elle soit générale, tant pour la grandeur que pour le signe des membres, il faudra considérer les sinus comme susceptibles de signes ainsi que les cosinus, les regarder comme de purs nombres quand les angles sont plus petits qu'un droit , et comme négatifs quand ils sont de sens opposé à celui qu'ils ont dans ce premier cas. A cette condition seulement, la formule précédente sera générale, et nous l'acceptons.
49. Examinons maintenant toutes les équations trouvées entre les lignes trigonomélrîques d'un même angle, et remarquons d'abord que si deux arcs sont égaux et de
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signes contraires, leurs extrémités sont symétriques par rapport au diamètre A A', et que, par conséquent, leurs sinus sont égaux et de sens contraire, ainsi que leurs tangentes, mais que leurs cosinus sont égaux et de même signe, de sorte que l'on a
sin(— ar)=r — sinx, ces (— ar)=:cosj:, tang ( — x) = — tangj:,
et comme on ne change pas les lignes trigonométriques en ajoutant un nombre entier de circonférences aux arcs,
sin (2/i7r — a;) =: — sin (nn'iz -4-x), ces [init — j?) =icos {7.n' n -h:p), tang [unir — ar) = — tang(2/i'7r + .r).
sin jj
Considérons maintenant l'équation tang x = » obte-
^ ^ coso:
nue en ne considérant que les valeurs absolues \ elle donnera pour tang x une valeur positive lorsque sin x et cos x seront de même signe, c'est-à-dire quand l'extrémité de Tare entièrement arbitraire, quant au signe et à la grandeur, se trouvera dans le premier ou le troisième quadrant, auquel cas le sens de la tangente est direct. Au contraire, si cette extrémité est dans l'un des deux autres quadrants, le sinus et le cosinus sont de signes différents, et l'équation donnerait pour tang x une valeur négative , mais aussi le sens de la tangente inverse. Donc on généraliserait la dernière équation en considérant les tangentes comme positives ou négatives, suivant que leur sens est direct ou inverse.
L'équation séc x = donne pour séc x une va
'■ cosj: "^
leur positive quand l'extrémité de l'arc tombe dans le premier ou le quatrième quadrant. Or, c'est précisément dans ce cas que la sécante est dans le sens direct, c'est-à-dire dirigée du centre vers l'extrémité de l'arc. Dans les deux autres quadrants, l'équation donne une valeur négative
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pour sec x \ et alors le sens de la sécante est inverse. L'équation précédente devient donc générale en regardant les sécantes comme positives ou négatives, suivant que leur sens est direct ou inverse.
51 . Nous croyons inutile de reproduire les mêmes remarques pour les autres formules , et nous pouvons énoncer la proposition suivante :
Toutes les équations trigonométriques obtenues jusqu ici sont générales quels que soient les signes et les grandeurs des arcSy en regardant toutes les lignes trigonométriques comme de simples nombres lorsqu'elles sont dans le sens direct y et comme des nombres affectés du signe — quand elles sont dans le sens inverse ^ av^ec cette condition expresse ^ qu^ elles seront traitées diaprés les règles des signes des polynômes ,
On voit qu'il n'y a aucune règle de signes à démontrer, ni aucune question à faire sur les opérations à effectuer sur ces quantités négatives isolées, puisque la condition de généralisation des équations est qu'elles soient traitées suivant les règles établies sur les quantités non isolées. C'est en les traitant ainsi qu'une seule formule convient à tous les cas, et que les résultats de cette formule unique four nissent tous ceux de ces divers cas, tels qu'on les obtiendrait en les traitant spécialement par les formules diverses qui leur conviennent.
FORMULES GÉlîÉRALES QUI EXPRIMENT LE SINUS ET LE COSINUS DE LA SOMME OU DE LA DIFFÉRENCE DE DEUX ANGLES.
52. Les formules qui servent de base à presque toutes les transformations trigonométriques, sont celles qui expriment le sinus ou le cosinus de la somme ou de la différence de deux angles ou arcs, au moyen des sinus et co-
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sinus de chacun de ces arcs. Elles n'étaient pas inconnues des anciens géomètres^ au moins dans les limites des applications usuelles. Mais les progrès de la science du calcul ont conduit à considérer des arcs en dehors de ces limites, et on a dû chercher à étendre les formules à des angles de grandeur et de signe quelconque. La manière dont on a procédé d'abord consistait à les démontrer quand les angles étaient tous plus petits qu'un angle droit, et à chercher comment elles se modifient quand on étend successivement ces limites. Mais nous allons considérer immédiatement la question au point de vue le plus général , au moyen du théorème démontré précédemment sur la projection des polygones fermés 5 et l'on verra qu'une seule formule peut renfermer tous les cas particuliers, à la condition que les lignes trigonomé triques qui y entreront, seront encore considérées comme de purs nombres quand elles seront dans le sens direct, et comme des nombres négatifs quand elles seront dans le sens inverse : ces nombres négatifs étant traités suivant les règles des signes démontrées dans le cas des polynômes.
53. Formule du cosinus de la somme de deux arcs de sens direct.
Soient a et b (fig. i3) deux arcs de grandeurs quelconques, M r-extrémité du premier qui a été porté à partir
Fig. i3
de A dans le sens AB, et peut renfermer un nombre quel-
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couque de circonférences en outre de la partie AM que présente la figure.
Supposons maintenant qu'à partir du point M comme origine, on porte dans le même sens sur la circonférence l'arc b qui peut renfermer aussi un nombre quelconque de circonférences et se terminera par exemple en N ; l'arc ainsi obtenu sera a -h i. Si l'on joint NO et qu'on abaisse NP perpendiculaire sur le diamètre MM' qui passe par l'origine M de Tare i, NP et OP seront sint et cosi.
Cela posé, appliquons au triangle PON le théorème relatif à la projection des polygones fermés et prenons OA pour la direction fixe par rapport à laquelle on considère les directions des côtés, dans le sens où ils sont parcourus. On doit se rappeler que les côtés du polygone que Ton projette doivent être pris dans leur valeur absolue, et que chacun d'eux doit être multiplié par le cosinus de l'angle formé par la direction suivant laquelle il est parcouru, avec la direction fixe. Cet angle est toujours compris entre o et deux droits , et son cosinus doit être considéré comme positif quand l'angle est aigu, et n^atif quand il est obtus. Considérant donc le périmètre du triangle comme parcouru
dans le sens OPNO, et désignant en général par XY,ZU l'angle formé par la ligne dirigée de X vers Y avec celle qui est dirigée de Z vers U, on aura
OP cosOP,OA -h PN cosPNjOA -h NO cosNO,AO = o.
Or, si OP est dans le sens direct, il est le cosinus de l'arc o ayant M pour origine et terminé en N, c'est-à-dire cosi ^
et l'angle OP,OA ou OM,OA est celui qui a été désigné par a, diminué peut-être d'un nombre entier de circonférences, ce qui ne change pas les lignes trigonométriques. Le premier terme de l'équation précédente est donc cosa cos£. Mais si OP est en sens inverse, l'angle formé par sa
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direction avec OA est égal à celui que nous venons de considérer, augmenté de tt -, et d'après la manière dont nous avons entendu les cosinus dans les généralisations précé» dentés, le premier terme serait — OPcosa. Mais il sera exprimé par cosa cosè si l'on entend encore que cosè, qui correspond à une direction inverse, est négatif implicitement.
Maintenant l'angle de PN avec OA est égal à celui de
OM avec OA^ augmenté de - si PN est de sens direct 5 il a
donc pour valeur « -h -; et cette valeur devra être aug-
mentée ou diminuée de tt si PN est de sens inverse. Dans le premier cas, le second terme de l'équation sera
PN cos(« 4-- ) 5 et dans le second, PN cos(« H-~zii7r ) ou — PN cos ( « -4- - j • Dans le premier, PN est sine, et le
terme est sin h cos ( a H — j •, et comme dans le second le
sinus est dans le sens inverse, l'expression du terme serait la même si on regardait ce sinus comme négatif et égal à — PN. Donc, dans tous les cas, le second terme de l'équation aura
pour expression sin h cos ( a -4- - ) ou — sin h cos f a
ou enfin — sin a sin £. Quant au dernier terme, le facteur NO
est l'unité, et l'angle NO,OA a un cosinus égal et de sens
inverse à celui de l'angle ON,OA. Mais on est arrivé au point N en partant de A, et portant dans le sens direct l'arc a qui conduit en M, puis portant à partir de M l'arc è, en continuant de marcher dans le même sens 5 le point N est donc l'extrémité de l'arc a -h i •, et en retranchant les circonférences qui peuvent être dans cet arc, ce qui ne change
pas les lignes trigonométriques , on voit que cosON,OA
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est cos(a-l-i). Si donc on regarde encore deux angles suppléments comme ayant des cosinus égaux et de signes contraires, le troisième terme de Téquation sera exprimé par — cos (a -h i) ; et cette équation donnera
(i) cos(û -f- ^) = cosflcos^ — sinasin^.
Cette formule est donc démontrée générale quelles que soient les valeurs des arcs de sens direct, û, i, a -+- bj pourvu que l'on entende que les lignes trigonométriques qui y entrent seront considérées comme de purs nombres quand elles sont en sens direct, et comme des nombres affectés du signe — quand elles sont en sens inverse : et à la condition que ces quantités négatives isolées seront traitées suivant les règles des signes démontrées pour les termes des polynômes.
Formule du sinus de la somme de deux arcs de
sens direct.
Cette formule peut être obtenue avec la même facilité que la précédente, en faisant les projections sur la direction OB au lieu de OA» Nous croyons inutile de répéter pour cette direction tout ce qui vient d'être fait pour l'autre ; et nous allons montrer comment cette formule peut se tirer de la précédente, sans aucune nouvelle considération géo* métrique. On aura d'abord généralement, d'après ce qui a été précédemment établi ,
sin(a H- b) = cos ( a — ^)= — ces ( — \- a -{- b\ •,
— a — à et
somme tt.
puisque les arcs a — b et — h a-i-b donnent pour
Considérant maintenant — h « 4- & comme la somme des
COS
ml — h « ) = sm I a \ = cos«.
( — h«-4- b\ = — sina cosb — sio^ cosa,
et par conséquent
(2) sin(fl -h ^) = sinacos^ H- sin^ cosfl,
toutes choses étant entendues comme dans toutes les formules précédentes.
55. Expressions du sinus et du cosinus de la différence de deux arcs.
Soient a et b deux arcs positifs quelconques, a le plus grand ; a — b sera leur différence positive et il s'agit de calculer sin (a — b) et cos [a — b) On pourrait suivre pour cela la même marche qui a conduit à l'expression de cos(a-l-i) et que Ton aurait pu suivre encore pour sin (a-H i) que nous avons préféré déduire de cos (a -+- b). Mais il nous paraît encore préférable de déduire les formules cherchées des précédentes ; cela évitera des discussions, sans difficulté, il est vrai, mais qui demandent une attention plus soutenue.
Il suffira pour cela de développer sin a et cos a, en considérant à comme- égal à a — b + b. On aura ainsi les for-
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mules suivantes, dout la généralité a été établie :
ÛRaz=sin{a — b) cos ^ -4- sin ^ cos (a — b)y cosa = cos(« — b) cos 6 — sin(a — b) sinb,
d'où l'on tire
(3) sin (a — b) = ^acos b — sin^costf,
(4) cos (a — ^) = cosûcos^ +sin/7sin^.
ARCS NÉGATIFS
56. Nous avons supposé que les arcs a^b^a — b étaient positifs \ nous allons maintenant reconnaître que les formules (i), (2), (3), (4) subsistent quand ces arcs sont négatifs, en liant toujours le changement de signe au changement de sens, et traitant les quantités négatives isolées d'après les règles démontrées dans le cas des polynômes.
Supposons d'abord que a et J étant encore positifs, a soit plus petit que i, et par suite que a — b soit négatif. On aura, d'après ce qui a été établi,
cos (a — ^)i=:cos(^ — a) et sin(a — b) z=i — sin(A — a).
Or [b — à) étant positif, les formules (3), (4) donnent
cos [b — a) z=z cos b cosû -4- sin b sin a, sin ( ^ — a ) = sîn 6 cosa — sin a cosb.
On aura donc
cos{a — b) = cosflcos6 -4- sinasio^, sin (a — b) = sin a cosb — sin b cosa,
c'est-à-dire que les formules (3), (4) subsistent quel que soit le signe de a ^ i.
57. Supposons maintenant les arcs a et b négatifs tous les deux, et posons a = — a\b = — i' : on aura, en enten-
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dant les choses de la même manière que dans tous les cas précédents,
cos(« -4- ^) = cos(^' -h b') = cosa' cos^' — sina'sin^' = cos« ces A — sina sin b
et
sin (a -h ^) = — sin (a' -{- b') =z — sin a' ces 6' — sin^'cos«' = sinfl cos^ -h sin^ cosflr.
Les formules (i) et (2) ont donc lieu lorsque les deux arcs sont négatifs.
58. Si l'un d'eux seulement est négatif, par exemple b -, posant b = — b\ on aura
cos{a ~h b) z=z cos{a — b') ; or, d'après la formule (4) démontrée générale, on a cos(û — b') =cos«cos^' 4- sina sin 6' =:cosflcos6 — sina sine.
On aura donc encore
cos{a -h ô) =: cosa ces 6 — sinasin^,
ce qui n'est autre chose que la formule ( 2) 5 et la formule (i ) sera aussi vérifiée dans ce même cas, car sin (a •+• i') sera sin (a — è') ousinacosi' — sin i'cosû,qui n'est autre chose que sin a cos i -H sin & cos a. On a donc
sin (a 4- ^ ) = sin a cos è -f- sin ^ cosa, lorsque l'un des arcs est positif et l'autre négatif.
59. On reconnaîtrait de même que les formules (3) et (4) ont lieu lorsque les arcs a et b ont des signes quelconques, nous croyons inutile de reproduire des raisonnements identiques.
Et la conclusion générale de ces discussions est que, de même que les équations démontrées précédemment, les
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formules (i), (2), (3), (4) ont lieu pour des arcs de gran^
deurs et de signes quelconques^ en considérant les arcs et
les sigu es trigonoinétriques qui y en trent^ comme de simples
nombres quand elles sont dans le sens direct^ et comme
des nombres affectés du signe — quand elles sont dans
le sens inv^erse ,• à la condition que ces quantités négatis^es
isolées seront traitées, dans toutes les opérations auxquelles
elles sont soumises^ diaprés les règles démontrées pour
les quantités non isolées. Et il faut bien se rappeler qu'il
' n'y a rien à démontrer quant à ces opérations, qui n'ont
pas de sens par elles-mêmes 5 que cette manière d'opérer
est la condition de la généralisation, et que la seule chose
à démontrer était que c'était là le seul moyen d'obtenir
cette généralisation, à laquelle on pourrait à la rigueur
renoncer.
60. Remarque générale.. — Toutes les formules déduites de constructions pouvant se modifier avec la disposition des points et la grandeur des lignes, il est nécessaire de les discuter avec soin dans tous les cas que la figure peut présenter, et d'établir rigoureusement les conditions pour qu'elles soient générales, si cela est possible. Mais toute formule déduite, par les procédés ordinaires du calcul, de formules, démontrées générales à certaines conditions, le sera évidemment elle-même aux mêmes conditions. C'est pour cela qu'on évite autant que possible de démontrer par des considérations géométriques les nouvelles formules que l'on a intérêt à établir ; et qu'on cherche à les déduire, quand cela se peut, de formules dont la généralité a été démontrée. On se laisse quelquefois séduire par l'élégance et la simplicité d'une démonstration géométrique, et on ne se donne pas la peine d'examiner tous les cas et de s'assurer que la formule est générale aux mêmes conditions que toutes les autres. On pèche alors contre la rigueur, et on
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fait usage de propositions non démontrées. El Ton reconnaît souvent qu'en rétablissant la rigueur, c'est-à-dire en démontrant réellement les propositions sur lesquelles on s'appuie, on est obligé de se donner plus de peine qu'en les déduisant, par des moyens qui semblaient plus pénibles, de formules déjà établies.
DÉDUCTION DE QUELQUES FORMULES DES PRÉCÉDENTES
61. Presque toutes les formules de la Trigonométrie peuvent être déduites des précédentes, et n'exigeront par conséquent aucune discussion relative à la généralité. Nous nous bornerons à citer quelques-unes de celles qui se présentent le plus souvent.
Les équations (2) et (3) étant ajoutées donnent
sïn(a -h ô) -4- sin(û — ^) = 2sinûcos6,
et comme a et b sont quelconques, a-i-beta — b le sont aussi, et l'on a ainsi l'expression de la somme des sinus de deux arcs quelconques en un monôme. Si l'on fait
a-\-bz=zp. a — b=:q, d*où az=i- ^, b=z- -^
l'équation précédente deviendra
sin^ -f-sin^r = 2sin {(/'-l-^lcosK/? — y), et l'on trouvera de même
sin/7 — sin^ = 2sin ^(77 — ^)cos|(/7 -h y), ces/? -hcos^ = 2cosy(/?-+- q)cos\{p — q)y cos^ — cosp = 2sin ^[p -4- ^)sin \[p — q).
Il est inutile de dire que ces formules renferment celles où l'on aurait un sinus et un cosinus dans le premier membre, puisque tout cosinus est le sinus du complément, et réciproquement.
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Les deux premières de ces quatre formules étant divisées membre à membre donnent
sinp -4- sîn^ tang^f/? -f- q)
sinp — sin^ tang|(/? — g)
et en en prenant deux autres quelconques, et les traitant de la même manière, on obtiendrait de nouvelles formules utiles, que nous nous dispenserons d'écrire.
En supposant b = a dans les formules (i) et (2), on aura
sin 2a = 2 sin a cos a
et
cos2a = cos'^a — sin'a = 1 — 2sin'a = 2cos*a — i .
Ces dernières sont souvent employées sôus la forme suivante :
I + C0S2fl z=2C0S'û, I — cos2a = 2sio^a.
Si maintenant on supposait t = 2a, et qu'on remplaçât sin 2a et cos 2 a parles valeurs qui viennent d'être trouvées, on obtiendrait
sin 3a = 3sin a cos^a — sin' a, cos 3a = — 3 cos a sin^a -+- cos' a,
ou, en faisant usagede l'équation générale sin'a-t-cos*a=i,
sin 3 « = 3 sin « — 4 sin' «, cos3« = — 3cos« H- 4cos'a;
On obtiendrait les sinus et cosinus des multiples suivants de a, en faisant successivement b = 3a, b =4a* Mais nous démontrerons bientôt des formules générales pour le développement de sin ma et cosiTia, m désignant un nombre entier quelconque.
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PRÉPARATION Qu'iL FAUT FAIRE SUBIR AUX FORMULES POUR
LA RÉSOLUTION DES TRIANGLES
63. Les calculs n^étant substitués aux constructions que pour diminuer les erreurs, les nombres qui entrent dans les équations sont presque toujours exprimés par un grand nombre de chiffres décimaux, et les opérations seraient très-pénibles au delà de l'addition et de la soustraction, si on ne les facilitait pas par Femploi des logarithmes. Et cela est si nécessaire, que les Tables ordinaires ne renferment pas les valeurs mêmes des lignes trigonométriques, mais seulement leurs logarithmes, parce qu'on suppose toujours qu'on aura préparé les formules de telle sorte, que les inconnues soient exprimées chacune par un monôme indiquant des multiplications, divisions, élévations à des puissances entières ou fractionnaires de. quanti tés dont on peut facilement connaître les logarithmes.
Il y a diverses manières générales de réduire à un seul deux termes dont les facteurs ont des logarithmes connus.
Soient À et B ces deux termes, auxquels nous ne supposerons d'abord aucune forme particulière ; l'expression à réduire sera
A±B ou A(i=t5
Or, les relations entre les lignes trigonométriques per-
mettent de transformer facilement i it — en un monôme.
Considérons d'abord le signe supérieur, et posons
^=:tang'(p,
ce qui est toujours possible*, l'angl^f se déterminera im-
86 SCIENCE DE l'étendue.
médiatement, puisqu'on aura
tangç = y/-,
et par suite
logtangç = ; (logB — logA).
Le second membre peut être formée puisque l'on peut calculer les logarithmes de A et B au moyen de ceux de leurs fatteurs, et connaissant ainsi logtangç, la Table donnera Tangle 9 et les logarithmes de toutes ses ligues trigonomë triques.
MaisTexpressionA-l-B sera transformée en A (i -h tang' 9)
ou Asëc*cp, où enfin en — — » dont on pourra facilement
calculer le logarithme, et par suite la valeur, si c'est une longueur, ou Pangle correspondant, si c'est une ligne trigonométrique.
On aurait encore pu poser -=cosy, et A-hB serait
devenu A(i-l-cos(p) =:2Acos*~.
Si Ton avait eu le signe inférieur, la différence A — B, qu'on peut toujours supposer positive, deviendrait Asin'cp
en posant — = cos'(}), ce qui est toujours possible, puisque — est plus petit que l'unité.
Ai
64. Un cas qui se présente souvent est celui où A et B renferment parmi leurs facteurs, l'un le sinus, l'autre le cosinus d*un même arc a, c'est-à-dire où l'on a
Azh:B=: MsÎDfldb Ncos/z*
En mettant M en facteur commun, l'expression deviendra
M ( sinflf dz---cosû j •
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N En posant ■— = tangy, ce qui est toujours possible, elle se
change en
11» / • , sin^cosflX M ....
M smait: — 15 ou sinfazhep),
\ cos<p / cosy
expression dont on peut avoir le logaritlime puisque l'angle qp est connu, et par suite a dz (p.
On voit facilement que si l'angle a était inconnu*et que Téquation d'où il dépend fût Msina -h Ncosa = P, cette formule en donnera immédiatement la valeur si P est une quantité connue. Car cette équation sera transformée en .
sin (a zh (p) = P, d'où sîn (a dz (f) , par suite a db cp, et
enfin a,
65. Considérons maintenant les formes particulières correspondantes aux cas que présente le plus ordinairement la résolution des triangles, et auxquels le calcul des logarithmes ne s'appliquerait pas immédiatement.
66. 1° Supposons d'abord qu'on donne les deux côtés a, b d'un triangle et l'angle compris C, et qu'on demande les deux angles A et B et le côté c.
On aura d'abord entre A et B l'équation
sin A sin 6
Mais, au lieu de faire usage de la seconde équation A-t- B = TT — C qui donnerait lieu à des calculs un peu compliqués, il vaut mieux déduire de la précédente
sinA H- sinB a -\- b sin A — sin B a — ^ '
car le premier membre se transforme, comme nous l'avons
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VU, en
tangi(A-+-B) cot-
ou
tang - ( A — B) tang - ( A — B)
Substituant dans la proportion précédente, il n'y aura d'inconnue que tang - (A — B) -, on en calculera donc facilement le logarithme, et la Table fera connaître l'angle -- (A — B) ; l'ajoutant à - (A -h B), on aura A, et le re-
tranchant on aura B. Le côté c s'en déduira par la propor-
sinA sinC
tion = •
On aurait pu employer une transformation qui aurait
conduit à déterminer c sans chercher préalablement A et B.
En effet, on aura d'abord
c'=fl' 4- ^^— 2«t^cosC = [a 4- ^)'— 2«ô (i 4-cosC) ou
.,= ^a^hr[.^-^
ces' -
-^by 2
Ce cas rentre dans un de ceux que nous avons précédemment traités, et en posant
, , - 2 slab cos-
Lab ,C , ^ «2
COS' - rzz COS^ 9, COS«p=: 9
on aura
c2 = {tf -h ^)'sin*«p ou c = (a H- ^) 5in<p.
La somme a-\-h s'effectuant sans peine et le logarithme de sinç étant donné par la Table, dès qu'on aura calculé celui de cos(p5 on aura facilement celui de c et par suite c luimême.
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67. 2*^ Considérons encore le cas où l'on donne les Iroîs côtés a, i, c. Pour avoir un quelconque des angles, A par exemple, on fera usage de la formule
^2 _l_ c» __ fl>
cosA =
1 bc
qu'il faut nécessairement transformer, parce que les côtés a, 6, c sont exprimés le plus ordinairement par un grand nombre de chiffres, et les calculs seraient très- longs. Us
seront très-simples au contraire en cherchant l'angle -
soit par sou sinus, soit par son cosinus. En effet, on aura
DIVISION DES ANGLES
68. Lorsque l'on a trouvé une équation entre les lignes trigonomé triques de deux angles dont l'un est un multiple
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entier de l'autre, ou peut égaleaienl considérer comme inconnues celles de l'un ou de l'autre, et se proposer ainsi deux problèmes inverses.
Nous avons dit qu'il était facile de trouver les expressions générales du sinus et du cosinus d'un multiple entier d'un arc quelconque, et nous les avons données pour les premiers multiples. Voyons maintenant comment on peut résoudi*e la question inverse, et proposons-nous, par exemple, de trouver le sinus du tiers d'un arc dont le sinus est donné. La discussion complète que nous en ferons montrera suffisamment l'esprit de la méthode dans tous les cas.
Nous avons trouvé précédemment la formule générale
(a) sin3a = 3sin^ — 4^^^'^'
et il ne faut pas oublier que l'arc a est arbitraire, positif ou négatif, et pouvant renfermer un nombre quelconque de circonférences. L'arc 3 a peut donc lui-même être pris arbitrairement ; a en désignera toujours le tiers, et les nombres représentés dans l'équation par sina, sin3a, seront les sinus de deux quelconques des arcs correspondants a, 3a, entendus comme nous l'avons fait pour la généralisation des formules. C'est sur ces considérations que repose essentiellement la discussion qui va suivre, et toutes celles auxquelles donnent lieu les questions relatives aux sections angulaires.
Posant
sin3fl = /7z, sinûnr^r,
l'équation (a) devient
m est la donnée, et x l'inconnue.
La résolution de celte équation rentre dans ce que nous avons dit dans la Science des nombres, et l'on reconnaît
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facilement quVUe a ses trois racines réelles. Mais ce qui va nous occuper particulièrement, c'est Finlerprétation de ces trois racines. Nous allons montrer que d*après la signification précise que nous avons donnée à m et :r, Féquation en X doit être du troisième degré^ et avoir ses trois racines réelles, représentant les sinus d^arcs complètement définis. Commençons par remarquer que, m étant donné en grandeur et en signe, il y a une infinité d'arcs correspondants, positifs et négatifs. Si l'on désigne par 6 l'un quelconque d'entre eux, il est facile d'exprimer généralement tous les autres. En effet, leurs extrémités se confondent avec celle de B^ ou sont avec elle sur une même parallèle au diamètre fixe du cercle trigonométrique. Les premiers sont tous renfermés dans la formule générale
0ziz2/i7r.
Les autres, d'après une discussion faite précédemment, sont renfermés dans la suivante :
n et n! désignant des nombres entiers quelconques. Les tiers de tous ces arcs seront représentés par les deux formules suivantes :
, 2/i/r TT — , x/i'tt
et, d'après ce que nous avons dit en commençant^ les sinus de tous ces arcs doivent satisfaire à l'équation générale (a), c'est-à-dire à l'équation en x. Or, les nombres n eix sont nécessairement ou divisibles par 3, ou des multiples de 3, di I, de sorte que si l'on supprime des dernières expressions les circonférences entières, il ne restera que les six arcs
. 27r TT — . 27r
Les sinus de ces six arcs satisferont à T équation en a?, et il ne pourra y en avoir d'autres.
Or, les trois premiers ont pour extrémités trois points de la circonférence distants les uns des autres du tiers de la circonférence : leurs sinus sont donc généralement inégaux. Il en est de même des trois autres ^ mais les valeurs de leurs sinus rentrent dans les premières, car les trois arcs
ajoutés respectivement aux trois autres dans Tordre suivant :
TT ô 27r TT ô TT ô 27r
donnent tt ou — tt. Il n'y a donc à satisfaire à l'équation en X que les sinus des trois arcs
qui seront les racines de l'équation entre m et x. On sait donc, avant de chercher cette équation, qu'elle doit avoir trois racines réelles dont on connaît la signification 3 et si elle est trouvée de manière que meX x soient sûrement les sinus d'un arc et de son tiers, elle ne pourra avoir aucune autre racine réelle que les trois que nous avons indiquées. Cette discussion, faite avec beaucoup de détail, suffit pour bien faire comprendre la méthode à suivre dans tous les cas, et nous nous écarterions de notre objet en multipliant les applications.
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courbes. D'après cette définition, l'angle de deux arcs de grands cercles sera l'angle formé par les perpendiculaires au rayon mené du point commun, lequel mesure l'angle des plans de ces grands cercles.
On voit donc que les angles et les côtés d'un triangle sphérique sont la mesure des angles dièdres et des angles plans de l'angle trièdre formé par les trois lignes menées du centre de la sphère aux sommets du triangle. Et il n'y aura que des lignes trigonomélriques à considérer dans de pareils triangles , puisqu'ils ne se composent réellement que d'angles et non de longueurs.
Aussi les formules de la Trigonométrie n'auront lieu qu'entre les lignes trigonométriques des côtés et des angles des triangles ; et résoudre un triangle, ce sera trouver le nombre de degrés contenus dans ces côtés et dans ces angles. C'est l'astronomie qui a donné naissance à ces recherches, parce qu'il était naturel de placer sur la surface d'une sphère ayant pour centre l'œil de l'observateur, des points présentant le même aspect que les astres mêmes. Ces points, qui sont les intersections des rayons visuels avec la sphère, joints trois à trois, déterminent des triangles sphériques, à la résolution desquels est ramenée la détermination des positions relatives des astres.
70. Toutes les formules de la Trigonométrie peuvent se déduire d'une seule dont il suffira de démontrer complètement la généralité. C'est celle qui a lieu entre les trois côtés et un angle quelconque. Désignant toujours par A, B, C les angles, et par a, i, c les côtés respectivement opposés, cette formule, appliquée aux trois angles , donne les équations suivantes :
cosa = cos^ cosc 4- sin^ sinccosA, (i) \ cos^ = CCS rt ces c + sinfl sine CCS B,
cosc rzz co%a cosb -h sina sin^ cosG.
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On les démontre d'abord dans le cas où l'angle est plus petit que deux droits, et les côtés qui le comprennent, plus petits chacun qu'une demi-circonférence. On reconnaît facilement ensuite que les mêmes formules subsistent lorsque les côtés sont plus grands qu'une demi-circonférence, et l'angle compris plus grand que deux droits, extension dont on peut même se passer pour la résolution des triangles sphériques. Ces démonstrations sont si faciles, et nous avons déjà donné tant d'exemples des procédés de généralisation, que nous croyons devoir en laisser le soin aux professeurs ou aux élèves mêmes. Nous ne parlerons pas non plus des autres formules utiles que l'on peut déduire des précédentes, ou démontrer directement; mais nous allons montrer comment les moyens déjà indiqués peuvent servir à rendre le calcul des logarithmes applicable aux équations (i).
71. Prenons d'abord le cas où l'on donne les trois côtés a, 6, c, et où l'on demande les trois angles. On tirera de la première équation
COSrt — CCS ^ CCS c
CCS A = . , . •
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—j et par suite A. On trouverait de même B et C. Remar-
quons que la valeur des côtés donnés indique si Tangle A que l'on calcule est plus petit ou plus grand que deux droits,
et par conséquent quel signe il faut prendre pour cos- :
mais, comme nous Pavons déjà dit, on peut se borner k considérer des angles moindres que deux droits.
72. Les équations (i) peuvent encore servir à calculer le troisième côté d'un triangle dont on connaît les deux autres et l'angle qu'ils comprennent.
Supposons, en effet, qu'on donne a, 6, C^ on aura
cosc=: cosfl cos 6 -+- niua sinb cosC.
Cette équation ne peut donner commodément cos c, parce qu'on ne peut calculer le logarithme du second membre, qui est composé de deux termes. Pour le transformer en un monôme, il suffira d'observer que ses deux termes renferment, l'un le sinus et l'autre le cosinus d'un même arc a ou b; Appliquant le procédé général que nous avons indiqué dans ce cas, nous écrirons
cosci= cos^ (cosa -I- tang^ cosC sina),
et nous poserons tang£ cosC = tangç, ce qui détermine immédiatement l'angle f et les logarithmes de ses lignes trigonométriques. On aura alors
cos^cos(« — Çp)
COSC 1= 9
cos^
et la question sera résolue.
QUESTIONS PARTICULIERES
73. Les lignes trigonométriques ayant pour objet d'introduire les angles en même temps que les longueurs dans les calculs, peuvent être employées non-seulement pour cal-
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culer avec approximation les éléments inconnus d'un triangle, mais pour trouver les inconnues dans toute question où il entre des lignes et des angles. Et la solution étant trouvée, on peut aussi bien se proposer de la construire que de la calculer, comme dans les problèmes que l'on résoudrait sans y introduire des angles, mais seulement des longueurs. Nous nous bornerons à en donner quelques exemples très-simples.
74. Par un point D donné sur un côté d'un ttiangle ABC (Jig' i4)? mener deux lignes qui rencontrent en
Fig. 14.
M ef N les deux autres côtés ^ de telle sorte que le triangle DMN soit semblable à un triangle donné.
Soient AD = £?, 00 l'angle donné MDN , — le rapport
donné des côtés DN, DM et x l'angle inconnu ADN.
Nous allons d'abord exprimer DN en fonction de x^ puis
DM 5 et nous égalerons leur rapport à •— ; cette équation
déterminera x.
Le triangle ADN donnera -^ = . — ■ ? puisque
A 4- X est supplément de DNA. L'angle BDM est égal à TT — oi) — x^ et BMD par suite à &)— r- B H- a:. On aura donc
DM _ sinB
c — d sin (w — B + x)
1 ^ Tn ^ DN I, ^
et égalant a — le rapport -— > on aura 1 équation
7?^ sin A sin (w — B -f- a:) =r w (c — a) sinBsîn (A -h x).
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Développant les sinus , on aura dans tous les termes sinx ou cosx, et, divisant par cos x, on trouvera pour tango: la valeur suivante :
m {c — d) sinAsinB — /ififsinBsin (» — B)
tancT ûc z^m ». •
^ /zfifsinAcos (&> — B) — m(c — €/)sinBcosA
et il n\ aurait aucune difficulté à construire cette expression, puisque les sinus et cosinus d'angles connus peuvent être remplacés par des rapports de lignes connues.
75. Étant donnés les longueurs des trois arêtes d^un parallélépipède et les angles qu! elles forment entre elles en un de ses sommets ^ calculer la diagonale partant de ce points et le volume du parallélépipède.
Soit le parallélépipède ABCDEFGH [fig. i5), posons
AB = «, AD = ^, AE=:c, AG = û?.
Fig. i5.
fAm
1° Cherchons d'abord l'expression de rf, et pour cela projetons le polygone ABCGA sur la direction AG, nous
aurons
âCosBAG -f- h cosDAG + ccosEAG = d.
Mais
fl=» -+- ^ — Bg' à'-^d^ — AH
cosBAG = et de même
^.ad
T.ad
cos D AG = —, » cos EAG =
'i.bd
icd
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Substituant, îl vient
a' + ^ ~ Bg' ^' + rf' — ÂÎÊ' cî -}- rf» — Âc*
d'où
d} = Tc +^' 4-ÂiH*— ««— 6» — c».
faisant les substitutions, on obtient
d^ =1 a^ -\- b^ -\- c^ -i- 2ab cosab -\- naccosac ■+- ^bccosTc.
La diagonale du parallélépipède se trouverait ainsi exprimée au moyen des trois arêtes et des diagonales des trois faces partant d'une extrémité delà première 5 mais ces diagonales n'étant pas des données de la question proposée,
il faut les exprimer au moyen des angles ab\, ac^ bc des arêtes partant du même sommet. Or on a
AC z=i à^ -\- b^ -\- aab cosâb,
AF r=: û^ -h c^ 4- laccosacj
AH = ^^ H- c' + 2 fcc ces bc.
Faisant les substitutions^ on obtient
rf' = a' -f- ^2 _|_ ^ _l« ^abcosab -h 2.accosac -f- ^bccosbc,
2** Cherchons maintenant le volume du parallélépipède, et pour cela abaissons El perpendiculaire sur le plan de la
base ab dont la surface est absinab'^ le volume cherché
aura pour mesure EI.a& sina& ou abc sinaft sinEAI.
Nous sommes donc ramenés à calculer le sinus deTangle qu'une arête d'un angle trièdre forme avec le plan de la face opposée. Désignons respectivement par a, 6, y les angles bc^ acy ab.
L'angle trièdre AEIB correspond à un triangle sphérique rectangle qui donnera
siiiEAI
-~7~=^ = sinEAB ou sin EAI = sin AB sin ^, smAB
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AB désignant Tangle dièdre suivant Tarêle AB. Mais AB étant un angle d'un triangle spliérique dont les côtés sont
a, 6, y, on aura
— cosa — cos<5cos7 cosAB = . ^ . 9
SIQ 6 SID 7
et par conséquent
sin AB = . ^ . — vsin'-6sin'7 — ( cosa — cos6 0057)' sin6sin7 ' ^ '
= . ^ . — v' (sin S sin 7 4- ces a — cos6cos7) (sin6sin7+cos6cos7 — cosaV sin5sin7 ^ ' " ^ * '
z= . . . i/f cosa — COS(6 + 7)| rc0S(6 — 7) — cosa]
sin6siD7 ^ •• ^ # /j L \ # / j
Multipliant cette valeur par sine, on aura sin EAI; et multipliant ensuite par abc sina2^ ou sin y, on aura, pour l'expression du volume du parallélépipède,
+ 6-4-7 • ê + 7 — a . a-|-7 — 6 . a + 6 — 7 naoc \ I sm sin • sm sm
\bc i / sin —
Celte expression se réduit à abc quand les angles a, 6, y sont droits, parce que les quatre sinus sous le radical de-
viennent égaux a —=•
Expression générale de la distance de deux points
Nous avons donné cette formule dans le cas où les points sont rapportés à deux axes rectangulaires; nous allons d'abord Tétendre au cas où les axes sont obliques.
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Si par les deux points M, M' [fig. 16) on mène des parallèles aux axes, leur distance est un côté d'un triangle M' MI, dont les deux autres sont les différences ou les
sommes des coordonnées des deux points; et Tangle opposé est égal à Tangle 6 des axes ou à son supplément. Le carré du côté MM' a pour valeur
MJVr =MI -+-M'I — 2MI.M'IcosM'IM.
Reste à exprimer généralement, si cela est possible, les trois termes du second membre.
Nous ne reproduirons pas la discussion que nous avons faite dans le cas des axes rectangulaires, et qui montre que la somme des carrés des deux côtés MI, M'I est représentée dans tous les cas par [x — ^')'4-{/ — j')^-» ^^ entendant que les a: et j^ sont regardés comme de simples nombres quand les coordonnées qu'elles représentent sont situées d'un côté déterminé de l'origine, et comme des nombres négatifs quand elles sont en sens contraire. II ne reste donc à considérer que le troisième terme.
Supposons d'abord que les directions M'I, IM soient celles des axes positifs, c'est-à-dire que x — x' elj — y soient positifs, en entendant comme nous l'avons fait les signes de x^j^ x'^j'\ l'angle I sera supplément de 0, et le troisième terme^ — aMI.M'IcosI, aura pour expression
-{- i{x — J^^ ){y — 7')cos0.
Si maintenant un seul des deux côtés MI, M'I change
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(le sens, T angle I se change en même temps dans son supplément, de sorte que dans ce produit deux des facteurs doivent être représentés par les mêmes expressions changées de signes : il n'y a donc aucun inconvénient à les laisser telles qu'elles étaient, en entendant toujours de la même manière les opérations sur les quantités négatives.
Si le second côté change ensuite de sens, les mêmes considérations prouvent que la première forme peut encore être conservée.
On peut donc dire que l'expression générale du carré de la distance de deux points rapportés à des axes quelconques dans un plan est
les quantités x^j^ x\ j', cos 6 pouvant être positives ou négatives sous les mêmes conditions que dans toutes les questions dont nous avons jusqu'ici généralisé les solutions.
77. Si les points étaient rapportés à trois axes obliques et déterminés par trois coordonnées j:, j^ z, x\ y', z\ la droite menée de l'un à l'autre serait la diagonale d'un parallélépipède dont les arêtes seraient parallèles aux axes, en sens direct ou inverse. Les grandeurs de ces arêtes seraient respectivement égales aux différences ou aux sommes des coordonnées des deux points. En formant d'abord l'expression de cette diagonale dans le cas où les coordonnées a:, j^ z sont plus grandes que chacune des trois autres x\ y\ z\ et passant, comme nous venons de le faire, au cas où l'inverse a lieu, on trouvera que la première expression s'applique à toutes les positions possibles des deux points, en entendant toujours de la même manière les signes des coordonnées et des cosinus. Cette valeur générale de la distance D est donnée par la formule suivante, dans laquelle les angles sont ceux que forment entre elles les directions
lO'l SCIEIfCE DE l'ÉTESDUE.
des axes positifs :
DE LA CONSTRUCTION DES TABLES TRIGONOMÉTRTQUES
78, Les premières Tables sont dues aux astronomes de l'antiquité; elles ont été calculées par des procédés longs et pénibles; mais comme elles étaient indispensables pour la résolution des triangles, il a fallu les construire à tout prix. Les progrès de la science ont fait connaître des moyens plus prompts et plus sûrs, dont on s'est servi soit pour vérifier des Tables déjà faites, soit pour en former de plus exactes. Nous nous bornerons ici à indiquer les moyens les plus élémentaires qu'on peut employer à cet effet. Nous pourrons parler plus tard de procédés plus parfaits. L'emploi d'une Table présente d'autant plus d'exactitude que ses termes croissent par intervalles plus petits : nous supposerons, comme cela a lieu dans celles qui sont le plus en usage, que les arcs croissent par intervalles de lo secondes sexagésimales. La première idée qui se présente est de calculer avec une très-grande approximation le sinus et le cosinus de lo secondes et d'en déduire, par les formules connues du sinus et du cosinus d'une somme, ceux de tous les arcs suivants qui peuvent chacun être considérés comme la somme du précédent et de lo secondes.
Pour calculer sinio", on remarquera que quand un arc tend vers zéro, son rapport à son sinus tend vers l'unité, et par conséquent la différence de l'un à l'autre est relati-. vement très-petite. On reconnaît même très-simplement qu'en prenant toujours le rayon pour unité, la différence du sinus à l'arc est moindre que le quart du cube de cet
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arc. Il est donc très-facile d'avoîr une limite de l'erreur commise en prenant pour valeur de sinio" celle de Tare même de lo secondes, qu'on peut facilement calculer puisque la demi- circonférence tt est connue avec une approximation dont on peut à peine se faire une idée, et dont nous aurons bientôt l'occasion de parler.
On trouvera ainsi par défaut, à moins d'une unité du dernier ordre,
lo'' = o , 000048481 368 1 1 095359935
et — 7 — est égal par excès, à moins d'une unité du dernier
ordre, à
et comme on a
sm 10" > 10" — —r^'i
retranchant de 10 secondes la quantité précédente, supé-
rieure à ^ . 1 on aura un reste à fortion -pXxus petit que
sinio^'. On aura donc
sin I o" >- o , 00004848 1 36808,
et d'ailleurs
sin I o'^ <^ o , 00004848 1 368 1 1 ,
de sorte que l'on a par défaut, à moins d'une unité du treizième ordre décimal,
sin I o'' = o , 00004848 1 368o.
On déduira facilement de là la valeur de cosio'' par excès et p<Qr défaut*, et on en conclura sin 7,0" et cos 10",
Pour aller au delà on fera usage de la loi simple qui existe entre les sinus et les cosinus d'arcs en progression
I04 SCIENCE DE l'ÉTENDUE.
par différence. Pour la découvrir, soient
trois arcs quelconques consécutifs d'une progression dont la différence est a.
On aura
sin(a: H- «) -f- siû [x — «) = 2sin j7Cos«, cos(âr -f- a) H- ces [x — a) = cosar cosa^
d'où
sm{x-^ a) =^smx (ncosa) — sin (ar — û),
C0S(j:+ a) •=: C0S:r(2C0Sa) — C0s(x — a).
Ainsi, dans la série des sinus, comme dans celle des cosinus, d'arcs en progression dont la différence est a, un terme quelconque se forme des deux précédents, en multipliant le dernier par 2 cosa, l'avant-dernier par — i , et réunissant les deux produits. Or, le facteur 2 cosa se représentant toujours, si on le multiplie par les neuf chiffres significatifs, on n'aura à opérer que des additions de ces produits partiels et les soustractions de quantités connues, ce qui réduira le calcul autant que possible.
79. Comme il est toujours possible de déterminer, pour les nombres que l'on calculera ainsi, des valeurs trop pe* tites et des valeurs trop grandes, on connaîtra pour chacun une limite de l'erreur, ce qui est indispensable dans tous les calculs d'approximation. Si on trouvait que cette limite est devenue trop forte, il faudrait partir d'un arc plus petit que 10 secondes, car les erreurs se trouveraient relativement plus petites.
Mais on peut faire quelque chose de plus précis encore 5 car une limite de l'erreur ne donne pas toujours une connaissance assez précise de l'erreur même. On peut calculer avec autant d'approximation qu'on voudra les sinus et co-
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sinus d'un assez grand nombre d'arcs, et comparer ces valeurs à celles qui résultent des calculs que nous avons indiqués.
Ainsi, le côté du décagone étant égal à la plus grande partie du rayon ou de l'unité, partagée en moyenne et extrême raison, et étant le double du vingtième de la circonférence, on aura
On en tirera facilement Je cosinus^ puis le sinus et le cosinus de la moitié ou de 9 degrés*, et, par les formules du sinus et du cosinus de la somme^ on aura ceux de tous les ares de 9 en 9 degrés, c'est-à-dire des arcs de 9, 18, 27, 36, 45 degrés. Ce dernier est d'ailleurs calculable directement, et les calculs s'arrêtent nécessairement là, puisque les sinus et cosinus des arcs plus grands que 4^ degrés, sont les cosinus et sinus d'arcs moindres que 4^ degrés.
Il n'est même pas nécessaire de continuer les calculs jusqu'à la moitié de l'angle droit : car Euler a fait voir que les lignes trigonométriques des arcs au delà de 3o degrés ou d'un tiers d'angle droit, se déduisent de celles des arcs moindres. La construction des Tables se trouve par là beaucoup simplifiée. Mais elle l'est encore bien davantage au moyen des séries que nous indiquerons, et qui donnent non-seulement les lignes trigonométriques, mais leurs logarithmes eux-mêmes qui sont bien plus nécessaires encore pour les calculs de la pratique.
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REPRÉSENTATION DES LIEUX GÉOMÉTRIQUES PAR DES ÉQUATIONS. - EXEMPLES DE SOLUTIONS ÉTRANGÈRES ET DE SOLUTIONS PERDUES. - NOUVEAUX EXEMPLES DE GÉNÉRALISATION PAR LES QUANTITÉS NÉGATIVES.
80. Nous avons vu que les problèmes de Géométrie se ramenaient généralement à la détermination de certaines grandeurs, ou de la position de certains points. Et comme la position d'un point sur un plan se détermine elle-même par certaines grandeurs que nous avons nommées ses coordonnées^ il en est résulté que la résolution des problèmes de Géométrie par le calcul, se réduit à la recherche d'équations entre les grandeurs données et des grandeurs inconnues, qui seront les coordonnées de points à déterminer, ou d'autres grandeurs quelconques, suivant la nature de la question.
Lorsqu'un point cherché ne peut avoir qu'une position ou du moins un nombre limité de positions, il existera deux relations distinctes entre ses deux coordonnées; et
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celles -ci seront données par les solutions communes à ces deux équations.
Mais lorsque le point cherché peut avoir une infinité de positions se suivant d^une manière continue, il est évident qu'il ne peut exister deux équations distinctes entre ses coordonnées, mais qu'il faut pouvoir prendre arbitrairement Tune des deux, entre certaines limites peut-être, et que l'autre doit en résulter; ce qui exige qu'il y ait une relation entre les deux coordonnées de chaque point. De sorte que la détermination d'un lieu géométrique par le calcul, consistera dans la recherche de l'équation entre les coordonnées de chacun de ses points, résultant de conditions géométriques qui lui sont imposées.
81. On peut dire à la rigueur que la représentation des courbes par une équation générale entre les coordonnées de chacun de leurs points, a été connue de tout temps. Ainsi, dire que la perpendiculaire abaissée d'un point quelconque d'un cercle sur un de ses diamètres, est moyenne proportionnelle entre les deux segments, c'est donner une équation entre les coordonnées de tout point du cercle qui seront la perpendiculaire et l'un des segments du diamètre. Les propriétés les plus simples des autres sections coniques et d'autres courbes encore fournissaient des équations entre les coordonnées de diverses espèces d'un point quelconque de ces courbes. Mais les procédés de la science des nombres et les transformations dites algébriques^ étaient si peu avancés chez les anciens, que ces propriétés des courbes, équivalentes au fond à des équations, n'avaient pu donner lieu à de sérieuses applications de la science des nombres à la théorie des courbes.
C'est à Descartes que l'on doit réellement le premier pas dans celte direction, et il a été d'une importance capitale.
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L'origine de cette conception se montre assez clairement dans quelques mots de son Discours sur la méthode : « Je » n*eus pas dessein, dit-il, de tâcher d^apprendre toutes ces » sciences particulières qu^on nomme communément ma- » thématiques \ et voyant qu'encore que leurs objets soient » différents, elles ne laissent pas de s'accorder toutes en ce « qu^ elles ne considèrent autre chose que les divers rap- » ports ou proportions qui s'y trouvent, je pensai qu'il » valait mieux que j'examinasse seulement ces propor- )) lions en général, et sans les supposer que dans les su- » jets qui serviraient à m'en rendre la connaissance plus » aisée, même aussi sans les y astreindre aucunement, afin )} de les pouvoir d'autant mieux appliquer à tous les » autres auxquels elles conviendraient^ puis, ayant pris » garde que pour les connaître j'aurais quelquefois besoin y» de les considérer chacune en particulier et quelquefois » seulement de les retenir ou de les comprendre plusieurs M ensemble, je pensai que pour les considérer mieux en » particulier, je les devais supposer en des lignes, à cause » que je ne trouvais rien de plus simple, ni que je pusse » plus distinctement représenter à mon imagination et à » mes sens \ mais que pour les retenir ou les comprendre )) plusieurs ensemble, il fallait que je les expliquasse par » quelques chiffres les plus courts qu'il me serait possible , » et que par ce moyen j'emprunterais tout le meilleur de » Tanalyse géométrique et de l'Algèbre, et corrigerais tous » les défauts de l'une par l'autre. » On voit clairement par là que Descartes s'est proposé d'employer toutes les ressources delà science des nombres à l'étude de laGéohiétrie, et réciproquement^ mais que cette application ne serait pas restreinte à la Géométrie seulement, et qu'elle s'étendrait à toutes les autres sciences où l'on aurait à considérer des rapports ou proportions, indépendants de la nature particulière des choses dont elles s'occupent. Il entendait
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donc, par exemple, que les formules de la science des nombres pouvaient être mises au service de la mécanique, de l'astronomie et de diverses branches de la physique. Cette conception a changé la face de toutes ces sciences, et c'est à elle en grande partie qu'elles doivent les immenses progrès qu'elles ont faits depuis Descaries. Nous ne l'envisagerons ici qu'au point de vue de l'application mutuelle de la science des nombres et de la Géométrie pure.
Après avoir donné la règle que nous avons fait connaître précédemment pour mettre en équation les problèmes de Géométrie, déterminés ou indéterminés, c'est-à-dire dans lesquels le nombre des équations est égal ou inférieur à celui des inconnues, Descaries entreprend la solution d'un problème de Géométrie, ébauché par les anciens, et dans lequel il s'agit de déterminer la position d'un point par la condition que le produit de ses distances à certaines droites données soit dans un rapport constant avec le produit de ses distances à d'autres droites données en même nombre. Il y a une infinité de points satisfaisant à cette même condition, et les géomètres anciens avaient reconnu dans quelques cas particuliers que le lieu était une section conique. Descartes mit en équation la question générale. Il détermina la position d'un point quelconque par ses distances x et j k deux axes fixes, exprima au moyen de ces deux quantités chacune des lignes en ques^tion, et la condition donnée lui fournit immédiatement une équation entre x, j et des quantités connues.
Cette équation était également facile à établir, quel que fut le nombre des lignes multipliées ^ mais il n'en était pas de même de la discussion et de la construction. La longueur de chaque ligne était représentée par une expression, du premier degré en x et j^, et le degré des deux produits était par conséquent égal au nombre des facteurs. Les cas examinés par Ëuclide et Apollonius se rapportaient à des
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produits de deux lignes ; et Téquation trouvée par Descartes ne s^élève alors qu'au second degré, soit que dans chaque produit les deux facteurs soient inégaux, soit que dans Tun ils soient égaux, ce qui arrive lorsque les deux droites fixes se confondent ; il prouva qu'alors le lieu pouvait être Tune quelconque des trois sections coniques.
Nous ne le suivrons pas dans ce qu'il dit des cas plus compliqués, ni dans la classification qu'il établit pour les courbes.
Si nous avons parlé de ce problème, c'est parce que Descartes Ta choisi pour la première application de sa conception générale^ et nous allons reprendre Texposition r^ulière des éléments de la science.
GOIfSinÉRàTIOIîS GÉNÉRALES SUR LA RECHERCHE DES ÉQUATIONS DES LIEUX GÉOMÉTRIQUES.
9&, Lorsque Ton cherche à exprimer par des équations toutes les conditions géométriques qui doivent déterminer les points d'un lieu, on est souvent obligé d'introduire outre les coordonnées du point quelconque que Ton considère, et des grandeurs qui en dépendent et sont désignées dans l'énoncé, d'autres quantités non désignées et qui peuvent servir d'intermédiaires utiles. L'important est que toutes les conditions imposées soient remplies, et qu'on n'en introduise pas de nouvelles. Il est évident en effet que si l'on assujettit les points d'un lieu â plus de conditions que n'en exige l'énoncé, on peut perdre une partie de ce lieu, et peut-être même le lieu tout entier^ si aucun de ses points ne remplit à la fois les conditions de Ténoncé et en outre celles qu'on y aurait ajoutées par mégarde : comme aussi on pourrait avoir des points ou même des lieux étrangers à la question si on avait négligé d'exprimer exactement toutes les conditions imposées par Ténoncé.
n est quelquefois difficile d'obtenir des équations qui
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présentent cette réciprocité si désirable ; mais il faut du moins ne pas l'ignorer, quand on ne peut faire autrement : et on devra toujours s'assurer si les équations sont des conséquences nécessaires de l'énoncé, et réciproquement si les conditions de l'énoncé en seront des conséquences nécessaires.
Lorsque toutes les équations ont été établies entre les coordonnées xelj d'un point quelconque du lieu, et les grandeurs variables avec ces coordonnées, désignées dans renoncé ou introduites comme auxiliaires, il faut en éliminer toutes les variables autres que x et j^ et l'équation finale qui ne renfermera que ces deux dernières variables sera ce qu'on appelle Y équation du lieu.
Mais il faudra dans le courant de ce calcul veiller avec beaucoup de soin à ce qu'aucune solution étrangère ne s'introduise, et qu'aucune solution réelle ne se perde. Ces discussions sont quelquefois difficiles ] mais si on les néglige, on n'est pas complètement assuré du résultat. 11 peut arriver que l'on reconnaisse dans ce résultat des solutions qui ne conviennent pas à la question, ou qu'on s'aperçoive qu'il en manque que l'on devrait y trouver. On recherche alors la cause de ces erreurs, mais il est toujours mieux de les reconnaître dès qu'elles s'introduisent, si, comme cela peut arriver, il n'est pas possible de les éviter.
83. Une condition géométrique peut être très-simplement énoncée d'une manière générale^ tandis que l'équation qu'on trouve en cherchant à l'exprimer, ne s'applique qu'à une partie des cas qu'elle comporte, et doit subir certaines modifications pour s'appliquer aux autres. Dans ce cas, si l'on ne prenait que Tune des formes de cette équation, faute d'avoir suffisamment discuté toutes les circonstances possibles, on perdrait les solutions correspondantes aux formes négligées. C'est pour éviter l'embarras
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de ces diverses formes que nous avons tant insisté sur la généralisalion des formules; car en renfermant toutes ces formes dans une seule, quand cela est possible, à certaines conditions, un seul calcul donne aux mêmes conditions un résultat qui renferme tous les autres.
Pour éclairer ceci par un exemple simple, supposons qu'on demande V équation du lieu des points qui, dans un plan donné y sont à une même distance d^un point donné.
Rapportons les positions à deux axes rectangulaires AX, AY (Jîg^ ly) pris dans ce plan, et comptons les x et j
Fitî. 17.
sur les deux côtés qui comprennent dans leur angle le point donné. Désignons par a et b les coordonnées de ce point qui est le centre du cercle, et par R son rayon. La condition géométrique qui détermine tous les points du cercle est facile à énoncer, mais sa traduction en équation ne l'est pas autant. Nous avons reconnu en effet précédemment que l'expression de la distance de deux points prenait plusieurs formes différentes, suivant la position relative de ses extrémités, parce que cette distance est Thypoténuse d'un triangle dont les deux côtés de l'angle droit sont tantôt la différence et tantôt la somme des coordonnées des extrémités. En égalant à R l'expression de cette diS' tance, on pourrait donc être obligé de faire usage de plusieurs équations pour qu'aucune partie du cercle ne fût
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omise. C'est ce qui arrivera si ce cercle n'est pas tout entier renfermé dans le même angle que le centre. Si, par exemple, il coupait les deux axes des deux côtés de l'origine aux points B, C, D, E, on aurait quatre formes différentes pour l'équatîon, se rapportant respectivement aux points des quatre parties BC, CD, DE et EB. Mais par la discussion approfondie que nous avons faite précédemment de l'expression de la distance de deux points^ il a été démontré qu'une seule forme peut convenir à toutes les positions des extrémités, soit de Tune par rapport à l'autre, soit même par rapport aux axes. Le moyen de généraliser ainsi cette formule a consisté à l'établir d'abord en supposant tous les points dans le même angle des axes, auquel cas les deux côtés du triangle rectangle sont les différences des coordonnées des extrémités, puis à regarder comme implicitement négatives les coordonnées qui changeront de direction.
Ainsi X et j désignant les coordonnées d un point quelconque de la partie CD du cercle, les deux côtés OP, MP seront les différences x — a^ j — i, ou a — a?, b — j % et le carré de la distance sera x' — 2 ax -+- a} -^-y^ — 'i-hj — i* ou [x — a)* + (jK — ^)*î ^^ entendant que quand x — a ony — h seront négatifs, on effectuera toujours les calculs d'après les règles des signes démontrées pour les quantités non isolées.
On aura alors pour l'équation générale de tous les points du cercle
(i) . ^a^-aY^[y-hY = -ï^},
à la condition que les coordonnées négatives seront portées en sens contraires de celui qu'elles avaient dans la figure qui a servi à trouver cette équation, c'est-à-dire sur les prolongements des axes AX, AY.
La généralisation, antérieurement faite, de la formule de
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la distance de deux points a donc permis de renfermer tous les points du lieu dans une seule équation qui est nécessaire et suffisante, qui comprend toutes les solutions et n'en renferme pas d'étrangères.
Cette équation (i) est donc V équation générale du cercle,
84. Équation du lieu des points tels, que le rapport de leurs distances à un point et une droite donnés soit constant.
Cette question va montrer encore qu'une condition géométrique générale ne s'exprime pas toujours naturellement par une seule formule, mais qu'il est besoin d'en considérer plusieurs, que l'on peut faire rentrer dans une seule par les moyens déjà employés.
Prenons pour origine le point donné A (fig. i8), pour
Fig. 18.
axe des x la perpendiculaire ABX à la droite donnée BD, et pour axe des y une perpendiculaire A Y.
Soit AB = a, m le rapport donné, et considérons un point quelconque M du lieu; la condition donnée s'exprimera par l'équation générale
AM = /w.MP.
Il ne reste plus qu'à remplacer AM et AP par des fonctions de l'a: et de Vj du point M.
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On a d'abord
Quanta MP, son expression aura trois formes diflerenles suivant que M sera entre A Y et BD, ou à droite de BD, ou enfin à gauche de AY.
Dans le premier cas on aura
dans le second
MP :=x — a;
et enfin dans le troisième
MP = a -f- x.
L'équation (i) se trouve donc remplacée par les trois suivantes :
y/^^ -f- j2 = yw (a — j:),
yx^ -h y^ =1 m (x — a),
soit que le point M soit pris au-dessus ou au-dessous de AX.
Si on rend ces équations rationnelles, en élevant les deux
membres au carré, elles se réduiront aux deux suivantes :
(2) X» -f- jri = m^{a — x)\ x^ -i- y^ = m* (a-^x)-.
Et comme elles ne diflerent Tune de l'autre que par le signe des puissances impaires de x, on voit qu'on peui se borner à la première, en entendant que* lorsqu'on y donnera à x une valeur positive, on la portera dans le sens AX, et que lorsqu'on y mettra pour x une valeur négative, que l'on traitera suivant les règles des signes, démontrées dans le cas des polynômes seulement, on la portera du côté AX', et la valeur de y que donnera l'équation construira un point du lieu en la portant au-dessus ou audessous de Taxe des x.
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On aura, en entendant ainsi les solutions négatives, pour représenter tous les points du lieu, l'équation unique (2) qui développée devient
^* -H x' ( I — m^) -f- 7,am^x — m^a^ =• o.
85. Équation du Heu des points également distants de deux points donnés.
Ce lieu est évidemment une ligne droite, et cette droite peut avoir une position quelconque dans le plan donné, en choisissant convenablement les deux points. Pour obtenir Féquation du lieu de la manière la plus générale, nous prendrons un système d'axes obliques, et nous supposerons les deux points placés d'une manière quelconque par rapport à ces axes.
Soient AX, A Y {fig» 19) les deux axes, faisant entre eux un angle 0, B, B' les deux points donnés, a, 5 les
coordonnées du premier, a', b' celles du second, eta:,j^ celles d'un point quelconque M du lieu.
Nous avons donné précédemment la formule de la distance de deux points en coordonnées obliques, et sa généralité a été démontrée sous la condition que les signes des coordonnées changeront avec leur direction. Nous aurons donc, quels que soient les signes de a, è, «', b\ x^j^
MB =i=:(.r— a)2-f.( j _ ^)2-f-2(.r— û) (j— ^) COSÔ,
MB'' = (x — a' Y -f- (r — h'Y -f- 2 (a: — a') ( j — ^>') CCS Ô.
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En égalant ces deux expressions, on aura exprimé la condition générale à laquelle doivent satisfaire les points du lieu 5 et comme Téquation ne renfermera que les coordonnées d'un quelconque de ces points et des constantes données, ce sera celle du lieu cherché. On trouve ainsi, toute réduction faite,
[a' — û -h (^' — b) cosO] .T -h[b' — b ■+- («' — a) cos0]j
a! b' — aô)cos
Cette équation pouvant représenter toutes les droites du plan, on en conclut que Téquation la plus générale de la ligne droite est du premier degré par rapport aux coordonnées variables de tous ses points. Et il est expressément entendu pour cela que toutes les quantités a, A, a', ft', a?, j^ sont de simples nombres quand les coordonnées qu'elles désignent sont dirigées respectivement suivant AX, AY; mais que ce sont des nombres affectés du signe — quand ces coordonnées sont dans le sens opposé, et que ces nombres négatifs doivent être traités suivant les règles des signes des polynômes. Quant à cos d, il sera positif si T angle Q est aigu, et négatif s'il est obtus.
Nous n'entrerons dans aucun détail sur l'équation que nous venons d'obtenir, parce que la ligne droite est telle ment mêlée à l'étude de toutes les courbes, qu'elle demande une discussion spéciale que nous indiquerons plus tard. Nous n'avions pour objet en ce moment que de donner un nouvel exemple de la recherche de l'équation d'un lieu, avec la discussion complète de la généralité de la solution et des conditions de cette généralité.
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de tous les points d'où Ton verrait sous un angle donné une droite donnée de grandeur et de position.
Soient B et C (fig* 20) les extrémités de la droite donnée, d sa longueur, et m la tangente trigonométrique de Tangle
Fig. 20.
donné. Rapportons les points à deux axes rectangulaires AX, AY dont le premier soit parallèle à BC : désignons par a et ft les coordonnées AD, DB du point B, par x elj celles d'un point quelconque M du lieu 5 celles de C seront a-h ^ et ft.
Cela posé, si on abaisse de M la perpendiculaire MP sur BC, et que le point P tombe entre B et C, Tangle M sera la somme de deux autres ayant respectivement pour tan-
gentes
et
mule générale de la tangente de la somme,
• On aura donc, d'après la for-
(x-by
(y — by-\-[x'-- aY—d[x — a)
Si le point P tombe en dehors de BC, par exemple en P', l'angle BM'C sera la différence de deux angles dont les tan-
gentes seront
n .rr
et —
' Cette dernière a la
même forme au signe près que dans le premier cas^ mais comme elle doit être employée inversement, le résultat en x^ y y sera le même que le premier en a:, j. Tous les points du lieu qui sont au-dessus de BC satisferont donc à l'équation (i), qui devient, après réduction,
y^ 4- x} — iy ( h -f-
ou
équation qui est celle d'un, cercle dont le centre a pour
coordonnées a -\ — et h -\ ? et dont le carré du rayon
est -7- ( I H -A' Les constructions qui en résultent sont
si simples, que nous ne nous y arrêterons pas. Mais ce qu'il est important de remarquer, c'est que le lieu représenté par l'équation (a) est un cercle entier, tandis qu'il n'y a que Tare au-dessus de BC qui convienne aux conditions géométriques. Car de tous les points de l'arc inférieur la ligne BC sera vue sous un angle supplément de celui qui est donné. Ces points constituent donc des solutions étrangères au problème de géométrie proposé -, et cependant le calcul les introduit sans qu'il soit possible de l'éviter. Tout ce que l'on peut faire, c'est de reconnaître à quoi tient qu'il les introduise.
87. Mais commençons par achever la mise en équation du problème proposé en considérant les points situés audessous de BC, et, pour éviter toute difficulté, prenons h assez grand pour que tous ces points soient au-dessus de l'axe des x.
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Soit N un quelconque de ces points; Tangle BNC, qui doit encore avoir pour tangente m, se décomposera en deux autres, qui auront respectivement pour tangentes
expressions identiques aux premières, au signe près. Et comme elles doivent être traitées de la même manière, Téquation à laquelle on sera conduit diflerera de (i) par le signe du second membre, ou, ce qui est la même chose^ par le signe du premier, c'est-à-dire de m.
Il y a deux conséquences à tirer de là :
La première est que, si pour les points situés en-dessous de BC on demandait que Tangle donné eût pour tangente — m au lieu de m, c'est-à-dire que BC fût vu sous Tangle supplémentaire^ Téqualion à laquelle on parviendrait serait précisément (i). Cela montre que celte dernière doit représenter un lieu tel, que pour les points au-dessus deBC, celte ligne est vue sous l'angle donné, et pour les points au-dessous, sous l'angle supplémentaire. L'introduction forcée de ces solutions étrangères est donc expliquée.
La seconde conséquence est que, 'pour avoir la représentation complète du lieu géométrique, il faudrait deux équations, l'une, l'équation (2), pour les points au-dessus de BC , et l'autre pour les points au-dessous, qui en différerait simplement par le signe de /n, et donnerait semblablement des solutions étrangères dans sa partie supérieure.
On pourrait bien sans doute former une équation unique qui équivaudrait aux deux; il suffirait de multiplier les premiers membres l'un par l'autre, les seconds étant réduits à zéro*, mais ce serait compliquer au lieu de simplifier : et toutes les fois au contraire qu'une équation peut se décomposer en deux autres, on effectue la séparation.
88. Remarque, — Dans cet exemple, on voît qu'on aurait perdu des solutions si l'on s'était borné à prendre un point au hasard, croyant qu'il peut les représenter tous parce qu'on ne l'a pas expressément particularisé. Mais il ne suffit pas qu'on n'ait rien énoncé de particulier sur lui, pour qu'il puisse les représenter tous dans la suite du calcul, parce que les expressions qui se déduisent de la figure qui s'y rapporte peuvent ne pas rester les mêmes pour toutes les dispositions des points. Nous insistons sur cette considération, parce qu'on s'expose à des difficultés quand on n'y a pas égard, et que les commençants sont trop disposés à croire qu'ils sont dans une généralité complète lorsqu'ils ne particularisent rien par le langage, tandis qu'ils le sont par leurs calculs et leurs raisonnements. Il est vrai que quand les difficultés se présentent, on peut les lever en remontant à leur origine 5 mais il vaut mieux les prévoir et les éviter. Et d'ailleurs on n'a pas toujours l'occasion de réparer une discussion incomplète; et si l'on a perdu des solutions sans s'en apercevoir, il est très-possible que rien n'en avertira dans les résultats du calcul.
Solutions introduites par V élimination des radicaux
Lorsque les équations qui expriment les conditions de la question renferment des radicaux du second degré, on est ordinairement obligé de rendre rationnelles les équations où ils entrent, et les résultats sont les mêmes, quelque soit le signe dont ces radicaux sont affectés.
Si donc les équations géométriques déterminent sans ambiguïté les signes qu'ils doivent avoir, le calcul pourra donner des solutions étrangères au problème proposé. Et lorsque pour faire disparaître un radical on l'isolera dans un membre et qu'on élèvera ensuite au carré, il faudra examiner avec soin les cas nouveau]^ auxquels conviendrait la nou-
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velle équation, et en tenir compte dans la solution finale. C'est ce que nous allons éclaircir par quelques exemples.
90. Équation du lieu des points tels, que la somme de leurs distances à deux points fixes soit constante.
En employant la formule générale de la distance de deux points, nous n^aurons aucune discussion à faire sur les diverses positions que peuvent avoir ceux que nous aurons à considérer; mais il faudra bien se rappeler que pour la généralité de cette formule les coordonnées doivent être considérées comme changeant de signe quand elles changent de direction. Nous nous contenterons de rappeler ce que nous avons établi précédemment à ce sujet.
Soient F, F' {fig> 21 ) les deux points, ic leur distance, et 2. a la somme constante; prenons pour axe des x la
droite FF', pour axe des y la perpendiculaire à FF' élevée en son milieu A, et désignons par x, j les coordonnées d'un point quelconque M du lieu. La condition à laquelle il est assujetti sera exprimée par Téquation
FM-f-F'M=:2fl,
ou
(1) Vj' -\- (.r — cy 4- v^j' -h (.^" -H cf = la,
les coordonnées x^y pouvant avoir des signes quelconques suivant la position de M, et les abscisses de F et F' étant
-h c et — c, comme l'exige l'emploi de la formule de la distance de deux points. L'équation (i) est bien celle du lieu, mais sous une forme qu'il n'est pas bon de conserver. On cherche toujours à rendre rationnelles les équations des courbes, à moins qu'elles ne se trouvent résolues par rapport à l'une des coordonnées, ce qui est la forme que l'on cherche particulièrement à trouver.
Pour faire disparaître les radicaux de (i), nous isolerons le premier dans un membre, et nous élèverons au carré 5 nous obtiendrons ainsi, toute réduction faite,
a' -f- cj: = a sj y"^ -f- (.r -4- c*)';
élevant encore au carré et réduisant, on trouve enfin pour équation du lieu
et cette équation serait la même de quelques signes qu'on affeclât les deux radicaux dans l'équalion (i).
Examinons maintenant à quelles diverses questions géométriques correspondraient ces diverses combinaisons de signes.
Il faut d'abord évidemment exclure celle des deux signes — , mais il en reste trois : la première sera celle des deux signes -h, et correspond à la question proposée 5 les deux autres correspondent à la différence des deux distances, quelle que soit celle des deux qui soit la plus grande.
Est-ce une raison d'affirmer que l'équation (2) représente deux lieux géométriques : l'un tel, que la somme des distances de chacun de ses points à F et F' soit 2a; l'autre tel, que la diiTérence de ces distances soit 2a?
Cela serait certainement si les conditions de ces deux lieux pouvaient exister en même temps; mais il se trouve
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qu'elles sont imcompalibles, et alors Téquation (2) n'en représente qu'un seul, celui qui est possible d'après les valeurs des données a et c.
Et en effet dans le triangle MFF'on a MF -4- MF' > FF'. Donc pour que MF 4- MF' soit égal à 2 a, il faut que l'on ait 2 a^ FF' ou 2 a ^ 2c, ou a ^c, et le problème serait impossible si l'on avait a < c
Mais si l'on veut que la différence de MF, MF' soit 2a, il faudra au contraire 2 a <^ 2 c, puisque dans tout triangle la différence de deux côtés est plus petite que le troisième.
C'est donc la valeur relative des données a et c qui déterminera celui des deux problèmes de géométrie que résout l'équation (2).
1° Si û ^ c, on aura, en posant a* — c* = i*,
pour équation du lieu des points tels, que la somme de leurs distances aux deux points F, F' soit 2 a, C'est la courbe qu'on nomme ellipse, et les deux points fixes se nomment les foyers : nous la retrouverons plus tard dans la discussion de l'équation générale du second degré.
2** Si û <^ c, on aura, en posant c' — «' = A',
pour équation du lieu des points tels, que la différence de leurs distances à F et F' soit 2 a. C'est la courbe qu'on nomme hyperbole ; les deux points fixes en sont les foyers. Nous ne nous occuperons pas ici de reconnaître la forme de ces courbes. Cette discussion particulière n^aurait pas rapport à notre objet actuel, qui est d'étudier l'introduction de solutions que l'énoncé géométrique ne comportait pas.
91 . Équation du lieu des points tels, que la somme de leurs distances à un point et une droite fixes soit constante.
Soient F et UV {fig. 22) le point et la droite donnés. Prenons pour axe des x la perpendiculaire FX abaissée
Fig. 21.
de F sur UV5 et pour axe des y, la perpendiculaire AY, menée par un point A assez éloigné de F pour que tous les points que Ton aura à considérer soient du même côté de cet axe.
Soient x^ y^ les coordonnées* d'un point quelconque M du lieu situé entre UV et AY-, m la somme donnée, FB = a, AF = ft : la condition de la question est exprimée par l'équation FM -j- MP = m ou
(i) Vr^-+- [x — hy-\- a -V-b — xz=Lmy
et l'on voit que l'on doit avoir m^ a^ puisqu'on a évidemment FM -h MP > FB.
L'équation rationnelle en x à laquelle nous parviendrons renfermera non-seulement les points correspondants au signe -|- du radical, c'est-à-dire le lieu demandé, mais encore ceux qui correspondent au signe — , s'il est possible qu'il y en ait : ce qu'il est bon d'examiner dès à présent.
Or, quelque part que soit pris le point M, à gauche de UV, on aura toujours MP — FM<;FB<;m. Donc pour aucun de ces points l'équation (i), dans laquelle le radical aurait le signe — , ne serait possible. Ainsi, en rendant rationnelle l'équation (i), elle ne renfermera pas d'autres
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solutions que celles que Ton demande, au moins dans tonte la partie du plan à gauche de UV.
En isolant le radical dans Téquation (i) et élevant au carré, on obtient, après réduction,
(2) y^ — *i.[m — a)xz=z[tn — af — 11b (m — a);
c'est la courbe qu'on nomme parabole, et qui est un nouveau cas particulier de Téquation générale du second degré.
92. Mais nous n'avons pas encore étudié complètement la question, puisque nous n'avons considéré que les points à gauche de UV, et pour lesquels a -f- ft — x est posilif. Pour les points à droite, on a a:>rt-h i, et le premier membre de (1) devient la différence FM' — M'P'. L'équation (i), prise dans toute son étendue", renferme donc, outre la position de courbe qui satisfait à la question posée, un autre lieu satisfaisant à une condition géométrique différente, et qui, par conséquent, doit être considérée comme étrangère, sans qu'on puisse empêcher qu'elle ne soit comprise dans l'équation.
Il ne reste plus qu'à chercher à droite de UV les points qui pourraient convenir à la question, et dont aucun n'est donné, comme nous venons de le voir, par l'équation (i) ou (a).
Soient x, y les coordonnées d'un point N tel que FN -f- NQ = w, il en résultera
(3) y/J^'^Ji^^bf -]-x—a—^b=:m qui devient
(4) r ' H- 2 (/» 4- a) j: = (m -\- /j)^ -\- ib(m -\- a).
n est facile de voir que l'équation (3), qui satisfait à la condition géométrique donnée quand on a a:]> AB, n'y satisfait pas quand on prend x <] AB, puisque son premier membre devient la différeuce FM — MP. L'équation (3)
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OU (4)> qui lui est équivalente, comme (2) Tétait à (i), représente donc dans son ensemble un lieu dont la partie à droite de UY satisfait à la question, tandis que la partie à gauche n^y satisfait pas.
Le problème proposé ne peut donc être complètement résolu que par deux équations, et chacune des deux représente un lieu dont une partie convient, tandis que Tautre ne convient pas, et ne peut cependant en être détachée.
93. Exemple de solutions étrangères en nombre fini, — Les questions précédentes ont montré comment le calcul peut introduire des portions de lieux qui ne conviennent pas à la question proposée, mais conviennent à une question voisine; de sorte que Téquation trouvée représenterait la solution d'une question plus étendue que celle qui a été posée, et qu'on avait certainement le droit de poser. Mais il peut arriver aussi qu'il s'introduise des solutions représentant des points isolés qu'il est impossible de faire disparaître, et qui ne se rapportent même à aucune modi * fication des conditions données. Nous en trouverons un exemple dans le problème suivant y
Trousser V équation du lieu des points obtenus en me^ nant d^un point fixe des droites jusquà leurs rencontres avec une droite donnée, et les prolongeant d^ une quantité constante.
Soient A {fig* ^3) le point donné, UV ]a droite donnée,
Fig. 23.
a leur distance AB, et m la quantité dont on prolonge un rayon quelconque AN pour avoir un point M du lieu.
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Prenons pour axes AX parallèle à UV, et AY perpendiculaire; désignons par a:, y les coordonnées MP, AP de M Les triangles semblables donneront
MA ~ MN
ou d'où
Si maintenant on élève les deux membres au carré pouravoir une équation rationnelle, on introduira les solutions qui se rapporteraient au premier membre changé de signe
et remplacé par (a — y) \[x^ -k-y'^ ^ ce qui correspondrait à la supposition que m est porté en M' en sens contraire de NM. Ce nouveau lieu et le proposé seront représentés par Féquation suivante :
qui pourrait être résolue par rapport à x* et deviendrait
On trouverait la même équation en prenant le point M de l'autre côté de l'axe des j^ de sorte que les valeurs de x pour un même j pourront être portées dans les deux sens. Cette courbe est celle que les anciens ont nommée conchoïde.
Remarque. — Si l'on fait tendre le point N vers B, l'j: du point M ou du point M' tend vers zéro, et les y vers à dz /w, de sorte que si l'on suppose a^m^ les deux points du lieu situés sur la perpendiculaire à AX seront au-dessus de A; et il en est de même de tous les points du lieu.
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Cependant l'équation (2) est satisfaite par ;c= o, ^ = o ; cette solution est donc étrangère à la question, et ne peut pas être supprimée.
Si Ton faisait a: = o dans Téquation primitive (i), on ne trouverait pas en évidence la solution j z=z o comme
dans (2)5 mais en faisant^ = o on trouverait - pour Tun
des membres, et Ton ne pourrait dire que l'équation est satisfaite. Nous avons bien dît, dans \diScience des nombres^
qu'une inconnuej^qui se présente sous la forme - peut avoir
toutes les valeurs, parce qu'elle est tirée d'une équation dont les deux membres sont nuls, quel que soit y. Mais c'était supposer que l'équation était donnée avant la division d'où résulte la valeur de/, et il est évident qu'alors on ne devait pas faire cette division, mais reconnaître que j^ était indéterminé. Dans le cas actuel il en est autrement : c'est la division dej^ par ^jx^-^j^ qui précède, et il n'y a pas lieu de faire les mêmes raisonnements; il faut suivre les valeurs de ce quotient, et on voit alors qu'il est égal à i quand x est zéro, ce qui donne
= I ; ou ~ z=z 1 ,
si l'on considère les points M'; les valeurs dey seront ainsi a -+• m et a — m. Mais si l'on part de l'équation (2),
obtenue en chassant le dénominateur y/x' -hj^ et élevant
au carré, on ne trouve plus - quand on fait j^ = o; tous les
termes disparaissent et l'équation est satisfaite; mais non la question.
k En généralisant ce cas particulier, on peut dire que si par la suite des calculs une partie d'une équation se
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Ffx, r) trouve de la forme — — '- — ^ et qu'on multiplie les deux
membres par ^[x^y)^ la nouvelle équation admettra nécessairement comme solutions les valeurs de j: et j^ qui annuleront ^{oc^ j) et F(j:, j). Si ces solutions conviennent à la question, il n'y a aucune solution étrangère introduite par cette multiplication. Mais si, comme dans le cas actuel, elles n'y conviennent pas, le calcul aura introduit ces solutions étrangères, qu'il sera le plus ordinairement impossible de supprimer.
Il faut donc toujours examiner avec soin les circonstances dans lesquelles on multiplie les deux membres par une fonction de x etj^, et surtout celles où l'on supprime un facteur commun. Dans ce dernier cas, on supprime les solutions qu^il donnerait en l'égalant à zéro, et il est important de s'assurer si elles conviennent ou sont étrangères à la question.
Equation polaire du cercle
Soient R le rayon du cercle; a et a les coordonnées polaires de son centre; r et cp les coordonnées polaires d'un point quelconque du cercle. En joignant ce dernier au centre, on aura un triangle dont les trois côtés seront R, «, r, et dont l'angle opposé au côté R sera a — cf,ou^ — a, quels que soient (f et a, même dans le cas où l'on considérerait des valeurs négatives pour f et.a, comme nous l'avons fait dans la Trigonométrie. Dans ce triangle on aura
R* zrr /2 -I- «2 — 2âfrCOS (o — a),
ou
R» = r* -i- fl* — 2âfrcos (a — ^).
Ces deux équations se réduiront à une seule en considé-
rant, comme nous Tavons fait pour la généralisation des formules trigono métriques , que deux arcs égaux et de signes contraires ont le même cosinus. Celte équation unique sera celle du cercle, puisqu'elle aura lieu entre les coordonnées de tous ses points, et deux seulement. Elle sera
r^ — 2arcos (<p — a) H- a* — r^ =z o,
ou, en supposant que Taxe polaire passe par le centre,
r^ — lar C0S(^ -ha' — r^ 1= o,
et comme nous n'avons considéré que la valeur absolue du rayon vecteur, on pourra ne tenir aucun compte des valeurs négatives de r qui satisferaient à cette équation ; ce qui aura lieu quand on aura a <^ R, c'est-à-dire quand le pôle sera dans l'intérieur du cercle.
96. Équation polaire de Vellipse, Soient F, F' [fig- 24) les deux foyers, 2 c leur distance, M un point quelconque du lieu, et 2a la somme de ses dis-
Fig. 34.
tances aux points F, F'. En prenant le point F pour pôle et comptant les angles à partir du prolongement FU de F'F, les coordonnées r et y du point M seront FM et l'angle MFU. Cela posé, le triangle F'MF donnera entre les valeurs absolues de ses côtés t'équation
F'M =r2-f-4c' — 4crcosMFF', et nous savons que cette équation ne sera générale qu'en
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considérant les cosinus de deux angles supplémentaires comme égaux et de signes contraires. D'après cela , nous pourrons remplacer cosMFF' par — coscp, en traitant ce facteur .d'après les règles des signes, démontrées dans la multiplication des polynômes. Remplaçant en outre F' M par son égal ^a — r, Téquation deviendra
ou, en réduisant,
a +rcos^
Telle est Féquation polaire du lieu proposé. Elle ne donnera pas de valeurs négatives de r quel qtie soit;ç, puis-^ que Ton a a^ c.
Équation polaire de V hyperbole
Soient F, F' (Jig* aS) les deux foyers, ic leur distance,
Fig. q5.
et a a la différence des distances d'un point quelconque M de la courbe à ces deux points. Prenons pour pôle lefoyer F', on aura
si le point M est à droite de Oj , et
FM — F'M =2a
s^il est à gaùcbe.
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Le triangle FF'M donnera
le signe — se rapportant aux points à droite de OY, audessus ou au-dessous de la ligne FF', et le signe -|- aux points à gauche. Cette équation se réduit à
r= (rcos^dta) =zc^ — a*,
pour la partie située à droite de OY on aura
ccosf -ha
et pour la partie gauche,
c cos ç — a
Nous reviendrons plus tard sur ces diverses équations quand nous traiterons d'une manière générale la théorie des coordonnées négatives.
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a?ec AU ou BU, la direction de la partie BV de la droite, que Ton obtiendra la première en faisant tourner autour de B dans le sens des angles croissants un rayon couché d'abord sur Taxe BU. Le point B peut être sur l'axe AU ou sur son prolongement. Supposons-le d'abord sur AU, et faisons AB = a pour un point quelconque M de BV, on aura
a sina
sin (a — (p) '
pour un point quelconque Mi du prolongement inférieur de BV, on aura
a sin Cf.
sin M' *
mais le sin M'est égal au sinus de la somme des deux autres angles du triangle Mi AB, laquelle est égale à a 4- 2 7r — ç, dont le sinus est le même que celui de a — ç. On trouve donc la même équation pour tous les points de la droite indéfinie.
Il reste à examiner le cas où le point B est enB' sur le prolongement AV de AU. On aura alors pour un point Mi quelconque de B'V
AB'sîna
sin (<p — a)
et il en serait de même pour les points situés sur le prolougement de B' V.
Cette équation, qui a lieu pour tous les points de la droite, diffère, par le signe du second membre, de celle qui a été obtenue quand elle coupait l'axe du côté AU. On renfermerait donc les deux équations dans une seule, en entendant que a désigne la distance du pôle au point B quand ce point est sur la direction de l'axe à partir de laquelle on compte les angles, et qu'il désigne cette distance affectée du signe — quand le point B est du côté opposé du pôle. Les choses
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étant ainsi entendues, Tëquation polaire générale de la ligne droite sera ... a sin a
sin(a — (f)
99. Remarque. — Quand nous avons considéré le rayon vecteur du point Mj , nous avons dû prendre pour (f Tangle décrit par une droite tournant depuis AU jusqu'à AMj dans le sens des angles croissants. De cette manière le rayon vecteur part de la valeur a quand (f part de zéro, et augmente sans limite à mesure que (f s^approche de a ; ce que nous avons déjà dît qu'on exprime on disant qu'il est infini pour (f = a. Mais en augmentant (f au delà de a, le rayon direct ne rencontrera la droite proposée que quand (f aura dépassé la valeur a -f- tt, pour laquelle il serait redevenu parallèle à cette droite : et, en continuant à augmenter jusqu'à 27ron construira le prolongement inférieur de la droite. Il n'y a là aucune difficulté^ c'est ainsi que les choses ont été entendues quand on a cherché l'équation polaire qui est satisfaite pour tous les points de la droite.
Néanmoins on pent être curieux de savoir ce que donnerait cette même équation pour les valeurs de (f comprises entre a et a + TT, et dont on pourrait ne s'occuper en aucune façon.
Nous renverrons cette discussion après la théorie des coordonnées négatives.
100. Équation polaire de la spirale d^Archimède, Un point est depuis un temps indéfini en mouvement uniforme sur une droite qui tourne uniformément autour d'un de ses points dans un plan donné*, il s'agit de trouver l'équation de la courbe qu'il décrit. Cette courbe porte le nom du grand géomètre qui l'a étudiée le premier.
Prenons pour pôle le point fixe A, et pour axe l'une des positions AU de la droite mobile : désignons par b la quaa-
CHAPITRE PREMIER. iSp
tité constante dont ]e point se déplace sur cette droite, pendant qu'elle se déplace d'un angle égal à l'unité, en prenant pour mesure des angles au centre le rapport des arcs interceptés au rayon.
Soient B (^g» 27) la position du point sur AU, et M une autre position quelconque, on aura, en faisant AB =1 a ei
Fig. 27.
supposant que le point mobile s'éloigne de A, (i) r-"a-f- bf
Cette équation aura lieu évidemment pour toutes les valeurs de f , depuis zéro jusqu'à l'infini ; mais elle ne représente pas les positions du point antérieures à son arrivée enB. Pour les obtenir il suffit de prendre au-dessous de AU des rayons diminuant uniformément^ de manière que b soit la diminution pour l'unité d'angle. Désignant par cf' les angles comptés à partir de AU dans le sens opposé aux angles cp, l'équation qui liera ces nouveauTC points sera
(2) r==fl — 6f,
et par conséquent l'équation (i) suffirait pour représenter encore celte partie de la courbe, si on y donnait à y des valeurs négatives, et qu'on les portât en sens contraire des valeurs positives à partir de l'origine AU. Cependant l'équation (2) ne construira les points du lieu que tant que Acp' ne surpassera pas a; elle ne pourra être employée que jusqu'à la valeur particulière (fi telle que &<fi = a, et qui donnera r=o, La droite mobile sera alors dans la
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posilion où elle était lorsque le point, en mouvement sur celte droite depuis un temps indéfini, passait par le point fixe.
Il rcsie encore à trouver l'équation du lieu des points correspondants aux positions antérieures, qui correspondent à y']>?i. Ces points se trouvent en arrière du point A sur la droite que nous faisons rétrograder parles valeurs croissantes de cp' ; et leurs distances à A augmentent toujours dans le même rapport avec les accroissements de l'angle. En les désignant par /•' on aura donc
r' r=z b [ff^ — ç, ) =: 6 <p' — a.
On voit donc que l'équation (2) les produirait en portant la valeur négative a — b(f' dans le sens opposé à celui qui correspondrait à l'angle y'. Donc aussi l'équation (1) les fournira en donnant à ç des valeurs négatives indéfiniment croissantes, portant dans le sens direct les valeurs de r lorsque l'équation les donnera positives, et en sens contraire lorsqu'elle les donnera négatives.
On voit par cet exemple que la considération des quantités négatives peut quelque fois servir à généraliser dans un système de coordonnées polaires, aussi bien que dans un système de coordonnées reclilignes, et permettre de n'employer qu'une seule équation, au lieu de plusieurs, pour représen- *" ter les diverses parties d'une même courbe. Et le procédé est toujours le même ; il consiste à porter dans des sens opposés, les lignes que l'équation donne avec des signes contraires. Ces deux sens sont clairement indiqués dès que l'angle (f est connu; ils le sont aussi bien que sur les axes fixes de coordonnées rectilignes; et Ton ne peut s'expliquer par quel incroyable préjugé quelques savants ont pensé que les lignes tournantes ne devaient être considérées que dans leurs valeurs absolues.
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101 . Équation polaire de la spirale logaritlimique. Celte courbe est définie par la condition que les rayons vecteurs varient en progression par quotient, lorsque les angles varient suivant une progression par différence, et dans un sens déterminé.
Prenons pour pôle le point donné A (fig* 28) ; supposons qu'on donne un point B de la courbe, et prenons l'axe
Fig. q8.
dans la direction AB. Pour compléter les donnces, nous admettrons qu'on connaisse un second point C de la courbe, au moyen de Tangle CAB et de la longueur AC que nous désignerons respectivement par a et by et supposons que le sens du mouvement soit celui de AB vers AC, dans toute retendue du lieu.
Si nous partageons l'angle a en un nombre quelconque m de parties égales, et que nous les portions indéfiniment au delà de AC, il sera facile de trouver pour toutes les valeurs de cy qui correspondent à ces directions, l'expression générale de rayons vecteurs en progression par quotient, dont ABct AC feront partie.
Soient en efîet n un nombre quelconque de subdivisions de a, cy l'angle, et r le rayon vecteur correspondant AM.
La raison de la progression par quotient sera i/ -> et par
conséquent AM ou r sera égal à «iy (-)
ou a i -
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Posant donc — =9. on aura
ou, en posant ( - | :
équation indépendante du nombre des subdivisions de a, qui peuvent être supposées aussi petites que l'on voudra ; de sorte que y peut être regardé comme variant d'une manière continue. L'équation que nous venons de trouver entre /• et cy est donc celle du lieu demandé.
On voit que les angles f sont les logarithmes des rap-
ports -î dans la base c, et c'est pour cela que l'on a donné
à cette courbe le nom de spirale logarithmique. Si ( - ) est
plus grand que i, les valeurs de r vont en croissant indéfini ment avec y: on aura c^i, et la courbe se composera d'un nombre infini de spires dont les points s'éloigneront indéfiniment du pôle à mesure que l'angle (f augmentera. Si
l'on avait ( - | <^ i, les rayons iraient au contraire en diminuant indéfiniment^ le nombre des spires serait encore infini, et leurs points se rapprocheraient indéfiniment du pôle sans jamais y arriver.
Enfin si - = I , on aura - = i , ce qui donne un cercle a a ^
de rayon a,
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lîeu, celle qui est du côté où nous avons considéré les angles f , et il resterait à trouver celle qui fournirait les points situés de l'autre côté de Â6.
Soit cp' Tangle formé avec AB par le rayon vecteur de Tun quelconque d'entre eux. En agissant comme dans le premier cas, on trouvera
Il ^'
^=_ et « = '•(-) ='•(-) ' ?' = -'
et par suite
Les points situés dans cette seconde partie du lieu seraient donc donnés par la première équation (i), dans laquelle on donnerait à (f des valeurs négatives, que Ton porterait dans le isens opposé aux valeurs positives; et en entendant les choses ainsi, nous regarderons Téquatioii (i ) comnie celle du lieu demandé. Il est à remarquer qu'aucune valeur de cp ne donnera de valeurs négatives pour /*.
DES LIEUX REPRÉSENTÉS PAR DES ÉQUATIONS DONNÉES
103. Nous avons vu comment, étant donnée une propriété commune à tous les points d'un lieu, on pouvait en déduire une équation satisfaite par les coordonnées rectîlignes ou polaires d'un point quelconque de ce lieu, ce que l'on apçeWeV équation de ce Heu. Nous allons maintenant considérer la question inverse, et nous nous proposons, étant donnée une équation entre les deux coordonnées d'un même point, de déterminer le lieu de tous les points du plan dont les coordonnées satisfont à cette équation.
Pour fixer les idées, nous supposerons les points rapportés à deux axes quelconques : c'est le système le plus employé; il sera facile d'étendre aux autres, et particulièrement au système de coordonnées polaires, les considérations auxquelles celui-ci donnera lieu.
Soit
l'équation donnée dont il s'agit de déterminer le lieu,
La première chose qu'il faut savoir, c'est d'où provient cette équation. A-t-elle été obtenue en partant d'une propriété des points à déterminer, ou bien n'a-t-elle aucune origine géométrique et n'est-elle prise arbitrairement que comme exemple de discussion?
Dans le premier cas, rien n'est incertain. On sait s'il faut, pour que tous les points du lieu soient construits par cette équation unique, admettre les valeurs négatives de x
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et y qui satisfont à Téquation, à la condition de les porter sur les axes dans le sens opposé à celui qui a été choisi pour les solutions positives. Dans plusieurs questions étudiées précédemment, nous avons vu que c'était à cette condition qu'une équation unique représentait tous les points du lieu : il est évident alors que si Ton veut construire tous les points du lieu au moyen de cette équation, il faudra employer toutes ses solutions réelles, positives ou négatives, et n'excepter que ses solutions imaginaires, puisque Ton a bien établi que tous les points correspondaient aux solutions réelles seulement.
Dans le second cas, on se propose de construire des points d'après une équation qu'on s'est donnée arbitrairement,- et on est tout à fait maître de s'imposer les conditions qu'on voudra. On pourra se borner aux points dont les coordonnées seraient les solutions positives seulement, ou aux points dont les coordonnées seraient uniquement les solutions négatives, ou encore dont les x seraient positifs et les^ négatifs, et réciproquement. Rien n'empêchera l'opérateur de construire des points d'après les solutions imaginaires de l'équation, en les employant de la manière qui lui conviendra. Tout sera permis, en un mot, puisque ce sera une simple question de fantaisie. Il n'y aura alors aucune difficulté à se proposer sur l'interprétation des solutions. Celui qui s'en ferait et croirait les lever, se ferait illusion à lui-même : il serait la dupe d'une apparence de solution pour une question mal posée.
Ce second cas donc ne mérite pas un examen sérieux; il ne peut être regardé que comme un simple amusement à l'occasion d'une équation, et n'aurait de scientifique que l'apparence. Nous devons nous borner au cas où l'origine, ouïes données de l'équation, fixent d'une manière précise l'usage que l'on doit faire des diverses formes que peuven t affecter les solutions de l'équation.
l46 ÉTUDE DES COURBES.
Les moyens de généralisation que nous emploierons par la suite pour la représentation de tous les points d'un lieu par une seule équation, ne consisteront que dans la considération des signes H- et — attachés, comme nous l'avons fait jusqu'ici, aux deux directions opposées des coordonnées prises à partir de l'origine sur chacun des axes, ou du rayon vecteur sur la ligne déterminée par Tangle 9. C'est pourquoi nous ne tiendrons aucun compte des solutions imaginaires, et nous ferons des solutions négatives un usage conforme aux prescriptions de la question. Quelles qu'elles soient, les méthodes de discussion n'en seront pas mqdifiées, puisqu'il ne s'agira que de négliger les solutions négatives, ou bien de les porter d'un autre côté bien déterminé.
104. Une équation unique représente généralement un lieu continu.
Supposons qu'entre deux valeurs a, è, toute valeur prise pour X détermine une valeur réelle de y donnant lieu à la construction d'un point, c'est-à-dire positive si Ton doit rejeter les solutions négatives, et de signe quelconque si on doit les accepter en les portant en sens opposé. Dans ce cas, si le premier membre de l'équation
est une fonction continue de x et y^ il est facile de voir qu'en faisant croître x d'une manière continue de a à i, la fonction y variera aussi d'une manière continue, soit qu'elle puisse s'exprimer en x au moyen des fonctions simples admises dans le calcul, soit que l'on doive se borner aux procédés d'approximation relatifs aux racines des équations à une seule inconnue. Les points construits ainsi se suivront donc d'une manière continue.
Il est possible qu'à partir d'une certaine valeur de x les
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valeurs de j^ deviennent imaginaires, et alors le lieu est interrompu. Il pourra renaître ensuite, si les valeurs re» deviennent réelles, et cela pourra se produire un nombre de fois quelconque : de sorte que le lieu total de l'équation pourra se composer de plusieurs lieux, séparément continus, mais entièrement isolés les uns des autres. Pour être sûr de n'en perdre aucun, il sera" nécessaire de considérer les valeurs positives de x croissant indéfiniment depuis zéro, puis de revenir à zéro et donner à x des valeurs négatives indéfiniment croissantes. En construisant pour chacune de ces valeurs de x toutes celles que l'équation fournit pourj^, on est certain d'avoir la construction complète du lieu de l'équation
Nous examinerons d'une manière spéciale les circonstances importantes que peut comporter la discussion des lieux; nous n'avons voulu ici qu'envisager sommairement le moyen de reconnaître l'existence du lieu, et les diverses parties séparées dont il peut être composé.
105. Des points communs à deux lieux dont on a les équations.
Si un point se trouve à la fois sur ces deux lieux, ses coordonnées doivent satisfaire à l'équation de l'un et de l'autre de ces lieux; et réciproquement, tout système de valeurs de x elj qui satisfait à ces deux équations construit un point qui est sur l'un et l'autre lieu. Le problème géométrique de l'intersection de deux lieux correspond donc dans la science des nombres à la recherclie des solutions réelles communes à deux équations; et réciproquement.
106. Nous avons prouvé l'existence d'un lieu continu entre deux valeurs a, ft, de x^ telles que toutes les' valeurs intermédiaires en donnaient de réelles pour y. Mais s'il n'y avait qu'un nombre limité de valeurs de x qni en
lO.
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donnassent de réelles pour j^, le lieu se composerait d'un nombre limité de points isolés, correspondant à ces solutions réelles de l'équation. Si, par exemple, F (a:, y) était la somme de deux carrés, l'équation serait de la forme
et ne pourrait être satis^^ite que si Ton avait à la fois
ce qui ne donnerait en général qu'un nombre limité de solutions, et par conséquent un nombre limité de points pour le lieu de l'équation.
Enfin,siF(j:,j^) était la somme de trois carrés, il faudrait trouver des valeurs de a: et j^ qui les annulassent séparément tous les trois, ce qui serait le plus souvent impossible : il n'y aurait alors aucun point qui satisfit et l'équation n'aurait aucun lieu.
107. Classification des équations dans un système de coordonnées rectilignes.
On partage d'abord les équations en algébriques et en tra nscendantes .
On appelle algébriques celles où les variables xeljne sont soumises qu'aux opérations qu'on nomme algébriques^ et qui sont Taddition, la soustraction, la multiplication, la division, l'élévation aux puissances et l'extraction des racines.
On appelle. transcendantes celles où les variables entrent comme exposanits, ou sous les indices de logarithmes ou de fonctions trigonométriques.
Les équations algébriques étant supposées débarrassées de tous les radicaux, et tous les dénominateurs variables étant chassés, se classent suivant leur degré, qui se mesure par la plus forte somme des exposants de a*, y, dans les divers termes de l'équation.
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C'est dans cet ordre qu'il convient de les étudier d'abord, et l'on commencera, par conséquent, par les équations du premier degré en x et y.
Mais avant ces discussions spéciales il est bon de résoudre une question qui leur est applicable à toutes, et peut quelquefois beaucoup les simplifier : c'est la recherche des formules générales propres à faire passer d'un système de coordonnées à un autre.
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DE LA TRANSFORMATION DES COORDONNÉES. - GÉNÉRALISA- TION DES FORMULES AU MOYEN DES QUANTITÉS NÉGATIVES.
108. Les équations qui expriiQeiit des conditions géoiné> triques dépendent beaucoup du système de coordonnées auquel les points sont rapportés 5 elles peuvent être très-compliquées dans un système, et très-simples dans un autre. Le choix n'en est donc pas indifférent*, et lorsqu'il a été fait d'une manière désavantageuse, ou lorsque la généralité d'une question a demandé qu'il fût pris d'une manière indéterminée, il peut être bon, quand on en vient à particulariser la discussion, de chercher si le système primitif de coordonnées ne pourrait pas être utilement changé en d'autres plus appropriés aux conditions spéciales des diverses questions auxquelles on serait ramené.
Quelles que soient, au reste, les raisons qui peuvent porter à faire ce changement^ la question que l'on se propose se ramène à celle-ci : Tromper deux équations entre les coordonnées d^un point quelconque dans un système^ et ses coordonnées dans un autre ^ car en substituant dans une équation quelconque du premier système, aux coordonnées qui y entrent, leurs valeurs tirées de ces deux relations, on aura une équation entre les coordonnées des mêmes points, dans le nouveau système.
Si on avait l'équation d'un lieu, on en aura une différente, mais qui représentera identiquement le même lieu, et dans la même position ; il n'y aura de changé que le mode de détermination de ses points.
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Si, au contraire, les points considérés sont eu nombre limité, et que leurs coordonnées doivent être entièrement déterminées, on aura encore ces mêmes points à la même place ; seulement ils seront donnés au moyen de coordonnées d'une autre espèce qui seront déterminées par les équations obtenues par la substitution des valeurs trouvées pour les premières en fonction des secondes, d'après les deux relations entre ces quatre quantités.
Nous allons examiner les cas les plus importants auxquels cette question générale peut donner lieu.
109. Formules pour passer d'axes quelconques à des axes parallèles.
SoieutAX, AY {fig- 29) les axes du système donné; et Â'X', A'Y' ceux auxquels on veut rapporter les points et
Fis- îQ.
qui sont parallèles aux premiers, et respectivement dans le même sens; a et b les coordonnées AB, A'B de la nouvelle origine. Désignons par x, y les coordonnées d'un point quelconque M dans le premier système, et par x', y' ses coordonnées dans le second.
n s'agit d'exprimer généralement, si cela est possible, xetj en fonction de a;', j^'. La discussion étant absolument semblable pour \qsj que pour les x, nous nous bornerons à celle-ci.
Supposons d'abord que le point B soit sur le prolongement AX, sur lequel on porte les valeurs positives, et que
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le pied Q de l'ordonnée j^' tombe du côté A'X' sur lequel on compte les x' positifs, A'X' étant supposé dans le même sens indéfini que AX.
Il est évident qu'on aura
tant qu'on restera dans ces conditions.
Si maintenant le pied de y* se trouve en Q' entre A' et C, on aura
CQ' = /7 — A'Q' ou xzz^a — È^Ç^.
Donc, si l'on veut que la formule (i) s'applique à cette nouvelle disposition, il faudra y regarder a:' comme désignant — A'Q'.
Enfin, si le pied de l'ordonnée y' tombe en Q'', ei le pied P'^ de ly sur le prolongement AXi opposé à AX, on aura
AP"r=A'Q'— fl ou — AP''zr:— A'Q'+^/;
donc la formule (i) s'appliquerait encore à cette position du point M,si l'on entendait que x est remplacé par — AP^', et x'par — A'Q'.
Donc, enfin, la formule (i) conviendrait à toutes les positions du point sur le plan, à la condition que les x elx' y seraient regardés comme de simples nombres quand ils seront portés sur les directions respectives AX, A'X', et comme des ûombres affectés du signe — quand ils seront portés dans les directions opposées.
Il ne reste plus qu'à examiner le cas où l'origine A' aurait son abscisse du côté AXi.
Il faudra recommencer avec cette nouvelle position du point B la discussion que nous venons de faire.
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Soient B {fig» 3o) le pîed de l'ordoniiée de A', et M un )OÎnt tel, que le pied de son ordonnée y tombe du côté AX ^ on aura x = x' — AB, formule différente de (i)* mais qui
Fig. 3o.
y rentrerait si dans celle-ci on remplaçait a par — AB. Les autres positions de M conduiraient à la même remarque. Donc l'équation (i) convient à toutes les positions des points du plan^ et de la nouvelle origine elle-même, en entendant comme nous venons de le dire les signes de a:, x', a.
La discussion serait entièrement la même pour lesy ^ de sorte qu^on peut dire que les relations entre les anciennes coordonnées et les nouvelles, sont exprimées par les équations générales
à la condition que ces six quantités seront considérées comme positives dans un sens, et négatives dans Tautre.
Si l'axe des x' était dirigé en sens contraire de l'axe des X, on verrait facilement que la formule générale entre X et x' serait x = a — x' au lieu àe x =i a -\- x' \ de sorte que les formules (2) seraient changées en
Et de même si Taxe des y' était dirigé en sens contraire de Taxe des j^ la seconde des formules (2) se changerait en
HO. Changement de direction des axes autour de la même origine.
Supposons que les points d'un plan aient été rapportés d'abord à un système d'axes rectangulaires, ce que l'on fait ordinairement quand aucun système oblique ne semble oflfrir des avantages spéciaux. Il peut arriver que l'on espère des simplifications en prenant de nouveaux axes dans des directions différentes \ et pour faire Fessai de la manière la plus complète, on ne doit pas d'avance les assujettir à être rectangulaires. Il est d'ailleurs inutile de compliquer cette nouvelle question du changement de l'origine, puîsqu'en vertu des formules précédentes ce changement se fera avec la plus grande facilité, soit avant, soit après le changement de direction.
La question que nous avons à résoudre est donc celle-ci :
« Trouver deux équations entre les coordonnées x, jr » d'un point quelconque par rapport à deux axes rectan- » gulaires, et ses coordonnées x', j' par rapport à des axes » quelconques ayant la même origine. »
Soient AX, AY (fig< 3i) les directions du sens positif des premiers axes -, AX', AY', les directions positives des
Fig. 3i.
nouveaux; a l'angle que fait la direction AX' avec AX en tournant autour de A à partir de AX jusqu'à ce que la direction mobile coïncide avec AX', quelle que puisse être la valeur de cet angle; a' l'angle formé de même avec AX^par la direction mobile quand elle vient coïncider avec AY'.
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Considérons un point quelconque M du plan -, abaissons MP perpendiculaire sur AX, et MP' parallèle à A Y' 5 AP, MP et AP', MP' seront les grandeurs absolues de x, y et de x\ y.
Cela posé, considérons le polygone fermé AP'MPA, parcourons-le à partir de l'origine dans le sens marqué par ces lettres, et multiplions la valeur absolue de chaque côté par le cosinus de Tangle formé avec une direction fixe par la direction de ce côté dans le sens ou il est parcouru ; nous savons que la somme de ces produits, pour le contour entier du polygone, est égale à zéro. Choisissons d'abord pour cette direction fixe celle de AX.
La généralité de Téquation que nous allons trouver, et les conditions sous lesquelles elle a lieu, seront facilement établies au moyen de la remarque suivante.
Lorsqu'un des côtés AP', P'M du. polygone, AP' par exemple, sera décrit dans le sens même de l'axe correspondant AX', l'angle des deux directions sera celui de cet axe
avec AX, que nous exprimerons par X'X \ mais s'il était en sens opposé, comme l'est par exemple, dans notre figure, le côté P'M par rapport à son axe AY', l'angle serait le supplément de celui de AY' avec AX, et le terme de la somme devra être , d'après le théorème général , — MP'cosY'X. D'où il résulte généralement que chacun de ces termes dans la somme, sera le produit de la coordonnée par le cosinus de l'angle des directions des axes positifs correspondants, si l'on regarde les coordonnées comme négatives quand elles sont dans le sens opposé aux directions choisies AX', A Y'.
Quant aux deux autres côtés MP, PA, le premier donne un produit nul; le second est parcouru dans le sens de P vers l'origine A, ce qui est le sens opposé à AX si P est du côté AX, et le sens même de AX, si P est du côté opposé; de sorte que le côté PA fournira dans l'un et l'autre cas un
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terme exprimé par — .r , et l'on aura l'équation générale
X =1 x' cos.r'x -h /' cosy' Xj
et Ton trouverait de même, en prenant A Y pour la direction fixe,
y =ix' CCS x' y -h y' ces y' y.
Il ne reste plus qu'à exprimer ces quatre cosinus au moyen de a et a '^ et on se rappellera que dans l'estimation des angles avec la direction fixe, on peut aussi bien prendre le supplément à quatre droits que l'angle même. On aura ainsi
ces x' X := ces a , ces y' Xz=z cos a', cosa:'^ = ces ( aj ou cos (a j^
et par suite
x' y ziz sin a, et enfin
TT
co^y' y •=. cos ( a' ) ou cos
et par conséquent
cosj'jr = sina'.
On aura donc les deux relations générales suivantes entre les coordonnées x^y et x'^j':
,,. ( j:izr j/cosa -f-y cosa',
(j = a: sma+xsma',
et elles ne seront générales qu'à la condition de prendre les coordonnées comme positives dans un sens, et négatives dans le sens opposé, et de traiter ces quantités négatives dans les calculs suivant les règles des signes des polynômes ; de sorte qu^il n*y a aucune difficulté à faire sur la manière de les employer.
m. Si l'on changeait à la fois l'origine et la direction des axes, on commencerait par transporter l'origine, sans changer la direction des axes , ce qui se ferait au moyen des
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formules (2); puis on passerait de ces axes intermédiaires aux axes définitifs au moyen des formules (3), et Ton aurait ainsi
x=z a -\- x' ces a H- j^' ces a', y = b -{- x' sin CL -\- y sin a'.
Si les axes primitifs faisaient entre eux un angle quelconque 6, on trouverait par des considérations analogues
x' sin (0 — a ) -h r' sin (0 — a' )
, j: sm a -{- r sin a sin
Et si Ton voulait revenir du second système au premier, il suffirait de substituer à x\ y' les valeurs en a: et j^ que donneraient les équations (4).
Les formules (4) reproduiraient les formules (2) si l'on y faisait a = o, a' = 6.
Elles reproduiraient les dernières du n° 109 en faisant a = TT conjointement avec a' = 6 ou a' = -H tt 5 et a = o conjointement avec a' = -f- tt.
112. Si les deux systèmes d'axes étaient rectangulaires, les formules (3) ne dépendraient que d'un seul angle a; mais il y a deux cas qu'il faut bien distinguer. Les nouveaux axes des x^ et y peuvent être l'un par rapport à l'autre dans le même sens que ceux des x etj^, ou en sens inverse ; c'est-à-dire que si l'on fait tourner autour de l'origine le système x' j' jusqu'à ce que l'axe positif des x' coïncide avec celui des x^ l'axe positif desj^' pourra coïncidef avec celui às&j^ ou bien avec son prolongement.
Dans le premier cas on aura
et dans le second
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On aura donc dans le premier.
CCS a' = — sin a , sin a' = ces a ,
et dans le second
cos a' i=r sin a , sin a' = — ces a.
Les formules (2) deviendront donc dans le premier cas
et dans le second
\ X :=x' COS a — /' sin a, l y = x' sinoi H- 7' cos a,
( a: =r .r' ces d H- j' sin a, ( jr ^= x' sin a — y cos a.
H3. Remarque. — La forme linéaire des équations (4) par rapport à x^y^ j:',j^' donne Heu à une conséquence remarquable. Si les deux membres de l'équation d'un lieu sont des fonctions rationnelles et entières des deux coordonnées, le degré de cette équation ne changera pas par cette transformation. En effet, en remplaçant x eiy par des expressions du premier degré en x' ^j\ on ne peut avoir évidemment une somme d'exposants plus forte qu'on ne l'avait en X etj^5 mais le degré du résultat total ne pourrait*il pas devenir moindre par la destruction des termes les plus élevés? On pourrait reconnaître directement que cela n'est pas possible, mais une bien simple observation le démontre; car si l'équation en x\ j' était de degré moindre que celle en x^j^ il faudrait que ce degré s'élevât en revenant à cette dernière par la substitution à x'^y' de leurs valeurs linéaires en x, /, tirées de (4) ; ce qui est impossible.
On voit donc que si l'équation d'un lieu est d'un certain degré par rapport à un certain système d'axes, elle conservera toujours ce même degré, quel que soit le système d'axes auquel on la rapporte.
Et c'est pour cela qu'il est possible de prendre le degré des équations comme moyen de classification des lieux géométriques.
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H4.. Transformation de coordonnées rectilignes en coordonnées polaires, et réciproquement.
Si le pôle n'est pas à Torigine et a pour coordonnées les quantités positives ou négatives a, i, on commencera par y transporter l'origine, et les axes parallèlement à eux-mêmes, au moyen des formules (2) 5 et il ne restera plus qu'à trouver deux relations entre les nouvelles coordonnées rectilignes d'un point quelconque et ses coordonnées polaires, le pôle étant à l'origine des premières 5 ce qui est le cas que nous examinerons en premier lieu.
115. Soient donc les axes AX, AY, que nous supposerons d'abord rectangulaires; prenons l'axe des x positifs pour origine des angles variables, et pour pôle l'origine des coordonnées x elj.
Les coordonnées polaires d'un point sont la longueur de la droite qui joint le pôle à ce point , ou le rayon vecteur du point; et l'angle que fait avec l'axe la direction du rayon vecteur, qui est celle de la droite partant du pôle et allant vers le point. Nous désignerons ces deux coordonnées par r et qp. Il s'agit de trouver deux équations générales entre x^ y^ r, cy, d'où l'on pourra tirer j: et j^ en fonction de r et y, ou réciproquement r et cf en fonction de x etj^.
Soit M {fig* 32) un point quelconque du plan. Ses coordonnées seront, quant à la grandeur seulement, les
Fig. 32.
deux côtés d'un triangle rectangle dont l'hypoténuse est r; quant aux signes, on voit immédiatement que le cosinus de
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l'angle (f est positif ou négatif en même temps que x , et que sincf est de même positif ou négatif en même temps qaej] de sorte que les deux équations entre a?, j", (p, r sont
( 7 ) jc = r cos <p , jr = r sin <fy
en entendant que sin cp , cos cp prennent pour les diverses valeurs de cp les signes admis dans la Trigonométrie ; que X etj sont positifs dans un sens et négatifs dans l'autre ; enfin que /• est toujours la valeur absolue du rayon vec^ teur. ^
116. Si le pôle était différent de l'origine, et avait pour coordonnées a et &, les formules seraient évidemmenti d'après ce que nous avons dit ci-dessus,
(8) r m ^ 4- r cos cp , j^ r=r ^ 4- r sin ç .
Si les axes primitifs faisaient entre eux un angle quelconque 0, les formules seraient
rsin (0 — ») , /-sin©
sm sm
Enfin, si l'axe polaire faisait avec AX un angle a positif ou négatif, les formules seraient
, , rsin (0 — © — a) , /-sin (© H- a)
^^ sm0 sm0
117. Si l'on voulait au contraire pafsser d'un système de coordonnées polaires à un système de coordonnées rectilignes, par rapport auquel le pôle et l'axe polaire seraient situés comme nous l'avons supposé dans les formules précédentes, il suffirait de tirer de ces dernières les valeurs de r et (f eux ety^ et de les substituer dans les équations données en 7' et y.
Considérons, par exemple, les équations (8). Elles dœi-
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neront, en prenant la valeur absolue du radical,
COSç:=:
Slllç=:
slU - ^y -^ [r— hy'
Si l'équation donnée est
F(r, sin(p, cos«p)=:o,
la substitution n'offre aucune difficulté, si ce n'est peutêtre* des irrationnalités à faire disparaître. Mais si l'angle 9 lui-même entre dans l'équation, qui sera alors de la forme
F(r, (p)=:o, il faudra tirer cp des équations précédentes, qui donneront
ep = are cos •> o =^ arc sin —^=^ »
et si l'on ne s^assujettissait qu'à l'une de ces expressions on ne satisferait pas à toutes les exigences, puisque le cosinus d'un arc correspond à deux sinus égaux et de signes contraires; et il en est de même d'un sinus. Lorsqu'on se bornera à exprimer Tune des deux conditions, il pourra en résulter des embarras et des apparences de difficultés et de contradictions qu'on lèvera facilement au moyen de la remarque que nous venons de faire.
DE QUELQUES AUTRES SYSTÈMES DE COORDOUNÉES
118. Les deux systèmes que nous venons de considérer sont les seuls que Ton emploie ordinairement. Quand on donne une équation entre d'autres éléments de détermination des points, on ne la regarde pas comme l'équation du lieu; et ce qui n'est au fond qu'un problème de transfor-
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niationde coordonnées est considéré comme une recherche d'équation de lieu d'après des conditions données.
Si, par exemple, on prenait pour coordonnées des points leurs distances (î,cî'à deux points fixes, l'équation â-\-â^=:a serait celle d'un lieu géométrique. Mais quand on propose de trouver ce lieu par cette condition que la somme des distances à deux points fixes soit constante, on ne prend pas ordinairement pour coordonnées ces distances; on les exprime au moyen de coordonnées rectangulaires x^ y et on les suhstitue dans la condition donnée entre cî, J'; on dit alors qu'on a l'équation du lieu.
En prenant pour axe des x la ligne qui joint les deux points fixes, et la perpendiculaire au milieu pour axe des y^ les équations de transformation de coordonnées seraient, en désignant par 2 c la distance des deux points donnés,
et le lieu dont l'équation serait, dans le premier système, (î -f- J' = a, serait représenté dans le second par l'équation
On la rendrait facilement rationnelle, et ce calcul donnerait lieu à la discussion qui a été faite précédemment.
119. Les points pourraient encore être déterminés par les angles formés avec une direction fixe, par les b'gnes qui les joindraient à deux points fixes pris sur la droite.
Soient B, B' (fig» 33 ) ces deux points et BX la direction
Fig. 33.
fixe par rapport à laquelle on estime les angles a, a' que
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font les directions BM, B'M menées de B et B' au point quelconque M du plan. Les équations entre les coordonnées <z, a' du point M et ses coordonnées rectangles seraient, en posant BB' = 2a et prenant l'origine au milieu A de BB',
tang a == 1 tang a! —
Si donc on avait une relation entre a et a' qui serait l'équation d'un lieu dans le premier système, on aurait celle du même lieu dans le second, en éliminant a et ex! entre les trois équations.
Un des cas les plus simples, et qui se rapporte à une courbe bien connue, est celui où l'on aurait
tang a tang a 1= ^9
i' étaat une quantité donnée quelconque. On aurait alors par l'élimination
—^ == , d'où a'-Y''-^ b^x^=a^b\
équation qui représente la courbe qu'on nomme ellipse.
Nous ne parlerons pas de tous les systètïies de détermination qu'on pourrait imaginer. Dans chaque cas la transformation de ces coordonnées en coordonnées reclilignes ou polaires, se fera d'après la nature des éléments de détermination des points, qui pourraient quelquefois être si peu commodes à employer, que l'idée ne viendrait même pas de leur donner le nom de coordonnées 5 et la question s'énoncerait comme un problème étranger à toute transformation de système de coordonnées.
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OBSERTATIOWS SUR LES SIGNES DES COORDOIVNÉES RECTILIGJSES DANS LE PASSAGE d'uN SYSTEME d'aXES A UN AUTRE.
Lorsque l'on part d'une équation
entre les coordonnées x^y, et qu'on change le système, par exemple, au moyen des formules précédentes,
, , i j: = fl-4- ^'cosa-4- r'cosa',
f J =: 6 -1- j:' sin a 4- y Sin a',
on obtient une équation
(3) Y [a -\- x' COSOL -hj'cosa', ^-4- .résina -4- j'sina') r= o
qui admet une solution en x'^ y' correspondant à chacune de celles que donne l'équation (i) en j:, jr- les valeurs de x^y^x\j\ dans les deux solutions correspondantes, étant toujours liées parles équations (2).
S'il y a dans l'équation (i) des solutions étrangères au problème géométrique , les correspondantes dans ( 3 ) , construisant les mêmes points, seront également étrangères et devront être laissées de côté.
Si l'équation (i) n'a que des solutions positives, l'équation (3) pourra en avoir de négatives; et ce n'est qu'en les portant eu sens contraire, qu'elle donnera, comme nous l'avons démontré, les mêmes points que l'équation (i).
Si l'équation (i) avait des solutions positives et des solutions négatives, et qu'on ne dût admettre que les premières, on n'en serait pas moins obligé d'admettre dans (3) les solutions négatives qui leur correspondent 5 et l'on ne devrait rejeter que les solutions correspondantes aux négatives de (i), même lorsqu'elles seraient positives dans (3), puisqu'elles construiraient des points qui ne conviennent pas à la question.
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Enfin, si l'équation (i) a des solutions positives et des solutions négatives, et que l'on doive rejeter une partie des unes et des autres , on devra rejeter les correspondantes dans (3), quels que soient les signes dont elles soient affectées.
COMMENT ON DOIT TENIR COMPTE DES SIGNES DES COORDON- NÉES DANS LA MISE EN ÉQUATION DES PROBLÈMES GÉO- MÉTRIQUES.
121. Supposons des points, en nombre fini ou infini, situés dans le même angle des axes des coordonnées^ et des équations générales entre les coordonnées de ces points, prises avec leurs valeurs absolues, c'est-à-dire des équations qui aient lieu quelles que soient les valeurs des quantités qui y entrent et la position relative des points , situés toujours dans le même angle des axes.
Nous venons de voir comment devaient être pris les signes de nouvelles coordonnées, si l'on changeait l'origine ; mais la question que nous allons examiner n'est pas tout à fait la même. Nous ne voulons pas faire un changement de coordonnées après avoir trouvé des équations dans un système d'axes qui renferme tous les points dans un seul angle; nous voulons former les équations en prenant tout d'abord une origine telle, que les points se trouvent placés d'une manière quelconque dans les quatre angl^ des axes.
Or, si l'on commençait par prendre le premier système d'axes , où tous les points sont dans un même angle , que l'on y formât toutes les équations de la question et qu'on passât ensuite à l'origine choisie, on obtiendrait, comme nous l'avons déjà dit, des équations entre les coordonnées des mêmes points par rapport aux axes choisis, dans lesquelles ces coordonnées devront être considérées comme
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des nombres absolus , d'un côté de l'origine , et comme des nombres négatifs, de l'autre; et c'est à cette condition que ces équations conviendront à tous les points. Mais on parviendra évidemment aux mêmes résultats sans commencer par l'origine auxiliaire, en exprimant exactement les mêmes choses successives au moyen des coordonnées voulues, et passant par la même suite de considérations ] les calculs ne différeront des autres qu'en ce que, au lieu des coordonnées qui s'y rapporteraient, on aura leurs valeurs en fonction des nouvelles qui doivent y être prises alors avec leurs différents signes. Mais il est évident qu'il n'est nullement utile de se reporter à chaque instant par la pensée aux axes qui renfermeraient tous les points dans un seul angle, et qu'on n'a besoin de s'occuper que des relations successives à établir entre les données et les variables ou les inconnues, en s'assujettissant toujours à la condition de regarder comme négatives les coordonnées dirigées en sens contraire de celles dont on ne doit considérer que les valeurs absolues. Et il est inutile de rappeler que les opérations sur ces quantités négatives isolées doivent être exécutées suivant les règles démontrées dans le cas des polynômes, puisque toutes nos formules n'ont été démontrées générales que sous cette condition expresse.
122. Remarque. — Ces raisonnements prouvent qu'en partant d'un système d'axes quelconques et ayant égard aux signes des coordonnées, on obtient finalement les niêmes équations que si l'on avait pris des axes renfermant tous les points dans un même angle , regardant leurs coordonnées comme des nombres absolus, et passant ensuite aux axes proposés au moyen des formules générales de transformation. D'où il résulte nécessairement que si tous les points cherchés ne pouvaient être liés par les mêmes équations générales, dans le cas où ils seraient cependant compris
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dans le même angle des axes; si, par exemple, dans ce cas même, tous les points d'un lieu désigné ne pouvaient être représentés par une équation unique, il en serait de même pour les équations qu on obtiendrait pour toute autre origine. Ces équations représentent toujours les mêmes lieux, ou les mêmes points en nombre fini ; et quand on a choisi un système d'axes, on n'a pas à s'occuper de ce qui arriyerait pour tout autre.
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ÉQUATIONS POLAIRES DONT LES LIEUX PEUVENT AVOIR TOUS LEURS POINTS CONSTRUITS PAR DEUX SYSTÈMES DIFFÉ- RENTS DE VALEURS DES COORDONNÉES. - RAYONS VEC- TEURS NÉGATIFS.
123. Les formules pour passer d'un système de coordonnées rectilignes à un système polaire, donnent lieu à des remarques importantes.
A la seule inspection des formules (9) du n*^ H6, on reconnaît que si, en donnant à y et ries valeurs particulières (fi, /'i, on a eu un certain système de valeurs pour a:, j-, on obtiendrait le même système, et par conséquent le même point, en donnant à y et à ries valeurs Çj dz tt et — r, ; parce que, dans les formules (9), le facteur r et le facteur trigonométrique changeraient en même temps de signe sans changer de grandeur, et que, par suite, le produit serait le même.
Cela posé, soit l'équation d'un lieu en coordonnées reclilignes
son équation polaire sera
, , r rsin(0 — (p — a) . rsin (®-f-a)~|
^ ' [_ smG sinô J
et nous avons vu qu'en prenant seulement les valeurs positives de r, l'équation (2) donnerait tous les points du lieu représenté par l'équation (i). Mais, d'après la remarque précédente, si (2) est satisfaite quand on y fait
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elle le sera quand on y fera
Ce résultat de pur calcul donne lieu à cette remarque géométrique importante, que le même point correspondant à y = <pi, r = r^, serait construit en prenant cf = 9^ db tt, qui donne la direction opposée à celle que donne cfi, et portant la solution négative — /'j, que donnera nécessairement l'équation (2), dans un sens contraire à la direction correspondante à ç^ it: tt.
124. Il y aura deux manières de construire chacun des points du lieu de l'équation (2) ^ Tune en considérant les valeurs positives de r et les portant dans la direction déterminée par la valeur correspondante de (p; l'autre en admettant les valeurs négatives de r et les portant en sens contraire de la direction déterminée par la valeur de 9 qui les a fournies.
On pourra se borner à un seul de ces procédés, et alors, pour avoir tous les points du lieu de l'équation (i), il faudra cjue l'angle cp passe par toutes les valeurs de o à 271. Mais si l'on admet les solutions négatives comme les positives de Téquation (2) pour l'inconnue r, il suffira évidemment cle faire varier (p de o à tt.
Observations sur la proposition précédente.
125. Il ne faut pas oublier que la double construction pour chaque point n'a été démontrée qu'en considérant l'équation polaire telle qu'elle est obtenue immédiatement par la substitution des valeurs de a: et j^ en r et 9, et entendue avec les mêmes restrictions que pourrait comporter l'équation (i).
Si donc on transforme d'une manière quelconque cette équation, il faudra s'assurer si l'on a bien le même résul-
tat en faisant une même substitution à /* et cp dans cette dernière ou dans la transformée.
Il n'y aura aucun , doute à cet égard si F ( x, j) est une fonction entière; les multiplications et les élévations aux puissances seront les seules opérations à exécuter sur les expressions
/•siD(Q — y— g) ^ , rsin(y-4-a]
siD Q sm
et les résultats seront les mêmes quand on remplacera <f et r par des valeurs quelconques, avant ou après qu'on aura exécuté les opérations indiquées par la fonction F.
Mais supposons que, dans F (x,j^), il se trouve un radical du second degré assujetti à être pris positivement, c'està-dire que le résultat numérique du calcul soit précédé du signe ■+-. Si sous ce radical il n'y a que des puissances
paires de x, j^ comme, par exemple, -f- s/^ix*-j- nj* , et que les formules de transformation soient simplement
.X z=z /•ces y, jr = ''sin y, le radical deviendra
^mf^ cos* ff -h .T.r^ sin^ y ,
et restera le même quand on mettra (p 4- tt et — r au lieu de cj) et r.
Or, si on avait fait passer le facteur r' hors du radical, on construirait encore le lieu proposé en écrivant pour le radical
r y/ m cos=* cp -\- ^sin'cp ,
en entendant que r est pris positivement. Mais il est clair que changer cp et r en cj» -h tt et — r ne donnerait plus le même résultat qu'en laissant r* sous le radical 5 et alors il ne serait plus vrai que les points du lieu pussent être con-
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struits des deux manières : il faudrait pour cela que le radical put être pris avec le double signe.
Cette simple observation suffira quelquefois pour lever des difficultés provenant de ce que l'on ne se sera pas bien rendu compte des conditions d'une question.
126. Le théorème de la double construction ne s'applique qu^à V équation transformée complète.
Nous avons démontré qu'en faisant usage de Téquation (2) on pouvait construire chaque point par deux systèmes différents de solutions \ mais si cette équation était décomposée en plusieurs autres, la proposition n'aurait pas lieu pour chacune d'elles séparément. Elle n'a été démontrée que pour l'équation qui les renferme toutes; et il n'en serait autrement que dans des cas tout à fait exceptionnels.
C'est ce que nous allons éclaircir par quelques exemples.
Considérons d'abord l'équation de l'ellipse
En prenant pour pôle le foyer dont les coordonnées sont
et Taxe polaire dans le sens des x positifs, l'équation sera {a? — c^ ces' «j> ) /'' -h 2^' cr ces <p — ^* z= o,
et l'on voit que si /• et cp forment une solution de cette équation, — r et cp-f-7r en formeront une autre. Mais le premier membre est décomposable en deux facteurs du premier degré en r, qui, égalés successivement à zéro, donnent pour r les deux valeurs suivantes :
a-hccosç • — a-\-ccos(f
Si Poil considère Tune quelconque des deux, par exemple la première, on voit que si elle est satisfaite par un système de valeurs de r^ et cp, elle ne le sera pas quand on changera cf, en cfi -j- 71, et Ti en — Tj, Mais alors il faut, d'après ce qui a été démontré, que la seconde soit satisfaite, quand on y met pour cp et r les valeurs cf , -f- tt et — r^ : et, en effet, elle devient ainsi
— r, :=r — OU r, = — ; ,
«H-CCOSÇi «-f-ccosç,
ce qui est exact puisque cpi et Tj satisfont à la première. 128. On remarquera que la première équation
a 4- ccos^
donnera toujours pour r des valeurs finies positives, puisque a est plus grand que c , et qu'au contraire la seconde donne toujours r négatif. On pourra donc se borner à la première 5 elle construira le lieu tout entier, en faisant varier cp de o à 27:, puisque nous avons démontré en général qu'on pouvait construire le lieu complet de l'équation en X, y^ en donnant à cp toutes les valeurs de o à 27r, et ne tenant compte que des valeurs positives de K
129. Et de même on pourrait se borner à considérer la seconde équation
rzzz »
a — c cosy
qui ne donne que des valeurs négatives. Cartons les points construits par la première pouvant être construits par les solutions de la seconde, portées en sens contraires, on obtiendra le lieu tout entier en ne faisant usage que de la seconde.
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130. Prenons pour second exemple l'hyperbole ayant pour équation
et prenons d'abord pour pôle le sommet qui a pour coordonnées y = o^x = — « ^ on obtiendra l'équation polaire suivante :
r^[à^ sin'ç — A'cos'^p) 4- 2 a^Vcos<p = o.
Le premier membre est le produit de deux facteurs dont l'un est r, et pour toute valeur de cj> donnerait pour solution r = o ; ce qui devait être, puisque le pôle est sur la courbe. Le théorème qui s'applique à l'ensemble des deux facteurs s'appliquera donc à Taulre facteur seulement, égalé à zérg; et l'on pourra, par conséquent, y admettre ou n'y pas admettre les valeurs négatives ^e r. Dans le premier cas, il faudra faire varier c() de o à tt-, et dans le second, de o à aTT.
La valeur de r que l'on en tire est, en posant a* H- i* = c',
c^cos'cp — à*
et Ton reconnaît bien que si cfi et r^ y satisfont, (fi H- 71 et — Ti y satisferont encore.
Nous allons d'abord la construire en admettant les rayons vecteurs négatifs.
En faisant f = o on trouve r = aa, et r reste positif jusqu'à ce que (p soit parvenu à la valeur dont le cosinus est —
On construira ainsi la branche infinie partant du sommet à droite et située au-dessus de l'axe des x. L'angle cf augmentant, r devient négatif, et, quand il est devenu égal à -9
r est nul, et l'on a construit la branche infinie située audessous de l'axe des x eik gauche du sommet pris pour pôle.
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En continuant d'augmenter cp, r redevient positif jusqu'à l'angle dont le cosinus est ? etl'on a construit la branche symétrique de la seconde par rapport à Taxe des x.
Enfin, cj> variant depuis cette valeur jusqu'à tt, r redevient négatif et donne la construction de la quatrième branche, symétrique de la première.
131. Si l'on avait rejeté les rayons vecteurs négatifs, la première branche construite aurait été la même 5 mais depuis l'angle dont le cosinus est - jusqu'à -? les rayons vecteurs étant négatifs, on n'aurait construit aucun point. De -jusqu'à l'angle dont le cosinus est 9 on aurait eu
des rayons vecteurs qui auraient construit la branche qui tout à l'heure était la troisième. De cet angle jusqu'à tt les rayons sont négatifs, et l'on n'aura aucun point. Les deux branches au-dessus de l'axe seront donc construites quand ç variera de o à tt : les deux autres branches seront données par les valeurs de ç, de tt à 27r^ et cosy reprenant les mêmes valeurs pour les directions symétriques par rapport à l'axe, ces deux branches seront symétriques des premiers.
132. Considérons maintenant l'équation polaire de la même courbe en prenant pour pôle le foyer dont les coordonnées sont j = o, a: = — sja} -+-&*= — C5 il faudra faire, dans l'équation en x etj^,
x=^ — c-j-rcosy, j=rsin<p,
ce qui donnera
r^[a} — c^cos^ç) -f- 2.b^crco%f^ — é* = o.
Le premier membre est le produit de deux facteurs qui,
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égalés à zéro, donnent les deux valeurs suivantes pour r,
^ ' — « -i- CCOSf
Dans ce cas aucune de ces deux équations polaires n'est satisfaite par les deux systèmes cp,, r, et cji -|- tt, — Ti ; mais si l'une Test par l'un des deux, l'autre le sera par l'autre, comme cela devait être d'après la démonstration générale du théorème.
Les valeurs négatives données pour r par l'une ou l'autre des équations (i), {2) pourront, comme nous l'avons dît en général, être admises ourejelées; et la discussion sera toujours abrégée en les admettant. Mais il ne suf6ra pas dans le cas actuel de faire varier cp de o à tt dans l'une des deux, par exemple dans (i), comme dans le cas où Tun des sommets était pris pour pôle; et cela tient à ce que l'équation (i) n'est pas satisfaite par les deux systèmes cpi, rj et (fj H- tt, — Ti^ tandis que cette condition était remplie quand le pôle était au sommet.
133. Si l'on construitla courbe au moyen de l'équation (i), en admettant les valeurs positives et négatives de r, on construira les quatre branches en faisant varier cp de o à 27r.
La branche à gauche de Taxe desj^ et au-dessus de Taxe des X sera donnée par les valeurs de © comprises entre
(f =: o, coscj)= , et r sera positif;
La branche à droite de l'axe des j^ et au-dessous de l'axe des Xy par les valeurs suivantes de cf jusqu'à tt, et r sera négatif ;
La branche symétrique de celle-ci, par rapport à l'axe
des a:, par les valeurs suivantes jusqu'à coscp = ; r sera
encore négatif;
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Enfin la branche symétrique de la première, par les valeurs suivantes de cp jusqu*à 2^, et les valeurs de r seront positives.
De sorte que le signe de r est le même pour tous les points de deux branches symétriques par rapport à Taxe des X , comme nous l'avions déjà reconnu précédemment.
autres exemples d^ équations polaires qui ne donnent pas lieu à la double construction,
134. Dans les exemples que nous venons de donner d'équations polaires dont les lieux ne peuvent être construits par un double système de valeurs, il n'entrait que des lignes trigonométriques de l'angle cp : nous allons en considérer d'autres où entre l'angle cp lui-même.
La spirale d'Archimède dont l'équation est r= û -+- èop n'est pas satisfaite quand on change les coordonnées cp et r d'un de ses points en cf H- tt et — /; donc ses points ne peuvent être construits parles deux systèmes de valeurs des coordonnées.
La spirale logarithmique dont l'équation est r = ac^ n'est pas non plus satisfaite quand on change les coordonnées cp et r d'un quelconque de ses points, en cp -+- tt et — r.
On voit, sans qu'il soit besoin de multiplier davantage les exemples, que le théorème que nous avons démontré pour les équations polaires obtenues par la transformation d'une équation, donnée en coordonnées rectilignes, n'a pas lieu pour toutes les équations polaires, et ne doit être appliqué qu'avec beaucoup de circonspection.
135. Contradiction apparente, — Mais cela peut donner lieu à la difficulté suivante. Ne pourrait-on pas penser que toute équation polaire peut provenir d'une équation rectiligne, puisqu'on peut d'abord passer du système polaire à un système rectiligne, et revenir ensuite de ce der-
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nier au premier? Alors Téquacion polaire proposée étant obtenue par la transformation d^une équation en coordonnées rectilignes en une équation en coordonnées polaires, le théorème en question devrait s'y appliquer : et comme cela n'est pas toujours exact, il semble qu'il y ait contradiction entre les propositions établies.
136. Solution de la difficulté. — Dans la démonstration que nous avons donnée du théorème, nous avons supposé que les opérations indiquées dans le premier membre de lequation ^2), n° 123, étaient entendues de la même manière que dans F (x, j) et avec les mêmes restrictions. Il est donc indispensable d'examiner avec soin les conditions des deux transformations successives, opérées en partant d'une équation polaire donnée, pour y revenir après avoir passé par une équation en coordonnées rectilignes.
Comme les idées générales se trouvent dans chaque cas particulier, et s'y reconnaissent plus facilement que dans l'ensemble de tous les cas, pourvu qu'on ait soin de les faire ressortir, et de n'employer les circonstances particulières qu'à leur donner la possibilité de se manifester, nous nous bornerons à considérer les exemples que nous venons de présenter, d'équations polaires qui ne donnent pas lieu à la double construction.
137. Ellipse, — En prenant pour pôle le foyer de droite, nous avons trouvé l'équation
(i] rz=z ou r(fl -h ccos ç) = ^*,
qui construit tous les points du lieu, et ne donne que des valeurs positives pour r.
Passons maintenant à des coordonnées rectangles, en prenant pour plus de simplicité le pôle pour origine, l'axe
des X pour axe polaire, et posant par conséquent
j:i=rcosç, j'=rsin(p, d'où
si x^ -^ y'^
rT=i sj x^ -\- y^ et cosç =
en' substituant dans (i) nous obtiendrons
(2) a ^ x"^ -\- y^ -\- ex — b'^=zQ,
• Arrivé à ce point, on peut rendre l'équation rationnelle,
ou la laisser telle qu'elle est 5 examinons ces deux manières
de procéder.
I** En faisant disparaître le radical on introduit les solutions correspondantes au signe — du radical, et qui seraient précisément celles que donnerait l'équation
ou — «r -f- cr cos 9 = 6*,
— a -\- c cos (p
qui conduit à
— a ^x^ + /^ -f- ex — ^' = o.
On voit donc que l'équation rationnelle en x elj ne renferme pas seulement les solutions de l'équation polaire, mais encore d'autres solutions telles, que le retour aux coordonnées polaires donnera une équation jouissant de la propriété de la double construction,, parce qu'elle renfermera, outre l'équation polaire proposée, une seconde équation polaire. Ce n'est donc pas la proposée qui jouit de la propriété en question.
2° Supposons que l'on conserve la forme de l'équation ( 2 ) et qu'on repasse aux coordonnées polaires, on aura
(3) ayr*cos*(p-!-r*sin'<p H- cr cos ç — 6^ = 0,
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équation dont le premier membre est bien une fonction de rcosO et rsin0, qui semble^ par conséquent, ne pas devoir changer quand on change cf et /' en © -h 7: et — r, et en même temps n'être autre chose que le premier membre de l'équation proposée
-f- cr cosç» — b^ zzzOy
ce qui conduirait à cette conséquence fausse que si cfi et r^ sont une solution de cette dernière, cj), -f- tu et — r^ en formeraient une autre.
L'erreur est bien facile à apercevoir. En effet le radical dans (2) est assujetti à représenter r et non — r, sans quoi (i) et (2) ne coïncideraient pas. Si donc on remplace r par — /', dans (3), le radical devra aussi être remplacé par — r, 5 et par conséquent si (3) est satisfaite par y = cfi et r = Ti, elle ne le sera pas par y = çf, -|- tt et r = — rj .
On voit donc comment les restrictions qui se trouvent dans la fonction F (^,jk) quand il s'agit de l'équation (2), changent les conditions qui sont nécessaires à la démonstration du théorème. Ici, en effet, le radical dans (3) est assujetti à être pris avec un signe qui dépend de la valeur substituée, tandis que la démonstration générale de la double construction supposait expressément que la forme de la fonction F restait la même, quelques valeurs qu'on donnât aux variables.
138. Hyperbole. — En prenant le foyer de gauche pour pôle, nous avons trouvé deux valeurs de r, dont l'ensemble présente la double construction, mais aucune des deux ne la présente isolément. Elles construisent l'une et l'autre la courbe entière en faisant varier cp de o à 27r, et portant les valeurs négatives de r dans le sens inverse. Bornons-nous
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à considérer là suivante :
(i) r = 9 ou ar -\- cr c0SfD=z bh
^ a -h C COScj;
les rayons vecteurs positifs construiront la partie de la courbe située à gauche de Taxe des y^ les rayons vecteurs négatifs, celle située à droite.
Il s'agit d'examiner ce qui arrive quand on passe de cette équation à l'équation en coordonnées rectilignes F (.r, j^) = o en prenant pour plus de simplicité l'origine au pôle, puis qu'on repasse de cette dernière à l'équation polaire F (r cos cp, r sincf ) = o ^ et d'expliquer pourquoi cette dernière, qui semble présenter la double construction, ne jouit cependant pas de cette propriété, si elle coïncide réellement avec Téquation (i), eftque l'on n'ait pas introduit de solutions étrangères.
L'équation (i) donne pour la première transformation
a ^ x^ -\- j^ -\- ex — b^=o,
et pour qu'elle représente exactement (i), il faut que
^ï^ -hj^ représente toujours r et non — r.
Revenons maintenant aux coordonnées polaires. L'équation désignée généralement par F (rcosc{>, rsincp) = o sera
(2) a^ r^cos^9 -hr^sin'cp -f- crcostf — b^ = o
avfec cette restriction que le radical y/r* sera remplacé par r et non par — r, sans quoi cette équation ne coïnciderait pas avec (i) et les conclusions, quelles qu'elles fussent, ne s'appliqueraient pas à la proposée. Mais cette restriction sur les valeurs du radical fait que la fonction F [x^ j) change de forme suivant les substitutions, puisque le terme
a sjx^ H-JK* doit changer de signe avec r. Les conditions delà double construction ne sont donc plus remplies, et il n'y a aucune raison pour qu'elle soit admissible.
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Des raisonnements analogues se feraient pour la partie de l'hyperbole correspondante aux valeurs négatives de r que donne l'équation (i) ; et il n'y a lieu à aucune difficulté.
Exemples adéquations oà entre l'angle lui-même,
139. Dans les exemples précédents, les équations ne renfermaient que des lignes trigonométriques de l'angle cp ; supposons maintenant que Tangle lui-même y entre, et considérons l'équation
dont le premier membre est par exemple une fonction rationnelle et entière quelconque de /' et cf, et dont on construit les solutions négatives en sens contraire du sens direct. Cette équation ne donne pas lieu à la double construction pour tous ses points : car les deux équations F (ti, Çt ) = o et F ( — Tj, Çi -h tt) = o déterminent en général un nombre fini de valeurs pour cpi et rj. Si par exemple on considère r = a<p -f- S, ces deux équations /•, z=za<fi -h by —r^=ia (çi + tt) + ^,
conduiront à la valeur unique
b TT
qui donnera
Cela posé, prenons le pôle pour origine et transformons l'équation (i), au moyen des formules
.r = r cos^, y z=: r sin ç, qui donnent
cos , - ?
sin
sj x'
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cette dernière notation indiquant l'arc qui a pour co-
sinus -, 5 et pour sinus --~--^:r- .
Nous obtiendrons ainsi pour équation du même lieu en coordonnées rectangles
(2) F( vZ-^^-f-jS arc
^sm
sjx' + y
et il ne faut pas oublier que dans les termes provenant de r,
le radical sjx^ -^J sera positif ou négatif, suivant que la valeur de r donnée par l'équation sera elle-même positive ou négative 5 mais que dans les termes provenant de y,
^x*-hj* doit être pris en valeur absolue, x ç^i y étant les coordonnées positives ou négatives du point que l'on considère : car c'est ce que nécessitent les formules
.r :=. sjx"^ -\- y^ . ces Y, J = ^^^ + f^ • sin ©.
Le premier membre de l'équation (2) est donc assujetti à quelque restriction, puisque le radical qui y entre ne doit pas être partout pris avec le même signe. La démonstration faite dans l'hypothèse où une même expression représente partout la même chose ne subsiste donc plus nécessairement, et ses conclusions seraient généralement erronées. C'est ce que nous allons reconnaître en essayant de l'appliquer à l'équation (2).
Si, en effet, on veut transformer cette équation en coordonnées polaires, au moyen des formules
X =3 r ces q>, J = A* sin y,
on obtient d'abord
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OÙ il n'entre que les produits rcoscf, r sincp, qui restent bien les mêmes quand on remplace cf et r, soit parcfi,ri, soit par cf , H- TT et — t\ . Mais il est facile de voir qu'il n'en est pas de même de la fonction F.
En effet, d'après les observations précédentes, le rap-
port — doit toujours être pris égal à -h i 5
y'r' cos^cp -!- H sin*(p
par suite la substitution de cpi et f\ dans (3) donnera
( ces (ces©,)' arc ^
( sm (sin y, )^
et la substitution de cfi -f-7r et — r, donnerait
(~n, arc I ''''*< ■~''''^^')\ \ " (sin( — sinij),)/
qui n'est nullement identique à l'expression précédente 5 et
par conséquent si cp, etrj satisfont à (3), cpi -h tt et — r^
n'y satisferont généralement pas. Il faudrait, pour avoir
des résultats identiques, conserver au radical le même
signe, là où il représente r, qui en change; €t le faire
, 1 • 1 1 • rcoscp rsinep , ..
changer de signe dans les expressions - - ? , ou il
doit toujours être pris positivement.
L'erreur qui faisait croire à la possibilité de la double construction provenait donc de ce qu'on ne tenait pas compte des restrictions auxquelles était assujettie l'équation (2) en X et j.
Et l'on voit comment, en en tenant soigneusement compte, les deux substitutions conduisent,- après la double transformation, à deux expressions identiques à
r(r,, (p,) et F(— r,, ç, -h tt),
que Ton obtiendrait d'après l'équation proposée F(r, y), qui, comme nous l'avons fait voir d'abord, ne sont pas généralement nulles en même temps.
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On remarquera facilement que le passage aux coordonnées rectangles introduit une infinité d'arcs, différant du premier d'un multiple quelconque de a?:. Ce sont ceux que l'on trouverait en faisant usage de l'équation (i) et faisant tourner indéfiniment le rayon vecteur, comme cela doit être. Si à l'un de ces angles, c{>i par exemple, correspond une valeur de r,, les autres valeurs de cp comprises dans la formule cpi ± awTT, donneraient pour rdes valeurs différentes de Tj que l'on pourrait déterminer soit par Téquation (i), soit par l'équation (2). Appliquons ces considérations générales à quelques cas particuliers.
140. Spirale d!Archimède, — L'équation r=a(]p de cette spirale devient en passant aux coordonnées polaires
cos
y—, ; 1 sl^"' -I- y^
\Jx^ -^ y^ z=i a arc {
sin
v/jc' + 7'
Il n'y aurait qu'à répéter ce qui vient d'être dit pour une fonction entière quelconque de r et cp, dans laquelle rentre le premier membre de r — a(j) = o.
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Revenant aux coordonnées polaires, avec les conditions imposées au radical, nous obtiendrons
rco8( arccos
(3) • )/r'cos'f-hr'sin^^z=:ab vr/*cos*p-+-r«8inV.
Soit une solution c^,, r, , de cette équation, /j étant positif, Téquatîon (3) donnera
(4) n = ab
arc C08 . cos ;
Si l'on substituait maintenant Çj -h tt et — r^ à cp et r dans (3), en ne tenant compte d'aucune restriction, elle serait bien satisfaite, comme nous Tavons dit en général :
mais en observant que doit être rem-
sjr^ cos^cp "h r* sin'ç
placé par -t- i, et que le radical du premier membre
représente r, on trouverait
équation incompatible avec (4)*
142. Il suit de cette discussion que les contradictions signalées n'étaient qu'apparentes-, elles tenaient à ce que dans les transformations qu'on faisait subir à Téquation polaire primitive, et à l'équation en x^ y à laquelle elle conduisait, on ne tenait pas compte des restrictions auxpelles il fallait avoir égard pour que ces équations représentassent exactement le même lieu.
CHAPITRE V
DU LIEU DE L'ÉQUATION DU PREMIER DEGRÉ A DEUX VARU- BLES.- ÉQUATION DE LA LIGNE DROITE. - GÉNÉRAUSATION AU MOYEN DES QUANTITÉS NÉGATIVES.
143. Parmi les problèmes que nous nous sommes proposés comme applications de la méthode de recherche des équations de lieux, s'est trouvé celui où la condition géométrique était que chaque point fût également distant de deux points fixes. Ce lieu était évidemment une ligne droite, et qui pouvait occuper toutes les positions sur le plan, en choisissant convenablement les deux points. Il eût été facile aussi de reconnaître que cette équation qui était du premier degré en x et /, pouvait coïncider avec toute équation donnée de ce degré. D'où il résulte que toute ligne droite est représentée, dans son étendue indéfinie, par une équation du premier degré, unique, à la condition que les valeurs négatives qu'elle donnera pour l'une ou Fautre coordonnée soient portées en sens contraire des valeurs positives \ et que réciproquement toute équation du premier degré a pour lieu une ligne droite indéfinie dans les deux sens, à la condition que ses solutions, tant positives que négatives, seront employées comme nous venons de le dire.
Mais comme notre marche générale ne doit pas se fonder sur les conséquences de questions qui ont été discutées en quelque sorte fortuitement, nous nous bornons à rappeler celles auxquelles ce problème nous avait conduits, comme induction peut-être, quoique la question que nous allons traiter soit assez simple pour n'en avoir pas besoin.
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dans laquelle les coefficients A, B, C, peuvent être positifs, négatifs ou nuls.
On peut d'abord se débarrasser des deux cas particuliers où A ou B seraient nuls. Car, si Ton a A = o, il en résulte pour y une valeur réelle, constante, positive ou négative; dans le premier cas, tous les points d'une parallèle à Taxe des X conviendront exclusivement. Dans le second cas, si Ton n'accepte pas les solutions négatives, aucun point ne conviendra; et si l'on doit les construire en sens contraire des solutions positives^ le lieu sera une parallèle à Taxe des X du côté opposé.
Si l'on avait B= o seulement, x serait constant et le lieu serait une parallèle à l'axe des y; ou il n'y en aurait pas, si la valeur des x est négative, et doit être rejetée. Occupons-nous donc du cas général où ces coefficients ne sont pas nuls; mettons l'équation sous la forme
(1) yz=:ax-\-h
qui renferme même le cas des parallèles à l'axe des a*, et n'offre d'exception que quand y ne doit pas y entrer, ce qui est le cas de parallèles à l'axe des y.
Supposons d'abord, pour fixer les idées, que a et è soient positifs.
Soient AX, AY, les axes sur lesquels on portera les valeurs positives de x et j^, et l'angle qu'ils font entre eux.
Partons de a: = o {fig* 34)i et faisons-le croître indéfini-
ment d'une manière continue : ce que l'on exprime dans un
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langage abrégé peu rigoureux, en disant qu'on fait croître l'abscisse x de zéro à V infini.
La valeur de l'ordonnée y se compose d'une partie constante i, et d'une partie qui varie proportionnellement à x. Si donc on prend AR = b et qu'on mène BU parallèle à AX, on obtiendra le point du lieu, correspondant à une abscisse quelconque AP, en menant PM parallèle a AY, et portant au delà de son point de renconfre Q avec BU une
longueur QM égale à ax ou telle que -^ = a. D'où il suit
que tous les points M, sont dans l'angle YBU, sur une droite indéfinie partant de M et inclinée sur l'axe, d'une quantité a < 0, telle que l'on ait
MQ sina sina
BQ ~~ sin(9 — a) ' ^" sin(Ô — a) ^ '''
a SÎD ô
tanga =
I + acosô
Le coefficient a déterminant complètement a, se nomme quelquefois le coefficient d'inclinaison de la droite. Si l'on ne veut construire que les solutions positives de l'équation, le lieu est borné à la partie indéfinie BZ de la ligne droite. Mais si l'on veut, ou que l'on doive admettre les solutions négatives de l'équation (i), en les portant sur les prolongements opposés des axes, c'est-à-dire sur les directions AX', AY', il y aura encore des points à construire; et nous allons voir qu'ils auront pour lieu le prolongement indéfini de la droite BZ en sens opposé. ,
En effet, si l'on prend sur AX' une quantité quelconque AP', et qu'on remplace dans (i) x par — AP', en supposant d'abord a. AP' <^ è, on trouvera
X—b — «.AP' =:P'Q' — fl.Q'B.
La quantité qu'il faut retrancher de P'Q' pour avoir le
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point M' du lieu, a donc avec Q'B un rapport égal à a qui est celui de MQ à BQ 5 et par conséquent M' est sur le proloDgement de la droite ZB. Il en sera de même jusqu'à ce que l'on ait a.AP' = è, d'où résultera ^=0, et le point du lieu sera à la rencontre de ZB avec l'axe desx. Si l'on continue à augmenter J' abscisse négative, et qu'on la prenne égale à — AP', la valeur de y tirée de (1) sera négative et égale au signe près àa.AP" — h. Mais a.AF'ou a.BQ'' étant à BQ'' dans le rapport «, si l'on prend Ç^'W=a. BQ'' le point M" sera sur le prolongement delà droite ZBC*, et commeP''M''esta. AP" — i. M" est le point du lieu, s'il est entendu qu'on portera sur le prolongement A Y' les valeurs négatives dej^. On voit donc, comme nous l'avions annoncé, que l'équation (i) a pour lieu tous les points d'une ligne droite, si l'on porte les valeurs de a: et de j positives, dans un sens, et les négatives dans le sens opposé.
Et réciproquement, comme par le point B on ne peut mener qu'une droite faisant, avec la direction BU ou AX, un angle donné a, la droite ainsi menée a pour équation
Y -.:^ ax -\- by
dans laquelle
A A» .. sin a
^ = AB et rt rrz — —
sm (ô — a)
145. Mais nous n'avons examiné que le cas <^ a et b sont positifs. La discussion des autres cas sera tout à fait semblable, et nous nous bornerons à l'indiquer.
Si, par exemple, a étant encore positif, b est négatif, on
prendra sur AY' une longueur AB' égale à la valeur absolue
de B, et on mènera B'U' parallèle à AX. L'équation (1) sera
alors
y :=zax — AB'.
Si donc on prend x = APi, que par Pi on mène PjQj parallèle à AY, et qu'on prenne Q, Mj = a. AP,, on aura
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un point du lieu, pourvu que la soustraction soit possible, ou que Ton ait a. APi ^ AB'.
Si Ton n'accepte pas les solutions négatives, le lieu commencerait alors au point C de l'axe des x, pour lequel on aurait « . AC = AB'. Ce lieu serait une ligne droite partant de C et inclinée de l'angle a déterminé par l'équation
sin a
sin (Ô — aj
Si l'on doit construire les solutions négatives, en les portant en sens opposé, on reconnaîtra facilement que l'équation (i) aura pour lieu la droite entière dont nous venons de construire la partie indéfinie partant de C.
Il est presque inutile de direque si i = o, on a une droite indéfinie passant par l'origine des coordonnées.
146. Il ne reste donc plus qu'à examiner les cas où a est négatif, b pouvant être positif, négatif, ou nul.
Représentons a par — m et mettons l'équation (i) sous la forme
(2) J == — mx -{- b^
prenons AB = b {fig. 35), et menons BU parallèle à AX^
Fig. 35.
zv.
soit X = AP = BQ, on aura
7 =z AB — w.BQi=PQ — w.BQ.
On aura donc un point du lieu en prenant QM = m .BQ; et le rapport --^ étant constant, les points M seront sur
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une droite partant de B ; ils seront dans l'angle YAX tant qu'on aura mx < AB. Si Ton prend mx = AB, on aura j = G ce qui donnera le point C où cette droite coupe AX.
Le lieu se réduirait à la partie BC, si l'on ne devait pas construire les solutions négatives de (a). Si on les admet, tant pour x que pour j^ on reconnaîtra facilement que la droite BC, prolongée indéfiniment, est le lieu de l'équation (2) ou de l'équation (i) dans laquelle a est négatif et b positif.
Pour avoir la signification géométrique du coefficient «, on désignera encore par a l'angle de la direction supérieure CZ de la droite, avec la direction AX; et, dans ce cas, on aura a ^ &•
Or m est le rapport
MO sin a
» ou
BQ sin ( a — 9 )
on aura donc
sin a
sin (a — 0)
Si donc on emploie les signes comme on Ta fait dans la trigonométrie, et qu'on remplace sin (a — 6) par — sin(0 — a), on aura^
— sin a sin a
fn = -- — : , ou a =1
sin (Ô — a) sin(ô — a)
de sorte que par l'emploi des signes, entendu comme dans tout ce qui précède dans la science, l'expression de a en a est générale, quel que soit le signe de a.
Resterait encore à examiner le cas où b est négatif en même temps que a ; mais cette discussion est tellement identique aux précédentes, qu'il est tout à fait inutile que nous nous y arrêtions ; nous recommandons seulement aux élèves de la faire.
La conséquence générale de cette discussion peut
s'énoncer ainsi
« L'équation du premier degré représente dans tous les » cas une ligne droite indéfinie dans les deux sens, si l'on )) admet les solutions négatives et qu'on les porte en sens » contraire des solutions positives.
» Et réciproquement une droite indéfinie est représentée » par une équation unique du premier degré, à la condi- » tion d'en admettre toutes les solutions, tant positives que )) négatives, w
On pourrait facilement établir directement cette proposition réciproque 5 mais nous ne nous y arrêterons pas; et nous nous bornerons à la remarque que nous avons faite précédemment, que par un point donné on ne peut mener qu'une seule droite telle, que la direction de sa partie au dessus de l'axe des x fasse avec la direction des x positifs un angle donné. Car l'équation j^ = ax -\- i, représentant une droite coupant Taxe des y en un point arbitraire, et gisant avec un axe un angle a qui peut être quelconque, peut représenter toutes les droites du plan. Donc toute droite du plan est représentée par une équation du premier degré entre les coordonnées de chacun de ses points.
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manière que la droite qu'elle représente passe par les deux points : condition qui s^ exprimera par les deux équations
y =1 ax' -\- b ^ y ^ ftx" -f- b ,
d'où Ton tirera les valeurs de a en h. En les retranchant, on aura
équation qui n'est impossible que si l'on a x" = x' sans avoirj^"==j^'5 la droite est alors parallèle à l'axe des j^, et c'est le seul cas d'exception de l'équation (i). La valeur de a sera donc
et celle de b sera
Les reportant dans l'équation (t) on aura l'équation cherchée, qui sera
ou
Sous cette forme elle n'est sujette à aucune exception et représente aussi bien les parallèles aux axes, que les droites qui les rencontrent tous les deux.
Si l'on choisit pour les deux points donnés ceux où la droite coupe les axes, il suffira de faire j^'= o, .r"= o, et l'équation de la droite deviendra
Et si on remplace x' elj" par a et S,
a et 6 étant susceptibles de signes implicites, comme les quantités x' et j" qu'elles remplacent.
Si la droite devait passer par un troisième point a:''', y'"^ ces coordonnées devraient satisfaire à Téquation déduite des deux premiers points*, d'où résulterait
m I if ^1 •
%M1 ' ' %mZ %.Ké iM*
c'est la condition pour que les trois points donnés soient en ligne droite.
Intersection de deux droites dont on a les équations
Soient les équations de ces droites
y z=:ax -^ b y y ^=: a' X -\~ b' ,
Nous avons vu qu'en général les coordonnées des points communs à deux lieux étaient les solutions communes réelles de leurs équations. Résolvant donc les deux équations données, on aura pour les coordonnées du point de
rencontre
l'^b ab'—ba!
Le seul cas d'impossibilité est celui où Ton a « = a' 5 les droites alors ne se couperont pas. Et Ton reconnaît en effet que la condition a = a' entraîne l'égalité des angles a, ol\ et par suite le parallélisme.
150. Équation d^unc droite passant par un point donné y et parallèle à une droite donnée»
Soient x\j' les coordonnées du point, et mie coefficient
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d'inclinaison de la droite. L'équation de toute droite étant
la condition pour qu^elle passe par le point sera
Cette condition détermine b en fonction de net, reportant dans (i), on obtient
qui, quel que soit a^ représente une droite passant par le point donné. Mais pour que cette droite soit parallèle à la droite donnée, on devra avoir a= m. L'équation cherchée est donc
jéngle de deux droites dont on a les équations
Supposons d'abord les axes rectangulaires, et soient «, a', les coefficients d'inclinaison des deux droites, ou les tangentes des angles «, a' [fig* 36), que leurs prolongements
Fig. 36.
supérieurs font avec la direction des x positifs. L'angle que font entre eux ces deux prolongements est a' — y. si on a OL^'^a'^ ex OL — a' si a^a'.
Dans le premier cas on aura
tangU'AU =
tanga' — lanp:a _ I -t- tani; a tanj» et! i -\- aa'
et dans le second
tangU'AU = r*
En employant Tune ou F autre, quand on ignore si a est plus petit ou plus grand que a', on est toujours sur d'avoir la tangente de l'un des deux angles que forment entre elles les deux droites; mais il est incertain si ce sera celui des deux prolongements situés au-dessus de l'axe des or, c'est-à-dire du côté uù se trouve l'axe des y positifs.
Il n'est pas besoin de rappeler que la formule de la tangente de la différence a été démontrée générale, sous la condition des signes.
152. L'angle U'AU sera d'autant plus près d*un angle droit que sa tangente sera plus grande 5 les deux droites
seront donc perpendiculaires quand l'expression -9
croissant indéfiniment, cessera de représenter un nombre 5 ce que l'on exprime dans un langage rapide, mais inexact, en disant qu'elle est devenue infime. Pour que cette fraction devienne infinie, il faut, ou que son dénominateur devienne nul, le numérateur étant fini, ou que le numérateur devienne infini, le dénominateur étant fini.
Dans le cas où a et a' sont finis, la condition pour que les droites soient perpendiculaires sera
I -h aa
Et c'est là la seule condition pour qu'elles le soient. Car, pour que le numérateur fût infini, il faudrait que l'une des deux quantités a, a' le fut, par exemple a'*, mais alors
la fraction aurait pour limite -» qui est la tangente d'un
angle différent de l'angle droit. Dans ce cas l'une des droites
est parallèle à Taxe des j^, et- est la tangente de l'angle
que fait la seconde avec cet axe.
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153. Equation de la perpendiculaire abaissée d^un point donné sur une droite donnée. Expression de là. distance du point à la droite.
Soient x'^j'\qs coordonnées du point, et
(i) yz=zax-^b
Téquation de la droite. Celle d'une droite quelconque passant par le point donné sera
et Ton devra avoir i H- aa' = o pour qu'elle soit perpendiculaire à la première. L'équation de la droite demandée* sera donc
Pour avoir la distance du point x\y' à la droite donnée, il .'audra calculer les valeurs de x et y qui satisfont aux équations (i), (2), et la valeur de cette distance p sera donnée par la formule générale démontrée précédemment. On aura ainsi, en supposant x et j connus,
Mais au lieu de x et y il est plus convenable de calculer les différences x — ^^y — y' \ et pour cela on mettra l'équation (i) sous la forme
y — j'=: rt(jc — x^) — [y' — ax^ — b.
Cette équation jointe à (2) fera connaître x — x' ^y — 7', et l'on obtiendra pour p la valeur suivante
154t. Remarque. — Si Ton prend le radical en valeur absolue, cette formule donnera pour p une valeur positive si on a)^'>ax'-f- t, et négative si j^'<^«a:' -h h.
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Or ax' -{-b est l'ordonnée de la droite donnée, pour Tabscisse a:'; l'inégal i té j^'}>/2x'-|- b a donc lieu, quels que soient les signes, lorsque le point donné est au-dessus de la droite donnée, c'est-à-dire dans la partie du plan qu'on obtiendrait en marchant dans le sens des ^positifs, à partir de tous les points de celle droite : l'inégalité y<^ax'-\-b aura donc lieu pour tous les points situés au-dessous de la droite.
Cette propriété de la formule (3) mérite d'être remarquée. En l'employant, et prenant toujours la valeur absolue du radical, elle donne des valeurs positives pour les perpendiculaires abaissées des points situés au-dessus de la droite, et négatives pour tous les points au-dessous. Ces perpendiculaires changent de signe en même temps que de sens.
Si l'équation de la droite était donnée sous la forme
Ar H- Bx -i- C = o ,
qui donne
il suffira de changer a et 6 en — -r- ei — — dans un résul-
tat quelconque obtenu en partant de la forme j== «x -+- fe, pour obtenir le résultat correspondant à la nouvelle forme. En faisant celte substitution dans la formule (3), on obtiendra
ky' -h Bar' -1- C
Le signe de cette expression changera avec celui du numérateur; mais le coefficient A peut modifier la proposition démontrée ci-dessus. En effet, en mettant ce numérateur sous la forme
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la quantité entre les parenthèses est bien égale encore
à y' diminué de l'ordonnée de la droite-, maïs
si A est négatif, il faut renverser la conclusion, et le numérateur sera positif quand le point donné sera au-dessous de la droite, et négatif dans le cas contraire. Si A est positif, les conclusions sont les mêmes que quand l'équation de la droite est mise sous la forme j" = ax-^ b.
QUESTIONS SIMPLES
156. Du centre des moyennes distances. — On propose de déterminer, si cela est possible, un point tel, que sa distance à toute droite située dans un plan donné, soit la moyenne des distances de points donnés en nombre quelconque, à la même droite.
Soient Xiji, Xj/jv-» J^mJKm les coordonnées de m points donnés et X, Y celles du point inconnu.
L'équation d'une droite quelconque du plan peut se mettre sous la forme
y z=i ax -{- b.
Prenons-la d'abord telle, que tous les points donnés soient d'un même côté, leurs distances à cette droite exprimées par les formules .
y, — ax^ — h x^— ax^ — b /« — ax^ — b
seront toutes de même signe-, positives, si on suppose la droite au-dessous d'eux.
La distance du point X, Y à la même droite aura pour valeur
^i -ha'
et devra être égale à la somme des premières divisée par //i, si le point X, Y est pris du même côté^ et s'il était de Tautre côlé, il faudrait changer son signe pour ne pas égaler des quantités de signes différents.
En supprimant le dénominateur commun et désignant les sommes des abscisses et des ordonnées, respectivement
par^^j?!, y.7i , on aura pour exprimer la condition
donnée, l'équation
m ^md m ^^
h disparait et il reste
Pour que cette équation ait lieu quel que soit a, il est nécessaire et suffisant que l'on ait
Avant d'aller plus loin, il est bon de voir ce qui serait arrivé si on avait pris la forme inverse pour l'expression de la perpendiculaire abaissée de X, Y, c'est-à-dire
sj\ -f- a}
la quantité h n'aurait plus disparu, et pour que l'équation eût lieu quels que fussent a et 2», il aurait fallu trois équations au lieu de deux entre X etY, et Ton n'aurait pu y satisfaire.
Nous avons donc trouvé un point tel, que sa distance à toute droite qui laisse tous les points donnés d un même côté est la moyenne de la distance de ces points à la même droite. Ce point est unique et ses coordonnées s'obtiennent en divisant la somme algébrique de celles des points donnés, par leur nombre.
Considérons maintenant une droite quelconque, traver-
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sant le système des points donnés. Les formules que nous avons employées pour toutes les distances donnent des résultats positifs pour les points situés d'un côté de la droite, et négatifs pour ceux qui sonl situés de l'autre. D'où il suit que la somme algébrique que nous avons écrite, exprime la différence entre la somme des distances des points situés d'un même côté et la somme des distances des points situés de l'autre, et indique même par son signe quelle est la plus grande des deux.
Il existe donc un point unique dans le plan des points donnés qui est tel, que sa distance à toute droite du plan est la moyenne de celles des points donnés, en entendant que toutes ces distances sont considérées comme positives pour les points situés d'un même côté de la droite arbitrairement choisie, et comme négatives pour les points situés de l'autre.
Ce point se nomme le centre des moyennes distances des points donnés. Ses coordonnées sont les moyennes algébriques de celles de ces points.
\ 57. Lieu des points d^oii une droite donnée de longueur et de position est vue sous un angle donné. — Remarque relative à la formule de V angle de deux droites.
Nous avons déjà considéré ce problème comme exemple de solutions étrangères-, il va nous servir actuellement à montrer les précautions qu'exige l'emploi de la formule de Tangle de deux droites.
Soient BB' (Jig- 37) la droite donnée, 2a sa longueur
Fig. 37.
et II la tangente de Tangle sous lequel elle doit être vue du point quelconque M du lieu.
Les équations des droites menées de B et B' à M seront, en prenant B'B pour axe des j:, et pour axe des j^ la perpendiculaire au milieu,
m, m' étant les tangentes des angles a, a'.
Si le point M est au-dessus de Taxe des x^ l'angle sous lequel sera vue BB' sera a — a', et Ton devra avoir
i -^ mm'
Mais si le point est en M', au-dessous de AX, l'angle sous lequel sera vue BB' sera &J — a, et sa tangente sera
i -{- mm'
Or, Téquation (i) peut s'écrire ainsi ^ = — /x. Les
points du plan satisfaisant à ( i ) seront donc tels, que de ceux qui seront au-dessus de AX on verra BB' sous l'angle dont la tangente est jx, et que de ceux qui seront au-dessous, BB' sera vue sous l'angle dont la tangente est — fi, c'est-à-dire sous l'angle supplément. C'est là l'explication du résultat que nous allons trouver en faisant usage de l'équation unique (i).
Si nous désignons par x^j les coordonnées qui satisfont aux équations des deux droites , on aura
et les reportant dans (i), on aura entre les coordonnées d'un point quelconque du lieu, l'équation suivante
x' — rt'
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OU, en réduisant^
laquelle peut se mettre sous la forme
On reconnaît alors que le lieu est un cercle dont le centre a pour coordonnées a: = o , r = - et dont le rayon
est II passe par les deux points B, B'. Sa partie su-
pérîeure et sa partie inférieure sont des segments capables d*angles supplémentaires, comme nous Tavons prévu.
Si Ton voulait une équation renfermant tous les points d'où BB' serait vue sous l'angle donné, il faudrait réunir les équations de deux cercles, représentés l'un par l'équation (z), l'autre par celle qu'on obtiendrait en changeant [t. en — fjt dans (i) ; et chacune de ces équations représenterait un lieu dont une partie serait étrangère à la question.
Ces considérations bien simples se reproduiront dans bien des circonstances, et serviront à expliquer des résultats qui pourraient surprendre au premier abord; et c'est pour cela que nous les présentons comme méritant toute l'attention des élèves.
SECOND DEGRÉ
158. Quand on cherche Téquation d'un lieu d'après des conditions géométriques, on a soin de discuter l'étendue des formules qu'on emploie et les conditions de leur généralité et de leur application à tous les points en question, de quelque manière qu'ils soient situés. Toutes les formules que nous avons employées jusqu'ici n'étaient générales qu'à la condition de porter les coordonnées négatives en sens contraire des coordonnées positives. Mais quand on donne une équation sans dire d'où elle provient, et qu'on demande d'en construire le lieu, il est nécessaire de dire si ce sont les solutions positives ou les solutions négatives que l'on veut construire, et sur quels axes il faut les porter. La question qu'on se pose est arbitraire, et l'on pourrait aussi bien avoir la fantaisie de ne considérer que les valeurs négatives des coordonnées, que celle de les rejeter entièrement. Nous nous placerons ici dans l'hypothèse où l'on accepte toutes les solutions réelles de l'équation, et où les coordonnées négatives sont portées en sens contraire des positives. Les précédents nous y engagent 5 mais il est bien entendu qu'on est maître de se borner aux solutions positives 5 il suffira alors de supprimer les parties du lieu qui correspondraient à des solutions négatives.
Cela étant bien entendu, proposons-nous de déterminer le lieu de tous les points du plan, dont les coordonnées, soit positives, soit négatives, satisfont à l'équation gêné-
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raie du second degré
(i) ay"^ + hxy 4- cx^ -h cly -h ex -1-/*=: o.
El d'abord remarquons que, quel que soit le lieu de celle équation, si on le rapportait à des axes choisis arbitrairement sur le J)lan, son équation serait du même degré \ et par conséquent Féqualion (i) qui est aussi générale que possible, peut être supposée celle du même lieu par rapport à tout système d'axes , de sorte que toute proposition qui se trouvera établie relativement à l'un ou à Taulre de ces axes, le sera relativement à une droite arbitraire.
Cette remarque, qui s'applique à tous les degrés, nous permettra de démontrer très-simplement des propriétés très-générales des courbes du second degré.
159. Intersection par une droite quelconque. — Si on cherche Tintersection du lieu de Péquation (i) par Taxe des X, ce qui se fera en y faisant j^ = o, on aura pour déterminer la position de ces points Téquation
{l) cx^ -\- ex -h/z=0.
Or en général cette équation n'admet pas plus de deux racines ; et l'axe des x représentant une droite quelconque du plan, on obtient cette proposition générale : Une droite quelconque ne peut en général avoir plus de deux points communs avec une courbe du second degré. Pour que ces deux points existent, il faut que les racines de Péquation (i) soient réelles et inégales.
Si elles étaient égales, les deux points seraient réunis en un seul. II n'y en aurait aucun, si elles étaient imaginaires. Si l'on avait c = o, il n'y aurait qu'un point de rencontre. Mais cette circonstance est différente de celle des racines égales. En effet, si on conçoit que les coefficients de (a) varient d'une manière continue en tendant vers la condition d'égalité des racines, les deux points de rencontre se rap-
procheront indéfiniment et se confondront quand on aura e^ = 4^/' Dans le second cas, c tendant vers zéro, Tune des racines croit sans limite, les deux points s'éloignent indéfiniment l'un de Tautre, et quand on a c = o, il n'en subsiste plus qu'un.
Enfin si l'on avait c = o, e = o^f= o, l'équation (i) serait satisfaite quelque fût x, et par conséquent tous les points de l'axe des x conviendraient. Dans ce cas particulier cet axe appartient au lieu. L'équation (i) devient alors y (ay -^ bx -{- d) = o et représente l'ensemble de deux droites dont l'une a pour équation j^ = o et l'autre aj'^bx'hd=:o. C'est le seul cas où une droite puisse avoir plus de deux points communs avec un lieu du second degré.
160. Diamètres. — Occupons-nous maintenant de construire tous les points du lieu. Il faudra pour cela, comme nous l'avons dit généralement, donner à x d'une manière continue toutes les valeurs réelles de o à ih oo et déterminer la suite des valeurs réelles correspondantes de j*. A cet effet nous résoudrons l'équation (i) par rapport à y, et nous aurons
la ' 2a
Cette expression montre d'abord que, pour toute valeur de X qui rend le radical réel, il y a deux valeurs de y réelles, et par suite deux points du lieu situés sur une parallèle a l'axe des /, et également distants du point du plan dont
l'ordonnée serait '■ La suite des points milieux
la ^
des cordes parallèles à l'axe des j'^ et relatives aux valeurs successives de x est donc représentée par Téquation
hx -^ d la
qui est celle d'une ligne droite UV (,/îg^. 38, p. 208). Et
(3) y— ±. — sl[b'—^ac)x^-^'2.[hd'—7.ae)x-\-d^—^af:
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comme l'axe des^ a une direction quelconque par rapport au lieu, on obtient cette proposition générale :
Dans toute courbe du second degré le lieu des milieux d'un système quelconque de cordes parallèles est une ligne droite. Cette droite se nomme le diamètre de ces cordes,
La suite de la discussion va beaucoup dépendre du signe du coefficient de x* sous le radical, et nous la partagerons en trois cas bien distincts, correspondants aux trois hypothèses
b^ — ^ac<^0, b^ — ^ac^o, b^ — ^ac =: o,
161 . Premier cas, — Soit ft' — ^ac <[ o. En le mettant en facteur sous le radical, nous aurons
bx-\-d , I /^. , . / ^ bd—iae d- — 4«/\
et posant i' — 4«^' = — A*,
bx -h d , k / (nae — bd d^ — Aaf
Y = ih— i/ — x' -h 2 4- -. — X — ^.
2fl la y 6' — \ac b^ — ^ac
Posant -7- 7 — = /7/, la quantité sous le radical devient
b^ — ^ac ^
— {x— my -f- w' ; ^ .
et comme — (x — m)* est toujours négatif, il faut que l'ensemble des termes suivants soit positif, ou le radical ne serait jaçaais réel, et l'équation proposée ne représenterait
aucun lieu. Supposant donc — m* y^ — y — positif, en le
représentant par/;' l'équation (1) résolue sera
bx -\- d , k
y— d= — slp^ —(x — mf,
La forme de la quantité sous le radical dispense de con-
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sidérer toutes les valeurs de .r de — « à + « . Car, pour que^ soit réel, il faut que l'on ait (3: — m)^<^p^ on au plus l'égalité {x — m)' ^p', qui donne x = m± p. Ces deux valeurs Ab, ÂB'dex, rendant le radical nu), donnent deux points sur le diamètre même. Soient D, D' ces deux points, C le milieu entre B et B' 5 on aura par suite AC ^ m, BC = CB' = /j et DO = D'0. Maintenant, pour avoir [x — m)' <^p*, il faudra que x — m ou m — ^rsoit plus
Fig. 38.
petit que p, et par suite que x soit compris entre m -\-p et m — p, et par conséquent le lieu est compris entre les parallèles indéfinies BD, B'iy.
La plus grande valeur du radical aura lieu quand x — m sera zéro, oua^^ m. Si donc à partir de O on porte en dessus et en dessous —, on aura deux points H,H' appartenant au lieu, et qui seront les plu'k éloignés du diamètre DD'. D'où il suitquesi par ces points on mène des parallèles EF, E'F' à ce diamètre, le lieu sera tout entier compris entre ces parallèles ; et comme il l'est déjà entre EE' et FF', il sera renfermé dans l'intérieur du parallélogramme EFF'E', et passera par les milieux de ses quatre côtés. De plus toute valeur de x entre m — p etwi + p donnant des valeurs réelles pour y, le lieu sera une courbe continue et fermée. On lui a donné le nom d'ellipse.
CENTRE ET DIAMÈTRES CONJUGUÉS
162. Si l'on remarque que (x — m)' aura des valeurs égales pour x — m = ±oL ou x = m± (x^ quel que soit «, et que par suite le radical et les longueurs à porter à partir du diamètre seront les mêmes, on voit que si Ton prend CF= CP, d'où QO = Q'0, les quatre points M, M' N, N' correspondants de la courbe seront les sommets d'un parallélogramme dont deux côtés seront parallèles à Taxe desj^ et les deux autres au diamètre. Ses diagonales passeront par le point constant O, où elles seront coupées en deux parties égales. L'ellipse jouit donc de cette propriété que si on joint un quelconque de ses points au point O, et quon prolonge cette ligne d'une quantité égale en sens contraire^ on a encore un point du lieu.
Relativement à toute courbe, un point qui jouît de cette propriété se nomme centre.
L'ellipse a donc un centre^ il est sur le diamètre^ ses coordonnées a:,j", ont pour valeurs Xi = m et ri = — ou, en remplaçant m par sa valeur,
ine — bfl ncd — be
b* — ^ac b^ — ^ac
Il est facile de voir que l'ellipse ne peut avoir qu'un seul centre. Car si elle en avait deux, la corde qui passerait par ces deux points devrait les avoir l'un et l'autre pour milieu 5 ce qui est absurde.
On démontre en géométrie une proposition très-générale à ce sujet. Elle consiste en ce qu'une courbe qui a deux centres en a une infinité situés à des distances égales à la droite qui les joint 5 et qu'elle peut être coupée en une infinité de points par les droites parallèles à la ligne des centres. Une peut donc y avoir qu'un seul centre, au plus,
pour les courbes qui ne peuvent avoir qu*ua nombre fini de points en ligne droite : ce qui est le cas de toutes les courbes du second degré.
Le diamètre des cordes parallèles à Taxe des j^ passant par le centre de TelUpse, et la direction de cet axe étant arbitraire, tous les diamètres de l'ellipse passent par son centre.
163. Une autre propriété très-importante résulte encore de ce que le point O est le centre du parallélogramme MM' N' N : c'est que les milieux des côtés MN, M' N' seront situés sur la ligne indéfinie CO, parallèle à Taxe des y.
Cette droite sera donc le lieu des milieux des cordes parallèles au diamètre UY, et par conséquent le diamètre de ces cordes.
Les deux diamètres UV, COC jouissent donc de cette propriété remarquable, que chacun d'eux est le diamètre des cordes parallèles à l'autre : c'est ce qu'on appelle un système de diamètres conjugués .
Et comme Taxe des y a une direction arbitraire dans le plan, on peut énoncer celte 'propriété générale :
Tout diamètre de V ellipse a un conjugué,
164?. Deuxième cas. — Passons au cas de i* — ^ac ^ o. L'équation (3) devient, en faisant b^ — 4 ^^ = ^*>
2,ae — hd
o^ — ^ac
bx -^
bx-{-d _^ A I ^ d^ —iaf
2« 2a \ ^ ' b^ — ^ac
Il faut maintenant distinguer deux cas dépendant du signe de la somme des termes qui suivent [x — m)^.
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Supposons-la d'abord positive, et posons
, d^ — Laf
nous aurons
bx -\- d . k ,'
et il est évident que toute valeur de x donnera des valeurs réelles pour j et par conséquent des points du lieu.
La droite v = sera encore le diamètre des cordes
•^ la
parallèles à Taxe des 7; mais la courbe ne le rencontrera pas, parce que le radical ne saurait devenir nul. Sa valeur
minimum correspond à x = tu et est égale à — • Les deux
points ainsi construits sont donc les plus rapprochés du diamètre *, et si par chacun d'eux on mène une parallèle à ce diamètre, il n'y aura aucun point du lieu entre ces deux lignes. Et comme le radical croît sans limite à mesure que X s'éloigne de m, dans l'un ou l'autre sens, le lieu est composé de quatre branches indéfinies dont les points s'éloignent indéfiniment du diamètre, en même temps qu'ils s'avancent indéfiniment dans le sens des x positifs ou négatifs. Les deux branches d'un même côté du diamètre forment un lieu continu, et le lieu total se compose de deux parties indéfinies dans deux sens, et entièrement séparées l'une de l'autre.
Cette courbe se nomme hyperbole.
Voyons maintenant ce qui arriverait si l'on avait , d^ — ^af ,
0' — ^ac '
L'équation du lieu deviendrait
bx -^ d . /
Y z=i db — dix — iiiY — //•
Il faut alors, pour que r soit réel, que Ton ail
Le radical est nul pour x — m = zhp] ainsi la courbe coupe son diamètre aux deux points correspondants à x = mit:p. Entre ces deux valeurs le radical serait imaginaire, et par conséquent il n'y a aucun point du lieu entre les deux parallèles à l'axe des y correspondantes a ces abscisses. Mais si x s'éloigne indéfiniment de l'une et de l'autre dans l'un et l'autre sens, le radical est toujours réel et va en croissant indéfiniment, de sorte que le lieu complet de l'équation a encore quatre branches indéfinies, appartenant deux à deux à deux parties continues entièrement séparées l'une de l'autre : on l'appelle encore Arperbole.
Enfin, si Ton avait — m* -f- 7— -z — = o, les deux va-
o^ — qac
leurs dey seraient du premier degré et présenteraient deux
droites se coupant sur le diamètre.
Gela posé, nous allons continuer la discussion sans faire
de distinction entre les deux cas, et nous écrirons comme
il suit la valeur dey
/ / X bx -h d . k n ;
q pouvant être positif ou négatif.
1 65 . Centre et diamètres conjugués .
Les propriétés de l'hyperbole se reconnaîtront identiquement comme pour l'ellipse. Les deux valeurs .r = mdt a, quel que soit a, donneront une même valeur au radical^ et les quatre points du lieu qui en résulteront, seront les sommets d'un parallélogramme dont le centre aura pour abscisse m, et dont les côtés seront parallèles, les uns à Taxe des j^, les autres au diamètre.
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Il résultera de là que si Ton joint un point quelconque du lieu au point constant du diamètre, ayant m pour abscisse et qu'on prolonge cette ligne d*une quantité égale, on obtiendra encore un point du lieu. Ce point constant du diamètre est donc centre de la courbe.
Les coordonnées .r, j* ont pour valeurs, comme dans le cas de l'ellipse,
2 ne — bd 1 cd — be
b^ — ^€ir ' b^ — ^ac
166. Les côtés du parallélogramme qui sont parallèles au diamètre, ont évidemment leurs milieux sur la parallèle à l'axe desj^ menée par le centre.
Celte parallèle est donc le diamètre des cordes parallèles au premier.
Ces deux diamètres sont donc tels, que chacun d'eux est le diamètre des cordes parallèles à l'autre, et par conséquent ils sont conjugués.
D'après ce que nous avons reconnu, l'un des deux seulement rencontre l'hyperbole.
167. Jtsjmptotes. — Si dans l'équation (4) on supprimait le ternie ^, on aurait
, ^ . bjo -^ d . k(x — m)
la la
équation qui représente deux droites qui coupent le diamètre au point dont l'abscisse est m, c'est-à-dire au centre de l'hyperbole. Ces deux droites jouissent de cette propriété remarquable, que les quatre branches de l'hyperbole s'en approchent indéfiniment sans jamais les atteindre.
Pour le démontrer, considérons dans (4) et (5) les parties affectées du signe zh, qui expriment ce que l'on doit porter de part et d'autre du diamètre. La différence de leurs
es est -r-^9 et par conséquent constante. Mais en don-
carres
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nant à x des valeurs indéfiniment croissantes, positives ou négatives, les quantités qu'il faut porter au-dessus et au-dessous du diamètre croissent sans limite-, donc leur différence tend vers zéro, puisqu'elle est égale à la différence constante de leurs carrés, divisée par leur somme indéfiniment croissante.
D'après cela, il est clair que les points des quatre branches de la courbe s'approcheront indéfiniment des quatre prolongements indéfinis de ces droites, à mesure que les valeurs absolues des abscisses croîtront de plus en plus des deux côtés de l'origine.
Toute droite qui jouit de la propriété que la distance des points d'une branche de courbe infinie, à celle droite, ont pour limite zéro, à mesure que l'on s'avance indéfiniment sur cette branche, se nomme asymptote de cette branche. L'hyperbole a donc deux asymptotes, et chacune d'elles l'est dans les deux sens. Elles se coupent au centre de la courbe.
168. Troisième cas, — Soil, enfin, b^ — 4^^=o- La discussion sera fort différente dans ce cas, parce que le polynôme sous le radical n'est plus du second degré.
La valeur de j^ se réduit à
bx -{- d . I / — —r-z î ;:; 7 — 7-
y :=:^ ziz — ^i(bd — 7.ae)x-\-d^ — 4^/'
ou
Pour quej^ soit réel, il faut que i<^ — ^aeetx-\ — , r
soient de même signe, de sorte qu'à partir de la valeur
X = ,, { r qui annule le second facteur, et donne le
2(M — nae) ^
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point unique d'intersectîon de la courbe avec le diamètre, il faut que x marche indéfiniment du côté des x positifs si l'on a bd — 2ae> o; et du côté des x négatifs si l'on a bd — lae <^ o. Le radical croîtra alors indéfiniment, et la courbe se composera de deux branches infinies, non séparées, et s'étendant indéfiniment du côté de l'axe des x positifs, ou bien de l'axe des x négatifs.
Cette courbe, d'une forme très -différente des deux autres, se nomme parabole.
Si, outre b^ — ^ac = o, on avait encore bd — aae =:= o, le radical aurai tune valeur constante. Si l'on a ^^ — 4^/^>o, cette valeur est réelle, et le lieu consiste en deux droites parallèles au diamètre. Si d* — ^af= o, ces deux droites se confondent avec le diamètre même. Et^ enfin, si l'on a rf* — ^af<^ o, la valeur de j est imaginaire quel que soit jT, et Téquation ne représente aucun lieu.
CHAPITRE VIL
APPLICATION DE LA TRANSFORMATION DES COORDONNÉES A LA SIMPLIFICATION DE L'ÉQUATION GÉNÉRALE DU SECOND DEGRÉ.
i 69. Le passage d'un système de coordonnées reclilignes à un autre introduit quatre constantes, dépendantes de la position des nouveaux axes par rapport aux premiers. Ce sont les coordonnées de la nouvelle origine et les angles des nouveaux axes avec Tun des premiers. On peut donc se proposer de choisir ces constantes de manière à simplifier l'équation donnée, quelle qu'elle soit, et à rendre ainsi plus facile la discussion du lieu qu'elle représente, et généralement la solution de toutes les questions qui s'y rapportent.
C'est ce que nous allons faire pour l'équation générale du second degré, et nous commencerons par le simple déplacement de l'origine, en conservant la direction des axes.
Déplacement de Vorigine, — Soit l'équation
(i) ay"^ -h bxy -f- cx^ -f- dy 4- ex ->rfz=z o
rapportée à des axes quelconques. Proposons-nous de la rapporter à des axes parallèles x\ j' passant par une origine ayant pour coordonnées les indéterminées a, 6.
En substituant à xelj^ x' -i- ol el j' -h ^ l'équation (i) devient
[ «y + bx'y 4- cx'^ -h (2a6 -f- ôa + d)y' (2) < . -4- (2ca 4- ^ê 4-^)^'
( -f- «6' 4- boL^ 4- ca? -^d^-\r eoL 4-/= o.
Les trois termes du second degré ont les mêmes coefficients
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que dans (i), mais les trois autres renferment a et S] on peut donc, en général, eu faire disparaître deux à volonté, et nous choisirons ceux qui renferment x' ouj\ Il suffira pour cela de poser
d'où l'on tire
ia^ -h ùa, -+-r/z=:o,
lae. — hd b^ — [^ac
icd — bc
ac
On voit d'abord que cela n'est possible que si Ton n'a pas è* — ^ac =:o. Les termes du premier degré ne peuvent donc disparaître que dans le cas de l'ellipse et de l'hyperbole^ et alors l'équation (2) se réduit à
(5) ay^ -f- bx'f -f- ry» -4- P m o,
Pétant le résultat de la substitution des valeurs (4) dans le premier membre de (i).
On peut reconnaître dans les formules (4) les valeurs des coordonnées du centre, mais la forme de V équation (5) suffit pour prouver que V origine des coordonnées x\ j' est centre de la courbe ^ c'est-à-dire que toute corde qui y passe y est coupée en deux parties égales.
Soit, en effet, j' = mar' l'équation d'une droite quelconque passant par l'origine; les abscisses des points où elle coupe la courbe seront données par l'équation
[arn^ 4- ^/w 4- c) ^'* 4- P = o,
dans laquelle x' n'entre qu'au carré, puisque tous les termes en x'^ j' dans (5 ) étaient du second degré. Les deux valeurs de x* sont donc égales et de signe contraire, quand elles sont réelles, et les deux points de rencontre sont à
égale dislance de rorigine qui, par conséquent, est centre de la courbe.
171 . Réciproquement. — Pour qu'un point du plan soit centre, il faut qu'en le prenant pour origine l'équation ne renferme plus de termes du premier degré, car sans cela l'équation qui donnerait les abscisses des points de rencontre de la courbe avec une droite quelconque menée par ce point, renfermerait x'* et a:', rorigine ne serait donc pas le milieu de la corde, et par conséquent ne serait pas centre \ il n'y a donc quun seul centre pour V ellipse et r hyperhole^ puisqu'il n'y a qu'une seule solution pour les équations (4) lorsqu'on n'a pas i* — ^ac =• o.
172. Lorsque l'on a è* — \ac = o, les équations (3) sont incompatibles, à moins que l'on n'ait ^ae — bd=o^ et par suite icd — bez=Oj auquel cas elles sont indéterminées. Mais nous avons reconnu que l'équation représentait alors deux droites parallèles au diamètre, et non plus une parabole. Donc, lorsque b^ — 4 ^^ = o» îl ^'j a P^is de centre ou il y en a une infinité. Il n'y en a pas quand le lieu est une parabole; et il y en a une infinité quand le lieu consiste en deux droites parallèles.
173. La résolution des équations (3) correspond à l'intersection des deux lieux géométriques représentés par chacune de ces équations, considérée isolément, en y regardant a et 6 comme des coordonnées variables. Ces équations étant du premier degré représentent des lignes droites. Si l'on remplace a et 6 par les lettres ordinaires -t, j^, la première droite aura pour équation
hx -k- d %aY -\- bx -{- d:=zo ou r=: î
c'est le diamètre des cordes parallèles à Taxe desj^.
CHAPITRE VII
La seconde by -i- 2cx -h e= o donne
by -h e ^cx -\- e
x = ou r = r :
2rt b
ce serait le diamètre des cordes parallèles à Taxe des x^ et le centre serait à la rencontre de ces deux diamètres.
Us seraient parallèles si l'on avait — == -7- ou fc* = 4^^^ * 2« à
et c'est le cas de la parabole. 11 n'y a pas rencontre des deux droites (3) à moins que Ton n'ait ^lae — fcrf = o, auquel cas les deux équations (3) se confondent en une seule. Les deux diamètres se réduisent alors à un seul, dont tous les points satisfont, et sont par conséquent des centres du lieu, comme cela est évident, puisque le lieu consiste alors en deux droites parallèles.
174. Le changement d'origine introduisant deux indéterminées, permet toujours de faire disparaître deux termes de l'équation complète; et lorsqu'on ne peut faire disparaître les deux du premier degré, on peut faire disparaître l'un d'eux et le terme indépendant des variables. Si c'est Tordonnée qu'on veut faire disparaître, on aura pour déterminer les coordonnées de la nouvelle origine, les deux équations
j 2fl6 4- ôa -f f/=rO, Eliminant S, on obtient f
Dans le cas où b^ — ^ac est di fièrent de zéro, cette équation a deux racines, réelles ou imaginaires. Si i* — ^ac=.o^ elle se réduit au premier degré, et il y a toujours une solution réelle, mais unique.
On peut remarquer que les solutions communes aux deux
équations (6) sont les coordonnées des points communs au diamètre des cordes parallèles à Taxe des j-, et à la courbe donnée. Dans le cas de Fhyperbole seulement, ce diamètre peut ne pas couper la courbe, et les racines de l'équation en u seraient imaginaires. Il ne serait pas possible alors de faire disparaître le terme en y et le terme indépendant, par un simple déplacement de l'origine, sans changer la direction des axes. Il pourrait en être de même pour la disparition du terme en j:; et même il pourrait arriver qu'aucun des deux ne put disparaître conjointement avec le terme indépendant, en conservant aux axes la même direction.
Dans le cas de la parabole, a est réel et fini, puisque l'bypotbèse hd — 2ae= o, qui le rendrait infini, n'a lieu que lorsque l'équation représente deux droites parallèles, et non la courbe que nous avons nommée parabole. On peut donc toujours faire disparaître de l'équation de la parabole un des termes du premier degré et le terme indépendant.
CHÀlVGEMEiyT DE DIRECTION DES AXES DE COORDOKIfÉES .
17S. Application aux courbes à centre.
L'équation des courbes à centre a été réduite, en y transportant l'origine, à la forme
(i) «j' -h bxy -f- cx^ 4- P z= o ,
et l'on peut supposer, sans restreindre la généralité de la discussion, que les axes sont rectangulaires. Car, s'ils avaient été obliques, on aurait pu passer à des axes rectangulaires, et l'équation eût été toujours du second degré. Or, nous avons pris la forme la plus générale pour Téquation proposée; elle peut donc être supposée celle que l'on aurait obtenue en passant aux axes rectangulaires. L'équation (i), rapportée à des axes parallèles à ces derniers, peut donc être regardée comme rapportée à des axes rectangulaires.
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Cela posé, les formules, pour passer d^axes rectangulaires X, Y a des axes quelconques X', Y^, faisant avec Taxe des a: les angles a, a', sont, comme nous Tavons vu,
x =r x' cosa -h y cosa', y =z x' sina -h^' sina'.
Substituant dans (i), et posant
a sin'a' -+- h sin a' cosa' -+- c cos^a' ~: A,
2âsinasiDa'+ ^ (sina cosa' + sina' cosa) -h 2ccosa C0Sa'=rB,
a sin^a H- b sina cosa -h c cos'a = C, l'équation (i) devient ( 2) Ay -h B^y -h C.r'2 -f- P = o ,
et l'on peut faire disparaître deux de ses termes, puisque l'on a deux indéterminées a, a' qui ne sont assujetties qu^à la condition de ne pas mettre les deux axes X', Y' en ligne droite.
Considérons les diverses combinaisons auxquelles cela peut donner lieu.
i** En posant B = o, ou a entre a et a' Téquaiion
(3) 2fl tanga tanga'-h 6(tanga -h tanga') H- 2r = o,
et Tun des deux angles a, et! peut être pris arbitrairement.
L'équation (i) se réduit à
et l'on voit que chacun des deux axes est le diamètre des cordes parallèles à l'autre; ils forment, par conséquent, un système de diamètres conjugués, et Féquation (3) est, par conséquent, la relation qui doit exister entre les directions de deux droites pour qu'elles soient parallèles à un système quelconque de diamètres conjugués.
Parmi ces syslcmes, le plus remarquable serait celui où les diamètres seraient rectangulaires. Pour le trouver, il suffit de joindre à Téquation (3) la suivante
I 4- tanga tanga' = o ;
éliminant entre elles tang a', on a
tang'-a H- 2 — 7 — tanga — 1= o»
et à cause de la symétrie des équations par rapport à tanga et tanga', les deux valeurs de tanga seront celles de tanga et tanga', et les deux systèmes d'axes se confondront.
Ces deux valeurs sont toujours réelles, puisque le dernier terme est négatif 5 et comme il est — i, les deux directions fournies par les valeurs de tanga sont rectangulaires.
Ces diamètres conjugués rectangulaires se nomment les axes de la courbe, ellipse ou hyperbole. Et, en général, on nomme axe d'une courbe quelconque tout diamètre perpendiculaire à ses cordes. Les points de rencontre des axes de l'ellipse ou de Thyperbole avec ces courbes, en sont les sommets,
2^ Posons maintenant
A = o, C = o, ou
^i tangua -f- ô tanga -h crrr o, '
a tangua' -f- b tanga'-+- c = oj
tanga et tanga' sont donc les racines d'une même équation : elles seront réelles et inégales si i* — 4^^>o? c'est-à-dire dans le cas de l'hyperbole seulement. On prendra l'une de ces racines pour tanga, et l'autre pour tanga', puisque les axes X', Y' doivent avoir des directions différentes. Il n'existe donc qu'un seul système d'axes qui réduise l'équation de l'hyperbole à la forme
CHAPITRE VII. S
ei Toa reconnaît immédiatement que ces axes sont asymptotes de la courbe.
176. Réciproquement^ il n'y a que cette forme d'équation qui puisse faire que les deux axes soient asymptotes.
Considérons, en effet, Téquation générale
ay"^ -h hxy -\- cx^ -\- df -{- ex -}-/'= o.
Pour que Taxe des x soit asymptote, il faut que, x croissant indéfiniment, y tende vers zéro. Or, si l'on divise tous les termes par x*, et qu'on fasse croître x indéGniment, j^^ ne pourra pas tendre vers zéro, car tous les termes tendant vers zéro, excepté c, Téquation serait impossible. Si donc l'axe des x est asymptote, il faut que c soit nul \ ce qui réduit l'équation à
ay^ -h bxy -j- dy 4- ex -\-f^= o.
Divisant par x et le faisant croître indéfiniment, on voit quej^ ne pourra pas tendre vers zéro si l'on n'a pas e = o. Il faut donc que Téquation ne renferme pas le terme en x*, ni le terme en x, pour que l'axe des x soit asymptote.
De même pour que l'axe àe^j soit asymptote, il faut que les termes en j^* et enj n'entrent pas dans l'équation^ qui, par conséquent, ne peut renfermer que le rectangle des variables et le terme indépendant. Et comme nous avons vu qu'il n'y avait qu'un seul système d'axes qui pût réduire l'équation générale à la forme (5), il s'ensuit que l'hyperbole ne peut avoir que deux asymptotes.
177. L'équation (4) renferme l'ellipse et l'hyperbole, et on les distingue par les signes de A et C ; et l'on voit, d'après le caractère général propre à l'une et à l'autre, que si A et C sont de même signe, la courbe sera une ellipse \ et qu'elle sera une hyperbole s'ils sont de signes contraires.
Cas de V ellipse, — A et C étant de même signe, il faut
que P soit de signe contraire, ou l'équation n'aurait pas de solutions réelles et ne représenterait aucun lieu. Cherchant les points de rencontre de la courbe avec ses axes, et représentant par a et h les longueurs des demi-axes des x et desy, on aura
Tirant de là A et C, l'équation (4) deviendra
Telle est l'équation générale des ellipses rapportées à leurs axes, tant pour la direction que pour la grandeur.
Cas de Vhjperbole. — Un seul des axes rencontrera la courbe, puisque A et C sont de signes contraires. Supposons que ce soit Taxe dés x, et appelons 2 a sa longueur, on aura
P Mais — -— sera négatif et pourra être représenté par — i*.
L'équation ( 4 ) deviendra alors
Ces équations des courbes à centre sont celles que l'on choisit ordinairement, comme étant les plus commodes pour la résolution de presque toutes les questions qui se rapportent à ces courbes.
11 est certaines questions cependant pour lesquelles il est plus avantageux de prendre pour origine l'un des deux sommets. En choisissant pour l'ellipse le sommet qui est à gauche du centre sur l'axe des x^ on trouve l'équation
a^y'^-^b^x^ — iab^x=.o ou j'= x^ -\ .r?
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et pour l'hyperbole, en prenant le sommet à droite du centre,
a«jr« — 3*4?' — 2,ab^x:=.o ou y^-=z-^x-A r--^»
de sorte que les deux courbes peuvent être représentées à la fois par une équation de la forme
jr^ ■=. mx^ -I- nx ,
m étant négatif dans le cas de Tellipse, et positif dans le cas dç l'hyperbole.
178. Changement de direction des axes dans le cas de la parabole.
Nous ayons vu que le changement d*origine ne pouvai t, dans ce cas, conduire à rapporter la courbe à un point aussi remarquable que dans le cas de l'ellipse et de l'hyperbole. On pourrait bien faire disparaître un terme du premier degré et le terme indépendant 5 l'origine se trouverait d\or& sur la courbe. Mais on n'aperçoit pas facilement quel serait le point le plus avantageux à choisir ; et il vaut mieux réserver cette question, et commencer à simplifier l'équation générale, au moyen du changement de direction des axes. Soit donc l'équation
ay'^ -+- bxy -+- cx^ -{^dy -hex 4-^ = o,
et supposons les axes rectangulaires, ce qui ne restreint nullement la discussion, comme nous l'avons déjà fait voir. En substituant h xelj les valeurs suivantes
xz=zx' cos a -4- ^' ces a', y z=z x' sina ^ y' sin a',
et galant i zéro le coefficient dèx^j'y nous retrouverons l'équation
• •"'■,■'' 2 a tang« tanga' -f b (tanga -f- tanga^ ) -|- 2ic = o.
Comme elle renferme deux îndëterminées, il y a une infinité de manières d'y satisfaire. Mais si Ton veut que le nouveau système soit rectangulaire, elle devient comme pré-
eédemment •
c — a tangua -f- 2 — 7 — taoga — 1=0,
et ses deux racines correspondent, l'une à l'axe des jc', et l'autre à l'axe des j^
Mais l'équation qui existe entre les trois coefficients des termes du second degré, dans le cas de la parabole, exige qu'en même temps que le coefficient de j:y sera nul, celui de a:'* ou celui de jr'* le soit aussi •, et cela dépendra de celle des deux valeurs de tang a qu'on prendra pour déterminer Taxe des à;\
On aura aussi
ou
yj^-Dy -4-EV 4-F'irr o,
équations qui ne diflGerent que par le changement de x' en^'. Le système d'axes qui réduit l'équation de la parabole à l'une ou l'autre de ces formes est unique; et comme il est indifférent de prendre l'un ou l'autre pour axe des x\ nous nous bornerons à la forme suivante :
X' -f- D/ -h Ejc' -4- F = o.
Nous pouvons maintenant déplacer l'origine eu posant
X rr: .T. -f- nij
m et n étant les coordonnées de la nouvelle origine, et l'équation devient
y""" + (2/1 4- D) r'^ -4- Ea?'^ + /i' -h D/i -+- E;w -f-.F = o;
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OU pourra poser
/i^ -4- D/ï -+- EwH- F =: G,
ce qui déterminera un système unique de valeurs pour m etn.ll n'y aura d*impossibilité que si E = o, et alors Téquation représenterait deux droites parallèles et non une courbe.
L'équation des paraboles est donc toujours réductible en coordonnées rectangulaires à la forme jr^'* + Ex" = o, et le système d'axes qui jouit de cette propriété est unique.
L'axe des x" est Vaxe de la parabole; l'origine est son point de rencontre avec la courbe, et se nomme le sommet de la parabole.
En supprimant les accents, l'équation prendra la forme j* = 2pXj p pouvant avoir un signe quelconque.
SECOND DEGRÉ
179. Nous avons reconnu précédemment que le lieu des points tels que leurs distances à un point et k une droite fixes soient dans un rapport constant, a uiie équation du second degré. Nous allons nous occuper maintenant du problème inverse, et chercher si toute courbe du second degré jouit de celte propriété remarquable, que le rapport des distances de chacun de ses points à un certain point et à une certaine droite fixes soit constant : nous déterminerons tous les systèmes de points et de droites qui peuvent satisfaire à cette condition; et chacun d'eux fournira un moyen commode de construction de la courbe par points.
Nous nous proposerons donc de résoudre la question suivante :
Étant donnée une courbe quelconque du second degré ^ troui^er dans son plan un point et une droite tels, que le rapport des distances d^un point quelconque de la courbe à ce point et à cette droite, soit constant.
Nous prendrons l'équation qui peut représenter le plus simplement les trois courbes du second degré , en les rapportant à un de leurs axes, et la perpendiculaire menée par un sommet de la courbe situé sur cet axe. Cette équation est
(l) j' iz= /wa:' -}- /la:;
elle représente une ellipse, une hyperbole, ou une para-
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bole, suivant que Ton a
771 <^ O, /Il > o, m = o.
L'axe des x est^ dans le cas de l'hyperbole, son zxe transverse ; dans le cas de l'ellipse, nous supposerons, pour fixer les idées et abréger les discussions, quon ait pris son grand axé pour Taxe des or, et alors la valeur absolue de m sera plus petite que i . Soient « , S les coordonnées du point cherché, et
ajr -\- bx -^ c z:^ o
Téquation de la droite correspondante.
La distance d'un point quelconque x^ y k cette droite aura pour expression
OY -\- bx -X- c
On peut donc regarder oy -f. ix -f- c , qui est le produit
de cette perpendiculaire par y/a^ •+- i', comme étant son produit par un nombre constant inconnu ; de sorte qu'en écrivant Téquation
on exprime simplement que la distance du point x, y au point (X, S est dans un rapport constant avec sa distance à la droite oj^ + ix -+■ c = o. Et lorsque Ton aura délerminé a, €, a, &, c, on connaîtra le point, la droite et
ce rapport constant, qui sera ^a* 4- A*. Les calculs se trouveront ainsi plus simples que si on laissait le divi'»
seur ^a^ -h b^j et qu'on multipliât l'expression par une nouvelle lettre représentant le rapport constant.
On remarquera que l'équation (2) peut s'interpréter d'une seconde manière. Elle exprime, en effet, évidemment que la
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distance d^un point quelconque de là courbe au point (a, 6) , est une fonction rationnelle et linéaire des deux coordonnées du point de la courbe. Ce second point de vue donnerait au problème un énoncé différent, conduisant à une solution identique*
Occupons-nous maintenant de la détermination des constantes inconnues. En élevant les deux membres de Té-^ quation (i) au carré, et réduisant, on obtient
— à^) — 2 abxy -\- x^ [i — ^') — 2 (6 -f- ac) f
— 2 (a -f- bc) d? -h a' H- 6^ — r» 1= o,
équation qui doit être satisfaite par les coordonnées x, y d'un point quelconque de la courbe donnée, mais peut-être sans réciprocité.
Et quand cette réciprocité aurait lieu, Téquation (3) devrait-elle nécessairement coïncider avec l'équation (i), qui est celle du même lieu? en d^autres termes, un même lieu ne peut-il avoir qu'une seule équation? c'est ce que Ton admet ordinairement sans raison suffisante, et nous croyonsdevoir insister sur ce point, qu'il est très-facile d'établir rigoureusement.
180. Soient, en effet, deux équations générales du second degré, et* admettons que toutes les solutions réelles de la première soient solutions de la seconde; nous allonsdémon trer que les premiers membres ne peuvent différer que par un facteur indépendant de 3ù,y\ ou, en d'autres termes, qu'en réduisant à l'unité les coefOcients de deux termes semblables, tous les autres sont respectivement égaux dans les deux polynômes.
Supposons donc qu'on ait réduit à l'unité les coefficients de j'*, et que les deux équations soient
^2-f- kxy 4-Bx'-hC/-f-Dx-hE = o,
^* -I- A' :cr -I- B' a?2 4- C j -M>'x -i- E' = O, •
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OU
j'-f-(Ax H-C)^-f- Bx^ 4- Dj? -f- E =o, y' -h (A'x + C')^ 4- B' «' 4- D'x -f- E' =: o.
Si Ton donne à x une valeur à laquelle correspondent deux valeurs réelles de j^ dans la première, la seconde équation devant admettre ces mêmes solutions, on devra avoir pour cette valeur de x
Aj5H-C = A'a: -hC, Bx» 4- Dj: -h E = B'ar» -j- D' or -+> E'.
Mais il y a, par hypothèse, une infinité de valeurs de x qui satisfont à ces deux équations; donc, diaprés un théorème élémentaire, leurs coefficients doivent être respectivement égauxy et, par conséquent, les deux équations en x et y sont les mêmes, terme pour terme.
181. Cela posé, les équations (2) et (3) devront être identiques lorsqu'on aura réduit à Tunité le coefficient dej^ ' dans la seconde, et Ton devra, par conséquent, avoir les équations suivantes :
ab b^ — I 6 H- flc oL-^hc n
, m o, "=■ iw, n= o, 1=: — »
(4) ^1 — fl» ' — «' ï—^' I — a* 2
Telles sont les conditions nécessaires et suffisantes pour quMl y ait un rapport constant entre les distances d'un point quelconque de la courbe donnée au point a, ê et à la droite ay^ -i- fex -i- c = o. Le problème est donc ramené identiquement à trouver les valeurs de a, 6, a. A, c qui satisfont à ces cinq équations.
La première exige que l'on ait ah = o, et, par conséquent, a = o ou i = o. Mais la dernière supposition est
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inadmissible, car la seconde des équalions (4) deviendrait
Or, elle est impossible si m = 05 si m-<]o, la valeur de a*
serait i-\ ^ et par conséquent négative, puisque m est
plus petit que i en valeur absolue. Enfin, si on am^o, les équations (4) donnent, par la supposition de i = o,
La dernière deviendrait^ çn y substituant les valeurs de a et 6,
et la valeur de c serait imaginaire.
On ne peut donc faire h = o, et il faut par conséquent que Ton ait a = o ; les autres équations (4) donnent alors
b^ = 1 "^^ m, 61=0, a -h ^c =:-^5 cç^zsc^
Là première donne
b = ^i -h niy
et nous entendrons que ce radical renferme implicitement le double signe ] mais nous considérerons d'abord le signe + . La seconde apprend que les points cherchés sont sur Taxe des x. Les deux dernières deviennent
et donnent
a (i dz ^i -h m ) = —5
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d'où
2(i=hv^i -h /w) ^ 2W
et, par snite, en tirant c de l'équation du premier degré, on obtiendra
im
les signes supérieurs se correspondant dans les valeurs de a et c, ainsi que les signes inférieurs.
Les valeurs de a, 6 déterminent le point cherché, et la droite correspondante aura pour équation
ôx -f- c = o,
ou
/î(\/i -4-iwqzi)
im ^i -h /w
le rapport ^' -f- i' est A ou ^i + m .
On reconnaît facilement que le changement de signe
de ^i •+- yw ne feraix que changer l'une dans Fautre les deux valeurs de a, ainsi que les deux valeurs correspondantes de X données par la formule (5). On a donc toutes
les solutions de la question en se bornant à prendre v^iH-m Bivec le signe
Les points remarquables que nous venons de déterminer se nomment foyers^ leur milieu ayant pour abscisse
est le centre, les droites correspondantes se nom-
ment directrices de la courbe.
182. Ces formules s*appliquent aux trois courbes*, mais la résolution des équations (4) est beaucoup plus simple dans le cas de la parabole, pour laquelle m = o. En effet.
elles deviennent alors
La première donnera a= o, puisque b ==i± i\ les. au ires donneront, en se bornant d'abord au signe + pour è.
d'où
On trouverait les mêmes valeurs pour « et c en prenant b =. — I .
Il n'y a donc dans le cas de la parabole qu'un seul point^ situé sur l'axe de la courbe, et une seide droite correspondante, ayant pour équation
Au reste, ce calcul particulier n'est pas nécessaire, et les formules générales en donneront les résultats, en chercbant les limites vers lesquelles elles tendent, quand on fait tendre m vers zéro.
183. La position des foyers et des directrices sont. rapportées ordinairement au centre et à la grandeur des axes dans les courbes à centre : rien n'est plus facile que de les déduire des formules précédentes.
En effet, si l'on nomme 2 a, 26 les longueurs des axes de l'ellipse, on aura
l'abscisse du centre sera
CHAPITRE TIII
et Fordonnée b aura pour valeur
On peut donc exprimer m et n au moyen de a et i, et l'on aura
h^ 9.b^ , slà" — b^
on aura donc
a = /i =h v/û' — bK
Les deux foyers sont donc à une distance du centre égale
à ^a* — b* , que nous désignerons par c. Le rapport des distances des points de la courbe au foyer et à la directrice
correspondante, sera -: la distance des directrices au centre
a' sera — •
Pour l'hyperbole on aura
h^ oh^
et posant
sjo"-^
ou aura
C est donc la distance des foyers au centre; la distance des directrices au centre sera encore exprimée par — ? et le rapport des distances des points de la courbe au foyer et à la directrice correspondante, par - •
184. L'expression de la distance d'un point de la courbe à un foyer est très-simple et nécessaire à connaître.
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Pour Tellipse, par exemple, rapportée à ses deux axes, la directrice correspondante au foyer dont l'abscisse est
•4- c a pour abscisse — - Si l'on considère un point quel-
conque de Tellipse, ayant pour abscisse x, sa distance à la
directrice sera x\ la multipliant parle rapport con-
stant -9 on aura sa distance au foyer. En la désignant par i
on aura donc
. ex
Si Ton cTierche, de même, la distance du même point au second foyer, on trouvera, en la désignant par î',
d'où résulte
L'ellipse jouit donc de cette propriété remarquable, que la somme des distances d'un quelconque de ses points à ses deux foyers est égale à son grand axe.
Pour l'hyperbolç, on trouverait, en supposant x positif,
CHAPITRE VIII
conque des points de T hyperbole à ses deux foyers est égale à la longueur de l'axe transverse.
185. Résumons maintenant ces divers résultats pour les trois courbes.
1° L'ellipse et l'hyperbole ont deux foyers seulement^ ils sont situés : pour la première, sur son grand axe ; pour la seconde, sur son axe transverse* Ils sont à égale distance du centre : entre les deux sommets dans Tellipse, et en dehors daiis l'hyperbole. Les directrices, au contraire, sont en dehors des sommets pour Tellipse, et entre les sommets pour l'hyperbole. Le rapport des distances des points de la courbe au foyer et à la directrice, est plus petit que Tunité pour l'ellipse, et plus grand pour l'hyperbole : sa
valeur est-a
2° La parabole n'a qu'un foyer et une directrice. Le foyer est situé sur Taxe et dans l'intérieur de la courbe^ la directrice est de l'autre côté du sommet, dont elle est à la même distance que le foyer. Le rapport des distances est i \ et, par conséquent, les points de la parabole sont également distants du foyer et de la directrice. .
Nous ne nous arrêterons pas à développer toutes les conséquences importantes de ces propriétés, et à indiquer tous les exercices utiles auxquels elles peuvent donner lieu pour les élèves. Nous n'avons en vue ici que les propriétés les plus générales, celles qui se présentent le plus naturellement dans une discussion dont Tobjet est plut6t de tracer une marche applicable à toutes les courbes, que de rechercher les propriétés spéciales d'une classe particulière de courbes.
DES CONDITIONS DONNÉES
186. L^équaiion générale du second degré renfermant six termes est complètement déterminée quand on connaît les rapports de cinq d^entre eux au sixième, ou quand on connaît les cinq coefficients qu^^elle renferme après qu^on a réduit l'un des six à Tunité. On ne peut donc assujettir une courbe du second degré qu'à des conditions exprimées par cinq équations au plus entre les coefficients de Téquation générale. Si ces conditions fournissaient moins de cinq équations il y aurait des coefficients non déterminés, et une infinité d'équations, et par suite de courbes, y satisferaient. Si elles fournissaient plus de cinq équations, il serait possible qu'aucune courbe du second degré n'y pût satisfaire ; il y aurait, en général, un nombre d'équations de condition égal à Texcès du nombre des équations fourmes sur cinq.
187. Lorsque l'on assujettit la courbe à passer par un point donné, il faut et il suffit que l'équation que l'on a prise pour représenter la courbe, et qui doit être Féquation la plus générale, afin qu'on soit sur qu^elle renferme celle que l'on cherche, soit satisfaite par les coordonnées connues de ce point. Il résulte de là une équation unique entre les coefficients inconnus de l'équation.
On tire déjà de là cette conséquence qu'en général, par cinq points donnés, on peut faire passer une courbe du
CHAPITRE IX
second degré, mais qu'on ne peut s'en donner arbîtraîrement un plus grand nombre. Il est évident d'ailleurs que les cinq équations qui en résultent peuvent offrir des impossibilités ou de l'indétermination; comme il serait possible aussi qu'une courbe du second degré passât par plus de cinq points donnés si les équations dé condition étaient satisfaites.
188. Il est des points dont la connaissance fournit deux équations entre les coefficients, et équivaut par conséquent à celle de deux points de la courbe. Ce sont ceux dont les coordonnées peuvent s'exprimer généralement au moyen des coefficients de Péquation. En effet, quand on donne les coordonnées d'un point de ce genre, en les égalant à leur expression générale, on a deux équations entre les coefficients inconnus.
Si, par exemple, on donne les coordonnées du centre,
, . , . . lae — hd ncd — he on les égalera respectivement à -7- -, — et -7- -, — 5 et
l'on aura deux équations entre les coefficients a, 6, c, d^ e.
Les foyers sont dans le même cas, car ils sont déterminés quand l'équation de la courbe est donnée; leurs coordonnées sont donc exprimables au moyen des coefficients de l'équation générale, et même, quand on n'en connaîtrait pas les formules, on peut affirmer que la connaissance d'un foyer équivaut à celle de deux points de la courbe, et ne permet plus par conséquent d'assujettir la courbe à plus de trois conditions, exprimées chacune par une équation entre les coefficients.
Les deux foyers équivaudraient donc à quatre équations, et Ton pourrait encore se donner un point de la courbe, mais pas plus. Et l'on reconnaît, en effet, qu'un point suffira d'après la propriété, que la somme ou la différence des distances des points de la courbe aux deux foyers est constante.
a4o ÉTUDE DES COURBES.
Mais il faut bien s'assurer si les points que Ton se donne sont indépendants les uns des autres, et s'ils n'ont pas des liaisons néce3saires qui ne permettent pas de les prendre tous arbitrairement. Car il en résulterait des impossibilités si ces liaisons n'avaient pas lieu, et, au contraire, une diminution dans le nombre des équations si ces liaisons existent. Par exemple, si l'on donnait les deux foyers et le centre d'une ellipse, il n'en résulterait pas six équations distinctes entre les coefficients de l'équation générale. En effet, le centre étant au milieu de la droite qui joint les foyers, ses coordonnées sont les demi -sommes de celles des foyers. Si on ne les donne pas telles, les données sont incompatibles; si, au contraire, elles sont données égales aux demi-sommes de celles qu'on donne pour les foyers, les deux équations fournies pour le centre seront des conséquences des autres, et l'on n'aura réellement que q^tre équations distinctes entre les coefficients inconnus.
189. Nous ne saurions énumérer tous les points qui équivalent à deux conditions simples, c'est-à-dire fournissant une seule équation. Il y a, en effet, une infinité de manières de définir des points dont les coordonnées sont déterminées quand on connaît l'équation de la courbe, que l'on sache ou non en trouver l'expression. Non-seulement le centre, les foyers, les sommets d'une courbe sont déterminés par son équation, mais tout point lié d'une manière choisie arbitrairement à deux de ces points sera aussi déterminé au moyen des coefficients de cettQ équation vpar exemple, un point assujetti à se trouver à des distances données d'un foyer et du centre, à partager dans un rapport donné la droite qui joindrait un foyer avec une extrémité du petit axe, etc., etc.
Mais si l'on donnait un point assujetti à se trouver à u^e distance donnée d'un foyer, il est clair qu'il n 'équivaudrait
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qu'à une condition simple^ puisque l'on aurait à exprimer seulement que la distance de ce point connu à celui dont les coordonnées sont des fonctions connues des coefficients, est égale à une ligne donnée, etc., etc.
Nous croyons inutile d'en dire davantage sur ce sujet.
190. Passons maintenant aux conditions résultant de droites données, au lieu de points.
Il y a des droites dont la connaissance conduit à deux équations entre les coefficients, et d'autres qui n^en fournissent qu'une seule.
Si, d'après sa définition, une droite est déterminée par l'équation de la courbe, les deux coefficients de l'équation de cette droite sont des fonctions de ceux de l'équation de la courbe ; et par conséquent, si une pareille droite est donnée, il en résulte deux équations entre ces coefficients ; elle équivaut donc à deux conditions simples.
Si, au contraire, l'équation de cette droite n'est pas déterminée par celle de la courbe, la connaissance de cette droite n'entraînera pas deux équations entre les coefficients. Si, par exemple, on dodne une droite sur laquelle doit se trouver un point remarquable, comme le centre, un foyer, un sommet, etc., il n'en résulte qu'une équation entre les coefficients*, et on l'obtiendra en écrivant que les coordonnées de ce point, dont on connaît l'expression en fonction des coefficients, satisfont à Inéquation de la droite donnée. Une tangente donnée équivaut encore à une condition unique, parce que la condition d'être tangente s'exprime comme on l'a fait voir pour le cercle, et comme nous le verrons pour toute courbe, par une seule équation entre les coefficients.
Et il faut encore s'assurer si les diverses données son|. indépendantes les unes des autres. Car, si elles doivent avoir des liaisons nécessaires, et que les valeurs particu-
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lières proposées n'y satisfassent pas, le problème est ion* possible : et si les équations qui expriment ces liaisons sont satisfaites identiquement par les données, elles seront des conséquences des autres équations, et on n'en aura plus entre les coefficients, un nombre égal à la somme des nombres correspondants à chaque ligne ou point donnés.
Ainsi, par exemple, une asymptote donnée équivaut à deux conditions simples, parce que l'on peut déterminer les équations des asymptotes en fonction des coefficients de Téquation. Il en es^t de même du centre : et cependant une asymptote et le centre n'équivalent pas ensemble à quatre conditions, parce que le centre de l'hyperbole est situé sur chaque asymptote. Si donc le point donné n'était pas sur la droite donnée, le problème serait impossible. Mais s'il y est, on ne pourra tirer des données que trois équations entre les coefficients de Téquation de la courbe. On en obtiendra d'abord deux en égalant les coefficients donnés de Téquation de la droite, aux expressions générales des coefficients en fonction de ceux de la courbe. Si ensuite on égale les coordonnées du point donné aux expressions générales de celles du centre, l'une de ces deux nouvelles équations sera une conséquence des trois autres, puisque l'ordonnée du centre est une conséquence nécessaire de l'abscisse, et de l'équation de l'asymptote. Et toute hyperbole ayant cette asymptote et l'abscisse donnée du centre, aura le centre donné; de sorte que trois équations expriment toutes les conditions données, et il en faudrait encore deux autres pour que l'hyperbole fut déterminée.
Ce peu de mots suffit pour lever toutes les difficultés qui pourraient se présenter sur ce sujet: et il est évident que ces considérations sont applicables à toutes les courbes, et ne se fondent en rien sur le degré de l'équation.
CONIQUES
191 . Les difiérents lieux représentés par Féquati on générale du second degré, jouissent de la propriété remarquable de pouvoir être obtenus en coupant par un plan un cône droit à base circulaire \ et par là nous entendons la surface engendrée par une droite, indéfinie dans les deux sens, qui tourne autour d'une droite fixe qu'elle coupe en un point fixe qu'on nomme le centre de la surface, en faisant avec la droite fixe, ou Taxe, un angle constant. *
Pour le démontrer nous allons cherclier l'équation de la ligne d'intersection d'une surface conique quelconque par un plan.
Si, par l'axe du cône nous menons un plan perpendiculaire au plan sécant, il le coupera suivant une droite par rapport à laquelle la courbe cherchée sera symétrique, et que nous prendrons pour axe des x.
Soit ABX cette ligne ; OATJ, OBS les deux génératrices
du cône, situées dans le plan que nous avons mené par
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FaxeOV. Posons
VOA = a, OAB = 6.
Le point A, que nous choisirons pour origine, est Tintersection du plan donné avec Tune des deux génëratries OU, OS; et il y en aura toujours une qui sera coupée : mais il peut arriver trois cas. La seconde génératrice peut être coupée du côté OS, situé sur la même nappe du cône que OA; ou du côté OS^ situé dans la nappe opposée; et enfin elle peut être parallèle à la trace du plan donné.
Considérons d'abord le premier de ces cas : l'angle S sera moindre quelesupplémentde2ûr,etlaligned'intcrsectionAB sera dans Tangle SAU. Posons AB = aa, OA = i, et menons un plan quelconque QR perpendiculaire k l'axe OV; les points suivant lesquels il coupera la courbe seront symétriques par rapport à AB et se projetteront en P ; leur ordonnée sera commune au cercle dont le diamètre est QR ; et par conséquent, en la désignant par j^, on aura
Il reste à exprimer ces deux segments en fonction de l'x, AP.
On trouvera, par le triangle PAR,
^^ orsinS
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D'où résulte
r» = 7.bx tang a sin 6 ( i ^ i
* f . ^ ^jc* sin 6 tanc a 1= 26jr sm 6 tang a ^— •
La courbe d'intersection est donc dans ce cas une ellipse dont A est un sommet, et AB un des deux axes, dont la grandeur est 2a. Pour avoir la grandeur du second axe, il faut chercher l'ordonnée correspondante au milieu C de AB, ou à la valeur a: = a. L^équation (i) donnera pour or =2 a,
^ ^ z=z a^ sin 6 tang a ; le second axe aura donc pour valeur
2 y^a^sinStanga,
et il est facile de reconnaître qu'il est plus petit que le premier \ car il est la double ordonnée au point C, du cercle dont le diamètre est la parallèle Q'R' à QR5 il est donc moindre que le diamètre Q'R'. Or, Q'R' est la demi-somme des bases AA', BB' du trapèze isocèle, dont la diagonale AB est plus grande que cette demi-somme : AB est donc le grand axe de cette ellipse.
192. Supposons maintenant AB parallèle à OS; PQ sera égale à AA', ou à ibsmay et Ton aura pour l'équation du lieu
(2) j^*=: 4^^sin^a;
c'est ce qu'aurait donné l'équation (1) en y prenant le coefficient de x* à sa limite qui est zéro^ et faisant S égal au supplément de 2a.
, Supposons enfin que la droite AX coupe le prolongement
Fiç. 4o>
de OS. Nous aurons pour les points projetés dans l'angle SOU
PR — , PQ=2^sina- '
cosa
la
et par suite
(3) j^* = 2^a:sin6tanga ( i H ]•
Si Ton considérait les points qui se projettent dans Taiigle opposé à SOU, on trouverait la même équation, à la condition de regarder comme négatifs les x qui sont dirigés dans le sens opposé à ÂX.
De cette manière l'équation (3) représente tous les points de la courbe d^intersection.
En comparant les trois équations (i), (2), (3), on voit qu'on pourrait les renfermer toutes dans la première en y regardant a comme négatif quand ÂB est dirigé dans le sens opposé à celui qui correspond à l'équation (i); et
comme infini, ou donnant -nul, quand AX est parallèle à OS.
CHAPITRE X
AU reste, qu'on les sépare ou qu'on les réunisse, on voit que l'équation (i) représente une ellipse, l'équation (2) une parabole, et Téquation (3) une hyperbole, dont Taxe des X coupe la courbe.
193. Il reste à voir si Téquation (1), généralisée comme nous l'avons dit, peut coïncider avec la suivante qui renferme toutes les courbes du second degré, savoir
(4) y''*:=imx -\- nx^y
dans laquelle m peut toujours être considéré comme positif, en prenant les x positifs dans un sens convenable; et n peut être négatif, nul ou positif. Le premier cas correspond à l'ellipse, le second à la parabole, et le troisième à l'hyporbole.
En identifiant l'équation (4) ^ l'équation (i), prise avec la généralité que nous avons établie, on obtient
b sin6 tanga 1= w , - sinS tanga = — n.
Si l'angle a est donné, on ne peut disposer que de h et S, et il faut qu'on puisse trouver des valeurs de ces deux indéterminées qui satisfassent à ces deux équations. Mais il est d'abord nécessaire d'y substituer à a sa valeur en fonction de&
et S, qui est
^sinaa
la =
sio {2a -+- S)
et, d'après le signe implicite de a, il faut regarder celui de sin (2^; + S) comme on le fait dans les formules de la trigonométrie, de sorte que les deux équations auxquelles & et S doivent satisfaire, sont
, . ^ sin (2a -t- S) sinS
6sm6 tan£'a=: /w, — -— ^ = — n.
La dernière, ne renfermant que S, en donnera la valeur^
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et la première donnera toujours une valeur positive correspondante pour b. Il suffit donc d'examiner la seconde, et de voir si elle peut toujours être satisfaite par une valeur de o.
On voit d'abord que, dans le cas de la parabole, où l'on a2a + 6 = 7retn = o, la seconde ëquation est satisfaite d'elle-même, et la première, qui devient 2&sin'a = /n, détermine la distance b d'après /n, quel que soit l'angle donné a. Il suit de là que toute parabole peut être obtenue par l'intersection d'un cône quelconque de révolution par un plan.
Il ne reste donc à examiner que le cas où n n'est pas nul.
En transformant le produit des deux sinus, l'équation devient
ces 2a — cos(2a -+- 26) := — 2/2COS*a,
d'où l'on tire facilement
(5) ces (2a -t- 26) = (2/1 -f- 2) ces* a — I.
La condition pour que l'arc 2 a 4- 26 soit réel est que son cosinus soit compris entre — i et -h i .
1° Dans le cas de l'ellipse n est négatif; et on peut toujours le supposer inférieur à i en valeur absolue; il suffit pour cela de prendre pour axe des x le grand arc de l'ellipse représentée par (4) : an -f- 2 est donc positif, et le second membre de (5) est ^ — i. D'ailleurs 2/1+2 sera plus petit que 2; (2» 4- 2) cos*a sera donc, à plus forte raison, <C2^ et le second membre sera plus petit que i. On trouvera donc une valeur entre o et tt pour l'arc 2 a -h 2 6, d'où on tirera une valeur pour 6 qui sera moindre que le supplément de l'angle 2 a et donnera une section elliptique. La valeur de b s'ensuivra et l'on aura toujours une solution.
Donc, toute ellipse peut être obtenue par V intersection d^un cône quelconque de réy^olution par un plan.
2** Supposons maintenant qu'il s'agisse d'une hyper-
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bole^ n sera positif, et la valeur de cos(2a 4- 26) sera évidemment ^ — 1« Pour que Pangle soit réel il suffit donc que Ton ait
(2/1 -h 2) cos'a — i<^i ou posflt<^ —
Mais -p=:=i est le cosinus de Tangle formé par les
asymptotes de l'hyperbole donnée, avec son axe transverse. 11 est donc nécessaire et suffisant que a soit plus grand que cet angle, ou lui soit au moins égal.
Donc, toute hyperbole peut être obtenue par V intersection d'un cône par un plan; mais ce cône est assujetti à la condition que son angle au centre soit au moins égal à celui des asymptotes dans lequel cette hyperbole est ren^ fermée.
i94. D'autres variétés du lieu de l'équation générale du second degré peuvent aussi être obtenues par l'intersection d'une surface conique par un plan.
En effet, en supposant l'angle 6 égal à zéro, le plan n'aura qu'une ligne droite commune avec la surface. En faisant passer le plan parle centre O du cône, on aura deux droites, ou un seul point. Mais il n'est pas possible d'obtenir le cas de deux droites parallèles.
CHAPITRE XL
DANS QUEL SENS ON PEUT ENTENDRE QUE LA PARABOLE EST LA LIMITE D'ELLIPSES OU D^HYPERBOLES DONT LES AXES DEVIENNENT INFINIS. - AUTRES LIMITES ANALOGUES.
195. Pour fixer bien nettement le sens dans lequel doivent être conçues ces recherches un peu délicates, nous dirons tout d'abord que la question que nous nous proposons est celle-ci :
Les axes éCune ellipse ou d^une hyperbole croissant indéfiniment sous des conditions données^ trouver la limite vers laquelle tend une portion aussi grande qiion voudra de cette courbe^ à partir d'un de ses points^ supposé fixe y par rapport aux axes de coordonnées ; ou ce qui est identique^ déplacé en entraînant avec lui des axes paralèlles aux premiers et auxquels on rapporterait les points du lieu.
i96. Limite d^une ellipse dont un sommet reste fixe, et le paramètre constant.
L'ellipse rapportée à son sommet fixe comme origine aura pour équation
b^ Soilp la valeur constante du demi-paramètre — > on aura
è* = ap^ el l'équation de l'ellipse deviendra par celte
substitution
y^=i ipx — — x^.
Si maintenant on considère un x fini quelconque, et
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qu'on fasse croître a indéfiniment, y' s'approchera indéfiniment de ^px^ et il en résultera cette conséquence :
Â partir du sommet fixe, la portion de l'ellipse qui se projettera dans une étendue finie, aussi grande qu'on voudra, de l'axe des or, s'approchera indéfiniment de la parabole ayant pour équation
puisque la différence des carrés des ordonnées finies des deux courbes tendra vers zéro.
. Mais si l'on considérait un point dont Yx croîtrait indéfiniment avecfl, la différence des carrés des ordonnées correspondantes pourrait croître indéfiniment^ et comme les ordonnées croîtraient aussi indéfiniment, il faut nécessairement calculer la différence même de ces deux ordonnées. Elle est égale à la différence de leurs carrés, divisée par la somme de leurs premières puissances, c'est-à-dire à
px"^ px ^
ou
px
^ 2,px -h i / IXpx — y^ 2/? -h i / ip — —
Or, pour que cette expression toujours réelle, puisque X est plus petit que 2^^ tende vers zéro, il est le
nécessaire et suffisant que - tende vers zéro, puisque
dénominateur reste fini : il faut donc qu'on ait a:"* = «^,
pétant une quantité quelconque tendant vers zéro quand a croît indéfiniment; et, par conséquent, que x soit le pro-
duit de a'^ par une quantité tendant vers zéro.
Il suit delà que si l'on considère une abscisse x variant proportionnellement à une puissance m de a, il faut, pour que le point correspondant de l'ellipse s'approche indéfini-
252 ÉTUDE DES COUBBES.
ment de la parabole, que l'on ait m<^-^« Si ron avait
m ^ - il s'en éloignerait indéfiniment 5 et pour m = -^ la
différence des ordonnées tendrait vers une quantité finie.
Les conséquences seraient analogues si l'angle des axes avait une valeur déterminée autre qu'un angle droit.
i97. Limite d'une ellipse dont un sommet et le foyer voisin restent Jîxes.
L'équation de l'ellipse rapportée à ce sommet comme origine et à son grand axe comme axe des x sera
a^ y^ -\- b^ j;"^ — nab^x z= o; et si le foyer reste à une distance d du sommet, on aura
a — ^a^— b^z=:d d'où b^=: lad — d^y
et l'équation de l'ellipse variable sera
a^jr^ -f- (2ad — d^)x^ — ia{2ad — d^)x:= o
OU
id^ /nd d^
r^=^dx X— ) j:';
d'où l'on conclut d'abord que si x reste fini,^* tend vers la limite 4 ^-^9 quand a croît indéfiniment : et, par conséquent, la partie de Vellipse, à partir du som,met fixe, qui se projette dans une étendue jinie de Vaxe des x, quelque grande quelle soit^ tend indéfiniment vers la courbe dont V équation estjr*=z^dx.
Cette courbe limite est une parabole ayant même sommet et même foyer.
i98. Mais si l'on considérait des valeurs de x croissant indéfiniment avec a, les ordonnées correspondantes de l'ellipse et de la parabole croîtront de même, et il ne sera pas nécessaire que la différence de leurs carrés tende vers
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zéro pour que la différence des ordonnées elles-mêmes y tende. Il ne suffit plus alors de considérer les termes qui suivent 4 ^«s: dans Téquation de l'ellipse 5 il faut calculer la différence même des ordonnées des deux courbes, qui peut se mettre sous la forme
\d^ id d^\
et comme l'ordonnée de l'ellipse est moindre que celle de la
parabole, le dénominateur est égal à ^ é^clx multiplié par un nombre compris entre i et 2.
En divisant les deux termes de la fraction par sfx^ le dénominateur restera fini, et il ne s'agira plus que de savoir si le numérateur deviendra nul, fini ou infini. Ce numérateur est
,, Jx 7.d ,- , x\jx
id} 1 xJx —d' -^
et son second terme est celui dont Tordre de grandeur est le plus élevé, c'est-à-dire que les rapports des deux autres à celui-là tendent vers zéro*, il est donc nécessaire et suffi-
se
sant que le second terme, ou - tende vers zéro pour qu'il
en soit de même de la différence des ordonnées. On arrive ainsi aux mêmes conclusions que dans le cas précédent, et il est inutile de les reproduire.
199. Ellipses semblables dont les axes croissent indéfiniment.
Supposons toujours que les ellipses aient un sommet commun, et l'axe correspondant dans la même direction. Leur équation générale sera encore
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et dans le cas actuel - est égal à une constante m, ce qui réduit Téquation à la forme
d'où Ton tire
jr :=^m ^ lax —
et Ton voit que quelque petite valeur fixe que l'on donne à a:,y croîtra indéfiniment avec a, et par conséquent l'ellipse variable ne s'approche indéfiniment d'aucune courbe, et s'élèvera au-dessus de toutes celles que l'on pourrait concevoir partant de l'origine. Mais il est facile de reconnaître qu'elle peut s'approcher indéfiniment de l'axe des jr dans une étendue aussi grande que l'on voudra. En effet, l'équation résolue par rapport à x est
y in-
En laissant de côlé la valeur de x qui correspond au signe -h, et croit indéfiniment avec a, nous nous bornerons à considérer
et l'on voit que, quelque grand que soit y^ x tend vers zéro à mesure que a croit indéfiniment. Ce qui prouve, comme nous l'avions annoncé, que les points de l'ellipse variable s'approchent indéfiniment de la tangente au sommet, dans une étendue aussi grande que l'on voudra, mais qui se projette sur l'axe dans une étendue infiniment petite, relativement à la longueur de cet axe.
On voit par là comment il faut entendre cette propo-
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sition, qu^un cercle dont le rayon croit sans limite, et qui passe par un point fixe, tend vers sa tangente en ce point.
200. Ellipse dont un axe conserve une grandeur constante^ tandis que Vautre croît indéfiniment.
Il faut d'abord faire choix du point à partir duquel on considérera les points de la courbe.
1® Supposons d'abord que ce soit à partir d'un sommet situé sur Taxe variable, et prenons ce point pour origine; Téquation de Tellipse sera
a^X^ -\- b^^^ — 2.ab^x=LO .ou x* =
d'où l'on voit que, pour toute valeur finie de x^j tendra vers zéro lorsque a croîtra indéfiniment.
Donc Vellipse s'approchera indéfiniment de son grand axe dans une étendue aussi grande qu'on voudra à partir du sommet.
Et il en serait de même si x croissait proportionnellement à une puissance de a inférieure à l'unité.
2^ Supposons maintenant que l'on cherche la limite de l'ellipse à partir des extrémités de son axe de grandeur constante. Nous prendrons alors l'origine au centre, et l'équation de la courbe sera
et, par conséquent, pour des valeurs de x croissant indéfiniment avec a, pourvu que ce soit proportionnellement à une puissance de a inférieure à l'unité, les ordonnées tendront indéfiniment vers dti 6, et l'ellipse, à partir des extrémités de son petit axe, s'approchera indéfiniment des deux parallèles à son grand axe.
Ces exemples suffisent pour montrer comment on doit traiter toutes les questions de ce genre.
DES TANGENTES AUX COURBES
201 . Lorsqu'un point se déplace sur une ligne droite, celte ligne détermine ce qu'on appelle la direction de son déplacement, ou de son mouvement.
S'il suit le contour d'un polygone, la direction du mouvement change d'un côté à l'autre; mais lorsqu'il suit le contour d'une courbe, la même considération ne se présente plus. Faut-il alors l'abandonner, ou lui donner une extension qui permette de l'appliquer à toutes les courbes?
Soit M (fig* 4^) une position quelconque d'un point qui décrit une courbe UV, et,M'une autre position voisine. S'il passait de M à M' par le plus court chemin, la corde MM'
Fîg. 4i.
donnerait la direction de ce mouvement. Si l'on considère un point M'' plus voisin de M que M', et que l'on imagine que le pointpassede M à M'^^par la ligne droite, la nouvelle corde MM'"^ donnera la direction de ce nouveau mouvement. Enfin si Ton conçoit que le second point pris sur la courbe se rapproche indéfiniment de M, les directions successives de ces mouvements recli lignes qui feraient passer le point mobile de M à ces divers points tendront vers une
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certaine limite déterminée, qu'elles n'atteindront jamais, si on fait suivre aux positions successives du second point, une loi qui ne lui permette pas de coïncider jamais avec M; comme, par exemple., si l'on passait d*une sécante à l'autre, en prenant toujours le point milieu de l'arc MM'; ou encore le point de la courbe dont la projection sur un axe fixe serait le milieu de la projection de MM'.
Cette direction limite mérite une attention particulière, et oflFre un intérêt véritable dans l'étude théorique des courbes, et même dans leur application à la pratique. Et, en effet, en restant dans la généralité, la direction variable finira toujours par marcher dans le même sens vers sa limite, et alors l'arc infiniment petit sera constamment compris entre ces deux droites, dont l'angle a pour limite zéro.
Quand cet angle sera devenu assez petit pour que les instruments les plus parfaiis ne puissent faire apercevoir de différence entre les directions de ses côtés, elles seront pour nous comme si elles se confondaient, ainsi que celles qui joindraient le point M à des points quelconques de l'arc qui est compris entre les extrêmes. On pourrait donc, au point de vue d'une pratique très-précise, dire que le mouvement du point est dirigé à partir de M suivant la droite limite. Mais dans une théorie rigoureuse on ne confond jamais l'arc indéfiniment décroissant, avec sa corde ou une portion de la droite limite : on ne dit pas que cette dernière est la direction suivant laquelle l'arc est décrit, quelque petit qu'il soit; mais on dit qu'elle est la direction du moui^ement du point qui la décrit, lorsqu'il passe en M, ou la direction de la courbe elle-même en ce point.
Cette droite remarquable se nomme la tangente à la courbe.
203. Aucune droite partant du point de contact, ne peut commencer par entrer dans la portion du plan qui est com-
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prise entre la tangente et la courbe. Car cette droite fixe faisant un angle avec la tangente^ serait nécessairement uiie position de la sécante variable, dont Tangle avec la tangente peut devenir moindre que tout angle donné. Or, Tare partant de M est toujours compris entre la tangente et la droite supposée : et, par conséquent, cette dernière n'est pas entre Tare et la tangente.
'Cette propriété de la tangente a quelquefois été prise comme définition générale.
204. Les anciens géomètres envis*ageaient autrement les tangentes. Ils les ont considérées d'abord pour le cercle et les définissaient par la propriété de n'avoir qu'un point commun avec la courbe. Cependant, il faut ajouter qu'Euclide démontre dans ses éléments que, par le point de contact, il est impossible de mener une droite entre la tangente et le cercle.
Quand ils ont considéré d'autres courbes que le cercle, ils n'ont pas donné de définitions spéciales pour leurs tangentes; ils semblent avoir pris pour caractère général de ces lignes, qu*elles ne pénètrent pas dans l'intérieur des courbes.
Mais, qu'est-ce que l'intérieur de la parabole, de l'hyperbole, et de toute courbe non fermée?
Et même pour des courbes fermées qui auraient des sinuosités, il y a des tangentes qui pénètrent dans l'intérieur, d^autres qui n'y pénètrent pas. Il était donc bien nécessaire de donner une définition plus précise du contact.
Il n'aurait même pas suffi d'introduire la condition qu*à partir du point donné les points de la courbe pris dans les deux sens, commencent par se trouver d'un même côté de la droite. Car, dans beaucoup de cas, des droites satisfaisant à cette condition ne présenteraient nullement le caractère que l'on attache au contact. La définition que
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nous avons donnée et à laquelle on s'est arrêté depuis Descartes, n'offre aucun de ces inconvénients.
LA DÉTERMINATION DE LA TAHGEIITE SE RAMENE A CELLE DE LA LIMITE DU RAPPORT DE DEUX INFINIMENT PETITS.
â(fô. La corde qui joint le point de contact au point 'de la courbe qui s'en rapproche infiniment, étant infiniment petite, peut, de bien des manières, être considérée comme appartenant à des triangles infiniment petits. Or, dans tout triangle, les angles sont déterminés par les rapports des côtés, et Ton conçoit par là que Fangle de la sécante avec une direction connue peut dépendre des rapports des côtés de ces triangles ; d'où il suit que la direction delà tangente dépendra de limites de rapports d'infiniment petits. C'est ce que nous allons examiner avec détail, dans divers systèmes de coordonnées.
Coordonnées rectif ignés, — Soient AX, AY (Jiff* 4^)? deux axes quelconques auxquels la courbe est rapportée^
M le point où on veut lui mener une tangente, x ely ses
coordonnées; M' un point de la courbe, infiniment voisin
de M; S le point où la sécante MM' coupe AX.
La direction de la sécante est déterminée par le rapport
BIP dç M'I à MI, ou par son égal -^^7 ou encore par la ligneSP,
SP
puisque MF est Yy donné du point M. D'où il suit que la
limite de la direction de la sécante, ou celle de la tangente,
est déterminée par la limite du rapport des infiniment
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petits, M'I, MI qui sont les accroissement» correspondants de X et Y^ quand on passe du point M à un point infiniment voisin pris sur la courbe.
Lorsque cette limite sera connue, la tangente se construira facilement, soit en prenant à partir de M une longueur quelconque sur une parallèle à AX et menant par son extrémité une parallèle à AY, dont le rapport avec la première' soit la limite trouvée; soit en prenant une longueur PR, telle qiie PM ait avec elle ce même rapport.
Si au lieu de construire la tangente , on veut calculer Fangle a qu'elle fait avec l'axe des x^ connaissant l'expres-
sion de la limite du rapport -rrr » ^^ désignera par m cette
limite et l'on aura, en appelant B l'angle des axes,
sîn ot -, ^ msinÔ
= /w, d ou tanga
sm (0 — a) ° I-+-///C0S©
expression qui se réduit à m quand l'angle des axes est, droit.
206. Coordonnées polaires. — Soit M (Jig» 43) le point où l'on veut mener la tangente, M' un point infini-
Fig. 43.
ment voisin, pris sur la courbe. La sécante sera déterminée si on connaît l'angle AMS; et la tangente le $era par la limite de cet angle. C'est cette limite qui sera l'objet de notre recherche. En décrivant du pôle A comme centre un
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arc de eercle qui rencontre AM' en I, el joignant IM, on aura un triangle infiniment petit MM^I dont les angles ont des limites qui détermineront la limite de la direction MM\ et se ramèneront aux limites des rapports des côtés infiniment petits de ce triangle.
En effet, l'angle AM'M ne différant de AMS que de l'angle infiniment petit JVl'AM, a la même limite, qui est l'angle de la tangente avec AM ; l'angle I du triangle isocèle AIM est égal à AMI, qui a pour limite un angle droit, puisque la sécante MI a pour limite la tangente au cercle en M, qui est perpendiculaire à AM. Il suit de là que la limite de Tangle I du triangle infinitésimal MM'I est un angle droit, et que la limite de son angle IMM' sera complément de la limite de l'angle M', c'est-à-dire complément de l'angle cherché que la tangente fait avec AM.
Or on a
sin IM^M _ m
sinIMM' "~ IM' '
d'où, en prenant les limites des deux membres, et désignant par fi l'angle cherché,
sina ,. IM ,. IM
cos/x IM °^ IM'
On peut modifier cette formule et y introduire seulement les accroissements infiniment petits des coordonnées du point de la courbe. Il suffit pour cela de remarquer que
IM la limite du rapport —7 ne sera pas altérée si on remplace
la corde IM par l'arc de cercle, dont le rapport avec elle a pour limite l'unité. Or cet arc est égal au rayon AM mulplié par l'angle au centre, qui est l'accroissement de l'angle du rayon vecteur avec AX.
On aura donc *
^^,.. M'AM langpr=AMIim-jj^-,
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ce qui ramène encore à la détermination de la limite du rapport des accroissements infiniment petits des coordon-
nées.
207. Coordonnées bipolaires, — Supposons maintenant que les points soient déterminés par leurs distances à deux pôles.
Soit M {fig> 44) le point de la courbe où Ton veut mener la tangente, M' un point infiniment voisin pris sur la
Fig. 44.
courbe et correspondant aux valeurs AH, BK des rayons vecteurs : ce point sera à la rencontre des cercles décrits de A et B avec des rayons respectivement égaux à AH et BK. Il s'agit de déterminer la limite de la direction de la sécante MM' quand MH et MK tendent vers zéro. Tirons les cordes M' H, M'K \ prenons MC fini et constant, et menons par C une parallèle à M'H, puis par le point S, où elle coupe MM', une parallèle SX à M'K^ les quadrilatères MHM'Ket MCSX seront semblables, et la limite de la direction de la diagonale MS sera la tangente cherchée. Or, pour avoir le quadrilatère limite dont la diagonale est la tangente, il suffit de connaître la limite de la longueur MX; car les angles C et X ont pour limite Tangle droit, comme leurs égaux H et K. Et pour connaître la limite de MX, il suffit dexonnaitre la limite du rapport de MK à MH, lequel est toujours égal au rapport de MX à la longueur constante MC.
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La question est donc encore ramenée à déterminer la limite du rapport des accroissements inGniment petits des coordonnées ÂM, MB. On prendra ensuite sur les rayons vecteurs, à partir du point de la courbe, deux longueurs quelconques proportionnelles à leurs accroissements positifs ou négatifs, et dans le sens de ces accroissements; puis par les extrémités on élèvera des perpendiculaires sur les deux rayons, et Ton joindra leur point de rencontre au point de la courbe : cette ligne sera la tangente cherchée.
208. Autre système de coordonnées, — Considérons encore le système où les points seraient déterminés par leurs distances à un pôle et à un axe fixe.
Soit A (fig* 45) le pôle, VZ Taxe, et AU la direction, parallèlement à laquelle sont considérées les distances à
Taxe ; M le point de la courbe où l'on veut mener la tangente : les coordonnées de ce point seront AM, et PM parallèle à AU. Leurs accroissements, pour passer de M au point infiniment voisin M', seront MK, MH, et seront portés dans un sens ou dans Tautre suivant que ces coordonnées augmenteront ou diminueront ; il s'agit de trouver la limite de la direction MM'.
Menons la corde de Tare de cercle KM', puis prenons une longueur fixe MC sur la direction MH, et construisons le quatrilatère MGSX semblable à MHM'K ; sa diagonale
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sera dans la direction MM', et aura par conséquent pour limite la direction de la tangente en M.
Or, l'angle X égal à K a pour limite un angle droit 5 on connaîtra donc le quadrilatère limite de MCSX si on connait Ja limite du côté MX, ou du rapport MC : MX qui est égal au rapport de MH à MK.
La question est donc encore ramenée à trouver la limite du rapport des accroissements infiniment petits des coordonnées, en passant d'un point à un autre de la courbe donnée.
Quand cette limite sera déterminée, on connaîtra la limite du point X5 on y élèvera un perpendiculaire à AM; par le point C on mènera une parallèle à ZV : en joignant leur point de rencontre au point M, on aura la tangente demandée
209. Remarque, — Dans ce qui précède nous avons supposé les points des courbes déterminés par des relations entre leurs coordonnées 5 et les infiniment petits au moyen desquels nous avons déterminé la sécante, se sont trouvés naturellement être les accroissements subis parles coordonnées dans le passage du point donné à un point infiniment voisin. Lorsque d'autres infiniment petits se sont présentés d'abord, nous ne nous y sommes pas arrêté, et nous avons toujours voulu arriver aux accroissements des coordonnées, parce que les points de la courbe étant supposés déterminés par une relation entre ces coordonnées, leurs accroissements simultanés dépendaient l'un de l'autre par cette relation, et la limite de leur rapport en était une. conséquence. Et comme cette relation est la seule donnée, c'est à elle qu'il faudra toujours avoir recours pour déterminer les rapports de tous les infiniment petits qu'on voudra considérer. C'est pour cela qu'il était convenable de les ramener aux accroissements même des coordonnées.
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Mais, comme des courbes peuvent être définies autrement que par des équations entre les coordonnées ordinaires de leurs points, il peut très-bien arriver qu'on détermine leurs tangentes par des limites de rapports d'infiniment petits dépendants de la définition même de ces courbes, sans chercher préalablement leurs équations dans les systèmes de coordonnées le plus ordinairement admis.
EXEMPLES
210. Tangente au cercle. — En joignant au centrç le point donné du cercle et un point infiniment voisin, ces deux rayons et la sécante forment un triangle isocèle dont l'angle au centre tendra vers zéro, en même temps que la sécante tendra vers la tangente. Les deux autres angles du triangle ont donc chacun pour limite un angle droit ; et par conséquent la tangente au cercle est perpendiculaire au rayon mené au point de contact.
2H. Tangente à Vïvyperbole et à V ellipse, — Supposons les points de ces courbes déterminés par leurs distances aux deux foyers.
Dans l'hyperbole les deux distances croîtront d'une même quantité, en passant du point donné à un point infiniment voisin; il faudra donc, d'après la règle donnée précédemment, porter, à partir du point de la courbe, sur les deux rayons vecteurs prolongés, des longueurs égales quelconques, élever à leurs extrémités des perpendiculaires à ces rayons et joindre leur point de rencontre au point donné. Cette droite, qui sera la tangente, partagera en deux parties égales l'angle des rayons vecteurs.
Dans l'ellipse l'une des distances diminuera de la même quantité que l'autre croîtra. Il faudra donc porter, à partir
du point de la courbe, des longueurs égales, sur Tun des rayons vecteurs, et sur le prolongement de l'autre, élever par leurs extrémités des perpendiculaires à ces rayons, et joindre leur point de rencontre au point delà courbe: on aura ainsi la tangente, qui sera la bissectrice de Fangle formé par Tun des rayons vecteurs avec le prolongement de l'autre.
212. Tangente à la parabole. — Supposons les points de cette courbe déterminés par leurs distances au foyer et à la directrice. Ces distances devant toujours être égales, leurs accroissements seront égaux et de même signe. Il faudra donc, d'après la règle, prendre sur le prolongement du rayon vecteur et sur celui de la perpendiculaire à la directrice une même longueur quelconque, et élever des perpen* diculaires à leurs extrémités respectives. En joignant leur point de rencontre au point de la courbe on aura la tangente demandée. Il est évident qu'elle partagera en deux parties égales Fangle du rayon vecteur et de la parallèle a 1 axe.
213. Tangente à la cycloïde. — On appelle cycloïde la courbe engendrée par un point d*un cercle, qui roule sans glisser sur une ligne droite immobile.
Soit A (Jîg. 46) le point de contact du cercle et de ].a
Fig. 46.
^Hl'l M* jO
droite XY dans une quelconque de ses positions, M le
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point correspondant de la cycloïde, et O le centre du cercle.
Pour avoir un point de la cycloïde qui soit Infiniment voisin de M, on prendra un arc AN infiniment petit sur le cercle, et AN' égal A AN sur la droite fixe. Le point N, par un déplacement infiniment petit du cercle, deviendra le point de contact en N', et il s'agit de déterminer la position correspondante du point générateur M. Or, on pourra amener le cercle dans cette position en le faisant d'abord tourner autour du point O immobile, jusqu'à ce que N arrive en A, puis faisant mouvoir tout le système parallèlement a la droite fixe d'une quantité égale à AN'.
Dans le premier mouvement, M vient en M', en prenant lare MM' = NA: et dans le second mouvement M' décrit une droite M'M" parallèle à XY, et égale à AN', et par conséquent à l'arc MM'. M'' est donc un point de la cycloïde, et il faut trouver la limite de la direction de la sécante MM'' quand AN tend vers zéro.
Or, si l'on joint MM', on formera un triangle MM'M% dont l'angle M' aura pour limite l'angle de la tangente MT' au cercle avec la parallèle MV à XY ; et le rapport des deux côtés qui comprennent cet angle a pour limite i, puisque l'arc MM' est égal à M' M", et que le côté MM' du triangle est la corde de cet arc. Il suit de là que la limite du rapport des sinus des deux angles M, M" du triangle est i^ il faut donc que les limites de ces angles soient égales^ puisqu'elles ne peuvent être supplémentaires, vu que le troisième angle est fini.
De cette égalité, et ae ce que l'angle M" est égal à M"MV, et que la limite de la direction MM' est celle de la tangente MT' au cercle, il résulte que la limite de la sécante, ou la tangente à la cycloïde, partage l'angle T'MV en deux parties égales ; et, par conséquent, passe à l'extrémité B du diamètre mené par A . La normale est par suite la ligne MA.
Tangente à la conchoide
Celte courbe est le lieu des points M {/ig. 47) que Ton
TSr
obtient en tirant du point A des rayons AN à tous les points d'une droite indéfinie XY, et les prolongeant d'une quantité constante.
Le point C situé sur la perpendiculaire AB est le sommet de la courbe, qui est symétrique par rapport à AC. Soit M le point où l'on veut mener la tangente, et AN'M' une sécante infiniment voisine de ANM.
Du point A comme centre, décrivons les arcs de cercle MH, NI, on aura M'H = N'I, puisque M'N' == MN = IH. Dans le triangle rectiligne MM'H, Tangle H tend indéfiniment vers un angle droit-, et par conséquent les limites des deux autres sont des angles complémentaires.
Le rapport a donc pour limite la tangente de Tangle
limite de M', ou de celui que forme la tangente MT avec
le rayon MA.
NI Dans le triangle NN'I le rapport — — aura de même pour
limite la tangente de l'angle limite de N' ou de l'angle
BNA.
Mais, en divisant Tun par l'autre ces deux rapports, on
trouve
MH
puisque les dénominateurs sont égaux. Et ce dernier est
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égal à — - qui est déterminé, et est par conséquent la limite
du rapport des deux autres, et par suite le rapport des tangentes des angles TMA, BNA. Et comme ce dernier est connu, l'autre s'en déduira puisque sa tangente sera connue. La construction de cet angle est bien facile d'après la
proportion
tanj,' TMA _ MA
tang BINA "" NÂ"
Il suffira, en effet, d'élever la perpendiculaire AR au rayon vecteur AM, et de la couper par une parallèle menée du point M à XY; la droite qui joindra leur point de rencontre R au point N sera parallèle à la. tangente, car on
aura
t ang RNA _ MA
tang RMA "" NÂ '
et l'angle RMA étant égal à BNA^ l'angle RNA le sera à TMA.
215. Tangente à une courbe dont les points sont déterminés par deux angles»
Considérons une courbe dont tous les points M (fig, 48) sont assujettis à. la condition que le rapport des angles
Fig. 48.
MAB, MBA soit constamment égala -^: les deux points A et B étant fixes.
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Si Ton prend un point MMu lieu, infiniment voish) de, M, le rapport des angles M' AM, M' BM sera —> et le rapport
de leurs sinus aura pour limite— •
Prenons une longueur constante arbitraire MC sur le prolongement de AM, et construisons le quadrilatère MCSX semblable à JVIIM^H. Les diagonales de ces quadrilatères seront sur une même droite, et si l'on peut construire le quadrilatère limite de MCSX, sa diagonale sera la tangente cherchée en M.
Or, ses angles tendent à devenir égaux à ceux que forment entre elles les droites AM, BM5 il ne reste donc qu'à connaître la limite du rapport des deux infiniment petits DM, MI, qui donnera la limite de la longueur MX. Or, on a
RM sin HÂM
MA sin U
MI sin IBM
d'où
MB sin I
o«« . mfT .. MA sin HAM , MB sin IBM HM l MI y, : — — : î : — 9
sm H siB I
et par conséquent
,. HM MA ,. sin HAM MA ,. HAM
lira ,. - := -rrzr "Wï — '- — z^rr =^ .^.^ Jim — j
MI MB sin IBM MB IBM
ou
HM m MA
lira
MI n MB
MX On connaît donc ainsi la limite de -—5 et par conséquent
la limite D du point X, il suffira donc de mener par C et D de6 parallèles aux droites BM, AM; et la diagonale <14'W parallélogramme sera la tangente à la courbe au pùiitttMi.
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216. Dernier exemple. On donne deux points A, B (fiS' 49) ^^ w'*^ droite indéfinie XY. Deux angles de grandeurs constantes ont leurs sommets en A et B, et deux
Fig- 49-
de leurs côtés se rencontrent en un même point JeXY-, 51 Von suppose que ce point se déplace d'une manière continue^ le point de rencontre des deux autres côtés décrira une courbe, à laquelle on propose de mener la tangente.
Soit M un point quelconque de la courbe correspondant au point de rencontre N des deux côtés AN, BN des angles donnés NAM, NBM. Nous regarderons les longueurs AN, BN, AM, BM comme connues, ainsi que tous les angles qui en dépendent, parce que toutes ces grandeurs sont déterminées par celle de CN.
Le point N passant à une position infiniment voisine N', le point correspondant M' de la courbe sera infiniment voisin de M, et il s'agit de déterminer la limite de la direction de la sécante MM'. Comme dans quelques-uns des problèmes précédents, la question revient à trouver les limites des angles du quadrilatère MIM'H, et du rapport des deux côtés contigus MH, MI.
Or, les angles H et I tendent évidemment vers celui que
a^a ÉTUDE DES COURBES.
forme un des côtés MA, MB avec le prolongement de Faiitre; leurs limites sont donc connues, et il ne reste plus
MH
qu'à connaître la limite du rapport —=■ •
Remarquons d'abord qiie, d'après les conditions de la question, les angles M'AM, M'BM seront respectivement égaux à a et 6. On aura alors
d'où
MH sin a
MI MB
sin 6
MA sin H
smi
MH
MA
sin a sin
MI
MB
sine sin
et par suite, en observant que sini et sin H ont même limite -
.. MH MA ,. sina MI MB sme
Le Problème est donc ramené à trouver la limite dé . ; et il suffira pour cela de faire usage des deux triangles ANN', BNN', qui donneront
sina NN' sin 6
CALCUL DES TANGENTES D'APRÈS LES ÉQUATIONS
Nous avons démontre que , lorsque les points d'une courbe sont déterminés par une équation entre leurs coordonnées dans un système quelconque, la détermination de la tangente en un point quelconque de cette courbe était ramenée à celle de la limite du rapport des accroissements infiniment petits de ces coordonnées. C'est donc à ce dernier problème de calcul qu'est ramenée la recherche, soit de l'équation de la tangente, soit de l'expression de grandeurs qui détermineraient la position de cette tangente. Celte question résolue pour la première fois par Descartes, est celle qui va maintenant nous occuper.
217. Equation de la tangente à une courbe, donnée par une équation de degré quelconque en coordonnées rectilignes.
Soit V[x^j) = o l'équation de la courbe; Y[x^j) désignant un polynôme de degré quelconque en x et j, Soien x^^y' les coordonnées du point où Ton veut mener la tangente •, x'-hh, y' -i-h celles d'un second point de la courbe s la sous-sécante. On aura
II) Y[œ',x')=o,
(2) F(:r'-+-//,r'-hA-)=0,
k y' hr' et comme - = —j on pourra remplacer h par comme le
fait Descartes.
Développant ensuite le premier membre de l'équation (2), les termes indépendants de h se détruiront, puisqu'ils ne seront autre chose que ¥[x-^y')\ on pourra donc diviser par la puissance de A, qui sera commune à tous les termes. Le premier membre de l'équation (2) se composera alors d'une partie indépendante de A, et d'une suite de termes où h sera facteur à diverses puissances.
Cette équation ferait connaître s d'après A, et si l'on y fait tendre h vers zéro, s tendra vers une limite a, correspondante à la limite de la sécante, ou à la tangente. Cette limite de s se nomme la sous-tangente. Elle détermine la tangente, puisqu'elle donne le point où elle coupe
l'axe des x. Mais il vaut mieux prendre le rapport — qui
est la limite de t 6t donne le coefficient d'inclinaison de la
tangente, dont l'équation est alors
Il ne reste qu'à effectuer les calculs. que nous venons d'indiquer d'après Descartes. Nous développerons le premier membre de l'équation (2) par deux opérations successives. Dans la première nous formerons le développement de F(j:'-t- h^y') qui s'obtiendra en donnant dans F(a:',j^') à la seule lettre x' un accroissement A 5 puis dans le résultat nous n'aurons à donner qu'à la seule lettre y' un accroissement h. De cette manière l'opération totale est décomposée en deux autres plus simples, dans chacune desquelles il n'y a à considérer qu'une seule variable 5 ce qui ramène à une question traitée précédemment.
Désignons par F' (a:) la dérivée AeY[x^j) par rapport à la lettre a:, et par Y' [y] sa dérivée par rapport k y\ Aq telle sorte que le terme général Pa;"*j^" fournii^it daas
F'(x) le seul terme mPx'"~*j^", et dans F'(j^) le seul terme wPx'"^""* . Nous pourrons développer ¥(x'-\-h^y') comme il suit
Â, B,... représentant, pour abréger, les dérivées successives par rapport à a: de F {^tj) 9 divisées par des nombres connus, et dans lesquelles on remplace x, y par x\ y' ,
Changeant maintenant j-' en j*' + A dans les deux membres, le premier terme du second membre deviendra F(x', j^' -+- A) et se développera ainsi
les coefficients A,, Bj,... représentant les dérivées de F(x,y) par rapport àj^, divisées par des nombres connus, et dans lesquelles on substituera à x ety les valeurs x'^j' qui peuvent être des nombres particuliers.
Le second terme h¥'[x') Ae la formule (3) se développera d'une manière analogue, parce que F' (a:') renfermej^' qu'on y changera en j^ H- Ar , ce qui changera ¥'[x') en
F' (a?') -hA,A -hB^^'-h
Il en sera de même des autres termes AA*, BA^,. . . de la formule (3), puisque les coefficients A, B, . . . désignent des polynômes renfermant x\ j'.
On voit donc que le développement de F (j:' H- A, j^' H- A) aura F(x', j^') pour terme indépendant de A et A 5 les termes qui ne renfermeront qu'un seul facteur A ou /r, seront
AF'(^')-+- AF'(j'),
et tous les autres renfermeront au moins deux de ces facteurs, dont le nombre le plus élevé dépend, d'une ma*
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nière facile à apercevoir, du degré du polynôme F (a:,j^) en X etj-.
Si maintenant nous remplaçons, comme nous Tavons dit,
k par-^^î le développement de F(x' -+- ^5 JK' + ^) pourra se mettre sous la forme suivante
i F(a;'-h//,y-hX-)
M désignant un ensemble de termes où /{ sera en facteur à divers degrés, depuis o jusqu'à une valeur dépendant du degré de F(x^ y).
Nous avons ainsi effectué le calcul primitivement indiqué •, le terme indépendant de h est, comme nous l'avions prévu, F(x\j^)^ et est nul puisque le point {x\j^) est sur la courbe.
Comme le point dont les coordonnées sont x'+h^y + k est aussi sur la courbe, on a
et Téquation (4) se réduit à
On voit, comme nous l'avions encore annoncé, que h est facteur à tous les termes, et en le supprimant on aura
(5) o irr F (2:') + ^ F'{/') -f- Uh.
Cette équation renfermant h et 5, ferait connaître la valeur de la sous-sécante s pour une valeur déterminée de h\ ce calcul serait sans intérêt et offrirait beaucoup de difficultés par la manière dont s entre dans M. Mais ce serait inu-
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tilepour notre objet, qui est de calculer la limite de 5, ou de
— quand h tend vers zéro.
Faisant donc tendre h vers zéro dans (5), et a désignant la limite de 5, on obtiendra, d'après le principe des limites, réquation exacte
o = F{x')H.^F'(j'), d'où
et l'équation de la tangente sera
ou
218. Le second membre de cette dernière équation renferme j^' et x' au degré le plus élevé où ils entrent dans Y[x\j')\ mais on peut l'abaisser au moyen d'une propriété des polynômes homogènes, qui sera généralisée plus tard.
Considérons, en effets tous les termes de ce second membre qui ont le degré le plus élevé, et constituent un polynôme homogène du même degré m que F (a:, y).
Un quelconque d'entre eux sera de la forme Pj^jc"*"". Ses deux dérivées, par rapport à a: et à y, seront
/iPjr"~'.t?"*""" et (/w — /ijP/^a^-"-';
multipliant la première par j^ et la seconde par Xy puis les ajoutant^ on aura les termes de j^ F' (j^) H- j:F'(a:) qui proviendront du terme Pj^'*x '"""", cette somme est m Pj^^x"*"". Tous les termes de degré m de j'F'(j') H- x'Y\x') ne seront donc autre chose que les termes de degré m de F(x',j^') multipliés par m.
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Cette propriété, que nous venons de démontrer pour tous les polynômes homogènes par rapport à deux variables, permettra de simplifier Téquation (7), puisque tous les termes du degré m de son second membre pourront^ au moyen de Téquation de la courbe, s'exprimer au moyen de termes du degré m — i au plus.
Cette simplification sera particulièrement utile quand les coordonnées x\ y^ du point de contact, seront des inconnues qu'il s'agira de déterminer.
Équation de la normale
La normale est la perpendiculaire à la tangente menée au point de contact; il sera donc facile de calculer son coefficient d'inclinaison d'après celui de la tangente, quel que soit l'angle des axes.
En supposant cet angle droit, ce qui est le cas le plus ordinaire, le produit de ces deux coefficients devra être — i , et par conséquent Téquation de la normale sera
F'fr')
220. Trouver V équation de la tangente menée par un point donnée non sur la courbe.
Soient a, 6 les coordonnées du point donné, et x\ y celles du point de contact inconnu; l'équation de la tangente sera toujours de la forme générale (7)5 et il restera à chercher les valeurs de x'^y'.
Les deux conditions auxquelles elles doivent satisfaire sont que j:', j"' satisfassent à l'équation de la courbe, et «, 6 à celle de la tangente. On aura donc pour les déterminer les deux équations suivantes :
La première ne sera que du degré m — i après la simplification que nous avons indiquée, la seconde étant supposée de degré m. Si on peut en tirer des systèmes de solutions réelles, chacun d'eux déterminera un point de contact, et par suite Péquation d'une tangente passant par le point donné a, 6.
Remarque. — La résolution des deux équations (8) correspond au problème géométrique de Tintersection des deux lieux géométriques représentés par chacune de ce^ équations, dans lesquelles on considérerait x' Glj' comme des coordonnées variables. L'un de ces lieux serait la courbe même , l'autre serait une ligne d'un degré moindre d'une unité.
Equation d^une tangente parallèle à une droite donnée
Soit a le coeflScieiil d'inclinaison de la droite donnée, on devra avoir
a et Y[x',y') — o,
équations qui détermineront x\y\ et par suite les diverses tangentes parallèles à la direction donnée.
La première de ces deux équations se déduirait de l'équation (7) en supposant que le point donné a, 6 s'éloigne indéfiniment sur une droite dont le coefficient d'inclinaison serait a.
Les points de contact pourraient encore être construits par l'intersection de la courbe donnée et du lieu de l'équation
ou
qui sera d'un degré moindre d'une unité que la proposée.
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On pourrait se proposer les raèraes questions pour les normales. La marche serait la même ; mais le calcul serait plus compliqué, dans chaque cas particulier, parce que l'équation générale des normales n'est pas susceptible de la même simplification que celle des tangentes.
222. application aux courbes du second degré. Soit Téquation générale du second degré
(l) û7'+ bxj '\' cx^ -\- djr -^ ex-^f=zo.
L'équation (6) de la tangente est dans ce cas
L'équation (7), qui s'obtient en chassant le dénominateur, sera
I jr[7.ay' -\-bx'-^d)-^ x[icx' -\-by-^ e)
Les termes du second degré en x' eij'' forment le trinôme
i{ay'^-\' bx'y -\- cx'^)^
et d'après l'équation (i), qui est satisfaite par j:',j', cette expression se réduira à la suivante
— ^[df-^-ex'^f)
qui ne renferme plus x'^ j' qu'au premier degré. C'est la
simplification que nous avons démontrée en général, n**21 8.
Le second membre de l'équation (3) se réduit alors à
— dy — ex' — 2/,
de sorte que l'équation (3) peut s'écrire ainsi
, iiajry-^ l,(xy -]-jrx') -\- icxx' -h d{jr -^ y')
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On emploie souvent cette forme à cause de la symétrie des termes, qui sont ordonnés par rapport aux coefficients de Téquation de la courbe.
Si on veut l'ordonner par rapport à J^elj", comme l'équation (3), on obtiendra
223. Mener une tangente par un point extérieur. Soient or, 6, les coordonnées du point par lequel il faut
mener une tangente à la courbe représentée par l'équation (i). Nous prendrons l'équation (4) pour représenter la tangente au point inconnu x'^y*. Il faudra alors exprimer que cette équation est satisfaite quand on y remplace les coordonnés Courantes x, y par a et ê, de sorte que les inconnues x', y' devront être déterminées par les deux équations suivantes :
«y* 4- bx^y -H ex" -h df + ejc^ +/= o ,
a^y -\- b ((x.y 4- 6^') -H 2caa
H- e(ex, -\- x') -¥- 2./= o.
En éliminantj)^', on aura une équation du second degré, au plus, en x\ qui donnera deux racines, qui pourront être réelles, inégales ou égales, ou enfin imaginaires. Nous n'entrerons pas dans celte discussion qui n'offre aucune difficulté.
224. La remarque que nous avons faite dans le cas d'une équation de degré quelconque, offre quelque chose d'intéressant dans le cas des courbes du second degré. Les deux équations précédentes étant séparément construites, en y regardant x\y^ comme des coordonnées variables, ces deux lieux, par leur intersection donneront les points dont les coordonnées sont désignées paLrx\y\ c'est-à-dire les points de contact des tangentes chercKées.
Le premier de ces lieux sera la courbe proposée 5 le second sera une droite ayant pour équation
Sa forme est la même que celle de l'équation des tangentes^ seulement les coordonnées a^ 6 du point d'où partent les tangentes, remplacent celles du point de contact.
L'équation (6) est donc celle de la droite qui passe par les deux points de contact des tangentes menées par le point a, S, lorsque ces tangentes existent. Si ce point était sur la courbe même, la droite ne serait autre chose que la tangente en ce point. S'il était dans la partie du plan d'où il est impossible de mener des tangentes, ce qui a lieu quand les valeurs de x\y sont imaginaires, l'équation (6) n'en est pas moins réelle et représente encore une droite, mais qui ne coupe pas la courbe. Cette droite est ce qu'on nomme la polaire du point a, 6, qui en est dit le pôle. .
Dans tous les cas la théorie des pôles et des polaires offre beaucoup d'intérêt dans l'étude des courbes du second degré ^ elle fait partie essentielle d'un traité spécial de ces courbes, mais elle ne peut entrer dans le cadre que nous nous sommes tracé.
225. Tangente parallèle à une direction donnée. Soit j" =7 mx la droite à laquelle la tangente doit être parallèle ; on devra avoir
2cj:'-+- by' -{- e lajr' -^ bx'-\-d OU
(7) m[7,ay -^bx' -^d) -\-2,cx' -\- by -^ ez=io.
Cette équation représente la droite qui joint les points de contact, en y regardant x', y' comme variables. On voit qu'elle passe par le centre, quand il existe, parce que l'é-
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quation est satisfaite quand on pose
lay' 4- hx' -\- d =zOy icx' H- by 4- ^ z=: G,
équations qui déterminent les coordonnées du centre quand elles ne sont pas incompatibles, auquel cas la courbe n'a pas de centre.
Dans tous les cas, l'équation (7) est celle du diamètre des cordes parallèles à la droite donnée*, et l'on sait que, quand la courbe n'a pas de centre, les diamètres ne la rencontrent qu'en un seul point : il ne peut donc y avoir dans ce cas qu'une seule tangente parallèle à une droite donnée.
226. jipplication au folium de Descartes. — Dans sa discussion avec Fermât, Descartes proposa de calculer la tangente à la courbe ayant pour équation
et particulièrement de déterminer l'abscisse du point où la tangente fait avec l'axe des x un angle égal à la moitié d'un droit.
La méthode que Fermât avait fait connaître, après celle de Descartes, ne réussissait pas dans ce cas.
Pour y appliquer la méthode que nous avons donnée, et qui ne diffère pas de l'une de celles que Descartes avait données, nous ferons passer tous les termes dans le premier membre, et nous aurons alors
et l'équation de la tangente sera
, ny'^'^x'-
^y — nx
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227. Pour trouver le point où la tangente fait avec l'axe des X un angle égal à un demi -droit, dont la tangente est égale à Tunité, il faut poser
ou
qu'il faut joindre à celle que donne la courbe entre x^j^.
En supprimant les accents on a pour déterminer les coordonnées dupoint de contact, les deux équations
Le calcul peut être fait plus simplement que ne l'a fait Descartes, en remarquant que la symétrie de ces équations, par rapport kxety^ conduit naturellement à prendre pour inconnues la somme et la diflFérence de x eij. Posant donc
d'où
JS z= -^ (U -h V), jrz=-(u^u),
substituant ces expressions à x et ^, les deux équations deviennent
Eliminant m^, on obtient u'= — *, mais comme on ne peut
prendre pour u le signe — , qui donnerait pour t^ une valeur imaginaire^ on n'aura à considérer que les valeurs sui-
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vantes :
d^où résulte
les signes supérieurs se correspondant, ainsi que les signes inférieurs.
On voit que les deux valeurs àex sont les mêmes que les deux valeurs dej^; et c'est ce que l'on devait prévoir d'après la manière symétrique dont ces deux inconnues entraient dans les équations.
Ces valeurs sont précisément celles que Descartes a données après avoir inutilement demandé à ses adversaires de les trouver. Il y a ajouté l'expression de la distance des deux tangentes, ou de la largeur de la feuille de sa courbe. On l'obtient en prenant d'abord la différence des deux valeurs de x, qui sera la projection de la droite qui joint les points de contact des deux tangentes, et leur est perpendiculaire, puis la divisant par le cosinus d'un demi-droit
qui est -=• On trouve ainsi
nsjlt,
228. Si l'on voulait connaître le point de cette feuille qui est le plus élevé au-dessus de l'axe des x, il faudrait exprimer que la tangente en ce point est parallèle à l'axe, ce qui donnerait
3 x^ — ny:=.o.
dette équation, combinée avec celle de la courbe, donne
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pour valeurs des coordonnées de ce point
wt/2 «1/4
229. Autre exemple. — Considérons maintenant la courbe dont l'équation est
a et m étant des lignes données.
Si l'on donne à x* un accroissement fe, et qu'on désigne par h Taccroissement correspondant dej^, on aut'a >
et par conséquent
d'où
On est donc ramené, pour avoir la limite de -? à chercher
celle de — - — quand h tend vers zéro. En posant — = «5
cette expression devient
Or, nous avons trouvé précédemment que, quand a tend vers zéro, a pour limite la 5 l'expression précédente
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a donc pour limite — le ou — ; donc
lim Y = — ^ » h m
et par conséquent le coefficient d'inclinaison de la tangente au point x' ^ y\ est
— <?"», ou — m m
230. Si Ton désigne par fl Fangle de la tangente avec Taxe des a*, on aura
tangô= — .
Or, la sous- tangente sur Taxe des x est généralement égale à
r; elle est donc dans ce cas escale à m.
tang ô ' °
La courbe proposée, qu'on nomme la logarithmique, jouit donc de la propriété que sa sous-tangente sur Taxe des X est constante.
L'équation de cette courbe pourrait être mise sous la
forme x = ml -: ou, en chans^eant les lettres, r = ml - .
231 . Autre exemple. — Prenons encore pour exemple la courbe dont l'équation est
a sm — • m
Le coefficient d'inclinaison de la tangente est la limite du rapport T*, A et k étant les accroissements correspondants des coordonnées, à partir du point de contact. Or, quelle que soit la valeur Ae xk laquelle on donne uii ac-
croissement h^ on aura
A: = a sin ( ! ) -^ n sin — = 2 a sin ces 1
Donc
-z=:2llCOS ( 1 7 •
h \m rnnj h
La question est donc ramenée à trouver la limite de
. h sin —
Si dans cette expression on pose = a, elle devient
I sina
im a.
et comme a tend vers zéro, a pour limite i .
. // sm
La limite de — a donc pour limite 5 et l'on aura
., k a X Iim 7- = — ces — h m m
L'équation de la tangente à la courbe au point x\ j\ sera donc
Y — y = — cos — ix — x').
mm
il existe gépféralement une tangente en tout point
d'une courbe quelconque.
232. La considération des tangentes est tellement utile dans l'élude des courbes, qu'il y a intérêt à s'assurer si Ton peut en mener une en tout point d'une courbe quelconque.
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Et comme son existence dépend entièrement de la limite du rapport des accroissements infiniment petits des coordonnées, la question est ramenée à celle-ci :
Le rapport des accroissements correspondants d^une variable et d^ uije fonction continue quelconque de cette variable a-t-il généralement une limite Jinie^ quand ces accroissements tendent vers la limite zéro?
233. Soit F(ir) une fonction continue quelconque de a:, que nous désignerons par j^. Considérons un intervalle quelconque dans lequel cette fonction varie dans le même sens, soit en croissant, soit en décroissant, quand x cioit d'une manière continue, de sa plus petite valeur Xq à sa plus grande X. Les valeurs correspondantes de y étant désignées par y^ et Y, les valeurs de y varieront dans le même sens, par exemple en croissant, dej^^o à Y.
Cela posé, partageons l'intervalle X — x^ en n parties égales. Désignons par h une de ces parties, etparAr^, A^, ^3î«'»n An les accroissements positifs successifs de j^, correspondants aux accroissements successifs h donnés à x. Nous
aurons
X — x^zzznh, Y — j^o = ^1 H- Aa . . . -4- A-n, d'où
c'est-à-dire que le rapport invariable des accroissements finis de x et àej quand on passe de a:© ^ X, est la moyenne
arithmétique des rapports ~ 3 -^r'"*' 7"' 9^^^ que soit le
nombre entier n.
Si maintenant on fait croître n indéfiniment, les termes de ces rapports tendront vers zéro, et leur moyenne arithmétique étant toujours égale à la quantité finie — =^> il
est impossible qu'ils tendent tous vers zéro, ou qu'ils croissent tous indéfiniment.
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Cette conclusion relative à Tintervalle X — Xq pouvant être appliquée à toute partie de cet intervalle, il s*ensuit qu'il est impossible que, dans aucun intervalle fini, la valeur
de T tende vers zéro, ou croisse indéfiniment pour toutes les
valeurs de x. Ce n'est donc que pour des valeurs exception-
nelles et en nombre limité que - peut ne pas avoir une
limite finie ^ ce que nous voulions établir.
On reconnaît facilement qu'on aurait pu supposer inégaux les accroissements indéfiniment décroissants de x^ en se fondant sur ce que la somme des numérateurs de plusieurs fractions divisée par la somme des dénominateurs est une moyenne entre la plus petite et la plus grande de ces fractions.
Nous avons supposé dans ce raisonnement que Y — jo
avait une valeur différente de zéro. En ne s'assujettissaut
pas à cette condition, voyons s'il est possible que toutes les
/• valeurs de j aient zéro pour limite.
Or, si tous ces rapports tendent vers zéro, leur moyenne
y tendra aussi 5 et comme sa valeur — est constante ,
elle ne pourra être que zéro. On aura donc Y=j^o- Et comme il en sera de même si l'on considère l'intervalle entre Xo et toute autre valeur choisie entre jTq et X, il en résulte que toutes les valeurs de y correspondantes aux valeurs de X comprises entre Xq et X sont égales sl Jq, La fonction désignée par j^ ne serait donc autre chose qu'une
constante; et l'on voit qu'alors non -seulement - tendra
vers zéro, mais qu'il sera toujours rigoureusement nul. Le lieu dont l'ordonnée serait désignée par j^, serait donc une droite parallèle à l'axe des x.
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234. Si Ton veut examiner Thypollièse où tous les rapports T croîtraient indéfiniment, il suffira de remarquer
qu'alors tous les rapports réciproques - tendraient vers
zéro et, par conséquent, d'après ce qui vient d'être dit, on devrait avoir X = Xq pour toutes les valeurs de j comprises entre jo et Y5 il n'y aurait donc pas lieu de donner des accroissements à X qui serait constant; et le lieu serait une droite parallèle à l'axe des j".
Les cas exceptionnels pour lesquels la limite de - serait
nulle ou infinie, c'esl-à-dire pour lesquels j tendrait vers
zéro ou croîtrait indéfiniment, correspondraient, dans un système de coordonnées rectilîgnes, aux points où les tangentes seraient parallèles à l'un ou l'autre des axes . cela
résulte de la signification géométrique de la limite de -
dans un pareil système.
On peut donc regarder comme établie la proposition suivante :
Le rapport des accroissements infiniment petits correS' pondants d^ une fonction continue et de la vanable dont elle dépend, a généralement une limite finie ^ ouy en d^ autres termes, les accroissements infiniment petits correspondants d^une variable et d\ine fonction continue de cette variable, sont du même ordre, Ei^ par conséquent, il existe généralement une tangente en tout point d^une courbe dont Vune des coordonnées est une fonction continue de Vautre,
235. Cette limite de rapport qui détermine la direction de la tangente est une fonction de x qui pourrait avoir des discontinuités. Si l'on considère deux valeurs de x enu*e lesquelles elle reste continue, il en résulte d'abord que la di-
rection de la tangeute variera d'une manière continue dans cet intervalle ; mais il y a une autre conséquence qu'il importe de signaler.
Soient X et x-hh deux valeurs très-voisines et F (a:), F (x) -4- A les valeurs correspondantes delà fonction ; les dérivéesF'(a:)etF'(a:-i-/i)aurontune très-petite différence, qui tendra vers zéro, en même temps que h. Mais F' [x) diffère
k ■ d'autant moins de -^ que h est plus petit; donc aussi
F' (x -+- h) diffère très-peu de j ou de — 7» et comme — /r,
— h sont des accroissements correspondants de la fonction et de la variable à partir de x-h h^ il s'ensuit que la dérwée de la fonction pour une valeur quelconque x -j-h de la variable peut être regardée comme limite du rapport des accroissements, soit quon donne à la variable un accroissement positif, soit qu'on le donne négatif.
Ce raisonnement supposant que ¥^ (x) et F'(a:-i-/i) aient une différence infiniment petite en même temps que A, la conséquence ne subsisterait plus si F' (:r) n'était pas continue.
ASYMPTOTES DES BRANCHES TJN FINIES DES COURBES
236, On appelle asymptote d'une branche de courbe infinie, une droite telle, que les points de la courbe s'en approchent indéfiniment sans jamais la rencontrer, à mesure qu'ils s'avancent indéfiniment sur la branche que l'on considère.
Si une branche inGnie a une asymptote, l'équation de cette droite sera de la forme
jr =z kx -+- 1,
en exceptant le cas particulier où elle serait parallèle à l'axe desj^.
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Or pour tout point de celte droite le rapport de y k x tend vers A, à mesure que x augmente indéfiniment; il en sera donc de même ici du rapport deykx pour les points de la branche de courbe, puisque leur^ diffère de celui de la droite d'une quantité qui tend vers zéro.
Cette remarque conduit à la proposition suivante : Lorsqu'une branche de courbe injinie a une asymptote^ on aura le coefficient dHnclinaison de celte droite en cher-
chant la limite du rapport — pour les points de cette
branche lorsque x croît indéfiniment.
Et il est évident que cette proposition subsisterait encore pour les asymptotes parallèles à l'axe des j" 5 mais nous les examinerons à part tout à l'heure.
237. Le coefficient k étant connu, si l'on mène par l'origine A (Jig' ^o) des axes, obliques ou rectangulaires, une droite AU qui ait A pour coefficient d'inclinaison, elle
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sera parallèle à l'asymptote qu'on suppose exister, et les points M de la branche devant s'approcher indéfiniment de cette dernière, leur dislance MI à AU estimée parallèlement à l'axe desj", aura pour limite la distance de l'asymptote à AU, et comme MI est égal à MP — IP ou à l'ordonnée de la courbe diminuée de hx^ on obtient cette seconde proposition :
Quand on a déterminé le coefficient d^ inclinaison k de V asymptote, on aura son ordonnée à Vorigineen cherchant
la limite dey^^kx pour les points de la même branche, dont on fait croître l'x indéfiniment.
Réciproquement y si pour les points d'une branche infinie de courbe la différence y — hx bl une limite/, k étant une constante trouvée ou choisie, n'importe comment, cette branche aura une asymptote dontFéquation sera
puisque la différence entre les ordonnées des points de la courbe et celles des points de cette droite, tendra vers zéro.
Pour les asymptotes parallèles à l'axe des :r, on aura A= o, y — Tîx se réduira à j^ et il faudra calculer la limite dej^.
Pour les asymptotes parallèles à l'axe desj^, h serait infini, et ce n'est plus j* — kx que l'on considérera. Mais on fera pour l'axe des y ce que l'on vient d'indiquer pour Taxe des x\ et la limite de x quand j" croîtra indéfiniment, fera connaître, si elle existe, les asymptotes parallèles à l'axe desj".
238. Remarque , — Il est très-important de s'assurer, comme nous l'avons recommandé, qu'il existe réellement une branche de courbe, ou que les valeurs de^ tirées de l'équation de la courbe sont réelles : car on ne serait pas
assuré qu'elle existe par cela seul que les limites de - et ensuite de j — kx seraient réelles. Il pourrait se faire en effet
que les expressions de - et 7 — Â"j? renfermassent, outre des
termes réels^ une partie imaginaire tendant vers zéro, quand x croît indéfiniment. Alors les limites seraient réelles et cependant, j^ étant imaginaire^ la branche de courbe n'existerait pas.
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239. Détermination des asymptotes dans un système de coordonnées polaires,
SoitA(Jig. 5 1) le pôle, AX l'axe, BU une asymptote, M un point quelconque de la branche de courbe, r et q> ses côor-
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données; a Tangle UBX et^ la perpendiculaire AI abaissée du pôle sur l'asymptote.
Menons par le pôle AV parallèle à BU, et par M une perpendiculaire HMP à ces lignes.
Puisque BU est asymptote, MH tendra vers zéro, etMP vers AI ou p. La limite de la direction AM sera donc la même que celle de la droite AH, et sera, par conséquent, AV. D'où Ton conclut les propositions suivantes :
I ° Si une branche infinie a une asymptote^ on connaîtra r angle a q\i elle fait avec Vaxe polaire^ en cherchant la limite de la direction du rayon vecteur mené à un point de cette branche^ qui s^ éloigne indéfiniment du pôle,
2** On aura la distance de cette asymptote au pôle^ en cherchant la limite du produit rsin(y — a) ou encore de r((f — a), puisque y — a tend vers zéro,
II est presque inutile de faire remarquer que le principe de la substitution des infiniment petits démontré dans le cas des limites de rapports s'applique aux produits dont un des facteurs est infiniment petit et Fautre infiniment grand. Et, en effet, le facteur indéfiniment croissant est égal à l'unité divisée par une quantité indéfiniment décroissante, et Ton retombe ainsi dans le cas du rapport de deux infiniment petits.
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Réciproquement y si l'on trouve que, pour une certaine valeur d'un angle a, le produit rsin (<p — a) tend vers une limite p lorsque le rayon vecteur réel r des points de la courbe croît indéfiniment, il existe évidemment une asymptote faisant l'angle a avec l'axe, et siluée à la distance p du pôle.
Application à des courbes de degré quelconque dans un système de coordonnées rectilignes.
240. Considérons une équation dont le premier membre est un polynôme entier d'uri degré quelconque m entre les coordonnées rectilignes x^j^ et partageons-la en groupes de termes de même degré. En mettant dans chacun d'eux en facteur, la puissance dexde même degré que le groupe, l'équation pourra s'écrire ainsi
S'il manquait quelques groupes, il suffirait de remplacer par zéro les' fonctions qui multiplient les puissances correspondantes de X,
Cherchons d'abord les limites finies du rapport - que
nous désignerons par p^ et pour cela, divisons l'équation (i) par X'", elle deviendra
A mesure que x augmente, tous les termes qui renferment X en diviseur tendent vers zéro, puisque nous ne nous occupons que des valeurs finies de p 5 et il en résulte que pour toutes les branches infinies qui satisfont à cette condition, p tend indéfiniment vers les racines réelles de l'é-
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quation
Ce n'est donc que parmi ces racines qu'il faut chercher les coefficients d^ inclinai son de toutes les asymptotes non parallèles à l'axe des j^.
Soit k la valeur de l'une d'elles •, il ne reste plus qu'à chercher sîj^ — kx a une limite quand x croît indéfiniment, j étant l'ordonnée de la branche correspondante à la racine A", et qui est l'une des valeurs dej^ qui satisfont à l'équation (i); posons
r'-^x = t, d*où -=r^-f--,
et substituons cette expression à - dans l'équation (i)^ elle deviendra,
Or les fonctions F,/, 9, . . • étant entières et rationnelles, et la valeur que nous considérons pour la variable étant
Ah — » on pourra, comme nous l'avons vu, les développer suivant les puissaces de -? et l'on aura
Substituant ces développements dans l'équation (3) et ob-
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servant qu'on a F (A) = o, on obtiendra
af*-' F' (X) / + jT-^ ^-^ /2 H- . . .
Divisant le premier membre par a:"*"*, les termes indépendants de X seront
les autres ayant x en dénominateur auront zéro pour limite quand x croîtra indéfiniment, et par conséquent la limite / de t satisfera à la condition
qui donne / = — / ^ « On aura donc une asymptote dont
Téquation sera
Si A:= o, Féquation se réduit à j^ = — ér
présente une parallèle à Taxe des x^ et par un procédé analogue on trouverait les asymptotes parallèles à l'axe des y.
Si on a.f(Jç) = o, l'équation de l'asymptote sera y = kx et représentera une droite passant par l'origine.
Si F'(ft) =0 sans qu'on ail f{k) =0, l'équation (5) est impossible, et il n'y a pas d'asymptote correspondante à cette valeur de k.
Si l'on avait en même temps F'(A) = o, f(k) = o, l'équation (6) ne déterminerait pas /. Pour en trouver la valeur, il faut introduire ces deux conditions dans l'équation (4), qui, divisée par x"*""*, donne pour termes indé-
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pendants de x
Les autres renfermant x au dénominateur auront zéro pour limite, et la valeur limite / de t satisfera à l'équation
qui peut présenter encore divers cas particuliers, dont la discussion ne peut offrir de difficulté.
242. Nous avons vu que les équations des asymptotes parallèles à Taxe des x, étaient renfermées dans la formule générale (6). Mais il est plus simple de les trouver directement, et le même procédé s^ appliquera aux asymptotes parallèles à l'axe desj^.
En ordonnant l'équation de la courbe par rapport à x^ on la mettra sous la forme
Si l'on divise par x'" et qu'on fasse croître x indéfiniment, et que les valeurs de y restent finies, elles tendront à rendre F [y) égal a zéro.
Si donc on désigne par /, /', /", . . . , les racines réelles de Téquation
les équations d'asymptotes parallèles à l'axe des x seront
Pour avoir les asymptotes, parallèles à l'axe des x, on ordonnerait l'équation de la courbe par rapport à j^ 5 et si F [x) désigne le coefficient de la plus forte puissance de j^ il suffira de poser
et si a, a', a",. . . sont les racines réelles de cette équation.
3oO ÉTUDE DES COURBES.
les équations des asymptotes parallèles à l'axe des y seront
Exemples dii^ers.
Prenons d'abord pour exemple l'équation du second degré
ajr^ -\- bxy -4- cj:^ + dy -{- e.r -\- f =1 o ,
On a dans ce cas
Y {p)=iap^-Jt-bp-\-c = o, r{p) — iiap-\- b,
f{p)z=zdp-\-C.
Les valeurs de h seront donc les racines de l'équation
elles seront imaginaires si l'on a i* — ^ac<^Oy cq qui est le cas de l'ellipse, qui en effet ne peut avoir d'asymptote puisqu'elle n'a pas de branche infinie.
Si l'on a h^ — 4<?c <!oi ce qui est le cas de l'hyperbole,
on aura A= — valeurs réelles, inégales et
la
différentes de
la
Les deux asymptotes seront renfermées dans l'équation
dk'\-e
y =z kx ' T-9
*^ 2 ûfX -h 6
et il n'y aura aucun cas d'impossibilité, puisque l'on ne pourra avoir 2«/î-f-6 = o, vu qu'il en résulterait
la
Mais si i* — Lac = o, on a /r = 7 2a/:H-t = 0, et
' ia
le terme tout connu de l'équation (6) serait infini. Ainsi dans ce cas, qui est celui de la parabole, les branches infinies n'ont pas d'asymplole.
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244. Considérons maintenant la courbe qu^on appelle le/olium de Descartes ^ et dont Tëquation est
/' + jc^ — 3 axjr = o ;
il n'y a pas d'asymptotes parallèles aux axes, puisqu'on ne peut égaler à zéro le coelTicient de la plus haute puissance de^ ou de x.
Les fonctions que nous avons désignées par
F(p), v'ip), f(p)
sont dans le cas actuel x
p^ 4- I, 3/>', — Zap.
La valeur de k est la racine réelle unique de l'équation
laquelle est — i . L'équation de l'asymptote unique de cette courbe sera donc
jr = — x — a.
24S. Exemple où V équation (6) ne représente pas une asymptote, — Nous avons dit qu'il ne suffisait pas que les
limites de - et de y — kx fussent réelles et finies pour que
l'équation (6) représentât une asymptote; mais qu'il fallait en outre que les valeurs de y fussent réelles quand x croît indéfiniment, c'est-à-dire qu'il y eût une branche infinie réelle. Nous allons montrer par un exemple la nécessité de s'assurer dans chaque cas qu'il en est ainsi^ Soit l'équation
X* {jr — ay — bx^ — c= o.
En appliquant la règle pour trouver les asymptotes parallèles à l'axe des x^ on posera
(^ — fl)'=:0, ou jrzzia.
Maintenant il faut s'assurer si y reste réel quand x croît indéfiniment. Or Téquation donne
et cette valeur est réelle, quelque grand que soit a: si t est positif^ mais elle est imaginaire depuis une certaine valeur de x^ si h est négatif. Dans le premier cas l'équation y = a est celle d'une asymptote ^ elle ne Test pas dans le second.
DIVERS ORDRES D'iNFINIMEfCT PETITS.
246. Dans toutes les questions où l'on considère des limites de rapports ou de sommes d'infiniment petits, on peut altérer ceux-ci de quantités infiniment petites par rapport à eux-mêmes, sans que les limites, et par conséquent les solutions, soient en erreur. Il importe donc de faire un classement régulier des infiniment petits, et de poser à cet égard quelques théorèmes généraux relatifs à des cas simples qui se présentent fréquemment.
Nous dirons d'abord que deux infiniment petits sont de même ordre, lorsque leur rapport a une limite finie. Et en ne considérant d'abord que les questions où il n'y a qu'une seule variable indépendante, et où la valeur d*un infiniment petit entraîne celle de tous les autres, le premier ordre infinitésimal comprend tous les infiniment petits du même ordre que celui que l'on a choisi pour indépendant.
Le second ordre comprend tous ceux dont le rapport à l'infiniment petit indépendant, ou à tout autre du même ordre, est un infiniment petit du premier.
Le troisième ordre comprend tous ceux dont le rapport à un infiniment petit du second est un infiniment petit du premier.
CHAPITRE XIII. 3o
Et généralement le /i*^'"* ordre comprend tous ceux dont le rapport à un infiniment petit du (n — i)'^"»* est infiniment petit du premier.
D'après cela, il est facile d'exprimer par des formules générales les infiniment petits de tous les ordres^ en fonction de celui qui a été choisi comme indépendant.
Eu effet, si l'on désigne ce dernier par a, et par k la limite du rapport d'un autre infiniment petit à celui-là, a{k + (ù) exprimera la valeur du second, w étant infiniment petit. Ainsi l'expression générale des infiniment petits du second ordre sera
Maintenant tout infiniment petit du second ordre ayant un rapport du premier ordre avec tout infiniment petit dii premier, par exemple avec a, sera le produit de a par .a(A + &)), k étant un nombre fini quelconque, et a infiniment petit. La formule de tous les infiniment petits du second ordre sera donc
En continuant ainsi on arrivera pour tous les infiniment petits de Tordre n à l'expression générale
Les divers ordres d'infiniment petits sont donc proportionnels aux puissances de l' infiniment petit indépendant. Entre deux ordres entiers consécutifs il y a une infinité d'ordres fractionnaires, correspondants aux exposants intermédiaires entre lés deux entiers consécutifs 5 mais ils se rencontrent moins souvent.
Nous allons donner quelques exemples géométriques simples d'infiniment petits de divers ordres, et quelques propositions qui sont d'une application fréquente.
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TRIANGLES INFINIMEKT PETITS.
247. 1° Supposons un triangle ABC dont les trois angles tendent vers les limites a, 6, y et les trois côtés a^ b, c vers zéro. Les rapports des côtés auront pour limites les rapports des sinus des angles a, 6, y.
Ainsi, par exemple, on a les équations exactes
a sin A ^ ^ sin a 6 sm£ o smb
Mais il n'y a aucun inconvénient à écrire
rz sin a , sin a
T=-T— s- ou azzzb-r-T-^
b sin b sin b
si a est un terme d'un rapport ou d'une somme dont on
cherche la limite: car t ayant pour limite-: — - en diffère
^ ^ •' ^ sin b
d'une quantité infiniment petite m et l'on a
a sîn a b sin a
w ou « = — ; — - — h ^w.
b sin 6 sin 6
... 1' 1 1 .6 sin a ^
Ainsi en prenant, au lieu de a, la partie » on né-
glige une quantité infiniment petite par rapport à a, ce qui, dans la question supposée, ne donnera aucune erreur dans les résultats.
Or il y a souvent beaucoup d'avantage à substituer ainsi les angles limites aux angles variables, comme nous le verrons par quelques exemples.
2° Dans un triangle ABC dont l'angle A tend vers un
angle droit et les côtés vers zéro, on peut calculer le côté a
par la formule
au lieu de la formule exacte
a^ ^=1 b^ -^ c^ — 7.bc ces A.
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Car cosA tend vers zéro; donc nbc cosA est infiniment petit par rapport à a&c, et, à plus forte raison, par rapport à i' 4- c', qui est toujours plus grand que 2 bc.
Ainsi a' diflere de i* + c' d'une quantité infiniment
petite par rapport à lui-même , ou encore — ^ a pour
limite l'unité.
D'où il suit que . a aussi pour limite l'unité, ainsi
que toutes les puissances de ce rapport.
On pourra donc substituer y/ A* -h c^ à a toutes les fois que cette quantité sera un terme d'un rapport ou d'une somme, dont on n'a a considérer que la limite.
248. Ordre infinitésimal de div^erses lignes au! on a somment à considérer dans un triangle rectangle infiniment petit, — Soient A [fig» Sa) l'angle droit du triangle
ABC, dont le côté AB ou c est infiniment petit du premier ordre, ainsi que l'angle B; Al la perpendiculaire abaissée de A sur l'hypoténuse. On aura
AC = ctangB, AI=csinB, CI = r sinB tangB,
et comme sinB et tangB sont du même ordre que B, puisque leur rapport à B a une limite non-seulement finie, mais encore égale à Tunité^ il en résulte que AC et AI sont infiniment petits du second ordre, et IC du troisième. Calculons maintenant la différence de l'hypoténuse au
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côté adjacent à Tangle infiniment petit,
2c sin^ —
BC~ BA= -1-— c = -,
cosB cosB
et comme sin — est du premier ordre, ainsi que c, il s'ensuit que BC — BA est du troisième.
Le segment CI étant aussi du troisième, on peut se proposer de trouver la limite de son rapport à BC — BA. D'après
les formules précédentes, ce rapport a pour valeur •
2 sm' -
Mais la limite ne sera pas changée en substituant à chacun de ces sinus Tare correspondant dont le rapport à ce sinus
est l'unité •, on trouve ainsi 2 pour limite de ■—- ; de
CB — AB
sorte que si l'on décrit de B comme centre l'arc AH, -— ^
tend indéfiniment vers -5 et le point H peut être regardé
comme le milieu de CI, à une quantité près infiniment petite par rapport à CI. On peut donc regarder CI comme double de la différence BC — BA.
Mais si l'angle A n^était pas droit, ou ne tendait pas vers un angle droit, IH serait infiniment petit par rapport à CI, qui pourrait par conséquent être pris pour la différence BC — BA.
249. Triangle infiniment petit ayant un côté infiniment petit par rapport à un autre.
Eig. 53.
Soit BC (Jig* 53) infiniment petit par rapport à AB^
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en abaissant BI perpendiculaire sur AC, -— ou sîn A
AB
BC sera plus petit que — qui, par hypothèse, est infiniment
petit; il en sera donc de même de sin A, et par suite de l'angle A, qui est aigu d'après l'hypothèse.
Quant au rapport—? il a nécessairement pour limite
l'unité, puisque la différence de ces deux termes est moindre que le troisième côté BC, et que, par hypothèse, ce dernier est infiniment petit par rapport à l'un des deux.
Corollaire. — L'angle CAB ayant pour limite zéro, il s'ensuit que si l'un de ses côtés tend vers une direction limite, soit que A reste fixe, soit qu'il se déplace, l'autre aura pour limite la même direction.
Et plus généralement, si par un mouvement quelconque deux points A et B {Jig' 54) se rapprochent indéfiniment
Fig. 54.
Tun de l'autre, de manière que la direction AB tende à être parallèle à une certaine droite fixe; que l'on considère deux points A', B' dont les distances respectives à A et B soient infiniment petites par rapport à AB : la direction A'B' tendra vers la même limite que AB. En effet, il a été
prouvé que l'angle B'AB a pour limite zéro, puisque
est infiniment petit ; que, de plus, —^ a pour limite l'unité.
De là résulte que -r^ est infiniment petit, puisque, par
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hypothèse, —^ l'est; donc Tangle A'B'A est infiniment
petit 'y donc, enfin, les droites A'B', AB font entre elles un angle dont la limite est zéro, et par conséquent leurs directions ont la même limite. Celte proposition a des applications assez fréquentes.
250. Triangle ayant deux angles infiniment petits du premier ordre.
Soient A et B (fig» 55) les deux angles infiniment
petits; abaissons CI perpendiculaire sur AB; et cherchons d'abord quelle serait la limite de la position du point C, qui est la même évidemment que celle du point I, si on laissait AB invariable pendant que les angles tendraient vers zéro.
Or on a
donc
AI __ tang B ÏB ~"tangA'
,. AI ,. tangB ,. B hm —r = hm — ^ = hm - .
IB tang A A
Si donc on coùnalt la limite du rapport des deux angles infiniment petits du même ordre, on aura la limite du sommet C, en partageant AB dans un rapport inverse de cette limite.
Supposons maintenant que le côté AB soit lui-même infiniment petit du premier ordre, et proposons -nous d'évaluer la différence entre sa longueur et la somme des deux autres côtés.
Or on a
2 AI sin^ - 2 BI sin' -
AC — AI = -^ et BC — BI = —^^
CO8 A cos B
et la somme de ces deux différences est la différence cherchée. Mais chacune d'elles est un infiniment petit du troi» sième ordre au moins, puisque AI et 61 sont moindres que
AB qui est du premier ordre, et que sin* - et sin* - sont
du second ordre. On peut même dire qu'elles sont précisément du troisième ordre toutes deux, dans le cas supposé où A et B sont du même ordre; car alors les deux segments AI et IB sont dans un rapport fini avec AB, et sont par conséquent du premier ordre. // résulte de là que la différence entre AB et AC 4- CB est un infiniment petit du troisième ordre au moins.
Ou, en d'autres termes, cette différence est du même ordre que le cube de AB.
L'ordre de cette différence s'élèverait si les angles étaient d'un ordre plus élevé que le côté; il s'abaisserait dans le cas contraire.
251 . Triangle ayant un angle infiniment petit du premier ordre y compris entre deux côtés infiniment petits du premier ordre.
Soit A (fig- 56) l'angle donné; la somme des deux
autres a pour limite deux droits. On peut maintenant faire plusieurs suppositions sur les deux côtés donnés.
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Si la limite finie de leur rapport est difTérente de Tunité, la somme des deux angles opposés ayant pour limite deux droits, l'un de ces angles tendra nécessairement vers zéro, Tautre vers deux droits. Car, sans cela, le rapport limite de leurs sinus serait nécessairement Tunité, contrairement à la supposition.
Supposons maintenant que la limite de leur rapport soit Puni lé. Il peut alors se présenter trois cas. • 1** Si leur différence est du second ordre, prenons AB'=AB; B'C sera du second ordre. Mais BB' est du
second ordre à cause du triangle isocèle ABB' qui donne
A BB' = 2 AB sin- ; ainsi BC opposé à l'angle obtus B' sera
B'C du même ordre, et le rapport--— a une limite finie quel-
conque. Or l'angle B' tend vers un angle droit 5 donc l'angle B'BC, et par suite C, a une limite finie qui peut être quelconque, et dépend du rapport de CB' à BB'.
2*^ Supposons que leur différence soit d'un ordre compris entre i et 2. Alors BB' étant du second ordre, B'C d'un ordre moindre, et BC le plus grand côté du triangle BB'C, comme opposé à l'angle obtus B'; il s'ensuit d'abord que BC est du même ordre que B'C, et même que leur rapport a pour limite l'unité, puisque leur différence, étant moindre que BB', qui est du second ordre, est infiniment petite par rapport à ces lignes mêmes. De plus le rapport
— — ayant zéro pour limite, Tangle C tendra vers zéro, et,
par suite, l'angle ABC vers deux droits.
3** Soit la différence, d'un ordre supérieur à 2. Alors ~— ;•
a pour limite zéro; donc l'angle B'BC a zéro pour limite, et l'angle ABC a la même limite que ABB', ou un droit : il en est de même par suite de l'angle C.
Si l'angle A était d'un ordre quelconque m au lieu d'être
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du premier comme les côtés, il faudrait, dans ce qui précède, substituer i -h m à a.
Remarque, — Il est bon de remarquer que dans ces trois cas, c'est-à-dire toutes les fois que le rapport des deux côtés donnés a pour limite V unité, le troisième est infiniment petit par rapport aux deux autres, quel que soit m.
INFINIMERT PETITS CONSIDÉRÉS DkVS LES COURBES.
252. Soit M [fig' 5y) un point quelconque d'une courbe rapportée à des axes rectangulaires AX, AY 5 AP et MP les
Fig. 57.
coordonnées x, j* de M 5 PP' un accroissement infiniment petit h donné à x *, IM' Taccroissement correspondant k dejr*^ MT la tangente à la courbe au point M; S son point de rencontre avec AX; O le point de la courbe à partir duquel on estimera les longueurs des arcs.
Ayant fait croître x de la quantité infiniment petite arbitraire PP'= A, qui déterminera le premier ordre infinitésimal, toutes les variables qui dépendent de x prendront des accroissements du premier ordre. Ainsi, en prenant pour ces fonctions l'ordonnée, la longueur de l'arc, l'inclinaison de la tangente sur Taxe des x^ et menant en M la tangente, qui coupe la première en R, leurs accroissements respectifs, M'I, MM', TRM', seront du . premier ordre.
Cela posé, l'angle TRM', extérieur au triangle MRM',
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sera égal à la somme des angles à la base MM'; d'où il résultera que, s'ils sont du même ordre entre eux, ils seront du premier ordre comme leur somme : et si Ton supposait que Tun d'eux fût infiniment petit par rapport à l'autre (ce qu'on verra plus tard ne pas être), le plus grand des deux sera encore du premier ordre,
La corde MM' et la tangente MT seront encore des infiniment petits du premier ordre, puisque la limite du rapport de MM' à MI, ou PP^ est la sécante finie de l'angle TMI, et que le rapport de MT à MI est cette sécante même.
253. Ordre de la différence de l^ ordonnée de la courbe et de celle de la tangente,
. TM' sin TMM' , La proportion rj— 7 = — r-= — donne ^ ^ MM' smT
^,., MM' sin TMM'
TM'=: ,-^
smT
Or MM' est du premier ordre ; et le sinus étant du même ordre que l'arc puisque la limite de leur rapport est i, sin TMM' sera du premier ordre comme l'angle TMM' ; il en résulte donc que TM' est du second ordre.
Mais si on menait de M' une droite faisant un angle fini quelconque avec la tangente, la partie interceptée aurait un rapport fini avec TM' ; de là résulte cette proposition :
Si par une extrémité d 'un arc infiniment petit du premier ordre on mène une tangente^ et par l'autre extrémité une sécante faisant un angle fini quelconque as^ec cette tangente^ la partie interceptée entre la courbe et la tangente sera un infiniment petit du second ordre,
254. Différence d'un arc infiniment petit à sa corde ou à ses tangentes .
La longueur d'un arc MM" est comprise entre la corde
MR 4- M' R
Or cette corde est du premier ordre, et les angles adjacents sont du premier ordre au moins; la différence entre le côté MM' du triangle MRM' et la somme des deux autres est donc du troisième ordre, diaprés un théorème précédent. Donc, puisque Tare est compris entre ces deux grandeurs, il s'ensuit que :
La différence entre un arc infiniment petit et sa corde y ou la somme des tangentes à ses extrémités, est du troisième ordre.
255. Considérons maintenant la tangente MT qui fait un angle aigu avec la direction TP'.
La corde MM' est moindre queMT; et si Ton décrit un arc de cercle M' N du centre M avec le rayon MM', NT sera la diflférence deMT avec l'arc MM', à un infiniment petit près du troisième ordre. Mais les côtés du triangle reclîlîgne M' NT étant de même ordre, puisque tousses angles ont des limites finies, il s'ensuit que NT est du second ordre comme TM'. Et comme un infiniment petit du second ordre, plus ou moins un du troisième, est encore un infiniment petit du second, il s'ensuit que :
La tangente MT est plus grande que l'arc MM', et que la différence est du second ordre.
L'autre tangente est moindre que l'arc et la différence est encore du second ordre.
Nous avions déjà reconnu que l'arc est plus grand que l'une des tangentes, et plus petit que l'autre.
Nous avons établi cette proposition, que
Quelle que soit la nature de deux grandeurs qui dépenddent Vune de Vautre par une liaison quelconque, il y a généralement une limite finie pour le rapport de leurs accroissements infiniment petits.
Quand on a choisi Tune des grandeurs pour variable indépendante, Tautre en est une fonction ; son accroissement dépend de Faccroissement de la première, et en même temps de la valeur de la variable, à partir de laquelle cet accroissement a Heu ; le rapport de T accroissement de la fonction à celui de la variable indépendante est aussi fonction de ces deux quantités :'mais la limite de ce rapport ne dépend plus que de la valeur de la variable. On lui donne le nom de fonction dérii^ée, ou simplement dérivfée, de la fonction proposée.
C'est, comme on voit, une extension de la notion de dérivées que nous avions donnée dans la théorie des fonctions entières. Elle se rapportera maintenant à des fonctions continues quelconques. Nous la désignerons toujours par le même signe : ainsi x désignant la variable indépendante, et F (x) la fonction, sa dérivée sera représentée par F' (x); de sorte que si h désigne l'accroîssement infiniment petit que l'on donne à a*, on aura
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et l'on a démontré (n*^ 235) qu'on trouve la même limite pour ce rapport, quel que soit le signe de /z, pourvu que la fonction désignée par F' (a:) soit continue par rapport à X.
257. La proposition générale exprimée par la formule (i) conduit à des conséquences importantes.
En efietj puisque le rapport variable a pour limite F' (x), il est égal à F' (x) augmenté d'une quantité, positive ou négative, dont la limite est zéro. Si on la désigne par co, on aura
ou
Cette formule permet de généraliser une proposition précédemment établie dans le cas des fonctions entières. On voit, en effet, que si F' [x) n'est pas nul, o) ayant pour limite zéro, finira par devenir et rester moindre que F' (a:), de sorte que le signe F' (x) + w restera constamment le même que celui de F' (a:) -, d'où se conclut la proposition suivante :
U accroissement d* une fonction quelconque est de même signe que celui de la variable si la déri^^ée de cette fonction est positive ', il est de signe contraire si elle est négative.
258. U résulté de la formule (2) que l'accroissement de toute fonction peut être considéré comme composé de deux parties dont l'une, F' [x) h est proportionnelle à l'accroissement de la variable indépendante, et l'autre, htù^ est infiniment petite par rapport à la première. On pourra donc, dans toutes les questions qui ne dépendront que des limites de rapports ou de sommes d'infiniment petits de même ordre
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que ces accroisseDients, négliger la partie /zct), et remplacer F {x-h h) — F (x) par F' (x) /?, sans qu'il en résulte aucune erreur dans les équations obtenues en passant aux limites.
On peut donc énoncer la proposition suivante :
Toute fonction peut être considérée comme croissant uniformément en même temps que la variable indépendante, pourvu que ce soit dans un intervalle infiniment petit.
Et, par conséquent, si on partage un intervalle uni quelconque en intervalles infiniment petits, Taccroissement fini de la fonction pourra être considéré comme composé d'une suite d'accroissements infiniment petits, variant tous uniformément dans leurs intervalles respectifs, avec des coeflScients différents, qui sont les valeursF'( x) correspondantes aux commencements de ces intervalles.
On voit ainsi comment par la considération des infiniment petits, les variations les plus complexes sont rame~ nées à des variations uniformes ; ce qui est le plus grand degré de simplicité qu'on puisse désirer.
Dans bien des circonstances on donne le nom de coefficient à la constan te parlaquelleil faut multiplier les accroissements d'une variable indépendante, pour obtenir ceux d'une fonction qui varie uniformément entre certaines limites. Il serait donc naturel de donner celte dénomination à la quantité constante F' [x) par laquelle il faut multiplier h pour avoir l'accroissement de F (x), entre des limites infiniment pe li les. 4fous pensons donc qu'on pourrait appeler la dérivée le coefficient d^ accroissement de la fonction. On l'a désignée quelquefois sous le nom de coefficient différentiel de la fonction ; la dénomination que nous proposons nous parait indiquer d'une manière plus nette le rôle qu'elle joue dans l'expression de l'accroissement de la fonction.
Si Ton considère la courbe ayant pour équation
l'accroîssement infiniment petit de l'ordonnée correspondant à raccroissement h de Fabscisse, sera considéré comme étant F' (x) A, qui est raccroissement de l'ordonnée de la tangente au point dont Tabscisse est x. Ce sera donc remplacer la courbe par sa tangente dans un intervalle infiniment petit, et substituer ainsi une variation uniforme à la variation compliquée de Vordonnée,
260. Dérii^ées des aires des courbes planes. — En considérant d'abord une courbe rapportée à des axes rectangulaires, et l'aire comprise entre une ordonnée fixe et Fordonnée variable correspondante à Fabscisse jr, Faccroissement que prendra cette aire quand x prendra un accroissement infiniment petit A, ne différera du rectangle construit sur h et sur Fordonnée que d'une quantité infiniment petite par rapport à cet accroissement : cela a été démontré précédemment^ d'où il résulte que la limite du rapport de l'accroissement de Faire à h sera Fordonnée même F (x).
On pourra donc prendre F (x) h comme l'accroissement de Faire, dans un intervalle infiniment petit.
En coordonnées polaires, l'accroissement de Faire décrite par le rayon vecteur r, et correspondant a un accroissement h de Fangle, ne diffère du secteur circulaire dont l'angle au centre serait A, que d'une quantité infiniment petite par rapport à ce secteur. La limite du rapport des accroissements, ou la dérivée de Faire par rapport à Fangle, sera
donc égale à —
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Il en résulte que^ h restant infiniment petit, Taccroisse-
ment de Taire peut être représenté par l'expression — h dont la variation est uniforme.
Dérivée d\in arc de courbe plane
Soit O l'origine des arcs 5, M un point quelconque de la
courbe, MM' son accroissement correspondant à l'accroissement PP' de Tabscisse {fig- 58).
La dérivée de l'arc étant la limite du rapport -^^ sera
MT
égale au rapport «777» puisque la limite du rapport de MT
SIM.JIÈ,
à MM' est l'unité. Et comme l'angle TMI a pour tangente F' (x), le rapport -— - sera égal à y^i 4-F'(x)*- La dérivée de l'axe par rapport à l'abscisse est donc
Et, si l'on désigne par h Taccroissement infiniment petit de l'abscisse, celui de l'arc pourra être représenté par l'expression simple
h v/rriFT^.
Dériv^ée d"" un solide ou d' une surface deréi^olution
L'aire comprise entre une ordonnée fixe, Taxe des x, l'arc et une ordonnée variable d'une courbe quelconque, engendre .en tournant autour de l'axe des .r un solide qui, lorsque Vx extrême croît de A, augmente d'un volume compris entre deux cylindres, dont la limite du rapport est l'unité. L'un d'eux a pour mesure ttj* A ou tt F (x) ' /i; et,
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par conséquent la limite du rapport de Taccroissement du volume à A, ou la dérivée du volume, est n F (x) '.
L'accroissement infiniment petit du volume, dont l'expression exacte pourrait être très-compliquée, peut donc èlre remplacé, dans les cas où on ne calcule que des résultats dépendant des limites, par Texpression simple
7rF(.r)'/«.
DE LÀ COURBURE DANS LES LIGUES PLANES
263. On appelle courbure d'un arc fini l'angle des tangentes extrêmes. C'est la quantité dont la direction de la courbe dévie en passant d'une extrémité à l'autre ; elle peut être regardée comme l'accroissement de l'angle formé par la tangente avec un axe fixe, quand le point de contact passe d'une extrémité à l'autre.
t)ans un même cercle la courbure varie proportionnellement à l'arc 5 dans toute autre courbe cette proportion n'a plus lieu. Mais quelque compliquée que soit la loi suivant laquelle varie la courbure d'arcs, considérés comme croissant uniformément à partir d'un point d'une courbure quel-^ conque, on peut obtenir la loi simple de l'uniformité comme dans le cercle, en ne considérant que des arcs infiniment petits.
En effet, désignons par s les arcs comptés à partir d'un point Ode la courbe {^g- Sg); on pourra considérer l'in-
Fig. 59.
clinaison <f de la tangente sur l'axe des x, par exemple
comme étant une fonction de s que nous désignerons par F(5).
Soit OM une valeur quelconque de 5, et MM' un accroissement infiniment petit, que nous désignerons par A; l'accroissement correspondant de 9 sera l'angle TIT' des deux tangentes MT, M'T', ou la courbure de Tare MM';
ÏIT'
et la limite du rapport sera la dérivée de F (s) par
rapport à s.
Donc, d'après le théorème général sur les accroissements infiniment petits des fonctions, on aura
TIT'=:MM'[F(^)4-w],
et par conséquent, en négligeant le second terme MM'.w, qui est infiniment petit par rapport au premier, on pourra prendre F' (5). MM' comme égal à la courbure de l'arc, sans qu'il puisse en résulter aucune erreur dans les résultats qui ne dépendront que des limites de rapports ou de sommes. De cette manière la courbure de Tare infiniment petit MM' sera regardée comme variant proportionnellement à cet arc. On se trouve donc dans les mêmes conditions que si MM' était un arc d'un cercle qui, pour une unité de longueur, donnerait une courbure égale à F' (s) : et la considération des infiniment petits ramène encore la variabilité à l'uniformité.
264. Cercle de courbure. — Il était donc très-naturel d'appeler F' (s) la courbure au point M, rapportée à l'unité de longueur, et de prendre, pour la faire connaître, le rayon du cercle qui donnerait la même courbure F'(5)MM' que la courbure proposée pour la même longueur MM' 5 ou encore qui donnerait F' {5) pour courbure. de l'arc à l'unité.
Ce cercle s'appelle le cercle de courbure de la courbe au point M. Son rayon étant le rapport d'un arc quelconque à l'angle des rayons extrêmes, qui est égal à la courbure de
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cet arc, sera égal à l'arc égal à l'unité, dîvîsé par sa courbure, qui estF'(5) .Le rayon du cerclede courbure sera donc
265. Centre de courbure. — Si on place le cercle de courbure tangentiellement à la courbe au point M, de manière que sa concavité soit du même côté de la tangente, la position occupée alors par son centre est ce qu'on nomme centre de courbure de la courbe en ce point. Or nous allons démontrer que ce point, qui est à la rencontre delà normale commune en M, et d'une autre normale quelconque du cercle de courbure, peut être considéré comme la limite de la rencontre de la normale en M, et d'une normale infiniment voisine à la courbe proposée.
Soient, en effet, M' (fig» 60) un point infiniment voisin
de M 5 MS, M'S les normales à la courbe en M et M'; MI, M'I les tangentes. Décrivons un cercle sur SI comme diamètre 5 il passera par M et M', et son arc MM' ayant même corde que l'arc MM' de la courbe, ces deux arcs auront pour limite de leur rapport l'unité. Or, l'angle MSM' étant inscrit dans le cercle, on aura
MSM'=: -
IS
et par suite
arcMIM' ^-^ MSM' '
MM' lim IS = lim
TIM
Or cette dernière limite est le rayon du cercle de courbure. Donc IS a pour limite le rayon de courbure en M 5 et la limite du point de rencontre de la normale en M et d'une autre normale infiniment voisine, est le centre de courbure.
Exemples tirés du mouvement rectiligne varie,
266. Le mouvement uniforme d'un point est celui dans lequel les espaces qu'il parcourt dans des temps quelconques, sont proportionnels à ces temps. L'espace parcouru pendant l'unité de temps se nomme la vitesse du point dans ce mouvement.
Tout mouvement qui n'est ni uniforme ni composé d'une suite de mouvements uniformes, de durée finie, se nomme mouvement varié continu.
Soit dans un pareil mouvement
la relation entre le temps et la distance à une origine fixe, prise sur la droite suivant laquelle se meut le point.
L'accroissement de a:, ou l'espace parcouru par le point lorsque le temps t croît de h, sera égale à F' [t)h^ plus une quantité infiniment petite par rapport à l'accroissement même. On pourra donc, dans tous les cas où il ne s'agit que de limites, prendre pour l'espace parcouru dans le temps h l'expression
c'est-à-dire substituer au mouvement varié un mouvement
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uniforme, dans lequel la vitesse serait
On a donc été naturellement conduit à appeler F'{«) la "vitesse du mobile à Tin s tant déterminé par f, quelle que soit la loi du mouvement varié.
267. Accélération, — Dans un mouvement varié quelconque, la vitesse, telle que nous venons de la définir, varie à chaque instant. Le cas le plus simple est celui où elle varie uniformément avec le temps. Dans un pareil mouvement on nomme accélération la quantité constante dont elle croit dans chaque unité de temps, et ce mouvement est dit uniformément accéléré. On y comprend le cas du mouvement uniformément retardé^ c'est-à-dire dans lequel la vitesse décroîtrait uniformément quand le temps croîtrait uniformément y en regardant alors l'accélération comme négative. Dans un mouvement de ce genre, l'accroissement de la vitesse dans un temps quelconque, est égal au produit de ce temps par Taccélération.
Cela posé, considérons un mouvement rectîligne quelconque, représenté par T équation
et proposons-nous de calculer Taccroissement que prend la vitesse quand le temps augmente de; h.
Or, la vitesse étant représentée par la dérivée F'(?), son accroissement pourra être considéré, d'après le théorème général, comme composé de deux parties, la première égale au produit de h par la dérivée de F' (f), que nous désignerons par F''(f), plus une quantité infiniment petite par rapport à ce produit.
Donc, dans toutes les questions où l'on n'a en vue que les limites de rapports ou de sommes d'infiniment petits, on pourra considérer l'accroissement de la vitesse dans le
temps h comme c^gal à
D'où l'on voit que l'on peut considérer le mouvement varié quelconque comme remplacé dans un temps infiniment petit par un mouvement uniformément varié^ dans lequel l'accélération serait F"(i), ou la dérivée de la vitesse par rapport au temps.
On a donné naturellement le nom à^ accélération dans le mouvement varié, à cette quantité F'' (/), qui estréellement celle du mouvement qui peut remplacer le proposé à l'instant donné, pendant un temps infiniment petit.
268. Obsen^atîon, — Ces exemples suffisent pour bien faire comprendre comment, et à quelle condition, les infiniment petits ramènent les variations les plus complexes à la considération de l'uniformité. Il suffit pour cela de décomposer la grandeur en parties infiniment petites; mais la partie négligée pour obtenir l'uniformité n'est sans influence sur les résultais, que lorsqu'ils dépendent seulement des limites des rapports ou des sommes de ces éléments infiniment petits.
PAR LEURS TANGENTES
269. Dans ce qui précède, nous avons supposé que tous les points d'une courbe étaient donnés, soit par une équation, soit par un mode quelconque de génération , et nous nous proposions de trouver la tangente en un quelconque de ses points. On pourrait réciproquement se donner Téquation générale, ou un mode de génération de toutes les tangentes à une courbe inconnue, et se proposer de déterminer le point de la courbe qui se trouve sur une quelconque de ces tangentes. Ce problème inverse se résoudra au moyen de la proposition suivante :
Le point de contact d'aune tangente à une courbe quelconque, est la limite de son point de rencontre avec une tangente infiniment ^voisine.
Pour le prouver, soit TMT' {fig^ 6i) une tangente fixe,
M son point de contact. M' un point de la courbe infiniment voisin de M, UM' la tangente en M', et I son point de rencontre avec T'T. La corde MM' tend vers zéro lorsque M' tend vers sa limite M, et c'est le plus grand côté du triangle MIM'5 car, d'après la définition delà tangente, la
sécante MM', tendant vers zéro, fait avec la tangente en M ou M' un angle dont la limite est zéro; Tangle I, opposé à MM', tend donc vers deux droits*, et le côté MM', opposé au plus grand angle, est le plus grand du triangle. La distance IM, plus petite que MM', tend donc vers zéro, et par conséquent le point fixe M est la limite du point de rencontre I de la tangente en M avec une tangente infiniment voisine.
De là résulte la solution du problème qui consiste à déduire tous les points d'une courbe de la connaissance de ses tangentes. Pour cela on considérera l'une quelconque de ces dernières, et l'on cherchera sa rencontre avec une tangente voisine, d'après les équations connues de ces lignes, ou d'après la loi donnée de leur construction : on déterminera la limite de ce point lorsque la seconde tangente s'approche indéfiniment de la première ] on connaîtra ainsi le point de la courbe qui se trouve sur une tangente quelconque : le problème revient alors à une recherche ordinaire de lieu géométrique.
Obserifation, — Il est bien certain que, si l'on admet qu'il y ait une courbe tangente au système des lignes données, on la trouvera par le procédé que nous venons d'indiquer. Mais si l'existence de cette courbe n'était pas admise, il est facile de reconnaître que celle que l'on obtient ainsi sera effectivement tangente à toutes les droites du système qui auront des points communs avec elle. En effet, considérons deux de ces droites telles que, dans le passage continu de l'une à l'autre, chacune rencontre toujours celle qui suit, et faisons passer une courbe par tous les points de rencontre successifs de chacune d'elles et de celle qui la suit, ce qui peut se faire d'une infinité de manières. Chaque droite sera coupée par celle qui la précède et par celle qui la suit, en deux points qui seront d'autant plus près du lieu de limite, que les droites sont plus voisines*, la distance de ces deux points
OU la corde interceptée par la droite dans la courbe variable peut donc devenir moindre que toute grandeur donnée 5 et, par conséquent, les droites du système sont aussi près qu'on voudra d'être tangentes à la courbe variable. Donc, enfin, la limite de cette dernière, ou le lieu des points limites, est tangent à toutes les droites.
270. Cette proposition est un ras particulier d'une plus générale dont nous ne nous occuperons pas en ce moment. Nous nous bornerons à faire remarquer, en passant, que les centres de courbure étant les limites des points de rencontre des normales successives, ces droites sont tangentes au lieu des centres de courbure.
Nous allons maintenant donner quelques exemples de la détermination des courbes par leurs tangentes.
271. On donne deux points Jixes B, C {fig^ 62) sur deux droites indéfinies AX, AY. Une droite MN se meut
Fig. 62.
de manière que Von ait constamment la proportion BM : MA : : AN : NC. Trower la courbe à laquelle elle est constamment tangente.
Pour cela on cherchera :
1® La limite du point de rencontre d'une quelconque de ces droites avec les droites infiniment voisines;
2° Le lieu de ces points limites, pour toutes les positions deMN.
1® Soient
AC = «, AB = ^, AN = tt, AM=ip,
on aura, pour toutes les positions de MN,
b — P\v\\ u\a — iiy d*où av -\-bu=: ah,
et pour la position M'N', on aura
a [v — M'M) -t- ^ (« -h NN') = ah ; d'où résulte
^.NN' — aM'M=:o, ou î^— -,
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OU
[ajr — bxy — 2^' by — iiab'^x-\- a^b^ = o,
ce qui détermine une parabole tangente en B et C aux deux droites AY, AX,
272. Une droite mobile NM coupant les deux droites fxesAXj AY de telle sorte que AM-I-AN soit égale à une constante a, trouuer la courbe à laquelle elle est constamment tangente.
Si l'on pose AN = w, AM := i^, la condition donnée sera exprimée par Téquation
La droite MN est donc déterminée par une équation qui n'est qu'un cas particulier de la précédente, et correspond kh = a,
La solution de la question proposée s'obtiendra donc en faisant b = a dans celle de la précédente, ce qui donnera
La droite MN ( fig. 63 ) 5e meut de telle sorte, que
le triangle AMN qu^elle détermine par ses intersections a^ec les lignes données AX, AY, ait une aire constante ^ on demande la courbe à laquelle elle est constamment tangente.
Pour cela, il faudra d'abord déterminer la limite I du point où cette droite, dans une quelconque de ses positions est rencontrée par une droite qui s'en approche indéfini-
ment, en satisfaisant constamment à la condition de Taire invariable; et ce point I étant connu, pour une position quelconque de MN, on cherchera le lieu de ces points, pour toutes les positions de cette droite.
1® Soit O l'intersection de la droite MN par une autre infiniment voisine M^N'.
Les deux triangles MOM', NON' seront équivalents, et comme ils ont l'angle égal à O, on aura
MO.M'0 = NO.N'0, et passant à la limite,
MI =m .
Le point I est donc le milieu de MN.
2** Pour avoir le lieu des points I relatifs à toutes les positions que prend MN, en supposant que le triangle AMN soit constant, ou que Ton ait AM.AN = m*; soient x^j^ les coordonnées de I, on aura
AM = 2 j , AN =: 2 x, et par suite
', ou xjr= -j-
Le lieu est donc une hyperbole ayant pour asymptotes AX, AY.
MO . MI
rapport t— » qui ne sera autre que — •
Si de O, comme centre, on décrit les arcs de cercle M'H, NK, on aura MH == KJN', puisque M'N' = MN: et
comme le rapport —- a évidemment la même limite que
•-—y il suffit de connaître celte dernière qui est la même, ON ^
d'après les triangles semblables, que celle du rapport des
cordes M'H, NK. Or cedernier est facile à obtenir au moyen
des triangles rectilîgnes infiniment petits MM'H, NN'K.
Si Ton désigne leurs angles par la lettre du sommet, on
aura
M^H_ sinM KN _ sinN^
MH"""sinM''* JÛT—sinN"' d'où
,,/^ ^,«. sinM sinW
m'h:nk:: -^-tt? : -r-rr •
smM sinN
Mais les angles H et K ayant pour limite des angles droits, les limites des angles aigus dans chacun des triangles sont complémentaires. Ainsi la limite de M' est le complément de M 5 d'ailleurs la limite de N' est MNA5 donc la limite de N sera complément de MNA. De sorte qu'en égalant les limites des rapports de la dernière proportion, on aura
,. M'H tangM ^ ■ .,
"ra -iTTr-= TTi^rr = lang'M;
JNK tangMNA ^ '
donc
MI __ Ân'
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Ceci donne une construction facile du point I^ car si on abaisse de A une perpendiculaire AP sur MN, le rapport
MI = » NI
d'où il est facile de déduire les coordonnées x, j^ du point M, car on a
donc
.r MI
AN m '
X NI AM m'
AN
AM
et l'on aura l'équation entre x, j en éliminant AM, AN
entre ces deux équations et la suivante AM -H AN = m*.
On trouve immédiatement
qui est l'équation du lieu demandé.
275. Il peut se faire que les considérations géométriques soient moins commodes que le calcul algébrique, et voici la marche qu'il faut suivre alors.
L'équation générale des droites données renferme un paramètre qui change de l'une à Tautre. Soit a ce paramètre-,
cette équation sera donc de la forme
F ety désiguant des fonctions connues.
Changeant a en a -f- /i, on aura Téquation d'une droite voisine, qui sera
jr = xF(a -h à) -h/{a ^ h) ;
Tabscisse du point de rencontre sera donc donnée par Téquation suivante :
Il faut maintenant faire tendre h vers zéro, et chercher la limite de x; ce sera Fabscisse du point cherché, et l'équation de la droite fera connaître par suite l'ordonnée.
Mais si on laissait l'équation sous cette forme, elle n'apprendrait rien en prenant les limites de ses deux membres, puisqu'on ne trouverait autre chose que = 0. Le plus ordinairement il est facile de voiries réductions qui s'opèrent par les soustractions indiquées, et on reconnaît un facteur commun h à tous les termes^ en le supprimant et passant aux limites des deux membres, on obtient alors la valeur limite de x.
Mais rien n'est plus facile xjue de formuler le résultat en général. En effet, si l'on divise par h tous les termes de la dernière équation^ et qu'on prenne ensuite les limites, on trouvera, d'après la définition et la notation des dérivées des fondions,
.^F'(fl)-f-/'(fl) = o.
Cette équation, jointe à la première j^= xF(a) -\~f(a)j détermine les deux coordonnées du point du lieu, et l'équation du lieu lui-même résultera de l'élimination de a entre ces deux équations. Si, pour la facilité des calculs, on ne réduisait pas à l'unité le coefficient dey, on aurait trois
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fonctions de a au lieu de deux, et Ton procéderait d'une manière tout à fait semblable.
Prenoilî, par exemple, le cas traité précédemment, où les droites mobiles jouissent de la propriété de déterminer sur les côtés d'un triangle YAX des segments dont la somme soit égale à une constante a.
Si Ton désigne par a le segment de Taxe des x^ Tautre sera a — «5 et l'équation générale des droites
a/-f- (fl — ol) x=z 0L[a — a) ;
changeant a en a -|- A, il vient, en retranchant les deux équations membre à membre,
y h — xh=2 ah — 2aA — ; A%
ou, en divisant par A,
y — x=ia — 2a — h.
Cette équation, conjointement avec la première, détermine le point de rencontre, qui varie avec A. On aura sa limite en supposant A = o ; ce qui réduit la seconde équation à
y. — xz=ia — 2 a,
et l'on voit que c'est comme si l'on avait pris les dérivées par rapport à a de tous les termes de la première.
L'élimination du paramètre a entre ces deux équations donne l'équation suivante :
et qui est celle du lieu, et coincïde avec celle qui a été trouvée dans le second exemple. Nous généraliserons ces théories par la suite 5 nous nous écarterions de noire objet en nous y arrêtant plus longtemps.
Caustique par réflexion,
276. Soit F {fig* 65) un point d^oà émanent des rayons de chaleur ou de lumière, qui viennent se réfléchir sur une
courbe donnée, de telle soîte que le rayon réfléchi fasse ai^ec la normale le même angle que le rayon incident : on demande la courbe à laquelle tous les rayons réfléchis sont tangents.
Cette courbe, en tous les points de laquelle il se fait une plus grande concentration de chaleur, ou de lumière, qu'aux autres points du plan, se nomme caustique. Pour eu déterminer un point quelconque , il faut considérer deux rayons infiniment voisins FM, FM', et chercher la limite du point de rencontre F' des rayons réfléchis.
Les deux normales en M et M' à la courbe donnée se rencontrent en un point O, dont la limite est le centre de courbure en M ; et le rayon de courbure R en ce point, sera la limite de MO et de M'O. Posons
FM = a , FMO = « = OMF', FM' = w' = OM' F',
il est facile de voir que l'on aura
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d'où, en ajoutant ces équations membre à membre,
Nous allons maintenant substituer dans cette équation, à F, F^ O des quantités, non pas égales, mais ayant avec ces angles des rapports dont la limite soit i, l'équation (i) dont oTi peut supposer qu'on ait divisé les deux membres par Tun des trois angles, ou par tout autre infiniment petit du même ordre, conduira ainsi à une équation exacte entre les limites des rapports. Abaissons MI, M'I' perpendiculaires sur FM', F'M. Nous remplacerons :
,, , ^ MI MM'sinMM'F
1 ancle t par son sinus — ou :
,, , ^, . M'I MM'sinM'MF' 1 angle F' par son sinus j^;^ ou :^rp} 5
l'angle Opar l'arc de cercle de rayon OM^ terminé à la droite
M'O, divisé par MO, ou par • Car l'arc de cercle peut
être remplacé par la perpendiculaire abaissée de M sur M'O, puisque leur rapport a pour limite i, et cette perpendiculaire peut être remplacée par la corde MM' par la même raison.
Faisant la substitution de ces expressions à F, F'^ O qui ne seront altérés que de quantités infiniment petites par rapport à eux-mêmes , supprimant le facteur commun MM', et passant aux limites des rapports, nous aurons une équation exacte entre des quantités finies.
Soit S la limite de F', ou le point de la caustique, la limite de M'F' sera MS que nous désignerons par z ; la limite de l'un et de l'autre des angles MM'F, M'MF' sera l'angle de FM avec la tangente en M, ou le complément
de ct).
La limite de MO sera le rayon de courbure R, el Ton arrivera ainsi àTéqualion
ou
ces w
cosw
COSfr»
La valeur de z étant connue, la position du point S de la caustique le sera, et la question rentre dans les problèmes ordinaires de lieux géométriques.
277. Si le point F s'élpignaît indéfiniment de la courbe réfléchissante, restant sur la même droite MF, les rayons
incidents, à la limite, seraient parallèles entre eux; - deviendrait zéro, et l'équation (2) se réduirait à
12 B cos&>
— :=: ou Z-=: •
z R COS &> 2
Le point S de la caustique serait donc la projection du milieu du rayon de courbure, sur le rayon réfléchi.
Si le rayon FM était normal à la courbe, on aurait cosw = ly et l'équation (2) deviendrait
Les deux points F et S se nomment alors foyers conjugués.
Si de plus les rayons incidents sont parallèles, on a 2 = —
et le point ainsi déterminé se nomme le foyer principal.
Dans les cours ordinaires de physique les expériences et le calcul se font en supposant que la courbe donnée soit un cerde.
DES NOMBRES
278. Toutes les quantités géométriques de même espèce comparées entre elles, pouvant donner lieu à des rapports numériques, il était naturel de chercher à faire servir les connaissances acquises sur les nombres à la résolution des questions de géométrie.
Réciproquement, les nombres pouvant être considérés comme des rapports de quantités géométriques de même espèce, soit lignes, soit surfaces, solides ou angles, il a été possible, quoique peut-être moins naturel, de chercher à faire servir les connaissances acquises en géométrie à la résolution de questions de nombres, soit qu'il s'agisse delà démonstration d'une propriété, ou de la détermination de la valeur d'un nombre.
Les opérations sur les nombres étant susceptibles de plus de précision que les constructions, on cherche le plus souvent à y ramener ces dernières 5 mais souvent elles offrent des diflScullés telles, que l'on est presque forcé d'y substituer des constructions qui donnent facilement une approximation insuffisante, laquelle peut servir de point de départ à des calculs de correction plus faciles que n'auraient été les premiers.
Pour cela on commencera par choisir une unité de longueur, et déterminer par suite les lignes dont les nombres donnés seront l'expression : on exécutera sur ces lignes les constructions qui pourront conduire à la connaissance des
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lignes qui auraient pour expressions numériques les nombres que Ton se proposait de calculer; et pour connaître ces nombres il suffira de mesurer ces lignes au moyen de l'unité choisie.
Nous allons faire Tapplication de ces considérations générales à divers genres de questions.
DES PREMIERES OPÉRÀTIOJfS SUR LES NOMBRES.
279. U* addition et la soustraction de nombres connus ne peuvent être ramenées à des procédés plus simples que ceux qu'indique l'arithmétique élémentaire 5 et l'intervention delà géométrie, non-suulement introduirait les erreurs inévitables des mesures, mais augmenterait beaucoup le travail: c'est pourquoi nous passerons de suite à la multiplication.
Multiplication, — Soit proposé de former le produit de deux nombres connus aet£. En le désignant par x, on aura la proportion
Choisissant une longueur pour représenter l'uni té el formant par suite les longueurs réprésentées par les nombres connus a et 6, la ligne représentée par le nombre inconnu x sera la quatrième proportionnelle à trois lignes connues, et se construira facilement : on la mesurera ensuite avec l'unité choisie et on connaîtra le nombre x, c'est-à-dire le produit demandé ab.
Division, — Soit proposé maintenant de trouver le quotient, de a par b. En le désignant par x^ on aura
6 la y, I :x,
X étant encore la quatrième proportionnelle à trois nombres connus, on procédera comme dans le cas précédent.
Et généralement si Ton a à calculer le résultat d'opératîons quelconques indiquées par une expression rationnelle fractionnaire, dont le numérateur et le dénominateur seront polynômes, on commencera encore par remplacer les nombres par des lignes ^ on rendra homogène les termes ajoutés, en introduisant des facteurs ou diviseurs égaux à Tunîté et de telle sorte que le degré du numérateur surpasse d'une unité celui du dénominateur. Cela fait, on procédera comme nous l'avons indiqué précédemment pour la construction des lignes dont l'expression est rationnelle. Mais comme dans le cas actuel c'est un nombre que Ton cherche et non une ligne, quand cette dernière aura été construite on la réduira en nombre au moyen de l'unité choisie; et le résultat demandé des opérations numériques indiquées, se trouvera déterminé.
Extraction de la racine carrée, — Pour extraire par le moyen des constructions la racine carrée d'une expression rationnelle, on commencera par ramener cette expression à un monôme, par les procédés que nous venons de rappeler ; puis par des facteurs égaux à l'unité on fera en sorte que ce monôme ait deux facteurs linéaires de plus au numérateur qu'au dénominateur. On pourra alors réduire l'expression à la forme
La désignant par x^ on aura
x^ z= aby ou a\x \\ X \b»
La ligne représentée par x est donc moyenne proportionnelle entre les lignes a et by et se construira facilement. Sa mesure au moyen de l'unité choisie, fera connaître le résultat des opérations numériques indiquées. Et l'on voit que l'on pourrait par l'application successive de ce procédé calculer les racines de degré 2™.
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On aura de celle manière la conslruclion des racines réelles de toule ëqualion du second degré, dont les coefficients seront des nombres connus; car leur expression ne renfermera que la racine carrée d'un nombre connu.
Si le degré de la racine à extraire n'élait pas une puissance de 2, les procédés que nous venons d'indiquer ne pourraient s'appliquer. La question rentrerait dans une plus générale, dont nous allons nous occuper et qui consiste à obtenir par des construclions les racines réelles d'équations de degré quelconque dont les coefficients sont des nombres connus.
CONSTRUCTION DES RACINES RÉELLES DES ÉQUATIONS
280. Lorsque l'on a les équalions de deux lieux géométriques, on obtient les coordonnées de leurs points communs en cherchant les solutions communes réelles de ces deux équations.
Mais si Ton ne demande que les abscisses de ces points, il ne suffira pas d'éliminer y entre les deux équations et de chercher les racines réelles de- l'équation finale en j:, même lorsqu'on se serait assuré qu'on n'a supprimé aucune solution et qu'on n'en a pas introduit d'étrangères. Il faudra encore qu'à ces valeurs réelles de x correspondent des valeurs réelles de j^; sans quoi elles ne construiraient aucun point, et par conséquent ne fourniraient pas de points communs aux deux courbes.
Réciproquement, lorsque l'on voudra connaître les racines réelles d'une équation à une inconnue
on pourra former deux équations en x e\.y telles, que le résultat de l'élimination de y entre elles soit F [x) = o, dans laquelle nous supposerons qu'il ne manque aucune solu-
tion du système et qu'il n'y en ail aucune étrangère (ces circonstances doivent toujours être l'objet d'une discussion). On construira ensuite les lieux représentés par chacune de ces équations; on cherchera leurs points d'in-* tersection; on évaluera au moyen de l'unité choisie les abscisses de ces points, et les nombres ainsi obtenus seront des racines réelles de l'équation F (x) = o.
Mais il est de la plus grande importance de remarquer qu'il n'est pas sûr que les nombres ainsi obtenus, et qui sont bien des racines de l'équation proposée, soient les seules; parce que, comme nous l'avons fait remarquer tout à l'heure, les racines réelles de cette équation finale pourraient bien correspondre à des valeurs imaginaires de j^ : et dans ce cas les points de rencontre des deux courbes ne pourraient les faire connaître.
281 . Il est facile de donner des exemples où cette dernière circonstance se rencontre.
Soit en effet
l'équation proposée, et
(a) ^(xyx)=o
une équation choisie arbitrairement. Joignons-y la suivante, dans laquelle A désigne une constante quelconque.
Cela posé, pour que les équations (a), (3) aient lieu en même temps, il faut que l'on ait F [x) = o ; et réciproquement si on prend une racine quelconque de cette dernière, et qu'on la porte dans (a), les valeurs de jr qu'on en tirera, conjointement avec la valeur de x^ formeront des solutions des équations (2), (3). Donc d'abord l'équation F (x) = o
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donne toutes les valeurs de x qui conviennent au système (2), (3) et n'en renferme pas d'étrangères.
On peut former ainsi une infinité de systèmes de deux équations dont les solutions communes correspondent à toutes les racines de l'équation (i) et à aucune autre. Et bien d'autres formes d'équations pourraient satisfaire à ces conditions.
Or on peut prendre l'équation arbitraire (a) telle, que pour certaines racines réelles de (i) elle donne des valeurs imaginaires pourj^. Il suffirait en effet que la courbe qu'elle représenterait n'eût aucun point dans la partie du plan comprise entre deux parallèles à l'axe des^, correspondantes à deux valeurs de x entre lesquelles se trouveraient les racines en question.
Si, par exemple, on avait
et qu'on prit pour (2) l'équation d un cercle situé tout entier au delà de la parallèle à l'axe des j^, dont la distance à l'origine serait plus grande que (4)» les deux courbes ayant pour équations
?(^>r) = et y(.r,j) -f.(j:— i)(a:— 3)(j:~4) =
ne se couperaient pas et, cependant, en éliminant j* entre leurs équations, on obtiendrait l'équation proposée
dont les trois racines sont réelles.
282. Remarque. — D'après les observations précédentes, on voit qu'il serait avantageux de prendre pour l'un des lieux par le moyen desquels on veut construire les racines réelles d'une équation, une courbe qui s'étendit indéfiniment dans le sens des x^ sans aucune discontinuité, et dont
l'équation, pour aucune valeur de x^ ne donne des valeurs imaginaires àey. Prenons pour exemple l'équation
(i) tang.r — axzrzo^
et pour équation du premier lieu
qui représente une ligne droite, qui s'étend indéfiniment du côté des x positifs et négatifs, et n'offre aucune discontinuité.
Prenons maintenant pour premier membre de la seconde équation celui de I équation (2) diminué de celui de l'équation (i), le terme ax disparaîtra, et l'on aura
(3) jr — langa:=o.
Les solutions communes aux équations (2), (3) seront les racines de l'équation (i); et les valeurs de y correspondantes aux racines réelles de (i) étant tirées de (2) seront nécessairement réelles et uniques. Elles correspondront donc à des points de rencontre des deux lieux ^ et, par conséquent, leur intersection fera connaître toutes les racines réelles de la proposée.
CONSTRUCTION DES RACINES RÉELLES DES ÉQUATIONS DU TROISIEME ET DU QUATRIÈME DEGRÉ.
283. Il suffira de considérer Téqualion du quatrième degré, puisqu'elle renferme celle du troisième ; et la manière la plus simple d'y faire rentrer cette dernière consiste à multiplier ses deux membres par ^a;; on introduit ainsi la racine zéro, dont on ne tiendra aucun compte.
Occupons-nous donc de l'équation du quatrième degré, dont les racines peuvent se construire au moyen de courbes très-simples. On pourra, dans tous les cas, en faisant dis-
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paraître le second terme, lui donner la forme suivante :
(i) X* -^px^-}- qx -h rz=o^
Si nous posons (2) Jo^=^j,
et que nous combinions cette équation avec la proposée, nous trouverons
^2y2 -4- p^y •+- qx -h r,
ou, en divisant par A',
et il est évident que cette dernière reproduirait (i) si l'on remettait x* au lieu de ky^ puisque c'est en remplaçant x^ par j^ qu'on a eu (3). Le résultat de Télîmination dej^ entre (2) et (3) est donc la proposée; et il n'y a ni solutions étrangères, ni solutions perdues. On voit de plus que toutes les solutions réelles de (i) portées dans (2) donneront chacune une valeur réelle et unique pourj^, d'où résultera un point d'intersection des deux lieux (2), (3). La recherche des racines réelles de Téquation (i) est donc entièrement ramenée à celle des abscisses des points de rencontre de ces lieux.
L'équation (2) représente une parabole dont le sommet est à l'origine , qui a pour axe l'axe desj^ positifs et A: pour paramètre.
L'équation (3) en représente une autre dont l'axe est parallèle à l'axe des x\ les coordonnées de son sommet ont pour valeurs
Le sens de l'axe est celui des x positifs si q est négatif, et
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des X négatifs si q est positif : son paramètre est la valeur absolue de — •
Mais cette seconde parabole peut être remplacée par un cercle 5 ce qui conduira à une construction plus facile. Eu effet, si on ajoute les équations (2) et (3), celle que Ton obtiendra pourra remplacer identiquement la dernière; et l'on trouvera ainsi la suivante :
équation d'un cercle qui, par son intersection avec la parabole (2), fera connaître toutes les racines réelles de la proposée (i).
C'est ainsi que Ton construira les problèmes célèbres de la duplication du cube, de la trisection de l'angle, des deux moyennes proportionnelles, etc. D'autres constructions pourraient encore y être appliquées.
On simplifiera Téquation (1) en choisissant l'indéterminée k de manière que Ton ait - — A = o ou À= ^\
mais cela ne sera possible que si p est positif. Dans ce cas réquation (4) se réduit à
P P Le centre du cercle sera sur Taxe des a:, et aura pour
abscisse ^ • La valeur du rayon sera — -t^ y et
np -^ ip
serait imaginaire si Ton avait q^ — /^pr<:^o\ mais alors réquation proposée n'aurait pas de racine réelle; car, d'après les conditions p>o q^ — 4p''<o, px*^qx-hr serait positif pour toute valeur réelle de x, et le premier membre de (t) ne pourrait être nul pour aucime valeur réelle de x.
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284. Forme particulière des équations des deux lieux^ — L'équation proposée étant
il est souvent avantageux de prendre pour les équations des deux lieux
(2) jrz=:F(x), y = o.
La première construit une courbe dont les points d'intersection avec Taxe des :t: ont pour abscisses les racines réelles de la proposée.
En nous bornant au cas où Ton a
la courbe (2) s^étend d'une manière continue depuis X = — QO jusqu'à x" = 00 ; et à chaque abscisse il ne correspond qu'une seule ordonnée.
La considération de cette courbe a conduit Fourier à des procédés très-ingénieux pour la séparation ou l'approximation des racines réelles. On pourrait sans doute se passer de ces secours de la géométrie, mais ils font souvent découvrir, à la seule inspection de la figure, des rapports qu'on aurait difficilement aperçus en restant dans l'abstraction pure.
Ainsi, par exemple, la simple vue de la courbe (a) montrant qu'entre deux points consécutifs de rencontre avec Taxe des x, l'ordonnée part de zéro pour revenir d'une manière continue à zéro, on conclut facilement qu*elle passe par une valeur absolue plus grande que toutes les autres ; que, par conséquent, si on mène une parallèle à l'axe des X par l'extrémité de cette ordonnée, la partie de la courbe que l'on considère est tout entière comprise entre l'axe des X et cette parallèle qui, par conséquent, lui est tangente. On conclut de là qu'en ce point on a F'(a:) = o,
puisque F'(x) est la tangente trîgonoméirîque de rinclînaison de la tangente. Or cette conséquence n'est autre chose que le théorème de Rolle qui s'énonce ainsi :
Entre deux racines réelles consécutives d^une équationy il y a toujours une racine réelle de sa déri\^ée. — Je n'entrerai pas dans plus de détails à ce sujet, et je me bornerai à recommander l'étude des ouvrages spéciaux, surtout de ceux de Fourier.
285. Démontrons maintenant un théorème général, dont les applications sont innombrables, et qui peut s'énoncer ainsi :
Soit F ( a:) une fonction quelconque, continue entre a: = a Qlx =b^b étant la plus grande des deux limites. Si l'on partage l'intervalle b — a en subdivisions h qui décroissent indéGniment suivant une loi quelconque, puis que l'on multiplie chacune des valeurs de F(a:) correspondantes par la subdivision qui la précède ou par celle qui la suit :
1° La somme de ces produits, ou, d'après une notation
déjà employée» \^ F (x)/i, tend vers une limite unique.
quelle que soit la loi des subdivisions \
2° Cette limite, considérée comme fonction de i, a pour dérivée F(&); et considérée comme fonction de a, elle a pour dérivée — F ( a ) .
^ La vérité de ces diverses propositions s'aperçoit immédiatement en considérant la courbe qui a pour équation
et qui est continue entre les abscisses a elb.
En effet, les produits indéfiniment décroissants dont il s'agit, seront la mesure de rectangles ayant pour bases les subdivisions de b — a, et pour hauteurs les ordonnées
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correspondantes de la courbe. Or nous avons démontré dans la géométrie que la somme de ces produits a pour limite Taire comprise entre Taxe des x, les ordonnées extrêmes et Tare de la courbe, quelle que soit la loi des subdivisions de b — a, pourvu qu'elles décroissent toutes indéfiniment. La première partie du théorème est donc démontrée.
Si maintenant on considère la plus petite limite a comme constante, et h comme variable, et qu'on fasse croître b d*une quantité infiniment petite A, Taccroissement de l'aire sera comprise entre deux rectangles dont le rapporta pour limite i; la limite du rapport de l'accroissement de Taire à h est donc la même que de Tun quelconque de ces rectangles à h] elle est donc F(&), comme il fallait le démontrer.
Enfin, si on regarde b comme constant et a comme variable, T accroissement de Taire sera négatif, et par les mêmes raisonnements on trouvera — F(^') pour limite du rapport de Taccroissement de Tajre à celui de a : ce qui démontre la dernière partie du théorème.
286. application de la géométrie à la détermination de la limite de la somme
Cette limite très-importante peut être obtenue par des considérations purement algébriques ; mais la géométrie en facilite beaucoup la recherche.
Nous ne la considérerons pas comme mesurant Taire de la courbe dont Téquation serait
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mais comme servant à mesurer le volume compris entre le plan des x et y^ et la surface de révolution ayant pour équation
On remarquera pour cela que, si ou conçoit les limites des deux sommes identiques
et qu'on les multiplie, on aura la limite du produit de ces deux sommes. Or les produits des éléments qui les composent, mesurent des parallélépipèdes qui peuvent être considérés comme les éléments du volume indéfini dans tous les sens, qui est compris entre le plan YX et la surface ayant pour équation
Le produit des limites des deux sommes, ou le carré de la quantité cherchée, est donc la mesure de ce volume, et, par conséquent, c'est à cette dernière recherche que la question est ramenée.
Or la forme de la surface qui le termine permet une décomposition plus commode que la première ; et c'est en cela que consistera l'avantage que procurera la géométrie.
Le plus ordinairement on décompose le solide de révolution qu'on veut mesurer, par des plans infiniment voisins, perpendiculaires à son axe 5 mais on peut aussi le décomposer par des surfaces cylindriques infiniment voisines, ayant même axe de révolution que le solide^ et c'est ce dernier mode qui sera le plus avantageux dans la question actuelle.
En effet, si on désigne par r et r -|- A les rayons de deux de ces surfaces, le volume compris entre elles aura pour
mesure ^nrhe"' , en négligeant une quantité infiniment petite par rapport à celle-ci.
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Or, si l'on pose r* = w. on observera que, quand r croît de A, raccroîssement de r* ou de u est 2/7i, en négligeant une quantité infiniment petite relativement à lui. Prenant donc irh pour Taccroissement que prend //, quand on passe d'une surface cylindrique à la suivante^ et, le désignant par /r, on pourra regarder le volume cherché comme la limite de la somme
la dernière variable u partant de zéro et croissant indéfiniment.
Mais on sait que la limite de ^©"""A: est l'unité 5 le vo-
o lume a donc pour mesure tt. Or cette mesure' est le carré
de la quantité cherchée : cette dernière est donc égale
Et il estévident que si on demandait la limite de la somme en faisant passer a: de zéro à l'infini, au lieu de le prendre de — 00 à -+• 00 , on aurait un résultat moitié moindre,
- sIt:,
Autre application, — Considérons la limite de la
somme
a désignant une quantité indépendante à& x\h la différence de deux valeurs consécutives de X5 Xo et X, les limites entre lesquelles x varie 5 et F (a:, a) une fonction continue arbitraire de x et de la constante a.
La limite de l'expression (i) dépend de a et des limites j^^o et X, mais la variable désignée par x n'y entre évidemment
plus. Quant aux limites Xn et X, elles peuvent dépendre de a, ou en être indépendantes.
Cela posé, la limite de (t) peut être considérée comme une fonction de a que nous désignerons p&rf[a) ; et l'on
peut se proposer d
r sa déri
e par rapport a
constantes qui ne dé-
sidéré comme variable, et regardant toutes les autres quantités qu'elle renfei pendent pas de a.
Il faudra pour cela supposer que a croisse de fi, chercher l'aceroissemcnl correspondant def(a), puis la limite de son rapport à h. Nous commencerons par examiner le cas où .To et X ne dépendent pas de a , et en second lieu le cas où elles en sont des fonctions quelconques.
i" Les quantités Xo, X sont des constantes données; el f{a) peut être considérée comme l'aire comprise entre la courbe, dont l'équation serait
l'axe des x et les ordonnées correspondantes aux abscisses j;«,X.
Soit (Jig. 66) «0= AB. X = AC, f{a) sera l'aire
HMM'C. Supposons maintenant qu'on donne à a un accroissement déterminé fi,f(n~\-/() sera l'aire comprise entre les mêmes ordonnées indéfinies, la même base BC, et
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une nouvelle courbe dont l'équation serait
soît cette aire B/n m'C.
La différence Mmm'M' de ces deux aires sera Taccroissement de f(a) ^ et la dérivée cherchée sera la limite du rapport
i-hjtf
Mm m' M A-
Évaluons maintenant l'aire M/»m'M' pour une valeur déterminée quelconque de k. En la décomposant par une suite d'ordonnées infiniment voisines, on pourra la considérer comme la limite d'une somme de rectangles ayant pour bases les subdivisions PQ de 6C, et pour hauteurs les différences RS des ordonnées correspondantes ou F (x, a -h A) — F { Jî, a ) . Ces rectangles auront pour expression générale, en désignant PQ par a,
Mais, d'après la formule donnée précédemment pour Texpression de Taccroissement d'une fonction d'une quantité a, à laquelle on donne un accroissement A, nous aurons, en désignant par F'(a) la dérivée de F(x^ a) par rapport à ât,
(ù étant une quantité qui tendrait vers zéro avec A. L'expression générale des rectangles RS sera donc
et l'aire Mm w'M' sera la limite de leur somme
X-2«[F'(«) + o.], son rapport à k sera donc la limite de
2«[F'(«)-hH-
Si maîn tenant on suppose que k tende vers zéro, il en sera de même de co, et d'après le principe fondamental des infiniment petits, on n'altérera pas celte limite en supprimant aco qui est infiniment petit par rapport à aF'(a).
D ou il suit que ia limite du rapport > ou la deri-
vée par rapport à a de la limite de
est
On obtient donc la dérivée par rapport à a de la limite
de la somme en substituant h la fonction sous le signe^
sa dérivée par rapport à a, et faisant la sommation entre les mêmes limites.
2^ Supposons maintenant que les limites Xo, X dépendent de a, et que Ton ait
(p et ip désignant des fonctions données.
Soit BMM'C (jîg' 67) la limite que nous avons désignée
Fig. 67.
. mr
fSLvJ (a). Lorsque a variera de /Ir, l'ordonnée F(jc:, a) de-
CHAPITRE XVI
viendra
maiç les limiles Xq et X varieront elles-mêmes, el la fonction /(a 4- A:) sera représentée par l'aire
BB' et ce étant respectivement les accroissements de Xt et X quand on y change a en a -{^ k,
La dérivée de la fonction f (a)y par rapport à a sera donc la limite du rapport
B'/if/w'C — BMM'C Dmm'C'CM'— BMDB'
ou — ■ •
Mais sans changer la limite de ce rapport, on peut ajouter ou retrancher au numérateur des quantités infiniment petites par rapport à h. Si donc nous prolongeons les ordonnées BM, CM' jusqu'à la rencontre de la seconde courbe enjui, |ui', nous pourrons ajouter Taire M/xmD; et si M'^est le point de rencontre de m'CJ avec la première courbe MM' prolongée, nous pourrons ajouter Faire M'jx'w'M^'. Le dernier rapport se trouvera ainsi remplacé par
M f* f*' M' -h CM' M*' C — BMDB'
et sa limite sera la dérivée cherchée.
Or elle peut se décomposer en trois autres.
La première,
lira
Mfxfx'M'
n'est autre chose que celle que l'on obtiendrait en supposant qu'on ne fit pas varier Xo, X, et que nous venons de calculer.
La seconde,
CM' M"N
lim ; ?
ce
M']\ ' étant menée parallèle à AX, ou à CM' lim — p) ou
enfin à
De même la troisième,
lim BMDB', sera égale à
La dérivée de la fonction proposée par rapport à a sera donc
lim2F'(«)>^-f-F(X, tf)f (a) — F(ar., «)(p'(«).
288. Nous pourrions multiplier indéfiniment les exemples de l'utilité dont la géométrie peut être à la science des nombres. En étudiant les ouvrages remarquables qui ont paru depuis le commencement de ce siècle sur la géométrie pure, on reconnaîtra combien les beaux théorèmes quHls renferment, traduits en formules, ont pu et pourront encore donner des résultats utiles à la science pure des nombres, résultats qui, une fois trouvés par cette voie, pourraient ensuite être établis directement, sans le secours delà géométrie. Mais nous craindrions de fatiguer le lecteur en entrant dans trop de détails dans un ouvrage qui a surtout en vue les généralités et la liaison des théories.
Nous terminerons cette seconde Partie de l'ouvrage par l'application réciproque de la science des nombres et de la trigonométrie par l'intermédiaire des imaginaires.
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INTRODUCTION DES QUANTITÉS IMAGINAIRES DANS LES FORMULES TRIGONOMÉTRIQUES.
289. Nous avons vu précédemment comment s'étaient présentées d'abord les expressions imaginaires comme solutions d'équations, de quelle manière elles y satisfaisaient, et comment elles pouvaient servir à la généralisation des théorèmes relatifs aux racines des équations et à la décomposition des polynômes en facteurs. Nous allons voir maintenant quels avantages ces expressions peuvent offrir dans des transformations dépendant des lignes trigonométriques.
Si Ton fait le produit de deux expressions de la
forme cosa -h ^ — i sin a et cosb h- ^ — i sini, a et 5 désignant des arcs quelconques positifs ou négatifs, et les
opérations sur ^ — i s'effectuant comme nous savons, on, trouve pour résultat
cosa cosb — sin a sin b -h v^—; i (sina cos b -h sin b cosa),
dont la partie réelle est cos (a + &); et la partie imaginaire
^ — 1 sin (a ■+• b).
On peut donc écrire la formule générale
(cosa •+- ^ — I sina) ( cos b -h ^ — i sin ô )
= cos(/i -h ^) -h v'— I sin (a H- b)y
puisque nous venons de reconnaître que les parties réelles des deux membres étaient identiques, ainsi que les parties
imaginaires; et nous n'aurions pas pu Técrire sans cela, puisque nous avons posé en principe qu'on n'écrivait jamais une équation A -f- B y/ — i = A' -4- B' \f—~ï qu'après avoir reconnu qu'on avait A = A' et B = B'.
Si maintenant on niultiplie le produit obtenu par un
troisième facteur semblable cosc-f-y — i sin c, on aura pour produit une expression de même forme, dans laquelle l'arc sera la somme des deux arcs a -h i et c, de sorte que l'on peut écrire cette nouvelle formule
(cosflUrv' — I sina) (cos6-|- ^ — i sinb) (cosc -|-\/ — isioc) == ces {a '{' b -h c) -\- ^ — I sin (rt -h ô -h c),
parce quHl est démontré d'avance que la partie réelle est la même que dans les deux membres, ainsi que la partie Imaginaire. Et il est indifférent de quelle manière on eifecluera le produit des facteurs binômes du premier membre, et qu'on réduise les termes réels en cos (a-h J) ou qu'on les laisse tels que la multiplication les donne, c'est-à-dire sous la forme cos a cos b — sin a sin & ^ et de même pour
les termes imaginaires. Le nombre des facteurs sj — i qui entreront dans les termes du produit définitif sera toujours le même*, ces termes seront donc les mêmes: il pourra seulement y avoir avantage à les grouper d'une certaine manière^ qui permettra des réductions ou transformations propres à donner une forme plus simple au résultat.
En reproduisant des calculs analogues sur un nombre quefconque de binômes de même forme, on obtiendra la formule suivante, dans laquelle il est démontré d'avance' que, de quelque manière qu'on effectue les multiplications, les parties réelles sont les mêmes, ainsi que les parties imaginaires,
( (cosn -h \/ — isina) (cosi'.-4- ^ — i sin ^)... (cos/» -h ^ — i sinp).
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Et il est inutile de considérer à part les expressions de la
forme cosa — yr— 1 sin a, puisqu'elles sont comprises dans
les premières, en les écrivant ainsi :
cos ( — a )-f- >j — I sin ( — «),
et comme Téquation (i) donnera
(cosrt 4-^ — isinrt) [cos( — a) 4- ^'— i sin ( — a)\ = cos o -+- \/ — I sino = I ,
il s'ensuit
cos a — ^ — i sin /i =
a -^sj —
cos« -H V — I smtf
291. Tout cela est évident et incontestable; mais on peut se demander à quoi peuvent servir ces fictions de calculs qui ne semblent qu'un amusement bizarre, qui n'offre de remarquable que la simplicité du résultat comparée à la multitude des matériaux qu'il a fallu combiner. N'y a-t-il autre chose que dans ces jeux d'enfants où, avec un grand nombre de pièces de toutes formes, on parvient à construire des figures qui surprennent par leur élégance et leur régularité? A ces questions, qu'il semble naturel de s'adresser, il faut une réponse nette et précise.
L'avantage que Ton peut retirer de la formule (i) consiste en ce qu'elle fait connaître le développement du cosinus et du sinus de la somme d'un nombre quelconque d'arcs positifs ou négatifs par la multiplication d'un égal nombre de binômes. Or un produit de ce genre est soumis à des lois simples qui permettent de le former plus facilement que les développements du sinus et du cosinus de la somme d'un nombre quelconque d'arcs. Ainsi, en désignant par m le nombre de ces arcs, le groupe général du produit s'obtiendra en faisant toutes les combinaisons nk n des seconds termes des binômes, et multipliant chacune
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d'elles par les m — n premiers termes des autres binômes. Le calcul des termes est donc ramené d'une manière régulière à la simple théorie des combinaisons. Ceux qui renfermeront un nombre pair des seconds termes seront réels et constitueront le développement de cos {a + i -f-c . »-\-p) ;
le coeflScient de ^ — i, dans les autres, constituera celui de sin (a-\- b -j-c, , , -\-p)» Tel est donc l'avantage de la remarque qui a conduit à la formule (i)) et qui pouvait paraître d'abord tout à fait dénuée d'intérêt scienti fique. Elle conduit à deux formes différentes d'une même chose, et la transformation qu'elle fournit est d'une notable utilité.
Pour rendre cette utilité bien évidente, appliquons la formule (i) au cas très * particulier où tous les arcs a, &, c, . . . p seraient égaux ^ elle devient alors
(2) (cos a -f-^ — I sinap=: cos ma -+- ^ — i sin ma.
Or, dans le cas de binômes égaux, le produit s'exprime par une formule très-simple, et le terme général sera
— ^^ ^ cos'"~"asm'*a{ V— ' j •
On aura donc, en égalant la partie réelle à cos ma el le coefficient de ^ — i à sin ma,
^ ot(/w— i) ^ , . ,
cos ma = cos" a — ^ cos"*""* « sm' a
H ^ '-^ — 7^ cos'^^asm^û — ... ,
mim — i)(m — 2)
siD/wfl = /iîcos'^'asina ^^ -^ ^cos'"-'flsm^a -f-...,
formules auxquelles on pourrait parvenir par des procédés différents, mais moins simples.
Le dernier terme de chacun de ces développements
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varie suivant que m est pair ou Impair^ nous laissons de côté ces détails.
On voit avec quelle facilité les formules générales des sinus et cosinus des multiples d'un arc se déduisent d'une remarque qui pouvait sembler puérile, mais dont TefTet a été de présenter une même chose sous deux formes trèsdifférentes. Or la transformation des expressions est une des plus grandes ressources de l'analyse.
292. La formule (2) n'est encore démontrée que pour m entier et positif. L'avantage que nous en avons déjà tiré doit faire penser qu'on en trouverait d'autres encore si on pouvait la généraliser.
Or on reconnaît immédiatement que, puisqu'en multipliant l'arc par un nombre entier, on élève cosa^ — i sina à la puissance m; si on divisait a par un entier n^ l'ex*
pression cos — h ^ — 1 sin - serait une racine n**"** de
cosa-hy/ — isina. Car la formule (2), s'appliquant à
tous les arcs, s'applique à -» et par conséquent la puissance
I, ^ fj . _
n de cos — h v — » sin -- est cos a -f- J — 1 sina, n ^ n ^
Maintenant la puissance p de cette racine w'^"»* s'obtiendra en multipliant l'arc - par p ; donc la puissance p d'une
racine /i**"^ de cos a -\- \j — i sina ou une puissance - de
ce binôme s'obtient en multipliant l'arc a par -• La formule (2) a donc lieu pour toutes les valeurs positives de m.
Elle a encore lieu si m est négatif. Car soit m = — n, n étant positif. En entendant toujours les exposants néga-
tifs comme précédemment, on aura (cosa -+- y/ — I sina)*"
(cos«-f-y/ — isin«)" ces na -f- ^— i sîn na = cosna — y'' — i sin/za =rcos( — na) -+■ ^ — i sin ( — na) = cos ma -h ^ — I sin ma,
ce qui prouve que la formule (a) est vraie pour tous les nombres négatifs, et par conséquent pour toutes les valeurs réelles de m.
Cette importante formule, dont nous allons faire quelques applications, a été découverte parMoîvre, et le nom de ce célèbre géomètre y est resté attaché. Elle abaisse d'un degré les opérations de multiplication, division, élévation aux puissances et extraction de racines sur les expressions
de la forme cos a 4- y/ — i sin a ^ propriétés analogues à celles des exponentielles.
293. application des mêmes formules au dés^eloppement de cos"* a: et de sin*" j?.
La question que nous nous proposons est de développer une puissance entière et positive du sinus et du cosinus d'un arc quelconque, au moyen des premières puissances des sinus et cosinus des multiples de cet arc.
Occupons-nous d'abord du cosinus.
L'artifice qui conduit le plus simplement à l'expression cherchée consiste à remplacer cos a: par la demi-somme
des binômes cosa:-+- y/ — i sin a: et cos a: — y— ï sin or, ou, ce qui est la même chose, de remplacer 2 cos x par
(i) (cosd? H- ^ — 1 sïnx) r+- (cos^ — ^ — I sinj:),
qui n'est autre chose que (2) 2 cos a: -i- y — I (sinjc — sin:r),
c'est-à-dire identiquement 2 cosx.
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Voyons maintenant les avantages que peut offrir l'expression (i) pour l'objet que nous avons en vue, qui est d'avoir la puissance m'*"*' de cos a: ou de a cos x au moyen des sinus ou cosinus des multiples de x. Or il est évident que si on développe la puissance m du binôme (i) suivant la formule ordinaire, les termes se composeront du produit d'une puissance du premier terme de (i) par une puissance du second; et par la formule précédente ces puissances s'exprimeront par les cosinus et sinus des multiples de X, De plus, il ne subsistera jamais que la puissance de l'un des deux termes de (i), parce que le produit des deux l'un par l'autre est l'unité. U résulte de là que chaque terme de la puissance m de (i) renfermera au premier d^ré seulement les sinus et cosinus des multiples de x« Et comme deux termes à égale distance des extrêmes dans le produit ont le même coefficient et seront en x de la
forme cos;?a?-t- \j — i sinpx et cospx — ^ — i sinpx^ leur somme se réduira à a cos px multiplié par ce coefficient, et le problème sera résolu.
La forme (i) est plus avantageuse que (3), par les raisons que nous venons de donner ; mais cette dernière donnerait évidemment les mêmes termes que l'autre, si on s'interdisait dans l'une et Tautre les réductions, et qu'on développât les puissances de sin x — sin x qui sont toutes nulles, et dont par conséquent on est maître de conserver celles qu'on voudra, par exemple celles de degré pair seulement, où la puisance de ^' — i est réelle. En groupant convenablement les termes qui en proviennent, et qui s'ajoutent à 2'" cos'^j:, qui est toujours le résultat définitif, on peut obtenir une multitude de formes nouvelles, et retrouver péniblement les cosinus des multiples de x, comme on les a trouvés d'après la formule (i) où les groupements utiles se trouvent tout faits, parce les puissances
qui y sont indiquées de cosx ± \'—i sin.r se rëduiseni, au moyen de la formule de Moivre, à des sinus et cosinus des multiples. C^est là tout le secret de ces transformations qui causent au premier abord quelque surprise, mais qui n'ont rien de mystérieux pour ceux qui veulent simplement se rendre compte de ce qu'ils font.
294. On développera semblablement sin'^o: en observant que l'on a
2 ^ — I sinj:= (cosa: -\- ^ — i sinx) — (cos:r — ^ — i sinor).
En développant la puissance m de ce binôme, le résultat sera identique à a"* (^ — i)"* sin"*j:, qui sera réel si m est
pair et renfermera le facteur ^ — i si m est impair. Ce dé-
* veloppement présentera les termes en sinx et cosx, groupés de manière à se réduire immédiatement par la formule de Moivre à des sinus ou cosinus des multiples de x. Et c'est encore ce groupement avantageux que l'introduction des imaginaires dans sinx était destinée à produire. Il ne faut pas y voir autre chose.
Les formules auxquelles conduisent ces transformations, dont nous avions surtout pour objet de faire connaître l'esprit, sont les suivantes :
rx"-' cos'"j: = cos mx + m cos {m — 2) «
^ î cos (m — 4)^ 4- • ' •;
le dernier terme est, dans le cas de m pair,
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el, dans le cas de m impair,
Dans le cas de m pair, on a pour sin'^x la formule
2*~*( — i) sin^jT = 008/1»? — m cos (i7i — 2)j?-f-...
mim — i). - . l hi I
le signe H- du dernier terme correspondant à — pair, et le signe — à — impair; et pour le cas de m impair
m — I 2*^« ( — i) sin^j: = sinmx — m sinfm — 2)x 4- . . .
^ — smj?;
le signe -h correspondant à pair , et le signe — à
impair.
295. Application de formules précédentes au développement de sînx et cosx.
L'objet que nous nous proposons est de développer le sinus et le cosinus d'un arc quelconque, suivant les puissances de cet arc. Occupons-nous d'abord du cosinus, et rappelons la formule suivante qui a lieu quel que soit a, et
quel que soit le nombre entier m :
mim — i) cos ma =1 cos'^a — cos'"~*a sin^a -4- . . .
le nombre des termes du second membre est si m
est impair, et — -h i si m est pair; et les coefficients de ces
termes sont composés de facteurs qui sont tous plus grands que zéro. Cela posé, si l'on fait ma = x, et qu'on élimine m du second membre, on obtient
cos X = cos
** a î i ^ ^ tang*«. . .
d=— ^ ^- ^^ ^ tang»"a=p... U
et tous les facteurs des coefficients sont encore plus grands que zéro puisqu'ils n'ont pas changé de valeurs. Ce développement peut s'écrire ainsi
- i ,T{x — a) /tangflX»
cosar = cos a\\ ( — ^— ) -f- . • •
x[x — a),.,\x — (2/2 — i)fl] /tang^Y"* )
Supposons maintenant que x restant constant, on fasse diminuer a indéfiniment, ce qui aura lieu par Taugmentation indéfinie du nombre entier m : la formule (2) subsistera toujours, et quelle que soit la fraction de x que l'on prenne pour a, pourvu que a soit contenu un nombre entier de fois dans x, le développement aura une valeur constante et sera toujours égal à cosx quel que soit l'arc x.
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Il résulte de là que si Ton cherche la limite du facteur
variable cos^a et de l'autre facteur variable qui est le développement entre les parenthèses, lorsque l'on fera converger a vers la limite zéro, le produit de ces limites sera égal à la valeur constante du produit des deux facteurs variables, et sera par conséquent le développement de cos x.
Nous allons considérer d'abord le facteur cos^'a, ou cos"*~ qui est la puissance m*""' d'une quantité qui a pour limite l'unité. Mais ce serait fort mal raisonner que de porter d'abord cos — à sa limite 1 , et d'élever cette limite à la puissance de degré m indéfiniment croissant. La variable m doit être considérée avec la même valeur dans toutes les parties de l'expression \ et dans le cas actuel, par exemple, il n'est pas permis de laisser m constant
m que grand que soit m, ses puissances le seront aussi, de
sorte que cos'" — sera toujours inférieur à l'unité, et que
par conséquent sa limite ne peut être supérieure à l'unité.
En remplaçant cos — par (i — sin'-^j » il s'agira de
trouver la limite de ( i — sin* — ] > et nous allons prouver qu'elle est précisément l'unité. C'est ce qui sera évident
si nous prouvons que la quantité plus petite ( i — '—\ a
dans l'exposant et de le faire varier dans cos — • On voit
d'abord que cos — étant toujours moindre que l'unité quel-
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Tunité pour limite. Or on peut développer cette dernière par la formule du binôme, puisqu'on a — < i ? et la série
sera même très-convergente puisque — a zéro pour H «ni te. Ce développement sera
Dans cette série convergente, dans laquelle on fait tendre une certaine quantité vers une limite, on peut, pour avoir la limite vers laquelle tend sa somme, remplacer chaque terme par sa limite, et faire la somme de la série résultante. Dans le cas actuel chaque terme, excepté le premier,
tend vers zéro, en même temps que -— puisqu'il y a toujours deux fois plus de facteurs du premier degré en m au dénominateur quW numérateur; la limite de la série est donc I , et par conséquent on a
lim cos^ a r= I = lim cos* — •
Il ne reste donc plus qu'à trouver la limite du second facteur du second membre de l'équation (2)5 elle sera identique avec cos x.
Ce facteur est composé d'un nombre fini de ternies puisque m est entier 5 mais la condition de convergence des séries est remplie par ces termes , de sorte qu'il n'y a pas à s'inquiéter de leur nombre croissant, et on peut prendre un nombre fini de ces termes, à partir du premier, assez grand pour que Terreur commise en négligeant les suivants soit moindre que toute grandeur donnée, et la somme des limites de ces termes sera aussi peu différente qu'on voudra de la limite de la somme tout entière.
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En effet, si Ton prend le rapport du terme général au précédent, on trouve
tang' a.
[in — 2) 2« Or les deux facteurs positifs du numérateur étant chacun
moindres que -1 leur produit par tang*a est moindre que X * — ^ — - dont la limite est x * quand a tend vers zéro ;
et sera plus petit que l'unité, quelque grand
que soit x^ dès qu'on aura pris un nombre de termes assez grand pour que l'on ait in — 1^ x*
Mais en prenant la limite vers laquelle tend le terme qui en a 72 avant lui, lorsqu'on fait tendre a vers zéro, et ob"
,. tangii x^" , |.
servant que iim — - — = i, on trouve tl ; la li-
mite du second facteur est donc la limite de la somme de la série
H ^—7 — . . . dz _f-
et l'on a par conséquent, quelque grand que soit a:,
(3) cos^=i- — + , , 3 / - , a 3 i 5 e "^---
En parlant de la valeur de sin/7^^l, trouvée précédemment et procédant comme pour cos ma, on obtiendra pour sin x le développement suivant en série convergente, quel que soit x^
(4) sinx = ^ '■ — --\ ^ . o / g i^ ^"••••
Il faut bien remarquer que dans ces séries l'arc x est évalué comme le sinus et le cosinus, en prenant pour unité le rayon du cercle. Les formules sin ma et cos ma, d'où
nous sommes parli, supposaient le rayon pris pour unité; mais il n'est pas inutile de montrer ce qui oblige à prendre pour j: le rapport de l'arc de cercle à son rayon 5 car l'arc n'entrant pas dans les premières formules, ce n'est que dans la suite du calcul qu'on a pu admettre des choses entraînant nécessairement cette condition. Or il est facile de voir où cette nécessité a été tacitement introduite.
En effet, nous avons pris l'uni té pour la limite de — ^^— ;
cela exige que tang a et a désignent, ou les grandeurs géométriques de la tangente et de l'arc, ou leurs mesures avec une même unité. Si donc on a évalué tang a en nombre en prenant pour unité le rayon du cercle, il n'est pas permis d'évaluer l'arc a, et par suite l'arc ma, ou or, avec une autre unité.
296. Application de ces séries au calcul des tables trigonométriques. — Les angles devant être exprimés dans la table en degrés, minutes et secondes, qui sont des fractions de l'angle droit, on remplacera x dans les formules
précédentes par une fraction quelconque — de - qui, dans
nos calculs, est la mesure de l'angle droit. Faisant donc
m TT
on aura
sin( — 90® j =— • 1 ,570796327. . . j-« 0,64596409. . .
ces
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Nous n^ avons écrit que les premières décimales dans les coefficients, mais il est très-facile de les pousser plus loin^ parce que ir peut s'obtenir avec une très-grande approximation. Le sinus et le cosinus étant connus, les autres lignes s'en déduiront par des opérations simples.
L'emploi de ces formules a Tavantage de ne pas faire dépendre les lignes que l'on calcule de celles qui ont déjà été calculées, et par conséquent de ne pas accumuler les erreurs. Elles donnent toujours la valeur des sinus et cosinus naturels^ c'est-à-dire les rapports de ces lignes au rayon. Il est important de remarquer* qu'il est suffisant de calculer ces valeurs jusqu'à Tangle d'un demi-droit, ou de 45 degrés; car les angles au delà de 4^ degrés ayant des compléments moindres que 45 degrés, leurs sinus et cosinus ont été déjà calculés. Et même Euler a fait voir qu'il suffit de faire les calculs jusqu'à 3o degrés; les lignes trigonométriques des angles plus grands se déduisant de celles des angles plus petits que 3o degrés, par de simples additions et soustractions. Nous nous bornons à ces indications et renvoyons pour les détails aux traités spéciaux.
Réduction de toute expression imaginaire à
la forme a -^ b y--i . Opérations sur ces expressions ainsi transformées.
Considérons l'expression générale a -h i y— i qui renferme comme cas particulier les nombres réels, positifs ou négatifs, en supposant b = o. Elle rentrerait dans la forme
cos a -f- ^ — 1 sîn a, si Ton avait a' -h 6* = i, parce qu'alors a et b seraient le cosinus et le sinus d'un même arc, ce qui serait un cas très-particulier.
Mais en divisant par 0i* -H é* les deux termes de l'expression a -h J \f—i , on a
sja^ H- ^' \/ûM-
et Ton peut poser alors
= C0S9, - = siiiy,.
SJa^ 4- b^ sja^ 4-
puisque la somme des carrés de ces deux nombres est égale à Tunité; on aura donc, en posant ^a* -h i* = /5,
(i) a -\' b sj — I = p ( ces y -f- ^— I sin y) .
L'angle^ se nomme l'argument et p le module de l'expression a-4-b y/ — I . On est convenu de prendre toujours pour le module la racine positive de a* 4- A*. Quant à l'argument, si a désigne un des angles ayant pour cosinus et sinus les
expressions , ? ? a et c> pouvant être posi-
V^fl^ -h ^^ V^«' -4- ^•!' • • • ^ ^
tifs ou négatifs, on pourra prendre pour (f tous les arcs compris dans la formule
n désignant un nombre entier quelconque, positif ou négatif.
On voit par là qu'en appliquant toujours aux expressions imaginaires les principes et les règles démontrées sur les quantités réelles, toutes les opérations sur ces expressions se ramènent à des opérations semblables sur les modules,
puis sur des expressions de la forme cosy-f- y/— Tsino, que nous avons discutées tout à l'heure.
Ainsi , l'on aura en faisant usage de la transformation (i),
{a + ^V^^) («iH- bi^f^). . .(fl„-+- ^«V^— i)
=|3pi...pm[cos(y-f-(p,-h...-F<ï!«)-h V— isin((p-f-«p,-f-...-f-«p„)|,
[a-\' b sj — i)"* = f^ (cos/w y -t- v^ — I sin nif^) ,
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m désignant un nombre réel quelconque, entier ou fractionnaire, positif ou négatif.
On voit quelle simplification ces transformations introduisent dans le calcul des imaginaires, entendu toujours comme nous Tavons rappelé tant de fois. Nous allons en faire une application très-simple.
298. application à la' transformation des foimiiles des racines de V équation du troisième degré.
Nous avons vu que les racines de l'équation du troisième degré x^ -^px+ q= o, dans le cas où elles sont toutes les trois réelles, sont représentées par les expressions
A ^t B représentant respectivement — -dti/y-h— >
et a, 6 désignant les racines cubiques imaginaires de Tunilé,
de sorte que yA, ayA, 6 yA seront les trois racines cubiques de A 5 et de même pour B.
Dans le cas où l'on a^-f- — <^o, AetB sont de la
forme — - db n y/ — i , en posant ^ -4- — = — «* 5 et pour
mettre leurs racines cubiques sous la même forme, afin d'opérer les réductions, nous avions été conduit à la recherche de la racine réelle d'une autre équation du troisième degré. Mais ces réductions sont bien plus faciles au moyen des formules que nous venons d'établir. Il suffira, en effet, de poser
— - -f- 72 v^ — I = k (cos^ -f- v^ — 1 sin (p ,
/•' sera \ -\- n^ ou — —7 d'où
et •
37V/3 . 3v/3 / 7» pcos©=— ^ — =1 sin» = ^ 1/ — h- — ^—5
ip\lp ' psip
d'où résultera
et Ton aura les trois racines cubiques de A en donnant à cp les trois valeurs Çi et Çi zfc 2 7r. On aura les racines de B
en changeant le signe de sj — i, et les imaginaires disparaîtront des trois valeurs de x.
Nous allons maintenant démontrer un théorème d'une application fréquente.
299. THéORÈME. — Le module d^une somme iT expressions de laform,e a + b ^ — i est m.oindre que la som>me de leurs modules.
Considérons d'abord deux expressions seulement 5 donnons-leur la forme qui vient d'être indiquée, et représentons-les par
p (cos<p -4- y/ — isiny), p' (coS(j>' -f- \/ — isin(p'); le module de leur somme sera
^ (p cos(f -h p' cos (f' y -\- (psiny -f- p' sin <p' )%
ou
V^p^ -f- p'^ 4- 2pp'cos(y—<p'j;
et comme cos (cp — ç') est compris entre — 1 et -h i , la quantité sous le radical est comprise entre (p-hp')' *-'*• (p — p')**, le module en question sera compris entre la somme et la différence des modules des expressions ajoutées. Il sera égal à p -h p', si l'on a 9 — ç' = 2 w tt, et à p — p'
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OU p' — p si Ton a f^ — y' = (2/1 4-1)71. On peut donc énoncer ce théorème :
Le module de la somme de deux expressions quelcon-
ques de la forme a-^b sj — i est plus petit que la somme de leurs modules et plus grand que leur différence.
Ces deux limites peuvent être atteintes Tune et l'autre. Par un raisonnement très-connu, on passera de deux expressions à trois, et généralement de /i à n-h i, et l'on aura ainsi le théorème ci-dessus énoncé.
300. On peut démontrer plus simplement le même théorème par des considérations géométriques, en prenant tout d'abord un nombre quelconque d'expressions
(i) a-hb^—iy flf» + ^, v^— I,..., an-\-bnsJ—iy
a, &, ai, &i,..., a„, bn ayant des signes quelconques, et pouvant être nulles. Prenons deux axes rectangulaires AX, AY^ et à partir d'un point M, choisi arbitrairement sur le plan, menons MB parallèle à AX, égal à a, dans le sens AX si a est positif, et en sens opposé si a est négatif; par le point B menons BMi parallèle à AY, égal à &, dans le sens AY si b est positif, et en sens opposé si b est négatif: on obtiendra ainsi un point Mi, et en le joignant au point M, la longueur MMi sera le module (Je l'expression
a -{- b sj — I.
Agissant de même à partir de Mi avec les quantités a^^b^^ quelques signes qu'elles aient, on obtiendra un nouveau point M, ; et k longueur Mi Mj sera le module de
et l'on continuera de même jusqu'à a„ et J„, qui construiront un point M^^.!, lequel, joint à M„, donnera le module de
En joignant ce point au premier M, on aura une longueur dont les projections sur AX, AY seront respectivement
« -+- <ii -h . . . + <î/, et ^ -h ^, -+-...+ ^„,
et qui sera par conséquent le module de l'expression
laquelle n'est autre chose que la somme algébrique des expressions (i).
Et comme la ligne droite est plus courte qu^ toute ligne brisée terminée aux mêmes extrémités, il s'ensuit que /e module d'une somme est généralement moindre que la somme des modules des parties. Il peut tout au plus lui être égal; et cela arrivera lorsque, dans la construction indiquée, tous les modules seront portés dans une même ligne droite et dans la même direction. Ce cas aura lieu lorsque tous les a seront de même signe entre eux, que tous les b le seront de même entre eux, et que le rapport - sera le même dans toutes les expressions.
Remarque» — La démonstration précédente étant indépendante des signes des quantités
on peut les soustraire au lieu de les ajouter; ce sera simplement changer les signes de a et £, leur module restera le même ; celui de la somme sera seul changé ; et, d'après la démonstration précédente, il sera encore moindre que la somme de ces modules, La proposition subsiste donc, soit qu'on ajoute les expressions données, soit qu'on les retranche.
Si Ton n'a que deux expressions
« + ^^— I, a.H-^iV^-— 1,
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qu'on les ajoute, ou qu^on les retranche, le module de Texpression résultan le conjointement avec ceux des expressions données seront les trois côtés d'un même triangle^ et comme tout côté d'un triangle est plus grand que la différence des deux autres, il s'ensuit que le module de la somme ou de la différence des deux expressions de la forme
rt-f- ^ V — I
est plus grand que la différence des modules de ces expressions ^ ou au moins égal.
301 . Proposition sur laquelle est fondée la théorie des équations algébriques.
Lorsque nous avons parlé des équations de degré quelconque, nous avons supposé démontré ce théorème, que toute équation a une racine, soit réelle, soit imaginaire, de la forme
Cela nous était permis, puisque, comme nous l'avons souvent rappelé, cet ouvrage n'est pas un traité élémentaire : et nous y étions en quelque sorte obligé, parce que la démonstration est presque impossible sans l'emploi des formules trigonomé triques, dont nous n'avions pas encore parlé.
Mais dans l'enseignement élémentaire on n'attend pas pour exposer la trigonométrie que la science des nombres ait été portée au delà de la théorie générale des équations 5 de sorte que la démonstration que nous allons donner pourra être présentée aux élèves suffisamment préparés, et nous avons pu la supposer connue, nous réservant de l'exposer nous-mème après la Trigonométrie.
Quant à ceux qui ne voudraient pas faire les efforts nécessaires pour la bien comprendre^ ils pourront s'en dis-
penser, sans grave inconvénient, puisqu'ils sauront qu'il ne tiendrait qu'à eux d'être complètement satisfaits à cet égard.
Cette démonstration, que nous empruntons au Cours d'' Algèbre supérieure de M. Serrei, est fondée sur le lemme suivant :
Lemme. — Si dans un polynôme de degré quelconque m par rapport à la variable z, et dont les coefficients sont réels ou imaginaires^ une certaine valeur réelle ou imaginaire Za substituée à z dans ce polynôme donne une expression dont le module ne soit pas égal à zéro, il sera toujours possible de trouver une autre valeur pour z^ qui conduise à un module moindre que le premier.
Soit
/{z) =z Az"* -h A, z"-' H- A^z'"-^ + . . . -f- A„
le polynôme en question-, il faut prouver qu'il existe des valeurs réelles ou imaginaires de h qui rendront le module de/(zo-i'h) plus petit que celui dey*(^o) ^ ou le module de ■ * — plus petit que l'unité •, car le module d'un
quotient étant le quotient des modules, il* s'ensuivra que le module dey (-^o H- A) sera plus petit que celui de /'(^o)- C'est pourquoi nous allons chercher le . module de ce quotient et d'abord ce quotient même.
D'après un développement donné dans la théorie des polynômes entiers et rationnels, on aura
/(z,-h A) =:/(Zo) -f-/' (3„) y -h . . .
et remarquons que la valeur Zo peut annuler un certain
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nombre des fonctions dérivées def(z), mais par hypothèse elle n'annule pasy*(z) -, de plus le coefficient de /i"* ne peut être nul, puisqu'il n'est autre chose que A qui n'est pas nul, puisque f{z) est supposé du degré m. Divisant les deux membres de l'équation (i) pary(zo) et posant pour plus de commodité
ou obtiendra la suivante, en désignant par n l'ordre de la première des dérivées de f{z) qui ne s'annule pas par la substitution de Zq :
' ^ /W -^'^ Zo ^ z/ ^•••^Zo^-
Nous poserons généralement
-^ z= Cp (cosap-h \/^sina^) ,
lia
et
h = p{cos(p -h^ — isinep).
Le second membre de l'équation (a) aura pour terme général,
CppP [cos{pf H- ap) -f-y^— I Sliï(p(f-hap)],
et l'on aura
{^\J jTi / ^i-t-C„p"[co8(/zy-l-a„)4-V^--isiD(/?yH- ««)]+>■■
La quantité h étant arbitraire, et par suite y et p l'étant, on peut choisir cp de telle sorte que
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Téqualion (3) deviendra alors
-4- y/ — I sin(/2 + i <ï)■4-a„^.,)J-l-...
-4-C;„p'"[cos(m(p4-a,„) -f- y'— isin(m(5p-l-a;„)].
Mais au lieu de prendre le module du second membre, il sera bien plus simple de considérer la somme des modules de ses différents termes. Et comme elle sera plus grande ou au moins égale au module de la somme, il suffira delà rendre plus petite que l'unité, pour que le module de
— — — -— ^ so\i a jortion plus petit que 1 unité.
Pour cela nous commencerons par déterminer p de manière que le terme indépendant de p dans le second mem-
bre de (4) soit positif, cft il suffira de prendre p<C^\/ tt'»
qui ne donne qu'une limite supérieure.
Et comme le module d'une quantité réelle positive est cette quantité elle-même, la somme des modules des termes du second membre sera
et il suffira de trouver des valeurs de p qui rendent celte expression positive et plus petite que l'unité.
Or un polynôme étant ordonné par rapport aux puissances croissantes de p, on sait qu'il existe une certaine valeur /, telle que pour toutes les valeurs de p, depuis o jusqu'à /, le premier terme est plus grand que la somme de tous les autres pris en valeur absolue. On est donc assuré qu'entre ces limites pour p, le polynôme
ce
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sera négatif comme le premier terme, sans pouvoir être égal à zéro tant que p ne le sera pas lui-même ] et par conséquent l'expression (5) sera positive et plus petite que l'unité.
En prenant donc pour p une valeur quelconque entre
zéro et la plus petite des deux limites / et v tt? on est sûr que le module du second membre de (4)» et, par conséquent, de*^— ^ — - — ' sera plus petit que l'unité. D'où il
résultera que le module de /[z^-hh) sera plus petit que celui dey*(zo)5 ce qui démontre la proposition énoncée. Cela posé, nous allons établir la proposition fondamentale de la théorie des équations.
302. Théorème fondamental. — Toute équation dont le premier membre est un polynôme entier et rationnel, à coeffcients réels ou imaginaires, admet une racine réelle ou imaginaire.
Soit l'équation
(i) Az'"4-A,z—- ' -I-...4- A,„_, «H- A;„=::o,
dont nous désignerons le premier membre par f(z). Les coefficients A, Ai,..., A,„ peuvent être réels, imaginaires ou nuls; mais le premier et le dernier sont nécessairement différents de zéro, sans quoi Téqualion s'abaisserait; et l'on s'occuperait alors d'une équation de degré moindre. Nous allons démontrer que si l'on; pose ..
il existe des valeurs réelles de x et y qui satisferont à l'équation
r'est-à dire qui seront telles, qu'en effectuant les calculs
dans l'expression f{x H-j* \l — i ) , ce qui conduira à un résultat de la forme P-hQ y— '? ^^ partie réelle P soit nulle, ainsi que la quantité Q qui multipliera y/ — i \ en d'autres termes, qui seront telles, que le module ^P* + Q*
de P + Q\/ — I, ou/(a:4-Jv/ — ^)i soit nul.
Posons
A = r(cos0 4- ^— I sinô), A, = r, (cosô, -4- ^ — I sinô,),
A„==r;„(cos0;„+ y^^^sin0«),
X'\-jr sj—i :=:p(cosçH- sJ—1 sinç), nous aurons
f{x-\-xsf^)=rf[cos{mif + 0) 4- v/^sin(/wy 4- 0)] 4-...
r^n cos( 0« 4- sT-^ sin
et par conséquent
P z=z rf ces (wç 4- 0) 4- ... 4- T;;, cos0;„ , Q=:rp'"sin(iwç4-0)4--.. . 4-r,„sin0«.
On en déduira
et, d'après ce que nous avons dit, r et r,„ sont différents de zéro.
Si l'on donne une valeur quelconque à ç, et qu'ensuite
on fasse passer p de — oo à 4- oo , y^P* 4- Q* variera d'une manière continue de 4- Qo à 4- oo . Il passera donc par une valeur moindre que toutes les autres, qui pourra bien être zéro, mais jamais négative : et plusieurs peut-être pourront lui être égales. Et remarquons que ce minimum ne peut correspondre à p infini, qui rendrait le module
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infini. En donnant à la variable cp toutes les valeurs comprises entre o et 2 7r, et par suite k x et j^ toutes les valeurs réelles possibles, on aura toutes les valeurs que peut
prendre y/P* H- Q* ; et il y en aura nécessairement une, ou peut-être plusieurs égales, correspondantes à des valeurs finies de p, qui seront moindres que toutes autres ; c'està-dire que tout autre système de valeurs de r et cp, ou de jc, y que ceux qui correspondent à cette valeur du module y/P* -h Q*, lui donnerait une valeur plus grande.
Cela posé, il est évident que cette valeur minima du module ne peut être que zéro. Car, d'après le lemme précédent, si elle était différente de zéro, on pourrait trouver des valeurs de x ety^ ou de r et (f, qui le rendraient moindre 5 ce qui impliquerait contradiction. Donc les valeurs réelles de a: et ^ qui correspondent à la plus petite valeur du module^ et dont l'existence est évidente, annulent ce module, et par conséquent P et Q, et par suite le premier membre de l'équation (i).
Cette équation admet donc au moins une racine de la
forme x H- j^ y/ — i , x et j" étant des nombres réels : cette racine sera réelle quand y sera zéro. De là résulte le théorème proposé qui consiste en ce que :
Toute équation dont le premier membre est unejbnction entière de la lettre qui représente V inconnue , a une racine réelle ou imaginaire.
Il est inutile de rappeler ici toutes les conséquences que nous avons développées dans le volume précédent, où nous avons supposé ce théorème démontré.
Des séries imaginaires,
303. Lorsque les termes d'une série sont de la forme u j^ (/\/Iirj j on entend que cette série est convergente lorsque la somme des termes réels a une limite 5, et que la
somme des coefEcienls de ^ — i tend de même vers une limite t : on dit alors que la série a une limile qui est
On est ainsi ramené aux conditions de convergence de deux séries réelles. Mais il suffit souvent d'en considérer une seule, celle qui se rapporte aux modules des termes de la proposée.
En effet, on peut toujours poser
u -^ u\l — I = p (cos0 + si — I sinô)/ et la série proposée prend la forme
V j p,(cosO|-f-v^ — isinO,) H- p2(cos03-l-v^ — isinôîj-H*-» ' I H-p„(cos0„H-v^ — I sin 0„)-f-....
Or, si la série
(2) Pt-+- p2 H- . . . 4-|Da
est convergente en prenant tous les termes positifs, il s'ensuit à plus forte raison que les deux suivantes :
. 5. ( Pi COS0, -f- pa COSOj -+-...+ p„ COS9«,
^ ' 1 pi sin 0, -h p2 sin 02 -h • . . -I- p/, sin 0„
léseront elles-mêmes; car à partir d'un terme quelconque, la somme des suivants jusqu'à l'infini est évidemment moindre que dans la première. On peut donc énoncer la proposition suivante:
Une série imaginaire est corn^ergente lorsque la série des valeurs absolues des modules de tous ses ternies est coiwergente.
Lorsque la série (2) n'est pas convergente, il est possible que ses termes tendent ou ne tendent pas vers zéro. S'ils n'y tendent pas, les séries (3) ne peuvent être toutes deux
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convergentes •, car quelque valeur qu^on puisse supposer à l'angle 6, il est impossible que p cosQ et p sin 6 tendent tous deux vers zéro, si p n'y tend pas : les termes des deux séries (3) ne peuvent donc tendre vers zéro, ce qui est cependant une des conditions indispensables de la convergence. La série (i) est donc dans ce cas divergente.
En second lieu, si, la série (2) étant divergente, ses termes décroissent indéfiniment, il n'est pas impossible que les séries (3 ) soient convergentes, parce que tous leurs termes ne sont pas nécessairement de même signe : on ne peut donc alors rien affirmer, en général, sur la convergence de la série proposée.
304. Opérations sur les séries imaginaires. — Les seules séries imaginaires dont on doit s'occuper étant convergentes, ont pour somme une expression de la forme
A -f- B y/ — 1 5 et en désignant par M le module y/A* 4- B*,
et par 6 l'angle dont le cosinus et le sinus sont respecti-
A B vement ^jtï' ït' cette somme se trouvera exprimée par
M(cosG4-v/ — isinô)-
En entendant toujours de la même manière les opérations sur les imaginaires, on exécutera avec la plus grande facilité toutes les opérations sur les fonctions représentées par ces séries. Si, par exemple, on avait à multiplier deux fonctions représentées par des séries dont les sommes sont
M(cos0 -f- y/ — isinô) et n(cosç -l- v'— isin<j)), le produit serait
MN[cos(G -f-ç) + v/^sin{0 -h y)],
et il serait la limite du produit des deux polynômes composés des n premiers termes de chacun qu'on multiplierait
suivant les règles des polyDÔmes; le nombre n croissant indéfiniment. Si on avait à les diviser, le quotient serait
- [cos(0 — (p) + v^^sin(0 — y)],
puisque celle expression multipliée par le diviseur reproduira le dividende.
30S. Théorème sur la multiplication de deux sénés imaginaires. — Ce théorème n'est que Texlension de celui qui a été démontré précédemment sur les séries réelles, et il s'y ramène immédiatement.
Désignons par r„ et p^ les modules des termes de rang // de deux séries imaginaires
( r,(cos^H-y/ — isin/,) 4- rofcosfj-h v^ — isin^)-i-... ( -H r„(cos^-|-v/— isinr„)
• j p, (cosG, -f-\/ — isinO,) -hpîfcosôj-h y/— isinôj) + . . . ' -f- p«(cos0„ -f- \/— isinô;,) -f- . . . ,
et supposons que ces modules pris tous positivement forment deux séries convergentes dont nous désignerons les sommes par 5, s' \ les proposées seront elles-mêmes convergentes et nous déMgnerons leurs sommes par S, S'. Considérons maintenant une troisième série dont le terme général soit
(3) r, p„ -H Ta p„«., -+-...-!- r„_, p. H- r„ p
On sait qu'elle sera convergente et que la somme des termes aura pour limite le produit ss' , Or, il s'agit de démontrer que si au lieu des modules des termes on prend les termes eux-mêmes, on formera une série imaginaire dont la somme sera le produit des sommes S, S^
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En effet, le terme général de cette série sera
r,p„[cos(^, -f- 0„) -t-v/— 1 sin(/, H- 0«)j
r, p„_, [cos (/, -h 0„_, ) H- v/— I sin (/j -f- 0«-. )J
-f- r„p. [cos(/„ + 9,)-f-. y/— » sin(^-f- 0,)].
Or, le terme (3) est plus grand que la partie réelle, et
que le coefficient de y/ — i dans le terme (4)5 car les sinus et les cosinus ne peuvent dépasser i , et leurs signes peuvent n'être pas tous les mêmes : d'où résulte évidemment la convergence des deux séries formées de la partie réelle et de la partie imaginaire des différents termes de la série dont le terme général est (4). H est donc déjà démontré que cette série est convergente : et il ne reste plus qu'à prouver qu'elle a pour somme le produit des sommes des deux autres, c'est-à-dire SS'.
Pour cela posons
fl -f- 1*2 -T- - . . -T- /*« S,f ,
pi -I- pi -4- • • • -I- Pn = «5 n >
et désignons par a„ la somme des n premiers termes de la série dont le terme général est (3), et par ^ la moitié de n ou de 71 +1, suivant que n est pair ou impair. On sait que a„ renferme tous les termes du produit s Sp^ et d'autres encore qui ne sont qu'une partie de ceux que s^s^ a de plus que Sps'p'^ et c'est même de là qu'on a conclu que c^ avait pour limite le produit des limites des sommes 5„, s'„.
Or, si l'on désigne par S„,S'„, ^ , les sommes des wpre-
miers termes des deux séries imaginaires proposées, et de
celle dont (4) est le terme général, il est évident que ^ con-
tiendra tous les termes qui composeront le produit SpS)„
et d'autres encore qui ne seront qu'une partie de ceux que S„S'„ a de plus que S^S'^,; mais les termes de ce dernier excès ne diffèrent de s„s'„ — .ç^ij, que par des facteurs trigonométriqùes de la forme
cos/5 -f- ^ — I sin p; la somme des termes réels y sera donc moindre que
s„ s^ — Sps'p^ et le coeftîcient total de y/ — i sera aussi moindre que cette même quantité. Mais on sait que celle quantité tend vers zéro 5 donc il en sera de même delà partie réelle et de la partie imaginaire de la différence
S„S'„ — SpS'^o et à plus forte raison de l'excès de ^ sur
Mais à mesure que n augmentera indéfiniment, la partie réelle et la partie imaginaire de S^ S'^„ ainsi que de S„ S'„,
tendent vers celles du produit S S' ; donc, \] a pour limite S S', comme on se proposait de le démontrer.
306. Déi^eloppcment d*une puissance quelconque d^ un binôme imaginaire.
Si le degré de la puissance était entier, la formule ne différerait en rien de celle qui se rapporte à un binôme réel, puisqu'elle ne dépend que des procédés de la multiplication, et qu'il est bien entendu qu'on les suit identiquemenl lorsque les termes sont imaginaires. Il n'y a donc lieu d'examiner que le cas où l'exposant est positif et fractionnaire quelconque, ce qui, comme nous l'avons plusieurs fois expliqué, comprefid le cas où il serait incommensurable; et enfin le cas où cet exposant aurait une valeur négative quelconque.
Tout binôme imaginaire a + b ^ — 1, a et b pouvant ^voir des signes quelconques, peut se mettre sous la forme
p (cosG -f- v/ — I sinO)^
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en posant
^a^-\- b^z=p, : = cosO, =sinfl;
\/a^ -f- b' )Ja' -f- b^
et on peut encore l'écrire ainsi
pcos9(i -f- si — I langO\
de sorie que si m désigne le degré de la puissance en question, on aura
(rt-f- bsj—\f'=i (pcos©)'" (i-f- v'— I tango)
Le monôme pcos 6 sera positif ou négatif suivant la valeur de cosd, qui est de même signe que a, puisque nous prenons toujours le module p positivement. La puissance de ce monôme ne donnera lieu à aucune difficulté. Si Texposant a un dénominateur q^ la puissance m de pcosQ aura g valeurs différentes quel que soit le signe de m ^ nous les avons discutées précédemment, et nous n'y reviendrons pas. Nous nous bornerons à dire qu'en attribuant toutes ces valeurs au facteur monôme, il suffira d'en considérer une seule pour la puissance m du binôme
i-j-y/ — I iang{?, et c'est cette recherche qui va maintenant nous occuper.
Soit donc proposé de développer la puissance de degré w,
positif ou négatif, d'un binôme quelconque i-hxv^ — i, suivant les puissances entières et positives de x.
Nous suivrons la même marche que dans le cas d'un binôme réel, et nous chercherons ce. que représente la
série suivante :
Maïs avant de chercher ce qu'elle représente il faut s'assurer qu'elle est convergente, sans quoi la question n'aurait pas de sens 5 et pour cela il faut que les termes réels forment une série convergente, ainsi que les coeflScients
de v/ — 1', c'est-à-dîre qu'il faut que les séries m(m-^i) 7/,(7y?^i)(w — 2)(m--3)
et
m (m — i)(ni — 2)(w — 3)(w — 4)
OjS
soient convergentes. Or, en prenant dans chacune le rapport d'un terme général au précédent, on trouve qu'il a pour limite x^ quand le nombre des termes précédents croît indéfiniment.
La condition nécessaire et suffisante pour que les deux séries soient convergentes, est donc j:' <^i. En conséquence, nous ne devrons considérer que les valeurs de x comprises entre -|- 1 et — i-, mais m pourra être pris arbitrairement.
Considérons maintenant une série semblable à (i), et qui n^en diffère que par le changement de m en w'j puis multiplions-les l'une par l'autre comme dans le numéro précédent : cette nouvelle série sera convergente et aura pour somme le produit des sommes des deux premières 5 son terme général
[m -f- /w') (m -h m' — i ) . . . (w -f- /w' — /» -H i) / /ZZ" '^
s'obtient en changeant m en m -h ni' dans la première.
En multipliant la série ainsi obtenue par une troisième différant de la première par le changement de m en m"^
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on en obtiendra une autre dont la somme sera le produit des trois séries multipliées, et dont les termes se déduiront de ceux de (i) en y changeant m en m -h m'+ m". Et il en sera de même si Ton continue cette opération pour un nombre quelconque de séries semblables à (i). Pour exprimer cette propriété de la série (i), désignons la limite de sa somme par ^{m)^ nous aurons
(2) y('w) f (m') çf/w"). • . . ^f (m -h w' + iw" -4- . . .)•
Cette proposition remarquable va nous conduire à la connaissance de la fonction désignée par (f (m) dans les deux cas que nous considérons, de m positif et de m négatif.
1° Supposons d'abord m positif et commensurable, on aura
r et q étant des nombres entiers quelconques.
Dans l'équation (2) prenons toutes les quantités m', m"... égajes à m et en nombre q •, elle deviendra
Mais r étant entier, y {/) n'est autre chose que
on a donc
et, par conséquent,
ou en employant la notation des exposants fractionnaires, pour les expressions imaginaires, comme pour les réelles,
On a donc pour toute valeur commensurable, et, par con-
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séquent aussi pour toute valeur incommensurable de m, pourvu qu'elle soit positive,
\i-\-x^ — I; :=i\-\-mxsJ — i '\ [xsl — ï)
2? Supposons maintenant que m ait une valeur négative quelconque, — n, La formule (2) donnera, en ne considérant que deux séries,
équation qui deviendra, en prenant m'= /?,
Mais en faisant m = o dans la série (1), elle se réduit à I , et par conséquent on a
Donc
et comme n est positif, on a
et par conséquent
(i -hx^ — i/' et, en employant le notation des exposants négatifs pour les
Donc, quielle que soit la valeur réelle de w, pourvu que x
imaginaires
DES FONCTIONS TRANSCENDANTES DE QUANTITÉS IMAGINAIRES
307. Jusqu'ici les opérations que nous avons effectuées sur les expressions imaginaires n'ont été que des additions, soustractions, multiplications, divisions, élévations aux puissances et extractions de racines^ nous avons établi nettement la manière dont ces expressions, ou, comme on dit aussi, ces quantités seraient traitées, et les propositions qui en sont résultées ont eu un sens parfaitement clair. Or on reconnaîtra en avançant dans la science qu'il est utile de les soumettre à toutes les mêmes opérations que les quantités réelles, et qu'il en résulte une généralisation importante dans les procédés du calcul et dans les formules auxquelles ils conduisent.
Ainsi on pourra élever un nombre à une puissance imaginaire, prendre le logarithme d'une quantité imaginaire, en considérer les lignes trigonomélriques directes ou inverses, etc.
Mais la première chose à faire est de donner un sens précis à ces opérations, qui n'en ont jusqu'ici que quand elles se rapportent à des quantités réelles; et comme nous avons fixé avec précision la manière dont nous entendions
qu'elles devaient être traitées dans les opérations inférieures, c'est à celles-ci que nous rapporterons toutes les autres.
(( En conséquence, lorsque nous voudrons définir une )) fonction quelconque de quantités imaginaires, nous )) commencerons par donner à celte fonction de varia- )) blés Xjj^ z,... une forme telle, qu'il n'y ait à exécuter )) sur ces variables que les opérations inférieures désignées » ci-dessus \ et ensuite nous remplacerons x^j^ s,. . . par » les expressions imaginaires correspondantes. »
Et il est bien entendu que s'il en résulte des séries imaginaires, elles seront convergentes, sans quoi il n'y aurait
aucun sens à cette substitution. Par exemple a" signifiera qu'après avoir développé a' suivant la série
{xlaY (xîaY i-^xla-^ ' '- -1- ' i^ -h . . . ,
où il n'y a à exécuter sur x que des multiplications, divisions et élévations à des puissances, on remplacera x
par &, + è yj — I.
De même sin(a-H6Y/ — i) signifierait le résultat de
la substitution de a H- S J — i à x dans la série
et ainsi des autres.
Il faut reconnaître toutefois que si une fonction d'imaginaires dépend de fonctions déjà clairement introduites, et par des conditions qui n'offrent aucune obscurité et qui servent de définition à une fonction connue dans le cas des quantités réelles, la même définition convient naturellement à la fonction d'imaginaires, et c'est elle que nous donnerons au lieu d'avoir recours aux se-
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ries. Ainsi après avoir défini rexponenlîelle imaginaire
a" ^'~' d'après le développement de a' en série, nous
dirons que cl'\-& sj — i est le logarithme, dans la base a,
du développement obtenu par la substitution de a 4- 6 y/ — i à X dans a'. Et généralement nous appellerons logarithme d^une quantité réelle ou imaginaire l'exposant .qu'il faudrait donner à la base pour reproduire cette quantité, si cela est possible^ en entendant les exposants comme nous venons de le dire. Ce sera ensuite une question à examiner, si le logarithme ainsi défini sera le même que celui qui aurait été défini au moyen des séries démontrées pour les quantités réelles.
Cette remarque peut être appliquée à d'autres fonctions inverses.
308. Avant de procéder à aucune recherche particulière, nous établirons une proposition générale bien simple, mais d'une application continuelle. Elle consiste en ce que si le résultat de certaines opérations effectuées sur des fonctions de variables a:, j^, ^5 ... a été obtenu quelles que soient les valeurs de ces quantités et ne dépend, quant à la forme, que du mécanisme même de ces opérations; que de plus ces fonctions et les calculs exécutés sur elles ne renferment que des opérations qu'on exécute sur les expressions imaginaires suivant les mêmes règles que sur les quantités réelles, il suffira de substituer à x^y^ z^,,,^ dans le premier résultat, les expressions imaginaires proposées, pour obtenir identiquement le résultat des opérations qu'on effectuerait sur les fonctions données dans lesquelles on ferait les mêmes substitutions à x, j^, 2....
La vérité de cette proposition se reconnaît immédiatement. Pour en donner un exemple, nous rappellerons que si Ton exécutait sur x çx y les opérations indiquées comme
il suit
on aurait le même résultat en x et j^ que si l'on exécutait celles qui sont indiquées par l'expression suivante, quelles que soient les valeurs de x et j^,
On peut donc dire que la même identité aura lieu si au
lieu de a: et j^ on mettait a + 6 sj — * et «' -h 6' \j — i , puisque les opérations indiquées s'exécutent sur ces dernières expressions suivant les mêmes règles que sur les quantités réelles.
EXPONENTIELLES ET LOGARITHMES IMAGINAIRES
309. Les logarithmes des quantités réelles peuvent fttre ramenés à la base unique e du système népérien, parce que tout nombre positif a étant égal à e''*, on a û* == e*^'* ; et en posant xla = z, les logarithmes a: et jz d'un même nombre quelconque dans les bases e et a ont entre eux un rapport constant.
De même toute exponentielle imaginaire a^ k
base quelconque a peut être ramenée à une exponentielle à base e; car d'après la définition des exponentielles imaginaires, on a
développement qui n est autre que celui de e
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Si donc on fait (xla = m^ ëla = n^ on a identiquement, d'après la définition des exponentielles imaginaires,
m et n étant respectivement a et 6 multipliés par la. On peut donc se borner à considérer les exponentielles à base e, ce qui sera plus commode; on les rapportera facilement ensuite à toute autre base, si Ton en a besoin.
310, Les opérations sur les exponentielles imaginaires se font suivant les mêmes règles que sur les exponen^ tielles réelles.
Nous allons démontrer d'abord que l'exposant d'un produit est la somme des exposants des facteurs. Soient
en effet les deux exposants «4-6 \j — 1 et a' -+- 6 y/ — 1 , a, a', 6, 6' étant des nombres réels quelconques, positifs ou négatifs; les quantités correspondantes seront
^„^ ^g'^sv^^^ ^ (g'+gy-i) , (a'+e'v/=7r
Si, pour abréger, nous faisons «-+- 6^^ — 1 = m, a' -h S' V^ — I = ^-i ces deux séries deviendront
Si on les multiplie par le procédé déjà employé, on trou-
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vera pour terme général
qui n'est autre chose que le résultat que le mécanisme du calcul, effectué comme pour les quantités réelles, donne-
rait pour -^ —-
On obtient donc ainsi une série qui ne diffère de celle
en M que par la substitution de a 4- t^ à m, quels que soient
u et v», et par suite par la substitution de
a 4- a' H- (6 -h 6') /--ï à a-fêV'— i dans la série (i), et qui, par conséquent, représente
d'après la définition.
Mais nous avons démontré que la série obtenue par ce procédé a pour limite le produit des limites des séries (i) et (a). On a donc
c'est-à-dire que la somme des exposants est Texposant du produit des deux quantités correspondantes , quels que soient d'ailleurs les signes de ces exposants.
Celte proposition ayant lieu quels que soient a, 6, a', 6', on peut avoir 6 = o ou ê' = o, c'est-à-dire qu'elle subsiste quand l'un des exposants est réel et l'autre imaginaire.
Et si l'on avait a' = — a, 6' = — 6, le produit serait i ,
parce que le terme gênerai -^ — serait zéro pour toutes
les valeurs de n depuis « = i; ce qui montre que
a-i-êV— I
Si Ton multipliait le produit des deux séries
par une troisième série représentant e* "*~ ^~*, il faudrait de même ajouter les exposants a +a'-|- (6 -h S') y/ — i et a" -h ^" \j — 1 5 et le produit serait la représentation de
En continuant ainsi, on arriverait à cette proposition générale que, 51 des expressions en nombre quelconque ont des logarithmes imaginaires ou réelsy leur produit aura pour logarithme la somme de ceux de ses/acteurs.
De cette proposition il résulte que le logarithme du quotient de deux expressions qui ont des logarithmes imaginaires est la différence de ceux-ci.
312. Si l'on multiplie entre elles m expressions identiques à e«-+-^\/— »^ la somme des exposants sera
d'où résulte qu'en multipliant un exposant imaginaire par un nombre entier positif m, on élève l'exponentielle à la puissance m.
Et, par conséquent, si l'on divisait l'exposant par n, on aurait une racine /t*''"' de l'exponentielle. En réunissant les deux opérations on voit que, si Von multiplie un expo-
sant imaginaire par — > on extrait la racine n**'"' de la
puissance m de V exponentielle y et Veffet est le même que pour les exponentielles réelles.
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313. Expression des exponentielles imaginaires au mojen des sinuÈ et cosinus. Formules générales des logarithmes de toutes les quantités réelles ou imaginaires.
En prenant pour exposant de e une quantité imaginaire
quelconque J-^- X\l — i, j^ et a: pouvant être positifs ou négatifs, on a, d'après ce qui vient d'être démontré sur les exposants,
H :f^ TT -f-.
= ey (cos^ 'h- sf^ sin .r ) .
Si Ton aj^=; o, il en; résulte (4) t*^* — ' — cosf -f- v/ — I sin x,
ou
/ (cos^r 4- y^ — i sin .r ) = .r y/ — i . ;
Faisant x^ ^nt; dan$ (4), «^ désignant un nombre entier quelconque positif ou négatif,, on a
COS .r rrr I , sin X = Qy
e^, par fiiiitç^^,^ ;
et c'est là la seule valeur de l'exposant qui puisse donner Tuaité. piôur Vjaleur de F exponentielle ^ puîsqtie c'est la seule qui rqnde sin a:= o «i cos j: = 1. Tous les logarithmes de 4- 1 sont donc donnés par la formule
'\5/ i,l=2nir^ — I,
eton pourraies ajbùlêp 6 IbôtlbgârîthMe, puisque ce strsiiX simplement introduire le facteur i dans la quantité/
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La seule valeur réelle de /. i est donc zéro, el correspond à /i = o.
Si, dans Téquation (4)) on fait
X =: (2/1 -h 1)77, il en résulte
et toute autre valeur de l'exposant ne pourrait donner pour résultat — i, puisque nous avons pris pour x la valeur la plus générale qui rende le second membre égal à — i .
Il suit de là que les logarithmes de — i , dans la base de Néper, sont exprimés par la formule
/(— i) = (2/î4- i)7rv/— I
et comme a=aXi et — a^='ay<, — 1, tous les logarithmes de a seront compris dans la formule
la -k-T.n'K sj — I,
qui ne donne qu'un seule valeur réelle, et ceux de — a dans celle-ci
//?-f- [in -4- 1) TT y/ — I,
qui ne donne aucune valeur réelle.
Formule de tous les logarithmes d* une expression
imaginaire a-^-b y/ — 1 .
On a îdenliquemenl
V^fl- -f- b' y/ûM-^/
Désignant par 6 un arc ayant pour cosinus — === el pour
sinus ^ et par p la valeur positive de y/a* -f- A*, on
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aura
a-h b v/ — I = p [cos (Ôdia/îw) -4- y/ — i sin (Ôdi 2/1 tt)],
\l — I désignant dans les deux membres la même racine carrée de — i . Or les deux facteurs de ce produit ayant respectivement pour logarithmes Ip eiQ^ — I, il en résultera
l'expression la plus générale de a-^ b y^ — i en exponentielle est donc
et , par conséquent , la valeur la plus générale de
/ (ûH- byl — i) est
/(a-f- ^ V^—.O = /p -4- (0 -t- 2W7r) v'— I, et, comme conséquence,
/(cosô H- y/— I sinO) = (0 + nnn) ^—i,
y/ — I étant toujours la même racine carrée de — i dans les deux membres.
Si l'on changeait i en — i, il suffirait de changer en — 9, et, en achevant semblablement le calcul^ on obtiendrait
l[a— b^—i) = /p-+-(— Ô-4-2/i7r) sj — i,
yj — I étant toujours le même dans les deux membres, n étant un nombre entier arbitraire, positif ou néga;tif, qui, par conséquent, pourrait être pris différent dans les
logarithmes de a -h J s[~\ et de a — b yj — i , bien qu'ils entrassent dans le même calcul.
Dans le cas particulier de a = o et A = 1 , on a
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Ces formules donnent
. 04-2n7rW-'
et ces deux équations peuvent être renfermées dans la sui-
vante
d'où
la valeur de \j — i étant la même dans les deux membres ; les valeurs paires de k correspondant à l{\j — i ) et les impaires à / ( — \j — I ). Les plus simples de ces valeurs s'obtiendront en faisant dans la première /[ = o, et dans la seconde ^ = — i ; elles seront
315. Considérons encore une expression plus compliquée ^ et cherchons le logarithme de la puissance dç degré imaginaire m-h/iy/ — i, d*une quantité imaginaire
D'après le sens que nous avons donné aux exposants injaginaires, (a-+- iy/ — ^f^^H-"" indique le résultat de la substitution de m -f- « sj^-r-i à çc dans le développement Je (a+ 6 si — i)"^, suivant les puissances de x. Pour obtenir ce dernier, on remplacera d'abord a-^byj — i par
une expression trigonométrique en posant sja^ -^ b^ z= p^
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et désignant par un arc ayant pour cosinus — et pour si-
nus -• Tous les arcs jouissant de la même p^'oprîélé seront
exprimés par la formule 9 -f- 2Â7r, A' désignant un nombre entier quelconque , positif ou négatif. On aura ainsi l'expression tri gon omet ri que la plus générale de a-^h yj — i en prenant ...
a -t-b sJ—\ =p [cos(Ô-H- s/tt) -f- v^— i sin (Ô -hikn)] et, d'après ce que nous savons, On aura,
Il faut mainlenaiif:TC3Df>lacerji? par ni-ph yj^^i dans le développement de cette dernière exponentielle, ou bien^ ce qui donnera le même résultat, faire cette substitution dans l'exposant même et dévelbppei* ensuite. La^^ Signification de Texpression prpposée est donc clairement établie par l'équation suivante :
Maintenant^ rexposant. dee dan? le secpi^^ ,R^Ç|îï1>,^^Ç <ist un logarithme de l'expression propp^ée; et^; compae nous l'avons dit précédemment, on aura la formule générale de tousses logarithmes^ en y , ajoutant l'expression générale
des logarithmes de l'unité, ou 2^'?:^/— i, A' désigaant un nombre entier quelconque, positif ou négalii. On aura donc la formule générale suivante :^ i
l[a-hbij—i) ^
= {m H- wy/^) [l p 4- (ô-f aX-^) V--TJh- s/'ttv/^^.
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La règle est donc encore la même que si l'exposant était
réel. On trouve, en effectuant et supposant que y/ — i indique partout la même racine de — i ,
Quant à l'expression proposée elle-même, elle serait transformée dans la suivante :
-+- y' — I sin[/?/p-f-/^i(0 -+-2X-7r) + 2X-'7r] j
Dans le cas particulier où Ton aurait « = 0, i =1 ,
* ■ . * m = o, /i = I, et par suite o = i\ Zp zp o, 9 =iz -, cette
dernière équation Revient ... : ;
!Tt
et
ce qui est conforme à la règle dans le cas des exposants réél^, câr^ en la suivant, on écrirait
Triais, ptiîsqufe
on a
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et, par suite,
et on aura le logarithme le plus général en y ajoutant '^h!n\J — I, qui est le logarithme général de Tunîté.
316. Développement en série du logarithme d^iine quantité imaginaire. — Nousavonsvu que tonte expression imaginaire a -+- 6 ^ — 1 a un logarîlhuie de même forme-, nous allons nous proposer d'exprimer ce logarithme
par une sénei En mettant à en fdéteàr-et posant -= x^
cette expressjort devient « (i -f- x \/ — i ), et son loprithme
est égal h /à -f- / f I -4- X ^-^ I ) . La question se réduit donc
à déyeloppei* /(:i -ib J^. V'-fr; i ) en; série^ ,, . U ^^ •
Nous avons déduit précédemment le développement de /(i -hx) de celui de (i +a:)'"; voyons si Ton ne pourrait pas sembiablément déduire le développement de
'{i -hx )J — i ) de cdui de ( iH- oc \/ — i)", qui est, comme nous l^'avoiis fai t Voi h;
If > •■.uî j;;.
et qui est convergent si x est compris entre — i et 4- i.
On en déduira, cotnme. dans le cas du second terme réel, en faisan^ tendi^e wi/vers zéro,
,. (iH-JFV — i ) — I /-^— ( .r V — I ) lim zrr j? J — j -
[.icsl — I Y {x sj — I y
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Il s^agit malmenant de trouver la limite du premier .
membre. Or, puisque i-{-x yj — i = e ^'"^^v—»)^ on aura, d'après ce qui précède,
— IH i.^ 1 ^ -+-...,
d'où
/If ^
ce logarithme étant pris de la manière la plus générale. Il comprendra comme cas particulier l'expression trouvée
( I I jp j"* .— f
d'abord pour limite de -^ '- et qui s'annule avec x.
On aura donc pour le développement de /(t + arv/^— i) s' annula ][it avec a*.
et par conséquent le développement du Jogariihme d'un binôme imaginaire suit la même règle que celui du logarithme d'un binôme réel.
317. Nous pouvons déduire dç la formule (1) un développement important, celui d'un arc au moyen de sa tangente. En effet, on a
l +xsl—\ =^l-\-X^\ -4- 1 1
^ — I arctangx
l{\ -t-j7^— i) = -/(i -l-a:=») -H /--i arctangj?.
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mais la formule (f) devient, en effectuant l^es puissances de y/ — I,
/ \ x^ jc* a* / a:^ JT* \
/(n-xv^-ij=--^4-^-i-...4-v'-i i^^-y-t-y-j-
Ces deu^ valeurs de /(i-hJ:), devant être identiques, ont la même partie réelle et la même partie imaginaire. C'est ce que Ton reconnaît immédialement pour la première 5 et la seule proposition nouvelle qui en résulte, en ^alani les' parties imaginaires^ est le développement de arc tango: suivant les puissances de x. Il est, pourvu que a: soit compris çntre —1 et-i-i, i
.Xr3 jr.5 j,1
C est^ de tous les arcs qui ont la même tangente x, celui qui devient |i^^4viçç.r. . ' \,., .it»,.. f. \ ,
Celte série remarquable donne une expression du rapport de la circonférence au diaiiièlre. En y faisant x = i elle devienl .i:
Malheureusement cette série, qui a été découverte par Leibnitz, est très-peu convergente, et exigerait de 1reslongs calculs pour donner une approximation assez faible. Mais Euler à indiqué un( moyen d-eti tirer une valfeur'dc n en n'employant que des valeurs de x qui la rendent très-
convergente. Il consiste à partager j en deux arcs dont les
tangentes aiient des v^^l^nrs «impies, et de calculer chacun d'eux par sa talttgente^ qui, ét^nt plus petite que i, donnera lieu à une série plus convergente^ <
Prenant 'pour T-un de i ces arcs celui dont la tangente
est -9 on trouve, facilement que la tangente du second est
-^» et i on aura
II I ï t' r
-y =z arc tang — h arc tang ^
— 'li^'J' I Ji
On pourrait encore calculer tt par des séries plus con-
veirgentes, en partant de lare dont la tangente eat-^t, «t 4l[ui
se calculera' par une série beaucoup plus convergente que
ces dernières. Le désignant' par i, on calculera là "tangente
de 2a qui ser^.-j ou — > puis la taugentie de ^a qui sera
ou iH On voit ainsi que A a est plus grand
que -y) et il suffira de calculer l'excès ^"qàî 'est la 'dlffé*i;
rerice des angles ayant respectivement po.ur tangentes i et
I H Sa tangente, déduite de ces deux-cî, scra>^^*^i et
la série de arc tangx donnera i, en remplaçant x par — r—
La valeur de 6. se calculera donc avec beaucoup d'approximation au moyen d un tres-petit nombre de termes; et la valeur de TT sera 4(4 « — ^). . ,
"■ 318è Memarçue, -jr- On aurait pu^ déduire la Jîmite dier
^ comme cela a ete lait précédemment
dans le cas d'un binôme réel 5 niais nous y sommes parvenu plus pronaptement ici, parce que nD*s avons pii faire usage dti développement d'Une» eTtponéntîélle en série, ce qui n'était pas encore connu dans le piemier cas. On pourrait néanmoiiiâ' suivre tout à fait la même marché; t;omme
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nous allons le démontrer ^ et cela aura Tavantage d'étendre
aux imaginaires la proposition importante que a
pour limite l'unité quand a tend vers zéro.
1° Supposons d'abord a de la forme x \[—i et cherchons la limite de —- — r — - quand x tend vers zéro,
en considérant le logarithme qui s'annule avec x, c'est-àdire prenant /. i ==0.
Or op a
et ♦ ^ '
/(i-f-x^/ — i) I /(i-f-;r') , nrctang^?^ i
arctang^,
ir ^ — ^^I a y/^— 1 '^
je , . r (
/ ( i -4- x' ) ■ ' ' ' ' En passant à la limite et remarquant que tend
vers l'unité et par conséquent vers zéro, on aura
hm -^ — £=n — - = I
c(J^^mepp^r «réel., I 5. , ; ;i_-
2° Supposons en second lieu « = a -h i y/ — i, ce qui est la forme la plus générale de ce que nous avons appelé expressions imaginaires^ et cherchons la limite de
— - — f .. — -^ quand a I et o tenden^ en rn^eroe temps
vers^éro, en ayant un rapport fini quelconque., Nous aurons d'ahord
l[i + a-+-b s/—i)^-i[{i-haY'^b^]-{- V^— i arc tang — - —
Or arc tane ne diffère de que d une quantité
i • 1 ' ■ il . . ' . . 1,1;.) !.■•■• • ■ . I • ■ . I . . f f - ' f
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infiniment petite par rapporta ou simplement à i;
et /(i -h ia-ha' -hfc') ne diffère de 2 a -H a* -H i" que d'un infiniment petit par rapport à cette dernière quantité ou simplement à a, et comme a^ + h^ est infiniment petit
par rapport à «, - /[(i -h a)*-4- i'] ne différei^a de - 2 a
Je Jà
ou de €1 que d*uBe quantité dWdre supérieur; d'où il suit
que /(n-a-f-ty/ — 1) ne diffère de a -^^ h ^—\ que d'une quantité ci) d'ordre supérieur à a et 2». On a donc
/fï-f-rtr-f bsT- ^) _
a -\- b si — I a '\- b sj — i
et la limite esi i. ^
On peut donc dire que, quel ^ue soit a, r^el ou imaginaire i on JfL \
Jim :=!> ou Iira(i4-a) =é?.
Cette extension étant établie, si l'on demande la li
mite de » qnpud m tend vers zéro, on
posera, comme il a été fait dans le cas aés quantités réelles,
rexpressiôii proposée deviendra —'» et ? tendra vers zéro. Si 1 on substitue maintenant a/w sa valeur —, r ,
cette fraction deviendra —. /(i-l-j^J — i),dontlali-
mile sera /(ji-1-.r ^/ — ri), puisque -r ^ apour limite i.
On parviendrait donc ainsi au développement de
4l2i ÉTUDE DES COURBES.
l{i-hx^ — i) par une suite de calculs identiques à ceux qui ont été employés pour l (i-Hor).
320. Il serait superflu de multiplier davantage les exemples sur le calcul des exponentielles et des logarithmes des quantités imaginaires.
Les contradictions que l'on pourra quelquefois rencontrer ne seront qu'apparentes, et tiendront à ce que l'on aura oublié qu'une quantité quelconque réelle ou imaginaire a une infinité de logarithmes. Il n'y aura donc pas lieu de s'étonner si deux calculs conduisent à des expressions différentes pour le logarithme d'une même quantité; il suffira, pour qu'il n'y ait pas contradiciibn, que ces expressions différentes soient comprises dans la foraiule générale des logarithmes d'ime même quantité.
Ainsi le logarithme d une puissance n'est pas nécessairement le produit du logarithme de la quantité par le degré de la puissance^ vu qu'on peut prendre des valeuris inégales pour les logarithmes des facteurs égaux. Si par exemple on considère un nombre positif <7, et qu'on désigne par la son logarithme réel, le logarithme de \a' ou de, «a n'est pas nécessairement 2 la parce que les logarithmes des
deux facteurs sont la ± init ^— i pour le premier, et la± ifir. y/ — 1 pour le second, les nombres entiers /t' pouvant être différents. Le logarithme jdu produit a^ est donc, d'après la règle démontrée (3M),
2iadz 2;(/i H- w') it \j — 1 ,
et a ^rt n'en e^l qù'iiïie valeur particulière.
Voici maintenant une des difficultés qu'on a élevées sur l'emploi des logarithmes des quantités qui ne sont pas des nombres réels et positifs. On a dit a* est le carré de -^ a aussi bien que de -}-«v5on logarithme est donc aussi bien 2Z(— fl) que 2 /a, donc /(— a) = /a, ce qui est faux. Mais
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Eulcr a très-bîen levé cette difficulté en faisant remarquer que le logarithme de a* n'est nécessairement ni 2 /a, ni 2/( — rt), et que par conséquent on ne peut conclure la = l( — a) : il suffit pour faire disparaître Tapparence de eontradictioti' annoncée par les deux résultats, de montrer qu'ils sont l'un et l'autre dés cas particuliers de la formule générale des logarithmes de a'.
Eli: effet --^<i a pour logarithmes toutes les expressions conteBues dans la formule
Donc le logaritl^pie de — ax *-r-a a pour expressiotï générale^ d'après la règle démontrée ci-dessus pour le logarithme d'un produit.
•M-:±'(i>4-0îrv^-^''4-'/«^";(2/?' + lJ7rv^ ;
OU
■■- - ••' ■ :2//id=2(/?-|-y+iy7rv/--i. ,_.,,., , . • . • ■ . , »•>■,•.''■'• • '
r, nous ayon<5 prouvé pour Jejiogarithme du produit rt X«
et <ies deux expressions, qui nç pjçuvent coïncider, sont «également renfçrmjéès dans la formule
2/fldb aX^rV— 1^.
qui est ceJlle4iJ^^garilhinei(Je «'. ! ,-
32i. Mtai'sll rï^est; niéme pas besoin de faire usage de toute l'indétermination que comporte chaque logarithme, et on peut considérerlajolème valeur pour le logarithme des facteurs égaux. On aura ainsi, (9131^. doublant ]e logarithme
de a i, >v ^
et doublant celui de — a ' •
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Or ces deux expressions ne peuvent coïncider, mais sont renfermées dans ]a même formule
la première correspondant à A pair, et la seconde à k Impair. Et toutes les difficultés que pourrait faire naître l'application des propositions qui précèdent et de celles qui vont suivre, se lèveront comme celle-ci. Il ne peut y avoir de contradiction réelle entre les conséquences rigoureuses de principes qui n'ont rien de contraire à la nature des choses en question,
322. Expression des sinus et cosinus au moyen d'ex* ponentielles . — Des formules précédemment trouvées
(l). tf^V — » ^:: COSX H- ^ — isin.r, e^-^V — ' 3z=cOS.r — sj — ISÎn.r,
on tire
(2) C0S.r = 9 Sin.r=-^ —
Ces expressions sont souvent utiles, et elles rie sont au fond autre chose que celles que nous avons trouvées pour le développement de sînj: et cosx suivant les puissances de a:, et que l'on retrouverait ici en remplaçant les exponentielles e'^""', g— ^v— * par j^g développements en série qui en sont la définition 5 de sorte qu'on les obtiendrait directement en partant de ces développements au lîeu de partir des valeurs des exponentielles exprimées en sinus et cosinus.
Supposons maintenant Tare x imaginaire et représenté
par a -f- 6 sj — 1 .
D'après notre définition générale des opérations trans-
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cendantes sur les imaginaires, on aura
cos^a-f-6 V— -ij = i— ^ -f- ^ 5-7 —
et ce développement est la demi-somme des deux suivants correspondant respecllvement aux doubles signes
izn m . y — I
et, par définition, ces développements représentent Texponentielle
on a donc
COs(a+ g^ — I ) =
On trouverait de même
in (a + 6 y^ — 1 ) =
sm
ce qui montre que les formules (1) subsistent quand x est imaginaire.
En effeclus^nt les calculs on trouvera
e^-¥-e^^ . i?^I_tf-^
|cos(a H- 6 y/ — 1)= ces a sina ^ — i,
'sîn fa 4- 6 \/ — r) = sin a ^ -f- cosa — ^ J — i .
Si a = o, on aura
cos(6 ^ — I ) =
sin(§^/.— i) = — — ::= ^— I
sl—i
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323. Il est facile de reconnaître que les propriétés fondamentales des sinus et cosinus subsistent quand les arcs sont imaginaires*, que, par exemple, le cosinus et le sinus d'une somme ou d'une différence s'expriment par les mêmes formules que quand les arcs sont réels.
En effet, d'après les valeurs que nous venons de trouver
pourcos(6Y/ — i ) et sîn (6 y^^^), les formules (3) peuvent s'écrire ainsi ;
ces (a -f- 6 ^ — i) r=:cosacos(6 y/ — i ) — sinasin (^^ — i ), sin(a 4- 6 ^ — i) =sina cos(6 \/ — i ) + sin(6 y/ — i ) cosa.
On reconnaîtrait de même que sin(a — 6v/ — i) et
cos(a — 6v — i) se développent suivant la même loi que quand les arcs sont réels.
Il est inutile d'entrer dans plus de développements sur ce point ^ nous avons assez montré comment il faudra raisonner dans toutes les questions qu'on peut se proposer sur ce sujet.
324. Observation générale, — Lorsque l'on voudra effectuer des transformations ou opérations qui ne seront pas identiquement les mêmes que celles que nous avons examinées jusqu'ici, il faudra commencer par se rendre bien compte de ce que Ton demande^ car les difficultés viennent souvent de la mauvaise position de la question et du vague des conditions. La question étant netiemenl définie et ne renfermant rien de contradictoire à tout ce qui a élé antérieurement établi, il ne pourra se rencontrer que des difficultés d'exécution, mais jamais d'obscurité.
DES
MATIÈRES TRAITÉES DANS CET OUVRAGE
L'objet principal que nous avons en vue dans cet ouvrage est la direction de V esprit dans la recherche et dans la démonstration de la vérité. Les moyens généraux que Ton peut indiquer à cejt effet enseignent comment il faut chercher, mais ne font pas toujours trouver; le succès dépend beaucoup de Thabileié de celui qui les emploie : mais, quelle que soit leur imperfection^ leur utilité est incontestable.
Nous les avons étudiés spécialement dans les questions qui se rapportent aux sciences de raisonnement. Nous avons donné une définition précise de ces sciences, et nous avons assigné avec beaucoup de soin le caractère des questions que l'on peut avoir à y traiter.
Nous avons exposé les méthodes générales qu'on emploie à cet effet, et auxquelles les anciens ont donné les noms à' analyse et de synthèse. Nous croyons avoir ajouté quelque chose à ce qu'ils nous ont laissé sur ce point, et nous n'avons pu nous empêcher d'exprimer notre étonnemenl de voir que les Traités modernes de logique n'en font aucune mention. Celui de Port-Royal en dit quelques mots à peine, beaucoup moins certainement qu'on n'en trouve dans les ouvrages de Pappus d'Alexandrie. Mais Condillac et tous ceux qui l'ont suivi ont entendu les mots analyse et syn^ thèse dams un autre sens que les anciens; ils n'y ont vu
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qac la décompôsiiîon d'uïi iôiift idaiife ses parlîéèi, et la recortiposition de'ces piariîes poti'r't'èftîî'eiê' tbùtVlfe bhi citu que c'était en' cela ^îtiél'toàîsbîèWl lé^^t*dcédëè'dëô ^éomètres modé^n^sjdontîhnfe^tfVaîéntapp'rêcTefliéà^ et? ils leë oiit* dotiù'ëé islVW àssifàHx^b cbiilhife lés Retirés méihodeâ pt(^jr^i a dlriget^ Fëàprit'flèfns Tà¥ebilèW^ monstration de la vérité. Nous serions lïèutèùît diè iiëiiier qi!i<é ttfel^éfuVt^à^e poifrrâ'^'èbtttrîbtiër'à Tes faîrb Wvèn^r de ^cettb'etreiii^i^' '■''' '' r-^n-b -n .'r.,....,^ .i >'n>: ?'>.
>'^Après ài^^oîi' dxpôâé les'^Wklîl& applîCâW^^ tbùtèk'Tcs sfejetJéfesr dëîtéisohiièàierré; hb\W iS^tihs]\i^é"iiêèé^sëi^he ï&6fiédairt>t<pkt tappïîé^tîéhV^et'ftdtt^ âVBHé^y^'èTfiri^^ï'cet eflfec ks» àcàe^beà-ièè* pt^a^îfeîhlriplïë*^ ffa<4aîfés;"1a
1 W?6mW^<lé«¥a^p^f tS'ttécësiréSi%?^'é|^^ d8WTèttî de èi nature. Éllif tf^îèiïl sdfetitte de ^àl^Wnefeteii 1181^^^^^ léfe^ Hiiîi- »ëeé que l'ôft^'|>ô^sèdé'isftii<cif^^Hâ'{il^^ t^iïieiA laièlidièi^etpat^^îritiè léii^i^és'ïoî^.^" -«'>^'n -- < ^ /HRôur eoiuftiiiiéi' la^â^îtiÀ^ë aès^^6inBi%*s ètf'èéHé^dër^Ôidae^î nous '«t^â^» dôtkt ïdfr «a^àib^a-'fiièf-^M 'éilaclëiHètft'la natuf e d^s ^rtdtobi^s tt de ^tWdtfdtfë;^ qtîèilolïiè^^ leè \i>W'ûe te» ^àéatithom eti (^iééûV '<fes^ t^bii^éqiîencféb' tfééë'ss^ï/iés. G^i ce ^\wé6ué»^i^HaAVi ètf *n'admetfaWt ' ^ue 'tfé^ idées e« des propositions *^i étrdenïëi' p6*ar tôiis 'les hèïnmésj^ët si intiÉnemèmljé^s* ant îniprfeséidrti ^ùë léi'èbjét^ èkt^Wetrs produisent -^Ài»' teurSM^h^^ q[i^'îl''lfeW '^éttiBlé liripi^^ible d^élever^léiftoîiidre^îd^le'àlë'iïi'é^ai^'.^^^^ ' ' ' ' ' "'^
,;ii.| -.^-iv :^..'i 1 iSGÎENCE-©ES'<WOMBRÈS. ■" ■■ ' "•{••<'
'Notts'nbliè sônïîrtê^S d^ abord b'ccupé OXclusîvemenf clè'la sciënëé dfesf ttfthibréiàVq^î eVt cfelle qui etiiprunté aii monde cxtéf îeub îë inbiès de ^ônnéèl^ pîi'eniîèresl Nous avons ra pi -
dénient passé en revue les questions relatives à leur no* nienjclalure et aux opëratioJKXS les plus simples auxquelles ils peuvent donner lieu.. Les procédés* d'exécution, de -ces opérations se foudent jimnédiateiitént siur la décomposition 4es nombres adoptée dans la numération^ et c'est par caoaéq|ieDt.l!applicatiQn.dtt premier moyen iodiqii^ par la méjtlfode apalytiquck . /
Extension deri(iée d^ nombres, rr^ Nous avons bi/çntôt senti la nécessité de donner de rextensioniàt J jdée. de f^mbrqi<ivài jn'aidu^^ri^id'aJb^d qne/çelledelàf/iui^ttHté» Cette exte^sioQ. ,a pciur ohî^^ (le,P€4uir^-:âb)Un6 seule iplu- . siçurs proposUions qu'^Qa éiai,(>pbHgé< d'énotH^eriséparé- ^ment. Il y a dpnç d'^bor4,^oiidîfiiçati0n 4An^:la stiieiliee; mais il y a ç^t autre a^fin^a^ qu€| ç^tt^.giéoémliiiationi^ns,mç e^,.r,appel}q,à l'^^nt 4e8.^walç^<w^\i^aanue&;<6ntre ^ jdes cl^p^ qy^l ^q présen^faiç^t d!f^bar4rÇ<M»li|e^Nisolées\A\y ' .^. To^Mïfpis^,çiçf 9:i(aniages;>ne<speuyi9i^,Àtfi«['a<(fciUÎ«s^r|la ^çule pxten|»ion^ d'ji^ 4éiSjai^i<oii| , il lest^ jn4i$p^sa[bl!e de< repfeTidf ? Xpujtesies iprQpp/iitioiii^ é|abIie$:id'Api^s la première conception^ et dejçs.é^udjicr^t'^prè^ la >nouiv0llei <i'efti>?cc q^^;nQus,jaYP^ f;?ii^.^^f^, grawJ^c^nJ e|încMft>avottè^jugé (d^^utç^m plus nécçs^aiii;'^ d/in[sisit^ siMrijce foiçit^qiue la plupart'dçs pt^YJT^^s r^'éqiç^t^^r^s .ne, le ^lutcMït pt^s.aMCCrla rigueur nécessaire,. .çt,qve,,|4M»' tardk trompéslpsu* l^feœploi dei sigiçi^es généraux,. le9avUeu^s6e6ablen|iAdm»e4{lre oocnine vraîe^j .d^u^ tous l^ cmsj.dqs-plo^^poritiontf 'Qf^'ils «?i'aVaient (léniontrées réçlleme^t que dans, les cas l0s,plu9!«îfi%plès*4' . fi^sqlutiqn qnaly.fi{jue;'4^ qu^^l4fitesi<ptokl^^ avons ensuite résoliu,jun. G^tia^i.i)tO»i3(ibreldérpipblèmes de faire reconnaître sur des exemples faciles Temploi des méthodes générales ^exposées > dand^ la première partie de cet ouvrage. L'analyse, qui eait la seuJe^iiîétbQde.d' invention, est cçlle dont upu^iavpns fç^it usager;, f^i^isl^o^s^avons procédé tanl6( par déduction^ tantôt, par jpéduption, en
ayant toujours soin de discuter la réciprocité. La première marche est plus souvent employée; il est ordiuairem^it plus facile de déduire une proqpOsitiond'autresi supposées connues, que de découvrir>4eqiiéiles propositions on pour* rait déduire celle que Ton désigne; "mais si Von démontre la réciprocité) on «ajr ri vie atimèihe ^int par les deux procédés. Si au contraire la réciprocité n;'a pas lieu) les deux procédés conduisent à des conséquences différente^ : la question substituée à la proposée contient, dans un cas, des solutions étratigèfesi, tandis quëf dans Faùire, il y adessfolntidnspetxltiesi. ■■^^ ,■■'.>■.■ \ '
Généralité. -^ Nous nous sommes' occupé enfsui te >des moyem d^obtenir la généralité, âbitdana la^olution des problèmes '^ ) so4t dans > la ' démonstràtioi^ ides thébrèmesi L'avatïtage obcenuainàit pour' les {)Poblèmes est dt dispen** ser de-feeominenoér les càl)Qula(poiir} chaque iKM^reau /cas particulier *y m'ai8)Ia ^généralité dfc^ tlft(^rèmes est dlune.nécesM té absoliic!, puisque, t «sans c^lat, oii n« pourrait leç appliquer mètn6<i des cas parliiicu)ier6» et surtout s^il y-aMait àe& nombres ineonnus; car toute vérification sur eux. sei^it impossible.'^;- ■■■ ». M.r- ■■••'';«. ii -, .r ., ro ^ii.t
Nous> avons dit«quey poun obtenir la généralité dans, les résultats de toute quesiioa de nombres .que. d'on sait :Lé* soufre aur désdoni!iéesi.partîonlièreSi,< il: suffisait dereprér senter les nonibres donnés par des lettres^ et d'agir comwie on lé ferait sur de^: données parliculièiresv>leâropéraUdns, qui ne pourront alor» qu'être indiquées^ conduiront à, dés résultats qui ne seront euix- mêmes que des indications d,*opérations^ au* Heu d'être >des nombres comme 4^ela aurait été dans le cas où les>données< 'auraient été< des nombres particuliers.'-' • •■ «:■•'• :■:.••.'<•: ;.., • ,i,-:
L^emploi des lettres^ ou mémo d'au très isignes.arbitraii;e&, don;ne dobc Ui généralité eafaisâuHconnaiti^ quelles 4>pé«rations connues il faut effectuer :siirle6 données de tout cas
particulier, pour obtenir le j^ésultat correspondant; *et les signes employés pour indiquer ces opérations 'donnent aux expressions le pl(|s haut' degré possible de.simplicité., .
Une pareille indication se nomme, fojttiide^ t)t. les, solutions générales de toutes les questiona. de nombres ne sont par conséquent quej des: fornuiles«; , ■ ^ . . . > < ^ .
/iLà nécessitédea résultats. généraux ^e fait s/&pti 1*1 dè$ le conàmencement^ et n'a pointiéebappé auxanoi^isf Ils < ont résolu des problèpiesl et démoniré des tl;iéoràmes(}<une n^anière générale. Mais ils désignaient les>;noni3>res par le rôle qu-i^ls jouaientdana U questieny et sans av^cAi: m^mo de signes pour représenter le& iDpérations à eflectuer' sur 6ux. Il résultait delà que leurs. énoncés ^taieilt quelquefois diune gi^andé difScttlté^à <idniprrendre^'€t Jes solutîcynâ outles/dév mon&lrati'ons enjcot^e plu» îpéni&les à isuivrei.)G.-est au point qu-on ne peut s'empêcher dci^ penser ^a^ils> employaient pdur €e& recherches dés notations-plus simplds^ analogues peut-être aux nôtres, et qu'ils n^ se servaient de-J'écrîtiire ordinaire que poiir m eommaniquer aux autres. Ins-résul^ tais. Dans tous les cas, la comparaison de nos precédéa ifvec ceux qu'ils nous ont tt>anistnis est trèfr-utile à faire, pTour montrer cotnbien 1ers' raisonnements i et la sucéessâon des idé^B soîit facilités ou obsidurcisy suivant lé choix des signes destinés h représentei? les choses ^efe rieurs rapports • ^^■
Mais rinvention dé ces signes y ^si importante qu'elle soit dans la science des noipbres,' ne constiéaetpas :une science à part 5 c'est un progrès qui» n« pouvait se faire ^ beaucoup attendre dès qu'on a commencera s'océuper! de cette science poiir elle- même-, car les anciens eùhif aient isurlbiulai géométrie et ne se proposaient de problème de calcul >4t»e pour résfoudre des problèmes de géo^mé trie. Âinsi^Archlmède a tlécouvert la formule de» la somme des- termes )d«' la progreésion géométrique dont-Ja raison est i^ y pour servir à la quadrature de la parabole; il a donné la formule de la
somme des carrés de nombres en progression arïlhméiîqu ayant pour raison l'unilé, en vue d(,* la quadrature de 1
[ue
quaarature ae la
spiraje, etc. Il se servait du langage et de Técriture ordi-,
naire, et la diificvilt|e qu'on éprouve à le suivre eàt un des
i- ■ ^ ■'• '• ^=; •• •'■ i ' ■■■ ^^|-i ■•■>'>. ' • 'i ''"-^ ■.,>; - V- ... plus trappants exemples que 1 ou. puisse citer- a 1 avantage
des notations des modernes. Mais sil on voulait partager la science des nomJbr^sen deux autres, 1 aruhmeiique et 1 alrr gèbre, la première traitant Jes questions particulières, la seconde les questions générales, dansriaquelle metlxail-on les iormules d Arcnimeder Ce serait sans doute dans la seconde: on ne ferait donc pas consister falgepre dans 1 em- . plordes lettres. Mais si c est la généralité oivon prend pour caractère de 1 algèbre, il faudra y renfermerc tou$ «les iheprèmes de 1 aritbmétique qui n ont d existeiacc quer pailla généralité. Celle division de |a science des nombres fn^st prOfbre qu a empêcberceux qui commencent de comprendre 1 esprit des théories et la ^lanière naturelle avec laquelle! on a procède à Icfur formation successive: nou^ nous soii|-, mes biQu garde.de 1 adopter, et nous n en parlons ici que 'pour expliquer les raisons que n,ous avons euesd agir ainsi. .. ' , s- •. -t / ■
/l/z5e e/i équation. — Les probiefiies que nou^ a[vons choisis comme application des.méthodes £:eneralcs ont tous
été ramenés a d autres ou il s agissait de trouver un nombre qui satisfit a une çertaii^e relation d égalité. Cette subslitution de questions est de la plus grande utilité, parce qu on a des, règles générales pour résoudre ces dernières quajid r inconnue ou, les inconnues^ s il y, en a plusieurs, r^ y en-
irent qu au premier degré. , . .
..u.-..- -ix ^!i ' ii!v-.î ^.li !. -.j'- ' Mf '■'»■»'■ ' '^ ' ' ■ -i' •'■•';'". ■'' Cette transformatiQii de la question se nomme la mise en
équation.
On y parvient en Indiquant sur les nombres connus et
inconnus les operatipns par lesqu^llçs on vérifierai i si ces
derniers conviennent a toutes les conditions du problème;
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ce qui doit pouvoir se faire sî Ton s'est bien rendu compte de ces conditions-, cette vérification conduira à des comparaisons qui se transformeront facilement en équations. Or, soit que Ton procède par déduction, soît par réduction, en partant des conditions mêmes de la question pour arriver aux relations d'égalité équivalentes à ces conditions, cVst toujours la marche analytique qui aura été, suivie. Mais cette éqùivaTénce n''à lieu que s'il y, a réciprocité entre lés questions substituées successivement les tvnes aux autres. C'est ce que l'on doit examiner avec le plus grand soin; et si çeité réciprocité ne peut être obtenue, si ibviles les conditions de la question ne peuvent éirç exprimées par les écjuâtiôns, il faudra tenir compte des spliitîons étrangères ou des solutions perdues. . ,
Jiesàiulion des equaUons aii^ premier degré* — , x'our avoir la resolution générale a équations du premier degré renfermant un nombre quelconque d*inconnues,i[l suffit, diaprés ce qui a été dit précédemment, de représçijteir par des lettrés tous lés noinbres connus qiiï entrent pans ces çquations, et de suivre la même marche, toujours analytique, que si tous ces nombres étaient particularisés. Un aura ainsi des formules applicables aux cas où ces nombres. auraient des valeurs quelconques 5 les équations proposées restant toujours de même Jorme, c est-a-djre conservant aux termes correspondants Içs mêmes signes que dans les équations d'^àpres lesquelles les formules ont été détermmees.
' Généralisation par tes quantités négatives introduites daîis les données. — On serait donc obligé d'avoir autant de formules quMl y aurait de combinaisons dé ces signes, et ce nombre s'accroîtrait très-rapidement à mesure que le nombre des inconnues augmenterait; de sorte que l'on devrait réellement renoncer à représenter d*une ' manière complètement générale les' solutions des éqiiations du pre-
Jf,
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mîer degré'dans lesquelles le nombres idesinconnues^erait supérieur à iroîs, et même à demc.'. • >' ;
On a donb dô ehciflier à remédier k tout prix à c^t inoonvénieMv et«pous arons feît voir cotnmeflt oû y eîàt parvenu par^PiiiitroduoiioTi dés quantit<(s^n^iived dai^â I^s donnéesjîi&pusjavotïsdëmœitréqu'Gn tiétprmmkflt les for mules desîîpeoRitues' d'à près une corabînayofi, arbitrai t^mem choisie par- les signeà des fermes des dîfféreiites équations, onaftipait ainsi utK type d'où l'on pourrait trrer les' formules rrielatives^ toutes lescombiniakotïis po)s$ibies ide>s^ signes de ceftermes^ eni Regardant coi^me iibp4iditement négatifs les Coefficients diss* termes qui btit tchai^gédé sighé par rapport <a da eombioaison primitive^ et exéourànt lés opérations sur ces quantités négatives i^iéesnstiiivi^ntle&' règles défnontroes dans la muhiplicatibn.ou ta di^rim^ des
polynômbsc 'i -(n.b '»i«'..i i ri.- ■<■ ?• y. :.; *| ■fî '•'..î-i-i • ;;:?.>'■ -
Cette dëmonstratioQ ^antfaijbe rigoàr^isèment^ ^itsfëbl sysèèine de formulée pour l^sinconimes suffira ^poprtÀ mes les liombfnaisèHs^ die» signes des -^termes «des équations^ don 4^^' nées ; et il faut bienremarqtier qiié la manière d'effectulpi:* ces dpérations sur les 'coefficients positifs fOu négatifs ntst qu'un' procédé' cpramède pour obtenir lesi^ésultats qiie l'oit chtarcheymaris qn'il'ii'y a atpcunsens'à attsicber à cesô]^«J^ ratiéns- en-elles-mêimes> G'estieseul moyeii ée rcnferme*r tous ies systèmes de formules «n iimsetil, et il faut l'en»* ployer ou se priver de T avantage immense qu'il procure^* et que l'on sentira de plus en plus 9' mesure qu'oH avancera i'- '■ '■ i'.' • . • — i . ' . t . . . i . * ^ ( • ..■,«. , ; ' ;
Il sorait^doiic a^bsurde de ch^cher à démontrer «ces règles sur les quantités négatives isolées^ et considées il priori); puisque les procédés que ' nous» venons -d'indiquer nie sont pas pas véritablement dès opérations surdes<qnantités|, maik des moyens pnlécaniqneS'd^ dédriird divers- systèmes de for^-' mules d'un^etil, quiest un type nnîqtre corresjK>^ani à
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une forme convenue des équations données', que Ton bhoisît la plus simple et la plus facile à retenir.
LMutroduction des quantités négatives daûs les données sert a généraliser bien d'autres. formules que celles des inconnues dans les équations du premier degré, et nous eiL avons indiqué quelques autres qui suffisent pour faire sentir la fécondité de ce procédé^ dont les applications fréqweti les n'offriront plus de difficulté, parce qu on aura, bien compris que ce n'cfst pais parune pure convention, ou par de vaguea considérations à priori qu'on y parvient^ mais par rétude des questions en elles-mêmes; que tout ce qu il y a de facultatif est la volonté de généraliser, mais que le moyen d'y parvenir est nécessaire et unique, et exige uue démonstration. '
Des qkantùés négativ^esse présentant comme solutions. — Toute chose ne peut se présenter que dans les données ou dans les résultats des données. Nous venons dé considérer les quantités négatives dan^ les données des questions, il nous reste donc à les considérer dans les résulta ts<
Il est d'abord bien évident que tout ce qui est produit par le raisonnement ne peut dbhiier lieu à aucune difficul(é) si l'on s'est bieil rendii compte de ce que l'on a fait. Malheureusemetit on néglige trop souvent de s'assurer s'il y a réciprocité entre les quefetions que l'on substitue les unes aux autres, et alors on peut trouver à la fin des solutions étrangères ou des. impossibilités qbi ne isont pas dans la question proposée. Quelquefois aussi, lorsque lai réciprocité a été complète, on rencontre des formes singulières^ des indications d'opéra tionâ absurdes, auxqiielles on cher* che à donner une interprétation, tandis qu'il ne faudrait en conclure que l'impossibilité de la question .
Lorsqu'une question est susceptible de présenter plusieurs cas à peu près semblables, il arrive quelquefois que l'on en choisit un pour établir les équations, etqu'on'omet
mème3 équations. Il let^. résulte iquio lés foraiBles obteiiUesy et .que Ton crpit à |Loi;( fipplicabljs» àlousJes eas^ peuvent indiquer des Qpér^tiçu%$.|iD[ip9Mibk»>'eQ4nnkede sousiraire ui;i plus grand ^oaibr^ dLui) pijU9i|>Qtit(vAiiliqudeTemonter à la q^eftioj^ ^)la-pi$9)QtpqArr4t9.blîniles.ivéritâbIeàié^ tiotus qi^^ ,cq](ii;iiçm^^(, .^lU ,pa^ jqni : ]t^éâ^iite| «ces ^absurdités, il a^fiYç^ouvjen^/ju'qq çl^^clife i itite^ parti de-opsfonwcs^ éirangçç, qpi pfi^eQ)l <}i^«,raippQr>U|)Séduisant$ aHOcJesivéri*^ tables résulials, comme, par exemple, la forme négativ^e corre^^^da^t; àj.Vj^ cb^ng^9i^.n^i4eifi«nt$^(Ët .on^-eh peut vçnir f^ip^î^ 91 rçgaf ^j^r^ . à » V^c^ /Çf *u cprj^spopdancseft jcofmaie adflÇïissJJ;>Jçs . à prÎQiia. , MNft<^k tlvC'ih iPf^jfikJ îfftciJfltd'tntrofliiâre ces.fQrflyjçs.c^tPïnpu^iv, iftpy^fli.diJDgéïlérfiiilisalital i-îgbttrôUM sèment oémontré. ,r-uti.r --i! ^m»? »3 }U!ï)}'\\nu>-[r ■.
ÇJ'ç^l;„cîe,;qu^= H^ji^.i^yjçnj^jfoU ressof-lin direeîcbcaucoàp d'if]^{5tftpp/B., J^piJsp^Wjfn,^ QW/CjÇft^Ady^ii)tidei ccwmmeimieri le c;^lputqif€} I^oft dpît^,^isliflgç}^,^ppfe lçflié»«/!qiie «)Mpanfi la q.^e§UOQjK a j^fEjc^oftgaÎJre iMlfi)i«(iattf ï:«tofeinnéaydbàiMoun,i seu)[ système d^^^/jpa^^pns.tft'â) ^^i?ft«àiaii>fflr«ioj«ett} sy^ièmei de i fprfli:u\ç^,s^(6^^^j ppwt . t$i!lit^4 Jé^ âOlflîài w«< iipâà qvcA'ieÊ^* Sil,çn çst^i?^tricme^Jj,im#i^ q*^ ^m^Sij^i^»^ jdlé^uaUons soic^^l ipjp^qu^pia P^,^f/^,,dp :IfM^,«jj;ftUlre içoiicWngèantide signe; A^s ,|^rjijiE}f pu iiii/^ i^fipj^nuQ t«^i tendre la deà pijwsislancesr inip^îr.es,(qt iïug,J,'qi^.ç§rt^, f^pfinjqri en di»aiit qUe Vmki change x en — x, en suivant les règl^^içft 8igi>eaMia|ns la^ pQ)ynô)ueaf),,Qfî,iri^<^^,^aii<ty^^§nLisu]v<!^^^ calculfr dans, les deu^jsy^fèn^e^vq'ViQ.lQS équations cû^rçspQndamles.ne dSffélerwt, J'mije A^, J.'autjrejq«e pjapiç^^Bième «hpngementi, <it que par conséquent la valeur de x lirée de Funij&enraidi»!}'^' liquq à/Ja^aJ^UÇMd«,>r-T^.«..tîxéç v^î^ J^ que
si Ton irouYQ dftns r«n jr;=;=^.<!P>vQ»^ï*<>^vera .dans-J'au^fe X :=^ —--a^M vice <i;e;y!4v\Onxp^ut donc ae dispenvser de faire leS; de^% caIppU^ ^ «ar.^l . «çluiv qu'on .^ choisi donne
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pour «ne des valeurs de .r un nombre résultant d'opéra lions possibles, il est inutile de faire l'autre qui donnerait ce même irambre affecté du si^ne — ^î et renfermerait par conséquent des soustraction^ "impo&àibled. Et si Ton trouve pottP'O: une expriessîon négative j on srail qUfe ci'est l'autre cas 4ju'il fallait cboîiir; et Ton^connait là T^kùt tiè Î2C c[ui y .convient^ puisqu'elle doit t'tre Ic' noiribrié itiêtile (^ùi a été traiATé,;maîs pris en valeur abteoluè; Lfc*s"mérties'râis6hT](emantô' peuplent être faits quel <]|ie' soif le nkiWribi^ des iii-
connuesii •■».(■• ••'{!.•''. - ■-; .î- '• > .--•'•'■ ■••=*"
:iCe^ diecussiotasétaint faites .'àvànt de eotninètî(;^^ lès calculsy'et 46ut>oé q«ii peut- arrrYè^ étant ^révii,' l'es'i^él^îtât^ nesupprondront nullenà^nt,' et les formules pi^oV enfant d^tt'h seul calcul fefO»tJ<K>nnaltrésâttsf'd5fflirtiltë^béllès'^<5['àî correspond raient à tous les autres. ..nihJiïîu'i rt. '.,1 • .Koufr4i»voiis choisi pour'exéfi'ipk'nti prëblémél'rè^srthpre, dontMlesoAS^ extrômemënfl vaHé^j pttoVièiit' è{re'Wnïfertiids darisxifiiiii'^eul' système! d^ë^jitài'îofns, quî' s^ gëhër^àlî sent 'par la< considération ides ValeursinégàtivëéVl^tift 'poui^^'W^ déhnées^que pour ks tncôiVnué^: béfiis «étté^éitiôVr'il'y à'à coœidéftetrlés^kîotleinîtikle^idfè'dëUtfpicyîâ^^^^ senfr de leu^s momemetits^^t h gfattdetïf dfe lèilits -i^hesâci' : coi quit donné li«a à beaùcOujV'de corabïrtàièbu^difïek^enie*', pour lesqoielles il faudrait 'authnt d^farttititefedi^trnctès pour ftiife connaître l'époque et'la|)Odîlîon' <fe leur côïheideriee passée <Mi fa-turcJ;-''^ '-'^ i>!>.vrii-; .;-. . >. - •> . i .•..=^--t:
La'discuksidn^âr laqu^eile nous ^ous soiliittès Htf^ "âtèc tout le soin ei tous les détails que demandait Une question prise comme prcmierexemplf , iï<>us a corid>>rt à la ^roposiiioh' suivante!; • ■"'' » '^- ■ * '■ ^ •'■ î'^'-'r*^" » ; '•
«5fV un point se meut uniformément suriirie tighè donnée^ depm's un temps indéfini ^ on peut représenter par'ùnefor'mule unique sa position par iàppoi^ à une origine fixe prise sur cette ligne y à une épotjue an téHèure où postérieure
à celle {fui est prise pour origine des temp^y aiix conditions mxsftintes : \^ que la lettre qui représente le ipmps soit regardée comme un nomhre lorsque l, époque sera d^ans Vùn dès deux sens, par exemple dans P avenir* par rapport ^ à' P origine des temps ^ et comme représentant un nombre' affecté du signe — lorsqu'elle sera, dans le sens opposé; 2° que les leftrès qui tepi'ésentent les distances ^ initiale^ ou variables ^ a V origine prise sur la ligne, soifçnf regardées conime de simples nomf)res d^un côt/é de cette Origine et comme desiiomhtes affectés, du signe -^^ du côté opposé; 3** Que là lettre aui représente la vitesse suit regardée conime un simple nombre quand le inouuement à' lieu dans iin sens^ pjar exemple celui qui a été choisi pour les distancés^ et cofnme un nombre né sàtif quand il a: lieu eu sens oppose , * ^ , . . .
Et 51 n*y a aucune règle de sig^çs à déprionlrer, puisque la général isatiou n'a été établie qu'à la conditioil expresse qu'e^ ces quantités négatives géraient traitées suivant les i^èôTès des signes dans les polynômes, seul cas où ejijes aient un sens. . . . r . »
b\\ on a plusiei^rs poipts^ le mouvement de chacun serfi déternaîné généralement par une seule équation, et toutçs les circotistances que peuvent présenter leurs positions. relatives, seront représentées par des formules générales.
' Ce procédé de généralisation s'applique aux questions lés plus variées \ les exemples que nous avons donnés^ suf- 6sént pour le. bien faire comprendre. Son importance ^ thaniféstera surtout. dans les applications du calcul, n la géométrie et ensuite à. la mécanique; mais il^ne faut pas oublier que dans toute nouvelle question, .le droit de l'employer doit être démontré avec la même rigueuç q\ie dans lés premières théories à l'occasion desquelles nous l'avons fait connaître. t
Expressions imaginaires, — Les équations du second
degré présentent daDS certains cas des formes singulières diflTérentes dç celles que peuvent présenter les équations du premier degré. Comme il entra des radicaux dans les formules auxquelles elles, conduisent, il peut se faire que Ton soit amené à l'indication de la racine carrée d'une cxpresr sîop négative; ce qui est une» impossibilité auirt; quecyeUe qui consiste .dans une simple expression, négative. Après avoir montré Torigine de ces nouvelles formes qu'on appelle imaginaires^ et c^mment^ il faut. entendre les opéralions à eflectuçr sur elles pour qu'elles satisfassent aux équations d où elles proviennent, nous ayons montré comment elles pojuvaient être, comnie les quantités négatives, un moyen de'généralisçr des formules. Ce n'est qu'en Jes employant qu'on peut, par exemple, énoncer cette proposition générale, que tout polynôme entier est décoi^po^able en alitant de facteijrsdu premier, degré, qu'il y a d'ui^tés dans son propre degré. Ces expressions imagi paires qui se présentent d abord comme résultats, et satisfont aux équations enfles traitant suivant le^ mên^s règles que les quantités réelles, peuvent aussi être utilement introduites dans les données, même à la condition de les traiter tonjcpirs de Ta même u^anière, et donnent lieu à d^s transformatippâ et des découvertes importantes. C'est surtout r^ppliçatiçm réciproque de la science dias nombres et de la géométrie qui met en évidence les avantages de Tinlroduçtion des imacinaires, et nous les avons fait, ressortir avec tout le ^ soin que mérite cette métbo^e, si bizarre de déduction et d,e re-r c^iercVe : méthode aussi sùrc que celles qui n'eniploient que des quantités réelles'; dans laquelle tout est déniontré avec une entière rigueur; sans qu'il y ait rien à demander sur la manière de calculei* ces imaginaires, puisque la manière de les traiter a été une condition expresse de leur introduction.
Par la manière dont nops avons introduit daç^ j^ calcul
les expressions négatives^isaléBS); cl avoiimisr ou nba à des radicaux daisecond diegré^.il n^y avsit^ comme tieo^rirYeiis drt^ aucune rè^adéfiionfifierpoiir les opératnyns (|ue'rbn pouvait avoir â exécuter suinellesv Maïs plusieurs gralids géomètres out pensé autrement,' et twrft crti pouvoir démonlr.er ie$ règ\f iSi d( priori^ et détermÎTier le r«rt*g que lës'quautîlés négatives devaient occuper dans l'échelté dèlïgrâii- ^deur^r Su^îtCe deppi^i" point stmotit ils ne îs^' s6tf < pas ^çcpf4és; Lqs uns >Glnttvoulu^«{«i'ellie$ fussent' con;iîdêréès çpinmeplufiîipieiiteçquje zir&^^es^mite^fi^'^iii rrfusé^i*Ces içjées lappuyées des noms det'Li^ôJéepd'^AIénAërt, Ga^tibt, i^ou,^ ^ç^t pqiriii méfiiter ïuueiéfatatibh ^i'aîsbiittéè, é't 'iioitià fen avons faitlîobjeld'ua chapitre sp^dÎÉlh*' ' • ' ' ' ' ' ''■''' . /^JS^iennotii éonnesSy^auT^ ' ^ir)^|:>f»t/ïfirVi^**iièS 'ëx^Wants àipf^i Dt^ç. dlî^lwîdofiaii rOesca rt8s<^our AtkpW fife^ l^€rfrpt*è^^ôn . 4i;,îpiwJuU 4q ! faqteuns ^ égauBCif • t^pwavtfîéttl îêlJrè' tf ttll'tq;ûe . ,dç^; jjiQpibf es> »ei|^4iera. ^ lies 'muItiplt<3ationi$ 'et ^^ 1^ dpjspw^wiwîes d^un lUi^me lioinbi>c!€|«fvécîuréfflfelll à'dfe.VàdldijtjafiStetdQs jspuftlirQCtiéii^ sur lestsxp^àntsj lés'élévàlîotts jà d(e nou;y^|l^.pui8saaoeè'se•faiisa4elAt pa'i' »là MuUij^li^tfdn
^quand elle ét^itîpossiWbr.Mdîs^sî^eS'expofîiah'tsMét^^^ détec^pés^ e| ;qu x>n jgnér^t lequel est le ^nàgf^h'd^^j* eu si Ja dilKisjJ>iIit4'^ftt pQssijble par le degi'é !de i'à racînë/tori ïie ppuyailiiappliquerces règles- de la divîsïoii oh de rékli^t- 4oii d^6 racines ç car «eile^auriiientcôndlïit dans rùn^dé-ées cas à ua.;e?(po^nt.i>égatif^' et ilans^l^autrë à un exj^knt fracûonu^^xe. H\élaît donc natUrd de cbet^hW"a Véttiedîer ,^.ç;etl|e îq>per(eclion^<et5C«Bt cIb qu©>Pon la fait lén don'tfifnl junoi^doub^ extension aux exposants^ et les confsidéràiit conmie ppuvanti être des nombres quelconques^ posîtifi'ou i;i^galifs«Xa définition plus ^^nérale à ;laque!lé on -a été ainsicgnduit offre Tavantage de représenter pirûtie même notatienlesipuissanceis et lesracineà, ainsi que les récîpro-
ques des unes ou des autres. Par ce itidyéit une seule formule en remplace filusieiirir; et db plus il y a, comme dans toutes le» généralisations, agraiidisseOient pour Tesprit, puisqu'on lui 'fait don naître aimif ïe^ tfxkftlogtes qui existent entre des cliose» qui «embèsNmilf iiio^éies, et qui ne sont que de3 variétés é^nmtaMne'chme'h laquelle il isiiffira de s'attacUet.i- .'^ .'.'■■• :m ■.:•*>.' '
.. Mais U nefiaot puS'OVitdier cpip tes -proposi-tioti^ qui n^avoient él4 éti^ti!!$ quiâdaiia le ^ca^d^ex'p^i^satib ekytîeris' et ss^ns «igné» ne peuvent èlr&admises quf apràs tine <ïém'ù^^ti*atîon appliqu^c^k nouAielleid^Enition*, cft è'é^tiriiiri ^tilt^ment que ^-PQ, aipu^bl^i'tla généraUsatiîdtï si Wtilé' dbs théorèmes et des foijniuWrelatîfsUiix exposants.- '
Une de$ plus utiles ^plications^qu^oiv eh a^faites èoh^iste à considérer toUs^^le^nom^rescointiie'^^pdavaht^èifré' i^^rësenté^ par ifis puissattC(^»f)OshiiTf>9 oti'niêgâtivës d^iihë'inèMe base. Parlàilesiopératipiis isur Jts iiotifbreë'ii^'troXivént çopsidiérablepaeM sifnpi'ifiëesv 'lorsque oettie tfffhsftfritiatibn asété etïpctuée,r et qu'une table ««iffiisamfnietTt iEixabtc èr été cQpstjpui(e'£|<çet{eâib|. iNtwsin'^evi^ dirons: pas jdtiTëhtàgë éïiV la copc?ptiçiQ.|dtes; log0rî^m(%,fdbnt 'lèS'^tl'âités-'élétnléiitÀÎ^^^ pré3entçut Ui tUéoPÎef tsàns-âifficulM^pôS^iblé. - '
Cofiiinuité des ifonétîomi -^-^ La 'possfhiUté de ivpréèéiiter tous le$ nônibres pari une éx'poiiantiéH^ variable est fondée! sur la considét^tlonl»(le Ja'^eontinuité idie& fonctions, que nous démontnoas avec détail, 'èit qui conduiti quelques proposi tipn s i mpor tantes ^ s ur lés -polytiômes ^ntierè^.
Transformatio^i 4ié8 . fonctians et dèï équations^ — Nous nou3 jOcciçons! enduite «à^'unfe'raéthodè gériéralé dont les applications soiutrès-fréquentes et se tapî)è'rt\ènt' àiix questions les plus taHées^Jce^t celle de la tjf*at)sformâtîon des fonctions 9 ctpar auitedes ëqWtionSj'ptar chaiigettient de variables. La dépendance qu'on établit eritre les premières et les nouvelles variable» ou incônnuesy est arbitraire ot on
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la choisit suivant la nature des questions, en ayant soin d y laisser des quantités indéterminées dont on profite pour opérer des simplifications. Ce procédé est analytique, puisqu'il ramène une question à une autre, qu^on lâche de rendre plus simple; mais si le choix qu'on a fait de la forme de la relation des variables ne conduit pas à une question plus facile à traiter, on Tabandonne et on en cherche une autre : l'analyse ne peut que diriger des essais qui trop souvent ne réussissent pas. Nous avons fait quelques ap|>Iications de cette méthode à ia théorie des équations algébriques que nous traitons très-rapidement, en renvoyant aux traités spéciaux. Une transformation particulière nons a conduit à la considération des polynômes dérivés, dont nous avons démontré quelques propriétés utiles et qui isera généralisée plus tard.
Nous faisons connciitre ensuite une méthode très-féconde, due à Descartes; et qui a pour objet la détermination d^expressions dont la forme est donnée et dans laquelle il reste à chercher les valeurs de certains coefficients. On obtient les équations qui les font connaître par le procédé général qui consiste à vérifier si les conditions de la question soat remplies. Descartes an a fait Tapplication à la théorie des équations du quatrième degré, et au problème général des tangentes aux courbes.
Mais pour que Temploi de cette méthode soit sûr, il faut que la forme que Ton prend pour l'expression chejrchée soit rigoureusement établie; ou que, si elle est prise d'abord hypolhétiquement, on démontre à la fin qu'elle satisfait : conditions auxquelles malheureusement on ne se soumet pas toujours.
Nous terminons ces premiers éléments de la science des nombres par Tétude des séries. La méthode de développiement des fonctions en séries a pour but de remplacer des expressions compliquées p^r des expressions plus sinypi^s^
EXPOSÉ STlfOPTIQUE. 4^3
mais aussi dont le nombre est illimité. Nous établissons les conditions rigoureuses qui rendent leur emploi légitime, et nous doninons les principales règles au moyen desquelles ■on peut reconnaître si elles sont remplies.
SCIENCE DE L'ÉTENDUE
^ . Les objets qui nous entourent font naître en nous les idées de grandeur, de formo, de situation, de pluralité, de résistance, de couleur, et bien d'autres encore. La faculté d'abstraire, qui nousiqst naturelle, nous permet de nous occuper isolément d^une ou de plusieurs de ces pix>priétés ; ce qui en rend Vétude plus facile. .
INous avons commencé par i^con$idérer exclusivement la pluralité ou le nombre, comme étant la nation' la plus simple^ et un élément indispensable de l'étudë^e toutes les autres : noua avons indiqué les iodées premières qui accompagnent nécessairement celle des nomlM'es, et nous avons Gon^itué les éléments de cette science. '■■■ ' > . Nous sommes pass^ ensuite à l'étude des eorpg considérés seulement spusi le rapport de !« tendue^; Nous avons' établi les notions premières' d^t toutes les ' lois dé l'étendue sont des conséquenoes nécessaires, et qui résultent d^expériences, d'observations et de réflexiobs dont nous avons perdu la trace, mais qui ont laissé. en nous le sentiment QOjinplet de révi4en ce. Ces notiops^ quoique plus multipliées que pour la science des nombl'es, sont cependant assez restreintes. Il faudrait leur en ajouter iquel<^nes autres si Ton voulait considérer les corps sous le rapport de leurs actions mutuelles et des mouvements qui peuvent en résulter; et ibien d'autres encore si l'on voulait lés considérer avec toutes leurs propriétés naturellies; Mais la science de retendue, doit être étudiée, ainsi que celle des nèinbres, avant toutes les autres, parce qi|e dans- oes dernières les
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idées de nombre et d'ëteftdue s'introduisent nécessairement, et c'est d'elles seules que nous nous occupons dans cet ouvrage. ,
Notions premières. — Les auteurs d'éléments de géométrie ne sont pas tous partis des mêmes notions premières, et il en est résulté des différences notables dans Tordre et la démonstration des propositions qui s'en déduisent iinmédiatement. .
Ainsi le Traité d'Euclide diflfifere beaucoup, au début, des plus célèbres Traités •modernes, par suite de la notion différente qu'ils admettent pour la ligne droite. Euclide la considère comme déterminée de position' par deux de ses points; les autres la définissent cbnnhe le plus court chemin entre deux quelconques dé ses points. Celte dernière définition faciliterait beaucoup la démonstration des premières pt*0]^it>tfns ; ntais rfoùs avons fait voir qu'elle était tout à fait inadmissible/ Et, en éffÉt, en géothétrie l'égalité se reconnaît par 'la possibilité de la coïncidence, et la nolion de Tinégalité en est la conséquence; la comparaison des longueurs de lignes de formé quelconque, jpoùr lesquelles la superpositit>n est impossible, ne peut donc être conçue au début dé la science, et ne peut servir à la défi'nîtion de la plus simple de touttes les lignes, de celle à laquelle on cherchera à ramener toutes les autres.
Nous avons donc -jugé à propos d'abandoliner complètement les errements nouveaux,' et de revenir à l'exposîtiôn faite par Euclide des premières théories de la science de rétendue.-
Mesure dès grandeurs. — Nous avons procédé ensuite à la mesure des ^quantités pour lesquelles la question peut être ramenée à ht cofisidération de l'égalité, tels sont les figures planes içriirinées par des lignes droites, les àngtes et les solides prismsrtiques. Enfin nous avons résolu un certain nombre de problèmes, comme exemples de diverses
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méthodes applicables à ces sortes de recherches, et particulièrement de la méthode analytique qui les domine toutes, et que nous avons fait ressortir avec grand soin.
Des quantités considérées comme limitt^s de séries ou de sommes d^injînimcnt petits, — La comparaison des grandeurs ne peut pas toujours être ramenée à la considération de régalîté. Les figures planes terminées par- des droites peuvent être décomposées en triangles dont la mesure se ramène à celle des rectangles^ dont la comparaison au carré pris pour unité s^effectue par la décomposition en parties égales. Mais il q «n est pas^demème des figures terminées par des courbes; et pour la comparaison des surfaces des cercles soit entre elles, soit avec Tuni té/ il a fallu avoir recours à de nouvelles conceptions < C*<ist à cette occasion que les anciens géome^tres ont* imaginié de coi^sidérer les grandeurs comme limites'djiitres grandeurs variables, dont la comparaison était plus facile.MIs cherchaient alors la re« lation entre ces nouvelles gra^ndeurs, et après en avoir tiré par induction celle qui devait exister entre les proposées, ils la démontraient rigoureusement par la méthode de réduction à Tabsurde. Les variables considérées par Euclide spnt des sommes de grandeurs constantes en nombre indéfiniment croissant ; c'est-à-dire, dans notre langage, qu'il regarde les quantités en question comme limites dç la somme des termes de séries convergentes : et tl dénK)ntre cette convergence en s'appuyant sur ce- théorème* général que si l'on 6te d'une quantité quelconque plus de sa moitié, puîà du reste plus de sa moitié, et ainsi de suite indéfini ment, on pourra parvenir à un reste moindre que tonte quantité désignée. • '
Archimède, au lieu de considérer les qtiantité.s.à mesurer comme égales à une somme de quantités fixes, plus un reste indéfiniment décroissant, les considère comnie composées d'une somme de quantités variables indéfiniment décrois-
santés, et d'un reste pouvant devenir moindre que toute quantité donnée.
C'est à cette occasion que nous avons exposé les principes de la méthode des limites et de la méthode des infiniment petits. Nous en avons fait l'application à diverses questions traitées par Euclide et Archimède, et qui se rapportent à la mesure des surfaces planes, des surfaces courbes et des volumes des corps terminés par ces surfaces. Et nous ferons remarquer qu' Archimède est le premier qui se soit occupé de la mesure des lignes courbes et des surfaces courbes ; il à demandé à cet effet qu'on lui accordât quelques propositions comme évidentes, et il a pu ainsi accroître considérablement la science. Mais quoiqu'il n'adopte pas pour la ligne droite la définition des auteurs modernes, il ne définit pas plus qu'eux ce qu'il entend par l'égalité delongueur de lignes qui ne sont pas super posabl es. C'est pour cela que nous rejetons sa théorie et que nous la remplaçons par une autre que nous espérons que Toii adoptera un jour.
DE L'ÉTENDUE
Toutes les grandeurs que l'on considère dans la géométrie étant susceptibles d'être exprimées en nombres, on conçoit la possibilité d'appliquer Tune à l'autre chacune de ces deux sciences. Pour résoudre un problème de géométrie au moyen des théories de la science des nombres, on commence par chercher des équations entre les lettres qui représentent les lignes, tant connues qu'inconnues, qui entrent dans la question; et nous faisons connaître à cet effet la règle générale donnée par Descartes, et reproduite par Newton. Les équations étant trouvées et résolues^ on a les formules des opérations à faire sur les nombres qui mesurent les grandeurs données, pour obtenir ceux qui mesurent les inconnues. Arrivé à ce point, il y a deux manières d'aebe-
ver la solution, suivant qu'on se propose de calculer réellement ces derniers nombres, ou de trouver les constructions à faire au moyen des grandeurs données pour obtenir les grandeurs cherchées. Dans ce dernier cas, le calcul est un intermédiaire qui ramène les constructions demandées à celle des expressions algébriques, pour laquelle on a quel' ques procédés généraux.
Il y a une remarque importante à faire sur les équations qui renferment une ou plusieurs espèces de grandeurs concrètes évaluées en nombres, sans que pour aucune d'elles on ait pris une des grandeurs données pour unité. Elle consiste en ce que tous les termes sont homogènes par rapport à chacune des espèces distinctes de grandeurs; elle n'avait pas échappé à Descartes, mais nous avons du la traiter avec beaucoup plus de développement.
Quantités nègaiwes dans les résultats ou dans les don" nées. — Nous avons présenté, comme exemples des méthodes, quelques problèmes de géométrie, et nous avons discuté avec beaucoup de soin les divers cas qu'ils renfermaient. Dans l'un d'eux nous avons remarqué une solution étrangère, et nous avons montré que cela tenait à ce qu'il n'y avait pas réciprocité entre le problème proposé et le problème de calcul auquel on l'avait ramené. Dans d'autres nous avons reconnu que les équations auxquelles on était conduit en partant de chacun des cas que le problème comporte, étaient quelquefois les mêmes et quelquefois différentes par certains termes. Ces différences peuvent disparaître par la suite du calcul, surtout par Téliminalion de radicaux du second degré; mais elles peuvent aussi subsister dans les équations rendues rationnelles. Plusieurs des problèmes que nous avons tràîtésont conduit à des équations différant les unes des autres par les signes des termes renfermant l'inconnue à des puissances impaires seulement; et cette circonstance correspondait à un changement de direc-
tion delà ligne représentée par cette inconnue. Il est résulté de là que Tune des équations suffirait, à la condition de porter les lignes correspondant aux racines négatives, dans le sens contraire à celui qu^on avait choisi pour mettre en équation.
Nous avons reconnu qu'une formule importante, d'un emploi très-fréquent , se trouvait généralisée par cette même considération ; c'est celle qui exprime la distance de deux points. Une seule forme suffît à représenter les cas très- variés auxquels peuvent donner lieu les positions rela*tives des extrémités. La démonstration doit en être faite, une fois pour toutes, pour tous les cas possibles 5 et Ton peut ensuite l'appliquer sans nouvelle discussion et sans avoir besoin de se préoccuper d'aucune règle de signes, puisque la démonstration de sa généralité est faite sous la condition expresse que les opérations sur les quantités négatives soient exécutées suivant les règles démontrées dans le cas des polynômes, le seul où elles aient un sens.
Cette formule et d'autres qui, comme elle, se présentent souvent dans l'expression des conditions géométriques en équations, étant démontrées générales sous les conditions que nous venons d'énoncer, rendent assez facile la démonstration de la généralité des équations, quand elle a lieu. Mais il ne faut pas oublier que cette démonstration est indispensable, et que la science doit repousser les principes fondés sur des analogies vagues , indépendantes de la nature des questions auxquelles on prétend les appliquer.
Trigonométrie. — Les données et les inconnues des problèmes de géométrie étant des lignes droites et des angles, il aurait été utile d'avoir des équations entre ces quantités; mais la complication que présenteraient ces relations y a fait renoncer, excepté dans quelques cas très-particuliers. D'ailleurs, ces sortes d'équations ne sont connues que depuis les progrès récents de la théorie des séries, tandis que
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celles qui sont utiles dans les cas ordinaires le sont depuis très-longtemps.
L'idée heureuse qu'ont eue les anciens pour éluder la difficulté de trouver des relations entre les côtés et les angles des triangles, problème auquel se ramènent tous les autres ; a été de considérer, au lieu des angles eux-mêmes, des droites qui les déterminent, et, réciproquement, sont déterminées par eux. Us ont choisi à cet effet les lignes, ou mieux les rapports de lignes, les plus commodes, et ont trouvé des relations entre ces quantités et les côtés des triangles. Us ont ensuite construit une table qui faisait connaître les unes par les autres ces quantités et les angles correspondants; de sorte qu'il était indifférent d'avoir des équations dans lesquelles entrassent les angles, ou ces quan-^ tités auxiliaires que Ton nomme lignes trigonométriçues.
Généralité des formules trigonométriques , — Cette conception est Tune des plus importantes dans l'application réciproque de la science des nombres et de la géométrie ; et ce qui accroît beaucoup l'utilité des équations auxquelles elle conduit, c'est la possibilité de renfermer, sous un seul type, toutes les formules relatives aux divers cas qu'une même question peut présenter. Le mo^en unique par lequel on y parvient consiste encore à regarder comme implicitement négatives dans les formules, les quantités qui se trouvent dirigées en sens opposé à celui qu'elles avaient dans les figures qui ont servi à trouver les formules. La condition expresse de cette extension est qu'on exécute les opérations sur ces quantités négatives d'après les règles démontrées dans le cas des polynômes; de sorte qu'il n'y a encore aucune question à se faire sur cette manière d'opé- *rer, puisqu'il a été démontré que cette manière d'agir est un moyen sûr de tirer tous les cas particuliers d'un seul système d'équations, au lieu d'en employer plusieurs ; ce qui est un avantage considérable dont on pourrait à la ri-
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gueur se passer, mais qail ne serait pas raisonnable de repousser.
Après avoir établi ces propositions avec tout le soin que réclamait leur importance, nous sommes passé aux ques* tions où Ton ne considère plus un seul point ou plusieurs en nombre fini, mais une infinité de points assujettis à des conditions communes, et formant un lieu continu de forme quelconque.
Équations des lieux géométriques. — Lorsque l'on cherche un point seulement , on trouve deux équations entre les. grandeurs qui doivent le déterminer, et qu'on nomme ses coordonnées. Mais lorsqu'on doit avoir une infinité de points formant un lieu continu, on ne doit avoir qu'une seule équation entre les coordonnées d'un quelconque de ses points. Il se présente alors deux genres de questions : suivant qu'on cherchera l'équation d'un lieu d'après une propriété géométrique commune à tous ses points^ ou que, l'équation étant donnée, on se proposera de trouver la forme et les propriétés du lieu.
Nous avons commencé par donner quelques exemples de la recherche des équations de lieux géométriques dans divers systèmes de ccfcrdonnées; et quelques-uns d'entre eux ont présenté le cas de solutions élrangères ou de solutions perdues. Nous avons reconnu que cela tenait, comme il était facile de le prévoir, a la non-réciprocité, dans un sens ou dans l'autre, entre les conditions de la question géométriques, et celles que l'on exprimait, soit dans les premières équations, soit dans celles auxquelles a conduit la suite du calcul.
Il arrive souvent aussi que différentes parties d'un lieu défini géométriquement sont représentées par des équations différentes^ si l'on prend toutes les lignes en valeur absolue, mais que ces équations se réduisent à une seule, si l'on y regarde comme négatives les lignes de sens contraire au
sens jNrimitif. Dans ce cas on généralise la première équation en y introduisant cette condition déjà admise dans d'autres cas pour le même objet. Et il est inutile de dire que si Ton ne pouvait réduire plusieurs équations à une seule que par un moyen qui ne serait pas conforme à ceux précédemment admis, on se garderait bien de le faire, parce qu'il en pourrait résulter des contradictions, ou tout au moins une confusion qui ferait perdre tous les avantages qu'on aurait cherchés dans ces généralisations.
Lieux d'^ équations données, — Nous avons traité ensuite la question inverse, et nous nous sommes proposé de construire le lieu de tous les points satisfaisant à une équation donnée.
Il y a lieu d'abord de se demander quel usage on fera des solutions négatives ou imaginaires que l'équation pourrait présenter, et il faut distinguer deux cas :
Ou les conditions d'après lesquelles cette équation a été obtenue demandent, comme nous Tavons vu dans plusieurs problèmes, que les solutions négatives soient portées en sens inverse des positives, et qu'on ne tienne aucun compte des solutions imaginaires ^
Ou l'équation a été donnée à priori^ sans conditions, et seulement comme exercice arbitraire ; en un mot, comme une question de fantaisie.
Dans le premier cas, tout est prévu, et l'on n'a qu'à se conformer aux prescriptions.
Dans le second on est maître de faire ce que l'on veut. On construira uniquement les solutions négatives, si cela plaît; on ne construira que les négatives, et on les portera dans le sens que l'on voudra; on construira ainsi les unes et les autres, si cela convient; on construira des points d'une manière quelconque au moyen des solutions imaginaires : tout cela est permis à celui qui ne s'est proposé, comme nous l'avons dit, qu'une question de fantaisie. C'est
faute de faire celte distinction que Ton trouve quelquefois des difficultés dans Fi nterp relation des solutions d'une équation posée sans conditions et sans connaissance de son origine.
Le changement de système de coordonnées, si souvent utile, se fait au moyen de formules dont on démontre la généralité sous les mêmes conditions que les formules antérieurement discutées. 11 résulte de là des conséquences importantes sur la mise en équation des problèmes et sur l'interpréta tion des solutions négatives. Parmi les remarques que nous avons faites à ce sujet, nous indiquerons la proposition suivante :
Si une équation polaire a été obtenue en partant d^une équation rationnelle entre les coordonnées rectilignes, chaque point du lieu pourra être construit de deux manières différentes : l'une par une valeur positive du rayon vecteur portée dans la direction déterminée par la va^ leur correspondante de V angle; Vautre, par une valeur négatii^e du rayon portée en sens contraire de la direction déterminée par la valeur de V angle qui a donné cette valeur négatii^e.
On pourra se borner à un seul de ces procédés, et alors, pour avoir tous les points du lieu, il faudra faire passer l'angle de zéro à quatre droits. Mais si l'on admet les solutions positives ainsi que les négatives de la manière que nous venons d'indiquer, il suffira de faire varier l'angle de zéro à deux droits.
Mais il faut bien remarquer que cette proposition ne s'applique qu'à l'équation polaire telle qu'elle résulte de la transformation des coordonnées', et si elle était décomposable en plusieurs autres, rationnelles par rapport au rayon vecteur, la double construction, n'étant démontrée que pour leur ensemble, n'aurait généralement lieu pour aucune des deux.
EXPOSÉ ST2V0PTIQUB. 443^
Problème des tangentes. — Après avoir fait Tapplication des théories précédentes aux lignes représentées par ]e6 équations du premier et du secoud degré, nous avons traité Tiniportante question des tangentes aux courbes de degré quelconque. Descartes est le premier qui ait considéré le contact de deux courbes, ou d'une courbe et d'une droite, comme limite de l'intersection de deux lignes dont Tun des points communs se rapproche indéfiniment de Faulre. Nous avons montré comment, à ce point de vuç, le problème des tangentes dépend de la limite du rapport de deux infiniment petits, qui peuvent toujours se ramener aux accroissements correspondants des deux coordonnées, quel que soit le système auquel les points soient rapportés, de sorte que l'on peut énoncer cette proposition générale :
Le problème géométrique des tangentes est ramené à ce problème de calcul : Troui>er la limite du rapport des accroissements infiniment petits correspondants de deux variables liées par une équation donnée.
Nous avons donné quelques exemples de cette recherche: dans les uns les points du lieu étaient déterminés par une équation entre les coordonnées; dans d'autres ils l'étaient par des conditions géométriques, mais c'est toujours à la limite du rapport de deux infiniment petits que le problème était ramené.
La considération des rapports d'infiniment petits ne s'applique pas seulement aux questions de tangentes, mais à beaucoup d'autres de nature très-différente. Nous les avons appliqués à la courbure des lignes planes, à la vitesse et à l'accélération dans le mouvement varié quelconque d'un point en ligne droite; et nous avons montré en général comment les limites de rapports d'infiniment petits ramenaient la considération des variations les plus compliquées à celle de l'uniformité, ce qui est le plus haut degré
possible de simplicité. Mais c'est à la condition de décomposer la grandeur en éléments infiniment petits, et de la regarder comme limite de la somme de ceux d'espèce plus simple par lesquels on les remplace.
Application de la géométrie à la science des nombres* — Les propositions de géométrie qui sont susceptibles d'être exprimées en formules, et donner lieu à l'application de la science des nombres, peuvent réciproquement être appliquées au calcul et conduire à des théorèmes ou à des solutions de problèmes de la science des nombres. Nous n'avons pas cru devoir donner une très-grande étendue à cette partie de la science, et nous nous sommes borné à indiquer Tusage qu'on en a fait dans la théorie des équations, et dans quelques recherches de limites de sommes d'infiniment petits.
Enfin, nous avons montré les avantages que la science des nombres pouvfiit tirer de l'application des lignes trigonométriques aux expressions imaginaires^ nous. avons démontré la certitude des résultats obtenus par *es procédés singuliers qui semblent d'abord n'avoir rien de scientifique et de sérieux, mais qui constituent un puissant moyen de transformation et de généralisation. Nous avons commencé par bien fixer le sens que nous attachions à une équation entre des expressions imaginaires. L'égalité des parties réelles des deux membres, ainsi que l'égalité des parties imaginaires, a été la condition expresse et non la conséquence d'une pareille équation, ce qui est l'inverse de ce que l'on a fait si longtemps. Nous avons montré que ces expressions, quand elles étaient produites par la résolution des équations, devaient, pour y satisfaire, être traitées par les règles ordinaires comme si elles étaient de véritables quantités, et que, lorsqu'elles étaient introduites arbitrairement dans le calcul, c'était toujours sous la condition expresse qu'elles fussent traitées de la même ma-
nière : d'où il résulte qu'il n'y a aucune règle à démontrer sur ces symboles, et que chercher à le faire serait mécounaitre les conditions de leur introduction.
L'un des théorèmes importants que nous avons choisis pour montrer l'avantage de la transformation trigonométrique des expressions imaginaires, est celui qui sert de base à la théorie générale des équations. Il consiste en ce qu'une équation de deg^é quelconque, à coefficients réels ou imaginaires, admet toujours une racine réelle, ou une racine imaginaire de même forme que celles des équations du second degré, sous la condition expresse qu'elle sera traitée suivant les règles établies pour les quantités réelles. Il résulte de ce théorème que toute équation du m*^"*' degré a m racines, et que tout polynôme de degré m peut être regardé comme le produit de m facteurs du premier degré. Ces facteurs sont réels ou imaginaires, et, par l'emploi de ces symboles singuliers, toutes les transformations et tous les calculs si utiles, fondés sur la décomposition des polynômes en facteurs du premier degré, prennent un degré de généralité qu'il ne serait pas possible de leur donner, si l'on s'assujettissait à n'admettre que les formules réelles.
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